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1. ОБЩИЕ ПРИНЦИПЫ МЕХАНИКИ 

Траектории частиц механической системы описываются набором 
обобщенных координат z1(t),...,zN(t). Лагранжиан механической сис-
темы L(zi(t), iz� (t),t) зависит от координат z1(t),..., zN(t) и связанных с 
ними скоростей 1z� (t) ,..., z� N(t) и определяет динамику системы. Точки 
над символами, как всегда, обозначают производную по времени 
d/dt. Лагранжиан L(zi(t), �z i(t),t) является функцией от скоростей iz� (t) 
не выше второй степени. Интеграл по времени от лагранжиана вдоль 
произвольной траектории системы, определяемой некоторой сово-
купностью функций координат частиц z1(t),..., zN(t), задает функцио-
нал S[zi], называемый действием, на данной траектории системы ме-
жду моментами времени ta и tb: 

 S [zi] = ( ) ( ), , d .
b

a

t

i i

t

L z t z t t t
•⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  (1.1) 

Согласно принципу наименьшего ∂ействия Гамильтона механиче-
ская система реально движется по траектории z1(t),..., zN(t), на которой 
действие S[zi] минимально. Непосредственная (прямая) минимизация 
действия производится на определенном классе пробных траекторий, 
согласно способу, описанному в задаче 1.1. Непрямая минимизация 
действия производится методом Эйлера, который приводит в данном 
случае к дифференциальным уравнениям Лагранжа, как описано в 1.2. 

Задача 1.1. Частица в поле U(z) = − Fz за время τ перемещается из 
точки z = 0 в точку z = a. Найти закон движения частицы, предпола-
гая, что он имеет вид z(t) = At2 + Bt + C, и подбирая коэффициенты A, 
B и C так, чтобы действие имело наименьшее значение. 

Решение. Полагая z = 0 при t = 0, находим C = 0 и из условия z = a 
при t = τ находим B = a/τ – Aτ. Используя функцию z(t) = At2 + (a/τ – Aτ)t, 
вычисляем действие 

S = ∫
τ

0

L(z, z )dt = ∫
τ

0

2

[ ( )]d
2

mz
U z t−

�
 = mΑ2τ3/6 + ma2 /(2τ) − FAτ3/6 + Faτ/2. (1.2) 

Из условия δS/δA = 0, определяющего минимум действия, нахо-
дим A = F/(2m). Очевидно, закон движения: 

 z(t) = Ft2/(2m) + [a/τ – Fτ/(2m)]t (1.3) 
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в данном случае является точным. Однако приведенное решение за-
дачи позволяет утверждать лишь то, что при найденном законе дви-
жения действие принимает наименьшее значение среди значений, 
принимаемых при движении по любому другому закону из законов 
предложенного вида. 

1.1. Уравнения движения 

1.1.1. Уравнение Лагранжа. Принцип 
относительности Галилея. Интегралы 

движения 

Действие S[zi] экстремально на траектории реального движения 
zi(t) в сравнении со всеми другими траекториями, близкими к данной: 
zi′(t) = zi(t) + δzi(t), которые имеют такие же концевые точки: 
z′i(ta) = zi(ta) и z′i(tb) = zi(tb). Это свойство действия выражается равен-
ством нулю вариации действия δ1S[zi] в линейном приближении по 
вариации траектории δzi(t): 

 δ1S[zi] = {S[zi + δzi] − S[zi]}|лин = 0 (1.4) 

с граничным условием 

 δzi(ta) = 0, δzi(tb) = 0. (1.5) 

Траектория zi(t), зануляющая первую вариацию действия, удовле-
творяет уравнению Лагранжа, являющемуся, по сути, уравнением 
Эйлера для экстремума функционала S[zi]: 

 (d/dt)(∂L/∂ z� i) = ∂L/∂zi; i = 1,...,N. (1.6) 

Количество уравнений Лагранжа определяется количеством 
обобщенных координат, описывающих движение механической сис-
темы z1,..., zN. Система отсчета, по отношению к которой время явля-
ется однородным, а пространство – однородным и изотропным, на-
зывается инерциальной. Если какая-либо система отсчета движется 
прямолинейно и равномерно относительно инерциальной системы, 
то она также инерциальна. Во всех инерциальных системах одинако-
вы свойства пространства и времени, а также одинаковы и законы 
механики. Это утверждение называется принципом относительно-
сти Галилея. 

Координаты r и r′ одной и той же точки, а также время t и t′ в 
двух различных системах отсчета K и K′ связаны преобразованием 
Галилея: 
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 r′ = r + v t; (1.7) 
 t′ = t, (1.8) 

где v – это скорость движения системы К′ относительно системы K. 
Лагранжиан замкнутой системы материальных точек, т.е. систе-
мы, на которую не действуют никакие внешние тела, имеет об-
щий вид 

 L = ∑
a

[mava
2/2] – U(r1, r2,... ), (1.9) 

где ra – радиус-вектор a-й точки, а va – ее скорость. 

Первый член в (1.9) называют кинетической энергией, а функцию 
U – потенциальной энергией системы материальных точек. Декарто-
вы координаты могут быть менее удобными для описания системы 
со связями, т.е. с дополнительными условиями, налагающими опре-
деленные ограничения на совместное изменение различных декарто-
вых координат. Для учета связей вводят обобщенные координаты. 
Их количество Nоб = N – Nсв, где N – количество декартовых коорди-
нат, Nсв – количество налагаемых ограничений (связей). Если движе-
ние описывается не декартовыми координатами точек, а некоторыми 
обобщенными координатами zi, то для получения лагранжиана про-
водят соответствующее преобразование: 

 xa = fa(z1,..., zNоб), dxa/dt = ∑
k

(∂fa/∂zk) �z k. (1.10) 

Подстановка выражений (1.10) в общее выражение для лагран-
жиана (1.9) приводит к лагранжиану, выраженному через обобщен-
ные координаты и скорости: 

 L = ∑
ki,

[aik(z) i kz z� � ] – U(z1,..., zNоб), (1.11) 

где aik – функции только от координат*.  

Лагранжиан двух невзаимодействующих систем частиц A и B ра-
вен сумме лагранжианов каждой из систем: LAB = LA + LB. Потенци-
альная энергия механической системы во внешнем поле, вообще 
говоря, явно зависит от времени: U(z1,..., zN, t). Сила, действующая 
на a-ю частицу, 

–––––––––– 
* aik = mik/2, тензор mik иногда называют тензором обобщенных масс. 
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 Fa = − ∂U/ ∂ra. (1.12) 

Функции координат и скоростей частиц системы, которые сохра-
няют постоянные значения при движении частиц, зависящие лишь от 
начальных условий, называются интегралами (инвариантами) ∂ви-
жения. При движении замкнутой механической системы с N степеня-
ми свободы число независимых интегралов движения равно 2N − 1. 
Это следует из того, что общее решение N уравнений второго поряд-
ка (1.6), т.е. уравнений Лагранжа, содержит 2N произвольных посто-
янных. Поскольку система замкнута, вид решения не зависит от вы-
бора начала отсчета времени t0. Следовательно, константа t0 входит в 
решения аддитивно со временем t: t + t0. Исключая t + t0 из 2N функ-
ций координат zi и скоростей �iz  (i = 1,..., N), выражаем оставшиеся 
2N – 1 постоянные Сi (i = 1,..., 2N – 1) в виде функций от координат и 
скоростей: zi и iz�  (i = 1,..., N). Полученные таким образом 2N – 1 
функций и являются интегралами движения замкнутой системы с N 
степенями свободы. 
А∂∂итивными интегралами ∂вижения механической системы на-

зываются сохраняющиеся величины, значения которых для всей сис-
темы равны сумме значений для каждой из невзаимодействующих ее 
частей в отдельности. Существуют следующие аддитивные интегра-
лы движения: энергия E, импульс р, и момент импульса M системы: 

 E = ∑
i

[ �z i
.(∂L/∂ �z i) ] – L = ∑

a

 [mava
2/2] + U(r1,r2,...); (1.13) 

 р = ∑
a

[∂L/∂va ]= 
a
∑ [mava]; (1.14) 

 M = 
a
∑ [ rapa ], (1.15) 

где pa = ∂L/∂va – импульс a-й частицы. 

Сохранение энергии E связано с однородностью времени, в силу 
чего лагранжиан замкнутой системы или системы в постоянном 
внешнем поле не зависит явно от времени: ∂L/∂t = 0. Сохранение им-
пульса р связано с однородностью пространства, в силу чего вариа-
ция лагранжиана при любом параллельном переносе ε замкнутой 
системы как целого в пространстве равна нулю: δεL = 0. Сохранение 
момента импульса M связано с изотропией пространства, в силу чего 
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вариация лагранжиана при повороте на любой угол ϕ замкнутой сис-
темы в пространстве как целого равна нулю: δϕL = 0. 

В общем случае обобщенную координату zi, не входящую явным 
образом в лагранжиан, называют циклической. Из уравнения Лагран-
жа (1.6) следует сохранение соответствующего обобщенного им-
пульса pi: 

 d/dt[∂L/ iz∂� ] = ∂L/∂zi = 0; →  pi ≡ ∂L/∂ iz�  = const. (1.16) 

Задача 1.2. Найти интегралы движения, если вид действия не ме-
няется при: а) пространственном сдвиге; б) повороте; в) сдвиге нача-
ла отсчета времени; г) винтовом сдвиге вдоль оси z. 

Ответ: а) импульс; б) момент импульса; в) энергия; г) Мz + 
+ hpz/(2π) = const (h – шаг винта). 

Задача 1.3. Найти интегралы движения для частицы, движущейся: 
1) в однородном поле U(r) = − Fr; 
2) в поле U(r), где U(r) – однородная функция: U(αr) = αn U(r). 

(Уточнить, при каком n преобразование подобия не меняет вид дей-
ствия.); 

3) в поле бегущей волны U(r,t) = U(r − vt), где v – постоянный 
вектор; 

4) в магнитном поле, заданном векторным потенциалом A(r), где 
A(r) – однородная функция; 

5) в электромагнитном поле, вращающемся с постоянной угловой 
скоростью Ω вокруг оси z. 

Решение. 1. Потенциальная энергия U(r) = − Fr, а с ней вместе и 
действие, не изменяются при сдвигах в направлении, перпендику-
лярном F, и при поворотах относительно оси, параллельной F. По-
этому интегралами движения являются компоненты импульса, пер-
пендикулярные F, и компонента момента импульса, параллельная F. 
Так как функция Лагранжа не зависит от времени, интегралом дви-
жения является энергия. Утверждение, что различные точки в неко-
торой области «равноправны», означает, что во всех этих точках рав-
ны значения потенциальной энергии (а не силы!). Пространство, в 
котором имеется однородное поле, отнюдь не однородно. 

2. Преобразование подобия не меняет вида действия при n = 2. В 
этом случае pr – 2Et = const. Например, для центрального поля U = α/r2 
этот интеграл, переписанный в виде m rr�  − 2Et = const, с учетом со-
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отношения ( ) ( )2 2 22 / / / 2r m E t M mr⎡ ⎤= − α −⎣ ⎦�  определяет зависи-

мость r(t), где М – момент импульса относительно центра поля (про-
екция). 

3. E − Vp = const. 
4. pr − 2Et = const, где p = mv + (e/c)A, если A(r) = α−1A(r). 
5. E − pϕΩ = const. 

Задача 1.4. Найти интегралы движения для частицы в однород-
ном магнитном поле Н, если векторный потенциал А задан в виде: 

1. А = (1/2)[ Hr ]; 
2. Ах = Аz = 0, Ay = xH, или А = (0, хН, 0). 
Решение. 1. Пусть ось z параллельна полю Н. Сдвиг вдоль оси z и 

поворот вокруг нее не изменяют вида А, а следовательно, и вида дей-
ствия. Поэтому интегралами движения являются 

pz = ∂L/∂ z�  = m z�  и Mz = xpy − ypx = m(x �y  − y x� ) + [(eH)/ (2c)](x2 + y2). 
Кроме того, интегралом движения является энергия E = (m/2)( �x 2 + �y 2 + �z 2). 

2. E = (m/2)( �x 2 + �y 2 + �z 2), p′
y = m �y  + (e/c)Hx, p′

z = m �z . 
Соображения симметрии позволяют определить различные инте-

гралы движения в зависимости от выбора векторного потенциала 
данного поля Н. Но все величины: E, pz = p′

z, Mz, p
′
y – являются инте-

гралами движения независимо от выбора А. 

1.1.2. Интегрирование уравнений 
движения Лагранжа 

1.1.2.1. Движение частицы в одномерном 
потенциальном поле 

Одномерным называют движение механической системы с одной 
степенью свободы, которую назовем x. Если потенциальная энергия 
U(x) не зависит от времени явно, то уравнения Лагранжа интегриру-
ются в общем виде: 

 t = ( )/ 2m ∫ dx/ ( )E U x⎡ − ⎤⎣ ⎦  + const, (1.17) 

где две произвольные постоянные в решении (1.17) имеют смысл 
полной энергии E и начала отсчета времени t0 = const. 

В силу положительности кинетической энергии движение происхо-
дит только в тех областях пространства, где U(x) < E. Точки xa, огра-
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ничивающие области движения, находятся из уравнения U(xa) = E и 
называются точками остановки (поворота). Если область движения 
ограничена двумя такими точками, то движение называется финит-
ным. Если же область движения не ограничена хотя бы с одной сторо-
ны, то такое движение называется инфинитным. Период колебаний T 
между двумя точками поворота xa и xb определяется по формуле 

 T(E) = ( )2m
xb

xa

∫ dx/ ( )E U x− , (1.18) 

где пределы являются корнями уравнения U(xa,b) = E при данном 
значении E. 

Задача 1.5. Определить закон движения частицы в поле U(x): 
а) U(x) = A[exp(−2αx) − 2exp(−αx)] – потенциал Морса (рис. 1.1); 

U

x

 

Рис. 1.1 

б) U(x) = − U0/[ch2(αx)] (рис. 1.2); 

U

x

 

Рис. 1.2 
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в) U(x) = U0tg
2(αx) (рис. 1.3). 

x

0

U

 

Рис. 1.3 

Ответы: 

а) ( ) ( ) ( ) ( ){ }01/ Arch / sin 2 /x t E U E t E m C⎡ ⎤⎡ ⎤= α + α +⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 при E < 0; 

б) ( ) ( ) ( ) ( ){ }01/ Arsh / sh 2 /x t E U E t E m C⎡ ⎤⎡ ⎤= ± α + α +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  при E > 0; 

в) ( ) ( ) ( )01/ Arsh 2 /x t t U m C⎡ ⎤=± α α +⎣ ⎦  при E = 0, {Arsh(x) = ln[x + (x2 + 1)]}. 

Задача 1.6. Найти закон движения частицы в поле U(x) = − Ax4, 
если энергия ее равна нулю. 

Ответ. 1( ) .
2
mx t t
A

−= −  

Задача 1.7. Найти изменение закона движения частицы, вызван-
ное добавлением к полю U(x) малой добавки δU(x): 

1) U(x) = mω2x2/2, δU(x) = mαx3/3; 

2) 
2 при ;

( )
при ;

x x
U x

x

⎧α < α⎪= ⎨
∞ > α⎪⎩

 δU(x) = Fx. 

Решение. 1. Невозмущенное движение x0(t) = asin(ωt); E = ma2ω2. (1.19) 

Поправка δt(x) = (α/3ω3) ( ) ( )2 2 2 2 2/ 2a x a a x a⎡ ⎤− + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
. (1.20) 
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Подставляя (1.19) и (1.20) в формулу 

 x = x0(t) − x′0 (t) δt(x0(t)), 

получаем 

 x(t) = asin(ωt) − αa3/(3ω2)cos(ωt)[cos (ωt) +1/cos (ωt) − 2]. 

С точностью до членов первого порядка малости по αa2/ω2 вклю-
чительно 

 x(t) = asin(ωt + ϕ) + αa3/(2ω2) − [αa3/(6ω2)]cos[2(ωt + ϕ)], 

где ϕ = − 2αa2/(3ω2). 

Задача 1.8. Найти изменение периода движения частицы, вызван-
ное добавлением к полю U(x) малой добавки δU(x): 

1) U(x) = mω2x2/2 (гармонический осциллятор), δU(x) = mβx4/4; 
2) U(x) = mω2x2/2, δU(x) = mαx3/3; 
3) U(x) = A[exp(−2αx) − 2exp(−αx)], δU(x) = −Vexp(αx), V << A. 
Решение. 1. Ответ: T = 3πβE/(2mω5). 
2. Графики потенциальной энергии U(x) и U(x) + δU(x) изображе-

ны на рис. 1.4. 

x

U, E

Um

U(x)
U(x)+δU(x)

 

Рис. 1.4 

Видно, что при E > Um = mω6/6α добавка делает движение инфи-
нитным. При значениях E, близких к Um, период колебаний неогра-
ниченно возрастает (как |ln(Um − E)|); поэтому нельзя рассчитывать, 
что в этом случае он определяется небольшим числом членов ряда 
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 T = / 2m
n=

∞

∑
0

[(−1)n/n! ](∂n/∂En )

1

2

x

x

∫ [δU(x)]ndx/ ( )E U x⎡ − ⎤⎣ ⎦ . 

Если же E << Um, то поправка к периоду δT = 5πE/(18ωUm). 

3. Ответ: 3
52 2

AV m
T

E

πδ =
α

; E >> 8AV . 

1.1.2.2. Движение частицы в центральном поле. 
Задача Кеплера 

Потенциальная энергия частицы в центральном поле U(r) зависит 
только от расстояния |r| ≡ r до неподвижного центра поля. Сохраня-
ется момент импульса частицы M относительно центра поля: 

 M = [r,p] = const. (1.21) 

Вследствие (1.21) движение происходит в одной плоскости, в ко-
торой вводятся полярные координаты r и ϕ. Лагранжиан принимает 
вид 

 L = (m/2)(dr/dt)2 + r2(dϕ/dt)2 − U(r). (1.22) 

Очевидно, координата ϕ является циклической. Соответствующий 
ей сохраняющийся обобщенный импульс 

 pi = (∂L/∂ �z i) ≡ pϕ = mr2(dϕ /dt) = const ≡ M (1.23) 

является проекцией момента импульса M на ось, перпендикулярную 
плоскости орбиты частицы Mz. Также сохраняется полная энергия 
частицы E. Полное решение задачи в квадратурах о движении части-
цы в центральном поле, зависящее от двух интегралов движения M и 
E, а также от начальных условий t0 и ϕ0, имеет вид 

 ( ) ( ) ( ){ }2 2 2
0d / 2 / / ;t r m E U r M m r t= ⎡ − ⎤ − +⎣ ⎦∫  (1.24) 

 ( ) ( ) ( ){ }2 2 2
0/ d / 2 / / .M r r m E U r M rϕ = ⎡ − ⎤ − + ϕ⎣ ⎦∫  (1.25) 

Частный случай задачи о движении в центральном поле вида 
U(r) = − α/r, соответствующем полю тяготения или кулоновскому 
полю, называется за∂ачей Кеплера. В задаче Кеплера интегралы в 
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общих формулах (1.24) и (1.25) имеют первообразные в виде элемен-
тарных функций. Орбиту частицы можно записать в виде 

 p/r = 1+ e cos(ϕ). (1.26) 

Это уравнение определяет линию конического сечения с фокусом 
в начале координат; p и e называются соответственно параметром и 
эксцентриситетом орбиты: 

 p = M2/(mα); e = 2 21 2 / ,EM m+ α  (1.27) 

причем сделанный выбор начала отсчета угла ϕ = 0 соответствует 
ближайшей к центру точке орбиты (перигелий). Из (1.26) следует, что 
при E < 0 движение финитно, эксцентриситет e < 1 и (1.26) описыва-
ет эллипс. В случае E ≥ 0 движение инфинитно. При этом в случае 
E > 0 эксцентриситет e > 1 и (1.26) описывает гиперболу. В случае 
E = 0 e = 1 и (1.26) описывает параболу. 

Задача 1.9. Найти траектории и законы движения частицы в поле 

 
при ,

0 при .

V r R
U

r R

− <⎧
= ⎨ >⎩

 

На рис. 1.5 показана сферическая прямоугольная потенциальная 
яма при различных значениях момента и энергии. 

U

R r

–V
 

Рис. 1.5 

Решение. Скорость частицы 
2

2

2
( ( )

2

M
r E U r

M mr

⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
� . Вне 

сферы радиусом R частица движется со скоростью 2 /E m , а 
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внутри – со скоростью ( )2 /E V m⎡ + ⎤⎣ ⎦ . В зависимости от соот-

ношения E и M получаются различные виды траекторий. При 
[M 2/(2mR2) − V] < E < M 2/(2mR2) частица либо движется внутри 
сферы, испытывая отражения на границе (рис. 1.6,а), либо (если, 
кроме того, E > 0) может двигаться и вне сферы (траектория прямая, 
рис.1.6,б). При M 2/(2mR2) < Е имеет место преломление траектории 
(см. рис.1.6,б). 

Как выглядит траектория при E = M2/(2mR2) − V? 

a

E > 0

б  

Рис. 1.6 

Задача 1.10. Определить траекторию частицы в поле U(r) = 
2r r

βα + . 

Выразить изменение направления ее скорости при рассеянии через 
энергию и момент. 

Решение. Для определения траектории движения используем сле-
дующие формулы: 

 ϕ = { }2
эфd / [2 ( )] ;M r r m E U−∫

 
Uэф = U(r) + M2/(2mr2). 

Интеграл, записанный в виде 

 ( ) ( )2 2 2/ d / 2 / 2M M M r r m E M Mr
r

⎧ ⎫α⎪ ⎪⎡ ⎤ϕ = − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∫� � � , 
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где 2M� = M2 + 2Mβ, сводится к соответствующему интегралу в зада-
че Кеплера. 

В результате вычисления получаем 

 r = p/[e cos γ.(ϕ − ψ) − 1], 

где 

 p = (2/α)[β + M2/(2m)]; e = ( ) ( )( )2 21 4 / / 2E M m⎡ ⎤+ α β +⎣ ⎦ ; 

γ = 21 2 /m M⎡ ⎤+ β⎣ ⎦ , E > 0, ψ – произвольная постоянная. 

Траектория представляют собой кривую, получаемую из гипер-
болы уменьшением полярных углов в γ раз (рис.1.7). Постоянная ψ 
определяет ориентацию траектории. Направление асимптот опреде-
ляется условием r → ∞, при этом e.cos (ϕ1,2 − ϕ) = 1. Cкорость от-
клоняется на угол  

 π − (ϕ1 − ϕ2) = π − (2/γ)arccos(1/e) = 

 = π − (2/γ) arctg ( )( )2 24 / / 2E M m⎡ ⎤α β +⎣ ⎦ [(4E/α2)(β + M2/2m)]. 

ψ

ϕ1
ϕ2

 

Рис. 1.7 

Задача 1.11. Определить траекторию частицы в поле U(r) = 
2r r

βα− + . 

Найти угловое расстояние Δϕ между двумя последовательными про-
хождениями перигелия (точки r = rmin), период радиальных колеба-
ний Tr и период обращения Tϕ. При каком условии траектория ока-
жется замкнутой? 
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Решение. Уравнение траектории 

 r = p/[1 + ecos γ(ϕ − ψ)], 

где p, e, γ определены в задаче 1.10. При E < 0 движение финитное. 
Период тот же, что и в поле U0 = − α/r. Для определения Tr достаточ-
но заметить, что добавление к полю U0 добавки β/r2 сказывается на 
радиальном движении так же, как увеличение М. Период же Tr в ку-
лоновском поле U0 от М не зависит. 

 Tr = πα ( )3
/ 2m E , Δϕ = 2π/γ, Tϕ = γTr. 

Траектория замкнутая, если γ – рациональное число. На рис. 1.8 
изображена траектория для γ ≈ 5. 

 
Рис. 1.8 

Задача 1.12.Определить траекторию частицы в поле U(r) = −α/r − β/r. 
Решение. При β < M2/2m r = p�  /{1 − e� cos[ γ� (ϕ − ψ)]}, 

p�  = (2/α)[M2/2m − β], γ� = 21 2 /m M− β , 

~e  = ( )2 21 4 / / 2E M m⎡ ⎤+ α − β⎣ ⎦ ; 

если E < 0, то Δϕ = 2π/γ, Tϕ = γ� Tr, Tr – то же, что в задаче 1.7. При 

β > M2/(2m) r = p′/{e sh[γ′(ϕ − ψ)] + 1}, если E > 0, и 
r = p′/{e ch[γ′(ϕ − ψ)] + 1}, если E < 0. 

Задача 1.13. При каких значениях момента импульса М возможно 
финитное движение частицы в поле U(r) = − Vexp(− χ2r2)? 

Ответ. Финитное движение возможно при M2 < 8mV/(e2χ2). 
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1.1.2.3. Рассеяние частиц. Формула Резерфорда 

Упругим называется рассеяние частиц, которое не сопровождает-
ся изменением их внутреннего состояния. В этом случае в законе со-
хранения энергии при рассеянии внутреннюю энергию можно не 
учитывать. В системе центра инерции двух частиц задача о рассея-
нии сводится к рассмотрению рассеяния одной частицы массой m в 
поле U(r) неподвижного силового центра, расположенного в центре 
инерции O. Взаимодействие между частицами считаем зависящим 
только от взаимного расстояния между ними. Траектория частицы в 
центральном поле симметрична по отношению к ОВ, соединяющей 
центр О с ближайшей точкой орбиты В (рис. 1.9). 

χ

ϕ0

ϕ0

B

O

 

Рис. 1.9 

Обозначим через ϕο угол асимптоты орбиты с прямой ОВ. Соот-
ветственно угол отклонения частицы в результате рассеяния в потен-
циале центра равен χ =  |π − 2 ϕ0|, где 

 ϕ0 =

minr

∞

∫ (M/r2)dr/ ( ){ }2 22m E U r M r⎡ − ⎤ −⎣ ⎦ , (1.28) 

причем минимальное расстояние до центра rmin = ОВ является корнем 
знаменателя подынтегрального выражения в (1.28). 

При инфинитном движении вводят вместо интегралов движения 
М и Е параметры v∞ и ρ, являющиеся скоростью частицы на беско-
нечности и прицельным расстоянием соответственно. Последнее 



21 

равняется минимальному расстоянию до центра, на котором частица 
прошла бы мимо, если бы силовое поле U(r) отсутствовало. С этими 
параметрами формула (1.28) приобретает вид 

 ϕ0 =

minr

∞

∫ (ρ/r2)dr/ ( ) ( ){ }2 2 21 2 / / .U r mv r∞− − ρ  (1.29) 

При рассеянии пучка одинаковых частиц последние падают на 
рассеивающий центр с одинаковой начальной скоростью v∞, но с раз-
личающимися прицельными расстояниями в интервале (ρ, ρ + dρ). 
Соответственно углы рассеяния частиц лежат в интервале (χ, χ + dχ). 
Эффективным дифференциальным сечением рассеяния dσ называет-
ся отношение числа частиц dN, рассеиваемых в единицу времени, на 
углы в интервале (χ, χ + dχ), к числу частиц n, проходящих в едини-
цу времени через единицу площади поперечного сечения пучка 
(предполагается однородность по сечению): 

 dσ = dN/n. (1.30) 

Эквивалентное выражение для сечения рассеяния имеет вид 

 dσ = 2πρ(χ) |dρ(χ)/dχ| dχ = [ρ(χ)/sin(χ)] |dρ/dχ|do, (1.31) 

где введено обозначение телесного угла между конусами с углами 
раствора χ и χ + dχ: 

 do = 2π sin(χ)dχ. 

Важным частным случаем является рассеяние частиц на центре с ку-
лоновским потенциалом U(r)= α/r. Из формулы (1.29) при этом следует 

 ϕ0 = arccos{α/(mv∞
2ρ)/{1+ [α/(mv∞

2ρ)]2 }= (π – χ)/2. (1.32) 

Находя с помощью (1.32) зависимость ρ(χ) и подставляя в общее 
выражение (1.31), получаем формулу Резерфор∂а: 

 dσ = (α/2mv∞
2)2do/[sin4(χ/2)]. (1.33) 

Эффективное сечение (1.33) не зависит от знака α. 

Задача 1.14. Найти эффективное дифференциальное сечение рас-
сеяния частиц сферическим «потенциальным горбом»: 
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при ,

( )
0 при .

V r a
U r

r a

<⎧
= ⎨ >⎩

 

Решение 

 
2 2 2
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( cos( 2) 1) ( cos( 2))
d d

4 cos( 2) 41 2 cos( 2)

a n n n a
o

n n

⎧⎛ ⎞θ − − θ⎪⎜ ⎟σ = +⎨⎜ ⎟⋅ θ⎜ ⎟⎡ ⎤+ − θ⎪ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎩

 

при 0 < θ < θm, θm = 2 arccos n < π, 

где n = ( )1 /V E− . 

Чем вызвано отличие этого сечения от сечения рассеяния на по-
тенциальной яме? 

Задача 1.15. Найти сечение падения частиц в центр поля 
U =  α/r – β/r2. 

Решение 

 
2 2 2

2

(4 ) при (2 ),

0 при (2 ).

E E E

E

⎧ ⎡ ⎤π β − α > α β⎪ ⎣ ⎦σ = ⎨
< α β⎪⎩

 

Как изменится сечение при изменении знака α (см. задачу 1.12)? 

Задача 1.16.  Найти эффективное дифференциальное сечение 
рассеяния частиц в поле 

 
/ при ,

( )
0 при .

r R r R
U r

r R

⎧α − α <
= ⎨ >⎩

 

Решение. dσ = R2(1 + λ )do / {4[1 + λsin2(θ/2)]2}, где λ = 4RE (RE +  
+ α)/α2, 
где λ = –1, dσ = 0 – каналирование. 

Как объяснить результат, получаемый при (α + 2RE) = 0? 
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1.2. Малые колебания 

1.2.1. Свободные одномерные колебания. 
Колебания систем со многими степенями 

свободы. Вынужденные колебания. Резонанс 

Малые одномерные колебания механической системы вблизи по-
ложения устойчивого равновесия z0 по обобщенной координате z 
описываются лагранжианом 

 L = m 2z� /2 – k(z − z0)
2/2, (1.34) 

где k = U′′(z0) – вторая производная потенциальной энергии по коор-
динате в точке минимума, а первый член в (1.34) – кинетическая 
энергия системы. Систему с лагранжианом (1.34) называют одномер-
ным осциллятором. Соответствующее уравнение Лагранжа после 
замены u = z − z0 принимает вид 

 u�� + ω2u = 0; ω = ( )/k m . (1.35) 

Общее решение уравнения (1.35) представляется линейной ком-
бинацией гармонических функций: 

 u(t) = c1 cos (ωt) + c2 sin (ωt) = a cos (ωt+ α), (1.36) 

где введены параметры – амплитуда колебаний a и фаза α согласно 
соотношениям 

 a = ( )2 2
1 2c c+ , tg α = −c2/c1.  

Параметр ω называется циклической частотой гармонического 
колебательного движения, которое описывается соотношением 
(1.36). Обобщение Лагранжиана (1.34) на случай N степеней свобо-
ды, z1(t),..., zN(t), проводится введением потенциальной энергии U, 
имеющей минимум при zi = zi0. Вводим опять малые смещения относи-
тельно положения равновесия: ui = zi – zi0 и представляем потенциаль-
ную энергию U, отсчитанную от ее минимального значения U(z10,..., 
zN0), в виде положительно определенной квадратичной формы: 

 U – U(z10,..., zN0) = (1/2) ( ),
,

i k i k
i k

k u u∑ . (1.37) 
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Вводя также кинетическую энергию по аналогии с (1.34), получа-
ем следующий Лагранжиан системы гармонических осцилляторов: 

 L = (1/2)
i k,
∑ [mi,k (dui/dt)(duk/dt) – ki,kuiuk], (1.38) 

где коэффициенты mi,k и ki,k симметричны по индексам i,k. 
Уравнения Лагранжа представляют собой систему N однородных 

линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффици-
ентами: 

 
k
∑ (mi,k u��k + ki,kuk) = 0. (1.39) 

Переходя к представлению Фурье по временной переменной t, 
ищем решения системы (1.38) в виде 

 uk = Akexp (iωt). (1.40) 

Подстановка (1.40) в (1.39) приводит к системе N однородных ли-
нейных алгебраических уравнений, которым должны удовлетворять 
постоянные коэффициенты Ak: 

 
k
∑ (− ω2mi,k + ki,k)Ak = 0. (1.41) 

Отличные от нуля решения Ak системы (1.41) существуют, когда 
ω2 удовлетворяет характеристическому уравнению, т.е. условию 
равенства нулю детерминанта матрицы системы (1.41): 

 det | − ω2mi,k + ki,k | = 0. (1.42) 

N вещественных решений ωα (α = 1,..., N) определяют набор соб-
ственных частот механической системы. Используя миноры Δkα мат-
рицы системы (1.41), вычисленные при заданных значениях ωα, 
можно выразить исходные координаты осцилляторов ui (i = 1,…, N) 
через нормальные координаты Yα, α = 1,..., N согласно формуле 

 ui = 
α
∑ Δi αYα . (1.43) 

В этих координатах уравнения Лагранжа разделяются и приобре-
тают вид, полностью аналогичный (1.35): 

 ��Y α + ωα
2Yα = 0, (1.44) 
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где собственные частоты колебаний могут быть представлены в виде, 
аналогичном одномерному случаю (1.35): ωα

2 ≡ kα/mα. Соответствен-
но общее решение системы (1.39) приобретает вид 

 ui =
α
∑ [ΔiαCαcos(ωαt + ϕα)]. (1.45) 

Решение (1.45) представляет собой линейную комбинацию N соб-
ственных колебаний системы с произвольными амплитудами Cα и 
фазами ϕα. В случае кратных корней характеристического уравнения 
(1.42) соответствующие миноры зануляются, и поэтому выбор коэф-
фициентов в (1.43) для различных нормальных координат с одной и 
той же кратной частотой не однозначен и определяется начальными 
условиями. 

Наличие внешней вынуждающей силы Fk(t), воздействующей по 
оси координат uk, отражается в добавлении к лагранжиану системы 
L0 дополнительного слагаемого, входящего в выражение для потен-
циальной энергии системы: 

 L = L0 + 
k
∑ [Fk(t)uk]. (1.46) 

Переходя к нормальным координатам согласно преобразованию 
(1.43), получаем следующие уравнения Лагранжа: 

 Y�� α + ωα
2 Yα = fα(t),  (1.47) 

где fα(t) ≡
k
∑ [Fk(t)Δkα/mα]. 

Общее решение уравнения (1.47) имеет вид 

 Yα(t) = Im{exp (iωαt)
0

t

∫ fα(t′)exp(− i ωαt′)dt′ + Cα)}, (1.48) 

где символ Im{...} означает взятие мнимой части комплексного чис-
ла, Cα – произвольная постоянная. В частном случае гармонической 
вынуждающей силы 

 fα(t) = f0 cos (γt + β) (1.49) 

решение также имеет вид суммы гармонических функций с собст-
венной и внешней частотами ωα и γ: 

 Yα(t) = Cαcos (ωαt + ϕα) + f0cos (γt + β)/(ωα
2 − γ2). (1.50) 
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Решение (1.50) неприменимо в случае выполнения условия резо-
нанса: ωa = γ. В последнем случае амплитуда колебаний растет ли-
нейно со временем вплоть до выхода системы из режима малых ко-
лебаний: 

 Yα(t) = Cα cos ( γt + ϕα)+ tf0sin (γt + β)/(2γ). (1.51) 

Задача 1.17. Найти свободные колебания системы (рис. 1.10), 
если она находится в однородном поле тяжести и частица может дви-
гаться только вертикально. 

2L

k

k

m

 

Рис. 1.10 

Ответ. ω2 = 2k/m. 

Задача 1.18. Найти свободные колебания системы (рис. 1.11), ес-
ли частица может двигаться: 1) горизонтально; 2) вертикально. 

k km

 

Рис. 1.11 

Решение. 1. Скорость смещения из положения равновесия 
x�  = x� 0cos (ωt) + (x0ω).sin (ωt), откуда 



27 

 x(t) = ( )2 2 2
0 0 /x x+ ω� cos (ωt + ϕ),  

где tg ϕ = − x� o/(ωx0), ω2 = 2k/m. 
2. Пусть натяжение одной пружины f. Для малых смещений 

|y| << ( )/fl k , где l – длина одной пружинки в положении равнове-
сия, колебания гармонические y = A cos (ωt + ϕ), ω2 = 2f/(ml). 

При f = kl частота колебаний та же, что и в пункте 1. Если пру-
жинки не натянуты (f = 0), колебания нелинейны, возвращающая си-

ла F = 
3

2

ky l

l
− ; частота 

 ω = ( )2 / /mk m y lπ  ,  

где ym – амплитуда колебаний. Если частица может двигаться в плос-
кости xy, то ее движение при f ≠ 0 и малых смещениях представляет 
собой гармонические колебания вдоль осей x и y с частотами ω2

x = 
2k/m и ω2

y = 2f/(ml) соответственно. 

Задача 1.19. Найти установившиеся малые колебания плоского 
маятника, точка подвеса которого равномерно движется по окружно-
сти радиусом R с частотой Ω (рис. 1.12). Длина маятника l (l >> R). 

Ω
R

l

m
 

Рис. 1.12 

Ответ. Угол отклонения маятника от вертикали ϕ = [aΩ2/(g – 
– lΩ2)] cos (Ωt), |aΩ2/(g − lΩ2)| << 1. 
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Задача 1.20. Найти частоту ω малых колебаний частицы в поле 
U(x) = V cos (αx) − Fx. 

Ответ. ω2 = (Vα2/m) ( )2
1 /F V⎡ ⎤− α⎣ ⎦ ; min U(x) существует при F < Vα. 

Задача 1.21. Точка массой m, несущая заряд q, может двигаться в 
поле тяжести по вертикали окружности радиусом R. В нижней части 
окружности закреплен заряд q. Найти положение равновесия и час-
тоту малых колебаний точки (рис. 1.13). 

A

q

q, m

R

ϕ

 
Рис. 1.13 

Решение. ω2 = (3g/R) |1 − x0
2|, где x0 = ( )2 23 / 8q mgR⎡ ⎤

⎣ ⎦ . При x0 > 1 

точка А – положение устойчивого равновесия, а при x0 < 1 – неустой-
чивого. Положение устойчивого равновесия ϕ0 при x0 < 1 определя-
ется условием sin (ϕ0/2) = x0. 

Задача 1.22. Найти установившиеся колебания осциллятора под дейст-
вием периодической силы F(t) = F(t/τ − n) при nτ < t < (n + 1)τ (рис. 1.14). 

F 

τ 2 τ t 
 

Рис. 1.14 
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Решение. В промежуток времени 0 ≤ t ≤ τ колебания имеют вид 

 x = Ft/(mω2τ) + B sin (ωt) + C cos (ωt). 

Движение окажется установившимся, если x(τ) = x(0) = C, x� (τ) = 
x� (0) = Bω + F/(mω2τ). Эти условия приводят к системе уравнений 

 
[ ]

[ ]
2( ) sin( ) cos( ) 1 0;

cos( ) 1 sin( ) 0,

F m B t C t

B t C t

⎧ ω + ω + ω − =⎪
⎨ ω − − ω =⎪⎩

 

определяющей постоянные В и С. Таким образом, при 0 ≤ t ≤ τ 

 x(t) = F/(mω2){t/τ − [sin (ωt − ωτ/2)]/[2 sin (ωτ/2)]}. 

Если же t лежит в промежутке nτ ≤ t ≤ (n + 1)τ (где n – целое), то в 
правой части x(t) следует заменить t на t′ = t – nτ (0 < t′< τ). 

При ωτ, близком к целому кратному 2π, второй член в последнем 
выражении оказывается очень большим – случай, близкий к резонан-
су. При ωτ = 2πl (l – целое) установившихся колебаний быть не мо-
жет (система уравнений, определяющая В и С, противоречива): пред-
ставив силу в виде ряда Фурье 

 F(t) = F/2 – 
1l

∞

=
∑ [(F/πl) sin (2πl/τ)t, 

увидим, что резонансную раскачку колебаний может вызывать каж-
дая гармоника вынуждающей силы. При τ = 2πl /ω для достаточно 
больших t (каких именно?) 

 x(t) ∼ [–Ft/(2πmωl)] sin (ωt). 

Задача 1.23. Найти установившиеся колебания осциллятора под 
действием периодической силы F(t) = F[1 − exp(−λt′)], t′ = t − nτ при 
nτ < t < (n + 1) τ (рис. 1.15). 

 F

τ 2 τ t  
Рис. 1.15 

Ответ. 
2 22

2 2 2 2 2 2 2
1 0

4
.

( ) 4n

a n
A

m n n

∞

=

λω=
ω − ω + λ ω∑  
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Задача 1.24. Найти нормальные колебания системы, изображен-
ной на рис. 1.16, при которых частицы двигаются вертикально. 

k

k

m

m

 

Рис. 1.16 

Решение. В системе возможны два нормальных колебания, т.е. 
такие колебания, при которых частицы движутся с одинаковой час-
тотой в фазе или противофазе (xi – отклонения от положения равно-
весия, ср. с задачей 1.17): 

1) x1 = A cos (ω1t + ϕ), x2 = 2/( 5 1− ) A cos(ω1t + ϕ); 

2) x2 = B cos (ω2t + ψ), x2 = −2/( 5 1− )B сos(ω2t + ψ). 

Здесь нормальные частоты ω2
1,2 = [(3 ± 5 )/2](k/m). 

Задача 1.25. Найти свободные колебания системы (рис. 1.17), ес-
ли в начальный момент: 

1) одна из частиц имеет скорость υ, скорость другой и отклонения 
обеих частиц от положения равновесия равны нулю; 

2) одна из частиц отклонена от положения равновесия на расстоя-
ние а, отклонение другой и скорость равны нулю. 

Частицы могут двигаться только вдоль прямой АВ. 

A Bk k km m

 

Рис. 1.17 
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Решение 
1) x1,2 = (υ/2) [(1/ω1)

 sin (ω1t) ± (1/ω2)
 sin (ω2t)]; при k1 << k колеба-

ния имеют форму биений:  
x1 = (υ/ω1)

 cos (εt) sin (ω1t), x2 = − (υ/ω1) sin (εt) cos (ω1t); 
2) x1,2 = (a/2) [cos (ω1t) ± cos(ω2t)]; при k1 << k x1 = a cos (εt) cos (ω1t), 
x2 = a sin (εt) sin (ω1t). Всюду ω1

2 = k/m, ω2
2 = (2k1 + k)/m, 

ε = k1ω1/(2k). 

Задача 1.26. Найти нормальные колебания трех одинаковых час-
тиц, связанных одинаковыми пружинками и могущих двигаться по 
кольцу (рис. 1.18). Определить нормальные координаты, приводящие 
функцию Лагранжа к сумме квадратов. 

R

A

B
C m

m

m

k
k

k

 

Рис. 1.18 

Решение. Пусть xi – смещение i-й частицы вдоль кольца. Функция 
Лагранжа системы 

L = (m/2)( x� 1
2 + x� 2

2 + x� 3
2) − (k/2) [(x1 − x2)

2 + (x2 − x3)
2 + (x3 − x1)

2]. 
Три частицы могут вращаться с постоянной угловой скоростью ω0: 

 x1 = x2 = x3 = C1t + C2 = 1
3

q1(t), ω1 = 0, C1= ω0R, C2 = 0. (1.52) 

Колебания же частиц А и В навстречу друг другу с равной ампли-
тудой 

 x1 = − x2 = 1
2

 q2(t) = C2
 cos (ω2t + C4), x3 = 0, ω2

2 = 3k/m (1.53) 
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происходят с той же частотой, что и колебания частиц В и С на-
встречу друг другу: 

 x2 = −x3 = 1
2

q3(t) = C3cos(ω3t + C6), x1 = 0, ω3 = ω2. (1.54) 

Введем «вектор смещения» r = 
1

2

3

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎟⎜ ⎠⎝

. 

Тогда колебания (1.52) – (1.54) можно представить в виде трех 

векторов (множители 1
3
и 1

2
 введены для того, чтобы нормиро-

вать векторы ri условием ri
.rk = δikqi

2): 

 r1 = 1
3

1

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎟⎜ ⎠⎝

q1, r2 = 1
2

1

1

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟

⎟⎜ ⎠⎝

q2, r3 = 1
2

0

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎟⎜− ⎠⎝

q3. 

Нормальные координаты должны диагонализовать одновременно 
обе квадратичные формы – для кинетической и для потенциальной 
энергии. Поскольку в функции Лагранжа системы L кинетическая 
энергия пропорциональна сумме квадратов скоростей, то преобразо-
вание от xi к нормальным координатам, не меняющее ее вида, долж-
но быть ортогональным, а векторы нормальных колебаний взаимно 
ортогональными. Векторы ri независимы, но не ортогональны друг 
другу: r1r2 = r1r3 = 0, но r2r3 ≠ 0. Чтобы получить нормальные коор-
динаты, нужно ортогонализовать векторы r2 и r3. Заметим, что су-
перпозиция колебаний αr2 + βr3 есть по-прежнему колебание с час-
тотой ω2 = ω3. Поэтому колебания 

 r′1 = r1, r′2 = r2, r′3 = αr2 + βr3 = 1
6

1

1

2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎟⎜− ⎠⎝

q3, 

где α = 1
3

 и β = 2
3

 найдены из условия r′3r′2 = 0 и условия норми-

ровки r′3, являются нормальными колебаниями. Координаты qi 
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1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 3

1 1 1
;

3 2 6
1 1 1

;
3 2 6

1 2

3 6

x q q q

x q q q

x q q

⎧ = + +⎪
⎪
⎪ = − +⎨
⎪
⎪

= −⎪
⎩

 

приводят функцию Лагранжа к виду 

L = (m/2) 2
1(q� + 2

2q�  − ω2
2 2

2q  + 2
3q� − ω3

2q3
2). 

Разумеется, любые координаты, полученные из q2, q3 ортогональ-
ным преобразованием, являются нормальными координатами (соот-
ветственно любые векторы, полученные из r′2, r′3 простым поворо-
том вокруг r1, являются векторами нормальных колебаний). 

Задача 1.27. Найти нормальные колебания системы частиц, кото-
рые могут двигаться по кольцу (рис. 1.19). 

2m

m m

m

kk

k k

 

Рис. 1.19 

Решение. Пусть хi – смещение i-й частицы вдоль кольца. Два 
нормальных колебания легко угадываются: 
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 1 1 2 2

1 1

1 0
( ), ( ),

1 1

1 0

q t q t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r  

 q1(t) = C1t + C2, q2(t) = A2
 cos (ω2t + ϕ2), ω2

2 = 2k/m. 

Два других вектора должны быть ортогональны к векторам 1 2,r r , 
т.е. иметь вид 

( )

2

a

b
q ta

b
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

r . Подставляя r  в уравнения движения первой и 

второй частиц 

 1 1 4 2(2 ) 0mx k x x x+ − − =�� ; 

 2 2 1 3(2 ) 0mx k x x x+ − − =�� , 

получаем уравнения для определения величин а, b и частот 
(–mω2 + 3k)a – (k/2) b = 0; 
–2ka + (–mω2 + 2k) b = 0. 

Отсюда находим ω2
3,4 = [(5± 5 )/2] (k/m), b3,4 = (1± 5 ) a3,4 или 

 3,4 3,4

1

1 5
( ),1

3 5

2 2

q t

⎛ ⎞
⎜ ⎟

±⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

r

∓

 q3,4 = A3,4
 cos (ω3,4t + ϕ3,4). 

Задача 1.28. Найти установившиеся колебания системы (см. 
рис. 1.17), если точка А движется по закону a cos (γt). 

Решение 
x1 = {ak (k1 + k2 − mγ2)/[m2(γ2 − ω1

2)(γ2 − ω2
2)]} cos (γt); 

x2 = {ak k1/[m
2 (γ2 − ω1

2) (γ2 − ω2
2)]} cos (γt), 

где ω1
2 = k/m, ω2

2 = (k + 2k1)/m (см. задачу 1.25). 
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Задача 1.29. Найти установившиеся колебания системы двух час-
тиц на кольце (рис. 1.20), если точка А движется по кольцу по закону 
a cos (γt). Исследовать зависимость амплитуд колебаний от частоты 
вынуждающей силы. 

A

mm

k

k

k

 

Рис. 1.20 

Решение. x1 = x2 = [ak]/(k − mγ2)] cos (γt), где xi – смещение вдоль 
кольца из положения равновесия i-й частицы. Резонанс возможен 
только на одной из нормальных частот при γ2 = k/m. 

Задача 1.30. Определить частоты нормальных колебаний системы 
N одинаковых частиц массой m, связанных одинаковыми пружинка-
ми жесткости k и могущих двигаться по прямой (рис. 1.21). 
Указание. Удобно искать нормальные колебания в виде плоских 

волн. 

A

kk k

mm m

 
Рис. 1.21 

Решение. Функция Лагранжа системы 

 L( x� , x) = (m/2)
1

N

n=
∑ x� n

2 − (k/2) [x1
2 +

2

N

n=
∑ (xn − xn−1)

2 + xN
2], (1.55) 

где xn – смещение n-й частицы из положения равновесия.  
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Введем также координату положения равновесия n-й частицы Xn = 
na, где а – равновесная длина одной пружинки. Система уравнений 
Лагранжа 

 
1 1 2

1 1

1 1

(2 ) 0;

(2 ) 0, 2, 3,..., 1,

(2 ) 0
n n n n

N N

mx k x x

mx k x x x n N

mx k x x
− +

−

+ − = ⎫
⎪+ − − = = − ⎬
⎪+ − = ⎭

��
��
��

 (1.56) 

эквивалентна системе 

 m ��x n + k(2xn − xn−1 − xn+1) = 0, n = 2, 3,..., N (1.57) 

при дополнительном условии  

 x0 = xN+1 = 0. (1.58) 

Из физических соображений можно предвидеть, что нормальны-
ми колебаниями должны быть стоячие волны. Удобнее, однако, вы-
брать 

 xn = A exp [i(ωt ± nϕ). (1.59) 

При таком выборе система N уравнений сводится к одному урав-
нению 

 ω2 = 4(k/m) sin2(ϕ/2), (1.60) 

которым определяется связь частоты с фазой ϕ. Смысл подстанов-
ки (1.59) заключается в выборе для xn решения в виде бегущей волны с 
волновым вектором p = ϕ/a, так как nϕ = nap = pхn. Уравнение (1.60) уста-
навливает, таким образом, связь между частотой и волновым вектором. 

Условиям (1.58) можно удовлетворить, подбирая суперпозицию 
бегущих в обе стороны волн xn = A exp [i(ωt − nϕ)] + B exp[i(ωt + nϕ)]. 
Условие x0 = 0 дает А = − В или x = 2tB.[sin (nϕ)] exp (iωt), т.е. стоя-
чую волну. Из условия на другом конце xN+1 = 0 определяются воз-
можные значения частот («спектр частот»). Уравнение sin (N + 1) ϕ = 0 
приводит к N независимым решениям: 

 ϕs = πs/(N + 1), s = 1, 2,..., N. (1.61) 

В самом деле, s = 0, s = N + 1 дают нулевые решения, а для 
s = N + l фаза ϕN+1 = −ϕN−l+2+2π, т.е. решения, отвечающие s = N + l, 
выражаются через решения, отвечающие s = N − l + 2. Из (1.60) и 
(1.61) находим N различных частот: 
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 ωs = 2 ( ) ( )/ sin / 2sk m ϕ  = 2 ( ) ( ){ }/ sin / 2 1k m s Nπ ⎡ + ⎤⎣ ⎦ , 

 s = 1, 2,..., N. (1.62) 

На рис. 1.22 различные частоты укладываются дискретными точ-
ками на синусоиду. 

 

Рис. 1.22 

Вектор нормального колебания, отвечающего s-й частоте, 

 rs = 

1

2

N

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎠⎝

"
 = ( )2 / 1N⎡ + ⎤⎣ ⎦ ×

sin( )

sin(2 )

sin( )

s

s

sN

⎛ ϕ ⎞
⎜ ⎟ϕ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ϕ ⎠⎝

"
qs(t), (1.63) 

где qs(t) = Re[2iBsexp(iωst)] = Cs
 cos(ωst + αs) – s-я нормальная коор-

дината, а множитель 

 ( )2 / 1N⎡ + ⎤⎣ ⎦  = [
n

N

=
∑

1

(sin2(nϕs)]
−1/2 

введен для нормировки: 

 (rs, rs′) = δs s′ qs
2. 
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Общее решение есть суперпозиция всех нормальных колебаний 

 xn = 
s

N

=
∑

1

( ){ }2 / 1 sin[ ( )]s sN n q t⎡ + ⎤ ϕ⎣ ⎦ . 

Матрица перехода от xn к qs 

 Uns = ( )2 / 1N⎡ + ⎤⎣ ⎦  sin[πns/(N + 1)] 

является ортогональной матрицей, приводящей функцию Лагранжа к 
сумме квадратов, отвечающих набору N различных осцилляторов: 

 L = 
s

N

=
∑

1

Ls(qs, q� s), Ls (qs, q� s) = (m/2) [ q� s
2 − ωs

2qs
2]. 

Задача 1.31. Определить свободные колебания системы частиц, 
могущих двигаться по прямой: 

1) 2N частиц массами m и M, соединенных одинаковыми пружин-
ками жесткости k (рис. 1.23); 

m mM M

A

 

Рис. 1.23 

2) 2N частиц массами m, соединенных пружинками жесткости k и 
K (рис. 1.24). 

k k kK K K

 

Рис. 1.24 

Решение. 1. Уравнения движения 

 m ��x 2n−1 + k(2x2n−1 − x2n−2 − x2n) = 0; (1.64) 

 M x��2n + k(2x2n − x2n−1 − x2n+1) = 0, 

причем x0 = x2N+1 = 0, n = 1, 2,..., N. 
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Ищем решение в виде бегущих волн разной амплитуды: 

 x2n−1 = A exp {i [ωt ± (2n − 1)ϕ]}, (1.65) 

 x2n = B exp [i.(ωt ± 2nϕ)]. 

Для определения А и В получаем систему однородных уравнений 

 (−mω2 + 2k)A − k[exp (−iϕ) + exp (iϕ)] B = 0, (1.66) 

 k.[exp (−iϕ) + exp (iϕ)] A + (−Mω2 + 2k) B = 0, 

имеющих нетривиальные решения, только если детерминант обра-
щается в нуль. Это условие определяет связь частоты с фазой: 

ω2
(±) = (k/μ) ( ) ( ){ }2 21 1 4 sin / /m M⎡ ⎤± − μ ϕ⎣ ⎦ , μ = (mM)/(m + M). (1.67) 

Дополнительным условиям удовлетворяют только определенные 
линейные комбинации бегущих волн (1.65), а именно: 

 x2n−1 = As sin (2n − 1)ϕs cos (ϕst + αs); 
 x2n = Bs

 sin (2nϕs)cos (ωst + αs), 

у которых ϕs = πs/(2N + 1). Так как ϕ2N+1−s = π − ϕs, то различные час-
тоты при выборе определенного знака в (1.67) мы получим лишь для 
s = 1, 2,... N. На рис. 1.25 они укладываются дискретными точками на 
две различные кривые, одну из них (ω(−)) принято называть акустиче-
ской, другую (ω(+)) оптической. 

 
Рис. 1.25 
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Общее решение имеет вид 

 x2n−1 = sin (2n − 1)ϕs[A(+)scos (ω(+)st + αs) + A(−)scos(ω(−)st + βs)]; 
 x2n = sin (2nϕs)

 [B(+)scos (ω(+)st + αs) + B(−)scos (ω(−)st + βs)], 

где А( ± )s и B( ± )s связаны, согласно (1.66), соотношением 

 B( ± )s = A( ± )s
 [2k − mω2

( ± )s]/[2k cos (ϕs)]. 

Замечательно, что B(−)s и A(−)s, отвечающие акустическим часто-
там, имеют одинаковые знаки, а В(+)s и А(+)s для оптических частот 
имеют противоположные знаки (т.е. соседние частицы массами m и 
M колеблются в противофазе). Распределение амплитуд колебаний 
для случая N = 10, s = 2 показано на рис. 1.26, где на оси ординат от-
ложены номера частиц, а на оси абсцисс – соответствующие им ам-
плитуды (а – для акустических, б – для оптических колебаний). 

 

Рис. 1.26 
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Каким образом можно получить из результатов данной задачи 
предельный случай m = M? 

2. Нормальные колебания 

x(s)
2n = As

 sin (2nϕs)
 cos (ωst + α), 

x(s)
2n−1 = As{[K sin (2nϕs) + k sin (2n − 2) ϕs/(k + K − mωs

2)]} cos (ωst + α), 

где ωs
2 = (1/m) {K + k ±[(K − k)2 + 4 Kk cos2(ϕs)]}, 

а ϕs определяется из уравнения 

 tg[(2N + 1) ϕs]= −[(K − k)/(K + k)]tg(ϕs), s = 1, 2,... N; 0 < ϕs < π/2. 

Кривые для оптической и акустической ветвей частот представле-
ны на рис. 1.27. 

Как совершить переход к предельному случаю K = k? 

 

Рис. 1.27 

Задача 1.32. Найти установившиеся колебания системы, описан-
ной в задаче 1.30, если точка А движется по закону a cos(γt). 

Решение. Решение уравнений движения 

 mn + k(2xn − xn−1 − xn+1) = 0, n = 1, 2,... N (1.68) 

(дополнительные условия x0 = 0, xN+1 = a cos (γt)) ищем в виде стоя-
чих волн 
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 xn = A sin (nϕ)cos (γt) 

так, чтобы сразу удовлетворить первому дополнительному условию. 
Тогда из второго условия находим константу A = a/[sin (N + 1) ϕ], а 
из уравнений (1.68) – фазу sin2(ϕ/2) = mγ2/(4k). При γ2 < 4k/m устано-
вившиеся колебания 

 xn = {a sin (nϕ )/[sin (N + 1)ϕ]} cos (γt) (1.69) 

имеют большую амплитуду, если знаменатель sin (N + 1) ϕ близок к 
нулю. Но именно это условие и определяет спектр нормальных час-
тот ωs (см. задачу 1.30), т.е. при этом мы имеем случай, близкий к 
резонансу γ ≈ ωs. При γ << ω1 = 2 (k/m) sin[π/[2(N + 1)] колебания 
(1.69) соответствуют медленному растяжению и сжатию всех пружи-
нок как целого: 

 xn = a [n/(N + 1)]cos(γt).  

Если γ2 > 4k/m, то, сделав в (1.69) замену ϕ = π − iψ, получим  

 xn = a {[sh(nψ)]/[sh(N+1)ψ ]}cos(γt); ch2(ψ/2) = mγ2/(4k). 

Колебания затухают (при nψ >> 1 – экспоненциально) к левому кон-
цу цепочки. Естественность этого результата особенно очевидна для 
γ2 >> 4k/m, когда частота вынуждающей силы лежит гораздо выше спе-
ктра нормальных частот. В этом случае крайняя правая частица колеб-
лется с малой амплитудой в противофазе с вынуждающей силой, а 
(N − 1)-я частица в первом приближении покоится. Затем можно движе-
ние (N − 1)-й частицы рассматривать как вынужденное колебание, вы-
званное вынуждающей силой большой частоты со стороны N-й части-
цы, и т.д. 

Отметим, что в явлениях так называемого полного внешнего от-
ражения имеет место аналогичное затухание волны (например, при 
отражении коротких радиоволн от ионосферы и рентгеновских лучей 
от поверхности кристалла). 

Какой вид имеет установившееся колебание при γ2 = 4k/m? 

1.2.2. Затухающие колебания 

Движение тела в среде не является чисто механическим, посколь-
ку часть энергии движущегося тела переходит в тепло в процессе 
трения. Если колебания происходят медленно по сравнению с дисси-
пативными процессами в среде, то можно свести задачу к чисто ме-
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ханической введением в уравнения Лагранжа системы производных 
от диссипативной функции F, являющейся положительной квадра-
тичной формой скоростей: 

 d/dt(∂L/∂ z� i) = ∂L/∂zi – ∂F/ z∂� i, i =1, ..., N; (1.70) 

 F = (1/2)
,i k
∑ α ik z� i z� k. (1.71) 

При таком определении сила трения fi пропорциональна (и проти-
воположно направлена) скорости частицы: 

 fi = − ∂F/ z∂� i = −
k
∑ α ik z� k. (1.72) 

Используя (1.70), можно доказать справедливость соотношения, 
определяющего скорость потери механической системой энергии E 
при трении o среду: 

 E�  = − 2F. (1.73) 

В частном случае движения гармонического осциллятора c одной 
степенью свободы уравнение Лагранжа (1.70) принимает вид, отлич-
ный от (1.35): 

 u�� + 2λ u�  + ω0
2u = 0; ω0 = (k/m); 2λ = α/m. (1.74) 

Параметр λ называется коэффициентом затухания. Общее реше-
ние уравнения (1.74) имеет вид 

 u = C1
 exp (s1t) + C2

 exp (s2t), (1.75) 

где корни характеристического уравнения 

 s1,(2) = − λ ±(λ2 − ω0
2)1/2. (1.76) 

При λ < ω0 решение (1.75) и (1.76) описывает затухающие коле-
бания: 

 u = a exp (−λt) cos (ωt + ϕ), ω = (ω0
2 − λ2)1/2. (1.77) 

При λ > ω0 решение (1.75) и (1.76) описывает апериодические за-
тухающие колебания, поскольку s1,(2) теперь вещественны: 

 u = C1
 exp {−[λ −(λ2 – ω0

2)1/2 t]}+ C2
 
 exp {−[λ +(λ2 − ω0

2)1/2 t]}. (1.78) 

При λ = ω0 движение также затухает по апериодическому закону: 
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 u = (C1 + C2
 t) exp (−λt). (1.79) 

Уравнение вынужденных колебаний одномерного осциллятора с 
учетом диссипации теперь имеет вид (ср. (1.47)): 

 u�� + 2λ u�  + ω0
2u = f0

 cos(γt). (1.80) 

Решение этого уравнения таково (ср. (1.50)): 

u = a exp (−λt)cos (ωt + ϕ) + f0
 cos (γt + δ)/[(γ2 − ω0

2)2 + 4λ2γ2]1/2,  (1.81) 

где использованы параметры, определенные согласно следующим 
формулам: 

 ω = (ω0
2 − λ2)1/2; tg(δ) = 2λγ/(γ2 − ω0

2). (1.82) 

Первое слагаемое, в отличие от бездиссипативного движения 
(1.81), экспоненциально затухает со временем. Таким образом, по 
прошествии достаточно длительного отрезка времени остаются лишь 
вынужденные колебания, описываемые вторым членом в (1.81), т.е. 
не зависят от начальных условий. Наличие трения изменяет, по срав-
нению с бездиссипативным случаем, зависимость амплитуды выну-
жденных колебаний от частоты (см. (1.50)). При выполнении условия 
резонанса (ω0 = γ) амплитуда вынужденного колебания достигает 
максимума, оставаясь, однако, конечной. 

Задача 1.33. На осциллятор с трением (собственная частота ωo, 
сила трения fтр = − 2λm x� ) действует вынуждающая сила F(t). Найти: 

а) среднюю работу А этой силы при установившихся колебаниях, если 
F(t) = f1cos (ωt) + f2cos (2ωt); 
б) среднюю за большой промежуток времени работу силы 
F(t) = f1cos (ω1t) + f2

 cos(ω2t) при установившихся колебаниях. 
Решение 
a) <A> = (1/T)∫F(t) x� (t) dt = (λω2/m){f1

2/[(ω2 − ω0
2)2 + 4 λ2 ω2 ] + 

4f2
2/[(ω0

2 − 4ω2)2 + 16λ2ω2]}, 
т.е. каждая из двух гармоник силы передает энергию независимо от 
другой (здесь период Т = 2π/ω). 

б) <A> = (λ/m){f1
2ω1

2/(ω0
2 − ω1

2)2 + 4λ2ω1
2] + f2

2ω2
2/(ω0

2 − ω2
2)2 +  

+ 4λ2ω2
2]}. 

При усреднении за большой промежуток времени Т >> 2π/ω1,2 
оказывается, что каждая из сил f1cos(ω1t) и f2cos(ω2t) действует на 
осциллятор независимо. Это связано с тем, что лишь средние квадра-
ты тригонометрических функций отличны от нуля:  
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(1/T)sin2(ω1t)dt = 1/2 + 1/(4ω1T)[1 − sin(2ω1T)] → 1/2 при Т → ∞, а 
средние значения перекрестных произведений типа sin (ω1t)cos (ω1t), 

sin(ω1t)cos(ω2t) и т.д. исчезают, например, (1/T)
0

T

∫ sin (ω1t)
 sin (ω2t)dt =  

= [1 − cos(ω1 − ω2) T] / [2.(ω1 − ω2)
 T] − [1 − cos(ω1 + ω2) T]/  

/[2(ω1 +  ω2) T] → 0 при Т → ∞. 

1.3. Метод Гамильтона в классической механике 

1.3.1. Уравнения движения Гамильтона. 
Канонические преобразования. Скобки Пуассона 

Альтернативный подход к описанию движения механических сис-
тем с помощью обобщенных координат zi(t) и импульсов pi(t), 
i = 1, …, N, основан на введении функции Гамильтона H(zi(t),pi(t),t) 
вместо функции Лагранжа L(zi(t), z� (t),t). Такой переход осуществля-
ется с помощью преобразования Лежандра и с использованием тож-
дества для полного дифференциала лагранжиана как функции коор-
динат и скоростей: 

 d(
i
∑ pi z� i − L) = −∑

i

(dpi/dt )dzi +∑
i

iz� dpi. (1.83) 

Рассматривая выражение в левой части (1.83) как дифференциал 
функции, называемой гамильтонианом, 

 H(zi(t),pi(t),t) =∑
i

pi z� i – L, (1.84) 

получаем уравнения Гамильтона 

 z� i = ∂H/∂pi, p� i = − ∂H/∂zi, i = 1,…, N. (1.85) 

Уравнения (1.85) составляют систему 2N дифференциальных 
уравнений первого порядка для 2N неизвестных функций zi(t) и pi(t) и 
называются каноническими. 2N-мерное пространство всех импульсов 
pi и координат zi называется фазовым пространством системы. На-
ряду с уравнениями Лагранжа (1.6) уравнения Гамильтона (1.85) 
полностью описывают динамику механической системы. 

Произвольная функция O координат и импульсов изменяется 
вдоль некоторой траектории: 

 dO(zi(t), pi(t), t)/dt = ∂O/∂t + (∂O/∂zi) iz�  + (∂O/∂pi) ip� , (1.86) 
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где по дважды повторяющимся индексам предполагается суммиро-
вание. Если траектория совпадает с траекторией реального движе-
ния, производные по времени и dpi/dt находятся из уравнений Га-
мильтона (1.85). Подстановка (1.85) в (1.86) приводит к выражению 

 dO(zi(t),pi(t),t)/dt = (∂H/∂pi)(∂O/∂zi) – (∂O/∂pi)(∂H/∂zi) + (∂O/∂t) =  
 = {H,O} + ∂O/∂t. (1.87) 

Здесь введено определение скобок Пуассона: 

 {A,B} = (∂A/∂pi)(∂B/∂zi) – (∂B/∂pi)(∂A/∂zi), (1.88) 

где по дважды повторяющимся индексам предполагается суммирова-
ние. Скобки Пуассона являются важным математическим инструмен-
том для отыскания интегралов движения механических систем. В част-
ности, согласно теореме Пуассона, если функции координат и импуль-
сов частиц механической системы а и b – интегралы движения, то их 
скобки Пуассона {a, b} = с также являются интегралом движения. Дока-
зательство этой теоремы очевидно, если a и b не зависят явно от време-
ни, поскольку тогда оно непосредственно следует из тождества Якоби: 

 {a,{b,c}} + {b,{c,a}} + {c,{a,b}} = 0, (1.89) 

в котором следует положить c = H и воспользоваться соотношением 
(1.87) для интегралов движения a и b: {H,a}= 0; {H,b} = 0. Другие 
важные свойства скобок Пуассона следуют непосредственно из оп-
ределения (1.88): 

 {a, b} = –{b, a}; {pi, zk} = δik; {zi, zk} = 0; {pi, pk} = 0. (1.90) 

Уравнения Лагранжа (1.6) инвариантны относительно преобразо-
ваний координат, называемых точечными преобразованиями: 

 Qi = Qi(z1,...,zs, t), i = 1,..., s, (1.91) 

где s равно числу степеней свободы механической системы. Уравне-
ния Гамильтона (1.85) инвариантны на более широком классе преоб-
разований координат и импульсов, которые называются канониче-
скими преобразованиями: 

 Qi = Qi(z1,..., zs, pi,... ps; t); P = Pi(z1,... zs, pi,... ps; t), i = 1,..., s. (1.92) 

Уравнения Гамильтона в новых переменных имеют вид (1.85), 
однако с новым гамильтонианом H′: 

 H′ = H + ∂F/∂t, (1.93) 
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где F – произво∂ящая функция, которая определяет конкретный вид 
канонического преобразования посредством уравнений 

 pi = ∂F/∂zi, Pi = –∂F/∂Qi, F = F(zi... zs; Q1,... Qs, t); i = 1,..., s. (1.94) 

Другая возможная форма уравнений канонического преобразова-
ния получается при выборе производящей функции вида 

 F = F(zi... zs; P1,... Ps, t); pi = ∂F/∂zi, Qi = ∂F/∂Pi; i = 1,..., s. (1.95) 

Возможны также производящие функции F(p, Q, t) и F(p, P, t). Ес-
ли производящая функция не зависит от времени, то согласно (1.93) 
H′ = H, и канонические преобразования имеют вид 

 Qi = Qi(zi,... zs, pi,..., ps); Pi = Pi(zi,... zs, pi,..., ps), i = 1,..., s. (1.96) 

Укажем важное свойство скобок Пуассона. Скобки Пуассона ин-
вариантны относительно канонических преобразований: 

 {f, g}p,z = {f, g}P,Q, (1.97) 

где индексы указывают, по каким переменным (старым или новым) 
проводится дифференцирование. 

В заключение отметим, что якобиан любого канонического пре-
образования равен единице, т.е. соответствующие объемы в канони-
чески сопряженных фазовых пространствах одинаковы: 

 ∫…∫dz1…dzsdp1…dps = ∫…∫dQ1…dQsdP1…dQs. (1.98) 

Задача 1.34. Определить функцию Гамильтона ангармонического ос-
циллятора, функция Лагранжа которого L = 2x� /2 − ω2x2/2 − αx3 + βx 2x� . 

Решение. H = p2/ [2(1 + 2βx)] − ω2x2/2 + αx3. В частности, для ма-
лых колебаний (|αx| << ω2, |βx| << 1 ) H = p2/2 − ω2x2/2+ αx3 − βxp2 +  
+ 2β2x2p2 −... 
и с точностью по α, β членов добавка к функции Гамильтона гармо-
нического осциллятора связана с добавкой к функции Лагранжа со-
отношением δH = − δL. 

Задача 1.35. Найти закон движения частицы, функция Гамильто-
на которой 

 H(x,p) = p2/2 + ωo
2x2/2 + λ(p2/2 + ω0

2x2/2)2. 

Решение. x = a cos(ωt + ϕ), p = − ω0
 a sin (ωt + ϕ), где ω = (1 + 2λE0)ω0, 

E0 = (1/2)ω0
2a2. 
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Задача 1.36. Найти функцию Лагранжа, если функция Гамильтона: 
a) H(p, r ) = p2/(2m ) − pa (a = const); 
б) H( p, r ) = c|p|/[n(p, r)]. 
Решение: 
а) L = m [(v − a)2]/2; 
б) L = 0; подобные «частицы» нельзя описывать с помощью функ-

ции Лагранжа. 

Задача 1.37. Найти лагранжиан механической системы, гамиль-
тониан которой имеет следующий вид: 

а) H = q1p2 − q2p1 + a(p1
2 + p2

2); 
б) H = p1p2 + q1q2. 
Решение: 
а) L = ( )2 2

1 2q q+� � /4a + (q2 1q� − q1 2 )q� /2a + (q1
2 + q2

2)/4a; 

б) L = 1q� 2q�  − q1q2. 

1.3.2. Уравнение движения Гамильтона – Якоби 

Рассматривая определенное в уравнении (1.1) действие S, вычис-
ленное на траекториях движения механической системы как функ-
цию от координат частиц в заданный момент времени, получаем 
уравнение Гамильтона – Якоби: 

 ∂S/∂t + H(z1,...,zs, ∂S/∂z1,..., ∂S/∂zs, t) = 0 (1.99) 

для функции S(z1,...,zs, t). Уравнение Гамильтона – Якоби является 
еще одним альтернативным видом описания уравнений движения 
наряду с уравнениями Лагранжа и Гамильтона. Решение (1.99) ищет-
ся в виде полного интеграла уравнения: 

 S = f(t, z1,...,zs; αi,..., αs) + A, (1.100) 

где αi,..., αs и А – (s + 1)-я произвольная постоянная (по числу неза-
висимых переменных z1,...,zs, t). Рассматривая f(t, z1,...,zs; αi,..., αs) в 
качестве производящей функции канонического преобразования, а 
величины αi,..., αs – в качестве новых импульсов, получаем s уравне-
ний типа (1.95) для новых координат β1,..., βs: 

 βi = ∂S/∂αi, i = 1,..., s. (1.101) 

Используя равенство (1.93) с производящей функцией f(t, z1,..., zs; 
α1,..., αs), удовлетворяющей уравнению (1.99), находим, что в новых 
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переменных гамильтониан равен нулю: H′ = H + (∂f/∂t) = 0. Следова-
тельно, координаты β1,..., βs являются постоянными в силу уравнений 
Гамильтона (1.99) с Н = 0. Таким образом, уравнения (1.101) пред-
ставляют собою систему уравнений для нахождения s координат 
z1,..., zs как функций времени t и 2s постоянных α1,..., αs и β1,..., βs. 
Зависимость от времени импульсов находится затем из уравнений 
pi = ∂S/∂zi с использованием полного интеграла S из (1.100). 

Задача 1.38. Найти траекторию и закон движения частицы в поле 
U(r) с помощью уравнения Гамильтона – Якоби: а) U(r) = − Fx; 
б) U(r) = mω1

2x2/2 + mω2
2y2/2. 

Решение. См. задачу 1.1. 

1.3.3. Адиабатические инварианты 

А∂иабатическим инвариантом I называется функция координат и 
импульсов, которая остается неизменной при движении системы с 
медленно меняющимися параметрами (или в переменном внешнем 
поле). Параметр λ считается медленно (а∂иабатически) меняющимся 
со временем, если его относительное изменение за время характерно-
го периода движения системы Т является малым. Таким образом, 
полная механическая энергия системы Е не сохраняется. Адиабати-
ческий инвариант I является сохраняющейся во времени функцией от 
медленно изменяющихся со временем величин Е и λ. Для периоди-
ческого движения с одной степенью свободы адиабатический инва-
риант I равен площади в фазовом пространстве системы, ограничен-
ной ее замкнутой фазовой траекторией: 

 
1

d ,
2

I p q
π

= ∫v  (1.102) 

где интеграл берется по траектории движения при фиксированных 
значениях величин энергии Е и параметра λ. Адиабатический инва-
риант обладает свойством 

 2π(∂I(E,λ)/∂E) = T, (1.103) 

где параметр λ считается второй независимой переменной наряду с 
энергией системы Е: I = I(E,λ). 

Пример. Определим адиабатический инвариант для одномерного 
осциллятора. Его функция Гамильтона H = p2/2m + mω2q2/2, где ω – 
собственная частота осциллятора. Уравнение фазовой траектории 
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дается законом сохранения энергии H(p, q) = E. Это есть эллипс с 
полуосями (2mE)1/2 и (2E/mω2)1/2 и его площадь (деленная на 2π) 
I = E/ω. Адиабатическая инвариантность этой величины означает, 
что при медленном изменении параметров осциллятора его энергия 
меняется пропорционально частоте. Вопрос о точности сохранения 
адиабатического инварианта I = E/ω сводится к установлению связи 
между коэффициентами с± в асимптотических (при t → ± ∞ ) выра-
жениях q = Re [c±exp(iω± t)] решения уравнения движения осциллято-
ра q��  + ω2(t)q = 0, в котором частота ω является медленно меняющей-

ся функцией времени (стремящейся при t → ± ∞ к постоянным пре-
делам ω±); предельные значения I выражаются через эти коэффици-
енты: I± = (1/2)ω±|c±|2. Решение этой задачи может быть заимствовано 
из квантовой механики, если обратить внимание на формальное сов-
падение написанного уравнения движения с уравнением Шредингера 

′′ψ + k2(x)ψ = 0 для одномерного движения частицы над медленно 
меняющейся (квазиклассической) «потенциальной ступенькой»: за-
дача об определении связи между асимптотическими (при x → ∞) 
выражениями ψ есть задача о нахождении «коэффициента отраже-
ния» от потенциальной ступеньки. 

С помощью величины I можно дать новую формулировку уравне-
ния движения замкнутой системы (с постоянными параметрами). 
Проведем каноническое преобразование переменных p, q, выбрав 
при этом величину I в качестве нового «импульса». Роль производя-
щей функции должно играть при этом «укороченное действие» S0, 
выраженное как функция q и I. Действительно, S0 определяется при 
заданной энергии системы. Но для замкнутой системы I является 
функцией одной только энергии, и поэтому S0 можно с тем же успехом 
выразить в виде функции S0(q, I), а частная производная (∂S0/∂q)E = p 
совпадает с производной (∂S0/∂q)I при постоянном I. Поэтому имеем 
p = ∂S0(q, I)/∂q, что соответствует первой из формул канонического 
преобразования. Вторая же формула определит новую «координату», 
которую обозначим как w: w = ∂S0(q, I)/∂I. 

Переменные I и w называют каноническими переменными, причем I 
называется в этой связи переменной действия, а w – угловой переменной. 

Поскольку производящая функция S0(q, I) не зависит явно от вре-
мени, то новая функция Гамильтона Н′ совпадает со старой Н, выра-
женной в виде функции новых переменных. Другими словами, Н′ 
есть энергия, выраженная в функции переменной действия E(t). Со-
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ответственно уравнения Гамильтона для канонических переменных 
имеют вид I�  = 0, w�  = dE(t)/dI. 

Из первого имеем, как и должно быть, I = const – вместе с энерги-
ей постоянна и величина I. Из второго же видим, что угловая пере-
менная является линейной функцией времени w = (dE/dt)t + const. 
Действие S0(q, I) является неоднозначной функцией координаты. 
По истечении каждого периода эта функция не возвращается к ис-
ходному значению, а получает приращение ΔS0 = 2πI, как это оче-

видно из формулы S0 = dp q∫  и определения 
1

d
2π

I p q= ∫v . За то же 

время угловая переменная, следовательно, получает приращение 
Δw = Δ(∂S0/∂I) = (∂/∂I)Δs0 = 2π. 

(В этом же можно убедиться и непосредственно с помощью фор-
мулы w = (dE/dt)t + const и выражения 2π(∂I/∂t) = T). Если мы выра-
зим q и p через канонические переменные, то эти функции не будут 
менять своих значений при изменении w на 2π (при заданном значе-
нии I). Другими словами, всякая однозначная функция F(p, q), буду-
чи выражена через канонические переменные, является периодиче-
ской функцией w с периодом 2π.  
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2. ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ 

2.1. Тензоры деформации и напряжений 

Положение каждой точки тела определяется ее радиусом-
вектором r (с компонентами х1 = х, х2 = у, х3 = z) в некоторой сис-
теме координат. При деформировании тела все его точки, вообще 
говоря, смещаются. Рассмотрим какую-нибудь определенную точку 
тела. Если радиус-вектор r (с компонентами хi) какой-нибудь точки 
тела до деформирования был r, то в деформированном теле он будет 
иметь некоторое другое значение r' (с компонентами хi'). Смещение точ-
ки тела при деформировании изобразится тогда вектором r' – r, который 
обозначим u: 

 ' .i i iu x x= −  (2.1) 

Вектор u называют вектором деформации (или вектором смещения). 
Пусть расстояние между точками до деформирования было 

 2
3

2
2

2
1 xxxl dddd ++= , 

а после деформирования стало  

 2
3

2
2

2
1 xxxl ′+′+′=′ dddd . 

Подставляя k
k

i
iiii x

x

u
xuxx ddddd

∂
∂+=+=′ , получаем 

 ,222
kiik xxull dddd +=′  (2.2) 

где 

 .
2
1
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⎜⎜
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⎛
∂
∂

∂
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∂
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∂
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l

i

l

i

k

k

i
ik x

u

x

u

x

u

x

u
u

 
(2.3) 

Этими выражениями определяется изменение элемента длины при 
деформировании тела. Тензор uik называют тензором деформации; 
по своему определению он симметричен: 

 kiik uu =  (2.4) 
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Относительные удлинения элементов длины вдоль различных на-
правлений главных осей тензора деформации (в данной точке) равны 
с точностью до величин высших порядков 

 ,121 )()( ii uu ≈−+  

т.е. равны непосредственно главным значениям тензора uih. Cумма 
диагональных компонент тензора деформации дает относительное 
изменение объема (dV′ – dV)/dV = uii, где введено условное обозначе-
ние, подразумевающее суммирование по дважды повторяющимся 
индексам:  

 uii = u11 + u22 + u33. 

Соответствующие формулы, выражающие компоненты тензора 
деформации через производные от компонент вектора смещения в 
различных координатах, имеют вид 
 

в сферических координатах r, θ, φ: 
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∂ ∂
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∂ ∂
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в цилиндрических координатах r, φ, z : 
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Если F – сила, действующая на единицу объема (с 
компонентами Fi), то тензор σik,, через который выражается сила 
Fi = ∂σik/∂xk, называют тензором напряжений, σikdfk есть i-я компо-
нента силы, действующей на элемент поверхности df, компонента σik 
тензора напряжений есть i-я компонента силы, действующей на еди-
ницу поверхности, перпендикулярную оси xk. Так, на единичную 
площадку, перпендикулярную оси х, действуют нормальная к ней 
(направленная вдоль оси х) сила σхх и тангенциальные (направленные 
по осям у и z) силы σух и σzx. 

Момент сил, действующих на некоторый объем тела, представит-
ся тогда в виде 

 ( )d ( )d ( )d ,ik i k k i il k kl i l ik ki

V

M F x F x V x x f V= − = σ − σ + σ − σ∫ ∫ ∫v  (2.5) 

откуда следует, что σ σ .ik ki=  

В случае равномерного всестороннего сжатия тела тензор на-
пряжений 

 σik = –pδik. (2.6) 

Все его компоненты, отличные от нуля, равны давлению. 
В равновесии силы внутренних напряжений должны взаимно 

компенсироваться в каждом элементе объеме тела, т.е. должно быть 
Fi = 0. Таким образом, уравнения равновесия деформированного тела 
имеют вид 

 
.0=

∂
∂

k

ik

x

σ

 

Пусть Р есть внешняя сила, действующая на единицу площади 
поверхности тела, так что на элемент поверхности df действует сила 
Pdf. В равновесии она должна компенсироваться силой –σikdfk, дейст-
вующей на тот же элемент поверхности со стороны внутренних на-
пряжений. Таким образом, должно быть 

 Pidf – σikdfk = 0. 

Написав dfk в виде dfk = nkdf, где n – единичный вектор, направ-
ленный по внешней нормали к поверхности, находим отсюда 
σiknk = Pi. 
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Это и есть условие, которое должно выполняться на всей поверх-
ности находящегося в равновесии тела. 

2.2. Деформация тела. Закон Гука 

Формула  

 δR = –σikδuik (2.7) 

определяет работу δR по изменению деформации тела через измене-
ние тензора деформации.  

Если деформация тела достаточно мала, то по прекращении дей-
ствия вызвавших деформацию внешних сил тело возвращается в ис-
ходное недеформированное состояние. Такие деформации называют 
упругими. При больших деформациях прекращение действия внеш-
них сил не приводит к полному исчезновению деформации – остает-
ся некоторая остаточная деформация, так что состояние тела отлича-
ется от того, в каком оно находилось до приложения к нему сил. Та-
кие деформации называют пластическими. 

Основное термодинамическое соотношение для деформируемых 
тел 

 dE = TdS + σikduik, (2.8) 

При равномерном всестороннем сжатии тензор напряжений 
σih = –pδih. 

В этом случае 

 σikduik = –pδikduik = –pduii = –pdV,   

где dV – относительное изменение единичного объема. 
Приращение свободной энергии тела F = E – TS имеет вид 

 dF = –SdT + σikduik. 

2.2.1. Закон Гука 

Разлагая F по степеням uik, получаем с точностью до членов вто-
рого порядка выражение для свободной энергии деформированного 
изотропного тела: 

 2 2
0 2 ii ikF F u u

λ= + + μ . (2.9) 

Величины λ и μ называются коэффициентами Ламэ. 
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Изменение объема при деформации определяется суммой uii. Если 
эта сумма равна нулю, то это значит, что при деформировании объем 
данного тела остается неизменным и меняется только его форма. Та-
кие деформации без изменения объема называют сдвигом. 

Обратным случаем является деформация, сопровождаемая изме-
нением объема, но без изменения формы. Каждый элемент объема 
тела при такой деформации остается подобным самому себе. Тензор 
такой деформации имеет вид uik = const·δik. Такую деформацию на-
зывают всесторонним сжатием. Всякую деформацию можно пред-
ставить в виде суммы деформаций чистого сдвига и всестороннего 
сжатия: 

 uik = (uik –1/3δikull) + 1/3δikull. (2.10) 

Первый член справа представляет собой чистый сдвиг, поскольку 
сумма его диагональных компонентов равна нулю (δii = 3). Второй же 
член связан со всесторонним сжатием. 

Воспользовавшись указанным разложением произвольной дефор-
мации на сдвиг и всестороннее сжатие, вместо (2.9) можно написать 

 F = μ(uik –1/3δikull)
2 + K/2ull

2, (2.11) 

где опущен член 0F , равный свободной энергии недеформированно-
го тела.  

Величины К и μ называют соответственно модулем всестороннего 
сжатия и модулем сдвига; К связано с коэффициентами Ламэ соот-
ношением 

 К  = λ + 2/3μ. (2.12) 

Отсюда имеем для тензора напряжений 

 σik = Kullδik +2μ(uik –1/3δikull). (2.13) 

Это выражение определяет тензор напряжений через тензор де-
формации для изотропного тела. Из него видно, что если деформация 
является чистым сдвигом или чистым всесторонним сжатием, то 
связь между σik и uik определяется соответственно одним только мо-
дулем сдвига или модулем всестороннего сжатия. 

Обратные формулы, выражающие iku  через ikσ , имеют вид 

 
1 1

.
9 3ik ik ll ik ik llu

K
⎛ ⎞= δ σ + σ − δ σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.14) 
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При всестороннем (равномерном) сжатии 

 uii = –p/K. (2.15) 

Поскольку деформации малы, то uii и р – малые величины, при 
этом отношение uii/p относительного изменения объема к давлению в 

дифференциальном виде записывается как 
1

.
T

V

V p

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 Таким образом, 

1 1

T

V

K V p

⎛ ⎞∂= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
. Величину 1/К называют коэффициентом всесторон-

него сжатия (или просто коэффициентом сжатия). 
Тензор деформации uik является линейной функцией тензора на-

пряжений σik., т.е. деформация пропорциональна приложенным к те-
лу силам. Этот закон, имеющий место для малых деформаций, назы-
вают законом Гука. 

2.2.2. Однородные деформации 

Деформации, при которых тензор деформации постоянен вдоль 
всего объема тела, называются однородными. Например, однородной 
деформацией является равномерное всестороннее сжатие. 

Пример. Рассмотрим теперь простое растяжение (или сжатие) 
стержня. Пусть стержень расположен вдоль оси z и к его концам 
приложены силы, растягивающие его в противоположные стороны. 
Эти силы действуют равномерно на всю поверхность концов стерж-
ня; пусть сила, действующая на единицу поверхности, будет равна р. 

Поскольку деформация однородна, т. е. uik постоянны вдоль тела, 
то постоянен также и тензор напряжений σik, а поэтому его можно 
определить непосредственно из граничных условий. На боковой по-
верхности стержня внешние силы отсутствуют, откуда следует, что 
σiknk = 0. Поскольку единичный вектор n на боковой поверхности 
перпендикулярен к оси z, т.е. имеет только компоненты пх, пу, то от-
сюда следует, что все компоненты σik, за исключением только σzz, 
равны нулю. На поверхности концов стержня имеем σikni = p, откуда 
σzz = р. 

Из общего выражения (2.14), связывающего компоненты тензоров 
деформации и напряжений, мы видим, что все компоненты uik с i ≠ k 
равны нулю. Для остальных компонент находим 
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1 1 1

;
3 2 3xx yyu u p

K

⎛ ⎞
= = − −⎜ ⎟μ⎝ ⎠

 
1 1 1

3 3zzu p
K

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟μ⎝ ⎠

. (2.16) 

Компонента иzz определяет относительное удлинение стержня 
вдоль оси z. Коэффициент при р называют коэффициентом растя-
жения, а обратную величину – модулем растяжения (или модулем 
Юнга) Е: 

 uzz = р/Е, (2.17) 

где 9
3

K
E

K
μ=

+ μ . (2.18) 

Компоненты ихх и иуу определяют относительное сжатие стержня в 
поперечном направлении. Отношение поперечного сжатия к про-
дольному растяжению называют коэффициентом Пуассона: 

 xx zzu u= −σ , (2.19) 

где 3 2
.

3

K

K

− μσ =
+ μ

 

Тензор напряжений выражается через тензор деформации согласно 

 
1 1 2ik ik ll ik

E
u u

σ⎛ ⎞σ = + δ⎜ ⎟+ σ − σ⎝ ⎠
; (2.20) 

обратно: 

 ( )( )1
1ik ik ll iku

E
= + σ σ − σσ δ  (2.21) 

или в расписанном по компонентам виде: 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

(1 ) ,
(1 ) 1 2

(1 ) ,
(1 ) 1 2

(1 ) ,
(1 ) 1 2

,  ,  
(1 ) (1 ) (1 )

xx xx yy zz

yy yy xx zz

zz zz xx yy

xy xy xz xz yz yz

E
u u u

E
u u u

E
u u u

E E E
u u u

⎡ ⎤σ = − σ + σ +⎣ ⎦+ σ − σ

⎡ ⎤σ = − σ + σ +⎣ ⎦+ σ − σ

⎡ ⎤σ = − σ + σ +⎣ ⎦+ σ − σ

σ = σ = σ =
+ σ + σ + σ

 (2.22) 
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и обратные формулы: 

 

( )
( )

( )

xz

1
,

1
,

1
,

1 1 1
,  ,  .

xx xx yy zz

yy yy xx zz

zz zz xx yy

xy xy xz yz yz

u
E

u
E

u
E

u u u
E E E

⎡ ⎤= σ − σ σ + σ⎣ ⎦

⎡ ⎤= σ − σ σ + σ⎣ ⎦

⎡ ⎤= σ − σ σ + σ⎣ ⎦
+ σ + σ + σ= σ = σ = σ

 (2.23) 

Рассмотрим теперь сжатие стержня, боковые стороны которого 
закреплены так, что его поперечные размеры не могут меняться. 
Внешние силы, производящие сжатие стержня, приложены к его ос-
нованиям и действуют вдоль его длины, которую мы опять выберем 
в качестве оси z. Такую деформацию называют односторонним 
сжатием. Поскольку стержень деформируется только вдоль оси z, то 
из всех компонент uik от нуля отлична только иzz. Из (2.22) имеем те-
перь 

,
(1 )(1 2 )xx yy zz

E
u

σσ = σ =
+ σ − σ

 
(1 )

.
(1 )(1 2 )zz zz

E
u

− σσ =
+ σ − σ

 

Обозначая опять сжимающую силу посредством р (σzz = р; р от-
рицательно при сжатии), имеем 

 
(1 )(1 2 )

(1 )zzu p
E

+ σ − σ=
− σ

. 

Коэффициент при р называется коэффициентам одностороннего 
сжатия. Для напряжений, возникающих в поперечном направлении, 
имеем 

 .
(1 )xx yy

pσσ = σ =
− σ
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2.3. Уравнения равновесия изотропных тел 

Подставим в общие уравнения 0,ik
i

k

g
x

∂σ
+ ρ =

∂
 где ρ – плотность, 

g – вектор ускорения силы тяжести, выражение (2.20) для тензора 
напряжений. Имеем 

 .
(1 )(1 2 ) 1

ik ll ik

k i k

u uE E

x x x

∂σ ∂ ∂σ= +
∂ + σ − σ ∂ + σ ∂

 

Подставляя сюда 1
,

2
i k

ik
k i

u u
u

u u

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 получаем уравнения равно-

весия в виде  

 
2 2

2
0.

2(1 ) 2(1 )(1 2 )
i l

i
i lk

u uE E
g

x xx

∂ ∂σ+ + ρ =
+ σ + σ − σ ∂ ∂∂

 (2.24) 

Эти уравнения удобно переписать в векторных обозначениях. В этих 

обозначениях величины 
2

2
i

k

u

x

∂
∂

 являются компонентами вектора Δu, a 

divi

l

u

x

∂ ≡
∂

u . Таким образом, уравнения равновесия приобретают вид 

 
1 2(1 )

grad div
1 2 E

+ σΔ + = −ρ
− σ

u u g . (2.25) 

Иногда бывает удобным писать это уравнение в несколько ином 
виде, воспользовавшись известной формулой векторного анализа: 

 grad div u = Δu + rot rot u. 

Тогда (2.25) приобретает вид 

 
1 2σ (1 σ)(1 2σ)

grad div rot rot ρ .
2(1 σ) (1 σ)E

− + −− = −
− −

u u g  (2.26) 

Если деформация вызывается не объемными силами, а силами, 
приложенными к поверхности тела, то уравнение равновесия будет 
иметь вид 

 (1 – 2σ)Δu + grad div u = 0 (2.27) 
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или в другом виде 

 2(1 – σ) grad div u – (1 –2σ) rot rot u = 0. (2.28) 

Внешние силы входят в решение только через посредство гранич-
ных условий. 

Применяя к уравнению (2.27) операцию div, имеем 

 Δdiv u = 0, (2.29) 

т. е. величина div u (определяющая изменение объема при деформа-
ции) является гармонической функцией. Применяя к уравнению 
(2.27) оператор Лапласа Δ, получаем 

 ΔΔu = 0, (2.30) 

т. е. в равновесии вектор деформации удовлетворяет бигармониче-
скому уравнению.  

В случае плоской деформации во всем теле одна из компонент 
вектора смещения равна нулю (иz = 0), а компоненты их, иy зависят  
только  от х, у. При этом тождественно обращаются в нуль компо-
ненты uzz, uxz, uyz тензора деформации, а с ними и компоненты σхz, и 
σyz тензора напряжений (но не продольное напряжение σzz, существо-
вание которого должно обеспечить постоянство длины тела вдоль 
оси z). 

Поскольку все величины не зависят от координаты z, то уравне-

ния равновесия (при отсутствии внешних объемных сил) 0ik

kx

∂σ =
∂

 

сводятся в данном случае к двум уравнениям: 

 0,xyxx

x y

∂σ∂σ + =
∂ ∂

 0.yx yy

x y

∂σ ∂σ
+ =

∂ ∂
 (2.31) 

Наиболее общим видом функций σхх, σху, σуу, удовлетворяющих 
этим уравнениям, является 

 
2

2 ,xx y

∂ χσ =
∂

 
2

,xy x y

∂ χσ =
∂ ∂

 
2

2
,yy

x

∂ χσ =
∂

 (2.32) 

где χ – произвольная функция от х и у. Легко получить уравнение, 
которому должна удовлетворять эта функция. Такое уравнение 
должно существовать в силу того, что три величины σхх, σхy, σyу вы-
ражаются в действительности всего через две величины их, иу и по-
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тому не являются независимыми. С помощью формул (2.22) найдем 
для плоской деформации 

 ( ).
(1 )(1 2 )xx yy xx yy

E
u uσ + σ = +

+ σ − σ
 

Но σxx + σyy =Δχ; div ,yx
xx yy

uu
u u

x y

∂∂+ = + ≡
∂ ∂

u  и поскольку div u 

есть гармоническая функция, то функция χ удовлетворяет уравнению 

 ΔΔχ = 0, (2.33) 

т.е. является бигармонической. Функцию χ называют функцией на-
пряжений. 

Продольное напряжение σzz определяется по формуле   

 ( ) ( )
(1 )(1 2 )zz xx yy xx yy

E
u u

σσ = + = σ σ + σ
+ σ − σ

 

или 

 σzz = σΔχ. (2.34) 

Задача 2.1. Поле деформации цилиндра радиусом R имеет вид 

( ) 0,1 sin
2R

πρ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

u r ρ ; { },x y=ρ  – радиус-вектор в плоскости, перпен-

дикулярной оси цилиндра z; { }, ,x y z=r . 

Определить продольное напряжение на поверхности цилиндра 
σ ( )zz R , считая коэффициент Пуассона σ  и модуль Юнга E  задан-

ными. 
Решение. Используем закон Гука, выражающий тензор напряже-

ний через тензор деформации, и учтем, что в данном случае дефор-
мация не зависит от координаты z : 

 
( )( ) ( )

( ) 0,2
(1 )(1 2 ) (1 )(1 2 )

xx yy
zz

E u R u R E
R

σ + σσ = =
+ σ − σ + σ − σ

. 
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Задача 2.2. Поле деформации упругого тела имеет вид 

3 3( )
3x yu u x y
α= = + , 2 2( )zu x y z= α + , constα = . Определить по-

верхности постоянного напряжения constzzσ = . 
Решение. Используем закон Гука, выражающий тензор напряже-

ний через тензор деформации: 

 
( ) ( ) ( )2 2( ) ( ) 1

const.
(1 )(1 2 ) (1 )(1 2 )

xx yy zz

zz

E u R u R u E x y⎡σ + + − σ ⎤ α +⎦⎣σ = = =
+ σ − σ + σ − σ

 

Следовательно, поверхности постоянного напряжения 
constzzσ =  – коаксиальные цилиндры с общей осью z. 

Задача 2.3. Поле деформации однородно деформированного 
стержня имеет вид xu x= −ασ , yu y= −ασ , где σ  – коэффициент Пу-

ассона, const 0α = > . 
Определить растягивающее давление p, если модуль Юнга равен Е. 
Решение. Используя определение коэффициента Пуассона, нахо-

дим 1 1
zz xx yyu u u− −= −σ = −σ = α .  

Одновременно связь между растягивающим давлением р и ком-
понентой тензора деформации zzu  определяется модулем Юнга E: 

zzu p E= , откуда находим p E= α . 

Задача 2.4. Поле деформации упругого стержня длиной l имеет 
вид (z – координата вдоль оси стержня) 

0 ( )xu f l z x
E

σ= − ; 0 ( )yu f l z y
E

σ= − ; 2 2 2 20 ( ) ( )
2z

f
u l l z x y

E
⎡ ⎤= − − − −σ +⎣ ⎦ , 

где Е и σ  – упругие модули; 0f = const . 
Определить давление и скалывающее напряжение, действующие 

на боковую поверхность стержня (радиус стержня R). 
Решение. Определяем давление р как компоненту xxσ  на боковой 

поверхности стержня, учитывая цилиндрическую симметрию задачи: 

( ) ( )( ) ( ) 1 ( )
0 0

(1 )(1 2 ) (1 )(1 2 )

zz yy xx

xx

E u R u R u R E
p

⎡σ + + − σ ⎤⎦⎣= σ = = ⋅ ≡
+ σ − σ + σ − σ

. 
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Для определения скалывающих напряжений вычислим компонен-
ты тензора напряжений xyσ  и xzσ , пользуясь соотношениями 

0
(1 ) 2(1 )

xy yx
yz

Eu uuE

y x

∂⎛ ⎞∂σ = = + =⎜ ⎟+σ +σ ∂ ∂⎝ ⎠
; 0

(1 ) 2(1 )
xz x z

xz

Eu uE u

z x

∂ ∂⎛ ⎞σ = = + =⎜ ⎟+σ +σ ∂ ∂⎝ ⎠
.  

Задача 2.5. Определить деформацию ( )u z (однородную по сече-
нию) стержня, который закреплен одним концом ( 0z = ) на оси цен-
трифуги, вращающейся с постоянной частотой ω . Плотность стерж-
ня ρ , длина l , модуль Юнга E . 

Решение. В системе отсчета, вращающейся вместе со стержнем, 
на единицу его объема действует центробежная растягивающая сила 

2( ) .zf z z= ρω  Уравнение равновесия деформированного стержня 

имеет вид 2 .zz z
z

∂σ = −ρω
∂

 Выражая компоненту тензора напряжений 

zzσ  через тензор деформации z
zz zz

u
Eu E

z

∂σ = =
∂

 и подставляя полу-

ченное выражение в уравнение равновесия, получаем уравнение для 

поля продольной деформации стержня:
2

2
2
zu

E z
z

∂ = −ρω
∂

. Граничные 

условия имеют вид: (0) 0zu =  (закрепленный конец стержня), 

( ) 0zzu l =  (свободный конец стержня). Решение уравнения равнове-
сия ищем в виде линейной комбинации общего решения однородно-
го уравнения и частного решения неоднородного уравнения: 

2
3

0 1( ) ( )
6zu u z u z C Az z

E

ρω= + ≡ + − . Неизвестные коэффициенты нахо-

дятся из граничных условий, так что решение принимает вид 

( )
2

2 23
6z

z
u l z

E

ρω= − .  

Задача 2.6. Определить деформацию круглой пластинки радиу-
сом R с заделанными краями, расположенной горизонтально в поле 
тяжести. 

Решение. Выбираем полярные координаты с началом в центре 
пластинки. Сила, действующая на единицу площади поверхности 
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пластинки, равна ρP hg= . Уравнение равновесия пластинки 
2 D PΔ ζ =  приобретает вид 

2ζ 64βΔ = , ( )2 2β 3ρ 1 σ /16g h E= −  

(положительные ζ соответствуют смещению по направлению дейст-
вия силы тяжести). Поскольку ζ есть функция от r, то для Δ в поляр-

ных координатах надо писать 
1 d d

d d
r

r r r
⎛ ⎞Δ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Общий интеграл этого 

уравнения есть 

 4 2 2ζ β ln d ln
r r

r ar b cr
R R

= + + + + . 

В данном случае надо положить d 0= , так как ln
r

R
 обращается 

при 0r =  в бесконечность, а также 0c = , так как этот член приводит 
к особой точке у ζΔ  при 0r = (это соответствовало бы силе, прило-
женной к центру пластинки). Постоянные а и b определяются из гра-

ничных условий ζ 0= , 
dζ

0
dr

=  при r R= . В результате находим 

 ( )22 2ζ β R r= − . 

Задача 2.7. Определить деформацию круглой пластинки радиу-
сом R с опертыми краями, расположенной горизонтально в поле тя-
жести. 

Решение. Граничные условия ζ 0= , 
2

2

ζ d ζσ 0
dl nn

∂ θ ∂+ =
∂∂

 в случае 

круглой пластинки приобретают вид 

ζ 0= , 
2

2

ζ σ dζ
0.

dr rr

∂ + =
∂

 

Решение, аналогичное решению задачи 2.6, приводит к результату 

 ( )2 2 2 25

1
R r R r

+ σ⎛ ⎞ζ = β − −⎜ ⎟+ σ⎝ ⎠
. 
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2.4. Слабый изгиб стержней 

Изгиб является слабым, если направление касательной t к стерж-
ню медленно меняется вдоль его длины, т.е. производная d dlt  мала. 
Другими словами, радиус кривизны изогнутого стержня в каждой 
точке должен быть велик по сравнению с длиной стержня. Практиче-
ски это условие сводится к требованию малости поперечного проги-
ба стержня по сравнению с его длиной. 

Уравнения 

 2 0xEI X K′′′′ − =  и 1 0yEI Y K′′′′ − =  (2.35) 

определяют зависимость прогибов Х и Y от z, т.е. форму слабо изо-
гнутого стержня (K – действующая на стержень внешняя сила, отне-
сенная к единице его длины). 

Сила F внутренних напряжений, действующая на поперечное се-
чение стержня, выражается так: 

 2 ;xF EI X ′′′= −  1 .yF EI Y ′′′= −  (2.36) 

Таким образом, вторые производные определяют момент сил 
внутренних напряжений, а третьи производные определяют сами эти 
силы. Силу (2.36) называют перерезывающей силой. Если изгиб про-
изводится сосредоточенными силами, то перерезывающая сила по-
стоянна вдоль каждого из отрезков стержня между точками прило-
жения сил и в каждой точке испытывает скачок, равный приложен-
ной внешней силе. Величины 2EI  и 1EI  называют жесткостью 
стержня на изгиб соответственно в главных плоскостях x, z и y, z. 

Если приложенные к стержню внешние силы действуют в одной 
плоскости, то изгиб стержня произойдет в одной плоскости, и урав-
нения равновесия принимают вид 

 
2

cos
X K

I E

α′′′′ = , 
1

sin
Y K

I E

α′′′′ = , 

где α – угол между плоскостью действия сил и первой главной плос-
костью изгиба (плоскость x, z). 

В случае либо очень сильного растяжения Т, либо при достаточно 
малом EI, что может быть связано с малой толщиной h (струна), 
уравнения равновесия имеют вид 

 0xTX K′′ + = , 0.yTY K′′ + =  (2.37) 
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Концы струны представляются закрепленными в том смысле, что 
их координаты заданы, т.е. 

 0.X Y= =   

Задача 2.8. Определить форму прогиба стержня длиной l под 
влиянием собственного веса при различных способах закрепления 
его концов. 

Решение. Искомая форма определяется решением уравнения 

 q EI′′′′ζ =  

(q – вес единицы длины стержня) с теми или другими граничными ус-
ловиями на его концах, сформулированными в тексте. При различных 
способах закрепления концов стержня получаются различные формы 
прогиба и максимальные смещения – так называемые стрелки прогиба 
(начало координат везде выбрано в одном из концов стержня): 

а) оба конца стержня заделаны: 

 2 2( ) ,
24

q
z z l

EI
ζ = −  

41
;

2 384

l ql

EI
⎛ ⎞ζ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

б) оба конца оперты: 

 ( )3 2 32 ,
24

q
z z lz l

EI
ζ = − +  

45
;

2 384

l ql

EI
⎛ ⎞ζ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

в) один конец (z = l) заделан, а другой (z = 0) оперт: 

 ( )3 2 32 3 ,
48

q
z z lz l

EI
ζ = − +  ( )

4

0,42 0,0054 ;
ql

l
EI

ζ =  

г) один конец (z = 0) заделан, а другой (z = l) свободен: 

 ( )2 2 24 6 ,
24

q
z z lz l

EI
ζ = − +  ( )

41

8

ql
l

EI
ζ = . 

Задача 2.9. Определить форму прогиба стержня длиной l  с 
опертыми концами, с моментом инерции кругового сечения I, 

если к стержню приложена внешняя сила { }( ),0,0хK K z=
G

, 

где 0( ) sinx

z
K z f

l

π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 0 constf = . Модуль Юнга равен Е. 
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Решение. Уравнение равновесия стержня под действием распре-
деленной силы имеет вид '''' ( ) ( ) 0.xEIX z K z− =  Граничные условия на 
опертых концах стержня соответствуют отсутствию поперечных 

смещений и моментов сил: (0) ( ) 0X X l= = ; '' ''(0) ( ) 0X X l= = . Общее 
решение уравнения равновесия есть сумма общего решения одно-
родного дифференциального уравнения 0 ( )X z  при ( ) 0xK z ≡  и част-
ного решения 1( )X z : 0 1( ) ( ) ( )X z X z X z= + . Отбор решения 0 ( )X z  
производится так, чтобы достигалось согласие полного решения с 
граничными условиями. В данном случае это приводит к следующе-

му результату: 0 ( ) 0X z ≡ , 
( )

0
4

( ) sin
f z

X z
lEI l

π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠π

. 

Задача 2.10. Определить форму прогиба стержня кругового сече-
ния (момент инерции I) под действием силы тяжести (ускорение g). 
Погонная плотность стержня ρ, длина l, модуль Юнга E. Стержень 
лежит на острие, расположенном в точке 2z l= . 

Решение. Очевидно, сосредоточенная сила, приложенная к 
стержню со стороны острия, равна весу стержня по абсолютной ве-
личине и направлена противоположно силе тяжести: ( / 2) .f x l gl= = ρ  

Уравнение равновесия стержня имеет вид '''' ( ) ,EIZ x g= −ρ  причем 
сосредоточенная сила ( / 2)f x l= задает условие разрыва третьей 

производной: ''' '''0 0 ;
2 2

l l
EI Z Z gl

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + = −ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 производные же 

более низкого порядка и сама функция ( )Z x  непрерывны в этой точ-
ке. Дополнительные граничные условия характеризуют свободные 
концы стержня: ( 0, ) ( 0, ) 0.Z x l Z x l′′ ′′′= = = = Ищем решение в виде 
общего решения однородного уравнения (при 0)g =  и частного ре-
шения неоднородного уравнения: 

 2 3 4( )
24

g
Z x A B x C x D x x

EI± ± ± ±
ρ= + + + − , 

где нижние индексы у коэффициентов отличают два сопредельных 
интервала изменения переменной x: ( )0, / 2l  и ( )/ 2,l l . Подстановка 
данных решений в описанные выше граничные условия и условия 
поведения в точке / 2x l=  не приводит к единственному решению. 
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Это связано с двумя обстоятельствами. Первое, тривиальное, допол-
нительное условие состоит в фиксации исходного (до деформации) 
положения стержня по вертикали, например заданием условия: 

( )/ 2 0z l = . Этого условия оказывается недостаточно для определе-
ния всех восьми неопределенных коэффициентов в общем решении. 
Еще одно дополнительное условие может быть получено из простых 
соображений: потребуем отсутствия проекции силы тяжести стержня 

вдоль его оси в точке опоры на острие, т.е. ( )' 2 0Z l = . 

После наложения данных дополнительных условий задача стано-
вится полностью определенной и решение принимает вид 

4 3 43 1
(0 2)

24 16 2

g
Z x l l l x x

EI

ρ ⎛ ⎞≤ ≤ = − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, причем ( 2 )Z l x l≤ ≤  по-

лучается из данного выражения заменой x l x→ − .  

Задача 2.11. Определить форму прогиба стержня под влиянием 
приложенной к его середине сосредоточенной силы f. 

Решение. Везде, кроме точки 2z l= , имеем уравнение 0′′′′ζ = . 
Граничные условия в концах стержня ( 0z =  и z l= ) определяются 
способом закрепления; в точке же 2z l=  должны быть непрерывны 

ζ, ,′ζ  ′′ζ , а разность перерезывающих сил F EI ′′′= − ζ  по обе стороны 
этой точки должна быть равна силе f. 

Форма стержня (на участке 0 2z l≤ ≤ ) и стрелка прогиба даются 
следующими формулами: 

а) оба конца стержня заделаны: 

( )2 3 4 ,
48

f
z l z

EI
ζ = −  

3

;
2 192

l fl

EI
⎛ ⎞ζ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

б) оба конца стержня оперты: 

( )2 23 4 ,
48

f
z l z

EI
ζ = −  

3

.
2 48

l fl

EI
⎛ ⎞ζ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Форма стержня симметрична относительно его середины, так что 
функция ( )zζ  на участке 2l z l≤ ≤  получается отсюда простой за-
меной z и l z− . 

2.5. Устойчивость упругих систем 

При отсутствии поперечных изгибающих внешних сил уравнения 
равновесия сжатого стержня имеют очевидное решение 0X Y= = , 



70 

соответствующее стержню, остающемуся при воздействии продоль-
ной силы Т прямолинейным. Это решение соответствует устойчиво-
му равновесию стержня лишь до тех пор, пока сжимающая сила T  

остается меньше некоторого критического значения крТ . При 

крТ Т<  прямолинейная форма стержня устойчива по отношению к 

произвольному малому возмущению. При крT Т>  прямолинейная 

форма отвечает неустойчивому равновесию. При крT Т=  наряду с 
решением 0X Y= =  должны существовать еще и состояния слабого 
изгиба, которые тоже являются равновесными. Поэтому критическое 
значение крТ  можно определить как то значение T , при котором у 

уравнений 

 2 0,EI X T X′′′′ ′′+ =  1 0EI Y T Y′′′′ ′′+ =  (2.38) 

появляется отличное от нуля решение. Само же это решение опреде-
ляет характер деформации, которой подвергнется стержень непо-
средственно после потери им устойчивости. 

Задача 2.12. Определить критическую сжимающую силу для 
стержня с шарнирно закрепленными концами. 

Решение. Поскольку нас интересует наименьшее значение T , 

при котором появляется отличное от нуля решение уравнений (2.38) 
( 2 0EI X T X′′′′ ′′+ = , 1 0EI Y T Y′′′′ ′′+ = ), то достаточно рассмотреть 

лишь то из этих двух уравнений, которое содержит меньшее из 1I , 

2I ; пусть 2 1I I< . Ищем решение уравнения 

 2 0EI X T X′′′′ ′′+ =  

в виде 

 sin cos ,X A Bz C kz D kz= + + +  ( )1 2

2/ .k T EI=  

Отличное от нуля решение, удовлетворяющее условиям 0X = , 
0X ′′ =  при 0z =  и z l= , есть 

 sinX C kz= , 
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причем должно быть sin 0.kz =  Отсюда находим искомую критиче-
скую силу 

 2 2
кр 2 .Т EI l= π  

Задача 2.13. То же для стержня с заделанными концами. 

Ответ: 2 2
кр 24Т EI l= π . 

Задача 2.14. То же для стержня, один из концов которого заделан, 
а другой свободен. 

Ответ: 2 2
кр 2 4Т EI l= π . 

Задача 2.15. Определить критическую сжимающую силу для 
стержня (кругового сечения) с шарнирно закрепленными концами, 
лежащего на упругом основании. 

Решение. На изогнутый стержень, лежащий на упругом основа-
нии, действует сила K = –αζ, пропорциональная прогибу ζ. Вместо 
уравнений (2.38) ( 2 0EI X T X′′′′ ′′+ = , 1 0EI Y T Y′′′′ ′′+ = ) здесь надо 

рассмотреть уравнение 

 0.EIX T X X′′′′ ′′+ + α +  

Аналогичное исследование приводит к решению 

 sin ;
n

X A z
l

π=  
2 4

2
кр 2 2 4

,
EI lТ n

l n EI

⎛ ⎞π α= +⎜ ⎟
π⎝ ⎠

 

причем для n должно быть взято то из целых значений, для которого 
получается наименьшее значение крТ . При достаточно больших зна-
чениях α получается 1n > , т.е. после потери устойчивости стержень 
принимает форму с несколькими пучностями. 

Задача 2.16. Стержень кругового сечения подвергнут кручению, и 
его концы заделаны. Определить критическую величину кручения, 
после которой прямолинейная форма стержня делается неустойчивой. 

Решение. Критическое значение угла кручения определяется по-
явлением отличных от нуля решений уравнений слабого изгиба за-
крученного стержня. Для вывода уравнения подставляем выражение 
для момента сил внутренних напряжений M: 
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d

d
EI C

l
⎡ ⎤= + τ⎢ ⎥⎣ ⎦

t
M t t  

(τ – постоянный угол кручения) в уравнение [ ]d

dl
=M

Ft ; это дает 

 [ ]
2

2

d d
0

dd
EI C

ll

⎡ ⎤
+ τ − =⎢ ⎥

⎣ ⎦

t t
t Ft . 

Дифференцируем это уравнение; поскольку изгиб слабый, то при 
дифференцировании первого и третьего членов можно считать t по-
стоянным, равным вектору 0t , направленному по оси стержня 

(оси z). Помня также, что d d 0l =F  (внешние силы по длине стержня 
отсутствуют), получаем 

 
3 2

0 3 2

d d
0

d d
EI C

l l

⎡ ⎤
+ τ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

t t
t  

или в компонентах: 

 æX 0,Y ′′′′ ′′′− = æY 0,X ′′′′ ′′′+ =  

где æ .C EI= τ  
Введя в качестве неизвестной функции ξ X iY= + , получим урав-

нение 

 ξ æξ 0.i′′′′ ′′′− =  

Ищем решение, удовлетворяющее условиям ξ 0,=  ξ 0′ =  при 
0z =  и z = l в виде 

 ( )æ 21 æ ei za i z bzξ = + − + , 

и находим в качестве условия совместимости для получающихся для 
а и b уравнений соотношение 

 æ 2 æ
,

2 æ
i l i l

e
i l

+=
−

 
æ æ

tg .
2 2

l l=  

Наименьший корень этого уравнения æ 2 4,49l = , так что 
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 кр
8,98EL

Cl
τ = . 

Задача 2.17. То же для стержня с шарнирно закрепленными кон-
цами. 

Решение. Здесь получается 

 
2

æ 2æξ 1
2

i za e z bz
⎛ ⎞

= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

причем æ определяется из æ 1i le = , т.е. æ 2l = π . Поэтому искомый 
критический угол кручения 

 кр 2 .EI Clτ = π  

Задача 2.18. Определить предел устойчивости вертикального 
стержня, находящегося под действием собственного веса; нижний 
конец стержня заделан. 

Решение. Если продольное натяжение zF T≡ меняется вдоль дли-

ны стержня, то в первом члене (2.38) (
2

2

d d d

d dd l ll

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

M F t
t F ) 

d
0

d
zF

l
≠  и вместо уравнений равновесия 2 0xI EX TX K′′′′ ′′− − =  и 

1 0yI EY TY K′′′′ ′′− − =  получается 

 ( )2 0;xI EX TX K
′′′′′ ′− − =  

 ( )1 0.yI EY TY K
′′′′′ ′− − =  

В данном случае поперечные изгибающие силы отсутствуют по 
всей длине стержня, а ( )T q l z= − − , где q – вес единицы длины 

стержня, а z отсчитывается от его нижнего конца. Предполагая, что 

2 1I I< , рассматриваем уравнение 

 ( )2I EX TX q l z X′′′ ′ ′= = − −  

(при z l=  автоматически имеем 0X ′′′ = ). Общий интеграл этого 
уравнения для функции u X ′=  есть 
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 ( ) ( )1/ 3
1/ 3 1/ 3u aJ bJ−= η ⎡ η + η ⎤⎣ ⎦ , 

где 

 ( )
1 2

3

2

2

3

q
l z

EI

⎛ ⎞
η = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Граничные условия 0X ′ =  при 0z =  и 0X ′′ =  при z l=  дают для 
функции ( )u η  условия 

1 23

0
2

2
0 при η η

3

ql
u

EI

⎛ ⎞
= = ≡ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
и 1/3η 0 при η 0u′ = = . 

Чтобы удовлетворить этим условиям, надо положить 0b = , при-
чем ( )1/ 3 0η 0J− = . Наименьший корень этого уравнения 0η 1,87= , 

откуда находим критическую длину стержня 

 
1 3

2
кр 1,98

EI
l

q

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Задача 2.19. Определить предельную длину круглого стержня, 
превышение которой сделает его неустойчивым к прогибу под дей-
ствием сжимающей силы T, приложенной вдоль оси стержня с шар-
нирно закрепленными концами. Длина стержня l, модуль Юнга Е, 
момент инерции поперечного сечения стержня I.  

Решение. Неустойчивость означает появление ненулевого реше-
ния уравнения равновесия стержня '''' ''( ) ( ) 0,EIX z T X z+ =  удовле-

творяющего граничным условиям 0,X =  '' 0X =  в точках 0, .z l=  
Общее решение уравнения равновесия имеет вид 

( ) ( )( ) sin cosX z A Bz C kz D kz= + + + , где ( )1/ 2
k T EI= . Удовлетво-

ряющее граничным условиям решение имеет вид ( )( ) sinX z C kz=  

при условии kl n= π , 0,1,2,...n =  Первое ненулевое решение с 1n =  

появляется при условии ( )1/ 2

крl l EI T≥ = π . 
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2.6. Колебания стержней и пластинок 

Уравнение продольных колебаний в стержнях имеет вид 

 
2 2

2 2
0.z zu u

Ez t

∂ ρ ∂− =
∂ ∂

 (2.39) 

Скорость распространения продольных волн в стержнях равна ско-
рости продольных волн в тонких пластинках. Уравнение продольных 
колебаний в тонких пластинках имеет вид 

 ( )1 2
;E ρ  (2.40) 

 
( ) ( )

( ) ( )

22 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1
;

2 1 2 11

1 1 1
.

2 1 2 11

yx x x

y y y x

uu u u

E x yt x y

u u u u

E x yt y x

∂∂ ∂ ∂ρ = + +
+ σ − σ ∂ ∂∂ − σ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ρ = + +
+ σ − σ ∂ ∂∂ − σ ∂ ∂

 (2.41) 

Если плоская волна распространяется вдоль оси х (т.е. деформация 
зависит только от координаты х), то уравнения (2.41) сильно упро-
щаются и принимают вид 

 ( )
2 2

2 22
0,

1
x xu uE

t x

∂ ∂− +
∂ ∂ρ − σ

 
( )

2 2

2 2
0.

2 1
y yu uE

t x

∂ ∂
− =

ρ + σ∂ ∂
 (2.42) 

Скорость распространения волны с колебаниями, параллельными 
направлению распространения, 

 ( )

1 2

2
.

1
x

E
u

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟ρ − σ⎝ ⎠

 (2.43) 

Скорость же волны (uy) с колебаниями, перпендикулярными на-
правлению распространения (лежащими в плоскости пластинки), 
равна скорости сt поперечных волн в неограниченной среде. 

Задача 2.20. Определить частоты радиальных собственных коле-
баний упругого шара радиусом R. 

Решение. Выбираем сферические координаты с началом в центре 
шара. При радиальных колебаниях u направлено по радиусу и зави-
сит только от r (и от t). Поэтому rot u = 0. Введем «потенциал» сме-
щения ϕ согласно ru u r= = ∂ϕ ∂ . Выраженное через ϕ уравнение 
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движения сводится к волновому уравнению 2
lc Δϕ = ϕ�� , которое для 

периодических по времени ( )i te− ω∼  колебаний имеет вид 

 2 2
2

1
,r k

r rr

∂ ∂ϕ⎛ ⎞Δϕ ≡ = − ϕ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

l

k
c

ω= . 

Решение, конечное во всем объеме шара, включая его центр, есть 

 
sin kr

A
r

ϕ =  

(временной множитель не пишем). Радиальные напряжения 

 ( ){ } ( ){ }2 2 2 2 2 22 2 2 2rr l t ii t rr l t tc c u c u c c c ′′σ = ρ − + = ρ − Δϕ + ϕ  

или с учетом уравнения (2.39) 

 2 21 1
4 .rr tc

r
′σ = −ω ϕ − ϕ

ρ
 

Граничное условие ( ) 0rr Rσ =  приводит к уравнению 

 
( )2

tg 1
.

1 2l t

kR

kR kRc c
=

−
 

Его корни определяют частоты свободных колебаний lc kω = . 

Задача 2.21. Определить частоты продольных собственных коле-
баний стержня длиной l, один из концов которого закреплен, а дру-
гой свободен. 

Решение. На закрепленном конце ( )0z =  должно быть 0,zu =  а 
на свободном конце ( )z l=  0zz zzEuσ = = , т.е. 0.zu z∂ ∂ =  Ищем ре-

шение уравнения (2.39) (
2 2

2 2
0z zu u

Ez t

∂ ρ ∂− =
∂ ∂

) в виде 

 ( )cos sin ,zu A t kz= ω + α  ( )1 2
k E= ω ρ . 

Из условия при z l=  имеем cos 0,kl =  откуда для собственных 
частот находим 
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 ( )
1 2

2 1
2

E
n

l

⎛ ⎞ πω = +⎜ ⎟ρ⎝ ⎠
 (n – целые числа). 

Задача 2.22. То же для стержня, оба конца которого свободны за-
креплены. 

Решение. В обоих случаях 

 
1 2

.
E

n
l

⎛ ⎞ πω = ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠
 

Задача 2.23. Определить частоты свободных колебаний струны 
длиной l. 

Решение. Уравнение движения струны 

 
2 2

2 2
0

X S X

Tz t

∂ ρ ∂− =
∂ ∂

 

[ср. с уравнением равновесия (2.37)]. Граничные условия: 0X =  при 
0,z l= . Собственные частоты 

 
1 2

.
S n

T l

ρ π⎛ ⎞ω = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Задача 2.24. Определить частоты поперечных собственных коле-
баний стержня длиной l с заделанными концами. 

Решение. Уравнение, описывающее малые колебания изгиба 

стержня, 
4

4y

X
SX EI

z

∂ρ =
∂

�� , при подстановке в него 

 ( ) ( )0 cosX X z t= ω + α  

принимает вид 

 
4

40
04

æ ,
d X

X
dz

=  4 2æ
y

S

EI

ρ= ω . 

Общий интеграл этого уравнения есть 

 0 cosæ sin æz sin æz sin æzX A z B C D= + + + . 
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Постоянные А, В, С, D определяются из граничных условий 
0X = , 0dX dz =  при 0,z l= . В результате находим 

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 sinæ sh æ  cosæ ch æ cosæ ch æ  sinæ sh æX A l l z z l l z z= − − − − −  

и уравнение 

 cosæ  ch æ 1l l = , 

корни которого определяют собственные частоты колебаний. Наи-
меньшая из собственных частот  

 min 2

22,4 yEI

Sl
ω =

ρ
. 

Задача 2.25. То же для стержня с опертыми концами. 
Решение. Аналогично решению задачи 2.24. Результат: 

 0 sin æX A z= , 

а частоты определяются из sin æ 0l = , т.е. 

 ( )æ 1, 2,...
n

n
l

π= = . 

Наименьшая частота  

 min 2

9,87 yEI

Sl
ω =

ρ
. 

Задача 2.26. То же для стержня, заделанного на одном конце и 
свободного на другом. 

Решение. Аналогично решению задачи 2.24 получаем для смеще-
ния 

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 cosæ ch æ  cosæ ch æ sinæ sh æ  sinæ sh æX A l l z z l l z z= + − + − −  

(закрепленный конец 0z = , свободный z l= ), и уравнение 

 cosæ ch æ 1 0l l + =  

для собственных частот. Наименьшая частота  
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 min 2

3,52 yEI

Sl
ω =

ρ
. 

Задача 2.27. Определить собственные частоты колебаний (попе-
речных) стержня длиной l с круговым сечением с моментом 
инерции I, погонной плотностью ρ, модулем Юнга I. Стержень «при-
клеен» к упругому основанию жесткости α (т.е. при изгибе на стер-
жень со стороны основания действует сила ( )xK X z= −α ⋅ , пропор-
циональная ( )X z  – прогибу по оси x). Считать концы стержня опер-
тыми. 

Решение. Уравнение колебаний стержня имеет вид 
4

4
( , )

X
X z t EI X

z

∂ρ = − − α
∂

��  с граничными условиями (0) ( ) 0X X l= = ; 

'' ''(0) ( ) 0X X l= = , которые означают нулевые внешние силы и мо-
менты сил. Решение ищем методом разделения переменных: 

( , ) cos( ) ( ).X z t A t x z= ω + α  Тогда получается следующее уравнение 

для ( )x z : 
4

4

x
kx

z

∂=
∂

, 
2

k
EI

ρω − α= . Решение, удовлетворяющее гра-

ничным условиям, имеет вид ( ) sin( ),x z a kz=  причем 
4

,
n

k
l

π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1,2,...n =  Отсюда получаем окончательный ответ для набора частот 

собственных колебаний стержня на подложке: ( )4
2
n

EI n lα + π
ω =

ρ
. 

Задача 2.28. Определить собственные колебания прямоугольной 
пластинки (длины сторон а и b) с опертыми краями. 

Решение. Уравнение свободных колебаний пластинки 
2

2
2

0
D

ht

∂ ζρ + Δ ζ =
∂

при подстановке в него 

 ( ) ( )0 , cosx y tζ = ζ ω + α  

приобретает вид 

 4
0 0æ 0,ΔΔζ − ζ =  

( )2

4 2
2

12 1
æ

h E

ρ − σ
= ω . 
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Выбираем оси координат по сторонам пластинки. Граничные ус-

ловия для опертой пластинки 0,ζ =  
2

2

d
0

dl nn

∂ ζ θ ∂ζ+ σ =
∂∂

 приобретают 

вид 

 при 0,x =  а: 0,ζ = 2 2/ 0;x∂ ζ ∂ =  

 при 0y = , b: 0,ζ = 2 2/ 0.y∂ ζ ∂ =  

Удовлетворяющее этим условиям решение есть 

 0 sin sin
m x n y

A
a b

π πζ =  

(m, n – целые числа), причем частоты определяются равенством 

 ( )
2 2

2

212 1

Eh m n

a b

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ω = π +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ − σ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Задача 2.29. Определить собственные частоты колебаний мем-
браны прямоугольной формы с длинами сторон а и b. 

Решение. Уравнение колебаний мембраны 

 T hΔζ = ρ ζ��  

(ср. с уравнением равновесия 0T PΔζ + = ). Края мембраны должны 
быть закреплены так, что 0ζ = . Соответствующее решение для пря-
моугольной мембраны есть 

 sin sin cos
m x n y

A t
a b

π πζ = ω , 

где собственные частоты 

 
2 2

2 2
2 2

T m n

h a b

⎛ ⎞
ω = π +⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠

 

(m, n – целые числа). 
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3. ТЕОРИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 

3.1. Общие сведения 

3.1.1. Уравнения электромагнитного поля 

При наличии электрических зарядов в пространстве устанавлива-
ется возбужденное состояние, которое называется электромагнитным 
полем. Его силовыми характеристиками являются напряженности 
электрического и магнитного полей. Их пространственные и времен-
ные производные связаны уравнениями Максвелла. Уравнения Мак-
свелла не вытекают из каких-либо общих теоретических положений, 
а являются обобщенной записью наблюдаемых на опыте закономер-
ностей. 

Дифференциальная форма 
уравнений поля: 

Интегральная форма 
уравнений поля: 

1
rot

c t

∂= −
∂
H

E ; ∫ Ev d
1

d
c t

∂=
∂ ∫l H S ; 

4 1
rot

c c t

π ∂= +
∂
E

H j ; ∫ Hv d
4 1

dJ
c c t

π ∂= +
∂ ∫l E S ; 

div 0=H ; d 0=∫ H Sv = 0; 

div 4= πρE ; d 4 .e= π∫ E Sv  

Здесь плотность заряда 
0

lim
V

e

VΔ →

Δρ=
Δ

и соответственно заряд e = ρ∫ dV. 

Связь между математическим определением дискретного распре-
деления точечных зарядов и непрерывной функцией ( )rρ G

 можно ус-
тановить с помощью δ-функции: 

 0( ) ( )eρ = δ −r r r или ( ) ( )a aeρ = δ −∑r r r  

(суммирование по всем зарядам), где δ-функция определяется соот-
ношениями 

δ(x) = 0 при x ≠ 0; 
δ(x) = ∞ при x = 0; 

( )x
∞

−∞

δ∫ dx = 1, ( ) ( )
b

a

f x xδ∫ dx = f(0); a < 0 < b. 
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Соответственно плотность тока = ρj ν  = ( ) ( )a a a
a

e δ −∑ ν r r r . 

Непосредственного из системы уравнений Максвелла следует 

уравнение непрерывности: div 0
t

∂ρ+ =
∂

j , выражающее закон сохра-

нения заряда. 
Одним из важных следствий, вытекающих из системы уравнений 

Максвелла, является существование энергии электромагнитного по-
ля. В интегральной форме закон сохранения энергии W имеет сле-
дующий вид: 

 
d

d

W

t
= ∫ jE dV = – d∫ F Sv –

2 2

8

E H

t

∂ +
∂ π∫

G G
dV, 

где [ ],
4

c=
π

F E H  – плотность потока энергии (вектор Пойнтинга); 

2 2

8

+
π

E H
– плотность энергии электромагнитного поля. 

В дифференциальной форме закон сохранения энергии записыва-
ется так: 

2 2

div
8t

⎛ ⎞∂ + = − −⎜ ⎟∂ π⎝ ⎠

E H
jE F , т.е. изменение энергии единицы объе-

ма поля равно работе, произведенной над зарядами в этом объеме и 
дивергенции плотности потока энергии. 

Вопросы и задания 
1. Показать, что система уравнений Максвелла в дифференциаль-

ной форме непосредственно следует из опытных законов Кулона, 
Био – Савара, Фарадея. 

2. Дать физическую интерпретацию уравнениям Максвелла в 
дифференциальной и интегральной форме. 

3. Дать математическую характеристику системы уравнений Мак-
свелла. Является ли система уравнений полной? 

4. Удовлетворяют ли уравнения поля требованию суперпозиции? 
5. Получить уравнение непрерывности из уравнений Максвелла. 
6. Представить уравнение непрерывности в интегральной форме. 

7. Ввести ток смещения 1

c t

∂
∂
E

, исходя из уравнения непрерывности. 
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3.1.2. Уравнения электромагнитного поля  
в материальных средах 

3.1.2.1. Основные уравнения 
(уравнения макроскопической электродинамики) 

Характер электромагнитных процессов в веществе зависит от его 
свойств. В веществе поле быстро меняется от точки к точке и во вре-
мени. Поэтому физическое значение имеют лишь средние значения 
соответствующих величин. Характеристики поля в веществе опреде-
ляют как среднее по физически бесконечно малому объему: 

1
f f

V
= ∫ dV. 

Система уравнений поля в средах имеет следующий вид: 

Дифференциальная форма 
уравнений поля: 

Интегральная форма уравнений 
поля: 

1
rot

c t

∂= −
∂
B

E ; ∫ Ev d
1

c t

∂= −
∂ ∫l Bv d S  

4 1
rot

c c t

π ∂= +
∂
D

H j ; ∫ Hv d
4 1

J
c c t

π ∂= +
∂ ∫l Dv d S ; 

div 4= πρD ; ∫ Dv d 4= π ρ∫S dV = 4πe; 

div 0=B ; ∫ Bv d 0=S , 

где 4= + πD E P – вектор электрической индукции; P – поляризация 
среды; 4= + πB H m – вектор индукции магнитного поля; m – намаг-
ниченность; j – плотность тока проводимости; ρ – плотность свобод-
ных зарядов. D  и B являются средними значениями напряженностей 
электрического и магнитного полей в среде. 

Уравнения связывают пять основных величин: E, В, Н, D и j. Что-
бы при заданном распределении зарядов и токов уравнения допуска-
ли единственное решение для векторов поля, к этим уравнениям до-
бавляются соотношения, описывающие поведение веществ под 
влиянием поля – уравнения связи или материальные уравнения: 

 = εD E  
 = μB H ; 
 = σj E , 
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где ε, μ – диэлектрическая и магнитная проницаемость среды; σ – 
удельная проводимость среды. 

Последнее соотношение выражает закон Ома в дифференциаль-
ной форме. 

Уравнения электромагнитного поля в веществе в отличие от урав-
нений поля в вакууме имеют ограниченную область применимости 
вследствие ограниченной применимости уравнений связи только для 
слабых полей. 

3.1.2.2. Граничные уравнения на поверхности 
раздела 

На границе раздела двух сред, характеризуемых проницаемостями 
ε1, ε2, μ1, μ2, поведение векторов E, В, Н, D определяется следующим 
образом: 

1. Нормальные составляющие вектора D испытывают скачок: 

2 1 4n nD D− = πσ , где σ – поверхностная плотность заряда. 
2. Тангенциальные составляющие вектора E непрерывны: 

 1 2t tE E= . 

3. Нормальные составляющие вектора В непрерывны: 

 1 2n nB B= . 

4. Тангенциальные составляющие вектора Н претерпевают разрыв 
непрерывности, определяемый соотношением 

 [ ]1 2 1

4
, Sc

π− =n H H j , 

где Sj – поверхностная плотность тока. Если Sj = 0, то 1 2t tH H= . 

Вопросы 
1. Почему нельзя пользоваться уравнениями поля в дифференци-

альной форме на границе раздела двух сред? 
2. Как получить граничные условия для векторов E, В, Н, D? 
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3.2. Электростатика 

3.2.1. Электростатическое поле 

3.2.1.1. Поле в вакууме 

Электростатическое поле – поле неподвижных зарядов. В этом 
случае все производные по времени и токи равны нулю и уравнения 
Максвелла в вакууме имеют следующий вид: 

Дифференциальная форма 
уравнений поля: 

Интегральная форма  
уравнений поля: 

div 4 ;= πρE  ∫ Ev d 4 ;e= πS  

rot 0;=E  ∫ Ev d 0;=l ; 

div 0;=H  ∫ Hv d S = 0; 

rot 0;=H  ∫ Hv d l = 0. 

Система уравнений распадается на систему независимых уравне-
ний для электрического и магнитного полей. Для H получается три-
виальное решение 0=H , так как неподвижные заряды не окружены 
магнитным полем. Полагая grad= − ϕE , получаем уравнение Пуас-
сона: Δϕ = – 4πρ. 

Таким образом, уравнения электростатики полностью эквива-
лентны уравнению Пуассона. Если заряды расположены в конечной 
области пространства, окружающего точку, выбранную за начало 
координат, то при r → ∞ напряженность поля должна убывать не 
медленнее чем 1/r2. Поэтому решения уравнения Пуассона должны 
удовлетворять требованию ϕ → 0 при r → ∞. 

При ρ = 0 потенциал удовлетворяет уравнению Лапласа: Δϕ = 0. 
Уравнение Пуассона для точечного заряда имеет вид 

 
1

4 ( )
R

Δ = − πδ R . 

Потенциал и плотность точечного заряда выражаются формулами 

 ; ( )
e

e
R

ϕ= ρ= δ R . 
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Общее решение уравнения Пуассона имеет следующий вид: 

 
( )

( )
′ρϕ =
′−∫

r
r

r r
dV, 

где r – радиус-вектор точки поля; ′r – радиус-вектор точки источни-
ка поля. 

3.2.1.2. Поле в веществе 

Дифференциальная форма 
уравнений поля 

Интегральная форма  
уравнений поля 

rot 0;=E  ∫ Ev d 0;=l  

div 4 ;= πρD  ∫ Dv  d 4 ;e= πS  

div 0;=B  ∫ Bv d 0;=S  

rot 0;=H  ∫ Hv d S = 0. 

Эти уравнения полностью определяют электростатическое поле в 
среде. 

В однородном диэлектрике ε = const, поэтому для скалярного по-
тенциала получается уравнение Пуассона 

 
4πρΔϕ = −

ε
, 

откуда следует, что потенциал поля, создаваемого зарядами с объем-
ной плотностью свободного заряда ρ, можно записать в виде 

 
1

r

ρϕ =
ε ∫ dV. 

Поле точечного заряда в диэлектрической среде  

 
3

e

R
=

ε
R

E . 

На границе раздела двух диэлектриков потенциал удовлетворяет 
следующим условиям: 

 ϕ1 = ϕ2; 2 1
2 1

4
n n

∂ϕ ∂ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ε − ε = πσ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 
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Основные задачи электростатики: 
– по заданному распределению зарядов найти распределение по-

тенциала и электрического поля во всем пространстве – так называе-
мая прямая задача; 

– найти распределение заряда по известному распределению по-
тенциала – обратная задача. 

Вопросы и задания 
1. Какой характер носит поле в электростатике (потенциальный, 

соленоидальный)? 
2. Почему скалярный потенциал определен неоднозначно? 
3. Показать, что из уравнений Лапласа следует, что потенциал 

электрического поля нигде не имеет ни максимума, ни минимума. 
4. Пояснить, откуда следуют граничные условия для потенциала. 
5. Какой вид имеет уравнение для потенциала в неоднородном ди-

электрике? 
6. Чему равно поле внутри проводника при внесении его в элек-

тростатическое поле? 
7. Как направлено поле у поверхности проводника при отсутствии 

тока? 
8. Показать, что в проводящей среде, характеризуемой константа-

ми ε и μ, заряды со временем рассасываются. Определить характер-
ное время рассасывания – время релаксации (максвелловское время 
релаксации). 
Примечание. Воспользуйтесь уравнением непрерывности. От-

вет. 
4

ετ =
πσ

. 

9. Справедлив ли в электростатике третий закон Ньютона? 

3.2.2. Электростатическая энергия зарядов 

Энергия системы зарядов должна быть равна энергии электроста-
тического поля: 

 21

8
W =

π ∫E dV. 

Подставив = −∇ϕE  и преобразовав подынтегральное выражение, 
получим 

 
1

2
W = ρϕ∫ dV. 



88 

Для системы точечных зарядов 

 
1

2 i i
i

W e= ϕ∑ , (3.1) 

где 
i
∑ сумма– по всем зарядам; ϕi – потенциал поля, создаваемого 

всеми зарядами в точке локализации заряда ei. Потенциалы 

 k
i

k ik

e

R
ϕ =∑ , 

Rik – расстояние между i-м и k-м зарядами. 
Для указанной системы зарядов последнее выражение содержит 

бесконечный член, происходящий от потенциала собственного поля 
заряда. Этот член является собственной потенциальной энергией 
системы зарядов, он лишен физического смысла и должен быть опу-
щен. Поэтому в формуле (3.1) остается только энергия взаимодейст-
вия зарядов: 

 
1

2 i i
i

W e′ ′ ′= ϕ∑ , где k
i

k i ik

e

R≠

′ϕ =∑ . 

Энергия взаимодействия двух точечных зарядов 

 1 2
12

12

e e
W

R
′ = . 

Энергия электростатического поля в среде 

 
1

8
W =

π ∫ED dV. (3.2) 

Выражение (3.2) можно преобразовать к виду 

 
1

2
W = ρϕ∫ dV + 

1

2
σϕ∫ dS, (3.3) 

где σ – поверхностная плотность заряда.  
Формула (3.3) получается подстановкой = −∇ϕE  в выраже-

ние (3.2), использованием формулы div( ) grad divϕ = ϕ + ϕD D D и пе-
реходом к интегралам. 



89 

Задача 3.1. Найти потенциал ϕ и поле Е элементарного электри-
ческого диполя на расстояниях R >> p/c. 

Ответ. 
( )

3 5 3

3
;

R R R
ϕ = = −

pr RpR p
E . 

В сферической системе координат поле имеет вид 

 
3

2 cos
R

p
E

R

θ= ; 

 
3

sinp
E

R
θ

θ= ; 

 0Eα = . 

Задача 3.2. Найти потенциал и поле равномерно заряженного по 
объему с плотностью ρ шара радиусом а. Решить, применяя: 1) тео-
рему Гаусса; 2) уравнение Пуассона. 

Решение с использованием уравнения Пуассона. Из условия сим-
метрии следует, что потенциал в любой точке зависит только от рас-
стояния R этой точки до центра шара. Внутри шара Δϕ = – 4πρ. В сфе-
рических координатах это уравнение имеет вид 

 2
2

1
R

R RR

∂ ∂ϕ⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
– 4πρ (ρ = const); 

 2 1
1 2

2

3

A
R A

R

πρϕ = ϕ = − + + . 

Вне шара Δϕ = 0 (ρ = 0); 

 2 3
2 42

1
0;

A
R A

R R RR

∂ ∂ϕ⎛ ⎞ = ϕ = +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
. 

Из условий конечности при R = 0  A1 = 0. 
Из условий обращения в нуль при R → ∞ A4 = 0. Значения А2 и А3 оп-

ределяются из граничных условий при R = a: ϕ1 = ϕ2; 
1 2R R

∂ϕ ∂ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Ответ. 
2

22
3

R
a
⎛ ⎞

ϕ = πρ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
4

3
E R

π= ρ  (R ≤ a); 34 1

3
a

R

πϕ = ρ , 

3
2

4 1

3
E a

R

π= ρ  (R > a). 
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Задача 3.3. Найти потенциал ϕ и напряженность Е электрического 
поля сферы, равномерно заряженной по поверхности. Заряд сферы е, 
радиус а. Решить, применяя: 1) теорему Гаусса; 2) уравнение Лапласа. 

Ответ. Внутри шара const , 0
e

a
ϕ = = =E ; вне шара 

2
;

e e

R RR
ϕ = = R

E . 

Задача 3.4. Бесконечно длинный круговой цилиндр радиусом R 
равномерно заряжен по поверхности так, что на единицу его длины 
приходится заряд χ. Найти потенциал ϕ и напряженность поля Е. 
Решить, применяя: 1) теорему Гаусса; 2) уравнение Пуассона. 

Ответ. ϕ = ϕ0; Е= 0 (r ≤ R); 

0

2
2 ln ;

r

R r r

χϕ = ϕ − χ = r
E  (r > R), 

где ϕ0 – потенциал на поверхности; r – расстояние от оси цилиндра. 

Задача 3.5. Бесконечно плоская пластина толщиной а равномерно 
заряжена по объему с плотностью ρ. Найти потенциал ϕ и напряжен-
ность Е электрического поля. Рассмотреть предельный случай бес-
конечно заряженной плоскости, полагая, что при а → 0 

ρ → ∞, ln(aρ) = σ = const. 
Решение. Исходя из симметрии считаем, что потенциал зависит 

только от координаты х, перпендикулярной пластине. Тогда 
2

2
4

x

∂ ϕ = − πρ
∂

. Решая уравнение Пуассона, получаем: 

внутри пластины ϕ = –2πρх2 +Ах + В; 
вне пластины ϕ = Сх +D. 
Наложим условие калибровки ϕ(0) = 0. Полагая А = В = 0 (объяс-

нить почему), постоянные С и D определяем из граничных условий. 

Задача 3.6. Показать, что в полости цилиндрического конденса-

тора напряженность поля определяется формулой 
2

2
E

r

χ= r . Решить, 

применяя: 1) теорему Гаусса; 2) уравнение Пуассона. 

Задача 3.7. Показать, что в полости шарового конденсатора поле 

определяется формулой 
3

e

R
=E R . Решить, применяя: 1) теорему Га-

усса; 2) уравнение Пуассона. 
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Задача 3.8. Поверхность бесконечно длинного кругового цилинд-
ра равномерно заряжена так, что на единицу его длины приходится 
заряд χ. Найти поле внутри и вне цилиндра. Показать, что скачок 
электрического вектора при прохождении через поверхность цилин-
дра равен 4πσ. Решить задачу, применяя: 1) теорему Гаусса; 2) урав-
нение Пуассона. 

Ответ. Внутри цилиндра Е = 0; вне цилиндра 2

2 r
E

r

χ=
G

. 

Задача 3.9. Заряд распределен в пространстве по периодическому 
закону ρ = ρ0cos αx cos βy cos γz, образуя бесконечную пространст-
венную периодическую решетку. Найти потенциал ϕ электрического 
поля. 

Ответ. 0
2 2 2

4
( , , ) cos cos cosx y z x y z

πρ
ϕ = α β γ

α + β + γ
. 

Задача 3.10. Плоскость z = 0 заряжена с плотностью, меняющейся 
по периодическому закону σ = σ0 sin αx sin βy, где σ0, α, β – постоян-
ные. Найти потенциал этой системы зарядов. 

Ответ. При z > 0 02
sin sinze x y−λπσ

ϕ = α β
λ

, 2 2λ = α + β . 

Задача 3.11. Внутри шара радиусом R, равномерно заряженного 
по объему с плотностью ρ, имеется незаряженная полость, радиус 
которой R1, а центр отстоит от центра шара на расстояние а 
(а + R1 < R). Найти поле Е. 

Ответ. 
4 4 4

( )
3 3 3

= πρ − πρ − = πρE r r a a , где а – радиус-вектор 

центра полости. 

Задача 3.12. Заряд электрона распределен в атоме водорода, на-
ходящемся в нормальном состоянии, с плотностью 

0
3

ББ

2
( ) exp

e r
r

aa

⎛ ⎞
ρ = − −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

, где аБ – боровский радиус; аБ = 0,52·10–10 см; 

e0 = 1,6·10–19 Кл – элементарный заряд. Найти потенциал ϕe и напря-
женность eE  электрического поля электронного заряда, а также пол-

ный потенциал ϕ и напряженность Е поля в атоме, считая, что про-
тонный заряд сосредоточен в начале координат. 
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Ответ. Б Б

2 2

0 0

Б

( ) 1
r r

a a
e

e e
r e e

r a

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟ϕ = − − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

Б Б

2 2

0 0
2 2

Б Б

22
( ) 1 1

r r

a a
e

e er
E r e e

ar a

− −⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= − − + +⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

. 

Потенциал полного электрического поля в атоме 

( ) ( ) o
e

e
r r

r
ϕ = ϕ + . 

Задача 3.13. Вычислить потенциал поля, создаваемого в вакууме 
тонким металлическим кольцом радиусом а, несущим заряд q. Найти 
поле на оси кольца. 

Решение. В цилиндрических координатах ρ, ϕ, z (рис. 3.1) потен-
циал поля 

 ( )r
r

χϕ = ∫ d
0

2
a

l
r

π

= χ∫ d
2 2 2

0

d
2

2 cos
a

a z a

π ψψ = χ
+ ρ + − ρ ψ

∫ , 

где 
2

q

a
χ=

π
. 

z

P

r
G

x

y

ρψ

 

Рис. 3.1 

r 
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Введем 2θ = ψ – π, тогда dψ = 2dθcos 2θ = 1 –2sin2 θ = –cos ψ, 

 
2

2 2
0

4 2
( ) ( )

1 sin

a d q
r K k

A Ak

π

χ θϕ = =
π− θ

∫ , 

где А = (а + ρ)2 + z2; k2 = 
2 2

4

( )

a

a z

ρ
+ ρ +

; K(k) – эллиптический инте-

грал 1-го рода. 

Потенциал и поле на оси кольца найти самостоятельно. 

Задача 3.14. Каким распределением зарядов создается потенциал, 

имеющий в сферических координатах вид 
exp ( )

( )
q r

r
r

−αϕ = , где q, 

α – постоянные. Полный заряд системы равен нулю. 
Решение. Δϕ = – 4πρ. Представив оператор Лапласа в сферических 

координатах и продифференцировав, получим 
2

( )
4

rr q e
r

−ααρ = −
π

. Про-

верим правильность этого результата. Полный заряд e внутри сферы 
радиусом R 

 Re = ρ∫ dV = 
2 2

2

0 0 0

sin
4

R
re r

r

π π
−αα− θ

π∫ ∫ ∫ dϕdθdr = ( 1) 1RR e−αα + − . 

При R = 0 eo = 0. При R = ∞ e∞ = –1, что противоречит исходному ус-
ловию e∞ = 0. Чтобы найти ошибку, преобразуем дифференциальное 

уравнение 
2

d 1
( 1)

d
r

rE e r
r r

−αϕ= − = α +  в интеграль-

ное 2d 4R RE R eΩ = π∫v , откуда eR = (αR + 1)e–αR; e0 = 1; e∞ = 0. Таким об-

разом, чтобы получить правильный результат, надо добавить к распре-

делению плотности заряда новый член: 
2

( ) ( )
4

rq
r e

r
−ααρ = − + δ

π
r , тогда 

 
2

4 ( ) 4 ( )
rq e

q
r

−ααΔϕ = − π δ + = πδr r . 

Объяснить полученный результат. 
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Задача 3.15. Найти энергию заряженного по объёму шара радиу-
сом а. 

Ответ. 
23

5

e
W

a
= . 

Задача 3.16. Найти энергию заряженного шара, когда заряд рас-
пределен по его поверхности. 

Ответ. 
2

2

e
W

a
= . 

Задача 3.17. Показать, что при расстоянии между зарядами e1 и e2, 
достаточно большом по сравнению с их размерами, энергия взаимо-

действия этих зарядов, равная ( )12 1 2

1
2 ,

8
W =

π ∫ E E dV, сводится к вы-

ражениям 1 2

12

e e
W

r
=  или 1 1 2 2

1
( )

2
W e e= ϕ + ϕ . 

Решение. Представим W12 в виде 

 ( )12 1 2

1
2 ,

8
W =

π ∫ E E dV = 1 2

1
( )( )

4
∇ϕ ∇ϕ

π ∫ dV. 

Выделим малую сферу S, охватывающую заряд e2, и применим 
теорему Грина: 

 { }1 2 1 2( )( )ϕ Δϕ + ∇ϕ ∇ϕ∫ dV = 2
1 n

∂ϕϕ
∂∫v dS; 

 12 1

1

4
W

n

∂ϕ= ϕ
π ∂∫v dS – 1 2

1

4
ϕ Δϕ

π ∫ dV. 

Вне сферы S Δϕ2 = 0 и 1 2ϕ Δϕ∫ dV = 0. При большем удалении e1 и 

e2 друг от друга ϕ1 можно считать равным e1/r. Следовательно, 

1 2
12 4

W
n

ϕ ∂ϕ=
π ∂∫v dS = – 1

24 n

e
E

rπ ∫v dS = 1 2e e

r
 (нормаль направлена 

внутрь сферы). 

Задача 3.18. Вычислить энергию и силу взаимодействия двух па-
раллельных и бесконечных нитей, равномерно заряженных с линей-
ной плотностью χ и –χ, расположенных на расстоянии а друг от дру-
га в однородной среде с диэлектрической проницаемостью ε. 



95 

Решение. Энергия единицы длины одной нити в поле другой W = 
χϕ, где ϕ – потенциал поля, создаваемого второй нитью в месте на-

хождения первой, 
2 ln aχϕ =

ε
. Отсюда энергия W =

22
ln a

χ
ε

. Следова-

тельно, сила F, действующая на единицу длины нити, равна 
2W

F
a a

∂ χ= − = −
∂ ε

. 

3.2.3. Электростатическое поле системы 
зарядов на больших расстояниях 

3.2.3.1. Дипольный момент 

Потенциал поля, создаваемого всеми зарядами в точке 0R , равен 

0

i

i i

e
ϕ =

−∑ R r
, где ir – радиус-вектор заряда (рис. 3.2). 

 

O 
P 0R  

r  
0= −R R r  

R  

 

Рис. 3.2 

Для расстояний, больших размеров системы, разлагая выражение 

для потенциала в ряд по степеням параметра
0

ir

R
<< 1 с точностью до 

первого порядка, получаем 
0

1
grad

i
i

e i
i

e

e
R R

⎛ ⎞⎛ ⎞
ϕ = − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑
∑ r . Сумма 

i i
i

e=∑p r  называется дипольным моментом системы зарядов. 
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Задания 
1. Показать, что дипольный момент электрически нейтральной 

системы зарядов не зависит от выбора начала координат. 
2. Показать, что в случае нейтральной системы зарядов при соот-

ветствующем выборе начала координат дипольный член в разложе-
нии равен нулю. 

3. Найти напряженность поля электрически нейтральной системы 
зарядов на больших расстояниях от системы. 

4. Записать выражение для потенциала и дипольного момента при 
непрерывном распределении зарядов. 

3.2.3.2. Мультипольные моменты 

В разложении потенциала по степеням 
0R

ri : (0) (1) (2) ...ϕ = ϕ + ϕ + ϕ +  

третий член разложения равен 
2

(2)

, , 0

1 1

2 i
i

e x x
X X Rα β

α β α β

∂ϕ =
∂ ∂∑ , где xα – 

компоненты вектора r; Xα – компоненты вектора R0, α, β = 1, 2, 3. 

Так как функция 
0

1

R
 удовлетворяет уравнению Лапласа 

2

0 0

1 1

R X X Rαβ
α β

∂Δ ≡ δ = 0, то можно написать 

 
2 2

(2) 2

, , ,0 0

1 1 1 1 1

2 3 6i
i

e x x r D
X X R X X Rα β αβ αβ

α β α βα β α β

∂ ∂⎛ ⎞ϕ = − δ =⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑ ∑ , 

где Dαβ – симметричный тензор второго ранга, определяемый по 
формуле 

 ( )23i
i

D e x x rαβ α β αβ= − δ∑ , 

называется квадрупольным моментом системы ( αβδ  – символ Кроне-

кера). Так как сумма диагональных компонентов тензора 0Dαα
α

=∑ , 

то симметричный тензор второго ранга имеет всего пять независи-
мых компонент. С его помощью запишем 
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2

(2)
5 3

, ,0 0 0

31 1

6 6

D X X
D

X X R R R
αβ α β αβ

αβ
α β α βα β

δ⎛ ⎞∂ϕ = = −⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠
∑ ∑ . 

Если дипольный момент электронейтральной системы зарядов ра-
вен нулю, то разложение ϕ начинается с ϕ(2). Примером такой систе-
мы является система из двух диполей с противоположными направ-
лениями дипольных моментов, находящихся на бесконечно малом 
расстоянии друг от друга. Учет высших членов разложения дает по-
тенциал поля мультиполей любого порядка. 

Вопросы и задания 
1. Чему соответствует нулевой член разложения по мультиполям? 
2. Показать, что в системе главных осей (не диагональные элемен-

ты равны нулю) лишь два из трех главных значений независимы. 
3. Сколько независимых компонент у тензора квадрупольного 

момента аксиально-симметричного распределения зарядов? 
4. Какой вывод следует из наличия у системы зарядов квадру-

польного момента? 
5. Верно ли утверждение, что если Qαβ = 0, то система зарядов 

сферически симметрична? 
6. Установить связь между тензорами квадрупольного момента и 

момента инерции в общем случае и в главных осях. 
По определению компоненты тензора момента инерции равны: 

2 2( )xxI x y= ρ +∫ dV; xyI xy= − ρ∫ dV; 

2 2( )yyI x z= ρ +∫ dV; xzI xz= − ρ∫ dV; 

2 2( )zzI z y= ρ +∫ dV; yzI yz= − ρ∫ dV. 

Задача 3.19. Вычислить потенциал и напряженность поля, созда-
ваемого в вакууме аксиально-симметричным квадруполем: Dzz = D, 

Dxx = Dyy = 
1

2
D− . 

Ответ. 2
3

3
(3cos 1)

4

D

r
ϕ = θ − , где θ – полярный угол. 

Задача 3.20. Чему равен квадрупольный момент октуполя – во-
семь зарядов расположены в вершинах куба с правильным чередова-
нием знаков. 
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Задача 3.21. Эллипсоид с полуосями а, b, с равномерно заряжен 
по объему, его полный заряд q. Найти потенциал ϕ на больших рас-
стояниях от эллипсоида с точностью до квадрупольного члена. Рас-
смотреть частные случаи эллипсоида вращения с полуосями a = b и с 
и шара (a = b = c). 

Ответ. 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

5

(3 ) (3 ) (3 )
( , , )

2 10

q a x r b y r c z r
x y z q

r r

− + − + −ϕ = + ; 

при a = b 
2 2

1
3

(cos )
( , )

2 5

q c a P
r q

r r

− θϕ θ = + , где Р1(cos θ) – полином 

Лежандра; 

при a = b = c 
2

q

r
ϕ = . 

Задача 3.22. Вычислить тензор квадрупольного момента двух 
концентрических колец радиусами а и b, несущих заряды q и –q. 
Найти потенциал на большом расстоянии от этой системы зарядов. 

Решение. Распределение зарядов аксиально-симметрично. В этом 

случае тензор квадрупольного момента ( )23i
i

D e x x rαβ α β αβ= − δ∑  

приводится к виду 2 2 2( )zz i
i

D D e r q a b= = − = − −∑ . Так 

как 0Dαα
αα

=∑ , то 2 21 1
( )

2 2xx yyD D D q a b= = − = − . 

В сферических координатах с полярной осью вдоль оси симмет-

рии и полюсом в центре колец 
2 2

2
3
0

( )
( ,0) (3cos 1)

4

q a b
r

R

−ϕ = − θ − . Это 

потенциал линейного квадруполя, у которого заряды находятся на 

расстоянии 2 21

2
a b− от центрального заряда 2q. 

Задача 3.23. Найти потенциал поля ϕ на больших расстояниях, 
если:  

а) заряды q, –2q, q расположены по оси z на расстоянии а друг от 
друга (линейный квадруполь); 

б) заряды ±q расположены в вершинах квадрата со стороной а так, 
что соседние заряды имеют разные знаки; в начале координат нахо-



99 

дится заряд +q, стороны квадрата параллельны осям X и Y (плоский 
квадруполь). 

Ответ: а) 
2 2

2
5

3z R
qa

R

−ϕ ≈ ; 

б) 
2 2

3

3 sin cos sinqa

R

θ α αϕ ≈ , где θ – полярный угол; α – азимут. 

3.2.4. Энергия системы зарядов  
во внешнем поле 

Потенциальная энергия системы зарядов 

 ( )i i i
i

W e= ϕ∑ r , 

где ir – радиус-вектор i-го заряда; ( )iϕ r – потенциал внешнего поля в 

точке ir .  
Пусть поле слабо меняется на протяжении системы зарядов. Вы-

брав начало координат внутри системы и разложив W по степеням 

ir , получим: W = W(0) + W(1) + W(2) + …, 

где W(0) = ∑
i

ie 0ϕ , W(1) = 0 0grad i i
i

e rϕ = −∑ E p , 

W(2) = 
2 2 2

20 0 0

, , , ,

1 1 1

2 2 2 6i i
i i

D
e x x e x x r

X X X X X X
αβ

α β α β αβ
αβ αβ αβα β α β α β

∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ⎛ ⎞= − δ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ; 

ϕ0 и Е0 – потенциал и напряженность электрического поля в нача-
ле координат. 

Задания 
1. Дать характеристику первых трех членов разложения. 
2. Что устанавливает квадрупольный член разложения W? Запи-

сать его в системе главных осей тензора Dαβ через производные элек-
трического поля. 

3. Объяснить, почему сферически симметричные поля не только 
притягивают, но и притягиваются как точечные. 

4. Записать выражение для силы, действующей на систему зарядов 
во внешнем поле. Рассмотреть электрически нейтральную систему. 

5. Записать выражение для момента сил, действующих на элек-
трически нейтральную систему. 
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6. Найти энергию взаимодействия двух диполей р1 и р2, находя-
щихся на большом расстоянии друг от друга. 

Ответ. 
( ) ( )( )2

1 2 1 2
5

, 3 , ,R
W

R

−
=

p p р R р R
, где R – вектор расстоя-

ния между диполями. 

Задача 3.24. Определить поле равномерно поляризованного шара. 
Решение. Поле равномерно поляризованного шара должно быть 

тождественно с полем двух сдвинутых друг относительно друга на 
отрезок 2l (l – смещение центра сферы) шаров радиусом а, равно-
мерно заряженных разноименными электрическими зарядами (поле 
диполя). Общий заряд каждого шара будет равен e′ = eNV, где 
V = (4/3)πа3 – объем шара; N – число зарядов каждого знака на еди-
ницу объема. Внешнее поле такого шара тождественно с полем ди-
поля момента 2e′=p l . Потенциал и дипольный момент равны: 

 
3 3

( )
2e

l
eNV V

R R
ϕ = =e R pR

 (R ≥ 0); 

 ( ) 2i i
i

e e N= ± =∑p R l l . 

Внутри шара 3
3

4 4

3 3i R
R

π πϕ = =pR
pR  (r ≤ a), 

ϕi = ϕ+ + ϕ– , 

где 
2

22
3

R
a +

+
⎛ ⎞

ϕ = πρ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
2

22
3

R
a −

−
⎛ ⎞

ϕ = − πρ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ,+ −= + = −R R l R R l , 

2 2 4+ −− =R R Rl  (R+ и R– – расстояние точки поля от центра соответст-
вующих шаров), 

8 4

3 3i

πρ πϕ = =lR pR , ( )4 4

3 3i i

π π= −∇ϕ = − ∇ = −E pR p . 

Задача 3.25. В однородном поле помещен шар радиусом а из ди-
электрика. Найти поле при наличии шара. 0E – напряженность поля без 
шара, направленная вдоль оси OZ. Потенциал поля без шара ϕ = –E0z, 
ε – диэлектрическая проницаемость диэлектрика. 

Решение. Ищем решение в виде суммы невозмущенного поля 
плюс поле диполя (дипольное приближение). 
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Для R > a 1 0 02 2

cos
coszp p

E z E R
R R

θϕ = + = θ + . 

Для R < a положим 2 2 2 cosE z E Rϕ = − = − θ , Е2 – поле внутри шара. 
Такой выбор потенциалов удовлетворяет граничным условиям и 
уравнению Лапласа, которое имеет два решения, зависящих от cos θ: 
ARcos θ и (Bcos θ)/R2. При R → ∞ влияние поляризованного шара ис-

чезает, 
2

cos
0

p

R

θ → , поэтому асимптотическое значение потенциала 

равно 1 0( ) cosR E Rϕ = − θ . При R → 0 
2

cosp

R

θ → ∞ , поэтому этот член 

должен отсутствовать в выражении для потенциала внутри шара при 
R < a. 

Используем граничные условия при R = a: ϕ1(а) = ϕ2(а), 

1 2
1 2

( ) ( )a a

n n

∂ϕ ∂ϕε = ε
∂ ∂

. 

Получаем уравнения для определения констант р и Е2: 

 0 22

p
E a E a

a
− + = − , 

 1 1
1 0 23

2
.

p
E E

a

εε + = ε  

Решая эту систему уравнений, находим: 

 32 1
0

2 12
p E a

ε − ε=
ε + ε

;  1
2 0

2 1

3

2
E E

ε=
ε + ε

. 

В данной задаче ε1 = 1, ε2 = ε, и поэтому находим потенциал вне и 
внутри шара в виде: 

 3
1 0 0

1
cos cos

2
E R E a

ε −ϕ = − θ + θ
ε +

, 2 0

3
cos

2
E Rϕ = − θ

ε +
. 

Поляризуемость шара 3

2

1

2

p
a

E

ε −α = =
ε +

. 

Задача 3.26. В однородное поле в вакууме с напряженностью Е 
вносится незаряженный изолированный проводник в форме шара 
радиусом а. Определить установившееся поле, поляризуемость шара 
и плотность зарядов, индуцированных на поверхности шара. 
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Решение. Вне шара внешнее поле складывается с полем диполя Р 
поляризованного проводящего шара. Внутри шара напряженность 
электрического поля равна нулю. Поэтому ищем потенциал искомого 
поля в виде 
 1 cϕ = − при r < a; 

 2 0 2
cos cos

p
E R

R
ϕ = − θ + θ  при r > a. 

Граничные условия при R = a: 1 2ϕ = ϕ ; 1 2 4
n n

∂ϕ ∂ϕ− = πσ
∂ ∂

. Из гра-

ничных условий находим с = 0, р = а3Е0. Получаем 

плотность индуцированных зарядов 2
0

1 3
cos

4 4
E

R

∂ϕ⎛ ⎞σ= − = θ⎜ ⎟π ∂ π⎝ ⎠
; 

поляризуемость шара равна а3. 

Задача 3.27. Точечный заряд q находится на одинаковом расстоя-
нии а от взаимно перпендикулярных заземленных полуплоскостей. 
Определить создаваемое поле. 

Решение. Примем проводящие полуплоскости за координатные 
плоскости xz и yz (x ≥ 0, y ≥ 0, z). В первом квадранте, где находится 
заряд, поле создается данным зарядом q, и его изображениями (–q) и 
вторичным изображением («изображением изображений») +q. 

1 2 3 4

q q q q

r r r r
ϕ = − − + , где r1, r2, r3, r4 – расстояния от рассматривае-

мой точки поля до заряда q и его изображений. 

Задача 3.28. Два однородных диэлектрика с проницаемостью ε1 и 
ε2 граничат по бесконечной плоскости. По одну сторону от этой гра-
ницы в первой среде на расстоянии а от нее находится заряд q. Опре-
делить потенциал создаваемого им поля и поверхностную плотность 
связанных зарядов на границе раздела сред. 

Решение. Поверхность раздела сред совпадает с плоскостью z = 0. 
Согласно методу изображений поле в первой среде равно полю заря-
да q и его изображения q′. Во второй среде потенциал определяется 
потенциалом заряда q′′. Заряд q′′ определяется потоком электриче-
ского поля заряда q, который проникает во вторую среду. Потенциал 
искомого поля ищем в виде 
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 1
1 1 2 2

q q

r r

′
ϕ = +

ε ε
, z > 0, 

2
2 1

q

r

′′
ϕ =

ε
, z < 0, где 2 2 2

1 ( )r x y z a= + + − ; 2 2 2
2 ( )r x y z a= + + + . 

Граничные условия при z = 0: 

 1 2ϕ = ϕ , 1 2
1 2z z

∂ϕ ∂ϕε = ε
∂ ∂

. 

Из граничных условий находим 

 1 2

1 2

q q
ε − ε′ =
ε + ε

; 2

1 2

r
q q

ε′′ =
ε + ε

. 

Поверхностная плотность связанных зарядов 

 2 1 1 2
3

1 20 1

1 1

4 2z

qa

z z r=

∂ϕ ∂ϕ ε − ε⎛ ⎞′σ = − =⎜ ⎟π ∂ ∂ π ε + ε ε⎝ ⎠
, 2 2r x y= + . 

Весь поверхностный связанный заряд равен 
1

q′
ε

. 

Задача 3.29. Проводящий шар радиусом а окружен концентриче-
ским слоем диэлектрика радиусом b. Найти емкость шара. Диэлек-
трическая проницаемость диэлектрика ε. 

Решение. Напряженность поля 

 2
при ;

0 при ,

q
r a

rE r

r a

⎧ ≥⎪= ε⎨
⎪ <⎩

rG
 

отсюда следует: 

 

3

2

1

при ,

( ) при ,

при .

q
c r b

r
q

r c a r b
r

c r a

⎧ + >⎪
⎪
⎪ϕ = + ≤ ≤⎨ ε⎪
⎪ <
⎪⎩
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Граничные условия: 
ϕ(b + 0) = ϕ(b – 0); 
ϕ(а + 0) = ϕ(а – 0). 
Условие калибровки ϕ(∞) = 0. 
Из этих условий находим константы: 

1 1 ( 1) ;
q a

c
a b
⎡ ⎤= + ε −⎢ ⎥ε ⎣ ⎦

, 

2

1q
c

b

ε −=
ε

; 

с3 = 0. 

Емкость шара 
1( ) 1 ( 1)

q q a
C

aa c
b

ε= = =
ϕ + ε −

. 

3.3. Магнитостатика 

Магнитостатика – раздел электродинамики, в котором изучаются 
свойства постоянного во времени магнитного и электрического по-
лей при наличии постоянных токов. 

Если заряды совершают финитное движение, при котором части-
цы остаются все время в конечной области пространства и импульсы 
всегда конечны, то такое движение имеет стационарный характер. В 

этом случае среднее по времени магнитное поле 1
dt

T
= ∫H H  будет 

функцией только координат и не будет зависеть от времени: 

 
d 1 d ( ) (0)

lim d lim 0
d d T

T

H T
t

t T t T→∞→∞

−= ∫ = =H H H
. 

Система уравнений Максвелла для магнитостатики имеет вид 
(дифференциальная форма уравнений поля): 

 
4

rot ,
c

π=H j  где = ρj v ; v  – скорость движения зарядов; 

 div 0=H ; 
 rot 0=E ; 
 div 4= πρE , ( )i i

i

e′ρ= δ −∑ r r . 
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Уравнение непрерывности принимает следующий вид: 

 div 0;=j  

интегральная форма уравнений поля: 
( )d 0=∫ H Sv , 

( ) ( )4 4
d ,d .I

c c

π π= =∫ ∫H l j Sv  

Последнее уравнение представляет собой закон полного тока: 
циркуляция вектора H  по контуру равна полному току I, пронизы-
вающему этот контур. 

При вычислении циркуляции удобно брать контур вдоль маг-
нитной силовой линии, тогда ( )d d=H l H l  и интеграл для векто-

ра превращается в интеграл для скаляров, что значительно упро-
щает расчеты. Поэтому интегральная форма пригодна для провод-
ников простой и симметричной формы, для которых можно сразу 
определить форму силовых линий исходя из соображений симмет-
рии. В более сложных случаях следует использовать дифференци-
альную форму уравнений. 

Введем вектор-потенциал ( , )tA r  из соотношения rot ,=H A  что 
непосредственно следует из уравнения div 0=H . Вектор-
потенциал A  определен неоднозначно с точностью до градиента не-
которого скаляра grad χ (объяснить почему!), поэтому можно нало-
жить условие div A = 0 (кулоновская калибровка). Тогда, подставляя 

rot=H A  в уравнение поля, получаем 

 
4

rot rot grad div
c

π= − =A A A j  
4

rotrot graddiv .
c

π= − Δ =A A A j  

Отсюда при условии div A  = 0 получаем уравнение Пуассона для 
компонент вектора А: 

 
4

.
c

πΔ = −A j  

Предполагается, что все компоненты вектор-потенциала А сис-
темы зарядов, совершающих медленное и стационарное движение, 
убывают на бесконечности не медленнее чем по закону 1/r. Тогда, 
по аналогии с решением скалярного уравнения Пуассона, можно 
написать 
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 A =
1

c R∫
j

dV, 

где R – расстояние от точки наблюдения поля до элемента объема. 
Переходя от интеграла к сумме по зарядам = ρj ν , 0( ),eρ = δ −r r  по-
лучаем 

 А=
1 i i

i i

e

c R∑ ν
. 

где iν – скорость зарядов. 
Пример. Рассмотрим линейное поле системы зарядов, совер-

шающих стационарное движение на больших расстояниях от систе-
мы (см. рис. 3.2). Вектор-потенциал в точке наблюдения Р равен 

А=
0

1 i i

i i

e

c −∑ ν
R r

. 

Разложив это выражение в ряд по степеням 
0

ir

R
и применив про-

цедуру, аналогичную разложению по мультиполям, с точностью до 

членов первого порядка получим А = 
0 0

1 1 1
i i i i i

i i

e e
cR c R

⎛ ⎞
− ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ν ν r . 

Усреднив по периоду Т и учтя, что 
0

1 T

i i
i

e
T

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∫ ν dt =  

= 
0

1 T

i i
i

d
e

T dt

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∫ r dt = 0, получим 

 А= 03
0 0

1 1 1
( , )i i i i i i

i i

e e
c R cR

⎛ ⎞
− ∇ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ν r ν r R . 

Так как ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
1 d 1

, , ,
2 d 2i i i i i i i i i i i

i i i

e e e
t

⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∑ ∑ ∑R ,r ν r r R ν r R r ν R ,  

то А = ( ) ( )0 03
0

1
, ,

2
i i i i i

i

e
cR

⎡ ⎤−⎣ ⎦∑ ν r R r ν R . 

Введем вектор магнитного момента системы зарядов (токов) 

 [ ] [ ]1 1
, ,

2 2i i i i i
i

e
c c

= =∑ ∫m r ν r j d3r, 
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тогда А =
[ ]0

3
00

, 1
,

RR

⎡ ⎤
= ∇⎢ ⎥
⎣ ⎦

m R
m . 

Полученное выражение напоминает скалярный потенциал ϕ поля 
(в дипольном приближении) электронейтральной системы непод-
вижных зарядов на больших расстояниях. 

В средах уравнения Максвелла и граничные условия в магнито-
статике приобретают следующий вид: 

 
4

rot ,

div 0,
c

π⎧ =⎪
⎨
⎪ =⎩

H j

B
 

2 1

2 1 пов

0,

4
.

n n

t t

B B

H H j
c

− =⎧
⎪

π⎨ − =⎪⎩

 

Плотность тока j определяется по закону Ома: 

 j = стор( )σ +E E , 

где сторE – поле сторонних сил (в замкнутом проводнике токи могут 
возникнуть тогда, когда отлично от нуля поле сторонних сил). Оче-
видно, на границе проводника jn = 0. 

Вопросы и задания 

1. Объяснить, почему вектор-потенциал А определяется неодно-
значно. Сказывается ли эта неоднозначность на физических резуль-
татах? 

2. Из выражения rot=H A и решения уравнения Пуассона 
1

c r
= ∫

j
A dV получить закон Био – Савара: [ ]

3

,1

c r
= ∫

j r
H dV. Показать, 

что закон Био – Савара для линейных токов имеет вид 
[ ]

3

d ,

k

k

k L

I

c r
=∑ ∫

l r
H v . 

3. Найти отношение магнитного момента к механическому мо-
менту количества движения L для системы зарядов с постоянным 
отношением заряда к массе. 

4. Найти отношение M к L для системы из двух зарядов. 
Решение. Если r – расстояние между зарядами e1 и e2, то в систе-

ме центра инерции 
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 2
1

1 2

m

m m
= −

+
r r ; 1

2
1 2

m

m m
=

+
r r ; 

 [ ] [ ] [ ]1 2 2 1
2 2

1 2 1 2

1 1
, , ,

2 2 ( ) ( )
i i i

i

e m e m
e

c c m m m m

⎧ ⎫⎪ ⎪= = +⎨ ⎬+ +⎪ ⎪⎩ ⎭
∑M r ν r ν r ν = 

= [ ]1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2

1 1 1 1 1 1

2 2

e e e e

c m m m m m m c m m m m m m

⎛ ⎞ ⎡ ⎤
+ ⋅μ = +⎜ ⎟ ⎢ ⎥+ + + +⎝ ⎠ ⎣ ⎦

r ν L , 

где 1 2

1 2

m m

m m
μ =

+
– приведенная масса. 

Задача 3.30. По бесконечно длинному полому цилиндру проходит 
ток, равномерно распределенный по сечению цилиндра. Определить 
плотность тока и напряженность магнитного поля: 1) внутри, 2) вне и 
3) в стенке цилиндра. Внутренний и внешний радиусы цилиндра а и 
b (рис. 3.3). 

H
G

dl
G

a
G

b
G

 
Рис. 3.3 

Решение. 1. Выберем точку r вне цилиндра и проведем через нее 
магнитную силовую линию. С учетом симметрии ясно, что силовая 
линия – концентрическая окружность радиусом r. Вычислим цирку-
ляцию вектора напряженности магнитного поля Н по контуру маг-
нитной силовой линии: ( )d H=∫ ∫H lv v dl= Н·2πr (r > b). 

При вычислении интеграла мы учли, что векторы H и dl вдоль 
магнитной силовой линии всегда колинеарны, а вектор напряженно-
сти магнитного поля постоянен по модулю. Полный ток, пронизы-

a 

b 
dl 

H 
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вающий контур, равен I = jπ(b2 – a2). Согласно закону полного тока 

H·2πr = (4π/c) jπ(b2 – a2). Следовательно, получаем 2 22
( )H j b a

cr

π= − . 

2. Выберем точку внутри цилиндра и проведем через нее контур в 
виде концентрической окружности. Поскольку внутри цилиндра ток 
отсутствует, то Н = 0. 

3. Выберем точку в стенке цилиндра и проведем через нее кон-
центрическую окружность радиусом r. Ток, пронизывающий этот 
контур, равен 

 I = jπ(r2 – a2), a < r < b. 

Поэтому напряженность магнитного поля 2 22
( )H j r a

cr

π= − . 

Задача 3.31. Бесконечно длинный проводник имеет форму круг-
лого цилиндра радиусом а, внутри которого имеется цилиндрическая 
полость радиусом b. Расстояние между осями обоих цилиндров R. По 
проводнику проходит ток, равномерно распределенный по сечению. 
Плотность тока j. Определить напряженность магнитного поля внут-
ри полости (рис. 3.4). 

R
JG

a
G

b
G

 

Рис. 3.4 

Решение. Распределение магнитного поля в данном проводнике 
эквивалентно распределению в сплошном проводнике, в котором 
через сечение полости пропущен встречный ток плотностью j. На-
пряженность магнитного поля в любой точке будет суммой векторов 
напряженности поля от каждого тока в отдельности. 

Возьмем точку внутри полости, для которой r1 – радиус-вектор, 
проведенный в эту точку из центра полости, r2 – радиус-вектор, про-

a 

b 

R 
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веденный в эту точку из центра цилиндра. Напряженность магнитно-
го поля (см. задачу 3.30) 

 2 1= −H H H , 
[ ] [ ]

2
11

1 1
1 1

,2 2
,

jr

cr jr c

π π= =
j r

H j r , 

 
[ ] [ ]

2
22

2 2
2 2

,2 2
,

jr

cr jr c

π π= =
j r

H j r , 

где 
2 2( )

I
j

a b
=

π +
. 

Множители 
[ ],

j r

j r
 указывают направление вектора напряженности 

магнитных полей. Тогда [ ]2
,

c

π=H j R , где 2 1= −R r r . 

Задача 3.32. Одинаково направленные токи текут по параллель-
ным бесконечно тонким плоскостям. Вычислить напряженность маг-
нитного поля между плоскостями и вне них. Поверхностная плот-
ность тока λ. Рассмотреть случай противоположных токов. 

Решение. Параллельные токи. Возьмем сначала плоскости конеч-
ной ширины l, в окончательных формулах устремим l к бесконечно-
сти. Через выбранную точку вне плоскостей проведем контур, как 
показано на рис. 3.5. 

h

2 a

L

 
Рис. 3.5 

l 
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Из симметрии системы видно, что магнитная силовая линия про-
ходит параллельно поверхности плоскостей. На боковых же частях 
контура, перпендикулярных плоскостям, напряженность магнитного 
поля непостоянна, но при l >> h вкладом боковых частей контура в 
циркуляцию вектора напряженности магнитного поля можно пре-

небречь. Из закона полного тока получаем 
4

( d ) 2 2H l l
c

π= = λ∫ H lv , 

4
H

c

π= λ . 

Возьмем точку между пластинами и проведем два контура с об-
щей стороной вокруг плоскостей (рис. 3.6). Полная напряженность 
магнитного поля H = H1 – H2 = 0, так как 

 Н1 = Н2 =
2

c

π λ . 

h

2a

L

1H
G

2H
G

 

Рис. 3.6 

Противоположные токи. Повторяя вычисления в том же порядке, 
легко убедиться, что вне плоскостей Н = 0, между плоскостями 

Н = 
2

c

π λ . 

l 

H1 H2 
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Задача 3.33. Вычислить напряженность магнитного поля, созда-
ваемого в вакууме тонким прямолинейным проводником длиной 2L, 
по которому проходит ток I. Рассмотреть предел L → ∞ (рис. 3.7). 

–L +L

R
G

r
G

θ

0

dl
JJG

 

Рис. 3.7 

Решение. Напряженность поля согласно закону Био – Савара 

 
[ ]

3 2 3 / 22 2

d , d sin d

( )

L L L

L L L

I I l I lR

c c cr r R L z

+ + +

− − −

θ= = = =
⎡ ⎤+ −⎣ ⎦

∫ ∫ ∫
l r

H n n  

 =
1/ 2 1/ 22 2 2 2( ) ( )

I L z L z

cR R L z R L z

⎧ ⎫
− +⎪ ⎪+⎨ ⎬

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪+ − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

n , 

где n – единичный вектор направления магнитной напряженности, 
направленный по касательной к окружности радиусом R. В случае 

бесконечно длинного проводника (L → ∞) 
2l

H
cR

= . 

Задача 3.34. По круговому контуру радиусом R проходит ток I. 
Вычислить напряженность магнитного поля на оси контура. Решить 
самостоятельно. 

Задача 3.35. Вычислить вектор-потенциал и напряженность маг-
нитного поля, создаваемого в вакууме прямолинейным током I дли-
ною 2L. Рассмотреть предел L → ∞ (рис. 3.7). 

R 
r 

dl 

θ 
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Z

RO

Θ

ω

ϕ

 

Рис. 3.8 

Решение. Решение уравнения Пуассона для векторного потенциала 
имеет вид 

 
31 ( )d

( )
r

c

′ ′
=

′−∫
j r

A r
r r

. 

В нашем случае эта формула записывается следующим образом: 

 
2 2 2 2

d d d

( )

L L z L

z

L L z L

I I t
A

c r c R z R t

+ + −

− − +

ξ ξ= = = − =
+ ξ − +

∫ ∫ ∫  

 =
2 2

2 2

( )
ln arsh arsh

( )

z L R z LI I z L z L

c c R Rz L R z L

+ + + + + −⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠− + + −

. 

При вычислении интеграла использована замена переменных t = z – ξ. 
В предельном случае L →∞, положив z = 0, получаем 

2
const lnz

I
A R

c
= − . 

Компоненты вектора напряженности магнитного поля в цилинд-
рической системе координат равны HR = Hz = 0, 

R 
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2 2 2 2( ) ( )

zA I L z L z
H H

R cR R L z R L z
θ

⎧ ⎫∂ + −⎪ ⎪= = − = +⎨ ⎬∂ + + + −⎪ ⎪⎩ ⎭
. 

Последняя формула совпадает с результатом задачи 3.33. 

Задача 3.36. Вычислить вектор-потенциал и напряженность маг-
нитного поля, создаваемого током I, равномерно распределенным по 
сечению бесконечно длинного цилиндрического проводника радиу-
сом а. Магнитная проницаемость провода μ = 1, окружающая среда – 
вакуум. 

Решение. Векторный потенциал А связан с током следующей за-
висимостью: 

 
1

c r
= ∫

j
A dV. 

Так как jx = jy = 0, то, следовательно, Ax = Ay = 0. Компоненту Az 
найдем, решая уравнение Пуассона в цилиндрической системе коор-
динат: 

 2

4
 при ;1 d d

d d
0      при .

z

I
R aA

cR a
R R R

R a

π⎧− <⎪⎛ ⎞ = π⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ ≥⎩

. 

Проинтегрировав, получим: 

внутри проводника 
2

1 22
lnz

IR
A c R c

ca
= − + + ; 

вне проводника 3 4lnzA c R c= + . 
Постоянную с4 положим равной нулю (калибровка потенциала). 

Так как поле конечно, то с1 = 0. Постоянные с2 и с3 определяются из 
граничного условия и условия непрерывности A

G
. Окончательно бу-

дем иметь 

 

2

2

2
ln    при   ;

2
ln    при   .

z

I R I l
a R a

c c caA
I

R R a
c

⎧
− + − <⎪⎪= ⎨
⎪ − ≥⎪⎩

 

Напряженность электрического тока в цилиндрических координа-
тах определяется уравнением 
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2

0

2
   при ;

2
    при .

z

I
R R a

A caH H
R I

R a
cR

⎧ <⎪∂ ⎪= = − = ⎨∂ ⎪ ≥
⎪⎩

 

Задача 3.37. Однородный немагнитный шар радиусом R, равно-
мерно заряженный по объему, вращается с угловой скоростью ω во-
круг оси, проходящей через центр шара. Плотность заряда ρ. Опре-
делить магнитный момент шара (см. рис. 3.8). 

Решение. Каждый элемент заряженного объема при вращении шара 
создает ток 

 dI = 
2

ω ρ
π

dV, где dV = r2dr sin θ dθ dϕ. 

Этот элементарный ток, текущий по кругу радиусом r sin θ, созда-

ет элементарный магнитный момент dM = 
dI

S
c

, где S = πr2sin2θ. 

Полный магнитный момент заряженного вращающегося шара 

 
2

4 3 5

0 0 0

1 4
sin d d d

2 15

R

M r r R
c c

π π π= ωρ θ θ ϕ = ωρ∫ ∫ ∫ . 

Задача 3.38. Вычислить силу взаимодействия в вакууме между 
двумя параллельными и равными токами I, расстояние между кото-
рыми 2а. 

Решение. Напряженность магнитного поля на расстоянии 2а от 

прямолинейного тока I1 1
1

I
H

ca
= . 

На элемент объема проводника с током действует сила 

d [ ]1
,

c
=F j H dV. В нашем случае на каждую единицу длины тока I2 

действует со стороны другого тока I1 сила 

 1 2
12 2

I I
F

c a
= . 
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При выводе последней формулы следует помнить, что 1 2⊥H H . 
Для силы, действующей на единицу длины тока I1 со стороны тока I2, 
получается такое же выражение: F21 = F12. 

Задача 3.39. Прямоугольная рамка, стороны которой равны a и b, 
может вращаться в воздухе вокруг своей оси симметрии, располо-
женной перпендикулярно направлению однородного магнитного по-
ля. Напряженность поля Н. По рамке проходит ток I. Определить 
момент сил, действующих на рамку (рис. 3.9). 

a

b

I

 

Рис. 3.9 

Решение. Силы, действующие на горизонтальные стороны рамки, 
взаимно уравновешены – суммарный момент этих сил равен нулю. 

Сила, действующая на вертикальную сторону рамки, 
IHa

F
c

= . 

Пусть угол между плоскостью рамки и направлением внешнего 
магнитного поля равен θ. Тогда момент сил, действующих на рамку, 
относительно оси вращения 

 
1

sin sinM F b IH ab
c

= θ = θ . 

Задача 3.40. Определить движение нерелятивистского электрона 
в однородном магнитном поле. Напряженность поля Н, начальная 
скорость 0v составляет угол α с направлением поля (рис. 3.10). 
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x

z

y

0v
G

α

 

Рис. 3.10 

Решение. На движущийся в магнитном поле электрон действует 

сила Лоренца [ ],e

c
=

ν H
F . Уравнения движения электрона имеют 

вид 

 
d

;
d

x
y

eH
m

t c

ν
= ν  

 
d

;
d

y
x

eH
m

t c

ν
= − ν  

 
d

0.
d

zm
t

ν =  

Начальное условие 0 0.t = =ν ν  Легко проверить, что решение сис-
темы уравнений имеет следующий вид: 

 0 sin sin ;x tν = ν α ω  

 0 sin cos ;y tν = ν α ω  

 0 cos ,zν = ν α  

где ω = eH/(mc). Положим, что при t = 0 координаты электрона 
x = y = z = 0. Интегрируя компоненты скорости по времени, получаем 

v0 
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 0( ) sin cos ;x t t
ν

= − α ω
ω

 

 0( ) sin sin ;y t t
ν

= − α ω
ω

 

 0( ) cosz t t= −ν α . 

Следовательно, в плоскости xy электрон равномерно движется по 

окружности радиусом 2 2 0 sin
mc

R x y
eH

ν
= + = α . В направлении z 

скорость электрона постоянна. Поэтому траектория электрона – вин-

товая линия с шагом 0
0

2
cos

sin

R
l

π= ν α
ν α

 = 0

2
cos .

mc

eH

π ν α  

3.4. Квазистационарное электромагнитное поле 

Cуществует широкий класс задач, в которых можно пренебречь 

токами смещения см
1

c t

∂=
∂
E

j , так как изменения поля в рассматри-

ваемой области пространства настолько медленны, что можно пре-
небречь эффектами запаздывания. Такое поле называется квазиста-
ционарным. Критерием применимости квазистационарного прибли-
жения, очевидно, является малость размеров а рассматриваемой об-
ласти по сравнению с длиной волны λ электромагнитного колебания. 

Выведем уравнения Максвелла для квазистационарного поля. 
Сначала сохраним ток смещения в уравнениях Максвелла: 

 
4 1

rot ;
c c t

π ∂= +
∂
E

H j  

 
1

rot ;
c t

∂= −
∂
H

E  

 div 0;=H  
 div 0=E . 

Продифференцируем первое уравнение по времени и подействуем 
операцией rot на второе уравнение. В результате получим 

 
2

2

4 1
rot

t c t c t

∂ π ∂ ∂− +
∂ ∂ ∂
H j E

; 
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2

2

4 1
rot rotc

c t c t

π ∂ ∂− = +
∂ ∂

j E
E . 

Так как rot rot div= −Δ + ∇ = −ΔE E E E , то 
2

4

tc

π ∂Δ =
∂

j
E +

2

2 2

1 E

c t

∂
∂

G
. 

Для плоской волны напряженность электрического поля 

 ( )
0 0 0( , ) 1 .

i x t
i kx t i tc i

x t e e e x
c

ω⎛ ⎞−ω⎜ ⎟−ω − ω⎝ ⎠ ω⎛ ⎞= = = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

E E E E …  

Пренебрежение запаздыванием означает 1
x

c

ω << , а так как 

2 2

c cT

ω π π= =
λ

, то это неравенство принимает вид x << λ, или а << λ. 

Оценим порядок членов в этом уравнении. 
Пусть Т – характерное время процесса, а – размер области. Пе-

рейдем к новым координатам: 
x = aξ, y = aη, z = aπ, t = Tτ, 

 
1

x a

∂ ∂=
∂ ∂ξ

, 
1

y a

∂ ∂=
∂ ∂η

, 
1

z a

∂ ∂=
∂ ∂π

, 
1

t a

∂ ∂=
∂ ∂τ

, 
2

1
xyz

a
ξηπΔ = Δ . 

Тогда 
2 2 2

2 2 2

4 a a

c T c T t
ξηπ

π ∂ ∂Δ = +
∂τ ∂

j E
E , 

a a

cT
=

λ
. 

При 1
a <<
λ

 второй член сравнительно мал и им можно пренеб-

речь, что означает пренебрежение токами смещения. Подставляя 

= σj E , получаем 
2

4

tc

πσ ∂Δ =
∂
E

E , μ = 1, аналогично для магнитного 

поля 
2

4

tc

πσ ∂Δ =
∂
H

H . Полученные уравнения для ΔE  и ΔH подобны 

уравнению теплопроводности (или диффузии) ,D
t

∂θ = Δθ
∂

 где D – 

коэффициент теплопроводности (или диффузии). Для проводящей 
среды, очевидно, критерием применимости квазистационарного при-
ближения является малость токов смещения по сравнению с токами 
проводимости. 
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Задача 3.41. Конденсатор емкостью с и зарядом q в начальный 
момент времени замкнут на сопротивление R, с которым последова-
тельно включена индуктивность L. Определить заряд на обкладках 
конденсатора как функцию времени. 

Решение. Разность потенциалов на обкладках конденсатора 
q

U
c

= . Падение напряжения на активном сопротивлении равно IR. 

ЭДС самоиндукции равна 
2

1 d

d

I
L

tc
. Поскольку в цепи нет сторонних 

электродвижущих сил, то суммарная ЭДС для всей цепи равна нулю: 

2

1 d
0

d

I q
L IR

t cc
+ − = . Подставляя в это уравнение выражение силы 

тока через заряд 
d

d

q
I

t
= − , получаем 

2

2 2

1 d d
0

dd

q q q
L R

t cc t
+ + = . 

Начальное условие: при t = 0 q = q0 и I = 0. Общее решение урав-
нения имеет вид 

 1 2
1 2( ) k t k tq t A e A e= + . 

Здесь постоянные k1 и k2 – корни характеристического уравнения 

2
2

1
0

L
k Rk

cc
+ + = , равные 

2 4 2

1,2 2 4

c R c R c
k

L L L
= − ± − . 

Из начальных условий следует: 2
1 0

2 1

k
A q

k k
=

−
, 1

2 0
2 1

k
A q

k k
=

−
. 

Проанализируем характер разряда конденсатора при различных 

значениях параметров С, L, R. Если 
1

2

R

L LC
≥ , то k1 и k2 – действи-

тельные числа и разряд конденсатора носит апериодический харак-

тер. Если 
1

2

R

L LC
< , то k1 и k2 – комплексные числа и разряд кон-

денсатора носит характер затухающих колебаний. 

Задача 3.42. Плоский контур вращается с угловой скоростью ω в 
однородном магнитном поле вокруг оси, перпендикулярной полю. 
Напряженность поля Н. Самоиндукция контура L, сопротивление R. 
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Площадь, ограниченная контуром, равна S. Определить ЭДС индук-
ции в контуре и силу тока. 

Решение. Магнитный поток, пронизывающий контур, изменяется 
со временем по закону 0cos ( )HS tΦ = ω + ϕ , где 0ϕ – угол между 

нормалью к плоскости контура и направлением поля в начальный 

момент t = 0. ЭДС индукции инд 0

1 d 1
sin( )

d
E HS t

c t c

Φ= − = ω ω + ϕ . 

Суммарная ЭДС для всей цепи равна нулю при отсутствии сторон-

них ЭДС: инд 2

d
0

d

L I
E RI

tc
− − = . Решение этого уравнения имеет вид 

2

0 0
2 2

2 2 2

sin ( )
1

c R

L
SH

I A e t

c R
c L

− ω= + ω + ϕ − θ
+

ω

, где 
2

tg
t

c R

ωθ = ; А0 – 

постоянная интегрирования, которая определяется начальной силой 
тока. 

Задача 3.43. Стержень длиной l вращается вокруг одного из своих 
концов в плоскости, перпендикулярной направлению однородного 
магнитного поля Н. Определить ЭДС индукции между концами 
стержня. 

Решение. Элемент стержня dr, находящийся на расстоянии r от 
центра вращения, в секунду пересекает магнитное поле на площади 
dS = ωrdr. По закону Фарадея на этом элементе индуцируется ЭДС. 
Полная ЭДС между концами стержня 

 инд
0

1l

E H r
c

= ω∫ dr = 21

2
Hl

c

ω
. 

Задача 3.44. Математический маятник, состоящий из проводящей 
нити длиной l, на которой подвешен металлический шарик, может 
колебаться в плоскости, перпендикулярной однородному магнитно-
му полю Н, касаясь при этом проводящей дуги круга. Точка О подве-
са маятника и дуга круга соединены электрически с обкладками кон-
денсатора, емкость которого С. Определить период малых колебаний 
маятника (рис. 3.11). 
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C l 
O  

α

mg  

F  

H  

 

Рис. 3.11 

Решение. При движении маятника в нем индуцируется ЭДС (см. 

предыдущую задачу): 2 2
инд

1 1 d

2 2 d
E Hl Hl

с c t

α= ω = . Сила тока в кон-

туре ( )
2

инд
d d

d d 2

q CHl
I CE

t t c
= = =

2

2

d

dt

α
. 

На нить маятника действует сила [ ]
2 3 2

2

d
,

2 d

I CH l

c c t

α= =F l H n , где 

n – единичный вектор направления силы. Момент силы относитель-
но точки подвеса 

 
2 4 2

2 2

d

2 4 d

Fl CH l
M

c t

α= = . 

Уравнение движения маятника, на который, кроме силы тяжести, 

действует посторонняя сила, имеет вид 
2

2

d
sin

d
Q mgl M

t

α = − α − , где 

2Q ml= – момент инерции маятника. Подставляя выражение для мо-
мента силы в уравнение движения, получаем 

 
2 4 2

2 2

d
sin

4 d

CH l
Q mgl

c t

⎛ ⎞ α+ = − α⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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При малых колебаниях можно приближенно считать sin α ≈ α. То-

гда получаем уравнение вида 
2

2
02

d
0

dt

α + ω α = , где ω0 – круговая час-

тота колебаний маятника, 

 0 2 2

2

1

1
2

g

l CH l

c m

ω =
+

, период колебаний 
0

2
T

π=
ω

. 

Задача 3.45. Имеется полубесконечная проводящая среда с пло-
ской поверхностью раздела. На границе существует переменное 
электрическое поле 0 exp( )i t= ωE E . Проводимость среды σ, магнит-
ная проницаемость μ. Найти распределение электрического поля 
внутри проводящей среды. 

Решение. Переменное электрическое поле внутри проводника 

описывается уравнением 
2

4

tc

πμ ∂Δ =
∂

j
E . Для синусоидального поля 

0
i te ω=E E  получаем 

2

4 i

c

πσμ ωΔ =E E , .= σj E  Пусть плоская граница 

перпендикулярна оси z. Предположим, что электрическое поле на-
правлено вдоль оси х. Ищем решение уравнения внутри среды в виде 

( ) (0) z
x xE z E e−ρ= . Подставляя это решение в дифференциальное 

уравнение, получаем характеристическое уравнение 2
2

4 i

c

π ωρ = μσ . 

Положим ρ = n + ix, тогда 

 2 2
2

4
2 ;

i
n x inx

c

π ω− + = μσ  

 2 2
2

4
, 2n x nx

c

πωμσ= = . 

Таким образом, решение можно записать в виде 

 ( ) (0) cos( )n z
x xE z E e t xz−= ω − ; 

 
2

x n
c

πμσω
= = . 

Глубина проникновения поля в проводящую среду характеризует-
ся параметром 
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1

2

c

n
δ = =

πμσω
. 

Задача 3.46. Металлический цилиндр радиусом а бесконечной 
длины с проводимостью σ и магнитной проницаемостью μ = 1 рас-
положен так, что его ось совпадает с осью бесконечного соленоида 
радиусом b, по которому течет ток 0 .i tI I e− ω=  Найти магнитное поле 
во всем пространстве, а также распределение тока j в цилиндре. 

Решение. Вихревые токи в цилиндре будут течь подобно токам со-
леноида. Так как поле соленоида во внешнем пространстве равно нулю, 
а внутри направлено по оси соленоида, то в пространстве между цилин-
дром и соленоидом однородное магнитное поле Н0, а внутри цилиндра 

поле определяется уравнением 
2

4

tc

πσμ ∂Δ =
∂
H

H . Для нашей задачи с 

цилиндрической симметрией уравнение принимает вид 

 
2

2
2 2

d 1 d
0

dd

H H
k H

rr r
+ + = , здесь 2 1 i

k
+=
δ

, 
2

cδ =
πσω

, 

 Н = Hz(r), Hα = Hr = 0. 

Граничное условие: Н(α) = Н0. 
Уравнение, конечное при r = 0, имеет вид H = cJ0(kr), где J0(kr) – 

функция Бесселя нулевого порядка. Из граничного условия находим 

0

0 ( )

H
c

J ka
= . Вне цилиндра магнитное пол 

Н = Н0 при a ≤ r ≤ b, 
H = 0 при r > b. 
Плотность тока внутри цилиндра вычисляется на основе следую-

щих формул: 

 
4

rot ;
c

π= σH E  

 1
0

0

( )

4 ( )

J krkc
j j E H

J kaα α= = σ =
π

; 

 0,r zE E= =  

где 1( )J kr – функция Бесселя первого порядка. 
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3.5. Переменное электромагнитное поле 

3.5.1. Потенциалы электромагнитного поля 

Система уравнений Максвелла 

 
1 4

rot ;
c t c

∂ π− =
∂
E

H j  

 
1

rot 0;
c t

∂+ =
∂
H

E  

 div 0=H ; 
 div 0=E  

содержит шесть неизвестных проекций напряженностей поля: 
( , , )x y zE E EE , ( , , )x y zH H HH . Число уравнений можно уменьшить 

введением скалярного потенциала ϕ и вектор-потенциала А, определив 

их соотношениями rot=H A , 
1

grad
c t

∂= − ϕ −
∂
A

E . Потенциалы опре-

делены неоднозначно относительно градиентного преобразования: 

 grad′= − χA A , 

 
1

c t

∂χ′ϕ = ϕ +
∂

, 

где χ – произвольный скаляр. 
Уравнения Максвелла инвариантны по отношению к градиентно-

му преобразованию (калибровочная или установочная инвариант-
ность). 

Уравнения для потенциалов произвольного электромагнитного 
поля имеют следующий вид: 

 
2

2 2

1 4

cc t

∂ πΔ − = −
∂

A
A j ; 

2

2 2

1
4

c t

∂ ϕΔϕ − = − πρ
∂

 (уравнение Д'Аламбера) 

при дополнительном условии калибровки потенциалов (условие Ло-
ренца): 

 
1

div 0
c t

∂ϕ+ =
∂

A . 

Частные решения уравнений для потенциалов имеют следующий 
вид: 
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, , ,

( , , , ) d

R
x y z t

c
x y z t V

R

⎛ ⎞′ ′ ′ρ −⎜ ⎟
⎝ ⎠ ′ϕ = ∫ ; 

 
, , ,

1
( , , , ) d

R
x y z t

c
x y z t V

c R

⎛ ⎞′ ′ ′ −⎜ ⎟
⎝ ⎠ ′= ∫

j
A , 

где 2 2 2 2( ) ( ) ( )R x x y y z z′ ′ ′= − + − + − ; 

x, y, z – координаты точки наблюдения; , ,x y z′ ′ ′ – координаты 
точки источника. 

Эти решения называются запаздывающими потенциалами. Другое 
линейно независимое решение, представляющее опережающие по-
тенциалы, вследствие принципа причинности отбрасываем. 

Вопросы 
1. Могут ли одному и тому же полю соответствовать различные 

потенциалы? 
2. Можно ли положить скалярный потенциал ϕ = 0, если вектор-

потенциал А равен нулю? 

3.5.2. Поле системы зарядов  
на больших расстояниях 

Рассмотрим поле, создаваемое системой зарядов на расстояниях, 
больших по сравнению с ее собственными размерами (рис. 3.12), Р – 
точка наблюдения, d – линейный размер системы. 

 

Рис. 3.12 

O 

R 

R0 

r 
R = R0 – r 

d 

P 
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При R0 >> r приближенно имеем 

 0
0 0 0 0 0grad ...R r R

R
= − = − + ≅ − = −

R
R R r R r R rn . 

Тогда на большом расстоянии от системы зарядов находим по-
тенциалы поля в монопольном приближении: 

 0

0

1
d

R
t V

R c c
⎛ ⎞ϕ= ρ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

rn
; 

 0

0

1
d

R
t V

cR c c
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

rn
A j , 

где 
c

rn
– время запаздывания внутри системы. 

3.5.3. Дипольное излучение 

Временем 
c

rn
 можно пренебречь, если за это время распределе-

ние зарядов мало меняется. Пусть Т – время, за которое распределе-
ние зарядов меняется заметным образом (период излучения). Тогда 
высказанное справедливо при условии (условие квазистационарно-

сти) 
c

rn d
T

c
≈ << , где d – линейный размер системы. Можно сказать, 

что это условие сводится к тому, что скорости зарядов должны быть 
много меньше скорости света. Разлагая выражение для потенциалов 

по 
c

rn
 (по собственному времени запаздывания) и ограничиваясь 

первым членом разложения, получаем 

 0

0 0

1 1
d dt

R
t V V

cR c cR
′

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫A j j , 

где 0R
t t

c
′ = − . 

Это выражение преобразуется к виду 

 
0

1

cR t

∂=
∂

A P , 

где P – электрический дипольный момент системы зарядов. 
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Аналогично для скалярного потенциала, разлагая в ряд по 
c

rn
 для 

электронейтральной системы в дипольном приближении на больших 

расстояниях, получаем 
cR

ϕ = nP
. 

Смысл полученных результатов заключается в том, что при дви-
жении зарядов в системе, т.е. при изменении ее дипольного момента, 
в окружающем пространстве возникает электромагнитное поле. Сис-
тема неравномерно движущихся зарядов называется излучателем. 

3.5.3.1. Электромагнитное поле дипольного 
излучателя 

Найдем распределение электрического и магнитного полей. Так 

как 
0

1
,

cR t

∂=
∂

A P  то из условий Лоренца 1
div 0

c t

∂ϕ+ =
∂

A  следует 

0

div
R

ϕ = − P
, тогда 

 
0

1
rot rot

c t R

∂= =
∂

P
H A , 

 
2

2 2
0 0

1 1
grad grad div .

c t R c R t

∂ ∂= − ϕ − = −
∂ ∂
A P

E P  

При дальнейшем решении задачи удобно ввести вектор, называе-
мый вектором Герца: 

0

0

R
t

c

R

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=

P
Z , тогда 1

c t

∂=
∂

A Z , divϕ = − Z , 0rot
R

t
c

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

H Z , 

0rot rot
R

t
c

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

E Z . 

Введем сферическую систему координат r, θ, ϕ с полярной осью, 
ориентированной по вектору Р. Компоненты rot a  в сферической 
системе имеют следующий вид: 
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 ( )1 1
(rot ) sin

sin sinr a a
r rϕ θ

∂ ∂= θ −
θ ∂θ θ ∂ϕ

a ; 

 
1 1

(rot ) ( )
sin

a
ra

r r r
ϕ

θ ϕ
∂ ∂= −

θ ∂ϕ ∂
a ; 

 
1 1

(rot ) ( ) rra a
r r rϕ θ

∂ ∂= −
∂ ∂θ

a ; 

 cos , sinRZ Z Zθ= θ = − θ , 
2cos

, 0R

Z
E E

R R ϕ
θ ∂= − =

∂
, 

 0 0RH H= = , 
21

sin
Z

H
c t Rϕ

∂= − θ
∂ ∂

, 0

sin Z
E R

R R R

θ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
. 

Предположим, что дипольный момент системы меняется по гар-
моническому закону: 

 0
0 exp

R
P P i t

c

⎧ ⎫⎛ ⎞= ω −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

, тогда 
2

2
00

( )
sin

i i
H P

cRR
ϕ

⎛ ⎞ω ω= θ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

 
3 2
0 0

2cosR

P i
E P

R cR

⎛ ⎞ω= θ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
2

0 3 2 2
0 0 0

1 ( )
sin

i i
E

R cR c R

⎛ ⎞ω ω= θ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Рассмотрим поле на расстояниях 0

2 c
R d

π> = λ >
ω

, где λ – длина 

волны излучателя. Эта область называется волновой зоной. Пренеб-
регая членами высшего порядка малости, получаем 

 
2

0 0

( ) sini P
H P

cR cRϕ
ω θ= = �� ; 

 
2

2
0 0

( ) sin
sin

i
E P P

lR l R
θ

ω θ= = �� , 0RE = . 

Эти решения представляют собой сферические волны. Видно, что 
заряды могут излучать только в том случае, если они движутся с ус-
корением. Зная напряженности поля, можно найти интенсивность 

излучения дипольного излучателя. Вектор Пойнтинга [ ],
4

c=
π

S E H  

для дипольного излучения равен 
2

2
3 2

0

1
sin

4

P

c R
θ

π

��
. То обстоятельство, 

что S отличен от нуля и всегда направлен от излучающей системы, 
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означает, что имеется поток электромагнитной энергии, излучаемой 
системой в окружающее пространство. Интенсивность излучения 
внутрь телесного угла dΩ равна 

 dI = 2
0RS n dΩ = [ ] 2

0, d
4

c
R Ω

π
E H n dΩ = 

2
2

3
sin

4

P

c
θ

π

��
dΩ. 

Полная интенсивность излучения 

 2
3

2

3
I P

c
= �� . 

Рассмотрим поле на расстояниях d < R < λ. Эта область называет-
ся ближней зоной, где можно пренебречь запаздыванием, т.е. 

0

0

R
i t

cP e
⎛ ⎞ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∼ 0

i tP e ω , так как 0R

c

ω ∼ 1
R <<
λ

. Пренебрегая в выражениях 

для Н и Е членами высшего порядка малости, получаем 

 
2
0

sin
i P

H
c R

ϕ
ω= θ , 

2
0

2cosR

P
E

R
= θ , 0 2

0

sin
P

E
R

θ . 

Таким образом, в ближней зоне поле имеет квазистационарный 
характер. 

3.5.3.2. Магнитно-дипольное излучение 

Рассмотрим излучение электромагнитного поля переменным маг-
нитным диполем. Если учесть следующие члены разложения по сте-

пени 
c

rn
, то можно получить выражение для интенсивности излуче-

ния от магнитного дипольного момента 2
2

2

3
I

c
= m�� . Простейшая сис-

тема, эквивалентная переменному магнитному моменту, – замкнутый 
проволочный контур, в котором возбуждается переменный ток (рам-
ка с током). 

В волновой зоне поле магнитно-дипольного излучения отличается 
от поля электрического излучения заменой E на Н и Н на Е, т.е. 

0 0R RE E H Hϕ= = = = , 

 
2

0
0 2

0

sin R
E H m t

cR ct
ϕ

θ ∂ ⎛ ⎞= = − −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
. 



131 

3.5.4. Плоские электромагнитные волны 

В вакууме при ρ = 0, j = 0 уравнения для потенциалов приобрета-
ют вид однородных волновых уравнений: 

 
2

2 2

1
0

c t

∂Δ − =
∂

A
A ; 

2

2 2

1
0

c t

∂ ϕΔϕ − =
∂

. 

Общее решение однородного волнового уравнения в любой за-
данный момент времени представляет собой суперпозицию плоских 
волн (волновой пакет): 

 
3 / 2

( ) ( ) 31
( , ) d

2
i t j t

k kf t A e B e k
+∞

+ω −ω

−∞

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= +⎜ ⎟ ⎣ ⎦π⎝ ⎠ ∫ k r k rr ,  

где под ( , )f tr  подразумевается скалярно-векторный потенциал. 
Излучающая система частиц, передавая энергию и импульс полю 

излучения, испытывает со стороны этого поля обратное воздействие. 
Для дипольного излучения сила лучистого торможения (трения) 

2

3

2

3S

e

c
=F v�� , =v r�  (реакция излучения). 

3.5.5. Взаимодействие заряженных частиц 
с излучением 

3.5.5.1. Рассеяние электромагнитных волн 

Поле электромагнитной волны действует на частицы системы с 

силой Лоренца [ ]1
,e

c
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

F E v H . Так как в электромагнитной вол-

не =H E , то магнитная часть силы Лоренца меньше электрической 

в 
c

ν
 раз. Каждая частица системы, приобретая ускорение, становится 

излучателем. Процесс рассеяния характеризуется эффективным се-
чением рассеяния dσ = dI/ S ; dσ выражает отношение интенсивности, 

рассеянной внутрь телесного угла dΩ, к плоскости падающего потока. 
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3.5.5.2. Дисперсия света 

Если в единице объема имеется N рассеивающих центров, то рас-
сеянное излучение будет когерентно складываться с внешним полем 
и тем самым изменять эффективную скорость волны (явление пре-
ломления). Зависимость скорости волны от частоты называется дис-
персией. Рассеянное излучение обусловлено электрической поляри-

зацией объемных элементов. Тогда показатель преломления n = ε� , 
где диэлектрическая постоянная ε = 1 + 4παN, N – число заряженных 
поляризуемых центров в 1 см3, α – поляризуемость среды. В общем 
случае n�  – величина комплексная, что связано с поглощением элек-
тромагнитной волны в среде. 

Для нормальной дисперсии (без учета затухания) с рассеянием 
волны на электронах среды показатель преломления: 

n� = n0 = 
2

2 2
0

2 1
1

Ne

m

π+
ω − ω

, где N – число электронов с частотой ко-

лебания ω0; е – заряд частицы; m – масса частицы. Если электроны 

имеют различные энергии связи, то n� =
2

2 2

2
1 k

k k

NNe

m

π+
ω − ω∑ , 

k
k

N N=∑  (Nk – число электронов с частотой колебания ωk). Отно-

шение Nk/N называется силой осциллятора: 1k

k

N

N
=∑ . При ω = ω0 

n = ∞, что соответствует резонансу электромагнитной волны с коле-
баниями электронов. При ω >> ω0 n < 1 (для рентгеновских лучей 
n < 1). 

(График зависимости n от ω построить самостоятельно). 
Если учесть затухание (поглощение) электромагнитной волны, то 

вблизи резонансной частоты кривая дисперсии будет меняться не-
прерывно, а не обращаться в бесконечность. 

3.5.5.3. Электромагнитное поле в плазме 

Система свободных заряженных частиц, взаимодействующих ме-
жду собой через кулоновское поле, называется плазмой. Плазма об-
ладает объемной упругостью подобно обычному газу. Поэтому в 
плазме возможно распространение продольной электрической (плаз-
менной) волны. В присутствии магнитного поля в плазме могут воз-
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никать как продольные, так и поперечные магнитоплазменные вол-
ны. Свободные заряды плазмы экранируют электрическое поле. Ди-

электрическая постоянная плазмы ε = 1 –
m

Ne24π
, где N – концентра-

ция заряженных частиц плазмы; m – масса частицы; e – заряд частицы. 

Вопросы и задания 
1. Непосредственной подстановкой в выражение для потенциалов 

убедиться, что запаздывающие потенциалы удовлетворяют уравне-
нию Д'Аламбера и условию Лоренца. 

2. Записать уравнения, которым удовлетворяют электромагнит-
ные потенциалы ϕ и А, если вместо условий Лоренца наложить на 
них условие div A  = 0 (кулоновская калибровка). 

3. Заряд движется в однородном магнитном поле Н. Начальная 
скорость заряда .v ⊥ H

G
 Найти интенсивность излучения. 

4. Найти среднюю (за один период) интенсивность излучения за-
ряда, колеблющегося по гармоническому закону 0 0cos( )r r t= ω + α . 

5. Найти интенсивность излучения системы из двух частиц с заря-
дами e1 и e2 и массами m1 и m2. 

6. Почему при столкновении двух одинаковых зарядов (e1 = e2, 
m1 = m2) не получается магнитно-дипольного излучения, если учиты-
вать взаимодействие по закону Кулона? 

7. Показать, что магнитно-дипольное излучение слабее дипольно-

го в 2

c

ν⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

раз. 

8. Показать, что магнитно-дипольное излучение отсутствует у 
системы, в которой отношение заряда к массе у всех движущихся 
частиц одинаково. Существует ли в этом случае электрическое ди-
польное излучение? 

Задача 3.47. Точечный заряд q вращается равномерно по окруж-

ности радиусом а с угловой скоростью 
c

a
ω << . Определить созда-

ваемые им в вакууме поле излучения и интенсивность излучения. 
Решение. Поле излучения переменного диполя определяется 

формулами 

 
2

0

cos( )
,

t

r c r

ω − ω⎡ ⎤ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠

r k r
H P ; ,

r
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

r
E H ; 
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где cos( )t= ωP P – переменный дипольный момент излучения.  

Плотность потока этого излучения 
2 2

3 2

sin

4 rc r

θ=
π

P r
S

��
. 

Точечный заряд, вращающийся по окружности, эквивалентен 
двум взаимно перпендикулярным диполям, направленным по осям 
OX и OY и сдвинутым по фазе на 90°: Px = aq cosω t, Py = aq sinω t. 
Поэтому поле излучения заряда определяется выражениями вида 

 
2

, cos( ) , sin( )
aq

t t
r r r c

⎧ ⎫ ω⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − ω + − ω⎨ ⎬ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎩ ⎭

r r
H i kr j kr ; 

 ,
r

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

r
E H . 

Интенсивность излучения в заданном направлении 

( )
4 2 2

2 2
1 23 2

sin sin
8

a q
S

c r

ω= θ + θ
π

, где θ1 и θ2 – углы межу направлениями 

излучения и осями OX и OY соответственно (рис. 3.13). 

x

y

z

k
ϕ

ψ

θ1

θ2

 

Рис. 3.13 

Из рис. 3.13 видно, что между углами θ1 и θ2 и углами ϕ и ψ в 
сферической системе координат существуют соотношения: 

k 
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cos θ1 = sin ϕ cos ψ, cos θ2 = sin ϕ sin ψ. Следовательно, интенсив-

ность излучения в данном направлении 
4 2 2

2
3 2

1
1 sin

24

a q
S

c r

ω ⎛ ⎞= − ϕ⎜ ⎟π ⎝ ⎠
. 

Задача 3.48. Заряженная сферическая капля совершает радиаль-
ные пульсации. Полный заряд капли q. Найти электромагнитное поле 
вне распределения зарядов. 

Решение. Для сферически-симметричного распределения зарядов 
все мультипольные моменты, кроме монополя, равны нулю. Поэтому 
вне капли существует только постоянное электростатическое поле 

3

q

r
= r

E , 0=H . 

Задача 3.49. Частица массой m и зарядом q пролетает со скоро-
стью v мимо неподвижного заряда q1 на прицельном расстоянии а. 
Вычислить энергию, теряемую движущейся частицей на электромаг-
нитные излучения, если скорость настолько велика, что отклонение 
от прямолинейного движения можно считать малым. 

Решение. Полная мгновенная интенсивность излучения перемен-

ного диполя 
2

2
3

2

3

q
J

c
= v� . Энергия, излучаемая частицей при тормо-

жении в поле неподвижного центра, 
2

2
3

2
( )

3

q
W t

c

+∞

−∞

= ∫ v� dt. Пренебрегая 

реакцией излучения, можно найти ускорение частицы: 

1
2

qqF

m mr
= =v� . Расстояние между частицами в момент времени t 

2 2 .r a v t= +  Энергия, теряемая на излучение частицей, 

 
( )

22
1

3 22 2 2

2 d

3

q qq t
W

mc a v t

+∞

−∞

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠ +

∫  

 = ( )
2 2 4 2

1 1
3 3 2 3 32 2 2 2

2 1 1
arctg

3 322

q qq t v t q q

m ac a v m c a va a v t

+∞

−∞

⎧ ⎫⎛ ⎞ π⎪ ⎪+ =⎜ ⎟⎨ ⎬
+⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

. 

Задача 3.50. Равномерно намагниченный шар радиусом а с на-
магниченностью М вращается с постоянной частотой ω вокруг оси, 
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проходящей через центр шара и составляющий угол ϕ с направлени-
ем М. Найти поле излучения. Определить плотность потока излуче-
ния в данном направлении и полную интенсивность излучения. 

Решение. Поля излучения магнитного диполя 

 
2

( ), ,
1

t
r r

c

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦=

r r
m

H
r

��
, ,

r
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

r
E H , 

где ( )tm – переменный магнитный момент; 
r

r
– единичный вектор в 

направлении распространения электромагнитной волны. 
Пусть ось вращения шара направлена по оси OZ. Полный магнит-

ный момент шара 

 34
.

3
a= πm M  

Излучение намагниченного вращающегося шара эквивалентно из-
лучению двух магнитных диполей, направленное по осям OX и OY, 
сдвинутых по фазе на π/2: 

 mx(t) = m sin ϕ cos ω, tmy(t) = tm sin ϕ sin ω. 

Следовательно, поле излучения шара определяется формулами 

 ( ) ( )
2

sin
, sin , cos

m
t t

r r r c

⎧ ⎫ ϕ ω⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − ω + − ω⎨ ⎬ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎩ ⎭

r r
H i kr j kr , 

 ( ) ( )
2

sin
, cos , sin

m
t t

r r r c

⎧ ⎫ ϕ ω⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − − ω − − ω⎨ ⎬ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎩ ⎭

r r
E i kr j kr . 

Интенсивность излучения в заданном направлении 
4 2 2

2
3 2

sin 1
1 sin

24

m
S

c r

ω ϕ ⎛ ⎞= − ϕ⎜ ⎟π ⎝ ⎠
, где ϕ – угол между направлением излу-

чения и осью OZ. Полная интенсивность излучения по всем направ-

лениям 
2 4 2

3

2 sin

3

m
J

c

ω ϕ= . 

Задача 3.51. Определить поле излучения, создаваемого заданным 
распределением плотности тока частотой ω: 0 ( ) i te− ω=j j ξ . 
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Решение. Поле излучения выражается через вектор Герца: 

3

,
( , ) dc

r
t

c
t

r

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠= ξ∫

P ξ
Z r , 

t

∂=
∂
P

j . Следовательно, 0 ( ) i ti
e− ω=

ω
P j ξ , 

0 ( ) d
i

i t
c

i e
e

r
− ω= ξ

ω ∫
kr

Z j ξ . Отсюда получаем 
2

2 2

1
grad div c

c

Z

c t

∂= − =
∂

E Z  

( ){ }2 3
0 0 d

i
i ti e

e k
r

− ω= ∇ ∇ + ξ
ω ∫

kr

j j ; 

 3
0

1 1
rot , d

i
i tc e

e
c t c r

ω ⎡ ⎤∂
= = ∇ ξ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

∫
krZ

H j . 

Задача 3.52. Найти поле излучения в вакууме линейной антенны 

длиной l, питаемой током 0
1

( ) sin
2

i tI I n e
l

− ωξ⎛ ⎞ξ = π +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где n = 1, 2, 3 …, 

1

2 2

l− ≤ ξ ≤ . 

Решение. Поле излучения линейной антенны определяется векто-

ром Герца (см. задачу 3.51): 

1

2

0 0
1

2

1
sin d

2
i t

e

i e
e I n

l r

+
−

− ω

−

ξ⎛ ⎞= π + ξ⎜ ⎟ ′ω ⎝ ⎠∫
kr

Z ξ , 

где 0ξ – единичный вектор направления антенны. В антенне устанав-

ливается стоячая волна с частотой 
n

c
e

πω = и волновым вектором 

a
k

e

π= . Из рис. 3.14 видно, что расстояние между точками наблюде-

ния и элементом тока в антенне в волновой зоне 
2 2 cos

2 cos 1r r r r
r

ξ θ⎛ ⎞′ = + ξ − ξ θ ≈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

В знаменателе подынтегральной функции можно заменить r′на r, 
пренебрегая малым членом, так как знаменатель – медленно изме-
няющаяся функция. Но в показателе экспоненты этот малый член 
следует сохранить ввиду быстро осциллирующего характера этой 
функции. После упрощений получаем интеграл вида 
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1

2( )
cos0

0
1

2

sin
2

i t
ik

e

iI e l
k e d

r

+
−ω

− ξ θ

−

⎛ ⎞= ξ + ξ⎜ ⎟ω ⎝ ⎠∫
kr

Z ξ . 

-L/2

L/2

0

θ

dξ

 

Рис. 3.14 

В результате интегрирования получаем вектор Герца в виде 

( )
0

02
( )

i t

e

icI e
F

r

−ω

= θ
ω

kr

Z ξ , где 
2

2cos cos
2

( )
sin

n
F

π⎛ ⎞θ⎜ ⎟
⎝ ⎠θ =

θ
, n = 1, 3, 5, …, 

2

2sin cos
2

( )
sin

i n
F

π⎛ ⎞θ⎜ ⎟
⎝ ⎠θ =

θ
, n = 2, 4, 6 … 

Вычислим поле излучения в сферических координатах: 
( )

01 1 sin
rot ( ) ( ) ( )sin

i t

c c

iI e
H Z rZ rZ F

c t cr t r cr t r c r

−ω

ϕ θ
∂ ∂ ∂ θ ∂ ∂= = = − = θ θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

kr

; 

0rH Hθ= = , E Hθ ϕ= , 0E Hϕ ϕ= = . 
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Интенсивность излучения в заданном направлении 

 
2 2
0*

2

sin ( )

8 8
r

I Fc
S E H

cr
θ ϕ

θ θ
= = =

π π
 

 

2
2
0

2 2
2

cos cos  при  1, 3, 5,...
2

2 sin
sin cos  при  2, 4, 6,...

2

n n
I

cr
n n

⎧ π⎛ ⎞θ =⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠= ⎨π θ π⎛ ⎞⎪ θ =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

Задача 3.53. Найти выражение для силы лучистого трения, рас-
сматривая колебания связанного заряда. 

Решение. Уравнение затухающих колебаний связанного заряда 
имеет вид Smx x F= −α +�� , где 2

0mα = ω – квазиупругая постоянная. 

Умножим уравнение колебаний на x� : Smxx xx F x+ α =��� � �  и преобразу-
ем к виду 

 
2 2

2 2
3

d 2

d 2 2 3S

mx e
x F x x

t c

⎛ ⎞α+ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

� �� . 

Так как 2d
( )

d
xx x xx

t
= +��� �� ��� , то 

2 2

3 3

2 2 d
( ).

3 3 dS

e e
F x xx xx

tc c
= −� ��� ���  Так как 

среднее по периоду колебаний члена с производной по времени рав-
но нулю, то после усреднения получим 

 
2

3

2

3S

e
F x

c
= 〈 〉��� . 

Задача 3.54. На свободный электрон падает в вакууме плоская 
электромагнитная волна. Вычислить полный эффективный попереч-
ник рассеяния, пренебрегая реакцией излучения и релятивистскими 
эффектами. 

Решение. Эффективный поперечник рассеяния равен отношению 
интенсивности рассеиваемой энергии к плотности потока падающей 
энергии. Полная интенсивность рассеиваемой электроном энергии 

2
2

3

2

3

e
J

c
= v� , где e

m
= E

v� . Плотность потока энергии падающей волны 

2

4

c
E=

π
S . Следовательно, эффективный поперечник рассеяния 
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4

3
02 4

8 8

3 3

J e
r

S m c

π πσ = = = , 

где 
2

0 2

e
r

mc
= – классический радиус электрона. 

Задача 3.55. Вычислить эффективное дифференциальное сечение 
рассеяния свободным электроном плоской монохроматической вол-
ны для следующих случаев: 

а) падающая волна линейно поляризована; 
б) падающая волна эллиптически поляризована. 
Найти степень деполяризации рассеянного света. 

Решение. Степенью деполяризации называется отношение 1

2

I

I
, 

где 1I  и 2I – наименьшая и наибольшая интенсивности рассеянной 
волны, поляризованной во взаимно перпендикулярных направлениях 
соответственно. Эффективное дифференциальное сечение рассеяния 

определяется формулой 
d

d
Iσ =

S
, где dI – интенсивность рассеянно-

го излучения в направлении dΩ , S – интенсивность падающей вол-

ны. 
Если падающая волна линейно поляризована, то колебания элек-

трона в поле волны также линейно поляризованы в том же направле-
нии. Следовательно, интенсивность излучения колеблющегося элек-

трона в телесном угле dΩ равна 
2

2 2
3

sin
d

4
I e

c

θ=
π

v� Ωd , где θ – угол ме-

жду данным направлением рассеяния и направлением колебания 

электрона; e

m
= E

v� . Аналогично задаче 3.54 получаем 

 
4

2
2 4

d sin d
e

m c
σ = θ Ω  = 2 2

0 sin dr θ Ω . 

Пусть А и В – полуоси эллипса поляризации; θ1 и θ2 – углы между 
данным направлением рассеяния и полуосями А и В. Эллиптически 
поляризованная волна получается как суперпозиция двух линейно 
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поляризованных волн с амплитудами А и В, поэтому из предыдущей 

части задачи получаем 
2 2 2 2

2 1 2
0 2 2

sin sin
d d

A B
r

A B

θ + θσ = Ω
+

. 

Вычислим полное эффективное сечение рассеяния. Направим ось 
вдоль направления рассеяния падающей волны, оси OX и OY направ-
лены вдоль осей поляризации. При этих условиях 1cos sin cosθ = θ ϕ ; 

2cos sin sinθ = θ ϕ , где θ и ϕ – сферические углы направления рассея-

ния. Поэтому 
2 2 2 2

2 2
0 2 2

cos sin
d 1 sin d

A B
r

A B

⎛ ⎞ϕ + ϕσ = − θ Ω⎜ ⎟
+⎝ ⎠

. 

Интегрируя по всем угла, получаем полное сечение рассеяния 

 
2 2 2 2 2

2 2 2
0 02 2

0 0

cos sin 3
d 1 sin sin d d

8

A B
r rr

A B

π π ⎛ ⎞ϕ + ϕσ = σ = − θ θ θ ϕ = π⎜ ⎟+⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ . 

Этот результат совпадает с результатом предыдущей задачи. 

Задача 3.56. Пусть на частицу падает плоская волна, распростра-
няющаяся вдоль оси OZ. Уравнение движения частицы имеет вид 

2

2

d

d
m e

t
=r

E , где ( )
0

i te −ω= krE E  – напряженность электрического поля 

волны. 
Решение. Будем считать, что длина волны велика и на частицу 

действует сила 0
i te eE e− ω=E . Начальные условия удобно выразить в 

следующем виде: (0) 0,=r  0.=r�  Частное решение уравнения дви-
жения, описывающее вынужденное колебание частицы, имеет вид 

02 2
( ) i te e
t e

m m
− ω= − = −

ω ω
r E E  Стационарное движение частицы – это 

колебание в плоскости XY с частотой ω и с амплитудой 0
2

eE

mω
. 

Задача 3.57. Найти диэлектрическую проницаемость и проводи-
мость электронной плазмы с концентрацией частиц N. Электроны 
считать свободными (бесстолкновительная плазма). 

Решение. Диэлектрическая проницаемость плазмы может быть 
найдена из соотношения 4= + π = εD E P E , где Ne=P r – полный ди-
польный момент (поляризация) плазмы. Используя результаты зада-
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чи 3.56, получаем 
2

2

4
1

Ne

m

πε = −
ω

. Скорость электронов 

d e
i

dt m
= =

ω
r

v E . Отсюда плотность электронного тока 

2Ne
Ne i

m
= =

ω
j v E . Поэтому проводимость 

2Ne
i

m
σ =

ω
. При отсутствии 

столкновений электронов нет диссипации энергии, поэтому прово-
димость имеет реактивный характер, т.е. является чисто мнимой ве-
личиной. 

Задача 3.58. Найти частоту чисто электрической продольной 
плазменной волны. 

Решение. Рассмотрим нейтральную в целом плазму. Если от-
сутствуют внешние источники, то средний заряд и средний ток в 
плазме равны нулю. Из уравнений Максвелла следует div 0,=D  

= εD E . 
Покажем, что при этих условиях в плазме может существовать 

чисто электрическая продольная волна (Н = 0). Положим 
[ ]0 exp ( )i t= − ωE E kr , причем 0E k . Тогда 0= ε =D E , если 0ε = . 

Используя выражение для диэлектрической проницаемости плазмы, 
найденное в задаче 3.57, получим уравнение для определения часто-

ты продольных электрических (плазменных) волн: 
2

4
1 0

Ne

m

πε = − =
ω

. 

Отсюда плазменная частота 
24

p

Ne

m

πω = . Плазменные волны ана-

логичны продольным упругим волнам в твердых телах, но упругость 
плазмы возникает из-за дальнодействующих кулоновских сил, а не 
из-за короткодействующих межатомных сил. Электронный газ в ме-
талле и полупроводниках образует плазму высокой плотности. Плаз-
менная частота достигает 1015…1016 Гц. 

Задача 3.59. Плазма находится в однородном магнитном поле 
Н0. В направлении магнитного поля распространяется плоская мо-
нохроматическая волна. Определить закон движения электронов в 
поле волны и коэффициент преломления электромагнитных волн в 
плазме. 
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Решение. Пусть поле Н0 направлено вдоль оси OZ. Уравнение 

движения электронов в поле волны [ ]
2

02
,

d e
m e

cdt
= +r

E v H , или в про-

екциях на оси координат: 0
x

eHe
X E y

m c
= +�� � , 

 0
y

eHe
Y E x

m c
= −�� � , 0Z =�� . 

Удобно ввести новые комплексные переменные: 
, ,x y x yx iy E iE H H iHξ = + ε = + = + . Тогда уравнение движения при-

мет компактный вид 0eHe
i

m c
ξ = ε − ξ�� . Учитывая, что для плоской 

электромагнитной волны, распространяющейся вдоль оси OZ, 
0,z zE H= =  получаем уравнения Максвелла в новой системе пере-

менных: 

 
i H

z c t

∂ε ∂=
∂ ∂

; 

 
4H i

i j
t c c t

∂ π ∂ε= − −
∂ ∂

, 

где x yj j ij Ne= + = ξ – комплексная плотность тока в плазме. 
Решение системы линейных уравнений Максвелла ищем в виде 

( )i k z tAe± −ωε = , ( )i k z tH Be± −ω= , ( )i k z tae± −ωξ = . Подставляя эти решения 
в систему уравнений Максвелла, получаем систему линейных одно-
родных уравнений для определения неизвестных амплитуд А, В и а: 

 2 eH e
a A

mc m
⎛ ⎞−ω ± ω =⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

 ikA B
c

ω= ; 

 
4

ikB Nea A
c c

π ω= −ω − . 

Эта система уравнений имеет решение, если детерминант, состав-
ленный из коэффициентов в уравнениях, равен нулю. Раскрывая этот 
детерминант, получаем уравнение, связывающее частоту и волновой 
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вектор волны в плазме: 
2 2

2
2 0

1 4

Ne
k c m

eH

mc

= − π
ω ω ± ω

. Отсюда сразу полу-

чаем коэффициент преломления электромагнитной волны в плазме 
1/ 22

2 0

4
1

Ne
kc mn

eH

mc

⎛ ⎞
π⎜ ⎟

⎜ ⎟= = −
ω ⎜ ⎟ω ± ω⎜ ⎟

⎝ ⎠

. Движение электронов определяется из 

соотношения 
a

A
ξ = ε , тогда, возвращаясь к исходным обозначениям, 

получаем закон движения электрона в виде 
2 0

e
eHm
mc

= −
ω ± ω

E
r . 

Задача 3.60. Найти зависимость показателя преломления среды от 
частоты. 

Решение. Показатель преломления 1 4n N= ε = + πα� . Поляри-

зация связана со смещением отдельного электрона соотношением 
N Ne= α =P E r . Уравнение движения связанного электрона в поля-

ризованной плоской волне имеет вид 0
i tm m e e ω+ γ + β =r r r E�� � , где γ – 

коэффициент трения; β – квазиупругая постоянная. Для установив-

шегося процесса решение пропорционально i te ω : 0
i te ω=r r , откуда 

после подстановки в уравнение движения электрона 

( )
0

0 2 2
0

e

m r
=

ω − ω + γ ω
E

r . Подставляя r в уравнения для n�  и р, имеем 

 
2

2 2
0

4 1
1

Ne

m i

πε = +
ω − ω + γ ω

; 

 
2

2 2
0

2 1
1

Ne
n

m i

π≅ +
ω − ω + γ ω

� . 

Представляя n�  в виде 0n n ix= −� , где 0 Ren n= � , получаем 
Im nχ= � . Из уравнения для n�  следует 
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( )

2 22
0

0 22 2 2 2
0

2
1

Ne
n

m

ω − ωπ= +
ω − ω + γ ω

; 

 ( )
2

2 2 2 2
0

2 Ne m

m

π γχ =
ω − ω + γ ω

. 

Задача 3.61. Плоская монохроматическая волна распространяется 
в среде, способной поляризоваться. Оценить глубину слоя δ, на ко-
торой интенсивность волны затухает в е раз. 

Решение. Пусть волна распространяется вдоль оси OX, тогда 
( )

0
i t kx

yE E e ω −= , ( )
0

i t kx
zH H e ω −= , где 2

k n
v c

π ω ω= = =
λ

� , 0n n ix= −� . 

При этом 

 0

on x
i tx

cc
yE E e e

⎛ ⎞ωχ ω −− ⎜ ⎟
⎝ ⎠= ; 

 0

on x
i tx

cc
zH H e e

⎛ ⎞ωχ ω −− ⎜ ⎟
⎝ ⎠= . 

Таким образом, волна в среде распространяется с затухающей ампли-

тудой. Вектор Пойнтинга [ ]
2

2 0
0 0, cos

4 4

x
c

n xc c
E H e t

c

ωχ− ⎛ ⎞= = ω −⎜ ⎟π π ⎝ ⎠
S E H . Ус-

редняя S по времени t >> T (Т – период колебаний), имеем 
2

0 04

x
cc

E H e
ωχ

−
=

π
S , откуда следует, что 

2

c

x
δ =

ω
.  

Оценить δ самостоятельно: а) при ω >> ω0, б) при ω << ω0. 

3.6. Специальная теория относительности 

3.6.1. Постулаты 

1. Все законы природы одинаковы во всех инерциальных систе-
мах отсчета, т.е. уравнения, выражающие законы природы, инвари-
антны по отношению к преобразованиям координат и времени от 
одной инерциальной системы к другой. 

2. Любые взаимодействия между телами распространяются в ва-
кууме со скоростью, не превышающей предельную скорость, равную 
скорости света в вакууме с = 3·1010 см/с. Скорость света в вакууме 
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одинакова во всех инерциальных системах отсчета и не зависит ни от 
скорости источника, ни от скорости наблюдателя. 

3.6.2. Преобразования Лоренца 

Преобразования координат и времени в теории относительности 
при переходе от одной инерциальной системы отсчета (К) к другой 
(К′) имеют следующий вид (рис. 3.15): 

 
2

21

x t
x

c

− υ′ =
υ−

, y y′ = , z z′ = , 

1

x
t

ct

c

υ′ −
′ =

υ−
. 

X

Y

0

K

X ′

Y ′

0′

K ′

ν

 

Рис. 3.15 

Следствия из преобразований Лоренца: 
1. Сокращение длины движущихся тел в направлении движения 

2

0 2
1l l

c

υ= − , где l0 – длина тела в системе отсчета, в которой тело 

покоится; l – длина тела, измеренная наблюдателем, относительно 
которого тело движется. 
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2. Замедление хода движущихся часов 2 1
2 1 2

21

t t
t t

c

′ ′−− =
υ−

, где 2 1t t′ ′− – 

время, показываемое часами в системе, в которой находится наблю-
датель; 2 1t t− – время, показываемое движущимися часами. 

3. Из преобразований Лоренца непосредственно вытекает закон 
сложения скоростей в теории относительности: 

 

21

x
x

x

c

′υ + υ
υ =

υ υ+
; 

2
1y y

c

υ′υ = υ − ; 

2

2

2

1

1

z

z
x

c

c

υ′υ −
υ =

υ υ+
, где υ– ско-

рость тела в системе (К), ′υ – скорость тела в системе (К′). 

3.6.3. Инварианты теории относительности 

1. Интервал 2 2 2 2 2 2
12 2 1 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )S c t t x x y y z z= − − − − − − − =  

= 2
2 1 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )c t t x x y y z z′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − − − − − . 

В сокращенной записи: 2 2 2 2 2 2 2
12 12 12 12 12 Inv.S c t r c t r′ ′= − = − =  

Интервалы бывают временноподобные и пространственноподобные. 
Временноподобные: 2

12 0S > , 2 2 2 2 2 2
12 12 12 12 0.S c t r c t′= − = >  Для двух 

событий, разделенных временноподобным интервалом, всегда можно 
найти такую систему отсчета, в которой два события происходят в 
одном месте. 
Пространственноподобные: 2

12 0S < , 2 2 2 2 2
12 12 12 12 0.S c t r r′ ′= − = − <  Для 

двух событий, разделенных пространственноподобным интервалом, 
всегда можно подобрать такую систему отсчета, в которой оба собы-
тия происходят в один и тот же момент времени, но в разных местах. 

2. Собственное время 
d

d Inv
S

c
τ = = – это время, отсчитываемое по 

часам, движущимся с данным телом. Учитывая зависимость интер-
вала времени от скорости системы отсчета, эта формула может быть 

записана в виде 
2

2
d d 1t

c

υτ = − , где dt – промежуток времени, пока-

зываемый часами в системе, в которой находится наблюдатель. 
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3.6.4. Четырехмерные векторы и тензоры. 
Ковариантная система уравнений 

Если ввести координату 4x ict= и переобозначить координаты 

1x x= , 2y x= , 3z x= , то непосредственно можно показать, что пре-
образования Лоренца являются ортогональными преобразованиями 
(поворот осей) в четырехмерном пространстве: i ik kx x′ = α , где матри-
ца преобразования 

 

0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0

ik

i
c

t
c

υγ γ

α =

υ− γ γ

, 
2

2

1

1
c

γ =
υ−

. 

Результат непосредственно следует из постулатов теории относи-
тельности и свойств ортогонального преобразования. 

Совокупность четырех величин 1 2 3 4( , , , )iA A A A A , которые при 
преобразовании четырехмерной системы координат преобразуются, 
как координаты ix , называется четырехмерным вектором: i ik kA A′ = α  
или для компонент: 

 
1 4

1 2

21

A i A
cA

c

υ+
′ =

υ−

, 2 2A A′= , 3 3A A′= , 
4 1

4 2

21

A i A
cA

c

υ−
′ =

υ−

. 

Квадрат для четырехмерного вектора – инвариант преобразований 
Лоренца. Совокупность шестнадцати величин ikA , которые при пре-
образовании координат i ik kx x′ = α преобразуются, как произведения 

координат, т.е. по формулам ik im kn mnA A′ = α α , называется четырех-
мерным тензором (4-тензором) второго ранга. Величина, не меняю-
щаяся при преобразовании Лоренца, называется лоренц-скаляром 
или лоренц-инвариантом. 

Согласно постулату теории относительности, законы физики 
должны иметь одинаковую форму в различных лоренцевых системах 
координат, т.е. уравнения, описывающие эти законы, должны быть 
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написаны так, чтобы обе их части имели одинаковые трансформаци-
онные свойства (ковариантность уравнений). 

Примеры 4-векторов: 

а) четырехмерный вектор скорости 
d

d
i

i

x
u

S
= ; 

б) четырехмерный вектор ускорения 
2

2

d d

d d
i i

i

u x

S S
ω = = ; 

в) четырехмерный волновой вектор ,ik i
c

ω⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
k , где трехмерный 

волновой вектор 
c

ω=k n  (n– единичный вектор направления распро-

странения волны). 

3.6.5. Релятивистская механика. 
Энергия и импульс 

Импульс релятивистской частицы связан с ее скоростью соотно-

шением 
2

21

m

c

=
υ−

υ
P . Полная энергия свободно движущейся частицы 

2

2

21

mc
E

c

=
υ−

, при 1
c

υ <<  
2

2

2

m
E mc

υ= + . Величина 2
0E mc=  называ-

ется энергией покоя. В механике Ньютона такое понятие отсутству-
ет. Импульс и энергия частицы являются пространственной и вре-
менной составляющими четырехмерного вектора импульса: 

4,i

i
P P E

c
⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

P . 

3.6.6. Электродинамика теории 
относительности 

Уравнения электромагнитного поля могут быть записаны в четы-
рехмерной форме, ковариантной относительно преобразований Ло-
ренца. Приведем основные соотношения релятивистской электроди-
намики. 
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1. 4-вектор плотности тока ( )4, .ij j ic= = ρj  Пространственные 
компоненты – обычный трехмерный вектор плотности тока j, вре-
менная j = icρ, где ρ – плотность заряда. 

2. 4-вектор-потенциал. Уравнение для потенциалов. Если ввести 
четырехмерный вектор-потенциал ( )4,iA A i= = ϕA  и четырёхмер-

ный оператор Лапласа, называемый оператором Д'Аламбера, 

□ = 
2

2 2

1
,

c t

⎛ ⎞∂Δ −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
, то уравнение для потенциалов можно представить 

в ковариантной форме □ 4
i iA j

c

π= − . 

3. Ковариантная форма уравнений для E и Н. Скалярный и век-

торный потенциалы определяются в виде 1
grad

c t

∂= − ϕ −
∂
A

E , 

rot .=H A  Если эти соотношения записать в четырехмерном виде, то 

оказывается, что электрическое и магнитное поле являются элемен-
тами антисимметричного 4-тензора второго ранга, называемого тен-

зором электромагнитного поля: k i
ik

i k

A A
F

x x

∂ ∂
= −

∂ ∂
, 

 

0

0
( )

0

0

z y x

z x y
ik

y x x

x y z

H H iE

H H iE
F

H H E

iE iE iE

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟= ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

4. Уравнения Максвелла. Два неоднородных уравнения имеют вид 

div 4= πρE  и 
1 4

rot H
c t c

∂ π− =
∂
E

j . Правые части являются состав-

ляющими 4-вектора ji. Левые части тоже должны быть составляю-
щими 4-вектора. Из определения Fik следует, что эти уравнения при-

нимают ковариантную форму 
4ik

i
i

F
j

x c

∂ π=
∂

, где i, k = 1, 2, 3, 4. Анало-

гичным образом, два однородных векторных уравнения Максвелла 
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div 0=H  и 
1

rot 0
H

c t

∂+ =
∂

E  сводятся к четырем уравнениям 

0kj jiik

j i k

F FF

x x x

∂ ∂∂
+ + =

∂ ∂ ∂
, i, j, k = 1, 2, 3, 4. 

5. 4-вектор плотности силы Лоренца. Силу Лоренца, действую-

щую на единицу объема, можно записать в виде [ ]1
,

c
⎛ ⎞= ρ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

f E υ H . 

Выписывая явно составляющие f и выражая компоненты E и H через 

Fik, можно силу Лоренца представить в виде 1
i k ikf j F

c
= , где 

( )4, ,i

i
f f

c
⎛ ⎞= = ρ⎜ ⎟
⎝ ⎠
f υ E – 4-вектор плотности силы Лоренца; f4 – вре-

менная компонента, имеющая смысл работы поля, совершаемой над 
зарядом в единицу времени в единице объема. Пространственная 
часть 4-вектора fi определяется скоростью изменения импульса еди-
ницы объема. 

Вопросы и задания 

1. При предельном переходе с → ∞ преобразования Лоренца пе-
реходят в преобразования Галилея. Объясните физический смысл 
такого перехода. Возможны ли скорости, превышающие скорость 
света в вакууме? 

2. Покажите, что уравнения Максвелла не инвариантны относи-
тельно преобразований Галилея. (Достаточно доказать неинвариант-

ность волнового уравнения 
2

2 2

1
0

f
f

c t

∂Δ − =
∂

.) 

3. Из формул для преобразования скоростей в теории относитель-
ности покажите, что невозможно движение тел с υ > с. 

4. В координатах x – t, выбрав какое-нибудь событие за начало от-
счета, покажите области, соответствующие временноподобным и 
пространственноподобным интервалам. Каким интервалом разделе-
ны события, между которыми есть причинно-следственная связь? 

5. Уравнение движения в теории относительности можно записать 
в четырехмерной форме, если ввести 4-вектор “силы Минковского” 

d
( )

di iF mcu=
τ

. Объясните смысл пространственных и временной 

компонент этого 4-вектора. 
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6. Выразите скорость частицы υ  через ее импульс .m  Найти при-
ближенные выражения кинетической энергии частицы с массой с 

точность до 
4

4c

υ при υ << с. 

7. Равна ли масса сложной частицы сумме масс ее составляющих? 

Задача 3.62. В системе К частица равномерно вращается по кругу 
с угловой скоростью ω в плоскости XY. Система К′ движется по оси х 
относительно системы К со скоростью υ. Найти компоненты ускоре-
ния частицы в системе К′. Вычислить 2

iu . Показать, что 4-векторы 
скорости и ускорения взаимно перпендикулярны. 

Решение. Для системы К′  

21

x
x

x

x

c

υ −′υ = υ υ−
; 

2

2

2

1

1

y

y
x

c

c

υυ −
′υ = υ υ−

; cosx r t= ω ; sinx r tυ = −ω ω ; 

 

dd d

d d d
dd d

d d d

x
x x

x
y y

t
a

t t t
t

a
t t t

′υ ⎫′ ′= υ = ⎪⎪′ ′
⎬′υ ⎪′ ′= υ =
⎪′ ′⎭

; (3.4) 

 
2

2

2

d d
d

1

t x
ct

c

υ−
′ =

υ−

; d sin dx r t t= −ω ω ; 
2

2

2

1 sin
d d

1

r t
ct t

c

υ⎛ ⎞+ ω ω⎜ ⎟
⎝ ⎠′ =

υ−

. 

Подставляя две последние формулы в систему (3.4), находим 
нужный результат. 

Задача 3.63. С помощью правил преобразования компонент для 4-
вектора скорости ui получить формулы преобразования скоростей 
(тело движется вдоль оси Х). 

Решение. Так как xv v= , 0yv = , 0xv = , i ik ku u′ = α , то 

1 1 4u u i u
c

υ′ = γ + γ , 4 4 1u u i u
c

υ′ = γ − γ , где 
1/ 22

2
1

c

−
⎛ ⎞υγ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Подставляя 
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известные выражения для компонент ui в предыдущие формулы, по-
лучаем 

 
22 2 2

22 2 2

1

11 1 1

v v c

c c
cc c c

⎛ ⎞υ⎜ ⎟′ ⎜ ⎟= −⎜ ⎟υυ υ υ− ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1

v
ii i i c

c
c c c c

⎛ ⎞υ⎜ ⎟
⎜ ⎟= −⎜ ⎟υ υ υ υ⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Разделив первое уравнение на второе, получим 

 

21

v
v

v

c

− υ′ =
υ−

. 

Задача 3.64. В основе релятивистской электродинамики лежит 
предположение об инвариантности и сохранении заряда. Показать, 
что это непосредственно следует из преобразований Лоренца для 4-
вектора плотности тока. 

Решение. Пусть в системе К покоится заряд d .Vρ  Система К′ 
движется по отношению к системе К со скоростью υ . Из преобразо-
ваний Лоренца следует, что 

4 2

21

ic
j ic

c

′ρ= ρ =
υ−

; 
2

2

d

1

dV
V

c

′ ′ρρ =
υ−

, а так как 
2

d d 1
c

υ′υ = υ − , то 

полный заряд 

 d dV V′ ′ρ = ρ . 

Задача 3.65. В системе К покоится заряд. Найти электромагнит-
ное поле в системе К′. 

Решение. Компоненты напряженности Е и Н являются времен-
ными и пространственными компонентами тензора электромагнит-
ного поля ikF . В системе К имеется только электрическое поле. Оп-
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ределим поле в системе К′. Компонент тензора ikF  преобразуется по 

правилу ik im kn mnF F′ = α α , отсюда для магнитного поля: 

 0xH ′ = , 

4 31 3 1 33 11 31 41 33 34 41 33 34m n mn zH F F F F F E
c

υ′ ′= = α α = α α + α α = α α = γ , 

ynnnnmnnmz E
c

FFFFFH
υγαααααααα −==+==′=′ 242214421412112112 , 

03223 ==′=′ mnnmx FFH αα ; 

для электрического поля: 42 4 2 42y m n mn yiE F F F ijE′ ′= = α α = γ = , 

y yE E′ = γ , 

43z ziE F iE′ = = , zE E′ = γ , 41 41x xiE F F iE′= = , x xE E′ = . 

Показать самостоятельно, что ( ) ( )2 22 2H E H E′ ′− = −  есть инва-
риант. 

Задача 3.66. Найти потенциал электромагнитного поля произ-
вольно движущегося электрического заряда е. 

Решение. Пусть координаты точки Р, где определяется поле, есть 
координаты заряда ictxxxx =4321 ,,, . Четырехмерное расстояние 
между двумя событиями: испускание электромагнитной волны в мо-
мент t и приходом ее в точку наблюдения Р – равно 

 ( )4, ( )i i iR R ic t t xα ′= = − = − ξR , 

где 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )R r x x xα = = − ξ + − ξ + − ξ , 

тогда 4 ( )R ic t t ir′= − =  и 2 2 2 2 2 2
1 4 ( ) 0.R R R r c t tα ′= + = − − =  

В системе, в которой заряд покоится, компоненты 4-вектор-
потенциала 

 (0) (0) (0)
1 2 3 0A A A= = = , (0) (0)

4
0

e
A i i

r
= ϕ = .  

Компоненты 4-вектора скорости 

 (0) (0) (0)
1 2 3 0U U U= = = ,    (0)

4U i i= γ = . 
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Последнее равенство учитывает, что 

1/ 22

2
1 1,

c

−
⎛ ⎞υγ = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 посколь-

ку скорость заряда в этой системе равна нулю. 
Скалярное произведение двух четырехмерных векторов есть ло-

ренц-инвариант: 
(0) (0) Invi i i iRU R U= = , и поскольку (0) (0) (0) (0)

4 4 0 0i iR U R U ir i r= = = − , то 

0 i ir RU= − . 
Поэтому 4-вектор-потенциал в любой лоренцевой системе можно за-

писать в виде 
0

i i
i

k k

eU eU
A

r R U
= = − . Преобразуем полученный результат к 

более удобному виду. Для этого запишем 4 4i iRU R U R Uα α= + , где 

U
c
α

α
υ

=α , 4U i= γ , R rα α= , 4 ( )R c t t ir′= − = , 

( )
( )i iRU r r

c c

γ ⎛ ⎞= −γ =−γ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

r,υ
r,υ . Таким образом, окончательно получаем 

выражения для потенциалов произвольно движущегося заряда (по-
тенциалы Лиенара – Вихерта): 

 
( )

e

c r
c

=
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

υ
A

r, υ
; 

( )
e

r
c

ϕ =
− r, υ . 

Следует отметить, что все величины, стоящие в правой части этих 
выражений, отнесены не к моменту времени t, а к моменту времени 

r
t t

c
′ = −  (запаздывающие потенциалы), так как поле в данной точке 

определяется состоянием источника в предшествующий момент вре-
мени. Запаздывание определяем временем, необходимым для прохо-
ждения светом расстояния r. Для непрерывного распределения заря-

дов, пренебрегая величиной 
( )

c

r, υ
 (что возможно при 1

c

υ << ), полу-

чаем 

 
d

1
( )

r
t t

c
t

c r

⎛ ⎞′ = − υ⎜ ⎟
⎝ ⎠= ∫

j
A  и ( ) d

r
t t c

t
r

⎛ ⎞′ρ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠ϕ = υ∫ . 
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Задача 3.67. Найти потери энергии частицы, движущейся в ли-
нейном ускорителе. 

Решение.  
Получим формулу интенсивности дипольного излучения в реля-

тивистском случае. При c<<υ  

 
2 22 2

3 3 2

2 d 2 d

3 d 3 d

e e
J

t tc c m

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

υ P
. (3.5) 

Эта формула справедлива в системе отсчета, где тело покоится, 

т.е. d
0, 0

dt
= =υυ . Далее воспользуемся уравнением 

2 2 2

2

d d 1 d

d d d
iP

S S Sc

ε⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

P
, в котором предполагается ,i i

i
P P

c
⎛ ⎞= ε⎜ ⎟
⎝ ⎠
P , 

2mcε = γ . При 0υ →  2mcε → , 
d d

d d
iP

S S
→ P

. Так как 

2 2
2 d d

Inv
d d

iP P
c

S t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

, то для любой системы отсчета 

 
2 22

2 2

d2 1 d

d d3
iPe

J
S Sm c c

⎡ ⎤ε⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

. (3.6) 

Так как 
d

d
c t

S =
γ

 и 2mcε = γ , то выражение (3.6) перепишем в виде 

2 2 22

2 3 2 2

2 d 1 d

3 d d

e
J

t tm c mc c

⎡ ⎤ε ε⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

P
. Поскольку 2 2 2c m c Pε = + , 

2d d

d d

c P P

t t

ε =
ε

, то очевидно, что 
22 2 2 4

2 3 2 4 2

2 d

3 d

e m c
J

tm c m c

ε ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ε ⎝ ⎠
P

 

22

2 3

2 d

3 d

e

tm c
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

P
. В линейном ускорителе импульс меняется только по 

величине. 

Поскольку 
2 2

d d

d dt x

ε⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

P
, то 

22

2 3

2 d

3 d

e
J

xm c

ε⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Преобразуем по-

следнее выражение с помощью соотношения 
2

d d d d

d d d d

t

x x t x

ε ε ε⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, тогда 
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получим 
2

2 2

2 d d

3 d d

e c
J

x tmc mc

ε ε⎛ ⎞= ⎜ ⎟ υ⎝ ⎠
, откуда видно, что потери на излу-

чение не зависят от энергии частицы, а зависят только от ее измене-
ния на пройденном пути. Формула для потерь на излучение справед-
лива при любых скоростях υ  вплоть до cυ = . 

Пусть c=υ . Так как 
d
d

J

t

ε
 характеризует отношение теряемой 

энергии к приобретенной, то разгон частицы возможен лишь при 

d
d

J

t

ε
< 1: 

d
d

J

t

ε
= 0

0 2 2

2 d 2

3 d 3

r
r

x xmc mc

ε δε⎛ ⎞ =⎜ ⎟ δ⎝ ⎠
, где 

2

0 2

e
r

mc
= – классический 

радиус электрона. Таким образом, если на участке 0x rδ =  изменение 

энергии 2mcδε ≈ , то 
d
d

J

t

ε
∼1 и частица ускоряться не будет. 

Задача 3.68. Найти потери на излучение частицы, движущейся в 
синхротроне. 

Решение.  

 
22

2 3 2

2 d

d3

e e
J

rm c mc

⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

P
. 

Частица движется по окружности. 

2

21

m
m

c

= = γ
υ−

υ
P υ ; 

1/ 22

2
1

c

−
⎛ ⎞υγ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 
d

d
m

t
= γP

; 
d d

d d
m

t t

γ+υ υ ; 

3

2

d 1 d

d dt tc

γ γ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟β ⎝ ⎠

υυ ; 
d

0
dt

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

υυ ; при движении по окружности 

2
2d

d

m
m R

t R

υ= γ = γ ωP
 или 

d

d
P

t
= ωP

, так как Rυ = ω . Тогда 

22
2 2 4 2

2 3 2

2

3

e
J m R

m c mc

ε⎛ ⎞= γ ω =⎜ ⎟
⎝ ⎠

22
2 2

2 3 2

2

3

e
P

m c mc

ε⎛ ⎞ ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 
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2 2 2 2 2 2P mω = ω γ υ ; 2mcε = γ ; 
c

υβ = ; 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 3
4 4

P
Rcc c

ε ω ε ωεω =ω υ = β = β . 

Отсюда 
42

3
2

2

3

e e
J

R mc

⎛ ⎞= ωβ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Пусть 
c

υβ = ∼ 1, тогда 
42

3
2

2

3

e e
J

R mc

ω ⎛ ⎞= β ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Энергия излучения за 

один оборот, когда R можно считать постоянным, равна 
42

3
2

4

3

e e
J T

R mc

π ⎛ ⎞⋅ = ωβ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где 2
T

π=
ω

. 

Задача 3.69. Как преобразуется частота и волновой вектор моно-
хроматической волны при переходе от неподвижной системы отсчета 
к движущейся? Сравнить эффект Допплера в оптике и акустике. 
Компоненты трехмерного волнового вектора ( ), ,x y zk k kk  в движу-

щейся системе найти самостоятельно. 
Решение. Из преобразований для временной компоненты  

4-волнового вектора 
4 1

4 2

21

i
k k

ck

c

− υ
′ =

υ−

 следует 
2

21

xk

c

ω − υ′ω =
υ−

. Если ис-

точник света (звезда) расположен в системе К, то 

0

2

1 cos

1

c

c

υ⎛ ⎞ω − θ⎜ ⎟
⎝ ⎠ω =

υ−
, где θ – угол между направлением движения ис-

точника и лучом зрения, 0ω – частота (спектральной линии) в сис-
теме, где источник покоится; ω – частота, измеряемая неподвиж-

ным наблюдателем. Тогда 

2

21

1 cos

c

c

υ−
ω =

υ− θ
. 

При 0υ = 0ω = ω , при 1
c

υ <<  0 1 cos
c

υ⎛ ⎞ω ≈ ω + θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Это нереляти-

вистский эффект Допплера.  
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Рассмотрим продольный эффект Допплера. Пусть источник дви-
жется по лучу. Получим: при 0θ =   

2

2

0 0

1 1

1 1

c c

c c

υ υ− +
ω = ω = ω

υ υ− −
; при θ = π  

2

2

0 0

1 1

1 1

c c

c c

υ υ− −
ω = ω = ω

υ υ+ +
. 

Рассмотрим релятивистский поперечный эффект Допплера. По-

ложим / 2θ = π . Тогда 
2

0 2
1

c

υω = ω − . 

Задача 3.70. Световая волна с частотой 0ω падает нормально к 
поверхности плоского зеркала, движущегося равномерно со скоро-
стью υ  в направлении распространения падающего света. Опреде-
лить частоту отраженной световой волны. 

Решение. В системе отсчета, в которой зеркало неподвижно, час-

тота падающего света 1 02

2

1

1

c

c

υ−
ω = ω

υ−

. В той же системе отсчета час-

тота отраженного света равна частоте падающего, но в исходной сис-

теме отсчета частота отраженной волны 1 02

2

1 1

11

c c

cc

υ υ− −
ω = ω = ωυυ +−

. 
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4. КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 

4.1. Волны де Бройля. Волновые пакеты 

Гипотеза де Бройля исходит из сходства микрочастиц со светом: 
подобно свету микрочастицы обладают и корпускулярными и волно-
выми свойствами. Параметры волнового процесса, связанного с дви-
жением микрочастицы, определяются по динамическим переменным 
частицы: энергии ε  и импульсу р. Связь между волновыми и кор-
пускулярными характеристиками описывается уравнениями 

 ε = ω= ; =p k= ; 

где π= 2/h=  (h – постоянная Планка); ω  – круговая частота волны; 
λπ= /2k  – волновой вектор. 

Для описания движения свободной микрочастицы, обладающей энер-

гией 
2

2
0 2

p
m c

m
ε = +  и импульсом р можно воспользоваться выражением 

для плоской монохроматической волны (волны де Бройля) 
( , ) ikx i tx t A e − ωψ = . Однако, поскольку плоская волна распределена по 

всему пространству, она не может быть использована для описания дви-
жения частицы с импульсом =p k= , локализованной в узкой области. 

Чтобы получить волну, которая ограничена определенной областью 
пространства, нужно составить группу волн (волновой пакет), образуе-
мую различными волновыми векторами. Фазы и амплитуды этих волн 
выбрать таким образом, чтобы при их интерференции волны усиливали 
друг друга в малой области пространства, вне которой результирующая 
амплитуда их быстро спадала до нуля из-за интерференции: 

 ( )1
( , ) ( ) d ,

2
ikx i k tx t f k e k

∞
− ω

−∞

ψ =
π ∫  

где Фурье-образ 

 
1

( ) ( , 0) d .
2

ikxf k x e x
∞

−∞

= ψ
π ∫  

Выбор функции f(k) определяет вид волновой функции ψ. Отметим, 
что Фурье-образ гауссовой функции также гауссова функция. 

Первоначальные предположения о том, что волна де Бройля есть 
материальный процесс, описывающий природу частиц, оказались 
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несостоятельными. Фазовая скорость волны больше скорости света, а 
волновой пакет, описывающий локализованную частицу, со време-
нем расплывается в пространстве из-за дисперсии. 

Максом Борном была дана общепринятая в настоящее время, а 
именно статистическая интерпретация волн де Бройля: физический 
смысл имеет не сама волновая функция ( , )x tψ , а квадрат ее моду-

ля 2 ∗ψ = ψ ⋅ψ , характеризующий плотность вероятности нахож-

дения частицы в точке в момент t. Таким образом, волны де Бройля – 
это волны вероятности, а не материальные волны. 

Задача 4.1. Построить волновую функцию ψ (x) (Фурье-
преобразование), если заданы волновые пакеты в k-пространстве с 
различными )(kf  (Фурье-образ). 

а) 
2

0
2

( )
( ) exp

2 ( )

k k
f k

k

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

 – гауссов волновой пакет. 

Решение. Волновая функция 

 

2
0

2

( )

2 ( )1 1ψ ( ) ( ) d d
2 2

k k
i k x

ikx kx f k e k e k

−∞ ∞ − +
Δ

−∞ −∞

= = =
π π∫ ∫  

 

2 2 22 2 0
020

( ) ( )( ) ( )
22 ( )2 d

k k x kx k i k k xi k x ke e k

− ΔΔ ∞ − + − +− Δ

−∞

= =∫  

 2 2
0

1
2 exp ( ) .

2
k i k x x k

⎡ ⎤= π Δ − Δ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Результирующий пакет гауссовой формы имеет максимум при 
0х =  и становится малым при больших x (рис. 4.1). 

 

Рис. 4.1 
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б) ( ) constf k A= = в интервале от 0k k− Δ  до 0k k+ Δ , 0k kΔ <<  
(рис. 4.2). 

 
Рис. 4.2 

Решение. Волновая функция 

 
0

0 0

0

( ) ( )1ψ ( ) ( ) d d
2 2

k k
ik x x ik x x

k k

A
x f k e k e k

+Δ∞
− −

−∞ −Δ

= = =
π π∫ ∫  

 0 0 0 0( ) ( )0

0

sin ( )2
( )

2
ik x x ik x xk x xA

e B x e
x x

− −Δ −
= ≡

−π
, 

где B(x) – амплитуда пакета достигает максимума в точке x = x0 
(рис. 4.3). 

 
Рис. 4.3 

Так как эта функция быстро спадает до нуля при 
1

x
k

Δ >
Δ

 , то 

отсюда следует, что произведение ширины пакета в k-пространстве 
на ширину в x-пространстве порядка единицы, т.е. ΔkΔx > 1. 

Задача 4.2. Исследовать движение волнового пакета 
0( ) ( ) ,f k f k A= = 0k kΔ <<  в пространстве. Дисперсию не учитывать. 
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Решение. Волновая функция 

 
0

0

1ψ ( , ) ( ) d d .
2 2

k k

k k
ikx i t ikx i t

k k

A
x t f k e k e k

+ Δ∞
− ω − ω

−∞ − Δ

= =
π π∫ ∫  

Разлагая частоту kω  в ряд по степеням k – k0, получаем 

 
0

0

0

d
( ) . . .

dk k
k

k k
k

ω⎛ ⎞ω = ω + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

и, вводя новую переменную 0k kξ = − , находим 

 0 00

d

d
( , ) d .

2
kk

i x tk
kik x i t

k

A
x t e e

⎡ ⎤ω⎛ ⎞⎢ ⎥ξ −Δ ⎜ ⎟− ω ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

−Δ

ψ = ξ
π ∫  

После интегрирования получим 

0 00 0

0

0

d
sin

d2
( , ) ( , ) .

d2
d

k kik x i t ik x i t

k

x t k
k kA

x t e B x t e
x t

k

− ω − ω

⎧ ⎫⎡ ⎤ω⎪ ⎪⎛ ⎞⎢ ⎥− Δ⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭ψ = ≡
ω⎛ ⎞π − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Функцию B (x, t) можно рассматривать как амплитуду почти мо-
нохроматической волны, а 

00 kk x t− ω  – как ее фазу. Вид функции 

( , )x tψ  показан на рис. 4.3. Своего наибольшего значения амплитуда 

B (x, t) достигает в точке 
0

max

d

d k

x t
k

ω⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Отсюда следует, что центр 

группы волн движется с групповой скоростью, равной 
0

d

d kk

ω⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Задача 4.3. Найти групповую скорость грv  движения и закон расплы-

вания ( )x tΔ  волнового пакета 
( )

2

2 2
00

( , 0) exp
2 ( )

x
x

xx

⎡ ⎤πψ = −⎢ ⎥ΔΔ ⎣ ⎦
, 

имеющего в момент t = 0 гауссову форму. 
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Решение. Волновой пакет в момент t может быть записан в виде 

 ( )1
( , ) ( ) d

2
ikx i k tx t f k e k

∞
− ω

−∞

ψ =
π ∫ , 

где ( )f k  – Фурье-образ волнового пакета не зависит от времени и 
может быть найден по волновому пакету при t = 0 (см. задачу 
4.1,а), т.е. 

( )
( )

2

02
0

( )
2

2
0

1 1
( ) ( , 0) d d .

2 2

x
i k k x

xikxf k x e x e x
x

∞ ∞ − − −
Δ−

−∞ −∞

π= ψ =
π π Δ∫ ∫  

Показатель экспоненты правой подынтегральной функции приве-
дем к полному квадрату, тогда интеграл сведется к интегралу Пуас-

сона. Для этого примем 
2

0

1

2 ( )x
= α

Δ
; 0( )i k k− = β . 

Тогда 

 
22 2 2

2 2
2

.
4 2 44

x x x x x
⎛ ⎞β β β β β⎛ ⎞−α −β = − α + + + = − α + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟α α α αα ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Интегрируя это выражение и переходя к старым обозначениям, 
получаем 

 2 2
0 0

1
( ) exp ( ) ( ) .

2
f k k k x

⎡ ⎤= π − − Δ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Подставляя ( ) lim
x

f k
→∞

 в формулу для ( , ),x tψ  получаем 

 2 2
0 0

1 1ψ ( , ) exp ( ) ( )
22

x t k k x
∞

−∞

⎡= π − − Δ +⎢π ⎣∫  

 
2

0 0( ) d ,
2

i k t
i k k x i k x k

m

⎤
+ − + − ⎥

⎦

=
 

здесь мы учли соотношение 

 
2 2

2 2

p k

m m
ω= = =

=
. 
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Повторим процедуру приведения показателя экспоненты к пол-
ному квадрату: 

2
2 2 0 0

0 0 0 0

1
( ) ( ) ( )

2 2

k t i ki t
x k k i x k k i k x t

m m m
⎛ ⎞⎡ ⎤− Δ + − + − − + − ≡⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠

= ==
 

 
2 2

2

2 4

b b
a b c a c

a a

⎛ ⎞
≡ − ξ + ξ + = − ξ − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

где 0 ;k kξ = − ( )2
0

1
;

2

i t
a x

m
⎡ ⎤= Δ +⎢ ⎥⎣ ⎦

=
( );b i x v t= −  

 
00 ;kс i k x i t= − ω 0 ;

k
v

m
=
= 0

0
.

2k

k

m
ω = =  

В результате интегрирования получаем 

 
0

2

0
2 2

0 0

( )ψ ( , ) exp
( ) 2 ( )

k

x v t
x t i k x i t

i t i tx x
m m

⎧ ⎫
⎪ ⎪π −⎪ ⎪= − + − ω ≡⎨ ⎬

⎡ ⎤⎪ ⎪Δ + Δ +⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

= =
 

 ( )00( , ) exp .kB x t i k x i t≡ − ω  

Модуляция амплитуды пакета определяется множителем 

 

2

2
0

2 2

2 2 2
4

0 2

( )
exp

2 ( )

( ) ( )
exp exp ,

22 ( )
( )

x v t

i t
x

m

x v t i t x v t

mx t
x

m

⎧ ⎫
⎪ ⎪−⎪ ⎪− =⎨ ⎬

⎡ ⎤⎪ ⎪Δ +⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
⎧ ⎫
⎪ ⎪

⎡ ⎤− −⎪ ⎪= − ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎡ ⎤Δ⎣ ⎦ ⎪ ⎪Δ +⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

=

=
=

 

где ( )
2 2 2 2

2 2 2
0 02 2 2 4

0 0

( ) ( ) 1 .
( ) ( )

t t
x x x

m x m x

⎡ ⎤
Δ = Δ + = Δ +⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦

= =
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Таким образом, в x-пространстве получается пакет, максимум ко-
торого перемещается со скоростью ( )

0
гр d / d

k
v k= ω , а эффективная 

ширина изменяется со временем по закону 

 
2 2

0 2 4
0

( ) ( ) 1 .
( )

t
x t x

m x
Δ = Δ +

Δ
=

 

Из полученной формулы следует, что для частицы c m = 1 г рас-
плывание ( )x tΔ ≈10–1 см достигается через 1025 с , т.е. волновой па-
кет практически не расплывается. Для электрона m ≈ 10–27 г и 

0xΔ ≈ 10–8 см  через 1 с достигается расплывание xΔ ≈ 108 см. 

Вопросы и задания 
1. Показать, что фазовая скорость может превышать скорость света. 
2. Найти связь групповой скорости волнового пакета с парамет-

рами движения микрочастицы. 
3. Построить волновые функции ( )xψ , если заданы их Фурье-

образы в k-пространстве: 

а) ( )0( )
k k

f k A e
− α −= , 

1
~kΔ
α

; 

б) 0( ) cos ( ),f k A k k= α −  
1

~kΔ
α

; 

в) 0( )
( ) 1 ,

k k
f k A

−⎡ ⎤= −⎢ ⎥α⎣ ⎦

1
~kΔ
α

; 

г) 
2

0
2

( )
( ) 1 .

k k
f k A

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥α⎣ ⎦

  

4.2. Волновое уравнение. Стационарные 
состояния. Одномерное движение. Спектр 

энергии и волновые функции 

Волновое уравнение Шредингера  

 
2

( , )
2 μ

i V t
t

∂Ψ = − Δ Ψ + Ψ
∂

r
==  (4.1) 
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описывает движение частицы массой μ в силовом поле ( , )V tr . Если 
потенциальная энергия V не зависит от времени, то частное решение 
этого уравнения имеет вид 

 ( , ) ( )
i

E t
t e

−
Ψ = Ψr r= , (4.2) 

где для функции ( )Ψ r , зависящей только от координат частицы, по-
сле подстановки (4.2) в (4.1) получаем уравнение 

 
2

( , ) ( ) ( ),
2

V t E
m

⎡ ⎤
− Δ + Ψ = Ψ⎢ ⎥
⎣ ⎦

r r r
=

 (4.3) 

называемое уравнением Шредингера для стационарных состояний. 
Волновая функция ( )Ψ r  является собственной функцией опера-

тора энергии 
2

ˆ ˆ
2 μ

H V= − Δ +=
, а E  соответствующим ей собственным 

значением энергии. Плотность вероятности координат частицы, на-
ходящейся в состоянии (4.2), не зависит от времени 

 
2 2

( , ) ( , 0) ,tΨ = Ψr r  

и собственные функции (4.2) характеризуют стационарные состояния 
частицы. В этих состояниях энергия E имеет определенное значение. 

Физически приемлемые решения ( )Ψ r  уравнения (4.3) сущест-
вуют лишь при определенных значениях E, что определяется усло-
виями, накладываемыми на волновую функцию ( ) :Ψ r  волновая 
функция должна быть однозначной, конечной и непрерывной вместе 
со своим градиентом. 

Собственные функции оператора энергии можно разделить на два 
типа: 1) волновые функции, локализованные в конечной области и 
принадлежащие дискретным собственным значениям E; 2) волновые 
функции, остающиеся конечными на больших расстояниях (бегущие 
гармонические волны) с непрерывным спектром E. 

Пример 4.1. Волновые функции, локализованные в конечной области 
Атом водорода в нормальном (1S) состоянии. Потенциальная 

энергия электрона в поле протона 
2

( )
e

V
r

= −r . Оператор Гамильтона 

2 2
ˆ .

2 μ
е

H
r

= − Δ −=
 Волновая функция ( )Ψ = Ψ r  зависит только от 

модуля радиуса-вектора (центрально-симметричное поле).  
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В сферических координатах уравнение Шредингера (4.3) имеет вид 

 ( )
2 2

1

1
,

2 μ
e

r E
r r

″− Ψ − Ψ = Ψ=
 (4.4) 

где E1 – энергия основного 1S состояния. 
Обозначая r fΨ = , перепишем уравнение (4.4) в виде 

 
2

12 2

2 μ 2 μ
0 .

e
f f E f

r
′′ + + =

= =
 (4.5) 

Ищем частное решение уравнения (4.5) в виде ,rf A r e− α=  где 

2
12

2 μα .E= −
=

 

Тогда rA e− αΨ =  регулярно при 0r →  и r →∞ . Действительно, 
при r →∞  уравнение (4.5) переходит в 

 2α 0 .f f′′ − =  (4.6) 

Решение (4.6) есть α .r rf A e B e− α= +  
Чтобы решение оставалось конечным при r →∞ , полагаем B = 0 . 

Следовательно, выбранный вид решения уравнения (4.5) удовлетво-
ряет граничным условиям, и, подставляя его в (4.5), имеем 

 
2

2
1

2 2

2 μ 2 μ
2 α α 0 ,

e
r E r− + + + == =  

а так как 2
12

2 μα E= −
=

, получаем 

 
2

2

μα ;
e=
=

4

1 2

μ
.

2

e
E R= − ≡ − =

=
 

Из условия нормировки 2 2

0

2 α 4 π 1rA e r dr
∞ − =∫  следует, что 

3α
π

A = . Таким образом, вероятность найти электрон в интервале 

от r до r r+ Δ  равна  

 2 2 α 2d 4 π d .rW A e r r−=  
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Исследуем зависимость dW от r: при r = 0 dW = 0 ; при 
r →∞ d 0W → ; при всех r от 0 до ∞d 0W > . 
Следовательно, d ( )W r имеет максимум при r = r0 , который опре-

деляем из условия 
0

d d
0 .

d d r

W

r r
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Дифференцируя dW, получаем 
2

0 2

1

α μ
r

e
= = =

, видно, что r0 равен 

радиусу первой боровской орбиты. Но в отличие от боровской тео-
рии, r0 соответствует не определенной орбите, а есть реальное рас-
стояние, на котором вероятность нахождения электрона является 
наибольшей, причем вероятность конечна при всех .r < ∞  

Вывод. В рассматриваемой задаче уравнение Шредингера для 

нормального состояния атома водорода имеет при 
4

1 2

μ
2

e
E E= = −

=
 

непрерывное и конечное решение в области 0 r< < ∞ (условие не-
обходимое и достаточное). 

Пример 4.2. Делокализованная волновая функция 
Свободное одномерное движение частицы происходит в интерва-

ле x−∞ < < ∞ . Потенциальная энергия V = 0, и уравнение Шрединге-
ра (4.3) принимает вид 

 
2 2

2

d

2 μ d
E

x

Ψ− = Ψ=
. (4.7) 

Введя обозначение 

 
2 2

2
2 2

2 μ
,

E p
k = =

= =
  

перепишем уравнение (4.7) в виде 

 2 0 .k′′Ψ + Ψ =  (4.8) 
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Уравнение (4.8) имеет конечные во всем пространстве решения 

при любом положительном значении энергии 
2 2

2 μ
k

E = = , включая 

нуль (непрерывный энергетический спектр). 

Решение (4.8) есть ( ) ikx ikxx A e B e−Ψ = + . 
Учтя зависимость волновых функций стационарных состояний от 

времени, представим решение уравнения (4.1) в виде (4.2): 

 ω( , ) ( ) i tx t x e−Ψ = Ψ , 

где ω .
E=
=

 Так как 
p

k =
=

, то 

 ( , )
E t p x

i i
x t A e

− +
Ψ = = =  

для одной плоской бегущей волны. 
Каждая функция только что полученного вида описывает состоя-

ние, в котором частица обладает определенной энергией E и импуль-
сом p. Это есть плоская волна, распространяющаяся в положитель-

ном направлении с частотой ω E=
=

 и длиной волны 
p

= =�  (длина 

волны де Бройля). 
Частица не локализована и не удерживается в рассматриваемой 

области. Координата частицы остается полностью не определенной. 
В настоящем случае модуль волновой функции на больших расстоя-

ниях остается конечным и нормировочный интеграл 
2

dvΨ∫  рас-

ходится. Способ нормировки таких функций иной, чем для функций 
дискретного спектра. 

Задача 4.4. Найти уровни энергии и волновые функции стацио-
нарных состояний частицы, находящейся в прямоугольной яме с бес-
конечными стенками (рис. 4.4). 

 

при 0 ;

( ) 0 при 0 ;

при .

x

V x x a

x a

∞ ≤⎧
⎪= < <⎨
⎪∞ ≥⎩
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Рис. 4.4 

Решение. Вначале исследуем поведение ( )xΨ  и ( )x′Ψ  в области, 
где V (x) претерпевает бесконечный скачок. Предположим, что в об-
ласти I 

 V = V0, 00 ,E V≤ ≤   

а затем перейдем к пределу 0V →∞ . 
Составим уравнение Шредингера для областей I и II. 
В области I 

 
2 2

2

d
( ) ;

2 μ d
V x E

x

Ψ− + Ψ = Ψ=
 

обозначая 

 æ [ ]2
2

2 μ
V E= −

=
, 

перепишем его в виде 
 ′′Ψ − æ2Ψ = 0. 

В области II 

 
2 2

2

d

2 μ d
E

x

Ψ− = Ψ=
 

или  

 2 0 ,k′′Ψ + Ψ =  

где 2
2

2 μ
k E=

=
. 
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Общее решение этих уравнений соответственно имеет вид: 
в области I 

 Ψ(x) = Ce – æ x + De æ x, 0x ≤ ; 

в области II 

 ( ) sin cos , 0 .x A k x B k x x aΨ = + < <  

Из условия ограниченности ( )xΨ  при x →± ∞  полагаем C = 0. 

Из условия непрерывности ( )xΨ  и ( )x′Ψ  при x = 0 следует, что 

 
;

æ .

D B

kA D

=⎧
⎨ =⎩

  

Так как при V →∞ æ ,→∞  решение при x < 0 и при x > a 
должно быть конечным. Из (I) следует, что 0 .D →  Следовательно, 
B = 0, а коэффициент A неопределен. Таким образом, на поверхно-
сти, где потенциал обращается в бесконечность, волновая функция 
равна нулю, а ее производная, вообще говоря, испытывает скачок 
при 0 .V →∞  

Итак, граничными условиями задачи являются (0) ( ) 0 .aΨ = Ψ =  
Таким образом, в областях I и III ( ) 0 .xΨ =  

Решением уравнения Шредингера в области II, удовлетворяющим 
граничным условиям, является функция ( ) sinx A kxΨ = . Из условия 

( ) 0aΨ =  находим спектр энергии частицы: 

 sin 0 ;ka =  
 π ;ka n=  

 
2 2 2

2

π
,

2 μn

n
E

a
= =

  

где n = 1, 2, 3, ... . 
Значение n = 0 опускаем, так как при этом волновая функция 

π
( ) sin

n x
x A

a
Ψ =  тождественно обращается в нуль, что в квантовой 

механике соответствует полному отсутствию любого состояния. (От-
рицательные значения n можно опустить, так как волновые функции 
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при отрицательных n равны волновым функциям при положитель-
ных n, взятым с обратным знаком.) 

Таким образом, энергетический спектр является дискретным. Ко-
эффициент A находим из условия нормировки волновой функции: 

 
2

0

d 1;
a

n xΨ =∫
2

.A
a

=  

Итак, волновые функции стационарных состояний имеют вид 

 
2 π

( ) sin .n

n x
x

a a
Ψ =  

Задания 

1. Выписать собственные функции ( )n xΨ  при n = 1, 2, 4. Срав-
нить их с известными решениями для колебания струны с закреплен-
ными концами, которые образуют стоячие волны. 

2. Показать, что волновые функции ( )n xΨ , принадлежащие раз-
личным n, ортогональны, т.е.  

 *

0

d δ
a

n n nnx′ ′Ψ Ψ =∫ . 

3. Исследовать зависимость расстояния между уровнями энергии 
от ширины ямы. 

4. Найти среднее значение координаты частицы в яме в n-м ста-
ционарном состоянии. 

5. Исходя из соотношения неопределенностей объяснить сущест-
вование ненулевой энергии основного состояния (n = 1) частицы в 
яме. 

Задача 4.5. Найти уровни энергии и волновые функции стацио-
нарных состояний частицы, находящейся в трехмерной прямоуголь-
ной яме с бесконечными стенками. Область пространства, в котором 
движется частица, определяется неравенствами 

 20 ;y a< < 30 .z a< <  
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Граничные условия задачи: 

 
1 2 3

(0, , ) ( ,0, ) ( , ,0)

( , , ) ( , , ) ( , , ) 0.

y z x z x y

a y z x a z x y a

Ψ = Ψ = Ψ =
= Ψ = Ψ = Ψ =

 

Применить метод разделения переменных. 
Ответ. 

 
1 2 3

22 22 2
31 2

, , 2 2 2
1 2 3

π
2 μn n n

nn n
E

a a a

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
; 

 
1 2 3

1 2 3
, ,

1 2 3 1 2 3

π π π8
( , , ) sin sin sinn n n

n x n y n z
x y z

a a a a a a
Ψ = . 

Задача 4.6. Найти уровни энергии и волновые функции стацио-
нарных состояний в несимметричной прямоугольной потенциальной 
яме (рис. 4.5). 

 

Рис. 4.5 

Решение. Составим уравнение Шредингера для областей I, II, III: 

I. 
2 2

12

d
( ) ( ), 0;

2 μ d
V x E x x

x

Ψ− + Ψ = Ψ ≤=
  

II. 
2 2

2

d ( )
( ), 0 ;

2 μ d

x
E x x a

x

Ψ− = Ψ < <=
, 

III. 
2 2

22

d ( )
( ) ( ) , .

2 μ d

x
V x E x a x

x

Ψ− + Ψ = Ψ ≤ ≤ ∞=
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Перепишем их, введя æ 1
1 2

2 μ ( )
;

V E−=
=

 
2

2 μ
;

E
k =

=
 

æ 2
2 2

2 μ ( )
:

V E−=
=

 

I. Ψ″ – æ 2
1 Ψ = 0; 

II. 2 0 ;k′′Ψ + Ψ =  

III. Ψ″ – æ 2
2 Ψ = 0. 

Решениями этих уравнений будут функции: 
I.  ΨI (x) = A e – æ 1 x + B e æ 1 x ; 

II. II ( ) sin ( δ) ;x C k xΨ = +   

III. ΨIII (x) = D e – æ 2 x + F e æ 2 x . 
Из граничных условий на бесконечности ( ) 0Ψ ± ∞ =  следует, что 

A = 0, F = 0. Из условий непрерывности Ψ  и ′Ψ  при x = 0 и x = a 
следует: 

I II(0) (0) ;Ψ = Ψ II III( ) ( ) ;a aΨ = Ψ  

I II(0) (0) ;′ ′Ψ = Ψ II III( ) ( ) ,a a′ ′Ψ = Ψ  
следовательно 

 sinδ ;B C= sin ( δ)C k a + = D e – æ 2 x; 

 B æ1= cos ;Ck δ cos ( δ)C k k a D+ = −  æ2 e
 – æ 2 x , 

откуда æ1 ctg δk= ; ctg ( δ)k k a + = − æ2 ; 

1

sin δ ;
2 μ
k

V
= =

2

sin ( δ) ;
2 μ
k

k a
V

+ = − =
 

1

δ arcsin ;
2 μ
k

V
= =

2

δ arcsin .
2 μ
k

k a
V

+ = − =
 

Исключая δ , получаем трансцендентное уравнение 

 
1 2

π arcsin arcsin
2 μ 2 μ
k k

k a n
V V

= − −= =  (4.9) 

(где n = 1, 2, 3, ... ; значения арксинуса берутся между 0 и π
2

), корни 

которого определяют уровни энергии
2 2

2 μi

k
E = = . При каждом n име-



176 

ется один корень. Так как согласно условию V1 > V2 , то значения k 

должны лежать в интервале между 0 и 22 μV

=
 (аргумент арксинуса 

не может превышать 1). Корни уравнения (4.9) можно найти графи-
ческим способом (рис. 4.6). Они определяются точками пересечения 
прямой y = k a c кривыми 

 
1 2

π arcsin arcsin
2 μ 2 μ
k k

y n
V V

= − −= =
. 

 

Рис. 4.6 

При n = 1 неравенство  

2 2

1

2 μ π
arcsin

2

V V
a

V
≥ −

=
 

есть условие существования в яме по крайней мере одного уровня 
энергии. 

При уменьшении глубины ямы V2 и ширины a число пересечений 
(корней) уменьшается. При данных V2 ≠  V1 всегда будет существо-
вать настолько малая ширина ямы a, что не будет ни одного дис-
кретного уровня. При V1 = V2 = V (симметричная яма) выражение 
(4.9) сводится к 

 
π 2 arcsin .

2 μ
k

ka n
V

= − =
 (4.10) 



177 

Поскольку 12 μ π π
0

2 2

V
a ≥ − =

=
 при любых V и a, то всегда име-

ется по крайней мере один уровень энергии. 
Найдем значение единственного дискретного уровня при 

2

2 μ
1.

V
a ≤

=
 Так как 2arcsin π arcsin (2 1 ) ,x x x= − −  то 

 

2 2

π 2 arcsin arcsin 2 1
22 μ 2

k k k
ka

VV V

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = −
⎜ ⎟μμ⎝ ⎠

= = =
. 

Разлагая в ряд правую часть полученного соотношения, находим 
2 22

1 ,
22

k k
ka

VV
− =

μμ
= =

 

откуда 
2

2
2

μ
.

2

a
E V V

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠=
 

Число уровней при любых значениях V и a равно N, где N нахо-
дится из соотношения 

 

2 μ
1.

π
V

N a N> > −
=

 (4.11) 

Это непосредственно следует из условия пересечения прямой и 

монотонно убывающей функции π 2 arcsin .
2 μ
k

y N
V

= − =
 

При 
2 μV

k =
=

 его можно представить в виде ka y a− >  или в 

явном виде 
2

( 1) ,
a V

N N
μ

> π − π = π −
=

 откуда следует уравне-

ние (4.11). 

Задания 

1. Найти решение задачи при ∞→1V . 

2. Проанализировать поведение решения при ∞== 21 VV . 
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Задача 4.7. Найти уровни энергии и волновые функции стацио-
нарных состояний частицы, находящейся в прямоугольной потенци-
альной яме, вид которой представлен на рис. 4.7. 

 0

при 0 ;

( ) 0 при  0 ;

при  .

x

V x x a

V x a

∞ ≤⎧
⎪= < <⎨
⎪ ≥⎩  

 

Рис. 4.7 

Решение. В области I ( )xΨ  = 0. Составим уравнение Шредингера 
для областей II и III. 

В области II 

 
2 2

2

d

2 d
E

x

Ψ− = Ψ
μ
=

 

или при 2
2

2 μ E
k =

=  

 
2 0k′′Ψ + Ψ = . (4.12) 

В области III 

 ′′Ψ − æ2 Ψ = 0, (4.13) 

где 

 æ2 02

2
( ) ,V E

μ= −
=

E < V0 . 
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Граничные условия задачи: 

а) II (0) 0 ;Ψ = в) II III( ) ( )a a′ ′Ψ = Ψ ; 

б) II III( ) ( ) ;a aΨ = Ψ г) III ( ) 0Ψ +∞ = . 
Решения уравнений (4.12) и (4.13) ищем в виде 

II ( ) sin ( δ) ;x A k xΨ = + ΨIII (x) = B e æ x + C e – æ x . 
Из граничного условия «г» следует, что В = 0 ; из условия «а» 

sin 0 ,A δ =  поэтому lδ = π , где l = 0, 1, ... . Из условий «в» и «б» 
следует, что 

 sin ( )A k a = С e – æ a; cos ( )A k ka = – C æ e – æ a . 

Поделив второе соотношение на первое, получим трансцендент-
ное уравнение для определения спектра энергии 

 

æ
ctg

k
ak −=

 
или 

 .
μ2æ

sin
2

0

2

22
ak

aVka

ak
ak

=±=
+

±=  (4.14) 

Уравнение (4.14) неявным образом определяет уровни энергии, 
причем должны быть взяты те корни уравнения, для которых 
ctg 0 .k a <  

Корни уравнения (4.14) можно найти графическим методом. Так, 
корни уравнения вида 

 sin α ,x x± =  где ;x k a=
2

2
0

α ,
2 μV a

= =
 

определяются точками пересечения прямой y = k x с кривыми 
(рис. 4.8). Сплошные участки кривых соответствуют ctg 0 .ka <  

 
Рис. 4.8 
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При очень больших α  (т.е. при малых V и a) точки пересечения 
отсутствуют. Первая точка пересечения появляется при  

πα 1,
2
= 2α ,

π
= π

.
2

x =  

Подставляя α  и x в уравнение (4.14), получаем минимальную 
глубину ямы V0, при которой появляется первый уровень энергии: 

2 2

0min 2
,

8
V

a

π=
μ
=

 

т.е. уровни энергии в яме появляются при 
2 2

2
0 .

8 μ
V a

π> =
 

Задание 
Исследовать поведение решения при ∞→0V  и сравнить с ре-

зультатами задачи 4.4. 

Задача 4.8. Найти волновые функции стационарных состояний и 
уровни энергии плоского ротатора с моментом инерции I . 

Решение. Плоский ротатор – вращающаяся в плоскости система 
из двух связанных друг с другом частиц. Задача о движении такой 
системы сводится к исследованию движения одной частицы с приве-

денной массой 1 2

1 2

M
μ μ=
μ + μ

 вокруг неподвижного центра. Потенци-

альная энергия V (r) = V (a) = const , где a – радиус окружности, по 
которой движется частица. Так как отсчет потенциальной энергии 
можно производить от любого значения, положим V (a) = 0. 

Волновая функция ( )Ψ = Ψ ϕ , где ϕ  – азимутальный угол. Урав-
нение Шредингера имеет вид 

 
2 2

2

d

2 d
E

I

Ψ = Ψ
ϕ

=
 (4.15) 

или 

 
2 0 ,m′′Ψ + Ψ =  

где 2
2

2
.

I E
m =

=
 (4.16) 
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Из непрерывности Ψ  и ′Ψ  в области 0 2≤ ϕ ≤ π  и требования од-
нозначности (т.е. периодичности по углу ϕ ) ( ) ( 2 )Ψ ϕ = Ψ ϕ+ π  сле-
дует, что решение уравнения (4.15) есть ( )expA i mΨ = ϕ , где 
m = 0, ± 1, ± 2, ... . 

Из условия нормировки 
2

2

0

d 1,
π

Ψ ϕ =∫
   

1

2 π
A =  . 

Соответствующий уровень энергии 
2 2

.
2m

m
E

I
= =  

Все уровни с 0m ≠  двукратно вырождены. 

Задача 4.9. Найти волновые функции стационарных состояний и 
уровни энергии частицы, которая свободно движется по замкнутому 
двойному витку радиусом R. Масса частицы m. 

Следует учесть, что в отличие от предшествующей задачи волно-
вая функция и ее производная непрерывны в области π≤ϕ≤ 40  . 

Задание 
Найти спектр энергии плоского ротатора в постоянном магнитном 

поле. 
Задача 4.10. Найти волновые функции стационарных состояний и 

уровни энергии частицы в двумерной плоской потенциальной яме вида 
0 при ;

( )
при ,

a
V

a

ρ ≤⎧
ρ = ⎨ ∞ ρ >⎩

 

где ρ  – полярный радиус. 
Решение. Спектр энергии и волновые функции частицы в одно-

мерной яме и в центрально-симметричной потенциальной яме каче-
ственно различаются. Симметрия системы относительно поворотов 
вокруг центра ямы приводит к сохранению момента количества дви-
жения в стационарном состоянии частицы. Поэтому волновые функ-
ции стационарных состояний в плоской яме зависят от двух кванто-
вых чисел n и m. Составим уравнение Шредингера для волновой 
функции внутри круга радиусом :aρ =  

2

2 μ
E− Δ Ψ = Ψ=

 

или 
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2 0 ,kΔ Ψ + Ψ =   

где 2
2

2 E
k

μ=
=

. 

Граничные условия: ( ), 0Ψ ρ ϕ =  при aρ = , где ϕ  – азимуталь-

ный угол. 
В полярной системе координат уравнение Шредингера принимает 

вид 

 ( ) ( ) ( )
2

2 2
2

,
, , 0 .k

∂ Ψ ρ ϕ⎡ ⎤∂ ∂ρ ρ Ψ ρ ϕ + + ρ Ψ ρ ϕ =⎢ ⎥∂ρ ∂ρ ∂ϕ⎣ ⎦
 

Подстановка ( ), ( ) ( )RΨ ρ ϕ = ρ Φ ϕ  приводит к разделению пере-
менных, откуда 

 

′′Φ =
Φ

const = – m 2 ;` (4.17) 

 
( )2 2 2 2 0 .R R k m R′′ ′ρ + ρ + ρ − =  (4.18) 

Решением уравнения (4.17) является функция ( )m AΦ ϕ = ei m φ . 
Из условий однозначности и ограниченности ( )mΦ ϕ  следует, что 
( ) ( 2 )m mΦ ϕ =Φ ϕ+ π и, следовательно, m = 0, ± 1, ± 2, ... . 
Из условий нормировки 

 
2 2

2 * 2

0 0

1Ф ( ) Ф ( ) d = d = 1; .
2

m mА А A
π π

ϕ ϕ ϕ ϕ =
π∫ ∫  

Решением уравнения (4.18) является радиальная функция 
( ) ( )1 2( ) ,m mR C J k C N kρ = ρ + ρ  

где ( )mJ k ρ  и ( )mN k ρ  – бесселевы функции первого и второго рода 
соответственно. 

Ограниченность волновой функции при 0ρ =  требует, чтобы 
C2 = 0. Из граничного условия при aρ =  получаем трансцендентное 
уравнение для определения уровней энергии частицы ( ) 0 .mJ k a =  

Следовательно, ( ) ,m
nk a = λ  где ( )m

nλ  – n-й корень m-й бесселевой 
функции. Спектр энергии имеет вид 

2 2( )
2

.
2

m
mn nE

a
⎡ ⎤= λ⎣ ⎦μ

=
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Задание 
Вычислить нормировку радиальной функции )(ρR . 

Задача 4.11. Найти уровни энергии и волновые функции стацио-
нарных состояний линейного гармонического осциллятора. 

Решение. Квантово-механический осциллятор является кванто-
вым аналогом частицы, совершающей малые линейные колебания 
около положения равновесия. Потенциальная энергия линейного ос-
циллятора 

2 2

( ) ,
2

x
V x

μ ω=  

уравнение Шредингера 

 
2 2 2 2

2

d
.

2 2d

x
E

x

Ψ μω− + Ψ = Ψ
μ
=

 (4.19) 

Введем обозначения 

2

2 Eμ =
=

æ2 ;
2

μ λω =
=

 

и перепишем уравнение (4.19) в виде 

 ′′Ψ + (æ2 – 2 2 ) 0xλ Ψ = . (4.20) 

Исследуем асимптотику решения уравнения (4.20) при х →± ∞ . 
При больших x в уравнении (4.20) можно опустить член æ2Ψ  и 
уравнение приобретет вид 

 
2 2 0x∞ ∞′′Ψ − λ Ψ = . (4.21) 

Решения уравнения (4.21) ищем в виде 
2 2exp [ ] .xΨ = − ε λ  

Подставляя Ψ  в (4.21), получаем 
2 2 4 2 24 0,x xε λ − λ =  

откуда 

11
;

2
−ε = ± λ 1C∞Ψ = e

2

2

1
xλ−

+ C2 e
21

2
xλ

. 

Из условия ограниченности Ψ  при x →±∞  следует, что С2 = 0. 
Коэффициент С1 можно положить равным единице, так как волновая 
функция еще не нормирована. Таким образом, асимптотическое ре-
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шение уравнения (4.20) при x →∞  есть ∞Ψ = e
21

2
x− λ

. Общее реше-
ние уравнения (4.20) ищется в виде 

 
( ) ,F x∞Ψ = Ψ  (4.22) 

где F (x) – новая неизвестная функция, которая при x →∞  ведет се-
бя как x n. 

Подставляя (4.22) в (4.20), получаем следующее уравнение для F: 

 2F x F F′′ ′− λ − λ + æ2 F = 0. (4.23) 

Точка x = 0 не является особой точкой этого уравнения, и его ре-
шение ищем в виде степенного ряда 

0

.n
n

n

F a x
∞

=
=∑  

Из физических соображений члены с отрицательными n отбрасы-
ваем, так как при n = – 1 

1~
a

F
x
− →∞ при 0x →  и т.д. 

Итак, 

 0

n
n

n

F a x
∞

=
=∑ 1

0

n
n

n

F n a x
∞

−

=

′ =∑ ;
 

 
( ) ( ) 2

0

1 2 n
n

n

F n n a x
∞

+
=

′′ = + +∑ .
 

Подставляя в уравнение (4.23) и группируя члены с одинаковыми 
степенями, получаем 

 2( 2) ( 1) 2 (m
m mx m m a m a+⎡ + + − λ +⎣∑ æ2 ]) 0 .ma− λ =  

Приравнивая нулю коэффициенты при одинаковых степенях x m , 
найдем рекуррентное соотношение для определения коэффициентов 

 

2

2

(2 1) æ

( 2) ( 1)m m

m
a a

m m+
λ + −=

+ +
. 

Это соотношение связывает коэффициенты am+2 с am, и поэтому 
ряд F (x) будет содержать только четные степени x, если минималь-
ное m четное, или только нечетные в противоположном случае: 
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 0, 2, ...

m
m

m

F a x
=

= ∑ либо
1, 3, ...

.m
m

m

F a x
=

= ∑  

При больших m ряд перестает быть знакопеременным и будет 
расходиться при x →∞ . Действительно, при m >> 1 

 
2

2

( 2) ( 1)
~

2(2 1)
m

m

a m m m

a m+

+ +=
λλ + −χ

. 

Рассмотрим функцию 

 

2
2 4

1
1! 2!

x x x
e = + +  + … 

0

;k
k

k

B x
∞

=
=∑  

 
1

;
!

2

kB
k

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

1
;

2
!

2

kB
k+ =
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
2

1 !
2

~ .
! 2

k

k

k
B k

B k+

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠=  

Следовательно, F (x) ведет себя так же, как 
2 / 2xe . Поэтому его 

нужно оборвать на некоторой максимальной степени m = N , потре-
бовав, чтобы 0Na ≠ , а 2 0Na + = . Отсюда 

 
2

2( ) n n
n nF x a x a x −

+ +−= … 1

0

при 1, 3, ...;

при 0, 2, 4, ... .

a x n

a n

=⎧
+ ⎨ =⎩

 

(В точке x = 0 все решения с нечетными n дают нуль.) Тогда решение 
есть полином степени N и должно выполняться условие 

(2 1)Nλ + = æ2 N, 
откуда следует 

 
2

2
(2 1) ;

E
N

μ μ ω= +
==  

 
1

(2 1) ( ) ;
2 2

E N N
ω= + = ω += =  

 0,1, 2, ... .N =  
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Характерным для полученного решения является наличие нулевой 

энергии 0 .
2

E
ω= =  

Найдем волновую функцию гармонического осциллятора 
1 2
2( ) ( ) .

x

N Nx e F x
− λ

Ψ =  

Конечный степенной ряд для функции ( )NF x  представляет собой 
известный в математической физике полином Эрмита: 

 
2 2d

( ) ( ) ( 1)
d

N
n

N N N
F x H e e

−ξ ξ= ξ = −
ξ

, 

где .xξ = λ  

В качестве примера выпишем полином Эрмита для N = 0, 1, 2: 

 0 ( ) 1;H ξ = 1 ( ) 2 ;H ξ = ξ 2
2 ( ) 4 2H ξ = ξ − и т.д. 

Итак, искомое решение уравнения Шредингера для линейного ос-
циллятора имеет вид 

2

2.( ) ( ) .N N NA e H
ξ−

Ψ ξ = ξ  
Из условия нормировки 

1

2 !
N N

A
N

λ=
π

. 

Задания 
1. Показать графически вид волновых функций осциллятора для 

N = 0, 1. Рассмотреть соответствие распределения плотностей веро-
ятности по классической и квантовой теориям. 

2. Найти среднее значение координаты частицы < x > и ее им-
пульса < p > в стационарном состоянии осциллятора. 

3. Оценить из соотношения неопределенностей нулевую энергию 
(энергию нулевых колебаний). 

Задача 4.12. Рассмотреть движение пространственного трехмер-
ного осциллятора, собственные частоты которого в трех взаимно 
перпендикулярных направлениях различны и равны соответственно 

1ω , 2ω , 3ω . Найти уровни энергии и волновые функции стационар-
ных состояний. Решение уравнения Шредингера искать в виде 

1 2 3( , , ) ( ) ( ) ( ) .x y z x y zΨ = Ψ Ψ Ψ  
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Ответ. 

 1 1 2 2 3 3

1 1 1

2 2 2
E n n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ω + + ω + + ω +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = = ; 

,)()()(
2

exp),,( 321

2
3

2
2

2
1

321,, 321321
ξξξ

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ξ+ξ+ξ−=ξξξΨ nnnnnn HHHA  

где 1
1 x

μωξ =
=

 и т.д. 

Задания 
1. Найти уровни энергии изотропного осциллятора, у которого 

1ω  = 2ω  = 3ω . 
2. Показать, что кратность вырождения n-го уровня энергии равна 

1

1
01

( 1) ( 2)
( 1) ,

2

n

n

n n
n n

+

=

+ +− + =∑  

где 1 2 3n n n n= + + . 

Задача 4.13. Найти волновую функцию и коэффициенты отраже-
ния и прохождения частицы, движущейся в одномерном потенци-
альном поле V0 (потенциальный барьер), вида 

0

0 при 0;
( )

при 0 .  

x
V x

V x

−∞ ≤ <⎧
= ⎨ ≤⎩

 

Случай, когда энергия частицы E < V0, показан на рис. 4.9. 

 
Рис. 4.9 

В рассмотренных выше задачах на собственные значения для части-
цы в потенциальных ямах определялись уровни энергии с использова-
нием граничных условий на Ψ -функцию. В рассматриваемой задаче (и 
в трех последующих) энергия задается заранее и в зависимости от нее 
определяется асимптотическое поведение волновой функции на боль-
ших расстояниях. Согласно классической механике частица с энергией 
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E < V0 , движущаяся слева направо, дойдя до «стенки», отражается от 
нее и движется в обратном направлении; при E > V0 частица продолжа-
ет двигаться в прежнем направлении с уменьшенной скоростью. В 
квантовой механике даже при E > V0 частица может «отразиться» от 
барьера, а при E < V0 «проникнуть» в область x > 0 . 

Решение. Уравнение Шредингера: 

в области I 
2 2

I2

d

2 d
E

x

Ψ− = Ψ
μ
=

 

или 2
I I 0 ,k″Ψ + Ψ =  

где 2
2

2
k E

μ=
=

; 

в области II −Ψ′′II æ2
II 0 ,Ψ =  

где æ2 .
)(2

2
0

=
EV −μ=  

Решениями этих уравнений являются функции 

 I 1 2( ) ikx ikxx C e С e−Ψ = +  ; 

 
æ æ

2 3 4( ) x xx C e С e−Ψ = + , 

где 1
ikxC e  – волна, падающая на потенциальный барьер; 

2
ikxС e−  – отраженная волна. 

Из условия конечности ( )Ψ +∞ ≠ ∞  следует, что C3 = 0. Плотность 
потока вероятности в падающей волне выберем так, чтобы C1 = 1. 
Коэффициенты C2 и C4 определяем, сшивая решения в точке x = 0. 

Из условия непрерывности Ψ  и ′Ψ  при x = 0 получим 

 2 41 ;С С+ =  

 2 4æi k i k C C+ = − , 

откуда 

 2

æ
;

æ

ik
C

ik

+= −
− 4

2
;

æ

i kС
i k

= −
−

 

 
II 4

2æ æ .
æ

i kx xС e e
ik

− −Ψ = = −
−  
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Плотность вероятности нахождения частиц в области II  
2

2 2
II 4 2 2

42æ 2æ
æ

kx xС e e
k

− −Ψ = =
+

. 

2
II 0Ψ ≠  и экспоненциально затухает вглубь области II, на рас-

стоянии 0

1

2æ
x =  убывает в e раз. Это расстояние называется глуби-

ной проникновения. Проникновение частиц называется туннельным 
эффектом. Туннельный эффект – явление квантовое (при 0→=  глу-
бина проникновения стремится к нулю). Его объяснение кроется в 
соотношении неопределенностей. В квантовой механике деление 
полной энергии на потенциальную и кинетическую не имеет смысла: 
одновременно определить точное значение координаты и импульса 
частицы невозможно. При определении координаты частицы внутри 
барьера с точностью 2x< Δ >  возникает неопределенность импульса 

2
2

22
p

x
< Δ > ≥

< Δ >
=

, откуда вытекает 
2

02

p
V E

< Δ > ≥ −
μ

 , т.е. измене-

ние энергии частицы при измерении должно быть больше той энер-
гии, которой ей недостает до высоты барьера V0. 

Коэффициент отражения R определим как отношение плотности j1 
отражающего потока к падающему j0 : 

 
.

0

1

j

j
R =

 
Соответственно коэффициент прохождения частицы D есть отно-

шение плотности потока вероятности в прошедшей волне к плотно-
сти потока падающей: 

2

0

.
j

D
j

=
 

По определению плотности потока вероятности 

( )* *

2
j

i
= Ψ ∇ Ψ −Ψ ∇ Ψ

μ
=

; 

{ } 2* *
1 2 2 2 2 2( ) ( )

2
ikx ikx ikx ikx k

j C e C i k e C e C i k e C
i

− −= − − =
μ μ
= =

; 

2
0 1 ,

μ
k

j C= = 2 0 .j =  
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Отсюда  
2

2
2

æ
1,

æ

k i
R C

k i

−= = =
+

0 .D =  

Это условие сохранения числа частиц при отражении. 

Задания 
1. Оценить эффективную глубину проникновения для электрона 

при 0 ~ 1V E−  эВ. 
2. Показать, что отражение от барьера приводит к сдвигу фазы 

волны. 
3. Найти коэффициенты отражения R и прохождения D для слу-

чая, когда энергия частицы E больше высоты барьера V0. 

Задача 4.14. Найти коэффициент прохождения частицы через 
прямоугольный барьер вида (рис. 4.10) 

V (x) = 0 при 0x−∞ < < ; 
V (x) = V0 при 0 x a≤ ≤ ; 
V (x) = 0 при a x< < ∞ . 
Рассмотреть случаи, когда энергия частицы: 1) E < V0 и 2) E > V0. 

 

Рис. 4.10 

Решение 
1. Подбарьерное туннелирование (E < V0). 
Запишем уравнение Шредингера: 
в области I 

2
I II 0 ;k′′Ψ + Ψ = 2

2

2
;k E

μ=
=

 

в области II 

−Ψ′′II æ2 ,0II =Ψ  æ
2 ;

)(2
2
0

=
EV −μ=  
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в области III 

.0III
2

III =Ψ+Ψ′′ k   
Граничные условия 

I II(0) (0) ;Ψ = Ψ II III( ) ( ) ;a aΨ = Ψ  

 I II(0) (0) ;′ ′Ψ = Ψ II III( ) ( ) .a a′ ′Ψ = Ψ  
Решения уравнений для областей I, II, III соответственно имеют 

вид 
ΨI = A1 e

 ikx + B1 e
 ikx ; 

ΨII = A2 e
 – æx + B2 e

 æx ; 
ΨIII = A3 e

 ikx+ B3 e
 – ikx. 

Коэффициент прохождения (прозрачности) D равен отношению 
плотности потоков вероятности прошедшей и падающей волны: 

3

0

.
j

D
j

=  

Непосредственно вычисляя, получаем 

2
0 1 ;

μ
k

j A= = 2
3 3 ;

μ
k

j A= =
2

3
2

1

.
A

D
A

=  

Из граничных условий имеем (учитывая, что B3 = 0, так как нет 
отражения при x > a) 

1 1 2 2A B A B+ = + ; 

1 1( )i k A B− = æ ( 2 2 ) ;A B−  
æ æ

2 2 3
a a ikaA e B e A e−+ = ; (4.24) 

( )æ æ
2 2 3æ a a ikaA e B e ikA e−− = . 

Решая эту систему уравнений относительно A3, получаем 

2
3 2 2

4 æ

2(æ ) sh æ 4 æ ch æ

ikai k e A
A

k a i k a

−−=
⎡ ⎤− −⎣ ⎦

; 

2
3

2
1

A
D

A
= =

2 2

2 2 2 2 2

4 æ

(æ ) sh æ 4 æ

k

k a k⎡ ⎤+ +⎣ ⎦
= 

=
2 2

2
2 2

1

æ
1 sh æ

4 æ

k
a

k

++
=

12
20

0
0

2
1 sh ( ) .

4 ( )

V
V E a

E V E

−
⎡ ⎤μ+ −⎢ ⎥−⎣ ⎦=
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Рассмотрим асимптотику решения при E << V0 и E →V0: 

а) E << V0 (высокий и широкий барьер): ,1>>α a где 2 2æ kα= + ; 
æ æ

æ1
sh æ

2 2

a a
ae e

a e
−−= ≅ ; 

 aa eDe
k

D æ2
0

æ
4

22æ16 −− =
α

= . 

б) E →V0 , æ 0→ , α→k ; 
sh æ

æ

a
a→ , 

2 2 2
0

2

1 1
.

1 1
4 2

D
a V a

= =
α μ+ +

=

 

2. Надбарьерное туннелирование (E > V0). 
Так как E > V0, то внутри барьера можно определить волновое 

число 2 0
2

2 ( )γ E Vμ −
=

=
. 

Решение в области II имеет вид 
γ γ

II 2 2 ,i x i xA e B e−Ψ = +  
где i=γ æ. 

Заменим в системе уравнений (4.24) æ на γi−  и, решив систему 
уравнений (4.24) для коэффициентов отражения R и прозрачности D, 
получим 

12 2 2
1

2 2 2 2
01

2 2
0

4 γ 1
1 ;

4 ( )( γ ) sin γ 1
sin γ

B k
R

E E Vk aA
V a

−
⎡ ⎤

= = + =⎢ ⎥ −−⎣ ⎦ +
 (4.25) 

12 2 2 2
3

2 2 2 2 2
01

0

( γ ) sin γ 1
1

4 γ sin γ
1

4 ( )

A k a
D

k V aA
E E V

−
⎡ ⎤−= = + ≡⎢ ⎥
⎣ ⎦ +

−

. 

Очевидно R + D = 1 . 
При E →V0 

12
01 .

2

V a
D

−
⎡ ⎤μ

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦=

 

При увеличении E коэффициент прозрачности колеблется между 
единицей и нижним пределом. При γa  = π , 2 π , ... , т.е. когда на 
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протяжении барьера укладывается целое число полуволн, имеет ме-
сто полное пропускание (рассмотреть оптическую аналогию). 

Задания 
1. Обосновать выражение для коэффициентов прозрачности на 

случай барьера произвольной формы (рис. 4.11). 

 

Рис. 4.11 

Ответ. [ ]
2

1

1

2

0 exp 2 2 ( ( ) ) d ,
x

x

D D V x E x

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − μ −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  

где x1, x2 – точки, в которых частица соответственно входит в барьер 
и покидает его (точки поворота). 

2. Вычислить коэффициент прохождения электронов через по-
верхность металла под действием сильного электрического поля на-
пряженности ε . Высота барьера при отсутствии поля равна A. 

Ответ. 
3/ 2

0

4 2
exp .

3

A
D D

e

⎧ ⎫μ⎪ ⎪= −⎨ ⎬ε⎪ ⎪⎩ ⎭=
 

3. Определить коэффициент прохождения частицы через потенци-
альный барьер в виде δ -функции: ( ) α ( )U x x= δ . Показать, что ответ 
совпадает с результатом задачи 4.14, если произвести предельный 
переход: 0a → , 0 αV a → . 

Задача 4.15. Вычислить коэффициенты прохождения и отражения 
частицы, проходящей над ямой конечной глубины. Частица налетает 
на яму слева (рис. 4.12). 
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Рис. 4.12 

Решение. Напишем уравнения Шредингера для трех областей: 

I. 
2 2

1
12

d ( )
( );

2 d

x
E x

x

Ψ− = Ψ
μ
=

 

II. 
22

2
2 0 22

d ( )
( ) ( );

2 d

x
E x V x

x

Ψ− = Ψ + Ψ
μ
=

 

III. 
22

3
32

d ( )
( ).

2 d

x
E x

x

Ψ
− = Ψ

μ
=

 

Граничные условия: 1 2(0) (0)Ψ =Ψ ; 2 3( ) ( );a aΨ = Ψ  

1 2(0) (0) ;′ ′Ψ = Ψ 2 3( ) ( ) ;a a′ ′Ψ = Ψ 2
1( ) 1.Ψ −∞ =  

В волновой функции )(3 xΨ  при x →+∞ отсутствует отраженная 
волна. Сравнивая эту задачу с задачей о прохождении частицы через 
прямоугольный барьер с высотой V0 и шириной a, видим, что урав-
нение Шредингера для обеих задач отличается только знаком потен-
циальной энергии, а граничные условия совпадают. Поэтому можно 
получить коэффициенты прохождения и отражения от ямы, если в 
формулах коэффициента волновой функции для прямоугольного 
барьера сделать замену: 

æ 0 0
22 2

2 ( ) 2 ( )
.

V E V E
i k

μ − μ − −
= → →

= =
 

Коэффициент прохождения над ямой принимает вид 
2 2

1 2
2 2 2 2 2

1 2 2 1

4
.

4 ( ) sin

k k
D

k k k k k a
=

+ −
 

Коэффициент отражения 
2 2 2

2 1 2
2 2 2 2 2

1 2 2 1 2

( ) sin
.

4 ( ) sin

k k k a
R

k k k k k a

−=
+ −
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При π= nak2  (n = 1, 2, ... ) яма не отражает частицу (R = 0, D = 1). 

При 
2

)12(2
π+= nak  (n = 0, 1, ...) коэффициент отражения максимален. 

Это явление можно наглядно описать, как рассеяние частицы на яме с 
захватом в яму на короткое время tΔ  и последующее излучение – так 
называемое рассеяние частицы на виртуальных уровнях ямы. При таком 
захвате частицы закон сохранения энергии не нарушается, так как энер-
гия частицы во время захвата неопределена: 

.~
t

h
E

Δ
Δ  

Коэффициенты прохождения и отражения являются аналитиче-
скими функциями аргументов k1 и k2. Аналитически продолжим 
функции D и R в комплексную плоскость k1 с действительной оси и 
найдем полюса этих функций. Легко видеть, что полюса D и R опре-
деляются из уравнения 

2 2 2 2 2
1 2 2 1 24 ( ) sin 0k k k k k a+ − =  

или 

1 2
2 2 2

2 1

2
sin

i k k
k a

k k
=

−
. 

Это трансцендентное уравнение имеет действительные корни 
только для чисто мнимых k1 и совпадает с уравнением, определяю-
щим дискретные уровни энергии в яме. Следовательно, полюса 
функций D и R определяют уровни энергии в яме. 

Задача 4.16. Найти значения энергий, при которых частицы не 
отражаются от потенциального барьера вида 

[ ]( ) ( ) ( ) ,U x x x a= α δ + δ −  

где ( )xδ  – дельта-функция Дирака. 
Решение. Считаем, что частица движется слева направо при паде-

нии на двойной потенциальный барьер. Волновая функция, являю-
щаяся решением уравнения Шредингера с энергией E , имеет вид 

 

[ ]

exp ( ) при 0 ;

( ) sin cos при 0 ;

exp ( ) при ,
k

i k x x

x A k x B k x x a

C ik x a x a

⎧ <
⎪Ψ = + < <⎨
⎪ − >⎩

 (4.26) 

где 
2

2
.k E

μ=
=
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В области x < 0 отраженная волна exp ( )D i k x−  отсутствует в со-
ответствии с условием неотражения частицы. Выполняя сшивание 
волновой функции в (I) в точках x = 0 и x = a , находим 

 B = 1;    22 / ;kA ik− = μα =   

 sin cos ;A k a B k a C+ =  
 2cos sin 2 /i k C k A k a k B k a C− + = μα =  (4.27) 

Система алгебраических уравнений (4.27) для определения вели-
чин A, B, C, вообще говоря, переопределена. Она имеет решение 
лишь при выполнении условия 

 
2tg /ka k= − αμ=  (4.28) 

Это условие и определяет значения энергии
2 2

2
k

E =
μ

=
, при кото-

рых частицы не отражаются от рассматриваемого потенциального 
барьера. 

4.3. Операторы. Теория представлений. 
Матрицы 

4.3.1. Операторы 

В квантовой механике каждая динамическая переменная пред-
ставлена линейным самосопряженным оператором. 

Оператор F̂  является линейным, если он удовлетворяет следую-
щим требованиям: 

а) 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ( ) ;F F FΨ + Ψ = Ψ + Ψ  

б) ˆ ˆ( ) ,F Fα Ψ = α Ψ где α  – комплексное число. 

Оператор F̂ +  называется эрмитовосопряженным оператору ˆ ,F  
если 

 * * *
1 2 2 1

ˆ ˆd d .F V F VΨ +Ψ = Ψ Ψ∫ ∫  

Приведем ряд свойств эрмитового сопряжения: 
1) ˆˆ ˆ ,F A B= ˆˆ ˆ ;F B A+ + +=  

2) ( )ˆ ˆ .F F
++ =  
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Оператор F̂  называется самосопряженным или эрмитовым, если 

 ˆ ˆF F += , т.е. * * *
1 2 2 1

ˆ ˆ .F dV F dVΨ Ψ = Ψ Ψ∫ ∫  

Свойства самосопряженных операторов: 
1) собственные значения вещественны; 
2) собственные функции ортогональны. 
Собственные функции являются решениями задачи на собствен-

ные значения 

 ˆ ,n n nF FΨ = Ψ  

где nΨ  – собственная функция оператора F̂ ; Fn – собственное значение. 

Спектр собственных значений может быть дискретным или не-
прерывным. Алгебра операторов – алгебра некоммутативных вели-

чин: в общем случае ˆ ˆˆ ˆ .A B B A≠  

Вопросы и задания 
1. С какими физическими принципами связана эрмитовость опе-

раторов динамических переменных в квантовой механике? 
2. Проверить указанные свойства эрмитового сопряжения. 
3. Доказать свойства самосопряженных операторов. 
4. Когда операторы коммутируют? 

Задача 4.17. Показать, что оператор комплексного сопряжения не 
является ни линейным (1), ни эрмитовым (2). 

Решение. Пусть F̂  – оператор комплексного сопряжения, т.е.  
* * *ˆ ˆ( ) .F Fα Ψ = α Ψ = α Ψ  

1. Так как 
* *

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ,F F F F Fα Ψ + α Ψ = α Ψ + α Ψ ≠ α Ψ + α Ψ  

то, следовательно, оператор F̂  не является линейным. 
2. По определению эрмитовского (самосопряженного) оператора 

* * *
1 2 2 1

ˆ ˆd d .F V F VΨ Ψ = Ψ Ψ∫ ∫  

В рассматриваемом случае 
* * *
1 2 1 2

ˆ d d ,F V VΨ Ψ = Ψ Ψ∫ ∫  

но 

( )** * * *
2 1 2 1 1 2 1 2

ˆ ˆd d d d .F V F V V VΨ Ψ = Ψ Ψ = Ψ Ψ ≠ Ψ Ψ∫ ∫ ∫ ∫  

Следовательно, оператор комплексного сопряжения F̂  неэрмитов. 
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Задача 4.18.  
1. Показать, что оператор iF =ˆ  – антиэрмитов, т.е. F̂  = +− F̂ . 
2. Проверить эрмитовость операторов: 
d

;
dx

 
d

ˆ
dxp i
x

= − = – оператор проекции импульса на ось x;  

2 2

2

d

2 dx
−

μ
=

 – оператор кинетической энергии. 

Ответ. 
d

dx
 – неэрмитов; 

d

d
i

x
− =  – эрмитов; 

2 2

2

d

2 dx
−

μ
=

 – эрмитов. 

3. Показать, что оператор ˆ ˆ xx p  неэрмитов. 

Пример решения. Рассмотрим оператор F̂  = 
d

d
i

x
− =  . По опреде-

лению эрмитовского оператора 
* * *
1 2 2 1

ˆ ˆd d .F V F VΨ Ψ = Ψ Ψ∫ ∫  

Проверим выполнение этого равенства для данного F̂ . 
Так как ,0)()( 21 =±∞Ψ=±∞Ψ  то получаем 

* * * *
1 2 1 2 2 1 2 1

d d ˆd d d
d d

i V i i V F V
x x

+∞

−∞

⎛ ⎞Ψ − Ψ = Ψ Ψ + Ψ Ψ = Ψ Ψ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫= = =

 
*

2 1
ˆ d .F V= Ψ Ψ∫  

Задача 4.19. Показать, что система тригонометрических функций 
{ }cos ; sink x k x  является системой собственных функций операто-

ра 
2

2

d
.

dx
−  

Примечание. См. задачу 4.6 о прямоугольной яме. 

Задача 4.20. Найти собственные функции и собственные значения 

операторов проекции момента импульса ˆ .zL i
∂= −
∂ϕ

=  

Решение. Уравнение на собственные значения оператора ˆ
zL  име-

ет вид ˆ ( ) ( ) ;z zL LΦ ϕ = Φ ϕ  
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( ) ( ) ;zi L
∂− Φ ϕ = Φ ϕ
∂ϕ

=
 

( )
;

( ) zi L
∂Φ ϕ = ∂ϕ
Φ ϕ

 
1

( ) e
2

imϕΦ ϕ =
π

 

и так как  ( ) ( 2 ) ,Φ ϕ = Φ ϕ + π  

то ,mLz == где ....,2,1,0 ±±=m  

Задача 4.21. Найти собственные функции оператора импульса p̂  
свободной частицы. 

Ответ. 
3 / 2

1
( ) .

2

i

e
⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟π⎝ ⎠

pr

p r =

=
 

Задача 4.22. Найти собственные значения и собственные функции 

оператора квадрата момента импульса 2L̂ . 

Решение. Уравнение 2ˆ ( , )L Y a Yθ ϕ =  определяет задачу на собст-
венные значения для оператора 2L̂  . В сферических координатах 

 
2

2 2
2 2

1 1ˆ sin ,
sin sin

L
⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − θ +⎢ ⎥⎜ ⎟θ ∂θ ∂θ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎣ ⎦

=  

следовательно, 

 

2 2 2

2 2

( , ) ( , )
sin ( , ) .

sin sin

Y Y
a Y

∂ ∂ θ ϕ ∂ θ ϕ− θ − = θ ϕ
θ ∂θ ∂θ θ ∂ϕ

= =

 

Решениями полученного уравнения являются сферические функ-
ции (гармоники); ),( ϕθY  – класс функций, заданных на сфере еди-

ничного радиуса. Решения уравнения существуют при 2 ( 1)a l l= +=  
и имеют вид 

1
2( ) !2 1

( , ) ( , ) (cos ) e ,
4 ( ) !

m
lm l

l ml imY Y P
l m

⎡ ⎤−+ ϕθ ϕ = θ ϕ = θ⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦=
 

где l = 0; 1; 2; ... ; m = 0; ± 1; ± 2; ... ; 
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(cos ) ( )m m
l lP P xθ = = ( )2 2

d
1 ( )

d

m m

lm
x P x

x
−  – присоединенный полином 

Лежандра, в котором )(xPl  – полином Лежандра, определяемый фор-
мулой Родрига: 

21 d
( ) ( 1) .

2 ! d

l
l

l l l
P x x

l x
= −  

Полином Лежандра образует полную ортонормированную систему 
функций на интервале. Сферические функции также образуют полную 

ортонормированную систему функций на интервале 1 1:x− ≤ ≤  

/ /

1

1

2
( ) ( ) .

2 1l l l l
P x P x

l

+

−

= δ
+∫  

Приведем несколько значений функций: 
1

2

0,0

1

4
Y

⎛ ⎞= ⎜ ⎟π⎝ ⎠
; 

1

2

1,1

3
sin ;

8
iY e ϕ⎛ ⎞= θ⎜ ⎟π⎝ ⎠

 ;cos
4

3 2

1

0,1 θ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
=Y  

.
2

1

1,1 sin
8

3 ϕ−
− θ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
= ieY  

Задача 4.23. Вычислить коммутаторы [ ]ˆ ˆ, ;xx p  ˆ ˆ, ;yx p⎡ ⎤⎣ ⎦  

[ ]ˆ ˆ( ), ;xf x p  ( )ˆ ˆ, ,x f p⎡ ⎤⎣ ⎦  где )ˆ(xf  и )ˆ( pf  – функции операторов x̂  и 

p̂  соответственно, например, .
2

ˆ
)ˆ(

2

m

p
pf =  

Задача 4.24. Вычислить коммутаторы [ xH ˆ,ˆ ]; [ pH ˆ,ˆ ]; [ )ˆ(,ˆ pfH ] . 

Вопросы 
1. Коммутируют ли операторы кинетической и потенциальной энер-

гии? Возможно ли в квантовой механике одновременное измерение кине-
тической и потенциальной, полной и потенциальной энергии? 

2. Используя результаты задачи 4.23, доказать теоремы Эренфеста: 

 

ˆ ˆd
;

d

x p

t m
< > = < >

 

 

ˆd ˆ .
d

p
V

t
< > = − < ∇ >
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Задача 4.25. Даны три оператора Â , B̂  и Ĉ . Выразить коммута-
тор произведения Â , B̂  и Ĉ  через коммутаторы [ Â , Ĉ ] и [ B̂ , Ĉ ]. 

Ответ. [ Â  B̂ , Ĉ ] = Â [ B̂ , Ĉ ] + [ Â , Ĉ ] B̂ . 

Задача 4.26.  
1. Доказать перестановочные соотношения для операторов проек-

ций момента импульса: 

 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ;x y y x zL L L L i L− = =  

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ;y z z y xL L L L i L− = =  

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ;z x x z yL L L L i L− = =  

 [ 2ˆ ˆ, xL L ] = [ 2ˆ ˆ, yL L ] = [ 2ˆ ˆ, zL L ] = 0 . 

2. Вычислить коммутаторы [ xLx ˆ,ˆ ]; [ yLx ˆ,ˆ ]; [ ˆ ˆ,i kL p ] (i, k = x, y, z). 

3. Проверить, является ли эрмитовым оператор F̂ , определяемый 

равенством ( )1ˆ ( ) ( ) ( ) ;
2

F x x a x aΨ = Ψ + + Ψ −  здесь a – веществен-

ное число, )(xΨ  – произвольная волновая функция. 

4. Оператор трансляции Â  определен условием ˆ ( ) ( )A f x f x a= + , 
где f(x) – любая волновая функция; a – вещественная постоянная. Из-
вестно, что волновая функция ( )xΨ  свободной частицы является 

собственной функцией оператора Â  с собственным значением – 1. 
Какие значения может при этом иметь импульс px частицы в данном 
состоянии )(xΨ ?  
Указание. Представить )(xΨ  в виде разложения по собственным 

функциям оператора импульса xp̂ . 

4.3.2. Вычисление вероятностей и средних, 
переход к другим представлениям 

Постулат разложения: любая волновая функция Ψ  может быть раз-
ложена в ряд по собственным функциям эрмитового оператора F̂ : 

 
n n

n

aΨ = Ψ∑ , 

где коэффициенты * dn na V= Ψ Ψ∫  (так как * dm n nmVΨ Ψ = δ∫ ). 
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2
na  определяет вероятность соответствующего значения Fn ве-

личины F в состоянии Ψ . 
Для непрерывного спектра сумма заменяется интегралом, напри-

мер, при разложении по собственным функциям оператора импульса 
( ) ( ) d .p px a x pΨ = ϕ∫  

По определению среднее значение F̂  в состоянии Ψ  есть 
* dnF F V< > = Ψ Ψ∫ или F< > = 2

.n n
n

a F∑  

Амплитуды ap, an (коэффициенты Фурье) являются волновой 
функцией в соответствующем представлении. Так, например, ap – 
волновая функция в p-представлении и т.д. 

Задача 4.27. Найти распределение вероятностей различных зна-
чений импульса для нормального состояния частицы, находящейся в 
бесконечно глубокой яме (прямоугольной потенциальной). 

Решение. Коэффициенты разложения функции 
2

sin
nx

a a

πΨ =  

по собственным функциям оператора импульса 
1

( ) exp
2

p

ipx
x

⎡ ⎤ϕ = ⎢ ⎥π ⎣ ⎦==
 равны (n = 1): 

 

*

0

1
( ) ( ) d sin exp d .

a

p p

x ipx
a x x x x

aa

π ⎡ ⎤= ϕ Ψ = −⎢ ⎥π ⎣ ⎦∫ ∫ ==  

Соответственно 

( )
3

2 2
22 2 2 2

4
cos .

2p

a pa
a

p a

π=
− π

=
==

 

Задача 4.28. Найти возможные значения проекции момента им-
пульса, их вероятности и среднее значение момента в состоянии 

плоского ротатора, описываемого волновой функцией 2cosAΨ = ϕ . 
Решение 
Нормируем волновую функцию 

2
2 4

0

cos 1A d
π

ϕ ϕ =∫ ; 
2

3
A =

π
. 
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Значения Lz определяются отличными от нуля членами разложе-
ния Ψ  в ряд по собственным функциям оператора zL̂ . 

1

2
im

m e ϕΨ =
π

; 

;zL m= =  

2 2 21 cos 2 2 1 1 1
cos ;

2 2 4 43
i iA A e eϕ − ϕ+ ϕ ⎛ ⎞Ψ = ϕ = = + +⎜ ⎟π ⎝ ⎠

 

0, 2 .zL = ± =  
Их вероятности равны соответственно 

2
0

2
;

3
a = 2

2

1
;

6
a = 2

2

1
.

6
a− =  

Среднее значение 

< Lz > = 
2

L zz
Lz

a L∑  = 
2 1 1

0 2 2 0 .
3 6 6
⋅ + − == =  

Задача 4.29. Состояние частицы в бесконечно глубокой потенци-
альной яме (прямоугольной) описывается волновой функцией 

)()( xaxAx −=Ψ , где a – ширина ямы. 
Найти распределение вероятностей различных значений энергии 

частицы, а также среднее значение и среднюю квадратичную флук-
туацию энергии. 

Решение. Чтобы получить вероятности, нормированные на еди-
ницу, нормируем исходную Ψ-функцию 

 2 2 2

0

( ) d 1;
a

A x x a x− =∫   A2 = 30 a –5 . 

Разложим Ψ  по волновым функциям 
2

( ) sinn

n x
x

a a

πΨ =  ста-

ционарных состояний частицы в яме: 
( ) ( ) .n n

n

x a xΨ = Ψ∑  

Искомые вероятности 
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2 2
22

5 6
0 0

30 2 240
( ) ( )d ( )sin d 1 ( 1) .

( )

a a
n

n n

nx
a x x x x a x x

a aa n

⎡ ⎤π ⎡ ⎤= Ψ Ψ = − = − −⎢ ⎥ ⎣ ⎦π⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

 

Обратить внимание на четность (относительно середины ямы) 
функций, представленных в заданной суперпозиции. 

Вероятность нахождения на основном уровне 
2 2

1 6

240
2 ~ 0,999 ,a =

π
 

а суммарная вероятность нахождения на всех возбужденных 
уровнях (n = 3, 5 ... ) составляет 0,001. (Объяснить этот результат.) 

Средняя энергия частицы в рассматриваемом состоянии 

E< > = 2

1

,n n
n

a E
∞

=
∑ где 

2 2 2

22
n

n
E

a

π=
μ
=

 (n = 1, 2, 3 ... ) . 

Подставляя значения 
2

na , получаем 
2 2 2

2 6

240 2

2
E

a

π ⋅< > =
μ π
=

4
1,3

1
.

n n

∞

=
∑  

Числовой ряд 

4
1,3

1

n n

∞

=
∑ =

4

4 4 4

1 1 1
1 ...

963 5 (2 1)k

π+ + + + =
+

. 

(Получить этот результат с помощью усреднения гамильтониана 
по Ψ-функциям.) 

Средняя квадратичная флуктуация энергии 

( )22 2( ) ;E E E E E< Δ > = − = −  

 2E = 2 2

1
n n

n

a E
∞

=
∑ =

2 22 2 2

2 6 2 2
1, 3

π 960 1
30 .

2 μ π μna n a

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑= =

 

Так как 
2

1,3

1

8n n

∞

=

π=∑ , то 
2

2
5 ,E

a
< Δ > =

μ
= что сравнимо с 

< E > ~ E1 . Это объясняется заметным вкладом возбужденных уров-
ней в < E2 > . 

Задача 4.30. Определить распределение вероятностей различных 
значений импульса для осциллятора. 
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Решение. Вместо процедуры разложения волновой функции ста-
ционарного состояния по собственным функциям оператора импуль-
са удобнее решить задачу в р-представлении. В р-представлении 
оператор координаты 

ˆ ;
x

x i
p

∂=
∂

=  

2 2 2 2

2

ˆˆ ;
2 2

x

x

p
H

p

μ ω ∂= −
μ ∂

=
 

a (p) – волновая функция в p-представлении, *( ) ( )d .n pa p x x= Ψ ϕ∫  

Соответствующее уравнение Шредингера ( xp p≡ )  
ˆ ( ) ( )H a p E a p=  
имеет вид 

 

2 2

2 2 2

d ( ) 2
( ) 0 .

2d

a p p
E a p

p

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟μμ ω ⎝ ⎠=  

Это уравнение аналогично уравнению для задачи 4.11 (с заменой 

x
μ ω
=

 на p

μ ω=
). 

Таким образом, искомое распределение вероятностей есть 

22 / 21
( ) .

2 !
p

nn

p
a p e H

n
− μω ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟μ ω π μ ω⎝ ⎠

=

= =
 

Задача 4.31. Показать, что равенство )1(22 += llL =  получается с 
помощью элементарных формул теории вероятности, исходя из того, 
что возможные проекции момента импульса на произвольную ось 
равны m= . 

Решение. Представим 2L̂< >  в виде 
.ˆ3ˆˆˆˆ 22222 ><=><+><+><=>< xzyx LLLLL  

12

2

12
1

2

2

2

2222

+
=

+
=><=><

∑∑
=−=

l

m

l

m
mL

l

m

l

lm
x ===  = 

 .
3

)1(

6

)12()1(

12

2 22 +=++
+

= lllll

l

==
 

Таким образом, 2 2 ( 1) .L l l< > = +=  
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4.3.3. Теория представлений, матрицы 
В матричном представлении динамические переменные описыва-

ются квадратными матрицами 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

... ....

.... ....

.... ....

... .... .... .... ....

.... ... .... .... mn

A A A

A A A

A A A

A , 

где матричные элементы * ˆ dmn m nA A V= ϕ ϕ∫ , mϕ  – собственные функ-

ции эрмитового оператора B. 
Волновые функции Ψ  и *Ψ  заменяются на матрицы-столбцы и 

матрицы-строчки: 

 

1

2

.

.

.

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; * *
1 2( , , ... ) .a a  

Чтобы задать оператор Â  в матричном виде, надо разложить про-
извольную волновую функцию, на которую действует оператор Â , 
по собственным функциям nϕ  эрмитового оператора B̂  и определить 
соответствующие коэффициенты разложения. Тогда результат дей-
ствия оператора Â  может быть представлен в следующей форме: 

ˆ ;n mn m
n m

A a AΨ = ϕ∑ ∑  

ˆ ,mn m
m

A AΨ = ϕ∑  

где * d .n na V= ϕ Ψ∫  

В этом случае оператор Â  задан на пространстве собственных 

функций оператора B̂  матрицей чисел Amn. 

Если B̂  есть оператор импульса, то имеем дело с импульсным 
представлением (р-представлением). Если HB ˆˆ = , то соответствую-
щее представление называется энергетическим (E-представлением). 
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В собственном представлении оператор Ĥ  задается диагональной 
матрицей: 

 

1

2

3

0 0 ...

0 0 ...ˆ
0 0 ...

... ... ... ...

E

E
H

E
= ,

 
элементами Hmn которой являются собственные значения En оператора: 

ˆ ;n n nH Eϕ = ϕ  
* ˆ d .mn m n n mnH H V E= ϕ ϕ = δ∫  

Волновые функции задаются матрицами-столбцами. 
Пусть в каком-то представлении 

( ) .)( *
nn

nn
nn

n
nn dVax ϕ>Ψϕ<≡ϕΨϕ=ϕ=Ψ ∑∑ ∫∑  

Волновая функция задана определением всех коэффициентов 
>Ψϕ<= nna , которые можно записать в виде столбца 

 

1

2

3~ .
.

.

.

a

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

Ψ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠  

В собственном представлении все an = 0, за исключением 
am = an = 1. 

Действительно, 

n mn m m n m m mn
m m

aϕ = ϕ = < ϕ ϕ > ϕ = ϕ δ∑ ∑ ; 

 

0

0

...
( ).

1

0

...

n m n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

ϕ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼  
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То, что квадратные таблицы чисел Amn (а также одностолбцовые 
(an)) являются матрицами, можно доказать, проверив эквивалент-
ность операций их умножения и сложения аналогичным действиям с 
матрицей. 

Таким образом, волновая функция Ψ  может рассматриваться как 
вектор в пространстве функций с бесконечно большим числом изме-
рений (пространство Гильберта). Каждой квантово-механической 
величине F, характеризующей состояние системы, соответствует оп-
ределённая система собственных функций оператора F̂ , отвечаю-
щих собственным значениям F1, F2, F3,... , а компонентами вектора 
Ψ  являются амплитуды a1 , a2 , a3 , ... , an : 

 
( ) ( ) .n n

n

x a xΨ = Ψ∑
 

Совокупность амплитуд * ( )dn na x V= Ψ Ψ∫  представляет волновую 

функцию в F-представлении. 
Основные свойства матриц: 
1. Сложение матриц 
( ) mn mnmn
A B A B+ = + . 

2. Умножение на произвольное комплексное число 
( ) ( )ik ikA Aα = α . 

3. Две матрицы равны, если каждый элемент первой равен мат-
ричному элементу второй. 

4. Умножение матриц. При умножении матрицы A на матрицу B 
получается матрица C = AB, элементы которой равны (рис. 4.13) 

ik im mk
m

c a b=∑  (правило перемножения – строка на столбец). 

 

Рис. 4.13 
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Из других свойств приведем следующие: 
1. Транспонированная матрица – матрица A, в которой строчки и 

столбцы поменялись местами: 
.ik kiA A=�  

2. Матрица +A  является эрмитовосопряженной по отношению к 

исходной матрице A, если * .ik kiA A+ =  

3. ( )A B B A
+ + +⋅ = . 

4. Унитарная матрица – это матрица S, в которой ее эрмитовосоп-
ряженная равна обратной:  

S+ = S–1 или S+ S–1 = 1 . 
Важность унитарных матриц в следующем. 
С помощью унитарных матриц осуществляется переход от одного 

представления (базиса) к другому – так называемые унитарные кано-
нические преобразования. При унитарных преобразованиях сохра-
няются: 

1) нормировка произвольной волновой функции; 
2) ортогональность волновых функций; 
3) связи между операторами в новом и старом представлениях. 
Переход от системы координат, образованной базисными векто-

рами mΨ , к системе координат, образованной базисными векторами 

nϕ , получается, если разложить функции mΨ  по базису nϕ : 
ˆ ,n nm m n

m

S SΨ = ϕ = ϕ∑  

где Ŝ  – унитарная матрица. 
В новом представлении оператор F̂  имеет вид 1ˆ ˆˆ ˆ .F S F S−′ =  

Задача 4.32. Выразить оператор координаты r в импульсном p-
представлении. 

Решение. Для среднего значения  имеем  
*ˆ ˆ d ,V< >= Ψ Ψ∫r r  

или * 3ˆ ˆ( ) d ,a a p< >= ∫r p r p   

где ( )a p  – коэффициенты разложения волновой функции по собст-
венным функциям ( )ϕp r  оператора импульса 

( ) ( ) ( )d .a V= Ψ ϕpр r r  
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Собственные функции ( )ϕp r  определяются решениями уравнения 

( ) ( );i
∂− ϕ = ϕ
∂ p pr p r
r

=
 

( ) exp .
i

A
⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

p r p r
=

 

Из условия нормировки 
1

* 3
1( ) ( )d ( )rϕ ϕ = δ −∫ p pr r p p  

3/ 2

1
;

(2 π )
A =

=
 

3 / 2

1
( ) exp .

(2 )

i⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟π ⎝ ⎠
p r p r

==
 

Подставляя ( )ϕp r  и вычисляя Ψr , получаем 

3
3 / 2

3
3 / 2

1
( ) exp d

(2 )

1 ( )
exp d ;

(2 )

i
a p

i a
i p

⎛ ⎞Ψ = =⎜ ⎟π ⎝ ⎠
∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ∂π ⎝ ⎠

∫

∫

r r r p p r

p
p r

р

==

=
==  

* 3 3
3 / 2

* 3

1 ( )
exp d d

(2 )

( )
( ) d .

i a
i p r

a
i a p

∂⎛ ⎞< >= Ψ =⎜ ⎟ ∂π ⎝ ⎠
∂=
∂

∫∫

∫

p
r r p r

р
p

p
р

=
==

=
 

Следовательно, в р-представлении оператор 

ˆ .i i
∂= ≡ ∇
∂ pr
р

= =  

Задача 4.33. Написать волновые функции в r- и р-представлениях: 
1) для покоящейся частицы;  
2) для частицы, локализованной в точке r0. 
Решение. 1. Волновая функция покоящейся частицы есть собст-

венная функция оператора импульса р  в r-представлении при p = 0: 

3 / 2

1
( ) exp

(2 )

i
p

⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟π ⎝ ⎠
p r r

==
 т.е. 

3 / 2

1
( ) const

(2 )
ϕ = =

πp r
=

 (или 

/ ) .pλ = =∞=  

В р-представлении 
0 00( ) ( )р рC C=p р p р  или 

00( ) ( ) 0.рC− =p p р  

При 
00 ( ) 0.рC≠ =p p р  
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Из условия нормировки  

0 0

* 3
0 0( ) ( )d ( )рC C p ′= δ −∫ р р р р р  

(спектр оператора p̂  непрерывный) получаем 

0 0( ) ( )C = δ −p p p p . 

При 
00ˆ 0 ( ) ( ).С= = δрр р р  

2. Ψ -функция локализованной частицы – собственная функция 
оператора r̂ , принадлежащая собственному значению 0r , очевидно 

имеет в r̂ -представлении вид 

0 0( ) ( ).Ψ = δ −r r r r  

Это следует из соотношений 

0 0ˆ ˆ0ˆ ( ) ( );Ψ = Ψr rr r r r  

00ˆ( ) ( ) 0.− Ψ =rr r r  

В p -представлении уравнение для собственных функций имеет 
вид 

0 00( ) ( ),i C C
∂ =
∂ r rp r p
p

=  

откуда 
0 03 / 2

1
( ) exp

(2 )

i
C

⎛ ⎞= −⎜ ⎟π ⎝ ⎠
r p p r

==
 (нормировка на δ -функцию). 

Если частица локализована в начале координат, то при r0 = 0 имеем 

0
( ) ( );Ψ = δr r r  

0 3 / 2

1
( ) const.

(2 )
C = =

πr p
=

 

Задача 4.34. Найти матрицы координаты и импульса в энергети-
ческом представлении для частицы в одномерной прямоугольной 
потенциальной яме с бесконечными стенками. 

Задача 4.35. Показать, что среднее значение производной по вре-
мени физической величины, не зависящей от времени, в стационар-
ном состоянии дискретного спектра равно нулю. 

Решение. Для среднего значения производной по времени физи-
ческой величины F�  имеем 

 [ ] .ˆ,ˆˆ ><=>< FH
i

F
=

�  
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Пусть nΨ  – собственные функции оператора ˆ .H  

 *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆd ( )n n nn nn

i
F F V F HF FH< >= Ψ Ψ = = − =∫� � �

=
 

( ) ( ) 0 .nk nk nk nk n nk nk nk n nk
k k

i i
H F F H E F F E= − = δ − δ =∑ ∑= =

 

Задача 4.36. Найти матрицы операторов проекций момента им-

пульса L̂ ( xL̂ , yL̂ , zL̂ ) в ( 2L̂ , zL̂ )-представлении. 

Решение 
Матрицы операторов 2L̂ и ˆ

zL  диагональные, собственные значе-

ния zL̂  равны m= , причем 2 2 2m L<=  , где 2L  – собственные значе-
ния оператора 2L̂ . 

Вместо операторов ˆ
xL , yL̂  введем их комплексные комбинации: 

ˆ ˆ ˆ ;x yL L i L+ = + ˆ ˆ ˆ .x yL L i L− = −  

Тогда 

 
2 2 2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

x y z z z z zL L L L L L L L L L L L+ − − += + + = + − = + += = . (4.29) 

Вычислим коммутатор 

 
( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .x y z x z y z z x z y x yL i L L L L i L L L L i L L L i L⎡ ⎤+ = + − − = − +⎣ ⎦ =  (4.30) 

Подействуем на уравнение ˆ
z m mL mΨ = Ψ=  оператором +L̂ : 

 ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ;x y z m x y mL i L L m L i L+ Ψ = + Ψ= . (4.31) 

Используя перестановочное соотношение (4.30), из уравнения 
(4.31) получаем 

( ) ( ) ( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( 1) .

z x y m x y m x y m

x y m m

L L i L m L i L L i L

m L i L m L L+

+ Ψ = + Ψ + + Ψ =

= + + Ψ ≡ +

= =

= =
 

Аналогично 
ˆ ˆ ˆ( 1) .z m mL L m L− −Ψ = − Ψ=  
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Таким образом, из полученных соотношений следует, что функ-
ция mL Ψ+ˆ  или mL Ψ−ˆ  есть собственная функция, соответствующая 

значению )1( +m=  или )1( −m=  величины zL̂ . 
Следовательно,  

1
ˆ const ;m mL+ +Ψ = Ψ  

1
ˆ const .m mL− −Ψ = Ψ  

При m = l  0ˆ =Ψ+ lL . 

Применяя к этому равенству оператор −L̂ , получаем 

( ) ( ) .0ˆˆˆˆˆ 22 =Ψ−−=Ψ+− lzzl LLLLL =  
Отсюда следует, что 

( )1ˆˆˆ 2222
llzlzll llLLLL Ψ+=Ψ+Ψ=Ψ=Ψ == ; 

так как 2 2 2ˆ
z l lL lΨ = Ψ= , то 

ˆ .z l lL lΨ = Ψ=  

Следовательно, собственные значения оператора 2L̂  равны 
.)1(22 += llL =  

Найдем матричные элементы операторов +L̂  и −L̂ . 

/ / /
*

1
d const ,mm m m m m

L L V++ + + +
= Ψ Ψ = δ∫  

т.е. не равны нулю только матричные элементы ( ) mmL ,1++ . Соответст-

венно для −L̂  не равны нулю только ( ) mmL ,1−− . Поскольку операторы 

xL̂ , yL̂  – эрмитовы (т.е. += xx LL ˆˆ ), то  

( ) ( )*
1, 1,

ˆ ˆ .
m m m m

L L− +− −
=  

Воспользовавшись равенством 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
z zL L L L L+ −= + −= , получаем −+LL ˆˆ , 

откуда ( ) ( )1, , 1
( ) ( 1)

m m m m
L L l m l m− +− −= = + − += . 

Поскольку ( )1ˆ ˆ ˆ ,
2xL L L+ −= +  ( )ˆ ˆ ˆ ,

2y

i
L L L+ −= − −  то для матричных 

элементов xL̂  и yL̂  получим 

, 1 1,( ) ( ) ( )( 1) / 2;x m m x m mL L l m l m− −= = + − +=  

, 1 1,( ) ( ) ( )( 1) / 2.y m m y m mL L i l m l m− −= = − + − +=  
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Найдем теперь матричные элементы операторов xL̂ , yL̂ , zL̂  для 

различных значений квантового числа l: 
а) l = 0 – нулевая матрица; 
б) l = 1: 

0 1 0
ˆ 1 0 1 ;

2
0 1 0

xL

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
0 0

ˆ 0 ;
2

0 0
y

i

L i i

i

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
1 0 0

ˆ 0 0 0 ;

0 0 1
zL

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

=  

в) при l = 
2

1
 получаются матрицы 

1 0ˆ ˆ ;
0 12 2z zL
⎛ ⎞

= = σ⎜ ⎟−⎝ ⎠

= = 0ˆ ˆ ;
02 2y y

i
L

i

−⎛ ⎞
= = σ⎜ ⎟

⎝ ⎠

= =
 

 ,ˆ
201

10

2
ˆ

xxL σ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ==

 

где ˆ xσ , yσ̂ , zσ̂  – спиновые матрицы Паули. Случай l = 
2

1
 соответст-

вует спину электрона. 

Задания 
1. Вычислить коммутаторы 

2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ( ) , , ( ) ,i i i iL L L L⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦r p p r p r  

где ˆˆ ˆ, ,r p L  – операторы радиуса-вектора, импульса и момента им-
пульса частицы; I = x, y, z . 

2. Вычислить коммутатор ˆ ˆ ˆ,i k lL x x⎡ ⎤⎣ ⎦ ; i, k, l – индексы осей коор-

динат. 
Задача 4.37 
1. Показать, что спиновые матрицы Паули являются унитарными 

и эрмитовыми. 
2. Проверить коммутационные и антикоммутационные соотноше-

ния для спиновых матриц Паули: 
 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2x y y x ziσ σ −σ σ = σ ; 0ˆˆˆˆ =σσ+σσ xyyx ; 

 ;ˆ2ˆˆˆˆ xyzzy i σ=σσ−σσ 0ˆˆˆˆ =σσ+σσ yzzy ; 

 ;ˆ2ˆˆˆˆ yzxxz i σ=σσ−σσ .0ˆˆˆˆ =σσ+σσ zxxz  

3. Показать, что 
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 1ˆˆˆ 222 =σ=σ=σ zyx ; ;3ˆ 2 =σ  

 ( ) .
4

3
ˆˆˆ

4
ˆ

2
222

2
2 == =σ+σ+σ= zyxS  

Задача 4.38. Найти собственные функции и собственные значения 

операторов проекций спина электрона в zŜ -представлении. 
Решение 

Уравнение для собственных функций 1

2

c

c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и собственных значе-

ний xS оператора ˆ
xS  имеет вид 

xŜ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

c

c
 = S x ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

c

c
. 

Так как 
20 1

ˆ
1 02 2x xS
⎛ ⎞

= = σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =
, получаем 

0 1

1 02

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 1

2

c

c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = S x
1

2

c

c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

;
2

1

2
1

2 .

2

x

x

c S c

S c
c

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=
 

Раскрывая это равенство, имеем 2 1

1 2

( / 2) ;

( / 2) ,
x

x

c S c

c S c

=⎧
⎨ =⎩

=
=

 

откуда следует 
2xS = ± = . 

При 
2xS = + =  с1 = с2 и так как 

2 2
1 2 1c c+ =  (условие норми-

ровки), то окончательно получаем 

1
11

,
12x

i
S e

α⎛ ⎞
ϕ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

где 1α  – произвольная фаза. 

При 
2

=−=xS  с1 = – с2 

2
11

.
12xS

ie
⎛ ⎞ αϕ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
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Аналогичным образом находятся собственные функции и собст-
венные значения операторов yŜ  и zŜ  (сделать самостоятельно). 

Задача 4.39. Найти собственные функции и собственные значения 

операторов квадрата полного спина 2Σ̂  и проекции полного спина 
2ˆ

zΣ  двух частиц со спином 1/2 . 
Решение 
Суммарный спин двух частиц 

1 2
ˆ ˆˆ S SΣ = +
G GG

, 

где 1Ŝ  и 2Ŝ  – операторы спина первой и второй частиц, действую-
щие на спиновые координаты своей частицы, соответственно. 

 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

3 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 2 ;
4 4

S S= + + = +Σ S S σ σ= = ; 

 
( )zzz 21 ˆˆ

2
ˆ σ+σ=Σ =

. 

Одночастичные спиновые функции соответственно равны 
1

;
0↑
⎛ ⎞

ϕ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

0

1↓
⎛ ⎞

ϕ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Можно построить четыре независимые функции или системы 
двух частиц: 

1

2

3

4

(1) (2) ;

(1) (2) ;

(1) (2) ;

(1) (2) .

↑ ↑

↑ ↓

↓ ↑

↓ ↓

Ψ = ϕ ϕ↑↑
Ψ = ϕ ϕ↑↓
Ψ = ϕ ϕ↓↑
Ψ = ϕ ϕ↓↓

 

Произвольная функция Ψ  может быть разложена в ряд по этим 
функциям: 

,i i
i

aΨ = Ψ∑  

где 2
1.i

i

a =∑  

Можно показать, что 1 1
ˆ ;zΣ Ψ = Ψ= 2 3

ˆ ˆ 0z zΣ Ψ = Σ Ψ = ; 4 4
ˆ

zΣΨ =− Ψ=  
(проверить самостоятельно). 
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Таким образом, в состояниях 1–4 проекции полного спина на ось z 
равны =1 ; 0; 0; – =1  соответственно. 

Определим собственные функции, принадлежащие одновременно 
операторам 2Σ̂  и zΣ̂  (т.е. zΣ̂  и 1 2ˆ ˆσ σ ): 

1 2ˆ ˆσ σ 2 1 2 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .x x y y z z= σ σ + σ σ + σ σ  

Проверкой убедимся, что 

 ( )1 2ˆ ˆσ σ 1 1 ;Ψ = Ψ  

 
( )1 2ˆ ˆσ σ 2 2 32 ;Ψ = − Ψ + Ψ

 (4.32) 

 
( )1 2ˆ ˆσ σ

3 3 22 ;Ψ = − Ψ + Ψ
 (4.33) 

 
( )1 2ˆ ˆσ σ 4 4 .Ψ = Ψ  (4.34) 

Таким образом, лишь 1Ψ  и 4Ψ  являются собственными функция-

ми оператора 1 2ˆ ˆσ σ  с собственными значениями 121 =σσ . Поэтому 

ищем собственную функцию 1 2ˆ ˆσ σ  в виде линейной комбинации 

32 Ψ+Ψ cb  из решения уравнения 

1 2ˆ ˆσ σ 2 2 3 2 3
ˆ ( ) ( ) .b c b cΨ + Ψ = λ Ψ + Ψ  

Подставляя (4.32) и (4.33) в (4.34), получаем 

2 3 2 3( 2 ) ( 2 ) ( )b c c b b cΨ − + + Ψ − + = λ Ψ + Ψ . 

Умножая на *
2Ψ  и суммируя по индексам спинов, имеем 

.2 bcb λ=+−  

Умножая на *
3Ψ , имеем 

2 .c b c− + = λ  
Решая эти уравнения относительно λ , получаем 

1 2λ = − ± . 
Следовательно, собственные значения λ  равны 1 и – 4. 
Таким образом, соответствующие нормированные собственные 

функции 

5 2 3

1 1
( ) (1) (2) (1) (2) ;

2 2 ↑ ↓ ↓ ↑⎡ ⎤Ψ = Ψ +Ψ = ϕ ϕ + ϕ ϕ⎣ ⎦  

6 2 3

1 1
( ) (1) (2) (1) (2) .

2 2 ↑ ↓ ↓ ↑⎡ ⎤Ψ = Ψ −Ψ = ϕ ϕ − ϕ ϕ⎣ ⎦  
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Функции 1Ψ , 4Ψ , 5Ψ  являются собственными функциями опера-
тора 1 2ˆ ˆσ σ  с собственным значением, равным единице, и соответст-

венно оператора 2Σ̂  с собственным значением 2= 2. Но так как 

2 2 ( 1) ;ˆ Ψ = + Ψ∑ ∑Σ = 2 2( 1) 2 ,Σ Σ + == =  то 1=Σ . 

Функция 6Ψ  соответствует 331 −=σσ  и соответственно 0=Σ . 
Таким образом, получаются три состояния, образующие триплет 

1Ψ , 4Ψ , 5Ψ  с полным спином 1=Σ  и проекцией спина zΣ , равной 

=1 , – =1 , и одно состояние 6Ψ  синглет с антипараллельными спина-
ми 0=Σ , zΣ  = 0. 

Задача 4.40. Решить задачу на собственные значения для линей-
ного гармонического осциллятора матричным методом. 

Решение. Задачу решаем в гейзенберговском энергетическом 
представлении. Гамильтониан системы есть 

 

2 2 2ˆ ˆˆ ,
2 2

p x
H

μ ω= − +
μ

 (4.35) 

где p̂  и x̂  – матрицы, связь между которыми определяется уравне-
ниями движения в гейзенберговской форме: 

 μ
= p

x
ˆ�̂  , .ˆˆ Vp −∇=�  (4.36) 

Отсюда следует, что оператор x̂  удовлетворяет следующему 
уравнению движения: 

 0ˆˆ 2 =ω+ xx��  (4.37) 

или в матричном виде 

 .0)( 2 =ω+ mnmn xx��  (4.38) 

Так как 
ti

mnmn
mnextx ω=)( , 

где
 

,)(
1

nmmn EE −=ω
=

 

то 

 
2

mn mn mnx x= − ω�� . (4.39) 
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Подставляя (4.39) в (4.38), получаем 

 .0)( 22 =ω−ω mnmn x  (4.40) 

Из (4.40) следует, что равны нулю все mnx , за исключением тех, 

при которых .mnω = ± ω  
Пронумеруем состояния таким образом, что  

, 1 ;m m−ω = + ω  , 1m m+ω = − ω . 

Тогда отличны от нуля только матричные элементы 1, +mmx . Так 

как волновые функции стационарных состояний действительные, то 
все mnx  действительные и nmmn xx = . Определим 1, ±mmx  из соотноше-
ния коммутации: 

μ
−=− =�� ixxxx ˆˆˆˆ  

или 

 
( ) ( ) ;mn mn mnxx xx i− = − δ

μ
=� �

 

 
( ) ;mk mk kn mk kn kn mn

k

i x x x x iω − ω = − δ
μ∑ =

 

 
( ) ( )2 2

1, , 1 .
2m m m mx x+ −− =
μ ω
=

 (4.41) 

Решая уравнение (4.41), получаем значение, соответствующее 
первому – нормальному состоянию осциллятора, равным нулю. Со-
ответственно 01,0 =−x ; 

 
1, , 1 .

2 μm m m m

m
x x− −= =

ω
=

 (4.42) 

В E-представлении матрица оператора Ĥ  диагональна. Следова-
тельно, 

2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) .
2 2mm m mm mm km km

k

H E x x x
μ μ⎡ ⎤= = + ω = ω +ω⎣ ⎦ ∑�  

И так как в сумме члены с 1±= mk  по k отличны от нуля, то, ис-
пользуя (4.42), получаем 

,
2
1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ω= mEm =  m = 0, 1, 2, … . 
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Примечание. Вместо операторов p̂  и x̂  удобно ввести операторы 

уничтожения и рождения возбуждения â  и +â , определяемые соот-
ношениями 

1
ˆ ˆ ˆ ;

2

i
a x p

⎛ ⎞μ ω= +⎜ ⎟⎜ ⎟μ ω⎝ ⎠= =
 

1
ˆ ˆ ˆ .

2

i
a x p+ ⎛ ⎞μ ω= −⎜ ⎟⎜ ⎟μ ω⎝ ⎠= =

 

Из (4.42) следует, что â  и +â  имеют следующие отличные от ну-
ля матричные элементы: 

 
( ) ( ) ,ˆˆ ,11, nnnn aa −−

+ =  (4.43) 

т.е. у +â  отличны от нуля матричные элементы, соответствующие 
переходу nn →−1 ; у â  – переходу 1−→ nn . Из (4.43) следует, что 

ˆ ˆ ˆ ˆ 1.aa a a+ +− =  
В новом представлении гамильтониан системы имеет вид 

1ˆ ˆ ˆ .
2

H a a+
⎛ ⎞= ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

4.4. Движение в центральном поле с аксиальной 
симметрией 

4.4.1. Разделение переменных 

Гамильтониан частицы в цилиндрических переменных ρ, φ, z име-
ет вид 

 

2 2 2

2 2 2

1 1ˆ ( ) .
2

H U
z

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂= − ρ + + + ρ⎢ ⎥μ ρ ∂ρ ∂ρ ρ ∂ϕ ∂⎣ ⎦

=
 (4.44) 

Операторы проекций импульса и момент импульса zp̂  и zM̂  на 
ось симметрии коммутируют друг с другом и с гамильтонианом Ĥ . 

Поэтому собственные функции операторов zp̂ , zM̂  и Ĥ , образую-
щие полную систему функций, могут быть записаны в виде, разде-
ленном по цилиндрическим переменным, т.е. по радиусу-вектору ρ и 
азимутальному углу φ в плоскости, перпендикулярной оси цилинд-
рической симметрии z: 

 
2

1
exp ( ) ( ) ,

4
z

z
n mp n m

p z
i m

ρ ρ

⎡ ⎤Ψ = + ϕ θ ρ⎢ ⎥⎣ ⎦π ==
 (4.45) 
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где )(ρθ
ρ mn  – решение радиального уравнения Шредингера для 

«поперечного» движения частицы в плоскости, перпендикулярной 
оси z: 

2 2

2

1 d d

2 d d

m⎡ ⎤
− ρ +⎢ ⎥μ ρ ρ ρ ρ⎣ ⎦

= )(ρθ
ρ mn  + U(ρ ) mnρ

θ = mnE
ρ

,mnρ
θ  (4.46) 

значения mnE
ρ  

задают энергетический спектр “поперечного” дви-

жения частицы; nρ – радиальное квантовое число, совпадающее с 
числом нулей радиальной функции (не считая нулей при ρ = 0 и 
ρ = ∞ ). 

Волновой функции (4.45) отвечает энергия частицы 
=

ρ zpmnE 2 / 2 .zn mE p
ρ

+ μ  

Квантовое число m = 0, ± 1, ... характеризует величину момента 
импульса Mz = m ħ . 

Задача 4.41. Найти энергетические уровни дискретного спектра 
частицы в двумерном поле U(ρ) = – α/ρ. Определить кратность вы-
рождения уровней. Сравнить с кулоновским полем U(r) = – α/r . 

Решение. Уравнение Шредингера для радиальной части собст-
венной функции гамильтониана 

ρ ρ ρ ρ

2 2 2

2 2

d 1 d

2 dd n m n m n m n m

m
E

⎡ ⎤ α− + − χ − χ = χ⎢ ⎥μ ρ ρ ρρ ρ⎣ ⎦

=
 

заменой функции mnρ
χ  = /n mu

ρ
ρ  приводится к виду 

 
ρ ρ ρ ρ

2 2 2

2 2

d 1/ 4
.

2 d
n m n m n m n m

m
u u E u

⎡ ⎤− α− − =⎢ ⎥μ ρρ ρ⎣ ⎦

=
 (4.47) 

Это уравнение и граничные условия (0) 0n mu
ρ

= , 0)( =∞
ρmnu  со-

вершенно аналогичны тем, которые возникают при нахождении ра-
диальной волновой функции lnu

ρ  
и уровней энергии частицы в куло-

новском поле U(r) = – α / r, если записать собственную функцию га-
мильтониана в виде ( ) / .

r rn lm lm n lY u r rΨ =  Различие состоит только в 

замене множителя l (l + 1) (в центробежной энергии) на величину 
m2 – 1/4. Учитывая хорошо известное выражение 



222 

 
22

2

)1(2 ++
αμ−=

ln
E

r
lnr =

 (4.48) 

для энергетических уровней частицы в кулоновском поле и заменяя, 
согласно сказанному выше, величину l + 1/2 на | m |, находим энергети-
ческий спектр частицы в двумерном поле U (ρ) = – α/ρ: 

 

2

2 2
.

2 ( 1/ 2)n mE
n mρ
ρ

μ α= −
+ +=

 (4.49) 

Из выражения (4.49) видно, что в рассматриваемом поле, как и в 
кулоновском, имеет место случайное вырождение, так как энергия 
зависит только от комбинации nρ + | m | квантовых чисел nρ и m. Если 
ввести квантовое число N = nρ + | m | + 1 (являющееся аналогом глав-
ного квантового числа n = nr + l + 1 в кулоновском поле), то выраже-
ние (4.49) можно записать в виде 

 

2

2 2
,

2 ( 1/ 2)
NE

N

μ α= −
−=

 N = 1, 2, … (4.50) 

Энергетический уровень EN имеет следующую кратность вырож-
дения: 

g (N) = 1 + 
1

1

2 2 1.
N

m

N
−

=
= −∑  

4.4.2. Движение в магнитном поле 

В кулоновской калибровке для векторного потенциала div = 0A A  
гамильтониан заряженной частицы в магнитном поле  = rotH А  име-
ет вид 

 

2
1ˆ ˆ ( )

2

e
H

c
⎡ ⎤= −⎢ ⎥μ ⎣ ⎦
p A r  (4.51) 

или  
2 2

2
2

ˆˆ .
2 2

e e
H

c c
= − +

μ μ μ
p

Ap A  (4.52) 

Примером выбора векторного потенциала А, соответствующего по-
стоянному внешнему магнитному полю H = {0, 0, H0}, является выбор 
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 Ax = 0 ; Ay = H0 x ; Az = 0 

или 

 Ax = – H0 y ; Ay = 0 ; Az = 0 . 

Задача 4.42. Найти среднее магнитное поле H(0), создаваемое в 
начале координат заряженной бесспиновой частицей, находящейся в 
кулоновском поле ядра U(r) = – Z e2 / r в 1s- и 2p-состояниях. 

Решение. Согласно классической электродинамике магнитное по-
ле тока с объемной плотностью j(r)  

 
1 ( )( )

( ) d .
j

V
c

−=
−∫

r R r
H R

R r
 (4.53) 

Если внешнее магнитное поле отсутствует, то 

 * *( )
2

ie= − Ψ∇Ψ −Ψ ∇Ψ
μ

j
=

 (4.54) 

(–е – заряд частицы). С учетом вида волновой функции легко нахо-
дим, что в 1s-состоянии j = 0 и H ≡ 0. 

Волновая функция произвольного 2p-состояния частицы имеет 
вид 

 

/ 2
5

1
( ) ,

32
r ae

a
−Ψ =

π
ε r  (4.55) 

где a = ħ / (Ze2μ) и |ε|2 = 1. В зависимости от значения проекции 
Mz = m ħ момента импульса частицы в направлении поля вектор ε 
принимает следующие значения: 

 ε (m = 0) = 
3

4π
 (0, 0, i) ; ε (m = ± 1) = 

3

8π
 ( ± i, 1, 0). 

На основании уравнений (4.53) – (4.55) имеем 

 
/

* *
5 3

(0) , ( ) ( ) d
64

r ai e e
V

c a r

−
⎡ ⎤= − −⎣ ⎦π μ ∫H r ε ε r ε ε r

=
. (4.56) 

При получении (4.56) полезно учесть, что в выражении (4.55) для 
тока следует действовать оператором ∇  лишь на сомножители ( )ε r  
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и *( )ε r  в волновой функции, так как [ ∇r f (r)] = 0; ( )∇ =ε r ε . Введя 

вектор b = [ *ε ε ], легко находим 

 * * 2[ , ( ) ( )] [ [ ]] ( ) r− = = −r ε ε r ε ε r r r b r r b b , 

и интеграл, входящий в выражение (4.56), принимает вид 

 

are
r

/-
3

1
∫ {r ( )r b  – 2}rb  dV ≡ I. (4.57) 

Для вычисления вектора I рассмотрим интеграл 

 

/
3

1 r ae
r

−∫ xi xk dV = C δik . (4.58) 

Взяв в соотношении (4.58) свeртку по индексам i и k, имеем  

 3 C = ∫
−
r

ar )/(exp
 dV = 4π a2 , (4.59) 

и из (4.57) – (4.59) следует 
28

3

aπ= −I b ; окончательное выражение 

для магнитного поля 

 

*
3

(0) [ ].
24

i e

с а
=

μ
H ε ε=

 (4.60) 

Выпишем значения магнитного поля  Н (0) в 2p-состояниях час-
тицы для определeнных величин m проекции момента на ось z. Для 
этого учтeм вид векторов ε(m) при различных m и используем урав-
нение (4.60): 

 H (0)m = 0 = 0, H (0)m = ± 1 = (0, 0, ∓
324

e

c aμ
=

). 

Задача 4.43. Частица со спином S = 1/2 и магнитным моментом 
μ находится в однородном магнитном поле H(t) вида 
Hx = H0

 cos (ω0 t); Hy = H0
 sin (ω0 t); Hz = H1, где H0 , H1 , ω0 – постоян-

ные величины. При t = 0 частица находилась в состоянии, в котором 
проекция спина на ось z равна Sz = 1/2. Найти вероятности различных 
значений проекции спина на ось z в момент времени t. Обсудить, в 
частности, случай, когда | H0 / H1 | << 1; обратить внимание на резо-



225 

нансный характер зависимости вероятности «переворота» спина от 
частоты 0ω  в этом случае. 

Решение. Спиновый гамильтониан и уравнение Шредингера для 
спиновой волновой функции имеют вид 

1 0 0

0 0 1

exp( )ˆ ˆ( ) ;
exp( )

H H i t
H t

H i t H

− ω⎛ ⎞
= −μ = −μ⎜ ⎟− ω −⎝ ⎠

H σ
( )

;
( )

a t

b t

⎛ ⎞
Ψ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠  

 i= a = –μ H1 a – μ H0
 exp (– i ω0 t)

 b; (4.61) 
 i= b = – μ H0

 exp (i ω0 t)
 a + μ H1 b. 

Перейдя к новым функциям a~ (t) , b
~

(t) согласно формулам 

a = exp 0 ,
2

i t
a

ω⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  b = exp 0

2

i t
b

ω⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

� , 

перепишем систему уравнений (4.61) в виде 

 i a�~  = – γ1 a~  – γ2 ;
~
b i b

�~
 = – γ2 a~  – γ1 ,b�  (4.62) 

где γ1 = μ H1 / =  + ω0 / 2 ; γ2 = μ H0 / = . 
По общим правилам находим решение системы уравнений (4.62) в 

виде 
a~ (t) = C1

 exp (i ω t) + C2
 exp (– i ω t); 

b
~

(t) = 
2

1

γ
γ−ω

 C1 exp (i ω t) + 
2

1

γ
γ−ω−

 
C2 exp (– i ω t) , 

где ω = 
1

2 2
2 .γ + γ  

Учитывая, что согласно начальным условиям a~ (0) = a (0) = 1; 

b
~

(0) = b (0) = 0, находим окончательный вид нормированной волно-
вой функции: 

 

0
1 1

0
2

( ) e ( ) e exp
21

( ) ,
2

2 sin exp
2

i t i t i t

t
i t

i t

ω − ω⎛ ⎞ω⎛ ⎞⎡ ⎤ω+ γ + ω− γ⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎜ ⎟Ψ =
⎜ ⎟ω ω⎛ ⎞γ ω⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠  

так что вероятность переворота спина (т.е. значения проекции 

Sz = –
2

1
) в момент времени t  



226 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= tSW z ,

2
1

= 
2

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ω
γ

sin2 ω t ≡  g sin2 ω t, 

где g = 
2

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ω
γ

= .
)2/( 2

01
2
0

2
0

μω++ =HH

H
 

Значение g (а с нею и вероятность переворота спина) при 
| H0 | << | H1 | мало по сравнению с единицей при всех значениях час-
тоты ω0 за исключением узкой области вблизи точки  
( ωo )

 
рез = – 2μ H1 /=  шириной порядка | Δ ωo | ~ H0 μ /= . 

4.5. Теория возмущений 

Теория возмущений – один из основных методов приближенного 
решения задач квантовой механики. 

Во многих случаях гамильтониан квантовой системы можно 
представить в виде 

 ,ˆλˆˆ
0 VHH +=  

где 0Ĥ  – гамильтониан невозмущенной системы, для которого из-
вестно точное решение уравнения 0Ĥ Ψn

(0) = En
(0) Ψn

(o); 

V̂ – оператор возмущения; 
λ – безразмерный параметр малости.  
Возмущения бывают стационарные и нестационарные. 
Рассмотрим сначала стационарное возмущение, при котором опе-

ратор возмущения не зависит от времени. Точные волновые функции 
и уровни энергии можно представить в виде рядов 

Ψn = Ψn
(0) + λ Ψn

(1) + λ2 Ψn
(2) + ... ; 

En = En
(0) + λ En

(1) + λ2 En
(2) + ... . 

Если невозмущенные функции Ψn
(0) невырождены, то поправки 

первого и второго порядка находятся из формул 

(1) (0)
(0) (0)

ˆ
;n m

m n n m

m V n

E E≠

< >
Ψ = Ψ

−∑  

(1) ˆ ;nE n V n= < > (2)
nE =

2

(0) (0)

ˆ
.

m n n m

m V n

E E≠

< >

−∑  
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Если функции Ψn
(0) (n = 1, 2, ... S) вырождены, то в приближении 

первого порядка по возмущению уровни энергии находятся из секу-
лярного уравнения 

11 12

21 22

31 32

. . .

. . .

. . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . SS

H E H

H H E

H H

H E

−
−

−

 = 0, 

где Hik = < i | Ĥ  | k >. 
S корней этого уравнения (среди которых могут быть кратные) 

дают уровни энергии, появляющиеся в результате расщепления вы-
рожденного уровня под действием возмущения. 

Рассмотрим нестационарное возмущение. В этом случае волновая 

функция разлагается по собственным функциям ( )
niE t

n e
−

Ψ r =  невоз-
мущенного гамильтониана: 

 ( , ) ( ) ( ) .
niE t

n n
n

t a t e
−

Ψ = Ψ∑r r =  

Подстановкой в уравнение Шредингера получается система урав-
нений для коэффициентов 

 

d ( )
( ) ;

d
mni tn

mn n
n

a t
i H t a e

t
ω=∑=

 

 

1
( )mn n mE E

⎡ω = −
⎣ =

. 

Разлагая an(t) в ряд по степеням λ: 
an = an

(0) + λ an
(1) + λ2 an

(2) + ..., 
получаем 

( 1) ( )d
( )

d
mni tr r

m mn n
n

i a H t a e
t

ω+ =∑=  

и соответственно в приближении первого порядка по возмущению 

(1) 1
( ) d ,mn

t
i t

m mna H t e tω

− ∞

= ∫= . 
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При t = – ∞ )1(
ma  = 0 система находится в невозмущенном состоянии. 

Если возмущение между моментами включения и выключения 
имеет постоянное значение, то вероятность того, что в момент вре-
мени t система будет находиться в состоянии m, 

 

2
2(1) 2

2 2

4
( ) sin .

2

mn mn
m

mn

H
a t t

ω⎛ ⎞= ⎜ ⎟ω ⎝ ⎠=  
Соответственно вероятность перехода в единицу времени 

 

22
( ) ,mnW H m

π= ρ
=  

где ρ (m) – плотность конечных состояний. 

4.5.1. Стационарные возмущения 
в невырожденных системах 

Задача 4.44. На электрон в одномерной бесконечно глубокой яме дей-
ствует постоянное электрическое поле ε . Найти сдвиг уровней энергии. 

Решение. Оператор взаимодействия электрона с внешним элек-
трическим полем имеет вид 

 ˆ ˆ( )H ′ = − α ε , 

где ˆ ˆe=α r  – оператор дипольного момента. В данной одномерной 

задаче ε || r , поэтому Ĥ e x′ = − ε . 
Поправка первого порядка к уровню энергии 

 
.

2
ˆ)1( ε−=>′<= a

enHnEn
 

Поправка второго порядка к энергии En 

 

2

(2)
(0) (0)

2

2 2
2 2 2 2 2 2

2 22 1
0,1, 2, .. 2

2 2 2 2

2 6 2 2 5
2 1

ˆ

8 1

( )
( )

2

128
.

( )

n
m n m

m n k
k

m n k

n H m
E

E E

a m n
e

m n
n m

a

e m n

n m

− = +
=

− = +

′< >′= =
−

⎛ ⎞′= ε =⎜ ⎟π − π⎝ ⎠ −
μ

ε μ=
π −

∑

∑

∑

=

=  
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Поправка первого порядка En
(1) не имеет физического смысла. Де-

ло в том, что в одномерной яме все уровни энергии невырождены, а 
для невырожденного состояния сдвиг энергии в электрическом поле 
в первом приближении равен нулю (отсутствует линейный эффект 
Штарка). Полученный сдвиг En

(1) не зависит от номера уровня, т.е. 
весь энергетический спектр сдвигается на постоянную величину. 
Этот фиктивный сдвиг легко исключить, если начало координат по-
местить в середину ямы. Тогда >< nxn ˆ  = 0, En

(1) = 0 для всех n. 

Задача 4.45. Плоский заряженный ротатор помещен во внешнее 
электрическое поле ε. Найти сдвиг уровней энергии ротатора с мо-
ментом инерции J и вычислить коэффициент электрической воспри-
имчивости. 

Решение. Гамильтониан возмущения имеет вид 

 ˆ ˆ ˆ( ) d cos .H ′ = − = − ε ϕd ε  

Невозмущенные волновые функции и уровни энергии равны 
(см. задачу 4.8 о плоском ротаторе):  

ϕ

π
=ϕ im

m e
2

1)0( ; 

;
2

22
)0(

J

m
Em

==  

....,2,1,0 ±±=m  
Матричные элементы гамильтониана возмущения 

2
( )

0

0 для 1;
1

d cos d d
2 для 1.

2

i m m

m m
m H m E e

m m

π
′− ϕ

′ ≠ +⎧
⎪′ ′< >= − ϕ ϕ = ε⎨ ′π − = ±⎪⎩

∫  

Поправка первого порядка к уровню энергии 
(1) ˆ 0 .nE m H m′= < > =  

Поправка второго порядка 

=
−

>+′<
+

−

>−′<
=

+−
)0(
1

)0(

2

)0(
1

)0(

2

)2(
1ˆ1ˆ

mmmm
m EE

mHm

EE

mHm
E  

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

d 1 1 d

2 ( 1) ( 1) (4 1)

J J

m m m m m

⎡ ⎤ε ε= + =⎢ ⎥− − − + −⎣ ⎦= =
. 
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При помещении квантово-механической системы во внешнее 
электрическое поле ε  происходит поляризация системы. Работа по-

ляризации 
2

− P ε
, где Р – вектор поляризации, равный среднему ди-

польному моменту системы. Так как = αP ε , где α  – коэффициент 
электрической восприимчивости, то изменение энергии системы в 

результате поляризации .
2

2εα−=Δ E  Если ротатор находится в со-

стоянии φm, то из равенства ΔE = Em
(2) получаем коэффициент элек-

трической восприимчивости ротатора  

 

2

2 2

d
.

(4 1)

J

m
α = −

−=  
При m 0≠  0α < , т.е. средний дипольный момент противоположен 

внешнему электрическому полю. При m = 0 0>α . 
Так как уровни энергии невозмущенного ротатора дважды выро-

ждены, то на первый взгляд кажется, что поправка первого порядка 
должна быть отлична от нуля, т.е. должен существовать линейный 
эффект Штарка. В действительности вырождение ротатора не снима-
ется в постоянном и однородном электрическом поле вплоть до вто-
рого приближения по возмущению включительно. Поэтому линей-
ный эффект Штарка отсутствует, и можно применять теорию возму-
щений в невырожденных системах вплоть до второго порядка. 

Задача 4.46. Линейный осциллятор помещен в постоянное элек-
трическое поле ε. Найти сдвиг уровней энергии осциллятора. 

Решение. 
Задачу решим двумя способами: точным методом и с помощью 

теории возмущений. 
Точное решение 

Уравнение Шредингера для линейного осциллятора во внешнем 
электрическом поле имеет вид 

 
2 2 2 2

2

d
( ) ( ) ( ),

2 2d
n n n n

x
x e x x E x

x

⎛ ⎞μ ω− Ψ + − ε Ψ = Ψ⎜ ⎟μ ⎝ ⎠

=
 

где μ – масса частицы; 

μ
=ω k

 – классическая частота осциллятора; 
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k – коэффициент возвращающей силы. 

Сделаем тождественную подстановку: 
2 2

2

x
ex

μ ω − ε  = .
22 2

222

2

2

ωμ
ε−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ωμ
ε−ωμ ee

x  

Уравнение Шредингера принимает вид 
22 2 2 2 2

2 2 2

d
( ) ( ).

2 2d 2
n n n

e e
x x E x

x

⎛ ⎞⎛ ⎞μ ω ε ε− Ψ + − = + Ψ⎜ ⎟⎜ ⎟μ μ ω μ ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=
 

Из вида уравнения можно сделать вывод, что во внешнем посто-
янном электрическом поле все уровни энергии осциллятора изменя-

ются на 2

22

2 ωμ
εe

, т.е. 

 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ω=

2
1

nEn =  – 2

22

2 ωμ
εe

,
 

а среднее значение координаты осциллятора сдвигается от нуля 

на 
2ωμ
εe

. 

Приближенное решение 
Оператор возмущения для линейного осциллятора во внешнем 

электрическом поле имеет вид 
ˆ ˆ .H e x′ = − ε  
Матричные элементы координаты осциллятора 

>+< 1ˆ nxn  = 
ωμ2
=

 1+n ; 

>−< 1ˆ nxn  = 
ωμ2
=

 .n  

Остальные матричные элементы равны нулю. Невозмущенные 
уровни энергии 

.
2
1)0( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ω= nEn =

 
В первом порядке по возмущению поправка к энергии En

(1) равна 
нулю: 

(1) ˆ ˆ. 0.nE n H n e n x n′= < > = − ε < > =  
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Во втором порядке по возмущению поправка к энергии 

 
=

−

>′′<
=∑

′ ′n nn
n EE

nHn
E )0()0(

2

)2(
ˆ

 

 

.
2

11
2

22
22

22

ωμ
ε−=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ω
>−<

+
ω−

>+<
ε= enxnnxn

e
==

 

Во втором порядке по возмущению поправка к уровню энергии 
приводит к точному результату. Этот исключительный результат 
объясняется особыми правилами отбора для матричных элементов 
координаты осциллятора и эквидистантностью спектра энергии ос-
циллятора. 

Задача 4.47. Найти уровни энергии ангармонического осциллято-
ра, считая ангармонизм колебаний малым. 

Решение. Потенциальная энергия ангармонического осциллятора 

,
2

)( 3
22

x
x

xu λ+ωμ=  

где μ – масса колеблющейся частицы; ω – классическая частота ос-
циллятора; λ – константа ангармонизма. 

Будем считать λ << 1, тогда ангармонический член можно рас-
сматривать как возмущение гармонического осциллятора: 

.ˆˆ 3xH λ=′  
Вычислим матричный элемент 

3

,

ˆ
m l

n x n′< > =∑ >< mxn ˆ ˆm x l< > >< nxl ˆ . 

Из правила отбора для матрицы координаты гармонического ос-
циллятора следует, что в данной сумме отличны от нуля только чле-
ны, для которых 

1;m n′= ± ;1±= nl .1±= ml  
Отсюда следует, что единственные отличные от нуля матричные 

элементы существуют при 3±=′ nn и 1n n′ = ± : 
3/ 2

3ˆ3 ( 3) ( 2) ( 1)
2

n x n n n n
⎛ ⎞

< + > = + + +⎜ ⎟μ ω⎝ ⎠

=
; 
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3/ 2

3ˆ3 ( 2) ( 1)
2

n x n n n n
⎛ ⎞

< − > = − −⎜ ⎟μ ω⎝ ⎠

=
; 

3/ 2

3 2 3 2ˆ1 ( 2) ( 1) ( 1) ( 1)
2

n x n n n n n n
⎛ ⎞ ⎡ ⎤< + > = + + + + + +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦μ ω⎝ ⎠

=
; 

3/ 2

3 3 2 2ˆ1 ( 1) ( 1) .
2

n x n n n n n n
⎛ ⎞ ⎡ ⎤< − > = + − + +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦μ ω⎝ ⎠

=
; 

остальные матричные элементы оператора 3x̂  равны нулю. 
Поправка второго порядка к уровню энергии осциллятора 

 
=

−
><

λ−= ∑
±±= 1;3

)0()0(

2

2)2(
ˆ

nnm mn
n EE

mxn
E

 

 
.

30
11

30
2

2

32

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ωμω

λ−= nn
=

=
 

Найдем условие применимости полученных формул. Теория воз-

мущений применима, если .1
ˆ

)0()0( <<
−

>′′<

′nn EE

nHn
 

Для нашей задачи это условие имеет вид 

3/ 2

2
1.

n⎛ ⎞
λ ⎜ ⎟μ ω⎝ ⎠ <<

ω

=

=
 Сле-

довательно, 

 

2 /3
2

.n
ω μ ω⎛ ⎞<< ⎜ ⎟λ⎝ ⎠

=
=  

С точки зрения классической механики это условие означает, что 
амплитуда колебаний не должна быть очень большой. 

4.5.2. Теория возмущений для вырожденных 
систем 

Задача 4.48. Найти расщепление уровней плоского ротатора во 
внешнем постоянном магнитном поле. Направление поля Н перпен-
дикулярно плоскости ротатора. 

Решение. Гамильтониан возмущения 
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ˆ ,
e

H
c

′ = −
μ

L H  

где L – оператор момента количества движения ротатора. Уровни 
энергии 

2 2
(0) ,

2m

m
E

J
= = .,...2,1,0 ±±=m  

Во внешнем магнитном поле вырождение уровней снимается. 
Каждый уровень расщепляется на два подуровня (нормальный эф-
фект Зеемана). Величина расщепления 

.
2ˆ m

c

He
mHmmHmEm μ

=>−′−<−>′<=Δ  

Задача 4.49. Найти сдвиг уровней энергии с главным квантовым 
числом n = 2 (линейный эффект Штарка) для атома водорода, нахо-
дящегося во внешнем электрическом поле ε. 

Решение. Ось z направлена вдоль внешнего электрического поля. 

Тогда гамильтониан возмущения можно написать в виде .ˆˆ ε=′ zeH  
Невозмущенные волновые функции четырехкратно вырожденного 

уровня n = 2 имеют вид 

;
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=Ψ ia
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p ee
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где a – боровский радиус. 

Оператор zL̂  коммутирует с полным гамильтонианом, так как 

[ zL̂ , ẑ  ] = 0, поэтому магнитное квантовое число m сохраняется в 
присутствии электрического поля. 
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Вычислим матрицу гамильтониана возмущения в подпространст-
ве вырожденных собственных функций уровня n = 2. Ввиду сохране-
ния магнитного квантового числа m матричные элементы между со-
стояниями с различными значениями m равны нулю: 

< 2s0 | H ′ˆ  | 2p1 > = < 2s0 | H ′ˆ | 2p – 1 > = < 2p + 1 | H ′ˆ | 2p – 1 > = 0; 

< 2s0 | H ′ˆ | 2s0 > = a

r

e
a

r

a

e −∞ π π

∫ ∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

π
ε

2

0 0

2

0
3 2

32
r3 cos θ sin θ dr dφ dθ = 0; 

< 2p0 | H ′ˆ | 2p0 > = a

r

e
a

r

a

e −∞ π π

∫ ∫ ∫π
ε

0 0

2

0
2

5

332
 cos3 θ sin θ dr dθ dφ = 0; 

cледующие матричные элементы отличны от нуля: 

< 2s0 | H ′ˆ | 2p0 > = 
a

r

a

r
e

a

e a

r 4
2

0 0

2

0
3 2

32 ∫ ∫ ∫
∞ π π −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

π
ε  cos2 θ sin θ dr dθ dφ = 

{ }4 4 4
3 4

0

4 4
2 d 48 120 3 .

3 332 32

r

ae r e
e r r a a e a

aa a

∞ −ε π ε π⎛ ⎞= − = − = − ε⎜ ⎟π π⎝ ⎠∫  

Матрица гамильтониана возмущения имеет вид 
0 3 0 0

3 0 0 0
.

0 0 0 0

0 0 0 0

a

a
e

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟ε
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Приведeм эту матрицу к диагональному виду, для чего секуляр-
ный детерминант приравняем нулю: 

.0

000

000

003

003

=

λ−
λ−

λ−−
−λ−

ε
a

a

e  

Корни этого уравнения 

 λ1 = + 3e ε a;     λ2 = 3e ε a;     λ3 = λ4 = 0. 

Смысл этого уравнения заключается в том, что в электрическом 
поле снимается вырождение состояний 2s0 и 2p0, причем величина 
расщепления равна 6e ε a , а состояния 2p1 и 2p – 1 остаются вырож-
денными. 
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4.5.3. Нестационарные возмущения 

Задача 4.50. Найти дифференциальное сечение рассеяния заряжен-
ной частицы с зарядом z e в поле заряженного центра с зарядом Z e. 

Решение. Дифференциальное сечение рассеяния в потенциальном 
поле u(r) в борновском приближении 

 
2

2

2 4 2

d 1
( ) ,

d 4

p
u

v

σ ′= −
Ω π

p p
=

 

где v – начальная скорость частицы; 
dΩ – элемент телесного угла; 

 ( ) 31
( ) ( ) dp p ru u u e r

v
′−′ ′− ≡< >= ∫p p p p r ; 

р – импульс падающей частицы; 
′p  – импульс рассеянной частицы. 

В нашей задаче потенциальная энергия заряда в поле заряда Ze 
u = z Z e2 / r. 
Матричный элемент этой потенциальной энергии, взятой по пло-

ским волнам, 
( )2 31

( ) d .
i

u zZe e r
′− −

′− = ∫
p p r

p p
r

=  

Для вычисления этого интеграла учтем соотношение  
2 1

4 ( ).∇ = − πδ r
r

 

Это равенство следует из того факта, что решение уравнения Пу-
ассона для электростатического потенциала единичного точечного 

заряда, помещенного в начале координат, имеет вид 
1−
r

 (закон Ку-

лона). Фурье-образ этого равенства имеет вид 

3
2

4
d .

ikre
r

k

π=∫ r
 

При выводе этой формулы мы учли, что 

3
3

1
( ) d

(2 )
ikre k

+∞

−∞

δ =
π ∫r . 
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Таким образом, окончательно получаем матричный элемент по-
тенциальной энергии 

 
2 2 2

2 2 2
2

4 4
( ) ,

1
4 sin

2

zZe zZe
u

p

π π′− = = θ′−
p p

p p

=

=

 

где | p | = | ′p  |, так как столкновение упругое; 
θ – угол между импульсами р и ′p . 

Дифференциальное сечение рассеяния 
22 2 2

2
4

d 1

d 4 sin
2

z Z e

p

⎛ ⎞σ μ= ⎜ ⎟ θΩ ⎝ ⎠
 – это формула Резерфорда. 

Этот результат получается не только в борновском приближении, 
но и при точном решении для случая кулоновского поля. Критерий 
применимости рассматриваемого решения для кулоновского поля 

2

~ 1
2

v a Z e

E v

μ <<
= =

, где v – скорость частицы; a – область, в ко-

торой действует поле, означает малость изменения фазы волны. 
Полученный критерий применимости можно записать в другом виде: 

2 1
2 1, где .

137

c e

v c
α << α = =

=
 

Задача 4.51. На атом водорода, находящийся в основном состоя-
нии, действует однородное, периодическое во времени электриче-
ское поле. Найти минимальную частоту, необходимую для иониза-
ции атома, и вычислить вероятность ионизации в единицу времени. 

Решение. Вероятность перехода из состояния дискретного спек-
тра в интервал непрерывного спектра под действием периодического 
поля с частотой ω  

 

2
(0)2 ˆd ( ) d ,n nW n A E Eν ν

π= < ν > δ − − ω ν=
=  

где ν – набор величин, характеризующих состояние непрерывного 
спектра; 
n – набор квантовых чисел, характеризующих состояние дис-
кретного спектра; 
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Â  – амплитуда гамильтониана возмущения. 

Для нашей задачи гамильтониан возмущения 

 ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ( )) ,i t i tH t e t A e A eω + − ω′ = = +r ε  

где 0

1ˆ ˆ( ).
2

A e= r ε   

Сохранение энергии при ионизации обеспечивается наличием 
δ-функции от энергии в выражении для вероятности перехода: 

 ω= = )0(
nEE −ν . 

Для атома водорода в основном состоянии 
4

1 2
,

2

m e
E =

=
 поэтому 

.
2 3

4

min =
em=ω  

Вычислим матричный элемент 
*(0)ˆ ˆ d .nn A A ν< ν > = Ψ Ψ τ∫  

Волновые функции электрона в связанном и свободном состояни-
ях имеют вид 
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Матричный элемент принимает вид 
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ai e
n A v e r
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π π ∫
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Введем сферическую систему координат с полярной осью вдоль 
k, угол между k и ε0 обозначим λ (рис. 4.14). Тогда 

 [ ]0 0 0( ) cos cos sin sin cos ( ) ,r= ε λ θ + λ θ ϕ−ϕε r  

где φ0 – азимутальный угол 0ε . 
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Рис. 4.14 

После подстановки в матричный элемент второй член после ин-
тегрирования по φ дает нуль. Полагая s≡θcos , получаем 
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Так как 
μ

=ν 2

22 kΕ =
, интервал состояний для свободной частицы 
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d
d d d d d d d d ,

dk k k

k k
k k k k Ε Ε

Ε ν ν
ν

μν = = Ω = Ω = Ω
=  

где d kΩ  – элемент телесного угла с осью вдоль вектора k. 
Вероятность вылета электрона в состояние, принадлежащее ин-

тервалу d dk ΕνΩ , 
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Проинтегрируем dWnν по Eν, учитывая свойство δ -функции: 
3

63 2
2 0

0
0

64
d 1 cos d .k k

a
W

⎛ ⎞ω ω⎛ ⎞= δ − λ Ω⎜ ⎟⎜ ⎟π ω ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠=
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При выводе этой формулы мы учли следующие соотношения: 

(0) ;nE Eν = + ω=  ;)(
22

02
2 ω−ωμ=μ= ν

==
E

k  

;
4 02

4
)0( ω−=μ−= =

=
e

En ;2

2

e
a

μ
= =

.1
0

22

ω
ω=+ ak  

Угловое распределение электронов имеет осевую симметрию. Это 
совершенно естественно, так как в задаче имеется только одно выде-
ленное направление, задаваемое внешним полем. 

4.6. Вариационный метод 

Вариационный метод наряду с теорией возмущения широко при-
меняется для приближенных расчетов квантовых систем. Наиболее 
часто он используется для расчета основного (низшего) состояния 
системы. Вариационный метод основан на неравенстве 

 
* 3

0
ˆ( ) ( ) d ,E H r I≤ ψ ψ ≡∫ r r  (4.63) 

где )(rψ  – произвольная пробная волновая функция, удовлетво-
ряющая условию нормировки 

 
* 3( ) ( ) d 1.rψ ψ =∫ r r  (4.64) 

Равенство (т.е. абсолютный минимум интеграла I) в соотношении 
(4.63) достигается, если ( )ψ r – точная собственная функция основно-

го состояния гамильтониана Ĥ . Чем меньше отличается пробная 
функция от точной собственной функции, тем ближе интеграл I к 
энергии основного состояния. 

Рассмотрим один из вариационных методов – метод Ритца. В этом 
методе выбирается класс пробных функций, зависящих от несколь-
ких параметров. Класс пробных функций выбирается на основании 
предварительных оценок и из физических соображений. Пробные 
функции должны достаточно близко воспроизводить особенности 
поведения точной собственной функции. 

Пусть ( , , , ...)ψ α βr  – пробная функция, зависящая от параметров 
α, β, ... . Интеграл I также будет зависеть от параметров α, β, ... . Из 
условия минимума интеграла I (α, β, ... ) можно найти пробную 
функцию, наиболее близкую к точной собственной функции. Оты-
скание минимума сводится к решению системы уравнений 
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... 0.

I I∂ ∂= = =
∂α ∂β

 (4.65) 

Корни этой системы 0α , 0β , ... после подстановки в интеграл I 
дают наименьшее, т.е. наиболее близкое к истинному, приближенное 
значение энергии 

 ...).,,(min)...,,( 00 βα=βα= IIΕ  (4.66) 

Задача 4.52. Найти методом Ритца энергию основного состояния 
одномерного гармонического осциллятора. 

Решение. Гамильтониан осциллятора имеет вид 
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ˆ

2
ˆ

22 xkxp
H +

μ
= . 

Выберем систему единиц, для которой 1==μ= R= . Тогда энер-
гия осциллятора выражается безразмерным числом, что удобно при 
численных расчетах.  

Точная волновая функция и энергия основного состояния кванто-
вого осциллятора в данной системе единиц имеют вид 
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Функция 0 ( )xψ  может быть грубо аппроксимирована треуголь-
ной функцией 

1
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используя которую, получаем 
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Следовательно, минимальное значение интеграла на классе функ-
ций треугольного вид 

0( ) 0,548Ε α = . 
Это значение энергии основного состояния не более чем на 10 % 

отличается от точного значения. Такая точность вполне достаточна 
для многих полуколичественных расчетов и оценок. 

Задача 4.53. Найти методом Ритца энергию основного состояния 
трехмерного квантового осциллятора. 

Решение. Гамильтониан трехмерного осциллятора в системе еди-
ниц задачи 4.52 имеет вид 

.
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ˆ

2

ˆˆ
22 rp

H +=  

Точная волновая функция и энергия основного состояния трех-
мерного осциллятора соответственно равны: 
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3
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C E
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ψ = − =⎜ ⎟
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В качестве пробных функций возьмем функции вида 
( ) (1 ) .rf r A r e−α= + α  

Эти функции лучше аппроксимируют точную волновую функ-
цию, чем пробные функции в задаче 4.52. Вычислим нормирующий 
множитель A: 
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отсюда 
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Этот результат отличается от точного значения энергии основного 
состояния на 5 %, т.е. использование лучшей аппроксимации волно-
вой функции уменьшило погрешность по сравнению с задачей 4.52 в 
два раза. 

Еще большую точность результата можно получить, если исполь-
зовать более точную и гибкую аппроксимацию с помощью пробных 
функций, зависящих от двух и более параметров. 

Задача 4.54. Вычислить энергию основного состояния атома во-
дорода вариационным методом Ритца, используя два типа пробных 
функций: 

1) 1 (1 ) exp ( ) ;f A r r= + α −α  

2)
2

2 exp .
2

r
f B

⎛ ⎞
= −α⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Решение. Нормирующие множители пробных функций 
3 3
2 4

; .
7

A B
α α⎛ ⎞= = ⎜ ⎟ππ ⎝ ⎠

 

Вычислим среднее значение гамильтониана на пробной функции 
2

2 23 2 3
1 1

1
( ) ( ) d ( ) d

2
E f r r e f r r

r
α = ∇ − =

μ ∫ ∫
=
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2
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Из условия минимума E(α) находим минимизирующее значение 
параметра αo : 

;03
)(

00

2
2

=−α
μ

=
α∂
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.

3
2

2

0 =
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Приближенное значение энергии основного состояния 

.
07,259

27
)( 2
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0 ==
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E −≈μ−=α  

Далее вычислим аналогичным образом приближенное значение 
энергии основного состояния по функции f2(r) : 

2 2
2

2 2 2 2 2 4

0 0

( ) 4 ( ) d 4 d
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r rE B r e r r e B e r r
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Вариационный параметр αo находим из уравнения 
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Получаем .
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Следовательно, соответствующий уровень энергии 

.
3,236

48
)( 2

4
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4

0 ==
eme

E −≈μ
π

−=α  

Сравнение с точным значением энергии основного состояния 

2

4

0 2=
e

E
μ−=  показывает, что функция f1(r) лучше аппроксимирует 

точную волновую функцию атома водорода, чем функция f2(r). 
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4.7. Тождественность частиц 

4.7.1. Волновая функция системы 
тождественных частиц 

Задача 4.55. В системе двух одинаковых бозонов со спином S = 0 
одна частица находится в состоянии, описываемом волновой функци-
ей Ψ1( r ) , другая – Ψ2( r ). Эти функции нормированы на единицу и 
имеют определенные, причем противоположные, четности. Найти в 
указанном состоянии системы распределение по координатам одной 
частицы при произвольном (не фиксированном) положении другой. 
Каковы вероятности того, что в области пространства z ≥  0 находятся: 

а) одна частица; 
б) обе частицы? 
Сравнить полученные значения со случаем различимых частиц. 
Решение. Нормированная волновая функция рассматриваемого 

состояния системы 

 { }1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
Ψ = Ψ Ψ +Ψ Ψr r r r r r  (4.67) 

(здесь учтена ортогональность функций Ψ1 и Ψ2) . 
Распределение по координатам одной частицы при произвольном 

положении другой имеет вид 

 { } { }2 2
1 2 1 2

1
d ( , ) d ( ) ( ) d .

2
w V V= Ψ = = Ψ + Ψ∫ r r r r r  (4.68) 

По своей форме (4.68) представляет распределение по координатам 
первой частицы; в силу симметрии волновой функции точно такой же 
вид имеет распределение по координатам второй частицы; распределе-
ние же по координатам одной из двух одинаковых частиц представляет 
полусумму (для нормировки на 1) указанных одночастичных распреде-
лений и ввиду их одинаковости совпадает с каждым из них. 

Используя соотношения 

 
22

1,2 1, 20

1 1
( ) d ( ) d ,

2 2z
V V

≥
ψ = ψ =∫ ∫r r  (4.69) 

легко находим с помощью (4.68), что вероятность нахождения одной 

частицы в области полупространства 0≥z равна 
2

1
)0(1 =≥zW  (при 
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этом положение другой частицы не фиксируется), а вероятность на-
хождения в области 0≥z обеих частиц одновременно 

 { }
1 2

2 2
2 1,2 1 2 1 20 0

1
( 0) ( , ) d d 1 4 ;

4z z
W z V V S

> >
≥ ψ = +∫ ∫ r r  (4.70) 

 
*
1 20
( ) ( ) d ,

z
S V

≥
= ψ ψ∫ r r  (4.71) 

что отличается от значения 
4

1
 для различимых частиц (в последнем 

случае не требуется производить симметризацию волновой функции 
вида (4.67)). Полученный результат (4.70) иллюстрирует существо-
вание интерференции амплитуд различных (но тождественных ! ) 
частиц. Качественно эту интерференцию амплитуд бозонов можно 
охарактеризовать как тенденцию к взаимному сближению: 

2 разл
1

2
W W> = . 

Задача 4.56. Решить задачу, аналогичную предыдущей, для слу-
чая системы, состоящей из двух одинаковых фермионов, находящих-
ся в одном и том же спиновом состоянии. 

Решение. Задача решается аналогично задаче 4.55. Волновая 
функция имеет вид 

 { }1 1 2 2 2 1 1 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ,

2
x xα βψ = Ψ Ψ −ψ Ψr r r r  (4.72) 

где α  и β  – спиновые переменные 1-й и 2-й частицы. 
Распределение по координатам одной частицы при произвольном 

положении другой имеет точно такой же вид, как и в предыдущей 
задаче (см. формулу (4.68)). В данной задаче при нахождении рас-
пределения по координатам следует выполнить суммирование по 
спиновым переменным. Соответственно вероятность нахождения 

одной частицы в области 0≥z также равна 
2

1
, а для вероятности на-

хождения в области 0≥z обеих частиц получается выражение 

 
{ }2

2 1,2

1
( 0) 1 4 .

4
W z S≥ = −  (4.73) 
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(сравнить с формулами (4.70) и (4.71) задачи 4.55). 
Полученный результат (4.73), как и в предыдущей задаче, иллю-

стрирует существование интерференции между различными тожде-
ственными частицами. Однако в случае фермионов характер интер-
ференции противоположен тому, который имеет место для бозонов, 
и качественно его можно описать как тенденцию фермионов к вза-
имному отталкиванию. 

Задача 4.57. Для системы из двух одинаковых бозонов со спином 
0=S найти функцию распределения по относительному расстоянию 

между частицами. Как проявляется в полученном распределении то-

ждественность частиц? Какой смысл имеет выражение 2
1 2( , ) dψ∫ r r r  

(где Ψ 1 2( , )r r  – нормированная волновая функция системы)? 

Решение. Перейдем от переменных 1,2r  к переменным 

1 2
1 2,

2

+= = −r r
R r r r . 

При этом 

 
2

2 3 3
1 2 1 2d ( , ) d d , d d .

2 2
w V V R r

⎛ ⎞= Ψ = Ψ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

r r
r r R R  (4.74) 

Выражение (4.74) описывает распределение по координатам цен-
тра масс и относительному расстоянию между частицами. Выполнив 
в нем интегрирование по координатам R, получим распределение по 
относительному расстоянию между частицами в виде 

 
2

3 3d ( )d , ( ) , d .
2 2

w f r f R
⎛ ⎞= = Ψ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

r r
r r R R  (4.75) 

Распределения (4.74) и (4.75) при замене r на –r, что соответству-
ет перестановке координат частиц (или изменению их нумерации), не 
изменяются.  

Учитывая (4.75), замечаем, что приведенное в условии задачи вы-
ражение f(r) = 0, т.е. представляет плотность вероятности нахожде-
ния частиц на расстоянии r = 0 друг от друга, т.е. в одной и той же 
точке пространства. 
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4.7.2. Многоэлектронный атом, молекулы 

Задача 4.58. Какие значения может принимать момент относи-
тельного движения электронов в орто- и парасостояниях гелиепо-
добных атомов? 

Ответ. В орто-(пара-) состояниях гелиеподобных атомов момент 
относительного движения электронов может принимать только не-
четные (четные) значения. 

Задача 4.59. Найти распределение электронов по импульсам в 
нейтральном атоме с зарядом ядра Z согласно модели Томаса – Фер-
ми. Учесть, что универсальная функция )(xχ  этой модели, опреде-
ляющая объемную плотность электронов, монотонно убывает с рос-
том x. Используя полученный результат, найти зависимость от заряда 
ядра Z средних величин импульса и кинетической энергии электрона. 

Решение. Как известно, в модели Томаса – Ферми максимальное 
значение p0(r) импульса электронов в точке r связано с объемной 
плотностью электронов соотношением 

 

3/ 23 2
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2 3

( ) 32 ( )
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3 9

p r Z x
n r

x

χ⎡ ⎤= = ⎢ ⎥π π ⎣ ⎦

1/3

,
r Z

x
b

=
 

где χ(x) – универсальная функция модели.  
Переписав это соотношение в виде 

 
,

32

)(3)(
)(

3/2

2

3
0 y
Z

rp

x

x
xf ≡⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π=χ≡  (4.76) 

введем функцию g (y), обратную функции y = f (x): 

 x = f -1(y) = g (y). (4.77) 

Так как функция χ (x) / x, как и χ (x), является функцией перемен-
ной x , то функция g (y) – однозначно определенная и монотонная 
(отметим, что g (0) = ∞ , g (∞ ) = 0). 

В модели Томаса – Ферми движение электронов в самосогласо-
ванном поле рассматривается квазиклассически, причем все числа 
заполнения состояний дискретного спектра равны единице. Так как 
число состояний  

 
3 3

22
( 1) ,

(2 ) (2 )
q pV V

N
Δ ΔΔ ΓΔ = = =

π π
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то при выборе ΔVp ≡  d 3p , а в качестве ΔVq – объема, в котором электро-
ны могут иметь импульс p, величина ΔN имеет смысл числа электронов, 
импульсы которых заключены в соответствующем интервале d 3p. Значе-
ние ΔVq легко получить на основании соотношений (4.76) и (4.77): 

 

3
2

3 3 3 3
3 3

2

4 4 4 3
( ) ( ) ,

3 3 3 32
q

b b p
V r p x p g

Z Z Z

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎛ ⎞π π π π⎪ ⎪⎢ ⎥Δ = = = ⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭  

где b = (3 π  / 4)2/3 / 2 и окончательное выражение для распределения 
электронов по импульсам в модели Томаса – Ферми принимает вид 

 

3
2/33

3
2

3 3
d ( ) d .

128 32

p
n p g p

Z Z

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞π⎪ ⎪⎢ ⎥= ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 (4.78) 

По смыслу вывода распределение (4.78) нормировано на полное 
число электронов d ( )n p Z=∫  (это можно доказать и непосредственно). 

Поэтому выражение 1
d dw n

Z
=  является функцией распределения по 

импульсам отдельного электрона. Легко находим 

 
2 / 3d ,n n n

nр p w c Z= =∫ �  (4.79) 

где  
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/3 3 2/3

0

1 32
( ) d .
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∞⎛ ⎞= ⎜ ⎟π⎝ ⎠ ∫�

 

Согласно формуле (4.79) характерная величина импульса элек-
трона в атоме растeт с ростом Z пропорционально Z2/3. Этот резуль-
тат можно было бы получить более просто (не прибегая к рассмотре-
нию распределения электронов по импульсам), воспользовавшись 
теоремой вириала и учтя, что характерные расстояния в атоме про-
порциональны Z –1/3. 

Задача 4.60. Найти эффективный (средний) потенциал φ(r), дей-
ствующий на заряженную частицу, пролетающую сквозь 
невозбуждeнный атом водорода (пренебрегая поляризацией послед-
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него). Получить предельные значения φ(r) для больших и малых рас-
стояний частицы от атома. 

Решение. Искомый потенциал представляет электростатический по-
тенциал φ(r) системы, характеризуемой объeмной плотностью заряда 
вида 

 
2

0( ) ( ) ( ) ,e eρ = δ − Ψr r r  (4.80) 

где Ψ0 – волновая функция основного состояния электрона в атоме 
водорода; 

 Ψ0( r ) = ( π a3 ) –1/2 exp (–
a

r
); a = 

μ2

2

eZ

=
 – боровский радиус 

(для водорода Z = 1). 
Первое слагаемое в (4.80) описывает плотность заряда, связанную 

с наличием протона, второе представляет объемную плотность заря-
да электронного «облака». 

Найдем φ(r), используя общее решение уравнения Пуассона, из-
вестное из электростатики: 

 

0 ( )( )
( ) d d .

e
e

r

′Ψ′ρ ′ ′ϕ = = −
′ ′− −∫ ∫

rr
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 (4.81) 

С учетом формул 
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 (4.82) 

(где θ – угол между векторами и ′r r ), выполняем интегрирование в 
формуле (4.81), используя сферическую систему координат с поляр-
ной осью z вдоль вектора r. При интегрировании по углу θ из сумм, 
входящих в (4.82), остается только первое слагаемое с l = 0 (из-за ор-
тогональности полиномов Лежандра), и (4.81) принимает вид 
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Выполняя интегрирование в (4.83), находим 

 
.

11
)( /2 are

ar
er −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=ϕ  (4.84) 

Предельные случаи: φ(r) 
r

e≈ , r 0→ , – кулоновское поле протона; 

φ(r) are
a

l /2−≈ , r ∞→  – практически полная экранировка протона 

электроном. 

Задача 4.61. Получить выражение для энергии E0(R) основного 
терма молекулярного иона водорода H2

+ вариационным методом, 
проаппроксимировав волновую функцию терма функцией вида  

 Ψпроб (r) = ,/
3

3
Rre

R
α−

π
α

 

где r – расстояние электрона от центра отрезка, соединяющего ядра – 
протоны; α – вариационный параметр. 

Выбрав в полученном выражении E0 (R, α) параметр α = 1,9 (при 
таком значении α функция двух переменных E0 (R, α) имеет абсолют-
ный минимум при некотором R0, которое следует определить), найти 
размер иона (R0 – расстояние между ядрами иона в положении рав-
новесия), минимальную энергию терма E0 и энергию нулевых коле-
баний ядер – протонов иона Eкол,0 . Сравнить полученные результаты 
с экспериментальными данными R0 ≈  2,0 ат. ед., Eкол,0 ≈  0,0044 ат. ед. 

Можно ли на основании решения данной задачи сделать вывод о 
существовании стабильного иона H2

+? 
Решение. Среднее значение оператора Гамильтона, записанное в 

атомных единицах =  = m = 1: 

 эл
1 1 1 1ˆ ,
2 / 2 / 2

H = − Δ − − +
− +r R r R R

 

в состоянии, описываемом волновой функцией Ψпроб (r), равно 
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HRE  (4.85) 
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Учитывая, что пробная функция имеет вид «водородной» функ-

ции, для средних R  и 
1

/ 2
−±r R , можно использовать хорошо из-

вестные значения. В частности, 
1

/ 2
−±r R определяется c использо-

ванием формулы (4.84), если в ней принять r = R / 2, a = R / α, l = 1 и 
вычесть слагаемое 2 / R, описывающее потенциал ядра:  

1
/ 2

−±r R = [ 2 – (2 + α) e- α ] / R. 

Выражение (4.85) в соответствии с общей идеей вариационного 
метода можно рассматривать как некоторое приближенное значение 
истинной энергии E0(R) основного терма, причем наилучшее при-
ближение получается при таком выборе параметра α , при котором 
это выражение принимает минимальное значение (как функция пе-
ременной α; значение α (R) определяется условием ∂E0 (R, α) / ∂α = 0 
и является функцией переменной R). Ограничившись указанным в 
условии задачи значением α = 1,9, имеем, согласно (4.85), прибли-
женное выражение для энергии основного терма иона H2

+ вида 

 
.

83,180,1
)( 20 RR

RE −=  (4.86) 

С помощью (4.86) находим искомые характеристики терма: 
R0 = 1,97 ат. ед. (из условия ∂E0 (R0) / ∂R = 0), 0 0 0( ) 0,47E E R≡ − ат. ед.,  

Eкол,0 = ωl /2 = 0 0

1
( ) (2 / ) 0,008

2 l pE R m m′′ = ат. ед. 

В рассматриваемом приближении значение E0 = – 0,47 ат. ед. вы-
ше энергии основного состояния атома водорода, равной –
0,50 ат. ед., и нельзя сделать вывод о существовании устойчивого 
иона. Значительное расхождение рассчитанного и эксперименталь-
ного значений энергии нулевых колебаний ядер H+

2 – протонов легко 
объяснить тем, что при расчетах не проводилось варьирование пара-
метра α, и поэтому график зависимости E0 (R) из выражения (4.86) 
вблизи точки минимума R0 идет вверх более круто, чем график более 
точной зависимости, получаемой из (4.85) при варьировании α. Это 

приводит к завышенному значению величины )( 00 RE ″ , а с нею и 
энергии нулевых колебаний. 
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4.8. Теория рассеяния. Борновское приближение 

Основными характеристиками рассеяния частиц являются ампли-
туда рассеяния f и дифференциальное сечение рассеяния 

2d dfσ = Ω , где dΩ  – элемент телесного угла. При этом полное 

сечение рассеяния 

 
2

d .fσ = Ω∫  

Задача 4.62. Показать, что амплитуда рассеяния частицы в произ-
вольном внешнем поле может быть выражена через волновую функцию 
в области действия потенциала: 

 
00 2

( , ) ( ) ( ) d ,
2

im
f e U V− += − ψ

π ∫ k r
kk k r r

=
 

где k0, k – волновые векторы частицы до и после рассеяния; 
0

( )+ψk  – 

волновая функция, имеющая при ∞→r  асимптотическое поведение 
вида 

 0

0

0( , )
( ) .i if

e e−+ψ ≈ +k r k r
k

k k
r

r
 

Решение. Отыскание решения уравнения Шредингера 
2( 2 / 0)k m E= >=  

 
00

2 ( )
2

2
( ) ,

m
k U+ +⎡ ⎤Δ + ψ = ψ⎣ ⎦ kk r

=
 

имеющего приведенную в условии задачи асимптотику при ∞→r , 
эквивалентно решению интегрального уравнения 

 0

0 0

( ) ( )
2

( ) ( ) ( ) d .
2

i
i m e

e U V
′−

+ +′ ′ ′ψ = − ψ
′−π ∫

k r r
k r

k kr r r
r r=

 (4.87) 

Переход от дифференциальной формы уравнения Шредингера к 
интегральной осуществляется стандартным образом с помощью 

функции Грина )(+
ΕG  уравнения Шредингера для свободных частиц, 

имеющей вид 
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 ( ) 1
( ) ;

4 ( )
i

EG e ′−+ ′− =
′π −

k r rr r
r r

 

 2 ( )( ) ( ) ( ).Ek G + ′ ′Δ + − = δ −r r r r  

При ∞→r  имеем 

 
1 1

, ,i i ie e e k
r r

′− ′≈ =
′−

k r r k r k r r
k

r r
 

и соотношение (4.87) принимает вид 

 0

0

( ) ( )
2

1
( ) ( ) ( ) d ,

2
i i k r im

e e e U V
r

′+ +⎛ ⎞
′ ′ ′ψ ≈ + − ψ⎜ ⎟π⎝ ⎠

∫k r k r
k kr r r

=
 (4.88) 

из которого и вытекает приведенное в условии задачи представление 
амплитуды рассеяния, удобное для различных приближенных расче-
тов. Так, при 0

0

( ) ie+ψ ≈ k r
k  из (4.88) получаем амплитуду рассеяния в 

первом борновском приближении. 

Задача 4.63. Найти в борновском приближении амплитуду рас-
сеяния и полное сечение рассеяния частиц в полях )(rU , указанных 
ниже. Исследовать предельные случаи малых и больших энергий 
частиц. Указать условия применимости рассмотрения: 

а) )()( RrrU −δα= ; б) R

r

eUrU
−

= 0)( ; 

в) R

r

e
r

rU
−α=)( ; г) 2)(

r
rU

α= ; 

д) 0 , при ,
( )

0 при ;

U r R
U r

r R

<⎧
= ⎨ <⎩

 е) .)(
2

2

0
R

r

eUrU
−

=  

Решение. В борновском приближении расчет амплитуды рассея-
ния сводится к вычислению интеграла  

 
2 2

0

( ) d ( ) d .
2

i i q r i q rm i m
f e U r V U r e e r r

q

∞
− −⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦π ∫ ∫q r

= =
 (4.89) 

Так как 
2

d dfσ = Ω , то полное сечение рассеяния в борновском 

приближении 
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28 /22 2 2 2

0 0

( ) d 2 sin d ( ) d
2

mE

Ε f f f q q
mΕ

π πσ = Ω = π θ θ =∫ ∫ ∫
==

 (4.90) 

(напомним, что 0 , 2 sin ( / 2))q k= − = θq k k . 
Ниже приведено вычисление интегралов (4.89) и (4.90) в разных 

полях. 
В поле а 

2

2

8

2 2 2 2

2 2
0

2 sin 4 sin
; ( ) d .

m E R

m R q R m R x
f E x

q R xE

α π α= − σ = ∫
=

= =
 

Интеграл, определяющий )(Eσ , не выражается через элементар-
ные функции (его можно выразить через интегральный синус). 

Предельные случаи малых )1( <<Rk  и больших )1( >>Rk энер-
гий: 

 
2

2

2

22

4

422

0

8
ln)(;

16
)(

===
REm

E

Rm
E

Rm
E

E

απ≈σαπ≈σ
∞→Ε→  

(при ∞→E  интеграл в выражении для )(Eσ  расходится; для его 

вычисления следует заменить осциллирующий множитель x2sin  
средним значением, равным 1/2). 

Условием применимости полученных выражений является вы-

полнение хотя бы одного из двух неравенств: 2=<<αRm  или 

.v=<<α  

В поле б 

( )
( )

3 4 2
0 0

2 2 322 2 2

2

4 8 1
; 1 ;

3 81
1

m U R m R U
f E

E m E Rq R

⎡ ⎤
⎢ ⎥

π ⎢ ⎥= σ = −⎢ ⎥
⎛ ⎞+ ⎢ ⎥+⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

==
=

 

( ) ( )
2 6 2 4 2

0 0
4 2

0

64 8
; .

3E E

m R U m R U
E E

E→ →∞

π π
σ ≈ σ ≈

= =
 

Условия применимости: m R2 | U0 | << = 2 или R | U0 | << = v . 
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В поле в 
2

2 2 2

2
;

(1 )

m R
f

q R

α= −
+=

22

2 2

2

1
( ) 16 ;

8
1

m R
E

m R E

⎛ ⎞ασ = π⎜ ⎟
⎝ ⎠ +=

=

 

 
22

2
0

( ) 16 ;
E

m R
E
→

⎛ ⎞ασ ≈ π ⎜ ⎟
⎝ ⎠=

2 2

2

2
( ) .

E

m R
E

E→∞

π ασ ≈
=

 

Условия применимости: m R | α  | << = 2 или | α | << = v. 
В поле г 

 ;2q

m
f

=
απ−= условие применимости: m | α | << = 2. 

Полное сечение рассеяния равно бесконечности из-за медленного 
убывания потенциала на больших расстояниях ∞→r . 

В поле д 

;
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RUm
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EE
2
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4
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0
)(;
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16
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Условие применимости: 2
0

2 =<<URm или vUR =<<0 . 

В поле е 
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RUm
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0
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0

22

0 4
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==
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∞→→
. 

Условие применимости: 2
0

2 =<<URm или vUR =<<0 . 

Так как в рассматриваемом случае борновская амплитуда убывает 
при больших 2q  экспоненциально, то при достаточно больших зна-
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чениях 2q  борновское приближение неприменимо. Соответственно в 
выражении для полного сечения рассеяния учет экспоненциально 
малого слагаемого является превышением точности. 

Задача 4.64. Найти точные значения фазовых сдвигов s-волн в 
поле: 

( ) при ;

0 при .

r R
U r

r R

∞ <⎧
= ⎨ >⎩

 

Используя полученные результаты, найти для указанного поля се-
чение рассеяния медленных частиц. Указать условия применимости 
полученных выражений. 

Решение. Для вычисления фазового сдвига s-волны необходимо 
найти сферически-симметричное (так как 0=l ) решение уравнения 

Шредингера, асимптотика которого 0 0

1
( ) ~ sin ( )r kr

r
ψ + δ  при 

∞→r  дает искомое значение 0δ (k). 
Уравнение Шредингера при r > R для функции χ (r), связанной с 

волновой функцией Ψ0 соотношением χ = r Ψ0, и его решение, удов-
летворяющее граничному условию χ (R) = 0, имеют вид 

 .])([sin)(;02 RrkArk −=χ=χ+χ′′  (4.91) 

Из (4.91) следует: 0δ (k) = –k R. 
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5. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

5.1. Основные положения термодинамики 

Состояния любой термодинамической системы могут быть зада-
ны с помощью ряда внешних и внутренних параметров. Внешние 
параметры – величины, определяющие положение внешних тел, 
функции обобщенных координат внешних тел, с которыми взаимо-
действует рассматриваемая система. Внутренние параметры систе-
мы – любые функции координат и скоростей молекул, входящих в 
систему координат внешних тел. Для характеристики состояния сис-
темы необходимо задать еще температуру системы. 

Состоянием термодинамического равновесия называется состоя-
ние, в которое с течением времени приходит система, находящаяся 
при определенных внешних условиях (например, для газа, находяще-
гося в сосуде, внешними параметрами являются объем сосуда и тем-
пература стенок сосуда). 

При термодинамическом равновесии все внутренние параметры 
системы – функции внешних параметров и температуры. При равно-
весии энергия будет функцией внешних параметров и температуры. 
Поэтому все внутренние параметры системы – функции внешних 
параметров и энергии системы. 

Основные термодинамические параметры – объем V, давление p, 
температура Т. Давление газа на стенки сосуда – внутренний пара-
метр, объем сосуда V и температура стенок сосуда Т – внешние па-
раметры. 

При наличии внешних полей внешними параметрами являются 
напряженность электрического E и магнитного Н полей и т.д. 

Связь между параметрами устанавливается уравнениями состояния. 
Пример 5.1. Уравнение состояния для идеального газа имеет вид 

 рV = RT, 

для реальных газов лучшим приближением является уравнение Ван 
дер Ваальса  

 (р + а/V2)(V – b) = RT. 

Общий вид уравнения состояния 

 f(p,V,T) = 0. 
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Первое начало выражает принцип сохранения энергии: 

 dU = δQ – δA, (5.1) 

где U – внутренняя энергия системы, являющаяся функцией состояния: 

 U = U(p,V,T,...); 

А – работа, совершаемая системой при изменении состояния системы. 
δA < 0, если работа совершается внешними телами над системой. 

Работа отлична от нуля только при перемещении внешних тел. Рабо-
та расширения газа δA = рdV. В общем случае δA = Xidxi, где Xi и хi – 
обобщенные силы и обобщенные координаты: 

 

d ,

d d ,

d ,
i i

p V

X x F r

M

⎧
⎪= ⎨
⎪ ϕ⎩

 

где F – сила; М – момент количества движения. 
Так же, как и работа δA, количество теплоты δQ, полученное сис-

темой, не является полным дифференциалом и зависит от пути пере-
хода системы из одного состояния в другое. 
Второе начало. Одна из формулировок: невозможно перенести 

тепло от менее нагретого тела к более нагретому без каких-либо из-
менений в окружающих телах. 

Для обратимых (равновесных или квазистатических) процессов из 
данной формулировки следует существование функции состояния 
системы – энтропии: 

 dS = δQ/T. (5.2) 

Температура, таким образом, является интегрирующим множите-
лем. Энтропия системы в термодинамике вводится чисто формально 
как функция состояния: S = S(р,V,T). 

Для замкнутого обратимого процесса 

 dQ/T = 0 (равенство Клаузиуса). (5.3) 

Третье начало. При Т → 0 энтропия системы стремится к нулю. В 
формальной термодинамике третье начало – эмпирический закон. 
Обоснование его следует из законов квантовой статистики. Часто третье 
начало формулируют как принцип недостижимости абсолютного нуля, 
что следует из условия S = 0 при Т = 0. Если S = 0, то можно построить 
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вечный двигатель второго рода с помощью цикла из двух адиабат S = S1 
и S = S2, соединенных изотермой Т = 0, на которой S = 0. 

5.1.1. Основные соотношения равновесной 
термодинамики 

Изменение состояния системы может происходить различными 
способами: при T = const, V = const, р = const и т.д. Для описания раз-
личных процессов вводится целый класс функций состояния – тер-
модинамических потенциалов. 

Объединив уравнения (5.1) и (5.2), можно получить совместную 
запись I и II начал термодинамики в виде 

 dU = TdS – рdV (5.4) 

или в более общем виде 

 dU = TdS – ∑Xidxi – рdV. (5.4а) 

5.1.2. Свободная энергия 

Эта функция состояния вводится, когда в качестве внешних пара-
метров выбраны V и Т. Используя преобразование Лежандра, получаем 

 TdS = d(TS) – SdT. 

Запишем (5.4) в виде 

 d(TS) – SdT = dU + pdV; 
 d(U – TS) = –SdT – pdV. 

Функция Ψ = U – TS называется свободной энергией Гельмгольца: 

 dΨ = –SdT – pdV. (5.5) 

При наличии внешних полей 

 dΨ = – SdT – pdV – ∑Xidxi . 

Смысл свободной энергии при T = const: 

 dΨ = – pdV = –δA, 

т.е. Ψ равна работе внешних сил при изотермическом процессе. 
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5.1.3. Термодинамический потенциал  
(свободная энергия Гиббса) 

Совершая преобразование 

 рdV = d(рV) – Vdр, 

получаем 

 d(Ψ + pV) = –SdT + Vdp. (5.6) 

Функция Φ(p, T) = Ψ + рV – свободная энергия Гиббса, или тер-
модинамический потенциал. При р = const (изобарический процесс) 

 dΦ = – SdT = –dQ. 

В случаях, когда в качестве внешних параметров удобно пользо-
ваться внешним давлением и температурой, вводится энтальпия: 

 H = U + pV; 
 dQ = dU + pdV – Vdp; (5.7) 
 dQ = d(U + pV) – Vdp; 
 dH = dQ + Vdp = TdS + Vdp. 

Из определения термодинамических потенциалов и их дифферен-
циалов следует ряд соотношений: 
а) p = T(дS/дV)U, T = (дU/дS)V, 
 p = (дΨ/дV)Т, S = – (дΨ/дT)V, 
 S = – (дΦ/дT)p, V = (дΦ/дp)Т, 
 CV = T(дS/дT)V = –T(д2Ψ/дT2)V, 
 Cp = T(дS/дT)p = –T(д2Φ/дT2)p, 

где СV и Cp – теплоемкости соответственно при постоянном объеме и 
давлении: 

 kS = (1/V)(дV/дp)S = (1/V)(д2H/дp2)S; 
 kT = (1/V)(дV/дp)T = (1/V)(д2Ψ/дp2)T, 

где kS и kТ – адиабатическая и изотермическая сжимаемости; 
б) уравнение Гиббса–Гельмгольца 

 U = Ψ – T(дΨ/дT)V = –T2(д/дТ)(Ψ/T)V. 

Дифференциальные соотношения для термодинамических потен-
циалов можно обобщить на случай систем с переменным числом 
частиц. Например, для однокомпонентной системы 

 dΦ = – SdT + Vdp + μdN, 



262 

где μ – химический потенциал; N – число частиц (молекул) в системе. 
При Т = const, р = const Φ = μN и μ имеет смысл термодинамиче-

ского потенциала, приходящегося на одну молекулу. 

Задача 5.1. Вычислить основные термодинамические потенциалы 
классического идеального газа, считая теплоемкость СV постоянной. 

Решение. По определению молярная теплоемкость 

 CV = (1/υ)(δQ/δT)V = (1/υ)(дU/дT)V, 

где υ – число молей.  
Отсюда следует: U = υCVT + U0. Энтропию находят из дифферен-

циального равенства dS = (1/T)dU + (1/T)рdV: 

 S = υ(CV /T)dT + (p/T)dV = υCV lnT + υRlnV + S0. 

При интегрировании второго интеграла по объему мы использо-
вали уравнение состояния идеального газа: pV = υRT. 

Свободная энергия 

 Ψ = U – TS = υCVT – υCVT lnT – υRT lnV + U0 – TS. 

Термодинамический потенциал 

 Φ = Ψ + pV = υCpT – υCpT
 lnT + υRT lnp – υRT lnR +U0 – TS0. 

Энтальпия 

 H = U + рV = υCPT + U0. 

Как определить постоянные интегрирования U0 и S0? 
U0 есть внутренняя энергия идеального газа при абсолютном нуле, 

и с точки зрения классической физики U0 = 0. Для определения кон-
станты S0 неприменимо третье начало термодинамики, так как при 
Т → 0 S → 0, что бессмысленно. Такой результат получился из-за 
того, что при низких температурах поведение газа описывается зако-
нами квантовой механики с иным уравнением состояния, причем те-
плоемкость перестает быть постоянной и при Т → 0 СV → 0. 

Но если не интересоваться абсолютной величиной термодинами-
ческих потенциалов, то при достаточно высоких температурах, когда 
применима классическая механика для описания движения частиц 
идеального газа, можно использовать полученные формулы для на-
хождения изменения термодинамических величин при изменении 
внешних параметров. 
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Задача 5.2. Два одинаковых идеальных газа находятся в объемах 
V1 иV2 в количестве υ1 и υ2 молей, температура газов Т1 и Т2. Затем 
сосуды соединяются. Найти изменение энтропии. Сосуды теплоизо-
лированы от окружающей среды. 

Решение. Энтропия системы до соединения сосудов 
SI = υ1CV lnT1 + υ2CV lnT2 + υ1R

 lnV1 + υ2R
 lnV2 + 2S0. Температура газа Т 

после соединения сосудов может быть найдена из закона сохранения 
энергии: υ1CVT1 + υ2CVT2 = (υ1 + υ2)CVT; Т = (υ1T1 + υ2T2)/(υ1 + υ2). 

Энтропия газа после соединения сосудов: 

 SII = (υ1 + υ2)CV
 lnT + (υ1 + υ2)R

 ln [(V1 + V2)/2]. 

Изменение энтропии 

 ΔS = SI – SII. 

При вычислении энтропии газа после соединения сосудов вместо 
полного объема системы V1 + V2 следует брать половинный объем 
системы (V1 + V2)/2, чтобы учесть тождественность частиц газа в 
обоих сосудах. Если в сосудах до соединения были разные газы, то 
следует брать полный объем. 

Задача 5.3. Найти основные термодинамические потенциалы фо-
тонного газа. 

Решение. Фотонный газ – это равновесное тепловое излучение в 
замкнутой полости, нагретой до температуры Т. Уравнение состояния 
фотонного газа следует из закона Стефана – Больцмана для плотности 
энергии излучения абсолютно черного тела: U/V = σТ4. Свободная 
энергия может быть найдена с помощью соотношения Гиббса –
 Гельмгольца: 

 Ψ/T = – ∫σТ2dT = – 1/3σT3V + S0; Ψ = – 1/3σT4V + TS0. (5.8) 

Энтропия фотонного газа 

 S = – (дΨ/дT)V = (4/3) σT3V + S0; 

фотонный газ – это квантовый релятивистский газ, к которому при-
менимо третье начало термодинамики, поэтому получаем 

 S0 = 0. (5.9) 

Давление фотонного газа 

 р = – (дΨ/дT)T = (1/3) σT4 = (1/3)U/V. (5.10) 
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Из выражений (5.8) – (5.10) следует, что термодинамический по-
тенциал 

 Φ = Ψ + рV = 0, 

отсюда и μ = 0. 
Тождественное равенство Φ = 0 не случайно и всегда выполняется 

для систем с переменным числом частиц, зависящим от температу-
ры: количество фотонов в равновесном излучении возрастает с рос-
том температуры. Энтальпия фотонного газа H = U + рV = (4/3) σT4V. 

5.2. Необходимые понятия теории вероятностей 

Вероятность данного события определяется относительной часто-
той его появления. Вероятность i-го состояния системы определяется 
как предел отношения времени t, в течение которого система нахо-
дится в этом состоянии, к полному времени наблюдения при неогра-
ниченном возрастании последнего: W = lim (t/T), T → ∞. 

Пусть в i-м состоянии величина F имеет значение Fi. Величи-
на W, таким образом, характеризует вероятность данного значе-
ния величины Fi. 

Рассмотрим случай, когда состояние системы меняется непрерыв-
ным образом. В этом случае определение теряет смысл, так как в со-
стоянии, в котором величина F имеет определенное значение Fi, сис-
тема будет проводить бесконечно малое время. Поэтому для непре-
рывно изменяющихся величин необходимо говорить об определен-
ном интервале значений этой величины – о вероятности того, что F 
имеет значения, лежащие в интервале от F до F + dF. Эта вероят-
ность, очевидно, равна dW = lim (Δt/T), где Δt – время, в течение ко-
торого система находится в состоянии, соответствующем интервалу 
значений от F до F + dF. Ее удобно представить в виде dW = ρ(F)dF, 
где ρ(F) – вероятность или функция распределения. 

Закон сложения вероятностей. Вероятность нахождения системы 
в одном из двух исключающих друг друга состояниях равна сумме 
вероятностей нахождения системы в каждом из состояний: 
W = Wi + Wj + Wk, если состояния i, j, k взаимно исключают друг друга. 

Закон умножения вероятностей (для статистически независи-
мых событий). Если системы α, β, γ,... независимы друг от друга и Wi, 
Wj, Wk – вероятности состояния этих систем, то полная вероятность 
того, что система α находится с состоянии i, система β – в состоя-
нии j, система γ – в состоянии k и т.д., равна произведению вероятно-
стей: W = WiWjWk. 
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Условие нормировки. Очевидно, что вероятность нахождения 
системы в произвольном допустимом состоянии равна единице: 

 dW = ρ(F)dF = 1. 

Статистическое среднее (математическое ожидание). Если Fi – 
значение величины F; Ni – число измерений, приводящих к этому 
значению; N – полное число измерений, то математическое ожидание 
определяется как 

 F = lim(∑FiNi)/N. 

Для величин, изменяющихся непрерывно, аналогичные выраже-
ния будут иметь вид 

 dF = FdW = Fρ(F)dF. 

Среднее значение отклонения от среднего значения случайной ве-
личины F равно нулю: 0,F F FΔ = − =  а критерием отклонений от 
среднего является среднее квадратичное отклонение (дисперсия) или 

квадратичная флуктуация: ( )22 2 2.F F F F FΔ = − = −  Относительная 

флуктуация 

 

1/ 2
2 2/ .F F⎡ ⎤δ = Δ⎢ ⎥⎣ ⎦  

Величина ( )dn nF F F F= ρ∫  называется n-м моментом распреде-

ления. Величина ( ) ( ) ( )d
n n

F F F F F F− = − ρ∫  называется n-м цен-

тральным моментом. Величина ( ) ( )2 22 ( )dF F F F F F F− = Δ = − ρ∫  

называется вторым центральным моментом или дисперсией. Если 
имеются две случайные величины a и b, то между ними (и их функ-
циями) возможна статистическая связь, или корреляция, определяе-
мая соотношением ( )( )a a b b ab ab− − = − . Если а и b статистически 

независимы, то ab ab=  и корреляция равна нулю. 
Если система состоит из N независимых частей, то относительная 

флуктуация любой аддитивной функции состояния системы обратно 

пропорциональна корню из N: 
1/ 2

2 2 1/ 2/ ~ 1 .F F N⎡ ⎤Δ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Действительно, для аддитивной величины F = ∑Fi : 
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F = ∑Fi ~ N; ( )22

,
i i j

i i j

F F F FΔ = Δ + Δ Δ∑ ∑  . 

Для независимых величин 0i jF FΔ Δ =  и ( )22 ~i
i

F F NΔ = Δ∑ . 

Таким образом, 
1/ 2

2 2 1/ 2 1/ 2/ ~ ~ 1 .F F N N N⎡ ⎤Δ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Задача 5.4. Найти среднюю скорость и средний модуль скорости 
молекулы идеального газа. 

Решение. Из кинетической теории газов известно, что распреде-
ление Максвелла как функция модуля скорости имеет вид 

 f(v)dv = 4π[m/(2πkT)]3/2(1/V)exp[–m(vx
2 + vy

2 + vz
2)/(2kT)]dvxdvydvz, 

а распределение по компонентам скоростей 

 dw = (1/V)[m/(2πkT)]3/2exp[–m(vx
2 + vy

2 + vz
2)/(2kT)]dvxdvydvz. 

Тогда 

 3 / 2( / 2 ) (1/ ) d d d d d d ( )x y z x y zv m kT V v v v x y z v v v
+∞ +∞

−∞ −∞

= π + + ×∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ i j k  

 2exp /(2 ) 0mv kT⎡ ⎤× − π =⎣ ⎦ . 

Интеграл по скоростям обращается в нуль из-за нечетности по-
дынтегральной функции. Этот результат имеет ясный физический 
смысл: при хаотическом движении молекул газа количество час-
тиц, движущихся в противоположных направлениях с одинаковой 
скоростью, одинаково для обоих направлений движения. Но сред-
нее значение абсолютного значения скорости не равно нулю. На-
пишем интеграл по пространству скоростей в сферической систе-
ме координат: 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2
3/ 2 2 2

0 0 0

3/ 2 1/ 22 2 2

0

2 1 exp 2 d sin d d

2 4 exp 2 d 2 8 .

v m kT V v mv kT v v

m kT mv kT v v kT m

+∞ π π

+∞

⎡ ⎤= π − Θ Θ ϕ =⎣ ⎦

⎡ ⎤= π − = π⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫
 

Интеграл по координатам при усреднении с распределением Мак-
свелла дает множитель V – физический объем системы, который со-
кращается с множителем 1/V в нормирующем множителе. 
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Задача 5.5. Найти среднее значение энергии ε и среднеквадратич-
ную флуктуацию энергии молекулы идеального газа. 

Решение. Среднее значение энергии 

 
( )( ) ( ) ( )3/ 2 2 2 2

0

2 4 2 exp 2 d (3/ 2) .m kT mv mv kT v v kT
+∞

⎡ ⎤ε = π π − =⎣ ⎦∫
 

При интегрировании мы использовали формулу 

 
( )2 2

0

exp d (1/ 2)kx x x
+∞

−α =∫ (дk/д(–α)k)(π/α)1/2,  

при k = 2 получаем ( )4 2

0

exp dx x x
+∞

−α∫  = (3/8)π/α5/2; 

( ) ( ) ( ) ( )3/ 22 2 4 2 2 2 2

0

2 4 4 exp 2 d 15 4.m kT m v mv kT v v k T
+∞

⎡ ⎤⎡ ⎤ε = π π − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

Среднеквадратичная флуктуация (дисперсия) энергии  
2 2ε − ε  = (15k2T2)/4 – (9k2T2)/4 = (3k2T2)/2. 

Задача 5.6. Определить наиболее вероятную скорость и наиболее 
вероятную энергию молекулы идеального газа. 

Решение. Распределение Максвелла как функция модуля скоро-
сти частиц на графике (рис. 5.1) имеет вид кривой с максимумом. 

 

vHB 

f(v) 

v  

Рис. 5.1 
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Наиболее вероятная скорость vнв соответствует максимуму рас-
пределения Максвелла и находится из условия df(v)/dv = –
[mv3/(kT)] + 2v = 0: 

 vнв = (2kT/m)1/2; εнв = mvнв
2/2 = kT. 

Задача 5.7. Определить среднее число соударений в одну секунду 
отдельной частицы идеального газа со всеми остальными частицами. 
Частицы считать абсолютно упругими шариками радиусом R. 

Решение. Будем считать все молекулы, кроме выделенной, непод-
вижными. Это всегда можно сделать, так как при рассмотрении столк-
новения двух частиц одну из них можно считать неподвижной, а дру-
гую движущейся с относительной скоростью vотн и имеющей приведен-
ную массу μ = m/2. Скорость выделенной частицы описывается распре-
делением Максвелла с массой μ = m/2. Число столкновений в 1 с равно 
числу частиц, находящихся в цилиндре с площадью основания, равной 
эффективному сечению σ, и высотой, равной скорости относительного 
движения vотн: I = ρvотнσ, где ρ – плотность газа. Средняя частота столк-
новений I = ρvотнσ = (N/V)(8kT/(πμ))1/2σ. В нашем случае эффективное 
сечение столкновения равно геометрическому сечению частицы. 

Окончательно получаем I = N/V4[kT/(πμ)]1/24πR2 = (16R2N/V)…(πkT/m)1/2. 

Задача 5.8. Идеальный газ находится в сосуде под давлением р. 
Определить скорость истечения газа в вакуум через небольшое от-
верстие с площадью сечения σ. 

Решение. Пусть стенка сосуда с отверстием перпендикулярна 
оси ОХ. Скорость истечения газа через отверстие с площадью сече-
ния σ равна потоку газа в 1 с через это отверстие: 

I = ρvxσ = (N/V)σ[m/(2πkT)]3/2

0

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞
∫ ∫ ∫ vxexp[–mv2/(2kT)]dvxdvydvz = 

= (N/V)σ(kT/(2πm))1/2. Учитывая, что N/V = р/(kT) и v = [8πkT/(πm)]1/2, 
получаем результат в виде I = ρσv/(4kT). 

Задача 5.9. В сосуде с идеальным газом проделано небольшое от-
верстие с площадью сечения σ. Найти число частиц, попадающих на 
круглый диск радиусом R, расположенный на расстоянии h от отвер-
стия. Плоскость диска параллельна плоскости отверстия. Центры от-
верстия и диска лежат на одном перпендикуляре к плоскости диска. 

Решение. Поток частиц, пролетающих через отверстие и выле-
тающих в интервале углов θ, θ + dθ, 
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dI(θ) = (N/V)(m/(2πkT))3/2
2

0 0

cosv
+∞ π

θ∫ ∫ exp(–v2/(2kT))v2dvdφ sin θ dθ = 

= (σ/2)(N/V)v cos θ sin θ dθ.  
Число частиц, попадающих за 1 с в диск, 

 I =
0

0

( / 2)
θ

σ∫ (N/V)v cos θ sin θ dθ = (σ/4)(N/V)vR2/(h2 + R2), 

где θ0 = arctg R/h. 

5.3. Классическая статистическая механика 

Рассмотрим консервативную классическую систему из частиц с f 
степенями свободы. Системе будет соответствовать совокупность f 
обобщенных координат q1, …, qf и обобщенных скоростей 1,..., fq q . 

Функция Лагранжа системы определяется соотношением 

 L(q, q ) = T – U, 

где T – кинетическая энергия; U – потенциальная энергия. 
Уравнения движения системы могут быть представлены в форме 

Эйлера – Лагранжа: 

 (d/dt)(дL/д iq ) – дL/дqi = 0 (5.11) 

при i = 1, 2, …, f. 
Пример 5.2. Если qi – декартовы координаты xi, то уравнение 

(5.11) выражает второй закон Ньютона: L = (1/2)∑m 2
ix  – U. Из (5.11) 

следует, что m ix = –дU/дxi = Fi i = 1, 2, …, f. 
Уравнения движения механической системы могут быть пред-

ставлены в форме Гамильтона. Уравнения в форме Гамильтона за-
мещают систему f дифференциальных уравнений (5.11) на 2f диффе-
ренциальных уравнений первого порядка. Обобщенные импульсы 
определяются соотношением pi = дL/д iq , а функция Гамильтона 

 H(pi, qi) = ∑ pi iq – L(qi, iq ). (5.12) 

Если рассматривать движение в инерциальной системе координат, 
когда отсутствует магнитное поле, то гамильтониан равен сумме ки-
нетической и потенциальной энергий. 
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Из уравнений (5.11) и (5.12) непосредственно следуют уравнения 
Гамильтона в канонической форме: 

 дH/дpi = iq ; дH/дqi = – ip . (5.13) 

Пример 5.3. Для классического одномерного гармонического ос-
циллятора имеем 

 T = (1/2)m 2x ; 
 U = (1/2)mω2x2; 

 L = (1/2)m 2x –(1/2)mω2x2. 

Уравнения Лагранжа принимают вид 

 m x  + mω2x = 0. 

Обобщенный импульс 

 p = m x . 

Гамильтониан 

 H = p x – (1/2)m 2x + (1/2)mω2x2 = p2/(2m) + (mω2x2)/2. 

Уравнения движения в форме Гамильтона 

 p/m = x  (определение импульса); 
 mω2x = – p = –m x  (совпадает с уравнением Лагранжа) 

имеют интегралы 

 x = x0cos(ωt) + [p0/(mω)]sin(ωt); 
 p = – ωx0sin(ωt) + (p0/m)cos(ωt). 

Соответственно, интеграл энергии 
Hi = p2/(2m) + mω2x2/2 = E. 
Состояние всей механической системы, имеющей f степеней сво-

боды, можно представить точкой в 2f-мерном фазовом пространст-
ве (pi, qi), называемом Г-пространством. 

Состояние системы из N атомов представляется точкой в 6N-мерном 
Г-пространстве переменных pi и qi. С течением времени Г-точка будет 
перемещаться согласно уравнениям движения Гамильтона: 

 iq = дH/дpi, ip = дH/дqi, i = 1, 2, …, f. 
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Пример 5.4. Идеальный одноатомный газ находится в сосуде 
прямоугольной формы (рис. 5.2). 

U(x) 

a1 0   
Рис. 5.2 

 px 
2 constm ⋅  

– 2 constm ⋅  

x a1 0 

 

Рис. 5.3 

Для такого газа гамильтон 

 H = 1/(2m)∑(pix
2 + piy

2 + piz
2) + ∑[U(xi) + U(yi) + U(zi)]. 

Изоэнергетическая поверхность в 3N-мерном пространстве им-
пульсов определяется уравнением ∑(pix

2 + piy
2 + piz

2) = const и пред-
ставляет 3N-мерную сферу. След поверхности энергии на двумерной 
плоскости определяется уравнением (рис. 5.3) pix

2/(2m) + U(x) = const. 

Пример 5.5. Парадокс Гиббса. 
Пусть газ помещен в две камеры объемом V1 и V2, разделенные в 

начале непроницаемой перегородкой. Затем перегородка удаляется, 
и молекулы обеих порций газа начинают взаимно диффундировать. 
В результате этого процесса произойдет перемешивание газов. Мы 
будем считать, что температуры и давления газов до смешивания 
были равны между собой. 

Найдем изменение энтропии при смешивании двух порций га-
за. При этом нужно различать два случая: смешивание различных 
и одинаковых по своей природе газов. 

Начнем с рассмотрения первого случая. 
Энтропии различных газов до смешивания даются выражениями 

 S1
0 = N1kln(V1/N1) + N1f(T); 

 S2
0 = N2kln(V2/N2) + N2f(T), 

где f(T) – часть энтропии, не зависящая от объема.  
Полная энтропия системы до смешивания  

 S0 = S1
0 + S2

0. 



272 

После смешивания каждый из идеальных газов будет вести 
себя так, как будто бы другого газа не было, и занимать весь сум-
марный объем (V1 + V2). 

Температура смеси будет равна исходной температуре газа. 
Поэтому после смешивания энтропия каждого из газов будет  

 S1
0 = N1kln[(V1+ V2)/N1)] + N1f(T); 

 S2
0 = N2kln[(V1+ V2)/N2)] + N2f(T). 

Энтропия смеси, состоящей из двух невзаимодействующих иде-
альных газов, равна сумме их энтропий, т.е.  

 S = S1 + S2. 

Изменение полной энтропии всей системы при смешивании  

 ΔS = S – S0 = N1kln[(V1 + V2)/N1)] + N2kln[(V1+ V2)/N2)] – 
 – N1kln(V1/N1) – N2kln(V2/N2). 

При данной температуре и давлении 

 (V1 + V2)/V1 = [(N1 + N2)kT/p]/(N1kT/p) = [(N1 + N2)/N1 

и аналогично для (V1+ V2)/V2, так что изменение энтропии  

 ΔS = N1kln[(N1 + N2)/N1)] + N2kln[(N1 + N2)/N2)]. 

Таким образом, энтропия смеси больше, чем энтропия исход-
ных газов. 

Процесс смешивания двух различных газов является необрати-
мым. Происхождение этой необратимости вполне понятно. Когда 
перегородка, разделяющая газы, удаляется, начинается взаимная 
диффузия газов. До смешения существовала «правильность» в рас-
положении молекул: молекулы одного газа находились в одной час-
ти сосуда, молекулы второго газа – в другой. 

После того как в результате диффузии полностью перемешаются 
оба газа, наступит равномерное, совершенно хаотическое распреде-
ление молекул и вероятность состояния увеличится. Для обратного 
разделения газов необходимо затратить некоторую работу, которую 
в принципе можно вычислить. 

Рассмотрим теперь процесс смешивания двух порций одинаковых 
газов. Газы могут считаться одинаковыми в том случае, когда они ведут 
себя идентично во всех возможных внешних полях. 

Энтропия двух порций одного газа до смешения 

 S1
 = N1kln(V1/N1) + N2kln(V2/N2) + (N1 + N2)f(T). 
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Энтропия всего газа после смешения  

 S2
 = (N1 + N2)kln[(V1 + V2)/(N1 + N2)] + (N1 + N2)f(T). 

Тогда изменение энтропии 

ΔS = S2 – S1 = (N1 + N2)kln[(V1 + V2)/(N1 + N2)] – N1kln(V1/N1) – N2kln(V2/N2). 

Но из уравнения состояния газа следует, что при постоянном дав-
лении и температуре  

 (V1 + V2)/(N1 + N2) = V1/N1 = V2/N2, 

поэтому ΔS = 0. Таким образом, изменение энтропии при смешива-
нии двух порций одного газа действительно тождественно равно ну-
лю. Этот результат, находящийся в полном согласии с опытом, тесно 
связан с предположением о тождественности между собой всех час-
тиц данного газа. Благодаря этой тождественности перемешивание 
их между собой не является физическим событием. При смешении 
двух порций одного газа при постоянном давлении и температуре 
распределение молекул во всем объеме сразу оказывается равномер-
ным и хаотическим и никакой взаимной диффузии не происходит. 
Нужно подчеркнуть, что молекулы или атомы могут считаться при-
надлежащими к одному сорту и потому тождественными только в 
том случае, если они имеют одинаковую химическую структуру, 
массу и все другие характеристики. Это означает, что даже различ-
ные изотопы одного элемента или атомы, находящиеся в разных 
энергетических состояниях, нельзя считать тождественными. Сме-
шение разных изотопов газа представляет необратимый процесс, для 
их разделения нужно совершить работу. 

Задача 5.10. Для линейного гармонического осциллятора с энер-
гией ε вычислить фазовый объем Г, ограниченный гиперповерхно-
стью энергии. Оценить объем элементарной фазовой ячейки, исполь-
зуя формулу энергетического спектра 

 εn = hν(n + 1/2), где n = 0, 1, 2, … 

Решение. Координата х и импульс p гармонического осциллятора свя-
заны законом сохранения энергии ε: p2(t)/(2m) + mω2x2(t)/2 = ε = const. По-
этому фазовая траектория является эллипсом с полуосями: a = (2mε)1/2; 
b = [2ε/(mω2)]1/2. Площадь эллипса (фазовый объем) 

 Г(ε) = πab = 2πε/ω = ε/ν, где ν = ω/(2π). 
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Полагая ε = εn = hν(n + 1/2) и отсчитывая энергию от энергии ну-
левых колебаний ε0 = hν/2, находим объем элементарной фазовой 
ячейки, приходящийся на одно (квантовое) состояние осциллятора: 
ΔГ = (εn – ε0)/(νn) = hνn/νn = h. 

Задача 5.11. Найти фазовый объем изоэнергетической поверхно-
сти и плотность состояний частиц газа, для которых зависимость 
энергии от импульса (закон дисперсии) 

 ε = px
2/(2m1) + py

2/(2m2) + pz
2/(2m3). 

Решение. Уравнение изоэнергетической поверхности имеет вид 

 px
2/(2m1) + py

2/(2m2) + pz
2/(2m3) = ε0. 

Это уравнение поверхности эллипсоида с главными полуосями: 

 a = (2m1ε0)
1/2, b = (2m2ε0)

1/2, c = (2m3ε0)
1/2. 

Фазовый объем Г(ε0) = (4π/3)(8m1m2m3)
1/2εo

3/2 V, где V – физиче-
ский объем системы. Плотность состояний 

 g(ε) = (1/h3) dГ/dε = 2πV/h3(8m1m2m3)
1/2ε1/2. 

Задача 5.12. Определить фазовую траекторию точки массой m, 
которая движется в постоянном гравитационном поле из точки zo с 
начальной скоростью vo, направленной вертикально вверх. 

Решение. Из закона сохранения энергии следует: 

 po
2/(2m) + mgzo = p2/(2m) + mgz.  

Фазовая траектория представляет собой параболу (рис. 5.4). 

 Z 

2
0 /V g  

p 
–po рo  

Рис. 5.4 
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Задача 5.13. Определить фазовую траекторию для линейного 
гармонического осциллятора с затуханием, движение которого опи-
сывается уравнением 

 x  + γ x  + ω0
2x = 0, ω0 = (k/m)1/2 при условии γ << ω0. 

Решение. В начальный момент скорость и координаты осцилля-
тора равны v0 и x0 соответственно. 

Решение уравнения движения для осциллятора с такими началь-
ными условиями имеет вид 

 x = exp (–γ t/2) (x0 cos (ω0 t) + (v0/ω0) sin(ω0 t)). 

Скорость в момент t равна 

 v = –γx/2 + exp(–γ t/2) (v0
 cos (ω0 t) – ω0

 x0 sin(ω0 t)). 

Так как γ << ω0, то 

 v/ω0 ~ exp(–γ t/2) ((v0 /ω0) (cos(ω0 t) – x0 sin(ω0 t)). 

Отсюда (x2 + p2/k2 ) = (x0
2 + p0

2/k2) exp(–γ t), где p = mv. 
Уравнение траектории представляет собой эллиптическую спи-

раль (рис. 5.5). 

p

x

 

Рис. 5.5 

5.4. Метод ансамблей Гиббса 

Элемент фазового Г-пространства dГ = Π dqidpi. Изображающая 
точка в фазовом пространстве в общем случае будет двигаться по 
произвольной траектории (которая из-за взаимодействия системы с 
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окружающей средой не лежит на поверхности постоянной энергии и 
многократно проходит через любой малый объем фазового про-
странства). Вероятность пребывания изображающей точки в любом 
элементе фазового объема равна dW(p, q) = ρ(p, q)dГ, где ρ(p, q) – 

плотность вероятности или функции распределения; ( , )p qρ∫ dГ = 1 

(нормировка). 
Среднее значение любой функции импульсов 

 <F(p, q) > = ( , )p qρ∫ F(p, q) dГ. 

Для движения системы частиц, подчиняющихся уравнениям Га-
мильтона, имеет место теорема Лиувилля о сохранении фазового 
объема: объем, занимаемый непрерывно распределенной совокупно-
стью фазовых точек при движении этих точек, не меняется, т.е. 

 dρ/dt = ∂ρ/∂t – [H, ρ] = 0, 

где [H, ρ] – скобка Пуассона. 
Для стационарного распределения 

 ∂ρ/∂t = 0, [H, ρ] = 0. 

В этом случае энергия и функция от энергии являются интеграла-
ми движения. 

Рассмотрим систему, находящуюся в состоянии термодинамиче-
ского равновесия. Значения всех внутренних параметров системы 
(координат, скоростей и функций от величин для частиц, состав-
ляющих систему) зависят только от температуры и внешних пара-
метров. Энергия системы при равновесии также зависит от темпера-
туры. Таким образом, все внутренние параметры будут функциями 
энергии. Параметры системы флуктуируют со временем. Значение 
любой функции состояния системы при термодинамическом равно-
весии представляет среднее по времени от любой функции состоя-
ния: 

 0

lim(1/ ) ( , )d
t

F t F p q t
∞

→∞
< > = ∫ . 

Чтобы вычислить <F>, необходимо знать законы изменения со-
стояния системы во времени и, пользуясь ими, найти зависимость 
всех q и p от времени. 
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Основная идея статистики состоит в замене средних по времени 
математическими ожиданиями от функции F(p, q), взятыми с помо-
щью функций распределения вероятности. В этом суть метода Гиббса. 

Метод Гиббса заключается в следующем. Вместо того чтобы сле-
дить за движением одной изображающей точки и отыскивать среднее 
по времени, можно представить совокупность – ансамбль изобра-
жающих точек, распределенных с плотностью ρ в Г-пространстве, 
т.е. ансамбль тождественных систем, хаотически распределенных по 
возможным состояниям. Ансамбль представляет собой исследуемую 
систему, в которой любая конфигурация координат и скоростей, дос-
тупная для данной системы, в процессе изменения ее со временем 
представлена в нем. Средние по времени отдельной системы заме-
няются средними по ансамблю (усреднение проводится в фиксиро-
ванный момент времени по всем системам ансамбля). 

5.4.1. Микроканоническое распределение 
(ансамбль) Гиббса 

Вероятность распределения для изолированной (находящейся в 
адиабатической оболочке) системы дается микроканоническим рас-
пределением. Для микроканонического распределения плотность 
вероятности постоянна и отлична от нуля только в бесконечно тон-
ком слое между двумя поверхностями энергии, в остальной части 
фазового пространства она равна нулю: ρ(H) = δ[H(p, q) – E]/Ω(E); 

 Ω(E) = dГ(E)/dE; dГ(E) = dNp dNq; 

 H(p, q) < E, δ[H – E ] – функция Дирака. 

5.4.2. Каноническое распределение  
(ансамбль) Гиббса 

Реальные системы обмениваются энергией с окружающей средой. 
Рассмотрим систему, окруженную большим термостатом определен-
ной температуры (рассматриваемая система и термостат вместе обра-
зуют адиабатически изолированную систему; энергией взаимодейст-
вия системы и термостата пренебрегаем). 

Плотность вероятности состояния системы дается каноническим 
распределением 

 ρ(H) = (1/Z) exp[–H/θ], (5.14) 
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где H = H(p, q) – гамильтониан (энергия) системы; Z – статистиче-
ский интеграл, определяемый из условия нормировки: 

 Z = ∫ exp[–H(p,q)/θ].dГ = = exp∫ (–E/θ)Ω(E)dE; (5.15а) 

 1/θ = ∂ln Ω(E)/∂E, 

θ – модуль канонического распределения (статистическая темпе-
ратура). 

 θ = kT. 

Все вычисления термодинамических величин на основе канониче-
ских ансамблей начинаются с определения статистического интегра-
ла. Термодинамические соотношения получаются из формулы 

 Z = exp[–Ψ(V, T)/θ], (5.15б) 

где Ψ(V, T) – свободная энергия, Ψ(V,T) = –θln Z. 
Если энергия складывается аддитивно из энергий отдельных час-

тиц, то 

 Ψ = – θ ln Z = – θ N ln Z1, 

где Z1 – статистический интеграл, взятый в μ-пространстве – фазовом 
пространстве одной частицы. 

Внутренняя энергия U представляет собой среднюю по ансамблю 
энергию системы 

 U = E = (1/Z) expE∫ (H(p, q)/θ) dГ. 

Все другие функции можно получить из функции Ψ(V, T) с помо-
щью термодинамических соотношений, приведенных в 5.1, напри-
мер: 

 S = –(∂Ψ/∂T)V, U = Ψ – T(∂Ψ/∂T)V и т.д. 

Пример 5.6. Для идеального одноатомного газа из N молекул (3N 
степеней свободы) функция Гамильтона 
 H = (1/2)Σ (pix

2 + piy
2 + piz

2 ) + Σ U(xi, yi, zi). 

Внутри сосуда U = 0; на стенках U – бесконечно большое. 

 Z = exp∫ (–H/θ)dГ = VN (2πm θ)3N/2, 
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так как 

 
exp

V
∫∫∫ [–U(xi,yi,zi)/θ]dxdydz = d

V

x∫∫∫ dydz = V, 

где V – объем сосуда, а интегралы имеют вид типа 

 
exp

+∞

−∞
∫ (–pix

2/(2m θ))dpix = (2π m θ)1/2; 

 Ψ = – θln Z = –N θ lnV – (3N θ/2) ln θ + (3Nθ/2) ln(2πm);  
 p = –(∂Ψ/∂V)T = N θ/V; 
 U = Ψ – θ (∂Ψ/∂θ) = 3N θ/2; 
 Cv = ∂U/∂T = (3/2)R. 

Вероятность того, что молекула будет иметь импульсы и коорди-
наты в интервалах 

px, px + dpx ; py, py + dpy ; pz, pz + dpz; x, x + dx; y, y + dy; z, z + dz, да-
ется каноническим распределением 

 dW = ρdГ = A exp[–(px
2 + py

2 + pz
2)/(2mθ)] dpx dpy dpz dx dy dz. 

Вероятность того, что абсолютная величина скорости лежит меж-
ду v и v + dv, будет равна 4π[m/(2πθ)]3/2 exp[–(mv2/(2θ))] v2dv. 

5.4.3. Большое каноническое распределение 
(ансамбль) Гиббса 

Вероятность состояния системы, которая может обмениваться не 
только энергией с тепловым резервуаром, но и частицами (находится 
в контакте с источником частиц), дается большим каноническим 
распределением 

 ρ = exp[Ω + μN – H)/θ], (5.16) 

где Ω = PV – большой термодинамический потенциал (P – внешний 
параметр); μ – химический потенциал.  

Большая статистическая сумма 

 Z = exp[–Ω/θ] = exp
N
∑ (μN/θ) exp∫ (–H/θ) dГ(N). (5.17) 

Определяя термодинамический потенциал Φ = –θ ln Z, можно 
найти другие термодинамические функции. 
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Задача 5.14. Начертить фазовые траектории одномерного движе-
ния материальных точек в поле силы тяжести с ускорением g = const 
и проиллюстрировать справедливость теоремы Лиувилля. 

Решение. Фазовые траектории представляют собой параболы с 
вершиной на оси p (рис. 5.6) и описываются выражением  
p2 – p0

2 = –2m2g (q0 – q). 

1

1

2

2

3

3
4

4

qΔqoΔqoqo

po

Δpo

Δpo

p

 

Рис. 5.6 

Объем, занимаемый фазовыми точками, имеющими при to коор-
динаты из интервала q0, q0 + Δq0 и p0, p0 + Δp0, сохраняется 
(ΔГ0 = ΔГ1). Это равнозначно сохранению фазовой плотности (тео-
рема Лиувилля). 

Задача 5.15. Проверить теорему Лиувилля для ансамбля: 1) час-
тиц, движущихся по инерции; 2) линейных осцилляторов; 3) линей-
ных осцилляторов, совершающих вынужденные колебания под дей-
ствием периодического возмущения. 

Решение. 1. Для t = 0 q = q0 + (p0/m) t, p = p0, якобиан перехода от 
переменных (q0, p0) к (q, p) 

 
( ) ( ) 0 0

0 0
0 0

/ / 1 /
, / , 1,

/ / 0 1

q q q p t m
D p q p q

p q p p

∂ ∂ ∂ ∂
= ∂ ∂ = = =

∂ ∂ ∂ ∂
 

а, следовательно, dГ0 = dГ. 

Δр 

Δq 
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2. q – ω0
2 q = 0; 

q = q0 cos(ω0t) – [p0/(mω0)] sin(ω0
.t) ; 

p = p0 cos(ω0t) – qmω0 sin (ω0t) ; 

[ ]0 0 0

0 0 0

cos( ) 1/( ) sin( )
1.

sin( )  cos( )

t m t
D

m t t

ω ω ω
= =

− ω ω ω
 

3. q  – ω0
2 q = a cos (ω t), решая, получим: 

q = q0
 cos (ω0 t) + [p0/(mω0)]

 sin (ω0 t) + A cos (ω t), A = a/(ω0
2 – ω2); 

p = p0
 cos (ω0

 t) – mω0qo
 sin(ω0

 t) – [maω/( ω0
2 – ω2)] sin(ω t); 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
0 0 0

0 0 0

cos 1/ sin
1.

sin cos

t m t
D

m t t

⎡ ⎤ω ω ω⎣ ⎦= =
− ω ω ω

 

Задача 5.16. Определить среднюю энергию и давление идеально-
го газа из частиц в объеме V. Закон дисперсии частицы газа: 
ε(p) = ap2; a > 0, l > 0. 

Решение. Статистический интеграл 

 Z = 4πV ∫
∞

0

exp[–ap2/(kT)] p2dp. 

После замены переменной x = ap2/(kT) интеграл приводится к 
гамма-функции: 

 Z = (4π/l) (kT/a)3/l V
0

exp
∞

∫ (–x) x3/l dx = (4π/l)(kT/a)3/l V Г(3/l). 

Средняя энергия 

 E = (N/Z) [∂Z/∂(–1/(kT))] = (1/l) 3NkT. 

В частности, при l = 2 получаем закон равнораспределения по 
степеням свободы для частиц с тремя степенями свободы. Свободная 
энергия газа 

 F = –NkT lnZ = –NkT ln(4π/l) V (kT/a)3/lГ(3/l). 

Давление газа р = –(∂F/∂V)T = NkT/V. 

Задача 5.17. Цилиндр заполнен идеальным газом и вращается во-
круг оси, проходящей через центр основания цилиндра. Угловая ско-
рость вращения ω, длина цилиндра l, радиус цилиндра R, число мо-
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лекул газа N. Определить распределение плотности газа и давления 
на боковые стенки. 

Решение. На вращающийся газ в цилиндре объемом V = πr2l дей-
ствует поле центробежных сил инерции с потенциалом 

 Uцб = 
0

r

m−∫ ω2 r′dr′ = – m ω2 r2/2. 

Функция распределения Максвелла – Больцмана газа имеет вид 

 f(v, r) = A exp [–mv2/(2kT) + m ω2 r2/(2kT)], 

где нормирующий множитель 

A = 
2

0 0 0

exp
R π π+∞

−∞

⎧⎪
⎨
⎪⎩
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  [–mv2/(2kT) + m ω2 r2/(2kT)]dvxdvydvzr dr dθdφ}–1 = 

 = {[m/(2πkT)]3/2 [2πkTl/(m ω2)] [exp (m ω2R2/(2kT)) – 1]}–1. 

Плотность газа в точке на расстоянии r от оси вращения пропор-
циональна плотности вероятности нахождения частицы в этой же 
точке физического объема: 

 n(r) = N∫f(v,r)dvxdvydvz = (N/V) [2kT/(mω2R2)] exp[m ω2 r2/(2kT)]/ 
/{exp [m ω2 r2/(2kT)]–1}. 

Свободная энергия газа во вращающемся цилиндре 

 Ψ = NkT ln A = NkT ln[m/(2πkT)]3/2. 2πkTl/(m ω2) +   
 + NkT ln{exp(m ω2R2/(2kT)) – 1}. 

Давление на боковые стенки 

р = –(∂Ψ/∂V)T = –[∂Ψ/(2πRl ∂R)] = 
 = (NkT/V) [m ω2R2/(2kT)] exp[m ω2R2/(2kT)]/[1 – exp(m ω2R2)/(2kT)]. 

Задача 5.18. Идеальный газ находится в сосуде, который закрыт 
подвижным поршнем, нагруженным грузом массой М. Найти сред-
ний объем системы. Площадь поршня S, число частиц газа N. 

Решение. Функция Гамильтона системы газ – поршень имеет вид 

 H = Σ H(pi, qi) + pм
2/(2M) + Mgz, 

где pм и z – импульс и координата поршня. Статистический интеграл 
системы 
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Z = ... exp
+∞ +∞

−∞ −∞
∫ ∫ [–H (pi, qi)/kT] d

+∞

−∞

Γ∫ exp[–pм
2/(2MkT)]dpм

0

exp
∞

∫ [–Mgz/(kT)] Sdz = 

= (2πmkT)3N/2 VN (2πMkT)1/2 [SkT/(Mg)]. 

Здесь dГ = dp1.... dp3N
.dq1..... dq3N. Учитывая, что Mg = pS (р – дав-

ление) и что при фиксированном объеме VN = (kT/р)N, получаем 

 Z = (2πm)(3N+1)/2(M/m)1/2 (kT)(5N/2+3/2)р–1–N. 

Средний объем системы V = (∂Φ/∂р)T =[(N + 1)/р] kT. Здесь Φ = –
NkT ln Z – термодинамический потенциал системы в переменных р, T 
(свободная энергия Гиббса). 

Задача 5.19. Найти теплоемкость системы одномерных ангармо-
нических осцилляторов. 

Решение. Потенциальная энергия осциллятора при малых смеще-
ниях может быть представлена в виде разложения по степеням сме-
щения: 

 V(u) = αu2 – βu3 – γu4 +.... 

Будем считать, что при малых смещениях второй и третий члены 
малы по сравнению с первым (слабая ангармоничность). Тогда при 
вычислении статистического интеграла можно подынтегральную 
экспоненту разложить в ряд по этим малым параметрам: 

 Z = exp
+∞

−∞
∫ [–αu2/(kT)] exp [(βu3 + γu4)/(kT)] du = 

= ∫
+∞

∞−
exp[–αu2/(kT)] {1 + (βu3 + γu4)/(kT)+ (1/2) [(βu3 + γu4)/(kT)]1/2}du = 

 = ∫
+∞

∞−

exp[–αu2/(kT)] {1 + γu4/(kT) + (1/2) (β2u6)/(kT2) +...}du = 

 = (πkT/α)1/2{1 + (3/4) [γ/(kT)](kT/α)2 + (1/2) (15/8) [β2/(kT)2](kT/α)3}= 
 = (πkT/α)1/2 {1 + (3/4) (γkT/α2) + (15/16) (β2kT/α3)}. 

Средняя энергия одного осциллятора 

 ε = kT2(∂lnZ/∂T) = 
 = kT2 (d/dT) {(1/2) ln(πkT/α) + ln[1 + (3/4) [(γ/α2) + (5/4)(β2/α2)] kT} = 
 = (1/2)kT + kT2.d/dT {(3/4) (γ/α2 + (5/4) (β2/α2) kT +...} = 
 = (1/2)kT + (3/4) [γ/α2 + (5/4) (β2/α2)] (kT2) +...... 

Теплоемкость на один осциллятор составляет 
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 С = ∂ ε /∂T = k/2 +(3/2) (γ/α2 + 5β/α3) kT. 

Задача 5.20. Вычислить средний дипольный момент газа жестких 
диполей во внешнем электрическом поле ε. Найти диэлектрическую 
восприимчивость газа в слабых полях. Предполагается, что диполи 
между собой не взаимодействуют. 

Решение. Потенциальная энергия жесткого диполя d во внешнем 
электрическом поле ε равна u = –(d, ε) = do ε cos θ, где do – модуль 
вектора дипольного момента молекулы газа. Вектор ε направлен в 
направлении оси OZ. Статистический интеграл имеет вид 

 Z = A–1 = Zk

2

0 0

exp
π π

∫ ∫ [do ε cos θ/(kT)] dω, 

где Zk – статистический интеграл, соответствующий кинетической 
энергии молекул газа; dω = sin θdθdφ – элемент телесного угла, в ко-
тором лежит направление вектора d: 

 Z = Zk
 [4πkT/(d0 ε)] sh[d0 ε/(kT)]. 

Среднее значение дипольного момента газа 
 P = (N/V)d0 cos θ = (1/Z) [∂Z/∂(ε/(kT))] = (N/V) d0L[d0ε/(kT)], 

где L(x) = cth x – 1/x – функция Ланжевена.  
График этой функции представлен на рис. 5.7. 

1

L(x)

x  
Рис. 5.7 

Из графика видно, что при малых значениях аргумента x = doε/(kT) 
(в слабом электрическом поле или при высокой температуре) сред-
ний дипольный момент прямо пропорционален аргументу x. Это 
подтверждается прямым вычислением L(x) при малых x: 

 L(x) = (1/x + x/3 – 1/x ) = x/3. 
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Здесь мы использовали разложение cth x в ряд при малых x: 
cth x = 1/x + x/3 +... Константа диэлектрической восприимчивости 
газа 

 α = ∂р/∂ε =[do
2/(3kT)] (N/V). 

В сильных электрических полях функция L(x) стремится к насы-
щению (L(x) → 1), что означает ориентацию почти всех диполей в 
направлении сильного внешнего электрического поля; одновременно 
диэлектрическая восприимчивость газа стремится к нулю. 

Задача 5.21. Найти среднюю намагниченность газа взаимодейст-
вующих магнитных диполей. 

Решение. Потенциальная энергия магнитного диполя μ во внеш-
нем магнитном поле H равна U = –(μH) = – μ0

 H cos θ. Сравнивая это 
выражение с потенциальной энергией электрического диполя, убеж-
даемся в их полной аналогии. Поэтому, если отсутствует взаимодей-
ствие между диполями, средняя величина магнитного диполя (на-
магниченность) единицы объема газа (см. предыдущую задачу): 

 М = (N/V) μ0 cos θ = (μ0N/V) L[μ0H0/(kT)], 

где L(x) – функция Ланжевена; H0 – внешнее магнитное поле. 
Взаимодействие между диполями приводит к тому, что на каждый 

диполь помимо внешнего магнитного поля действует среднее поле 
соседних диполей, пропорциональное средней упорядоченности, т.е. 
намагниченности диполей газа. Это поле Hcc называется самосогла-
сованным внутренним полем Вейса Hcc: Hcc = γM. Полное поле, дей-
ствующее на магнитный диполь, H = H0 + γM. Подставляя это поле в 
уравнение Ланжевена, приходим к нелинейному уравнению, описы-
вающему поведение намагниченности газа магнитных диполей при 
различной температуре и внешнем магнитном поле: 

 M = (μ0N/V) L[μ0(H0 + γM)/(kT)]. 

Исследуем корни этого трансцендентного уравнения графическим 
методом. Будем считать, что внешнее поле отсутствует (H0 = 0). Вве-
дем новые обозначения: y = μ0γM/(kT), тогда 

 kT/(μ0γ) y = (N/V) L(y). 

Пересечения графиков функций в левой (прямые а и б) и правой 
(кривая в) частях этого уравнения дают корни уравнения (рис. 5.8). 
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L(y)

y

a б

 

Рис. 5.8 

При высокой температуре тангенс угла наклона линейной функ-
ции велик (прямая а) и графики пересекаются в одной точке y1 = 0. 
При понижении температуры тангенс угла наклона уменьшается и 
при некоторой критической температуре TС (температура Кюри) воз-
никает касание кривой Ланжевена и прямой в начале координат. Ни-
же этой температуры графики пересекаются в двух точках: y1 = 0 и 
y2 ≠ 0 (прямая б). При дальнейшем понижении температуры ненуле-
вой корень возрастает по абсолютной величине. Физический смысл 
полученных решений нелинейного уравнения состоит в следующем. 

При высокой температуре без внешнего поля отсутствует намаг-
ниченность в системе, диполи полностью разупорядочены: 
M = [kT/(γμ0)]

 y1 = 0. При понижении температуры ниже точки Кюри 
в газе возникает спонтанная намагниченность M = [kT/(γμ0)] y2 ≠ 0. 
При стремлении температуры к нулю намагниченность стремится к 
предельному значению μoN/V. Температура Кюри определяется из 
условия касания двух кривых: 

 TC = μo
2 (N/V) γ/(3k). 

Рассмотренная задача лежит в основе теории ферромагнетизма 
Вейса. Эта теория не отвечает на вопрос о природе сил взаимодейст-
вия между магнитными моментами. Ответ на этот вопрос дала кван-
товая теория ферромагнетизма, которая объяснила это взаимодейст-
вие наличием обменных сил между электронами в твердых телах и 
смогла вычислить коэффициент γ из микроскопической картины те-
ла. Но главная идея Вейса – наличие самосогласованного эффектив-

в 

y2 у1 
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ного внутреннего поля, пропорционального упорядоченности в сис-
теме – оказалась чрезвычайно плодотворной и играет основную роль 
не только в теории ферромагнитного упорядочения, но и в теориях 
других фазовых переходов (сверхпроводимость, сегнетоэлектричест-
во, атомное упорядочение в сплавах и т.д.). 

Однако метод самосогласованного поля не учитывает флуктуации 
параметра порядка. В одномерных системах эти флуктуации приво-
дят к разрушению дальнего порядка при любой конечной температу-
ре. Точный расчет фазового перехода возможен лишь для одномер-
ных и двумерных систем. Следующая задача дает точный расчет для 
упрощенной модели магнетиков – модели Изинга. 

Задача 5.22. Определить свободную энергию и корреляционную 
функцию для классической цепочки Изинга. 

Решение. Модель Изинга описывает магнитный кристалл, в узлах 
которого находятся атомы со спинами σ = 1/2. Спины могут быть 
направлены вверх или вниз. Энергия взаимодействия спина σZ = ±1/2 
с магнитным полем h равна Eh = ±μВh. Гамильтониан (энергия) клас-
сической цепочки Изинга имеет вид 

 H = K
1

N
Z
i

i=
σ∑ σi+1

Z – h∑σi
Z, 

где N – число узлов в цепочке; σi
Z – магнитный диполь, проекция ко-

торого на ось z принимает два возможных значения: σi
Z = 1; h –

 внешнее магнитное поле (μв = 1 в атомной системе единиц). Сво-
бодная энергия Ψ = –kвT

.lnZ, где статистическая сумма 

 Z = ∑exp[–H({σi
Z})/kBT], 

и суммирование проводится по всем различным конфигурациям ди-
полей, отличающимся значениями σi

Z = 1 в узлах цепочки i = 1, ..., N. 
Запишем Z в виде N-кратного произведения двух матриц 2×2, эле-
менты которых получаются перебором всех возможных значений σi

Z: 

T1(σ1
Z

,σ2
Z) = exp( K

~
σ1

Z
 σ2

Z) =
при 

при 

K K

K K

e e

e e

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

T2(σZ) = exp(hσZ) =
при 

 при 

h h

h h

e e

e e

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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Z = ∑ Π T1(σi
Z, σi+1

Z
 )

 T2(σi
Z) = TГ (T1

 T2)
N, где TГА обозначает след 

матрицы А, равный сумме всех ее диагональных элементов; 

K  = K/(kвT); h  = h/(kвT). 
Как известно, след матрицы инвариантен по отношению к кано-

ническому преобразованию TГA = TГ(UАU–1). Следовательно, 
TГАN = TГ(UANU–1) = TГ(UAU–1)N. Выбирая U такой, чтобы UAU–1 была 

диагональна, т.е. UAU–1 = 1

2

0

0

ε⎛ ⎞
⎜ ⎟ε⎝ ⎠

, находим Z = ε1
N + ε2

N, где ε1 и ε2 – 

собственные значения матрицы (T1T2). 

ε1,2 = Ke
~

ch( h
~

) ± [ Ke
~

2 sh2( h
~

) + Ke
~

2− ]1/2. Отсюда находим свобод-
ную энергию цепочки Изинга F = –kвT

 ln(ε1
N + ε2

N). 
Определим также парную корреляционную функцию для двух 

произвольных диполей σi
Z и σi

Z в узлах i и j. Цепочки Изинга в нуле-
вом магнитном поле h = 0 

 < σi
Z σj

Z > = (1/Z) Σ exp[–H/(kвT)] σi
Z σj

Z. 

Этот коррелятор можно представить в виде произведения матриц 
2 × 2, аналогично вычислению статистической суммы Z: 

 < σi
Z σj

Z > = (1/Z)TГ[(T1)
i σZ(T1)

j-i σz(T1)
N-j], 

где предположено j ≥ i и матрица σZ – это матрица Паули: 

σZ =
 

1 0

0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Опять воспользуемся инвариантностью следа матрицы и запишем 

 < σi
Z σj

Z > = (1/Z) TГ[( 1

~
T )i Zσ ( 1T )j-i Zσ ( 1

~
T )N-j], 

где 1

~
T  = UT1U

–1; Zσ~ = UσZU–1.  
Выберем преобразование U, которое приводит T1 к диагональному 

виду: 1

~
T  = 1

2

0

0

ε⎛ ⎞
⎜ ⎟ε⎝ ⎠

. 

В этом представлении матрица σZ принимает вид Zσ  = U σZ U–1 = 

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01

10
. 

В результате находим 
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 < σi
Z σj

Z > = (1/Z)(ε1
N-j+i.ε2

j-i + ε2
N-j+iε1

j-i) = 
 = (ε1

N-j+i.ε2
j-i + ε2

N-j+iε1
j-i)/(ε1

N + ε2
N), 

где ε1,2 определяем, положив h = 0 в формулах, полученных выше: 
ε1 = 2ch K ; ε2 = 2sh K . 

В пределе N → ∞ находим, учитывая, что (ε2/ε1)
N = (th K

~
)N → 0, 

<σi
Z

 σj
Z> = (th K )j–i. 

Перейдем от номера узла i к его пространственной координате 
xi = ai вдоль цепочки, где а – период цепочки, равный расстоянию 
между соседними узлами i и i + 1. Тогда коррелятор <σi

Zσj
Z> может 

быть записан в виде < σZ(x) σZ(0) > = exp(–| x |/ζ), где корреляционная 

длина ζ–1 = а–1ln(cth K
~

). В пределе низких температур (Т → 0) 

K
~

 ≡ K/(kвT) → ∞ получаем 

 ζ/a ≈ (1/2)exp(2 K ); (1/2)exp[2K/(kвT)] >> 1; K >> kвT. 

Таким образом, корреляция между диполями цепочки Изинга 
убывает экспоненциально к нулю на расстояниях х > ζ. При этом 
корреляционная длина ζ растет с понижением температуры и обра-
щается в бесконечность (ζ = ∞) при T = 0. Обращение ζ в бесконеч-
ность означает возникновение дальнего порядка в ориентации спи-
нов на цепочке Изинга при нулевой температуре (ферромагнитный 
фазовый переход). Подобный точный расчет для двумерной модели 
Изинга (на квадратной решетке), выполненный Онзагером, приводит 
к следующим результатам: 

 < σZ (Г) σZ(0) > ~ No, где No = 0 при T > Tc и No
2 > 0 при T < Tc, 

где Tc > 0 – температура упорядочения спинов по направлению. 

Задача 5.23. Тело, заряженное до потенциала φo, помещено в 
плазму, состоящую из равного количества электронов (заряд –e) и 
ионов (заряд +e). Определить дебаевский радиус экранирования, 
считая температуру электронов Te и ионов Ti различной, а плазму – 
квазинейтральной. Число частиц в единице объема no. 

Решение. Потенциал в любой точке плазмы определяется из ре-
шения уравнения Пуассона: Δφ = –4πe(ni – ne). На поверхности заря-
женного тела φ = φo по условию задачи. Плотность частиц в точке с 
потенциалом φ(r) определяется функцией распределения Больцмана: 

 ni(r) = n0exp{–eφ(r)/(kTi)}; 
 ne(r) = n0

.exp{–eφ(r)/(kTe)}. 
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Если потенциальная энергия мала по сравнению с тепловой 
(eφ/kT << 1), то экспоненту можно разложить в ряд и ограничиться 
линейным членом. Подставляя это разложение в уравнение Пуассо-
на, получаем 

 Δφ = 4πn0e
2 [(Te + Ti)/ (Te – Ti)] φ. 

Решение этого уравнения, удовлетворяющее условию φ = 0, имеет 
вид 

 φ(r) = A exp (–λr)/r, 

где λ–1 = {Te
 Ti/[4πen0

2(Te –Ti)]}
1/2 – дебаевский радиус экранирования. 

Постоянную А можно найти из условия φ = φ0 на поверхности за-
ряженного тела. 

5.5. Флуктуации 

Существование флуктуаций следует из законов статистической 
механики. В макроскопической системе заметной вероятностью об-
ладают только очень малые флуктуации: в системах с малым числом 
степеней свободы возможны флуктуации большого масштаба и при-
менение термодинамических законов уже становится необоснован-
ным. В большинстве случаев в качестве меры флуктуации достаточ-
но принять только среднее квадратичное отклонение, или дисперсию 

2ΔF , так как высшие центральные моменты малы, и относительную 

флуктуацию δ = [ 2ΔF / 2F ]1/2. 
Рассмотрим флуктуации некоторых физических величин. 

1. Флуктуация энергии 222 EEE −=Δ , 
так как E  = –(∂/∂β) ln [Z(β)], β = 1/(kT), 

то ∂ E /∂β = –(1/Z) (∂2Z/∂β2) + (1/Z2) (∂Z/∂β)2; 
2E = (1/Z) E2 exp(–βE) dГ = (1/Z) (∂2Z/∂β2); 

2EΔ  = (1/Z) (∂2Z/∂β2) – (1/Z2) (∂Z/∂β)2. 

Таким образом, 2EΔ  = – ∂E/∂β. 

В то же время Cv = ∂ E /∂T = (∂ E /∂β) (dβ/dT) = –[1/(kT2)] (∂ E /∂β); 
2EΔ  = kT2Cv. 

В случае идеального газа Cv ~ N kБ; E  ~ NkT; δ ~ 1/N1/2. 
Для твердого тела Cv ~ N k(T/θ)3; E  ~ NkT(T/θ)3; δ ~ [1/N(θ/T)3]1/2. 



291 

Таким образом, мерой флуктуации энергии системы, находящейся 
в термостате, является ее теплоемкость. 

Относительная флуктуация 

δ = 2/122 )/( EEΔ = (kT2 Cv/
2E )1/2. 

2. Флуктуация давления газа, находящегося в термостате. 
Давление р = (∂ E /∂V)T. 

Из п.1 следует: 
22 2p p pΔ = − = (1/β) (∂ p /∂V). 

Для идеального газа p V = RT; 

∂р/∂V = –RT/V2; R = kБN; 
2p = р2/N; δ = 2 2 1/ 2( / )p pΔ  = 1/(N)1/2. 

3. Флуктуация объема. 
Аналогично п. 2 имеем: 2VΔ  = – (1/β), (∂V /∂p)T, где (∂V /∂p)T = 

κТ – изотермическая сжимаемость. Флуктуации растут с увеличением 

сжимаемости газа. Для идеального газа V = RT/p; (∂V/∂p) = –RT/p2; 
2VΔ  = V2/N ; 

 δ = ( 2VΔ / 2V )1/2 = 1/N1/2. 

При увеличении числа частиц N флуктуации сглаживаются. 
4. Флуктуации плотности. 
Пусть V – объем сосуда, содержащего N частиц, nV = N = const. 

Тогда 
 ΔnV + n ΔV = 0; 

( nn /Δ )2 = = ( VV /Δ )2 = (1/β) (∂V/∂p) (1/V2); (Δn/n)2 = –θ V2 (∂V/∂p)T. 

Для идеального газа δ = ( 2nΔ /n2)1/2 = 1/N1/2. 
Для газа, подчиняющегося уравнению Ван дер Ваальса, в крити-

ческой точке (∂р/∂V)T=Tk→0, ks→0, и флуктуации плотности стремятся 
к бесконечности (поведение газа в критической точке требует специ-
ального исследования). 

5. Флуктуации концентрации в большом каноническом ансамбле. 
Среднее число частиц 

 N = ∂Ω/∂μ = (1/β) (∂/∂μ)ln Z = (1/β)∂Z/(Z∂μ); 

 
2N = (1/β)2(1/Z)(∂2Z/∂μ2 ), 
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поэтому 222 NNN −=Δ  = β1/2 [(1/Z)(∂2Z/∂μ2) – (1/Z2) (∂Z/ ∂μ)2 ] =  
= kT(∂N/∂μ). 

Задача 5.24. Легкий маятник совершает случайные колебания под 
действием ударов молекул воздуха. Длина маятника l, масса m, слу-
чайный угол отклонения от вертикали φ. Найти < φ2 > и < φ4>, считая 
средние отклонения маятника малыми. 

Решение. Случайная энергия маятника E = (ml2ω2)/2 + mgl(1 – cos φ). 
При малом угле отклонения φ приближенно получаем 
E = (m l2 ω2)/2 + (mgl φ2)/2, где ω = ∂φ/∂t – случайная угловая ско-

рость. Статистический интеграл маятника со случайным движением 

 Z = ∫ ∫
+∞

∞− −

2/

2/

π

π

exp[–ml2ω2/(2kT) – mglφ2/(2kT)] l2dωdφ. 

При вычислении этого интеграла учтем, что масса макроскопическо-
го маятника много больше массы молекулы, а поэтому mgl/(2kT) >> 1. 
Следовательно, exp[–mglφ2/(2kT)] очень быстро убывает с ростом угла 
φ, и поэтому без большой ошибки интеграл по углу можно вычислить в 
бесконечных пределах. В результате получаем 

 Z = [2πkT/(ml2)]1/2 [2πkT/(mgl)l1/2 ; 

< φ2 > = (1/Z) ∫ ∫
+∞

∞− −

2/

2/

π

π

φ2exp[–ml2 ω2/(2kT) – mgl φ2/(2kT)]l2dωdφ = 

 = (1/Z){∂Z/∂[–mgl/(2kT)]} = kT/(mgl); 
 < φ4 > = (1/Z) {∂2Z/∂[–mgl/(2kT)]2 = 2[kT/(mgl)]2. 

Задача 5.25. Натянутая струна длиной l флуктуационно колеблет-
ся под действием случайной силы, приложенной к точке x струны. 
Сила натяжения струны F при малых смещениях считается постоян-
ной. Найти средний квадрат флуктуационного отклонения точек на-
тянутой струны. 

Решение. Рассмотрим струну со случайным отклонением u в точ-
ке x. Потенциальная энергия растянутой струны при таком отклоне-
нии 

U = F Δl = F [(x2 + u2)1/2 –x] + F{[(l – x)2 + u2]1/2 – (l – x)} F lu2/ [2x(l – x)]. 

Статистический интеграл случайно колеблющейся струны 



293 

 Z = Zk ∫
+∞

∞−

exp{–Flu2/(2x(l – x )kT)] du, 

где Zk – статистический интеграл, связанный с кинетической энерги-
ей колеблющейся струны.  

Подобно предыдущей задаче интегрирование по смещению u 
можно без большой ошибки проводить между бесконечными преде-
лами: Z = Zk[2π kTx(l – x)/Fl]1/2 ; 

 <u> = (1/Z) – ∂Z/∂{–Fl/[2x(l – x)kT]} = kTx(l – x)/(F l). 

Задача 5.26. Найти среднеквадратичную флуктуацию дипольного 
момента газа жестких электрических диполей. 

Решение. Используя решение задачи о среднем дипольном мо-
менте жестких диполей, имеем Z = Zk(2kT)/(d0ε) sh[(d0ε)/(kT)]. 

 <d2> – <d>2 = ∂2lnZ/∂(ε/kT)2 = d0
2 {–1/ch2[d0ε/(kT)] + [kT/(d0ε)]2}. 

5.6. Квантовая статистика 

5.6.1. Общие положения 

Общие методы статистической физики, такие, как метод Гиббса, 
могут быть применены в квантовой статистике так же, как и в клас-
сической, но состояние системы определяется уже по законам не 
классической, а квантовой механики на основе соотношения неопре-
деленностей и уравнения Шредингера. Стационарные состояния 
квантово-механической системы из N частиц описываются волновой 
функцией Ψn(q) = Ψ(r1, r2, …, rn), которая определяется из стацио-
нарного уравнения Шредингера: 

 Ĥ Ψn (q) = En Ψn (q). 

Совокупность микроскопических состояний образует дискретную 
совокупность квантовых состояний, определяемых квантовым чис-
лом n (n = 1, 2, ...). По аналогии с классической статистикой вероят-
ность состояния с энергией En для системы, помещенной в термо-
стат, дается выражением 

 Wn = exp[(F – En)/θ ]; (5.18) 

 F = – θ lnZ, (5.19) 
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где статистическая сумма Z = Σ exp(–En/θ). 
Под суммированием по n понимается суммирование по дискрет-

ным уровням системы и интегрирование по непрерывному спектру. 
Если уровни вырождены, то 

 Wn = exp[(F – En)/ θ) Ω(En), (5.20) 

где Ω(En) – кратность вырождения n-го уровня. 
Как и в классической статистике, средние, взятые с помощью ка-

нонического распределения, дают значения физических величин, от-
носящихся к термодинамическому равновесию. Среднее значение по 
каноническому ансамблю физической величины, представленной 

оператором Â , равно 

 A = Σ[Annexp(–En/θ)]/Σ[exp(–En/θ)], (5.21) 

где Ann = ∫Ψn
*(q) ÂΨn(q) dq – среднее значение A в состоянии Ψn(q). 

Очевидно, среднее значение энергии 

 E  = Σ [En
 exp(–En/θ)]/ Σ [exp(–En/θ)]. (5.22) 

Из (5.19) можно найти свободную энергию F и другие термоди-
намические функции. 

Большое каноническое распределение, описывающее вероятность 
состояния системы, находящейся в термостате, для которой не со-
храняется число частиц, дается выражением 

 Wn = (1/Z) exp[–(En – μN)/θ],  (5.23) 

где большая статистическая сумма 

 Z = Σ [exp(μN/θ)] z = Σ [exp(μN/θ)] Σ [exp(–En/θ)]. (5.24) 

Термодинамический потенциал определяется аналогично (5.19) по 
формуле 

 Φ = – θln Z. (5.25) 

Для частиц разного сорта 

 Z = Σ ... Σ exp[–(En – Niμi)/θ)]. (5.26) 
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5.6.2. Статистика Ферми – Дирака  
и Бозе – Эйнштейна 

Рассмотрим систему из N невзаимодействующих частиц опреде-
ленного типа. В квантовой механике частицы одного типа неразли-
чимы (принцип тождественности частиц). В силу принципа тождест-
венности частиц каждое квантовое состояние системы полностью 
определено, когда заданы значения чисел заполнения одночастичных 
состояний {m}. Совокупность чисел заполнения {ni} определяет 
квантовые числа всей системы. Тогда 

En = Σεini, N = Σni, где εi – энергия одной частицы. 
Большая статистическая сумма 

 Z = Σ [exp(εi – μ)/(kT) in] , (5.27) 

где суммирование ведется по числу частиц в одночастичных состоя-
ниях εi. 

В силу принципа тождественности частиц, симметрии волновых 
функций и принципа Паули возможны лишь два случая: 

1) in = 0 или ni = 1 для частиц с полуцелым спином; 

2) in = 1, 2,... (произвольное целое число) для частиц с целым спи-
ном. 

Используя (5.24), можно получить для средних чисел заполнения 
состояние с энергией εi следующие выражения: 

 in = 1/{exp[(εi – μ)/(kT)] +1} (статистика Ферми – Дирака);  (5.28) 

 in = 1/{exp[(εi – μ)/(kT)] – 1} (статистика Бозе – Эйнштейна). (5.29) 

Энергия E и число частиц N всей системы равны соответственно 

 E = Σ εini = Σ εi/{exp[(εi – μ)/(kT)] ± 1}; (5.30) 

 N = Σ ni = Σ 1/{exp[(εi – μ)/(kT)] ± 1}. (5.31) 

Для непрерывного спектра 

 N = ∫g(ε)dε /{exp[(εi – μ)/(kT)] ± 1}, (5.32) 

где g(ε) – плотность состояний. 
При малой плотности частиц и высокой температуре, ( n << 1,  

(ε – μ) >> kT), когда выполняется условие (N/V) << (2mkT/h2)3/2, обе 
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квантовые статистики сводятся к классическому пределу – распреде-
лению Больцмана: 

 n  = exp[(μ – ε)/(kT)]. (5.33) 

5.6.2.1. Высокие температуры 

При высоких температурах T квантовая статистика приводит к 
классическим результатам. Энергия системы, независимо от ее 
структуры, пропорциональна f: E = ε  ~ f.(kT/2), а теплоемкость не 
зависит от температуры: Cv ~ f (k/2) = const. Тогда 2Δε ~ 1/f, т.е. при 
увеличении числа степеней свободы величина относительной флук-
туации энергии убывает и практически обращается в нуль для макро-
скопических систем, содержащих большое число частиц. 

В системе с малым числом степеней свободы флуктуации могут 
быть велики, а применять законы статистической термодинамики к 
такой системе уже нельзя. 

5.6.2.2. Низкие температуры 

При низких температурах существенны квантовые эффекты, что 
сказывается на величине флуктуаций энергии в системе. 

Пример 5.7. Энергия кристаллической решетки при T << θD =  
= πωmax/k,  
где θD – характеристическая дебаевская температура, 

 E = 3π4NkT4/(5θD
3); 

 Cv = 12 π4 NkT3/(5θD
3); 

 
2δε  = 20/(3π4) (θD/T)2 (1/N). 

Флуктуации убывают с числом частиц N, но растут при пониже-
нии температуры и могут быть большими даже в системах с боль-
шим числом частиц. 

Вопрос 
Каковы причины роста флуктуаций энергии в квантовой системе 

при понижении T? 

Пример 5.8. Флуктуации в идеальном газе, подчиняющемся ста-
тистике Ферми. 

Так как ni = 1/ {exp[(εi – μ)/(kT)] + 1} и Δni
2 = (1/β) (∂n/∂μ), 
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β = 1/(kT), то (∂n/∂μ) = β ni(1 – ni) и Δni
2 = ni(1 – ni) (см. в 5.5 о флук-

туациях). 
Абсолютные квадратичные флуктуации обращаются в нуль для 

состояний с энергиями значительно ниже энергии Ферми, для кото-
рых ni = 1, а также для состояний с E > EF, для которых ni = 0. 

Пример 5.9. Для газа, подчиняющегося статистике Бозе –
 Эйнштейна, 

 ni = 1/ {exp[(εi – μ)/(kT)] – 1}. 

Следовательно, 2
inΔ  = in (1 + ni); δ2 = 2

inΔ / 2
in  = 1 + 1/ni. Относи-

тельная флуктуация δ ≈ 1 даже при больших ni. 

Задача 5.27. Исследовать поведение флуктуации энергии в кван-
товой системе с f степенями свободы при высоких и при низких тем-
пературах. 

Решение. Так же, как и в классическом случае (см. 5.5), абсолют-
ная квадратичная флуктуация энергии 

 
22 2Δε = ε − ε = 

 = {Σ εi
2 exp[–εi/(kT)] ω(εi)}/{Σ exp[–εi/(kT)] ω(εi)} – 

 – {(Σ εi exp[–εi/(kT)] ω(εi))
2}/{(Σ exp[–εi/(kT)] ω(εi))

2} = 
 = ∂/∂[–1/(kT)] {Σ εi exp[–εi/(kT)] ω(εi)}/{Σ exp[–εi/(kT)] ω(εi)} = 
 = kT2 (∂ε/∂T)v = kT2Cv; δε2 = Δε2/ε2 = kT2Cv/ε2. 

Задача 5.28. Вырожденный электронный газ (exp (μ/kT) << 1) в 
металле (модель Зоммерфельда – электронный газ в потенциальном 
ящике). Найти химический потенциал (уровень Ферми), энергию и 
другие термодинамические характеристики. 

Решение. Согласно принципу Паули при T = 0 K будут заполнены 
электронами первые N/2 состояния с энергиями ε < εmax, N – полное 
число электронов. Все остальные состояния с ε > εmax будут свобод-
ными. При конечных температурах T > 0 фермиевское распределение 
начнет «размываться» (рис. 5.9). 
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1/2

kT

ε

1

εddn /

n(ε)

 
Рис. 5.9 

Уровень Ферми определяется из условия нормировки 

 N = ∫
∞

0

[g(ε)dε]/ {exp[(ε – μ)/(kT)] + 1}. 

Для свободных электронов 

 g(ε) = 4πV(2m/h2)3/2 ε1/2. 

Энергия электронного газа 

 E = ∫
∞

0

ε g(ε)dε /{exp[(ε – μ)/(kT)] + 1}= 

 = 4πV(2m/h2)3/2 ∫
∞

0

ε3/2 dε /{exp[(ε – μ)/(kT)] + 1}. 

Интегралы вида 

F1/2 (η) = ∫
∞

0

x1/2dx/[exp(x – η) + 1] и F3/2 (η) = ∫
∞

0

x3/2dx/[exp(x – η) + 1] 

называются фермиевскими и в общем виде не берутся. Для их вы-
числения при низких температурах используем следующий прием 

(метод Зоммерфельда): пусть F = ∫
∞

0

fεndε (n > 1), 



299 

где f = 1/{exp[(ε – μ)/(kT)] + 1}. Интегрируя по частям, получаем 

 F = [f εn+1 /(n + 1)] ∞
0 + [1/(n + 1)] ∫

∞

0

εn+1(∂f/∂ε)dε. 

Первое слагаемое обращается в нуль. Функция ∂f/∂ε – четная 
функция аргумента и имеет резкий максимум при ε = μ. Обозначим 
(ε – μ)/(kT) = y. Тогда 

F = [–1/(n + 1)] ∫
∞

− kT/μ

(μ + kTy)n+1 (∂f/∂y) dy. При низких температу-

рах, заменяя нижний предел на – ∞, получаем 

 F = (–1/(n + 1)) ∫
∞

∞−

(μ + kTy)n+1 (∂f/∂y) dy. (5.34) 

В области ∂f/∂y = 0 y мало. Разлагая в ряд (5.34), получаем 

F = (–1/(n + 1)) ∫
∞

∞−

μn+1{1 + (n + 1) (kTy/μ) + [(n + 1)n/2] (kT/2)2y2 +...} (∂f/∂y) dy. 

Так как (∂f/∂y) – четная функция, то ∫
∞

∞−

y(∂f/∂y) dy = 0, 

 
∫
∞

∞−

y2(∂f/∂y) dy = 2 ∫
∞

∞−

y2(∂f/∂y) dy ≠ 0. 

Поэтому 

F = –1/(n + 1)μn+1{ ∫
∞

∞−

(∂f/∂y)dy + (n + 1)n/2 (kT/μ)2 ∫
∞

∞−

y′(∂f/∂y)dy +....}; 

 
∫
∞

∞−

(∂f/∂y)dy = f +∞
∞− = 1/[exp(y) + 1] +∞

∞− = –1; 
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 y2(∂f/∂y)dy = ∫
∞

∞−

y2exp(–y)dy/[exp(–y) + 1]2 = 

 = 2 ∫
∞

∞−

y2exp(–y)dy/[exp(y) + 1] = 

 = 2 ∫
∞

∞−

y2 [(exp(–y) – 2exp(–2y) + 3exp(–3y) –.....]dy = 

  = 4(1 – 1/22 + 1/32 –.....) = 4π2/12 = π2/3. 

Таким образом, 

 F = μn+1/(n + 1){ 1 – [(n + 1) n π2 /6] (kT/μ)2 } + o[(kT/μ)ν], ν > 2. 

Подставляя n = 1/2, получаем 

 N = [4π(2m)3/2/h3] V ∫
∞

∞−

 (ε1/2dε)/{exp[(ε – μ)/(kT)] + 1} = 

 = [4π(2m)3/2/h3] (2/3)μ3/2[1 – (3π/24) (kT/μ)2] = 
 = [8π(2m)3/2/(3h3)] μ3/2 – (4π/h3) (2m)3/2 V[ π2(kT)2/(12μ1/2)]. (5.35) 

При T = 0 К второй член равен нулю: 

 N = (8π) (2m)3/2/(3h3). 

В то же время 

 N = (8π/3) V (2mεmax/h
2)3/2 или εmax = [h2/(2m)] [(3/8π) (N/V)2/3]. 

Сравнивая, находим, что уровень Ферми в металле при абсолют-
ном нуле равен максимальной энергии электрона: μт = 0 = μ0 = εmax. 

При температурах, близких к нулю, но T ≠ 0 К, определим μ, ре-
шая (5.35) методом последовательных приближений для T = 0: 

N = 2/3 A μ3/2; 
μo

3/2 = μ3/2[1 + (π2/8) (kT/μ)2]; 
μ0 = μ [1 + (π2/8) (kT/μ)2]2/3. 
Так как (1 + α)n ≈ 1 + nα; (1 + α)–1 ≈ 1 – α, в первом приближении 

получаем 
μ = μ0[1 – (π2/12) (kT/μ0)

2]. 
Аналогичные вычисления проводятся для энергии (n = 3/2) элек-

тронного газа: 
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 E = A ∫
∞

∞−

ε3/2dε/ {exp[(ε – μ)/(kT)] + 1}; 

 E  = (2/5) A μo
5/2{1 + (π2/6).(3/2) (5/2) (kT/μ0)

2} = 
 = (2/5) A μo

5/2{1 + (5/8) π2(kT/μ0)
2}. 

Окончательно получаем 
E = (3/5) Nμ0[1 + (5/12) π2(kT/μ0)

2]. 
Теплоемкость вырожденного электронного газа 
Cv = (∂E/∂T)v = N π2 k2T/(2 μ0). 

Задача 5.29. Вычислить энтропию ферми-газа при низкой темпе-
ратуре. 

Решение. Выражение для энтропии имеет вид 

 S = ∫CvdT/T. 

При низких температурах Cv = (∂ E /∂T)v = N π2 k2T/(2 μ0). 
Тогда S = N π2 k2T/(2 μ0). При T → 0 S → 0 в соответствии с треть-

им началом термодинамики. 

Задача 5.30. Найти отношение между числом молекул орто- и па-
раводорода при высокой температуре. 

Решение. Спектр энергии молекулы водорода можно считать чис-
то вращательным вплоть до температур ~103 К, так как колебания 
молекулы и тем более электронные состояния возбуждаются при 
значительно больших температурах. 

Вращательные уровни энергии имеют вид εl = ћ2 l (l + 1)/(2I), где 
l – орбитальное квантовое число; I – момент инерции молекулы. 

Каждый уровень εl вырожден 2l + 1 раз по проекции орбитального 
момента. Ядра молекулы водорода – протоны имеют спин 1/2 и, следо-
вательно, являются фермионами. Как следует из квантовой механики, 
учет симметрии волновой функции по отношению к перестановкам то-
ждественных частиц ведет к тому, что четность орбитального момента 
двухатомной молекулы водорода в основном состоянии электронной 
подсистемы совпадает с четностью суммарного спина ядер. Параводо-
родом называется состояние молекулы Н2 с суммарным спином прото-
нов S = 0. Соответственно состояния ортоводорода вырождены по на-
правлению проекции полного спина: 2S + 1 = 3. Отношение х числа мо-
лекул ортоводорода к числу молекул параводорода определяется отно-
шением соответствующих статистических сумм: 
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При Т → 0 х → 0. При высоких температурах (ћ/(2IkT) << 1) вра-
щательный спектр можно считать непрерывным и статистические 
суммы Z0рт и Zпара заменить на статистический интеграл: 

 Z = ∫
∞

∞−

(2l + 1) exp[ћ2l (l + 1)/(2IkT)]dl = 2IkT/ћ2. 

Поэтому при высоких температурах отношение между числом 
молекул орто- и параводорода х = 3. 

Задача 5.31. Система имеет невырожденный спектр: εn = nћω, n = 
0, 1, 2,..., N. 

Найти среднюю энергию. 

Решение. Статистическая сумма системы Z = ∑
∞

=0n

exp (–hωn/kT) = 

= 1/{1 – exp [–hω/(kT)]} – exp [–hωN/(kT)]/{1 – exp [–hω/(kT)]} = 
 = {1 – exp [–hωN/(kT)]}/{1 – exp[–hω/(kT)]}; 

E = –∂lnZ/∂[1/(kT)] = hω/{exp [hω/(kT)] – 1} – hωN/{exp [hωN/(kT)] – 1}. 

Задача 5.32. Определить температуру бозе-конденсации бозе-газа 
с законом дисперсии ε = p2/(2m). 

Решение. Химический потенциал бозе-газа с понижением темпера-
туры монотонно убывает по абсолютной величине, оставаясь отрица-
тельным, и достигает нуля при некоторой температуре Tс. Ниже этой 
температуры вплоть до абсолютного нуля химический потенциал равен 
нулю, поэтому число частиц в газе, описываемом распределением Бозе, 
теперь не сохраняется – число частиц с понижением температуры 
уменьшается и стремится к нулю при T → 0. Это явление объясняется 
образованием при T → Tc бозе-конденсата, т.е. макроскопически боль-
шого числа частиц на низшем уровне ε = 0. С понижением температуры 
число частиц в бозе-конденсате возрастает, а число частиц на всех 
уровнях с ε > 0 уменьшается. Полное число частиц в системе, разумеет-
ся, сохраняется. Найдем химический потенциал бозе-газа при низкой 
температуре T ≈ Tс из условия сохранения полного числа частиц: 
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 N = ∫
∞

0

g(ε)/{exp[(ε – μ)/(kT)] – 1}dε; 

 N = [2π(2m)3/2V/h3] ∫
∞

0

ε1/2/{exp[(ε – μ)/(kT)] – 1}dε = 

 = [2π(2m)3/2V/h3] ∫
∞

0

∑
∞

=1n

exp[(ε – μ)/(kT)]n ε1/2 dε = 

 = [(2πmkT)3/2 V/h3] ∫
∞

0

∑
∞

=1n

exp[μn/(kT)] (1/n3/2). 

Это трансцендентное уравнение неявно определяет химический 
потенциал как функцию числа частиц N, объема V и температуры T. 
Определим температуру бозе-кондесации Tc, положив в полученной 
формуле μ = 0. 

Учитывая, что ∑
∞

=1n

1/n3/2 = ζ(3/2) = 2,612, где ζ(х) – дзета-функция 

Римана, получаем температуру бозе-конденсата в виде 

 Tc = [h2/(2,612)2/3] (N/V)2/3[1/(2πmk)]. 

Задача 5.33. Найти среднюю энергию фононного газа в модели 
Дебая в случае низких температур. Объем тела V, скорость продоль-
ных и поперечных фононов v|| и v⊥ соответственно. 

Решение. Закон дисперсии фононов в модели Дебая записывается 
выражением 

 ε = v||| p |, ε = v⊥| p |. 

Плотность состояний для фононного газа g(ε) = (4πV/h3) (1/v||
3 +  

+ 2/v⊥
3)ε2. 

Функция распределения для фононов имеет вид функции Планка: 

 n(ε) = 1/{exp[ε/(kT)] – 1}. 

Средняя энергия фононного газа 

 E  = ∫
∞

0

ε3/{exp[ε/(kT)] – 1} (4πV/h3) (1/v||
3 + 2/v⊥

3)dε. 
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Максимальная энергия определяется условием равенства числа 
возможных типов фононов в кристалле числу степеней свободы ато-
мов в кристалле: 

 
∫
max

0

ω

g(ε)dε = 3N. 

При низких температурах (kT << εmax) можно максимальную энер-
гию εmax устремить к бесконечности. Тогда получаем 

 E  = (4πV/h3) (1/v||
3 + 2/v⊥

3) ∫
∞

0

ε3/[exp (ε/(kT)) – 1]dε = 

 = (4πV/h3) (1/v||
3 + 2/v⊥

3) (kT)4 ∫
∞

0

x3 /[ exp (x) – 1 ] dx = 

 = 4π5/(15h3) (1/v||
3 + 2/v⊥

3) (kT)4. 

Задача 5.34. Определить среднюю энергию и давление вырож-
денного электронного ультрарелятивистского газа при T = 0. 

Решение. Закон дисперсии газа ε = c |p|. Плотность состояний с 
учетом двух направлений спина g(ε) = [8πV/(h3c3)] ε2. Химический 
потенциал газа определяется из условия сохранения полного числа 
частиц: 

 N = ∫
∞

0

nF(ε) g(ε)dε = ∫
∞

0

 [8πV/(h3c3)]ε2dε = [8πV/(h3c3)] (μ3/3); 

 μ = hc[3N/(8πV)]1/3. 

Средняя энергия газа 

 E  = ∫
∞

0

ε nF(ε) g(ε)dε = ∫
∞

0

 [8πV/(h3c3)] ε2dε = 

 = [8πV/(h3c3)] (μ4/4) = hc[3N/(8πV)]1/3. 

Давление газа при T = 0 может быть найдено по формуле 
 р = –(∂ E /∂V)T = (1/3) (hc) [3N/(8π)]1/3V–4/3 = (1/3) ( E /V). 

Задача 5.35. Определить химический потенциал и теплоемкость 
ультрарелятивистского сильно вырожденного идеального ферми-газа 
с законом дисперсии ε = c |р|. 
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Решение. Химический потенциал можно найти из условия сохра-
нения полного числа частиц в системе: 

N = ∫
∞

0

n(ε) g(ε)dε = [8πV/(h3c3)] ∫
∞

0

ε2dε /{exp [(ε – μ)/(kT)] + 1}. 

Средняя энергия газа E  = [8πV/(h3c3)] ∫
∞

0

ε3dε/{exp[(ε – μ)/(kT)] + 1}. 

Используем формулу вычисления интегралов Ферми вида 

 F = ∫
∞

0

εndε/{exp [(ε – μ)/(kT)] + 1} = 

 = [μn=1/(n + 1)]{1 – [(n + 1)nπ2/6] (kT/μ)2 +...}. 

Тогда получаем N = [8πVμ3/(3h3c3)] [1 + (πkT/μ)2 +...]; 

 E = [2 πVμ4/( h3c3)]/[1 + 2(πkT/μ)2 + …]. 

Химический потенциал при конечной температуре T 

 μ = μ0[1 – (1/3) ( πkT/μ0)
2 +...], 

где μ0 = hc[3N/(8πV)]1/3 – химический потенциал газа при T = 0.  
Средняя энергия 

 E = [2 πVμ4/(h3c3)] [1 + (2/3) (πkT/μ0)
2 +... ] = 

 = (3/4) μ0[1 + (2/3) ( πkT/μ0)
2 +…]. 

Теплоемкость при постоянном объеме  

 Cv = (∂ E /∂T)v = Nk(π2K2T)/μ0. 

Ультрарелятивистский ферми-газ возникает в случае, если кине-
тическая энергия частиц газа много больше энергии покоя: 

 ε = (moc
2 + p2c2)1/2 >> c |р|. 

Такой случай осуществляется в ферми-газе при наличии огромного 
давления, например, в недрах сверхплотных звезд (белых карликов). 

Задача 5.36. Определить ток термоэлектронной эмиссии, когда 
электроны подчиняются статистике Ферми. Работа выхода электрона 
из металла W. Рассмотреть случай, когда W – μ >> kT (μ – химиче-
ский потенциал). 

Решение. Условие возможности вылета электрона через поверх-
ность металла в вакуум имеет вид px ≥ (2mW)1/2. Плотность тока элек-
тронов, вылетающих через поверхность, 
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 jx = e ∫
∞

mW2

dpx
 (px/m) ∫

+∞

∞−

dpy ∫
+∞

∞−

dpz
 z/h3)[1/ {exp[(ε – μ)/(kT)] + 1}], 

где ε = (px
2 + py

2 + pz
2)/(2m). 

Введем цилиндрическую систему координат. Положим  
p⊥ = (py

2 + pz
2)1/2. 

Тогда получаем 

jx = e ∫
∞

mW2

dpx
 (px/m) ∫

∞

0

2πp⊥dp⊥(2/h3){exp[(px
2 +p⊥

2)/(2mkT) – μ/(kT)] + 1}–1 = 

 = (4πmkTe/h3) ∫
∞

mW2

 (px/m) ln{1 + exp[(μ-px
2/(2m))/(kT)]}dpx = 

 = (4πmkTe/h3) ∫
∞

W

dεxln{1 + exp[(μ – εx)/(kT)]}. 

Поскольку exp [(μ – εx)/(kT)] << 1 при всех εx >> W, то, используя 
приближение ln (1+x) ≈ x, получаем формулу для плотности термо-
электронного тока в виде 

 jx = (4πmkTe/h3) ∫
∞

W

dεx
 exp[(μ – εx)/(kT)] = 

 = (4πme/h3) (kT)2exp [(μ – W)/(kT)]. 

Задача 5.37. Найти число ударов о стенку сосуда площадью σ 
частиц ферми-газа при T = 0. Плотность газа n, закон дисперсии ε = 
p2/(2m), спин S = 1/2. 

Решение. Число ударов об стенку площадью σ равно потоку час-
тиц через эту площадь перпендикулярно стенке. Плотность потока 
частиц вдоль оси Оz 

 jz = znv  = 2n ∫ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

0

(pz /m)nF(р)d3p = 

 = 2n ∫ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

0

(pz /m)θ(|р| – pF)dpxdpydpz = 

 = 2n ∫ ∫ ∫
2/

0

2

0 0

π π Fp

[(p3cosα)/m]sin α dαdφdp = πnp4 /(2m), 
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где θ – функция Хевисайда: θ(p – pF) = 1 при |р| < pF , θ(p-pF) = 0 при 
|р| > pF. 

Фермиевский импульс pF найдем из соотношения 

 N/V = n = 2 ∫ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

θ(|р| – pF)dpxdpydpz = 8π ∫
Fp

0

p2dp = 8πpF
3 /3;  

 pF = =3n/(8π)]1/3. 

Окончательно получаем, что число ударов о стенку 
I = jz

 σ = [3n/(8π)]4/3 [πn/(2m)] σ = (3/8)4/3 [n7/3/(π1/3 2m)]σ. 

Задания 

1. Найти отношение числа молекул орто- и парадейтерия при вы-
соких температурах (спин ядра дейтерия равен единице). 

2. Доказать, что в двумерном бозе-газе невозможна бозе-
конденсация. 

3. Найти теплоемкость одно- и двумерной кристаллических реше-
ток при низких температурах в рамках модели Дебая. 

4. Найти энергию идеального бозе-газа вблизи точки бозе-
конденсации. 

5. Показать, что химический потенциал фононного газа равен нулю. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 1. Векторы 

Векторная алгебра 

 0x y za a a a= + + =a i j k a , 

где , ,i j k  – единичные векторы (орты), направленные по осям x, y, z; 

0a  – единичный вектор в направлении a . 

 ( ) ( ) ( ), , cos , x x y y z zab a b a b a b= = = + +a b b a a b ; (П1.1) 

 [ ] [ ], , x y z

x y z

a a a

b b b

≡ × = − = =
i j k

a b a b b a  

 ( ) ( ) ( ) ;y z z y z x x z x y y xa b a b a b a b a b a b= − + − + −i j k  (П1.2) 

 [ ] ( ), sin ,ab=a b a b ; (П1.2а) 

 [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ), , ,= =a b c b c a c a b ; (П1.3) 

 [ ] ( ) ( ), , ,⎡ ⎤ = −⎣ ⎦a b c b a c c a b ; (П1.4) 

 [ ] [ ] ( ) ( ) ( )( ), , , , , ,= −a b c d a c b d a d b c ; (П1.5) 

 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 1
, , , , ,

2 2
= − + + ≡a b c a b c b a c a b c b a c  

 [ ] ( ) ( ){ }1 1
, , ,

2 2
⎡ ⎤≡ + +⎣ ⎦c a b a b c b a c . (П1.6) 

Из (П1.5) легко выводится основная формула сферической триго-
нометрии. Пусть 21 , rr  и 3r  – единичные радиусы-векторы вершин 

сферического треугольника ABC со сторонами ba,  c и углами 

, , .α β γ  Полагая в (I,5) 1 2 3 1, , , ,= = = =a r b r c r d r  находим 

 [ ][ ] ( ) ( )( )1 2 1 3 2 3 1 2 1 3, , , , ,= −r r r r r r r r r r . (П1.5а) 
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По определению 

 1 2 2 3 1 3cos ; cos ; cos ;= γ = α = βr r r r r r  

 [ ] [ ]1 2 1 3, sin ; , sin ;= γ = βr r r r  

 [ ][ ]1 3 1 2, , sin  sin  cos = β γ δr r r r , 

где δ  – угол между плоскостями ОАВ и ОАС(O – центр сферы). 
Подстановка этих выражений в (П1.5а) дает основную формулу 

сферической тригонометрии: 

 cos cos  cos sin  sin  cos α = β γ + β γ δ . (П1.5б) 

Полярными называются такие векторы, которые не изменяются 
при инверсии координатных осей ( )rr −→ . К полярным векторам 
принадлежат такие векторы, как скорость, сила и т.п. 

Аксиальными, или псевдовекторами, называются векторы, изме-
няющие свой знак при инверсии, т.е. 

 ( ) ( )rara −−= . (П1.6) 

Аксиальным вектором является вектор, выражающий векторное 
произведение двух полярных векторов. 

Векторный анализ 

Дифференцирование вектора, зависящего от скалярного аргумента: 

 
( ) ( ) ( ) 0

0 0 0

d dd d d

d d d d d

x a a
x a x a

x x x x x
= = + = +

a a
a a a b , 

где 000 ,ω abbb ⊥= a  и 0dω
dx

= a
 – быстрота изменения угла ϕ , 

определяющего ориентацию вектора a . 
Полная производная от ( ), , ,x y z tA  по времени 

 
d

d

dx dy dz

t t x dt y dt z dt

∂ ∂ ∂ ∂= + + + =
∂ ∂ ∂ ∂

A A A A A
 

 ( )gradx y zv v v
t x y z t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
A A A A A

v A  (П1.7) 
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Скалярное поле 

Скалярное поле ( )ϕ r  характеризуется значением скаляра ϕ  в ка-
ждой точке пространства. Быстрота пространственного изменения 
скаляра ( )ϕ r  характеризуется производной по данному направле-
нию l : 

( ) ( ) ( ) ( )cos , cos , cos , grad cos , grad 
l x y z

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ= + + = ϕ ϕ
∂ ∂ ∂ ∂

l i l j l k l l  (П1.8) 

где градиент скаляра ϕ  

 grad 
x y z

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕϕ = + +
∂ ∂ ∂

i j k  (П1.9) 

представляет вектор, направленный в сторону быстрейшего возрас-
тания ϕ  и равный производной от ϕ  в этом направлении. 

Модуль градиента 

 
22 2

grad 
x y z

⎛ ⎞∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕ = + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
. (П1.10) 

Дифференциальный оператор «набла» ∇  (оператор Гамильтона) 
определяется соотношением 

 
x y z

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

i j k . (П1.11) 

Значок ∇  не помечается шрифтом, так как это принято для векторов. 
Оператор есть символ, показывающий, какие операции нужно вы-
полнить над стоящими после него функциями координат. Например, 
∇ϕ  означает, что от функции ϕ  следует взять частные производные 
и построить вектор, компоненты которого равны этим частным про-
изводным. 

С помощью (П1.11) можно формально записать (П1.9) в виде  

 grad 
x y z

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕϕ = ∇ϕ ≡ + +
∂ ∂ ∂

i j k . (П1.12) 
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Из определения (П1.11) следует 

 
r r r

r
x y z r

∂ ∂ ∂∇ = + + =
∂ ∂ ∂

r
i j k ; (П1.13) 

 ( ) d d
grad  grad 

d d
r

r r r

ϕ ϕϕ = = r
r ; (П1.14) 

 ( )grad grad  grad ϕ + ψ = ϕ + ψ ; (П1.15) 

 grad  grad  grad ϕψ = ψ ϕ + ϕ ψ ; (П1.16) 

 ( ) d
grad  grad 

d

f
f ϕ = ϕ

ϕ
. (П1.17) 

При вычислении градиента от функций, зависящих от расстояния 
r между двумя точками, 

 ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0r x x y y z z= − + − + − , 

нужно различать градиенты по координатам точек ( ), ,x y z  и 

( )0 0 0, ,x y z . 

Имеем 

 
( ) ( ) ( )0 0 0grad 
x x y y z z

r
r

− + − + −
=

i j k
,

 
( ) ( ) ( )0 0 0

0grad  
x x y y z z

r
r

− + − + −
= −

i j k
. 

Следовательно, 

 ( ) ( )0grad  grad r rϕ = − ϕ . (П1.18) 

Линейный интеграл вектора a  по контуру определяется соотно-
шением 

 ( )d d d dx x y y z z

L

a l a l a l= + +∫ ∫a l . 

Циркуляцией именуется интеграл по замкнутому контуру 

 d∫ a l . 

Если вектор a можно представить в виде 
  grad = ϕa , 

то он называется потенциальным вектором, а ϕ  – потенциалом. 
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Циркуляция потенциального вектора равна нулю: 

 grad  d 0;ϕ =∫ l  (П1.19) 

 ( ) ( )1 2grad  d .
L

ϕ = ϕ − ϕ∫ l r r  (П1.20) 

Геометрическое изображение скалярного поля осуществляется 
нанесением линий равного потенциала: constϕ = . Вектор grad ϕ  на-
правлен по нормали к поверхности constϕ = . Чем быстрее происхо-
дит изменение функции ϕ , тем больше grad ϕ  и тем ближе друг к 
другу расположены линии равного потенциала. 

Поверхностным интегралом от функции ( )ϕ r  называется 

 ( )
10

d  d lim .

i

N

i i
N

iS
→∞ =Δ →

ϕ = ϕ = ϕ Δ∑∫ ∫r S n S S  

Интеграл по замкнутой поверхности обозначается  dϕ∫ S . 

Рассмотрим интеграл по поверхности бесконечно малого парал-
лелепипеда объемом 0→V . Будем считать, что сторонами паралле-
лепипеда являются бесконечно малые площадки ( )dydx , ( )dzdx , 

( )dzdy  на координатных поверхностях ( )xy , ( )xz  и ( )yz , взятые у 
начала координат. 

Имеем, очевидно, 

 

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

0

 d 0 d d d 0 d d

0 d d d 0 d d

0 d d d 0 d d

d d d ,

V

x y z y z

y x z x z

z x y x y

x y z V
x y z x y z

→

ϕ = ϕ + − ϕ +

+ ϕ + − ϕ +

+ ϕ + − ϕ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ= + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ S i

j

k

i j k i j k

 

откуда находим равенство 

 
0

  d
grad lim .

V

S

x y z V→

ϕ⎛ ⎞∂ϕ ∂ϕ ∂ϕϕ = + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫ n
i j k  (П1.21) 



314 

Формула (П1.21) позволяет дать второе интегральное определение 
оператора Гамильтона: 

 
0

 d
lim
V

S

V→
∇ = ∫ n

, (П1.22) 

идентичное с (П1.11). 
Подчеркнем, что поскольку поверхность интегрирования стягива-

ется в точку при стремлении V к нулю, интегральный оператор 
(П1.22) не зависит от формы этой поверхности. 

Из (П1.21) следует интегральное соотношение 

  d grad  dVϕ = ϕ∫ ∫S , (П1.23) 

связывающее поверхностный интеграл от скаляра ϕ  с объемным ин-
тегралом от вектора grad ϕ . Объем интегрирования правой части 
(П1.23) охватывается поверхностью S, по которой выполняется по-
верхностное интегрирование в левой части (П1.23). 

Для доказательства формулы (П1.23) разобьем конечный объем на 
бесконечно малые объемы, для каждого из которых справедлива 
формула (П1.21). Проведем суммирование по всем этим объемам. 
Интегрирование по всем внутренним поверхностям, образующим 
границы между объемами, проводится дважды. При этом направле-
ния внешних нормалей будут противоположными и интегралы по 
внутренним поверхностям будут взаимно сокращаться. Останутся 
лишь интегралы по внешним поверхностям, образующие в сумме 
интеграл по поверхности, охватывающей объем V. 

Векторное поле 

Векторным полем называется область пространства, в каждой 
точке которой задано значение вектора ( )a r . Графическое изобра-
жение векторного поля осуществляется с помощью векторных ли-
ний. Вектор ( )0a r  является вектором касательной к векторной линии 

в точке 0r . При этом векторные линии проводятся так, что густота 
линий пропорциональна абсолютному значению a . 

В векторном поле можно определить поток вектора через пло-
щадку, характеризуемую вектором dS  в виде 
 d dj = a S . (П1.24) 
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Поверхностным интегралом от вектора а именуется величина 

 d d d d d d d d dn x y z

S

j S a S a y z a x z a x y= = = = + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫a S an , (П1.25) 

где ( )d d d cos ,y z S= n i  и т.д. 

Поверхностный интеграл представляет поток вектора а через по-
верхность S. 

Если поверхность S замкнута, то поверхностный интеграл обозна-
чается через d∫ a S . Для поверхностного интеграла по замкнутой по-

верхности имеет место теорема Гаусса – Остроградского: 

 d d .yx z
aa a

V
x y z

∂⎛ ⎞∂ ∂= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∫ ∫a S  (П1.26) 

В (П1.26) интегрирование ведется по объему, охватываемому по-
верхностью интегрирования в поверхностном интеграле. 

Доказательство проводится путем разбиения объема на бесконеч-
но малые объемы. Оно может быть проведено формально с помощью 
определения (П1.22) оператора Гамильтона: 

 
( )

0

d
lim
V

S

V→
∇ = ∫ an

a , (П1.27) 

откуда, как и при выводе (П1.23), суммируя элементарные объемы, 
получаем 

 ( )d dV∇ =∫ ∫a a S .  

Пользуясь определением (П1.11), приходим к теореме (П1.26). 
Скалярная величина, допускающая два тождественных представ-

ления, 

 div yx z
aa a

x y z

∂∂ ∂
= ∇ = + +

∂ ∂ ∂
a a ; (П1.28) 

 
0

d
div lim

V

S

V→
= ∇ = ∫ an

a a . (П1.29) 
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основанных на разных формах оператора Гамильтона, именуется ди-
вергенцией или расхождением вектора а. Теорему Гаусса –
 Остроградского можно переписать в виде 

 d div  d .V=∫ ∫a S a  (П1.30) 

Дивергенция играет важнейшую роль в теории векторного поля. 
Из выражения (П1.29) следует, что a div  представляет поток век-

тора ( )ra  через бесконечно малую поверхность, окружающую дан-
ную точку поля r, отнесенный к единице объема. 

Векторное поле называется соленоидальным, если в каждой точке 
поля 

 0 div =a . 

Это означает, что поток вектора через поперечное сечение трубки, 
образованной группой векторных линий, имеет постоянное значение 
вдоль трубки. В тех точках поля, в которых 0 div ≠a , имеются ис-
точники ( 0 div >a ) или стоки ( 0 div <a ) поля. Численное значение 

a div  называют мощностью или обильностью источников поля. 
Имеют место очевидные формулы: 

 ( )1 2 1 2div div div + = +a a a a ; 

 ( )div  div constc c c= =a a ; (П1.31) 

 ( ) ( )0div div rϕ = − ϕr , 

где 

 ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0r x x y y z z= − + − + − ; 

индекс 0 означает дифференцирование по координатам 0 0 0, ,x y z . 

Пусть ( )ua  – вектор, зависящий только от скалярной величины u. 

Тогда 

 ( ) ( )d
div  grad 

d
u u u

u
⎛ ⎞= ∇ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

a
a a , (П1.32) 

где точкой обозначено дифференцирование по аргументу u. 
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Наряду с операцией div a , отвечающей скалярному произведе-
нию векторов ∇  и а, можно рассмотреть операцию образования век-
тора 

 [ ]rot = ∇a a . (П1.33) 

Вектор, представляющий векторное произведение оператора Га-
мильтона ∇  и вектора а, носит название ротора или вихря вектора а. 

Вычисление по формуле (П1.2) с учетом (П1.11) дает 

rot y yx xz z

x y z

a aa aa a

x y z y z z x x y

a a a

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i j k

a i j k .(П1.34) 

Пользуясь теперь интегральным выражением оператора Гамиль-
тона, имеем другое представление вектора: 

 
[ ]

0

, d
rot lim

V

S

V→
= ∫ n a

a . (П1.35) 

Из определения (П1.35), аналогично (П1.23) и (П1.30), следует 

 [ ]rot  d dV =∫ ∫a Sa . (П1.36) 

Рассмотрим теперь проекцию вектора arot  на произвольное на-
правление, характеризуемое единичным вектором N. Из того же оп-
ределения (П1.35) следует  

 
[ ] [ ]

0 0

, d , d
 rot lim lim

V V

S S

V V→ →
= =∫ ∫N n a a N n

N a . 

Поскольку результат, получающийся после перехода к пределу, не 
зависит от формы поверхности, ее можно выбрать произвольно. Если 
направить ось z вдоль N и в качестве поверхности взять цилиндр с 
основанием S и высотой h, то 

 [ ], d dS h=∫ ∫a n N a l . 

В выражении справа интегрирование ведется по боковой поверх-
ности цилиндра, поскольку на его основаниях n N  и их векторное 
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произведение обращается в нуль. Через dl  обозначен элемент длины 
на боковой поверхности, перпендикулярный векторам n и N. 

Отсюда следует 

 
0 0

1
 rot lim d lim d

V S

h

Sh S→ →
= =∫ ∫N a a l a l . 

Разбивая произвольный объем на указанные малые объемы и про-
водя суммирование по ним, находим, что поверхностные интегралы 
по внутренним поверхностям и линейные интегралы по сторонам 
соприкасающихся ячеек взаимно сокращаются, так что 

 d rot d=∫ ∫a l a S . (П1.37) 

Формула (П1.37), связывающая линейный интеграл от вектора а 
по произвольному замкнутому контуру с поверхностным интегралом 
от rot a , носит название теоремы Стокса. 

Из вывода теоремы ясно, что интегрирование ведется по произ-
вольной поверхности, опирающейся на контур интегрирования. 

Из теоремы Стокса становится ясным геометрический смысл по-
нятия ротора. Для того чтобы интеграл по замкнутому контуру от 
вектора а был отличен от нуля, необходимо, чтобы некоторые (хотя 
бы векторные) линии имели характер замкнутых кривых. Такими 
являются, например, линии вектора скорости вращения твердого тела 
или линии тока текущей жидкости, совершающей вихревое движе-
ние. Отсюда и название ротор или вихрь. 

Из теоремы Стокса следует: 
1) если grad = ϕa , то d 0=∫ a l . Следовательно, 

 rot rot grad 0= ϕ =a , (П1.38) 

т.е. если а – потенциальный вектор, то поле вектора а является без-
вихревым. Наоборот, всякий вектор, поле которого является безвих-
ревым, – вектор потенциальный; 

2) если вектор а является соленоидальным, так что 

 div 0=a , 

то его можно представить в виде некоторого вектора: 

 rot =a c . 
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Наоборот, поле вектора а, ротор которого отличен от нуля, имеет со-
леноидальный характер: 
 div rot 0.=a  

Источники и стоки в вихревом поле отсутствуют. Доказательство 
этих утверждений проводится прямым вычислением. Например, 

 [ ] [ ]div rot 0.= ∇ ∇ = ∇∇ =a a a  

Образования скаляра div a  и вектора rot a  являются основными 
операциями дифференцирования вектора. 

Расхождение и вихрь вектора а определяют само векторное поле. 
При вычислении дивергенции и вихря от вектора ( )ua , зависяще-

го от скалярного аргумента u, получается 

 ( ) ( )( ) ( )d
div grad , ;

d
u u u u

u
⎛ ⎞= ∇ = ∇ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

a
a a a  (П1.39) 

 ( ) [ ]d
rot grad , ,

d
u u u

u
⎡ ⎤= ∇ =⎢ ⎥⎣ ⎦

a
a a  (П1.40) 

где точка означает дифференцирование по скаляру u. 
Вычисление производных от произведения и повторных про-

изводных. Эти операции осуществляются проще всего с помощью 
оператора Гамильтона. При этом должны соблюдаться два правила: 

1. Оператор Гамильтона должен поочередно действовать на каж-
дую расположенную за ним скалярную и векторную величины. 

2. С оператором Гамильтона следует обращаться как с обычным 
вектором, но его нельзя переставлять местами с той величиной, на 
которую он действует, и выносить последнюю за знак ∇ . Для ясно-
сти при выполнении промежуточных преобразований мы будем ука-
зывать величину, на которую действует оператор Гамильтона, индек-
сом внизу, например ϕ∇  или a∇ . 

Важнейшие примеры: 

1. ( )grad  grad  grad ψ ϕϕψ = ∇ϕψ = ϕ∇ ψ + ψ∇ ϕ = ϕ ψ + ψ ϕ . (П1.41) 

2. div  grad  div aϕψ = ∇ϕ = ∇ ϕ + ϕ∇ = ϕ + ϕa a a a a a . (П1.42) 

В частности, 

 
1 1 3 1 2

div div  grad  div r
r r r r r r

≡ = + = − =r
n r ;  

 ( ) [ ] [ ] [ ]rot , ,   rot grad , a ϕ⎡ ⎤ϕ = ∇ ϕ = ϕ ∇ + ∇ ϕ = ϕ + ϕ⎣ ⎦a a a a a a .(П1.43) 
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3. [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]div , , , , ,a b a b= ∇ = ∇ + ∇ = ∇ − ∇ =a b a b a b a b b a b a   

  [ ] [ ]  rot  rot a b= ∇ − ∇ = −b a a b b a a b . (П1.44) 

Мы провели циклическую перестановку векторов. Во втором сла-
гаемом предварительно изменен порядок векторного умножения. В 
противном случае при циклической перестановке было бы нарушено 
правило 2: вектор b был бы передвинут за знак b∇ . 

4. [ ] [ ] [ ] [ ] ( ) ( )rot , , , ,a b a a⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ∇ = ∇ + ∇ = ∇ − ∇ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦a b a b a b a b b a a b   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )b b a a b b+ ∇ − ∇ = ∇ − ∇ + ∇ − ∇ =b a a b b a b a a b a b   

 ( ) ( ) grad  grad  div  div = − + −b a a b a b b a . (П1.45) 

Здесь ( ) ( ) grad ≡ ∇a a  – скалярный дифференциальный оператор 

 ( ) x y za a a
x y z

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

a . (П1.46) 

5. ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )grad , , ,a b a a b⎡ ⎤= ∇ + ∇ = ∇ + ∇ + ∇ +⎣ ⎦a b a b a b b a b a a b   

 [ ] ( ) ( ) [ ] [ ] grad  grad  rot  rot b⎡ ⎤+ ∇ = + + +⎣ ⎦a b b a a b b a a b . (П1.47) 

6.  ( ) [ ]
2

grad  grad  rot 
2

a = +a a a a . (П1.48) 

7. ( )
2 2 2

2 2 2
div grad 

x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ϕ = ∇∇ ϕ = Δϕ = + + ϕ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. (П1.49) 

8. [ ] ( ) ( )rot rot  grad div ⎡ ⎤= ∇ ∇ = ∇ ∇ − ∇∇ = − Δ⎣ ⎦a a a a a a . (П1.50) 

9. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) div  div  grada b b∇ = ∇ + ∇ = + ∇ = +a b a b a b b a a b b a a b  (П1.51) 

Из интегрального представления оператора Гамильтона следует 
формула 

 ( ) ( )
0

1
lim d
V

S
V→

∇ = ∫a b na b , 
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из которой непосредственно получается 

 ( ) ( )d dS∇ =∫ ∫a b V na b  (П1.52) 

или, в силу (П1.51), 

 ( ) ( ) ( )d  div d  grad dS V V= +∫ ∫ ∫na b b a a b . (П1.53) 

Получим и другое интегральное равенство: 

 [ ] [ ] [ ]d d dV V S⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ + ∇ = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫b a a b na b . (П1.54) 

Из интегрального представления оператора Гамильтона следует фор-
мула 

 [ ] [ ]
0

lim , d
V

S
→

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫a b n a b , 

откуда 

 [ ] [ ]d , dV S⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫a b n a b . (П1.55) 

С другой стороны, имеем 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] rot a b⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ = ∇ + ∇ = − − ∇⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦a b a b a b b a a b . 

Подставляя это в (П1.55), приходим к (П1.54). 
Представление векторных операций в криволинейных коор-

динатах. Наряду с декартовыми координатами часто удобно пользо-
ваться криволинейными координатами 1q , 2q  и 3q . Каждой точке r 

отвечает совокупность величин 1q , 2q  и 3q , т.е. 

 ( )1 2 3, ,q q q=r r . (П1.56) 

Поскольку векторные операции не связываются с какой-либо кон-
кретной системой координатных осей, соотношения векторного ана-
лиза остаются справедливыми в любом координатном представле-
нии. Однако конкретное выражение векторных операций в криволи-
нейных координатах, естественно, не совпадает с декартовым. 

Назовем три поверхности 

 ( ) ( ),  ,  const 1,  2, 3i iq q x y z i= = = , (П1.57) 
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координатными поверхностями, а линии их пересечения координат-
ными линиями. Очевидно, что совокупность трех координатных по-
верхностей является обобщением координатного трехгранника в де-
картовой системе координат. Направления координатных линий ха-
рактеризуются единичными векторами 1e , 2e , 3e . Ортогональными 

системами координат именуют такие, в которых векторы 1e , 2e  и 

3e взаимно перпендикулярны. 

Производная по координатам iq  равна 

 
( ) ( )1 2 3

i

,  ,  
1,  2, 3

dq i i
i

q q q
H i

q

∂∂ = = =
∂

rr
e . (П1.58) 

Вектор 
iq

∂

∂

r
 направлен по касательной к координатной линии iq , и 

его величина iH  является функцией координат 1q , 2q , 3q . Очевид-

но, 

 
2 2 2 2

2
i

i i i i

x y z
H

q q q q

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r
. (П1.59) 

Три величины iH  ( )1,  2, 3i =  носят название коэффициентов Ля-

ме. С их помощью можно написать 

 1 1 1 2 2 2 3 3 3d d d dH q H q H q= + +r e e e  (П1.60) 

или, в проекциях, 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 31 2 3
d d ; d d ; d dH q H q H q= = =r r r . (П1.61) 

Возводя (П1.60) в квадрат, находим квадрат длины в криволиней-
ных ортогональных координатах: 

 ( )2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3d d d d ds H q H q H q= = + +r . (П1.62) 

Элемент площади легко найти, рассматривая бесконечно малый 
параллелепипед, образованный координатными поверхностями. Пло-
щади его граней 

1 2 3 2 3 2 1 3 1 3 3 1 2 1 2d d d ; d d d ; d d dS H H q q S H H q q S H H q q= = = . (П1.63) 
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Объем параллелепипеда  

 1 2 3 1 2 3d d d dV H H H q q q= . (П1.64) 

Важнейшими ортогональными координатами являются цилинд-
рические и сферические координаты. 

В сферических координатах 

 1 2 3; ;q r q q= = θ = ψ . (П1.65) 

Очевидно, имеем 

 ( ) ( ) ( )d d ; d dθ; d sinθ d
r

r r rθ ψ= = = ψr r r . (П1.66) 

Сравнение с (П1.61) дает 

 1; ; sin ;rH H r H rθ ψ= = θ   

 2d sin  d d dV r r= θ θ ψ . (П1.67) 

В цилиндрической системе координат 

 1 2 3; ; ;q q q z= ρ = ψ =   

 ( ) ( ) ( )d d ; d  d ; d d
z

zρ ψ= ρ = ρ ψ =r r r , (П1.68) 

и из (П1.61) 

 1; ; 1;zH H Hρ ψ= = ρ =   

 d  d  d  dV z= ρ ρ ψ . (П1.69) 

Выражения для векторных операций получаются из их определе-
ний с учетом выписанных соотношений: 

1. 31 2

1 1 2 2 3 3

grad 
ee e

H q H q H q

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕϕ = + +
∂ ∂ ∂

. (П1.70) 

В частности, в сферической и цилиндрической системах коорди-
нат соответственно имеем 

 grad 
sinr r r

ψθ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕϕ = + +
∂ ∂θ θ ∂ψ

ee
e

r
, (П1.71) 

 grad z z
ψ

ρ
∂ϕ ∂ϕ ∂ϕϕ = + +
∂ρ ρ ∂ψ ∂

e
e e . (П1.72) 
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2. ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 1 3 1 2
1 2 3 1 2 3

1
div a H H a H H a H H

H H H q q q

⎡ ⎤∂ ∂ ∂= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
a . (П1.73) 

В сферических и цилиндрических координатах соответственно 

 
( ) ( )2

2

sin  a1 1 1
div 

sin sin

rr a a

r r rr
ψθ

∂ ∂∂ θ
= + +

∂ θ ∂θ θ ∂ψ
a ; (П1.74) 

 
( )1 1

div z
a a a

z

ρ ψ∂ ρ ∂ ∂
= + +

ρ ∂ρ ρ ∂ψ ∂
a . (П1.75) 

3. ( ) ( ) ( )3 3 2 2
1

2 3 2 3

1
rot 

a H a H

H H q q

⎡ ⎤∂ ∂
= −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

a . (П1.76) 

Остальные проекции получаются циклической перестановкой ко-
ординат 1, 2, 3. 

В сферических и цилиндрических координатах соответственно 

 ( ) ( )sin1 1
rot 

sin sinr

a a

r r

ψ θ
∂ θ ∂

= −
θ ∂θ θ ∂ψ

a ; (П1.77) 

 ( ) ( )1 1
rot 

sin
r

raa

r r r
ψ

θ

∂∂= −
θ ∂ψ ∂

a ; (П1.78) 

 ( ) 1 1
rot ra r a

r r r
θ

ψ

∂ ∂
= −

∂ ∂θ
a ; (П1.79) 

 ( ) 1
rot z

aa

z
ψ

ρ

∂∂
= −

ρ ∂ψ ∂
a ; (П1.80) 

 ( )rot z
a a

z
ρ

ψ

∂ ∂
= −

∂ ∂ρ
a ; (П1.81) 

 ( ) ( )1 1
rot 

z

a aψ ρ∂ ρ ∂
= −

ρ ∂ρ ρ ∂ψ
a . (П1.82) 

4. Оператор Лапласа 

2 3 3 1 1 2

1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 H H H H H H

H H H q H q q H q q H q

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Δ = + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
. (П1.83) 
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В сферических и цилиндрических координатах соответственно 

 
2

2
2 2 2 2 2

1 1 1
sin

sin sin
r

r rr r r

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = + θ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂θ ∂θθ θ ∂ψ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
; (П1.84) 

 
2 2

2 2 2

1 1

z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂Δ = ρ + +⎜ ⎟ρ ∂ρ ∂ρ ρ ∂ψ ∂⎝ ⎠
. (П1.85) 

Приложение 2. Интеграл Фурье 

Всякая периодическая в области 
2

ω
l

π=  функция, т.е. функция, 

удовлетворяющая условию 

 ( ) ( )2

ω
f t l f t f t

π⎛ ⎞+ = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

может быть разложена в ряд Фурье: 

 ( ) ( ) ω

0

cos ω sin ω in t
n n n

n n

f t a n t b n t f e
∞ ∞

= =−∞
= + ≡∑ ∑ . 

Коэффициенты Фурье даются формулой 

 ( ) ( )
ω

ω

ω

ωω
2

in
nf f d

π

− τ

π−

= τ τ
π ∫ e . 

Разложение в ряд Фурье означает, что произвольная периодиче-

ская функция с периодом 
2

ω
π

 может быть представлена в виде нало-

жения (спектра) бесконечного числа монохроматических функций с 

периодами 
2

ω
π

, 
2

2ω
π

, …, 
2

ωn

π
 или частотами ω, 2ω, …, nω и т.д. 

Условия, при которых возможно разложение в ряд Фурье, обычно 
выполняются в физических приложениях. 

Переходя к пределу, когда период неограниченно возрастает (т.е. 
ω 0→ ), а частоты сближаются между собой, можно получить раз-
ложение в интеграл Фурье: 
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 ( ) ( ) ωω dωi tf t F e
∞

−∞

= ∫ . (П2.1) 

Функция ( )ωF , именуемая компонентой Фурье от функции ( )tf , 
дается формулой 

 ( ) ( )∫
∞

∞−

−= dtetfF tiω

2

1ω
π

 (П2.2) 

Разложение в интеграл Фурье возможно, если свойства ( )f t  

обеспечиваются сходимостью (П2.1) – (П2.2). Обычно в физических 
приложениях ( )f t  стремится к нулю при t → ±∞ , что обеспечивает 
сходимость этих выражений. 

Интеграл Фурье можно записать в более симметричном виде: 

 ( ) ( )ω1 ω dω
2

i tf t e F
∞

−∞

=
π ∫ ; (П2.3) 

 ( ) ( )ω1ω d
2

i tF e f t t
∞

−

−∞

=
π ∫ . (П2.4) 

Если ( )f t  – вещественная функция, то ( )ωF  – комплексная 

функция, причем 

 ( ) ( )ω ωF F∗ = − . (П2.5) 

Формулы (П2.3) и (П2.4) можно объединить в виде выражения 

 ( ) ( )ω ω1
dω d  

2
i t if t e e f

∞ ∞
− τ

−∞ −∞

= τ τ
π ∫ ∫ , (П2.6) 

также называемого часто интегралом Фурье. 
Формула (П2.3) показывает, что ( )f t  представляет собой сумму 

монохроматических составляющих ωi te , которые берутся с весами 

(амплитудами) 
( )ω dω

2

F

π
. 
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Комплексную амплитуду ( )ωF  можно написать в виде 

 ( ) ( ) ( )ωω ω iF A e ϕ= , (П2.7) 

где ( )ωA  – модуль и ( )ωϕ  – фаза функции ( )ωF , являющиеся ве-
щественными функциями частоты ω.  

В таком представлении для интеграла Фурье имеем 

 ( ) ( ) ( )( )ω ω1 ω dω
2

i tf t A e
∞

+ϕ

−∞

=
π ∫ . (П2.8) 

Докажем важное равенство, иногда именуемое соотношением 
Парсеваля для интеграла Фурье: 

 ( )( ) ( )2 2
d ω dωf t t F

∞ ∞

−∞ −∞

=∫ ∫ . (П2.9) 

Действительно, 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 ω ω1
d ω dω d

2

i t
f t t f t A e t

∞ ∞ ∞
+ϕ

−∞ −∞ −∞

⎡ ⎤
⎡ ⎤ = =⎢ ⎥⎣ ⎦ π ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫  

 ( ) ( ) ( )ω ω1 ω d dω
2

i i tA e f t e t
∞ ∞

ϕ

−∞ −∞

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

π ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ . 

Но, по определению (П2.4), 

 ( ) ( ) ( ) ( )ωω1
d ω ω

2
ii tf t e t F A e

∞
− ϕ∗

−∞

= =
π ∫ . 

Поэтому 

 ( )( ) ( ) ( )2 2 2
ω dω ω dω,f t dt A F

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

⎡ ⎤= =⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

что и требовалось доказать. 
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Приложение 3. Дельта-функция и ее свойства 

Дельта-функция была введена Дираком и оказалась весьма полез-
ной при рассмотрении различных вопросов теоретической физики. δ-
функция определяется соотношениями 

 
( )
( )

0 при 0,

при 0

x x

x x

δ = ≠
δ = ∞ =

 

так, что 

 ( )d 1
b

a

x xδ =∫ , (П3.1) 

где а < 0 < b. 
Из определения (П3.1) сразу следует основное свойство δ-функции: 

 ( ) ( ) ( )d 0 , 0
b

a

f x x x f a bδ = < <∫ , (П3.2) 

а ( )f x  – произвольная непрерывная функция х. 
Действительно, благодаря свойствам δ-функции в интеграле 

(П3.2) играет роль лишь окрестность точки 0x = . Тогда функцию 
( )xf  можно в точке 0=x  вынести за знак интеграла, а оставшийся 

интеграл в силу (П3.1) равен единице. Интеграл (П3.2) можно пере-
писать также в виде 

 ( ) ( ) ( )0 0df x x x x f xδ − =∫ . (П3.3) 

Область интегрирования в (П3.3) должна включать точку 0x x= , 
иначе интеграл обращается в нуль: 

 ( ) ( ) 0
0

0

,
d 0,

.

b

a

x b
f x x x x

x a

>⎧
δ − = ⎨ <⎩

∫  (П3.3а) 

δ-функция не может входить ни в какие окончательные выраже-
ния. Всегда, когда пишется δ-функция, то имеется в виду в дальней-
шем интегрирование по тем переменным, от которых она зависит; δ-
функцию можно рассматривать как предел последовательности ана-
литических функций. 

В частности, такими свойствами обладает выражение 

 ( ) sin
,  

x
F x

x

αα =
π

, 
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которое ведет себя при α → ∞  как ( )xδ . Действительно, при 

( )
0

0 ,  
x

x F x
=

α= α =
π

 и расходится при α → ∞ . При 0x ≠  ( ),  F xα  

сильно осциллирует около нулевого значения, причем с затухающей 
амплитудой. Наконец, 

 
sin

d 1
x

x
x

∞

−∞

α =
π∫  

при любом α . Мы видим, следовательно, что 

 ( )sin
lim

x
x

xα→∞

α = δ
π

. (П3.4) 

Другие примеры δ-функции: 

 ( ) 2 20

1
limx

xα→

αδ =
π + α

; (П3.4а) 

 ( )
2

2

0

1
lim

x

x e
−

α
α→

δ = α
π

; (П3.4б) 

 ( ) 20
lim

1

x

x

e
x

e

α

α→
α

δ = −
⎛ ⎞

α +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (П3.4в) 

Через δ-функцию выражается часто встречающийся интеграл вида 

 dikxe k
∞

−∞
∫ , 

который следует понимать, как 

 
2

lim d lim sinikxe k x
x

α

α→∞ α→∞
−α

= α∫ . 

Сравнивая это выражение с (П3.4), получаем 

 ( )d 2ikxe k x
∞

−∞

= πδ∫ . (П3.5) 

δ-функция может быть определена и как производная от некото-
рой разрывной функции ( )xε : 
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( )
( )

0, 0;

1, 0.

x x

x x

ε = <
ε = >

 (П3.6) 

Очевидно, ( ) 0x′ε =  при 0x ≠ . Покажем, что имеет место и ра-
венство (П3.2): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

d d d 0
b b b

b

a
a a

f x x x f x x x f x x f b f x x f′ ′ ′ε = ε − ε = − =∫ ∫ ∫ . 

Следовательно, 

 ( ) ( )x x′ε = δ . (П3.7) 

Основные свойства δ-функции: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1

0

0

, ,

0, ,

1
, 0,

1
,

2

d ,

,

d ,

δ ( ) 1 0 ,

δ 1 δ ,

δ δ ,

1
d d , ,

где  оп

nn n

nn n

n n

x x x x

x x x x x

ax x a
a

x a x a x a
a

a x x b x a b

f x x a f a x a

f x x a x f a

dx x f x f

x x

x x n x

f f x x f x x x
f

x

x

∞

−∞

−

′ ′δ − = δ δ − = −δ
′δ = δ = −δ

δ = δ >

⎡ ⎤δ − = δ − + δ +⎣ ⎦

δ − δ − = δ −

δ − = δ −

′ ′δ − = −

= −

− = −

= −

⎡ ⎤δ = δ δ = δ −⎣ ⎦ ∂
∂

∫

∫

∫

( )
( ) ( ) ( )

0

ω

ределено условием 0,

1 ω d dω.
2

i t

f x

t e −

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

= ⎪
⎪
⎪δ − = δ −

π ⎭∫ krr v kv k

 (П3.8)
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Так как δ-функция имеет смысл, если только имеется в виду ин-
тегрирование по ее аргументу, то и эти равенства означают, что, ум-
ножая левую часть каждого из этих равенств на непрерывную функ-
цию ( )xf  и интегрирую по х, мы придем к тем же результатам, ка-
кие дадут и правые части равенств. Докажем, например, третье соот-
ношение. Для этого рассмотрим интеграл 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

0
x

f x x x dx f x x f x x
=

δ = =∫ , 

и соотношение доказано. 
δ-функция оказывается часто полезной при рассмотрении инте-

гралов Фурье. Так, если мы имеем разложение некоторой функции 
( )xf  в интеграл Фурье: 

 ( ) ( ) dikxf x c k e k
∞

−∞

= ∫ , (П3.9) 

то, пользуясь (П3.5), мы сразу получаем выражение для обращенного 
интеграла Фурье. Действительно, умножая левую и правую части 

равенства (П3.9) на xkie ′−  и интегрируя по х, получаем 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d d di k k x i k k xik xf x e x c k e k x c k k e x
+∞ +∞ +∞ +∞

′ ′− −′−

−∞ −∞ −∞ −∞

= = =∫ ∫ ∫ ∫  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d 2 d 2i k k xc k k e x c k k k k c k
+∞ +∞ +∞

′−

−∞ −∞ −∞

′ ′= = πδ − = π∫ ∫ ∫ . 

Следовательно, имеем 

 ( ) ( )1
d

2
ik xc k f x e x′−′ =

π ∫ . (П3.10) 

Аналогичные соотношения возникают и в более сложных случаях. 
Формулу (П3.5) можно рассматривать как разложение δ-функции в 
интеграл Фурье. 

Рассмотрим теперь разложение δ-функции по полиномам Лежан-
дра: 
 ( ) ( )1 l l

l

B Pδ − ξ = ξ∑ . 

Коэффициенты lB  найдем, умножая левую и правую части равенства 
на ( )lP ′ ξ  и интегрируя по ξ . Учитывая, что 
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 ( ) ( )
1

1

2
d

2 1l l llP P
l

+

′ ′
−

ξ ξ ξ = δ
+∫  

и 

 ( )1 1lP = , 

получаем 

 ( )1
2 1

2lB l= + . 

Окончательно имеем 

 ( ) ( ) ( )1
1 2 1

2 l
l

l Pδ − ξ = + ξ∑ . (П3.11) 

Докажем, наконец, следующее соотношение: 

 ( )1
4Δ = − πδ r

r
, (П3.12) 

где 
 ( ) ( ) ( ) ( )x y zδ = δ δ δr . 

Для этого разложим функцию 
1

r
 в трехмерный интеграл Фурье: 

 ( )1
d d di

x y zc e k k k= ∫ krk
r

. (П3.13) 

Соответственно для функции ( ) ( )zyx kkkcc  , ,≡k  имеем, пользуясь 
(П3.10), 

 ( )
( )3

1 1
d

2
ic e V

r
−=

π ∫ krk . (П3.14) 

В формуле (П3.14) интегрируем сначала по углу, выбирая полярную 
ось в направлении вектора k: 

 ( )
( ) ( )

( )2 cos
2 2

0 0 0

1 1 1
d sin d

2 2
ikr ikr ikri

c r r e d e e r
k

π∞ ∞
− ϑ −= ϑ ϑ = −

π π∫ ∫ ∫k
r

. 

Последний интеграл берется обычно добавлением в подынтеграль-

ное выражение множителя  e−α r  и последующим устремлением в 
полученном результате α  к нулю ( )0→α . Окончательно получим 
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 ( )
( )2 2

1 1

2
c

k
=

π
k . 

Подставляя ( )kc  в (П3.13), имеем 

 
( )2 2

1 2 1
d

2

ie
k

=
π ∫ kr k

r
. 

Беря лапласиан от левой и правой частей, получаем 

 
( )2

1 2
d

2

ieΔ = −
π ∫ kr k

r
 

и, следовательно [см. (П3.5)], 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

2

1 2
2 4

2
x y zΔ = − π δ δ δ = − πδ

π
r

r
. (П3.15) 

Отметим, что, как следует из (П3.1), δ-функция является размер-
ной функцией, причем ее размерность обратна размерности ее аргу-
мента. 

 Важная знаковая функция sgn x  определена как 

 
1 при 0,

sgn 
1 при 0.

x
x

x

+ >⎧
= ⎨− <⎩

 (П3.16) 

Ее фурье-образ 

 ( )  ω
sgn 2 20 0

1 ω 1ω lim sgn d lim
2 ω

x i x i
F xe e x P

x

∞
−α

α→ α→
−∞

⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟π π + α ⎝ ⎠∫ ,(П3.17) 

где Р означает главное значение функции 
1

x
; 

 
1 при 0,1

0 при 0;

x
P x

x
x

⎧ ≠⎪⎛ ⎞ = ⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ =⎩

 (П3.18) 

 ( ) ( )1
d d

f x
f x P x x

x x
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫ ; (П3.19) 

где ∫  – главное значение интеграла. 
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Обратное преобразование дает интегральное представление зна-
ковой функции 

 
ω

sgn dω
ω

i xi e
x

−

=
π
∫ . (П3.20) 

Отметим также другие полезные соотношения, включающие понятие 
δ-функции: 

 ( ) ( )
( )ε 0

1 при 0,
θ d

0 при 0;

x x
x x x

x→
−∞

>⎧′ ′= δ → ⎨ <⎩
∫  (П3.21) 

 ( ) ( )d θ δ
d

x x
x

= ; (П3.22) 

 ( ) ( ) ( )
0 0

0

1θ d lim d lim δiк x iirx i
k e k ke iP x

x i x

∞ ∞
+ ε

ε→ ε→
−∞

⎛ ⎞= = = + π⎜ ⎟+ ε ⎝ ⎠∫ ∫ . (П3.23) 

Последние три равенства обобщают соотношения (П3.5) и (П3.6), 

причем функция ( )θ x  называется функцией Хэвисайда.  
Важным в приложениях является следующее равенство, позво-

ляющее переходить от декартовых координат к сферическим при ин-
тегрировании с δ-функцией. Именно, рассмотрим δ-функцию, цен-
трированную в точке с радиусом-вектором 0r : 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0δ δ δ δ .x x y y z z− = − − −r r  (П3.24) 

Согласно определению (П3.3а) применительно к трехмерному про-
странству 

 ( ) ( ) ( )3
0 0rf f− =∫d r δ r r r . (П3.25) 

При переходе к интегрированию по сферическим координатам получаем 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 02

1δ δ δ θ θ δ
sinθ

r r
r

− = − − ϕ − ϕ =r r   

 ( ) ( ) ( )0 0 02

1 δ δ cosθ cosθ δr r
r

= − − ϕ − ϕ , (П3.26) 

где 0 0 0,θ ,r ϕ  – сферические координаты радиуса-вектора 0r . 
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Наконец, приведем полезные соотношения, использующие поня-
тие δ-функции в связи с разложением периодических функций в ряд 
Фурье: 

 ( ) 21δ .
nx

i
L

q n

x qL e
L

+∞ ∞ π

=−∞ =−∞
− =∑ ∑  (П3.27) 

В общем случае периодическая функция ( )f x  с периодом L  

представляется в виде ряда Фурье: 

 ( ) ,nik x
n

n

f x C e
+∞

=−∞

= ∑  (П3.28) 

где волновые векторы равны: 
2

nk n
L

π= , а коэффициенты разложения 

nC  определяются интегралами:  

 ( )
0

0

1
d x

x L
ik n

n

x

C xe f x
L

+
−= ∫ . (П3.29) 

Приложение 4. Вычисление некоторых 
интегралов и формула Стирлинга 

Вычисление некоторых интегралов 

1. ∫
∞

∞−

−= dxeI x2 α  (интеграл Пуассона), 

 
2 2

0 0

2
2 d dx tI e x e t

∞ ∞
−α −= =

α∫ ∫ . 

Имеем тождество 

 
( )2 22 22

0 0 0 0

4 4
d d d d

u tt uI e t e u e t u
∞ ∞ ∞ ∞

− +− −= =
α α∫ ∫ ∫ ∫ . 

Вводя полярные координаты 

 

2 2 2;

arctg ;

d  d  d  d ,

r u t

u

t
t u r r

= +

ϕ =

= ϕ

 



336 

имеем 

 
2

2
2

0 0

4
 d  drI e r r

π
∞

− π= ϕ =
α α∫ ∫ , 

откуда 

 
α
π=I . 

2. 
2 2

2 dx n
nI e x x

∞
−α

−∞

= ∫ . 

Дифференцируя I по параметру α , находим 

 
2 2

2 3

1
d

2
xI e x x

∞
−α

−∞

π= =
α∫ ; 

 
2 4

4 5

3
d

4
xI e x x

∞
−α

−∞

π= =
α∫ ; 

 
( )( )2 2

2 2 1

2 1 2 3 ...5 3 1
d

2
x n

n n n

n n
I e x x

∞
−α

+
−∞

− − ⋅ ⋅ π= =
α∫ . 

3. 
2 2 1

2 1

0

d ;x n
nI e x x

∞
−α +

+ = ∫  

 
2 

0

0

1
d

2
xI e x x

∞
−α= =

α∫ . 

Дифференцируя 1I  по параметру α , получаем 

 
2 2 1

2 1 1
0

!
d

2
x n

n n

n
I e x x

∞
−α +

+ += =
α∫ . 

4. ( ) ( )
0

0 0 0

d d
ln 1 d ln 1

1 1
x x

x x

x x x x
e x x e

e e

∞ ∞ ∞∞
− −− = − − = −

− −∫ ∫ ∫ . 

Аналогично 

 ( ) ( )
3 3 3

2

0 0 00

1 d 1 d
ln 1 d ln 1

3 3 31 1
x x

x x

x x x x x
x e x e

e e

∞∞ ∞ ∞
− −− = − − = −

− −∫ ∫ ∫ . 
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Последние интегралы вычисляются с помощью разложения по-
дынтегральной функции в степенной ряд: 

 ( )1

0 0

1

1
n xx nx

x
n n

e e e
e

∞ ∞
− +− −

= =
= =

− ∑ ∑ , 

откуда следует 

 ( )

( )
2

1
2

0 00 0

d 1
d

61 1

n

x
n n

x x
xe x

e n

∞ ∞∞ ∞
− +

= =

π= = =
− +

∑ ∑∫ ∫ ; 

 ( )

( )
3 4 4

13
4

0 00 0

d 6 6
d

90 151 1

n

x
n n

x x
x e x

e n

∞ ∞∞ ∞
− +

= =

π π= = = =
− +

∑ ∑∫ ∫ . 

5. 
( ) ( )

2 2
2

2 2
0

d 1 d d
d 2

d 1 1 1

x x

x x x

x e x x e x
I x x

x e e e

∞ ∞ ∞− −

− − −
−∞ −∞

= = =
+ + +

∫ ∫ ∫ . 

Разлагая подынтегральную функцию в степенной ряд, имеем 

( )
2 2

2 2 3
2 2

0

1 1
2 2 3 ... d 4 1 ... 4

12 32 3
x x xI x e e e x

∞
− − − π π⎛ ⎞= − + − = − + − = ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ . 

Формула Стирлинга 

При больших значениях числа N имеет место формула Стирлинга: 

 ( )1 2
! 2N NN N e N−≈ π . 

С точностью до множителя 2π  она получается из простого вы-
числения: 

 
1

ln ! ln
N

n

N n
=

=∑ , 

и далее, используя формулу Эйлера – Маклорена, получаем 

 
1 11

1 1
ln ln d ln ln ln

2 2

NNN

n

n x x x N N N N
=

≈ + + = − + +∑ ∫ C C . 

Более точное вычисление приводит к значению 2= πC . 
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Приложение 5. Некоторые специальные 
функции 

Интеграл ошибок 

Интеграл ошибок: ( ) 2

0

2
d

z

z e−αΦ = α
π ∫ , 

2 1
e

∞
−α

−∞

=
π∫ . 

Разложение при малых z: ( )
3 52

...
1! 3 2! 5

z z
z z

⎛ ⎞
Φ = − + −⎜ ⎟⋅ ⋅π ⎝ ⎠

. 

Асимптотическая формула при больших z: 

( )
( ) ( ) ( )

2

2 4 6

1 1 3 4 4 5 6
1 1 ...

2 2 2

ze
z

z z z z

− ⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟Φ ≅ − − + − +
⎜ ⎟π ⎝ ⎠

 

Функции Бесселя 

Ряды функции Бесселя 

 ( )
1

...
2 1

v

v

x
J

v
⎛ ⎞= −⎜ ⎟ Γ +⎝ ⎠

 

Асимптотическая формула 

 ( ) 2
cos ...

2 4v

v
J x x

x

π π⎛ ⎞≅ − − +⎜ ⎟π ⎝ ⎠
 

Функции мнимого аргумента 

 ( ) ( ) ( )
1

( ) ...
2 1

v
v

v v

x
I x i I ix

v
⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟ Γ +⎝ ⎠

 

Асимптотическая формула 

 ( ) 1
...

2
x

vI x e
x

≅ +
π

 

Рекуррентные формулы: 

 ( ) ( )1

d

d
v v

v vx J x x J x
x −⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ; 

 
( ) ( )1d

d
v v

v v

J x J x

x x x
+⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

; 

 ( ) ( ) ( )1 1

2
v v v

v
J x J x J x

x− ++ = . 
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Для функций мнимого аргумента 

( ) ( ) ( )1 1

2
v v v

v
I x I x I x

x− +− = ; ( ) ( ) ( )1 1

2
v v v

v
K x K x K x

x− +− = − ; 

( ) ( ) ( )1 1

d
2

dv v vI x I x I x
x− ++ = ; ( ) ( ) ( )1 1

d
2

dv v vK x K x K x
x− ++ = − ; 

( ) ( )0 1I x I x′ = ; ( ) ( )xKxK 10 −=′
. 

Интегральные формулы 

( ) ( ) ( )sin cos cos

0

1
d d cos  d

2 2

n n

ix in ix in ix
n

i i
J x e e e n

π π π
− ϕ+ ϕ ϕ+ ϕ ϕ

−π −π

− −
= ϕ = ϕ = ϕ ϕ

π π π∫ ∫ ∫ . 

Функции полуцелого порядка: 

( )1 2

2
sinJ x x

x
=

π
; 

( )1 2

2
cosJ x x

x− =
π

; 

( )3 2
2 sin

cos
x

J x x
x x
⎛ ⎞= −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

; 

( )3 2

2 cos
sin

x
J x x

x x−
⎛ ⎞= − −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

. 

Полиномы Лежандра 

Производящая функция 

 ( )
2

0

1
, 0 1, 1 1.

1 2

n
n

n

P x x
x

∞

=
= ρ < ρ < − ≤ ≤

+ ρ − ρ
∑  

Рекуррентная формула 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 2 1 0n n nn P x x n P x nP x+ −+ − + + = . 

Формула Родрига 

 ( ) ( )21 d
1

2 ! d

n

n n n

n
P x x

n x
⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Уравнение полиномов Лежандра: 

 ( ) ( )2d d
1 1 0

d d

y
x n n y

x x
⎡ ⎤− + + =⎢ ⎥⎣ ⎦

. 
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Интегральная формула: 

 ( ) ( )
2

2

0

1
1 cos d , 1 1;

2

n

nP x x i x x
π

= + − ϕ ϕ − ≤ ≤
π ∫  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
0 1 2

3 4 2
3 4

1
1, , 3 1 ;

2
1 1

5 3 , 35 30 3 .
2 8

P x P x x P x x

P x x x P x x x

= = = −

= − = − +
 

Присоединенные функции 

Уравнение присоединенных функций: 

 ( ) ( )
2

2
2

d d
1 1 0

d d 1

y m
x n n y

x x x

⎛ ⎞⎡ ⎤− + + − =⎜ ⎟⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎝ ⎠
. 

 ( ) ( ) ( ) ( )22 d
1

d

mm
n nm

m
P x x P x

x
= − . 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

12 2

1

!2
d

2 1 !
m m

n n

n m
P P x x

n n m

+

−

+⎡ ⎤= =⎣ ⎦ + −∫ . 

Полиномы Чебышева – Эрмита 

Производящая функция 

 ( )22

0 !

n
tx t

n
n

t
e H x

n

∞
−

=
=∑ . 

Рекуррентные формулы: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 12 ; 2 2 0.n n n n nH x nH x H x xH x nH x− + −
′ = − + =  

Дифференциальная формула: 

 ( ) ( ) 2 2d
1

d

n
n x x

n n
H x e e

x
−= − . 

 ( ) 22 2 d 2 !x n
n nH H x e x n

+∞
−

−∞

= = π∫ . 
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