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В монографии изложены общие методы расчетного обоснова­
ния выбора основных параметров механических, электромеха­
нических и электронных устройств, исходя на заданных требо­
вании по точности их функционирования как в момент их 
изготовления, так и в процессе длительной эксплуатации. Даны 
общие приемы определения ошибок выходных координат уст­
ройств и их производных в условиях, когда связь между выход­
ными и входными координатами устройств описывается как 
конечными, так и дифференциальными уравнениями, записан­
ными в детерминированном или стохастическом виде. Развиты 
отдельные положения метода статистических испытаний и мето­
да деревьев логических возможностей, предназначенных для 
отыскания законов распределения ошибок выходных координат 
и их производных. Приведены примеры, иллюстрирующие при­
менение разработанных положении точности и надежности 
устройств непрерывного действия.

Рис. 40, табл. 36, библ. 39 назв.
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Введение

Расчет точности в машиностроении и приборостроении с каж- 
дым годом приобретает все большее значение. Так, например, 
проектирование и конструирование многих машин и приборов 
становится невозможным без соответствующего расчетного обос­
нования их точности, в том числе и точности изготовления входя­
щих в них отдельных узлов и деталей. Равным образом качествен­
ное изготовление последних вполне определенным образом свя­
зано с точностью как работы производственного оборудования, 
так и контрольно-измерительных и управляющих приборов, обес­
печивающих предусмотренное протекание технологических про­
цессов. Кроме того, в процессе сборки многих машин и приборов 
в целях повышения их точностных показателей применяются раз­
нообразные приемы регулировок, что также должно учитываться 
соответствующими расчетами.

Таким образом, на всех основных этапах разработки и изго­
товления изделий машиностроения и приборостроения, начиная 
с разработки технического задания и кончая сборкой и отладкой, 
в общем случае в той или иной мере необходимы соответствующие 
расчеты на точность.

Первые работы по теории точности механизмов появились 
в 1941— 1944 гг. [1—4] и были использованы при расчетном обос­
новании точности различных типов счетно-решающих механиз­
мов [5]. Позднее появилась работа [6], в которой были решены 
аналогичные вопросы в приложении к механизмам с кинемати­
ческими парами качения и гибкими навивающимися звеньями.

В дальнейшем, в течение 10— 15 лет, был накоплен достаточ­
ный статистический материал, позволяющий оценить круг задач, 
при решении которых наиболее эффективно использовался аппа­
рат теории точности. Это дало возможность сформулировать ос­
новные направления учения о точности в машиностроении и 
приборостроении [71. В этой же работе был подробно рассмотрен 
расчетный аппарат, применение которого дает возможность 
провести исследование точности кинематических и электрических 
цепей машин и приборов (для простоты называемых в даль­
нейшем устройствами) как в стадии проектирования, так и в 
момент их изготовления.
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Здесь /о — /о — систематическая ошибка устройства, вызванная 
при проектировании последнего отступлением от идеальной зави­

симости, выражаемой уравнениями (2 .1 ) или (2 .2); ^j(df/dqr)o &Яг —
Г

инструментальная ошибка устройства, которая характеризует 
действие производственных погрешностей (первичных ошибок) 
отдельных элементов устройства (ошибки из-за отклонений ре­
альных размеров звеньев от их номинальных величин в кинема­
тических цепях, ошибки из-за отклонения реальных значений 
параметров элементов электрических цепей от их идеальных и 
и т. п.).

Таким образом, ошибки Дф! и Дф2 характеризуют достигнутую 
точность устройств в момент времени, соответствующий их изго­
товлению.

Для получения входящих в формулы (2.6) и (2.7) частных про­
изводных нет необходимости составлять уравнения вида (2.3) 
или отыскивать решение уравнений вида (2.4) с последующим 
их дифференцированием по параметрам, содержащим ошибки. 
Вместо этого следует воспользоваться методами преобразованно­
го механизма [141 или преобразованной электрической цепи [151 
или же определенным образом составить дифференциальное 
уравнение, решением которого будет являться само выражение 
частной производной [16].

Формулы (2.6) и (2.7) определяют ошибки устройств в виде 
линейной функции от первичных ошибок. Поэтому они являются 
приближенными. В теории точности рассмотрен вопрос о погреш­
ности этих приближенных формул [14, 15].

Изложенные положения теории точности прошли эксперимен­
тальную проверку в условиях серийного изготовления ряда 
механизмов на приборостроительных заводах [20, 211. Для фрик­
ционного, винтового, карданного, кулачкового, коноидного, чер­
вячного и зубчатого механизмов на основе формул (2.6), (2.7) 
были найдены выражения, определяющие ошибки положения 
и перемещения. При соответствующей теоретико-вероятностной 
трактовке последних были получены формулы для расчета точ­
ности партии каждого из перечисленных видов механизмов, вы­
полненных по одному конструкторскому и технологическому про­
екту.

На спроектированных на заводе специальных контрольно-из­
мерительных установках, ряд конструкций которых описан в ра­
боте [201, были проведены, в зависимости от существа решаемой 
задачи, замеры ошибок положения или перемещения. Эти данные 
позволили построить эмпирические законы распределения. Пос­
ледние, будучи сравненными по критерию согласия Пирсона 
с соответствующими теоретическими, с достаточно высокой веро­
ятностью не опровергли гипотезы о нормальном законе распреде­
ления ошибок положения или перемещения, выявив тем самым 
принципиальную возможность применения центральной предель­
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ной теоремы теории вероятностей при решении задач точнссти 
устройств.

Проведенные таким образом эксперименты подтвердили пра­
вильность разработанных основных положений линейной теории 
точности. Аналогичная по своей постановке проверка ряда поло­
жений теории точности была описана во многих других работах, 
обзор которых дан, в частности, в [7. 211.

Переходим к вопросу о надежности устройств в смысле удов­
летворения выходных сигналов заданным допускам [10]. Как 
уже указывалось, первичные ошибки устройств меняются с тече­
нием времени в силу всевозможных износов элементов кинемати­
ческих пар, вследствие происходящих в материалах деталей и эле­
ментах физико-химических процессов, например, таких, как 
коррозия, потеря изоляционных свойств обмотками проводников 
и т. п. В настоящее время экспериментальное изучение отмечен­
ного характера изменения параметров деталей н элементов меха­
нических и электрических цепей в зависимости от условий их хра­
нения и эксплуатации еще не дает исчерпывающих сведений, по 
которым можно судить о тех или иных достоверных закономерно­
стях указанных явлений. Однако это экспериментальное изуче­
ние весьма важно, так как оно позволяет получить многочислен­
ные реализации, по которым можно судить о характере изменения 
первичных ошибок в тех или иных конкретных условиях.

Для получения показателей изменений первичных ошибок 
в разных существенных случаях хранения и эксплуатации дета­
лей и элементов устройств следует проводить статистическую об­
работку реализаций. Предположим, что эти показатели измене­
ния первичных ошибок можно записать в виде линейной функции:

где Т  — время, прошедшее с момента изготовления устройства 
(или с момента его последней отладки) и до текущего момента, 
когда устройство используется в соответствии со своим служеб­
ным предназначением; Aq*r — начальное значение первичных оши­
бок.

Подставив (2.8) в (2.6) и (2.7). получим следующие общие 
выражения, определяющие ошибки выходной координаты уст­
ройства:

Aqr — Aqr -f- L rT , (2 .8 )

Дф1 (/, т) =  & -  л  +  2  ( ^ г ) п(д 9? +  а д * (2.9)

о

Дф.(/. т) =  Ц д  - / ,  ч- 2  ( ^ г г ) о(А<?“ +  а д ]  d(i- (2.10)

Величину L r и время Т  представим следующим образом: 

L r =  L r +  С ,  Т  =  Т *  +  Г * * , (2 11)
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В течение последнего десятилетия область применения аппара­
та теории точности претерпела качественное изменение. Это яви­
лось следствием того, что последовательно повышающиеся тре­
бования к точности стали включать в себя показатели, которым 
должны удовлетворять устройства в течение некоторого, вполне 
определенного интервала времени с момента их изготовления. 
Так возникли общие вопросы точности и надежности устройств 
18-10]. Иными словами, в настоящее время вопросы сохранения 
точности устройствами в течение некоторого времени их хранения 
и эксплуатации приобрели злободневное значение в самых разно­
образных отраслях народного хозяйства.

Другое, не менее важное направление науки о точности, полу­
чившее развитие в течение последних лет, связано с ростом рабо­
чих скоростей звеньев кинематических цепей различных устройств, 
приведшем к ощутимому влиянию на их показатели точности оши­
бок скоростей и ускорений. Это вызвало ряд ограничений, накла­
дываемых на разработанные положения линейной теории точности 
111 ], заключающиеся, в частности, в том, что не только ошибки 
положения (перемещения), но и их первые и вторые производные 
должны оставаться малыми величинами. Если указанные огра­
ничения во многих случаях не являются существенными для меха­
низмов с низшими кинематическими парами, то для механизмов 
с высшими кинематическими парами сделать подобное заключе­
ние не представляется возможным, поскольку для последних на 
величину ошибки скорости оказывают дополнительное влияние 
ошибки в направлении касательной в точке соприкосновения ре­
альных элементов кинематической пары, а на величину ошибки 
ускорения — еще и ошибки радиусов кривизны.

Указанные обстоятельства выявили целесообразность поста­
новки нелинейной задачи точности механизмов с низшими и выс­
шими кинематическими парами [12, 13]. Здесь отметим, что ап­
парат нелинейной теории точности целесообразно использовать 
только в тех случаях, когда решение соответствующего круга 
задач нельзя осуществить с помощью линейной теории точности.

Таким образом, в последние годы в науке о точности устройств 
получили развитие два принципиально новых направления:

1 ) разработка на основе линейной теории точности аппарата 
исследования надежности устройств в смысле сохранения ими 
оговоренных техническими требованиями показателей точности 
в течение заданного времени хранения и эксплуатации;

2) создание основ нелинейной теории точности механизмов, 
работающих в кинематических и динамических условиях.
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Г Л А В А  П ЕРВ АЯ

Общие вопросы точности 
и надежности устройств

§ 1. Общие замечания

Вопросы, связанные с исследованием надежности различных 
устройств, могут быть рассмотрены в двух аспектах: во-первых, 
ненадежность устройств из-за возможности возникновения в них 
внезапных отказов, (например, поломки деталей в механической 
цепи, обрыв или короткое замыкание в омическом сопротивлении 
электрической цепи и т. п.) и, во-вторых, ненадежность устройств 
из-за наличия в них вследствие хранения и эксплуатации накап­
ливающихся с течением времени абсолютных величин первичных 
ошибок (например, ошибок в результате износа элементов кине­
матических пар механических цепей или ошибок ввиду изменения 
величин параметров электрической цепи вследствие старения ее 
элементов и т. п.).

Ниже будут рассмотрены последние из перечисленных вопро­
сов, решение которых основывается на ряде разработанных об­
щих положений линейной теории точности механических и элект­
рических цепей [14— 17]. В изложенной постановке решение 
задачи о надежности устройства сводится к определению с выбран­
ной вероятностью времени его безотказной работы, в период кото­
рого соответствующие показатели точности удовлетворяют задан­
ным допускам или техническим требованиям.

Наряду с этим может быть решена и обратная задача, заключа­
ющаяся в том, что по заданному времени эксплуатации и установ­
ленным допустимым срокам хранения на складе устройств тре­
буется подобрать соответствующие допуски на изготовление их 
отдельных элементов, исходя из реальных возможностей произ­
водства. Как прямая, так и обратная задачи (в рассматриваемой 
постановке) могут быть, хотя бы в первом приближении, решены 
на основе разработанного аппарата линейной теории точности 
механических и электрических цепей. Естественно, что для реше­
ния этих задач требуется накопить соответствующий статистиче­
ский материал.

Можно изучать точность конкретного экземпляра устройства 
или партии устройств, имеющих общее предназначение, общие 
конструкцию и технологию изготовления. Точность партии уст­
ройств можно рассматривать на стадии их проектирования, что
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позволяет заранее предвидеть, какая точность при изготовлении 
будет получена. Поэтому такая постановка задачи особенно 
интересна.

Для изучения точности устройства нужно знать его схему, 
размеры звеньев, такие необходимые физические характеристики, 
как. например, массы звеньев, индуктивности, емкости, прово­
димости, коэффициенты усиления и т. н. Эти знания позволяют 
определить первичные ошибки и принадлежность их к тем или 
иным элементам устройства. В первом приближении можно уста­
новить, какие первичные ошибки оказывают влияние на выходной 
сигнал и какие не оказывают [14, 15, 17].

При изучении точности механизма обычно задаются положения­
ми или движениями ведущих звеньев и имеющимися первичными 
ошибками механизма. Однако для определения действия зазоров 
в кинематических парах (направляющие, подшипники вращения 
и т. д.) на ошибку механизма нужно еще иметь сведения о внеш­
них силах, приложенных к механизму. При задании положения 
ведущих звеньев силы рассматривают в статических условиях. 
При задании движений ведомых звеньев силы рассматривают 
в условиях кинетостатики, т. е. внешние силы подбирают так. 
чтобы реализовать выбранное движение ведущих звеньев.

Можно задаться действующими на механизм внешними сила­
ми, учесть добавочные степени свободы механизма, появившиеся 
от существования зазоров в кинематических парах. Составляя 
уравнения динамики такого механизма, как в работах (18, 19], 
можно определить удары в кинематических парах и соответст­
вующие им силы реакции, которые во многих случаях сущест­
венно отличаются от сил реакций в механизмах с идеальными 
кинематическими парами.

Во всех работающих в кинематических условиях механизмах, 
за исключением фрикционных и с гибкими навивающимися звень­
ями, зависимости координат ведомых звеньев от координат веду­
щих звеньев описываются уравнениями в конечном виде. Поэтому 
при изучении статической или кинетостатической точности меха­
низма приходится иметь дело с уравнениями, записываемыми 
в конечном виде. Точно так же зависимости выходных напряжений 
электрической цепи с одними только омическими сопротивлениями 
от входных напряжений и параметров цепи выражаются уравне­
ниями в конечном виде. Если движение механизма задавать дейст­
вующими на него силами или рассматривать электронное устрой­
ство. то зависимости между силами, выходными и входными 
сигналами описываются дифференциальными уравнениями. 
В некоторых случаях эти уравнения можно проинтегрировать в 
квадратурах. Таким образом, при изучении точности устройств 
приходится иметь дело с конечными или обыкновенными диффе­
ренциальными уравнениями.

6

.



§ 2. Точность устройств и их надежность 
в смысле удовлетворения выходных координат 

допускам

В общем случае устройство может иметь несколько входов и не­
сколько выходов. Ниже, не налагая каких-либо ограничений на 
существо решаемых вопросов, будем рассматривать устройства 
с одним входом и описывать их поведение при помощи конечных 
уравнений или обыкновенных дифференциальных уравнений пер­
вого порядка. При этом будем называть устройство идеальным, 
если оно может воспроизвести заданную зависимость с абсолют­
ной точностью. В подобном идеальном устройстве связь между 
выходной (ф0) и входной (<7°) координатами и параметрами (<?°) 
представляет собой заданную математическую зависимость, ко­
торую представим в следующих двух формах записи:

В действительности идеальных устройств не существует, посколь­
ку всегда при физическом осуществлении любого вида их звеньев 
возникают первичные ошибки, являющиеся следствием техноло­
гических особенностей производства, монтажа и т. п. (например: 
ошибки в изготовлении элементов низших и высших кинемати­
ческих пар и ошибки, связанные со сборкой звеньев в механи­
ческих цепях; ошибки в изготовлении омических сопротивлений 
и паразитные емкости в электрических цепях и т. п.). Поэтому 
в реальных устройствах уравнения (2 .1 ) и (2 .2) принимают сле­
дующий вид:

где ф -  ф° -f- iq. — выходная координата реального устройства; 
q — <7° +  Д<7, <7,. — ql- -I- Д<7,. — входная координата и параметры 
реального устройства соответственно; Аф, Дq и Дqr — соответст­
вующие малые величины.

В этом случае ошибка выходной координаты реального устрой­
ства может быть записана так:

Разложим функцию /р в ряд Тейлора по приращениям Дqr и ввиду 
малости последних ограничимся линейными членами разложения. 

Тогда при \q 0 получим

Фе =-■/? (9°. <Д 
d(f0/dqu -  /о (<Л <7°)-

(2.1)
(2 .2)

Ф Л (?. ?»•)-
dy/dq -  /о (<7, </,.),

(-  3) 
(2.4)

Дфе = f e ~ j l  (в = 1 , 2). (2.5)

(2.7)

(2.6)
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где Т* — продолжительность хранения устройства: Т** — об­
щая суммарная продолжительность работы устройства; оба про­
межутка времени отсчитываются с момента его изготовления или 
последней отладки.

Обозначим:

(/, 0 ) =  /о —  /о Ч- 5  ( d f l d q r )» Л<7?, (2 -1 2 )
Г

^ t U , T )  =  T '2 i (dllaqr)0L l . (2.13)
Г

С учетом выражений (2.11) равенство (2.13) принимает вид

ф*(/, П -  Ф 2(/, П  4-Ф-г'/\ У " ).
где

Ф 2( А П  =  Г 2 М о С  (2.14)

Ф 2( / , П = Г * 2 ( # д г)0С  (2.15)
Г

Тогда, основываясь на выражениях (2.12) — (2.15), формулы
(2.9) и (2.10) запишем так:

Афх (/, Т )  =  Ф , (/, 0) +  Ч)а (/, 7*), (2.16)
У

Дф* (А Г ) -  J' [ФЛ/. 0) ч Ф ,(/, n id g ,  (2.17)

Формулы (2.16) и (2.17) позволяют вычислить ошибку конкретного 
экземпляра механического или электрического устройства при 
известных величинах первичных ошибок и усредненных показа­
телях изменения ряда последних в функции времени. При мас­
совом (серийном) производстве однотипных устройств и идентичных 
условиях их эксплуатации входящие в формулу (2 .8) параметры 
\г/' и L, в зависимости от физической природы их возникнове­

ния могут носить систематический или случайный характер. 
В последнем случае и L, будем рассматривать в виде случайных 
величин, заданных своими законами распределения; при недоста­
точном объеме статистического материала придется ограничиться 
знанием таких характеристик, как математическое ожидание (Л/) 
п среднее квадратическое отклонение (а). С учетом сделанных 
замечаний согласно (2.16) и (2.17) выражения для математического 
ожидания и дисперсии ошибок Лф! и Дф2 могут быть записаны 
следующим образом;

М |Дф1] -= М [Ф , ] - г  м  \Фг], (2.18)
Q

М  [Дф2] -  j  ( И  [Ф ,] +  м  [Ф 2]) dq, (2.19)
Уо
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a2 |A(|4] — з2 [Ф 1 -1 Ф 21, (2.20)
Q

В теории точности создан метод определения значений

M [Aq;\, M[(df/dqt)0Aqs], аа LAg,-], з'2 [(df/dqs)0 At/J

в зависимости от заданных величин допусков и известных зако­
нов распределения первичных ошибок и законов распределения 
частных производных [22].

Закон распределения надежности партии устройств в смысле 
удовлетворения выходных координат допускам можно найти, ос­
новываясь на формулах (2.1(d) и (2 .17) при соответствующей их 
теоретико-вероятностной трактовке, как это делается в задачах 
теории точности [14. 221. Так как первичных ошибок, действую­
щих на надежность (в равной мере как п па точность) устройств, 
и общем случае много, то следует выявить возможности, приводя­
щие к удовлетворению условий центральной предельной теоремы 
теории вероятностей. В последнем случае надежность устройства 
определяется нормальным законом распределения, дающим в функ­
ции времени вероятность удовлетворения выходных координат 
заданным техническим условиям. Иными словами, дело сводится 
к определению выражений М  1Д<ре (/, <)1 и ° 2 1Дфе (Л 01 • Если 
условия центральной предельной теоремы теории вероятностей 
в процессе эксплуатации устройств не соблюдаются, а векторные 
ошибки отсутствуют, то закон распределения ошибок выходных 
координат устройств может быть найден методом композиции 
с последующим его сопоставлением с заданными техническими 
условиями на показатели точности эксплуатации устройств. В бо­
лее общем случае закон распределения выходной ошибки устройства 
можно найти на основе фундаментальной формулы теории точности, 
применяя для этой цели метод деревьев логических возможностей 
или метод статистических испытаний.

Основываясь на изложенных соображениях, надежность устрой­
ства будем определять так [8|:

P in  =- Вер [|Дср | <  5, ® вых >  Ж|, (2.22)

где | — половина поля допуска, принятая постоянной или функ­
цией д или Т  (все зависит от особенностей изучаемого устройства 
и требований к условиям его эксплуатации); ЖВых — мощность 
сигнала на выходе; — величина выходной мощности устройства, 
необходимая для его нормального функционирования.

Для обеспечения надежности механизма иногда необходимо, 
чтобы силы реакции и частоты соударений в кинематических па- 
рах удовлетворяли бы некоторым ограничениям. В противном 
случае возникающие сотрясения и вибрации вызывают изменение 
заданного закона движения ведущих звеньев, что приводит к ух уд-
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шению технологического процесса, в выполнении которого исполь­
зуется механизм. Силы реакции и соударения зависят от действия 
внешних сил, конструктивной схемы и положения ведущих звеньев 
и первичных ошибок механизма. При действии на механизм 
стохастических или одновременно стохастических и детерминиро­
ванных внешних сил надежность в рассматриваемом случае

/■'ш — Вер [ Rh ^  R it, wh ю/,), (2.23)

где R h — сила реакции в кинематической паре номер h\ B h — 
допустимая наибольшая величина силы реакции; со/, — частота 
соударений .в кинематической паре /г; со;, — допустимая наиболь­
шая величина частоты соударений в этой паре.

Стохастические внешние силы могут действовать вдоль одной 
прямой, в плоскости ичи пространстве. В простейшем случае 
эти силы задаются одномерным дифференциальным законом рас­
пределения. В настоящей работе стохастические внешние силы 
принимают не зависящими от времени или. иначе говоря, от поло­
жений ведущих звеньев механизма. Пользуясь законом распреде­
ления внешних сил, находят для каждого положения ведущих 
звеньев механизма дифференциальный закон распределения вели­
чин сил реакции в каждой кинематической паре отдельно и от­
мечают направления сил реакции.

В результате для кинематической пары номер h получают

Вер \Rh /?/',).

Если зазоры в кинематических парах настолько малы, что поз­
воляют пренебречь свободным движением одного элемента пары 
относительно другого, то соударений в парах не будет. (Силы ре­
акции в кинематических парах находят по методам кинетостатики 
механизмов). Тогда формула (2.23) принимает вид

P u i  = - Ц  Вер \Rh <  /Л,]
/■

При наличии относительно больших зазоров в кинематических 
парах нельзя пренебрегать свободным движением одного элемен­
та пары относительно другого. В этом случае силы реакции в ки­
нематических парах находят по методу, предложенному в работе 
[18). Этот же метод позволяет определить число соударений в каж­
дой кинематической паре за один период работы механизма. Для 
механизма с одним ведущим звеном понятие «период» очевидно. 
При нескольких ведущих звеньях понятие «период» труднее опре­
делить. Формула (2.24). записанная в более общей форме, имеет вид

Р ш ^  I I  Вер [/?/t ^  R h | xs Вер [coh <о)/,]. (2.25)
л

При действии на механизм только детерминированных внеш- 
ших сил подсчитанная по формуле (2.24) величина Р щ  может

(2.24)
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равняться только единице или нулю. Во втором случае нужно так 
изменить параметры механизма, чтобы получить новые значения 
величин Rh, всегда большие или равные R h. Словом, в этом слу ­
чае отсутствует вероятностная постановка задачи.

Теперь можно записать общую формулу надежности устрой­
ства, заключающуюся в том, что ошибка выходного сигнала 
и мощность на выходе удовлетворяют техническим требованиям, 
силы реакции в кинематических парах и частота соударений в них 
не превышают некоторых заданных наибольших значений, т. е.

Р т  =  Р т - Р т .  (2.26)

Если устройство электронное или заранее известно, что силы 
реакции в кинематических парах устройства не выходят из допусти­
мых границ, то

=  Р и г !  =  (2.27)

Трудность отыскания законов распределения выходного сигна­
ла приводит к тому, что часто надежность устройства определяют 
из условий [см. формулы (2.12) — (2.14), (2.24)]:

| М  (Ф х) +  М  (Ф 2) +  3 { М  [Ф х -  М  (Ф012 +

+  М  [Ф г -  М  (Ф 2)П '/г | <  I, (2.28)

R h ^  Rk> fe =  1 , 2 , 3 . . .

Половина поля допуска выбирается на основе следующего 
равенства:

1 =  А | М  (Ф х) | +  В (М  [Фх -  М  (Ф г)]2)'72, (2.29)

где А , В  — целые положительные числа. Их выбор обусловливает 
необходимый запас точности при эксплуатации.

Выражение (2.28) с учетом (2.12) и (2.13) приведем к следую­
щему виду:

ST* +  2NT  +  F  =  0, (2.30)

где S =  9Л/ [Ф 2 — М  (Ф 2)]2 — [М  (Ф 2)]2,

N  -= W M ( Ф 2) [| -  W M ( Ф 01, (2.31)

F  =  9М  [Ф г — М  (Фц))2 — [| — W M  (Ф 1) ]2, 

w  _  , * при М  (Ф 0  +  М  (Ф 2) >  0,

при М  (Фх) -р М  (Ф 2) < [ 0.

В соответствии с (2.31) коэффициенты S. N  и F  не зависят от Т. 
Таким образом, (2.30) — это квадратное уравнение, из решения 
которого может быть найдена величина Т  0, определяющая 
эксплуатационную надежность устройства.
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Следует заметить, что при изложенном рассмотрении в общем 
случае остается неясным, с какой вероятностью удовлетворяются 
выражения, характеризуемые неравенствами (2.28).

Надежность электронных устройств, а также механизмов, 
в которых заранее известно, что силы реакции в кинематических 
парах не превышают заданной величины, определяется форму­
лой (2.28). Считается, что в течение промежутка времени Т  устрой­
ство остается надежным.

Изучение технологии массового изготовления деталей позво­
ляет найти корреляционную функцию ошибки выходного сигнала, 
выяснить специфические особенности действия всех групп пер­
вичных ошибок и определить наиболее эффективные приемы ре­
гулировки с целью уменьшения ошибки выходного сигнала [171.

§ 3. Надежность устройств 
в смысле отсутствия грубых первичных ошибок

Грубые первичпые ошибки могут появиться в устройствах во 
время эксплуатации или хранения.

Многие детали могут быть носителями не одной, а нескольких 
грубых первичных ошибок. Надежность детали есть вероятность 
отсутствия всех возможных ее грубых ошибок. Поэтому надеж­
ность детали равна произведению надежностей: каждый сомно- 
житель*есть вероятность отсутствия одной определенной грубой 
ошибки из числа всех возможных грубых ошибок. Бывает, что 
вероятность отсутствия некоторой грубой первичной ошибки за­
висит от других грубых ошибок детали. Тогда надежность, 
в смысле отсутствия первой грубой ошибки, будет условной ве­
роятностью. Для другой грубой первичной ошибки надежность 
детали, наоборот, может не зависеть от прочих грубых ошибок; 
эта надежность есть безусловная, вероятность.

Пусть, например, деталь номер 5 может иметь две грубые пер­
вичные ошибки. Надежность P s детали равна

р ,  -= p 's-p I
Будем, например, рассматривать венцы зубчатых колес. В них 
могут быть две грубые первичные ошибки: во-первых, поломка 
зуба, во-вторых, толщина зуба может быть больше номинальной 
толщины и немного выйти из допусков. В первом случае не будет 
передано вращение от ведущего зубчатого колеса к ведомому. 
Пусть утолщенный зуб столь незначительно выходит из допуска 
на толщину, что вероятности его поломки и поломки зуба, удов­
летворяющего этому допуску, под воздействием одних и тех же 
сил в одних и тех же условиях можно считать одинаковыми. 
Тогда вероятность P s отсутствия поломки зуба не будет зависеть 
от вышеупомянутого утолщения. Во втором случае толстый 
зуб, в силу лежащих в границах допуска неточностей толщины 
зубьев второго венца, может заклиниться между зубьями второго
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зубчатого венца. В зависимости от передаваемой мощности и ус­
ловий работы оба венца или не смогут вращаться, или же закли­
ненный зуб будет сломан. Если ранее толстый зуб был сломан, 
а отломанные части не попали между зубчатыми венцами, то 
заклинивание будет невозможно. Если же отломанные части по­
падут между зубчатыми венцами, то возможность заклинивания 
возрастет. Следовательно, вероятность P s отсутствия закли­
нивания зависит от того, все ли зубцы не сломаны или имеется 
сломанный зуб. Итак, P s есть безусловная вероятность. P s — 
условная вероятность.

В омическом сопротивлении возможны обрыв и короткое за­
мыкание. Вероятность отсутствия короткого замыкания обозна­
чим через P s. Оборванное омическое сопротивление не может 
коротко замкнуться после обрыва, Р в 1. С другой стороны, 
коротко замкнутое сопротивление может сохранить свою проч­
ность на обрыв и л it же перегореть. Во втором случае обрыв будет 
результатом короткого замыкания и появления вследствие этого 
большого тока. Обозначим через P s вероятность отсутствия об­
рыва. Иногда эта вероятность не зависит от наличия или отсут­
ствия короткого замыкания. В других случаях после короткого 
замыкания обязательно появляется обрыв.

Итак, если P s 0, то надежность сопротивления, в смысле 
отсутствия обрыва, не меняется или сопротивление обязательно 
обрывается в силу перегорания; во втором случае в результате 
короткого замыкания Р 0. В случае обратного порядка появ­
ления грубых ошибок будет следующее. Если сначала P s =  (J, 
то обязательно P s = 1 . т. е. оборванное сопротивление не может 
коротко замкнуться.

В рассматриваемом аспекте теории надежности принято изу­
чать надежность до появления первой грубой первичной ошибки, 
вызывающей отказ устройства. Устройство изготовляют и экс­
плуатируют таким образом, чтобы оно выключалось при появле­
нии первого отказа. Устройство снова запускается, как только 
грубая ошибка будет устранена, поэтому предыдущая грубая 
ошибка не повлияет на последующие.

Теперь в зубчатых венцах надежность отсутствия поломки 
зуба P s, надежность отсутствия заклинивании зуба !\  одного вен­
ца между зубцами другого венца можно считать определяемыми 
безусловными законами распределения.

В омическом сопротивлении надежность в смысле отсутствия 
короткого замыкания P s, надежность отсутствия обрыва P s те­
перь тоже можно считать определяемыми безусловными законами 
распределения.

При рассмотрении надежности устройства в смысле отсутствия 
грубых первичных ошибок все детали устройства можно разбить 
на две группы. К первой группе относим такие детали, отказ
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любой из которых приводит к отказу устройства в целом:

(3.1)
S

Здесь Р i , s — надежность детали номер s, когда учитываются 
только грубые первичные ошибки; P i  — надежность устройства, 
образованного такими деталями.

Ко второй группе относим детали, обладающие свойством, за­
ключающимся в том. что отказ одной детали, вызванный появле­
нием одной определенной грубой ее первичной ошибки, не 
приводит к отказу устройства. Эти детали следует разделить на 
подгруппы. Устройство откажет, когда все детали одной или 
нескольких подгрупп откажут. Обозначив через Р и  надежность 
такой детали номер г. через л (к) — надежность подгруппы, состоя­
щей из к деталей, имеем

Надежность Р ц  устройства в отношении рассматриваемых гру­
бых ошибок таких деталей равна

где т — число подгрупп.

Пусть детали второй группы устройства состоят, папример, 
из подгруппы, имеющей две детали, и подгруппы из трех дета­
лей. Детали без определенной грубой первичной ошибки имеют 
одинаковые надежности, равные 0,9. Согласно (3.2)

Надежность устройства в смысле отсутствия этой грубой ошиб­
ки у деталей второй группы в соответствии с (3.3) равна

Р и  — я<3) - 0,989.

Так как надежность подгруппы выше надежности ее деталей, 
то для повышения надежности устройства иногда специально 
вводят в устройство такие подгруппы 191.

Состав и схема подгруппы зависят от относительных величин 
надежностей детали, отдельно определяющих вероятность отсут­
ствия каждой грубой первичной ошибки.

Желание сохранить точность в случае отказа некоторых дета­
лей подгруппы заставляет предъявлять новые требования к со­
ставу и схеме подгруппы. Эти требования заключаются в том, что 
при отказе некоторых деталей и при номинальных значениях всех 
параметров исправных деталей выходной сигнал, выработанный 
подгруппой, должен иметь номинальную величину.

1 _  „(к) =  (1 _  Р и  l)(l _  -  /'п. к). (3.2)

(3.3)
ТП

п(2) — 2 Р п , , — Ph, i =  0,99, 

л (3) -  3P Ih г - - 3P h , ! - f Р и , ,  =  0,999.
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Наконец, сделаем специальное замечание о надежности меха­
низмов в смысле отсутствия грубых ошибок. Невозможность по­
ломки зависит от структуры и динамики того механизма, в состав 
которого звено входит. Выше было указано, что силы реакций 
в кинематических парах меняются и могут деформировать звенья. 
Пользуясь методом, кратко описанным выше, можно подсчитать 
число деформаций каждого звена в отдельности за время полной 
работы механизма, считая с момента его изготовления. Тогда 
можно найти усталостную прочность звеньев в функции времени 
полной работы механизма и, следовательно, получить надежности 
Pi,s и Рм,;.

§ 4. Примеры определения надежности устройств 

Пример 4.1
На рис. 1 представлен винтовой механизм, состоящий из стой­

ки /, ходового винта 2 , гайки Я и пружины 4. Ошибка положения 
винтового механизма при наличии в нем скалярных и векторных 
первичных ошибок может быть записана так [14, 17]:

Предположим, что функция Ф 2 является следствием износа эле­
ментов торцовой (1—2) кинематической пары и из эксперименталь-

Z

ных данных удалось установить закономерность ее изменения 
вида (2.8). т. е.

(4.1)

Рис. 1

ф 2 -  Ду? -t L x 7’** . (4.2)

где Aq[ — амплитуда торцового биения во вращательной паре 
3—2, являющаяся следствием перекоса торцовых плоскостей 
1 (Д9,) и 2 (Дq2). поэтому — inf (Д ^ , Aq2).

(4.2)

Составляющая функции Ф, из-за наличия в ней ошибки осе­
вого биения ходового винта имеет вид

(ФОдд^ — Д?х COS(lh "фо), _______

где ij)0 — начальная фаза векторной первичной зртвдбки.-,

(4.3)

.



В этом случае при помощи выражении (2.33) — (2.37) и при 
нимая во внимание принятую на рис. 1 систему отсчета согласно 
равенству (2.16) получим

Л'/i -  2  ("Лу- )  ^ ^  ) cos W"'i_'_4’o)-

(4.4)

Положим, что из статистических данных удалось установить 
следующие соотношения: б [Ф 21/ст[Фл 1 1 и L x I'i-IO  1 мм/час. 
Тогда, основываясь на приведенных в работах [17. 221 законах

распределения скаля рпы\ первичных ошибок, модулей вектор­
ных первичных ошибок и начальных фаз последних, по формулам 
(2.18) и (2.20) могут быть подсчитаны величины М  I и а [Аг/jl, 
являющиеся параметрами закона распределения ошибки винто­
вого механизма Лг/, (/. t). Результаты расчета функции (/. <), 
характеризующей практически предельное значение ошибки ме­
ханизма. приведены в виде графика на рис. 2.

График на рис. 2 позволяет вычислить величину ih (/. /)/ т 
ii.iii решить обратную задачу. Так, папрпмер. если для партии 
винтовых механизмов техническими условиями оговорена вели 
чина \(/, (/, Т). то можно найти соответствующее допустимое сред­
нее время их эксплуатации.

Если показатель точности партии механизмов, представленный 
в виде изображенного на рис. 2 графика, не удовлетворяет за­
данным техническим условиям, то следует принять меры, приво­
дящие к уменьшению величины L y (например, при изготовлении 
элементов кинематической пары 1—2 использовать другие, более 
стойкие в отношении износа материалы), или ужесточать допуски 
на отдельные первичные ошибки механизма.
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llpii iep- 4.2
Ha рнс. 3 изображен фрикционный механизм. состоящий из 

опоры, /, диска 2. ролика о. каретки 4, ходового винта J.
При использовании фрикционного механизма в качестве инте­

грирующего имеем

где х - - ft (1 — й );2яг — постоянная механизма; ft — коэффи­
циент проскальзывания между диском и роликом (здесь будем 
полагать 0 в виде медленно изменяющейся функции времени, 
которую в процессе одного рабочего цикла устройства можно 
принять постоянной); I/ — та г  ходового винт,г, г — радиус ро­
лика.

Нетрудно заметить, что в отличие от винтового механизма во 
фрикционном механизме положение его звеньев описывается 
при помощи дифференциального уравнения (2 .2). вследствие чего 
ошибка выходной координаты фрикционного механизма может 
быть вычислена на основе формулы (2.17).

Зададимся следующими первичными ошибками механизма; 
ошибкой шага ходового впита \h. ошибкой радиуса ролика 
\г, ошибкой установки в начальное положение ходового винта 
\г|з5, которые в партии механизмов будем считать случайными 
величинами. В соответствии с принятой формой изменения вели­
чин первичных ошибок с течением времени положим

Тогда по формуле (2.17) с учетом выражений (2.12). (2.13) и (4.6)

Примем во внимание приведенные в работе 1171 расчетные значе­
ния параметров фрикционного механизма и законов распределе­
ния его первичных ошибок, а также возможность повышения точ­
ности фрикционных механизмов путем соответствующих регули­
ровок. Тогда на основании выражения (4.7) получим

(4.5)

ДЛ -  Д/i0 +  L hT '\  Дг - Лг° |- L,T  

ДЧ'з =  М ’о +  Ц Т  ft =  ft0 г Ц Т "
(4.6)

М  [Ф, (/, 0)1 0.

от* НК (/, 0)] 1,41, рад1.

(4.У)

(4.10)
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При проведении расчетов по формуле (4.8) будем исходить из пред­
положения, что в процессе полного времени эксплуатации механиз­
мов производится их периодическая регулировка для обеспечения 
следующего условия:

М  |Ф, (/, /)] ~  0. / <  Т** .  (4.11)

Пусть, например, величины

з-[//^| -= 2 -К Г 12 1 /час-. о2|/>,| --- 17.5-10-12 мм-/час'1, 

з2 [ l /t] =  9,4 ■ 10-12 мм2/час2, d1 [d] =  1 • 10-12 1 /час2.

Тогда, основываясь на изложенном, имеем

ст2 [Ф , (/, Г * * ) ]  ~  25-10 8 ( Г * * ) 2, рад1. (4.12)

Обозначим через £ величину половины поля допуска, задаваемого 
техническими условиями на надежность партии фрикционных 
механизмов, выполненных по одному проекту, и предположим, 
что ошибка выходной координаты фрикционного механизма рас­
пределена по закону Гаусса. Тогда в соответствии с выражениями
(4.9) — (4.12) имеем

I  (/, т**) =  3 [1,44 +  25-10 8 ( 71* * )2]1/:.

При £ =  4,7 рад находим

Т * *  ^  2000 час. (4.13)

Таким образом, согласно (4.13) и с учетом сделанных оговорок 
партия фрикционных механизмов сможет выполнять работу 
в среднем около 2000 час для каждого экземпляра механизма.

Пример 4.3
На рис. 4 представлена принципиальная схема электронного 

интегратора с усилителем постоянного тока УПТ-4. Интегратор 
имеет следующие ошибки: ДR  — ошибка в сопротивлении R,  
АС  — ошибка в емкости С, ДЛ — добавочная проводимость 
в цепи обратной связи из-за неточностей монтажа, К  Ф  со — 
коэффициент усиления усилителя без обратной связи, \е — 
дрейф нуля.

На вход интегратора подается входное напряжение t/BX, пред­
ставляющее собой интегрируемую функцию. Искомый интеграл 
изображается выходным напряжением t/D,.ix- При пулевых на­
чальных условиях приближенное линейное выражение ошибки 
выходного напряжения интегратора равно

ДС/»„ „  £  Д.4 ( i R +  ДО -  * £ * .  -  д, +  ^  Л
0 о

(4 . 14)
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где
i -

Предположим, что ошибка \£/пы* подчиняется закону распреде­
ления Гаусса:

/ (A f/вых) i/ 's :3 еХ1ч  -=2 J ’ (4.15)

г;.е
Д*£/ВЬ1Х =  Af/Db,x -  Л/ | A f/вых], а2 -  М  [(A*f/BbI4)2].

Тогда надежность интегратора при условии удовлетворения тех­
нических условий, задаваемых, например, в виде М  [Д£/ВЬ1Х| ±  I,

С
------ II-

ЛА

Рис. 4

#Вых

может быгь вычислена на формуле 
/ \  4-А/[Л0-вых]

р  =
^ Ь [Д {/ ВЫХ]

(4.16)

Здесь Е табулированные функции Лапласа.

Согласно техническим требованиям на рассматриваемый тип 
усилителя постоянного тока величина £ — 0,5 в (0,5% от наиболь­
шего значения выходного напряжения, равного 100 в). В этом 
случае, задавшись величинами математических ожиданий и дис­
персий перечисленных выше первичных ошибок усилителя и при­
нимая ошибку дрейфа пуля в виде линейной функции времени, 
по формулам (2.19) и (2.21) могут быть подсчитаны М  [Д{/вых] 
и а2 [ДС/ВЫХ1. что позволяет по формуле (4.16) найти соответствую­
щие значения вероятностей. На рис. 5 изображены графики изме­
нения надежности усилителя, построенные для трех видов детер­
минированной функции £/ВЫ\ по приведенным в работе [9] значе­
ниям соответствующих теоретико-вероятностных характеристик 
первичных ошибок.

Пример 4.4
На рис. 6 представлена принципиальная схема однокаскадного 

Усилителя с транзистором типа МП16Б и общим эмиттером.
Рассмотрим следующие первичные ошибки усилителя: ошибки 

емкостей — А С1 и АС2, ошибки в сопротивлениях — ДR u AR 2,
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А Н Я, ошибки проводимостей между по.иосами транзисто­
ра -  ЛС2)4, \rtll2. AGSlS, AG3t2, AG.„4, AG4,3. Перечисленные пер­
вичные ошибки позволили получить следующее выражение для 
относительной ошибки выходного напряжения усилителя:

Д ^ н и х / ^ в ы х  : j  I t  i & R l  "t~ J  R i ^ R - 1  “Ь  J  l h ^ ^ ‘3 i J  H , A R i  -{-

П ^rj'wAC  ̂ -I- J (' ĵu^AC 2 “I" J ^ ~n

4' J — J г.зД^аз — J4,2̂ r̂4,2 — J I

где

A -- Г° 

и 1 , 2;

AG™,, =  G?r

AC \ , AC,, ,3 \ . / АГ ... \ ,

тп +L-HH /ii / lip  \ u /темп \ и  / с г

(4.18)
AG„
г о

mn / л р

, / - / in, Т  
Т "  ^n iu

I г I 
T" Т̂П?? /° f

Г°
m n  / ст

a r l -  -  л “

+  L ;

Д/f
______ Z_

77?
+

up

A/f.

A/f т
K °.

G?„„

(m =  2, 3, 4; n =  2, 3, 4; ш и;;

(4.19)

n ) *° -T-
/теми

- -1 ,2 , 3, 4; (4.-0)

J cu, Jmn и J r z — частные производные, стоящие при первичных 
ошибках.

Принятые в равенствах (4.18) — (4.2U) индексы «пр», «темп» 
и «ст» означают соответствующие составляющие ошибок, явля­
ющиеся следствием производственных погрешностей, изменения 
температуры окружающей среды по отношению к расчетной н 
старения м атериала.
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Формула (4-17) при соответствующей теоретико-вероятност­
ной трактовке позволяет изложенным выше образом получить 
величины 71/ [ \(/ь,1]Х| и о ’ IAL',1I)IX1 в виде функций всех рассмот­
ренных первичных ошибок. На рис. 7 приведены полученные 
по формуле (4.16) результаты расчета надежпссти партии усилите­
лей в предположении, что ошибка ЛГ/Ш>1Х подчинена нормальному 
закону распределения.

Изложенный материал позволяет в стадии проектировании 
устройств:

1 ) по известным образом изменяющимся законам распределе 
ния или числовым характеристикам законов распределения от­
дельных элементов подсчитать (хотя бы в первом приближении) 
соответствующие ожидаемые показатели точности и надежности 
устройств и тем самым выбрать п обосновать их схемное решение, 
удовлетворяющее заданным техническим условиям (иными сло­
вами, подобные расчеты позволяют ответить па вопрос о целе­
сообразности выбора той или иной схемы устройства в целях его 
использования для решения заданного круга задач);

2) по оговоренному допускаемому времени хранения и эксплуа­
тации устройства назначить реально выполнимые допуски на от­
дельные его элементы с тем, чтобы выходная ошибка устройства 
с определенной вероятностью удовлетворяла поставленным тех­
ническим условиям.

.



ГЛАВА ВТОРАЯ

Основы нелинейной теории 
точности механизмов 

с низшими кинематическими парами

§ 5. Общие замечания

В нелинейной постановке задачи точности механизмов основное 
внимание уделяется методу определения ошибок положения, 
скоростей и ускорений ведомых звеньев механизма, имеющего 
известные первичные ошибки. Метод заключается в прямом при­
менении вычислительной математики и вычислительной техники 
к решению уравнений, описывающих поведения механизма, без 
преобразования уравнений к явному виду и без упрощения урав­
нений путем разложений в соответствующие ряды. Ошибки меха­
низма могут быть как малыми, так и большими.

При рассмотрении партии механизмов, выполненных по одно­
му конструкторскому и технологическому проекту, приходится 
считать, что в механизме первичные ошибки случайны и их зако­
ны распределения известны. В этом случае поведение механизма 
описывается системой стохастических уравнений, для решения 
которых предлагается два метода, из которых один основан на 
так называемых деревьях логических возможностей, а другой — 
на развитии метода статистических испытаний. Оба метода при­
годны как для малых, так и для больших первичных ошибок и поз­
воляют находить законы распределения или гистограммы ошибок 
положения, скоростей н ускорений ведомых звеньев. Кроме того, 
решаются вопросы, связанные с изменением действия подвижных 
звеньев на неподвижное звено, возникшим от первичных ошибок 
механизма.

При рассмотрении задачи точности механизмов, работающих 
в кинематических условиях, прнходптся иметь дело с уравнениями 
в конечном виде, а при работающих в динамических условиях — 
с дифференциальными уравнениями.

Следует иметь в виду, что изложенный ниже аппарат по нели­
нейной теории точности механизмов будет полезен в тех случаях, 
когда изучаемый вопрос нельзя решить с помощью линейной тео­
рии точности.

В гл. I в рамках линейной теории точности были изложены 
некоторые общие вопросы точности и надежности устройств. 
Излагаемый ниже материал нелинейной теории точности также
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может быть использован при решении задач проблем надежности, 
когда подобная постановка задач связана с исследованием точно­
сти функционирования устройств' за время их эксплуатации.

§ 6. Информация, 
необходимая для решения нелинейной задачи 

теории точности

Пусть заданы уравнения механизма с низшими парами, опре­
д е л я ю щ и е  координаты ведомых звеньев в функции координат 
ведущих звеньев. Уравнения написаны для механизма, не имею­
щего первичных ошибок, и для механизма, у которого первичные 
ошибки существуют. Число уравнений в обоих случаях не меньше 
числа обобщенных координат ведомых звеньев:

F t (a,-, qn ф„) =  0, (6.1 )

j  ^  1 , 2, . ..-, f ;  г =- 1 , 2 , . . . ,  г‘ ; и =  1 , 2, . .., и‘ ;

/ =  1 ,2 , . . . ,  Г;

а  — координата ведущего звена; у* — число координат всех ве­
дущих звеньев, равное сумме чисел степеней свободы этих звеньев; 
Ф — координата ведомого звена: и* — число координат всех ве­
домых звеньев. равное сумме чисел степеней свободы ведомых звень­
ев; qT — постоянные параметры механизма, имеющие номиналь­
ные значения при отсутствии первичных ошибок механизма; г* — 
число параметров.

Механизм с одним ведущим звеном и одним ведомым, имеющи­
ми по одной степени свободы, описывается единственным уравне­
нием:

F ( a , q r, < р ) - 0. (6.10
Скорости и ускорения ведомых звеньев определяются уравне­

ниями, полученными путем дифференцирования уравнений (6.1 ) 
по времени,

2  +  о- (6 -2)

2  ( i§ -  f -Щ-*i) +  S  (•- ^ г ' ^  ») =  0- (6-3)

где фц =  2 - ^ ^ -
i 3

Здесь принято, что время не входит в уравнения (6.1 ) в явном 
виде, первичные ошибки механизма не зависят от времени или 
изменяются столь медленно, что их скорости и ускорения на не­
сколько порядков меньше скоростей и ускорений звеньев механиз­
ма (можно еще так сказать: первичные ошибки изменяются за 
весьма длительное время эксплуатации и хранения механизма; 
эти изменения могут ограничить долговечность механизма).
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Первичные ошибки могут быть детерминированы, и тогда все 
q. в уравнениях будут известны. Это имеет место при рассмотре­
нии конкретного экземпляра механизма. Но встречаются п слу­
чайные первичные ошибки. Б одних случаях они принимают лю­
бое значение в границах допусков, и нужно лишь знать законы 
распределения величин ошибок внутри допусков. В других слу­
чаях первичные ошибки имеют конечные числа значений с задан­
ными вероятностями. В общем случае число значении первичных 
ошибок бесконечно велико. При рассмотрении партия спроекти­
рованных механизмов (или спроектированных и построенных) 
первичные ошибки являются случайным» величинами.

Если зазоры в кинематических парах малы и можно пренебречь 
добавочными перемещениями одних элементов пар относительно 
других в границах зазоров, то рассмотренная информация и ин­
формация о движении ведущих звеньев достаточны. В самом деле, 
механизм будет иметь число степеней свободы, равное числу неза­
висимых координат ведущих звеньев. Решая уравнения (6. 1) -  
(0.3) для механизмов без первичных ошибок и с первичными 
ошибками, найдем ошибки положения, скоростей и ускорений 
ведомых звеньев в зависимости от движении ведущих звеньев. 
Это будут ошибки, найденные в условиях кинематики.

При рассмотрении динамики механизма могут быть два случая.
Во-первых, иногда важно иметь не только малые ошибки ведо­

мых звеньев, необходимо еще строго осуществлять определенные 
движении ведущих звеньев. Тогда заданными будут движения 
ведущих звеньев. Движения ведомых звеньев определяются по 
уравнениям (0.1) — (0.3) н условиях отсутствия всех первичных 
ошибок. Часть внешних сил на основе принципа Даламбера при­
дется так подобрать, чтобы точно осуществить нужные движения 
ведущих звеньев механизма без ошибок. И изучаемом случае 
появляются новые первичные ошибки, заключающиеся в несов­
падении сил, действующих на механизм, с силами, найденными 
на основе применения принципа Даламбера. Если важна упру­
гость звеньев, то другие первичные ошибки состоят в отклонении 
упругости существующих звеньев от соответствующих номиналь­
ных значений. Затем существующие величины масс звеньев будут 
не совпадать с заданными величинами. Расположение массы каж­
дого звена отклонится от заданного: не совпадут положение центра 
тяжести, моменты инерции относительно трех нскомплапарных, 
пересекающихся в одной точке, осей координат, центробежные 
моменты инерции относительно тех же осей. Теперь необходимо 
иметь информацию о новых первичных ошибках, которые мо­
гут быть детерминированными или стохастическими. Находят 
в этих кинетостатических условиях движение ведомых звеньев 
механизма с первичными ошибками. Так получают ошибки поло­
жения, скоростей, ускорений ведомых звеньев, которые пе совпа­
дают с одноименными ошибками, полученными в кинематических 
условиях. Несовпадение ошибок положения вызвано силовыми
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деформациями звеньев, а ошибок скоростей н ускорений — тем 
что движения ведущих звеньев механизма с первичными ошибка 
мн будут иными, чем в кинематических условиях.

Во-вторых, в других случаях не важно строго соблюдать дви 
жение ведущих звеньев. Тогда следует задаться внешними сила­
ми. а не движениями ведущих звеньев. И остальном необходимо 
иметь информацию, рассмотренную выше. Решают уравнения (6.1).
(6.2) и составляют выражения кинетической энергии и обоб­
щенных сил механизма. Из уравнении Лагранжа 2-го рода, напи­
санных для механизма без первичных ошибок, находят движения 
ведущих и ведомых звеньев, движения считаются «идеальными». 
Д а л е е -решают уравнения Лагранжа для механизма с первичными 
ошибками. Находят ошибки положения, скоростей и ускорений 
ведомых звеньев, которые теперь получены в динамических усло­
виях. Ошибки скоростей н ускорений не совпадут с одноименными 
ошибками в кинематических и кинетос-татпческих условиях.

§ 7. Сущность моделирования па ЭЦВМ

Уравнения (6.1) — (6.3) и уравнения, полученные применением 
принципа Даламбера или па основе использования уравнений 
Лагранжа 2-го рода, могут быть детермнинровапнымп или неко­
торые из слагаемых в уравнениях будут случайными. Все зависит 
от природы первичных ошибок. Задача моделирования состоит 
в решении упомянутых уравнений для механизма без первичных 
ошибок, уравнения в этом случае будут детерминированными. 
Затем приходится решать уравнения для механизма с первичны­
ми ошибками, уравнения теперь могут быть как детерминирован­
ными, так и стохастическими. В обоих случаях находят движения 
ведомых звеньев. Путем вычитания первого решения из второго 
находят ошибки положений, скоростей и ускорений ведомых 
звеньев.

При стохастическом характере первичных ошибок задача моде­
лированная также заключается в том. чтобы представить первич­
ные ошибки случайными числами, подчиняющимися законам рас­
пределения первичных ошибок и лежащими в границах, соответ­
ствующих допускам. Требуемое количество чисел, представляю­
щих первичную ошибку, зависит от того, насколько точно 
и с какой вероятностью эти числа представляют закон распреде­
ления первичной ошибки. Затем находят все возможные случай­
ные сочетания случайных значений первичных ошибок, если число 
случайных сочетаний не весьма велико. Определяют вероятность 
каждого случайного сочетания на основе законов распределения 
первичных ошибок. При весьма большом или бесконечно боль­
шом числе случайных сочетаний, случайных значений первичных 
ошибок находят только некоторое число случайных сочетаний. 
В обоих случаях стохастические уравнения последовательно ре­
шают для условий, указанных в каждом очередном случайном 
сочетании.
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Далее задача моделирования заключается в отыскании зако­
нов распределения (или гистограмм) ошибок положения, скоро­
стей, ускорений ведомых звеньев на основе имеющихся случай­
ных сочетаний случайных значений первичных ошибок. Эта часть 
моделирования проводится по-разному для конечных и бесконеч­
ных стохастических процессов. Речь идет о процессах, образован­
ных первичными ошибками. В первом случае каждая первичная 
ошибка принимает конечное число случайных значений с задан­
ными вероятностями. Во втором случае первичные ошибки непре­
рывны в границах допусков.

Координаты, скорости, ускорения ведомых звеньев механизма 
вычисляют при выбранных значениях координат ведущих звеньев. 
Обозначим через А „ число выбранных положений ведущего звена 
номер и. Вычисление ошибок ведомых звеньев придется произ­
водить в следующем числе положений механизма:

Как известно, первичными ошибками механизма, изучаемого 
в кинематических условиях, называют отклонения расположений 
в звене элементов кинематических пар от идеальных положений 
и отклонения существующих поверхностей элементов от заданных 
геометрических форм [14]. Для механизма, работающего в усло­
виях динамики, добавляются первичные ошибки, состоящие в от­
клонении величин и направлений внешних сил, действующих 
на механизм, величин масс звеньев от заданных значений, упру­
гих и прочностных свойств звеньев от заданных характеристик, 
в неправильностях распределения масс в звеньях.

Пусть первичные ошибки механизма детерминированы и из­
вестны. Если механизм содержит пассивные связи, как, например, 
плоские или сферические механизмы, то следует убедиться в том. 
можно ли механизм собрать при имеющихся первичных ошибках 
или он стал фермой в силу превращения пассивных связей в ак­
тивные. В других случаях подвижность механизма сохраняется 
по причине существования зазоров в кинематических парах, 
т. е. в кинематических парах появляются новые перемещения 
одного элемента относительно другого, не существующие при 
идеальных кинематических парах. Тогда уравнение (6.1) и их 
производные по времени следует уточнить, приняв во внимание 
новые свойства кинематических пар. Наконец, первичные ошибки 
могут не повлиять на пассивные связи: плоские механизмы оста 
ются плоскими, сферические — сферическими и т. д.

Уравнения (6.1) — (6.3) во всех случаях, кроме превращения 
механизма в ферму, решают на вычислительной машине в условиях 
кинематики; в условиях динамики следует еще решить уравнения,

и

(7.1)
U

§ 8. Вычисление ошибок механизмов, 
когда первичные ошибки детерминированы
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получающиеся на основе применения принципа Даламбера или 
путем использования уравнений Лагранжа 2-го рода.

Пример 8.1
Рассмотреть динамику плоского кривошипно-ползунного ме­

ханизма при наличии трения в паре кривошип — шатун, имеющей 
зазор. Схема механизма показана на рис. 8. где зазор  ̂ изобра­
жен в увеличенном масштабе.

Учет сил трения является существенным приближением моде­
ли к реальному механизму, поскольку в любом шарнирном соч 
ленении возникают силы трения при относительном движении 
элементов кинематической пары при контакте между ними.

При наличии трения во вращательных кинематических парах 
величина и направление силы реакции становятся зависимыми от 
взаимного расположения звеньев механизма.

Это приводит к ряду специфических особенностей составления 
соответствующей математической модели. Для того чтобы выяс­
нить характер влияния сил трения на динамику механизмов, бу­
дем учитывать силу трения только в паре с зазором, полагая за­
данным движение кривошипа с постоянной угловой скоростью.

Многочисленные работы в области исследования природы кон­
тактного взаимодействия твердых тел позволяют в достаточно 
общем виде выразить силу трения, возникающую при относитель­
ном движении элементов кинематической пары, следующим об­
разом:

F TP= — fl(A is ign Y  +  А¥Г +  ^зТ2), (8.1 )

где ki, к2 и к3 — соответственно коэффициенты сухого, вязкого и 
квадратного трения; Я  — нормальная составляющая реакции в 
шатунном подшипнике; у — угловая скорость относительного 
движения пальца кривошипа в подшипнике, определяемая из ре­
шения уравнений движения звеньев механизма.

Уравнения движения рассматриваемого механизма составля­
ются на основе уравнений Лагранжа 2-го рода. При этом силу
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трения в шатунном подшипнике, направленную по касательной i 
его поверхности (см. рис. 8), отнесем к внешним силам. Следова 
тельно, обобщенные силы r уравнении Лагранжа ока.чываюто 
зависящими от обобщенных координат, и\ скоростей п ускорений 
поскольку от ;it ii\ же величин зависит значение Н.

Опуская промежуточные выкладки, связанные с определение* 
выражений для обобщенных сил и выводом дифференциальноп 
уравнения второго порядка относительно обобщенной координаты 
у (для замкнутой кинематической цепи), приведем последнее в 
следующем виде [19]:

у А [\Ji sin2 т +  Л/3t g Ч sin 2? 1 M„ cos- у —

m> (к, s ig n  у +  k li  +  Ы ’)

2 [sin т +  (k i sign у  +  ^гУ +  ^ T 2) sin Ti]

Г cos у  f  . . cos у  (!> 3 \ . . cos у  cos 3 1

v  L « 7 ^  “  I -4"1 T r sm T ------- Н Ч  “

— y2A ( ,) ,/n sin 2y 4- М я tg 3 cos 2y ]  —

- /со2 [Л/ 2 cos a sin у -]- M 3 Ig  cos (a 7 ) — M 0 sin a cos y\ -j-

m i (k\ sign у  +  kzy +  for2)

2 | sin т +  ( k i sign у  -)- к-гу -)- кзT2) sin Ti 1

x I f  [((j* -  w<) t g f  * £ £ ]  -  [(<[5= -  <o! ) tg 3

—  у
I  COS

sin;4—2̂ Sis>3'' )"5” s*n  ̂— т ^2 cos  ̂— r(° 2 cos а —^2̂ cos ^

---- g- (со2 sin 3 +  t2 A y" ̂  ) cos gcosfij —

— тге2°S T — (sin Y +  cos y tg ft) F  (a), (8.2)

я г Л/4 v ir | * ж f f l 2 i ■ г  Ш2 .
где Л/ 0 =  cog2 3 — m3; M 2 ■= m2 - f  m3; M 3 -y- + m 3; M 4= - g -+ m 3;

^ 2> т з — массы шатуна и ползуна соответственно; F  (a ) — при­
ложенная к механизму внешняя сила, которая принята изменяю­
щейся по следующему закону:

F  (а) =  Р  sign (sin a), Р  — const. (8.3)

Уравнение движения механизма в условиях разомкнутого сос­
тояния его кинематической цепи запишем так:

М 2£ — М-л I g 3 у — М 2гсо2 cos a — iV/3rco2 sin a tg 'i - f
. l /з (rco cos а 4- т  Д cos у)2 r->, ч

+  — — о т г ------ --- - ^ a );
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— М .11 g ■?>? i- \I„ij ~ .W„m2 sin a - M :i I g Vor cos a — (8/1)

-  « W fg g a i J fc- [ 7 S . + W 1* ? .
Из рассмотрения уравнений (8 .2 ) и (8 .4 ) следует, что первое 

из них записано в полярной системе координат, а последние — в 
декартовой (см. рис. 8). Целесообразность подобного подхода к 
составлению соответствующих уравнений связана с существенны­
ми упрощениями, имеющими место при составлении программ 
вычислений на ЭЦ1Ш траекторий движения отдельных звеньев 
механизма. Последовательное решение уравнений (8 .2 ) и (8.4) 
обеспечивается выполнением следующего условия:

/ ? > [ ! ( « ) ,  (8.Г»)

где ^ — некоторая малая величина, определяемая точностью ре­
шения.

При удовлетворении неравенства (8.5) на ЭЦВМ осуществля­
ется решение уравнения (8.2), в противном случае — системы урав­
нений (8.4). Описание соответствующего моделирующего алгорит­
ма, реализующего решение дифференциальных уравнений (8.2) и
(8.4) с учетом неравенства (8.5), приведено в [19]. Ниже, на осно­
вании указанного моделирующего алгоритма, в табл. 1—3 при­
ведены характерные данные расчетов, выполненные для кривошип- 
но-ползунного механизма в условиях, когда сила трения может 
быть записана в полной или укороченной форме выражения (8.1), 
а внешнее воздействие подчиняется закономерности вида (8.3).

Г а о .ч и ц а 1

ki кЯ - / (а) 0; О) -Г> \ -3-10-* .м; г/1 0,1 ; т-2/шз 0.12

Показатель
0 0,001 0,01 0.1

Значения а, при которых происходят 
разрыпы кинематической цепи, гра­
дусы

88, 92, 95 
282— 294

88, 92 
296, 323

88, 93 88

Максимальная длительность отрыва 
(по у глу  я):

1“27' 1 °22' 1 -20' 48'

а) на участках, предшествующих на­
рушению контакта « тах///„ 1|1ах

4,fi 5,1 4,9 1 ,fi

6) на участках дпнженни Г>сз наруше­
ния контакта П тя% Н п mav

1,7 5,8 2,9 2,2

Максимальная скорость относитель­
ного движения при восстановлении 
контакта, м и-гк

0,0267 0,027 0,025 0,015

Продолжительность переходного про­
цесса (по я ), градусы

—- 83 13 1 ,«
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Т а и л  н ц а 2

0) 5><vk-1; i  —  3-11Г*, .и; r >/- U,5; т г'т а  -  0,12; / ( a )  0

ki 0 0 0 0 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
А’2 0 0 0,01 0,1 0 0 0 0,01 0,1 0,01 0,01
кз 0,01 0,1 0 0 0 0,01 0,1 0 0 0,01 0,1

П родолжителыюсть 
переходного процесса 
(по а), градусы

34,7 5,7 12 12 7,0 8,9 3,8 5,2 4,1

T  а 6 л  и ц a 3

Д 3 '10 5 .w; F TV —  0; r / l - - 0,1; тг/шз =  0,12

Показатель
Р, н

0 1000 2000 4647,5 10 000

Значения а, при которых про­
исходят разрывы кинематиче­
ской цепи, градусы

88, 92, 95 
282— 294

101, 105 
180

115
117

180 180

Максимальная длительность от­
рыва (по у глу  а)

1 27' 32' 25' 16' 13'

а) на участках, лредшест 
вующнх нарушению кон­

такт3 Лтах/^и max

4,6 9,5 6,2 1 1

G) на участках движения 
без нарушения контакта 

^ т а х ^ и  шах

1 ,7 24,5 98,5 20,4 15,7

Максимальная скорость отио 
сительного движения при вое 
становлении контакта, m /w k

0,0267 0,07 0,11 0,01 0,27

Время свободного движения, 
сек

0,005 0,0018 0,0015 0,0009 0,0007

В работе 119] было показано, что при F тр =  0 возникшее ко­
лебательное движение точки контакта в условиях замкнутости 
кинематической цепи не прекращается, вследствие чего изменения 
величины реакции носят колебательный характер па всем рассмат 
риваемом интервале изменения независимой переменной. При этом, 
как правило, не удавалось выявить периодичности указанного 
движения. Аналогичное явление имеет место также в условиях 
Ftp =  — R k t f 2 (см. табл. 2). Однако в большинстве расчетных 
случаев наличие F Tp 0 приводит к затуханию колебаний вели 
чины R, возникающих, в частности, из-за нарушения контакта в 
кинематической паре с зазором. Проведенные расчеты показали, 
что при наличии трения в паре с зазором продолжительность перо 
ходного процесса убывает с ростом значений коэффициентов k it
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к2 и А3, каждый из которых в качественном отношении может ока­
зывать различное влияние на протекание переходного процесса. 
При немалых значениях сил трения в ряде расчетных случаев 
уже на втором обороте вращения кривошипа механизма наблю­
дался установившийся режим движения независимо от выбора 
начальных условий последнего.

Согласно данным табл. 1 и 3 -FTp в отличие от F ( а) не оказы­
вает существенного влияния ни на длительность (по углу  а) разом­
кнутого состояния кинематической цепи, ни на скорость относи­
тельного движения элементов кинематической пары при восстанов­
лении контакта, а действие изменения величин модулей указанных 
сил идентично в отношении уменьшения количества участков 
движения, сопровождающихся явлениями разрыва кинемати­
ческой цепи. При проведении расчетов, в частности, было выб­
рано значение Р  — 4647,5 к, соответствующее максимальной 
силе инерции, действующей на массу т3 (см. табл. 3). В этом слу ­
чае кривошипно-ползунный механизм с зазором в динамическом 
отношении ведет себя подобно идеальному механизму до углов 
поворота а =  л . При этом зазор полностью выбран, и график 
зависимости реакции в паре кривошип — шатун совпадает с со­
ответствующим графиком реакции в идеальном механизме [19].

Таким образом, силы трения в кинематических парах с зазо­
рами и внешнее воздействие оказывают существенное влияние на 
характер динамических показателей механизма.

§ 9. Применение метода деревьев 
логических возможностей в нелинейной задаче 

точности механизмов
В настоящее время в связи с непрерывно увеличивающимися 

возможностями вычислительной техники все большее значение 
приобретает развитие методов реш зния задач в области машино­
строения, основанных на математическом моделировании, прежде 
всего метод статистических испытаний (метод СИ) и метод деревь­
ев логических возможностей (метод Д ЛВ ).

Отметим, что метод Д Л В , основанный на использовании ряда 
теорем, касающихся свойств линейных графов, впервые при ре­
шении рассматриваемого круга задач был успешно применен при 
Разработке и проверке приближенных формул для расчета точ­
ности фрикционных механизмов [23]. Однако в линейной теории 
точности возможности применения метода Д Л В  ограничиваются, 
по-видимому, одним только построением закона распределения 
°пщбки положения (или перемещения), основанным на рассмот­
рении лагранжева дерева, ветвям которого, инцидентным одной 
вершине, приписывается вполне определенная «масса» вероят­
ности. Поэтому данный метод ввиду очевидных трудностей, свя­
занных с относительно большим объемом трудоемких вычисли­
тельных работ, в течение многих лет не получал дальнейшего раз­
вития при решении задач в рамках линейной теории точности.

 ̂ Н. г. Бруевич, В. И. Сергеев 33
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При разработке нелинейной теории точности 112, 241 было по­
казано, что при использовании средств вычислительной техники 
метод Д Л В  наряду с методом СП может быть применен при иссле­
довании точности самых разнообразных устройств, поведение' 
которых описывается как конечными, так н обыкновенными диф­
ференциал ышмн уравнениями (в том числе с существенными не­
линейностями). При этом в ряде инженерных задач относительно 
невысокой сложности применение метода Д Л В  может дать опре­
деленные преимущества по сравнению с методом СИ ввиду про­
стоты формирования законов распределения случайных чисел, 
характеризующих собой в определенном масштабе соответствую 
щие величины производственных погрешностей (первичных оши­
бок) в изготовлении отдельных звеньев н элементов устройств. 
Отмеченное обстоятельство приобретает особое значение в слу 
чае, когда законы распределения первичных ошибок получены 
эмпирическим путем п не поддаются аппроксимации с желаемой 
точностью при помощи относительно несложных аналитических 
выражений.

Кроме того, следует иметь в виду, что метод Д Л В  позволяв! 
отыскивать решение стохастических уравнений на ЭЦВМ и АВМ 
без какого-либо формального преобразования соответствующего 
алгоритма или вида машинного уравнения, составленных для ре 
шения задачи в детерминированной постановке.

Перейдем к рассмотрению метода Д ЛВ  в приложении к реше 
нию задач в области теории точности, используя для этой цели ря.' 
понятий, принятых в работах [12, 24, 25].

Пусть имеется некоторое пространство логических возможно 
стей. В этом пространстве может быть построено так называемое 
дерево, представляющее собой связанный граф, в котором нет 
пи одного контура. Каждая ветвь такого дерева характеризует 
один из возможных исходов опыта, заключающегося в том, чти 
при измерении некоторого параметра звена пли элемента устрой 
ства была выявлена конкретная величина соответствующей пер­
вичной ошибки.

В условиях массового изготовления устройств по одному коп 
структорскому и технологическому проекту все первичные ошиб­
ки принимают случайный характер, причем их модули ограни­
чены соответствующими полями допусков. Тогда каждой ветви 
дерева приписывается некоторая вероятностная мера, представ­
ляющая собой безусловную пли условную вероятность получения 
отдельных одноименных первичных ошибок или возможного 
сочетания разноименных первичных ошибок.

Сначала будем рассматривать первичные ошибки, представ­
ляющие собой независимые (в статистическом смысле) скалярные 
величины. Для многих типовых технологических процессов изго­
товления отдельных звеньев п элементов устройств подобное ог­
раничение по является существенным [14, 17, 22].

Обычно принимают, что в условиях массового изготовлена
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устройств первичные ошибки подчиняются непрерывным законам 
распределения, усеченным в границах поля допуска. При этом 
при проведении практических расчетов нормирующие множители 
в большинстве случаев не вводятся вследствие малости величин 
соответствующих поправок по отношению к требуемой точности 
решения рассматриваемого круга задач.

Отметим следующее обстоятельство. В общем случае первичные 
ошибки, удовлетворяющие заданным техническим условиям на 
точность производства, могут принимать любые значения внутри 
ограничивающего их поля допуска. Однако технические средства 
измерения качества изготовления звеньев и элементов устройств 
обычно дают дискретные значения скалярных первичпых ошибок, 
причем дискретность определяется точностью отсчета выбранных 
средств измерения. Таким образом в вопросах исследования точ­
ности устройств приходится иметь дело с конечным (или в предель­
ном случае бесконечным) счетным множеством значений пер­
вичных ошибок.

При проведении аналитических расчетов, характерных для ли­
нейной теории точности, полученные по экспериментальным дан­
ным дискретные законы распределения первичных ошибок, как 
правило, аппроксимируются простейшими аналитическими зави­
симостями, которые в ряде случаев принимаются за теоретические 
законы распределения. Поэтому метод СИ, дающий возможность 
формировать дискретные законы распределения с шагом, отвечаю­
щим требованиям, которые предъявляются к измерительным сред­
ствам в условиях производства, в принципиальном отношении 
является не менее строгим по сравнению с аналитическим методом 
расчета точности устройств, для которого первичные ошибки 
принимаются подчиненными непрерывным закопам распределе­
ния.

Метод Д Л В  также основывается на представлении законов рас­
пределения первичных ошибок в виде дискретных и во многих 
случаях (например, при наличии в устройствах нескольких раз­
ноименных первичных ошибок), не уступая по своим показателям 
точности методу СИ, позволяет решить задачи более коротким и 
простым путем. Отмеченное обстоятельство определяется тем, что 
при применении метода Д Л В , во-первых, требуется меньшее ко­
личество вариантов возможных случайных сочетаний разноимен­
ных первичных ошибок п, во-вторых, нет необходимости в форми­
ровании законов распределения первнчных ошибок при помощи 
генераторов случайных чисел, таблиц псевдослучайных чисел и т. п.

Поясним каждое пз указанных обстоятельств. Первое из них 
основывается на представлении закона распределения в виде 
некоторой дискретной последовательности сравнительно небольшого 
количества значений одноименных первичных ошибок, каждому 
из которых приписывается соответствующая «масса» вероятности. 
Тогда любое отдельное случайное сочетанно случайных значений 
разноименных первичпых ошибок представляет собой так назы-
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ваемую реализацию, вероятность появлепия которой определя­
ется «массами» вероятностей выбранных значений первичных оши­
бок. Поэтому в методе Д Л В  каждая полученная указанным об­
разом реализация образует вполне определенный путь в дереве 
логических возможностей и имеет сравнительно легко определя­
емую вероятность. Очевидно также следующее: число путей в 
дереве логических возможностей значительно меньше соответ­
ствующего числа реализаций, необходимых для решения задачи 
по методу СИ. Вместе с тем точность решения задач по методу Д Л В  
в общем случае ниже точности решения по методу СИ. Это отно­
сится, в частности, к задачам нелинейной теории точности, в ко­
торых имеет место относительно большое количество разноимен­
ных первичных ошибок, распределенных по выбранным из тео­
ретических соображений законам, формирование которых может 
быть осуществлено сравнительно несложным путем.

Из изложенного следует, что для отмеченного выше второго 
обстоятельства, характерного для метода Д Л В , формирование 
произвольного вида закона распределения случайных величин 
производится по одному общему правилу и не связывается с не­
обходимостью наличия для проводимых расчетов аналитического 
выражения закона распределения. Кроме того, в методе Д Л В  в 
отличие от метода СИ при формировании законов распределения 
отпадает необходимость статистической проверки качества полу­
ченных тем или иным способом псевдослучайных чисел по 
таким категориям, как «случайность», «некоррелированность» 
и др.

Отмеченное выше дает основание полагать, что метод Д Л В  в 
условиях его дальнейшего развития может стать действенным ап­
паратом исследования достаточно широкого круга прикладных 
задач, при решении которых в настоящее время используются 
возможности, основанные на применении разработанных положе­
ний метода СИ [26, 27].

Разберем на простейшем примере графический и табличный 
способы построения дерева логических возможностей, для случая, 
когда требуется определить законы распределения ошибок ведо­
мых звеньев механизма в предположении, что первичные ошибки 
случайны и принимают конечное число значений с заданными 
вероятностями.

Итак, пусть механизм имеет несколько первичных ошибок, каж­
дая из которых принимает конечное число случайных значений с 
заданными вероятностями. Все возможные комбинации значений 
разных ошибок можно представить с помощью дерева логических 
возможностей. На рис. 9 представлено дерево, на котором бук­
вами a, b, е, g обозначены разноименные первичные ошибки. 
Построение начато из точки О, пазываемой вершиной первого 
ранга или корнем. Ошибка а имеет только одну детерминирован­
ную величину, так как вероятность ее появления Р а =  1. Пря­
мая а, выходящая из корня дерева, в терминологии, принятой для
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деревьев, называется ребром или ветвью первого ранга или пер­
вого ряда. Конец отрезка, обозначенный точкой а, называют 
вершиной или точкой ветвления второго ранга или второго ряда. 
Как показывает рисунок, ошибка b имеет три случайных значения 
обозначенные через Ь\, Ь2, Ь3. Вероятности появления этих ошибок 
определены условными вероятностями Р а,ъ„ Р а,ы, Ра.ь,-

Отрезки аЬи аЬг, ab3 называют ребрами, или ветвями второго 
ранга или второго ряда. Ветви, выходящие из точки ветвления, 
образуют пучок. Суммэ вероятностей ветвей любого пучка должна 
Равняться единице. Концы ветвей второго ранга, обозначенные 
буквами 6ц 62, 63, образуют вершины или точки ветвления тре­
тьего ранга или третьего ряда.

Ошибка е принимает только два случайных значения. Устов- 
®Ые вероятности

Pabu etPabu е«* Р  obi Р  062 , РаЬ» еи РаЬ„ еп
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соответственно относятся к отрезкам bie1, Ь̂ е2, Ь2е1, Ъ2е2, b3elt 
b3e2, которые образуют ребра плн ветви третьего ранга или ряда. 
Концы б! и е2 этих ветвей дают вершины или пучки ветвления чет­
вертого ранга или ряда.

Ошибка g принимает четыре случайных значения, изображен­
ные отрезками е ^ и  е ^ 2, е,с3, или отрезками e.,gu e2g2, e2g3l

Условные вероятности появления разных значений ошибки равны

1  a b ic i , P a b s u  !_’Vi P a h i i - u ,;3i P a h tc u

Р а Ъ ^ е . g t i P a h # * ,  g z i  P a h  ip? , ga-1 P a t h ? * , P i '

Р а Ь ле 2,  g i  1 P al' ,r2, i P abjCo, g.,1 r *  ab3e2, g f

Отрезки, отображающие значения ошибки g, называют ребрами 
или ветвями четвертого ранга или порядка.

Отрезки, соответствующие четырем значениям ошибки g и 
выходящие из одной точки ветвления, образуют пучок ветвей. На 
рис. 9 имеется шесть таких пучков.

Согласно рисунку, имеются 24 пути, ведущие от начала к кон­
цу (от корня дерева к его вершинам).

Обозначим через п, число случайных значений первичной 
ошибки номер /. Число путей в дереве, согласно (7.1), равно

.7

A'nyreii =  I !  «з , (9.1)
3

где J  — число первичных ошибок. 11а рис. 9 имеем па =  1, пь =  3, 
пе =  2, nej ^  4.

Каждый путь образован из определенных ветвей и соответ­
ствует некоторой логической возможности. Вероятность пути 
равна произведению вероятностей ветвей, образующих путь.

Вероятности разных величин ошибок и условный характер 
вероятностей определяются технологией изготовления деталей и 
сборки механизмов. Во многих случаях вероятности ошибок, воз­
никших в элементах кинематических пар, принадлежащих раз­
ным звеньям, будут независимы друг от друга. Первичные ошиб­
ки, принадлежащие одному элементу кинематической пары, тоже 
иногда могут быть независимыми. Словом, здесь необходимо 
воспользоваться результатами анализа производства [14, 17, 22].

Если в плоском механизме рассматривают ошибки длин зве­
ньев, а в сферическом — ошибки углов звеньев, то можно счи­
тать, что в дереве через a b, е, g изображены фактические длины 
или углы звеньев.

Легко показать, что сумма вероятностей путей от корня до 
вершин, образованных ветвями одного рапга (ряда), всегда равна 
единице.

Дерево логических возможностей можно пачипать строить с 
любой ошибки и дальше вводить ошибки в каком угодно порядке.
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£} самом деле, число ветвей ранчо числу значений, принимаемые 
данной случайной величиной; вероятности ветвей, зависящие от 
технологии изготовления н сборки механизма, также не изменя­
ются.

Следует проверить, не превращаются ли в условиях каких- 
либо вариантов некоторые пассивные связи механизма в активные, 
а механизм — в ферму. Затем вычисляют уравнения механизма 
для каждого оставшегося пути по очереди и находят ошибки веддг 
мых звеньев. Последние ошибки имеют вероятность, равную ве­
роятности соответствующего пути.

Как было уже отмечено, далеко не всегда вероятности раз­
ных значений случайных ошибок носят условный характер. Тог­
да каждому ребру в дереве будет приписана безусловная вероят­
ность. Все пучки, составленные пз ветвей одного ранга или ряда 
дерева, имеют одинаковое содержание. Такие пучки называют 
эквивалентными. Каждый ряд дерева будет состав.1!он пз своих 
эквивалентных пучков. Тогда говорят, что первичные ошибки 
механизма образуют процесс с независимыми значениями.

Может случиться, что в механизме все первичные ошибки сов­
падают по числу и возможным величинам случайных значений, 
одинаковые случайные значения разных ошибок имеют одина­
ковые вероятности. В дереве логических возможностей все пучки 
ветвей, а не только пучки одного ряда, эквивалентны. Процесс, 
образованный такими первичными ошибками, известен под наз­
ванием процесса независимых испытаний.

Т а п л н ц а \

<1 (Kl

P ', P v

Oabi рь, **«,

On b-г

ОпЬз /J.,3 ^

Дерево логических возможностей очень наглядно, когда общее 
число значений случайных величин относительно невелико. При 
Умеренном числе случайных значений можно пользоваться таб­
лицами.

В левом столбце табл. 4 записаны пути от корпя О до концов 
Ветвей второго ранга. Второй слева столбец указывает вероят­
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ности этих путей. Верхняя строчка таблицы содержит обозначе­
ния концов ветвей третьего ранга. Вторая сверху строчка указы­
вает вероятности появления ветвей третьего ранга. В пересечении 
вертикальных и горизонтальных полос записаны вероятности 
путей от корня до вершин ветвей третьего ранга. В таблице сумма 
вероятностей всех путей, заканчивающихся на ветвях одного 
ранга, должна равняться единице.

Таким же образом составлена табл. 5. В пересечении верти­
кальных и горизонтальных полос записаны вероятности путей, на­
чинающихся в корне и заканчивающихся в концах ветвей четвер­
того ранга. Первые четыре буквы пути указаны в левом прямо­
угольнике соответствующей горизонтальной полосы. Последняя 
буква пути содержится в верхнем прямоугольнике надлежащей 
вертикали.

Т а б л и ц а  5

gi g i g3 g i

P g> Pg, P gз P g<

Oabiei Р ь Р е1 P b \P a \P g \ P biP elP g, P b Л Л > Pb iP eiPgi

ОаЬхег *Ь , Р ег P b P e P g> P biP e2P gt P b P e P g, P b iP e P g ,

Oabiei P t P ei р ь Л Л , р ь Л Л . P b P e P g3 p b A p g.

ОаЬъег р ь Р е, А Л Л . л л л г . P b P e P gi P bt P e P gl

Oabzei Р Ь, P c,P gi Р Ьг Р е1 P g , P b P e Pg... P b P e P gt

ОаЪзег Р ъ А г F b3P e,Pg1 P b2 P et P g t рь Л Л , P b iP e iP g i

Табл. 4 и 5 полностью содержат информацию, имеющуюся 
на рис. 9. Эти таблицы можно составлять по заданным условиям, 
не имея начерченного дерева.

Таблицы для процесса независимых испытаний более просты, 
чем сейчас рассмотренные, так как для процесса независимых 
испытаний все пучки ветвей дерева эквивалентны.

Если формула (9.1) дает большое число путей, то можно посту­
пить следующим образом. Все случайные дискретные первичные 
ошибки разбивают на несколько отдельных групп таким образом, 
чтобы любая ошибка, входящая в одну группу, отсутствовала во
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всех прочих группах. Группы должны содержать такие количе­
ства первичных ошибок, чтобы для каждой группы можно было 
удобно построить такую же таблицу, как табл. 5. Число таблиц 
равно числу групп. Таблицы содержат полную информацию о 
всех путях.

Берем в какой-либо таблице вероятности, записанные на пе­
ресечении полос. Каждую вероятность умножаем по очереди на 
все вероятности, записанные в пересечении полос другой таблицы. 
В результате будут найдены вероятности всех путей, образован­
ных случайными первичными ошибками, входящими в рассмот­
ренные две группы. Левый пря­
моугольник горизонтальной и 
верхний прямоугольник верти­
кальной пересекающихся полос 
в каждой из двух таблиц содер­
жит информацию о случайных 
значениях первичных ошибок, 
образующих путь. После этого 
можно проделать те же опера­
ции над результатом обработки 
таблиц двух групп первичных 
ошибок и таблицей третьей груп­
пы первичных ошибок и т. д.

Таким образом, вычисление 
вероятностей путей и определе­
ние набора случайных значений первичных ошибок для каждого пути 
распадается на несколько этапов: построение таблиц для каждой 
группы первичных ошибок; определение путей для первичных 
ошибок, входящих в две группы; определение путей при первич­
ных ошибках, входящих в три группы, и т. д.

Может случиться, что на некоторых этапах вероятности не­
которых путей (при принятой точности вычислений) приходится 
считать равными нулю. Такие пути, начиная с изучаемого этапа, 
не рассматриваются. Вероятности всех прочих путей этапа делят 
на нормирующий множитель. Возможен другой случай, когда на 
некотором этапе вероятности всех путей при принятой точности 
вычислений приходится считать равными нулю. Это значит, что 
такой этап и последующие этапы нельзя рассматривать при суще­
ствующей точности вычислений.

Пример 9.1
Сферический четырехзвенный шарнирный механизм представ­

лен на рис. 10. Номинальные углы сторон следующие: а =  я/2, 
b =  45°, е — 75°, g =  60°. Звено а неподвижно, звено b — ве­
дущее, g — ведомое.

Сторона а имеет пренебрежимо малую ошибку угла. Ошибки 
углов прочих сторон приходится учитывать. Фактические вели­
чины углов трех сторон и вероятности существования этих углов 
представлены в табл. 6.
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Т а б л и ц а Г>

fct — 44° b-i -  44,5° b* 4(i“

i>bi =  0,10 ° - 50 P b, -  0,40

ei - 7 4 ,5 ° /‘2 - 75,5“

P f t  — 0,50 - 0 ,5 0

pi =59° Pi -  59,5° ,if3 =  60,5 ° §4 =01°

P g I -=0,10 P e , U,40 4
:

о СЛ

Ввиду малости можно пренебречь прочими первичными ошиб­
ками механизма.

У гол  адп поворота ведомого звена зависит от угла аш поворота 
ведущего следующим образом:

1COS ЯЕа — --- 1 с,, (се — sbcg COS Я,К1) Si, sin а,h a ' "

В этой формуле синусы и косинусы постоянных углов сторон 
обозначены так: кь, *•„, .?ь,, с,„ се, с„.

Угловая скорость ведомого звена равна

wg„ -  (с,, cos х,,„ — уз) соЬ(Л 

с1леагде <ойа =  ,

х  =  (1 — .SbCos-ab[,)_l,

г/ =  sin a,„, (cg — s,,ce cos а(К(),

z =  [sc4  — (cccg — sh cos ,)2f ,A

(9.2)

Угловое ускорение ведомого звена имеет величину 

•V
I. l,J bn

d i f

(0g„ Sb j  (cb COS 0(|„, — l/z) X у C( SU1 Я( riI lly-L„
d z

da,. ■h rfa O il,a  - j-  U0)(,a .

Здесь

dxldabll — sw:3s in 2af;,„ 

dy/ch.ha — сg cos ahll — cos 2a,„„ 

dz/dc/.ba =  sft sin a,,„ (cecg — s,, cos x!l0) z:\

It ~  l')gf,/W|,n -

Найти вероятности всех путей дерева логических возможностей, 
образованных фактическими размерами сторон механизма.
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Найти для иЫ1 (И) , 0),|U - 10 сек"* const ошибки положе­
ний, скоростей и ускорений ведомого звона механизма; определить 
для этих ошибок законы распределения.

Р е ш е н и е. Из условий примера и пользуясь табл. 5, полу­
чаем вероятности для 24 путей в дереве логических возможностей. 
Каждый путь является случайным сочетанием случайных значе­
ний углов сторон шарнирного сферического четырехзвенника. 
Других сочетаний нет.

Т а (> л ица  7

Й1 -- 59 •А-i - 59,5 .-з - (i(),5 01-

л
а — 2

bi ----- W п - 74,5 J 
(•2 - - 75 ,5 ’

0, f)i >.г>0 
0,0050

0,0200
0,(1200

0,0175
0.0175

0,0075

0.0075

Ъъ — 44,5 f! - 74,5J 
«2 =■ 75,0

0,0250
0,0250

0.1000
0,1000

0,0875
0,0875

(1,0375
0,0375

Ьз -= 40е ci -  74,5-
С2 — 75,5"

0,0200
0,0200

0,08ОП
О,о80о

0,0700 
0,07t Ю

0,0300
11,(1300

В табл. 7 на пересечении вертикальных и горизонтальных 
полос записапы вероятности сочетания тех величин углов, кото­
рые указаны в трех левых прямоугольниках горизонтальных по­
лос и в верхних прямоугольниках вертикальных полос. Возьмем, 
например, пересечение третьей сверху горизонтальной полосы и 
второй слева вертикальной. В пересечении стоит цифра О,Ю0О. 
Значит, вероятность одповремепного появления углов Ь., = 44,5°; 
ех == 74,5°; g 2 — 59,5' равна 0,1000.

Уравнения были решены на ЭЦВМ типа «Минск».
Результаты вычислений даны в табл. 8. В левом столбце за­

писаны комбинации значений первнчиых ошибок, образующие 
24 пути. Следующие три столбца дают величины ошибок Д<оч,,, Д og„ , 
Aago, в правый столбец — вероятности их появления.

Пример 9.2
Рассмотреть динамические ошибки сферического механизма, 

описанного в примере 9.1.
Массы трех подвижных звеньев и размещение масс в звеньях 

Удобно определять моментами инерции массы каждого звена 
относительно неподвижных осей вращения.

Номинальные значения моментов инерции звена е относитель­
но осей Ьа и ga равны J e, ha : 2 кГ -сек2-см, J e, ea — 1 кГ-сект-см.
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Т а б л и ц а  8

Первичные
ошибки Au,gn , сек-• Ч » ’ сек~* * x g a , PaO p

e ib ig i -0,084050 1,055168 0,025921 0,005000
eib [g -2 — 0,002503 1,144055 0,028592 0,020000
e ih g 3 0,158351 1,303603 0,033931 0,017500
m b ig * 0,137690 1,374555 0,036600 0,007500
l‘ll>2gl -0 ,113832 0,309620 0,015437 0,025000
eib2g2 -0 ,031295 0,391186 0,018150 0,100000
eib2ga 0,131511 0,535932 0,023573 0,087500
eibigx 0,211813 0,599404 0,026283 0,037500
?\b3g \ -0,207775 -  1,801376 • -0,016067 0,020000
e\b3g2 -0,122260 -1,743298 — 0,013228 0,080000
£1&зА'з 0,046416 -1,645987 — 0,007556 0,070000
eib-tgi 0,129612 — 1,606456 -  0,004724 0,030000
ezbigi — 0,126478 1,597475 0,004842 0,005000
e2b\g2 -0 ,044689 1,673300 0,007616 0,020000
n b ig s 0,116603 1,808455 0,013154 0,017500
f ib ig i 0,196149 1,868036 0,015918 0,007500
ezbzgi -0,157404 0,869071 -0,005664 0,025000
ezbigv — 0,074614 0,937256 - 0,002847 0,100000
P2fc2g3 0,088659 1,057014 0,002774 0,087500
C2b2gi 0,169173 1,108842 0,005579 0,037500
ezfag l - 0,254839 -1,188087 — 0,037236 0,020000
e ib ig i —0,169035 -1,144386 -0,034293 0,080000
eib3g3 0,000177 -1,073909 — 0,028422 0,070000
esbsgi 0,083619 — 1,046877 - -0,025494 0,030000

Номинальные значения моментов инерции масс ведущего и ве­
домого звеньев таковы: Ji,ha~-3 кГ -секг -см, Jg,ga— 1,5 кГ-сек2-см.

Фактические значения моментов инерции звеньев и вероятно­
сти их существования приведены в табл. 9.

Принято, что радиусы инерции масс заменяющих точек отно­
сительно неподвижных осей вращения Ьа и ga пренебрежимо

Т а б л и ц а  9

Iе , Ьа, 1
Р г  = 0,3

е, Ьа, 1

\  ьа, 1 - 2.7 
Р т =  0,4Ь, Ьа, 1

l e, ba, 2 - 2-2 ga, 1 —

P I  „ „ =  ° ’ 7 I e, ba, 2
P r  : = 0,5

J e, ga, l

h ,  ba, 2 ~  3 ’ 3 ga, 1 =  ^
P j  = 0 , 6 P ,  — 0 , 2  

1g . ga, 1*b ,  ba, 2

^е, ga, 2 ^
= 0 , 5

е. ga, 2 
/ -= 1 7g, ga, 2 1» '

Pj — 0,8 ga, 2
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мало различаются в идеальном механизме и в механизме с ошиб 
ками:

Ре, Ьа =  0Се t g  Ь , ?а у е tg  g\

Pb, Ъа =  Х Ь t g  Ь, p g , ga --- У е  tg  g\

х е =  x b =  ОЛ — 30 см, уе — уе --- ОБ — 20 см.

Н а ведущее звено механизма действует постоянный вращающий 
момент

М ьа =  Ю кГ -см .

Н а ведомое звено действует тормозящий момент М еа1 пропор­
циональный квадрату угловой скорости вращения звена:

М ga = — K(J)ga, К  =  0,1 к Г - с е к 2с м .

Ошибки величин моментов сил столь малы, что этими ошибка­
ми пренебрегаем.

Идеальным считается механизм, не имеющий первичных оши­
бок и осуществляющий движение под действием вышеупомянутых 
моментов сил.

Начальные условия движения механизмов следующие:

а№ =  50°, 4 а  =  Ю сек '1.

Требуется определить ошибки положений, скоростей и ускоре­
ний ведомого звена и ошибку в величинах сил и моментов сил дей­
ствия подвижных звеньев на неподвижное звено механизма, найти 
законы распределения, математические ожидания и дисперсии 
ошибок, когда угол  поворота ведущего звена аЬа — 60°.

Р е ш е н и е .  Заменяем массы подвижных звеньев массами 
точек, расположенных на осях ba, eb, ge, ga. Заменяющие точки 
звена е расположены на осях еЬ и ge. Сумма моментов инерции 
относительно оси Ъа заменяющих точек на оси eb равна / с, 
а сумма моментов инерции (относительно оси ga) заменяющих 
точек на оси ge равна / е, йп. Сумма моментов инерции относитель­
но оси Ьа заменяющих точек ведущего звена равна / Ь1 Ьа. Очевид- 
ио, J g, ga равно сумме моментов инерции относительно оси ga заме­
няющих точек ведомого звена.

Несомненно, технология изготовления не налагает никаких 
связей между фактическими весами и распределением масс от­
дельных звеньев. Поэтому случайный процесс, образованный рас­
сеиванием тех моментов инерции, которые рассмотрены выше, 
есть процесс с независимыми значениями. Н а рис. 11 представлено 
Дерево логических возможностей этого процесса. В дереве имеет­
ся 16 путей от корня О ' до вершин, образованных пучками ветвей 
Jg, ga, i*/g, ga, г- В табл. 10 подсчитаны вероятности путей дерева, 
представленного на рис. 11. Вероятности записаны на пересече­
нии горизонтальных и вертикальных полос.
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При рассмотрении динамических ошибок учитываем в сферичес­
ком механизме семь первичных ошибок. Согласно формуле (9.1) име­
ется 3 -2 -4 -2 -2 -2 -2  -384 случайных сочетаний случайных значений 
первичных ошибок. Иными словами, в дереве логических возмож­
ностей, образованных семью первичными ошибками механизма, 
имеется 384 пути от корня до вершин дерева. Дерево можно себе 
представить так. Имеется дерево рис. 9, в котором каждая верши­
на — gi, g 2, g 3, g4 —  превращается в точку ветвления, дающую на­
чало дереву рис. 11. Значит, слож ное дерево состоит из дерева 
рис. 9 и из 24 экземпляров дерева рис. 11, присоединенных так, 
что корни О' последних деревьев соединяются со всеми верши­
нами g u g2, g 3, g4.

Табл. 11 содержит перечисление всех 384 путей сложного 
дерева логических возможностей, а в пересечении горизонталь­
ных и вертикальных полос указывает вероятность каждого пути. 
Самая верхняя горизонтальная полоса содержит порядковые но­
мера столбцов от 1-го до 24-го. Ппж е имеется четыре полосы, со­
держащие информацию из табл. 7. Самый левый столбец содержит 
порядковые номера горизонтальных полос от 1-й до 16-й. Пять
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Т а о л м ц а 10

1 а, кп , - 1 , 7

I ■ - 'i 7b,L«, 1 'b, ha, 2 b̂, bn.i lb, bn, 2 '3,3

'e.ba.l ^ - 8

0,0120 0,0180 0,0480 0,0720

/ 11e, ga,r 0,0120 0,0180 0,0480 0,0720

ê, ba, 2 ~
Te,Sa,, 0,9 0,0280 0,0120 0,1120 0,1080

0,0280 0,0420 0,1120 0,1680

столбцов левой части таблицы содержат информацию, взятую из 
табл. 10.

Приступаем к составлению уравнения динамики сферического 
механизма.

Кинетическая энергия механизма

Т  — i ( А;, ba I' Ьа) ^Ьа Г ( А ;, ч: 4“ ^ , .(:) ,n]i

поэтому

*> ^  1,а ' I Ь, Ьа) ^г, 'I ^-I> -:а )  I  ̂ ; Ьа^&Ьа \ ~ ^ ga d y .g a .

Введем обозначение

ыд — s,.# (cb cos аи<1 — yz). 

Тогда согласпо (9.2)

(О̂ а ~г д̂0)|,г1.

Так как

(9.3)

d  (co2 a ) 1 ‘H " $ )

d 4 a
2

t l *ha

r d y ga
-  M g a

C0go

Ba d 4 a W „a

(1(0.2 , „ 2  ^ и Ьп
' ®(,а»d к

-  — K n \u ) jM,

то уравнение движения принимает вид

К-̂ е, Ьа “V  Ь̂, ba) "f~ (-̂ р, ga “Г 1ц, ;,п) Мд1

1 / г . г  ч d  ( » д )  5  гг 3 2 1 г
~ т р  ( Л  , <<п _ |_  /.У, g it) СО,,а t i . l l дСО^а — - «

rfo)hr,

<ly.,

d з
bu
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Уравнение (9.4) придется интегрировать д ля  идеального механп .1 
ма и механизма с первичными ошибками в условиях всех 384 пу­
тей табл. И .  Таким образом, определятся движения ведущих 
звеньев. Ошибки положения ведомого звена, зависящие от поли- 
жения ведущего звена и от первичных ошибок в условиях кин> 
матики, такие же, как в предыдущем примере 9.1. Ошибки скоро 
стей и ускорений ведомого звена должны иметь новые значения, 
так как идеальный механизм и механизм с первичными ошибками

имеют иные, чем в предыдущем 
примере, скорости и ускорения 
ведущего звена. Законы распре­
деления этих ошибок надлежит 
строить на основе вероятностей 
384 путей.

Переходим к рассмотрении 
действия подвижных звеньен 
механизма на неподвижное зв( 
но. Н а рис. 12 ось O Z  прямо 
угольной  системы координат 
перпендикулярна осямшарнироь 
Ьа и ga, начало координат взяте 
в общей точке пересечения осей 
шарниров механизма.

Действие подвижных звенье) 
на неподвижное звено определя­

ется следующими уравнениями:

X  =  (/ е, ,1;а I  g, ga) Ре, ga (COS &-ga(dga Si П Cf.ga(l)ga)

Y  =  ( I e , Ьа "Ь  h ,  Ьа) Pe, ba (COS X> г  Sin CLba^ba) i

2  =  (/ e, ga  ~Ь I g ,  g a ) Pe, ga  (s ill 3-g,fi>ga —  COS d.ga(Oga )  -f-

, Ьа "b  I f ,  ba) Pft, ba (s in  (,a COS <X(,o0Зьа)! ( ̂  )

M X  M b a  "1“ ( I  e, ga !~ I ., ga )  ̂Ц 14 (sill 3-gaS^ga COS Q g a ^ g a )

I  e, т

M y =  M ga —  ( I e,ba +  h ,  ba) tg  Ь 1 (s i П Cf.b f i \ a —  COS <XbaW ba) —

l e ,  . a{!^ai

M z =  ( I e, «а +  Ig, . a) tg  g ' 1 (cos aga(x)|a +  sin agamga) +

"H ( I e ,  ba +  l b ,  ba) t g  [3 1 (COS CLbalo la -}- Sin Ctia(>iba)-

Эти уравнения нужно решить для  механизма без ошибок и меха­
низма с ошибками для  всех 384 путей согласно табл. 11. Вычитая 
из второго решения первое, найдем ошибки компонент сил и
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-0 ,2 0 -0 / 0  0  f f jf f  0,20
A a f fa //cex

Pnc. 13

Лй)дВ,//сеА

Рис. 14

моментов сил. Затем для каждого пути отдельно следует найти

A W  =  [ (Д Х )2 +  (Л  Л 2 +  (A Z )2],;%

A M 0W  =  [ (Д М * )2 +  (Д Л/Г)2+  (A M zf\ 'h.
(9.6)

Вероятности этих ошибок находят по вероятностям путей дерева 
логических возможностей.

Были составлены программы решения уравнений (9 .3 )— (9.6) 
на ЭЦВМ  типа «Минск».

Д ля  идеального механизма при у гле  поворота ведущего звена 
аЬа — 60й получились следующие результаты:

% а =  10,3137 сек \  

(оga — — 0,7118 сев-1, 

X  =  5,9554 кГ,

Y  =  8,6491 кГ,

Z  19,7050 кГ,

°ьа — 1,4913 сек 2,

6)ga — — 101,1947 сев-2, 

М 0Х  -= 97,5272 кГ-см ,  

M 0Y  =  — 363,1881 кГ-см ,  

M qZ  =  140,3638 кГ-см .
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P (A M 0 W) f (A W )

Рис. 19 Рис. 20

В механизмах с первичными ошибками искомые ошибки ведо­
мого звена изменяются в следующих диапазонах:

А(ой„, сек 1 от — 0,2457 до 0,2430 
-5,3179 4,5153 
0,0752 
2,0944

ДЫ[,„, сек - 

Д1Г, кГ  
АЛ/0ТГ, кГсм

3,3532
104,8327

Искомые ошибки имеют 
математических ожиданий:

D  | Atonal =  0,0138 сек~- 
М  [A (ogn] — 0 0012 сек~х 
D  [Acot.„] — 4,2917 селг1 
71/[ЛсЬго] — 0,1404 сек '2,

следующие значения дисперсии п

D  [Д Щ  
М  [АТГ] 

D  [ДЛ/„1Г] 
М  [ДЛ/„И'1

0,5247 кГ2,
1,3775 кГ, 
507,9678 к Г 2-см2, 

: 39,5211 кГ'СМ.

Табл. 12 дает значения искомых ошибок п их вероятностей в 
условиях первой строчки табл. И . Это значит (в кг-см-сек2), что 
Jg,ga, 1 l,^ j J Ь,Ьп, 1 “ ' 2,/, J  е,Ъа,1. - 1 0,9.

Полная информация о величинах искомых ошибок и их веро­
ятностях содержится в комплекте из 16 таких же таблиц. Каждая 
из таблиц содержит информацию, относящуюся к условиям, за­
писанным на определенной строчке табл. 11.
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Т а 6 л  п ц а 12

P IO ’ AW , v l ’ Д1Г01Г, Ъ-Гсм Д о . , г о ;-* A" gu- сек~г

e ib ig i 0,006 1,0774 27,7234 -0,0842 1,7842

в* 0 ,02 i 1,5210 22,7019 -0 ,0500 0,5105
«з 0,021 1,2386 10,7800 0,1541 — 2,0093

0,0(J(J 1,1232 17,4140 0,2342 —3,3756

е\b2gi 0,030 1,9671 37,8372 0,1129 1,4804

g i 0,120 1,8043 32,4728 —0,0332 0,1650

о И 0,105 1,4971 23,4984 0,1271 — 2,5023

я* 0,0-15 1,3595 20,8565 0,2078 -3 ,85 4 5

eib3gi 0,024 2,8374 08,3397 —0,2022 0,8707

g* 0,090 2,0800 02,8809 — 0,1211 -0 ,5662

" г 0,084 2,3200 52,2098 0,0424 -3 ,48 9 3
;ч 0,030 2,1595 47,2759 0,1247 -4 ,9761

eib ig i 0,000 1,7805 28,5392 -0 ,1243 3,1959

g i 0,024 1,6280 23,5823 -0 ,0455 1,9324
g3 0.021 1,3503 17,1138 0,1129 -0 ,6260

0,009 1,2339 17,1922 0,1926 -1 ,9211

cib-igi 0,030 2,0774 38,8401 -0 ,1 5 3 8 2,9354

g* 0,120 1,9159 33,5732 -0 ,0746 1,6316

g 3 0,105 1,6158 24,0040 0,0851 -1 ,01 1 6

g4 0,045 1,4799 21,7428 0,1653 — 2,3510

ezbzgi 0,024 2,9508 09,4340 -0 ,2457 2,4536

gz 0,090 2,7900 04,1242 — 0,1649 1,0328
g3 0,084 2,4590 53,7903 — 0,0023 -1 ,8571

g i 0,030 2,2908 48,9108 0,0796 -3 ,3265

Н а основе комплекта таблиц были построены дифференциаль­
ные и интегральные законы распределения ошибок Acotr„, A<bga, A IF , 
A M 0W ,  представленные на рис. 13— 20.

Пример 9.3
Исследовать влияние сил сухого трения на точность работы 

автоматических весов, предназначенных для  сортировки изготов­
ленных деталей по весу на несколько весовых категорий (рис. 21). 
Динамический принцип взвешивания деталей позволяет осущест­
вить высокую производительность и точность работы контрольно­
измерительного устройства, состоящего из следующих основных 
частей: пружины 1, платформы 2, соленоида 3 и фотоэлектриче­
ского элемента 4.

Процесс измерения веса детали заключается в следующем: на 
Неподвижную в начальном положении платформу устанавливается
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измеряемая деталь, в результате чего платформа снимаете,! 
с упора посредством соленоида и совершает один период свободны х 
колебаний, после окончания которого вновь останавливается упо 
ром. Величина амплитуды колебаний, пропорциональная вес\ 
детали У , измеряется фотоэлектрическим элементом в виде элект 
рических импульсов, подсчитываемых электронным счетчиком, при 
помощи которого осущ ествляется необходимая корректировка

и тем самым найден путь, пройденный платформой в ее расчетном 
движении.

С учетом малой силы сухого  трения A F  уравнение движения 
системы запишем так:

И з (9.11) вычтем (9.7 ), в результате чего получим следующее 
уравнение, описывающее дополнительное движение системы:

Пусть в партии контрольно-измерительных устройств величина 
A F  является случайной и подчиняется усеченному закону Релея

положения исполнительных 
рабочих органов металлоре 
жущего станка.

В соответствии с выбран­
ной системой отсчета уравне­
ние движения идеальной си­
стемы принимает вид

тпх0 +  cxQ =  Y ,  (9.7)

где с —  жесткость пружины. 
При х 0 (0) --= х0 (0) = (J

решением (9.7) будет

x 0(t )  — -^-(1 — coscoi).(9.8)

Откуда

^о(^) “= —̂ — sinojf, (9.9)

где со =  У  с/т,.

Рис. 21
И з (9.8) может быть найдена 
величина размаха колебаний

x l  =  2 Y lc (9.10)

т. (х0 +  Ах) +  с (х0 4 - Ах) +  A F  sign (.f0 +  А.т) =  Y .  (9.11)

тАх  +  с Ах  +  A F  sign (я0 +  Аж) -  0. 

Подставим в (9.12) выражение (9.9):

тАх +  с Ах  +  A F  sign jr- sin сot A r J — 0.

(9.12)

(9.13)
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кривую  закона Релея  разобьем на п участков (рис. 22, п — 7), 
|ля каждого из которых согласно (9.13) будем иметь

* mAxi +  сАх{ -|- A F i  sign sin at  0. (9.14)
ь . ,
JaKHM образом, процесс решения задачи может быть основан_на_ис- 
Ьользовании метода Д Л В , если принять во внимание, что каждому 
решению (9.14) будет соответствовать вполне определенная веро­
ятность P it определяемая г-й ветвью первого ранга на дереве. 
Зададимся следующими величи-
яами параметров контрольно- 
измерительного устройства У  =  
s= 1000 г\ т =  1 г-сегР/см-, с =  
=  200 г1см; (а 0) a f  =  1 г и при 
мем шаг разбиения закона рас 
пределения Релея  AF *  =  0,5- 
■ а =  const.

П оскольку амплитуда коле­
баний пропорциональна изме­
ряемому весу детали, то имеет 
место следующее очевидное ра­
венство:

A Y i/ Y  г  Ах ;: тах/2х0,

yWfrg) чш/ств)

Рис. 22

которое характеризует относи­
тельную  погрешность в измерении веса изготовленной детали.

Решение уравнений (9.14) было проведено на А В М  типа МН-7.
В табл. 13 д ля  относительных величин модуля сил сухого  тре­

ния проведены соответствующие величины относительных по­
грешностей в измерении веса деталей и указаны вероятности их 
появления, основанные на принятом разбиении на участки диф­
ференциального закона распределения rj (A F ).

Т а б л и ц а  13

Д/ i Да?г 

( Co)a F  ’  ( а° )л х

P i

^ x i ina\
2i0* ’ /0

0,25 0,75 1,25 1,75 2,25 2,75

0,11 0,28 0,29 0,19 0,09 0,03

0,04 0,11 0,20 0,27 0,36 0,44

3,2f5

0,01

0,53

Д ля  каждого единичного экземпляра динамических весов AF  =  
=  const. При рассмотрении выполненной по одному проекту пар­
тии динамических весов величина A F  становится случайной и под­
чиняется принятому выше закону распределения. Пройденный 
платформой путь в ее дополнительном движении зависит от вели-
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чипы AF  (при прочих равных условиях). При этом согласно при­
нятой схеме расчета вероятность появления тех или иных значе­
ний \xt определяется вероятностью входящих в /-ю группу ве­
личии \ F t. 'Гак пак в настоящей задаче Ах  / (A F )  является 
«почти линейной» функцией, то 1} (А х )  может в первом прибли­
жении рассматриваться как закон распределения Релея . Д ля  
приведенных выше числовых данных на рис. 22 изображен закон 
распределения т| (А х ) ,  параметр которого (о „)^х 0,032 см.

Как видно из табл. 13, малые силы сухого трения оказывают 
весьма существенное влияние па показатели точности динамиче­
ских весов. В частности, нетрудно заметить, что с вероятностью 
Р  =  0,С9 относительная погрешность измерительной системы не 
превышает 0,44°о при среднем значении погрешности, равной
0 ,2?6 (для закона распределения Релея  .1/ lA z ] - = 1,2Г» (а0)дх).

§ 10. Применение метода статистических испытаний 
(метод М онте-Карло) 

в нелинейной задаче точности механизмов

Весьма распространен случай, когда каждая из первичных 
ошибок может принимать, согласно заданному закопу распреде­
ления, любое значение в границах допуска. Тогда первичная ошиб­
ка имеет бесконечно большое число значений. Следовательно, 
уменьшение изучаемого числа случайных сочетаний случайных 
значений первичных ошибок является актуальным. В дальнейшем 
каждое случайное сочетание случайных значений первичных 
ошибок будем называть реализацией. Очевидно, каждый путь в 
дереве логических возможностей, построенном для  дискретных 
случайных величин, дает одну реализацию, имеющую легко  оп­
ределимую вероятность.

Если  не пользоваться всеми существующими в данной задаче 
реализациями, то необходимо выработать ограниченное число 
реализаций, удовлетворяющих следующим условиям: каждая 
реализация должна быть действительно случайным сочетанием 
случайных значений всех первичных ошибок, подчиняющихся 
надлежащим законам распределения; в случае процессов с неза­
висимыми значениями пли испытаниями законы распределения 
первичных ошибок должны быть независимыми между собой; при 
существовании пекоторых условий, рассмотренных в предыдущем 
параграфе, вероятности появления разных значении одной первич­
ной ошибки зависят от полученных значений предшествующих 
первичных ошибок; что касается числа реализаций, то оно должно 
быть таково, чтобы искомые ошибки были найдены с желаемой 
точностью.

Остановимся на вопросе о числе необходимых реализаций. 
Каждая первичная ошибка представляется набором случайных 
чисел подчиняющихся тому же закону распределения, как пер­
вичная ошибка номер /г; числа удовлетворяют следующему
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неравенству: 

fk-£;c <  Ха < (10. 1)

гдо Et, tj; — ннжннй и верхний пределы ноля допуска для пер­
вичной ошибки помер А; р; обозначен масштаб представления 
первичной ошибки. Количество случайных чисел в наборе, сог­
ласно теореме Я . Б ернулли  [28], определяется тем, что отношение 
количества Ьц чисел, лежащих в границах неравенств (10.1), 
к общему количеству L k чисел набора, как лежащ их, так и не ле ­
жащих в грапицах неравенств, должно мало отклоняться от ве­
роятности Рк  удовлетворения первичной ошибки допускам:

L l ' (Ю.2)
" н

где 6 h — малое положительное число. Эго неравенство должно 
соблюдаться с выбраппон вероятностью.

Если  первичные ошибки независимы друг от друга, то для 
представления каждой из них нужно образовывать свой набор 
случайных чисел, руководствуясь предыдущими неравенствами.

В реализации каждое значение первичной ошибки представ­
ляется соответствующим случайным числом. Поэтому необходи­
мое число L  реализаций равно наибольшему из L , :

L  — max L k. (10.3)

Принимая во внимание (10.3), преобразуем неравенство (Ю .2) к 
такому виду:

Y ----- Р *  < « * ••' к

Теперь Л\- — общее количество случайных чисел, представляю­
щих первичную ошибку номер А, причем L  чисел из них удовлет­
воряют неравенству (10.1). Во всех наборах содержится

(10.4)
к-- 1

случайных чисел, где J  — общее число первичных ошибок.
Рассмотрим [27] подробнее неравенство (10.2). Введем случай­

ные числа tH'** согласно следующим условиям:

1, если Хи удовлетворяет неравенству (10.1),

в остальных случаях. (Ю .о)
(<0

0

Тогда

л -
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Случайные числа не зависят друг от друга, количество их ве­
лико, действуют они приблизительно одинаково, поэтому согласно 
предельной теореме теории вероятностей можно считать, что с л у ­
чайные числа Lk/Nk подчиняются закону, близкому к закону рас­
пределения Гаусса.

Н а основании (10.5)

М [ « («1 =  0 (1 - / > * )  +  1 ^  =  П

D  [0 (k>] =  М  {[G (k)l2}  -  { М  =  0 ( 1 -  Р к)  +  1 Р к -  Р\ -

=  Р Л ^ ~ Р к ) .

Поэтому можно принять, что пропорционально среднему 
квадратическому отклонению, имеющему величину, определяемую 
нижней формулой системы (10.6). И з (10.2) получаем следующее 
неравенство:

которое не удовлетворяется с вероятностями, приведенными ниже;

Р к , % 0,0006 0,0064 0,032 0,27 0,94 4,56

Существует еще другой критерий [27] качества представления 
первичной ошибки номер к набором чисел %ft, удовлетворяющих 
неравенствам (10.1). В критерии сравнивают среднее значение

Математическое ожидание случайного числа Ха равно произведе­
нию масштаба на математическое ожидание ошибки Д 4 ,

Отсюда

(10.6)

(10.7)

4,5 4,0 3,6 3,0 2,6 2,0

с математическим ожиданием среднего значения

M l X X ] = - z - 2 M l X * h  =  ak.
к г~ Л
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удовлетворяющей допускам

а к - -  ЦцЛГ [А/к].

Сравнение осуществляют на основе неравенства Чебышева [28], 
заключающегося в следующем: каково бы ни было положительное 
число а, вероятность того, что случайная величина 'д. отклонится 
от своего математического ожидания не меньше чем на а, ограни­
чена сверху величиной D k!a?k:

^(1 Xk — a-k] > a ) ^ D J a l ,

где D h —  дисперсия случайного числа %h. Верхний предел веро­
ятности отклонения больше чем на а записывается так:

Р(\Хк —  в*| >  <х) <  At/ait.

Вероятность противоположного события имеет величину

Р  (I Хк — ак | <  а ) >  1 — D k/cq.

Обозначим Dit/x2 через ек. Тогда

а =  У D k/zk, Р(\Хк — а ц \ < У d k! 4 )  >  1 — Ч -  ( 10-8)

Применим это равенство к среднему значению Хн- Обратим вни­
мание на то, что в си лу  независимости значений (уЛ); ДРУГ от дру­
га и равенства их дисперсий

Я 1хк] = т г  =  f  = f -
L l  i= i  L *

Неравенство (10.8) дает следующее: 

p ( l b

Запишем последний результат таким образом

( Р > 1 - е { ) .  (10.9)

Среднее квадратическое отклонение ак равно произведению масш­
таба на среднее квадратическое отклонение первичной ошибки, 
взятой в границах допусков. Ч исло  Ь :; подбирают так, чтобы не­
равенство выполнялось с высокой вероятностью.

Полезно отметить, что, вместо неравенства (10.7) и для  оценки 
его левой части, можно составить другое выражение на основе 
выражения (10.8). Однако тогда получится меньшая нижняя 
граница вероятности выполнения нового неравенства. Это проис­
ходит от того ; что неравенство Чебышева справедливо при любом 
законе распределения, а в неравенстве (10.7) учтена сходимость 
закона распределения частости L kI N k к нормальному.
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Неравенства (10.7) п (10.9) показывают, что с увеличением ко­
личеств Л’а п L a случайных чисел в наборе увеличивается вероят­
ность выполнения этих неравенств. Отсюда следует, что у луч ­
шается представление первичной ошибки случайными числами.

При пользовании двумя неравенствами необходимое число L  
реализаций [см. (10.3)1 равно наибольшему числу La в этих не­
равенствах. Значит, число реализаций не особенно сильно [не 
гак. как в формуле (9.1 )] зависит от числа первичных ошибок.

Реализации создают с помощью генератора случайных чисел 
[27], который можно поочередно настраивать на нужные законы 
распределения. Генераторы в известной мере можно заменять ал­
горитмами получения псевдослучайных чисел по закону равной 
вероятности и специальными программами вычислений с целью 
получения нужных законов распределения. Д ля  дальнейшего 
изложения неважно, каким путем вырабатываются числа, подчи­
няющиеся нужному закону распределения. Поэтому дальше бу­
дем говорить о генераторах, понимая под этим не только генера­
торы, но и алгоритмы получения псевдослучайных чисел (в слу ­
чае необходимости последние будут особо оговариваться).

Если  механизм с его первичными ошибками образует случай­
ный процесс с независимыми значениями нлп  независимыми испы­
таниями, то реализации можно начинать строить с изображения 
любой первичной ошибки механизма и далее рассматривать ошиб­
ки в любом порядке. Настраивают генератор случайных чисел на 
закон распределения этой первичной ошибки. Ч исло , выданное 
генератором, дает копкретную величину ошибки. Перестраивают 
генератор на закон распределения другой первичной ошибки. 
Генератор дает новое число, принимаемое за конкретную величину 
второй ошибки. Перестраивают генератор на закон распределения 
третьей первичной ошибки и поступают, как в первых двух с л у ­
чаях. Так продолжают до исчерпания всех первичных ошибок. 
В результате получается случайное сочетание значений всех пер­
вичных ошибок, т. е. реализация. Все полученные сведения 
записывают. Таким же путем строят вторую, третью и т. д. реали­
зации, пока не наберут нужное число. Комплект реализаций яв­
ляется «моделью » того же числа построенных п обмеренных пер­
вичных ошибок механизмов. Конечно, реализации строятся по 
законам распределения первичных ошибок механизмов, изготов­
ленных по единому проекту п по одной и той же технологии про­
изводства.

В общих чертах решение задачи точности механизмов па ос 
нове использования описанных реализаций производится так же. 
как при привлечении так называемых путей дерева логических 
возможностей. Все же в обоих случаях имеются и различия. Б у 
дем рассматривать вычисления только для  одного сочетания по 
ложеннй ведущих звеньев механизма.

Находят координаты, скорости и ускорения всех ведомых зве 
ньев механизма, не имеющего ошибок. Затем обращаются к меха
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ннзму с oiiiiioivftMii и находят координаты, скорости и ускорения 
ведомых звеньев для  условий каждой реализации в от.дельности. 
Получается столько решений, сколько имеется реализаций. Из 
последних решении вычитают соответственно координаты, скоро­
сти н ускорения ведомых звеньев .механизма без ошибок. Имея 
наборы ошибок положения для каждого ведомого звена механизма 
отдельно, строим для  этого звена гистограмму, дающую частости, 
приближенно равные вероятности разных величин ошибки. Точ­
но так wee поступают с ошибками скоростей и ускорений ведомых 
звеньев с целью получения нх гистограмм. По гистограммам нахо­
дят среднее значение каждой из ошибок и среднее квадратическое 
отклонение д ля  нее.

Теперь продолжим рассмотрение точности определения ошибок 
ведомых звеньев механизма и гистограмм ошибок. Неточности 
получения ошибок ведомых звеньев происходят от того, что су­
щ ествую т не равные нулю  вероятности получения неудачного 
представления первичных ошибок случайными числами. Послед­
ние числа входят в вычисления ошибок ведомых звеньев н вызы­
вают погрешности величин ошибок этих звеньев. Интересно найти 
вероятности появления этих погрешностей.

Неравенства (1U.7) п (10.9) стохастически взаимо связаны, во- 
первых, условиями (10.5), а во-вторых, тем обстоятельством, что 
с увеличением Л\- увеличивается также L ;;. Вероятность выпол­
нения обеих неравенств для  первичной ошибки равна произведе­
нию вероятностей выполнения каждого неравенства отдельно. 
Один сомножитель будет безусловной вероятностью, а другой — 
условной. Берем в качестве безусловной вероятности наименьшую 
из двух вероятностей. Тогда условная вероятность равна вероят­
ности выполнения другого неравенства, когда Л'|, и Li- выбраны по 
более трудно удовлетворнмому неравенству. У словная вероят­
ность легко вычисляется по формулам неравенств, если в соответ­
ствующее неравенство подставить надлежащее L :i или N k.

Обозначим:

/ Л с (1 - 6 , )УСЛ, если Р ’к <  1 - е , , . ,  

(1 — *к) (Р 'к) у,л,  если 1 — <  1\.

Обозначим через х вероятность неудачного представления 
случайными числами всех независимых первичных ошибок или 
некоторых первичных ошибок в любом сочетании или хотя бы 
какой-либо одной первичной ошибки. Тогда

J - F

х < 1 - Ц е , .  (io.li)
/i=i

Произведение, стоящее в правой части (10.11), содержит веро­
ятности, относящиеся только к действующим первичным ошибкам. 
Так, при рассмотрении ошибок положения ведомых звеньев дей­
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ствующими первичными ошибками будут неправильности распо­
ложения элементов кинематических пар в звеньях и неправиль­
ности поверхностей этих элементов. Что касается ошибок величин 
и направлений сил, приложенных к механизму, ошибок в распре­
делении масс звеньев и ошибок в упругих свойствах звеньев, то 
они действуют, если упругие и пластические деформации прене­
брежимо малы. Верхний предел J  — F  числа сомножителей по­
казывает, что следует перемножить вероятности только действу­
ющих первичных ошибок.

В формуле (10.11) правая и левая части соединены одним зна­
ком неравенства, знак равенства отсутствует. Д ело  в том, что мо­
гут существовать первичные ошибки, отсутствие действия которых 
труднее обнаружить, так как для  этого необходимо выполнить 
вычисление ошибок ведомых звеньев.

Наконец, следует учесть, что вычисления всегда выполняются 
с определенной точностью, вероятность неудачного представле­
ния случайными числами всех первичных ошибок низка и часто 
оказывается за пределами точности вычислений.

Существует еще другая причипа неточности определения оши­
бок ведомых звеньев и гистограмм ошибок. Она заключается в 
том, что реализации, полученные описанным путем, образуют 
недостаточно многочисленную выборку по отношению к числу 
случайных сочетаний случайных значений первичных ошибок. 
В условиях случайных сочетаний нужно определять ошибки ве­
домых звеньев.

Выбираем по нижеследующему условию масштаб щ. д ля  пред­
ставления числами поля допуска ошибки номер к :

И» & - & )  =  * - 2 ' ” « 1 ,

где w — число разрядов в разрядной сетке цифровой части числа 
(без знаковых разрядов) в вычислительной машине.

Всякое число, меньшее 2~"', не умещается в разрядной сетке, 
д ля  машины оно то же, что нуль. Первичная ошибка представ­
ляется набором дискретных случайных чисел, неодинаковых чи­
сел будет не больш е 2Ш, некоторые числа могут отсутствовать, 
другие —  повторяться. Все зависит от закона распределения пер­
вичной ошибки и от величины представляющего набора случай­
ных чисел. Если  набор «не сколь угодно больш ой, но конечный», 
то при каждом новом рассмотрении первичной ошибки последняя 
будет представлена набором случайных чисел, не совпадающим с 
предыдущими числами, даже если бы все наборы имели одинако­
вые количества чисел. Отметим, что это несовпадение наборов 
существенно.

Допустим, что все первичные ошибки представлены своими на­
борами, имеющими по L  случайных чисел. Тогда ошибки ведо­
мых звеньев нужно определить при [см. (9.1)]

Л 'с с  -  У  (10.12)
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случайных сочетаний случайных значений первичных ошибок. 
L  реализаций составляют выборку. Отношение числа реализаций 
к числу случайных сочетаний случайных значений первичных 
ошибок равно

Если увеличить количество L  чисел в наборах, представляющих 
первичные ошибки, то, как уж е было отмечено, получаются новые 
наборы, формула (10.13) остается справедливой. Однако выборка 
составит еще меньшую часть числа случайных сочетаний случай­
ных значений первичных ошибок.

Оценим теперь число, названное нами «сколь угодно большим, 
но конечным». Дискретность чисел, вырабатываемых в вычисли­
тельной машине, приводит к тому, что непрерывная случайная 
величина заменяется дискретной, имеющей Е  2W случайных 
значений. В самом деле, произведение наименьшего числа, пред­
ставляемого в разрядной сетке, на Е ,  равно E -2 ~ w 1.

В случае закона равной вероятности в наборе будет 2т чисел, 
имеющих равные вероятности. При других законах распределения 
числа будут иметь разные вероятности. Иначе говоря, некоторые 
числа будут многократно повторяться в соответствии с их веро­
ятностями, причем вероятности всех чисел, как одинаковых, 
так и неодинаковых, равны. Общее количество N k чисел набора, 
как одинаковых, так и неодинаковых, зависит от закона рас­
пределения:

Итак, вторая причина неточности определения ошибок ведо­
мых звеньев заключается в том, что при изменении чисел набора, 
представляющего закон распределения первичной ошибки, невоз­
можно получить достаточно больш ую  выборку, составленную из 
реализаций.

Д ля  преодоления описанных трудностей заменяем непрерыв­
ные случайные первичные ошибки, удовлетворяющие допускам, 
дискретными случайными ошибками, имеющими сравнительно не­
большие количества n h значений. Необходимо, чтобы в течение 
всех статистических испытаний наборы дискретных чисел, пред­
ставляющие законы распределения первичных ошибок, не меня­
лись. Делаем число статистических испытаний во много раз боль­
ше самого больш ого количества чисел в наборах. Величину каж­
дой первичной ошибки при любом испытании берут случайным 
образом в том наборе, который представляет закон распределе­
ния этой ошибки. Теперь по мере увеличения числа испытаний 
частости появления каждого случайного значения любой пер­
вичной ошибки будут приближаться к вероятностям.

При использовании псевдослучайных чисел сначала образуют 
набор чисел, подчиняющихся закону равной вероятности. Выби­
рают количество чисел в наборе в зависимости от алгоритма пере-

(10.13)

N k -  Ф  (2W). (10.14)
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хода к закону распределении, которому подчиняется данная 
первичная ошибка. .Набор, представляющий последний закон 
распределения, должен быть сравнительно небольшим. Его за- 
1шсываел1 в той последовательности, как он был образован. При 
проведении статистических испытаний числовое значение каждой 
первичной ошибки берут в случайной последовательности в соот­
ветствующем наборе.

Можно пользоваться наборами случайных, а не псевдослучай­
ных, дискретных чисел, представляющими законы распределения 
первичных ошибок. В каждом наборе содержится сравнительно 
небольшое количество чисел. Случайные числа, например, пред­
ставляют только старшими разрядами разрядной сетки цифру 
вой части числа. Тогда нулем будет всякое число, меньшее 2~: . 
В течение всех испытаний наборы не меняются. Числовые зна­
чения каждой первичной ошибки берут в случайной последова­
тельности в соответствующем наборе.

Вероятности дискретных значений определяются с помощью 
уравнения

пИ ' f t i

| PkdX.k =  ^  j Pkd/,k =  

l 'k i= 1  4 c ( i- l )

где рц — частное от деления плотности вероятности непрерывной 
первичной ошибки, удовлетворяющей или не удовлетворяющей 
допускам, на нормирующий множитель

4 i
Рщ =  j  Pkdtk, (10.15)

где Рщ  — вероятность случайного значения номер i первнчной 
ошибки номер к.

Величины и математические ожидания дискретных значений 
первичной ошибки находим из условия

Ц  пк Ч-г
а к =  j  Pk/kd'/j- =  2  j  Pkfodx,;. (10.16)

i=1

Отсюда

h i
aki =  [  PkldXk =  ХщРщ, (10.17)

где X/<;- a hi ~ величина и математическое ожидание случай­
ного значения номер i первичной ошибки номер к. Ф ормулы
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показывают, что 

"л

а* ~  2 аК{' 
i= l

Переходим к рассмотрению дисперсий

•̂к 71 k̂i 
D  (Хк] =  (  Рк (Хк —  a kf  d%k = 2  f Рк (Хк — a kf  d%k.

zk 1=1 ^*-1 )

Введем новую переменную £г 

Хк =  Xki +  Si- 

Тогда

^к ^k i~*k  ^ki ~*кг

D  Ы  =  2  {  j  • Рк (S;)2 d h  — 2 (ак — %ki) j  P k I M ^  +  
*-1 Щх-1ТХ еВД-1Гх«

п к ^ki 

+  S [ ( a* — Х/п)2 S PkdX~\- (10.18)
i=1 Щ  t-1)

Интегралы  в фигурных скобках малы, так как область интег­
рирования каждого интеграла мала. Суммирование по i содержит 
небольшое число этих интегралов. Поэтому сумма тоже мала. 
Обозначим сумму по i через б (D  (тоЛ). Тогда дисперсия первич­
ной ошибки номер к при переходе к дискретному распределению 
равна

пк п к

2  D  [Хм1 =  2  ХмЛс; — а\ =  D  [Хк] — 6 (ГХкО* (10.19)
i—1 i—1

Теперь формулы (10.2) — (10.13) не имеют значения. Ошибки 
ведомых звеньев придется определять при

л

N ' c c  --- П ”* (Ю-20)
/Г=1

случайных сочетаний случайных значений первичных ошибок 
(сравнить с (10.12). Это число не зависит от числа реализаций.

Выбираем L  таким, чтобы была как можно большей величина 
отношения

V '  =  L/N'cc,

где N r r  определяется по (10.20). Что касается реализаций, то 
они образуются, как было изложено выше. Все различие заклю­
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чается в том, что генератор случайных чисел должен выдавать 
сигналы по дискретным законам распределения. Число реализа­
ций выбирают согласно последней формуле.

Есть еще одна причина, затрудняющая надлежащий выбор 
числа реализаций. Д ело заключается в том, что выбор следует 
оценивать по качеству приближения гистограммы искомой с л у ­
чайной величины к ее теоретическому закону распределения. 
К  сожалению, последний закон распределения весьма часто бы­
вает неизвестен. Таким образом, предложение о переходе от

непрерывных случайных величин к дискретным (см. формулы 
(10.15) — (10.18)) в некоторых случаях может быть весьма по­
лезным.

Пример 10.1

На рис. 23 изображен четырехзвенпый плоский кривошиппо- 
ползунный механизм, состоящий из стойки 1, кривошипа 2. шату­
на 3 и ползуна 4. Обозначим действительные значения длин звень­
ев 2 и 3 следующим образом:

\13 —  скалярные первичные ошибки в длинах кривошипа и ша­
туна.

Ошибку положения кривошнпно-ползунного механизма запи­
шем так:

Так как ошибка скорости и ошибка ускорения механизма являю т­
ся соответственно первой н второй производной от ошибки поло­
жения, то, дифференцируя (10.21) по времени, находим

Рис. 23

Дя =  Д/2 со, 3 -1- ( I I  +  Д/3) j / 1 -  (  si”  ? ) '

( 10 . 21)
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(Да;) =  — о) sin p | A l2 |-

(/ °)-cos3

Г д ;2 |____________{W +  M i)*  созр

(10.22)

(Д * ) =  со2 { -  A l2 c o s  3 +  (1 -  2 c o s 2 3) 

(l°2 +  Ah)2

X

X

« « / ' - ( о т * ' * ) '
(ф 2

(sin $ cos P)2 X

X
■

d l +  A h )* (*§)4
-

(/° -f М»)3

Г / 1 ® + Д /а \ 2 1
3А

(Ф*

Г \ 2 1
Чг

(10.23)

Предположим, что крпвошипно-ползупный механизм является 
составной частью сложной кинематической цепи, отдельные участки 
которой включают в себя механизмы с высшими кинематическими 
парами или описываются неявными функциями. В этих условиях 
становится очевидной целесообразность применения изложенного 
метода статистических испытаний для исследования точности пар­
тии кривошипно-ползунных механизмов, выполненных по одному 
проекту.

При проведении расчетов примем:
а) ^  =  100 мм, Z® =  200 мм, со — 1 сек-1;
б) ошибки А12 и Д/3 распределенными по закону Гаусса с пара­

метрами М  [Д/21 — M [A Z 31 — 0 и з[Д/г], б[Д/3]. П оскольку обе 
ошибки Д/2 и Д/3 имеют идентичные законы распределения, ес­
тественно положить L.> —■ L 3 max L h (к  =  1, 2) ii, в частности, 
для законов Гаусса принять Р 2 -- Р я ■- 0,997.

Р  е ш с н и о
Решение примера начнем с сопоставления дифференциальных 

законов распределения ошибки положения т] (Д.г), получаемых по 
методам композиции (А х ) ,  дерева логических возможностей 
т]3 (Да:) и статистических испытаний т]3 (А ;г ),д ля  некоторых фикси­
рованных значений положения звена 2 крпвошипно-ползунного 
механизма. Д ля  указанной цели наибольший интерес представ-

.



Рис. 24

ляют две угловые координаты положения кривошипа механизма, 
характеризуемые значением параметра |3 =  0° и 180°.

Согласно (10.21) в этом случае ошибка положения механизма 
представляет собою линейную функцию от рассматриваемых 
первичных ошибок. Поэтому, принимая во внимание приведен­
ные выше параметры законов распределения первичных ошибок 
Д/2 и &13, получим

0 , д . _____________ 1____________  / __________(Дх)2_________ \
%  (. &Г) -  у 2 л  {(3 [Д Ь ])Ч - (в [ДЬIT2 6ХР \ 2 1дг*1)2 +  / ’

(10.24)

Построенные по (10.24) дифференциальные законы распределения 
(т)!)э=в и (г]?)з=18{|о приведены штрих-пунктирными линиями на 
рис. 24, а и б  соответственно. Там же нанесены гистограммы за­
конов распределения ошибки положения — т]2 (Дж) (сплошной 
линией) и Т1з (Д х) (пунктирной линией). Д ля  построения 11г(Д х)
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Рис. 25

абсциссы исходных законов распределения г) (Д^2) и 1] (Д/я) были 
соответственно разделены на 11 и 21 равных участков, а при 
построении т]з(Л;г) ввиду идентичности законов распределения 
случайных величин \12 и А13 условие (10.3) приняло вид

L 2 -- l .A =  max L k (при N k - -  500).

Из рассмотрения приведенных на рис. 24, а и б графиков 
т)°, 1] 2, т)3 нетрудно заметить, что законы распределения т]2 и 
практически мало отличаются друг от друга. Приведенное по 
критерию согласия А . Н. Колмогорова сопоставление законов 

распределения г|2 и г)? показало, что Р  (^)р^0° ~  Р  (^Ь~=ш)0- Здесь 
Р  (^ ) — табулированная функция [281, характеризующая вероят­
ность неопровержеипя гипотезы о соответствии эмпирического и 
теоретического законов распределения, первой из которых в рас­
сматриваемом случае строился на основе данных, полученных по 
методу Д Л В . Следует заметить, что при округлении величин в
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табл. 14 до трех знаков происходит почти полное их совпадение. 

Имеющиеся расхождения между 1]2 и 1]? являются следствием 
замены как непрерывного нормального закона распределения 
первичных ошибок дискретным, так и возникающих погрешно­
стей, связанных с регистрацией и обработкой данных, п о лу ­
ченных для т|2 при помощи ЭЦВМ . Соответствующие величины 
математических ожиданий и средних квадратических отклонений, 

изображенных на рис. 24, а и б  законов распределения r]J, г\2 и г]3, 
приведены в табл. 15.

Т  а б л  п ц а 14

X

Закон распреде­
ления, получен­

ный методом 
ДЛВ 1*12

Теоретический 
гауссопский за­
кон распределе­

ния t,i°
X

Закон распреде­
ления, получен­

ный методом 
ДЛВ Т1г

Теоретический 
гауссовский за­
кон распреде­

ления fl°i

± 0 0,10689 0,10660 + 8 0,01077 0,01092

± 1 0,10315 0,10304 + 9 0,00573 0,00591
+ 2 0,09268 0,09223 +10 0,00273 0,00299

± з 0,07754 0,07782 +11 0,00112 0,00140
+ 4 0,06040 0,06047 +12 0,00038 0,00060
rfc5 0,04380 0,04370 +  13 0,00010 0,00025
± 6 0,02956 0,02851 +14 0,00002 0,00010
± 7 0,01854 0,01871 ± 1 5 0,00000 0,00002

Т а б л и ц а  15

3 - 0 ° "С
О ,i 0
0 о о

'1?
П2 П'<

г,0 Г12 Т1з

М 0,00 0,00 -  0,15 0,00 0,00 - 0 ,0 4

а 3,70 3,70 4,02 3,70 3,70 3,92

Совершенно очевидно, что в абсолютном большинстве с л у ­
чаев решение задачи точности механизмов в ее нелинейной поста­
новке не может быть сведено к нахождению закона распределе­
ния ошибки положения методом композиции исходных законов 
распределения первичных ошибок. Поэтому изложенное выше 
дает основание полагать, что за «теоретический» закон распреде­
ления ошибки положения во многих случаях можно приближенно 
принимать закон распределения, полученный по методу Д Л В .

В частности, при решении рассматриваемого примера на 
ЭВЦМ  переход от законов распределения непрерывно изменяющихся

.



Рис. 26
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TJa б л и ц а  1G

Л1г 0 ± 1 ±2 ±3 ±4 +5

Р Ы г 0,236 0,199 0,118 0,049 0,014 0,002

Мз 0 ±1 ± 2 ±3 ±4 ±5 ± 6 +  7 +  8 ±9 ±10

P &h 0,120 0,114 0,100 0,080 0,059 0,039 0,024 0,013 0,007 0,003 0,001

случайных величин AZ2 и AZ3 к соответствующим законам рас­
пределения дискретных величин был осущ ествлен при помощи 
данных, представленных в табл. 16.

В приводимых ниже расчетах по формулам (10.21) —  (10.23) 
д ля  выработки последовательности случайных чисел, характе­
ризующ их первичные ошибки механизма, использован алгоритм 
М — 0170, взятый из библиотеки стандартных программ ЭЦВМ  
типа «М инск».

С учетом излож енного отыскание законов распределения ве- 
d dz

личин Да:, ; (Д.г) д (Д.т) было осуществлено на ЭЦВМ  для

значений р --- 0, 30, 60, . . ., 270, 300, 330°. Н а рис. 25, а и б 
приведены интегральные законы распределения F t (Дж) при

Р =  0° (а) и р — 180° (б ) ,  на рис. 26, а и б  — F 21̂ -̂ - (Лж)J при

Р =  30° (а) и р =  60° (б ) и на рис. 27, а и б — (А® )]

при Р =  0° (а) и р — 90° (б ) ,  на рисунках сплошными линиями 
нанесены теоретические законы F% и /’з, а пунктирными — 
законы распределения F u F z и F 3, полученные по методу ста­
тистических испытаний. Здесь под F\ ( i  — 1, 2, 3) будем пони­
мать законы распределения ошибок полож ения, скорости и ус­
корения, построенные по методу композиции или  методу Д Л В .

Проведенное по критерию А . И . Колмогорова сопоставление 
законов распределения F i  и F °  дало следующие характерные ре­
зультаты :

а) для  F [  и (К )Р ^ о °  =  0,53; Р  (Х)з=ио- =  0,79;

б) для  F l  и F% Р  (?0р= зо° -  0,86, Р  (?,)з -во' =  0,86;
в) для  F l  и F% Р  (Х)3==0. =  0,37, Р  (к )3=M’ -  0,81. 
Полученные значения вероятностей Р  (X) не являю тся малыми

и поэтому не противоречат гипотезе о том, что случайные ве- 
d d2

личины Дя, —  (Д/г) и - j p ( A x )  распределены по законам, соот­

ветствующим теоретическим.
Описание общих моделирующ их алгоритмов решения задач 

точности механизмов, имеющих скалярные и векторные первич­
ные ошибки в низших кинематических парах, дано в работе 129].

74

.



Основы нелинейной теории 
точности механизмов 

с плоскими высшими кинематическими 
парами

§ 11. Общие замечания

Существующие положения линейной теории точности меха­
низмов с высшими кинематическими парами относительно про­
сты в тех случаях, когда первичные ошибки механизмов малы, 
а исследование их точности можно ограничить нахождением оши­
бок положения или перемещения. Д ля  рассматриваемого класса 
механизмов, к которому, в частности, относятся зубчатые, чер­
вячные, кулачковые механизмы, весьма важно иметь соответ­
ственно постоянное или изменяющееся по заданному закону пере­
даточное отношение от ведущего звена к ведомому. Поэтому при­
ходится находить ошибки скорости и ускорения ведомого звена, 
вызванные ошибками в изготовлении элементов высшей пары. 
В линейной теории точности показано [И ] ,  что ошибка переда­
точного отношения зависит от многих первичных ошибок зубча­
той передачи и от производной тех ошибок профилей зубцов, ко­
торые измерены по нормали. Исследование ошибки передаточного 
отношения закапчивается замечанием о том, что производную 
можно получить, только основываясь на знании конкретных усло­
вий производства зубчатых колес. Наконец, в линейной теории 
не рассматриваются вопросы, связанные с определением ускоре­
ний, вызванных неправильностями изготовления поверхностей 
элементов высшей кинематической пары. Приходится такие 
ошибки скоростей и ускорений изучать в рамках нелинейной 
теории.

Ниже рассматриваются вопросы, связанные с точностью кон­
кретного и проектируемого механизмов с высшими плоскими 
кинематическими парами, и его надежность в смысле сохранения 
точности в процессе эксплуатации и хранения. Предложен метод 
оценки тех ошибок проектируемых элементов высшей кинемати­
ческой пары, которые могут возникнуть в процессе изготовления и 
эксплуатации.

Ошибки ведомых звеньев пространственных механизмов с выс­
шими парами, имеющих две степени свободы (например, коноид- 
ные механизмы), можно определять методом, предлагаемым для 
изучения ошибки механизмов с плоскими высшими парами.

ГЛАВА ТРКЛЪЯ
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§ 12. Сущность метода исследования элементов 
высшей кинематической пары

Поверхность элемента высшей идеальной плоской кинематиче­
ской пары образована перемещением прямой, перпендикулярной 
плоскости движения механизма. Это будет цилиндрическая по­
верхность, вполне определяемая кривой сечения поверхности 
плоскостью, параллельной плоскости движения механизма.

Поверхности элементов реальной высшей плоской кинематиче­
ской пары пе являются цилиндрическими. Несовпадение элемен­
тов реальной и расчетной одноименных высших кинематических 
пар происходит от неточности изготовления, износа поверхностей 
элементов, физико-химических процессов и деформаций, проте­
кающих во время эксплуатации и хранения механизмов. Кривые 
сечения реальной поверхности плоскостью, параллельной дви­
жению, не имеют известного аналитического выражения. Поэтому 
в условиях, возможно близких к эксплуатационным, измеряют 
поверхность реального элемента высшей кинематической пары 
с помощью щупа с цилиндрической поверхностью на конце, заме­
няющей поверхность другого элемента той же пары на всей длине 
образующей этого элемента. В результате измерения получают 
отдельные точки кривой или всю кривую, которая является сред­
ней кривой сечения реальной поверхности плоскостями, парал­
лельными плоскости движения. Затем вычисляют отклонения 
средней кривой сечения от расчетного профиля. Отклонения опи­
сывают аппроксимирующей функцией, в частности применяются 
интерполирующие полиномы. После этого средняя кривая се­
чения реальной поверхности будет описана системой уравне­
ний, состоящих из уравнения расчетного профиля и упомянутого 
выше уравнения отклонений.

Это описание более точно, чем прямое получение приближен­
ного уравнения средней кривой сечения реального элемента теми 
же методами. В самом деле, во втором случае при отсутствии от­
клонений среднего сечения реального элемента от расчетного 
профиля не получится уравнения этого профиля, если аппрокси­
мирующая функция не совпадет с уравнением расчетного про­
филя. Если  важны не только отклонения, но и нх производные, 
то следует измерить касательные средней кривой сечения, а затем 
аппроксимировать отклонения интерполяционным полиномом с 
двукратными узлами, учитывающими не только отклонения 
кривых, но и отклонения касательных в .местах измерения.

Изучение конкретного экземпляра реального элемента высшей 
пары часто ограничивают экспериментальным определением не­
которых точек средней кривой сечения, вычислением отклонений 
этих точек от соответствующих значений расчетного профиля. 
Если  отклонения удовлетворяют допускам на изготовление эле­
ментов, то при некоторых условиях отклонения средней кривой 
сечения в промежутка х между точками измерения тоже удовлет-
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Воряют допускам. Условия заключаются в том, что при изготовле­
нии элементов пар должна возникнуть достаточная корреляци­
онная связь между отклонениями реальной поверхности и рас­
четной, измеренными в разных точках. Однако перечисленных 
сведений недостаточно для определения центров кривизны сред­
ней кривой сечения конкретного экземпляра реального элемента. 
Необходимы сведения о средней кривой сечения в промежутках 
между местами измерения. Если эти сведения не удается получить, 
то остается предположить, что отклонения средней кривой от 
расчетного профиля описываются аппроксимирующей функцией, 
значения которой в местах измерения совпадают с результатами 
измерения и, кроме1 того, всюду удовлетворяют допускам. Однако 
такая средняя кривая сечения не будет принадлежать конкрет­
ному экземпляру реального элемента (см. § 14).

Предположим теперь, то мы записали среднюю кривую се­
чения конкретного экземпляра реального элемента. Пусть изу­
чаемая часть средней кривой сечения является эквиднетантой рас­
четного профиля. Тогда средняя кривая и расчетный профиль 
в лю бых двух соответствующих точках кривых будут иметь об­
щую нормаль. Радиус кривизны на таком участке средней кривой 
равен алгебраической сумме радиуса кривизны расчетного про­
филя и расстояния между обеими кривыми, измеренного по 
нормали. Поэтому всегда следует строить эквидистанту расчетного 
профиля, причем расстояние между кривыми делать равным сред­
ней величине измеренных по нормалям отклонений средней кри­
вой сечения от расчетного профиля. Далее в зависимости от откло­
нения средней кривой сечения от построенной эквидистанты 
выбирают аппроксимирующую функцию и строят новую эквидис­
танту расчетного профиля. Расстояние между ними делают рав­
ным средней величине отклонений аппроксимирующей кривой от 
расчетного профиля. Таким образом, задача заключается в та­
ком подборе аппроксимирующей кривой, чтобы была минималь­
ной сумма квадратов разностей отклонений от обеих эквидистант 
(см. § 14).

При проектировании механизма с плоской высшей кинемати­
ческой парой причодится выбирать методы обработки поверхно­
стей элементов пары, обеспечивающие надлежащую точность и ка­
чество поверхностей. Это значит, что отклонение реальной по­
верхности от расчетной в любой точке должно удовлетворять уста­
навливаемым при проектировании допускам с высокой (близкой 
к единице) вероятностью. Методами изготовления поверхностей 
определяются законы распределения отклонений средней реаль­
ной кривой сечения от расчетного профиля в лю бой точке. Кроме 
того, методы изготовления устанавливают корреляционные связи 
между отклонениями, измеренными в разных точках. На этапе 
проектирования, когда ни один экземпляр механизма не изготов­
лен, расчет ошибок является стохастической, а не детерминирован­
ной задачей. Поэтому приходится искать распределения центров
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кривизны средних реальных кривых ссчешш. Этн кривая описы­
вается уравнением расчетной кривой сечения и случайной функ­
цией, аппроксимирующей случайный процесс, состоящий из от­
клонений средних реальных кривых сечения от расчетной. К а­
чество аппроксимации оценивается следующим образом: законы 
распределения, полученные по аппроксимирующей функции, 
не должны противоречить заданным законам распределения от­
клонений средних реальных кривых сечения от расчетной (см.
§ Ю).

В заключение все же отметим, что элементы идеальных выс­
ших плоских кинематических пар могут иметь нецилиндрические 
поверхности.

§ 13. Ошибки ведомого звена 
конкретного экземпляра механизма 

с плоской высшей кинематической парой

Н а рис. 28 представлен трехзвеппый плоский механизм, имею­
щий низшие (вращательные) пары Е, F  и высшую пару 2 — 3. 
Заданы ошибки профиля элементов высшей нары, измеренные по 
нормали, указаны ошибки расположения элементов этой пары 
в звеньях, известны ошибки вращательных пар. На основа­
нии этой информации были составлены уравнения, описывающие 
реально существующие средние кривые сечения элементов этой 
пары. Д ля  заданного положения ведущего звена 2 известна точка 
соприкосновения элементов высшей пары в идеальном механизме. 
Найдены точки пересечения средних реальных кривых сечения 
с нормалью, проведенной в точке соприкосновения элементов 
высшей пары идеального механизма, а д ля  точек пересечения — 
фактические центры кривизны. Задача заключается в том, чтобы 
определить ошибки положений, скоростей и ускорений механизма.

На рис. 29 представлены оба элемента высшей пары, при­
надлежащие звеньям i, i +  1. Идеальные элементы соприкасают­
ся в точке A i .  Ч ерез (Ji, Oi+1 обозначены центры кривизны идеаль­
ных элементов для точки А г, а через I I ,  (I  +  1) (/ +  1) — 
дуги соприкасающихся кругов, проходящие через ту же точку. 
Центры кривизны средних кривых сечения элементов высшей 
пары с ошибками обозначены через Oj, Oi+1. Ошибки средних 
профилей, измеренные по нормали в идеальной высшей паре для 
точки соприкосновения, равны

AiA\ =  \р г, AiA'i+г =  Арг+1- (13.1)

Через Г Г ,  (/ +  1)' ( I  +  1)' обозначены дуги соприкасаю­
щихся кругов для фактически существующих средних профилей. 
У глы  у I, у ;+1, образованные нормалями к идеальным и средним 
фактически существующим кривым сечения, отсчитываем от иде­
альной к фактически существующей нормали.
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Рис. 29

Сначала рассмотрим изменение положения элемента i -)- 1 
относительно элемента г, происходящее от ошибок профилей. Это из­
менение измеряется по направлению нормали средних 
кривых сечения элементов с ошибками. Как показывает рис. 29, 
до этого изменения расстояние между точками Oit 0 i+1 может 
быть записано так:

4°'i+i =  [ (O U i )2 +  (O U iA i )2 +  2(9-/li • 0\1ЛА ; cos (Ti+i — T i)l’/2-

После изменения положения элемента i +  \ средняя реальная 
кривая сечения последнего будет касаться средней реальной кри­
вой сечения элемента i в точке В j, лежащей на прямой О { 0 ;+х. 
Точка принадлежащая элементу i +  1, совпадает с точкой
В{. Слившиеся вместе точки В ^ ъ Bi образуют точку соприкос­
новения B t. Расстояние между точками Oi, 0 i+1 станет

h ,  i+i — +  O i + 1 A i  -)- Api -f- Api+1, (13 .2) 

где Др- =  A i A ’i ,  A p ^ i =  А ХА ]+lt
Следовательно, изменение положения элемента i 4- 1 определяет­
ся следующим изменением расстояния между точками Oi, 0 {+1:

A^i, i+i =  OiAi +  ^i+i Ai +  Ар{ +  Apj+1 — [(Oi^j)2 +  (On.xAi)z -f-

+  2O 'iA iO ’i+ iA i cos (y i+1 — Yi)],/2•

Если разность углов  у ;+, п y t мала, то с точностью до малых вели­
чин первого порядка включительно имеем

A^i, i+i —  Ар{ Api+1. (13.4)
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На рис. 30 треугольник A iA -tA i  представлен в большем мас­
штабе по сравнению с предыдущим рисунком. Стороны А  

обозначаются согласно формулам (13.1) и (13.2). Д уга  А-гА{  при­
надлежит окруж ности с центром 0\, дуга А{А\ — другой 
окружности с центром A t. Поэтому

A iA 'i — А {А\ — Др4.

Согласно рис. 30

0 <  (А Р< — ДР0 <  A Pi ( !  — cos Ti)-

Если  угол  Yi мал, то с точностью до малых первого порядка 
включительно имеем

Ар» =  д Рь

Поэтому формулу (13.4) можно привести к такому виду:

i+1 ^  A Pi АРг+1-

Нетрудно заметить, что полученное выражение не отличается 
от соответствующего в линейной теории точности [14].

Пусть у  — угол  между нормалями к профилям идеальных эле­
ментов и к средним кривым сечения реальных элементов высшей 
пары. Согласно рис. 29

O'. A .  cos у. 4- О  . . . A .  cos у. ,rna v _ г » 1 41 1 *’ +1cos т —

i, i+1

Приступаем к построению четырехзвенного плоского шарнир­
ного механизма, эквивалентного изучаемому трехзвенному меха­
низму с высшей парой, имеющему первичные ошибки. Эквива­
лентность заключается в том, что положения, скорости и ускорения 
ведомых звеньев обоих механизмов совпадают. В четырехзвен­
ном эквивалентном механизме

E F  =  l1 +  М „

где Д/j — ошибка, существующая в механизме с высшей парой. 
Пусть второе и третье звенья этого механизма имеют ошибки экс­
центриситета ДЭ2, АЭ3. Тогда профили элементов высшей пары 
будут сдвинуты пз правильных положений па величины ДЭ2, 
ДЭ3 по известным нам направлениям. На рис. 31, а представлено 
второе звено механизма с высшей парой, E I I  — риска в теле 
этого звена, предназначенная для определения положения звена 
относительно прямой E F  (см. рпс. 28). Смещение ДЭ2 происходит 
по направлению, определяемому углом  Рэ-,- В результате центр 
кривизны О-i будет занимать в теле звена 2 положение 0 2 ■

Согласно рис. 31,6 в результате сдвига иа величину ДЭ3 
центр кривизны займет в теле звена 3 положение 0 3 . Риска F i l l
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в теле звена 3 служ ит для определения положения ведомого звена 
относительно прямой E F .  Отсюда следует, что ведущее звено 2 
четырехзвепного эквивалентного механизма имеет длину, рав­

ную Е 0 2 , ведомое звено 3 — F 0 3 . Оба звена соединены шар­
нирами в точках 0 2 , 0 3 с промежуточным звеном 2 — 3. Если  
перекосы элементов высшей пары в теле звеньев 2 и 3 отсутствуют, 
то длина промежуточного звена равна Так как перекосы
всегда малы, то учет их влияния можно производить таким же 
образом, как в линейной теории точности. Длина промежуточного

звена будет определяться суммой величин /2,3 и действием пере­
косов. Таким образом, мы получили все элементы четырехзвенного 
эквивалентного шарнирного механизма дли изучаемого полож е­
ния трехзвенного механизма с высшей парой. Находим положение, 
скорость и ускорение ведомого звена эквивалентного механизма 
с низшими парами, как это делалось выше, в гл. I I .

Ошибки положений, скоростей, ускорений изучаемого реаль­
ного механизма с плоской высшей парой равны соответственно 
разностям положений, скоростей, ускорений ведомых звеньев 
эквивалентного механизма с низшими парами и идеального ме­
ханизма с высшей парой.

Эквивалентный четырехзвепный механизм приходится отдель­
но строить для каждого положения трехзвепного механизма с 
высшей парой.

§ 14. Центры крнвпзны кривой 
пересечения плоскости 

с поверхностью конкретного элемента 
реальной высшей кинематической пары

Пусть имеется конкретный реальный экземпляр механизма 
с высшей кинематической парой. Будем считать, что для исследо­
вания элементов высшей пары уже правильно выбраны «средняя 
реальная кривая сечения» или просто «реальная кривая сечения».
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Нам еще понадобится «расчетная кривая сечения», получаемая 
при пересечении плоскости и поверхности идеального элемента 
высшей пары. Требуется найти центры кривизны реальных кри­
вых для точек соприкосновения элементов высшей кинематической 
пары механизма.

Ф орм улы  кривизны кривой в декартовой и полярной системах 
координат показывают, что радиус кривизны кривой в заданной 
ее точке зависит от координаты точки и от первой и второй ее про­
изводных. Поэтому достаточно измерить в точке кривой ее коор­
динату и две производные, чтобы получить радиус кривизны и 
направление касательной. К  сожалению, вторую производную 
нельзя непосредственно измерить, а косвенные ее измерения за­
труднительны. В си лу  изложенного выше стараются подобрать 
уравнение реальной кривой и дифференцированием получить вы­
ражения производных.

Обычно с необходимой точностью измеряют координаты ряда 
точек реальной кривой, а касательные в точках к кривой не из­
меряют. Об участках реальной кривой между точками измере­
ния известно только то, что они удовлетворяют допускам. Вычис­
ляю т разности координат реальной и расчетной кривых сечения 
для всех точек измерения, т. е. определяют ошибки реальной кри­
вой сечения. Если  недостающие сведения о реальной кривой сече­
ния нельзя дополнить измерениями, принимают, что ее отклоне­
ния от расчетной всюду точно описываются интерполяционным 
полиномом при однократных узлах , совпадающих с местами из­
мерения [30]. По этой формуле находят ошибки в промежутках 
между узлами и проверяют, всюду ли  кривая интерполирования 
укладывается в допуск. Изменяя число узлов  интерполирования, 
расстояния между узлами, систему координат, добиваются того, 
чтобы кривая интерполирования удовлетворяла допускам.
1 Можно с необходимой точностью измерять не только координаты 
точек реальной кривой сечения, но и касательные к кривой в этих 
точках. На основе измерений и расчетов определяют разности ко­
ординат и разности тангенсов углов  наклона касательных реаль­
ной и расчетной кривых в узлах , которые теперь будут двукратны­
ми. По формулам Эрмита для интерполирования при двукратных 
узла х  [31, 32] находят ошибки координат реальной кривой в функ­
ции независимой переменной, определяющей положения узлов. 
Вычисляют величины ошибок координат в промежутках между 
узлами и проверяют, удовлетворяют ли эти ошибки допускам.

Пусть теперь реальная кривая сечения записана при помощи 
точного прибора. Строим эквидистанту расчетной кривой, отстоя­
щую от последней на расстоянии, которое равно средней величине 
отклонений реальной кривой сечения от расчетной, измеренных 
по нормалям к расчетной кривой:

I

АРср =  Т 7Г Г Т Т  2  ДРГ, (14.1)
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где A p f — отклонение, измеренное по направлению нормали 
номер t; к — номер той нормали, на которой начинается область 
аппроксимации; I — номер нормали, на которой оканчивается об­
ласть аппроксимации.

Описываем отклонения реальной кривой сечения от расчетной 
аппроксимирующей функцией / и строим вторую эквидистанту 
расчетной кривой сечения, отстоящую от последней на расстоя­
нии, которое равно средней величине отклонений аппроксими­
рующей кривой от расчетной, измеренных по нормалям пос­
ледней:

i

Ара, ср -  J — T T I  2  л р" Ь (14.2)
i 1̂

где Apa.i — отклонение аппроксимирующей кривой от расчетной, 
измеренное по направлению нормали номер г.

Введем оценочную функцию

I

Ф ■■= -р- 2  (еи, г — е*)2> 
i= k

где еаЛ — отклонение аппроксимирующей кривой от второй экви- 
дистанты, измеренное по нормали номер i к последней; et — от­
клонение реальной кривой сечения от первой эквидистанты, из­
меренной по той же нормали г; е2 — сумма квадратов отклоне­
ний реальной кривой сечения от первой эквидистанты расчетной 
кривой, измеренных по нормалям к последней. С учетом (14.1) и 
(14.2) имеем

I

С„, i -= Ар”  i — A(>a, ср, -- Ар1/ — Apc\„ е2 -= 2
г—

Если  измерены производные отклонений реальной кривой се­
чения от расчетной, взятые по независимой переменной расчет­
ной кривой, то можно ввести еще другую  оценочную функцию

i

Ф =  'рг 2  i г̂)21
i=K*

где ёп<г, ё г — производные отклонений, взятые по независимой 
переменной расчетной кривой; ё2 — сумма квадратов производ­
ных отклонений; с учетом (14.4)

i

е „ , i  =  А Р а и  <2, =  д р ? ,  е 2 =  2  « г -  ( 1 4 -6 )

г—к

Здесь

А р", i =  d (Ap” j)/dx, Лр” "•= d (Ap i)/dx,

(14.5)

(14.3)
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(х  — независимая переменная в уравнении расчетной кривой сече­
ния).

Заметим, что оценочные функции (14.3) и (14.5) — безразмер­
ные величины. Если отклонения реальной кривой сечения от 
расчетной измерены в каком-либо постоянном масштабе, а аппрок­
симирующая функция линейна относительно отклонений, то оце­
ночные функции не изменятся. Значит, если отклонения несколь­
ких реальных кривых сечения от расчетной пропорциональны 
между собой, то оптимальная аппроксимирующая функция для 
них будет одна и та же.

При совпадении отклонений реальной и аппроксимирующей 
кривых от первой и второй эквидистапт оценочная функция Ф  = : 0. 
При совпадении производных отклонений будем иметь Ф  0. 
Поэтому аппроксимирующая функция / считается оптимально 
выбранной, когда она дает минимум оценочной функции Ф  или 
оценочных функций Ф  и Ф.

Наилучш ий выбор достигается надлежащими видом функции 
/и  значениями постоянных ее параметров, а также тем, что в об­
ласти аппроксимации выбирают некоторую часть, дающую наи­
меньшую величину оценочной функции.

Система, состоящая из уравнепия расчетной кривой сечения 
и функции, аппроксимирующей отклонение реальной кривой се­
чения от расчетной, приближенно описывает реальную кривую 
сечения. П ользуясь  этой системой, можно определять направление 
нормали и длину радиуса кривизны реальной кривой сечения.

П усть известно уравнение расчетной кривой в прямоугольной 
системе координат. Ошибкой Ду (я) ординаты реальной кривой 
называют разность ординат у (х ), у0 (х ) реальной и расчетной 
кривых:

Ду (ж) =  у (х ) — у0 (х ).  (14.7)

Отсюда

У =  Уо +  Ау, 777 d y jd x  - f  dAyJdx,

g -  -  d ty jd x *  +  d*Ay!dx\ (14.8)

Производные d y jd x ,  d -y jd x 2, входящие в (14.8), находят по урав­
нению расчетной кривой. Выше было изложено, как найти выра­
жение (14.7). Д алее определяют первую и вторую производные 
аппроксимирующей функции по координате х. Обозначим через 
т у гол , образованный осью абсцисс и касательной к реальной кри­
вой сечения:

tg х — d y jd x  +  dAy/dx = dyjdx. (14.9)
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Радиус кривизны реальной кривой определяется следующим вы­
ражением:

я (* ) =  Л ± g g ! J ± _ .  (1410 )

Если  все А у =  0, то производные кривой (14.7) равны нулю . По­
этому формула (14.10) дает радиус кривизны расчетной кривой. 

Если  произведение

Оdhyjdx2 f  d2Ay/dx2)

имеет знак плюс, то центр кривизны реальной кривой расположен 
с той же стороны, что и центр кривизны расчетной кривой по от­
ношению к последней.

Предположим теперь, что уравнение расчетной кривой состав­
лено в полярной системе координат. Обозначим: е — полярный 
угол, г  и г 0 — соответственно длины радиусов-векторов реальной 
и расчетной кривых. Так как

Д i - ( e ) - r ( 0 - r 0(c), (14.11)
то

r  ~  ro 1' Ar > dr/de =  dr^/de -I- dAr/d°, 

d2r/d2e --- d2r 0/da2 4- d2Ar/de2.

Если измерить Ar  в точках реальной кривой, имеющих поляр­
ные углы  выбранной величины, то в результате получим зависи­
мость (14.11). Выбор аппроксимирующей функции / (е) определяет 
ошибку Д/•. Далее могут быть найдены первая и вторая произ­
водные этой функции.

Обозначим через v угол  между радиусом-вектором и касатель­
ной к реальной кривой. Тогда

c t gv  =- dr/rd& =  dr0/rd; 4- dAr/rd&. (14.12)

Радиус кривизны реальной кривой сечения имеет величину

f t  —  [г2 - f  (d 2;d e )2Y/i______
'  ' r-2 I- 2 r ( d * r / d t * )  ■

§ 15. Применение интерполяционных полнномов 
в исследовании кривых сечения реальных элементов 

высшей кинематической пары плоскостью

Аппроксимацию отклонений реальной кривой сечения от рас­
четной кривой будем осущ ествлять интерполяционными полинома­
ми Ньютона или Лагранж а при неравных или равных расстояниях 
между соседними однократными узлами 130, 321. Полином Нью то­
на имеет вид

П

/ (.г) -  F  (.?„) +  2 /  К ’ •f i. • • ■. -г 0 А  (а )о, (15.1)
2 — 1
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где х  — независимая переменная, т. е. абсцисса при пользова­
нии прямоугольной системой координат или полярный угол  е 
в случае полярной системы координат:

т, I принадлежат множеству М г =  (0, 1, 2, .. . }  целых полож и­
тельных чисел. При I — т  имеем u tm — 0, поэтому

(®)о, i -1 =  • ■ • 1 ^i_l =  -^0, 1, 2,•••, i-l>

/ < * .,х . )  =  , w : / w - . / < * „ * , ) = t - b i f wai0 ’ 0(21

/ (Л , Г2) — / (Жо, .ri)
/ (ж0, Жц ж3) ==

“ 20
Вообще

ц „  „  „  \ _  / (•*•« • « ............,:и )—  / (* о . .......... Х „_ , )/ V'o> yl п) — ---------------------------------------------- .
Jno

Заметим, что д ля  последовательности значений функций F  (ж0), 
F  (a:^, F  (ж2), . . ., F  (х„) отклонения реальной кривой сечения 
от расчетной, существующие при значениях независимой перемен­
ной х, равных х 0, х и . . ., х„, т. е. отклонения в у зла х  интерполи­
рования, обычно совпадают с местами измерения

р  (хт) ~  У {Хт) У и (-Тт.) ~  Ут Уот•

При рассмотрении конкретней кривой сечения величины 
F  (хт), а значит, и величины / (ж0, х и х 2, . . ., х?) детерминирова­
ны и постоянны. При изучении случайных кривых сечения, являю ­
щ ихся реализациями случайного процесса, ранее перечисленные 
величины будут случайными, не зависящими от переменной х.

Величины Л  (а)„, г_! всегда неслучайны и зависят от перемен­
ной х.

Первая производная полинома (15.1)

71

1 '№  2 / ( *  о .* 1. (15.2)
i= l

где

при i -- 1 А  (а)„, 0 ^  1,

при г > 1  4 ' ( a ) o , i - i =  2  А о,

^ i _ i  =  { 0 , l , 2 , . . . , i - l } .

Вторая производная полинома (15.1)
П

1" (х ) =■■ 2  / (Хо, Ж2, . .  . ,  х п) А "  (а )0, U l , (15.3)
i = 2
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где

при i — 2 А"  (а )0, ! =  2,

при £^>2 А  (а )0, ;_1 =  2 2  -̂ 05 l ....m_l, l -u  l+l,..., i-l!

meM;^

Л/(_4 =  { 0 , 1 , 2 , . . .

При вычислении интерполяционного полинома может быть 
использована следующая зависимость:

А  (а )0, k ak+l =  Л  (а )0, *+1, /с =  (0 ,1 , 2 , . . . ,  п — 2}.

Отсюда

А ' (<х)о, s • +  А  (а )0, S =  Л  (а )0, ft+1,

А " (<*)„, s а^+1 + 2 .4 ' (а )0, t -  Л " (а )0, к+1.

Ф ормулы  Ньютона п ее производные дают в узлах  интерполиро­
вания и в промежутках между ними отклонения реальной кривой 
сечения от расчетной и производных отклонений

A y { x ) ^ f { x ) ,  д у  (* )  =  / '(* ) .  М ( х ) =  /"(-с)- ( 15-4)

Полином Лагранж а запишем так:
П

А у ( х ) = ^ Х {Ау( х, ) ,  (15.5)
i—1

где Ду (х)  — отклонение реальной кривой сечения от расчетной 
при текущем значении независимой переменной х;  А у (х г) =  
=  Д 1/г — отклонение, измеренное и вычисленное при значении 
х  — х 1, т. е. в узле  номер г. Отклонение Дy t не зависит от текущей 
независимой переменной

Х г =  U J V u  (15.6)
где

U г ~  ^1^2» • • ■ 7 • • • »

~  • • • 1 г-l^i, г+li • • • » Н1

Числитель (15.6) зависит от х, знаменатель — постоянен.
Х г является безразмерной величиной, не зависящей от равных 

расстояний между соседними узлами. При разных расстояниях 
между соседними узлами эта величина не зависит от масштаба, в 
котором взяты расстояния.

В случае конкретной кривой сечения величины Ду (x i )  посто­
янны. При существовании случайных кривых сечения отклонения 
Ау  (х ,) будут случайными и не зависящими от текущей перемен­
ной х  (это случайные параметры). Тогда Ау (х )  тоже будет с л у ­
чайным, но зависящим от х, т. е. будет случайной функцией, ли ­
нейным образом зависящей от случайных параметров.
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Первую производную полинома Лагранж а в соответствии 
с (15.5) запишем так:

п

h  (х ) =  ^  IA.V (* ) ]  =  2  (15.7)
7—1

где X t — Ui/Vi (ед. длины)-1,

При равных расстояниях между соседними узлами коэффициенты 
Xt  обратно пропорциональны этому расстоянию:

U i  ^  &1&2 , . . ., Ct-i— , . . ., . . . ,  ctn. (15.8)
'e-wi,n

Здесь il/i,n ^  {1? 2, . . ., i 1, i 1) • • m 
В торая производная полинома (15.5)

Ду (*) =  [Дг/(̂ )] =  2  (1 5 .9 )
1

где X i  — Ui/Vi (ед. длины )'2.

При равных расстояниях между соседними узлами коэффициенты 
X i обратно пропорциональны квадрату этого расстояния:

U ; 2 gĉ ĉ , . . . ,  . . . ,  ot??l— . . . ,  a,— {-i, • . ., эсп.
' P-^l,n

(15.10)
Здесь {1 , 2, . . ., / 1, i -|- 1, . . ., / 1}.

Например, первые две производные функции U 1, входящей 
в коэффициент X lt равны

U [  =  2  .........^  (15.11)
'6-^2,н

=  {2 ,3 , . . .  ,га — 1, и };

— 2 ос2оСз, . . . ,  оСтп—1̂ тп i-ii . • * 1 iP^-i-i» • * • > (15.12)
*6**2,п

»ne-w2,f—1

Т1/2Л-! ~  {2 . 3, — 2, / — 1}.

Заменяя в левых частях (15.11) и (15.12) подстрочный индекс
1 на индекс г, а в правых частях, наоборот, индекс i на индекс 1, 
получим производные функции U  г. В самом деле, в множествах 
АГ2,1, л/2,г -1 придется заменить исключение единицы на исклю ­
чение числа i п восстановить индекс 1. Тогда первое и второе из 
упомянутых множеств совпадут соответственно с множествами 
Л/ Ь71 и Л/ы _,, определяющими суммирование по формулам (15.8) и 
(15.10).
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Аппроксимацию интерполяционными полиномами улучшают 
посредством выбора соответствующего числа однократных узлов 
интерполирования, подбора неодинаковых расстояний между со­
седними узлами или  подбора одинакового расстояния между всеми 
соседними узлами путем использования наиболее подходящей ча­
сти области интерполирования.

Существуют программы выполнения на ЭЦВМ  вычислений 
интерполяционных полиномов по Лагранж у и их первых двух 
производных [33].

§ 16. Примеры определения центров кривизны 
конкретной реальной кривой сечения

Пример 16.1
Н а некотором участке теоретический профиль кулачка — 

прямая. На прямой выбраны точки, имеющие абсциссы согласно 
второй строчке табл. 17. Реальный профиль в точках, имеющих 
эти абсциссы, был образован с помощью случайных чисел %h 
подчиняющихся закону равной вероятности и помещенных в 
третьей строке табл. 17.

Т а б л и ц а  17

Л'о *1 Я'2 Xt Xi *0 X , •т> Хв А'10

0 1 4 5 7 12 15 10 20 25 зо
0 19 -8 6 ,1 43,2 - 1 9 74 99,0 — 0,90 — 31,2 148 4,5

Рассматривается реальный профиль

У1 ^  ’ФЗО. У =  Ю "4-

Проверить, удовлетворяют ли  значения интерполирующей функ­
ции между узлами допускам, если за половину поля допуска при­
нять наибольшую величину случайного числа гр%9 =  0,0148.

Вычислить величины углов, образованных осыо абсцисс и 
касательными реальной кривой сечения кулачка; вычислить ра­
диусы кривизны этой кривой.

Р е ш е н и е .  Пользуем ся прямоугольной системой координат, 
абсцисса которой совпадает с расчетной прямой сечения кулачка. 
Составляем интерполяционный полином Ньютона, имеющий
11 однократных узлов  в точках, абсциссы которых указаны во вто­
рой строке табл. 17. Полином описывает отклонения реальной 
кривой сечения от расчетной и дополняет отсутствующую инфор­
мацию о реальной кривой между узлами. Значит, профиль кулач­
ка, к изучению которого мы приступаем, в промежутках между 
узлами может не совпадать с профилем рассматриваемого кулач-
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Т а о л it ц а 18

*11 *12 Л|3 I I I *1в *17 XlS

2 3 4,5 6 8 9 10 И

—0,023 -0 ,0 2 4 -0 ,0 0 1 + 0 ,00 6 -0 ,0 1 2 -0 ,0 1 7 — 0,014 - 0 ,0 0 4

*10 Х20 *51 *22 ЭГм *24 ЗС“2Ь *и

15,5 18 21 22 23 24 27 29
+ 0 ,0 0 5 —0,011 -0 ,0 0 4 -0 ,0 1 8 -0 ,0 3 8 -0 ,0 4 3 0,529 1,066

ка. Полином в промежутках между узлами имеет значения, при­
веденные в табл. 18. Эти значения дают числовые величины орди­
нат реальной кривой сечения.

Данные табл. 18 показывают, что интерполирующая функция 
Ух — 1 (х) удовлетворяет заданной величине допуска только на 
интервале от хъ =  12 до xs =  20. На участке от х х =  1 до х д =  25 
эта функция удовлетворяет допуску +  0,043. Так как уравнение 
расчетной кривой сечения у 0 {х) = 0 ,  то выражения (14.9) и (14.10) 
имеют вид

(1 +  [/' (z,)]2}‘A
Т (x t) =  arctg [ / ' (ar,)], R (xt) -------.

В узлах интерполирования реальной кривой сечения Н (xt), 
т (xt) имеют значения, приведенные в табл. 19.

Итак, угол, образованный осью X X  и касательной к реальной 
кривой, невелик во всех узлах, за исключением девятого и десято­
го. Знак при величине радиуса кривизны показывает, как рас­
положен центр кривизны — выше или ниже оси X X .

Пример 16.2
На некотором участке теоретический профиль кулачка пред­

ставляет собой дугу окружности радиуса R 0 =  100 мм. Реальная 
кривая сечения поверхности кулачка была снята точным профи- 
лографом. На участке от е =  0 до е — 30° отклонения этой кри­
вой от расчетной заданы табл. 20.

Требуется подобрать функцию, оптимально аппроксимирую­
щую отклонения реальной кривой сечения от расчетной кривой. 
Найти значения первой и второй производных отклонений реаль­
ной кривой от расчетной и центры кривизны реальной кривой 
сечения в точках е — 12 , е =  15°, е =  18°.
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Т а б л и ц а  19

Н ом ера
узл ов Хо JCi з-'г а» *4 *s

R { x { )
- 4 , 7 — 70,5 —324,4 - 3 6 ,4 19,6

О1

- 4 7 ,0 — 704,5 —3242,6 — 363,5 196,1 - 4 0 ,1

3°43'27" — 1°39'42" 55'00" 24'04" — 34'23" 37'49"
т  (*г) 20'38' — 10'19" 03'26" 01'43" — 3'26" 3'26”

Номера
узлов Хг X, х> X, Хю <ь

H_ ( x i )
2,9

29,5
- 9 , 1

- 9 1 ,5
2,5

24,9
—0,8
- 7 , 5

98 370,6 
75 853,5

10-1
10-5

Т (.г ,)
— 30'56" — 32'23" 10'19" 6°14'43" — 65*25'54" 10-1
— 2'38" — 3'39" 142" 37' 49* — 12“01'56" 10-5

Т абл и ц а  20

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

101 Д р " ,  мм 10 —9 —3 - 4 9 96 - 5 9 — 4 53 73 43 —9

е° и 1? 13 14 15 16 17 18 19 20

104 Др", мм - 3 3 — 20 3 84 25 26 100 28 - 1 4 — 40

Е° 21 ОО 23 2'. 25 26 27 28 29 30

104 Др” , мм 58 60 21 —100 - 9 5 150 50 30 0 10

Р е ш с и и е. Для решения вопросов, изложенных в § 14, 
подбираем функцию, аппроксимирующую отклонения, исходя 
из требования минимума величины оценочной функции Ф и ис­
пользуя выражения (14.3) и (14.4). Затем находим величины 
ошибок аппроксимации подобранных таким образом функций и 
выбираем среди последних такие, которые дают минимальные из 
наибольших ошибок аппроксимации. Наконец, сравниваем эти
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ошибки аппроксимации с отклонениями реальной кривой от 
расчетной в тех же точках. Если отношения ошибок к отклоне­
ниям по абсолютной величине меньше единицы во всех точках 
измерения или в большинстве точек и оценочная функция, следо­
вательно, меньше единицы, то отклонения аппроксимируются оп­
тимальной функцией. Если же этого нет, то оценочная функция 
равна или больше единицы, поэтому следует продолжить поиски 
оптимальной аппроксимирующей функции. Расчет центров кри­
визны реальной кривой сечения может показать, что направления 
касательной и величины радиуса-вектора пренебрежимо мало 
отличаются от тех же геометрических элементов расчетной кривой. 
Тогда изучаемыми отклонениями реальной кривой от расчетной 
можно пренебречь, реальная кривая аппроксимируется уравне­
ниями расчетной кривой.

Ищем оптимальные аппроксимирующие функции среди интер­
поляционных и алгебраических полиномов. Начнем с поисков 
среди интерполяционных полиномов Лагранжа с 5, 7, 9 узлами. 
В этих полиномах искомыми постоянными являются абсциссы 
xi или полярные углы е;, определяющие положение узлов интерпо­
лирования. Так как в узлах интерполирования значения функции 
Дг (е), вычисленные по полиному, совпадают с отклонениями 
в этих местах реальной кривой от расчетной, то считаем, что 
в знаменателе формулы (14.3) е2 состоит только из суммы квадра­
тов отклонений et, измеренных по нормалям между узлами. Обо­
значим получающуюся оценочную функцию через Ф '. Эта функция 
предъявляет повышенные требования к точности интерполирова­
ния в промежутках между узлами. Делаем подбор оптимальных 
интерполяционных полиномов, руководствуясь Ф '. Для сравне­
ния же качества аппроксимации интерполяционными алгебраиче­
скими полиномами пользуемся функцией Ф согласно формуле 
(14.3). Накладываем такие добавочные требования па выбор ин­
терполяционного полинома. Узлы могут лежать только на 31 
нормали, указанных в табл. 20, а не в промежутках между ними. 
На любой из нормалей узлы могут отсутствовать или быть в един­
ственном числе. Интересующие нас точки реальной кривой сече­
ния, лежащие на 12, 15, 18 нормалях, должны находиться внутри 
области интерполирования. При этих условиях была составлена 
программа стохастического метода * автоматического поиска уз­
лов интерполирования на ЭЦВМ «Минск-2».

Так как расчетная кривая сечения есть окружность, то в вы­
ражении радиуса-вектора реальной кривой сечения

/• /•„ 1- Дг 

первое слагаемое постоянно:

drldt: — d&rlde =  Ar, d'2r!dr2 — d2Ar!de2 — A r.

* Программу составила Б. О. Мардер [33]. Вычисления примеров на ЭЦВМ 
выполнены Б. О. Мардер и Е. JI. Логиновой.
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Формулы (14.12) и (14.13) преобразуются так:
[г-ЧЛг)*!’/*clg v

2(Дг)2]—г-Лг
Вычисления показали, что следующие полиномы имеют наимень­
шие оценочные функции среди всех рассмотренных полиномов 
(табл. 21).

Т а б л и ц а  21

Н ом ера нормалей с  узлам и
П ок а за тел ь

Я, 10, 13, 18, ?0 4, 6, 9, 12, 13, 18, 19 5, 7, 10, 12, 13, 18, 22, 25, 26

Ф 0,476 0,396 0,251
Ф' 0,524 0,565 0,485

В столбцах 1, 3, 5 табл. 22 даны ошибки аппроксимации выше­
указанными иитерполяционными полиномами, равные расстоянию 
между аппроксимирующей кривой и кривой отклонения реальной 
кривой от расчетной. Эти расстояния равны [см. пояснения к фор­
мулам (14.1), (14.2)]

дР” { — Др”.
Из данных табл. 22 видно, что ошибки аппроксимации не 

превышают 0,0081 мм, когда отклонения реальной кривой сечения 
от расчетной имеют величины, указанные в табл. 20.

В тех же столбцах 1, 3, 5 табл. 23 даны отношения ошибки ап­
проксимации к величине отклонения реальной кривой от расчет­
ной, если пользоваться теми же интерполяционными полиномами. 
Отношения вычислялись по формуле

(Ара',; — ДрГ)/Др!".
Столбец 1 показывает, что только один раз (на нормали 19) 

ошибка аппроксимации оказалась больше абсолютной величины 
отклонения реальной кривой от расчетной. Согласно столбцу 3 
подобное событие произошло три раза — па нормалях 10, 15, 16. 
Для последней нормали это отношение наибольшее. Столбец 5 сви­
детельствует, что это событие произошло три раза на нормалях 
19: 20, 23. Самая большая абсолютная величина этого отношения 
получена па нормали 19. Если выносить суждение о качестве ап­
проксимации в зависимости от абсолютной величины отношения, 
то придется отдать предпочтение полиному с пятью узлами.

Одновременно среди рассмотренных интерполяционных поли­
номов были найдены те полиномы, которые имеют наибольшую 
оценочную функцию. У полинома с пятью узлами оценочная фун­
кция Ф' немного больше 5 ,4 -103. Наибольшая относительная 
ошибка аппроксимации этим полиномом отклонения реальной

03

.



Т а б л и ц а  22

Полином
• Номер 
нормали интерпо­

ляционный
алгебраи­
ческий

интерпо­
ляционна

алгебраи­
ческий

интерпо­
ляционный

алгебраиче­
ский

4 0,0000 -0 ,0 0 1 0
5 0,0035 0,0026 0,0000 0,0000
(5 0,0000 —0,0006 0,0003 —0,0003
7 -0 ,0 0 1 3 —0,0016 0,0000 0,0007
8 0,0000 0,0012 —0,0015 -0 ,0 0 1 4 —0,0016 -0 ,0 0 0 3
9 —0,0025 -0 ,0 0 2 4 0,0000 0,0004 —0,0017 -0 ,0 0 0 7

10 0,0000 -0 ,0 0 0 2 0,0020 0,0024 0,0000 0,0003
11 0,0016 0,0016 0,0018 0,0018 0,0007 0,0006
12 0,0009 0,0013 0,0000 —0,0005 0,0000 0,0001
13 0,0000 0,0009 0,0000 -0 ,0 0 1 3 0,0000 0,0007
14 -0 ,0 0 6 5 —0,0052 -0 ,0 0 3 8 —0,0059 —0,0055 -0 ,0 0 4 2
15 0,0008 0,0024 0,0063 0,0037 0,0021 0,0037
16 0,0016 0,0032 0,0081 0,0054 0,0022 0,0035
17 -0 ,0 0 5 9 -0 ,0 0 4 5 -0 ,0 0 1 5 -0 ,0 0 3 7 —0,0062 -0 ,0 0 5 8
18 0,0000 0,0009 0,0000 —0,0009 0,0000 -0 ,0 0 0 9
19 0,0016 0,0017 0,0000 0,0008 0,0041 0,0019
20 0,0000 -0 ,0 0 0 8 0,0080 0,0049
21 0,0000 -0 ,0 0 3 3
22 0,0000 —0,0031
23 0,0042 0,0014
24 0,0063 0,0035
25 0,0000 -0 ,0 0 2 6
26 0,0000 0,0009
27

Ф 0,476 0,328 0,396 0,343 0,251 0,175

(I)' 0,524 0,565 0,485

Номер
столбца

1 2 3 4 5 6

кривой от расчетной оказывается (по абсолютной величине) не­
сколько больше 2,56 -104, а обычно относительная ошибка выра­
жается величиною порядка 102—103 и т. д.

Таким образом, отбор интерполяционных полиномов по вели­
чине Ф' является крайне существенным для успеха аппрокси­
мации.

Далее была рассмотрена аппроксимация отклонений реаль­
ной кривой сечения от расчетной с помощью алгебраических по-
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Т а б л и ц а 23

Полином
Номер

нормали интерпо­
ляционный

алгебраи­
ческий

интерпо­
ляционный

алгебраи­
чески»

интерпо­
ляционный

алгебраиче­
ский

4 0,000 -0 ,10 4
5 —0,590 - 0 ,4 4 4 0,000 —0,005
6 0,000 1,556 -0 ,7 5 1 0,704
7 -0 ,2 5 1 _ 0 ,3 0 0 0,000 0,132
8 0,000 0,159 -0 ,2 1 1 _0 ,195 -0 ,2 2 1 -0 ,0 4 3
9 —0,570 -0 ,5 4 9 0,000 0,085 -0 ,3 9 4 -0 ,1 6 6

10 0,000 0,265 —2,262 -2 ,6 7 0 0,000 —0,359
11 - 0 ,4 9 8 -0 ,4 7 4 -0 ,5 3 5 —0,553 -0 ,2 0 0 -0 ,1 8 1
12 —0,469 -0 ,6 4 2 0,000 0,268 0,000 —0.U45
13 0,000 2,879 0,000 - 4 ,3 7 8 0,000 2,205
14 - 0 ,7 7 2 -0 ,6 1 5 —0,458 - 0 ,7 0 7 -0 ,6 5 5 -0 ,5 0 1
15 0,333 0,977 2,525 1,471 0,826 1,463
16 0,599 1,236 3,110 2,066 0,832 1,329
17 - 0,593 -0 ,4 5 1 —0,152 - 0 ,3 6 8 -0 ,6 1 6 - 0 ,5 7 8
18 0,000 0,321 0,000 —0,335 0,000 -0 ,3 2 9
19 — 1,111 -1 ,2 0 0 0,000 _ 0 ,5 3 8 —2,939 — 1,372
20 0,000 0,209 - 2 ,0 0 0 1,236
21 -0 ,0 0 2 -0 ,5 6 9
22 0,000 -0 ,5 1 8
23 —2,020 -0 ,6 6 7
24 -0 ,5 2 8 -0 ,2 9 1
25 0,000 0,272
26 0,000 -0 ,0 5 9
27

Ф 0,476 0,328 0,396 0,343 0,251 0,175

Ф ' 0,524 0,565 0,485

Номер
столбца 1 2 3 4 5 6

линомов 4, 6, 8-й степеней, линейных относительно постоянных. 
Постоянные подбирались по способу наименьших квадратов. 
В столбцах 2, 4, 6 табл. 22 даны ошибки аппроксимации алгебраи­
ческими полиномами 4, 6, 8-й степеней. Таблица показывает, что 
эти ошибки такого же порядка, как при аппроксимации интер­
поляционными полиномами с 5, 7, 9 узлами. Однако максималь­
ная ошибка при пользовании интерполяционным полиномом 
больше по абсолютной величине наибольшей ошибки, чем при
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применении алгебраического полинома, в 1,25— 1,38 раза. В тех 
же четных столбцах табл. 23 дапы относительные ошибки аппрок­
симации. Оказывается, что при пользовании алгебраическим 
полиномом чаще встречаются относительные ошибки, большие 
единицы по абсолютной величине. В случае полиномов 4 и 6-й 
степени особенно велики по абсолютному значению наибольшие 
относительные ошибки.

Были вычислены первые и вторые производные отклонения 
реальной кривой от расчетной (см. табл. 24, строки 1—6, п — но­
мера нормалей с узлами интерполирования)для аппроксимации 
шестью способами, указанными в табл. 22 и 23. и найдены нор­
мали и радиусы кривизны реальной кривой сечения в точках, 
лежащих на нормалях 12, 15, 18 (табл. 24, строки 7— 12). Центры 
кривизны найдены для двух случаев: когда числа, стоящие во вто­
рой и четвертой строках табл. 20, записаны в масштабе 10-4 
и 10~2.

Табл. 24 показывает (см. верхние записи на строках 7— 12), 
что в первом случае при всех способах аппроксимаций ошибки на­
правления касательной реальной кривой сечения меньше одной 
минуты; ошибки в величине радиуса кривизны, происходящие от 
неправильностей реальной кривой сечения, лежат в границах от 
— 1,7 -10~3 до 4  2,7-10_3 м м ,  т. е. составляют от — 1,7-10_3 до 
2,5-10_3% величины радиуса расчетной кривой. Поэтому такими 
отклонениями реальной кривой от расчетной можно пренебречь 
и определять центры кривизны по расчетной кривой. При ошибках 
отклонения, увеличенных в 100 раз приходится принимать во вни­
мание ошибки отклонения и аппроксимировать последние.

В заключение следует отметить, что трудоемкости определения 
оптимального интерполяционного полинома и оптимального алге­
браического несравнимы: отыскать первый полином невозможно 
без применения ЭЦВМ и без существования программы автомати­
ческого поиска оптимума.

§ 17. Случайный процесс, 
образованный кривыми пересечения экземпляров 
реального элемента высшей кинематической пары 

плоскостью

Переходим к изучению вопросов точности партии механизмов, 
которые будут изготовлены по единому конструкторскому и тех­
нологическому проектам. Пусть в этих условиях разрабатывают­
ся конструкция и методы изготовления элементов высшей кине­
матической пары. Выбрана расчетная кривая, получающаяся в пе­
ресечении плоскости, параллельной плоскости движения, с эле­
ментом расчетной высшей кинематической пары. Для каждого 
элемента назначено поле допуска, в котором должны лежать все 
кривые пересечения экземпляров реального элемента плос­
костью.
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При наличии производственных ошибок реальные кривые пе­
ресечения являются реализациями расчетной кривой. Требуется 
рассмотреть, как кривые пересечения плоскости и реального эк­
земпляра элемента высшей пары удовлетворяют допускам.

Для решения поставленной задачи нужно изготовить согласно 
разработанной технологии партию экземпляров элемента высшей 
кинематической пары. Отклонения реальных кривых сечения от 
расчетной рассматривают при заданных значениях абсциссы или 
полярного угла и измеряют по направлениям оси ординат или 
радиусов-векторов соответственно. Отдельно записывают отклоне­
ния каждой реальной кривой сечения, которые она имела в точках 
измерения. Записи будут реализациями, показывающими неточ­
ность получения расчетной кривой. В результате получится 
таблица, содержащая сведения, во-первых, об отклонениях каж­
дой реальной кривой сечения от расчетной кривой, и, во-вторых,
о том, каков набор отклонений в каждом месте измерений. Этой 
информации достаточно, чтобы осуществить корреляционный ана­
лиз между отклонениями в разных точках измерений и составить 
гистограммы отклонений в каждой точке измерения. Таким об­
разом, мы получаем сведения о корреляционных связях между 
случайными отклонениями (параметрами) и о гистограммах по­
следних.

При подобном подходе к решению задачи точности механизмов 
возникают следующие основные вопросы: во-первых, каким об­
разом удостовериться в том, что в промежутках между выбран­
ными точками измерения ошибки Ду  или Дг для всей совокупно­
сти реализаций лежат с заданной вероятностью внутри поля до­
пуска на всем интервале изменения соответствующей независимой 
переменной, и, во-вторых, как с достаточной для практических 
расчетов точностью описать отклонения реальных кривых от рас­
четной.

На первый вопрос ответ можно получить только путем обмеров 
кривых сечения в дополнительных точках для отобранных экзем­
пляров из опытной партии. Здесь важно найти достаточные ус­
ловия, при соблюдении которых удовлетворение допускам реаль­
ных кривых сечения в местах измерения обеспечивает нахождение 
этих кривых в поле допуска на всем интервале изменения незави­
симой переменной. Ответ на второй вопрос будет дан на основе 
аппроксимаций выражений Ау(х) или Аг  (е). Будем считать ап­
проксимацию удовлетворительной, если вероятности нахождения 
в допуске отклонений реальных кривых сечения от расчетной и 
аппроксимирующей кривой не будут различаться существенным 
образом.

Более строгое требование, которое считаем достаточным при 
рассмотрении не только отклонений реальных кривых сечения от 
расчетной, но и производных отклонений по координате х  или е, 
состоит в следующем: гистограммы отклонений, вычисленные по 
аппроксимирующим кривым, ни в одной точке не должны противо­
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речить заданным законам распределения отклонений реальных 
кривых сечения от расчетной кривой.

Требование стараются удовлетворить выбором вида случайной 
аппроксимирующей функции, значений ее постоянных парамет­
ров, законов распределения случайных параметров, входящих 
в нее, и корреляционных связей между параметрами, выбором 
области изменений независимой переменной этой функции. Если 
для аппроксимации взять интерполяционный полином, то следует 
подбирать, исходя из поставленного требования, кратность и чис­
ло узлов интерполирования, постоянные параметры, являющиеся 
координатами узлов, т. е. положения узлов, законы распределе­
ния значений полинома в узлах и корреляционные связи между 
этими значениями, а иногда и законы распределения первой про­
изводной полинома в узлах. Далее следует выбрать часть области 
интерполирования (часть области значений независимой перемен­
ной полинома), внутри которой полиномом осуществляется ап­
проксимация. При пользовании полиномами с однократными уз­
лами и равными расстояниями между соседними узлами можно 
подбирать число узлов, расстояние между соседними узлами, за­
коны распределения значений полинома в узлах и корреляцион­
ные связи между значениями, подбирать часть области интерпо­
лирования, внутри которой полиномом осуществляется аппрок­
симация .

Оценочной функцией качества аппроксимации будет крите­
рий согласия %2 или иной критерий, известный в теории вероят­
ностей.

При решении стохастических задач отклонение каждой ре­
альной кривой от расчетной лучше описывать интерполяцион­
ным полиномом Лагранжа, а не полиномом Ньютона. Дело зак­
лючается в том, что случайный сомножитель, когда используется 
полином Лагранжа, равен'измеренному отклонению в рассматри­
ваемом узде, обозначенному через А.у (а’^'нли Аг (г,) [см. поясне­
ния к формуле (15.5)1. При пользовании полиномом Ньютона 
случайные сомножители линейно зависят от отклонений, отно­
сящихся ко всем рассмотренным узлам [см. пояснения к формуле 
(15.1)].Поэтому переход от интерполяционного полинома,представ­
ляющего отклонения одной реальной кривой сечения от расчетной, 
к интерполяционному полиному, представляющему отклонения 
другой реальной кривой сечения, весьма прост, если пользоваться 
формулой Лагранжа, но требует новых вычислений, включая 
отыскания гистограмм сомножителей, r случае применения фор­
мулы Ньютона.

На основании изложенного получим набор интерполяционных 
функций Лагранжа, представляющий случайный процесс, заклю­
чающийся в отклонениях реальных кривых сечения от расчетной 
кривой.

Поскольку Ду  (х) согласно (15.5) является линейной функцией 
-случайных параметров Дy it то закон распределения Ду (х) можно

99 4*

.



найти методом композиции н определить для него математическое 
ожидание М  и дисперсию а2:

П

Л / [Дг/ (.г)] =  2  Х , М [ Д//Л,
г=1 
п

с '[А?/(•г’)1 — 2  Ь 2 ( Х гХ % М  [Ai/iAt/з] -f-
i =i

+  X n- i X nM  [Лгу,,--iДг/м]) ! 2 (XjA'ajl/ 1Дi/jAiy3] - { - . . .  -f-

-f- X n—* X nM  [Af/n- 2^//nl) r • • ■ 2 X lX „ M  f Д t/iДJ/nl • (1^.2)

Если важны сведения о случайном процессе, состоящем из от­
клонений реальных кривых сечения от расчетной, и сведения о 
производных этого процесса, то в общем случае полезно измерять 
в экземплярах элемента высшей кинематической пары опытной 
партии не только координаты точек реальной кривой, но и положе­
ния касательных к кривой в этих точках. Тогда для каждой реаль­
ной кривой в каждом узле будут отдельно известны отклонения от 
расчетной кривой и ошибки тангенсов углов. Заносим указанные 
сведения в таблицу, содержание которой позволит осуществить, 
во-первых, корреляционный анализ между отклонениями в раз­
ных узлах п между ошибками тангенсов углов и, во-вторых, по­
строить гистограммы отклонений реальных кривых от расчетной 
н гистограммы ошибок тангенсов углов в каждом узле. Словом, 
обмеры дадут информацию о процессе отклонений и о первой про­
изводной этого процесса.

Выше, в § 14, было отмечено, что вторые производные реаль­
ной кривой сечения нельзя измерить.

Имея такую информацию, оппсываем отклонения реальпой кри­
вой сечения от расчетной с помощью формулы интерполирования 
Эрмнта для случая двукратных узлов [321. В этом случае интерпо­
ляционным полиномом Эрмнта будет представляться процесс 
отклонений реальных кривых сечения от расчетной кривой, если 
гистограммы отклонений, вычисленные по полиному Эрмита, и гис­
тограммы ошибок первой производной, вычисленные по производ­
ной полинома, не будут противоречить заданным законам распре­
деления отклонении реальных кривых сечения от расчетной кривой 
сечения и заданным законам распределения первой производной 
процесса отклонений, ('формулированное сейчас условие не про­
тиворечит условию, изложенному в начале настоящего параграфа 
н относящемуся к случаю, когда важны как сам процесс отклоне­
ния, так и его производные.

Остановимся на весьма существенном частном случае, для ко­
торого отклонения реальных кривых сечения от расчетной кривой, 
измеренные в любых точках расчетной кривой по направлению оси

(17.1)
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ординат или радиуса-вектора, подчиняются нормальному закопу 
распределения. Тогда по корреляционной функции процесса от­
клонений просто найти корреляционные функции и дисперсии пер­
вой п второй производной процесса. Производные процесса тоже 
подчиняются нормальному закону распределения. Значит, в этом 
случае достаточно измерить только отклонения реальных кривых 
сечения от расчетной кривой и излишне измерять касательные 
кривой отклонений реальных кривых сечения. Процесс отклоне­
ния удобно изобразить интерполяционным полиномом Лагранжа 
при однократных узлах. Так как формулы (15.5) линейны отно­
сительно параметров Ау,,  подчиняющихся нормальному за­
кону распределения, то Ау (а) и производные - ^ А у ( х )  при лю­
бом х  тоже подчиняются этому закону.

Пусть отклонения реальных кривых сечения от расчетной кри­
вой сечения образуют стационарный случайный процесс. Это 
значит, что во всех точках измерения получается одни п тот же 
закон распределения отклонений. Тогда достаточно один раз 
выполнить исследование закона распределения отклонений, а 
результаты можно использовать при рассмотрении разных вза­
имных положений элементов пары.

Допустим, что случайные параметры подчиняются нормаль­
ному закону распределения, имеющему заданные числовые ха­
рактеристики. Между случайными параметрами может отсут­
ствовать или существовать корреляционная связь. В первом случае

П
М \ А у  (.г)] -_= М I Аг/j] ^  X,  =  М \ А у ;), (17.3)

|i -1
п

02[Д г /И 1 -  52| Д (/] {^ Х ?  -b 2 p (0 [X ,A -a +
i —1

+  Х.2Х 3 -f- . . .  -'г Х п_ хХ„1 +  2р (/) [ Х ^ з  -(- . . .  1- -f-

+  . . .  | 2р [{п -  1) /] Х хХ п, }  , (17.4)

где I — const — выбранное расстояние между соседними узлами 
интерполирования; р [(А — 1) Z] — коэффициенты корреляции, 
причем к — {2, 3, 4, . . ., п}.

В формулах (17.3) и (17.4) учтено, что в условиях стационар­
ного случайного процесса числовые характеристики закона рас­
пределения последнего не зависят от номера узла, вследствие 
чего М  [Дг/;] =  М  [Дг/], о[Дг/;] =  a [Дг/] и, кроме того, соглас­
но [34] сумма

П

2 * 1 - » -
г = 1
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Если случайный процесс, состоящий из отклонений реальной 
кривой сечения от расчетной, подчиняется нормальному закону 
распределения, то качество аппроксимации процесса можно оце­
нить следующим образом. Пусть а п [ж] =  0 О \у (я) — У0 (я)1 есть 
среднее квадратическое отклонение процесса; а [х] =  о  [Дг/ (я)] — 
среднее квадратическое отклонение величин, полученных на ос­
нове (15.5), т. е. величин, аппроксимирующих процесс; послед­
нее среднее квадратическое отклонение вычисляют по (17.2). 
Выберем более удобную оценочную функцию для суждения о 
качестве аппроксимации:

=  ,17.5)
Оо1ж] Со [ж] '  '

В случае стационарного случайного процесса а 0 Ы  — о 0, 
поэтому а 1х] определяется формулой (17.4)

ф „ = . — Н .г= в 1*1- в »  ^
бо Со ^  '  '

С течением времени эксплуатации механизмов с высшими ки­
нематическими парами следует снова обмерить входящие в пар­
тию экземпляры каждого элемента высшей пары с целью получе­
ния отклонений реальной кривой сечения от расчетной. Далее 
с результатами измерений поступают таким же образом, как и 
выше, когда учитывались производственные неточности реальных 
элементов этих пар.

Пример 17.1
Изготовлены три партии плоских кулачков, выполненных по 

одному конструкторскому и технологическому проекту. Теоре­
тический профиль кулачков на некотором участке характеризу­
ется отрезком прямой. Пусть во всех экземплярах изготовленных 
кулачков в пяти точках, отстоящих по оси абсцисс на расстоянии
1 =  3 мм, были измерены по оси ординат отклонения реальных 
сечений от расчетной прямой, которая принята за ось абсцисс. 
Обработка результатов измерений показала, что отклонения под­
чиняются одному общему для всех партий кулачков нормальному 
закону распределения с параметрами — 0 и ст0 =  0,01 мм, а 
корреляционная функция имеет вид

W )  (£) =  ❖ - № ,  (17.7)

где £ — интервал изменения независимой переменной (в единицах 
длины или в радианах).

Величины |х2 приведены в табл. 25.
Требуется выявить, насколько качественным будет описание 

отклонений посредством интерполяционного полинома Лагранжа, 
если поле допуска лежит в границах +  Зст0.

Р е ш е н и е .  Согласно формуле (17.3) в рассматриваемом 
случае М  [ДI/ (я)] =  0. Разместим начало координат в крайнем
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левом узле, тогда все узлы будут лежать на положительной час­
ти оси абсцисс. Нумеруем узлы слева направо от первого до пято-

Т а б л и ц а  25

Корреляционная связь У-2
1
V-

Слабая 0,04470661 4,7294875
Средняя 0,01117665 9,4589750
Сильная 0,0015496 25,407000

го, после чего координаты узлов запишем так:

X i  =  (i —  l ) l ,  i (Ц1, 2 , . . .  ,5).

В каждом промежутке между двумя соседними узлами выберем 
пять точек таким образом, чтобы расстояния между соседними 
точками или узлом и соседней точкой было равным //6. Всего будет 
двадцать точек, которые вновь нумеруем слева направо. Коорди­
наты точек следующие:

где

№  =

0, если 1 ^  s <  5
1, если 6 <  s ^  10
2, если 11 х <  15
3, если 16 s 2и

1, если *е (1 .6 ,1 1 ,1 6 }
2, если * б {2 ,7 ,1 2 ,1 7 }
3, если «6 (3, 8, 13,18}
4, если s(r (4, 9, 14, 19}
5, если sg  {5 ,10 ,15 , 20}

Тогда
<XiS) =  х  — Xi — &̂(s> f  —  qW — i i ^ l ,

77 <s) _  „(s)  « ( s) J : s)  J-S)U i — 0(£ , . . • , 0Сг— • • • * 0̂ 5 >

V  i =  otJ2a13ai4ai5 =  24/^V &, V 2 =

У 3 =  a32a3ia34a35 ~  x\* =  f / 1 >/Fi-

6/4 =  F t,

Если начало координат поместить в крайнем правом узле, а 
ось абсцисс направить справа налево, то нумерация узлов и про­
межуточных точек будет осуществляться справа налево. Предыду­
щие формулы останутся справедливыми.

Определяем дисперсии в двадцати промежуточных точках по 
формуле (17.4), которая в условиях рассматриваемого примера
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п

з* [Ьу (а*-))] -  з1 { 2  ( * b 2 +  2f) ( ! ) [X ^ X is) +  . . .  +  

+  Х '/З Д  +  2р (2 1) [ A ' W  +  • • - +  4 s)a1s)] +  
+  2р (3 /) [А 'М >  -н а № > ]  -|- 2}i (Л/) \is)A'<s)}. (17.8)

По формуле (17.8) были подсчитаны величины cr<s) — а [Ау  (x<s>)] 
для всех двадцати точек при I --= 1 и I — 3 мм, что позволило 
вычислить относительные ошибки Aa(s)/a0, % (здесь Да(5) =  
=  o(s> — а0), величины которых приведены в табл. 26.

принимает вид

Т а б л и ц а  26

U мм К ор р ел я ц и он ­
ная связь

Н ом ера точек

I. 20 
24

2, 19
3, 23

3. 1Я
4. 22

4. 17
5, 21

5, 16
6, 20

1 Слабая 0,027 0,034 0,029 0,013 0,002
Средняя 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
Сильная 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

3 Слабая 1,918 4,020 4,565 3,591 1,802
Средняя 0,205 0,274 0,245 0,165 0,074
Сильная 0,001 0,001 0,001 0,001 0,000

U мм
К ор р ел я ц и он ­

ная спяль

Н ом ера точек

6, 15 
ч, 1S

7, 14 
9, 17

8, 13 
10, 16

9, 12 
11, 15

10, 11 
12, 16

1 Слабая —0,005 —0,006 —0,005 -0 ,0 0 9 —0,001
С. роди я я —0,001 —0,001 0,000 0,000 0,000
Сильиая 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

3 Слабая - 1 ,2 3 0 — 1,655 - 1 ,3 9 4 —0,777 -0 ,2 2 4
Средняя - 0 ,0 4 4 -0 ,0 5 7 —0,047 —0,026 -0 ,0 0 7
Сильна» -0 ,0 0 2 0,000 0,000 0,000 0,000

р  Верхняя строчка дает номера промежуточных точек, которые 
равномерно возрастают слева направо. Нижняя строчка указы­
вает общие номера промежуточных точек и узлов, тоже равномерно 
возрастающие слева направо. Очевидно, в узлах рассматриваемые 
относительные ошибки равны нулю.

Данные табл. 26 показывают, что при слабой корреляционной 
связи п I =  3 мм интерполяционный полином с плохой точностью
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описывает случайный процесс, состоящий на отклонений реальной 
кривой сечения от расчетной. В остальных рассмотренных случаях 
этот полином описывает случайный процесс с относительной ошиб­
кой, меньшей 0,28% .

На этом можно было бы закончить рассмотрение примера, ес­
ли бы в дальнейшем нам не предстояло искать распределения цент­
ров кривизны реальных кривых сечения. Поэтому повторяем ре­
шение примера методом статистических испытаний.

Выбираем следующий порядок решения. Пользуясь специаль­
ным алгоритмом, изготовляем набор из 1000 псевдослучайных чи­
сел, подчиняющихся нормальному закону распределения с Л/0 =
— 0 и (То — 0,01 мм.

Далее, основываясь на характере корреляционной связи вида
(17.7) и пользуясь другим специальным алгоритмом [26], образуем 
для каждого числового значения р2 но одной четверке других слу­
чайных чисел. Полученные таким образом три пятерки чисел изоб­
ражают отклонения реального профиля от расчетной прямой в мес­
тах измерения, отстоящих от первого на расстояниях /, 21, 31, 
41, когда корреляционная связь слабая, средняя, сильная. Для 
каждой корреляционной связи вырабатываем 1000 наборов из пя­
ти таких чисел. Каждый набор подставляем в (15.5) и вычисляем 
Ду  (х ). Проводим статистическую обработку величин Ду  (z (s)) в 
каждой промежуточной точке н отдельно для каждой силы корре­
ляционной связи. Оказалось, что числовые характеристики набо­
ров имеют следующие отклонения от заданных величии:

3 <  М  [Ау] • 105 <  41, 0.8% <  4 ^  <  6.1 %.

Проверка гистограмм наборов по критерию показала, что 
гистограммы не противоречат нормальному закону распределе­
ния, имеющему Л/0 =  0, а0 — 0,01 мм с вероятностями Р (х2), 
приведенными в табл. 27.

Т а б л и ц а  27

К ор р ел я  ционн ая 
св я зь -Р (Х2)

Слабая 0 ,2 7 6 -0 ,0 3 7
Средняя 0 ,2 7 0 -0 ,8 3 4
Спльпая 0,350—0,834

Значит, статистическое применение интерполяционного поли­
нома дает в 20 промежуточных точках нормальный закон распре­
деления, имеющий заданные числовые характеристики п корреля­
ционные связи.

Продолжаем рассмотрение теории. Нам нужно еще рассмот­
реть производные отклонений реальных кривых от расчетной, взя-
5 И. Г. Еруеонч. В. II. Сергеем 105
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ты о по координате х. Формулы (15.7) и (15.!)) лшгопны относитель­
но случайных параметром Д//; . Законы распределения производ­
ных можно искать методами композиции или статистических 
испытании. По форд1улам легко иантн величины М  [Ду (я)], 
о 2 { Лг/ (.?■)], М  [Дг/ (х)], а1 [Ду (х)], зависящие ог расстояний между 
узлами.

Вернемся к важному частному случаю, когда отклонепия ре­
альных кривых сечення от расчетной во всех точках последней 
подчиняются нормальному закону распределения. Так будет в 
условиях автоматизированного изготовления элементов высшей 
пары [17]. Было ранее указано, что производные нормального 
стационарного процесса тоже подчиняются нормальному закону 
распределения, числовые характеристики которого просто найти. 
Корреляционная функция первой производной процесса

1 1  —  - . (17.9)

где K ± v{x) (xt, xs) — корреляционная функция самого случайно­
го процесса.

Корреляционную функцию второй производной процесса на­
ходят по корреляционной функции первой производной. При x t =  
=  xs получаются дисперсии производных случайного процесса. 
Обозначим их через о^0 (ж) и О”0 (я).

Так как формулы (15.7) и (15.9) линейны относительно пара­
метров Дг/;, имеющих нормальные законы распределения, то слу­
чайные функции Ду (х), Лг/ (я) имеют тот же закон распределения. 
О качестве аппроксимации производных случайного процесса про­
изводными интерполяционного полинома можно судить по следую­
щим оценочным функциям:

До . (ж) а. (а-) — з . (.к)

д АО АО
Дз (г) з.. И - а ^  (!с)

Ф -, (17-И)Л

где

СА (I) =  з 1Ду (х)\, ак (х) =  з [Д(/ (ж)].

Таким образом, если процесс отклонений реальных кривых 
сечения от расчетной является нормальным и важен не только 
этот процесс, по и первые две его производные, то оценочная 
функция (17.5) заменяется тремя более удобными оценочными 
функциями (17.6), (17.10) н (17.11). Очень важно отметить, что вы­
сокое удовлетворение функции (17.6) повышает качество удовлет­
ворения функциям (17.1U) и (17.11).

106

.



Если процесс отклонений нормальный п стационарный, то про­
изводные процесса тоже будут нормальными стационарными. 
В этом случае корреляционная функция первой производной 
процесса вместо (17.9) определяется по формуле

■ (17.12)

При t  =  0 получим дисперсию первой производной процесса, 
обозначим ее через Аналогично находят корреляционную 
функцию К-^ (£) и дисперсию a^0 второй производной процесса. 
В условиях этого процесса все случайные параметры Ay t подчиняют­
ся одному закону распределения. Качество аппроксимации про­
изводных нормального стационарного случайного процесса про­
изводными (15.7) и (15.9) выявляют по оценочпьш функциям 
(17.10) и (17.11), в которых

3до(*) =  3до’ aS И  =--ад0,
П

o*[Ay(x)\ =  o l l b y ] { ' Z ( X y -  +  
i —i

+  2р ( / ) [ х ;х ;  + . . .  +  Х п ^ Х ’п] +  . . .  1- 2о !(п -  1) I] Х ’.Х'г],

(17.13)
п

о2 [Ау  (ж)] =  Оо [Агу] { 2  № ) 2 +  2(> ( /)[Х гХ 2 +  . . .  +

Ч" Х п - А ]  “Ь ■ • • "Ь 2р |(?? — 1) /] , (17.14)
?г

М  [Ау (X)) =  М 0 [Д//] 2  х ;  -  о, М  [А// (.г)] =
i -1

п
=  М 0 [Ду] 2 * 1  =  0. (17.15)

1-г
В выражениях (17.13) — (17.15) числовые характеристики 

Л/0 [Аг/] и а0 [Аг/] относятся к нормальному стационарному слу­
чайному процессу. Суммы

?г 71 п

2  =  2  — 0, так как 2  ~  1-
г=1 г-1 г=1
Выбор постоянных Ь, с для оценочных функций (17.10) н (17.11) 

рассмотрен ниже в примере 18.1.
Пример 17.2
Имеются производные случайного процесса, состоящего из 

отклонений реальных профилей от расчетного. Нужно установить: 
с какой точностью эти производные можно представить посредст-
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ном производных интерполяционного полинома Лагранжа. И сход­
ные условия изложены в примере 17.1.

Р е ш е н п е. По формуле (17.12) согласно выражению (17.7) 
находим

К& (£) =  2 4 A < - W  (1 -  № )■  (17.16)

Для второй производной, принимая во внимание (17.16), имеем 

Кл  (С) =  4 о ^ 4е - :^ '( 3  -  12\i%2 +  ty 4£4).

Отсюда при £ =  О

Oio V"2 30|-t, Здо =  2 ^ 3  Jol-i2. (17.17)
Эти средине квадратические отклонения постоянны.
Задача заключается в подборе такого расстояния I между со­

седними узлами н такой части области интерполирования, чтобы 
числовые характеристики (17.4), (17.13), (17.14) возможно меньше 
отличались от а 0 н от характеристик (17.17).

Покажем, как по формулам (15.11) и (15.12) найти производ­
ные функции UI, чтобы вычислить \у (.г) и Ау (.г), если полином 
имеет пять однократных узлов,

^ 1 ^ 2  аА *4*5 , Л /2>5 -  (2, 3, 4, о},
ГбМг>5

U1 2 ^  аг . . . am_i3tm j~i. . . . . . a5,
/6Af.,s

m€'W2i/_]
М , , , _ , = { 2 , . . . / - 1 } .

Отсюда

С/х — a2a3a4 а..гл3я3 -(- (Х2а4а5 -j- я3я4о(5,

U-i — 2 (a2a3 n x ,a 4 a 3a4 +  « Л  1- a3a5 -}- a 4a s).
Из последних формул получаем производные функции С/{ указаи-
ным в конце § 15 путем

и : =  cq a ^ a , u *1*3*3 |- а ^ а 5 f  *3*4*3-

и'л 3jX2a4 !_ a 1a.,a5 (- a2a4a;5 [• *1*4*5-

и\ -  - a ta2я3 . . Ui «2*3*5 J- a ta2a5 -I' *1*3*5’

V'b =  a2a:!a4 1- a 4a 2a4 1- *1*3*4.
u l =  2 (ap :3 + *1*4 Г *3*4 + *1*3 Г *3*5 4 - * 1 * 5),

u l ~ 2  ( а 4а 2 _i_1 *2*4 -Г *1*4 “b *2*5 H *1*5 _ L
J « 4* 5) »

и : -= 2  (а2* 3 •b aja.i + * 1 * 3  4~ *2*5 -Г  *3*5 4- * 1 * 5),

и  I 2 (а2а3 1
~T «2*4 - r * 3 * 4  + * 1 * 2  +  * 1 * 3 + a xa4).
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Тогда

Xi ( х ) ^ и [  (x)/V и X  • (x) =  UI {x)/V ;.

Обозначим производные функции U t в точке х  =- ж, через /Л;, Г/”;. 
Они получаются из производных f/,-, если н последних сомно­
жители а ; заменить через а;г. Тогда согласно формулам (15.7) 
и (15.9) найдем

П П

А У Ы  =  2  АУ fa)  =  S  x ”iA2/i-
i=l i=l

где

Хц — U ц/V; =  Ui(xi)/Vu Х ц =  UrJV,■ -  С/i (x,)/V

Точка Ж; может быть промежуточной между узлами или совпасть 
с одним из узлов.

Пусть эта точка совпадает, например, с третьим узлом .г ,<-3. 
Поступая указанным образом и пользуясь формулами (15.7) п 
(15.9), при I — 3 мм найдем

Д.У (*з) =  (A j/i  —  8Д?/-. г  8Д?/4 —  Д у5), (1 7 .1 8 )

д.у (*з ) - щ - ( —  Дг/i  +  ш д .'/2 - з о л , , ,  ю д / / 4 —  д.1/ 3). ( i т . i о )

Тогда по формулам (17.13) и (17.17!) можно вычислить средние 
квадратические отклонения при разных величинах корреляцион­
ных связей и при разных (всегда равных между собой) расстоя­
ниях между всеми соседними узлами.

В табл: 28 даны значения гг [ \у (а:,-)] -  a(-J, a [Az/ (ж,)] -- 
для случая, когда производные определены в узле интерполирова­
ния номер i.

Т а С л и ц a 2S

s

К ор р ел я ц и он ­
ная св я зь

10°(лд 1°аУд
Н ом ер упла

! 5 2; 4 :t 1; 5 1 3

1 Слабая 0,297 0,300 0,298 0,195 0,153 0,154
Средняя 0,149 0,150 0,150 0,040 0,039 0,039
Сильная 0,050 0,056 0,050 0,010 0,006 о,ооо

3 Слабая 0,057 0,313 0,254 0,460 0,110 0,135
Средняя 0,155 0,152 0,147 0,063 0,037 0,039
Сильная 0,(150 0,050 0,056 0,006 0,005 0,005
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В табл. 29 п ЯО соответственно даггьг значении 

/Зд0> °0 > А^д/^до’ "0’

где s — последовательные номера всех точек между узлами ц сами 
узлы. Первый узел сохраняет свой номер, второй узел отмечен но­
мером 7, третий — номером 13, четвертый — номером 19, пятый — 
номером 25;

дЛ«)___(«) _  -  д-(») _  „w _  ,
АоД — °Д °Д0’ Д --- °д °до ’

где
—  л  Г а  п ^ s)  —  - !

А а[ДУ(ж(8))]. з[ду(ж<8>)1.

Приведенные в табл. 29 и 30 данные показывают, что самые 
большие абсолютные значения относительных ошибок получаются 
в первом и пятом узлах. Производные интерполяционного полино­
ма лучше представляют первую производную случайного про­
цесса и много хуже вторую. Из табл. 30 следует, что вторая произ­
водная интерполяционного полинома на участке между вторым и 
четвертым узлами или на несколько большем участке представляет 
вторую производную случайного процесса с точностью, указанной 
в табл. 31.

Т а б л и ц а 31

lf мм
К о р р е л я ц и о н ­

ная св я зь
У ча сток  м еж ду 

точкам и  (узлам и )
дЛ ?д
а ••

ДО

0'» • 0

t Слабая С - 20 < 1 , 5
2 Средняя 4 - 2 2 < 1
3 Сильная 4 - 2 2 < 0 , 6

Данные табл. 26 позволяют предвидеть содержание табл. 29. 
Сложнее связь между данными табл. 26 и 30, так как при сильной 
корреляционной связи последняя таблица содержит меньшие от­
носительные ошибки при / =  3 и существенно большие, когда I =  
=  1. Таблица же 26-я при сильной корреляционной связи дает 
немного большие на (0,002%) относительные ошибки, когда Z =  3, 
а не / =  1. Все же в изучаемом примере из таблиц видно, что 
оценку качества записи случайного процесса интерполяционным 
полиномом по табл. 26 следует производить в зависимости от того, 
нужен ли нам только случайный процесс или нужны процесс и 
его первая производная, или процесс и его две первые производные.

На этом закончено рассмотрение примера. Но так как радиус 
кривизны нелинейным образом зависит от производных, то вос­
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пользуемся мстодом{ статистических испытаний, принимая во 
внимание наложенное в конце примера 17.2. Ирп каждой корреля­
ционной связи отдельно находим 1000 надлежащих случайных соче­
таний случайных значений параметров Дг/; (г = 1, 2, ..., 5). Каж­
дый набор подставляем в формулы (15.7) н (15.9). В результате 
получим 10UU реализаций первой и 1000 реализаций второй 
производных случайного интерполяционного полинома. Стати­
стическая обработка реализаций позволяет получить средние и сред­
ние квадратические отклонения величин Лг/ (х) н Ау (х) или со­
ответствующие гистограммы при выбранном значении независи­
мой переменной х. Расчеты показали, что статистические распре­
деления величин А у (хь) и А у  (жГ)), определяемых по формулам 
(17.18) и (17.19), не противоречат нормальному закону распределе­
ния, имеющему ранее найденные числовые характеристики.

§ 18. Законы распределения 
положений центров крнвнзны реализаций, 

описывающих реальные элементы высших кинематических пар

Определение радиусов и цептров крнвнзны кривых сечения 
экземпляров реального элемента высшей кинематической пары 
является стохастической нелинейной задачей (см. § 17), кото­
рую удобно решать методом статистических испытаний. Для этого 
составляют тройку реализаций, при помощи которой осущест­
вляется аппроксимация конкретного случая отклонения реальной 
кривой сечения от расчетной, п две первые производные аппрок­
симирующей функции, последние аннрокспхшруют производные 
процесса отклонений. Рассматриваемый случай отклонений ха­
рактеризуется законами распределения отклонений при разных 
значениях независимой переменной х, корреляционными связями 
между этими отклонениями, числовыми значениями отклонений в 
местах измерения. Дополняют тройку реализаций уравнением 
расчетной кривой сечения. Напомним, что в § 17 аппроксимация 
осуществлялась интерполяционным полиномом Лагранжа.

Далее, выбирают на расчетной кривой сечения те интересные 
для дальнейшего точки, которыми изучаемый элемент касался бы 
другого элемента, если бы высшая кинематическая пара была бы 
идеальной. Выбор определяет значения независимой переменной 
х.  Элемент]»! реальной высшей кинематической пары касаются 
с реальными кривыми сечения в других точках (см. § 13). Для оп­
ределения каждой нз последних точек нужно знать центр кривизны 
изучаемой реальной кривой сечения, когда независимая пере­
менная имеет одно из значений, выбранных вышеуказанным спо­
собом. Имея уравнения производных аппроксимирующей функции 
и производные уравнения расчетной кривой, вычисляют про­
изводные для случая, когда независимая переменная получила 
выбранные нами значения. Затем по формулам, приведенным в
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§ 14, находят тангенсы углов, образованных касательными ре­
альной кривой сечения и длины радиуса кривизны. Тем самым 
оказываются определенными центры кривизны реальной кривой 
сечения в выбранных точках. Записывают, что первая тройка реа­
лизаций при взятых значениях переменной х  имеет вычисленные 
величины тангенсов углов, радиусов кривизны и вычисленные по­
ложения центра кривизны.

Формируют вторую тропку реализации, включающую аинрок- 
епмацшо нового случая отклонений реальной кривой сечения от 
расчетной н две производные аппроксимирующей функции. Но­
вый случай отклонений отличается от предыдущего тем, что в мес­
тах измерения отклонений имеется другой набор числовых значе­
ний случайных параметров Aг/; , не зависящий от набора в первой 
тройке. Для второго набора прп тех же значениях независимой 
переменной вычисляем и записываем значения тангенсов углов, 
радиусов кривизны, положений центров кривизны и т. д.

В результате получаются достаточно большие наборы величин 
тангенсов углов, радиусов кривизны, расположений центров кри­
визны прп каждом выбранном значении независимой переменной 
х. Набор троек должен удовлетворять оценочным функциям, рас­
смотренным в предыдущем параграфе. Перенумеруем тройки 
набора в порядке их получения. Статистическая обработка этих 
данных дает гистограммы величин тангенсов углов н величин 
радиусов кривизны при каждом выбранном значении независимой 
переменной х.

Отметим, наконец, что законы распределения tg т и R  связаны 
между собой уравнением аппроксимирующей кривой.

Пример 18.1
При принятом методе изготовления кулачков отклонения ре­

альных кривых сечения от расчетной кривой описываются нормаль­
ным стационарным случайным процессом, имеющим равное нулю 
математическое ожидание н среднее квадратическое отклонение 
о 0 --  0,01 мм. Отклонения реальных кривых сечения от расчет­
ной кривой, измеренные в разных точках, связаны корреляцион­
ными зависимостями, указанными в условиях примера 17.1.

Найти распределение центров кривизны в тех точках реальных 
кривых сечениях, которые являются реализациями выбранной 
точки на расчетной прямой.

Р е ш е н н е. Воспользуемся декартовой системой координат, 
направив ось абсцисс параллельно расчетной прямой. Отклоне­
ния реальных кривых сечения от расчетной прямой представляем 
интерполяционным полиномом Лагранжа, записанным для пяти 
однократных узлов. Но осп абсцисс соседние узлы отстоят друг 
от друга на расстоянии / -  3 мм. В заданной точке на прямой 
располагаем третий узел. В этих условиях

Ig * =  м (rs), r ы  ^  ' .л /М ■> 3 I
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Вырабатываем пять надлежащих случайных сочетаний случай­
ных значений Ay t в условиях, когда между случайными парамет­
рами существует слабая, средняя и сильная корреляционные за­
висимости. Каждое сочетание значений А г/г позволяет найти 
&У (х3), &У (лг3), а затем В  (х 3). В условиях каждого вида корре­
ляционных зависимостей вырабатываем набор из 1000 случайных 
значений R  (х3). Присоединяем к нему три набора, каждый из ко­
торых имеет по 1000 случайных значений tg т. В результате по­
лучается три распределения центров кривизны реальных кривых 
в точках, соответствующих третьему узлу интерполирования.

На основе метода статистических испытаний составлена 
табл. 32.

Т а б л и ц а  32

Вероятности знамени!! R (*з)
Корреляционная свяль

слабая средняя сильная

Вер
Вер

| П(х3) | >  1000 .«.«]
| Я(хз) | >  10 000 мм] о 

о
О 

СП
 

СП 
I-* со 0,991

0,179
1,000
0,940

Сильная корреляционная связь свидетельствует о более высо­
ком качестве изготовления прямолинейного профиля кулачка.

Нример 18.2
Условия примера совпадают с условиями примера 18.1. Рас­

четная кривая является дугой окружности радиуса Л л =  20  мм, 
точка А  — центр окружности.

Найти распределение центров кривизны в тех точках реальных 
кривых, которые являются реализациями выбранной точки дуги 
окружности.

Р е ш е н и е .  Выбираем декартову систему координат, абсцис­
са которой перпендикулярна прямой, проходящей через выбран­
ную точку окружности и центр А . Обозначим через ха  и У л коор­
динаты центра окружности. Составляем уравнение окружности и 
находим первую и вторую производные в выбранной точке:

Имеем
{1 +  [Д'/(тА )]*}-/.

t g T =  A у (*а ), R ( xa ) = К ч (хА ) —  0,03

Представим отклонения реальных кривых сечения от расчет­
ной кривой интерполяционными полиномами с пятью однократны­
ми узлами. Третий узел располагаем в выбранной точке на окруж­
ности. Соседние узлы отстоят друг от друга на расстоянии I 3 мм,
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измеренном по дуге окружности с радиусом И л- Тогда абсциссы 
узлов удовлетворяют следующим условиям:

hi =  3̂2 =  хх — хз ~  х з — х 2 — 2,989 мм,

1ц — hi =  х ъ — х\ — х% — х \ ~  2,922 мм.
Так как Дг/i подчиняются нормальному закону распределения, 

то при любой величине х значения полинома и производные от 
него тоже подчиняются нормальному закону. В условиях рассмат­
риваемого примера

М  [Дг/ (а:)] =  М  [Дг/ (х)] =  М  [Лг/ (х)] =  0.

Были подсчитаны величины а [Дг/ (ха)] и о  [Дг/ (х.а)1, когда 1.2\, 
lis-n U31 h>i имеют найденные значения, и сравнены со значениями 
о [Дг/ (х3)1, о [Ау (х3)], приведенными в табл. 28. Упомянутые 
значения средних квадратических отклонений записаны в табл. 33.

Т а б л и ц а 33

Корреляционная
связь №л [Ау (1 Д)] 10'а [А у (зс3)] 102я [ Д|/ (хд)] 102а [ Ay (va)]

Слабая 0,256 0,254 0,136 0,135
Средняя 0,148 0,147 0,038 0,039
Сильная 0,055 0,056 0,005 0,005

Данные табл. 33 показывают, что несовпадение средних квадрати­
ческих отклонений незначительно, и поэтому можно воспользо­
ваться найденными в примере 17.2 выражениями (17.18), (17.19) 
для Ау  (х3), Дг/ (хя) и подставить их в формулы тангенса угла и 
радиуса кривизны.

Т а б л и ц  а 34

Корреляционная
связь ЛГ [П (*а )]. a [R (хА)], мм Р(Х«)

Слабая — 19,9998 0,039 0,253
Средняя — 20,004 0,159 0,677
Сильная -2 0 ,0 0 0 7 0,002 0,156

Методом статистических испытапнй получены гистограммы 
величин радиусов кривизны реальных кривых сечения при разных 
корреляционных связях. Вычисленные числовые характеристики 
записаны в табл. 34. Там же помещены значения Р (%2), которые 
указывают, что статистические распределения не противоречат 
гипотезе о нормальном законе распределения длин радиусов кри­
визны.
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§ 19. Законы распределения ошибок скоростей 
п ускорении недомою лиспа механизма 

с высшей кинематической парой

Пусть заданы схема механизма, поминальные размеры и кон­
фигурации всех его звеньев, а также1 допуски и законы распреде­
ления ошибок элементов низших н высших кинематических пар. 
Кроме того, для последних дополнительно должна быть известны 
корреляционная функция или корреляционная матрица, харак­
теризующая вид взаимосвязи ошибок па заданном интервале из­
менения независимой переменной.

Ошибки ведомого звена приходится определить в статических, 
кинематических и динамических условиях. 13 зависимости от ус­
ловий будут разные деформации звеньев и элементов кинематиче­
ских пар под действием приложенных сил; разные перемещения 
одного элемента относительно другого на величину зазоров в под­
шипниках, прямолинейных направляющих, цилиндрических и 
винтовых кинематических парах; разные величины износа сопри­
касающихся элементов пар. При рассмотрении точности работы 
механизмов в динамических условиях появляются новые, не дей­
ствующие в кинематических условиях первичные ошибки — та­
кие, как ошибки величин и распределений масс звеньев, величин 
коэффициентов унруюстп звеньев, величин и направлений сил, 
действующих на изучаемый механизм. Иными словами, величины 
ошибок ведомого звена механизма существенным образо.м зависят 
от реальных условий эксплуатации механизма.

Так как элементы высших кинематических пар изготовляются 
с высокой точностью, то при условии точного изготовления также 
и элементов низших кинематических па]) ошибки положения нлп 
перемещения ведомого звена механизма с высшей парой удобно 
находить согласно линейной теории точности [1-4J. Стохастическую 
задачу в линейной теории решают с помощью предельной теоре­
мы теории вероятностей. Если эта теорема неприменима, то мож­
но применить метод статистических испытаний, вырабатывая ряд 
надлежащих случайных сочетаний случайных значений всех пер­
вичных ошибок механизма, в том числе ошибок элементов высших 
пар, которые измеряют по нормалям к профилю элементов. Каж­
дое надлежащее случайное сочетание подставляют в фундамен­
тальную формулу .пшенной теории точности, записанную для 
каждого интересующего пас положения рассматриваемого меха­
низма. Производя вычисления по этой формуле при выбранном по­
ложении ведущих звеньев, находят набор случайных значений 
ошибки положения п строят для нее гистограмму. Ошибка поло­
жения ведомого звена является случайным процессом, зависящем 
от координат ведущих звеньев.

Рассмотрим определенно ошибок скоростей н ускорений кон­
кретного экземпляра механизма с высшими кинематическими па­
рами, когда заданы кинематические или даны кцпетостатические
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условия эксплуатации. О механизме необходимо иметь сведения, 
перечисленные в первом абзаце настоящего параграфа. Кроме того, 
придется задаться движениями ведущих звеньев п положения­
ми последних, когда требуется пайтн ошибки скоростей и ускоре­
ний. Задачу решают по методу, изложенному в § 13 и уточненному 
в § 1 4 —1G. Таково определение ошибок в кинематических усло­
виях, которые частично соответствуют функционированию меха­
низма в условиях невесомости. Если вопрос об ошибках рассмат­
ривается в кинетостатическнх условиях, то необходимо добавочно 
знать массу каждого звена н ее распределение в звене, упру' 
гости звеньев, внешние силы, приложенные к механизму. В ме­
ханизме с низшими парами, эквивалентном механизму с высшими 
парами в изучаемом положении, заменяющие звенья первого и 
заменяемые звенья второго, содержащие элементы высших пар, 
должны иметь одинаковые и одинаково расположенные массы. 
Находят скорости и ускорения механизма с низшими парами и 
ошибки скоростей и ускорений механизма с высшими парами (пер­
вое приближение). Находят такие силы реакции, действующие па 
каждое звено в его элементах кинематических пар, которые урав­
новешивают внешние силы, приложенные к звену, н силы инер­
ции звена. Определяют деформации элементов высших пар под 
действием этих сил. Заменяют механизм с высшими парами, имею­
щими деформированные элементы, механизмом с низшими пара­
ми, поступая, как изложено в § 13.Снова находят ошибки скоростей 
и ускорений ведомого звена (второе приближение) н сравнивают 
их с полученными в первом приближении. Если совпадение 
удовлетворительное, то следует считать второе приближение толь­
ко контрольным. Если же приближение неудовлетворительное, 
то следует в процессе второго приближения определить силы реак­
ции в кинематических парах и деформации элементов выс­
ших пар.

Третье приближение будет контрольным, если силы реакции и 
деформации элементов высших пар, полученные в процессе второго 
и третьего приближений, практически совпадают. Другой вари­
ант оценки точности определения ошибок скоростей и ускорений 
ведомого звена механизма с высшими парами заключается в том, 
что эти ошибки, полученные в процессе второго и третьего при­
ближений, практически совпадают.

Исследование ошибок скоростей и ускорений проектируемого 
механизма с высшими кинематическими парами начинается с со­
ставления набора троек для каждого элемента высшей пары. При­
бавляют уравнение расчетной кривой сечения элемента. Каждая 
тройка позволяет пайтн тангенс угла наклона касательной, радиус 
крнвнзны н положение центра кривизны реальной кривой сече­
ния (см. § 18). Остановимся па какой-нибудь одной реальной выс­
шей кинематической паре. Берем из первого набора, относящегося 
к первому элементу7 пары, тройку под каким-либо номером, напри­
мер первым.
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Из второго набора, относящегося к другому элементу пари, 
тоже берем тройку под какпм-лнбо номером, например первым во 
втором наборе. Возможность действовать изложенным образом 
основывается па том, что числовые значения случайных парамет­
ров Д])i в одном наборе не зависят от числовых значений парамет­
ров в другом наборе. Отмечаем центры кривизны реальных кривых 
сечения обоих элементов при значении независимой переменной х, 
которое определено изучаемым положением ведущего звена. Так 
же поступим с элементами других реальных высших кинематиче­
ских пар механизма. Заменяем проектируемый механизме высшими 
кинематическими парами эквивалентным механизмом с низшими 
парами (см. § 13). Это будет механизм, соответствующий выб­
ранной реализации механизма с высшими кинематическими пара­
ми. Находим ошибки скоростей и ускорений ведомого звена в ки- 
иематичсских или кннетостатпческих условиях (в зависимости от 
постановки задачи). Повторяем определение ошибок скоростей и 
ускорений ведомого звена в условиях рассматриваемых троек и 
когда ведущее звено последовательно занимает все выбранные па­
мп положения. Записываем ошибки скоростей и отдельно ошибки 
ускорений механизма с высшими парами при всех положениях ве­
дущего звена.

Переходим ко второй реализации механизма с высшими кине­
матическими парами. Для этого в каждом наборе троек берем трой­
ки под номером два. Отмечаем центры кривизны реальных кривых 
сеченпя при значениях независимой переменной х, определяемых 
теми же заданными положениями ведущих звеньев механизма. 
Образуем эквивалентные механизмы с пнзшпмп парами (см. § 13). 
Определяем ошибки скоростей н ускорений в кинематических ус­
ловиях прн всех положениях ведущего звена. Записываем отдель­
но ошибки скоростей п ускорений под записями, сделанными в 
условиях первого набора троек.

Такие же операции проделываем с прочими тройками наборов. 
Получится число реализации механизма с высшими парами, рав­
ное числу троек в наборе (все наборы следует сделать из одинако­
вого числа троек). В условиях каждой реализации находим ошиб­
ки скоростей н ускорений ведомого звена при всех заданных поло­
жениях ведущих. Записываем результаты отдельно для ошибок 
скоростей и для ошибок ускорений. В итоге получатся две корре­
ляционные матрицы. Статистическая обработка найденных значе­
ний ошибок даст гистограммы каждой ошибки при каждом выб­
ранном положении ведущих звеньев. Кроме того, будут найдены 
корреляционные связи между каждой из ошибок при разных по­
ложениях ведущих звеньев. Таковы сведения о случайных про­
цессах ошибок скоростей н ускорений ведомого звена, которые бу­
дут найдены в зависимости от положений ведущих звеньев, их 
скоростей и ускорении.

Известно, что с течением времени эксплуатации механизмов 
некоторые пз первичных ошибок изменяют свои значения, папрн-
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мор, вследствие нзпоса элементов низших и высших кинематиче­
ских пар или от каких-либо других прпчнн. Поэтому показатели 
точности механизмов с течением времени эксплуатации изменяются. 
В зависимости от постановки задачи круг этих вопросов может 
быть решен также на основе разработанных положений линейной 
и нелинейной теории точности.

Пример 19.1
На рис. 32 дана схема плоского аксиального кулачкового .ме­

ханизма, состоящего из кулачка 1 и толкателя 2. Кулачок образо­
ван дугами окружностей, имеющих радиусы R a  — 20 мм, Я 0 =  
=  30 ли , и касательными к окружностям. Расстояние АО  -  60 мм, 
радиус ролика Я в  — 10мм.

Этот мехапнзм изучается в положении, когда угол а -- 0. При 
изготовлении кулачка возникли ошибки, указанные в примере 
18.2. Пренебрегаем прочими первичными ошибками кулачка, а 
также ошибками стойки, толкателя и ролика, имеющего центр В.

Угловая скорость вращения кулачка da/clt 10 сек'1 = const.
Требуется найти законы распределения ошибок скоростей и 

ускорений ведомого звена механизма.
Р е ш е и и с. В заданном положении механизма точки О, 

А ,  В  лежат па одной прямой. Выбираем прямоугольную систему 
координат с началом в точке О, ось X X  перпендикулярна ОАВ.  
Берем из примера 18.2 набор центров кривизны реальных кри­
вых сечения в тех точках, которые соответствуют точке пересече­
ния расчетного профиля кулака с прямой А В .

Если ошибки положения механизма малы, то положение толка­
теля определяется так:

Y в =  ОБ — 90 мм.

Кулачковый мехапнзм в рассматриваемом положении заме­
няются крпвошнппо-ползунным с шарниром, помещенным в цент­
ре кривизны, который может занимать любое из шести положе­
ний, изображенных па рис. 33: а, б — (т 0, /3 0); а — (т 
>  0, 1Я <  0); г — (т <  0, 1Я 0); о — (т <  0, 13 >  0); е — 
(т <  U, /3 <  0). Согласно рис. 33

У =  1.2 sin v ■{- l3 c o s t , l-i siiit =  c j s  v, (19.1)

где Z2 =  OG; l3 =- GB.

Так как G — центр кривизны, то в рассматриваемом положе­
нии заменяющего механизма /, const и l3 =  const. Кривошип 
вращается со скоростью кулачка, т. е. dv/dt — du/dt.
Поэтому

у  =  / г\ соsv — 13т sin т, l3i: co s t  — — 1л sinT, (19.2)

у  — — sin v — /Зт2 cos t  — 13т sin т,

— 73т2 sin т +  1Л%cos т — — 1.г Vs cos V

ll'J

(19 .3)

.



Рис. 32

Л
г  >0

/7 *  1У & 7 Г
6 1 /г

Г  ^ / 7 т с / 7 Г  c f f
Рис. 33 L j c f f

Формулы (19.1) — (19.1) справедливы для всех шести положений 
механизмов, изображенных на рис. 33, если принять во внимание 
знаки при т и /3.

В изучаемом положении заменяющего механизма У  =  У В. Сле­
довательно,

Y в t-л cos t
h cos r

У  У  в v I g т ,

V, у  Z3 sin т (v — x),

Y =  Y „

(19.4)

(19.5)

(19.6)

В расчетном механизме т — 0. Поэтому согласно (19.5) и (19.6) 
имеем

18 ООО м.и]сек2.
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Теперь можно записать следующие выражения, определяющие 
ошибки скорости и ускорения толкателя кулачкового механизма:

A Y  — V — Y 0 = - 900Дгу(.г 1), мм/сек, (19.7)

Д Y  --- У Y „ =  9000 |з  +  2[ду(® л)]2 -

— -^-[1 -I- (УУ (а’л))2]'7*} , мм/сек2. (19.8)

Формулы (19.7) и (19.8) являются справедливыми для всех 
шести изображенных на рис. 33 положений механизма при соб­
людении следующих условий:

^>0, если II (хл) <" 0,
1) h  =  | Ив  | -  R (хл) =  <  0, если R (хА) >  0;

2) R (.гЛ) >  0, если -]- \у (хА)] ^  <  0;

3) Ig *  -= a u U a )-

Согласно формуле (19.7), ошибка скорости толкателя при всех 
изучаемых корреляционных связях распределена по нормальному 
закону с числовыми характеристиками: М  [ДУ] =  0 и средними 
квадратическими отклонениями, приведенными в табл. 35

'Г а б л и ц а 35

К ор р ел я ц и он н а я  св я зь а [Д У ]

Слабая 2,308
Средняя 1,128
Сильная 0,494

Вследствие нелинейного характера зависимости (19.8) ошибку 
ускорения толкателя целесообразно определять методом стати­
стических испытаний.

Как было показано в прпмере 18.2, законы распределения слу­
чайных величин \у ( х А) и Ay (.га ) практически мало отличаются от 
законов распределения случайных величин Ау (х^) и Ау  (.г3). По­
этому, руководствуясь изложенным в прпмере 17.2, для каждого 
случайного сочетания величии A y t определяем случайные значения 
А г/ ( х А ) II Ау ( х а )-  Затем вычисляем R ( х А) ,  и, наконец, согласно 
условию 1 настоящего примера, находим 13. Таким образом могут 
быть получены необходимые исходные данные для проведения рас­
четов методом статистических испытаний по формуле (19.8). Рас­
четы для 1000 надлежащих случайных сочетаний величин Дy t бы­
ли проведены на ЭЦВМ «Минск-2».
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По результатам расчета были построены гистограммы распре­
деления ошибок ускорений, а также подсчитаны величины Р  (X2), 
которые наряду с М  [ДУ] и а [ДУ] приведены в табл 36.

Т а б л и ц а  36

Корреляционная связь

ciaOan средняя сильная

М  [Д У] — 0,409 — 1,009 0,644
С[ДУ1 35,087 34,056 19,568

Р { Х г) 0,780 0,809 0,306

Данные табл. 36 не опровергают гипотезы о том, что при всех 
изучаемых корреляционных связях ошибка ускорения ведомого 
звена кулачкового механизма подчиняется нормальному закону 
распределения.

Описание общих моделирующих алгоритмов решения задач 
точности механизмов с высшими кинематическими парами дано 
в работах [29, 33].

§ 20. Примеры расчета точности устройств

Пример 20.1
Пусть требуется провести исследование точности счетно-реша­

ющего устройства, предназначенного для вычисления неявной 
функции х  независимых переменных у и z, поведение которого опи­
сывается следующим уравнением:

Ф (х, у, Z) -  п. (20.1)

Обычно при помощи счетно-решающего устройства значение х  
отыскивают методом последовательного приближения, основы­
ваясь на уравнении

ФЕ (х, у, z) =  е при е —> 0. (20.2)

На рис. 34 представлена принципиальная схема счетно-решаю­
щего устройства, состоящая из двух основных частей, первая из 
которых 1 предназначена для формирования функции (20.2), а 
вторая 2 представляет собой чувствительный элемент (ч. э.), срав­
нивающий с нулем величину е. Согласно (20.1) для идеального счет­
но-решающего устройства процесс решения (20.2) заканчивается 
при Фе -- Ф (е -= 0).

Пусть функция (20.1) имеет следующее выражение:

Z„ J-vy v Уц cos х 0 0, (20.3)
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которое преобразуем к виду
*о +  !/o-cos ^  и0 (и0 =  z0/ y 0). (20.4)
На рис. 35 представлена принципиальная схема счетно-решаю- 

щего устройства, реализующего зависимость (20.4) при помощи 
следующих механизмов: 1 — косинусного (кос.); 2 — множитель­
ного (мн.); 3 — суммирующего (сум.); 4 — делительного (дел.); 
5  — чувствительного элемента (ч. э.).

В процессе работы счетно-решающего устройства его чувстви­
тельный элемент осуществляет непрерывное сравнение величии, 
поступающих к нему от суммирующего и делительного механиз­
мов до тех пор, пока они не станут равными между собой. В ре­
зультате вычисляется искомое значение х. Ниже чувствительный 
элемент и делительный механизм представлены в виде единого ме­
ханизма сравнения, кроме того, все масштабы изображения пере­
менных условно приняты равными единице, что не накладывает 
каких-либо существенных ограничений на рассматриваемый ме­
тод расчета.

Поскольку первичные ошибки присущи всем механизмам, вхо­
дящим в счетно-решающее устройство, то последнее вместо уравне­
ния (20.4) в действительности решает следующее:

х 0 г Ах +  у 0 [cos {х0 +  Ах) +  Акос! ^ м н  Д сум  —  w o +

+  Ac pi (20.5)

где Акос, Дмн, Асум, Дср — соответственно ошибки положения 
(перемещения) косинусного, множительного, суммирующего ме­
ханизмов и- .механизма сравнения.
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При проведении расчетов на точность сложных кинематических 
цепей обычно поступают следующим образом: для ряда входящих 
в них механизмов, показатели точности которых априорно извест­
ны, принимаются заданные законы распределения ошибок поло­
жения (перемещения); учет действия первичных ошибок осталь­
ных механизмов осуществляется обычным путем. Предположим, 
что для суммирующего механизма и механизма сравнения извест­
ны дифференциальные законы распределения ошпбок перемеще­

ния 1] (Дсум) и 1] (ДСр), а для косинус­
ного (рпс. ЗС) н множительного (рнс.З) 
механизмов — основные действующие 
первичные ошибки и их ожидаемые 
законы распределения, параметры ко­
торых могут изменяться при приме­
нении тех пли иных приемов регули­
ровок.

В косинусном механизме примем 
во внимание следующие первичные 
ошибки: две скалярные — А1 (ошиб­
ки в длине кривошипа), Ду(неперпен- 
днкулярпость осей прорези кулисы 
и поступательной пары 1 —3) — и од­
ну векторную ошибку (Д;|) — из-за 
эксцентриситета в ползуне, опреде­

ляемого модулем Aq и аргументом 0. В результате ошибка ко­
синусного механизма может быть записана так:

Рне. 36

Д кос — Дт s' п х  -I-
\ q  c o s  0 (20.6)
lo +  M

Соответственно для множительного механизма (рис. 3) учитываем 
[20]: £ — проскальзывание в паре 2 —В; Аг  — ошибку радиуса 
ролика; Дрк — мертвый ход каретки; Дри — мертвый ход вин­
та; Дт — торцовое биение в паре /  —5; Ah — ошибку шага в паре 
4 —5. В этом случае имеем

.'/О г / А , I Л . , а I Л Л \ ha
Дмн — 3 ^ [г„ ( д р к  +  Др„ +  Дт +  (1 -  Е) - X' и (Го

X (Г„Е +  ДО cosa:j , (20.7)

где 6 — эмпирический коэффициент, учитывающий палпчпе пас­
сивных связей в реальной кинематической паре 4 —5.

Принимая во внимание изложенное, после подстановки выраже­
ний (20.(3) и (20.7) в (20.5) получим

+  Да’ f  У о [соя (ж о +  Да) Ду sin (*0 +  Ах) 1 Л<7 °°'S 0

№
' Г 0  ( Г ( I  -

X (Г0£ -i

(Дрк +  Дри Ч (1 -  

Д о  COS (.Г„ - г  Да.')] +  Дсум = -  1 /„ -т - Дер.

Ы - г  ±1

о  — —2п

+

(20.8)
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Обозначим

” = »•[* “  Ш г г ё ; ]  ■ ь -=«»Аь  Р°-9)

с ~~ S4 "K T 3 T  Т .+  3r<i|J|‘ +  Л|’* Ат *■ т ) 1  +
“Ь Дсум Аср ^о- 

С учетом (20.9) выражение (20.8) перепишем так:
х  -]- a cos х  -f- Ъ sin -|- с =  0, (20.10)

где а, Ь, с — функцни первичных ошибок.
Тогда ошибка в отработке счетно-решающим устройством ве­

личины х  может быть представлена следующим образом:
\х --  х  — х 0, (20.11)

где величины х н х й определяются из решення уравнений (20.10) 
и (20.4) соответственно.

Основываясь па приведенных в литературе [20, 21J данных, 
выбираем следующие номинальные значения н законы распределе­
ния случайных параметров, входящих в уравнение (20.10):

1) для первичных ошибок Д/, Ау, А г, Др1(, Ah — законы рас­
пределения Гаусса с параметрами М  [Д/J О н о  [Л/] =  0,0033 мм, 
М  [ДyJ =  0 и з[Ду] - -  0,004 мм, М  [Дг] — —0,00(5 н о  [Дг] — 
=  0,003 мм, М  [Лр„] 0 и а [Дрк] =  0,003 мм, М  [Д/г] =  0 и 
а [ДЛ] =  0,002 мм, 6 — 1,67;

2) для первичной ошибки Л:1 — модуль, распределенный по за­
кону 1’елся с параметром а* [ Дд] - 0,0025 мм, а аргумент 0 — 
по закону равной вероятности в пределах 0 — 2л;

3) для ошибок Лрв и Дт — законы распределения, заданные 
графиками вида

г] (Дрв) =  0,25е^'М1 йДрв (0 <[ Д[>„ 0,016 мм),

г] (Дт) г= 0,24е_281оДг (0 <  Дт 0.018 мм);

4) для ошибок \сум и Д,.р — законы распределения Гаусса 
с параметрами М  [AcyM] — О н а  1ДСуы1 -  0,0012 мм, М  [Дср] =  
=  0 и а I ДС1>] 0,001;

5) проскальзывание в кинематической паре 2 —3 фрикционно­
го механизма принимаем постоянным (£ =  0,003);

6) номинальные значения /0 50 мм, /-0 — 10 мм; hu — 2,5 мм.
Наконец, в целях значительного сокращения числа вариантов

решеппя (20.11) целесообразно выявить область существования 
последних исходя из специфических особенностей отдельных ме­
ханизмов, входящих в структуру счетно-решающего устройства. 
Для этого по уравнению (20.3) были построены зависимости 
z0 (^o)v«—const, i/o (tfok-con.-t, z0 ((/0)Л„. c„„, 1, позволивнше получить 
следующую систему неравенств:

-1 ,1  <  Уо <  - 1 ,  0 <  zu <  0,8; 0 <  х0 <  л/4, (20.12)
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Рис. 37

которая в дальнейшем была использована при составлении моде­
лирующего алгоритма, описанного в работе [29].

Расчет точности счетно-решающего устройства был проведен 
методом статистических нспытаннй для пятидесяти точек внутри 
области существования решений, оговоренной условиями (20.12). 
По данным расчета при X  1000 для каждой из пятидесяти то­
чек были построены гистограммы распределения ошибок rj* (Дя) 
и вычислены значения математических ожиданий и средних квад­
ратических отклонений. Характерный вид гистограмм распреде­
ления г]* (Дх) представлен на рис. 37. Там же приведены 
соответствующие значения Р (х2), подсчитанные по критерию Пир­
сона. Согласно нм с достаточно высокой вероятностью не опровер­
гается гипотеза о распределении ошибок \х по закону Гаусса. По­
следнее обстоятельство существенным образом упрощает решение 
целого ряда вопросов, связанных, в частности, с анализом возмож­
ностей дальнейшего повышения точности устройств на основе при­
менения разнообразных приемов регулировок.

Пример 20.2
Пусть рассматривается свободное движение автоколебательной 

системы, описываемое обыкновенным дифференциальным уравне­
нием п-го порядка

M i /Л
(1 < и < х * ) , (20.13)

где В 0 и Ь° — расчетные значения параметров и констант, харак­
теризующие соответственно линейную и нелинейную части уравне­
ния; t — независимая переменная.
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Входящие в уравнение (20.13) параметры Ьь ..., bw могут быть 
представлены в следующем виде:

где ДЪ? — некоторые приращения указанных параметров.
Уравнение (20.13) позволяет на основе разработанных аналити­

ческих и графо-аналптпческнх способов [17, 35] вычислить ампли­
туду А  и частоту со автоколебаний н тем самым найти первое при­
ближение периодического решения

В случае необходимости можно уточнить решения (20.15) пу­
тем отыскания конечного числа высших гармоник

где — малый параметр.
Ниже входящие в выражения (20.14) величины Ьи ..., bw 

будем полагать случайными с известными законами распределения 
г] {Ь7) .  Определив для последних значения М  [Ье] и подставив их 
в уравнение (20.13), получим

Найденные из решения (20.17) величины амплитуды и частоты 
автоколебаппй можно принять за расчетные (Л°, со0), по отношению 
к которым следует рассматривать возможные отклонения значе­
ний А  и со. При этом будем предполагать наличие в системе устой­
чивых предельных циклов.

При проведении расчетов по методу ДЛВ непрерывные законы 
распределения 1] (Ы) в области практически возможных значений 
изменения параметров преобразуем в дискретные т]* (Ъ5) (па- 
прнмер, по приведенной в [24] методике). Это дает возможность 
в соответствии с изложенным в главе II материалом определить 
число н вероятности появления логических путей в дереве — и тем 
самым построить само дерево или составить идентичную ему таб­
лицу. Тогда исходное уравнение (20.13) преобразуется к следующе­
му виду:

/>, г : //,' -I- Дb 1ь -  Ъ\ +  Д Ъг bw — Ь®, -j- Д bw
(20.14)

у 1 — Л sin cof. (20.15)

у =  Л1 sin соt -!- 2  sin (цсоt -f- rp-x),
Р=2

(20.16)

(20.17)

(20.18)
где

(20 . 19)
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Рис. 38

Указанным путем, основываясь на методе ДЛВ, решается за­
дача по выявлению влияния, оказываемого па установившееся 
движение динамической системы существенными нелинейностями, 
носящими в условиях массового изготовления систем случайный 
характер. Одновременно с разобранной задачей может быть реше­
на и другая, а именно связанная с исследованием качества переход­
ного процесса. Это следует непосредственно из того, что решение 
различных вариантов уравнения (20.18) с учетом заданных усло­
вий (20.19) осуществляется на всем рассматриваемом интервале 
изменения независимой переменной.

Для проведения числовых расчетов по определению величины 
А  воспользуемся изображенной па рис. 38 схемой следящей си­
стемы, основными элементами которой являются задающая ось / ,  
отрабатывающая ось 2, электронный усилитель 3, двигатель по­
стоянного тока с независимым возбуждением 4, зубчатый редук­
тор 5.

Составим уравнение движения системы при следующих предпо­
ложениях: электронный усилитель работает на линейной части 
статической характеристики, в цепи двигателя учитывается одно­
временно действие линейного и квадратичного трения, а в меха­
ническом приводе имеют место люфт и сухое трепне. Статические 
характеристики перечисленных нелинейных звеньев следящей 
системы представлены соответственно па рис. 39, а — в.

В указанных условиях свободное движение системы описыва­
ется следующей системой уравнений [171:

( Т\Р +  1 ) /4 ’ -  М  — М ''г  ( / 4 )  —  V ' з ( / 4 ) ,

(Г 3р J- 1)/ -  -4'з/л).’ -  A-„A-4F, (ф), (20.20)

где 7\ и То — постоянные времени; А,, А-.,, кя, А4, А--, А'в — коэффи­
циенты, зависящие от параметров системы; р — оператор диффе­
ренцирования.

Основываясь на известных положениях метода гармонической 
линеаризации существенных нелинейностей [35], систему уравне-
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ний (20.20) можно преобразовать к следующему виду:

T2q's (А) и3 +  (Тх +  Тг) ы2 f  Ttqt (Л) со -  kllukiql (Л) =  0, (20.21) 

Т i^V°3 Ь ?з(Л)со2 (1 kiks)to -f- q2 (А) -4- k\kiki(h { A )  = 0 ,

где q± (Л), q[ (A),  q<> (A), q3 (А) — гармонические коэффициенты 
усиления нелинейных звеньев, статические характеристики кото­
рых изображены на рис. 39, а—

Из совместного решения уравнений (20.21) могут быть вычисле­
ны амплитуды и частоты автоколебаний. Однако очевидны возни­
кающие при этом трудности, особенно при исследовании точности 
системы, при котором в свете изложенного выше требуется провес­
ти многократное решение уравнений (20.21) с возможными после­
дующими уточнениями вида (20.115).

Поэтому решение рассматриваемой задачи было проведепо па 
АВМ типа МН-7 по методу ДЛВ, в основу которого были положе­
ны условия (20.19), составленные по схеме преобразования не­
прерывных законов распределения Релея в дискретные для двух 
независимых случайных параметров: приведенного момента сил 
сухого трения к& и люфта b в цепи механического привода следящей 
системы. Соответствующие расчетные значения параметров сле­
дящей системы и указанных законов распределения приведены 
в работе [17].

Результаты расчетов сведены в табл. 37 в виде амплитуды авто­
колебании (в радианах) с указанной в скобках вероятностью их 
появления Величина (Р ;.;)Ша* =  0,084 соответствует «.массам» 
вероятностей, сосредоточенным в абсциссах т|* (Ь) и г|* (кя) с ко­
ординатами Л/ [6] и М  [/>-5], величины l \ j  -  0,000 условно обоз­
начают неравенства вида P ui 0,0005.

Данные табл. 37 позволяют в достаточно полной форме произ­
вести оценку влияния рассмотренных случайных параметров на 
амплитуду автоколебаний. На основе проведенного решения на 
АВМ аналогичным образом могут быть составлены также и другие
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Т .1 Г» л п ц а 17

0,0012ft 0,00375 0,00625 0,00*75 0,01125 0,01375 0,01625

0,001 0,0061 0,017i 0,0265 0,0350 0,0432 0,0506 0,0559
10,012) (0,031) (0,032) (0,021) (0,010) (0,003) (0,001)

0,003 0,0050 0,0168 0,0255 0,0336 0,0423 0,0495 0,0546
(0,031) (0,078) (0,081) (0,053) (0,025) (0,008) (0,003)

0,005 0,0034 0,0156 0,0245 0,0322 0,0414 0,0484 0,0539
(0,032) (0,081) (0,084) (0,055) (0,026) (0,008) (0,003)

0,007 0,0144
(0,053)

0,0230
(0,055)

0,0315
(0,036)

0,0405
(0,017)

0,0473
(0,006)

0,0533
(0,002)

0,009 0,0135
(0,025)

0,0220
(0,026)

0,0308
(0,017)

0,0396
(0,008)

0,0462
(0,003)

0,0520
(0,001)

0,011 0,0123
(0,008)

0,0210
(0,008)

0,0301
(0,006)

0,0392
(0,003)

0,0451
(0,001)

0,0513
(0,000)

0,013 0,0108
(0,003)

0,0200
(0,003)

0,0294
(0,002)

0,0387
(0,001)

0,0440
(0,000)

0,0507
(0,000)

таблицы (например, относительно величины со или параметров, 
характеризующих качество переходного процесса в следящей 
системе).

§ 21 . Приложение нелинейной теории точности 
к решению задач надежности устройств

В главе I были рассмотрены некоторые общие вопросы точности 
и надежности устройств, решение которых основывалось на ис­
пользовании аппарата линейной теории точности. Во многих слу­
чаях подобный подход к решению задач является вполне оправ­
данным, так как, во-первых, постепенные отказы по точности функ­
ционирования устройств связаны, главным образом, с медленно 
протекающими физико-химическими процессами в отдельных нх 
элементах и звеньях и, во-вторых, аппарату линейной теории точ­
ности присущи наглядность и простота его использования, а также 
возможность получения быстрой оценки работоспособности схе­
мы в рассматриваемом аспекте.

В более общем случае, когда выполняется исследование надеж­
ности схемы сложного по своему конструктивному оформлению 
устройства или, например, поведение последнего описывается урав­
нениями в неявном виде, а сам расчет точности проводится на ос­
нове применения средств вычислительной техники, с методологи­
ческой точки зрения надежность устройства также целесообразно 
осуществлять при помощи нелинейной теории точности. В указан­
ных обстоятельствах при решении задачи может быть использован
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аппарат, основанный как па применении метода статистических ис­
пытаний, так и метода деревьев логических возможностей.

В примере 20.2 при помощи последнего из указанных методов 
была решена задача, связанная с выявлением гистограммы распре­
деления амплитуды автоколебаний следящей системы в предполо­
жении, что исходные законы распределения случайных величин 
остаются неизменными во времени.

Ниже при решении задачи надежности работы следящей систе­
мы будем полагать, что величины приращений АЪи ..., АЬг, вхо­
дящие в равенства (20.14), могут быть записаны так:

где Т и (Т и ^ >  t, «  =  1, 2, ..., и*) — некоторая конечная диск­
ретная последовательность отрезков времени.

Представим Afci ( Т и), ..., Д/ь (Т и) как медленно изменяющиеся 
функции, для которых из теоретических соображений или экспе­
риментальных данных известны законы распределения т] (Afci,

Аналогичным образом вместо условий (20.1У) будем иметь

Дискретные распределения (21.3) для каждого значения Т0 
позволяют вычертить схемы дерева логических возможностей (или 
составить эквивалентные им таблицы) и тем самым дают возмож­
ность в рассмотренной выше последовательности отыскать всю со­
вокупность реализаций случайной функции, получаемую в виде 
решений уравнений (20.20). При этом значению Т и -= 0 будет со­
ответствовать уровень точности устройств, достигнутый в процес­
се их изготовления ц настройки.

В частности, для рассмотренного выше примера 20.2 решения 
уравнении (20.20) с учетом условий (21.3) позволяют получить не­
обходимые исходные данные для построения всей последователь­
ности законов распределения rj* (а, Т и). Характерный вид указан­
ной последовательности приведен на рис. 40, а. Если технически- 
лш требованиями на эксплуатацию систем оговариваются вид за­
висимости a max {То) и вероятность Р (Т „) ее удовлетворения, то 
нанесение о,Пах (Т и) на рис. 40, а дает возможность построить гра­
фик (рис. 40, б), при помощи которого может быть оценена на­
дежность работы партии систем по выбранным параметрам.

(21.1)

Г,,), ...', Т1 (АЬ:, Т и) или r\* (A bt, Tv), ..., ц* (Д/ь, Т и). В резуль­
тате уравнения (20.18) преобразуются к виду

(21 .2 )
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Д/Дтах Д ^

Рис. 40

Вопросы расчетного обоснования точности и надежности уст­
ройств были рассмотрены в предположении, что в системах возни­
кают так называемые постепенные отказы, связанные со «старени­
ем» ее отдельных элементов, которое приводит к медленному изме­
нению величин ряда параметров, а внезапные отказы отсутствуют. 
В более общем случае для оценки надежности систем, наряду с 
графиком Р ( Т „), надо иметь зависимость Р * { Т и), характеризую­
щую вероятность отсутствия внезапных отказов в партии систем. 
Тогда при наличии необходимого объема статистического материа­
ла функция надежности систем может быть определена в рамках 
разработанных положений теории надежности [36—381. В заклю­
чение следует упомянуть о больших возможностях использования 
отдельных разделов теории точности механизмов в задачах проек­
тирования контрольно-измернтельпых устройств, широко исполь­
зуемых при оценке качества разнообразных изделий машинострое­
ния [391.

.
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