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�ËÀÂÀ 4. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ(ìåòîä Ôóðüå) è âîëíîâûå ïðîöåññû âîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ�1. Îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå1.1. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ôóðüå äëÿ óðàâíåíèÿ ñâîáîäíûõ êî-ëåáàíèé ñòðóíû. Ìåòîä Ôóðüå, èëè ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ÿâ-ëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèéñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ìû èçëîæèì ýòîò ìåòîä íà ðÿäå ïðèìåðîâ,íà÷àâ ñ ïðîñòåéøåé çàäà÷è î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ îäíîðîäíîé ñòðóíûäëèíû l, çàêðåïëåííîé íà êîíöàõ. Óêàçàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþîäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
(1.1)â îáëàñòè QT = (0, l)× (0, T ], ãäå 0 < T <∞, ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

u|x=0 = 0, u|x=l = 0 â (0, T ] (1.2)è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
u|t=0 = ϕ0(x),

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=o

= ϕ1(x) â (0, l). (1.3)Çäåñü êîíñòàíòà a > 0 èìååò ñìûñë ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ïîñòðóíå, à ϕ0 è ϕ1 � çàäàííûå �óíêöèè, èìåþùèå ñîîòâåòñòâåííî ñìûñë íà-÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ è íà÷àëüíîé ñêîðîñòè êîëåáàíèÿ òî÷åê ñòðóíû. Ïðåä-ïîëàãàÿ, ÷òî ðåøåíèå u çàäà÷è (1.1)�(1.3) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, ïîñòà-âèì ñâîåé áëèæàéøåé öåëüþ íàéòè åãî â ÿâíîì (àíàëèòè÷åñêîì) âèäå, áîëååêîíêðåòíî � â âèäå �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.Áóäåì ñíà÷àëà èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿ-þùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.2), íå ðàâíûå òîæäåñòâåííî íóëþ, â âèäåïðîèçâåäåíèÿ
u(x, t) = T (t)X(x). (1.4)Çäåñü T (t) èX(x) � íåèçâåñòíûå ïîêà �óíêöèè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàâèñèòòîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ïîäñòàâëÿÿ (1.4) â óðàâíåíèå (1.1), ïîëó÷èì

T ′′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x).Ïîñëå äåëåíèÿ íà a2XT (èëè, êàê ãîâîðÿò, ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ), ïðè-õîäèì ê ðàâåíñòâó
T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
. (1.5)6



Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.5) çàâèñèò òîëüêî îò t, à ïðàâàÿ � òîëüêî îò x.Ïîýòîìó ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà è ëåâàÿ è ïðàâàÿ÷àñòè íå çàâèñÿò íè îò x, íè îò t, ò.å. ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíó è òó æåïîñòîÿííóþ. Îáîçíà÷èì ýòó ïîñòîÿííóþ ÷åðåç � λ. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (1.5)ïîëó÷èì äâà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ: óðàâíåíèå
T ′′(t) + a2λT (t) = 0 (1.6)äëÿ T è óðàâíåíèå
X ′′(x) + λX(x) = 0 (1.7)äëÿX. ×òîáû ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíûå, ò. å. íå ðàâíûå òîæäåñòâåííî íóëþ,ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) âèäà (1.4), óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì(1.2), íåîáõîäèìî íàéòè íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.7), óäîâëå-òâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
X(0) = 0, X(l) = 0. (1.8)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å: íàéòè òàêèå çíà-÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (1.7) èìååò íåòðèâèàëüíûåðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.8). Ýòè çíà÷åíèÿ ïà-ðàìåòðà λ íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå ðå-øåíèÿ � ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè çàäà÷è (1.7), (1.8), à ñàìà çàäà÷à (1.7),(1.8) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé, èëè çàäà÷åé Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ.Íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíêöèè çàäà÷è (1.7), (1.8).Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îòäåëüíî òðè ñëó÷àÿ: λ < 0, λ = 0 è λ > 0.1) Ïðè λ < 0 îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.7) èìååò âèä

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx,ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëîâè-ÿì (1.8), ïîëó÷èì

C1 + C2 = 0, C1e
√
−λl + C2e

−
√
−λl = 0. (1.9)Êàê ëåãêî çàìåòèòü, îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (1.9) îòëè÷åí îò íóëÿ; ñëåäîâà-òåëüíî, C1 = 0, C2 = 0 è ïîýòîìó X(x) ≡ 0.2) Ïðè λ = 0 îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.7) èìååò âèä

X(x) = C1 + C2x.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.8) äàþò C1 + C2 · 0 = 0, C1 + C2l = 0. Îòñþäà
C1 = 0, C2 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, X(x) ≡ 0.3) Ïðè λ > 0 îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.7) èìååò âèäX(x) = C1cos

√
λx+

+C2sin
√
λx. Óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.8), ïîëó÷èì C1 · 1+C2 ·7



0 = 0, C1cos
√
λl + C2sin

√
λl = 0. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò C1 = 0, àèç âòîðîãî ïîëó÷àåì C2sin
√
λl = 0. Ìû äîëæíû ñ÷èòàòü C2 6= 0, òàê êàêâ ïðîòèâíîì ñëó÷àå X(x) ≡ 0. Ïîýòîìó ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó sin

√
λl = 0,ò. å. √λ = (kπ/l), ãäå k � ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåòðèâè-àëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.7), (1.8) âîçìîæíû ëèøü ïðè çíà÷åíèÿõ λ = λk,ãäå

λk =

(

kπ

l

)2

, k = 1, 2, 3, ... . (1.10)Ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îòâå÷àþò ñîáñòâåííûå �óíêöèè � íåòðèâè-àëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.7)
Xk(x) = sin

kπx

l
, (1.11)îïðåäåëÿåìûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ k, ðàâíûå ïîàáñîëþòíîé âåëè÷èíå, äàþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ−k = λk, à ñîîòâåò-ñòâóþùèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ëèøü ïîñòîÿííûì ìíî-æèòåëåì. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äëÿ k áðàòü òîëüêî öåëûå ïîëîæèòåëüíûåçíà÷åíèÿ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ÷èñåë λk â (1.10) è �óíêöèé Xk â (1.11) îáðàçóåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1.7),(1.8).Ïîäñòàâèì äàëåå â (1.6) âìåñòî λ çíà÷åíèÿ λk è çàïèøåì îáùåå ðåøåíèåïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

Tk(t) = akcos
kπat

l
+ bksin

kπat

l
, (1.12)ãäå ak è bk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.4) ââåäåì �óíê-öèè

uk(x, t) = Tk(t)Xk(x) =

(

akcos
kπat

l
+ bksin

kπat

l

)

sin
kπx

l
, k = 1, 2, ... .(1.13)Èç ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèè uk ïðè ëþáîì k è ëþáûõ ak è bkóäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1.1) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.2). Òî æå ñàìîåñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè �óíêöèé (1.13), à òàêæåðÿäà

u(x, t) =

∞
∑

k=1

(

akcos
kπat

l
+ bksin

kπat

l

)

sin
kπx

l
(1.14)ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ðàâíîìåðíî âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé ïî t ñõîäèòñÿ â çà-ìêíóòîé îáëàñòè QT = [0, l] × [0, T ], è åãî ìîæíî äâàæäû ïî÷ëåííî äè�-�åðåíöèðîâàòü ïî x è t âíóòðè QT . Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü ïîñòîÿííûå ak è

bk â (1.14) òàê, ÷òîáû ðÿä (1.14) óäîâëåòâîðÿë è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.3).8



Ïðîäè��åðåíöèðóåì ðÿä (1.14) ïî t. Ïîëó÷èì
∂u

∂t
=

∞
∑

k=1

kπa

l

(

−aksin
kπat

l
+ bkcos

kπat

l

)

sin
kπx

l
. (1.15)Ïîäñòàâëÿÿ (1.14) è (1.15) â íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (1.3), ïðèõîäèì ê ñîîòíî-øåíèÿì

ϕ0(x) =
∞

∑

k=1

aksin
kπx

l
, ϕ1(x) =

∞
∑

k=1

kπa

l
bksin

kπx

l
. (1.16)Ôîðìóëû (1.16) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèÿ çàäàííûõ �óíêöèé ϕ0 è

ϕ1 â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì (1.11) â èíòåðâàëå (0, l). Èç òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå(ñì., íàïðèìåð, [19, ñ.317℄) âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà (1.11) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé,íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé C[0, l], ïðè÷åì êîý��è-öèåíòû ak è bk ðàçëîæåíèé (1.16) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî (íåïðåðûâ-íûì) �óíêöèÿì ϕ0 è ϕ1 ñ ïîìîùüþ �îðìóë
ak =

2

l

l
∫

0

ϕ0(x)sin
kπx

l
dx, bk =

2

kπa

l
∫

0

ϕ1(x)sin
kπx

l
dx. (1.17)Òåì ñàìûì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (1.1)�(1.3) ïîñòðîåíî. Îíî èìååò âèäðÿäà (1.14), ãäå ak è bk îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (1.17), ïðè óñëîâèè, êî-íå÷íî, ÷òî ðÿä (1.14) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â çàìêíóòîé îáëàñòè QT âìåñòåñ ïðîèçâîäíîé ∂u/∂t (ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ðÿä (1.14) óäîâëåòâî-ðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.2) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.3)), è åãî ìîæ-íî äâàæäû ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðîâàòü ïî x è t â QT (ïðè âûïîëíåíèèýòèõ óñëîâèé ðÿä (1.14) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1) â êàæäîé òî÷êå

(x, t) ∈ QT ).Èçëîæåííûé âûøå ìåòîä íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà-÷è (1.1)�(1.3) â âèäå �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (1.14) íîñèò íàçâàíèå ìåòîäàðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ èëè ìåòîäà Ôóðüå ïî èìåíè �ðàíöóçñêîãî ìàòå-ìàòèêà Æ.Ôóðüå, êîòîðûé ñ äîñòàòî÷íîé ïîëíîòîé ðàçâèë ýòîò ìåòîä âíà÷àëå 19-ãî âåêà. (Ñàìà æå èäåÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-íûõ äëÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ áûëà ïðåäëîæåíà âïåðâûå äðóãèì�ðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Æ.Ä. Àëàìáåðîì â 1749 ã.). Êàê âûòåêàåò èçïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé, ñóòü ýòîãî ìåòîäà â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å (1.1)�(1.3) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû: 1) ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî øèðîêèé íàáîð÷àñòíûõ ðåøåíèé uk èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíî-ðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.2), â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (1.13) äâóõ �óíê-öèé: Tk è Xk � çàâèñÿùèõ îò îäíîé ïåðåìåííîé, ñîîòâåòñòâåííî t èëè xè 2) ñîñòàâèâ ðÿä (1.14) èç óêàçàííûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ïîäîáðàòü â íåìêîý��èöèåíòû ak è bk òàê, ÷òîáû, ñ îäíîé ñòîðîíû, ðÿä (1.14) ñõîäèëñÿ9



ðàâíîìåðíî â çàìêíóòîé îáëàñòè QT (âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé ∂u/∂t), è åãîìîæíî áûëî äâàæäû ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðîâàòü ïî x è t âíóòðè QT , à ñäðóãîé ñòîðîíû, ÷òîáû ðÿä (1.14) óäîâëåòâîðÿë íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.3).Èññëåäîâàíèþ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.14), ò. å. îáîñíîâàíèþ ïðè-ìåíåíèÿ ìåòîäà Ôóðüå äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1.1)�(1.3),ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ïóíêò.1.2. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå. Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòî-äà Ôóðüå äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1.1)�(1.3) îñíîâûâàåòñÿíà ñëåäóþùåé òåîðåìå î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè�óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (1.14) è åãî ïî÷ëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ.Òåîðåìà 1.1. Åñëè �óíêöèÿ ϕ0 äâàæäû íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìàíà èíòåðâàëå [0, l], èìååò êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ èóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ϕ0(0) = ϕ0(l) = 0, ϕ′′

0(0) = ϕ′′
0(l) = 0, (1.18)à �óíêöèÿ ϕ1 íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìà íà [0, l], èìååò êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ϕ1(0) = ϕ1(l) = 0, (1.19)òî �óíêöèÿ u, îïðåäåëÿåìàÿ ðÿäîì (1.14), èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîä-íûå âòîðîãî ïîðÿäêà â çàìêíóòîé îáëàñòè QT è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-íèþ (1.1) â êàæäîé òî÷êå (x, t) ∈ QT , ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.2) ïðè
t ∈ [0, T ] è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.3) ïðè x ∈ [0, l]. Ïðè ýòîì âîçìîæíîïî÷ëåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå ðÿäà (1.14) ïî x è t äâà ðàçà, è ïîëó÷åííûåðÿäû ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT .Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì â (1.17) è ïðèíèìàÿ âî âíè-ìàíèå (1.18) è (1.19), ïîëó÷èì

ak = −
(

l

π

)3
b
(3)
k

k3
, bk = −

(

l

π

)3
a

(2)
k

ak3
, (1.20)ãäå

b
(3)
k =

2

l

l
∫

0

ϕ′′′
0 (x)cos

kπx

l
dx, a

(2)
k =

2

al

l
∫

0

ϕ′′
1(x)sin

kπx

l
dx. (1.21)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðÿäû

∞
∑

k=1

|a(2)
k |
k

,

∞
∑

k=1

|b(3)
k |
k

(1.22)10



ñõîäÿòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè, èìååì
|a(2)
k |
k

≤ 1

2

[

1

k2
+ |a(2)

k |2
]

,
|b(3)
k |
k

≤ 1

2

[

1

k2
+ |b(3)

k |2
]

.Â òàêîì ñëó÷àå ñõîäèìîñòü ðÿäîâ (1.22) âûòåêàåò èç î÷åâèäíîé ñõîäèìî-ñòè ðÿäà ∑∞
k=1(1/k

2) (ñì., íàïðèìåð, [18, ñ. 425℄ ) è ðÿäîâ ∑∞
k=1 |a

(2)
k |2,

∑∞
k=1 |b

(3)
k |2. Ïîñëåäíèå ñõîäÿòñÿ êàê ðÿäû, ñîñòàâëåííûå èç êâàäðàòîâ êî-ý��èöèåíòîâ ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Ôóðüå [19, ñ. 311℄.Ïîäñòàâëÿÿ (1.20) â ðÿä (1.14), ïîëó÷èì

u(x, t) = −
(

l

π

)3 ∞
∑

k=1

1

k3

(

b
(3)
k cos

kπat

l
+

1

a
a

(2)
k sin

kπat

l

)

sin
kπx

l
. (1.23)Ýòîò ðÿä ìàæîðèðóåòñÿ â çàìêíóòîé îáëàñòè QT = [0, l]× [0, T ] ÷èñëîâûìðÿäîì

(

l

π

)3 ∞
∑

k=1

1

k3

(

|b(3)
k | + 1

a
|a(2)
k |

)

,êîòîðûé, î÷åâèäíî, ñõîäèòñÿ. (Ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è ñõîäèìîñòüðÿäîâ (1.22)). Îòñþäà ñëåäóåò, ñîãëàñíî ïðèçíàêó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-ñòè �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà [19℄, àáñîëþòíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿ-äà (1.14) â çàìêíóòîé îáëàñòè QT , îòêóäà, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò, ÷òîðÿä (1.14) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.2) è ïåðâîìó íà÷àëüíîìóóñëîâèþ â (1.3).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðÿäû, ïîëó÷åííûå (�îðìàëü-íî) îäíîêðàòíûì ëèáî äâóõêðàòíûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ðÿäà (1.14), ìà-æîðèðóþòñÿ â QT ñõîäÿùèìèñÿ ÷èñëîâûìè ðÿäàìè, à ñëåäîâàòåëüíî, ðàâ-íîìåðíî ñõîäÿòñÿ â QT . Ïîñêîëüêó êàæäûé ÷ëåí ðÿäà (1.14) óäîâëåòâî-ðÿåò óðàâíåíèþ (1.1) â êàæäîé òî÷êå (x, t) ∈ QT , òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîðÿä (1.14) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1) ïî êðàéíåé ìåðå â êàæäîé òî÷êå
(x, t) ∈ QT . Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 1.1. Èç òåîðåìû 1.1 âûòåêàåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè åå óñëî-âèé íà íà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ0 è ϕ1 ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðå-øåíèå çàäà÷è (1.1)�(1.3) è ýòî ðåøåíèå èìååò âèä ðÿäà (1.14), à èç òåîðåìûåäèíñòâåííîñòè, êîòîðàÿ áóäåò äîêàçàíà â áîëåå îáùåì ñëó÷àå â � 2 (ñì.òåîðåìó 2.1), âûòåêàåò, ÷òî ðÿä (1.14) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåìçàäà÷è (1.1)�(1.3).1.3. Ôèçè÷åñêèé àíàëèç ðåøåíèÿ. Âåðíåìñÿ ê ïîëó÷åííîìó ðåøå-íèþ çàäà÷è (1.1)�(1.3) â âèäå ðÿäà (1.14) è îáñóäèì åãî �èçè÷åñêèé ñìûñë.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ak = αksinϕk, bk = αkcosϕk,

(

αk =
√

a2
k + b2k

)

, (1.24)11



ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ çàïèøåì (1.14) â âèäå
u(x, t) =

∞
∑

k=1

αksin
kπx

l
sin

(

kπat

l
+ ϕk

)

. (1.25)k-ûé ÷ëåí ðÿäà (1.25)
αksin

kπx

l
sin

(

kπat

l
+ ϕk

)

, (1.26)áóäó÷è ðåøåíèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (1.1), îïèñûâàåò âîëíó, êîòîðóþ íà-çûâàþò k-îé ãàðìîíè÷åñêîé âîëíîé èëè k-îé ãàðìîíèêîé. Òàêîå íàçâàíèåîáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â îòâå÷àþùåì âîëíå (1.26) ïðîöåññå äâèæåíèÿ ñòðóíûêàæäàÿ åå òî÷êà ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå (ââåðõ�âíèç) ñ îäíîé è òîé æå íà÷àëüíîé �àçîé ϕk, êðóãîâîé ÷àñòîòîé ωk è ïåðå-ìåííîé (çàâèñÿùåé îò x) àìïëèòóäîé Ak(x), îïðåäåëÿåìûìè �îðìóëàìè
ωk =

kπa

l
=
kπ

l

√

T

ρ
, Ak(x) = αksin

kπx

l
. (1.27)Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü ñòðóíû, T � íàòÿæåíèå ñòðóíû.Â òî÷êàõ

x = 0,
l

k
,

2l

k
, ...,

(k − 1)l

k
, l (1.28)àìïëèòóäà Ak(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü, òàê ÷òî â ýòèõ òî÷êàõ, íàçûâàåìûõóçëàìè k-îé ãàðìîíèêè, êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà íå ïðîèñõîäèò, ò. å. âîëíà(1.26) êàê áû ñòîèò â íèõ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ãàðìîíèêó (1.26) íàçûâàþò k-îéñòîÿ÷åé âîëíîé. Â òî÷êàõ æå

l

2k
,

3l

2k
, ...,

(2k − 1)l

2k
(1.29)àìïëèòóäàAk(x) äîñòèãàåò íàèáîëüøåé ïî ìîäóëþ âåëè÷èíû, òàê êàê �óíê-öèÿ sin(kπx/l) â ýòèõ òî÷êàõ äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî àáñîëþòíîãî çíà÷å-íèÿ, ðàâíîãî åäèíèöå. Óêàçàííûå òî÷êè íàçûâàþò ïó÷íîñòÿìè äëÿ k-îéãàðìîíèêè.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñàì ïî ñåáå ïðîöåññ êîëåáàíèÿ ñòðóíû íå ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé îñîáîãî èíòåðåñà äëÿ ÷åëîâå÷åñòâà. �îðàçäî áîëüøóþ öåí-íîñòü äëÿ ëþäåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäñòâèå ýòîãî ïðîöåññà, à èìåííîçâóê, êîòîðûé íåèçìåííî ñîïðîâîæäàåò ïðîöåññ êîëåáàíèÿ ñòðóíû (èëè,êàê ãîâîðÿò �èçèêè, èçëó÷àåòñÿ ïðè êîëåáàíèè ñòðóíû). Íå èìåÿ âîçìîæ-íîñòè îñòàíàâëèâàòüñÿ çäåñü íà îáúÿñíåíèè �èçè÷åñêîãî ïðîöåññà ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ êîëåáàíèé â ñðåäå è �èçèîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå âîñ-12



ïðèÿòèÿ çâóêà îðãàíàìè ñëóõà ÷åëîâåêà, îòìåòèì, ÷òî èçëó÷àåìûé ñòðó-íîé çâóê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ (ñóììó) ïðîñòåéøèõ ãàðìîíè-÷åñêèõ çâóêîâûõ êîëåáàíèé, íàçûâàåìûõ ïðîñòûìè òîíàìè. Êàæäûé (k-ûé) òàêîé òîí îòâå÷àåò êîíêðåòíîé (k-îé) ãàðìîíèêå ñòðóíû, ò. å. èçëó÷à-åòñÿ, êîãäà ñòðóíà ñîâåðøàåò ÷èñòîå ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå, îïèñûâàå-ìîå �óíêöèåé (1.26). ×àñòîòà ïåðâîãî (ñàìîãî íèçêîãî) òîíà ñîâïàäàåò ñ÷àñòîòîé ω1 ïåðâîé ãàðìîíèêè ñòðóíû, ÷àñòîòà âòîðîãî òîíà ñîâïàäàåò ñ÷àñòîòîé ω2, è ò. ä. Çäåñü ñ ó÷åòîì (1.27) èìååì
ω1 =

π

l
a =

π

l

√

T

ρ
, ω2 =

2π

l

√

T

ρ
, ... . (1.30)Àìïëèòóäà k-ãî òîíà îïðåäåëÿåòñÿ àìïëèòóäîé αk k-îé ãàðìîíèêè, êîòî-ðàÿ â ñèëó (1.24) è (1.17) óáûâàåò ñ ðîñòîì k êàê êîý��èöèåíò ñõîäÿùå-ãîñÿ ðÿäà Ôóðüå. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âëèÿíèå âñåõ ãàðìîíèê íà çâóê, èçëó÷àå-ìûé ñòðóíîé, ñâîäèòñÿ ê ñîçäàíèþ òåìáðà, ò. å. êà÷åñòâà çâóêà. Ïîñëåäíååîïðåäåëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, îñíîâíîé ÷àñòîòîé ω1, çàâèñÿùåé ñîãëàñíî(1.30) îò äëèíû l, ïëîòíîñòè ρ è íàòÿæåíèÿ T ñòðóíû, à ñ äðóãîé ñòîðîíû� õàðàêòåðîì óáûâàíèÿ ê íóëþ àìïëèòóä αk ãàðìîíèê. Ïîñêîëüêó òåìáðçâóêà, èçäàâàåìîãî ñòðóíîé, çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ l, ρ è T , òî, ìåíÿÿ ýòèïàðàìåòðû è âûáèðàÿ íóæíûì îáðàçîì �óíêöèè ϕ0 è ϕ1, ìîæíî ñîçäàòüçâóê, íàèáîëåå ïðèÿòíûé â ìóçûêàëüíîì îòíîøåíèè. Áîëåå ïîäðîáíî îáýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â ëèòåðàòóðå ïî �èçèîëîãè÷åñêîé àêóñòèêå (ñì.òàêæå [56, ñ. 93�96℄).1.4. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû, çàêðåïëåííîé íà êîí-öàõ. �àññìîòðèì â ýòîì ïóíêòå çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáà-íèé îäíîðîäíîé ñòðóíû, çàêðåïëåííîé íà êîíöàõ, ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõèñòî÷íèêîâ ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ f(x, t). Óêàçàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ êíàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
+ f(x, t) â QT = (0, l)× (0, T ], (1.31)óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u|x=0 = 0, u|x=l = 0 â (0, T ] (1.32)è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
u|t=0 = ϕ0(x),

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕ1(x) â (0, l). (1.33)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â âèäå ñóììû
u = v + w. (1.34)13



Çäåñü v � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
∂2v

∂t2
= a2∂

2v

∂x2
+ f(x, t) â QT , (1.35)óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

v|x=0 = 0, v|x=l = 0 â (0, T ] (1.36)è îäíîðîäíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
v|t=0 = 0,

∂v

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0 â (0, l), (1.37)à w � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
∂2w

∂t2
= a2∂

2w

∂x2
â QT , (1.38)óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

w|x=0 = 0, w|x=l = 0 â (0, T ] (1.39)è íåîäíîðîäíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
w|t=0 = ϕ0(x),

∂w

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕ1(x) â (0, l). (1.40)�åøåíèå v çàäà÷è (1.35)�(1.37) îïèñûâàåò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñòðó-íû, ò. å. òàêèå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå ñîâåðøàþòñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåéâîçìóùàþùåé ñèëû ñ ïëîòíîñòüþ f â (1.35), ïðè÷åì â îòñóòñòâèå íà÷àëü-íûõ âîçìóùåíèé. �åøåíèå çàäà÷è (1.38)�(1.40) îïèñûâàåò ñâîáîäíûå êî-ëåáàíèÿ ñòðóíû, ò. å. òàêèå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò áåç äåéñòâèÿâíåøíåé ñèëû, à ëèøü ïîä äåéñòâèåì íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ñòðóíû. Ïî-ñêîëüêó çàäà÷à (1.38)�(1.40) î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ ñòðóíû óæå ðåøåíàâ ï.1.2, òî äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1.31)�(1.33) äîñòàòî÷íî íàéòèðåøåíèå v çàäà÷è (1.35)�(1.37). Êàê è â ï.1.1, ïðèìåíèì äëÿ ýòîãî ìåòîäÔóðüå.Ñëåäóÿ ìåòîäó Ôóðüå, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå v â âèäå ðÿäà
v(x, t) =

∞
∑

k=1

Tk(t)sin
kπx

l
. (1.41)Â òàêîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.36) óäîâëåòâîðÿþòñÿ àâòîìàòè÷å-ñêè, åñëè, êîíå÷íî, ðÿä (1.41) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â QT . Îïðåäåëèì òå-ïåðü �óíêöèè Tk(t) â (1.41) òàê, ÷òîáû ðÿä (1.41) óäîâëåòâîðÿë óðàâíåíèþ14



(1.35) è îáîèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì â (1.37). Ïîäñòàâëÿÿ (1.41) â (1.35) èðàññóæäàÿ �îðìàëüíî, ïîëó÷èì
∞

∑

k=1

[T ′′
k (t) + ω2

kTk(t)]sin
kπx

l
= f(x, t), (1.42)ãäå ωk = kπa/l. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèþ f ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿäÔóðüå ïî ñèíóñàì (1.11) â èíòåðâàëå (0, l):

f(x, t) =

∞
∑

k=1

fk(t)sin
kπx

l
. (1.43)Çäåñü êîý��èöèåíòû fk(t), çàâèñÿùèå îò t êàê îò ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþòñÿàíàëîãè÷íî (1.17) �îðìóëîé

fk(t) =
2

l

l
∫

0

f(x, t)sin
kπx

l
dx. (1.44)Ñîîòíîøåíèÿ (1.42) è (1.43) �àêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæå-íèÿ îäíîé è òîé æå �óíêöèè f â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì sin(kπx/l). Ïðè-ðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöèåíòû îáîèõ ðàçëîæåíèé, ïðèõîäèì êðàâåíñòâàì

T ′′
k (t) + ω2

kTk(t) = fk(t), k = 1, 2, ... . (1.45)Ïðè êàæäîì k = 1, 2, ... (1.45) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî �óíêöèè Tk. ×òîáû îäíîçíà÷íîîïðåäåëèòü Tk, çàäàäèì ñ ó÷åòîì îäíîðîäíîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé â (1.37)íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
Tk(0) = 0, T ′

k(0) = 0, k = 1, 2, ... . (1.46)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (1.45) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (1.46) èìååò âèä
Tk(t) =

1

ωk

t
∫

0

fk(τ)sinωk(t− τ)dτ (1.47)èëè (ïîñëå ïîäñòàíîâêè âìåñòî fk(τ) èõ âûðàæåíèé èç (1.44))
Tk(t) =

2

lωk

t
∫

0

[sinωk(t− τ)

l
∫

0

f(x, τ)sin
kπx

l
dx]dτ. (1.48)15



Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ Tk â ðÿä (1.41), ïîëó÷èì �óíê-öèþ v, êîòîðàÿ ñ ó÷åòîì (1.46) è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.35)�(1.37) ïðè åñòåñòâåííîì óñëîâèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.41) è ðÿ-äà, ïîëó÷åííîãî ïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì (1.41) ïî t, â çàìêíóòîéîáëàñòè QT , à ðÿäîâ, ïîëó÷åííûõ äâóêðàòíûì ïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðî-âàíèåì ðÿäà (1.41) ïî x è t, â îáëàñòè QT . Ìîæíî ïîêàçàòü, ðàññóæäàÿ ïîòîé æå ñõåìå, ÷òî è â òåîðåìå 1.1, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ðÿäîâ áóäåò îáåñïå÷åíà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
f ∈ C2(QT ) è f(0, t) = 0, f(l, t) = 0 ∀t ∈ [0, T ]. (1.49)Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ðåøåíèå èñ-õîäíîé çàäà÷è (1.31)�(1.33) èìååò âèä

u(x, t) =

∞
∑

k=1

Tk(t)sin
kπx

l
+

∞
∑

k=1

(

akcos
kπat

l
+ bksin

kπat

l

)

sin
kπx

l
. (1.50)Çäåñü �óíêöèè Tk îïðåäåëÿþòñÿ èç (1.48), à êîý��èöèåíòû ak è bk îïðåäå-ëÿþòñÿ �îðìóëàìè (1.17). Ôèçè÷åñêèé àíàëèç ðåøåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî òîéæå ñõåìå, ÷òî è â ï. 1.3, è ìû íà íåì íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ.1.5. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû ñ ïîäâèæíûìè êîíöàìè.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðà�à ðàññìîòðèì îáùóþ çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèèâûíóæäåííûõ êîëåáàíèé îäíîðîäíîé ñòðóíû ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ èñ-òî÷íèêîâ ñ ïëîòíîñòüþ f è íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé ϕ0 è ϕ1 â ïðåäëîæåíèè,÷òî êîíöû ñòðóíû íå çàêðåïëåíû, à äâèæóòñÿ ïî çàäàííîìó çàêîíó. Óêà-çàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãîóðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
+ f(x, t) â QT , (1.51)óäîâëåòâîðÿþùåãî íåîäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u|x=0 = g1(t), u|x=l = g2(t) â (0, T ] (1.52)è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
u|t=0 = ϕ0(x),

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=o

= ϕ1(x) â (0, l). (1.53)Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.51)�(1.53) ñâåäåì åå ñ ïîìîùüþ çà-ìåíû çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ê çàäà÷å ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè,à äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ èçëîæåííûì â ï. 1.4 ìåòîäîì ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé. Ñýòîé öåëüþ ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ
w(x, t) = g1(t) + [g2(t) − g1(t)]

x

l
. (1.54)16



ßñíî, ÷òî
w|x=0 = g1(t), w|x=l = g2(t). (1.55)�åøåíèå u çàäà÷è (1.51)�(1.53) áóäåì èñêàòü â âèäå

u = v + w, (1.56)ãäå v � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ. Èç ëèíåéíîñòè ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõóñëîâèé â (1.52), (1.53) è (1.55) âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèÿ v äîëæíà óäîâëåòâî-ðÿòü îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì v|x=0 = 0, v|x=l = 0 è íà÷àëüíûìóñëîâèÿì
v|t=0 = u|t=0 − w|t=0 = ϕ0(x) − g1(0) − [g2(0) − g1(0)]

x

l
≡ ϕ0(x),

∂v

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

=
∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

− ∂w

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕ1(x) − g′1(0) − [g′2(0) − g′1(0)]
x

l
≡ ϕ1(x).Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå (1.56) â óðàâíåíèå (1.51), ïîëó÷èì

∂2v

∂t2
= a2∂

2v

∂x2
+ f̄(x, t), f̄(x, t) = f(x, t)− g′′1(t) − [g′′2(t) − g′′1(t)]

x

l
.Â ðåçóëüòàòå èñõîäíàÿ çàäà÷à (1.51)�(1.53) ñâåëàñü ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ�óíêöèè v èç óñëîâèé

∂2v

∂t2
= a2∂

2v

∂x2
+ f̄(x, t), v|x=0 = 0, v|x=l = 0, v|t=0 = ϕ0(x),

∂v

∂t

∣

∣

∣

∣

t=o

= ϕ1(x).(1.57)Îïðåäåëèâ ðåøåíèå v çàäà÷è (1.57) èçëîæåííûì â ï. 1.4 ìåòîäîì è ïîäñòà-âèâ â (1.56), ïîëó÷èì èñêîìîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (1.51)�(1.53).1.6. Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î ìåòîäå Ôóðüå. Îïèñàííûé âûøå ìå-òîä Ôóðüå ïðèìåíÿåòñÿ ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå è äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè: êàê îäíîìåðíûõ òàê è ìíîãîìåðíûõ, ñòàöèîíàð-íûõ ëèáî íåñòàöèîíàðíûõ, â ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòÿõ, êàê ñ ïðÿìîëè-íåéíûìè ãðàíèöàìè òèïà ïðÿìîóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè R2 ëèáî ïàðàë-ëåëèïèïåäà â ïðîñòðàíñòâå R
3, òàê è ñ êðèâîëèíåéíûìè ãðàíèöàìè òèïàêðóãà è ýëëèïñà â R2, øàðà, ýëëèïñîèäà, ñ�åðîèäà è ò. ä. â R3. Ñëåäóåò,îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä Ôóðüå ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ ëèøüäîñòàòî÷íî óçêîãî êëàññà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, à èìåííî, òåõ çà-äà÷, êîòîðûå (âûðàæàÿñü ÿçûêîì ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè) äîïóñêàþòðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ.Âîçìîæíîñòü òàêîãî ðàçäåëåíèÿ çàâèñèò, ñ îäíîé ñòîðîíû, îò ðàññìàòðè-âàåìîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîòîðîå ëèáî äîëæíî áûòüóðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè (êàê óðàâíåíèå (1.1)), ëèáî17



äîëæíî èìåòü ïåðåìåííûå êîý��èöèåíòû ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû (ñì., íà-ïðèìåð, � 2 è 3), à ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà çàâèñèò îò âèäà ðàññìàòðèâàåìîéïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè. Â ÷àñòíîñòè, ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â òðåõìåð-íîì âîëíîâîì óðàâíåíèè (ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè), ðàññìàòðèâàå-ìîì â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ñ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöåé S, âîçìîæíî ëèøü âòîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöà S ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòüþ îäíîéèç 11 ñèñòåì êîîðäèíàò. Ê ÷èñëó òàêèõ ïîâåðõíîñòåé îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð,öèëèíäð, ñ�åðà, ýëëèïñîèä è ñ�åðîèä (ò. å. ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ).Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ôóðüå â òàêèõ ñëó÷àÿõâîëíîâîå óðàâíåíèå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü íå â äåêàðòîâûõ, à â êðèâî-ëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ, â êîòîðûõ ãðàíèöà S ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåéêîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòüþ; ò. å. â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, åñëè S� öèëèíäð, ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, åñëè S � ñ�åðà è ò. ä. Ïîñëåäóþùååïðèìåíåíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ê òàêèì óðàâíåíèÿì ïðèâîäèòê íåîáõîäèìîñòè íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè ñïåöèàëüíîéñòðóêòóðû, èìåþùèìè îñîáåííîñòè â îäíîé èëè íåñêîëüêèõ òî÷êàõ. Óêà-çàííûå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûìè �óíêöèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé�èçèêè. Äâà ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé, à èìåííî, öè-ëèíäðè÷åñêèõ �óíêöèé Áåññåëÿ, Õàíêåëÿ è ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé Õàíêå-ëÿ ïðè ðåøåíèè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â êðóãå ëèáî âî âíåøíîñòè ñ�åðû,áóäóò ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî â � 3 è 4 ýòîé ãëàâû. Äåòàëüíîå îïèñà-íèå ñâîéñòâ ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé è ïðèìåðû èõ ïðèìåíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [37, 56℄.�2. Îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûìèêîý��èöèåíòàìè2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ôóðüå. �àññìîòðèìîäíîìåðíîå (ãèïåðáîëè÷åñêîå) âîëíîâîå óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûìè êîý�-�èöèåíòàìè
ρ(x)

∂2u

∂t2
=

∂

∂x

[

p(x)
∂u

∂x

]

− q(x)u ≡ p(x)
∂2u

∂x2
+ p′(x)

∂u

∂x
− q(x)u â QT . (2.1)Çäåñü ρ, p è q � çàäàííûå íà èíòåðâàëå [0, l]�óíêöèè,QT = (0, l)×(0, T ], 0 <

T <∞. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1), óäîâëåòâîðÿþùååîäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
αu(0, t) − β

∂u(0, t)

∂x
= 0, γu(l, t) + δ

∂u(l, t)

∂x
= 0, t ∈ (0, T ] (2.2)è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u |t=0= ϕ0(x),
∂u

∂t
|t=0 = ϕ1(x), x ∈ (0, l). (2.3)18



Çäåñü α, β, γ è δ � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, ϕ0 è ϕ1 � çàäàííûå íà (0, l)íà÷àëüíûå �óíêöèè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ(i) �óíêöèè ρ, p, p′, q íåïðåðûâíû íà [0, l] è p(x) ≥ p0 = const > 0,
ρ(x) ≥ ρ0 = const > 0, q(x) ≥ 0 ∀x ∈ [0, l];(ii) α, β, γ, δ ≥ 0 è α+ β 6= 0, γ + δ 6= 0.Èç ðåçóëüòàòîâ � 1 ãë. 2 âûòåêàåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) (2.1)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå îäíîìåðíûåâîëíîâûå ïðîöåññû â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ.Ïðèìåíèì äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (2.1)�(2.3)ìåòîä Ôóðüå. Ñëåäóÿ åìó, áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1),óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.2), â âèäå

u(x, t) = X(x)T (t). (2.4)Ïîäñòàâëÿÿ (2.4) â óðàâíåíèå (2.1), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
ρ(x)X(x)T ′′(t) = T (t)[p(x)X ′(x)]′ − q(x)X(x)T (t),êîòîðîå ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò âèä

[p(x)X ′(x)]′ − q(x)X(x)

ρ(x)X(x)
=
T ′′(t)

T (t)
. (2.5)Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.5) çàâèñèò òîëüêî îò x, à ïðàâàÿ ÷àñòü � òîëüêîîò t. Ïîýòîìó ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà êàæäàÿ èç ýòèõ÷àñòåé ðàâíà êîíñòàíòå. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç � λ. Òîãäà èç (2.5) ïðèõîäèìê ñëåäóþùèì äâóì îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì îòíî-ñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé T è X:

T ′′(t) + λT (t) = 0, (2.6)
[p(x)X ′(x)]′ + [λρ(x) − q(x)]X(x) = 0. (2.7)×òîáû ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) âèäà (2.4),óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.2), íåîáõîäèìî, ÷òîáû �óíêöèÿ

X óäîâëåòâîðÿëà ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
αX(0) − βX ′(0) = 0, γX(l) + δX ′(l) = 0. (2.8)Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å, íàçûâàåìîé ñïåêòðàëü-íîé çàäà÷åé, ëèáî çàäà÷åé Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ: íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ ïà-ðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ(2.7), óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.8). Òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-ðà λ, ïðè êîòîðûõ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (2.7), (2.8) èìååò íåòðèâèàëüíûåðåøåíèÿ, íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, à ñàìè ýòè ðåøåíèÿ �19



ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè, îòâå÷àþùèìè äàííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ(ñðàâíèòå ñ àíàëîãè÷íûì îïðåäåëåíèåì â � 1).2.2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ìîæíîäîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [11, � 22℄, [21, ãë. 32℄, [48, ãë. 2℄), ÷òî ïðè âûïîëíå-íèè óñëîâèé (i), (ii) ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.7), (2.8). Óêàçàííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùå-ñòâåííû, ïðîñòûå, è èõ ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
λ1 < λ2 < λ3 < ... < λk < ... , lim

k→∞
λk = +∞. (2.9)Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòûå. Ïðåäïîëîæèìïðîòèâíîå, ÷òî íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì. Ïî-ñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ýòîãî λ ñóùåñòâóåò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.7), óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.8). Òî-ãäà è îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.7), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé èõ ëèíåéíóþêîìáèíàöèþ, òàêæå îáÿçàíî óäîâëåòâîðÿòü ýòèì óñëîâèÿì. Íî ýòî íå âåðíî.Êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk îòâå÷àåò ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ Xk,îïðåäåëÿåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Âûáåðåì åå òàê,÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

l
∫

0

ρ(x)X2
k(x)dx = 1. (2.10)Ñîáñòâåííûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (2.10), áóäåì íàçûâàòüíîðìèðîâàííûìè (ñ âåñîì ρ).Äîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå �óíêöèè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåí-íûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì ρ íà èíòåðâàëå (0, l), ò. å. ÷òî

l
∫

0

ρ(x)Xk(x)Xm(x)dx = 0 (k 6= m). (2.11)Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü λk è λm � äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, à
Xk è Xm � îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ãðà-íè÷íûì óñëîâèÿì (2.8) è ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿì

[p(x)X ′
k(x)]

′ + [λkρ(x) − q(x)]Xk(x) = 0,

[p(x)X ′
m(x)]′ + [λmρ(x) − q(x)]Xm(x) = 0.Óìíîæèì ïåðâîå ðàâåíñòâî íà Xm, âòîðîå � íà Xk è âû÷òåì. Ïîëó÷èìðàâåíñòâî

Xm(x)[p(x)X ′
k(x)]

′ −Xk(x)[p(x)X
′
m(x)]′ + (λk − λm)ρ(x)Xk(x)Xm(x) = 0,20



êîòîðîå, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
(λk − λm)ρ(x)Xk(x)Xm(x) +

d

dx
{p(x)[Xm(x)X ′

k(x) −Xk(x)X
′
m(x)]} = 0.Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî x â ïðåäåëàõ îò 0 äî l, ïîëó÷èì

(λm − λk)

l
∫

0

ρ(x)Xk(x)Xm(x)dx = p(x)[Xm(x)X ′
k(x) −Xk(x)X

′
m(x)] |x=lx=0 .(2.12)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.8), ëåãêî óáåæäàåìñÿ, ÷òîïðàâàÿ ÷àñòü â (2.12) ðàâíà íóëþ. Â òàêîì ñëó÷àå èç (2.12) ñëåäóåò, ÷òî

(λk − λm)

l
∫

0

ρ(x)Xk(x)Xm(x)dx = 0.Îòñþäà â ñèëó óñëîâèÿ λm 6= λk âûòåêàåò (2.11).Èç ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ëåãêî ñëåäóåò, ÷òîâñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (2.7), (2.8) âåùåñòâåííû. Ïîêàæåì, áîëååòîãî, ÷òî âñå îíè íåîòðèöàòåëüíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü λ1 < λ2 < ... �âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (2.7), (2.8), à X1, X2, ... � îòâå÷àþùàÿ èìîðòîíîðìèðîâàííàÿ (ñ âåñîì ρ) ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé. Ñîãëàñíîîïðåäåëåíèþ, èìååì
[p(x)X ′

k(x)]
′ − q(x)Xk(x) = −λkρ(x)Xk(x). (2.13)Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà Xk, èíòåãðèðóÿ è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.10),ïîëó÷èì

λk = −
l

∫

0

{[p(x)X ′
k(x)]

′ − q(x)Xk(x)}Xk(x)dx.Îòñþäà, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïî ÷àñòÿì, áóäåì èìåòü
λk =

l
∫

0

[p(x)(X ′
k(x))

2 + q(x)X2
k(x)]dx− [p(x)Xk(x)X

′
k(x)] |x=lx=0 . (2.14)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

[p(x)Xk(x)X
′
k(x)] |x=lx=0≤ 0. (2.15)Òàê êàê p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ 0, òî èç �îðìóëû (2.14) íåïîñðåäñòâåííîñëåäóåò, ÷òî λk ≥ 0, k = 1, 2, .... Òàêèì îáðàçîì, â äîïîëíåíèå ê (2.9) èìååòìåñòî

0 ≤ λ1 < λ2 < .... (2.16)21



Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå (2.15) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ íàè-áîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ÿâëÿþ-ùèõñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè óñëîâèé (2.2):
1)X(0) = X(l) = 0; 2)X ′(0) = X ′(l) = 0;

3)X ′(0) − h1X(0) = 0, X ′(l) + h2X(l) = 0. (2.17)Çäåñü h1 è h2 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.Îòìåòèì åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñïåêòðàëüíîéçàäà÷è (2.7), (2.8) � ñâîéñòâî ïîëíîòû â ïðîñòðàíñòâå C1[0, l]. Îíî ñîñòîèòâ òîì, ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ v ∈ C1[0, l] ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå
v(x) =

∞
∑

k=1

akXk(x),ñõîäÿùèéñÿ ê v â ñðåäíåì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
l

∫

0

|v(x) −
N

∑

k=1

akXk(x)|2dx→ 0 ïðè N → ∞.Çäåñü êîý��èöèåíòû ak îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè
ak =

l
∫

0

ρ(x)v(x)Xk(x)dx. (2.18)Ïåðå÷èñëèì êðàòêî åùå ðàç îñíîâíûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è�óíêöèé çàäà÷è (2.7), (2.8), ñïðàâåäëèâûå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii).1. Ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è îòâå÷àþùèõèì ñîáñòâåííûõ �óíêöèé çàäà÷è (2.7), (2.8), ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ (2.9).2. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk ïðîñòûå.3.Ñîáñòâåííûå �óíêöèè, îòâå÷àþùèå ðàçíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì,îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì ρ(x) íà îòðåçêå (0, l), ò. å. óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ(2.11).4. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé {Xk}∞k=1 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â ïðîñòðàí-ñòâå C1[0, l].5. Â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ(2.15), íàïðèìåð, èìåþò âèä, óêàçàííûé â (2.17), âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿíåîòðèöàòåëüíû, òàê ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.16). Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî
λ1 = 0 â (2.16) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòâå÷àþùàÿ λ1ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ X1 åñòü êîíñòàíòà, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ. Ïîñëåäíåå âû-ïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà q(x) ≡ 0, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â (2.2)èìåþò ñìûñë óñëîâèé Íåéìàíà, ò. å. èìåþò âèä óñëîâèé 2) â (2.17).22



Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà ïðèâåäåì ÿâíûå �îðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.7), (2.8) â òîì÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ρ = 1, p = 1, q = 0, òàê ÷òî (2.1) ïåðåõîäèò ââîëíîâîå óðàâíåíèå (1.1) ïðè a = 1, à (2.7) ïðèíèìàåò âèä
X ′′ + λX = 0 â (0, l).�àññìîòðèì íåñêîëüêî òèïîâ êðàåâûõ óñëîâèé â (2.8).1) α = γ = 1, β = 0, δ = 0. Óñëîâèÿ (2.8) ïðèíèìàþò âèä

X(0) = X(l) = 0.Â � 1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è �óíêöèè ñîîòâåòñòâóþ-ùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
λk =

(

kπ

l

)2

, Xk(x) = sin
kπ

l
x k = 1, 2, ... .2) α = γ = 0, β = −1, δ = 1. Óñëîâèÿ (2.8) ïðèíèìàþò âèä

X ′(0) = X ′(l) = 0.Ïðîñòîé àíàëèç (ñì., íàïðèìåð, [21℄) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λk è �óíêöèè Xk èìåþò âèä

λk =

(

kπ

l

)2

, Xk(x) = cos
kπ

l
x, k = 0, 1, 2, ... .Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî èìåííî â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà ïåðâîåñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ, à îòâå÷àþùàÿ åìó ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿåñòü êîíñòàíòà: λ0 = 0, X0(x) = 
onst.3) α = δ = 1, β = γ = 0. Óñëîâèÿ (2.8) ïðèíèìàþò âèä

X(0) = 0, X ′(l) = 0.Àíàëîãè÷íûé àíàëèç (ñì., íàïðèìåð, [21, ñ. 127℄) ïîêàçûâàåò, ÷òî
λk =

[

(2k + 1)π

2l

]2

, Xk(x) = sin
(2k + 1)π

2l
x, k = 1, 2, ... .3′) α = δ = 0, β = −1, γ = 1. Óñëîâèÿ (2.8) ïðèíèìàþò âèä

X ′(0) = 0, X(l) = 0.Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è �óíêöèè èìåþò âèä
λk =

[

(2k + 1)π

2l

]2

, Xk(x) = cos
(2k + 1)π

2l
x, k = 1, 2, ... .23



4) α = 1, β = 0, δ = 1. Óñëîâèÿ (2.8) ïðèíèìàþò âèä
X(0) = 0, X ′(l) + γX(l) = 0.Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ êîðíè λ òðàíñöåíò-äåíòíîãî óðàâíåíèÿ:

tg
√
λl = −

√
λ

γ
.Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [7, 21℄), ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâîêîðíåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà-÷åíèé λk, k = 1, 2, ... . Ñîáñòâåííûå �óíêöèè èìåþò âèä

Xk(x) = sin
√

λkx, k = 1, 2, ... .2.3. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà Ôóðüå. Îáðàòèìñÿ òå-ïåðü ê óðàâíåíèþ (2.6). Åãî îáùåå ðåøåíèå ïðè λ = λk èìååò âèä
Tk(t) = ak cos

√

λkt+ bk sin
√

λkt, (2.19)ãäå ak è bk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèÿ
uk(x, t) = Xk(x)Tk(t) = (ak cos

√

λkt+ bk sin
√

λkt)Xk(x) (2.20)ïðè ëþáîì k = 1, 2, ... óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.1) è ãðàíè÷íûì óñëîâè-ÿì (2.2). ×òîáû íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëü-íûì óñëîâèÿì (2.3), ñîñòàâèì ðÿä
u(x, t) =

∞
∑

k=1

(ak cos
√

λkt+ bk sin
√

λkt)Xk(x). (2.21)Åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, êàê è ðÿäû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íåãîäâóêðàòíûì ïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî x è t, òî åãî ñóììà áóäåòïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (2.1) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.2).×òîáû ýòà ñóììà óäîâëåòâîðÿëà è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (2.3), íåîáõîäèìî,÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ
u |t=0= ϕ0(x) =

∞
∑

k=1

akXk(x),
∂u

∂t
|t=0= ϕ1(x) =

∞
∑

k=1

bk
√

λkXk(x). (2.22)Ñîîòíîøåíèÿ â (2.22) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèÿ íà÷àëüíûõ �óíê-öèé ϕ0 è ϕ1 â ðÿä Ôóðüå ïî ïîëíîé ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé {Xk}ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.7), (2.8). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿ-äû â (2.22) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà èíòåðâàëå [0, l], ñòàíäàðòíûì îáðàçîììîæíî îïðåäåëèòü êîý��èöèåíòû ak è bk. Äëÿ ýòîãî íóæíî óìíîæèòü îáå24



÷àñòè êàæäîãî èç ðàâåíñòâ â (2.22) íà ρXk è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî x â ïðå-äåëàõ îò 0 äî l. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.10) è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî λk > 0,ïîëó÷èì
ak =

l
∫

0

ρ(x)ϕ0(x)Xk(x)dx, bk =
1√
λk

l
∫

0

ρ(x)ϕ1(x)Xk(x)dx, k = 1, 2, ... .Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ak è bk âðÿä (2.21), ïîëó÷èì �óíêöèþ u, ÿâëÿþùóþñÿ ïî ïîñòðîåíèþ èñêîìûì ðå-øåíèåì çàäà÷è (2.1)�(2.3) ïðè óñëîâèè, êîíå÷íî, ÷òî ðÿä (2.21) è ðÿäû,ïîëó÷åííûå èç íåãî ïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì, ñõîäÿòñÿ â ñîîòâåò-ñòâóþùèõ îáëàñòÿõ. Ïîñëåäíåå îáåñïå÷èâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì àíàëîãîìòåîðåìû 1.1, êîòîðûé ñïðàâåäëèâ ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèéíà íà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ0 è ϕ1 è ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîá-ñòâåííûõ �óíêöèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.7), (2.8). Áîëåå ïîäðîáíî îáýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â [7℄, [11℄, [21℄, [48℄.Çàìå÷àíèå 2.1. Ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå íàõîäèòñÿ ðåøåíèå êðàåâîé çà-äà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî àíàëîãà
ρ(x)

∂2u

∂t2
=

∂

∂x

[

p(x)
∂u

∂x

]

− q(x)u+ f(x, t) (2.23)óðàâíåíèÿ (2.1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïëîòíîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ fâ (2.23) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì Xk çà-äà÷è (2.7), (2.8). Åñëè, ê òîìó æå, óðàâíåíèå (2.23) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèíåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, íàïðèìåð, ïðè óñëîâèÿõ
u|x=0 = g1(t), u|x=l = g2(t), t ∈ (0, T ], (2.24)òî ïðåäâàðèòåëüíî çàäà÷ó (2.23), (2.24), (2.3) ñëåäóåò ñâåñòè ñ ïîìîùüþçàìåíû ïåðåìåííûõ ê ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà(2.23) ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, à äàëåå ïðèìåíèòü ìåòîäÔóðüå.2.4. Åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîéçàäà÷è. Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîéçàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (2.23) èç êëàññà C2(QT ). Äëÿ êîíêðåòíîñòè è ïðî-ñòîòû âìåñòî îáùèõ êðàåâûõ óñëîâèé (2.2) áóäåì ðàññìàòðèâàòü óñëîâèÿÄèðèõëå (2.24).Òåîðåìà 2.1. Çàäà÷à Äèðèõëå (2.23), (2.24), (2.3) íå ìîæåò èìåòüáîëåå îäíîãî ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà C2(QT ).Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ýíåðãåòè÷åñêèì ìåòîäîì, ñóùíîñòüêîòîðîãî èçëîæåíà â � 2 ãë. 2. Ïóñòü u1 è u2 � äâà ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé25



çàäà÷è (2.23), (2.24), (2.3) èç ïðîñòðàíñòâà C2(QT ). Òîãäà èõ ðàçíîñòü u =
u1 − u2 óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ

ρ(x)
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

[

p(x)
∂u

∂x

]

− q(x)u (2.25)â êàæäîé òî÷êå (x, t) ∈ QT , íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
u|t=0 = 0,

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0 â (0, l) (2.26)è îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
u|x=0 = 0, u|x=l = 0 â (0, T ]. (2.27)Äîêàæåì, ÷òî u(x, t) ≡ 0 â QT .Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå èíòåãðàë ýíåðãèè

E(t) = Eu(t) =
1

2

l
∫

0

[

ρ(x)

(

∂u

∂t

)2

+ p(x)

(

∂u

∂x

)2

+ q(x)u2

]

dx. (2.28)Ïîêàæåì, ÷òî îí íå çàâèñèò îò t. Äåéñòâèòåëüíî, äè��åðåíöèðóÿ E ïî t,èìååì
dE(t)

dt
=

l
∫

0

[

ρ(x)
∂u

∂t

∂2u

∂t2
+ p(x)

∂u

∂x

∂2u

∂x∂t
+ q(x)u

∂u

∂t

]

dx. (2.29)Äè��åðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà âîçìîæíî â ñèëó íåïðåðûâíî-ñòè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ u â QT . Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ñðåäíèé÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (2.29), áóäåì èìåòü
dE(t)

dt
=

l
∫

0

[

ρ(x)
∂2u

∂t2
− ∂

∂x

(

p(x)
∂u

∂x

)

+ q(x)u

]

∂u

∂t
dx+ p(x)

∂u

∂x

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=l

x=0

.Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (2.25) âñþäóâ QT è îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.27), â ñèëó êîòîðûõ ∂u
∂t

∣

∣

x=0
= 0,

∂u
∂t

∣

∣

x=l
= 0, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ðàâíà íóëþ. Îòñþäàñëåäóåò, ÷òî

dE(t)

dt
= 0, ò.å. E(t) = const â [0, T ]. (2.30)26



Íî â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2.26) èìååì
E(0) =

1

2

l
∫

0

[

ρ(x)

(

∂u

∂t

)2

+ p(x)

(

∂u

∂x

)2

+ q(x)u2

]

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

dx = 0.Òîãäà èç (2.30) ñëåäóåò, ÷òî E(t) = 0. Ïîñëåäíåå âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå,êîãäà u(x, t) ≡ 0 â QT , ò.å. u1 = u2.Çàìå÷àíèå 2.2. Ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòüðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (2.23) ïðè óñëîâèÿõ 3-ãî ðîäà:
∂u

∂x
− h1u

∣

∣

∣

∣

x=0

= g1(t),
∂u

∂x
+ h2u

∣

∣

∣

∣

x=l

= g2(t) â (0, T ]. (2.31)Çäåñü h1 è h2 � íåîòðèöàòåëüíûå ïîñòîÿííûå.Äîêàæåì òåïåðü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ u çàäà÷è (2.23), (2.24), (2.3) ïîíà÷àëüíûì äàííûì.Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü u1 è u2 � äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.23), óäîâëå-òâîðÿþùèå îäíèì è òåì æå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.24) è íà÷àëüíûìóñëîâèÿì
ui|t=0 = ϕi(x),

∂ui
∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ψi(x) â (0, l), i = 1, 2. (2.32)Òîãäà ðàçíîñòü u = u1 − u2 ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîéïî ìîäóëþ â QT , åñëè âûáðàòü äîñòàòî÷íî ìàëûìè ìîäóëè ðàçíîñòåé
ϕ(x) = ϕ1(x)−ϕ2(x), ϕ′(x) = ϕ′

1(x)−ϕ′
2(x) è ψ(x) = ψ1(x)−ψ2(x) íà [0, l].Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è (2.23), (2.24), (2.32) äî-êàçàòåëüñòâî òåîðåìû ýêâèâàëåíòíî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåãî ïðåäëî-æåíèÿ. Ïóñòü �óíêöèÿ u ∈ C2(QT ) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ(2.25), îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.27) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u|t=0 = ϕ(x),
∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ψ(x) â (0, l). (2.33)Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ìîæíî íàéòè òàêîå ÷èñëî δ = δ(ε), ÷òî ïðè
max

(

‖ϕ‖C[0,l], ‖ϕ′‖C[0,l], ‖ψ‖C[0,l]

)

< δ, (‖ϕ‖C[0,l] = max
x∈[0,l]

|ϕ(x)|) (2.34)âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
‖u‖C(QT ) ≡ max

(x,t)∈QT

|u(x, t)| < ε. (2.35)
27



Îïÿòü ðàññìîòðèì èíòåãðàë ýíåðãèè Eu, îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèåì(2.28). Êàê áûëî âûøå ïîêàçàíî, äëÿ �óíêöèè u ∈ C2(QT ), óäîâëåòâîðÿ-þùåé óðàâíåíèþ (2.25) â QT è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.27), âûïîëíÿåòñÿòîæäåñòâî E(t) ≡ E(0). Ó÷èòûâàÿ (2.28) è (2.33), îòñþäà âûâîäèì, ÷òî
E(t) ≡ E(0) =

1

2

l
∫

0

{

ρ(x)ψ2(x) + p(x)[ϕ′(x)]2 + q(x)ϕ2(x)
}

dx. (2.36)Ïóñòü
M = max{max

x∈[0,l]
ρ(x), max

x∈[0,l]
p(x), max

x∈[0,l]
q(x)}.Òîãäà èç (2.36) âûâîäèì ñ ó÷åòîì (2.34), ÷òî

E(t) ≡ 1

2

l
∫

0

[ρ(x)(ut)
2 + p(x)(ux)

2 + q(x)u2]dx <
3

2
Mlδ2.Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

l
∫

0

p(x)(ux)
2dx < 3Mlδ2. (2.37)Íåðàâåíñòâî (2.37) îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò t ∈ [0, T ] íåêîòîðàÿ�íîðìà� �óíêöèè u íà èíòåðâàëå [0, l] ìàëà ïðè ìàëûõ δ. Èñïîëüçóÿ ýòîò�àêò, òåïåðü íåòðóäíî ïîêàçàòü è ìàëîñòü íîðìû u â C(QT). Äåéñòâè-òåëüíî, èñïîëüçóÿ �îðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, èìååì ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ

u|x=0 = 0, ÷òî
u(x, t) =

x
∫

0

uxdx. (2.38)Èç (2.38) ïîëó÷àåì, ÷òî
|u(x, t)| ≤

x
∫

0

|ux|dx =

x
∫

0

1
√

p(x)
·
√

p(x)|ux|dx. (2.39)Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü (2.39). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì èçâåñòíîå íåðàâåíñòâîÊîøè�Áóíÿêîâñêîãî
∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
∫

a

f(x)g(x)dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤





b
∫

a

f 2(x)dx





1/2

·





b
∫

a

g2(x)dx





1/2
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Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, èìååì
|u(x, t)| ≤





x
∫

0

dx

p(x)





1/2

·





x
∫

0

p(x)(ux)
2dx





1/2

. (2.40)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî p(x) ≥ p0 > 0, è èñïîëüçóÿ (2.37), èç (2.40) âûâîäèì, ÷òî
|u(x, t)| < M1δ ∀(x, t) ∈ QT . (2.41)Çäåñü M1 = l

√

3M/p0. Ïîëàãàÿ δ = ε/M1, ïðèõîäèì ê (2.35).Çàìå÷àíèå 2.3. Òåîðåìà óñòîé÷èâîñòè èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå áîëååîáùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ñì. [41, � 19℄).Çàìå÷àíèå 2.4. Àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2 ïîêàçûâàåò, ÷òîòðåáîâàíèå ìàëîñòè íà÷àëüíûõ �óíêöèé ϕ, ϕ′ è ψ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà
C[0, l] ìîæíî çàìåíèòü òðåáîâàíèåì ìàëîñòè èíòåãðàëîâ

l
∫

0

ϕ2(x)dx,

l
∫

0

[ϕ′(x)]2dx è l
∫

0

ψ2(x)dx.Ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ è â äðóãèõ �óíêöèîíàëü-íûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Êðîìå òîãî, óñëîâèå u(0, t) = 0, èñïîëüçóåìîå ïðè âû-âîäå (2.38), ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì ìàëîñòè |u(0, t)| èëè |u(l, t)|. Íàêî-íåö, îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà-÷è (2.23), (2.24), (2.3) ñïðàâåäëèâî òàêæå è ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿìïðàâîé ÷àñòè f óðàâíåíèÿ (2.23) â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C(QT ) (ñì., íàïðè-ìåð, [41, � 19℄).
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�3. Ìíîãîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ôóðüå. Ñâåäåíèåê ìíîãîìåðíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å. Ïóñòü Ω � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åí-íàÿ îáëàñòü èçìåíåíèÿ òî÷åê x = (x1, x2, ..., xn) ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ãðàíèöåé
Γ. Ïîëàãàÿ QT = Ω× (0, T ], ðàññìîòðèì â QT ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

∂2u

∂t2
= Lu. (3.1)Çäåñü L � ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð 2-ãî ïîðÿäêà âèäà

Lu =

n
∑

i,j=1

∂

∂xi

(

aij(x)
∂u

∂xj

)

− a(x)u, (3.2)êîý��èöèåíòû aij è a êîòîðîãî îïðåäåëåíû â Ω è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
aij = aji ∈ C1(Ω), a ∈ C(Ω),

n
∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ β

n
∑

i=1

ξ2
i ∀x ∈ Ω, β = const > 0, a(x) ≥ 0. (3.3)Ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (3.3), îçíà÷àþùåå ïîëîæèòåëüíîñòü êâàäðàòè÷íîé�îðìû

n
∑

i,j=1

aij(x)ξiξj,âëå÷åò çà ñîáîé ðàâíîìåðíóþ ýëëèïòè÷íîñòü îïåðàòîðà L (ñì. � 1 ãë. 2) â
Ω. Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò, ÷òî âñþäó â îáëàñòè Ω (3.1) ÿâëÿåòñÿóðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà è, ñëåäîâàòåëüíî, îïèñûâàåò âîëíîâûåïðîöåññû.Èçó÷èì ïåðâóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1): â îáëàñòè
QT íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1), óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

u|Γ = 0 â (0, T ] (3.4)è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
u|t=0 = ϕ0(x),

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕ1(x) â Ω. (3.5)Ñëåäóÿ ìåòîäó Ôóðüå, áóäåì èñêàòü ñíà÷àëà íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (3.1), óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (3.4), â âèäå ïðî-èçâåäåíèÿ
u(x, t) = v(x)T (t). (3.6)30



Ïîäñòàâëÿÿ (3.6) â óðàâíåíèå (3.1), áóäåì èìåòü
v(x)T ′′(t) = [Lv](x)T (t) ≡

[

n
∑

i,j=1

∂

∂xi

(

aij(x)
∂v

∂xj

)

− a(x)v

]

T (t).�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì
T ′′(t)

T (t)
=

[Lv](x)

v(x)
= −λ.Çäåñü λ � êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ. Îòñþäà ïðèõîäèì ê äâóì äè��åðåíöè-àëüíûì óðàâíåíèÿì � îáûêíîâåííîìó äëÿ T , èìåþùåìó âèä

T ′′(t) + λT (t) = 0, (3.7)è óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ v:
Lv + λv = 0. (3.8)×òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) âèäà (3.6), óäîâëåòâîðÿþùèåãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (3.4), íåîáõîäèìî, ÷òîáû �óíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿëàãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
v|Γ = 0. (3.9)Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ìíîãîìåðíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å: íàéòè òàêèåçíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (3.8) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ,óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (3.9). Ýòè çíà÷åíèÿ λ íàçûâàþòñÿñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ � ñîáñòâåííûìè�óíêöèÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (3.8), (3.9).Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîý��èöèåíòû aij è a â (3.2) � äîñòàòî÷íî ãëàä-êèå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå (3.3) â îáëàñòè Ω ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîéãðàíèöåé, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (3.8), (3.9) èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâîñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è îòâå÷àþùèõ èì ñîáñòâåííûõ �óíêöèé (ñì. [11,� 21℄, [28, ãë. 2℄, [33℄, [34, ãë. 4℄, [48, ãë. 2℄, [58, ãë. 4℄). Óêàçàííûå ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû, íåîòðèöàòåëüíû, èìåþò êîíå÷íóþ êðàòíîñòü èìîãóò áûòü çàíóìåðîâàíû òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ... , lim
k→∞

λk = ∞. (3.10)Ñ ó÷åòîì îäíîðîäíîñòè óðàâíåíèÿ (3.8) è ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (3.9) ñîá-ñòâåííûå �óíêöèè vk îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ. Âûáåðåìåãî èç óñëîâèÿ
∫

Ω

v2
k(x)dx = 1, (3.11)31



ò. å. áóäåì ñ÷èòàòü èõ íîðìèðîâàííûìè. Áîëåå òîãî, ñîáñòâåííûå �óíêöèè,îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû, òàê ÷òîâûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
∫

Ω

vk(x)vm(x)dx = 0, λk 6= λm,è îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó �óíêöèé â ïîäõîäÿùåì �óíêöèîíàëüíîì ïðî-ñòðàíñòâå. Åñëè ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk îòâå÷àåò íåñêîëüêî ëèíåéíîíåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, òî èõ ìîæíî ïîäâåðãíóòü ïðîöåññóîðòîãîíàëèçàöèè è ñ÷èòàòü òåì ñàìûì ýòè �óíêöèè ïîïàðíî îðòîãîíàëü-íûìè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå �óíêöèè {vk}ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (3.8), (3.9) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó.Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü äîêàçàòåëüñòâîì ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíîñòè ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé λk. Ñîãëàñíî èõ îïðåäåëåíèþ èìååì Lvk = −λkvk.Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà vk è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè
Ω. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.11), ïîëó÷èì
λk = −

∫

Ω

vk(x)Lvk(x)dx = −
∫

Ω

vk(x)

[

n
∑

i,j=1

∂

∂xi

(

aij(x)
∂vk
∂xj

)

− a(x)vk(x)

]

dx.Ïðèìåíÿÿ ê ïåðâîìó ñëàãàåìîìó ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿïî ÷àñòÿì â Rn

∫

Ω

∂u

∂xi
vdx = −

∫

Ω

u
∂v

∂xi
dx+

∫

Γ

uv cos(n, xi)ds, i = 1, 2, ..., n,ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ (ñì., íàïðèìåð, [34,ñ. 104℄), áóäåì èìåòü
λk =

∫

Ω

[

n
∑

i,j=1

aij(x)
∂vk
∂xi

∂vk
∂xj

+ a(x)v2
k(x)

]

dx. (3.12)(Èíòåãðàë ïî ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω ðàâåí íóëþ â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
vk|Γ = 0). Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ â (3.3)âûâîäèì, ÷òî

λk ≥
∫

Ω

[

β
n

∑

i=1

(

∂vk
∂xi

)2

+ a(x)v2
k(x)

]

dx. (3.13)Èç (3.13) ñëåäóåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (3.8),(3.9) íà ñàìîì äåëå ïîëîæèòåëüíû, òàê ÷òî â äîïîëíåíèå ê (3.10) èìååì
λ1 > 0. 32



Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk è �óíêöèè vk ñïåêòðàëüíîéçàäà÷è (3.8), (3.9) èçâåñòíû, ïîäñòàâèì äàëåå â (3.7) âìåñòî λ çíà÷åíèå λkè çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ â âèäå
Tk(t) = akcos

√
λkt+ bksin

√
λkt, (3.14)ãäå ak è bk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1), óäî-âëåòâîðÿþùèì ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (3.4), ÿâëÿåòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ ëþáàÿ�óíêöèÿ uk âèäà

uk(x, t) = Tk(t)vk(x) = (akcos
√
λkt+ bksin

√
λkt)vk(x). (3.15)Äåéñòâóÿ äàëåå ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå ìåòîäà Ôóðüå, ñîñòàâèì (ñ ó÷åòîìêðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk) ðÿä

u(x, t) =
∞

∑

k=1

(akcos
√
λkt+ bksin

√
λkt)vk(x) (3.16)è âûáåðåì â íåì êîý��èöèåíòû ak, bk òàê, ÷òîáû ñóììà ðÿäà (3.16) óäîâëå-òâîðÿëà íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (3.5). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèìñîîòíîøåíèÿì:

ϕ0(x) =
∞

∑

k=1

akvk(x), ϕ1(x) =
∞

∑

k=1

bk
√

λkvk(x). (3.17)Ýòè ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèÿ íà÷àëüíûõ �óíêöèé ϕ0 è
ϕ1 â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé {vk}. Åñëè ñèñòåìà {vk}ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, òî êîý��èöèåíòû ak è bk îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìîáðàçîì è èìåþò ñ ó÷åòîì îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñèñòåìû {vk} è óñëîâèÿ
λk > 0 âèä

ak =

∫

Ω

ϕ0(x)vk(x)dx, bk =
1√
λk

∫

Ω

ϕ1(x)vk(x)dx, k = 1, 2, ... . (3.18)Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ak è bk â ðÿä (3.16), ïî-ëó÷èì �óíêöèþ u, ÿâëÿþùóþñÿ ïî ïîñòðîåíèþ èñêîìûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (3.1), (3.4), (3.5) ïðè óñëîâèè, êîíå÷íî, ÷òî ðÿä (3.16) è ðÿ-äû, ïîëó÷åííûå èç íåãî äâóõêðàòíûì ïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî
xi è t, ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ. Ïîñëåäíåå îáåñ-ïå÷èâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì òåîðåìû 1.1, ñïðà-âåäëèâûì ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé íà íà÷àëüíûå �óíêöèè
ϕ0 è ϕ1 è îïðåäåëåííûõ ñâîéñòâàõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ�óíêöèé. 33



×òî êàñàåòñÿ óòâåðæäåíèé î åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿìíîãîìåðíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, òî ïî ñâîèì �îðìóëèðîâêàì îíèáëèçêè ê �îðìóëèðîâêàì òåîðåì 2.1 è 2.2 èç � 2. Â ñëó÷àå êðàåâîé çàäà÷èâèäà
ρ
∂2u

∂t2
= div(pgradu) − qu+ f,

u|t=0 = ϕ0(x),
∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕ1(x) â Ω, αu + β
∂u

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ

= 0 â (0, T ]ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëèðîâêè òåîðåì è èõ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòèâ [11, � 33℄. Èçëîæåííàÿ âûøå ñõåìà áóäåò ïðèìåíåíà íèæå äëÿ íàõîæäåíèÿðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè â ÷àñòíûõñëó÷àÿõ, êîãäà Ω ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì ëèáî êðóãîì íà ïëîñêîñòè R2.3.2. Äâóìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè.Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíû. Ïóñòü Ω = (0 <
x < l, 0 < y < h) � ïðÿìîóãîëüíèê â ïëîñêîñòè x, y ñî ñòîðîíàìè l è h.�àññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
= a2

(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

) â QT = Ω × (0, T ], (3.19)óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
u|x=0 = 0, u|x=l = 0, u|y=0 = 0, u|y=h = 0 â (0, T ] (3.20)è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u|t=0 = ϕ0(x, y),
∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕ1(x, y) â Ω. (3.21)Çàäà÷à (3.19)�(3.21) îïèñûâàåò, íàïðèìåð, ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëü-íîé ìåìáðàíû ñî ñòîðîíàìè l è h, çàêðåïëåííîé íà êðàÿõ, ïîä äåéñòâèåìåå íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ, îïèñûâàåìîãî �óíêöèåé ϕ0, è íà÷àëüíîãî èì-ïóëüñà, îïèñûâàåìîãî �óíêöèåé ϕ1.Ñëåäóÿ ìåòîäó Ôóðüå, áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.19),óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3.20), â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
u(x, y, t) = v(x, y)T (t). (3.22)Ïîäñòàâëÿÿ (3.22) â (3.19) è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, áóäåì èìåòü
T ′′(t)

a2T (t)
=
vxx + vyy

v
= −λ2,ãäå λ2 � êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (3.20), ïðèõîäèìê îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

T ′′(t) + a2λ2T (t) = 0 (3.23)34



äëÿ �óíêöèè T è äâóìåðíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
+ λ2v = 0 â Ω, (3.24)

v|x=0 = 0, v|x=l = 0, v|y=0 = 0, v|y=h = 0 (3.25)(ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì λ2) äëÿ �óíêöèè v.Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîéçàäà÷è (3.24), (3.25), ò.å. íàõîæäåíèå âñåõ åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîá-ñòâåííûõ �óíêöèé. Ïîñêîëüêó îáëàñòü Ω ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé, à êðà-åâûå óñëîâèÿ (3.25) � îäíîðîäíûìè, òî äëÿ ýòîãî îïÿòü ìîæíî ïðèìåíèòüìåòîä Ôóðüå. Ñëåäóÿ åìó, áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ (ò. å. ñîáñòâåííûå �óíê-öèè) ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (3.24), (3.25) â âèäå
v(x, y) = X(x)Y (y). (3.26)Ïîäñòàâëÿÿ (3.26) â (3.24) è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, áóäåì èìåòü
Y ′′

Y
+ λ2 = −X

′′

X
= λ2

1,ãäå λ2
1 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ. Îòñþäà ïîëó÷àåì äâàîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ:

X ′′(x) + λ2
1X(x) = 0, Y ′′(y) + λ2

2Y (y) = 0 (3.27)äëÿ �óíêöèé X è Y . Â óðàâíåíèÿõ (3.27) λ2
1 è λ2

2 � ñïåêòðàëüíûå ïàðà-ìåòðû, ñâÿçàííûå ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì λ2 çàäà÷è (3.24), (3.25)ñîîòíîøåíèåì
−λ2

2 + λ2 = λ2
1 èëè λ2 = λ2

1 + λ2
2. (3.28)Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.25) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ

X è Y :
X(0) = 0, X(l) = 0, Y (0) = 0, Y (h) = 0. (3.29)Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì äâóì îäíîìåðíûì ñïåêòðàëüíûì çà-äà÷àì
X ′′ + λ2

1X = 0 â (0, l), X(0) = X(l) = 0, (3.30)
Y ′′ + λ2

2Y = 0 â (0, h), Y (0) = Y (h) = 0. (3.31)Èç ðåçóëüòàòîâ � 1 ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èç çàäà÷ (3.30), (3.31) èìååò ñ÷åòíîåìíîæåñòâî ðåøåíèé � ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è îòâå÷àþùèõ èì ñîáñòâåííûõ�óíêöèé. Óêàçàííûå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè
λ2

1,m =
(mπ

l

)2

, Xm(x) = sin
mπ

l
x, m = 1, 2, 3, ..., (3.32)35



λ2
2,n =

(nπ

h

)2

, Yn(y) = sin
nπ

h
y, n = 1, 2, 3, ... . (3.33)Èç (3.28) âûòåêàåò, ÷òî êàæäîé ïàðå (λ2

1,m, λ
2
2,n) óêàçàííûõ ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé îòâå÷àåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

λ2
mn = λ2

1,m + λ2
2,n = π2

(

m2

l2
+
n2

h2

) (3.34)äâóìåðíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (3.24), (3.25), à èç (3.26) âûòåêàåò, ÷òîîòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (3.34) ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ vmn äâó-ìåðíîé çàäà÷è (3.24), (3.25) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
vmn(x, y) = sin

mπx

l
sin

nπy

h
. (3.35)Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü (λ2

mn, vmn), m ∈ N+, n ∈ N+ èñ÷åðïûâà-åò ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è �óíêöèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è(3.24), (3.25). Ýòî âûòåêàåò èç ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû (3.35) è èç ñâîéñòâ ðå-øåíèé îäíîìåðíûõ çàäà÷ (3.30) è (3.31).Èñïîëüçóÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è �óíêöèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (3.24),(3.25), äàëåå ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ðåøåíèå u íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (3.19)�(3.21). Ïðåæäå âñåãî ïîäñòàâèì â (3.23) âìåñòî λ2çíà÷åíèå λ2
mn. Îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, î÷åâèäíî, èìååò âèä

Tmn(t) = amncosaλmnt+ bmnsinaλmnt, (3.36)ãäå amn è bmn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Â òàêîì ñëó÷àå ÷àñòíûå ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (3.19), óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3.20), îïðåäåëÿ-þòñÿ �îðìóëîé
umn(x, y, t) = (amncosaλmnt+ bmnsinaλmnt)sin

mπx

l
sin

nπy

h
, m, n = 1, 2, ... .×òîáû óäîâëåòâîðèòü íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (3.21), ñîñòàâèì ðÿä

u(x, y, t) =
∞

∑

m,n=1

(amncosaλmnt+ bmnsinaλmnt)sin
mπx

l
sin

nπy

h
. (3.37)Åñëè ðÿä (3.37) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â îáëàñòè QT , à ðÿäû, ïîëó÷åííûåèç íåãî äâóõêðàòíûì ïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî x, y è t, ðàâ-íîìåðíî ñõîäÿòñÿ âíóòðè QT , òî åãî ñóììà ïî ïîñòðîåíèþ áóäåò óäîâëå-òâîðÿòü óðàâíåíèþ (3.19) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3.20). Äëÿ âûïîëíåíèÿíà÷àëüíûõ óñëîâèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

u|t=0 = ϕ0(x, y) =

∞
∑

m,n=1

amnsin
mπx

l
sin

nπy

h
,36



∂u

∂t
|t=0 = ϕ1(x, y) =

∞
∑

m,n=1

aλmnbmnsin
mπx

l
sin

nπy

h
. (3.38)�àâåíñòâà (3.38) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèÿ çàäàííûõ �óíêöèé ϕ0 è

ϕ1 â äâîéíûå ðÿäû Ôóðüå ïî ñèíóñàì (3.35). Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðè-ìåð, [19, 
. 362℄), ÷òî óêàçàííàÿ ñèñòåìà ñèíóñîâ (3.35) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé,ïðè÷åì
l

∫

0

h
∫

0

v2
mn(x, y)dxdy =

l
∫

0

sin2mπx

l
dx

h
∫

0

sin2nπy

h
dy =

lh

4
. (3.39)Ñ ó÷åòîì ýòîãî êîý��èöèåíòû amn è bmn ýòèõ ðàçëîæåíèé îïðåäåëÿþòñÿîäíîçíà÷íî ïî ϕ0 è ϕ1 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

amn =
4

lh

l
∫

0

h
∫

0

ϕ0(x, y)sin
mπx

l
sin

nπy

h
dxdy,

bmn =
4

aλmnlh

l
∫

0

h
∫

0

ϕ1(x, y)sin
mπx

l
sin

nπy

h
dxdy. (3.40)Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ amn è bmn â ðÿä (3.37), ïî-ëó÷èì �óíêöèþ u, ÿâëÿþùóþñÿ ïî ïîñòðîåíèþ èñêîìûì ðåøåíèåì èñõîä-íîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (3.19)�(3.21) (ïðè óñëîâèè, êîíå÷íî, ðàâíî-ìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (3.37) è ðÿäîâ, ïîëó÷åííûõ èç íåãî äâóõêðàòíûìïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì).3.3. Ôèçè÷åñêèé àíàëèç ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ïðÿ-ìîóãîëüíèêå. Ïðîâåäåì �èçè÷åñêèé àíàëèç ïîëó÷åííîãî âûøå ðåøåíèÿçàäà÷è (3.19)�(3.21) â âèäå ðÿäà (3.37). Ââåäåì àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìóñëó÷àþ (ñì. ï. 1.3) îáîçíà÷åíèÿ

amn = αmnsinϕmn, bmn = αmncosϕmn, (3.41)ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïåðåïèøåì (3.37) â âèäå
u(x, y, t) =

∞
∑

m,n=1

αmn sin
mπx

l
sin

nπy

h
sin(aλmnt+ ϕmn). (3.42)Ôîðìóëà (3.42) îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (3.19)�(3.21), îïèñûâàþùååïðîöåññ êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíû, ñëàãàåòñÿ èç áåñ÷èñëåííîãîìíîæåñòâà (äâîéíîãî ðÿäà) ñîáñòâåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé âèäà

umn(x, y, t) = αmn sin
mπx

l
sin

nπy

h
sin(aλmnt+ ϕmn). (3.43)37



Ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì �óíêöèÿ umn íàçûâàåòñÿ (m,n)-îéñòîÿ÷åé âîëíîé.Èç (3.43) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñòîÿ÷åé âîëíû êàæäàÿ òî÷êà (x, y) ìåìáðà-íû Ω ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå (ââåðõ�âíèç) ñ îäíîé è òîé æåêðóãîâîé ÷àñòîòîé ωmn è ïåðèîäîì Tmn (îáùèìè äëÿ âñåõ òî÷åê), îïðåäå-ëÿåìûìè �îðìóëàìè
ωmn = aλmn = aπ

√

m2

l2
+
n2

h2
, Tmn =

2π

ωmn
=

2lh

a
√
m2h2 + n2l2

,íà÷àëüíîé �àçîé ϕmn è ïåðåìåííîé àìïëèòóäîé
Amn(x, y) = αmnsin

mπx

l
sin

nπy

h
.Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå ñòðóíû êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ2

k(ëèáî ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ωk = aλk) îòâå÷àåò åäèíñòâåííàÿ ñîáñòâåííàÿ�óíêöèÿ ϕk(x) = sinkπx (ëèáî ñîáñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ àìïëèòóäà Ak(x)).Îíà îïèñûâàåò ïðî�èëü ñòðóíû, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåòñÿ óçëàìè íà íåñêîëüêîðàâíûõ ÷àñòåé, âñå òî÷êè êàæäîé èç êîòîðûõ êîëåáëþòñÿ â îäíîé �àçå. Âòî æå âðåìÿ äëÿ ìåìáðàíû âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà îäíîìó è òîìó æåñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ2
mn (ëèáî ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ωmn = aλmn) îòâå-÷àåò íåñêîëüêî ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, îïèñûâàþùèõ íåñêîëüêî ïðî�èëåéìåìáðàíû ñ ðàçëè÷íûìè ïîëîæåíèÿìè óçëîâûõ ëèíèé, ò. å. ëèíèé, âäîëüêîòîðûõ àìïëèòóäà êîëåáàíèé ðàâíà íóëþ. Â ýòîì ñîñòîèò âàæíîå îòëè-÷èå â ïîâåäåíèè êîëåáëþùåéñÿ ìåìáðàíû ïî ñðàâíåíèþ ñ êîëåáëþùåéñÿñòðóíîé.Ïðîùå âñåãî ýòî èññëåäîâàòü íà ïðèìåðå êâàäðàòíîé ìåìáðàíû, äëÿêîòîðîé l = h = π. Â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ2

mn è ÷àñòîòû
ωmn îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè

λ2
mn = m2 + n2, ωmn = a

√

m2 + n2. (3.44)Èç (3.44) âèäíî, ÷òî îñíîâíîé òîí ìåìáðàíû, îòâå÷àþùèé îñíîâíîé (ïåð-âîé) ãàðìîíèêå (3.43) ïðè m = n = 1 èëè îñíîâíîé ÷àñòîòå ω11, îïðåäåëÿ-åòñÿ �îðìóëîé
u11(x, y, t) = α11sinxsinysin(ω11t+ ϕ11).Ïðè ýòîì óçëîâûå ëèíèè ïåðâîé ãàðìîíèêè ñîâïàäàþò ñî ñòîðîíàìè êâàä-ðàòà, îáðàçóåìîãî ìåìáðàíîé. Ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò è îñòàëüíûåãàðìîíèêè.Â òî æå âðåìÿ äëÿ ñëåäóþùåé ïî âîçðàñòàíèþ âòîðîé ÷àñòîòû ω12 =

ω21 = a
√

5 (m = 1, n = 2 èëè m = 2, n = 1) ñóùåñòâóþò óæå äâåñîáñòâåííûå �óíêöèè
v12(x, y) = sinxsin2y è v21(x, y) = sin2xsiny,38



êîòîðûì îòâå÷àþò äâå âòîðûå ãàðìîíèêè ëèáî äâà âòîðûõ îáåðòîíà îäíîé èòîé æå ÷àñòîòû ω12 = ω21 = a
√

5, îïèñûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî �îðìóëàìè
u12 = α12sinxsin2ysin(ω12t+ϕ12), u21 = α21sin2xsinysin(ω21t+ϕ21). (3.45)ßñíî, ÷òî äëÿ ýòîé ÷àñòîòû óçëîâûå ëèíèè ãàðìîíèê u12 è u21 îïðåäåëÿþò-ñÿ ïðè ϕ12 = ϕ21 ñîîòâåòñòâåííî èç óðàâíåíèé sinxsin2y = 0, sin2xsiny = 0.Âèäíî, ÷òî íàðÿäó ñî ñòîðîíàìè êâàäðàòà óçëîâûìè ëèíèÿìè ÿâëÿþòñÿ îò-ðåçêè y = π/2 äëÿ �óíêöèè u12 è îòðåçêè x = π/2 äëÿ �óíêöèè u21. Áîëååñëîæíûé âèä èìåþò óçëîâûå ëèíèè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíà-öèè �óíêöèé u12 è u21

αu12 + βu21 = αsinxsin2y + βsin2xsiny, α = const, β = const,êîòîðàÿ òàêæå îïèñûâàåò âòîðóþ ãàðìîíèêó ìåìáðàíû. Ïðîñòåéøèå èç óç-ëîâûõ ëèíèé èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.1 ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Áîëåå ñëîæ-íûå óçëîâûå ëèíèè, îòâå÷àþùèå â òîì ÷èñëå è äðóãèì êðàòíûì ñîáñòâåí-íûì çíà÷åíèÿì: λ2
13 = λ2

31 = 10, λ2
23 = λ2

32 = 13, λ2
14 = λ2

41 = 17, � ïðèâåäåíûâ [41, ñ.221℄.Ïðèâåäåííûé ïðèìåð îòíîñèòñÿ ê äâóõêðàòíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å-íèþ. Äðóãèå ïðèìåðû äâóõêðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæíî ïîëó-÷èòü, ðàññìîòðåâ äðóãèå ðàçíûå ïàðû ÷èñåë m è n. Ñóùåñòâóþò ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (3.24), (3.25), îáëàäàþùèå è á�îëüøåéêðàòíîñòüþ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ äîñòàòî÷íî íàé-òè íåñêîëüêî (áîëüøå äâóõ) ðàçíûõ ïàð (m,n) ∈ N2
+, óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèþ √

m2 + n2 = const.Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà òàêèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïîñòðîåííûõ âåñ-íîé 2001 ã. ñòóäåíòàìè 3-ãî êóðñà Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõíàóê Äàëüíåâîñòî÷íîãî ãîñóíèâåðñèòåòà È.Ô. Õðàï÷åíêîâûì è Ò.Ñ. ×èñòÿ-êîâûì. Ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî àëãîðèòìà, ðåàëèçîâàííîãî íà êîìïüþòåðå,îíè ïîëó÷èëè 32-êðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ2 = 801125, ñ êîòîðûì, â÷àñòíîñòè, âûïîëíÿþòñÿ ðàçëîæåíèÿ
801125 = 8952+102 = 8902+952 = 8862+1272 = ... = 102+8952(32ðàçëîæåíèÿ).Â ïðîöåññå äàëüíåéøåãî óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ àëãîðèòìà ýòîò ðåçóëüòàòóäàëîñü ñóùåñòâåííî óñèëèòü, ïîëó÷èâ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ2 =890000001503676650 êðàòíîñòè 1536, ñ êîòîðûì, â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâûðàçëîæåíèÿ

8900000001503676650 = ... = 27936421452 + 10466917252 = ... =

= 14587375572+26023229512 = ... = 19682532+29832861292(1536ðàçëîæåíèé).Äðóãèå ïðèìåðû ìíîãîêðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé àâòîð ïðåäëàãàåòíàéòè çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ.39



α = 0 β = 0 α = β α = −β

�èñ. 3.1Çàìå÷àíèå 3.1. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíûèññëåäóþòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû ñ òîéëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ïëîòíîñòü îáú¼ìíûõ èñòî÷íèêîâ ðàçëàãàåòñÿ íå â ïðî-ñòîé, à â äâîéíîé ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé vmn ñïåê-òðàëüíîé çàäà÷è (3.24)�(3.25). Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòüâ [35℄.3.4. Äâóìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå â êðóãå. Ñâîáîäíûå êîëå-áàíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû. Ïóñòü Ω = {(x, y) : x2 + y2 < R2} � êðóãðàäèóñà R â ïëîñêîñòè x, y. �àññìîòðèì â îáëàñòè QT = Ω× (0, T ] äâóìåð-íîå âîëíîâîå óðàâíåíèå
∂2u

∂t2
= a2

(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)

. (3.46)Ââåäåì â ïëîñêîñòè x, y ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r è θ ñ ïîìîùüþ �îðìóë
x = = rcosθ, y = rsinθ è, ðàçäåëèâ íà a2, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.46) âïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

1

a2

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2

∂2u

∂θ2
. (3.47)Ïîñòàâèì çàäà÷ó: íàéòè ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (3.47), óäîâëåòâîðÿ-þùåå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

u|r=R = 0 â (0, T ] (3.48)è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
u|t=0 = ϕ0(r, θ),

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕ1(r, θ), 0 ≤ r < R, 0 ≤ θ < 2π. (3.49)Çàäà÷à (3.47)�(3.49) îïèñûâàåò, íàïðèìåð, ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ îäíîðîä-íîé êðóãëîé ìåìáðàíû ðàäèóñà R, çàêðåïëåííîé íà ãðàíèöå r = R, ïîääåéñòâèåì íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé ϕ0 è ϕ1. Ïðè ýòîì u(x, y, t) èìååò �èçè-÷åñêèé ñìûñë ñìåùåíèÿ â ìîìåíò t òî÷êè (x, y) ìåìáðàíû îò ïîëîæåíèÿðàâíîâåñèÿ. 40



Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì íèæå ñëó÷àé, êîãäà êðóãëàÿ ìåìáðàíà ñîâåð-øàåò ðàäèàëüíûå êîëåáàíèÿ, ò. å. òàêèå êîëåáàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ñìåùåíèå
u ìåìáðàíû çàâèñèò ëèøü îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû r è âðåìåíè t. Òàêèåêîëåáàíèÿ èìåþò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà÷àëüíûå �óíêöèè
ϕ0 è ϕ1 íå çàâèñÿò îò óãëà θ, òàê ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3.49) èìåþò âèä

u|t=0 = ϕ0(r),
∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕ1(r), 0 ≤ r < R. (3.50)Çäåñü ϕ0 è ϕ1 � çàäàííûå â èíòåðâàëå [0, R) �óíêöèè. Òàê êàê â ðàññìàòðè-âàåìîì ñëó÷àå u íå çàâèñèò îò óãëà θ, òî óðàâíåíèå (3.47) ïðèíèìàåò áîëååïðîñòîé âèä
1

a2

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
. (3.51)Ñëåäóÿ ìåòîäó Ôóðüå, áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.51),óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (3.48), â âèäå

u(r, t) = w(r)T (t). (3.52)Ïîäñòàâëÿÿ (3.52) â (3.51) è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, áóäåì èìåòü
T ′′(t)

a2T (t)
=
w′′(r) + 1

rw
′(r)

w(r)
= −λ2.Çäåñü λ2 � êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ. Îòñþäà ïðèõîäèì ê äâóì îáûêíîâåííûìäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì äëÿ �óíêöèé T è w:

T ′′(t) + λ2a2T (t) = 0, (3.53)
w′′(r) +

1

r
w′(r) + λ2w(r) = 0. (3.54)Èç (3.48) âûòåêàåò ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ w. Îíî èìååò âèä
w(R) = 0. (3.55)�àâåíñòâà (3.54), (3.55) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó ñîñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì λ2, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðåøèòü äëÿ íàõîæäå-íèÿ ìåòîäîì Ôóðüå ðåøåíèÿ u èñõîäíîé çàäà÷è (3.48), (3.50), (3.51). Ïîä-÷åðêíåì, ÷òî çàäà÷à (3.54), (3.55) ñîäåðæèò ëèøü îäíî êðàåâîå óñëîâèåïðè r = R. Ýòî íå ñëó÷àéíî, à ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî (3.54) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé÷àñòíûé ñëó÷àé (ïðè ν = 0) óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ν-ãî ïîðÿäêà, èìåþùåãîâèä

W ′′(r) +
1

r
W ′(r) +

(

λ2 − ν2

r2

)

W (r) = 0. (3.56)41



Íå ñòàâÿ çäåñü ñâîåé öåëüþ ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâ-íåíèÿ (3.56), ëèáî (3.54) (ñì. îá ýòîì, íàïðèìåð, [6, ãë. 14℄, [11, �23℄, [56,ñ.632℄), îòìåòèì, ÷òî â ïðèëîæåíèÿõ îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.56): �óíêöèÿ Áåññåëÿ Jν(λr) è �óíê-öèÿ Íåéìàíà Nν(λr), à òàêæå èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè: �óíêöèè Õàíêåëÿ1-ãî è 2-ãî ðîäà, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè
H(1)
ν (λr) = Jν(λr) + iNν(λr), H(2)

ν (λr) = Jν(λr) − iNν(λr). (3.57)Ïåðâàÿ �óíêöèÿ Jν ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è, áîëåå òîãî, àíàëèòè÷åñêîé �óíê-öèåé àðãóìåíòà λr, òîãäà êàê âòîðàÿ �óíêöèÿ Nν èìååò îñîáåííîñòü (îáðà-ùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü) ïðè r = 0. (Òî æå ñàìîå, åñòåñòâåííî, ñïðàâåäëèâîè äëÿ �óíêöèé H(1)
ν è H(2)

ν ). Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî óðàâ-íåíèå (3.56) èìååò îñîáåííîñòü ïðè r = 0. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðèè òàêèõóðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [6, ñ.284℄), èç äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøå-íèé óêàçàííûõ óðàâíåíèé îäíî (è òîëüêî îäíî) îáÿçàíî èìåòü îñîáåííîñòüâ îñîáîé òî÷êå � â äàííîì ñëó÷àå ïðè r = 0.Â òî æå âðåìÿ ðåøåíèå u èñõîäíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (3.48),(3.50), (3.51), îïèñûâàÿ, ñîãëàñíî ñâîåìó �èçè÷åñêîìó ñìûñëó, îòêëîíåíèåìåìáðàíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, äîëæíî áûòü îãðàíè÷åííûì âñþäó âêðóãå Ω, à ñëåäîâàòåëüíî, è â òî÷êå r = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç äâóõ ðåøå-íèé � J0(λr) è N0(λr) � óðàâíåíèÿ (3.54) ïîñëåäíåå íåîáõîäèìî îòáðîñèòüêàê íå èìåþùåå �èçè÷åñêîãî ñìûñëà. Ýòîé öåëè ìîæåò ñëóæèòü óñëîâèåîãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ ïðè r = 0:
|w(0)| <∞, (3.58)ÿâëÿþùååñÿ àíàëîãîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðè r = 0 äëÿ óðàâíåíèÿ (3.54).Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.54) èìååò âèä

w(r) = C1J0(λr) + C2N0(λr), (3.59)ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, èç óñëîâèÿ (3.58) íåîáõîäèìî âû-òåêàåò, ÷òî C2 = 0. Ïîëàãàÿ â (3.59) C2 = 0 è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðà-æåíèå â ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3.55), ïðèõîäèì ïîñëå äåëåíèÿ íà ïîñòîÿííóþ
C1 6= 0 ê óðàâíåíèþ

J0(λR) = 0. (3.60)Îáîçíà÷àÿ λR = µ, ïåðåïèøåì (3.60) â âèäå
J0(µ) = 0. (3.61)Óðàâíåíèå (3.61), àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ sinµ = 0, èìååò ñ÷åòíîå ìíîæå-ñòâî âåùåñòâåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé µn [11, 
. 350℄. Óêàçàííûå êîðíè42



ïðîñòûå, ïîëîæèòåëüíûå è ìîãóò áûòü çàíóìåðîâàíû òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå
0 < µ1 < µ2 < ... < µk < ... , lim

k→∞
µk = ∞. (3.62)Óêàçàííûì êîðíÿì µk îòâå÷àåò ñîâîêóïíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ2

k èñîáñòâåííûõ �óíêöèé wk ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (3.54), (3.55), èìåþùàÿ âèä
λ2
k =

(µk
R

)2

, wk(r) = J0

(µkr

R

)

, k = 1, 2, 3, ... . (3.63)Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé J0(µkr/R) ñïåê-òðàëüíîé çàäà÷è (3.54), (3.55) âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ñîáñòâåí-íûõ �óíêöèé sinµkx ïðîñòåéøåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1.7), (1.8). Â ÷àñò-íîñòè: 1) ñîáñòâåííûå �óíêöèè wk ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (3.54), (3.55) îá-ðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå L2
r(0, R), ãäå L2

r(0, R) îáî-çíà÷àåò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì �óíêöèé ñîñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
(w, v) ≡

R
∫

0

w(r)v∗(r)rdr ∀w, v ∈ L2
r(0, R).(Çäåñü �∗� îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå). Ïðè ýòîì

(wk, wl) ≡
R

∫

0

J0

(µkr

R

)

J0

(µlr

R

)

rdr =

{

1
2R

2J2
1 (µk), k = l,

0, k 6= l.
(3.64)Çäåñü J1 � �óíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.2) Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé {wk}∞k=1 ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (3.54),(3.55) ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2

r(0, R).Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñâîéñòâ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [11, � 23℄.Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ2
k è �óíêöèé wk,äàëüøå äåéñòâóåì ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå ìåòîäà Ôóðüå. Ïðè λ = λk = µk/Róðàâíåíèå (3.53) èìååò îáùåå ðåøåíèå

Tk(t) = akcos
aµkt

R
+ bksin

aµkt

R
, (3.65)ãäå ak è bk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Â òàêîì ñëó÷àå ïî ïîñòðîåíèþ�óíêöèè

uk(r, t) =

(

akcos
aµkt

R
+ bksin

aµkt

R

)

J0

(µkr

R

) (3.66)
43



óäîâëåòâîðÿþò ïðè êàæäîì k óðàâíåíèþ (3.51) è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ(3.48). Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè�óíêöèé (3.66), à òàêæå ðÿäà
u(r, t) =

∞
∑

k=1

(

akcos
aµkt

R
+ bksin

aµkt

R

)

J0

(µkr

R

) (3.67)ïðè óñëîâèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè åãî è ðÿäà, ïîëó÷åííîãî äè��åðåí-öèðîâàíèåì ðÿäà (3.67) ïî t â çàìêíóòîé îáëàñòè QT , è ðÿäîâ, ïîëó÷åííûõäâóõêðàòíûì äè��åðåíöèðîâàíèåì (3.67) ïî r è t, âíóòðè QT .Îñòàëîñü îïðåäåëèòü ïîñòîÿííûå ak è bk â (3.67). Êàê îáû÷íî, èñïîëüçó-åì äëÿ ýòîãî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3.50). Ñ ýòîé öåëüþ ïîäñòàâèì ðÿä (3.67)è ðÿä
∂u

∂t
=

∞
∑

k=1

aµk
R

(

bkcos
aµkt

R
− aksin

aµkt

R

)

J0

(µkr

R

)

, (3.68)ïîëó÷åííûé äè��åðåíöèðîâàíèåì (3.67) ïî t, â (3.50). Ïîëó÷èì
ϕ0(r) =

∞
∑

k=1

akJ0

(µkr

R

)

, ϕ1(r) =

∞
∑

k=1

aµk
R
bkJ0

(µkr

R

)

. (3.69)�àâåíñòâà (3.69) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèÿ íà÷àëüíûõ �óíêöèé ϕ0 è
ϕ1 â ðÿäû Ôóðüå ïî ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå L2

r(0, R) ñèñòåìåñîáñòâåííûõ �óíêöèé wk çàäà÷è (3.54), (3.55). Ñ ó÷åòîì ýòîãî êîý��èöè-åíòû ak è bk ýòèõ ðàçëîæåíèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî �óíêöèÿì ϕ0è ϕ1. ×òîáû èõ íàéòè, óìíîæèì êàæäîå èç ðàâåíñòâ â (3.69) íà �óíêöèþ
rJ0(µkr/R), ïðîèíòåãðèðóåì ïî÷ëåííî íà (0, R) è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøå-íèÿìè (3.64). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ak =

2

R2J2
1 (µk)

R
∫

0

rϕ0(r)J0

(µkr

R

)

dr, bk =
2

aµkRJ2
1 (µk)

R
∫

0

rϕ1(r)J0

(µkr

R

)

dr.(3.70)Òåì ñàìûì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (3.48), (3.50), (3.51) ïîñòðîåíî. Îíîèìååò âèä ðÿäà (3.67), êîý��èöèåíòû ak è bk êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ �îð-ìóëàìè (3.70), ïðè óñëîâèè, êîíå÷íî, ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, ðÿäà (3.67)è åãî ïðîèçâîäíûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ.Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà �èçè÷åñêîì ñìûñëå ðåøåíèÿ (3.67). Èñïîëüçóÿîáîçíà÷åíèÿ âèäà (1.24), ïåðåïèøåì ðÿä (3.67) â âèäå
u(r, t) =

∞
∑

k=1

αkJ0

(µkr

R

)

sin

(

aµkt

R
+ ϕk

)

. (3.71)44



Ñîãëàñíî �îðìóëå (3.71) ðåøåíèå (3.67) çàäà÷è (3.48), (3.50), (3.51), îïèñû-âàþùåå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ êðóãëîé çàêðåïëåííîé íà êîíöàõ ìåìáðàíû,ñëàãàåòñÿ èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé(ñòîÿ÷èõ âîëí) âèäà
uk(r, t) = αkJ0

(µkr

R

)

sin

(

aµkt

R
+ ϕk

)

. (3.72)Êàæäàÿ òî÷êà (r, θ) ìåìáðàíû Ω ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå(ââåðõ-âíèç) ñ îäíîé è òîé æå ÷àñòîòîé ωk è ïåðèîäîì Tk, îïðåäåëÿåìûìè�îðìóëàìè
ωk =

aµk
R

=
µk
R

√

T

ρ
, Tk =

2π

ωk
=

2πR

aµk
, (3.73)íà÷àëüíîé �àçîé ϕk è ïåðåìåííîé àìïëèòóäîé Ak(r) = akJ0(µkr/R). Âòî÷êàõ îêðóæíîñòè r = r0, ãäå

J0

(µkr0
R

)

= 0, (3.74)àìïëèòóäà Ak îáðàùàåòñÿ â íóëü, òàê ÷òî ýòè òî÷êè íå êîëåáëþòñÿ. Òà-êèì îáðàçîì, (3.74) îïèñûâàåò óðàâíåíèå óçëîâûõ ëèíèé äëÿ k-îé ñòîÿ÷åéâîëíû.Íà ðèñ. 3.2 èçîáðàæåíû íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿóçëîâûõ ëèíèé.
k = 1 k = 2 k = 3�èñ. 3.2Áîëåå ïîäðîáíî î �èçè÷åñêîì ñìûñëå ðåøåíèÿ (3.67) çàäà÷è (3.48), (3.50),(3.51) òàê æå, êàê è ðåøåíèÿ îáùåé äâóìåðíîé çàäà÷è (3.47)�(3.49), ìîæíîïðî÷èòàòü â [21, ñ. 214℄ è [56, ñ. 430℄.Çàìå÷àíèå 3.2. Óòâåðæäåíèå î âûáîðå â êà÷åñòâå íóæíîãî ÷àñòíîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (3.54) �óíêöèè Áåññåëÿ J0 îòíîñèòñÿ ê ðàñ-ñìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ, êîãäà Ω � êðóã. Åñëè æå èñõîäíàÿ �èçè÷åñêàÿ çà-äà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ âî âíåøíîñòè êðóãà, òî â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùåãî÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò âûáèðàòü �óíêöèþ Õàíêåëÿ. Ê ýòîìó âîïðîñóìû âåðíåìñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ïðè èññëåäîâàíèè âíåøíåé êðàåâîéçàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà. 45



�4. Ýëåìåíòû òåîðèè ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé.Ïðèëîæåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è îá èçëó÷åíèè çâóêàêîëåáëþùåéñÿ ñ�åðîéÏðåäûäóùèå ïàðàãðà�û áûëè ïîñâÿùåíû ïðèìåíåíèþ ìåòîäà Ôóðüåäëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûõ â ïðîñòåéøèõ �êà-íîíè÷åñêèõ� äëÿ ìåòîäà Ôóðüå îáëàñòÿõ: îòðåçêå (0, l) îñè R è ïðÿìîóãîëü-íèêå ëèáî êðóãå íà ïëîñêîñòè R
2. Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðèìåíèì ìåòîäÔóðüå äëÿ ðåøåíèÿ âàæíîé àêóñòè÷åñêîé çàäà÷è, çàêëþ÷àþùåéñÿ â íà-õîæäåíèè çâóêîâîãî ïîëÿ, èçëó÷àåìîãî ñ�åðîé, êîëåáëþùåéñÿ ñ �èêñèðî-âàííîé ÷àñòîòîé ω. Îòìåòèì äâà îòëè÷èÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �îðìóëèðîâêèðàñìàòðèâàåìîé íèæå çàäà÷è îò çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûõ â �� 1-3. Ïåðâîåñîñòîèò â òîì, ÷òî â êà÷åñòâå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðàñïðîñòðàíåíèåçâóêà, èçëó÷àåìîé ñ�åðîé, ìû âûáåðåì íå âîëíîâîå óðàâíåíèå, à óðàâíåíèå�åëüìãîëüöà, ïîñêîëüêó èìåííî îíî îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêà �èê-ñèðîâàííîé êðóãîâîé ÷àñòîòû (ñì. � 6 ãë. 1 è [3℄). Âòîðîå îòëè÷èå ñîñòîèò âòîì, ÷òî, èñõîäÿ èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è, óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà ñëåäóåò ðàñ-ñìàòðèâàòü â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè � âíåøíîñòè êîëåáëþùåéñÿ ñ�åðû.Ïîñëåäíåå ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè çàäàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, àèìåííî óñëîâèé íà áåñêîíå÷íîñòè, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåí-íîãî ðåøåíèÿ.4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá èçëó÷åíèè çâóêà êîëåáëþùåéñÿ ñ�å-ðîé. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [3℄, [11℄), çàäà÷à èçëó÷åíèÿ çâóêà êîëåá-ëþùåéñÿ ñ�åðîé S ðàäèóñà a ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ�åëüìãîëüöà

∆u+ k2u = 0 (4.1)âî âíåøíîñòè D ñ�åðû S, óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
αu+ β

∂u

∂n

∣

∣

∣

∣

S

= g (4.2)íà ñ�åðå S è óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ Çîììåð�åëüäà
u(x) = O(|x|−1),

∂u(x)

∂|x| − iku(x) = o(|x|−1) ïðè |x| → ∞. (4.3)Çäåñü k = ω/c � âîëíîâîå ÷èñëî, ãäå ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, c = const � ñêî-ðîñòü çâóêà, α, β è g � çàäàííûå íà ñ�åðå S �óíêöèè, ïðè÷åì g èìååò ñìûñëïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ èñòî÷íèêîâ çâóêà íà ñ�åðå S, à �óíêöèè α è βîïèñûâàþò åå àêóñòè÷åñêèå ñâîéñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àé α = 1, β = 0îòâå÷àåò àêóñòè÷åñêè ìÿãêîé ñ�åðå S, à ñëó÷àé α = 0, β = 1 � àêóñòè-÷åñêè òâåðäîé ñ�åðå S. Ïîñòàâèì öåëü: íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (4.1)�(4.3),èñïîëüçóÿ ìåòîä Ôóðüå. 46



Ïðåæäå âñåãî, ââåäåì ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû r, θ, ϕ, ñ èñïîëüçîâàíèåìêîòîðûõ çàïèøåì óðàâíåíèå (4.1) â âèäå
∂

∂r

(

r2∂u

∂r

)

+ ∆θ,ϕu + k2r2u = 0, (4.4)ãäå
∆θ,ϕu =

1

sinθ

∂

∂θ

(

sinθ
∂u

∂θ

)

+
1

sin2θ

∂2u

∂ϕ2
. (4.5)Ñëåäóÿ ñõåìå ìåòîäà Ôóðüå, áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.4)â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

u(r, θ, ϕ) = R(r)v(θ, ϕ). (4.6)Ïîäñòàâëÿÿ (4.6) â (4.4) è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷àåì
(r2R′)′ + k2r2R

R
= −∆θ,ϕv

v
= λ,ãäå λ � êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ. Îòñþäà ïðèõîäèì ê îáûêíîâåííîìó äè��å-ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(r2R′)′ + (k2r2 − λ)R = 0 (4.7)äëÿ �óíêöèè R è óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∆θ,ϕv + λv ≡ 1

sinθ

∂

∂θ

(

sinθ
∂v

∂θ

)

+
1

sin2θ

∂2v

∂ϕ2
+ λv = 0 (4.8)äëÿ �óíêöèè v.Îïðåäåëåíèå 4.1. �ëàäêèå (êëàññà C∞(S1)) íà åäèíè÷íîé ñ�åðå

S1 = {(r, θ, ϕ), r = 1, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π}ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.8), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè
v(θ, ϕ+ 2π) = v(θ, ϕ), (4.9)íàçûâàþòñÿ ñ�åðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè.4.2. Ïðîñòåéøèå ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè. Ïîëèíîìû Ëåæàíä-ðà. Áóäåì îòûñêèâàòü ñíà÷àëà òàêèå ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè (ò. å. ãëàäêèåðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.8)), êîòîðûå íå çàâèñÿò îò óãëà ϕ. Ñ ýòîé öåëüþðàññìîòðèì âìåñòî óðàâíåíèÿ (4.8) óðàâíåíèå

1

sinθ

d

dθ

(

sinθ
dv

dθ

)

+ λv = 0, θ ∈ (0, π). (4.10)47



Äåëàÿ â íåì çàìåíó
x = cosθ : [0, π] → [−1, 1], v(θ) = P (x), (4.11)òàê ÷òî

d

dθ
=
dx

dθ

d

dx
= −sinθ

d

dx
, (4.11a)ïåðåïèøåì (4.10) â âèäå

d

dx

[

(

1 − x2
) dP

dx

]

+ λP = 0, x ∈ (−1, 1). (4.12)Ýòî � óðàâíåíèå Ëåæàíäðà [11, ñ.377℄. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åãî ãëàäêèåíà [-1,1℄ ðåøåíèÿ (êëàññà C∞[−1, 1]) ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè çíà÷åíèÿõ
λ = λn ≡ n(n+ 1), n = 0, 1, 2, ... . (4.13)Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå

d

dx

[

(

1 − x2
) dP

dx

]

+ n(n+ 1)P = 0, x ∈ (−1, 1) (4.14)èìååò åäèíñòâåííîå (ëèíåéíî íåçàâèñèìîå) îãðàíè÷åííîå íà [-1,1℄ ðåøåíèå
Pn(x), íàçûâàåìîå ïîëèíîìîì Ëåæàíäðà. Äåòàëüíîå îïèñàíèå ñâîéñòâ ïî-ëèíîìîâ Ëåæàíäðà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [6, 
. 335�344℄, [7, ñ. 75�81℄, [11, � 25℄. Ïðèâåäåì çäåñü òå èç íèõ, êîòîðûå íèæå áóäóò èñïîëüçîâàòü-ñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé.1. Ïîëèíîì Ëåæàíäðà Pn(x) îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå �îäðèãà:

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n, n = 0, 1, ... .2. Pn(−x) = (−1)nPn(x).3. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà {Pn(x)}∞n=0 è òîëüêî îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéîðòîãîíàëüíóþ â ïðîñòðàíñòâå L2(−1, 1) ñèñòåìó (àëãåáðàè÷åñêèõ) ïîëè-íîìîâ. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

(Pn, Pm) =

1
∫

−1

Pn(x)Pm(x)dx =

{

2
2n+1, n = m,
0, n 6= m.

(4.15)Ïåðâûå øåñòü ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà èìåþò âèä (ñì. ðèñ. 4.1à)
P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =

1

2
(3x2 − 1), P3(x) =

1

2
(5x3 − 3x),48



P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3), P5(x) =

1

8
(63x5 − 70x3 + 15x).4. Ïîëèíîì Ëåæàíäðà Pn èìååò ðîâíî n íóëåé âíóòðè èíòåðâàëà (−1, 1),à åãî ïðîèçâîäíàÿ k-ãî ïîðÿäêà (k ≤ n) èìååò n−k íóëåé âíóòðè èíòåðâàëà

(−1, 1) è íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà åãî êîíöàõ.5. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà {Pn(x)}∞n=0 è òîëüêî îíè îáðàçóþò ñîâîêóïíîñòüâñåõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è
[(1 − x2)P ′]′ + λP = 0, P ∈ C2(−1, 1) ∩ C[−1, 1], (4.16)îòâå÷àþùèõ (ïðîñòûì) ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λn = n(n+1), n = 0, 1, 2, .... 6. Ñèñòåìà ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà {Pn(x)}∞n=0 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â ïðî-ñòðàíñòâå C[−1, 1] íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà èíòåðâàëå [−1, 1] è, áîëååòîãî, îíà ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2(−1, 1).

x

P

x

P
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à) á)�èñ. 4.1Òàêèì îáðàçîì, ëþáóþ �óíêöèþ f ∈ L2(−1, 1) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿäÔóðüå:
f(x) =

∞
∑

n=0

anPn(x), an =
(f, Pn)

‖Pn‖2
, (f, Pn) =

1
∫

−1

f(x)Pn(x)dx, ‖Pn‖2 =

1
∫

−1

P 2
ndx,(4.17)ñõîäÿùèéñÿ ê f â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

‖f(x)−
N

∑

n=0

anPn(x)‖L2(−1,1) → 0 ïðè N → ∞.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñ ðîñòîì ãëàäêîñòè �óíêöèè f ðàñòåò è ïîðÿäîê ñêî-ðîñòè ñõîäèìîñòè åå ðÿäà Ôóðüå (4.17) ê f (ñì. [6, 7, 11℄).49



4.3. Ïðèñîåäèíåíèå �óíêöèè Ëåæàíäðà. Âåðíåìñÿ ê îáùåìó óðàâ-íåíèþ (4.8) è áóäåì èñêàòü åãî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â âèäå
v(θ, ϕ) = Q(θ)Φ(ϕ). (4.18)Ïîäñòàâëÿÿ (4.18) â (4.8) è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, áóäåì èìåòü

sin2θ

[

1

Qsinθ

d

dθ

(

sinθ
dQ

dθ

)

+ λ

]

= −Φ′′

Φ
= µ,ãäå µ � êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ. Îòñþäà ïðèõîäèì ê äâóì îáûêíîâåííûìäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì: óðàâíåíèþ

1

sinθ

d

dθ

(

sinθ
dQ

dθ

)

+
(

λ− µ

sin2θ

)

Q = 0 (4.19)äëÿ Q è óðàâíåíèþ
Φ′′ + µΦ = 0 (4.20)äëÿ Φ. Èç óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè (4.9) ñëåäóåò, ÷òî

µ = m2, m = 1, 2, ... . (4.21)Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.20) ïðè µ = m2 èìååò âèä
Φ(ϕ) = acosmϕ+ bsinmϕ, (4.22)ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.Ïîäñòàâèì (4.21) â (4.19) è ñäåëàåì â íåì çàìåíó (4.11). Ïîëàãàÿ
Q(θ) = P (cosθ) = P (x),ïðèõîäèì ñ ó÷åòîì (4.11a) ê óðàâíåíèþ

d

dx

[

(1 − x2)
dP

dx

]

+

(

λ− m2

1 − x2

)

P = 0 â (−1, 1). (4.23)Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé ñâåëàñü ê íàõîæäå-íèþ ãëàäêèõ íà [−1, 1] ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.23), êîòîðîå â ÷àñòíîì ñëó÷àå
m = 0 ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå Ëåæàíäðà (4.12).Îïðåäåëåíèå 4.2. �ëàäêèå íà [−1, 1] ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.23) íàçû-âàþòñÿ ïðèñîåäèíåííûìè �óíêöèÿìè Ëåæàíäðà.Åñëè Pm

λ � ïðîèçâîëüíàÿ ïðèñîåäèíåííàÿ �óíêöèÿ Ëåæàíäðà, òî �óíê-öèÿ
v(θ, ϕ) = (acosmϕ + bsinmϕ)Pm

λ (cosθ) (4.24)ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ñ�åðè÷åñêîé �óíêöèåé. Ïîýòîìó, äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé íóæíî íàéòè âñå ïðèñîåäèíåííûå �óíêöèè Ëåæàíä-ðà. 50



×òîáû íàéòè óêàçàííûå �óíêöèè, ââåäåì âìåñòî �óíêöèè P íîâóþíåèçâåñòíóþ �óíêöèþ Z ïî �îðìóëå
P (x) = (1 − x2)m/2Z(x). (4.25)Äè��åðåíöèðóÿ ïî x, èìååì

P ′(x) =
m

2

(

1 − x2
)m/2−1

(−2x)Z + (1 − x2)m/2Z ′,

P ′′(x) =
[m

2

(m

2
− 1

)

(

1 − x2
)m/2−2

(−2x)2 −m
(

1 − x2
)m/2−1

]

Z+

+2
[m

2

(

1 − x2
)m/2−1

(−2x)
]

Z ′ + (1 − x2)m/2Z ′′. (4.26)Çàïèñàâ óðàâíåíèå (4.23) â âèäå
(1 − x2)P ′′ − 2xP ′ +

(

λ− m2

1 − x2

)

P = 0 (4.27)è ïîäñòàâëÿÿ â (4.27) âìåñòî P, P ′ è P ′′ èõ âûðàæåíèÿ èç (4.25), (4.26),ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ Z:
(

1 − x2
)m/2+1

Z ′′ +
[

−2mx(1 − x2)m/2 − 2x(1 − x2)m/2
]

Z ′+

+
{

(

1 − x2
)m/2−1 [

m(m− 2)x2 −m(1 − x2) + 2mx2+ (4.28)
+

(

λ− m2

1 − x2

)

(1 − x2)

]}

Z = 0.Ñîêðàòèâ íà (1 − x2)m/2, ïåðåïèøåì (4.28) â âèäå
(1 − x2)Z ′′ − 2x(m+ 1)Z ′ + [λ−m(m+ 1)]Z = 0èëè

d

dx

[

(

1 − x2
)m+1

Z ′
]

+ [λ−m(m+ 1)](1− x2)mZ = 0. (4.29)Óðàâíåíèå (4.29) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì
d

dx

[

(1 − x2)m+1 d

dx

(

dmPn
dxm

)]

+ [λ−m(m+ 1)](1− x2)m
dmPn
dxm

= 0, (4.30)êîòîðîìó, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü ïóòåì m � êðàòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿóðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà (4.12), óäîâëåòâîðÿåò ïðîèçâîäíàÿ dmPn/dxm ïîëè-íîìà Ëåæàíäðà Pn. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Ëåæàíäðà èìååò íåòðèâèàëüíûåãëàäêèå íà [−1, 1] ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè çíà÷åíèÿõ λ = λn ≡ n(n + 1),
n = 0, 1, 2, ..., òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (4.30), à ñëåäîâàòåëüíî, è51



(4.29), èìååò íåòðèâèàëüíûå ãëàäêèå íà [−1, 1] ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè λ = λn,ïðè÷åì ýòèìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå dmPn/dxm îò ïîëèíîìîâËåæàíäðà Pn. Âåðíóâøèñü ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (4.23), ïðèõîäèì ê âû-âîäó î òîì, ÷òî ïðèñîåäèíåííûå �óíêöèè Ëåæàíäðà P (x) ≡ Pm
n (x) ñóùå-ñòâóþò òîëüêî ïðè λ = λn = n(n+ 1) è îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè

Pm
n (x) = (1 − x2)m/2

dmPn(x)

dxm
. (4.31)Âû÷èñëèì íîðìû â L2(−1, 1) ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé Ëåæàíäðà è îä-íîâðåìåííî äîêàæåì èõ îðòîãîíàëüíîñòü. Ñ ýòîé öåëüþ çàìåíèì â óðàâíå-íèè (4.30) m íà m− 1. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

d

dx

[

(1 − x2)m
dmPn(x)

dxm

]

+[λ−m(m− 1)] (1−x2)m−1d
m−1Pn(x)

dxm−1
= 0. (4.32)Ïîëîæèì

Lmn,k =

1
∫

−1

Pm
n (x)Pm

k (x)dx =

1
∫

−1

(1 − x2)m
dmPn
dxm

dmPk
dxm

dx.Èíòåãðèðóÿ îäèí ðàç ïî ÷àñòÿì, èìååì ñ ó÷åòîì (4.32), ÷òî
Lmn,k =

[

(1 − x2)m
dmPn
dxm

dm−1Pk
dxm−1

]∣

∣

∣

∣

1

−1

−
1

∫

−1

dm−1Pk
dxm−1

d

dx

[

(1 − x2)m
dmPn
dxm

]

dx =

= [n(n+ 1) −m(m− 1)]

1
∫

−1

(1 − x2)m−1d
m−1Pk
dxm−1

dm−1Pn
dxm−1

dx =

= [n(n+ 1) −m(m− 1)]Lm−1
n,k = (n+m)(n−m+ 1)Lm−1

n,k .Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíþþ ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó, èìååì
Lmn,k = (n+m)(n−m+ 1)(n+m− 1)(n−m+ 2)Lm−2

n,k = ... =

= (n+m)(n+m− 1)...(n+ 1)n(n− 1)...(n−m+ 1)L0
n,k =

=
(n+m)!(n−m)!

n!(n−m+ 1)!
L0
n,k =

(n+m)!

(n−m)!
L0
n,k.Íî â ñèëó ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà

L0
n,k ≡

1
∫

−1

Pn(x)Pk(x)dx =

{

0, k 6= n,
2

2n+1
, k = n.52



Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó
1

∫

−1

Pm
n (x)Pm

k (x)dx =

{

0, k 6= n,
2

(2n+1)
(n+m)!
(n−m)!

, k = n.
(4.33)Èç (4.33), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî íîðìà ‖Pm

n ‖ ïðèñîåäèíåííîé �óíêöèèËåæàíäðà Pm
n îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

‖Pm
n ‖2 ≡

1
∫

−1

[Pm
n (x)]2dx =

2

(2n+ 1)

(n+m)!

(n−m)!
.�ðà�èêè íîðìèðîâàííûõ ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé Ëåæàíäðà Pm

n ñ íîð-ìîé ‖Pm
n ‖ = 1 ïðèâåäåíû äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé m è n íàðèñ.4.1á.Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [11, 
. 383℄, [56, 
. 719℄), ÷òî ïðèêàæäîì öåëîì m ≥ 0 ñèñòåìà ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé Ëåæàíäðà

{Pm
n (x)}∞n=m (4.34)ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â ïðîñòðàíñòâå L2(−1, 1).4.4. Ôóíäàìåíòàëüíûå ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè. Âåðíóâøèñü ê èñ-õîäíîìó óðàâíåíèþ (4.8) äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé, ïðèõîäèì ê âûâîäó,÷òî åãî ãëàäêèå íà S1 ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè λ = λn, n = 0, 1, ...,ïðè÷åì óêàçàííûå ðåøåíèÿ, ò. å. ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè, îïðåäåëÿþòñÿ �îð-ìóëàìè:

Pm
n (cosθ), Pm

n (cosθ)sinmϕ è Pm
n (cosθ)cosmϕ,

m = 0, 1, 2, ..., n, n = 0, 1, 2, ... .Îáîçíà÷èì ââåäåííûå �óíêöèè ÷åðåç Ym
n , ïðè÷åì óñëîâèìñÿ â ñîîòâåò-ñòâèè ñ [56, ñ. 723℄ ïðèïèñûâàòü îòðèöàòåëüíûé âåðõíèé èíäåêñ òåì �óíê-öèÿì, êîòîðûå ñîäåðæàò cosmϕ, à ïîëîæèòåëüíûé � òåì �óíêöèÿì, êîòî-ðûå ñîäåðæàò sinmϕ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èìååì

m = 0 Y0
n(θ, ϕ) = Pn(cosθ),

m = 1 Y−1
n (θ, ϕ) = P 1

n(cosθ)cosϕ,Y1
n(θ, ϕ) = P 1

n(cosθ)sinϕ,

...

m = n Y−n
n (θ, ϕ) = P n

n (cosθ)cosnϕ,Yn
n(θ, ϕ) = P n

n (cosθ)sinnϕ.(4.35)Ôóíêöèè Ym
n ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì n íàçûâàþòñÿ �óíäàìåíòàëü-íûìè ñ�åðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè ïîðÿäêà n. ×èñëî èõ ðàâíî 2n + 1, ò. å.êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λn. Îíè, î÷åâèäíî, ëèíåéíî íåçàâèñèìû,53



õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ëèíåéíî íåçàâèñèìû �óíêöèè cosmϕ è sinmϕ. Ïðèýòîì �óíêöèè Y0
n ≡ Pn(cosθ), íå çàâèñÿùèå îò óãëà ϕ, íàçûâàþòñÿ çîíàëü-íûìè ñ�åðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè.Òàêîå íàçâàíèå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâà ïîëèíîìà Ëåæàíä-ðà Pn èìåòü ðîâíî n íóëåé âíóòðè èíòåðâàëà (−1, 1) ñ�åðó S1 ìîæíî ðàç-áèòü íà n+1 øèðîòíûõ çîí, âíóòðè êîòîðûõ çîíàëüíàÿ �óíêöèÿ Y0

n ñîõðà-íÿåò çíàê. Îñòàëüíûå ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè íîñÿò íàçâàíèå òåññåðåëüíûõ.Ïîñëåäíåå íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñ�åðó S1 ìîæíî ðàçáèòü íàêëåòêè (tessera) ñ ïîìîùüþ n�m ïàðàëëåëåé è m ðàâíîîòñòîÿùèõ ìåðè-äèàíîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òî �óíêöèÿ Ym
n ñîõðàíÿåò çíàê â êàæäîé èç íèõè ìåíÿåò åãî ïðè ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû êëåòêè (èìåþùåé, òàêèì îáðàçîì,ñìûñë óçëîâîé ëèíèè). Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëèíåéíîñòè è îäíî-ðîäíîñòè óðàâíåíèÿ (4.8) ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ �óíäàìåíòàëüíûõñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé ïîðÿäêà n

Yn(θ, ϕ) =
n

∑

m=0

(amn cosmϕ+ bmn sinmϕ)Pm
n (cos θ), (4.36)ãäå amn è bmn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, èëè

Yn(θ, ϕ) =

n
∑

m=−n
cmn Ym

n (θ, ϕ), cmn =

{

amn, ïðè m ≤ 0,
bmn, ïðè m > 0òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.8) ïðè λ = λn è, ñëåäîâàòåëüíî,ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêîé �óíêöèåé. Óêàçàííóþ �óíêöèþ (4.35) òàêæå íàçû-âàþò ñ�åðè÷åñêîé �óíêöèåé èëè (ïî èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì) ñ�åðè÷åñêîéãàðìîíèêîé ïîðÿäêà n.Ïîäñ÷èòàåì L2(S1) � íîðìó ‖Ym

n ‖ ≡
∫

S1

[Ym
n ]2dσ ñ�åðè÷åñêîé �óíêöèè

Ym
n . Ó÷èòûâàÿ î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

2π
∫

0

cos2mϕdϕ =

2π
∫

0

sin2mϕdϕ = πεm, εm =

{

2, m = 0,
1, m 6= 0,è äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ (4.11), èìååì

‖Ym
n ‖2 =

π
∫

0

2π
∫

0

[Ym
n (θ, ϕ)]2 sin θdθdϕ =

1
∫

−1

[P |m|
n (x)]2dx

2π
∫

0

{

cos2mϕ
sin2mϕ

}

dϕ⇒

‖Ym
n ‖2 =

2πεm
(2n+ 1)

(n+ |m|)!
(n− |m|)!. (4.37)54



Èç îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû
{1, cosϕ, sinϕ, ..., cosmϕ, sinmϕ, ...}â L2(0, 2π) è îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû â L2(−1, 1) ñèñòåìû ïðèñîåäèíåí-íûõ �óíêöèé Ëåæàíäðà {Pm

n (x)}∞n=m ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì m ≥ 0(ñì. âûøå) ñëåäóåò îðòîãîíàëüíîñòü è ïîëíîòà â L2(S1) ñèñòåìû ñ�åðè÷å-ñêèõ �óíêöèé
{Ym

n (θ, ϕ), n = 0, 1, ...; m = 0,±1, ...,±n}. (4.38)(Îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû (4.38) â L2(S1) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, àñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû ìîæíî íàéòè â [11, ñ. 384℄ è [56, ñ. 727℄).Ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû (4.38) ëþáóþ �óíêöèþ g ∈ L2(S1)ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïî �óíêöèÿì Ym
n :

g(θ, ϕ) =

∞
∑

n=0

Yn(θ, ϕ) =

∞
∑

n=0

n
∑

m=−n
cmn Ym

n (θ, ϕ), (4.39)ñõîäÿùèéñÿ ê g â L2(S1). ×òîáû îïðåäåëèòü êîý��èöèåíòû cmn ýòîãî ðàç-ëîæåíèÿ, äîñòàòî÷íî óìíîæèòü ðÿä (4.39) íà �óíêöèþ Y l
k(θ, ϕ), ïðîèí-òåãðèðîâàòü ïî S1 è âîñïîëüçîâàòüñÿ îðòîãîíàëüíîñòüþ ñèñòåìû {Y l

k} è�îðìóëîé (4.37). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
cmn =

(2n+ 1)

2πεm

(n− |m|)!
(n+ |m|)!

π
∫

0

2π
∫

0

g(θ, ϕ)Ym
n (θ, ϕ) sin θdθdϕ. (4.40)Çàìå÷àíèå 4.1. Â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå,êàê, íàïðèìåð, â [11, ñ. 387℄, ïîä ñ�åðè÷åñêîé �óíêöèåé ïîíèìàåòñÿ ñóæå-íèå øàðîâîé �óíêöèè un ïîðÿäêà n íà ñ�åðó S1 ⊂ R3. Ïðè ýòîì ïîäøàðîâîé �óíêöèåé ïîðÿäêà n ïîíèìàþò îäíîðîäíûé ãàðìîíè÷åñêèé ïîëè-íîì ñòåïåíè n, ò. å. îäíîðîäíûé ïîëèíîì un ñòåïåíè n, óäîâëåòâîðÿþùèéóðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆un = 0 â R
3.Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [11℄), ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå ñ�åðè÷åñêîé�óíêöèè ýêâèâàëåíòíî ââåäåííîìó âûøå, è ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 2n+1 ëè-íåéíî íåçàâèñèìûõ øàðîâûõ �óíêöèé umn ïîðÿäêà n, ãäåm = 0,±1, ... ,±n.Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

umn (r, θ, ϕ) = rnYm
n (θ, ϕ), n = 0, 1, ... , |m| ≤ n, (4.41)óñòàíàâëèâàþùàÿ âçàèìíî�îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññîì âñåõøàðîâûõ è ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé. 55



4.5. Ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè Áåññåëÿ, Íåéìàíà è Õàíêåëÿ. Îá-ðàòèìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ (4.7) è çàìåíèì â íåì λ íà λn = n(n + 1).Ïîëó÷èì
r2R′′ + 2rR′ + [k2r2 − n(n+ 1)]R = 0. (4.42)Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè

z = kr, w(z) = R(r)
√
z (4.43)ïåðåïèøåì (4.42) â âèäå

z2w′′ + zw′ + (z2 − ν2)w = 0, ν = n+ 1/2. (4.44)Óðàâíåíèå (4.44) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå Áåññåëÿ ïîðÿäêà ν, à åãîðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèå �óíêöèè Áåññåëÿ Jν(z), Íåéìàíà
Nν(z) è Õàíêåëÿ H(1)

ν (z) (ëèáî H(2)
ν (z)) ïåðâîãî (ëèáî âòîðîãî) ðîäà. Äå-ëàÿ îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ(4.42) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè

jn(kr) =

√

π

2kr
Jn+1/2(kr), yn(kr) =

√

π

2kr
Nn+1/2(kr), (4.45)

h(1)
n (kr) =

√

π

2kr
H

(1)
n+1/2(kr), h(2)

n (kr) =

√

π

2kr
H

(2)
n+1/2(kr),íàçûâàåìûå, ñîîòâåòñòâåííî, ñ�åðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè Áåññåëÿ, Íåéìà-íà è Õàíêåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. (Íåñóùåñòâåííûé ìíîæèòåëü √

π/2ïåðåä �óíêöèÿìè â (4.45) ñëóæèò äëÿ èõ íîðìèðîâêè).Èç �îðìóë (3.57) ïðè ν = n+ 1/2

�èñ. 4.2.

è (4.45) (ñì. òàêæå [11, 
. 358℄) âûòå-êàåò, ÷òî �óíêöèè h(1)
n è h(2)

n ñâÿçàíûñ �óíêöèÿìè jn è yn ñîîòíîøåíèÿìè
h(1)
n (kr) = jn(kr) + iyn(kr),

h(2)
n (kr) = jn(kr) − iyn(kr),àíàëîãè÷íûìè ñîîòâåòñòâóþùèì ñî-îòíîøåíèÿì äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ �óíê-öèé Áåññåëÿ, Íåéìàíà è Õàíêåëÿ. Óêà-çàííàÿ àíàëîãèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî�óíêöèþ jn ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðèðåøåíèè çàäà÷è èçëó÷åíèÿ âîëí âíóòðè îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ñîäåðæà-ùåé íà÷àëî êîîðäèíàò. Ëþáóþ ïàðó �óíêöèé, âõîäÿùèõ â (4.45), ìîæ-íî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èçëó÷åíèÿ â äâóõñâÿçíîé îãðàíè÷åí-íîé îáëàñòè òèïà ñ�åðè÷åñêîé ïîëîñòè, íå ñîäåðæàùåé íà÷àëî êîîðäèíàò.56



Íàêîíåö, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èçëó÷åíèÿ â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè òèïàâíåøíîñòè ñ�åðû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òîëüêî �óíêöèþ h
(1)
n (kr), òîãäàêàê ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ïàäåíèè ïðèõîäÿùåé èç áåñêîíå÷íîñòè âîëíûíà ýòó ñ�åðó ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî �óíêöèþ h

(2)
n (kr). Ïîñëåäíèåâûâîäû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿàñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ �óíêöèé â äàëüíåé çîíå,ïðèâåäåííûå, íàïðèìåð â [37, 56℄, èìåííî �óíêöèÿ h(1)

n (kr) óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ (4.3), òîãäà êàê �óíêöèÿ h(2)
n (kr) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèÿì èçëó÷åíèÿ, ïîëó÷àþùèìñÿ èç (4.3) çàìåíîé çíàêà ìèíóñ âî âòîðîìñîîòíîøåíèè íà ïëþñ.4.6. �åøåíèå óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíà-òàõ. Ñ�åðè÷åñêèå âîëíû. Èç èçëîæåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò,÷òî ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â ñ�åðè÷åñêèõ êîîð-äèíàòàõ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ (4.3), ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå

un(r, θ, ϕ) = h(1)
n (kr)Yn(θ, ϕ) = h(1)

n (kr)
n

∑

m=−n
amn Ym

n (θ, ϕ), (4.46)ãäå amn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïî ñâîåìó �èçè÷åñêîìó ñìûñëó �óíê-öèÿ (4.46) îïèñûâàåò ðàñõîäÿùóþñÿ âîëíó ñî ñ�åðè÷åñêèì �ðîíòîì, êî-òîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü ñ�åðè÷åñêîé âîëíîé n-ãî ïîðÿäêà. Êàæäîé òàêîéâîëíå îòâå÷àåò ñâîé èñòî÷íèê, íàçûâàåìûé ñ�åðè÷åñêèì èñòî÷íèêîì n-ãîïîðÿäêà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà n = 0, óêàçàííûé èñòî÷íèê íîñèò íàçâà-íèå ïóëüñèðóþùåé ñ�åðû; ïðè n = 1 ïîëó÷àåì îñöèëëèðóþùóþ ñ�åðó, ò. å.ñ�åðó, ãàðìîíè÷åñêè êîëåáëþùóþñÿ âäîëü �èêñèðîâàííîãî íàïðàâëåíèÿ;ñëó÷àé n = 2 îòâå÷àåò òàê íàçûâàåìîìó êâàäðóïîëüíîìó ñ�åðè÷åñêîìó èñ-òî÷íèêó è ò. ä. Áîëåå ïîäðîáíóþ èí�îðìàöèþ î ðàçëè÷íûõ ñ�åðè÷åñêèõèñòî÷íèêàõ è èõ �èçè÷åñêîì ñìûñëå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå [21℄.Â ñèëó ëèíåéíîñòè è îäíîðîäíîñòè óðàâíåíèÿ (4.1) áåñêîíå÷íàÿ ñóììà÷àñòíûõ ðåøåíèé (4.46), ò. å. ðÿä
∞

∑

n=0

h(1)
n (kr)Yn(θ, ϕ) ≡

∞
∑

n=0

h(1)
n (kr)

n
∑

m=−n
amn Ym

n (θ, ϕ), (4.47)ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ amn òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ(4.1). Ýòîò âûâîä, êîíå÷íî, ñïðàâåäëèâ ïðè óñëîâèè, ÷òî ðÿä (4.47) ìîæ-íî äâàæäû ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðîâàòü ïî r, θ è ϕ, ïðè÷åì ðÿä (4.47) èðÿäû, ïîëó÷åííûå åãî ïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì, ðàâíîìåðíî ñõî-äÿòñÿ âíå S.Âûáåðåì äàëåå ïîñòîÿííûå amn òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû �óíêöèÿ (4.47)óäîâëåòâîðÿëà ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4.2), ãäå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü,57



÷òî
α = const ≥ 0, β = const ≥ 0 è α+ β 6= 0. (4.48)Ñ ýòîé öåëüþ, ïðåäïîëàãàÿ ïðàâóþ ÷àñòü g â (4.2) äîñòàòî÷íî ãëàäêîé,ðàçëîæèì åå â ðÿä (4.39) ïî ñ�åðè÷åñêèì �óíêöèÿì Ym

n , êîý��èöèåíòû
cmn êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé (4.40). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∂u/∂n = ∂u/∂rïðè r = a è ÷òî

∂u

∂r
= k

∞
∑

n=0

(h(1)
n )′(kr)

n
∑

m=−n
amn Ym

n (θ, ϕ), (4.49)èìååì
(

αu+ β
∂u

∂n

)

=
∞

∑

n=0

[

αh(1)
n (ka) + kβh(1)′

n (ka)
]

n
∑

m=−n
amn Ym

n (θ, ϕ). (4.50)Ñðàâíèâàÿ (4.50) è (4.39), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (4.2)óäîâëåòâîðÿåòñÿ, åñëè êîý��èöèåíòû amn ðÿäà (4.47) ñâÿçàíû ñ êîý��èöè-åíòàìè Ôóðüå cmn ðàçëîæåíèÿ (4.39) ãðàíè÷íîé �óíêöèè g ñîîòíîøåíèÿìè
amn =

cmn

αh
(1)
n (ka) + kβh

(1)′
n (ka)

. (4.51)Òåì ñàìûì ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (4.1)�(4.3) (�îðìàëüíî) ïîñòðîåíî. Îíîèìååò âèä ðÿäà (4.47), êîý��èöèåíòû amn êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ �îðìó-ëàìè (4.51). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé �óíêöèè g (íà-ïðèìåð, äëÿ g ∈ C3(S)) ðÿä (4.47) ñ êîý��èöèåíòàìè (4.51) ðàâíîìåðíîñõîäèòñÿ âî âíåøíîñòè D ñ�åðû S, è åãî ìîæíî ïî÷ëåííî äâàæäû äè��å-ðåíöèðîâàòü ïî âñåì ïåðåìåííûì âíóòðè D. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ g ∈ C3(S)ðÿä (4.47) ñ êîý��èöèåíòàìè (4.51) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðå-øåíèåì çàäà÷è (4.1)�(4.3). Î �èçè÷åñêîì ñìûñëå ðåøåíèÿ (4.47) è åãî ñî-ñòàâëÿþùèõ ãàðìîíèê áîëåå ïîäðîáíî ìîæíî ïðî÷èòàòü â [21, ñ. 426℄.
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�ËÀÂÀ 5. Ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èòåïëîâûå ïðîöåññûÂ ãë.1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâòåïëîïðîâîäíîñòè, äè��óçèè, ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåéâ ñèëüíî ïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ è ðÿäà äðóãèõ ïðîöåññîâ ïðèâîäèò ê íåîáõî-äèìîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêî-ãî òèïà. Ïðîñòåéøèì ïðåäñòàâèòåëåì ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿóðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
∂u

∂t
= a2∆u+ f, (1)ãäå a2 = const > 0, f � çàäàííàÿ �óíêöèÿ, èìåþùàÿ ñìûñë îáúåìíîéïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ òåïëà. Íèæå ìû ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è è çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (1) â ïðîñòðàíñòâåîäíîãî è íåñêîëüêèõ èçìåðåíèé, èññëåäóåì åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòüðåøåíèé óêàçàííûõ çàäà÷, äîêàæåì èõ ðàçðåøèìîñòü â ÷àñòíûõ ñëó÷à-ÿõ, èñïîëüçóÿ ìåòîäû Ôóðüå è èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, è èçó÷èìñâîéñòâà èõ ðåøåíèé, õàðàêòåðèçóþùèå èìåííî ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíå-íèÿ. Ê óêàçàííûì ñâîéñòâàì îòíîñÿòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, áåñêîíå÷íàÿäè��åðåíöèðóåìîñòü ðåøåíèÿ âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè äàæå ïðèíåãëàäêèõ ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ äàííûõ è áåñêîíå÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé. Ìû òàêæå ïðèâåäåì ïðèìåð íåêîððåêòíîé ïî-ñòàíîâêè çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.�1. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà1.1. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-ïðîâîäíîñòè. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R

3 ñ ãðà-íèöåé Γ. Ïîëîæèì QT = Ω× (0, T ], ΣT = Γ× (0, T ], Ω0 = Ω× {t = 0}, ãäå
0 < T < ∞. ßñíî, ÷òî ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îáëàñòü QT ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íûé öèëèíäð â ïðîñòðàíñòâå R4 = R3

x ×R1
t , à ΣT è Ω0ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî åãî áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ è íèæíèì îñíîâàíèåì.�àññìîòðèì â öèëèíäðå QT ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó: íàéòè â

QT ðåøåíèå òðåõìåðíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
∂u

∂t
= a2∆u ≡ a2

(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)

, (1.1)óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
u|Γ = g(x, t), (x, t) ∈ Γ × (0, T ] (1.2)59



è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
u|t=0 = ϕ(x), x ∈ Ω. (1.3)Çäåñü x = (x, y, z), u � èñêîìàÿ �óíêöèÿ, ïîä êîòîðîé íèæå áóäåì ïîíè-ìàòü òåìïåðàòóðó â îáëàñòè Ω, êîíñòàíòà a2 > 0 èìååò ñìûñë êîý��è-öèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè, g è ϕ � çàäàííûå �óíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ,ïåðâàÿ èç êîòîðûõ îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà ãðàíèöå Γ, àâòîðàÿ îïèñûâàåò íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â îáëàñòè Ω. Çà-äà÷à (1.1)�(1.3) íàçûâàåòñÿ ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé (èëè ïðîñòîïåðâîé êðàåâîé çàäà÷åé, ëèáî çàäà÷åé Äèðèõëå) äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-âîäíîñòè. Â �èçè÷åñêîì ïëàíå îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿýâîëþöèè òåïëîâîãî ñîñòîÿíèÿ òåëà, çàíèìàþùåãî îáëàñòü Ω, ïî çàäàííîìóåãî òåïëîâîìó ñîñòîÿíèþ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è íà ãðàíèöå.Ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (1.1),êà÷åñòâåííî îòëè÷àþùèì åãî îò âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïìàêñèìóìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåçC2,1(QT ) ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C(QT ),ñîñòîÿùåå èç �óíêöèé, íåïðåðûâíûõ â QT âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãîè âòîðîãî ïîðÿäêîâ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è ïðîèçâîäíîé ïåð-âîãî ïîðÿäêà ïî t, ÷åðåç C(QT ) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà

C(QT ), ñîñòîÿùåå èç �óíêöèé, íåïðåðûâíûõ â çàìûêàíèè QT = Ω× [0, T ]ìíîæåñòâà QT . Ñ�îðìóëèðóåì åãî â âèäå òåîðåìû.Òåîðåìà 1.1 (ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Ôóíêöèÿ u ∈ C2,1(QT ) ∩ C(QT ),óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè (1.1) â öè-ëèíäðå QT , ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ëèáî íà áîêî-âîé ïîâåðõíîñòè Γ × (0, T ] öèëèíäðà QT , ëèáî íà åãî íèæíåì îñíîâàíèè
Ω × {t = 0}.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿìàêñèìóìà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè �óíêöèÿ u, óêàçàííàÿ â óñëîâèè òåîðå-ìû, äîñòèãàåò ìèíèìóìà â íåêîòîðîé òî÷êå (x, t) ∈ QT , òî â òîé æå òî÷êå
(x, t) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà �óíêöèÿ −u, òàêæå óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâè-ÿì òåîðåìû. Ïðèìåíèì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìåòîäáàðüåðîâ, ñóòü êîòîðîãî èçëàãàåòñÿ íèæå.Ïîëîæèì

M = max
(x,t)∈QT

u(x, t), m = max
(x,t)∈ΣT∪Ω0

u(x, t).ßñíî, ÷òî M ≥ m. Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî M = mäëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ u ∈ C2,1(QT ) ∩C(QT ) óðàâíåíèÿ (1.1). Ïðåäïîëîæèìïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ (1.1), äëÿ êî-òîðîãî M > m. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè íà QT �óíêöèè u ñóùåñòâóåò ïîêðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà (x0, t0) = (x0, y0, z0, t0) ∈ Ω × (0, T ] òàêàÿ, ÷òî60



u(x0, t0) = M . Ââåäåì �óíêöèþ
v(x, t) = u(x, t) +

M −m

6d2

[

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2
]

, (1.4)íàçûâàåìóþ áàðüåðîì äëÿ �óíêöèè u, ãäå d � äèàìåòð îáëàñòè Ω. Íà áî-êîâîé ïîâåðõíîñòè ΣT öèëèíäðà QT è íà åãî íèæíåì îñíîâàíèè Ω0 èìååì
v(x, t) ≤ m+

M −m

6
=
M

6
+

5m

6
< M.Êðîìå òîãî, v(x0, t0) = u(x0, t0) = M . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ vòàê æå, êàê è u, íå ïðèíèìàåò ìàêñèìóìà íè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ΣTöèëèíäðà QT , íè íà åãî íèæíåì îñíîâàíèè, ò. å. ïðè t = 0.Â òàêîì ñëó÷àå ìàêñèìóì �óíêöèè v äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå

(x1, t1) = (x1, y1, z1, t1) ∈ QT = Ω × (0, T ], ãäå x1 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âíóò-ðåííåé òî÷êîé îáëàñòè Ω è 0 < t1 ≤ T . Ïîñêîëüêó òî÷êà (x1, t1) ÿâëÿåòñÿòî÷êîé ìàêñèìóìà �óíêöèè v, òî â ýòîé òî÷êå íåîáõîäèìî âûïîëíÿþòñÿíåðàâåíñòâà [18℄:
gradv = 0,

∂2v

∂x2
≤ 0,

∂2v

∂y2
≤ 0,

∂2v

∂z2
≤ 0,

∂v

∂t
≥ 0. (1.5)(Áîëåå òîãî, åñëè t1 < T , òî ∂v/∂t = 0 ñîãëàñíî íåîáõîäèìîìó óñëîâèþýêñòðåìóìà äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè). Èç (1.5) âûòåêàåò, ÷òî â òî÷êå

(x1, t1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∂v

∂t
− a2∆v ≥ 0. (1.6)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ëþáîé òî÷êå (x, t) ∈ Ω × (0, T ] â ñèëó (1.4) èìååì

∂v

∂t
− a2∆v =

∂u

∂t
− a2∆u− a2M −m

d2
= −a2M −m

d2
< 0. (1.7)Ïîñêîëüêó (1.7) ïðîòèâîðå÷èò (1.6), òî òåîðåìà äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå 1.1. Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è(1.1)�(1.3) íàçîâåì �óíêöèþ u ∈ C2,1(QT ) ∩ C(QT ), óäîâëåòâîðÿþùóþóðàâíåíèþ (1.1) â êàæäîé òî÷êå (x, t) ∈ QT , ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (1.2) âêàæäîé òî÷êå (x, t) ∈ Γ × (0, T ] è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.3) â êàæäîéòî÷êå x ∈ Ω.Èç òåîðåìû 1.1 âûòåêàþò òðè âàæíûõ ñëåäñòâèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðå-øåíèÿ u ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è (1.1)�(1.3).Ñëåäñòâèå 1.1. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u çàäà÷è (1.1)�(1.3), îòâå÷àþ-ùåå íóëåâûì èñõîäíûì äàííûì g = 0 è ϕ = 0, òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþâ QT . 61



Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ u íà ΣTè Ω0 ðàâíû íóëþ, òî u ≡ 0 â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.Ñëåäñòâèå 1.2. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)�(1.3) åäèíñòâåí-íî.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñó-ùåñòâóþò äâà êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèÿ u1 è u2 çàäà÷è (1.1)�(1.3). Òîãäà èõðàçíîñòü u = u1 − u2 óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (1.1) è îáðà-ùàåòñÿ â íóëü êàê ïðè t = 0, òàê è íà Γ× (0, T ]. Íî òîãäà èç ñëåäñòâèÿ 1.1âûòåêàåò, ÷òî u ≡ 0 â QT , ò.å. ÷òî u1 = u2.Ñëåäñòâèå 1.3. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)�(1.3) íåïðåðûâíî âíîðìå C(QT ) çàâèñèò îò ãðàíè÷íîé �óíêöèè g â (1.2) è íà÷àëüíîé �óíê-öèè ϕ â (1.3).Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ðàçíîñòü g1 − g2 ãðàíè÷íûõ�óíêöèé g1 è g2 â (1.2) è ϕ1 − ϕ2 íà÷àëüíûõ �óíêöèé ϕ1 è ϕ2 â (1.3) íåïðåâîñõîäèò ïî ìîäóëþ ÷èñëà ε > 0: |g1− g2| ≤ ε íà Γ× [0, T ], |ϕ1−ϕ2| ≤ εâ Ω (ïðè t = 0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç u1 (ëèáî u2) ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)-(1.3),îòâå÷àþùåå ïàðå (g1, ϕ1) (ëèáî (g2, ϕ2)). Òîãäà ðàçíîñòü u = u1 − u2 îáîèõðåøåíèé êàê ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.1) ñ ãðàíè÷íîé �óíêöèåé
g1 − g2 è íà÷àëüíîé �óíêöèåé ϕ1 − ϕ2 óäîâëåòâîðÿåò ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1óñëîâèþ |u| ≤ ε.Çàìå÷àíèå 1.1. Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ñ íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìèðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñëó÷àé êîãäà T = ∞, ò. å. êîãäà çàäà÷à (1.1)�(1.3)ðàññìàòðèâàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå (ñì. ï. 1.2).Çàìå÷àíèå 1.2. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà â �îðìå òåîðåìû 1.1 ñïðàâåä-ëèâ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (1.1), ðàññìàòðèâàåìîãî â ïðîñòðàí-ñòâå R

n ëþáîãî ÷èñëà èçìåðåíèé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â óêàçàííîé �îðìå îíñïðàâåäëèâ èìåííî äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Â ñëå-äóþùåì ïóíêòå ìû ðàñïðîñòðàíèì ïðèíöèï ìàêñèìóìà íà îáùåå íåîäíî-ðîäíîå óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè,ðàññìàòðèâàåìîå â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà R
n.Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

u çàäà÷è (1.1)-(1.3). Â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì, ÷òî ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.1)-(1.3) ìîæíî äîêàçàòü ëèøü ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé ãëàäêî-ñòè è ñîãëàñîâàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå íåïðåðûâíî-ñòè u ∈ C(QT ) êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u íåîáõîäèìî òðåáóåò, ÷òîáû âûïîë-íÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè è ñîãëàñîâàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ:(i) ϕ ∈ C(Ω), g ∈ C(Γ × [0, T ]), ϕ(x) = g(x, 0) ∀x ∈ Γ.Íî äàæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêî-ãî ðåøåíèÿ u çàäà÷è (1.1)-(1.3) äîâîëüíî íåïðîñòî. Íèæå ìû îãðàíè÷èìñÿäîêàçàòåëüñòâîì ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1)-(1.3) ëèøü â ÷àñòíîì ñëó÷àå
n = 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ôóðüå. ×òî êàñàåòñÿ îáùèõ êðàåâûõ çàäà÷äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà â ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòÿõ Ω ⊂ R

n,62



òî èññëåäîâàíèå èõ ðàçðåøèìîñòè ìîæíî íàéòè â [11, � 34℄, [28, ãë. 3℄, [34,ãë. 6℄.1.2. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè â Rn. Ïóñòü Ω � îãðàíè-÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R
n ñ ãðàíèöåé Γ. Ïîëîæèì Q∞ = Ω×(0,∞),

Q∞ = Ω × [0,∞), Σ∞ = Γ × (0,∞), Σ∞ = Γ × [0,∞), QT = Ω × (0, T ] ïðèëþáîì T < ∞. �àññìîòðèì â áåñêîíå÷íîì öèëèíäðå Q∞ íåîäíîðîäíîåóðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè âèäà
ρ
∂u

∂t
− div(pgradu) + qu = f(x, t). (1.8)Çäåñü ρ, p, q è f � çàäàííûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì(ii) ρ ∈ C(Ω), p ∈ C1(Ω), q ∈ C(Ω), ρ > 0, p > 0, q ≥ 0 â Ω, f ∈ C(Q∞).Èç ðåçóëüòàòîâ � 4 ãë. 1 ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (1.8) îïèñûâàåò ðàñ-ïðîñòðàíåíèå òåïëà (ïðè q = 0) â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ñ ïåðåìåííûì êî-ý��èöèåíòîì òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè p ëèáî ðàñïðîñòðàíåíèå âåùåñòâà(ïðè ρ = 1) â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ñ ïåðåìåííûì êîý��èöèåíòîì äè��ó-çèè p ïðè íàëè÷èè ý��åêòà ïîãëîùåíèÿ âåùåñòâà â ñðåäå, îïèñûâàåìîãîêîý��èöèåíòîì q ≥ 0.Òåîðåìà 1.2 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëî-âèé (ii) �óíêöèÿ u ∈ C2,1(Q∞)∩C(Q∞) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.8) â

Q∞ è T > 0 - ëþáîå ÷èñëî. Òîãäà: 1) åñëè f(x, t) ≤ 0 â öèëèíäðå QT , òîëèáî u ≤ 0 â QT , ëèáî �óíêöèÿ u ïðèíèìàåò ñâîé (ïîëîæèòåëüíûé) ìàê-ñèìóì â öèëèíäðå QT íà íèæíåì îñíîâàíèè Ω0 öèëèíäðà QT èëè íà åãîáîêîâîé ïîâåðõíîñòè Γ×(0, T ], ò. å. ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî, íàçûâàåìîåïðèíöèïîì ìàêñèìóìà:
u(x, t) ≤M ≡ max[0, max

x∈Ω
u(x, 0), max

(x,t)∈Γ×[0,T ]
u(x, t)] ∀(x, t) ∈ QT ; (1.9)2) åñëè f(x, t) ≥ 0 â QT , òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

u(x, t) ≥ m ≡ min [0,min
x∈Ω

u(x, 0), min
(x,t)∈Γ×[0,T ]

u(x, t)], (1.10)íàçûâàåìîå ïðèíöèïîì ìèíèìóìà äëÿ ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ (1.8).Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ï. 1.2, ïðèìåíèì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèí-öèïà ìàêñèìóìà ìåòîä áàðüåðîâ. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà(1.9). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî �óíêöèÿ u ïðèíèìàåò â íåêîòî-ðûõ òî÷êàõ öèëèíäðà QT ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, íî íå äîñòèãàåò ñâîåãî(ïîëîæèòåëüíîãî) ìàêñèìóìà íè íà åãî íèæíåì îñíîâàíèè Ω0 íè íà åãîáîêîâîé ãðàíèöå ΣT . Â òàêîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà (x0, t0), x0 ∈
Ω, 0 < t0 ≤ T , ÷òî

u(x0, t0) > M > 0. (1.11)63



Ïîëîæèâ
ε = u(x0, t0) −M > 0, (1.12)ââåäåì �óíêöèþ v (áàðüåð äëÿ ðåøåíèÿ u) ïî �îðìóëå

v(x, t) = u(x, t) +
ε

2

(2T − t)

T
, (x, t) ∈ QT .ßñíî, ÷òî v(x, t) ≤ u(x, t)+ε ∀(x, t) ∈ QT . Ñ ó÷åòîì ýòîãî è (1.12) ïðè âñåõ

(x, t) ∈ ΣT ëèáî ïðè t = 0 èìååì
v(x0, t0) ≥ u(x0, t0) = ε+M ≥ ε+ u(x, t) ≥ ε+ v(x, t) − ε = v(x, t).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ v òàêæå ïðèíèìàåò ñâîé ïîëîæèòåëüíûé â

QT ìàêñèìóì â íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå (x1, t1) ∈ Ω × (0, T ], ïðè÷¼ì
v(x1, t1) ≥ v(x0, t0) ≥ ε+M > ε. (1.13)Â ñèëó íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ìàêñèìóìà �óíêöèè v â òî÷êå (x1, t1) èìå-åì:

gradv = 0, ∆v ≤ 0,
∂v

∂t
≥ 0. (1.14)Èç (1.14), íåðàâåíñòâà (1.13) è óñëîâèÿ f ≤ 0 â QT âûòåêàåò, ÷òî â òî÷êå

(x1, t1)

ρ
∂u

∂t
− div(pgradu) + qu− f(x, t) = ρ

∂v

∂t
− p∆v − (gradp, gradv) + qv − f+

+
ε

2
(
ρ

T
− q

2T − t1
T

) ≥ qv +
ε

2
(
ρ

T
− q

2T − t1
T

) ≥ qε

(

1 − 2T − t1
2T

)

+
ερ

2T
> 0.Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óðàâíåíèþ (1.8). Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (1.11)íåâåðíî, à ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî (1.9).Ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ïðèíöèïà ìèíèìóìà(1.10).Îñíîâûâàÿñü íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà, äîêàæåì òåïåðü åäèíñòâåííîñòüè íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü îò èñõîäíûõ äàííûõ ðåøåíèÿ ïåðâîé íà÷àëü-íî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ (1.8). Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè êëàññè÷åñêî-ãî ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ (1.8) â îáëàñòè Q∞, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþÄèðèõëå (1.2) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.3). Äëÿ êðàòêîñòè íà óêàçàííóþçàäà÷ó áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà çàäà÷ó 1. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿóñëîâèÿ (i) è (ii) ãëàäêîñòè è ñîãëàñîâàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ, ïîëîæèì äëÿ�èêñèðîâàííîãî T > 0

M0 = ‖ϕ‖C(Ω), M1 = ‖g‖C(Γ×[0,T ]), M = ‖f‖C(QT ). (1.15)64



Ïóñòü �óíêöèÿ u : Q∞ → R ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è 1.Ââåäåì �óíêöèþ v : QT → R ïî �îðìóëå
v(x, t) = u(x, t) − M

ρ0
t, ρ0 = min

x∈Ω
ρ(x) > 0. (1.16)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è(1.8), (1.2), (1.3), â êîòîðîé �óíêöèè f è g ñëåäóåò çàìåíèòü íà �óíêöèè

f̃ = f − ρ

ρ0
M − q

ρ0
Mt è g̃ = g − M

ρ0
t (1.17)ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî

f̃(x, t) ≤ 0 ∀(x, t) ∈ QT , g̃(x, t) ≤M1 ∀(x, t) ∈ Γ × [0, T ]. (1.18)Â ñèëó ïåðâîãî óñëîâèÿ â (1.18) äëÿ �óíêöèè v ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìàê-ñèìóìà (1.9), ñîãëàñíî êîòîðîìó âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
v(x, t) ≤ max(M0,M1) ∀(x, t) ∈ QT . (1.19)Èç (1.16) è (1.19) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå ñâåðõó äëÿ ðåøåíèÿ u:

u(x, t) ≤ max(M0,M1) +
M

ρ0
T ∀(x, t) ∈ QT . (1.20)Òî÷íî òàê æå, ðàññìàòðèâàÿ �óíêöèþ w(x, t) = u(x, t)+(M/ρ0)t è ïðè-ìåíÿÿ ê íåé ïðèíöèï ìèíèìóìà (1.10), ïðèõîäèì ê îöåíêå ñíèçó äëÿ u:

u(x, t) ≥ −max(M0,M1) −
M

ρ0
T ∀(x, t) ∈ QT . (1.21)Èç (1.20) è (1.21) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå äëÿ u:

‖u‖C(QT ) ≤ max
{

‖ϕ‖C(Ω), ‖g‖C(Γ×[0,T ])

}

+
T

ρ0
‖f‖C(QT ). (1.22)Èç îöåíêè (1.22) âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à 1 (ïðè

ϕ = 0, g = 0, f = 0) èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Â òàêîì ñëó÷àå ñà-ìà îöåíêà (1.22) îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 â íîðìå
C(Q). Îòñþäà ñ ó÷åòîì ëèíåéíîñòè çàäà÷è 1 è ðåçóëüòàòîâ � 1 ãë. 2 âûòå-êàåò óñòîé÷èâîñòü â íîðìå C(QT ) ëþáîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1ïî èñõîäíûì äàííûì ϕ, g è f . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè u � ðåøåíèåçàäà÷è 1, îòâå÷àþùåå èñõîäíûì äàííûì (ϕ, g, f), à ũ � ðåøåíèå çàäà÷è 1,îòâå÷àþùåå èñõîäíûì äàííûì (ϕ̃, g̃, f̃), òî â ñèëó (1.22) äëÿ ðàçíîñòè ũ−uñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ũ− u‖C(QT ) ≤ max
(

‖ϕ̃− ϕ‖C(Ω), ‖g̃ − g‖C(Γ×[0,T ])

)

+
T

ρ0
‖f̃ − f‖C(QT ).65



Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìû.Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i), (ii). Òîãäà äëÿ êëàññè-÷åñêîãî ðåøåíèÿ è çàäà÷è Äèðèõëå (1.8), (1.2), (1.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà(1.22), îçíà÷àþùàÿ åäèíñòâåííîñòü è íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ðåøå-íèÿ è â íîðìå C(QT ) îò èñõîäíûõ äàííûõ: íà÷àëüíîé �óíêöèè ϕ â íîðìå
C(Ω), ãðàíè÷íîé �óíêöèè g â íîðìå C(Γ×[0, T ]) è ïðàâîé ÷àñòè f â íîðìå
C(QT ).Ê ñîæàëåíèþ, ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íå óäàåòñÿ äîêàçàòüåäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ îáùåé êðàåâîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ(1.8), ðàññìàòðèâàåìîãî ïðè ñìåøàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ âèäà

αu+ β
∂u

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ

= g â (0, T ]. (1.23)Çäåñü α è β � íåêîòîðûå íåïðåðûâíûå íà Γ �óíêöèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,÷òî èç óñëîâèÿ âèäà (1.23) íåëüçÿ â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷èòü îöåíêó íà ñàìîðåøåíèå u â òî÷êàõ ãðàíèöû Γ. Îäíàêî â ñëó÷àå îáùèõ êðàåâûõ óñëîâèéâèäà (1.23) åäèíñòâåííîñòü è íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò èñõîä-íûõ äàííûõ ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ,ïðè÷åì ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ñì. �2 ãë.4).Çàìå÷àíèå 1.3. Îöåíêà (1.22) ïîõîæà ïî ñâîåé ñòðóêòóðå íà îöåíêó(2.39), ïîëó÷åííóþ äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (2.66) èç ãë. 2 è ïåðåõîäèò âíåå ïðè ρ0 = 1. Ýòî íàòàëêèâàåò íà ìûñëü î ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè (1.22)è äëÿ áîëåå îáùåãî óðàâíåíèÿ äè��óçèè-êîíâåêöèè, èìåþùåãî âèä
ρ
∂u

∂t
− div(pgradu) + a · gradu+ qu = f. (1.24)Çäåñü a ∈ C1(Ω) � ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-âèþ diva = 0. Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî òåîðåìû 1.2 è1.3 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ óðàâíåíèÿ (1.24). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íîäîñëîâíî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõòåîðåì, ÷òî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.�2. �åøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è â R ìåòîäîì Ôóðüå�àññìîòðèì â ýòîì ïàðàãðà�å ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîìåðíîãîóðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè �óíêöèè u ∈

C2,1(QT ) ∩C(QT ), ãäå QT = (0, l) × (0, T ], óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ
∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
+ f(x, t) (2.1)66



â îáëàñòè QT , ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
u|x=0 = g1(t), u|x=l = g2(t) â (0, T ] (2.2)è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u|t=0 = ϕ(x) â (0, l). (2.3)Çäåñü f, g1, g2 è ϕ � çàäàííûå íåïðåðûâíûå �óíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ,ïðè÷åì, â ÷àñòíîñòè, f èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè âíåøíèõ (îáúåìíûõ) èñòî÷-íèêîâ òåïëà. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë �óíêöèé g1, g2 è ϕ ïðè �òåìïåðàòóðíîé�èíòåðïðåòàöèè óðàâíåíèÿ (2.1) ïîÿñíåí â �1.Èç òåîðåìû 1.3 ïðè n = 1 âûòåêàåò, ÷òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u çà-äà÷è (2.1)-(2.3) åäèíñòâåííî è íåïðåðûâíî â íîðìå C(QT ) çàâèñèò îò C �íîðì èñõîäíûõ äàííûõ: íà÷àëüíîé �óíêöèè ϕ, ãðàíè÷íûõ �óíêöèé g1, g2è ïðàâîé ÷àñòè f . Ïîýòîìó íàì îñòàåòñÿ äîêàçàòü ëèøü ñóùåñòâîâàíèå ðå-øåíèÿ u çàäà÷è (2.3)�(2.5). Ïðèìåíèì äëÿ ýòîé öåëè ìåòîä Ôóðüå, êîòîðûéîäíîâðåìåííî ïîçâîëèò íàéòè ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ u.�àññìîòðèì ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó, çàêëþ÷àþùóþñÿ â íàõîæäå-íèè ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
(2.4)â îáëàñòè QT , óäîâëåòâîðÿþùåãî îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u|x=0 = 0, u|x=l = 0 â (0, T ] (2.5)è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2.3). Çàäà÷à (2.3)�(2.5) ìîäåëèðóåò ðàñïðåäåëåíèåòåìïåðàòóðû â îäíîðîäíîé ñòðóíå (ëèáî îäíîðîäíîì ñòåðæíå) äëèíû l ïðèóñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé
ϕ, à òåìïåðàòóðà íà êîíöàõ ñòðóíû (ëèáî ñòåðæíÿ) ðàâíà íóëþ. Íèæåíà çàäà÷è (2.1)�(2.3) è (2.3)�(2.5) áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà çàäà÷è 1 è 2ñîîòâåòñòâåííî.Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (2.3)�(2.5) îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è (4.1.1)�(4.1.3) (ñì.ãë. 4) äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî êîëåáàíèÿ îä-íîðîäíîé ñòðóíû, òåì, ÷òî (2.3)�(2.5) ñîäåðæèò îäíî íà÷àëüíîå óñëîâèå(äëÿ �óíêöèè u), òîãäà êàê (4.1.1)�(4.1.3) âêëþ÷àåò äâà íà÷àëüíûõ óñëî-âèÿ � êàê äëÿ �óíêöèè u, òàê è äëÿ ïðîèçâîäíîé ∂u/∂t. Ïîñëåäíåå ìîæíîîáúÿñíèòü òåì, ÷òî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, áóäó÷è óðàâíåíèåì 1-ãîïîðÿäêà ïî âðåìåíè, òðåáóåò äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ îäíî-ãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, òîãäà êàê âîëíîâîå óðàâíåíèå, ÿâëÿÿñü óðàâíåíèåì2-ãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè, òðåáóåò äâóõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Òàêîå, êàçà-ëîñü áû, íåáîëüøîå îòëè÷èå ìåæäó óðàâíåíèÿìè (2.4) è (4.1.1) ïðèâîäèò,êàê ìû óâèäèì íèæå, ê î÷åíü áîëüøîé ðàçíèöå â ïîâåäåíèè ðåøåíèé ýòèõ67



óðàâíåíèé. Â ýòîì, ñîáñòâåííî, ìîæíî áûëî óáåäèòüñÿ è âûøå ïðè äîêàçà-òåëüñòâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, êîòîðûé ñïðàâåäëèâ èìåííî äëÿ ïàðàáîëè-÷åñêèõ óðàâíåíèé, íî íå ñïðàâåäëèâ äëÿ âîëíîâûõ óðàâíåíèé.Òàê æå, êàê è â ãë. 4, ïðèìåíèì äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 ìåòîäÔóðüå. Ñëåäóÿ åìó, áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.4) â âèäå
u(x, t) = X(x)T (t). (2.6)Ïîäñòàâëÿÿ (2.6) â (2.4), (2.5) è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïðèõîäèì ê îáûêíî-âåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ T , èìåþùåìó âèä
T ′(t) + a2λT (t) = 0, (2.7)è ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å

X ′′ + λX = 0 â (0, l), X(0) = X(l) = 0 (2.8)äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèè X. Â ãë. 4 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðåøå-íèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.8), ò. å. ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk è ñîáñòâåííûå�óíêöèè Xk, îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè
λk =

(

kπ

l

)2

, Xk(x) = sin
kπ

l
x, k = 1, 2, ... . (2.9)Ïîäñòàâèì â (2.7) λk âìåñòî λ è çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâ-íåíèÿ â âèäå

Tk(t) = ake
−λka

2t ≡ ak exp

(

−(
kπa

l
)2t

)

, k = 1, 2, ... . (2.10)Çäåñü ak, k = 1, 2, ... � ïîêà ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.6) ââåäåì �óíêöèè
uk(x, t) = Tk(t)Xk(x) = ake

−λka
2t sin

kπx

l
, k = 1, 2... . (2.11)Èç ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèè uk ïðè ëþáîì k è ëþáûõ ïîñòîÿí-íûõ ak óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2.4) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.5). Òî æåñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè �óíêöèé (2.11), àòàêæå ðÿäà

u(x, t) =
∞

∑

k=1

ake
−λka

2tXk(x) (2.12)ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â çàìêíóòîé îáëàñòè QT = [0, l]×
[0, T ] (ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ðÿä (2.12) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûìóñëîâèÿì (2.5)), è åãî ìîæíî äâàæäû ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðîâàòü ïî x68



è îäèí ðàç ïî t âíóòðè QT (ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ðÿä (2.12) óäî-âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.4) â êàæäîé òî÷êå (x, t) ∈ QT ). Ïðåäïîëàãàÿ ýòèóñëîâèÿ âûïîëíåííûìè, âûáåðåì ïîñòîÿííûå ak â (2.12) òàê, ÷òîáû â äîïîë-íåíèå ê íèì âûïîëíÿëîñü íà÷àëüíîå óñëîâèå (2.3). Ñ ýòîé öåëüþ ïîäñòàâèì(2.12) â (2.3). Ïîëó÷èì
ϕ(x) =

∞
∑

k=1

ak sin
kπx

l
. (2.13)Ôîðìóëà (2.13) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå çàäàííîé �óíêöèè ϕ âðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì â èíòåðâàëå (0, l). Èç òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå (ñì., íà-ïðèìåð, [19, ãë. 10℄) âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà ñèíóñîâ â (2.9) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîéâ ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé C[0, l], ïðè÷åì êîý��èöèåíòû akðàçëîæåíèÿ (2.13) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî (íåïðåðûâíîé) �óíêöèè ϕñ ïîìîùüþ �îðìóë

ak =
2

l

l
∫

0

ϕ(x) sin
kπx

l
dx, k = 1, 2... . (2.14)Òåì ñàìûì ðåøåíèå u çàäà÷è 2 ïîñòðîåíî. Îíî èìååò âèä ðÿäà (2.12), ãäå

ak îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (2.14), ïðè óñëîâèè, êîíå÷íî, ÷òî ðÿä (2.12)ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â çàìêíóòîé îáëàñòèQT , è åãî ìîæíî äâàæäû ïî÷ëåí-íî äè��åðåíöèðîâàòü ïî x è îäèí ðàç ïî t âQT . ×òîáû ïîêàçàòü ïîñëåäíåå,ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì(i) ϕ ∈ C[0, l], ϕ′ êóñî÷íî-íåïðåðûâíà â [0, l], ϕ(0) = ϕ(l) = 0.Èç [19, ãë. 10℄ ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) ðÿä â ïðàâîé ÷à-ñòè (2.13) ñ êîý��èöèåíòàìè ak, îïðåäåëÿåìûìè �îðìóëàìè (2.14), ðàâ-íîìåðíî è àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè ϕ íà [0, l]. Òàê êàê ïðè t ≥ 0
0 < e−λka

2t ≤ 1, òî ðÿä (2.12) ñ ýòèìè æå êîý��èöèåíòàìè ak òàêæå ñõî-äèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïðè 0 ≤ x ≤ l è t ≥ 0. Â òàêîì ñëó÷àå�óíêöèÿ u, îïðåäåëÿåìàÿ ðÿäîì (2.12), íåïðåðûâíà â QT è óäîâëåòâîðÿ-åò íà÷àëüíîìó è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.3) è (2.5). Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî�óíêöèÿ u â (2.12) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.4) â êàæäîé òî÷êå QT . Äëÿýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿäû
−a2

∞
∑

k=1

ak

(

kπ

l

)2

e−λka
2t sin

kπx

l
è −

∞
∑

k=1

ak

(

kπ

l

)2

e−λka
2t sin

kπx

l
, (2.15)ïîëó÷åííûå ïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ðÿäà (2.12) îäèí ðàç ïî tëèáî äâàæäû ïî x, òàêæå àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ â îáëàñòè QT .Ïîñëåäíåå æå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ïðè ëþáîì t > 069



âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
0 <

k2π2a2

l2
e−λka

2t < 1, 0 <
k2π2

l2
e−λka

2t < 1, (2.16)åñëè k äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 2.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) ñóììà ðÿäà (2.12) ñ êî-ý��èöèåíòàìè (2.14) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C2,1(QT ) ∩ C(QT ) èÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.3)-(2.5).Çàìå÷àíèå 2.1. Êàê óæå óêàçûâàëîñü âûøå, ðåøåíèå u çàäà÷è (2.3)�(2.5) åäèíñòâåííî è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîé �óíêöèè ϕ. Îòñþäàè èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) çàäà÷à (2.3)�(2.5) ïîñòàâëåíà êîððåêòíî äëÿ t ≥ 0 (åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû ïðè
t = 0).Çàìå÷àíèå 2.2. Îáðàòèâøèñü ê çàäà÷å 2, ðàññìîòðèì åå äëÿ îòðèöà-òåëüíûõ çíà÷åíèé âðåìåíè t. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðå-äåëåíèÿ ðåøåíèÿ u íà èíòåðâàëå [−T, 0] ïðè óñëîâèè, ÷òî çàäàíî ðàñïðåäå-ëåíèå òåìïåðàòóð â �êîíå÷íûé� ìîìåíò âðåìåíè t = 0, à íà êîíöàõ x = 0 è
x = 1 òåìïåðàòóðà ðàâíà íóëþ. Óêàçàííóþ çàäà÷ó íàçûâàþò ïåðâîé êðà-åâîé çàäà÷åé äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè �ñ îáðàòíûì âðåìåíåì� Â�èçè÷åñêîì ïëàíå äàííàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ýâîëþöèè íà-ãðåâàíèÿ òåëà ïî çàäàííîìó åãî òåïëîâîìó ñîñòîÿíèþ â êîíå÷íûé ìîìåíòâðåìåíè.Äîïóñòèì, ÷òî çàäà÷à (2.3)�(2.5) èìååò ðåøåíèå u− ïðè îòðèöàòåëüíûõ
t. Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå u− ìîæíî êàê óãîäíî ñèëüíîèçìåíèòü ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ îòðèöàòåëüíûõ t, èçìåíÿÿ êàê óãîäíîìàëî �óíêöèþ ϕ è åå ïðîèçâîäíûå äî ïðîèçâîëüíîãî �èêñèðîâàííîãî ïî-ðÿäêà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ê ðåøåíèþ u− ïðèáàâèòü ÷àñòíîå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (2.4) âèäà

u−k (x, t) = αke
−λka

2tsin
kπx

l
,ãäå {αk}∞k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ. ßñ-íî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u−k (x, 0) ≡ αksin

kπx
l ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ êíóëþ ïðè k → ∞. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áëèçêîãî ê íóëþçíà÷åíèÿ t < 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u−k (x, t) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè

k → ∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå u− âåäåò ñåáÿ íåóñòîé÷èâî ïî îòíî-øåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ äàííûõ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òîçàäà÷à 2 ïîñòàâëåíà íåêîððåêòíî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ t, åñëè �íà÷àëüíûå�óñëîâèÿ çàäàþòñÿ ïðè t = 0. Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿóðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè �ñ îáðàòíûì âðåìåíåì� äàåò â äîïîëíåíèå êçàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà åùå îäèí ïðèìåð íåêîððåêòíî ïîñòàâ-ëåííûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.70



�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó 3, çàêëþ÷àþùóþñÿ â íàõîæäåíèè â îáëàñòè
QT ðåøåíèÿ u íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
+ f(x, t), (2.17)óäîâëåòâîðÿþùåãî îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèÿì

u|x=0 = 0, u|x=l = 0 â (0, T ] (2.18)è îäíîðîäíîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
u|t=0 = 0 â (0, l). (2.19)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ(ii) f ∈ C1(QT ) è f(0, t) = f(l, t) = 0 ∀t ∈ [0, T ].Ñëåäóÿ ñõåìå ìåòîäà Ôóðüå, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå u çàäà÷è 3 â âèäåðÿäà

u(x, t) =

∞
∑

k=1

Tk(t) sin
kπx

l
(2.20)ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.8) ñ íåèçâåñòíûìè ïîêàêîý��èöèåíòàìè Tk(t). Ïðàâóþ ÷àñòü f â (2.17) òàêæå ðàçëîæèì â ðÿäÔóðüå ïî ñèíóñàì:

f(x, t) =

∞
∑

k=1

fk(t) sin
kπx

l
, (2.21)ãäå

fk(t) =
2

l

l
∫

0

f(x, t) sin
kπx

l
dx. (2.22)Ïîäñòàâëÿÿ (2.20) è (2.21) â (2.17), ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî

∞
∑

k=1

[

T ′
k(t) +

(

kπa

l

)2

Tk(t) − fk(t)

]

sin
kπx

l
= 0.Îòñþäà ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì äëÿ Tk:

T ′
k(t) + ω2

kTk(t) = fk(t), k = 1, 2, ..., (2.23)ãäå ωk = kπa/l. Ïîñêîëüêó â ñèëó íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (2.19) äëÿ u èìååì
u(x, 0) =

∞
∑

k=1

Tk(0) sin
kπx

l
= 0,71



òî îòñþäà ïîëó÷àåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ Tk:
Tk(0) = 0, k = 1, 2, .. . (2.24)�åøåíèå Tk ëèíåéíîé îäíîìåðíîé çàäà÷è Êîøè (2.23), (2.24) ïðè êàæäîì

k ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, èìååò âèä
Tk(t) =

∫ t

0

e−ω
2
k(t−τ)fk(τ)dτ. (2.25)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.25) äëÿ Tk(t) â ðÿä (2.20), ïîëó÷èì èñêîìîå ðå-øåíèå çàäà÷è 3 â âèäå

u(x, t) =
∞

∑

k=1

[
∫ t

0

e−ω
2
k(t−τ)fk(τ)dτ

]

sin
kπx

l
. (2.26)�àññóæäàÿ, êàê è â §1 ãë. 4, ëåãêî ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé(ii) ðÿä (2.26), à òàêæå ðÿäû, ïîëó÷åííûå äè��åðåíöèðîâàíèåì ðÿäà (2.26)îäèí ðàç ïî t ëèáî äâà ðàçà ïî x, ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ â çàìêíóòîé îáëàñòè

QT . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿä (2.26) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì çàäà÷è 3.Çàìå÷àíèå 2.3. Åñëè îäíîðîäíîå íà÷àëüíîå óñëîâèå (2.19) çàìåíèòüíåîäíîðîäíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.3), òî â ñèëó ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèèðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è (2.17), (2.18), (2.3) áóäåò ðàâíî ñóììåðåøåíèé (2.12) è (2.26) çàäà÷ 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî.Âåðíåìñÿ òåïåðü ê îáùåé íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷å 1. Ïðåäïîëàãàÿ,÷òî gi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2, ââåäåì �óíêöèþ
w(x, t) = g1(t) + [g2(t) − g1(t)]

x

l
. (2.27)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå u èñõîäíîé çàäà÷è 1 â âèäå

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t), (2.28)ãäå v � íîâàÿ èñêîìàÿ �óíêöèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (2.28) â (2.1)�(2.3), ïîëó÷èì,÷òî �óíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò â QT íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ
∂v

∂t
= a2∂

2v

∂x2
+ f(x, t), (2.29)ãäå

f(x, t) ≡ f(x, t)− ∂w

∂t
+ a2∂

2w

∂x2
,îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

v|x=0 = u(0, t)− w(0, t) = 0, v|x=l = u(l, t)− w(l, t) = 0, t ∈ (0, T ] (2.30)72



è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
v|t=0 = ϕ(x) ≡ ϕ(x) − w(x, 0), x ∈ (0, l). (2.31)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 äîñòàòî÷íî íàéòè ðåøåíèå v âñïî-ìîãàòåëüíîé çàäà÷è (2.29)�(2.31), êîòîðàÿ íàìè óæå ðåøåíà (ñì. çàìå÷àíèå2.3).Çàìå÷àíèå 2.4. Ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå ìåòîä Ôóðüå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿðåøåíèÿ äðóãèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Òàê, íà-ïðèìåð, â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà

∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= 0,
∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

x=l

= 0 (2.32)ðåøåíèå u ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è (2.4), (2.3), (2.32) òàêæå èìååò âèä ðÿäà(2.12), íî ãäå λk è Xk � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è �óíêöèè ñïåêòðàëüíîéçàäà÷è
X ′′ + λX = 0 â (0, l), X ′(0) = X ′(l) = 0.ßâíûå âûðàæåíèÿ λk è Xk ïðèâåäåíû â § 2 ãë. 4.�3. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â R3.1. Ïîñòàíîâêà è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â R.Ïóñòü QT = (−∞,∞) × (0, T ] ïðè T < ∞ è QT = (−∞,∞) × (0,∞) ïðè

T = ∞. �àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â R.Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
(3.1)â îáëàñòè QT , ãäå 0 < T ≤ ∞, óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u|t=0 = ϕ(x), −∞ < x <∞. (3.2)Çäåñü ϕ � çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ âR �óíêöèÿ. Çàäà÷à (3.1),(3.2) âîçíèêàåò ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðÿäà �èçè÷åñêèõ ïðî-öåññîâ, â ÷àñòíîñòè, ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â íåîãðàíè÷åííîì îä-íîðîäíîì ñòåðæíå, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî òåïëîèçîëèðîâàíà. Òîò�àêò, ÷òî T ≤ ∞, îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à (3.1), (3.2) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿêàê íà êîíå÷íîì (T <∞), òàê è íà áåñêîíå÷íîì (T = ∞) âðåìåííîì èíòåð-âàëå. Ïîëîæèì QT = (−∞,∞)×[0, T ] ïðè T <∞ è QT = (−∞,∞)×[0,∞)ïðè T = ∞.Îïðåäåëåíèå 3.1 Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1), (3.2) íàçû-âàåòñÿ �óíêöèÿ u ∈ C2,1(QT ) ∩ C(QT ), îãðàíè÷åííàÿ â QT , óäîâëåòâî-ðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (3.1) â êàæäîé òî÷êå (x, t) ∈ QT è óñëîâèþ (3.2) âêàæäîé òî÷êå x ∈ (−∞,∞). 73



Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1), (3.2).Òåîðåìà 3.1. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.1), (3.2) åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ u1 è
u2 çàäà÷è (3.1), (3.2) òàêèå, ÷òî

|u1| ≤M, |u2| ≤M â QT , M = 
onst <∞. (3.3)Òîãäà èõ ðàçíîñòü u = u1−u2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.1), îäíîðîäíîìóíà÷àëüíîìó óñëîâèþ u|t=0 = 0, ïðè÷åì |u| ≤ 2M â QT . Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
T < ∞, ââåäåì ïðÿìîóãîëüíèê QLT = {(x, t) : |x| < L, 0 < t ≤ T} èðàññìîòðèì â íåì �óíêöèþ

v(x, t) =
4M

L2

(

x2

2
+ a2t

)

. (3.4)Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΣLT ñóììó íèæíåé è áîêîâîé ãðàíèö ïðÿìîóãîëüíèêà
QLT . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1)è óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êàõ ΣLT óñëîâèÿì
v(x, 0) ≥ |u(x, 0)| = 0, x ∈ [−L, L], v(±L, t) ≥ 2M ≥ |u(±L, t)|, t ∈ [0, T ],èëè −v(x, t) ≤ u(x, t) ≤ v(x, t) íà ΣLT . Ïðèìåíèì ïðèíöèï ìàêñèìó-ìà ê ðàçíîñòè ìåæäó �óíêöèÿìè v è ±u â îáëàñòè QLT . Áóäåì èìåòü
v(x, t) − u(x, t) ≥ 0, v(x, t) + u(x, t) ≥ 0 íà QLT , èëè −v(x, t) ≤ u(x, t) ≤
v(x, t) ∀(x, t) ∈ QLT . Îòñþäà âûâîäèì, ÷òî

|u(x, t)| ≤ v(x, t) =
4M

L2

(

x2

2
+ a2t

)

∀(x, t) ∈ QLT . (3.5)Ôèêñèðóÿ çíà÷åíèÿ (x, t) è óñòðåìëÿÿ L ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷èì u(x, t) ≡
0 ∀(x, t) ∈ QLT . Åñëè æå T = ∞, òî âìåñòî QLT ñëåäóåò âûáðàòü ïðÿìî-óãîëüíèê QLT0

êîíå÷íîé âûñîòû T0 <∞ è ïîâòîðèòü ïðåäûäóùèå ðàññóæ-äåíèÿ.Çàìå÷àíèå 3.1. Îòìåòèì, ÷òî ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ óðàâíåíèÿ òåï-ëîïðîâîäíîñòè (3.1) â íåîãðàíè÷åííîé ïî x ëèáî t îáëàñòèQT íå ñïðàâåäëèâõîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ (3.1) ìîæåò íå äîñòèãàòü â òàêîéîáëàñòè íàèáîëüøåãî èëè íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé.Çàìå÷àíèå 3.2. Ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà åäèí-ñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3.1), (3.2) äëÿ íåîäíî-ðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Îíà áóäåò ðàññìîòðåíà â ï. 3.4.3.2. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ôóðüå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1), (3.2) è îäíîâðåìåííî íàõîæäåíèÿ åãî â ÿâíîì âèäåïðèìåíèì ìåòîä Ôóðüå. Ñëåäóÿ ýòîìó ìåòîäó, áóäåì ñíà÷àëà èñêàòü ÷àñò-íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) â âèäå
u(x, t) = X(x)T (t). (3.6)74



Ïîäñòàâëÿÿ (3.6) â (3.1) è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì
T ′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ2,ãäå λ2 � êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ. Îòñþäà ïðèõîäèì ê äâóì îáûêíîâåííûìäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì äëÿ T è X:

T ′(t) + a2λ2T (t) = 0, (3.7)
X ′′(x) + λ2X(x) = 0. (3.8)Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.8) èìååò âèä

X(x) = α
osλx+ βsinλx, (3.9)ãäå ïîñòîÿííûå α è β ìîãóò çàâèñåòü îò λ. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (3.7) ðàâíîïðîèçâåäåíèþ êîíñòàíòû íà �óíêöèþ
T (t) = e−a

2λ2t. (3.10)Ïîñêîëüêó êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèè X îòñóòñòâóþò, òî ïàðàìåòð λ â(3.9) è (3.10) ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ýòèì çàäà÷àÊîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåéêðàåâîé çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð λ ìîæåò ïðèíèìàòüëèøü ñ÷åòíîå (äèñêðåòíîå) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé.Ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèÿ uλ(x, t) = e−a
2λ2t[α(λ)
osλx + β(λ)sinλx] ÿâëÿ-åòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1) â îáëàñòè QT ïðè ëþáûõ α(λ) è

β(λ). Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ èíòåãðàëà
u(x, t) =

∫ ∞

−∞
uλ(x, t)dλ =

∫ ∞

−∞
e−a

2λ2t[α(λ)
osλx+ β(λ)sinλx]dλ (3.11)ïðè óñëîâèè, êîíå÷íî, ÷òî îí ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â QT è åãî ìîæíî äè�-�åðåíöèðîâàòü îäèí ðàç ïî t è äâàæäû ïî x ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Âû-áåðåì òåïåðü α(λ) è β(λ) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óêàçàííûå óñëîâèÿ èíà÷àëüíîå óñëîâèå (3.2). Ïîëàãàÿ â (3.11) t = 0, ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì (3.2),÷òî
ϕ(x) =

∫ ∞

−∞
[α(λ)
osλx+ β(λ)sinλx]dλ. (3.12)Íà ðàâåíñòâî (3.12) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ðàçëîæåíèå íà÷àëüíîé �óíê-öèè ϕ â èíòåãðàë Ôóðüå ïî �óíêöèÿì 
osλx è sinλx. Õîðîøî èçâåñòíî,(ñì. [19, 
. 355℄), ÷òî êîý��èöèåíòû α(λ) è β(λ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò-ñÿ ïî �óíêöèè ϕ, îáëàäàþùåé îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè ðåãóëÿðíîñòè, ñïîìîùüþ �îðìóë

α(λ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)
osλξdξ, β(λ) =

1

2π

∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)sinλξdξ. (3.13)75



Åñëè ïîäñòàâèòü (3.13) â (3.12), òî ïîëó÷èì �îðìóëó
ϕ(x) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dλ

∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)cosλ(ξ − x)dξ, (3.14)íàçûâàåìóþ ðàçëîæåíèåì �óíêöèè ϕ â èíòåãðàë Ôóðüå. Èçâåñòíî, (ñì.,íàïðèìåð, [47, ãë. 6℄), ÷òî �îðìóëà (3.14) ñïðàâåäëèâà, åñëè �óíêöèÿ ϕíåïðåðûâíà â (−∞,∞), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèðèõëå, ò.å. èìååò êîíå÷-íîå ÷èñëî ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ, è àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà â èíòåð-âàëå (−∞,∞), òàê ÷òî ñóùåñòâóåò íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ∫ ∞

−∞ |ϕ(x)|dx.Î äðóãèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñïðàâåäëèâîñòè �îðìóëû (3.14) ìîæíîïðî÷èòàòü â [19, ãë. 10℄.Ïîäñòàâèì òåïåðü (3.13) â (3.11). Ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü ïîäèíòåãðàëüíîé�óíêöèè ïî λ â ïîëó÷åííîì èíòåãðàëå, áóäåì èìåòü
u(x, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dλ

∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)e−a

2λ2t
osλ(ξ − x)dξ =

=
1

π

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)e−a

2λ2t
osλ(ξ − x)dξ.Ïîñëå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîò èíòåãðàë ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå
u(x, t) =

1

π

∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)dξ

∫ ∞

0

e−a
2λ2t
osλ(ξ − x)dλ. (3.15)Âíóòðåííèé èíòåãðàë â (3.15) ìîæíî ÿâíî âû÷èñëèòü. Äëÿ ýòîãî ïðè�èêñèðîâàííûõ x è t ââåäåì âìåñòî λ è ξ ïåðåìåííûå z è µ ïî �îðìóëàì

aλ
√
t = z, λ(ξ − x) = µz ⇒ µ =

ξ − x

a
√
t
, dλ =

dz

a
√
t
, t > 0. (3.16)Ñ ó÷åòîì çàìåíû (3.16) âíóòðåííèé èíòåãðàë â (3.15) ïðèíèìàåò âèä

∫ ∞

0

e−a
2λ2t
osλ(ξ − x)dλ =

1

a
√
t

∫ ∞

0

e−z
2
osµzdz ≡ 1

a
√
t
J(µ). (3.17)Çäåñü �óíêöèÿ J ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ïî ïàðàìåòðó

µ ∈ (−∞,∞) íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë. Äè��åðåíöèðóÿ J ïî ïàðàìåòðó µ,âûâîäèì, ÷òî J ′(µ) = −
∫ ∞

0 e−z
2

zsinµzdz, ïðè÷åì ýòî äè��åðåíöèðîâàíèåçàêîííî â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ïîñëå äè��åðåíöè-ðîâàíèÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.Ïðèìåíÿÿ äàëåå �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
∫ ∞

0

u′vdz = −
∫ ∞

0

uv′dz + uv|∞076



è ïîëàãàÿ u(z) = (1/2)e−z
2, v(z) = sinµz, u′ = −ze−z2, v′ = µ cosµz,âûâîäèì

J ′(µ) = −µ
2

∫ ∞

0

e−z
2
osµzdz = −µ

2
J(µ).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ J óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöè-àëüíîìó óðàâíåíèþ J ′(µ) = −(µ/2)J(µ). Îáùåå ðåøåíèå ïîñëåäíåãî èìååòâèä J(µ) = Cexp− (µ2/4), ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. ×òîáû îïðå-äåëèòü åå, ïîëîæèì çäåñü µ = 0. Ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì (3.17)

C = J(0) =

∫ ∞

0

e−z
2

dz =

√
π

2
.Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü èçâåñòíîé �îðìóëîé (ñì. [19, 
. 109℄)

∫ ∞

−∞
e−z

2

dz =
√
π. (3.18)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî

J(µ) =

√
π

2
e−

µ2

4 . (3.19)Ïîäñòàâëÿÿ (3.19) â (3.17), èìååì
∫ ∞

0

e−a
2λ2t
osλ(ξ − x)dλ =

√
π

2a
√
t
e−

(ξ−x)2

4a2t , t > 0. (3.20)Ó÷èòûâàÿ (3.20), ïåðåïèøåì îêîí÷àòåëüíî (3.15) â âèäå
u(x, t) =

∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)

1

2a
√
πt
e−

(ξ−x)2

4a2t dξ. (3.21)Çàìå÷àíèå 3.3. Ëåãêî ïîêàçàòü (ïîäñòàíîâêîé â (3.1)), ÷òî �óíêöèÿ
F (ξ, x, t) ≡ 1

2a
√
πt
e−

(ξ−x)2

4a2t , (3.22)ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê �óíêöèÿ îò x è t, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1)â êàæäîé òî÷êå (x, t) ïðè t > 0. Ôóíêöèÿ (3.22) íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëü-íûì ðåøåíèåì îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè â (3.1). Áîëåå ïîäðîáíî î íåìñì. íèæå.3.3. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ �óíê-öèÿ ϕ â (3.2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì(i) ϕ ∈ C(−∞,∞), |ϕ(x)| ≤M <∞ ∀x ∈ (−∞,∞).Äîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (i) �óíêöèÿ (3.21) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì (êëàñ-ñè÷åñêèì) ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (3.1), (3.2). Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî �óíê-öèÿ (3.21) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.1) â êàæäîé òî÷êå (x, t) ∈ QT . Äëÿ77



ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 3.3, ÷òî èíòåãðàë â (3.21), àòàêæå èíòåãðàëû, ïîëó÷åííûå åãî �îðìàëüíûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ïîäçíàêîì èíòåãðàëà äâàæäû ïî x è îäèí ðàç ïî t, ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ âëþáîì ïðÿìîóãîëüíèêå âèäà Π = Π(L, t0, T0) = {(x, t) : −L ≤ x ≤ L, t0 ≤
t ≤ T0}, ãäå t0 > 0, T0 ≤ T .Äè��åðåíöèðóÿ (3.21) ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ðàç ïî x è t, ïîëó÷èì ëèíåé-íóþ êîìáèíàöèþ èíòåãðàëîâ âèäà

I(x, t) =
1

tk

∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)(ξ − x)me−

(ξ−x)2

4a2t dξ, (3.23)ãäå k è m � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé èç ýòèõèíòåãðàëîâ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðå-ìåííûõ
z =

ξ − x

2a
√
t

(t > 0), ξ = x+ 2a
√
tz, dξ = 2a

√
tdz (3.24)ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë (3.23) ê âèäó

I(x, t) = (2a)m+1t
m+1

2 −k
∫ ∞

−∞
ϕ(x+ 2az

√
t)zme−z

2

dz. (3.25)Ïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ â (3.25), î÷åâèäíî, ìàæîðèðóåòñÿ �óíêöèåé
M |z|me−z2, êîòîðàÿ èíòåãðèðóåìà â èíòåðâàëå (−∞,∞). Îòñþäà ñëåäóåò(ñì., íàïðèìåð, [19, 
. 274℄) ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà â (3.25) ïðè
t ≥ t0 > 0. (Íåîáõîäèìîñòü ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ t ≥ t0 âûçûâàåòñÿ òåì, ÷òî�îðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ â (3.24) íå îïðåäåëåíà ïðè t = 0). Ñ ó÷åòîìýòîãî ïðèõîäèì íà îñíîâàíèè [19, 
. 276℄ ê âûâîäó î òîì, ÷òî �óíêöèÿ u,îïðåäåëÿåìàÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì (3.21), çàâèñÿùèì îò x è t êàê îòïàðàìåòðîâ, íåïðåðûâíà è èìååò ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà ïî x è t ïðè
t > 0, ïðè÷åì ýòè ïðîèçâîäíûå ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ äè��å-ðåíöèðîâàíèÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Òàê êàê ïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿâ (3.21) óäîâëåòâîðÿåò (â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.3) óðàâíåíèþ (3.1) â êàæäîéòî÷êå (x, t) ïðè t > 0, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è �óíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåòýòîìó óðàâíåíèþ ïðè t > 0.Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ (3.21) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëî-âèþ (3.2), ò. å. ÷òî

lim
t→0

u(x, t) = ϕ(x) ∀x ∈ (−∞,∞). (3.26)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî �àêòà îïÿòü âîñïîëüçóåìñÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõïî �îðìóëå (3.24). Ñ ó÷åòîì ýòîé çàìåíû èíòåãðàë (3.21) ïðèìåò âèä
u(x, t) =

1√
π

∫ ∞

−∞
ϕ(x+ 2az

√
t)e−z

2

dz. (3.27)78



Îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ u ïðè |x| < ∞ è t > 0, åñëè
|ϕ(x)| ≤M ∀x ∈ (−∞,∞). Äåéñòâèòåëüíî èç (3.27) èìååì

|u(x, t)| ≤ 1√
π

∫ ∞

−∞
|ϕ(x+ 2az

√
t)|e−z2

dz ≤ M√
π

∫ ∞

−∞
e−z

2

dz = M,òàê êàê â ñèëó (3.18)
1√
π

∫ ∞

−∞
e−z

2

dz = 1. (3.28)Óìíîæèì (3.28) íà ϕ(x) è âû÷òåì èç (3.27). Ïîëó÷èì
u(x, t)− ϕ(x) =

1√
π

∫ ∞

−∞

[

ϕ(x+ 2az
√
t) − ϕ(x)

]

e−z
2

dz.Îòñþäà èìååì
|u(x, t)− ϕ(x)| ≤ 1√

π

∫ ∞

−∞
|ϕ(x+ 2az

√
t) − ϕ(x)|e−z2

dz. (3.29)Â ñèëó óñëîâèé (i), î÷åâèäíî, èìååì
|ϕ(x+ 2az

√
t) − ϕ(x)| ≤ 2M ∀x, z ∈ (−∞,∞), t ∈ [0, T ]. (3.30)Ïóñòü ε > 0 � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî. Èç ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãîèíòåãðàëà â (3.28) âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî N , ÷òî

2M√
π

∫ −N

−∞
e−z

2

dz ≤ ε

3
,

2M√
π

∫ ∞

N

e−z
2

dz ≤ ε

3
. (3.31)�àçáèâàÿ èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ (−∞,∞) íà òðè ÷àñòè: (−∞,−N),

[−N,N ], (N,∞), è ó÷èòûâàÿ (3.30), (3.31), âûâîäèì èç (3.29), ÷òî
|u(x, t)− ϕ(x)| ≤ 2ε

3
+

1√
π

∫ N

−N
|ϕ(x+ 2az

√
t) − ϕ(x)|e−z2

dz. (3.32)Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà íà (−∞,∞), òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íîìàëûõ t > 0 è |x| ≤ L, |z| ≤ N èìååì |ϕ(x + 2az
√
t) − ϕ(x)| ≤ ε/3. Ñó÷åòîì ýòîãî èç íåðàâåíñòâà (3.32) ïîëó÷àåì

|u(x, t)− ϕ(x)| ≤ 2ε

3
+
ε

3

1√
π

∫ N

−N
e−z

2

dz ≤ 2ε

3
+
ε

3

1√
π

∫ ∞

−∞
e−z

2

dz = ε.Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî |u(x, t) − ϕ(x)| < ε ∀x ∈ (−∞,∞) ïðèäîñòàòî÷íî ìàëûõ t. Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ñëåäóåò (3.26).79



Çàìå÷àíèå 3.4. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå çà-äà÷è Êîøè
∂u

∂t
= a2

(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

) â R
3 × (0,∞), u|t=0 = ϕ(x, y, z) â R

3(3.33)äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé [21,
. 459℄
u(x, y, z, t) =

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

ϕ(ξ, η, ζ)
1

(2a
√
πt)3

e−
(ξ−x)2+(η−y)2+(ζ−z)2

4a2t dξdηdζ. (3.34)3.4. Çàäà÷à Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîíÿòèå îìåòîäå èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. �àññìîòðèì â ýòîì ïóíêòå çà-äà÷ó íàõîæäåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-ïðîâîäíîñòè
∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
+ f(x, t) (3.35)â îáëàñòè QT , óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(x, 0) = 0, x ∈ (−∞,∞) (3.36)è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íà áåñêîíå÷íîñòè
lim

x→±∞
u(x, t) = 0, lim

x→±∞
∂u(x, t)

∂x
= 0, t > 0. (3.37)Ýòè óñëîâèÿ â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ îáû÷íî âûïîëíÿþòñÿ.Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè î÷åíü ý��åêòèâ-íûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òàê íàçûâàåìîãî ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ ïðå-îáðàçîâàíèé. Ïîçíàêîìèìñÿ ñ èäååé ýòîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çà-äà÷è (3.35)�(3.37). Ñíà÷àëà ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ϕ � çà-äàííàÿ íà âåùåñòâåííîé îñè R �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òåì æå ñàìûìóñëîâèÿì, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî �îðìóëà Ôóðüå (3.14). Ïîñòàâèì â ñî-îòâåòñòâèå ϕ äðóãóþ �óíêöèþ

ϕ̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)eiλξdξ, (3.38)ãäå −∞ < λ <∞. Ôóíêöèÿ ϕ̂ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåìÔóðüå �óíêöèè ϕ. Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Ôóðüå (3.14) íåòðóäíî ïîêàçàòü,÷òî �óíêöèÿ ϕ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ñâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ϕ̂(λ) ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå (ñì. [19, ãë. 10℄)
ϕ(x) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
ϕ̂(λ)e−iλxdλ, x ∈ (−∞,∞). (3.39)80



Ïðàâàÿ ÷àñòü �îðìóëû (3.39) íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôó-ðüå.Ñëåäóÿ ìåòîäó èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âìåñòî �óíêöèè u áóäåìèñêàòü åå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x,ñ÷èòàÿ ïåðåìåííóþ t ïàðàìåòðîì, ò. å. áóäåì èñêàòü �óíêöèþ
û(λ, t) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
u(ξ, t)eiλξdξ. (3.40)Ñ÷èòàÿ, ÷òî çàäà÷à (3.35)�(3.37) ðàçðåøèìà è u � åå ðåøåíèå, íàéäåì óðàâ-íåíèå è äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü �óíê-öèÿ û. Äëÿ ýòîãî çàìåíèì â òîæäåñòâå (3.35) äëÿ ðåøåíèÿ u ïåðåìåííóþ xíà ξ, óìíîæèì îáå åãî ÷àñòè íà 1√

2π
eiλξ è ïðîèíòåãðèðóåì íà (−∞,∞). Âðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

1√
2π

∫ ∞

−∞

∂u(ξ, t)

∂t
eiλξdξ =

a2

√
2π

∫ ∞

−∞

∂2u(ξ, t)

∂ξ2
eiλξdξ + f̂(λ, t), (3.41)ãäå f̂ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè f ïî x, îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé

f̂(λ, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(ξ, t)eiλξdξ. (3.42)Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â (3.41). Èìååì

1√
2π

∫ ∞

−∞

∂u(ξ, t)

∂t
eiλξdξ =

d

dt

{

1√
2π

∫ ∞

−∞
u(ξ, t)eiλξdξ

}

=
dû(λ, t)

dt
. (3.43)Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì

I ≡ a2

√
2π

∫ ∞

−∞

∂2u(ξ, t)

∂ξ2
eiλξdξ =

a2

√
2π

∂u(ξ, t)

∂ξ
eiλξ

∣

∣

∣

∣

∞

−∞
−a

2iλ√
2π

∫ ∞

−∞

∂u(ξ, t)

∂ξ
eiλξdξ.(3.44)Â ñèëó óñëîâèé (3.37) âíåèíèòåãðàëüíîé ÷ëåí â (3.44) èñ÷åçàåò. Ïðîâîäÿïîâòîðíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, áóäåì èìåòü

I = −a
2iλ√
2π
u(ξ, t)eiλξ

∣

∣

∣

∣

∞

−∞
+
a2(iλ)2

√
2π

∫ ∞

−∞
u(ξ, t)eiλξdξ = −a2λ2û(λ, t). (3.45)Âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí îïÿòü èñ÷åç â ñèëó (3.37). Ïîäñòàâëÿÿ (3.43) è (3.45)â (3.41), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

dû(λ, t)

dt
+ a2λ2û(λ, t) = f̂(λ, t). (3.46)81



Ïîëàãàÿ äàëåå â (3.40) t = 0, ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì (3.36) íà÷àëüíîå óñëîâèå
û(λ, 0) = 0. (3.47)�åøåíèå çàäà÷è (3.46), (3.47), àíàëîãè÷íîé çàäà÷å (2.23), (2.24), èìååò âèä

û(λ, t) =

∫ t

0

f̂(λ, τ)e−λ
2a2(t−τ)dτ. (3.48)Òåì ñàìûì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå û ðåøåíèÿ u íàéäåíî. Îñòàëîñü ëèøüâîññòàíîâèòü �óíêöèþ u ïî û. Â ñèëó (3.39) èìååì

u(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
û(λ, t)e−iλxdλ.Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âìåñòî û(λ, t) âûðàæåíèå (3.48), áóäåì èìåòü

u(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−iλxdλ

∫ t

0

f̂(λ, τ)e−λ
2a2(t−τ)dτ.Ïðîèçâåäåì çäåñü çàìåíó ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ è âîñïîëüçóåìñÿ �îð-ìóëîé (3.42) äëÿ f̂ . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî

u(x, t) =
1

2π

∫ t

0

∫ ∞

−∞
f(ξ, τ)dξdτ

∫ ∞

−∞
e−λ

2a2(t−τ)eiλ(ξ−x)dλ. (3.49)Âíóòðåííèé èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé λ âû÷èñëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå. Äåé-ñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ â ñèììåòðè÷íûõ ïðåäåëàõ îò÷åòíîé è íå÷åòíîé �óíêöèé è ñîîòíîøåíèå (3.20), èìååì
∫ ∞

−∞
e−λ

2a2(t−τ)eiλ(ξ−x)dλ =

∫ ∞

−∞
e−λ

2a2(t−τ)[cosλ(ξ − x) + isinλ(ξ − x)]dλ =

= 2

∫ ∞

0

e−λ
2a2(t−τ)cosλ(ξ − x)dλ =

√
π

2a
√
t− τ

e
− (ξ−x)2

4a2(t−τ) . (3.50)Ïîäñòàâëÿÿ (3.50) â (3.49), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îêîí÷àòåëüíîé �îðìóëåðåøåíèÿ u:
u(x, t) =

∫ t

0

∫ ∞

−∞

1

2a
√

π(t− τ)
e
− (ξ−x)2

4a2(t−τ)f(ξ, τ)dξdτ. (3.51)Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî �îðìóëà (3.51) äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿåòðåøåíèå çàäà÷è (3.35)-(3.37) â ñëó÷àå, êîãäà f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
f ∈ C1(QT ), lim

x→±∞
f(x, t) = 0, lim

x→±∞
∂f(x, t)

∂x
= 0 ∀t ≥ 0.82



Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ êëàñ-ñè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Êðîìå ðàññìîòðåííîãî âûøåèíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå ïðåîáðàçîâà-íèÿ. Èç íèõ íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ êîñèíóñ è ñèíóñ � ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå
f̂c(λ) =

√

2

π

∫ ∞

0

f(ξ)cosλξdξ, f̂s(λ) =

√

2

π

∫ ∞

0

f(ξ)sinλξdξ, 0 < λ <∞(3.52)è ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé
f(λ) =

∫ ∞

0

f(ξ)e−λξdξ, λ = σ + iτ, 0 < σ0 ≤ σ. (3.53)Óêàçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ íà ïîëóáåñêîíå÷íîì ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ èíòåðâàëå. Áî-ëåå ïîäðîáíî ñ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÷èòàòåëü ìîæåò ïî-çíàêîìèòüñÿ â [21, ãë. 33�35℄.3.5. Ôèçè÷åñêèé àíàëèç ðåøåíèÿ. Îáðàòèìñÿ ê �îðìóëå (3.21), ðå-øàþùåé çàäà÷ó Êîøè (3.1), (3.2), è óêàæåì åå �èçè÷åñêèé ñìûñë â ïðåä-ïîëîæåíèè, ÷òî u îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â áåñêîíå÷íîìñòåðæíå, ðàñïîëîæåííîì â íàïðàâëåíèè îñè x.Íà÷íåì íàø àíàëèç ñ óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî ñîãëàñíî �îðìóëå (3.21)òåïëî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü ñòåðæíÿ ìãíîâåííî, à íå ñ êàêîé-ëèáî êîíå÷-íîé ñêîðîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ϕ ïîëîæè-òåëüíà äëÿ α < x < β è ðàâíà íóëþ âíå ýòîãî îòðåçêà. Òîãäà ïîñëåäóþùååðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð â ñòåðæíå îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé.
u(x, t) =

∫ β

α

ϕ(ξ)
1

2a
√
πt
e−

(ξ−x)2

4a2t dξ. (3.54)Èç (3.54) âèäíî, ÷òî ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ t > 0 è ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ
x u(x, t) áîëüøå íóëÿ.Îòñþäà âûòåêàåò ïàðàäîêñàëüíûé âûâîä î òîì, ÷òî òåïëî ðàñïðîñòðà-íÿåòñÿ â ñòåðæíå ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòüþ. Ôèçè÷åñêè ýòî, êîíå÷íî, íå ñî-îòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè, à äàííûé âûâîä ìû ñäåëàëè ëèøü íà îñíî-âàíèè ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â ñòåðæíå îïèñû-âàåòñÿ óðàâíåíèåì (3.1). Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ìîæíîñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ÿâëÿåòñÿ íå ñîâñåìòî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà (ëèáîïðîöåññà äè��óçèè âåùåñòâà). Òåì íå ìåíåå ïðèìåíåíèå óðàâíåíèÿ òåïëî-ïðîâîäíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü îïðàâäàííûì íà ïðàêòèêå, ïîñêîëüêó çà èñ-êëþ÷åíèåì ïðèâåäåííîãî ïàðàäîêñà è íåêîòîðûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àåâ83



îíî îòíîñèòåëüíî òî÷íî ìîäåëèðóåò ðåàëüíûå �èçè÷åñêèå ïðîöåññû ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ òåïëà ëèáî äè��óçèè âåùåñòâà.Îòìåòèì åùå îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. �åøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.1),(3.2) åñòü �óíêöèÿ, íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ ïðè t > 0 ñêîëüêîóãîäíî ðàç ïî x è t, íåçàâèñèìî îò òîãî, áóäåò ëè èìåòü ïðîèçâîäíûå �óíê-öèÿ ϕ èëè íåò. Óêàçàííîå ñâîéñòâî âíóòðåííåé ãëàäêîñòè ðåøåíèé ñóùå-ñòâåííî îòëè÷àåò îäíîðîäíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè îò óðàâíåíèÿêîëåáàíèÿ ñòðóíû.Âûÿñíèì òåïåðü �èçè÷åñêèé ñìûñë �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ (3.22)îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè â (3.1). �àññóæäàÿ, êàê â [21, 
. 457℄, âûäåëèììàëûé ýëåìåíò ñòåðæíÿ (x0 − h, x0 + h) îêîëî òî÷êè x0 è áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî �óíêöèÿ ϕ, îïèñûâàþùàÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, ðàâ-íà íóëþ âíå ïðîìåæóòêà (x0 − h, x0 + h) è èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ϕ0âíóòðè íåãî. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ (ñì. � 4 ãë. 1) ýòî îçíà÷àåò, ÷òîâ íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ýòîìó ýëåìåíòó ñîîáùåíî êîëè÷åñòâî òåïëà
Q = 2hρcϕ0, êîòîðîå âûçâàëî ïîâûøåíèå òåìïåðàòóðû íà âåëè÷èíó ϕ0 âýòîì ñòåðæíå. Çäåñü ρ è c îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíóþ ïëîòíîñòüè óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü ñòåðæíÿ. Â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè ðàñ-ïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå äàåòñÿ �îðìóëîé (3.21), êîòîðàÿ â íà-øåì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä:

u(x, t) =

∫ x0+h

x0−h
ϕ0

1

2a
√
πt
e−

(ξ−x)2

4a2t dξ =
Q

2aρc
√
πt

1

2h

∫ x0+h

x0−h
e−

(ξ−x)2

4a2t dξ.Áóäåì òåïåðü óìåíüøàòü h äî íóëÿ,

�èñ. 3.1

ò. å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî æå êîëè÷åñòâîòåïëà Q ðàñïðåäåëÿåòñÿ íà âñå ìåíüøåìó÷àñòêå è â ïðåäåëå ñîîáùàåòñÿ ñòåðæ-íþ â òî÷êå x = x0. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåìê ïîíÿòèþ ìãíîâåííîãî òî÷å÷íîãî èñ-òî÷íèêà òåïëà èíòåíñèâíîñòè Q, ïî-ìåùåííîãî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 âòî÷êå x = x0. Îò äåéñòâèÿ òàêîãî ìãíî-âåííîãî èñòî÷íèêà òåïëà â ñòåðæíå âîç-íèêàåò ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð, îïðå-äåëÿåìîå �îðìóëîé
lim
h→0

Q

2aρc
√
πt

1

2h

∫ x0+h

x0−h
e−

(ξ−x)2

4a2t dξ. (3.55)Ïðèìåíèâ òåîðåìó î ñðåäíåì, áóäåì èìåòü
1

2h

∫ x0+h

x0−h
e−

(ξ−x)2

4a2t dξ = e−
(ξ0−x)2

4a2t , ξ0 ∈ (x0 − h, x0 + h).84



Òàê êàê ξ0 → x0 ïðè h→ 0, òî â ïðåäåëå âûðàæåíèå (3.55) ïðèíèìàåò âèä
Q

2aρc
√
πt
e−

(x0−x)2

4a2t . (3.56)Ïðè Q = ρc (3.56) ïåðåõîäèò â �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå F (x0, x, t),îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé (3.22). Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïîñâîåìó �èçè÷åñêîìó ñìûñëó �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (3.22) îïèñûâàåòðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â áåñêîíå÷íîì îäíîðîäíîì ñòåðæíå, êîòîðîåâûçûâàåòñÿ ìãíîâåííûì òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì òåïëà èíòåíñèâíîñòè
Q = ρc, ïîìåùåííûì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â òî÷êå x = ξñòåðæíÿ.�ðà�èêè �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ F (ξ, x, t) ïðè �èêñèðîâàííîì ξêàê �óíêöèè îò x â �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè t1 < t2 < t3 ïðåä-ñòàâëåíû íà ðèñ. 3.1. Ïëîùàäü ïîä êàæäîé èç ýòèõ êðèâûõ ðàâíà

∫ ∞

−∞

1

2a
√
πt
e−

(ξ−x)2

4a2t dξ =
1√
π

∫ ∞

−∞
e−α

2

dα = 1.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîëè÷åñòâî òåïëà Q = ρc â ñòåðæíå îñòàåòñÿ íåèçìåííûìñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Èç ðèñ. 3.1 âèäíî, ÷òî ïî÷òè âñÿ ïëîùàäü, îãðàíè÷åí-íàÿ êðèâîé (3.22) è îñüþ àáñöèññ, íàõîäèòñÿ íàä ïðîìåæóòêîì (ξ−ε, ξ+ε),ãäå ε � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî, åñëè òîëüêî çíà÷åíèå t > 0 äîñòàòî÷íî ìà-ëî. Âåëè÷èíà ýòîé ïëîùàäè, óìíîæåííàÿ íà ρc, ðàâíà êîëè÷åñòâó òåïëà,ïîäâîäèìîìó â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ê ñòåðæíþ. Òàêèì îá-ðàçîì, äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé t > 0 ïî÷òè âñå òåïëî ñîñðåäîòî÷åíî â ìàëîéîêðåñòíîñòè òî÷êè x = ξ, òîãäà êàê â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 âñåêîëè÷åñòâî òåïëà ñîñðåäîòî÷åíî â òî÷êå x = ξ, ãäå íàõîäèòñÿ ìãíîâåííûéòî÷å÷íûé èñòî÷íèê òåïëà.

85



�ËÀÂÀ 6. Ýëåìåíòû òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõóðàâíåíèé è ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèéÌàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ ðàçëè÷íîé �è-çè÷åñêîé ïðèðîäû ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè-÷åñêîãî òèïà. Íàèáîëåå ïðîñòåéøèì è â òî æå âðåìÿ âàæíåéøèì ïðåäñòà-âèòåëåì óðàâíåíèé ýòîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ëàïëàñà ∆u = 0. Çäåñü
∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà (åãî îïðåäåëåíèå ñì. â § 3 ãë. 1). Â ýòîé ãëàâå áó-äóò èçó÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà åãî ðåøåíèé, íàçûâàåìûõ ãàðìîíè÷åñêèìè�óíêöèÿìè.�1. Óðàâíåíèå Ëàïëàñà. Ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ èãàðìîíè÷åñêèå ïîòåíöèàëû1.1. Îïðåäåëåíèå ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè. Â ýòîì è ñëåäóþùèõïàðàãðà�àõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü (íåîäíîðîäíîå) óðàâíåíèå Ëàïëàñà

∆u = −f, (1.1)ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. ãë. 1), ÷òî óðàâíåíèå (1.1)ìîäåëèðóåò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â îáëàñòè Ω, çàïîë-íåííîé îäíîðîäíîé ñðåäîé, ïðè óñëîâèè, ÷òî f îïèñûâàåò îáúåìíóþ ïëîò-íîñòü âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà. Ïîòåíöèàë ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ëèáîêóëîíîâ ïîòåíöèàë) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1), ãäå f îïèñûâàåòîáúåìíóþ ïëîòíîñòü ìàññ (ëèáî ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ). Îñîáåííî âàæíóþðîëü èãðàåò îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ëàïëàñà
∆u = 0, (1.2)îïèñûâàþùåå ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíûå �èçè÷åñêèå ïðîöåññû â îò-ñóòñòâèå âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ. Â äàëüíåéøåì, ñëåäóÿ óñòîÿâøåéñÿ òåðìè-íîëîãèè, ïîä óðàâíåíèåì Ëàïëàñà áóäåì ïîíèìàòü èìåííî óðàâíåíèå (1.2),òîãäà êàê íà (1.1) áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà óðàâíåíèå Ïóàññîíà.Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàí-ñòâå R

n ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà n ≥ 2 èçìåðåíèé. Ôèçè÷åñêèé èíòåðåñ, êî-íå÷íî, ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àè n = 3 (òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî) è n = 2(ïëîñêîñòü). Ïîëîæèì Ωe = R
n \ Ω.Îïðåäåëåíèå 1.1. Ôóíêöèÿ u : Ω → R íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â

Ω, åñëè îíà äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà â Ω è óäîâëåòâîðÿåò âêàæäîé òî÷êå x ∈ Ω óðàâíåíèþ Ëàïëàñà (1.2).Îïðåäåëåíèå 1.2. Ôóíêöèÿ u : Ωe → R íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé âîâíåøíîñòè Ωe îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω, åñëè îíà äâàæäûíåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà â Ωe, óäîâëåòâîðÿåò âñþäó â Ωe óðàâíåíèþ86



Ëàïëàñà (1.2) è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ x ∈ Ωe óäîâëåòâî-ðÿåò óñëîâèþ
|u(x)| ≤ C

|x|n−2
. (1.3)Çäåñü Ñ � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò u, íî íå çàâèñÿùàÿ îò

x. Â ñëó÷àå äâóìåðíîé îáëàñòè Ω óñëîâèå (1.3) îçíà÷àåò, ÷òî ãàðìîíè÷åñêàÿâ íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà áåñêîíå÷-íîñòè.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îïðåäåëåíèå ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè îòíîñèòñÿ ê ñëó-÷àþ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà; åñëè ãîâîðÿò î �óíêöèè, ãàðìîíè÷åñêîé â çà-ìêíóòîì ìíîæåñòâå Ω, òî ïîä ýòèì ïîíèìàþò, ÷òî äàííàÿ �óíêöèÿ ãàð-ìîíè÷íà â áîëåå øèðîêîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå Q ⊃ Ω. Çàìåòèì òàêæå,÷òî îïðåäåëåíèå ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè íå íàêëàäûâàåò íèêàêèõ îãðàíè-÷åíèé íà ïîâåäåíèå �óíêöèè íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω.Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü íà-õîæäåíèÿ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿËàïëàñà â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ íåîãðàíè÷åííîé ãðàíèöåé èëè, êàêãîâîðÿò, ñ ãðàíèöåé, ïðîñòèðàþùåéñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Äëÿ òàêèõ îáëà-ñòåé óñëîâèå (1.3) íà áåñêîíå÷íîñòè, âõîäÿùåå â îïðåäåëåíèå ãàðìîíè÷å-ñêîé �óíêöèè, ìîæåò èçìåíÿòüñÿ. Îäíàêî, â ýòîé ãëàâå ìû íå áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü òàêèå îáëàñòè.1.2. Ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Íèæå áóäåì çà-íèìàòüñÿ, â îñíîâíîì, èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà âòðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R3 è íà ïëîñêîñòè R2. Èçâåñòíî, ÷òî â ïðîñòðàí-ñòâå R
3 ìîæíî ââåñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò.Íàèáîëåå âàæíûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ äåêàðòîâà, ñ�åðè÷åñêàÿ è öèëèíäðè-÷åñêàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïóñòü x, y, z; r, θ, ϕ è ρ, ϕ, z îáîçíà÷àþò ñîîò-âåòñòâåííî äåêàðòîâû, ñ�åðè÷åñêèå è öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè

x ∈ R
3. Íàïîìíèì, ÷òî òðåõìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîé

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
(1.4)â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, �îðìóëîé

∆u = ∆r,θ,ϕu ≡ 1

r2

∂

∂r

(

r2∂u

∂r

)

+
1

r2sinθ

∂

∂θ

(

sinθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sin2θ

∂2u

∂ϕ2
(1.5)â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è

∆u = ∆ρ,ϕ,zu ≡ 1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂u

∂ρ

)

+
1

ρ2

∂2u

∂ϕ2
+
∂2u

∂z2
(1.6)87



â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Â ïðèëîæåíèÿõ âàæíóþ ðîëü èãðàþò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, îá-ëàäàþùèå ñ�åðè÷åñêîé èëè öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, ò. å. çàâèñÿùèåòîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé: r èëè ρ. Íàéäåì ñíà÷àëà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿËàïëàñà, çàâèñÿùèå òîëüêî îò r. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óðàâíåíèå Ëàïëàñà âñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ è âîñïîëüçóåìñÿ òåì �àêòîì, ÷òî ðåøåíèå u íåçàâèñèò îò θ è ϕ. Ó÷èòûâàÿ (1.5), ïîëó÷èì óðàâíåíèå
1

r2

d

dr

(

r2du

dr

)

= 0, r = |x| > 0. (1.7)Óìíîæàÿ íà r2 è èíòåãðèðóÿ äâàæäû ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, âûâîäèì, ÷òî
u(x) = U(r) ≡ C1/r+C2, ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïîëàãàÿçäåñü C1 = 1/4π, C2 = 0, ïîëó÷èì �óíêöèþ

u(x) =
1

4π|x| ≡
1

4πr
. (1.8)Ôóíêöèÿ (1.8) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé è, áîëåå òîãî, àíà-ëèòè÷åñêîé âñþäó â R3, êðîìå òî÷êè x = 0, ãäå îíà èìååò îñîáåííîñòü1-ãî ïîðÿäêà. Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþËàïëàñà (1.2) â êàæäîé òî÷êå x 6= 0 è óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè ñ ïåðâûìïîðÿäêîì ïî |x|−1. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â R3 \ {0}.Ôóíêöèþ (1.8) íàçûâàþò ñèíãóëÿðíûì ðåøåíèåì îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïðî-ñòðàíñòâå R3. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñóììó ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ è ëþáîé ãàð-ìîíè÷åñêîé �óíêöèè íàçûâàþò �óíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì îïåðàòîðàËàïëàñà. Âìåñòî òåðìèíà �ñèíãóëÿðíîå� èñïîëüçóþò òàêæå òåðìèíû �ýëå-ìåíòàðíîå�, ëèáî �ãëàâíîå �óíäàìåíòàëüíîå� ðåøåíèå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òîíàçâàíèå �ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå� îòíîñèòñÿ èìåííî ê �óíêöèè (1.8), îòëè-÷àþùåéñÿ îò �óíêöèè 1/|x| ìíîæèòåëåì 1/4π. Ïðè÷èíà ïîÿâëåíèÿ ýòîãîìíîæèòåëÿ âûÿñíèòñÿ ïîçæå.Ïðèâåäåííûé çäåñü ðåçóëüòàò îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè â êà÷åñòâå râ (1.8) âçÿòü ðàññòîÿíèå îò ïåðåìåííîé òî÷êè x = (x1, x2, x3) äî ïðîèçâîëü-íîé òî÷êè y = (y1, y2, y3) ∈ R3. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿëåììàËåììà 1.1. Ôóíêöèÿ E3(·,y) : R3 → R, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé

E3(x,y) ≡ 1

4π|x − y| =
1

4π
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2
, x 6= y,(1.9)ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â ëþáîé îáëàñòè Ω ïðîñòðàíñòâà R3, íå ñîäåð-æàùåé òî÷êè y.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè y = 0 ëåììà óæå äîêàçàíà. Ïðè y 6= 0 ñëåäóåòââåñòè ñ�åðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå y è ïîâòîðèòüïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ. 88



Ôóíêöèþ (1.9) íèæå áóäåì íàçûâàòü ñèíãóëÿðíûì ðåøåíèåì îïåðàòîðàËàïëàñà â R3 ñ öåíòðîì â òî÷êå y.Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿËàïëàñà â ïðîñòðàíñòâå R3, çàâèñÿùåå òîëüêî îò êîîðäèíàòû ρ, èìååò âèä
u(x) = U(ρ) = C1ln

1

ρ
+ C2. (1.10)Íàïîìíèì, ÷òî ρ ñâÿçàíà ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè x è y �îðìóëîé

ρ =
√

x2 + y2. (1.11)Ïîñêîëüêó â ñèëó (1.11) �óíêöèÿ (1.10) íå çàâèñèò îò äåêàðòîâîé êîîðäè-íàòû z, òî åå äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ïðè z = 0, ò. å. íà ïëîñêîñòè R2.Ïðè C1 = 1/2π, C2 = 0 ïîëó÷èì �óíêöèþ
u(x) =

1

2π
ln

1

ρ
=

1

2π
ln

1

|x| , ρ = |x| =
√

x2 + y2,íàçûâàåìóþ ñèíãóëÿðíûì ðåøåíèåì îïåðàòîðà Ëàïëàñà â R2. Ñîîòâåòñòâó-þùàÿ �óíêöèÿ E2(·,y) : R
2 → R, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé

E2(x,y) ≡ 1

2π
ln

1

|x − y| =
1

4π
ln

1

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
, x 6= y = (y1, y2),(1.12)íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ðåøåíèåì îïåðàòîðà Ëàïëàñà â R

2 ñ öåíòðîì âòî÷êå y ∈ R2 èëè ïðîñòî ñèíãóëÿðíûì ðåøåíèåì â R2, åñëè y = 0. Ïîïîñòðîåíèþ �óíêöèÿ (1.12) óäîâëåòâîðÿåò äâóìåðíîìó óðàâíåíèþ Ëàïëàñà
∆u ≡ ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (1.13)â êàæäîé òî÷êå x 6= y. Îäíàêî â îòëè÷èå îò �óíêöèè (1.9), óáûâàþùåé íàáåñêîíå÷íîñòè, �óíêöèÿ (1.12) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé ïðè |x| → ∞. Ïî-ýòîìó îíà íå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Îäíàêîîíà, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïëîñ-êîñòè R2, íå ñîäåðæàùåé òî÷êè y. Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ââèäå ëåììû.Ëåììà 1.2. Ôóíêöèÿ (1.12) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà (1.13)âñþäó íà ïëîñêîñòè R2, êðîìå òî÷êè x = y, è ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîéâ ëþáîì îòêðûòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ R2, íå ñîäåðæàùåìòî÷êè y.�àññìîòðèì òåïåðü ïðîñòðàíñòâî Rn ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà n ≥ 3 èçìå-ðåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ωn ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñ�åðû â Rn. Èçâåñòíî [9,89




. 43℄, ÷òî ωn = 2πn/2/Γ(n/2), ãäå Γ � ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà. Íåïîñðåä-ñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåé ëåììû.Ëåììà 1.3. Ôóíêöèÿ En(·,y) : R
n → R, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé

En(x,y) ≡ 1

ωn|x − y|n−2
, x 6= y, n ≥ 3, (1.14)ãäå âåëè÷èíà |x− y| =

√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + ...+ (xn − yn)2 èìååòñìûñë ðàññòîÿíèÿ îò ïåðåìåííîé òî÷êè x = (x1, x2, ..., xn) äî �èêñèðîâàí-íîé òî÷êè y = (y1, y2, ..., yn), ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â ëþáîì îòêðûòîììíîæåñòâå Ω ïðîñòðàíñòâà Rn, íå ñîäåðæàùåé òî÷êè y.Ôóíêöèþ (1.14) áóäåì íàçûâàòü ñèíãóëÿðíûì ðåøåíèåì îïåðàòîðà Ëà-ïëàñà â Rn ñ öåíòðîì â òî÷êå y èëè ïðîñòî ñèíãóëÿðíûì ðåøåíèåì â Rn,åñëè y = 0.1.3. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ. Ïîòåíöèàëûìîíîïîëåé, äèïîëåé è ìóëüòèïîëåé. Èçó÷èì �èçè÷åñêèé ñìûñë ñèí-ãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ En(·,y) îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïðè n = 3 èëè 2. Ñ ýòîéöåëüþ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä âåëè÷èíû q, ñîñðåäî-òî÷åííûé â òî÷êå y ∈ R
3. Íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó (y, q) áóäåì ññû-ëàòüñÿ êàê íà òî÷å÷íûé çàðÿä (èëè ìîíîïîëü ëèáî ìóëüòèïîëü íóëåâîãîïîðÿäêà) ñ öåíòðîì â òî÷êå y èíòåíñèâíîñòè q. Èç ðåçóëüòàòîâ ãë. 1(ñì. òàêæå [38, 
. 64℄) ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë u ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ,ñîçäàâàåìîãî ìîíîïîëåì (y, q) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ïðîñòðàíñòâà R

3,îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
u(x) =

q

4π|x − y| ≡ qE3(x,y). (1.15)Íà îñíîâàíèè (1.15) âûâîäèì, ÷òî ïî ñâîåìó �èçè÷åñêîìó ñìûñëó E3(x,y)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèå â òî÷êå x ∈ R3 ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî åäèíè÷íûì òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì, ñîñðåäîòî÷åííûì âòî÷êå y. Âïðî÷åì, íåïîñðåäñòâåííûé �èçè÷åñêèé ñìûñë èìååò íå ñàì ïî-òåíöèàë u â (1.15), à åãî ãðàäèåíò, òî÷íåå âåêòîðíîå ïîëå íàïðÿæåííîñòèýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E(x,y) = −kq∇xE3(x,y). Çäåñü èíäåêñ �x� ó îïåðà-òîðà ∇ îçíà÷àåò, ÷òî îí ïðèìåíÿåòñÿ ê E3 êàê �óíêöèè îò x, k � íåêîòîðàÿêîíñòàíòà, âåëè÷èíà è ðàçìåðíîñòü êîòîðîé çàâèñÿò îò âûáðàííîé ñèñòåìûåäèíèö. Â ÷àñòíîñòè, k = 1 â ñèñòåìå ÑÈ. Èìåííî âåêòîð E(x,y) â êàæ-äîé òî÷êå x ∈ R3 ðàâåí ñèëå, ñ êîòîðîé òî÷å÷íûé çàðÿä (y, q) äåéñòâóåòíà åäèíè÷íûé òî÷å÷íûé çàðÿä, ïîìåùåííûé â òî÷êó x [38, 
. 15℄. Ïîëàãàÿ
r = |x − y| =

√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2, ëåãêî íàõîäèì, ÷òî
∂r

∂xi
=
xi − yi
r

,
∂

∂xi

(

1

|x − y|

)

≡ ∂

∂xi

(

1

r

)

= − 1

r2

∂r

∂xi
= −xi − yi

r3
,

∂

∂yi
(

1

|x− y|) =
xi − yi
r3

, ∇x

(

1

|x− y|

)

= − x − y

|x − y|3 = −∇y

(

1

|x − y|

)

.(1.16)90



Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
E(x,y) = −kq∇x

(

1

4π|x − y|

)

=
qk

4π

(x− y)

|x − y|3 .Åñëè æå â òî÷êå y ñîñðåäîòî÷åíà ìàññà âåëè÷èíû q, òî �óíêöèÿ (1.15) îïè-ñûâàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ðàçìåðíîé êîíñòàíòû ãðàâèòà-öèîííûé ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé â òî÷êå x ∈ R3 òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîììàññ (y, q).Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê �óíêöèè E2(·,y), êîòîðóþ, êàê óæå óêàçûâàëîñüâûøå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íà ïëîñêîñòè R
2, òàê è â ïðîñòðàíñòâå R

3.Àíàëîãè÷íûå âûøåïðèâåäåííûì ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî E2(x,y)ïðè ïåðâîé (�ïëîñêîé�) èíòåðïðåòàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèå â ïðî-èçâîëüíîé òî÷êå x ∈ R2 ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîãî (íà ïëîñêîñòè) èñòî÷íèêà,ñîñðåäîòî÷åííîãî â òî÷êå y ∈ R
2. Ïðè òðåõìåðíîé èíòåðïðåòàöèè E2(x,y)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ R3 ïîòåíöèàëà, ñî-çäàâàåìîãî çàðÿäàìè (èëè ìàññàìè), ðàñïðåäåëåííûìè ñ ïîñòîÿííîé ïëîò-íîñòüþ âäîëü ïðÿìîé x1 = y1, x2 = y2, ïðîõîäÿùåé ïàðàëëåëüíî îñè x3÷åðåç òî÷êó y′ = (y1, y2) ∈ R

2.Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿâèòü �èçè÷åñêèé ñìûñë ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ, ìûââåëè ñïåöèàëüíûé òî÷å÷íûé îáúåêò, íàçûâàåìûé ìîíîïîëåì, è ïîêàçàëè,÷òî åãî ïîòåíöèàë ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàí-òû) ñ ñèíãóëÿðíûì ðåøåíèåì E3(·,y). Íàðÿäó ñ ìîíîïîëåì, âàæíóþ ðîëü â�èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ èãðàåò åùå îäèí òî÷å÷íûé îáúåêò, íàçûâàåìûéäèïîëåì èëè ìóëüòèïîëåì ïåðâîãî ïîðÿäêà. ×òîáû ñêîíñòðóèðîâàòü äè-ïîëü, âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y è ïðîâåäåì ÷åðåç íåå â íàïðàâëåíèèíåêîòîðîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà e1 îñü l1. Ïóñòü òî÷êè y′ è y′′ ðàñïîëîæåíûíà îñè l1 ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî y íà ðàññòîÿíèè h äðóã îò äðóãà, èïóñòü â íèõ ñîñðåäîòî÷åíû òî÷å÷íûå çàðÿäû −q è q (ñì. ðèñ. 1.1à), ïðè÷åì
q > 0.Èç �èçèêè èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ òàê æå, êàê èãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Ñîãëàñíî ýòîìóïðèíöèïó, êóëîíîâ ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ìîíîïîëÿìè (y′,−q) è
(y′′, q) â òî÷êå x 6= y′, y′′, îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

u(x;y′,y′′) =
q

4π|y′′ − x| −
q

4π|y′ − x| . (1.17)Èç (1.17) âèäíî, ÷òî ïðè h = |y′−y′′| → 0 ïîòåíöèàë u(x;y′,y′′) ñòðåìèòñÿê íóëþ êàê ðàçíîñòü äâóõ ðàâíûõ â ïðåäåëå ïðè h → 0 �óíêöèé. Ïóñòüòåïåðü â ïðîöåññå ñòðåìëåíèÿ h ê íóëþ çàðÿä q ìåíÿåòñÿ òàê, ÷òî âûïîëíÿ-åòñÿ óñëîâèå qh = q|y′−y′′| = q1, ãäå q1 - �èêñèðîâàííîå ÷èñëî. Ïðåäåëüíîåïîëîæåíèå çàðÿäîâ (y′,−q) è (y′′, q) ïðè h → 0 íîñèò íàçâàíèå äèïîëÿ ñ91



(à) (á)�èñ. 1.1.öåíòðîì â òî÷êå y, à ÷èñëî q1 è îñü l1 íàçûâàþòñÿ ìîìåíòîì è îñüþ äè-ïîëÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ñàì äèïîëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðîéêó (y, q1, l1). Ïîîïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé â äàííîì íàïðàâëåíèè, î÷åâèäíî, èìååì
u(1)(x,y) ≡ lim

|y′′−y′|→0

q

4π

(

1

|y′′ − x| −
1

|y′ − x|

)

=

=
q1
4π

lim
|y′′−y′|→0

1

|y′ − y′′|

(

1

|y′′ − x| −
1

|y′ − x|

)

= q1
∂

∂l1
E3(x,y). (1.18)Ïî ïîñòðîåíèþ (1.18) îïèñûâàåò ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ñî-çäàâàåìîãî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ R

3 äèïîëåì (y, q1, l1). Òàê êàê
∂

∂l1
E3(x,y) = ∇xE3(x,y) · e1 = − 1

4π

x− y

|x− y|3 · e1, (1.19)òî ïîòåíöèàë u(1)(x,y) äèïîëÿ (y, q1, l1) óáûâàåò êàê O(|x|−2) ïðè |x| → ∞.Èòàê, ìû ââåëè äâà òî÷å÷íûõ îáúåêòà � ìîíîïîëü è äèïîëü, è âû÷èñ-ëèëè ïîòåíöèàëû ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ ýòèìè îáúåêòàìè. Ïðè ýòîì äèïîëüáûë ïîëó÷åí ñáëèæåíèåì äâóõ ìîíîïîëåé ðàçíîèìåííûõ çàðÿäîâ ñ îäíî-âðåìåííûì óâåëè÷åíèåì èõ çàðÿäîâ ïî ìîäóëþ. Èñïîëüçóÿ â ñâîþ î÷åðåäüäâà äèïîëÿ, ìû ìîæåì ñêîíñòðóèðîâàòü åùå îäèí òî÷å÷íûé îáúåêò, íàçû-âàåìûé êâàäðóïîëåì èëè ìóëüòèïîëåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî íóæíîðàññìîòðåòü íà ïðÿìîé l2 ñ íàïðàâëåíèåì e2, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó y,äâà äèïîëÿ ñ îäíèì è òåì æå ìîìåíòîì q1, îäèí èç êîòîðûõ îðèåíòèðîâàíâ íàïðàâëåíèèè e1 (ñì. ðèñ. 1.1á), à äðóãîé � â íàïðàâëåíèè −e1. Ñáëèæàÿîáà äèïîëÿ â òî÷êó y ñ îäíîâðåìåííûì óâåëè÷åíèåì âåëè÷èíû ìîìåíòà q192



òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå 2!q1h ≡ q2 = const, è ðàññóæäàÿ, êàê èâûøå, ïîëó÷èì â ïðåäåëå åùå îäèí òî÷å÷íûé îáúåêò, ïîòåíöèàë êîòîðîãîîïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
u(2)(x,y) =

q2
2!

∂2

∂l1∂l2
E3(x,y). (1.20)Óêàçàííûé òî÷å÷íûé îáúåêò íàçûâàåòñÿ êâàäðóïîëåì ñ ìîìåíòîì q2, à íà-ïðàâëåíèÿ l1 è l2 íàçûâàþòñÿ åãî îñÿìè. Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òîïîòåíöèàë êâàäðóïîëÿ óáûâàåò êàê O(|x|−3) ïðè |x| → ∞.Ñáëèæàÿ â òî÷êó y ïî ââåäåííîé ñõåìå äâà êâàäðóïîëÿ, ìîæíî ïîñòðî-èòü åùå îäèí òî÷å÷íûé èñòî÷íèê, íàçûâàåìûé îêòàïîëåì, ïîòåíöèàë êî-òîðîãî, îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé

u(3)(x,y) =
q3
3!

∂3

∂l1∂l2∂l3
E3(x,y),óáûâàåò êàê O(|x|−4) ïðè |x| → ∞. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ è äàëåå, ìîæ-íî ñêîíñòðóèðîâàòü òî÷å÷íûé èñòî÷íèê, íàçûâàåìûé ìóëüòèïîëåì ïðîèç-âîëüíîãî ïîðÿäêà k, ñ ïîòåíöèàëîì u(k)(x,y), îïðåäåëÿåìûì �îðìóëîé

u(k)(x,y) =
qk
k!

∂k

∂l1∂l2...∂lk
E3(x,y). (1.21)Íàïðàâëåíèÿ li íàçûâàþòñÿ îñÿìè ìóëüòèïîëÿ, à âåëè÷èíà qk � åãî ìî-ìåíòîì. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîòåíöèàë ìóëüòèïîëÿ k-îãî ïîðÿäêà ñîâïàäàåòñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé k-îãî ïîðÿäêà ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ E3(·,y) âäîëü åãî îñåé è óáûâàåò êàê

O(|x|−k−1) ïðè |x| → ∞. Áîëåå ïîäðîáíî î ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ ìóëü-òèïîëåé ðàçíûõ ïîðÿäêîâ è î ñâîéñòâàõ èõ ïîòåíöèàëîâ ìîæíî ïðî÷èòàòüâ [21, ãë. 20℄.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà ïðèâåäåì ñâîäêó îñíîâíûõ ñâîéñòâ ñèíãóëÿð-íîãî ðåøåíèÿ En(·,y), ñ÷èòàÿ âî âñåõ ïðèâîäèìûõ íèæå ñâîéñòâàõ, êðîìåïîñëåäíåãî, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ �èêñèðîâàííîé, õîòÿ è ïðîèçâîëüíîé òî÷êîéèç Rn:1. Âñþäó â Rn\{y} �óíêöèÿ En(·,y) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåí-öèðóåìîé è, áîëåå òîãî, àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòòî÷êè x, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ Ëàïëàñà (1.2); ïðè x → y En(x,y)èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ äëÿ êàæäîãî n îñîáåííîñòü.2. Ïðè n ≥ 3 �óíêöèÿ En(·,y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè(1.3) è ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèåé â Rn\{y}.3. Ïðè n = 3 èëè 2 �óíêöèÿ En(·,y) îïèñûâàåò ïî ñâîåìó �èçè÷åñêîìóñìûñëó (ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòîÿííîé) ïîòåíöèàë ïîëÿ,ñîçäàâàåìîãî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ R
n åäèíè÷íûì òî÷å÷íûì èñòî÷íè-êîì, ñîñðåäîòî÷åííûì â òî÷êå y ∈ Rn.93



4. Ôóíêöèÿ En çàâèñèò ëèøü îò îäíîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé r = |x−y|,ïðè÷åì ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2), çàâèñÿùåå îò r = |x − y|,ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò En ëèøü ìóëüòèïëèêàòèâíîé è àääèòèâíîé ïîñòîÿí-íûìè.5. Ôóíêöèÿ En : R
n × R

n → R ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé �óíêöèåé òî-÷åê x è y; ïîýòîìó En(x, ·), ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê �óíêöèÿ òî÷êè y (ïðè�èêñèðîâàííîì x), îáëàäàåò âñåìè ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ñâîéñòâàìè.Çàìå÷àíèå 1.1. Åùå îäíî ñâîéñòâî ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ En(·,y) çà-êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî En(·,y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì â ñìûñëå îáîáùåííûõ�óíêöèé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
∆xEn(x,y) = −δ(x,y). (1.22)Çäåñü èíäåêñ �x� ó îïåðàòîðà ∆ îçíà÷àåò, ÷òî îí ïðèìåíÿåòñÿ ê En êàê�óíêöèè îò x, δ(·,y) � n-ìåðíàÿ δ-�óíêöèÿ Äèðàêà ñ öåíòðîì â òî÷êå

y ∈ Ω. Êàñàÿñü δ-�óíêöèè, îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå îíà áûëà ââåäåíà â1923 ã. Ï. Äèðàêîì, êîòîðûé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îïðåäåëèë δ(x, y) êàê�óíêöèþ, ðàâíóþ íóëþ âñþäó, êðîìå îäíîé òî÷êè y, ãäå îíà ðàâíà áåñêî-íå÷íîñòè è èìååò èíòåãðàë ∫ ∞
−∞ δ(x, y)dx, ðàâíûé åäèíèöå. Ïðîñòîé àíàëèçïîêàçûâàåò, ÷òî ââåäåííûå óñëîâèÿ äëÿ δ(x, y) íå ñîâìåñòíû ñ òî÷êè çðåíèÿîïðåäåëåíèÿ �óíêöèè è èíòåãðàëà. Ïîýòîìó δ(x, y) íå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåéâ êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà. Áîëåå òîãî, èññëåäîâàíèÿ Ñ.Ë. Ñîáî-ëåâà, Ë. Øâàðöà è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ ïîêàçàëè, ÷òî δ-�óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿîáîáùåííîé �óíêöèåé, ò. å. �óíêöèîíàëîì, îïðåäåëåííûì íà ìíîæåñòâå

D(Rn) áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ �èíèòíûõ â Rn �óíêöèé, êîòîðûéäåéñòâóåò ïî �îðìóëå < δ(x,y), ϕ >= ϕ(y) ∀ϕ ∈ D(Rn). Çäåñü < ·, ϕ >� çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî �óíêöèîíàëà íà ýëåìåíòå ϕ ∈ D(Rn). Òîò�àêò, ÷òî En(·,y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.22) â ñìûñëå îáîáùåí-íûõ �óíêöèé, îçíà÷àåò, ÷òî En(·,y) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó èíòåãðàëü-íîìó òîæäåñòâó
∫

Rn

En(x,y)∆ϕ(x)dx = −ϕ(y) ∀ϕ ∈ D(Rn). (1.23)Íå èìåÿ çäåñü âîçìîæíîñòè áîëåå ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà îïèñàíèèñâîéñòâ ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé, îò-ìåòèì, ÷òî äåòàëüíîå îñâåùåíèå óêàçàííûõ âîïðîñîâ ìîæíî íàéòè â êíè-ãå [11℄.1.4. Îáúåìíûå ïîòåíöèàëû. Ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãîñëîÿ. Âûøå ïðè èçó÷åíèè �èçè÷åñêîãî ñìûñëà ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ áû-ëà ðàññìîòðåíà èäåàëüíàÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñèòóàöèÿ, êîãäà ýëåê-òðè÷åñêîå èëè ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ñîçäàåòñÿ òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì. Âðåàëüíîñòè çàðÿäû ëèáî ìàññû ðàñïðåäåëåíû ïî îáúåìàì, ïîâåðõíîñòÿì94



èëè ëèíèÿì. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âû÷èñëèòü ïîòåíöèàëû ïîëåé, ñîçäàâà-åìûõ óêàçàííûìè áîëåå ñëîæíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè çàðÿäîâ. Ïðèìåíèìäëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè è ñòàíäàðòíóþ ñõåìó ìå-òîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà âïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ N òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ � ìîíîïîëåé (y1, q1), (y2, q2), ...,
(yN , qN), ñîñðåäîòî÷åííûõ â òî÷êàõ y1,y2, ...,yN . ×òîáû íàéòè ïîòåíöèàëñîçäàâàåìîãî èìè ïîëÿ, âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè, â ñîîòâåò-ñòâèè ñ êîòîðûì ïîòåíöèàë ñóììû çàðÿäîâ ðàâíÿåòñÿ ñóììå ïîòåíöèàëîâäàííûõ çàðÿäîâ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî èìååì

u(x) ≡ u(x;y1,y2, ...,yN) =
N

∑

j=1

qjE3(x,yj) =
N

∑

j=1

qj
4π|x − yj|

. (1.24)Ïóñòü äàëåå çàðÿäû ðàñïðåäåëåíû ïî íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ⊂ R3 ñ îáú-åìíîé ïëîòíîñòüþ ρ : Ω → R. Íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó (Ω, ρ) áóäåìññûëàòüñÿ êàê íà îáúåìíûé çàðÿä. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷å-ñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ïàðîé (Ω, ρ), ðàçîáüåì, ñëåäóÿ ñõåìå ìåòîäà ìà-òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, îáëàñòü Ω íà N ýëåìåíòàðíûõ ïîäîáëàñòåé
Ωj, âû÷èñëèì ïðèáëèæåííî ïîòåíöèàëû ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ çàðÿäàìè, ðàñ-ïðåäåëåííûìè â Ωj, è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè diamΩj → 0 è N → ∞. Èñ-ïîëüçóÿ �îðìóëó (1.24) è ðàññóæäàÿ, êàê â � 3 ãë. 1, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî óêàçàííûìè èñòî÷íèêàìè, ò. å. ïàðîé (Ω, ρ),îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

u(x) = U [Ω, ρ](x) =

∫

Ω

ρ(y)dy

4π|x − y| . (1.25)Çäåñü dy � ýëåìåíò îáúåìà â îáëàñòè Ω. Ïðàâàÿ ÷àñòü â (1.25) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé îáúåìíûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò x êàê îò ïàðàìåòðà: ñîáñòâåííûéïðè x /∈ Ω è íåñîáñòâåííûé ïðè x ∈ Ω (ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíê-öèÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè y → x ∈ Ω). Óêàçàííûé îáúåìíûéèíòåãðàë ïðèíÿòî íàçûâàòü îáúåìíûì ïîòåíöèàëîì. Â ðàññìàòðèâàåìîìíàìè ñëó÷àå, êîãäà ρ îïèñûâàåò ïëîòíîñòü çàðÿäîâ, ðàñïðåäåëåííûõ â îá-ëàñòè Ω, òàê ÷òî ïàðà (Ω, ρ) èìååò ñìûñë îáúåìíîãî çàðÿäà, èíòåãðàë â(1.25) èìååò ñìûñë îáúåìíîãî ïîòåíöèàëà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ. Íè-æå íà íåãî áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà êóëîíîâ (îáúåìíûé) ïîòåíöèàë ïàðû
(Ω, ρ). Â ñëó÷àå æå, åñëè ρ îïèñûâàåò ïëîòíîñòü ìàññ, ðàñïðåäåëåííûõ â îá-ëàñòè Ω, òàê ÷òî ïàðà (Ω, ρ) èìååò ñìûñë îáúåìíîé ñèñòåìû ìàññ, ïðàâàÿ÷àñòü â (1.25) èìååò ñìûñë îáúåìíîãî ïîòåíöèàëà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ,ñîçäàâàåìîãî ïàðîé (Ω, ρ). Äëÿ êðàòêîñòè íà íåãî áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íàíüþòîíîâ (îáúåìíûé) ïîòåíöèàë ïàðû (Ω, ρ).95



�àññìîòðèì äàëåå ñëó÷àé, êîãäà çàðÿäû ëèáî ìàññû ðàñïðåäåëåíû íàíåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè Γ ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ ρ : Γ → R. Àíàëî-ãè÷íûå âûøåïðèâåäåííûì ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîòåíöèàë ïîëÿ,ñîçäàâàåìîãî ïîâåðõíîñòíûì çàðÿäîì (Γ, ρ), îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
u(x) = U [Γ, ρ](x) =

∫

Γ

ρ(y)dσy
4π|x − y| , (1.26)ãäå dσy � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Γ, îòíîñÿùèéñÿ ê òî÷êå y ∈ Γ.Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1.26) � ñîáñòâåííûé ïðè x /∈ Γ èíåñîáñòâåííûé (â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå) ïðè x ∈ Γ, íàçûâàåòñÿ ïîòåí-öèàëîì ïðîñòîãî ñëîÿ çàðÿäîâ, ðàñïðåäåëåííûõ ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíî-ñòüþ ρ ïî ïîâåðõíîñòè Γ. Äëÿ êðàòêîñòè íà íåãî áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íàêóëîíîâ ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ïàðû (Γ, ρ). Â ñëó÷àå, åñëè �óíêöèÿ ρîïèñûâàåò ïëîòíîñòü ìàññ, ðàñïðåäåëåííûõ ïî Γ, èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè(1.26) ïðèíÿòî íàçûâàòü íüþòîíîâûì ïîòåíöèàëîì ïðîñòîãî ñëîÿ ìàññ,ðàñïðåäåëåííûõ ñ ïëîòíîñòüþ ρ ïî ïîâåðõíîñòè Γ. Äëÿ êðàòêîñòè íà íåãîáóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà íüþòîíîâ ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ïàðû (Γ, ρ).�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà íà ïîâåðõ-

Γ

n
y

y

y

l�èñ. 1.2.

íîñòè Γ ðàñïðåäåëåíû äèïîëè ñ íåïðåðûâíî èç-ìåíÿþùèìñÿ ìîìåíòîì q = ρ(y), ïðè÷åì â êàæ-äîé òî÷êå y ∈ Γ íàïðàâëåíèå îñè l äèïîëÿ ñîâ-ïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âíåøíåé íîðìàëè ny ê
Γ â òî÷êå y. Áóäåì ññûëàòüñÿ â ýòîì ñëó÷àåíà òðîéêó (Γ, ρ,n) êàê íà ïîâåðõíîñòíóþ çà-ðÿäíóþ ñèñòåìó äèïîëåé. �àññóæäàÿ, êàê ïðèâûâîäå �îðìóëû (1.25), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òîïîòåíöèàë u ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâà-åìîãî òðîéêîé (Γ, ρ,n), îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
u(x) = U [Γ, ρ,n](x) =

1

4π

∫

Γ

ρ(y)
∂

∂ny

1

|x− y|dσy.(1.27)Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1.27) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì äâîéíîãî ñëîÿ çà-ðÿäîâ, ðàñïðåäåëåííûõ ïî ïîâåðõíîñòè Γ ñ ïëîòíîñòüþ ρ. Òàêîå íàçâàíèåñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå íà Γ ðàñïðåäåëåíèå äèïîëåé ìîæåòáûòü ïðèáëèæåííî ïîëó÷åíî â âèäå äâóõ �âíóòðåííåé� è �âíåøíåé� ê Γïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäíûõ ñèñòåì ìîíîïîëåé, ðàñïîëîæåííûõ íà ìàëîì ðàñ-ñòîÿíèè h äðóã îò äðóãà, ïëîòíîñòè êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ ëèøü çíàêîì èðàñòóò ñ óìåíüøåíèåì h.Íàðÿäó ñ ââåäåííûìè âûøå îáúåìíûì ïîòåíöèàëîì (1.25) è ïîòåíöè-àëàìè ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ (1.26) è (1.27) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü96



òàêæå èõ n-ìåðíûå àíàëîãè, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè
∫

Ω

En(x,y)ρ(y)dy,

∫

Γ

En(x,y)ρ(y)dσy,

∫

Γ

∂

∂ny
En(x,y)ρ(y)dσy, x ∈ R

n.(1.28)Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé èç ïîòåíöèàëîâ â (1.28) ÿâëÿåòñÿ áåñêî-íå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé âíå çàìûêàíèÿ ñâîåé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ�óíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ Ëàïëàñà è ïðè n ≥ 3 óñëîâèþ (1.3)íà áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàëû (1.28) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéâàæíûå ïðèìåðû ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé. Ñ ó÷åòîì ýòîãî áóäåì ññûëàòü-ñÿ íà íèõ êàê íà ãàðìîíè÷åñêèå ïîòåíöèàëû. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 2,ïîòåíöèàëû (1.28), ïðèíèìàþùèå âèä
1

2π

∫

Ω

ln
1

|x − y|ρ(y)dy,

1

2π

∫

Γ

ln
1

|x − y|ρ(y)dσy,
1

2π

∫

Γ

∂

∂ny
ln

1

|x − y|ρ(y)dσy, (1.29)íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëîãàðè�ìè÷åñêèì (ïëîñêèì) ïîòåíöèàëîì, ëî-ãàðè�ìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ïðîñòîãî ñëîÿ è ëîãàðè�ìè÷åñêèì ïîòåí-öèàëîì äâîéíîãî ñëîÿ.1.5. Íåñîáñòâåííûå êðàòíûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåò-ðîâ.Ïðèâåäåííûå â ï. 1.4 ïîòåíöèàëû îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ òðîéíîãîèëè ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, ðîëü êîòîðîãîèãðàåò ïåðåìåííàÿ òî÷êà x. Îñîáåííîñòüþ ýòèõ èíòåãðàëîâ ÿâëÿåòñÿ òî,÷òî èõ ïîäûíòåãðàëüíûå �óíêöèè îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â ñëó÷àå,êîãäà çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ðàññìàòðèâàþòñÿ â òî÷êàõ, ïðèíàäëåæàùèõ îá-ëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû,íàçûâàåìûå íåñîáñòâåííûìè, íåëüçÿ îïðåäåëèòü êàê ïðåäåëû èíòåãðàëü-íûõ ñóìì, à òðåáóåòñÿ åùå äîïîëíèòåëüíûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ. ×òîáû ãëóáæå ïîíÿòü ñâîé-ñòâà ïîòåíöèàëîâ (1.25)�(1.29), ïðèâåäåì â ýòîì ïóíêòå íåêîòîðûå âàæíûå�àêòû èç òåîðèè íåñîáñòâåííûõ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðà-ìåòðîâ. Íèæå îíè áóäóò øèðîêî èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâèíòåãðàëîâ òèïà ïîòåíöèàëîâ.Ïóñòü â îãðàíè÷åííîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ R3 çàäàíà �óíêöèÿ f ,íåîãðàíè÷åííàÿ â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈ Ω, è ïóñòü äëÿ ëþáîéîáëàñòè ωδ, ñîäåðæàùåé âíóòðè ñåáÿ òî÷êó x0, �óíêöèÿ f îãðàíè÷åíà èèíòåãðèðóåìà â îáû÷íîì ñìûñëå â îáëàñòè Ω\ωδ. Óêàçàííàÿ îáëàñòü ωδçàøòðèõîâàíà íà ðèñ. 1.3à, ãäå x0 ∈ Ω, è íà ðèñ. 1.3á, ãäå x0 ∈ ∂Ω. Èíäåêñîì97



δ îáîçíà÷åí äèàìåòð îáëàñòè ωδ, êîòîðàÿ ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó x0 ïðè δ → 0.�àññìàòðèâàåìûå íèæå îáëàñòè Ω, ωδ è äðóãèå ìû âñåãäà ïðåäïîëàãàåìêóáèðóåìûìè, ò. å. èìåþùèìè îáúåì, ëèáî êâàäðèðóåìûìè â ñëó÷àå äâóõèçìåðåíèé, ò. å. èìåþùèìè ïëîùàäü, íî íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíûìè.Îïðåäåëåíèå 1.3. Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì îò �óíêöèè f ïî îá-ëàñòè Ω íàçûâàåòñÿ ïðåäåë
∫

Ω

f(x)dx = lim
δ→0

∫

Ω\ωδ

f(x)dx. (1.30)Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, êîíå÷åí è íå çàâèñèò îò âûáîðà îáëàñòåé
ωδ, ñòÿãèâàþùèõñÿ â òî÷êó x0, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ∫

Ω fdx íàçû-âàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.Åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàñòåé ωδn òàêàÿ,÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë
I = lim

n→∞

∫

Ω\ωδn

f(x)dx,à äëÿ äðóãèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáëàñòåé ýòîò ïðåäåë èìååò äðóãèåçíà÷åíèÿ èëè âîîáùå íå ñóùåñòâóåò, òî ïðåäåë I íàçûâàåòñÿ óñëîâíîñõîäÿùèìñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì.
(à) (á)�èñ. 1.3.ßñíî, ÷òî ïðè ðàñìîòðåíèè óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ íåñîáñòâåííîãî èíòå-ãðàëà I íóæíî óêàçûâàòü òó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàñòåé ωδn, ïî êîòîðîéîïðåäåëÿåòñÿ ýòîò èíòåãðàë. Ïðèìåðîì óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà ÿâ-ëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë. Â ïðèìåíåíèè ê òðîéíîìó íåñîáñòâåííîìóèíòåãðàëó îò �óíêöèè f , èìåþùåé îñîáåííîñòü â òî÷êå x0 ∈ Ω, îí îïðåäå-ëÿåòñÿ êàê ïðåäåë
∫

Ω

f(x)dx = lim
n→∞

∫

Ω\Bδn(x0)

f(x)dx. (1.31)98



Çäåñü Bδn(x0) � ñòÿãèâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàðîâ ðàäèóñà δn → 0 ñöåíòðîì â òî÷êå x0.Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü x0 ∈ Ω. Åñëè èíòåãðàë ∫

Ω f(x)dx ðàñõî-äèòñÿ, íî ïðåäåë (1.31) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ñòÿãèâàþùåé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè øàðîâ Bδn ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 è íå çàâèñèò îò âûáîðàïîñëåäîâàòåëüíîñòè δn → 0, òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûìèíòåãðàëîì îò �óíêöèè f ïî Ω ëèáî ãëàâíûì çíà÷åíèåì ðàñõîäÿùåãîñÿèíòåãðàëà.Çàìå÷àíèå 1.2. Ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå îïðåäåëÿþòñÿ íåñîáñòâåííûåëèáî ñèíãóëÿðíûå êðàòíûå èíòåãðàëû â ïðîñòðàíñòâå ëþáîãî ÷èñëà èçìå-ðåíèé n, à òàêæå íåñîáñòâåííûå è ñèíãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû.Ïóñòü Ω è Q � íåêîòîðûå îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà R3, è ïóñòü �óíêöèÿ Fîïðåäåëåíà íà ïðîèçâåäåíèè Q× Ω. �àññìîòðèì èíòåãðàë
J(x) =

∫

Ω

F (x,y)dy, x ∈ Q. (1.32)Åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Q èíòåãðàë (1.32) ñóùåñòâóåò â ñîáñòâåííîì èëèíåñîáñòâåííîì ñìûñëå, òî îí íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì èëè íåñîáñòâåííûìèíòåãðàëîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà x.Õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì., íàïðèìåð, [10, ñ. 443℄).Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü Q è Ω � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â R
3.1) Åñëè F íåïðåðûâíà â Q×Ω êàê �óíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ x è y, òî

J ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé òî÷êè x â Q.2) Åñëè, êðîìå òîãî, ïðîèçâîäíûå ∂F
∂xi

íåïðåðûâíû â Q×Ω, òî J èìååòïðîèçâîäíóþ ïî xi, íåïðåðûâíóþ â Q, ïðè÷åì
∂J(x)

∂xi
≡ ∂

∂xi

∫

Ω

F (x,y)dy =

∫

Ω

∂F (x,y)

∂xi
dy, x ∈ Q, i = 1, 2, 3. (1.33)3) Â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 1 ñïðàâåäëèâî èíòåãðèðîâàíèå �óíêöèè Jïî ïàðàìåòðó x, ïðè÷åì

∫

Q

J(x)dx =

∫

Q

dx

∫

Ω

F (x,y)dy =

∫

Ω

dy

∫

Q

F (x,y)dx.Çàìå÷àíèå 1.3. Ïðèâåäåííûå â òåîðåìå 1.1 óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ðàñ-ïðîñòðàíÿåòñÿ íà èíòåãðàëû âèäà
J(x) =

∫

Ω

F (x,y)ρ(y)dy. (1.34)99



Çäåñü �óíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî è â òåîðåìå 1.1,à �óíêöèÿ ρ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà â ñîáñòâåííîì èëè íåñîáñòâåííîìñìûñëå. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ∫

Ω |ρ(y)|dy = I = const < ∞, ïðè÷åìèíòåãðàë ∫

Ω |ρ(y)|dy ìîæåò áûòü êàê ñîáñòâåííûì, òàê è íåñîáñòâåííûì.Áîëåå òîãî, åñëè �óíêöèÿ F èìååò íåïðåðûâíûå â Q × Ω ïðîèçâîäíûå ïî
xi, i = 1, 2, ..., n äî ïîðÿäêà m ≤ ∞, òî J ∈ Cm(Q), ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè J ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïîäçíàêîì èíòåãðàëà.�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîòåíöèàë (1.25) ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ,ñîçäàâàåìîãî ïàðîé (Ω, ρ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà â
Ω è ÷òî òî÷êà x èçìåíÿåòñÿ â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Q, îòñòî-ÿùåé îò Ω íà ïîëîæèòåëüíîì ðàññòîÿíèè. Òîãäà �óíêöèÿ F àðãóìåíòîâ
x ∈ Q è y ∈ Ω, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé

F (x,y) =
1

4π

1

|x − y| , (1.35)ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé àðãóìåíòîâ (x,y) ∈
Q × Ω. Â òàêîì ñëó÷àå èç çàìå÷àíèÿ 1.3 ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë u ÿâëÿ-åòñÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò xiòî÷êè x ∈ Q, ïðè÷åì ïðîèçâîäíûå îò u ïî xi ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì äè��å-ðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà â (1.34) ïî xi. Ó÷èòûâàÿ (1.16), ëåãêî âûâîäèì,÷òî
∂u(x)

∂xi
=

1

4π

∫

Ω

∂

∂xi

1

|x − y|ρ(y)dy = − 1

4π

∫

Ω

xi − yi
|x− y|3ρ(y)dy, i = 1, 2, 3.(1.36)Åñëè æå ïàðàìåòð x èçìåíÿåòñÿ â Ω, òî �óíêöèÿ (1.35) îáðàùàåòñÿ âáåñêîíå÷íîñòü â ñëó÷àå, êîãäà y = x. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà

x ∈ Ω ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ïîäèíòåãðàëüíûõ �óíêöèé èíòåãðàëîâ (1.25)è (1.36), à ñàìè èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ íåñîáñòâåííûìè, äàæå åñëè �óíêöèÿ ρÿâëÿåòñÿ ñêîëü óãîäíî ãëàäêîé. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ î ñâîéñòâàõíåïðåðûâíîñòè, èíòåãðèðóåìîñòè è äè��åðåíöèðóåìîñòè ïî xi óêàçàííûõíåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â òî÷êàõ x ∈ Ω.Îãðàíè÷èìñÿ íèæå èññëåäîâàíèåì íåñîáñòâåííûõ êðàòíûõ èíòåãðàëîââèäà (1.34), çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà x ∈ Ω, ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæå-íèÿõ:(i) Ω � îãðàíè÷åííîå (êóáèðóåìîå) îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R3;(ii) ρ � îãðàíè÷åííàÿ èíòåãðèðóåìàÿ â Ω �óíêöèÿ: |ρ(y)| ≤M ∀y ∈ Ω;(iii) �óíêöèÿ F äâóõ àðãóìåíòîâ x ∈ Ω è y ∈ Ω íåïðåðûâíà ïðè x 6= yè íåîãðàíè÷åíà ïðè y → x ∈ Ω.ßñíî, ÷òî èíòåãðàëû (1.25) è (1.36) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè íåñîá-ñòâåííîãî èíòåãðàëà (1.34). Îñíîâíóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ íåñîá-100



ñòâåííûõ èíòåãðàëîâ âèäà (1.34) èãðàåò ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòèèíòåãðàëà â òî÷êå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bδ0(x0) øàð ðàäèóñà δ0 ñ öåíòðîì â
x0.Îïðåäåëåíèå 1.5. Èíòåãðàë (1.34) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-ùèìñÿ â òî÷êå x0 ∈ Ω, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå÷èñëî δ0 = δ0(ε), ÷òî: 1) J ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ Bδ0(x0)∩Ω è 2)íåðàâåíñòâî

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

ωδ∩Ω

F (x,y)ρ(y)dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< ε (1.37)âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé îáëàñòè ωδ äèàìåòðà δ ≤ δ0, ñîäåðæàùåé â ñåáåòî÷êó x0, è äëÿ ëþáîé òî÷êè x, ðàññòîÿíèå îò êîòîðîé äî x0 ìåíüøå δ.Ëåììà 1.4. (Äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè). Ïóñòüïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i)�(iii) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x0)òî÷êè x0 è òàêèå êîíñòàíòû C > 0 è λ < 3, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-øåíèå
|F (x,y)| ≤ C

|x − y|λ ∀x,y ∈ U(x0) ∩ Ω, x 6= y. (1.38)Òîãäà èíòåãðàë (1.34) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â òî÷êå x0.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì øàð Bδ0(x0), ëåæàùèé â óïîìÿíóòîéîêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Òîãäà äëÿ ëþáîé îáëàñòè ωδ äèàìåòðà δ ≤ δ0, ñîäåð-æàùåé â ñåáå x0, è ëþáîé òî÷êè x ∈ Bδ0(x0) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñ ó÷åòîì(ii) óñëîâèå
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

ωδ∩Ω

F (x,y)ρ(y)dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

ωδ∩Ω

|F (x,y)||ρ(y)|dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ CM

∫

B2δ0
(x)

dy

|x − y|λ .(1.39)Çäåñü B2δ0(x) � øàð ðàäèóñà 2δ0 ñ öåíòðîì â òî÷êå x.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (1.39) ïåðåéäåì ê ñ�åðè÷å-ñêèì êîîðäèíàòàì r, θ, ϕ ñ öåíòðîì â x. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî r = |x − y|, áóäåìèìåòü
∫

B2δ0
(x)

dy

|x − y|λ =

2π
∫

0

dϕ

π
∫

0

sinθdθ

2δ0
∫

0

r2

rλ
dr = 4π

2δ0
∫

0

r2−λdr =
4π

3 − λ
(2δ0)

3−λ.(1.40)Èç (1.39) è (1.40) ñëåäóåò, ÷òî ïðè δ ≤ δ0
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

ωδ∩Ω

F (x,y)ρ(y)dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 4π

3 − λ
(2δ0)

3−λ. (1.41)101



Òàê êàê λ < 3, òî ïðàâàÿ ÷àñòü â (1.41) ìîæåò áûòü ñäåëàíà ìåíüøå ëþáîãî
ε ïóòåì âûáîðà äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ0 > 0.Çàìå÷àíèå 1.4. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå äâóõ èçìåðåíèé óñëîâèå ðàâ-íîìåðíîé ñõîäèìîñòè äâîéíîãî íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà âèäà (1.34) ïðè
x,y ∈ Ω ⊂ R2 èìååò òàêæå âèä (1.38), íî ïðè λ < 2. Ýòî æå óñëîâèå ÿâ-ëÿåòñÿ óñëîâèåì ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî ïîâåðõíîñòíîãîèíòåãðàëà â R

3 âèäà
∫

Γ

F (x,y)ρ(y)dσy, x ∈ Γ, (1.42)åñëè Γ îáëàäàåò îïðåäåëåííîé ðåãóëÿðíîñòüþ, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõ-íîñòüþ Ëÿïóíîâà (ñì. � 2 ãë. 7).ßñíî, ÷òî äëÿ èíòåãðàëà (1.25) óñëîâèå (1.38) âûïîëíÿåòñÿ ïðè λ = 1.Äàëåå, ïîñêîëüêó â ñèëó (1.16) èìååì
∣

∣

∣

∣

∂

∂xi

(

1

|x− y|

)∣

∣

∣

∣

≡ |xi − yi|
|x − y|3 ≤ 1

|x − y|2 , x 6= y, i = 1, 2, 3, (1.43)òî äëÿ èíòåãðàëîâ â (1.36) óñëîâèå (1.38) âûïîëíÿåòñÿ ïðè λ = 2. Ïîýòîìóâñå èíòåãðàëû â (1.25) è (1.36) ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìèñÿ â ëþáîéòî÷êå x ∈ Ω. Àíàëîãè÷íûé �àêò î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñïðàâåäëèâ ñó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 1.4 è äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ (1.26), èìåþùåãî âèä(1.42), ãäå �óíêöèÿ F îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (1.35), ïîñêîëüêó äëÿ íåãîäîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (1.38) âûïîëíÿåòñÿ ïðè λ =
1. ×òî êàñàåòñÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ (1.27), òî ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé(1.16) è (1.19) ïðè e1 = ny èìååì
F (x,y) ≡ 1

4π

∂

∂ny

1

|x− y| =
1

4π

x− y

|x− y|3 · ny =⇒ |F (x,y)| ≤ 1

4π

1

|x − y|2 .(1.44)Ïîýòîìó äëÿ íåãî óñëîâèå (1.38) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè λ = 2, ÷åãî íå äî-ñòàòî÷íî äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî ïîâåðõíîñòíîãî èí-òåãðàëà. Ýòî íå ñëó÷àéíî, à ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë,îïðåäåëÿþùèé ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ (1.27) ïðè x ∈ Γ, íå ÿâëÿåòñÿñõîäÿùèìñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1.3, õîòÿ ñõîäèòñÿ êàê ñèíãó-ëÿðíûé èíòåãðàë â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.4 (ñì. � 2 ãë. 7).Çàìå÷àíèå 1.5. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ íåñîáñòâåí-íîãî è ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëîâ â ïðîñòðàíñòâå ëþáîãî ÷èñëà n èçìåðåíèé,à òàêæå ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè â òî÷êå n-ìåðíîãî íåñîáñòâåííî-ãî èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà x. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íîå óñëîâèåðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èìååò âèä (1.38) ïðè λ<n äëÿ n-ìåðíîãî àíàëîãàîáúåìíîãî èíòåãðàëà âèäà (1.34) è âèä (1.38) ïðè λ<n − 1 äëÿ n-ìåðíîãî102



àíàëîãà ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà (1.42). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåòñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ En ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü n-ìåðíûõ îáúåìíîãî ïîòåíöèàëà è ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â (1.28). Ïî-ñëåäíåå èìååò ìåñòî ïðè óêàçàííîì âûøå óñëîâèè îïðåäåëåííîé ðåãóëÿð-íîñòè ïîâåðõíîñòè Γ. Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî ïðè n = 2 äîñòàòî÷íîå óñëîâèåðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èìååò âèä (1.38) ïðè λ<2 äëÿ äâîéíîãî èíòåãðà-ëà âèäà (1.34) è âèä (1.38) ïðè λ<1 äëÿ êðèâîëèíåéíîãî íåñîáñòâåííîãîèíòåãðàëà âèäà (1.44). Îòñþäà, ñ ó÷åòîì î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà
| ln |x − y|| ≤ C|x− y|−λ ∀x,y ∈ Q, x 6= y,ãäå Q � ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â R

2, ñïðàâåäëèâîãî äëÿëþáîãî ÷èñëà λ ∈ (0, 1) ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C = C(Q), âûòåêàåò ðàâ-íîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ëîãàðè�ìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è ëîãàðè�ìè÷åñêîãîïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â (1.29).Èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòå-ãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ðÿä èõ ñâîéñòâ. Â÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 1.2. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ëåììû 1.4 èíòåãðàë (1.34) ñõîäèòñÿðàâíîìåðíî â òî÷êå x0 ∈ Ω. Òîãäà èíòåãðàë (1.34) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé�óíêöèåé â òî÷êå x0.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî δ > δ(ε), ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Ω, óäîâëåòâîðÿ-þùåé óñëîâèþ |x − x0| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|J(x) − J(x0)| < ε. (1.45)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî �àêòà âîçüìåì øàð Bδ ≡ Bδ(x0) è ðàçîáüåìêàæäûé èç èíòåãðàëîâ J(x) è J(x0) íà äâà ñëàãàåìûõ: ïî îáëàñòè Ω∩Bδ(x0)è ïî îáëàñòè Ω\Bδ(x0). Ñ ó÷åòîì ýòîãî áóäåì èìåòü

|J(x) − J(x0)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

[F (x,y) − F (x0,y)]ρ(y)dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω\Bδ

[F (x,y)− F (x0,y)]ρ(y)dy
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

+
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∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω∩Bδ

F (x,y)ρ(y)dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ (1.46)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω∩Bδ

F (x0,y)ρ(y)dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ > 0 âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè(1.46) áóäóò ìåíüøå ε/3 â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà â òî÷êå103



x0, åñëè |x − x0| < δ. Âûáåðåì äàëåå ÷èñëî δ′ < (δ/2) è ïðåäïîëîæèì,÷òî |x− x0| < δ′. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ïåðâûé èíòåãðàë â (1.46)ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì. Ïîñêîëüêó F íåïðåðûâíà ïðè y ∈ Ω\Bδ, òî ïî ñâîé-ñòâó íåïðåðûâíîñòè ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó (ñì. òåîðåìó 1.1)ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (1.46) áóäåò ìåíüøå ε/3, åñëè x âûáðàòü äî-ñòàòî÷íî áëèçêèì ê x0.Èññëåäîâàíèå äè��åðåíöèðóåìîñòè ïî ïàðàìåòðó íåñîáñòâåííîãî èíòå-ãðàëà âèäà (1.34) òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ íåñêîëüêî áîëåå òîíêèõ ðàññóæäåíèé,íà ÷åì ìû íå áóäåì çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ. Èíòåðåñóþùèéñÿ ÷èòàòåëü ìî-æåò íàéòè äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå äè��åðåíöèðóåìîñòè è äðóãèõ ñâîéñòâêðàòíûõ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, â [50, ëåêöèÿ7, �2℄, [16, ãë.17℄. �2. Ôîðìóëû �ðèíà2.1. Ôîðìóëû �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî, Ñòîêñà è �ðèíà. Âàæíóþðîëü ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé èãðàþòèíòåãðàëüíûå �îðìóëû �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî, �ðèíà è Ñòîêñà. Ïîñêîëü-êó äîêàçàòåëüñòâî óêàçàííûõ �îðìóë ïðèâîäèòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãîàíàëèçà, òî îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ïðèâåäåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ �îðìóëèðî-âîê, ñëåäóÿ [19℄.Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ îáëàñòÿìè è èõ ãðàíè-öàìè. �îâîðÿò, ÷òî ïîâåðõíîñòü Γ (êðèâàÿ ïðè n = 2) ïðèíàäëåæèò êëàññó
C l, l ∈ N, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Br(x0) êàæäîé òî÷êè x0 ∈ Γîíà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Fx0

(x) = 0, ãäå Fx0
∈ C l(Br(x0)), è ïðè l ≥ 1gradF ′

x0
6= 0. Ïðè l ≥ 1 ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé. �ðàíèöà òðåõìåð-íîé îáëàñòè Ω íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, åñëè îíà ñîñòàâëåíà èç êîíå÷-íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé, ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó ïî ãëàäêèìêðèâûì-ðåáðàì ïîâåðõíîñòè. Åñëè ãðàíèöà Γ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëàçàìêíóòûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé Γi, òî Γi íàçûâàþò ñâÿçíûìèêîìïîíåíòàìè Γ. Íèæå áóäåì èìåòü äåëî ñ êðàòíûìè, êðèâîëèíåéíûìè,ïîâåðõíîñòíûìè èíòåãðàëàìè, êàê ñîáñòâåííûìè, òàê è íåñîáñòâåííûìèëèáî ñèíãóëÿðíûìè. Ñâîéñòâà óêàçàííûõ èíòåãðàëîâ äîñòàòî÷íî îñâåùå-íû â òàêèõ êíèãàõ êàê [16℄, [18℄, [19℄, [47℄, à òàêæå â � 1.Ïóñòü Ω � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå R

3 è P, Q, R : Ω → R� çàäàííûå â Ω �óíêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ(2à) Ω � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé
Γ; (2á) P,Q,R ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω).Â [19, 
. 188℄ äîêàçàíà òåîðåìàÒåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2à), (2á) è ïóñòü ñóùå-ñòâóþò íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ïî Ω îò êàæäîé èç ÷àñòíûõ ïðîèç-104



âîäíûõ �óíêöèé P, Q è R. Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà
∫

Ω

(

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)

dx =

∫

Γ

(P cosα +Q cosβ + R cos γ) dσ, (2.1)íàçûâàåìàÿ �îðìóëîé �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.Çäåñü dx =dxdydz � ýëåìåíò îáúåìà, dσ � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíî-ñòè, α, β è γ � óãëû åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè n ê ïîâåðõíîñòè Γ ñåäèíè÷íûìè îðòàìè i, j è k äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâåí-íî. Â âåêòîðíîé çàïèñè �îðìóëà (2.1) èìååò âèä
∫

Ω

divvdx =

∫

Γ

vndσ ≡
∫

Γ

v · ndσ, vn ≡ v · n. (2.2)Çäåñü v (ëèáî divv) � âåêòîðíîå (ëèáî ñêàëÿðíîå) ïîëå, îïðåäåëÿåìûå âäåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò �îðìóëàìè
v = P i +Qj + Rk, divv =

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
. (2.3)Ïîëàãàÿ â (2.1) P = uv, Q = 0, R = 0, áóäåì èìåòü

∫

Ω

∂

∂x
(uv)dx ≡

∫

Ω

(

∂u

∂x
v + u

∂v

∂x

)

dx =

∫

Γ

uv cosαdσ.Çàìåíèâ çäåñü ïåðåìåííóþ x íà ïðîèçâîëüíóþ äåêàðòîâó êîîðäèíàòó xi,ïðèõîäèì ê �îðìóëå
∫

Ω

∂u

∂xi
vdx = −

∫

Ω

u
∂v

∂xi
dx +

∫

Γ

uv cos(n, xi)dσ, (2.4)íàçûâàåìîé �îðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â R
3.Ïîëàãàÿ â (2.1) P = u∂v/∂x, Q = u∂v/∂y, R = u∂v/∂z, ïðèõîäèì êïåðâîé �îðìóëå �ðèíà

∫

Ω

u∆vdx =

∫

Γ

u
∂v

∂n
dσ −

∫

Ω

∇u · ∇vdx. (2.5)Çäåñü
∇u · ∇v =

∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y
+
∂u

∂z

∂v

∂z
,à ∂v/∂n � ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé

∂v

∂n
= ∇v · n =

∂v

∂x
cosα +

∂v

∂y
cosβ +

∂v

∂z
cos γ íà Γ.105



Ìåíÿÿ â (2.5) ìåñòàìè u è v, áóäåì èìåòü
∫

Ω

v∆udx =

∫

Γ

v
∂u

∂n
dσ −

∫

Ω

∇u · ∇vdx. (2.6)Âû÷èòàÿ (2.6) èç (2.5), ïðèõîäèì êî âòîðîé �îðìóëå �ðèíà
∫

Ω

(u∆v − v∆u) dx =

∫

Γ

(

u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

) dσ. (2.7)Èç âûâîäà �îðìóëû (2.4) è òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî �îðìóëà èíòåãðè-ðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (2.4) ñïðàâåäëèâà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2à) íà Ω èâûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé íà u è v:(2â) u, v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω).Òî÷íî òàê æå �îðìóëà �ðèíà (2.5) (ëèáî (2.6)) ñïðàâåäëèâà ïðè âûïîë-íåíèè óñëîâèÿ (2a) íà Ω è ñëåäóþùèõ óñëîâèé íà u è v:(2ã) u ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω),ëèáî(2ä) u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω).Íàêîíåö, �îðìóëà (2.7) ñïðàâåäëèâà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2a) èóñëîâèÿ(2å) u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω).�àçóìååòñÿ, åùå îäíèì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ñïðàâåäëèâîñòè âñåõ �îð-ìóë (2.4)�(2.7) ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü âñåõ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïî îá-ëàñòè Ω, ñòîÿùèõ â ýòèõ �îðìóëàõ. Îäíàêî, åñëè âìåñòî óñëîâèé (2â)�(2å)âûïîëíÿþòñÿ áîëåå æåñòêèå óñëîâèÿ:(2â′) u ∈ C1(Ω), ëèáî (2ã′) u ∈ C1(Ω), v ∈ C2(Ω),èëè(2ä′) u ∈ C2(Ω), v ∈ C1(Ω), ëèáî (2å′) u, v ∈ C2(Ω),òî òîãäà âñå íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â �îðìóëàõ (2.4)�(2.7), ïå-ðåõîäÿò â ñîáñòâåííûå, òàê ÷òî óêàçàííîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåí-íûõ èíòåãðàëîâ, åñòåñòâåííî, ñíèìàåòñÿ.Çàìå÷àíèå 2.1.Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî óñëîâèþ (2à) �îðìóëû �ðèíà, àòàêæå �îðìóëà (2.4) ñïðàâåäëèâû êàê äëÿ îäíîñâÿçíûõ ëèáî ìíîãîñâÿçíûõîáëàñòåé, òàê è äëÿ íåñâÿçíûõ ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç íåñêîëüêèõ îáëà-ñòåé, ò. å. ñâÿçíûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Òî÷íî òàê æå ãðàíèöà Γ ìíîæåñòâà
Ω ìîæåò áûòü êàê ñâÿçíîé, òàê è íåñâÿçíîé, ò. å. ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ñëåäóåòáðàòü ïî âñåì ïîâåðõíîñòÿì, îãðàíè÷èâàþùèì Ω. Àíàëîãè÷íûå �îðìóëû�ðèíà èìåþò ìåñòî êàê íà ïëîñêîñòè R2, òàê â ïðîñòðàíñòâå Rn ëþáîãî÷èñëà èçìåðåíèé. 106



Ïóñòü äàëåå S � ïîâåðõíîñòü â R
3. Íàçîâåì åå îêðåñòíîñòüþ ëþáîå îò-êðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëî-âèÿ

(2æ) S � îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü ñêóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ;
(2ç) �óíêöèè P, Q, R íåïðåðûâíû è íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìû âíåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè S.Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [19, ñ. 182℄):Òåîðåìà 2.2 Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2æ), (2ç) ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

∫

S

(

∂R

∂y
− ∂Q

∂z

) dydz +

(

∂P

∂z
− ∂R

∂x

) dzdx+

(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

) dxdy =

=

∮

Γ

Pdx+Qdy + Rdz, (2.8)íàçûâàåìàÿ �îðìóëîé Ñòîêñà. Ïðè ýòîì ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè (2.8)èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó èíòåãðàëîâ ïî ñâÿçíûì êîìïîíåí-òàì ãðàíèöû Γ, íà êîòîðûõ óêàçàíî ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõî-äà (ïðè êîòîðîì ñ ó÷åòîì âûáîðà ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè ïîâåðõíîñòü Sîñòàåòñÿ ñëåâà).Â âåêòîðíîé çàïèñè �îðìóëà (2.8) èìååò ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (2.3) âèä
∫

S

rotv · ndσ =

∮

Γ

v · tds. (2.9)Çäåñü t � åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé â òî÷êàõ ãðàíèöû Γ ïîâåðõíîñòè
S, ds � ýëåìåíò äëèíû äóãè ãðàíèöû Γ, ñêàëÿð v · t íàçûâàåòñÿ êàñàòåëü-íîé (èëè òàíãåíöèàëüíîé) êîìïîíåíòîé âåêòîðíîãî ïîëÿ v îòíîñèòåëüíîãðàíè÷íîé êðèâîé Γ, òîãäà êàê rotv ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðîòîð (èëè âèõðü)âåêòîðíîãî ïîëÿ v, îïðåäåëÿåìûé â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò �îðìó-ëîé

rotv =

(

∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)

i +

(

∂P

∂z
− ∂R

∂x

)

j +

(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

k. (2.10)Â ñîîòâåòñòâèè ñ �èçè÷åñêèì ñìûñëîì ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà [19, 
. 143℄ëåâàÿ ÷àñòü �îðìóëû (2.9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ rotv÷åðåç ïîâåðõíîñòü S. Ïðàâàÿ ÷àñòü â (2.9) íîñèò íàçâàíèå öèðêóëÿöèè âåê-òîðíîãî ïîëÿ v ïî êðèâîé Γ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî �îðìóëà (2.9) ïî ñâîåìó �èçè-÷åñêîìó ñìûñëó îçíà÷àåò, ÷òî ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ rotv ÷åðåç ïîâåðõ-íîñòü S ðàâåí öèðêóëÿöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ v ïî êðèâîé Γ, ÿâëÿþùåéñÿãðàíèöåé ïîâåðõíîñòè S. Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî äëÿ çàäàííîé ïîâåðõíî-ñòè S ãðàíèöà Γ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Îäíàêî äëÿ çàäàííîé ãðàíèöû107



Γ ìîæíî ïîäîáðàòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòåé S, èìåþùèõ ñâî-åé ãðàíèöåé êðèâóþ Γ, èëè, êàê ãîâîðÿò, íàòÿíóòûõ íà êðèâóþ Γ. Åñëèñ÷èòàòü ïåðâè÷íîé ãðàíèöó Γ, òî òîãäà �èçè÷åñêèé ñìûñë �îðìóëû (2.9)çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî çàìêíóòîé êðè-âîé Γ ðàâíà ïîòîêó âåêòîðíîãî ïîëÿ rotv ÷åðåç ëþáóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþïîâåðõíîñòü S, íàòÿíóòóþ íà ãðàíèöó Γ.�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêîå ìíî-æåñòâî Ω, ëåæàùåå â ïëîñêîñòè x, y, ïðè÷åì R = 0, à �óíêöèè P è Qíå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû z. Â òàêîì ñëó÷àå �îðìóëà (2.8) ïåðåõîäèò â�îðìóëó
∫

Ω

(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

) dxdy =

∮

Γ

Pdx+Qdy, (2.11)íàçûâàåìóþ (ïëîñêîé) �îðìóëîé �ðèíà. Áîëåå òî÷íî, ñïðàâåäëèâà ñëåäó-þùàÿ òåîðåìà (ñì. [19, ñ. 170℄).Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü ïëîñêîå ìíîæåñòâî Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(2a), à �óíêöèè P è Q íåïðåðûâíû â Ω è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûâ Ω. Åñëè ñóùåñòâóþò íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ïî Ω îò êàæäîé èç÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèé P è Q, òî ñïðàâåäëèâà �îðìóëà (2.11),íàçûâàåìàÿ �îðìóëîé �ðèíà. Ïðè ýòîì ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè (2.11)èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó èíòåãðàëîâ ïî ñâÿçíûì êîìïîíåí-òàì ãðàíèöû Γ, íà êîòîðûõ óêàçàíî òàêîå íàïðàâëåíèå îáõîäà, ïðè êî-òîðîì Ω îñòàåòñÿ ñëåâà.Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ðîòîðîì äâóìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v : Ω → R ïî-íèìàþò ëèáî âåêòîð rotv, îïðåäåëÿåìûé â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò�îðìóëîé rotv = (∂Q/∂x−∂P/∂y)k (óêàçàííûé âåêòîð íàïðàâëåí ïåðïåí-äèêóëÿðíî ïëîñêîñòè x, y), ëèáî ïðîñòî ñêàëÿð ∂Q/∂x− ∂P/∂y (êîòîðûéòàêæå íàçûâàþò çàâèõðåííîñòüþ), ãäå P è Q � êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿâåêòîðà v ïî äåêàðòîâîìó áàçèñó. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîñëåäíåé èíòåðïðå-òàöèè �îðìóëó (2.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì �âåêòîðíîì� âèäå
∫

Ω rotvdxdy =
∮

Γ v · tds.Çàìå÷àíèå 2.2. Îòìåòèì äâå îñîáåííîñòè ïðèâåäåííûõ âûøå �îðìóë�ðèíà (2.5)�(2.7), �àó
ñà-Îñòðîãðàäñêîãî (2.2) è Ñòîêñà (2.9). Ïðåæäå âñå-ãî îíè çàïèñàíû â èíâàðèàíòíîì âèäå, ïîñêîëüêó â èõ �îðìóëèðîâêàõó÷àñòâóþò èíâàðèàíòíûå, ò. å. íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàòâ îáëàñòè Ω îïåðàòîðû: ëàïëàñèàí ∆, ãðàäèåíò ∇, ïðîèçâîäíàÿ ïî íîð-ìàëè ∂/∂n, äèâåðãåíöèÿ div è ðîòîð rot. Âî-âòîðûõ, óêàçàííûå �îðìóëû,êðîìå �îðìóëû (2.9), ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî â R3, íî è íà ïëîñêîñòè R2, àòàêæå â ïðîñòðàíñòâå Rn. Òî æå îòíîñèòñÿ ê �îðìóëå (2.4). Ìû íàïîìíèìëèøü, ÷òî â Rn óêàçàííûå îïåðàòîðû îïðåäåëÿþòñÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå
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êîîðäèíàò x1, x2, ..., xn �îðìóëàìè
∆u =

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+ . . .+
∂2u

∂x2
n

, ∇u =

(

∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, . . . ,

∂u

∂xn

)

,

divv =
∂v1

∂x1
+
∂v2

∂x2
+ . . .+

∂vn
∂xn

,
∂u

∂n
=

∂u

∂x1
n1 +

∂u

∂x2
n2 + . . .+

∂u

∂xn
nn.Çäåñü v1, v2, ..., vn ëèáî (n1, n2, ..., nn) � êîìïîíåíòû âåêòîðà v (ëèáî n) â äå-êàðòîâîì áàçèñå. ×òî êàñàåòñÿ �îðìóëû Ñòîêñà (2.9), òî åå ìîæíî ñ÷èòàòüñïðàâåäëèâîé ëèøü äëÿ ïðîñòðàíñòâà R

3 ëèáî ïëîñêîñòè R
2, ïîñêîëüêóèìåííî â ýòèõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëåí îïåðàòîð rot. Â ïðèíöèïå, ìîæíî îïðå-äåëèòü íåêèé àíàëîã îïåðàòîðà rot è â R

n ïðè n ≥ 4 è âûïèñàòü íåêèé
n-ìåðíûé àíàëîã �îðìóëû Ñòîêñà (2.9). Îäíàêî íèæå óêàçàííàÿ �îðìóëàíàì íå ïîòðåáóåòñÿ.2.2. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè èç êëàññà C2.Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà R3 ñêóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ,x0 ∈ Ω, è ïóñòü �óíêöèÿ u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ Ω ñóùåñòâóåò íåñîáñòâåííûé èíòå-ãðàë

∫

Ω

∆u(x)dx
|x − x0|

.Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà
u(x0) =

1

4π

∫

Γ

[

1

|x − x0|
∂u(x)

∂nx
− u(x)

∂

∂nx

1

|x− x0|

] dσ − 1

4π

∫

Ω

∆u(x)

|x− x0|
dx,(2.12)íàçûâàåìàÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì �ðèíà �óíêöèè èç êëàññà C2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî u ∈ C2(Ω). Âûðåæåìèç îáëàñòè Ω øàð Bε(x0) ⊂ Ω äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì âòî÷êå x0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωε îñòàâøóþñÿ ÷àñòü îáëàñòè, à ÷åðåç Sε �ïîâåðõíîñòü øàðà Bε(x0) (ñì. ðèñ. 2.1a).Ïðèìåíÿÿ âòîðóþ �îðìóëó �ðèíà (2.7) ê �óíêöèÿì u è v = 1/r, ãäå

r = |x − x0|, â îáëàñòè Ωε, áóäåì èìåòü ñ ó÷åòîì ãàðìîíè÷íîñòè �óíêöèè
v â Ωε, âûòåêàþùåé èç ëåììû 1.1:

∫

Ωε

∆u

r
dx =

∫

Γ

(

1

r

∂u

∂nx
− u

∂

∂nx

1

r

) dσx +

∫

Sε

(

1

r

∂u

∂nx
− u

∂

∂nx

1

r

) dσx. (2.13)Çäåñü n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê îáëàñòè Ωε, ∂u/∂n � ïðî-èçâîäíàÿ ïî âíåøíåé íîðìàëè n. Èíäåêñ �x� â äè��åðåíöèàëå dσx â ïî-âåðõíîñòíîì èíòåãðàëå îçíà÷àåò, ÷òî â ïîâåðõíîñòíîì èíòåãðàëå èíòåãðè-ðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïåðåìåííîé x, à íå ïî x0. Ïåðåéäåì òåïåðü â (2.13) ê109



à) á) â)�èñ. 2.1ïðåäåëó ïðè ε→ 0. Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (2.13) ïåðåõîäèò â ñîîòâåòñòâó-þùèé (íåñîáñòâåííûé) èíòåãðàë ïî âñåé îáëàñòè Ω, êîòîðûé ñóùåñòâóåò ïîóñëîâèþ òåîðåìû. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.13) îò ε íå çàâèñèò.Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.13) ïðè ε→ 0 ñòðåìèòñÿê −4πu(x0).Äåéñòâèòåëüíî, íà ñ�åðå Sε íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè n â òî÷êå xïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà x − x0, ïðè÷åì r = |x − x0| = ε.Ïîýòîìó
∂

∂nx

1

r
= − ∂

∂r

1

r
=

1

r2
=⇒ ∂

∂nx

1

r

∣

∣

∣

∣

Sε

=
1

ε2
, (2.14)òàê ÷òî

I1(x0) ≡
∫

Sε

u
∂

∂nx

1

r
dσ =

1

ε2

∫

Sε

udσ. (2.15)Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé òåîðåìû 2.4 u ∈ C1(Ω). Ïðèìåíèì ñó÷åòîì ýòîãî ê ïðàâîé ÷àñòè (2.15) òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè. Ó÷èòûâàÿ,÷òî ïëîùàäü ñ�åðû Sε ðàâíà 4πε2, ïîëó÷èì â èòîãå, ÷òî I1(x0) = 4πu(xε),ãäå xε � íåêîòîðàÿ òî÷êà íà ñ�åðå Sε. Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0,ïîëó÷èì â ñèëó íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè u, ÷òî
lim
ε→0

I1(x0) ≡ lim
ε→0

∫

Sε

u
∂

∂nx

1

r
dσ = 4πu(x0). (2.16)Ïîñêîëüêó u ∈ C1(Ω), òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿC > 0, ÷òî |∂u/∂n| ≤

C íà Ω. Íî òîãäà èìååì
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Sε

1

r

∂u

∂nx
dσ∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C
1

ε

∫

Sε

dσ = 4πCε→ 0 ïðè ε→ 0. (2.17)
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Â ðåçóëüòàòå, ïåðåõîäÿ â (2.13) ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïðèõîäèì ñ ó÷åòîì(2.16), (2.17) ê �îðìóëå (2.12).Íàïîìíèì, ÷òî �îðìóëà (2.12) äîêàçàíà ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïî-ëîæåíèè, ÷òî u ∈ C2(Ω). ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåãî, ïîñòðîèì, êàê â [11,
. 367℄, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ îáëàñòåé Ω(n) ⊂ Ω, ñòðåìÿùèõñÿ ê Ωïðè n → ∞ (ñì. ðèñ. 2.1á). Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (2.12) â îáëàñòè Ω(n) èïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè Ω(n) → Ω, ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.Íàïîìíèì, ÷òî â �îðìóëå (2.12) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà x0 íàõîäèòñÿâíóòðè Ω. Åñëè x0 íàõîäèòñÿ âíå Ω, òî òîãäà v ∈ C2(Ω) è ∆v = 0 â Ω.Ïîýòîìó ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (2.7) ê �óíêöèÿì u è v = 1/r, ïðèõîäèì ê�îðìóëå
∫

Γ

(

1

|x− x0|
∂u(x)

∂nx
− u(x)

∂

∂nx

1

|x − x0|

) dσx − ∫

Ω

∆u(x)

|x − x0|
dx = 0. (2.18)�àññìîòðèì, äàëåå, ñëó÷àé, êîãäà x0 ∈ Γ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îêðåñò-íîñòè òî÷êè x0 ïîâåðõíîñòü Γ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, íàïðèìåð, Γ ∈ C1, ò. å.

Γ èìååò êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ñ íåïðåðûâíî ìåíÿþùèìèñÿ óãëîâûìè êî-ý��èöèåíòàìè. Ïîñòðîèì ñ�åðó Sε(x0) ìàëîãî ðàäèóñà ε > 0 ñ öåíòðîì âòî÷êå x0. ßñíî, ÷òî ïîâåðõíîñòü Γ äåëèò åå íà äâå ÷àñòè: S1ε è S2ε, ãäå S1εëåæèò âíóòðè Ω, à S2ε � âíå Ω. Òî÷íî òàê æå ñàìà ñ�åðà Sε äåëèò ïîâåðõ-íîñòü Γ íà äâå ÷àñòè: âíåøíþþ Γ2ε ê Sε è âíóòðåííþþ Γ1ε (ñì. ðèñ. 2.1â).Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωε ïîäîáëàñòü îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åííóþ êóñêîì Γ2ε è ÷à-ñòüþ S1ε ñ�åðû , ëåæàùåé âíóòðè Ω. Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (2.7) ê �óíêöèÿì
u è v = 1/r â îáëàñòè Ωε, ïîëó÷èì

∫

Ωε

∆u

r
dx =

∫

Γ2ε

(

1

r

∂u

∂nx
− u

∂

∂nx

1

r

) dσx +

∫

S1ε

(

1

r

∂u

∂nx
− u

∂

∂nx

1

r

) dσx. (2.19)Ïåðåéäåì â (2.19) ê ïðåäåëó ïðè ε → 0. Èíòåãðàë ïî Ωε â ëåâîé ÷àñòè(2.19) ñòðåìèòñÿ ïðè ε → 0 ê ñîîòâåòñòâóþùåìó íåñîáñòâåííîìó èíòåãðà-ëó ïî îáëàñòè Ω. Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïî Γ2ε ïåðåõîäèò ïðè ε → 0â ñîîòâåòñòâóþùèé (ñèíãóëÿðíûé) ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïî ãðàíèöå Γ.Âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (2.19), êàê ëåãêî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ ðàñ-ñóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèÿì òåîðåìû 2.4, ñòðåìèòñÿ ê −2πu(x0).Ïîýòîìó â ïðåäåëå ïðè ε→ 0 ïðèõîäèì ê �îðìóëå, ïîëó÷àþùåéñÿ èç (2.12)çàìåíîé â íåé 4π íà 2π.Îáúåäèíÿÿ âñå òðè ñëó÷àÿ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îáùåé �îðìóëå
Cu(x0) =

1

4π

∫

Γ

[

1

|x− x0|
∂u(x)

∂nx
− u(x)

∂

∂nx

1

|x − x0|

] dσx− 1

4π

∫

Ω

∆u(x)

|x − x0|
dx.(2.20)111



Çäåñü
C = C(x0) =







1, x0 ∈ Ω,
c(x0), x0 ∈ ∂Ω,
0, x0 6∈ Ω,

(2.21)ãäå c(x0) ∈ [0, 1] � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé â òî÷êå x0çàâèñèò îò ñâîéñòâ ãðàíèöû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Â ÷àñòíîñòè, c(x0) =
1/2, åñëè x0 ëåæèò âíóòðè ãëàäêîãî êóñêà ãðàíèöû Γ. Åñëè æå x0 ÿâëÿåòñÿêîíè÷åñêîé òî÷êîé ïîâåðõíîñòè Γ, ò. å. â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ïîâåðõíîñòü
Γ èìååò âèä êîíóñà ñ âåðøèíîé â òî÷êå x0, òî òîãäà c(x0) = α/4π, ãäå α �âåëè÷èíà òåëåñíîãî óãëà, îáðàçîâàííîãî êàñàòåëüíûìè ê Γ â òî÷êå x0 [35,ñ. 287℄.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé â Ω �óíêöèè u �îðìóëà (2.20)ïðèíèìàåò âèä

Cu(x0) =
1

4π

∫

Γ

[

1

|x − x0|
∂u(x)

∂nx
− u(x)

∂

∂nx

1

|x− x0|

] dσx. (2.22)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà x0 ∈ Ω, �îðìóëà (2.22) ïåðåõîäèò â �îðìóëó
u(x0) =

1

4π

∫

Γ

[

1

|x − x0|
∂u(x)

∂nx
− u(x)

∂

∂nx

1

|x − x0|

] dσx. (2.23)Àíàëîãè÷íûå �îðìóëû ñïðàâåäëèâû íà ïëîñêîñòè R
2 è â ïðîñòðàíñòâå

Rn ëþáîãî ÷èñëà èçìåðåíèé. ×òîáû âûâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëû,äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü âî âòîðîé �îðìóëå �ðèíà v(x) = ln(1/|x− x0|), ãäå
|x − x0| ≡

√

(x− x0)2 + (y − y0)2 � ðàññòîÿíèå îò x äî òî÷êè x0 íà ïëîñêî-ñòè, ëèáî v(x) = 1/(ωn|x − x0|n−2), |x − x0| =
√

(x1 − x0
1)

2 + (x2 − x0
2)

2 + . . .+ (xn − x0
n)

2 â ñëó÷àå n ≥ 3 èçìåðåíèé, ãäå
ωn � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñ�åðû â Rn (ñì. � 1), è ïîâòîðèòü ïðîâåäåííûå âû-øå ðàññóæäåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé èíòåãðàëüíîé �îð-ìóëå

Cu(x0) =
1

2π

∫

Γ

[

ln
1

|x − x0|
∂u(x)

∂nx
− u(x)

∂

∂nx
ln

1

|x − x0|

] dσx−
− 1

2π

∫

Ω

∆u(x) ln
1

|x − x0|
dx (2.24)íà ïëîñêîñòè R2 è èíòåãðàëüíîé �îðìóëå

Cu(x0) =
1

ωn

∫

Γ

[

1

|x − x0|n−2

∂u(x)

∂nx
− u(x)

∂

∂nx

1

|x − x0|n−2

] dσx−112



− 1

ωn

∫

Ω

∆u(x)
1

|x− x0|n−2
dx (2.25)â ïðîñòðàíñòâå R

n. Â îáåèõ �îðìóëàõ êîíñòàíòà C îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì èòåì æå ñîîòíîøåíèåì (2.21), ãäå ïîñòîÿííàÿ c(x0) èìååò óêàçàííûé âûøåñìûñë. Â ÷àñòíîñòè, c(x0) = 1/2, åñëè x0 ïðèíàäëåæèò ãëàäêîìó êóñêóãðàíèöû Γ. Åñëè u � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω �óíêöèÿ, òî, íàïðèìåð, �îðìóëà(2.24) ïðèíèìàåò âèä
Cu(x0) =

1

2π

∫

Γ

[

ln
1

|x − x0|
∂u(x)

∂nx
− u(x)

∂

∂nx
ln

1

|x − x0|

] dσx. (2.26)Åñëè, êðîìå òîãî, x0 ∈ Ω, òî �îðìóëà (2.26) ïðèíèìàåò âèä
u(x0) =

1

2π

∫

Γ

[

ln
1

|x − x0|
∂u(x)

∂nx
− u(x)

∂

∂nx
ln

1

|x − x0|

] dσx. (2.27)Çàìå÷àíèå 2.2. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â ïî-ëó÷åííûå âûøå �îðìóëû, ÿâëÿþòñÿ íåñîáñòâåííûìè èëè ñèíãóëÿðíûìè.Ïîýòîìó âñå ïðèâåäåííûå �îðìóëû ñëåäóåò ïîíèìàòü òàê, ÷òî ïðè âûïîë-íåíèè óñëîâèé òåîðåìû 2.4 ñóùåñòâóþò âñå íåñîáñòâåííûå ëèáî ñèíãóëÿð-íûå èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â ýòè �îðìóëû, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïðàâåäëèâûâñå ýòè �îðìóëû.
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�3. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé3.1. Ñëó÷àé �óíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Â ñëó÷àå îäíîãî èçìå-ðåíèÿ (n = 1) óðàâíåíèå Ëàïëàñà (1.2) ïðèíèìàåò âèä u′′ = 0. Îáùèìðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ u(x) = C1x + C2.Ïîýòîìó, åñëè íàçâàòü ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé x, èçìå-íÿþùåéñÿ â èíòåðâàëå (a, b), �óíêöèþ u ∈ C2(a, b), ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ u′′ = 0, òî òàêîå îïðåäåëåíèå �ãàðìîíè÷åñêîé� �óíêöèè ýêâè-âàëåíòíî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîé �óíêöèè. Îòñþäà ïðîèñòåêàþò îñíîâíûåñâîéñòâà �ãàðìîíè÷åñêèõ� �óíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé x. Ïåðå÷èñëèì èõ.1) Åñëè ïðèíÿòü çà íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè n ê ãðàíèöå îòðåçêà
[a, b] íà îñè x â òî÷êå b íàïðàâëåíèå ýòîãî îòðåçêà, à â òî÷êå a � ïðîòèâî-ïîëîæíîå íàïðàâëåíèå, òî äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé �óíêöèè ñóììà çíà÷åíèéïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ýòîé �óíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ n â êîíöàõ îòðåçêàðàâíà íóëþ, ò. å.

du(a)

dn
+
du(b)

dn
=
du(a)

d(−x) +
du(b)

dx
= 0. (3.1)2) Ôóíêöèÿ u, ëèíåéíàÿ (ãàðìîíè÷åñêàÿ) â (a, b), áåñêîíå÷íî äè��åðåí-öèðóåìà è àíàëèòè÷íà âíóòðè (a, b).3) Äëÿ ëèíåéíîé íà (a, b) �óíêöèè u åå çíà÷åíèå â öåíòðå (α + β)/2ëþáîãî èíòåðâàëà [α, β], ëåæàùåãî âíóòðè (a, b), ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ�óíêöèè u íà [α, β], à òàêæå ñðåäíåìó àðè�ìåòè÷åñêîìó çíà÷åíèé �óíê-öèè u íà êîíöàõ èíòåðâàëà [α, β], ò. å.

u

(

α + β

2

)

=
1

β − α

∫ β

α

u(x)dx =
u(α) + u(β)

2
.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ â èíòåðâàëå (a, b) �óíêöèÿ u,îáëàäàþùàÿ îäíèì èç óêàçàííûõ ñâîéñòâ â 3), ëèíåéíà íà (a, b).4) Ëèíåéíàÿ íà (a, b) �óíêöèÿ íå ìîæåò ïðèíèìàòü ñâîå íàèáîëüøååèëè íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ âíóòðè èíòåðâàëà (a, b), çà èñêëþ÷åíèåì òîãîñëó÷àÿ, êîãäà u(x) ≡ const.5) Ëèíåéíàÿ íà (a, b) �óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà [a, b], îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â êîíöàõ x = a è x = b ýòîãî èíòåðâàëà.Ýòè ñâîéñòâà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è íà ãàðìîíè÷åñêèå �óíêöèè â R

n.3.2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé â ïðîñòðàí-ñòâå Rn. Îñíîâûâàÿñü íà èíòåãðàëüíûõ �îðìóëàõ � 2, âûâåäåì çäåñü ðÿäîñíîâíûõ ñâîéñòâ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûõ â ïðîñòðàí-ñòâå Rn n èçìåðåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ⊂ Rn ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîåìíîæåñòâî ñ ãðàíèöåé Γ = ∂Ω. Îáû÷íî ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Ωñâÿçíî, ò. å. ÷òî Ω � îáëàñòü. Â ñëó÷àå, êîãäà Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü,114



íàðÿäó ñ Ω áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü íåîãðàíè÷åííîå (âíåøíåå ïî îòíî-øåíèþ ê Ω) ìíîæåñòâî Ωe = Rn\Ω. Â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ Ω ìíîæåñòâî
Ωe ìîæåò ÿâëÿòüñÿ îáëàñòüþ, ò. å. ñâÿçíûì îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, êàê íàðèñ. 3.1à, òàê è íå ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì.

(à)
W We

We

0

¥

(á)�èñ. 3.1Ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà Ω èìååò âèä øàðîâîãîñëîÿ â R
3 èëè êîëüöà â R

2 (ñì. ðèñ. 3.1á). Âèäíî, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå Ωeñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò: îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω0
e è íåîãðàíè-÷åííîé îáëàñòè Ω∞

e . Â îáùåì ñëó÷àå Ωe ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ ñâÿç-íûõ êîìïîíåíò, îäíà èç êîòîðûõ Ω∞
e íåîáõîäèìî ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé.Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì ÷àñòî ññûëàòüñÿ íà Ωe êàê íà îáëàñòü, ïîíèìàÿ âñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ïîä Ωe èìåííî óêàçàííóþ íåîãðàíè÷åííóþ ñâÿçíóþêîìïîíåíòó. Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Ωe = Ωe ∪ Γ è ïîíè-ìàòü ïîä Ck(Ωe) ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé â Ωe, íåïðåðûâíûõ âìåñòå ñî âñåìèïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî â êàæäîé òî÷êå Ω ∪ Γe. Îòìå-òèì, ÷òî óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè u ∈ Ck(Ωe) íå íàêëàäûâàåò êàêèõ-ëèáîîãðàíè÷åíèé íà ïîâåäåíèå �óíêöèè u(x) ïðè |x| → ∞.�àññìîòðèì äëÿ êîíêðåòíîñòè ñëó÷àé òðåõ èçìåðåíèé.Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîéãðàíèöåé Γ. Åñëè u ∈ C1(Ω) � ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω �óíêöèÿ, òî

∫

Γ

∂u

∂n
dσ = 0. (3.2)Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3.2) äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïåðâóþ�îðìóëó �ðèíà (2.6) ê óêàçàííîé �óíêöèè u è �óíêöèè v ≡ 1.Òåîðåìà 3.2. Ôóíêöèÿ u, ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω, èìååò ïðîèç-âîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ (ò. å. áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìà) â Ω. Ëþáàÿ ïðî-èçâîäíàÿ îò ãàðìîíè÷åñêîé â Ω �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíê-öèåé. 115



Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 âíóòðè Ω è îêðó-æèì åå ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ Γ′ ⊂ Ω. Òàê êàê u ãàðìîíè÷íà â Ω, òî u èïîäàâíî ãàðìîíè÷íà âíóòðè Γ′. Êðîìå òîãî, u äâàæäû íåïðåðûâíî äè��å-ðåíöèðóåìà âïëîòü äî ãðàíèöû Γ′. Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (2.23) äëÿ îáëàñòè,ëåæàùåé âíóòðè Γ′, ïîëó÷èì
u(x0) =

1

4π

∫

Γ′

[

1

|x − x0|
∂u(x)

∂nx
− u(x)

∂

∂nx

1

|x− x0|

] dσx. (3.3)Òàê êàê x0 6∈ Γ′, òî �óíêöèÿ 1/|x− x0| êàê �óíêöèÿ äåêàðòîâûõ êîîð-äèíàò x0, y0, z0 òî÷êè x0 íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûåëþáîãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâóþ ÷àñòü â (3.3) ìîæíî äè��åðåíöè-ðîâàòü ïî êîîðäèíàòàì x0, y0, z0 ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñêîëüêî óãîäíî ðàç.Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëåâîé ÷àñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ
u áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìà. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåìïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ è ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Ëàïëàñà.Òåîðåìà 3.3 (òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè). Åñëè �óíêöèÿ u ãàðìî-íè÷íà â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω, òî â ëþáîé òî÷êå x0 ∈ Ω ñïðàâåäëèâà�îðìóëà

u(x0) =
1

4πa2

∫

Γa

u(x)dσ, (3.4)íàçûâàåìàÿ �îðìóëîé î ñðåäíåì çíà÷åíèè äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè.Çäåñü Γa � ñ�åðà ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, öåëèêîì ëåæàùàÿ âîáëàñòè Ω.Ýòî ñâîéñòâî óòâåðæäàåò, äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî çíà÷åíèå ãàðìîíè÷å-ñêîé â îáëàñòè Ω �óíêöèè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈ Ω ðàâíî ñðåäíåìóçíà÷åíèþ ýòîé �óíêöèè íà ëþáîé ñ�åðå Γa ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â x0, åñëèñ�åðà Γa öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè ãàðìîíè÷íîñòè �óíêöèè u.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì �îðìóëó (2.23) ê øàðó Ba ≡ Ba(x0) ðà-äèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ∈ Ω ñ ãðàíèöåé Γa. Áóäåì èìåòü
u(x0) =

1

4π

∫

Γa

[

1

|x − x0|
∂u(x)

∂nx
− u(x)

∂

∂nx

1

|x− x0|

] dσ. (3.5)Ó÷èòûâàÿ â ñèëó òåîðåìû 3.1, ÷òî |x − x0| = a íà Γa,
∫

Γa

∂u

∂n
dσ = 0,

∂

∂n

(

1

|x − x0|

)

=
∂

∂r

(

1

r

)

= − 1

r2
= − 1

a2
íà Γa,èç (3.5) ïðèõîäèì ê �îðìóëå (3.4). 116



Ïîëàãàÿ a = ρ, çàïèøåì (3.4) â âèäå
4πρ2u(x0) =

∫

Γρ

u(x)dσ (3.6)è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî ρ îò 0 äî a. Ïîëó÷èì
4

3
πa3u(x0) =

a
∫

0







∫

Γρ

u(x)dσ




dρ =

∫

Ba

u(x)dx (3.7)èëè
u(x0) =

1

Va

∫

Ba

u(x)dx, Va =
4π

3
a3. (3.8)�àâåíñòâî (3.8) èìååò ñìûñë �îðìóëû î ñðåäíåì çíà÷åíèè ïî øàðó äëÿãàðìîíè÷åñêîé â øàðå �óíêöèè u.Òåîðåìà 3.4 (ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Ôóíêöèÿ u, ãàðìîíè÷åñêàÿ âíóò-ðè îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω, íå ìîæåò äîñòèãàòü ñâîåãî íàèáîëüøåãî èíàèìåíüøåãî çíà÷åíèé âíóòðè îáëàñòè Ω, êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà u ≡ 
onst .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ u ïðèíèìàåò ñâîå ìàê-ñèìàëüíîå çíà÷åíèå u0 â íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå x0 îáëàñòè Ω, òàê ÷òî

u0 = max
x∈Ω

u(x) = u(x0) ≥ u(x) ∀x ∈ Ω. (3.9)Îêðóæèì òî÷êó x0 ñ�åðîé Γa ìàëîãî ðàäèóñà a, öåëèêîì ëåæàùåé â Ω, èïðèìåíèì ê �óíêöèè u �îðìóëó ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (3.4). Ó÷èòûâàÿ (3.9),ïîëó÷èì
u(x0) =

1

4πa2

∫

Γa

u(x)dσ ≤ 1

4πa2

∫

Γa

u0dσ = u0. (3.10)Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x ñ�åðû Γa âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå u(x) < u(x0), òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè u íà Γa â �îðìóëå(3.10) âìåñòî çíàêà≤ ìû èìåëè áû çíàê ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà<. Ïîñëåäíååïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ u0 = u(x0). Ñëåäîâàòåëüíî,
u(x) = u(x0) = u0 ∀x ∈ Γa. (3.11)Èç ïðîèçâîëüíîñòè ðàäèóñà a ñëåäóåò, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè âûïîëíåíèÿóñëîâèÿ (3.9) �óíêöèÿ u òîæäåñòâåííî ðàâíà êîíñòàíòå u0 âíóòðè è íàãðàíèöå âñÿêîãî øàðà ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, öåëèêîì ëåæàùåãî âíóòðèîáëàñòè Ω.Ïîêàæåì, áîëåå òîãî, ÷òî u(x) = u0 âñþäó â Ω. Ïóñòü y ∈ Ω � ïðî-èçâîëüíàÿ òî÷êà. Ñîåäèíèì x0 ñ y ëîìàíîé ëèíèåé l, ëåæàùåé âíóòðè Ω.117



Ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó Ω � îáëàñòü. Ïóñòü d � êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îòëîìàíîé l äî ãðàíèöû Γ îáëàñòè Ω (ñì. ðèñ.3.2). Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå
u(x) ðàâíà ïîñòîÿííîé u0 â øàðå ñ öåíòðîì â x0 è ðàäèóñà d/2. Ïóñòü x1 �êðàéíÿÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëîìàíîé l ñ ãðàíèöåé óïîìÿíóòîãî øàðà. ßñíî,÷òî u(x1) = u0 è ïî äîêàçàííîìó âûøå u(x) = u0 â øàðå ñ öåíòðîì x1è ðàäèóñà d/2. Ïóñòü x2 � êðàéíÿÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ l ñ ãðàíèöåé ýòîãîøàðà. Êàê è âûøå, óáåæäàåìñÿ, ÷òî u(x) = u0 â øàðå ñ öåíòðîì â òî÷êå
x2 ðàäèóñà d/2, è ò. ä. Ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ âñÿ ëèíèÿ l áóäåòïîêðûòà óêàçàííûìè øàðàìè. Òî÷êà y îêàæåòñÿ âíóòðè íåêîòîðîãî øàðà,îòêóäà è áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî u(y) = u0. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî åñëè uíå ðàâíà òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííîé, òî åå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íå ìîæåòäîñòèãàòüñÿ âíóòðè Ω. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âíóòðè Ω �óíêöèÿ
u íå ìîæåò ïðèíèìàòü è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ.Çàìå÷àíèå 3.2.

x
y

0

Ω

�èñ. 3.2

Ôàêòè÷åñêè èç äî-êàçàòåëüñòâà ïðèí-öèïà ìàêñèìóìà âû-òåêàåò áîëåå ñèëü-íûé �àêò î òîì, ÷òîãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω�óíêöèÿ íå ìîæåòïðèíèìàòü âíóòðèîáëàñòè Ω íè ëîêàëü-íûõ ìàêñèìóìîâ, íèëîêàëüíûõ ìèíèìó-ìîâ.Ïîëåçíî îáðàòèòüâíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå ñâîéñòâãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé ìû èñïîëüçîâàëè ðàçíûå äîïîëíèòåëüíûå óñëî-âèÿ, êàñàþùèåñÿ ïîâåäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ �óíêöèé íà ãðàíèöå. Òàê,ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1 ìû ïîòðåáîâàëè, ÷òîáû �óíêöèÿ u áûëàíåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà âïëîòü äî ãðàíèöû Γ, êîòîðàÿ, ê òîìó æå,ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé. Ýòè óñëîâèÿ íåîáõîäèìû äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíîáûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé �ðèíà (2.6).Â òî æå âðåìÿ òåîðåìû 3.2 è 3.3 ñïðàâåäëèâû è äëÿ íåñâÿçíûõ íåîãðàí-íè÷åííûõ â îáùåì ñëó÷àå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ïîñêîëüêó îíè íîñÿò ëî-êàëüíûé õàðàêòåð. Íàêîíåö, äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû 3.4 ñóùåñòâåí-íû êàê îãðàíè÷åííîñòü, òàê è ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà Ω. Â ÷àñòíîñòè, îíàíå ñïðàâåäëèâà äëÿ ìíîæåñòâà Ω = Ω1 ∪ Ω2, ãäå Ω1 è Ω2 � äâà íåïåðåñå-êàþùèõñÿ øàðà. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî âçÿòü �óíêöèþ u,ðàâíóþ 1 â Ω1 è 2 â Ω2. Óêàçàííàÿ �óíêöèÿ u ãàðìîíè÷íà â Ω, ïðèíèìàåòñâîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå 1, â ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êå øàðà Ω1, à118



íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå 2, â ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êå øàðà Ω2, íî íåðàâíà òîæäåñòâåííîé êîíñòàíòå âñþäó â Ω.Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(Ω) ìíîæåñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ â îãðàíè÷åííîé îá-ëàñòè Ω �óíêöèé. Èç òåîðåìû 3.4 âûòåêàåò ðÿä ïîëåçíûõ ñëåäñòâèé äëÿ�óíêöèé u ∈ H(Ω) ∩ C(Ω), ò. å. �óíêöèé u : Ω → R, ãàðìîíè÷åñêèõ âîáëàñòè Ω è íåïðåðûâíûõ â åå çàìûêàíèè Ω.Ñëåäñòâèå 3.1. Ôóíêöèÿ u ∈ H(Ω)∩C(Ω), îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû,äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé ëèøü íà ãðàíèöå
Γ:

m ≡ min
x∈Γ

u(x) < u(x) < max
x∈Γ

u(x) ≡ M ∀x ∈ Ω. (3.12)Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà [18, ñ. 476℄ íåïðåðûâíàÿ âçàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω �óíêöèÿ u íåîáõîäèìî äîñòèãàåò ñâî-åãî íàèáîëüøåãî M è íàèìåíüøåãî m çíà÷åíèé. Â òî æå âðåìÿ, ïîñêîëüêó
u ãàðìîíè÷íà â Ω, òî â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà �óíêöèÿ u íå ìîæåò äî-ñòèãàòü çíà÷åíèé M è m âíóòðè Ω. Ïîýòîìó åé íè÷åãî íå îñòàåòñÿ äåëàòüêðîìå òîãî, êàê äîñòèãàòü çíà÷åíèé M è m íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω.Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè �óíêöèÿ u ∈ H(Ω)∩C(Ω) ðàâíà íóëþ íà Γ, òî
u(x) ≡ 0 â Ω.Äåéñòâèòåëüíî, íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ u íà Ω ðàâíû íóëþ,è, ñëåäîâàòåëüíî, u = 0 íà Ω.Ñëåäñòâèå 3.3 Åñëè �óíêöèÿ u ∈ H(Ω) ∩ C(Ω) íåîòðèöàòåëüíà íà
Γ, òî u íåîòðèöàòåëüíà è âíóòðè Ω.Ñëåäñòâèå 3.4. Åñëè �óíêöèè u, v ∈ H(Ω) ∩ C(Ω) óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèþ u ≤ v íà Γ, òî u ≤ v íà Ω.Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèÿ v−u ãàðìîíè÷íà â Ω, íåïðåðûâíà íà Ω è íåîò-ðèöàòåëüíà íà Γ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.3 v − u ≥ 0 íà Ω.Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü v ≥ 0 è ïóñòü �óíêöèè u, v ∈ H(Ω) ∩ C(Ω),ïðè÷åì

|u| ≤ v íà Γ. (3.13)Òîãäà |u| ≤ v íà Ω.Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî (3.13) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ −v ≤ u ≤ víà Γ. Ïðèìåíÿÿ äâàæäû ñëåäñòâèå 3.4, ïîëó÷èì, ÷òî −v ≤ u ≤ v íà Ω.Ñëåäîâàòåëüíî, |u| ≤ v íà Ω.Çàìå÷àíèå 3.3. �àðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ v, �èãóðèðóþùàÿ â óòâåð-æäåíèè ñëåäñòâèÿ 3.5, íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ìàæîðàíòîé ãàðìîíè-÷åñêîé â Ω �óíêöèè u íà ãðàíèöå Γ, à ñàìî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 3.5ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ òàê íàçûâàåìîãî ìåòîäà ãàð-ìîíè÷åñêèõ ìàæîðàíò. Ñóùíîñòü ýòîãî ìåòîäà èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ãàðìî-íè÷åñêèõ �óíêöèé ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé�óíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ìàæîðàíòîé èññëåäóåìîé ãàðìîíè-÷åñêîé �óíêöèè u íà ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, è óñòàíîâëåíèè119



íåîáõîäèìûõ ñâîéñòâ �óíêöèè u, èñõîäÿ èç ñâîéñòâ åå ãàðìîíè÷åñêîé ìà-æîðàíòû è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Íèæå ìû áóäåì íåîäíîêðàòíî èñïîëüçî-âàòü ýòîò ìåòîä.Ñëåäñòâèå 3.6. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè u ∈ H(Ω) ∩ C(Ω) ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî
|u(x)| ≤ max

x∈Γ
|u(x)| ∀x ∈ Ω. (3.14)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ (3.14) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êîí-ñòàíòà M = maxx∈Γ |u(x)| ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ìàæîðàíòîé �óíêöèè

u íà ãðàíèöå Γ, à ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.5, è âñþäó â Ω.Çàìå÷àíèå 3.4. Ñëåäñòâèÿ 3.5 è 3.6 ñïðàâåäëèâû è äëÿ ìíîæåñòâà Ω,ÿâëÿþùåãîñÿ êîíå÷íîé ñóììîé íåïåðåñåêàþùèõñÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé.Ïîä÷åðêíåì ÷òî ïðèâåäåííûå â ýòîì ïóíêòå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ�óíêöèé, äîêàçàííûå íàìè äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ èçìåðåíèé, íà ñàìîì äåëå ñïðà-âåäëèâû â ïðîñòðàíñòâå Rn ëþáîãî ÷èñëà n ≥ 2 èçìåðåíèé è äîêàçûâàþòñÿñîâåðøåííî ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå. Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî �îðìóëû îñðåäíåì çíà÷åíèè (3.4) è (3.8) â ñëó÷àå äâóõ èçìåðåíèé ïðèíèìàþò âèä
u(x0) =

1

2πa

∫

Γa

u(x)ds, u(x0) =
1

πa2

∫

Ka

u(x)dxdy. (3.15)Çäåñü Γa (ëèáî Ka) � îêðóæíîñòü (ëèáî êðóã) ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå
x0, ds � ýëåìåíò äëèíû äóãè ãðàíèöû Γ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèâåäåííûåâûøå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ðåøåíèé óðàâíå-íèÿ Ëàïëàñà ìîæíî ïåðåíåñòè (ñ íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè) íà êëàññè÷å-ñêèå ðåøåíèÿ îáùåãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

n
∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n
∑

i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u = f (3.16)ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà êîý��èöèåíòû aij, bi è c (ñì., íàïðèìåð, [58,ãë. 1℄).3.3. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé âíóòðåííåé è âíåøíåé çàäà÷ Äè-ðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Äîêàæåì â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïðè-âåäåííûõ âûøå ñâîéñòâ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèéâíóòðåííåé è âíåøíåé çàäà÷ Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

∆u = 0. (3.17)Ïîä âíóòðåííåé çàäà÷åé Äèðèõëå ìû ïîíèìàåì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ â îãðà-íè÷åííîé îáëàñòè Ω �óíêöèè u èç ïðîñòðàíñòâà C2(Ω)∩C(Ω), óäîâëåòâî-ðÿþùåé óðàâíåíèþ (3.17) â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω è óñëîâèþ Äèðèõëå
u = g íà Γ. (3.18)120



Çäåñü g ∈ C(Γ) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ. ßñíî, ÷òî óêàçàííàÿ �óíêöèÿ u èìå-åò ñìûñë êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.17), (3.18). Ïîä âíåøíåé çàäà-÷åé Äèðèõëå ìû ïîíèìàåì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè
Ωe �óíêöèè (êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ) u èç ïðîñòðàíñòâà C2(Ωe) ∩ C(Ωe),óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ Ëàïëàñà (3.17) â Ωe, óñëîâèþ Äèðèõëå (3.18)è óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà Ωe åñòüâíåøíîñòü îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω, ò. å. Ωe = R

n\Ω, óñëî-âèå ðåãóëÿðíîñòè èìååò âèä
|u(x)| = o(1) ïðè |x| → ∞ (3.19)â ñëó÷àå n ≥ 3 èçìåðåíèé è âèä
|u(x)| = O(1) ïðè |x| → ∞ (3.20)â ñëó÷àå, êîãäà Ω ⊂ R

2. Óñëîâèå (3.19) îçíà÷àåò, ÷òî u(x) ðàâíîìåðíî ñòðå-ìèòñÿ ê íóëþ ïðè x → ∞, òîãäà êàê óñëîâèå (3.20) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþîãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ u ïðè áîëüøèõ x, à ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó íåïðå-ðûâíîñòè â Ωe, è âñþäó â Ωe. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîå îòëè÷èå â ïîñòàíîâ-êå âíåøíèõ çàäà÷ Äèðèõëå äëÿ R
n ïðè n ≥ 3 è R

2 ñâÿçàíî ñ ïîâåäåíèåìðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.Ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé âíóò-ðåííåé è âíåøíåé çàäà÷ Äèðèõëå, äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó, îáîáùàþ-ùóþ ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé â �îðìå (3.14) íàñëó÷àé íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ωe ⊂ R3.Ëåììà 3.1. Ïóñòü �óíêöèÿ u ∈ C2(Ωe) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ(3.17) â îáëàñòè Ωe = R3\Ω, óñëîâèþ (3.19) è íåïðåðûâíà íà Ωe. Òîãäàäëÿ �óíêöèè u â îáëàñòè Ωe ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà â ñëåäóþùåé�îðìå
|u(x)| ≤ max

x∈Γ
|u(x)| ∀x ∈ Ωe, Γ = ∂Ω. (3.21)Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüM = maxx∈Γ |u(x)|. Îáîçíà÷èì ÷åðåçBR øàððàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè Ω è óñëî-âèÿ (3.19) ðàäèóñ R ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî Ω ⊂ BR è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|u(x)| < M ∀x ∈ R
3\BR. (3.22)Ââåäåì îãðàíè÷åííóþ ïîäîáëàñòü îáëàñòè Ωe ïî �îðìóëå

ΩR = Ωe ∩BR = BR\Ω. (3.23)Èç ñâîéñòâ �óíêöèè u âûòåêàåò, ÷òî íà ãðàíèöå ∂ΩR = Γ ∪ ΓR, ãäå ΓR =
∂BR, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|u(x)| ≤M, (3.24)121



òàê ÷òî êîíñòàíòà M ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ìàæîðàíòîé �óíêöèè u â
ΩR, ïðè÷åì |u(x)| < M íà ΓR. Èç ñëåäñòâèÿ 3.5 âûòåêàåò òîãäà, ÷òî (3.24)âûïîëíÿåòñÿ âñþäó â ΩR. Îòñþäà è (3.22) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.Çàìå÷àíèå 3.5. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ âíåøíåé îáëàñòè ïðèíöèï ìàêñè-ìóìà ñïðàâåäëèâ èìåííî â �îðìå (3.21), ÿâëÿþùåéñÿ àíàëîãîì íà ñëó÷àéíåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñîîòíîøåíèÿ (3.14), ñïðàâåäëèâîãî äëÿ îãðàíè÷åí-íîé îáëàñòè Ω. Â òî æå âðåìÿ �÷èñòûé� ïðèíöèï ìàêñèìóìà âèäà (3.12)äëÿ íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè óæå íå ñïðàâåäëèâ. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿíà ïðèìåðå �óíêöèè u(x) = 1/|x|, ãàðìîíè÷åñêîé âíå øàðà B1 ðàäèóñà 1,íåïðåðûâíîé â R3\B1, ðàâíîé 1 íà ãðàíèöå ýòîãî øàðà, íî ïðèíèìàþùåéçíà÷åíèÿ, ìåíüøèå 1 ïðè |x| > 1. Åùå îäèí ïðèìåð äàåò �óíêöèÿ −1/|x|.Ëåììà 3.2. �åøåíèå u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëåëèáî u ∈ C2(Ωe) ∩ C(Ωe) âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå â R3 åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñíà÷àëà âíóòðåííþþ çàäà÷ó Äèðèõëå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà èìååò äâà ðåøåíèÿ: u1 è u2. Òîãäà èõ ðàçíîñòü u =
u2 − u1 ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèåé, íåïðåðûâíîé íà Ω è ðàâíîéíóëþ íà Γ. Îòñþäà â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.2 âûòåêàåò, ÷òî u(x) ≡ 0 íà Ω ⇒
u1 = u2 íà Ω.�àññìîòðèì òåïåðü âíåøíþþ çàäà÷ó Äèðèõëå. Êàê è âûøå, ïðåäïîëî-æèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ: u1 è u2. Òîãäà èõ ðàçíîñòü u = u2 − u1óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆u = 0 â Ωe è óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè(3.19) íà áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé, ãàðìîíè÷åñêîé â Ωe. Êðî-ìå òîãî, îíà íåïðåðûâíà íà Ωe è ðàâíà íóëþ íà Γ. Îòñþäà â ñèëó ëåììû3.1 âûòåêàåò, ÷òî u(x) ≡ 0 íà Ωe ⇒ u1 = u2 íà Ωe.Îòìåòèì, ÷òî ëåììû 3.1 è 3.2 ñïðàâåäëèâû â ïðîñòðàíñòâå R

n ëþáîãî÷èñëà n ≥ 3 èçìåðåíèé. �àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé äâóõ èçìåðåíèé.Ëåììà 3.3. �åøåíèå u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå,ëèáî u ∈ C2(Ωe) ∩ C(Ωe) âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå â R2 åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå äîêàçàòåëüñòâîåäèíñòâåííîñòè ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.Äëÿ âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå èñïîëüçóåìûå âûøå ðàññóæäåíèÿ íå ïðèìå-íèìû, ïîñêîëüêó îíè ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþò óñëîâèå (3.19) ðàâíîìåðíîãîñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â òî æå âðåìÿ â ïîñòàíîâêóäâóìåðíîé âíåøíåé çàäà÷è âõîäèò ëèøü óñëîâèå (3.20) îãðàíè÷åííîñòè íàáåñêîíå÷íîñòè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî íàì ïðèäåòñÿ ïðîâåñòè áîëåå òîíêèå ðàññóæ-äåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè ãàðìîíè÷åñêîé ìàæîðàíòû äëÿ ðàçíîñòèäâóõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ u1 è u2 çàäà÷è (3.17), (3.18),(3.20). Òîãäà èõ ðàçíîñòü u = u2 − u1 ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèåé,íåïðåðûâíîé â Ωe = Ωe ∪ Γ, ðàâíîé íóëþ íà Γ è îãðàíè÷åííîé âñþäó â
Ωe, òàê ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |u(x)| ≤ M ∀x ∈ Ωe. Ïóñòü x0 ∈ Ωe122



� ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Âñïîìíèâ, ÷òî Ωe ÿâëÿåòñÿ âíåøíîñòüþ îòêðûòîãîîãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Ω, âûáåðåì â Ω ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì òî÷êó x0è ïîñòðîèì äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå x0: îêðóæíîñòü Γr ìàëîãîðàäèóñà r, öåëèêîì ñîäåðæàùóþñÿ â Ω, è îêðóæíîñòü ΓR äîñòàòî÷íî áîëü-øîãî ðàäèóñà, öåëèêîì ñîäåðæàùóþ Ω è x0 âíóòðè ñåáÿ (ñì. ðèñ. 3.3).Êàê è âûøå, îáîçíà÷èì ÷åðåç ΩR

�èñ. 3.3

îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ ãðàíèöåé Γ èîêðóæíîñòüþ ΓR. Ñëåäóÿ [56, 
. 324℄,ðàññìîòðèì â îáëàñòè ΩR âñïîìîãà-òåëüíóþ �óíêöèþ vR, îïðåäåëåííóþ�îðìóëîé
vR(x,x0) = M

ln(|x − x0|/r)
ln(R/r)

, x ∈ ΩR.(3.25)Èç ðåçóëüòàòîâ §1 âûòåêàåò, ÷òî �óíê-öèÿ vR ãàðìîíè÷íà â ΩR. Êðîìå òî-ãî, îíà íåïðåðûâíà â ΩR, ðàâíàM íà
ΓR è ïîëîæèòåëüíà íà Γ. Ïîñëåäíååâûòåêàåò èç òîãî �àêòà, ÷òî â êàæäîé òî÷êå x ∈ Γ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
|x−x0| > r. Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà âûòåêàåò òîãäà , ÷òî vR ïîëîæèòåëü-íà â ΩR, à èç ñâîéñòâ �óíêöèè u âûòåêàåò, ÷òî íà ãðàíèöå ∂ΩR = Γ ∪ ΓRâûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|u(x)| ≤ vR(x,x0), (3.26)òàê ÷òî vR ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ìàæîðàíòîé �óíêöèè u íà ∂ΩR. Èçñëåäñòâèÿ 3.5 âûòåêàåò òîãäà, ÷òî (3.26) âûïîëíÿåòñÿ è â êàæäîé òî÷êå
x ∈ ΩR.Ñòàíåì óâåëè÷èâàòü ðàäèóñ R. Èç ñâîéñòâ �óíêöèè vR âûòåêàåò, ÷òî

vR(x0,x0) → 0 ïðè R→ ∞. (3.27)Ó÷èòûâàÿ (3.27) è (3.26), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî u(x0) = 0. Èç ïðîèçâîëü-íîñòè òî÷êè x0 ∈ Ωe ñëåäóåò, ÷òî u(x) = 0 â Ωe ⇒ u1 = u2 .Çàìå÷àíèå 3.6. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåìì 3.1�3.3 íåÿâíî ïðåäïîëàãà-ëîñü, ÷òî Ωe ÿâëÿåòñÿ (íåîãðàíè÷åííîé) îáëàñòüþ. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëóçàìå÷àíèÿ 3.4 óòâåðæäåíèÿ ýòèõ ëåìì îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â ñëó-÷àå, êîãäà Ωe ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò (êàê íà ðèñ. 3.1á).Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ u âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå â R2 ìîæíî óñòà-íîâèòü è äðóãèì ñïîñîáîì, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Êåëüâè-íà îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ΓR. Îíî ïåðåâîäèò �óíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþâíå êðóãà KR, â �óíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ â îáëàñòè KR\{0}. Îñíîâûâà-ÿñü íà ýòîì ïîäõîäå, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû(ñì. [11, 
. 373℄). 123



Ëåììà 3.4. Ïóñòü �óíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.17) â îá-ëàñòè Ωe = R2\Ω, óñëîâèþ (3.20) è íåïðåðûâíà íà Ωe. Òîãäà äëÿ �óíêöèè
u â îáëàñòè Ωe ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà â ñëåäóþùåé �îðìå

|u(x)| ≤ max
x∈Γ

|u(x)| ∀x ∈ Ωe, (3.28)�óíêöèÿ u íåïðåðûâíà íà áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. ñóùåñòâóåò êîíå÷íûéïðåäåë
lim
x→∞

u(x) = u∞, (3.29)à åå ïðîèçâîäíûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè
|∂u(x)

∂x
| = O(

1

|x|2 ), |∂u(x)

∂y
| = O(

1

|x|2 ), |x| → ∞. (3.30)Çàìå÷àíèå 3.7. Îòìåòèì, ÷òî åñëè åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé âíóòðåí-íåé è âíåøíåé çàäà÷ Äèðèõëå â R
3 äîêàçûâàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî íàîñíîâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, òî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷å-ñêèõ ðåøåíèé êàæäîé èç ýòèõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëååñëîæíûì äåëîì, îñîáåííî äëÿ âíåøíåé çàäà÷è, è òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿñïåöèàëüíîãî àïïàðàòà. Îäíèì èç øèðîêî èñïîëüçóåìûõ äëÿ ýòîãî ìåòîäîâÿâëÿåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñóùíîñòü åãî áóäåòèçëîæåíà â ãë. 7. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ìåòîäà ïîç-âîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è â òîì æå êëàññå�óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.19) íà áåñêîíå÷íîñòè, â êîòîðîìäîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñìûñëå óñëîâèå (3.19) ìîæíîñ÷èòàòü åñòåñòâåííûì óñëîâèåì äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè âíåøíåé êðà-åâîé çàäà÷è â R3. Àíàëîãè÷íóþ ðîëü â äâóìåðíîì ñëó÷àå èãðàåò óñëîâèå(3.20) îãðàíè÷åííîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîñêîëüêó èìåííî â êëàññå �óíê-öèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.20), óäàåòñÿ äîêàçàòü êàê åäèíñòâåí-íîñòü (ñì. ëåììó 3.3), òàê è ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.�4. �åøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà âêðóãå è âíå êðóãà ìåòîäîì Ôóðüå4.1. Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ôóðüå.Ïóñòü Ω = Ωa = {(x, y) ∈ R

2 : x2 + y2 < a2} � êðóã ðàäèóñà a,Ωe = R
2 \Ω.�àññìîòðèì äâå çàäà÷è: çàäà÷ó 1 (âíóòðåííþþ çàäà÷ó Äèðèõëå), çàêëþ÷à-þùóþñÿ â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

∆u = 0 (4.1)â Ω, óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
u = g íà Γa = ∂Ω, (4.2)124



è çàäà÷ó 2 (âíåøíþþ çàäà÷ó Äèðèõëå). Ïîñëåäíÿÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäå-íèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) â îáëàñòè Ωe, óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðàíè÷íîìóóñëîâèþ (4.2) è óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè
u(x, y) = O(1) ïðè (x2 + y2) → ∞. (4.3)Â ñèëó ëåììû 3.3 ðåøåíèå êàæäîé èç ýòèõ çàäà÷ åäèíñòâåííî. Ïîýòîìóçàéìåìñÿ çäåñü íàõîæäåíèåì óêàçàííûõ ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäàÔóðüå. Ïðåæäå âñåãî ââåäåì íà ïëîñêîñòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ρ, ϕ èçàïèøåì óðàâíåíèå (4.1) ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ êîîðäèíàò â âèäå

∆u ≡ 1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂u

∂ρ

)

+
1

ρ2

∂2u

∂ϕ2
= 0. (4.4)Áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.4) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

u(ρ, ϕ) = R(ρ)Φ(ϕ). (4.5)Ïîäñòàâëÿÿ (4.5) â (4.4) è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷àåì
ρ(ρR′)′

R
= −Φ′′

Φ
= λ, (4.6)ãäå λ � êîíñòàíòà. Îòñþäà ïðèõîäèì ê äâóì îáûêíîâåííûì äè��åðåíöè-àëüíûì óðàâíåíèÿì äëÿ �óíêöèé R è Φ, èìåþùèì âèä

ρ(ρR′)′ − λR = 0 â (0, a), (4.7)
Φ′′ + λΦ = 0 â (0, 2π). (4.8)Â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ u çàäà÷è 1 �óíêöèÿ Φ äîëæíà óäîâëå-òâîðÿòü óñëîâèþ (ïåðèîäè÷íîñòè)

Φ(0) = Φ(2π). (4.9)�àâåíñòâà (4.8), (4.9) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó. Îíà çà-êëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ÷èñåë λ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîåðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.8), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (4.9). Ïðîñòîé àíàëèçïîêàçûâàåò, ÷òî åå ðåøåíèå, ò. å. ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk è �óíêöèè Φk,èìååò âèä
λk = k2, Φk(ϕ) = akcoskϕ+ bksinkϕ, k = 0, 1, 2, ... (4.10)(îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ k íå äàþò íîâûõ ðåøåíèé).Çàìåíèì â (4.7) λ íà k2. Ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå Ýéëåðà

ρ2R′′ + ρR′ − k2R = 0. (4.11)125



Åãî ðåøåíèå ïðè k > 0 áóäåì èñêàòü â âèäå
R(ρ) = ρµ. (4.12)Ïîäñòàâëÿÿ (4.12) â (4.11) è ñîêðàùàÿ íà ρµ, íàõîäèì, ÷òî

µ2 = k2 =⇒ µ = ±k. (4.13)Îòñþäà ïðè k > 0 ïîëó÷àåì äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ: ρk è ρ−k.Ïðè k = 0 íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè: 1 è lnρ.Òàê êàê èñêîìîå ðåøåíèå u äîëæíî áûòü îãðàíè÷åííûì â êðóãå Ω äëÿâíóòðåííåé çàäà÷è è âî âíåøíîñòè Ωe êðóãà Ω äëÿ âíåøíåé çàäà÷è, òî âêà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ R â (4.5) ñëåäóåò âçÿòü �óíêöèè
R0(ρ) = 1, Rk(ρ) = ρk, k ≥ 1 (4.14)äëÿ çàäà÷è 1 è
R0(ρ) = 1, Rk(ρ) = ρ−k, k ≥ 1 (4.15)äëÿ çàäà÷è 2. Ñ ó÷åòîì ýòîãî èñêîìûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.4),óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ 2π � ïåðèîäè÷íîñòè ïî ϕ, èìåþò âèä

uk(ρ, ϕ) = ρk(akcoskϕ+ bksinkϕ), k = 0, 1, ..., (4.16)äëÿ çàäà÷è 1 (âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå) è
uk(ρ, ϕ) = ρ−k(akcoskϕ+ bksinkϕ), k = 0, 1, ..., (4.17)äëÿ çàäà÷è 2 (âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå).Â ñèëó ëèíåéíîñòè (4.4) áåñêîíå÷íàÿ ñóììà ðåøåíèé (4.16), ò. å. ðÿä

u(ρ, ϕ) =
∞

∑

k=0

ρk(akcoskϕ+ bksinkϕ) (4.18)äëÿ çàäà÷è 1 è ðÿä
u(ρ, ϕ) =

∞
∑

k=0

ρ−k(akcoskϕ+ bksinkϕ) (4.19)äëÿ çàäà÷è 2, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.4), óäîâëåòâîðÿþùèìóñëîâèþ 2π � ïåðèîäè÷íîñòè ïî ϕ. Ýòîò âûâîä, êîíå÷íî, ñïðàâåäëèâ ïðèóñëîâèè, ÷òî ðÿä (4.18) (ëèáî (4.19)) ìîæíî äâàæäû ïî÷ëåííî äè��åðåí-öèðîâàòü ïî r è ϕ ñ ñîõðàíåíèåì åãî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè â Ω (ëèáî â
Ωe). 126



Îñòàëîñü îïðåäåëèòü êîý��èöèåíòû ak è bk. Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãîãðàíè÷íûì óñëîâèåì (4.2). Ïåðåõîäÿ â (4.18) �îðìàëüíî ê ïðåäåëó ïðè
ρ→ a ñ èñïîëüçîâàíèåì (4.2), ïîëó÷èì

u(a, ϕ) =
∞

∑

k=0

ak(akcoskϕ+ bksinkϕ) = g(ϕ). (4.20)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíè÷íàÿ �óíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(i) g ∈ C0[0, 2π], g(0) = g(2π).Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (i) �óíêöèþ g ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå:

g(ϕ) =
α0

2
+

∞
∑

k=1

(αkcoskϕ+ βksinkϕ), (4.21)
α0 =

1

π

2π
∫

0

g(ψ)dψ, αk =
1

π

2π
∫

0

g(ψ)coskψdψ, βk =
1

π

2π
∫

0

g(ψ)sinkψdψ, k = 1, 2, ... .(4.22)Ñðàâíèâàÿ ðÿäû (4.20) è (4.21), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ak è bk. Îíè èìåþò âèä a0 = α0/2, ak = αk/a

k, bk = βk/a
k, k = 1, 2, ... .Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè (�îðìàëüíî) ðåøåíèå çàäà÷è 1 â âèäå ðÿäà

u(ρ, ϕ) =
α0

2
+

∞
∑

k=1

uk(ρ, ϕ) ≡ α0

2
+

∞
∑

k=1

(ρ

a

)k

(αkcoskϕ+ βksinkϕ). (4.23)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå u çàäà÷è 2 èìååò âèä
u(ρ, ϕ) =

α0

2
+

∞
∑

k=1

(

a

ρ

)k

(αkcoskϕ+ βksinkϕ). (4.24)Äîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) ðÿäû (4.23) è (4.24) äåéñòâè-òåëüíî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (4.1) ñîîòâåòñòâåííî â îá-ëàñòÿõ Ω è Ωe. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ðÿä (4.23) è äîêàæåì, ÷òî â çàìêíóòîìêðóãå Ωρ0
= {(ρ, ϕ) : 0 ≤ ρ ≤ ρ0, ϕ ∈ [0, 2π)}, ãäå ρ0 < a � ïðîèçâîëüíîå÷èñëî, ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ êàê ðÿä (4.23), òàê è ðÿäû

∑

k

∂uk
∂ρ

,
∑

k

∂2uk
∂ρ2

,
∑

k

∂uk
∂ϕ

,
∑

k

∂2uk
∂ϕ2

, (4.25)ïîëó÷åííûå åãî ïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (i) äëÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå αk è βk �óíêöèè
g ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ( [19, 
. 318℄):

|α0|, |αk| è |βk| < M = const ∀k = 1, 2, ... . (4.26)127



Ó÷èòûâàÿ (4.26) è íåðàâåíñòâà |coskϕ| ≤ 1, |sinkϕ| ≤ 1, âûâîäèì, ÷òîðÿäû (4.23) è (4.25) ìàæîðèðóþòñÿ â êðóãå Ωρ0
ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëîâûìèðÿäàìè

M

2
+ 2M

∑

k

(ρ0

a

)k

,
2M

a

∑

k

k
(ρ0

a

)(k−1)

,
2M

a2

∑

k

k(k − 1)
(ρ0

a

)(k−2)

,

2M
∑

k

k
(ρ0

a

)k

, 2M
∑

k

k2
(ρ0

a

)k

.Ñõîäèìîñòü èõ ëåãêî ñëåäóåò èç ïðèçíàêà Äàëàìáåðà. Îòñþäà âûòåêàåò,÷òî ðÿä (4.23) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿä-êîâ ïî ρ è ϕ è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.1) ïðè ρ < a, ò. å. ÿâëÿåòñÿãàðìîíè÷åñêîé â Ω �óíêöèåé. Îñòàëîñü äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòüðÿäà (4.23) â çàìêíóòîì êðóãå Ω. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñõîäè-ìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà
|α0| + Σ∞

k=1(|αk| + |βk|), (4.27)êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìàæîðèðóþùèì â çàìêíóòîì êðóãå Ω äëÿ ðÿäà (4.23),ïîñêîëüêó |uk(ρ, ϕ)| ≤ |αk| + |βk| â Ω, k = 1, 2, ... . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âäîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (i) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:(ii) �óíêöèÿ g èìååò íà [0, 2π] êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ g′.Ëåãêî ïðîâåðèòü, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ÷òî êîý��èöèåíòû Ôóðüå α̃kè β̃k �óíêöèè g′ ñâÿçàíû ñ êîý��èöèåíòàìè Ôóðüå αk è βk �óíêöèè g�îðìóëàìè
α̃k ≡

1

π

2π
∫

0

g′(ϕ)coskϕdϕ = k
1

π

2π
∫

0

g(ϕ)sinkϕdϕ = kβk, k = 1, 2, ...,

β̃k ≡
1

π

2π
∫

0

g′(ϕ)sinkϕdϕ = −k 1

π

2π
∫

0

g(ϕ) cos kϕdϕ = −kαk, k = 1, 2, ... .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |αk| + |βk| = (|α̃k| + |β̃k|)/k è äëÿ äîêàçàòåëüñòâàñõîäèìîñòè ðÿäà (4.27) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞

∑

k=1

{

|α̃k|
k

+
|β̃k|
k

}

. (4.28)Íî ñõîäèìîñòü ðÿäà (4.28) ñëåäóåò èç ýëåìåíòàðíûõ íåðàâåíñòâ
|α̃k|
k

≤ 1

2

(

α̃2
k +

1

k2

)

,
|β̃k|
k

≤ 1

2

(

β̃2
k +

1

k2

)128



è èç ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Σ∞
k=1(α̃

2
k+ β̃

2
k), Σ∞

k=1(1/k
2). Ïåðâûé èç íèõ ñõîäèòñÿ âñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ äëÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé �óíêöèè g′, à âòîðîé �â ñèëó ïðèçíàêà Êîøè-Ìàêëîðåíà. Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 4.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) ðÿä (4.23) ÿâëÿåòñÿ ãàð-ìîíè÷åñêîé â êðóãå Ω �óíêöèåé. Åñëè, áîëåå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(ii), òî ðÿä (4.23) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â çàìêíóòîì êðóãå Ω �óíêöèåé,óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4.2) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿêëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è 1.Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ âíåøíåé çàäà÷è.Òåîðåìà 4.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) ðÿä (4.24) ÿâëÿåòñÿ ãàð-ìîíè÷åñêîé âî âíåøíîñòè Ωe êðóãà Ω �óíêöèåé. Åñëè, áîëåå òîãî, âû-ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (ii), òî ðÿä (4.24) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â çàìêíó-òîé îáëàñòè Ωe �óíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4.2) èóñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè (4.3) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèìðåøåíèåì çàäà÷è 2.4.2. Èíòåãðàë Ïóàññîíà. Ïðåîáðàçóåì â ýòîì ïóíêòå �îðìóëû (4.23),(4.24) ê ýêâèâàëåíòíûì èíòåãðàëüíûì �îðìóëàì è ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíèå�îðìóëû äàþò ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 è 2 ïðè âûïîëíåíèè ëèøü óñëîâèÿ (i). Êàêè â ï. 4.1, ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî âíóòðåííþþ çàäà÷ó, à äëÿ âíåøíåéçàäà÷è ïîëó÷èì ðåçóëüòàò ïî àíàëîãèè.Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (4.22) äëÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå ãðàíè÷íîé �óíê-öèè g â �îðìóëó (4.23). Ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ,ïîëó÷èì
u(ρ, ϕ) =

1

π

2π
∫

0

g(ψ)

{

1

2
+

∞
∑

k=1

(ρ

a

)k

(coskψcoskϕ+ sinkψsinkϕ)

}

dψ =

=
1

π

2π
∫

0

g(ψ)

{

1

2
+

∞
∑

k=1

(ρ

a

)k

cosk(ϕ− ψ)

}

dψ. (4.29)Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî t ≡ ρ/a < 1, è èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ �îðìóëó
Σ∞
k=1γ

k =
γ

1 − γ
ïðè |γ| < 1,ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå â �èãóðíûõ ñêîáêàõ (4.29):

1

2
+ Σ∞

k=1t
kcosk(ϕ− ψ) =

1

2
+

1

2
Σ∞
k=1t

k
[

eik(ϕ−ψ) + e−ik(ϕ−ψ)
]

=

=
1

2

{

1 + Σ∞
k=1

[

(tei(ϕ−ψ))k + (te−i(ϕ−ψ))k
]}

=129



=
1

2

[

1 +
tei(ϕ−ψ)

1 − tei(ϕ−ψ)
+

te−i(ϕ−ψ)

1 − te−i(ϕ−ψ)

]

=

=
1

2
· 1 − te−i(ϕ−ψ) − tei(ϕ−ψ) + t2 + tei(ϕ−ψ) − t2 + te−i(ϕ−ψ) − t2

(1 − tei(ϕ−ψ))(1 − te−i(ϕ−ψ))
=

=
1

2
· 1 − t2

1 − 2tcos(ϕ− ψ) + t2
, |t| < 1. (4.30)Ó÷èòûâàÿ (4.30), ïåðåïèøåì �îðìóëó (4.29) â âèäå

u(ρ, ϕ) =
1

2π

2π
∫

0

a2 − ρ2

a2 − 2aρcos(ϕ− ψ) + ρ2
g(ψ)dψ. (4.31)Ôîðìóëà (4.31) (ëèáî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (4.31)) íàçûâàåòñÿ �îð-ìóëîé Ïóàññîíà (ëèáî èíòåãðàëîì Ïóàññîíà), à âûðàæåíèå

k(ρ, ϕ; a, ψ) ≡ a2 − ρ2

a2 − 2aρcos(ϕ− ψ) + ρ2íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ïóàññîíà. Îòìåòèì, ÷òî ÿäðî k îïðåäåëåíî ëèøü ïðè
ρ < a ëèáî ρ > a, ïðè÷åì k(ρ, ϕ; a, ψ) > 0 ïðè ρ < a, òàê êàê 2aρ < a2 + ρ2,åñëè ρ 6= a.Ïîëîæèì x = (ρ, ϕ) ∈ Ω, y = (a, ψ) ∈ Γa, ϕ, ψ ∈ [0, 2π) (ñì. ðèñ.4.1à).Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàññòîÿíèå r = rxy ìåæäó x è y îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

r2
xy = |x − y|2 = a2 − 2aρcos(ϕ− ψ) + ρ2. (4.32)Ó÷èòûâàÿ (4.32) è âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ äóãîâóþàáñöèññó s = aψ, (ds = adψ), ïåðåïèøåì �îðìóëó (4.31) â ýêâèâàëåíòíîìâèäå

u(x) =
1

2πa

∫

Γa

(a2 − ρ2)

r2
g(y)dsy =

1

2πa

∫

Γa

(a2 − |x|2)
|x − y|2 g(y)dsy, ρ = |x|.(4.33)Ïðè âûïîëíåíèè ëèøü óñëîâèÿ (i) èíòåãðàë Ïóàññîíà (4.31) ÿâëÿåòñÿãàðìîíè÷åñêîé â êðóãå Ω �óíêöèåé, òàê êàê ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò èñ-õîäíûé ðÿä (4.23). Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ �óíêöèè (4.33) ïðèóñëîâèè, ÷òî g ∈ C(Γa). Ñ�îðìóëèðóåì ýòîò âàæíûé �àêò â âèäå ëåììû.Ëåììà 4.1. Ïóñòü g ∈ C(Γa). Òîãäà èíòåãðàë Ïóàññîíà (4.33) ÿâëÿ-åòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â êðóãå Ω �óíêöèåé.Åñëè, áîëåå òîãî, �óíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i) è (ii), òî òîãäàìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

lim
x→x0

u(x) = g(x0) ∀x0 ∈ Γa, lim
ρ→a

ϕ→ϕ0

u(ρ, ϕ) = g(ϕ0) ∀ϕ0 ∈ [0, 2π), (4.34)130
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à) á)�èñ. 4.1òàê êàê ðÿä (4.23), èç êîòîðîãî ïîëó÷åíà �îðìóëà (4.31) (ëèáî (4.33)), ÿâëÿ-åòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) è (ii) íåïðåðûâíîé �óíêöèåé â çàìêíóòîìêðóãå Ω, óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4.2).Îñíîâûâàÿñü íà �îðìóëå (4.33), äîêàæåì òåïåðü, ÷òî �óíêöèÿ u óäîâëå-òâîðÿåò óñëîâèþ (4.34), äàæå åñëè �óíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåïðåðûâíîé�óíêöèåé íà Γa. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî èíòåãðàë Ïóàññîíà, òî÷íåå �óíê-öèÿ
u(x) =

{

1
2πa

∫

Γa

(a2−ρ2)
|x−y|2 g(y)dsy, x ∈ Ω,

g(x), x ∈ Γa
(4.35)äàåò ðåøåíèå çàäà÷è 1 èç ïðîñòðàíñòâà C2(Ω)∩C(Ω) äëÿ ëþáîé g ∈ C(Γa).Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ �óíêöèè g ≡ 1 íà Γa ðåøåíèåì çàäà÷è 1ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ u ≡ 1 â Ω. Ýòî âûòåêàåò èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ñó÷åòîì ýòîãî, ïîëàãàÿ â (4.33) g = 1, u = 1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìóñîîòíîøåíèþ

1 =
1

2π

2π
∫

0

(a2 − ρ2)dψ

a2 − 2aρcos(ϕ− ψ) + ρ2
=

1

2πa

∫

Γa

a2 − ρ2

r2
dsy, ρ = |x| ≤ a.(4.36)Óìíîæèì îáå ÷àñòè (4.36) íà g(x0), ãäå x0 ∈ Γa � �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà, èâû÷òåì èç (4.33). Ïîëó÷èì

u(x) − g(x0) =
1

2πa

∫

Γa

[g(y) − g(x0)]
a2 − ρ2

r2
dsy, ρ = |x|. (4.37)Ïóñòü ε > 0 � ïðîèçâîëüíîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî. Îêðóæèì òî÷êó x0îêðóæíîñòüþ S2δ = S2δ(x0) ðàäèóñà 2δ (ñì. ðèñ. 4.1á), ãäå ñ ó÷åòîì íåïðå-ðûâíîñòè �óíêöèè g ÷èñëî δ âûáåðåì ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû âî âñåõ òî÷êàõ131



y ÷àñòè Γ1 ãðàíèöû Γa, ëåæàùåé âíóòðè îêðóæíîñòè S2δ, âûïîëíÿëîñüíåðàâåíñòâî
|g(y) − g(x0)| <

ε

2
. (4.38)Ïîëîæèì

Γ2 = Γa\Γ1, Ik(x,x0) =
1

2πa

∫

Γk

[g(y)− g(x0)]
a2 − ρ2

r2
dsy, k = 1, 2. (4.39)Èç (4.37) è (4.39), î÷åâèäíî, èìååì

|u(x) − g(x0)| ≤ |I1(x,x0)| + |I2(x,x0)| ∀x ∈ Ω. (4.40)Îöåíèì â îòäåëüíîñòè êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåí-ñòâà. Ó÷èòûâàÿ (4.38), (4.36), èìååì
|I1(x,x0)| <

ε

2

1

2πa

∫

Γ1

a2 − ρ2

r2
dsy <

ε

2

1

2πa

∫

Γa

a2 − ρ2

r2
ds =

ε

2
∀x ∈ Ω. (4.41)Îöåíèì òåïåðü |I2(x,x0)|. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì åùå îäíó îêðóæíîñòü

Sδ = Sδ(x0) ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, èìåþùóþ ðàäèóñ δ. Ïîñêîëüêó íàñ èíòå-ðåñóåò ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ u(x) ïðè x → x0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà xíàõîäèòñÿ âíóòðè îêðóæíîñòè Sδ. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ Γ2 âûïîëíÿ-åòñÿ íåðàâåíñòâî r ≡ |x− y| > δ. Ó÷èòûâàÿ, êðîìå òîãî, ÷òî íåïðåðûâíàÿíà [0, 2π] �óíêöèÿ g îãðàíè÷åíà, òàê ÷òî |g(y)| ≤M ′ = const íà Γa, èìååìñîãëàñíî (4.39), ÷òî
|I2(x,x0)| ≤

2M ′(a2 − ρ2)

2πaδ2

∫

Γ2

ds ≤ 2M ′(a2 − ρ2)

δ2
, ρ = |x|. (4.42)Òàê êàê ÷èñëî δ óæå çà�èêñèðîâàíî, à ïðè x → x0, î÷åâèäíî, ρ = |x| → a,è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü â (4.42) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî íàéäåòñÿ òàêîå÷èñëî δ1 > 0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|I2(x,x0)| ≤
ε

2
ïðè |x− x0| < δ1. (4.43)Èç (4.41) è (4.43) âûòåêàåò â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, ÷òî

|u(x) − g(x0)| → 0 ïðè |x − x0| → 0. (4.44)Èç (4.44), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî u ∈ C(Ω). Êðîìå òîãî, u ∈ C2(Ω).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �îðìóëà (4.35) îïðåäåëÿåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷èÄèðèõëå (4.1), (4.2). Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.132



Òåîðåìà 4.3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (i) êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çà-äà÷è Äèðèõëå (4.1), (4.2) äëÿ êðóãà Ω = Ωa ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî èîïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ïóàññîíà �îðìóëîé (4.35).Èñõîäÿ èç ðÿäà (4.24), àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì,÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè g �îðìóëà
u(x) =

{

1
2πa

∫

Γa

(ρ2−a2)
|x−y|2 g(y)dsy, x ∈ Ωe,

g(x), x ∈ Γa
(4.45)îïðåäåëÿåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u ∈ C2(Ωe) ∩ C0(Ωe) âíåøíåé çàäà÷èÄèðèõëå (4.1)�(4.3). Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 4.4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå âíåø-íåé çàäà÷è Äèðèõëå (4.1)�(4.3) âî âíåøíîñòè êðóãà ñóùåñòâóåò, åäèí-ñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ïóàññîíà �îðìóëîé (4.45).Çàìå÷àíèå 4.1. Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ íåòðóäíîóáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå âíóòðè îêðóæíîñòè Γa ðà-äèóñà a ñ öåíòðîì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0 òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé(4.35), ãäå ñëåäóåò ïîëîæèòü ρ = |x− x0|. Òî÷íî òàê æå �îðìóëà (4.45) ïðè

ρ = |x − x0| äàåò ðåøåíèå âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè Ωe, ëåæàùåéâíå Γa.Çàìå÷àíèå 4.2. Èç òåîðåìû 4.3 âûòåêàåò, ÷òî ëþáóþ ãàðìîíè÷åñêóþâ êðóãå Ω �óíêöèþ u, íåïðåðûâíóþ â çàìûêàíèè Ω, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå
u(x) =

1

2πa

∫

Γa

a2 − |x|2
|x − y|2 u(y)dsy, x ∈ Ω. (4.46)Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç u1 ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå (4.1), (4.2),îòâå÷àþùåå ãðàíè÷íîé �óíêöèè g = u|Γa

∈ C(Γa). Â ñèëó òåîðåìû 4.3îíî ïðåäñòàâèìî ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ïóàññîíà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè(4.46). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëåíåîáõîäèìî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå u1 = u â Ω. Îòñþäà âûòåêàåò (4.46).Ôîðìóëó (4.46) òàêæå íàçûâàþò �îðìóëîé Ïóàññîíà. Ïî ñâîåìó ñìûñëóîíà äàåò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãàðìîíè÷åñêîé âíóòðè êðóãà Ω �óíê-öèè u ÷åðåç åå çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå Γa. Ïðè x = 0 �îðìóëà Ïóàññîíà (4.46)ïåðåõîäèò â �îðìóëó (3.15) ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè â
R2. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå àíàëîãè÷íîåïðåäñòàâëåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ �óíêöèè u, ãàðìîíè÷åñêîé âíå êðóãà Ω èíåïðåðûâíîé â R2\Ω.Â îáùåì ñëó÷àå ïîä �îðìóëîé (ëèáî èíòåãðàëîì) Ïóàññîíà ïîíèìàåòñÿèíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëà-ïëàñà â ïðîñòåéøèõ îáëàñòÿõ â âèäå èíòåãðàëà ïî ãðàíèöå, ñîäåðæàùåãîãðàíè÷íóþ �óíêöèþ. Ê ýòèì ïðîñòåéøèì îáëàñòÿì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð:133



êðóã, âíåøíîñòü êðóãà è ïîëóïëîñêîñòü â R
2, øàð, âíåøíîñòü øàðà è ïî-ëóïðîñòðàíñòâî â R3. Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ìû âûâåäåì �îðìóëó Ïóàññîíàäëÿ øàðà è âíåøíîñòè øàðà. ×òî êàñàåòñÿ äðóãèõ îáëàñòåé, òî ê ýòîìóâîïðîñó ìû âåðíåìñÿ â ãë. 7 ïðè èçëîæåíèè ìåòîäà �óíêöèé �ðèíà.Èíòåãðàë Ïóàññîíà äàåò î÷åíü óäîáíûé àïïàðàò äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ áóäóò ïðèâåäåíû â §6.Â ýòîì ïóíêòå ìû, îñíîâûâàÿñü íà ñâîéñòâàõ èíòåãðàëà Ïóàññîíà (4.46),äîêàæåì ïðèâåäåííûå â êîíöå §4 îöåíêè (3.30), îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèåãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ íà áåñêîíå÷íîñòè.Ëåììà 4.2 (î ïîâåäåíèè ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé íà áåñêîíå÷íîñòè â

R
2). Ïóñòü u : Ωe → R � ãàðìîíè÷åñêàÿ âî âíåøíîñòè Ωe îãðàíè÷åííîãîîòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ R2 �óíêöèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå êîí-ñòàíòû R > 0 è C = CR(u), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íàáåñêîíå÷íîñòè

∣

∣

∣

∣

∂u(x)

∂x

∣

∣

∣

∣

≤ CR
|x|2 ,

∣

∣

∣

∣

∂u(x)

∂y

∣

∣

∣

∣

≤ CR
|x|2 ïðè |x| ≥ R. (4.47)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò âíóòðü Ω è îïèøåìîêðóæíîñòü ΓR ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà

R, òàêîãî, ÷òîáû Ω öåëèêîì ëåæàëà âíóòðè ΓR (ñì. ðèñ. 3.3). Ïîëîæèì
ΩeR = {x ∈ Ωe : |x| > R}. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ u ãàðìîíè÷íà â ΩeR èíåïðåðûâíà â çàìûêàíèè ΩeR, òî ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 4.2 â ëþáîé òî÷êå
x = (x, y), ëåæàùåé âíå îêðóæíîñòè ΓR, åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåèíòåãðàëà Ïóàññîíà

u(x) =
1

2πR

∫

ΓR

ρ2 −R2

r2
u(y)dsy =

=
1

2πR

∫

|y|=R

|x|2 − R2

|x − y|2 u(y)dsy, x ∈ ΩeR. (4.48)Çäåñü ρ = |x| =
√

x2 + y2, y = (ξ, η), r = |x − y| =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2.Äè��åðåíöèðóÿ (4.48) ïî x, ïîëó÷èì
∂u(x)

∂x
=

1

2πR

∫

ΓR

∂

∂x
(
ρ2 −R2

r2
)u(y)dsy. (4.49)Îöåíèì ïðîèçâîäíóþ ∂u/∂x. Èìååì

∂

∂x
(
ρ2 −R2

r2
) =

2xr2 − 2(ρ2 − R2)(x− ξ)

r4
=134



=
2

r4
[xr(r − ρ) + ρx(r − ρ) + ξρ2 +R2(x− ξ)]. (4.50)Ïóñòü òî÷êà x íàñòîëüêî óäàëåíà îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå ρ ≥ 2R, òàê ÷òî R ≤ ρ/2. Òîãäà r ≥ ρ − R ≥ ρ/2 ⇒ 1/r ≤ 2/ρ.Êðîìå òîãî, èìååì |x| ≤ ρ, |x − ξ|/r ≤ r, |r − ρ| ≤ R, |ξ| ≤ R. Ïðèíèìàÿâî âíèìàíèå ýòè îöåíêè, èç (4.50) ïîëó÷àåì, ÷òî

| ∂
∂x

(
ρ2 −R2

r2
)| ≤ 2|x||r − ρ|

r3
+

2|x||r − ρ|ρ
r4

+
2|ξ|ρ2

r4
+

2R2|x− ξ|
r4

≤ 88R

ρ2
.(4.51)Ó÷èòûâàÿ (4.51), èç (4.49) âûâîäèì, ÷òî

|∂u(x)

∂x
| ≤ 88R

ρ2

1

2πR

∫

ΓR

|u(y)|dsy ≤
MR

ρ2
ïðè |x| ≥ 2R.Çäåñü MR = 88M ′

R, ãäå M ′
R = sup|y|=2R |u(y)|. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðà-âåäëèâà è äëÿ |∂u/∂y|. Îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê (4.47) ïðè

CR = sup|x|=2R |u(x)|.Îöåíêè (4.47) êîíêðåòèçèðóþò ñìûñë âåëè÷èíû O(1/|x|2), âõîäÿùåé â(3.30). 4.3. Î ðåøåíèè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà âøàðå è âíå øàðà. �àññìîòðèì â ýòîì ïóíêòå êðàòêî âîïðîñ î íàõîæäåíèèêëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå
∆u = 0, x ∈ Ω, u|Γa

= g (4.52)â øàðå Ω = {x = (x, y, z) ∈ R3 : |x| < a}, ëèáî âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå
∆u = 0, x ∈ Ωe, u|Γa

= g, u(x) = o(1) ïðè |x| → ∞ (4.53)âî âíåøíîñòè Ωe = R3\Ω øàðà Ω. Çäåñü Γa = ∂Ω.Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé îáåèõ çàäà÷ âûòåêàåò èçëåììû 3.2. ×òî êàñàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, òî äëÿ åãî äîêàçàòåëü-ñòâà è îäíîâðåìåííî ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ â ÿâíîì âèäå ìîæíî ïðèìåíèòüàíàëîãè÷íî ïëîñêîìó ñëó÷àþ ìåòîä Ôóðüå, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñ�åðè÷å-ñêèõ �óíêöèé, ââåäåííûõ â � 4 ãë. 4. Âòîðîé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â îáîñíî-âàíèè ñïðàâåäëèâîñòè äëÿ ðåøåíèé óêàçàííûõ çàäà÷ òðåõìåðíûõ àíàëîãîâ�îðìóëû Ïóàññîíà. Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ïðèâåäåíèåì êðàòêîé ñõåìû âûâî-äà ñîîòâåòñòâóþùèõ �îðìóë äëÿ ðåøåíèé çàäà÷ (4.52) è (4.53). Ââåäåì�óíêöèþ
k(x,y) =

a2 − |x|2
|x − y|3 , x ∈ R

3 \ Γa, y ∈ Γa, (4.54)
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íàçûâàåìóþ ÿäðîì Ïóàññîíà äëÿ øàðà Ω. �àññìîòðèì îòâå÷àþùèé �óíê-öèè k òðåõìåðíûé èíòåãðàë Ïóàññîíà
u(x) =

1

4πa

∫

Γa

a2 − |x|2
|x− y|3 g(y)dσy, x ∈ Ω. (4.55)Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ÿäðà è èíòåãðàëà Ïóàññîíà.1. ßäðî k íåîòðèöàòåëüíî. Ïðè |x| = a îíî âñþäó ðàâíî íóëþ, êðîìåòî÷êè x = y, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé îíî íåîãðàíè÷åíî.2. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

1

4πa

∫

|y|=a

a2 − |x|2
|x − y|3 dσy ≡

{

1 ïðè |x| < a,
− a

|x| ïðè |x| > a.Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî, âòîðîå ñâîéñòâî äîêàçûâàåòñÿ êàê è ñîîò-âåòñòâóþùåå ñâîéñòâî ÿäðà Ïóàññîíà äëÿ êðóãà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõñâîéñòâ ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå òåîðåìû, îáîáùàþùèå òåîðåìû 4.3 è4.4 äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ èçìåðåíèé. Äîêàçàòåëüñòâî èõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð,â [21, ñ. 273-276℄.Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü �óíêöèÿ g íåïðåðûâíà íà ñ�åðå Γa ðàäèóñà a. Òî-ãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå (4.52) ñóùåñòâó-åò, åäèíñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ïóàññîíà �îðìó-ëîé:
u(x) =

{

1
4πa

∫

Γa

a2−|x|2
|x−y|3 g(y)dσy, x ∈ Ω,

g(x), x ∈ Γa.
(4.56)Òåîðåìà 4.6. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 4.5 êëàññè÷åñêîå ðå-øåíèå u âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå (4.53) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è îïðå-äåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ïóàññîíà �îðìóëîé:

u(x) =

{

1
4πa

∫

Γa

|x|2−a2

|x−y|3 g(y)dσy, x ∈ Ωe,

g(x), x ∈ Γa.
(4.57)Îïÿòü îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 4.5 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøå-íèÿ

u(x) =
1

4πa

∫

|y|=a

a2 − |x|2
|x − y|3 u(y)dσy. (4.58)Ôîðìóëà (4.58), íàçûâàåìàÿ �îðìóëîé Ïóàññîíà äëÿ øàðà, èìååò ñìûñëèíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé â øàðå Ω �óíêöèè u ∈ C(Ω)÷åðåç åå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå (ñ�åðå) Γa øàðà Ω. Ïðè x = 0136



�îðìóëà Ïóàññîíà ïåðåõîäèò â �îðìóëó (3.4) ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ãàðìîíè-÷åñêîé �óíêöèè â R3. Àíàëîãè÷íîå (4.58) ïðåäñòàâëåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ�óíêöèè u, ãàðìîíè÷åñêîé âíå øàðà Ω è íåïðåðûâíîé â R
3\Ω.Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Ïóàññîíà ìîæíî âûâåñòè ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ ãàð-ìîíè÷åñêèõ �óíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî äîêàçàòü ñëå-äóþùèé �àêò î ïîâåäåíèè ïðè x → ∞ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, óäî-âëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè, èìåþùåìó âèä

u(x) = o(1) ïðè |x| → ∞. (4.59)Ëåììà 4.3. Ïóñòü �óíêöèÿ u ∈ C2(Ωe) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþËàïëàñà âî âíåøíîñòè Ωe = R
3\Ω îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà

Ω è óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè (4.59). Òîãäà ñóùåñòâóþòòàêèå êîíñòàíòû R > 0 è C = CR(u), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
u(x) ≤ CR

|x| , |gradu(x)| ≤ CR
|x|2 ïðè |x| ≥ R. (4.60)Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ â òî÷íîñòè ïî ñõåìåëåììû 4.1 è ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.Ëåììà 4.3 îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññî-íà â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ωe = R3\Ω, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ðåãó-ëÿðíîñòè (4.59), íåîáõîäèìî óáûâàåò ñ ïîðÿäêîì |x|−1, à åãî ïåðâûå ïðîèç-âîäíûå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñ ïîðÿäêîì |x|−2 ïðè |x| → ∞. Äðóãèìè ñëîâàìè,óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u óðàâ-íåíèÿ Ëàïëàñà â Ωe ýêâèâàëåíòíî áîëåå ñèëüíûì óñëîâèÿì óáûâàíèÿ íàáåñêîíå÷íîñòè �óíêöèè u è åå ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ. Âñïîìíèâ, ÷òî èìåí-íî ïåðâîå óñëîâèå â (4.60) �èãóðèðóåò â îïðåäåëåíèè 1.2 ãàðìîíè÷åñêîé âîâíåøíåé îáëàñòè Ωe �óíêöèè u, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî îïðåäåëå-íèå 1.2 ïðè n = 3 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ ãàðìîíè÷åñêîé�óíêöèè âî âíåøíåé îáëàñòè Ωe.Îïðåäåëåíèå 4.1. Ôóíêöèÿ u : Ωe → R íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé âíåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ωe ≡ R3 \Ω, åñëè îíà äâàæäû íåïðåðûâíî äè��å-ðåíöèðóåìà, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â Ωe è óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè (4.59).�5. Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèéêðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà5.1. Ïîñòàíîâêà îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â ñëó÷àå ïðîñòðàí-ñòâà R3. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3 ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C1, Ωe � ååâíåøíîñòü (ñì. ðèñ. 5.1à), f � çàäàííàÿ â Ω ëèáî Ωe íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ,137



g � çàäàííàÿ íà Γ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèåêðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
∆u = −f. (5.1)1.1. Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå. Íàéòè �óíêöèþ u ∈ C2(Ω),íåïðåðûâíóþ íà Ω, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (5.1) â êàæäîé òî÷êå

x ∈ Ω è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
u = g íà Γ. (5.2)1.2. Âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå. Íàéòè �óíêöèþ u ∈ C2(Ωe), íåïðå-ðûâíóþ íà Ωe ≡ Ωe∪Γ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (5.1) â êàæäîé òî÷êå

x ∈ Ωe, ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (5.2) è óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè íà áåñêîíå÷íî-ñòè
u(x) = o(1) ïðè |x| → ∞. (5.3)2.1. Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà. Íàéòè �óíêöèþ u ∈ C2(Ω) ∩

C1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (5.1) â Ω è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
∂u

∂n
= g íà Γ. (5.4)Çäåñü è íèæå n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ îáëàñòè

Ω. 2.2. Âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà. Íàéòè �óíêöèþ u ∈ C2(Ωe) ∩
C1(Ωe), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (5.1) â Ωe, ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (5.4)è óñëîâèþ (5.3).3.1. Âíóòðåííÿÿ òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè �óíêöèþ u ∈
C2(Ω)∩C1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (5.1) â Ω è ãðàíè÷íîìó óñëî-âèþ

∂u

∂n
+ au = g íà Γ. (5.5)Çäåñü a : Γ → R � çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ íà Γ �óíêöèÿ.3.2. Âíåøíÿÿ òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à.Íàéòè �óíêöèþ u ∈ C2(Ωe)∩

C1(Ωe), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (5.1) â Ωe, ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (5.5)è óñëîâèþ (5.3).Ïóñòü Γ1 è Γ2 � äâà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâà ãðàíèöû Γ (ñì. ðèñ. 5.1á),òàêèå ÷òî
Γ = Γ1 ∪ Γ2,

∫

Γ

ϕdσ =

∫

Γ1

ϕdσ +

∫

Γ2

ϕdσ ∀ϕ ∈ C(Γ).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà Γ1 è Γ2 çàäàíû íåïðåðûâíûå �óíêöèè g1 : Γ1 → Rè g2 : Γ2 → R. 138



Ω
Ωe

Γ1

2Γ

Γ

Ω

Ωe

à) á)�èñ. 5.14.1. Âíóòðåííÿÿ ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè �óíêöèþ
u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (5.1) â Ω è ãðàíè÷íûìóñëîâèÿì

u = g1 íà Γ1,
∂u

∂n
+ au = g2 íà Γ2. (5.6)4.2. Âíåøíÿÿ ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè �óíêöèþ u ∈

C2(Ωe)
∩C1(Ωe), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (5.1) â Ωe, ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì(5.6) è óñëîâèþ (5.3).Çàìå÷àíèå 5.1. Ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùåéâ òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáàÿ äðóãàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ åå ÷àñòíûì ñëó-÷àåì.5.2. Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé êðàå-âûõ çàäà÷. Ïðèâåäåì ðÿä òåîðåì, îïèñûâàþùèõ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ ñ�îðìóëèðîâàííûõ çàäà÷ îáëàäàþò ñâîéñòâîì åäèí-ñòâåííîñòè.Òåîðåìà 5.1. �åøåíèå u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëåëèáî u ∈ C2(Ωe) ∩ C(Ωe) âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå äîêàçàòåëü-ñòâà ëåììû 3.2 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ðàçíîñòü u = u2 − u1 äâóõ âîçìîæíûõðåøåíèé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà â Ω èëè Ωe, íåïðåðûâíà â Ωëèáî Ωe, ðàâíà íóëþ íà Γ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè äëÿ âíåø-íåé çàäà÷è.Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü u è ũ � ðåøåíèÿ âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå èçïðîñòðàíñòâà C2(Ω) ∩ C(Ω) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

u|Γ = g è ũ|Γ = g̃ (5.7)è ïóñòü
|g(x) − g̃(x)| ≤ ε ∀x ∈ Γ. (5.8)Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|u(x) − ũ(x)| ≤ ε íà Ω. (5.9)139



Äîêàçàòåëüñòâî. �àçíîñòü v = u − ũ åñòü �óíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿâ Ω, íåïðåðûâíàÿ íà Ω è óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà Γ óñëîâèþ |v| ≤ ε. Ïîýòîìóíåðàâåíñòâî (5.9) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 3.5.Çàìå÷àíèå 5.2. Òåîðåìà 5.2 îçíà÷àåò íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü (èëèóñòîé÷èâîñòü) ðåøåíèÿ âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå îò ãðàíè÷íûõ äàííûõâ ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå.Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå.Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü u è ũ � ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå èçïðîñòðàíñòâà C2(Ωe) ∩ C(Ωe), îòâå÷àþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (5.7) èïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (5.8). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|u(x) − ũ(x)| ≤ ε íà Ωe.Íåñêîëüêî äðóãàÿ ñèòóàöèÿ, ÷åì â òåîðåìå 5.1, èìååò ìåñòî äëÿ âíóò-ðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà.Òåîðåìà 5.4. �åøåíèå u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω) âíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà(5.1), (5.4) îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à (5.1), (5.4) èìååò äâà ðå-øåíèÿ: u1 è u2. Òîãäà èõ ðàçíîñòü u = u2 − u1 ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîéâ Ω �óíêöèåé êëàññà C1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ∂u/∂n = 0 íà Γ.Ïîëàãàÿ â �îðìóëå �ðèíà (2.5) v = u, ïîëó÷èì

∫

Ω

|∇u|2dx = −
∫

Ω

∆u udx +

∫

Γ

∂u

∂n
udσ. (5.10)Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ ∆u = 0 â Ω, ∂u/∂n = 0 íà Γ, èç (5.10) âûâîäèì, ÷òî

∫

Ω

|∇u|2dx ≡
∫

Ω

[

(

∂u

∂x

)2

+

(

∂u

∂y

)2

+

(

∂u

∂z

)2
]

dx = 0 ⇒

∇u = 0 â Ω ⇒ u = 
onst.Â òî æå âðåìÿ ðåøåíèå âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà åäèíñòâåííî.Òåîðåìà 5.5. �åøåíèå u ∈ C2(Ωe) ∩ C1(Ωe) âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà(5.1), (5.3), (5.4) åäèíñòâåííî, åñëè Ωe � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à (5.1), (5.3), (5.4) èìååòäâà ðåøåíèÿ: u1 è u2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç BR øàð äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðà-äèóñà R ñ ãðàíèöåé ΓR, ñîäåðæàùèé îáëàñòü Ω âíóòðè ñåáÿ. Ââåäåì îãðà-íè÷åííóþ îáëàñòü ΩR ïî �îðìóëå
ΩR = Ωe ∩ BR = BR \ Ω (5.11)è ïðèìåíèì â îáëàñòè ΩR �îðìóëó �ðèíà (2.5), ãäå, êàê è âûøå, ïîëîæèì

u = u2 − u1, v = u. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∂ΩR = ΓR ∪ Γ, ∆u = 0 â ΩR, áóäåì140



èìåòü
∫

ΩR

|∇u|2dx =

∫

Γ

∂u

∂n
udσ +

∫

ΓR

∂u

∂n
udσ. (5.12)Çäåñü â îáîèõ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëàõ n îáîçíà÷àåò íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂ΩR,âíåøíþþ îòíîñèòåëüíî ΩR.Â ñèëó ëåììû 4.3 î ïîâåäåíèè ãàðìî-

Ω
Γ Γn

B

n

R

R

ΩR

�èñ. 5.2
íè÷åñêîé �óíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè â R3ïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ |∇u|2 â ëåâîé÷àñòè (5.12) óáûâàåò ïðè |x| → ∞ íå ìåä-ëåííåå, ÷åì |x|−4, òîãäà êàê îáúåì îáëà-ñòè ΩR ðàñòåò ñ ðîñòîì R = |x| ëèøü êàê
R3. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè R → ∞ ñîá-ñòâåííûé èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (5.12)ñòðåìèòñÿ ê íåñîáñòâåííîìó (ñõîäÿùåìó-ñÿ) èíòåãðàëó ∫

Ωe
|∇u|2dx ïî îáëàñòè Ωe.Â òî æå âðåìÿ èíòåãðàë ∫

ΓR
(∂u/∂n)udσñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè R → ∞. Äåéñòâè-òåëüíî, â ñèëó òîé æå ëåììû 4.3 âåëè÷èíà (u∂u/∂n)|ΓR

óáûâàåò ïðè R→ ∞êàê O(R−3), òîãäà êàê ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ΓR, ðàâíàÿ 4πR2/3, ðàñòåòêàê R2. Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ â (5.12) ê ïðåäåëó ïðè R→ ∞ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∂u/∂n = 0 íà Γ, ïîëó÷èì ∫

Ωe
|∇u|2dx = 0. Îòñþäà âûòåêàåò ñ ó÷åòîì ñâÿç-íîñòè Ωe, ÷òî u = u0 = const, à èç óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòèñëåäóåò, ÷òî u0 = 0 ⇒ u1 = u2.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷å. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîý�-�èöèåíò a â (5.5) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(i) a ∈ C(Γ), a ≥ 0 íà Γ,
∫

Γ

adσ > 0.Òåîðåìà 5.6. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) ðåøåíèå u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω)âíóòðåííåé òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è (5.1), (5.5) åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, êàê âñåãäà, ÷òî çàäà÷à (5.1), (5.5)èìååò äâà ðåøåíèÿ: u1 è u2. Ïðèìåíÿÿ ê èõ ðàçíîñòè u = u2 − u1 �îðìóëó�ðèíà (2.5), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (5.10). Ïîñëåäíåå ñ ó÷åòîì óñëîâèé
∆u = 0 â Ω, ∂u/∂n = −au íà Γ ïåðåïèøåì â âèäå

∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Γ

au2dσ = 0. (5.13)Ïîñêîëüêó a ≥ 0, òî èç (5.13) ïîëó÷àåì, ÷òî |∇u| = 0 â Ω ⇒ u = u0 =
const. Ïîäñòàâëÿÿ u = u0 â (5.13), áóäåì èìåòü

u2
0

∫

Γ

adσ = 0. (5.14)141



Â ñèëó ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ â (i) èç (5.14) âûòåêàåò, ÷òî u0 = 0 =⇒ u1 = u2.Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà (ïðè÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè äàæå ìåíåå æåñòêèõóñëîâèé íà êîý��èöèåíò a) ñïðàâåäëèâà äëÿ âíåøíåé òðåòüåé êðàåâîé çà-äà÷è.Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü a ∈ C(Γ), a ≥ 0 íà Γ. Òîãäà ðåøåíèå u ∈ C2(Ωe)∩
C1(Ωe) âíåøíåé òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è (5.1), (5.3), (5.5) åäèíñòâåííî,åñëè Ωe � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.7 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.9 (ñì.íèæå). Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ äâóõ ãðóïï óñëîâèé:(ii) meas Γ1 > 0, a ∈ C(Γ2), a ≥ 0 íà Γ2,(iii) meas Γ1 ≥ 0, a ∈ C(Γ2), a ≥ 0 íà Γ2,

∫

Γ2
adσ > 0.Òåîðåìà 5.8. Ïóñòü measΓ2 > 0 è âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ãðóïï óñëîâèé

(ii) èëè (iii). Òîãäà ðåøåíèå u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) âíóòðåííåé ñìåøàííîéçàäà÷è (5.1), (5.6) åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à (5.1), (5.6) èìååò äâà ðå-øåíèÿ: u1 è u2. Òîãäà èõ ðàçíîñòü u = u2 − u1 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ(5.10), êîòîðîå ñ ó÷åòîì óñëîâèé
∆u = 0 â Ω, u = 0 íà Γ1,

∂u

∂n
= −au íà Γ2 (5.15)ïåðåïèøåì â âèäå

∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Γ2

au2dσ = 0. (5.16)Ïîñêîëüêó a ≥ 0 íà Γ2, òî èç (5.16) ïîëó÷àåì, ÷òî |∇u| = 0 â Ω ⇒ u =
u0 = const íà Ω. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèå (5.16) ïðèíèìàåò âèä

u2
0

∫

Γ2

adσ = 0. (5.17)Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (ii), òî òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ u = 0 íà Γ1 èìååì
u0 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, u1 = u2. Åñëè æå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (iii), òîòîãäà èç (5.17) îïÿòü ïîëó÷àåì, ÷òî u0 = 0 ⇒ u1 = u2.Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà (ïðè÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè äàæå ìåíåå æåñòêèõóñëîâèé íà èñõîäíûå äàííûå) ñïðàâåäëèâà äëÿ âíåøíåé ñìåøàííîé êðàåâîéçàäà÷è (5.1), (5.3), (5.6).Òåîðåìà 5.9. Ïóñòü measΓ2 > 0, a ∈ C(Γ2), a ≥ 0 íà Γ2. Òîãäàðåøåíèå u ∈ C2(Ωe) ∩ C1(Ωe) âíåøíåé ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è (5.1),(5.3), (5.6) åäèíñòâåííî, åñëè Ωe � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.142



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à (5.1), (5.3), (5.6) èìå-åò äâà ðåøåíèÿ u1 è u2. Ââåäåì, êàê â òåîðåìå 5.5, îãðàíè÷åííóþ îá-ëàñòü ΩR = Ωe ∩ BR è çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü u = u2 − u1 óäîâëåòâîðÿ-åò ñîîòíîøåíèþ (5.12). Ïåðåéäåì â (5.12) ê ïðåäåëó ïðè R → ∞. �àñ-ñóæäàÿ, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.5, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ
∫

Ωe
|∇u|2dx−

∫

Γ(∂u/∂n)udσ = 0. Ïîñëåäíåå ñ ó÷åòîì óñëîâèé u = 0 íà Γ1,
∂u/∂n = −au íà Γ2 ïðèíèìàåò âèä

∫

Ωe

|∇u|2dx +

∫

Γ2

au2dσ = 0. (5.18)Ïîñêîëüêó a ≥ 0 íà Γ2, òî èç (5.18) ïîëó÷àåì, ÷òî |∇u| = 0 â Ωe ⇒ u =
u0 = const íà Ωe. Èç óñëîâèÿ (5.3) ñëåäóåò, ÷òî u0 = 0 ⇒ u1 = u2.Çàìå÷àíèå 5.3. Òåîðåìà 5.7 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 5.9,îòâå÷àþùèì ñèòóàöèè Γ = Γ2. Åñëè óñëîâèå measΓ2 > 0 çàìåíèòü óñëîâèåìmeas Γ2 ≥ 0, òî òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.1 î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿâíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àéòåîðåìû 5.9, îòâå÷àþùèé ñèòóàöèè, êîãäà meas Γ2 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
Γ = Γ1.Çàìå÷àíèå 5.4. Íåêîòîðûå èç äîêàçàííûõ âûøå òåîðåì åñòåñòâåííûìîáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ íà êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáùèõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé âèäà (3.16) (ñì., íàïðèìåð, [58, ñ. 11-13℄). Áîëåå ñëîæíûì îáðàçîìèññëåäóåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷å-ñêîãî óðàâíåíèÿ [58, ñ. 138-141℄.5.3. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà ïëîñêîñòè.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì �îðìóëèðóþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-ñîíà â ñëó÷àå äâóõ èçìåðåíèé. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â óñëîâèè ðå-ãóëÿðíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷, êîòîðîå âìåñòî(5.3) èìååò âèä

u(x) = O(1) ïðè |x| → ∞. (5.19)Ñ ó÷åòîì ýòîãî âñå ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ âíóòðåí-íèõ çàäà÷ â R
3, íåïîñðåäñòâåííî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñëó÷àé äâóõ èçìå-ðåíèé. Â òî æå âðåìÿ, íå âñå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ âíåøíèõ êðàåâûõçàäà÷ â R

3, ïåðåíîñÿòñÿ íà äâóìåðíûé ñëó÷àé. Òàê, ðåøåíèå âíåøíåé çàäà-÷è Íåéìàíà â R2 îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è ðåøåíèå âíóòðåííåé êðàåâîé çàäà÷è,ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïðîàíà-ëèçèðîâàâ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.5. ×òî êàñàåòñÿ âíåøíåé ñìåøàííîéêðàåâîé çàäà÷è, òî óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè åå ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óñëî-âèÿìè åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âíóòðåííåé çàäà÷è, ïðèâåäåííûìè â òåîðå-ìå 5.8. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàòåëüñòâîêîòîðîé ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.143



Òåîðåìà 5.10. Ïóñòü measΓ2 ≥ 0 è âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ãðóïïû óñëî-âèé (ii) èëè (iii). Òîãäà ðåøåíèå u ∈ C2(Ωe) ∩ C1(Ωe) âíåøíåé ñìåøàííîéêðàåâîé çàäà÷è (5.1), (5.6), (5.19) â R
2 åäèíñòâåííî.5.4. Íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèéêðàåâûõ çàäà÷. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé ñ�îðìóëèðîâàííûõ âï. 5.1 êðàåâûõ çàäà÷ â ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòÿõ èññëåäóåòñÿ ãîðàçäî ñëîæ-íåå, ÷åì âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè. Íå èìåÿ íèæå âîçìîæíîñòè ïîäðîáíîîñòàíàâëèâàòüñÿ íà èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè óêàçàííûõ êðàåâûõ çàäà÷,îòìåòèì êíèãè [8,11,13,23,48℄, â êîòîðûõ èíòåðåñóþùèéñÿ ÷èòàòåëü ìîæåòíàéòè íóæíûå åìó ñâåäåíèÿ î èõ ðàçðåøèìîñòè. Çäåñü æå ìû êîñíåìñÿ, âîñíîâíîì, íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ âíóòðåííåé çàäà-÷è Íåéìàíà.Èòàê, ðàññìîòðèì âíóòðåííþþ çàäà÷ó Íåéìàíà (5.1), (5.4). Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) � åå ðåøåíèå, è ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

∫

Ω

∆udx = −
∫

Ω

fdx. (5.20)Ïðèìåíÿÿ ê �óíêöèÿì u è v ≡ 1 âòîðóþ �îðìóëó �ðèíà (2.7), èìååì âñèëó (5.20) ∫

Ω fdx = −
∫

Γ(∂u/∂n)dσ. Ïîñêîëüêó ∂u/∂n = g íà Γ â ñèëóãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (5.4), òî îòñþäà ïîëó÷àåì
∫

Ω

fdx +

∫

Γ

gdσ = 0. (5.21)(5.21) è ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ âíóòðåí-íåé çàäà÷è Íåéìàíà. Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå ñëåä-ñòâèÿ.Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü �óíêöèÿ u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìâíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà (5.1), (5.4), è ñóùåñòâóåò èíòåãðàë (5.20). Òîãäàíåîáõîäèìî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5.21).Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà f = 0, óðàâíåíèå (5.1) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèåËàïëàñà, à (5.21) ïðèíèìàåò âèä
∫

Γ

gdσ = 0. (5.22)Ñîîòíîøåíèå (5.22) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøå-íèÿ âíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.Ñîîòíîøåíèÿ (5.21) è (5.22) èìåþò íàãëÿäíûé �èçè÷åñêèé ñìûñë. Äåé-ñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñèòóàöèþ, êîãäà óðàâíåíèå (5.1) îïè-ñûâàåò ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â îáëàñòè Ω, òàê ÷òî�óíêöèÿ u îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíîå ïîëå òåìïåðàòóð. Òîãäà â ñèëó çàêî-íà Ôóðüå (ñì. ãë. 1) èíòåãðàë −
∫

Γ ∂u/∂ndσ ïðîïîðöèîíàëåí êîëè÷åñòâó144



òåïëà, âíîñèìîìó ÷åðåç ãðàíèöó Γ â îáëàñòü Ω â åäèíèöó âðåìåíè, òîãäàêàê ∫

Ω fdx èìååò ñìûñë êîëè÷åñòâà òåïëà, âûðàáàòûâàåìîãî â Ω â åäèíè-öó âðåìåíè âíåøíèìè èñòî÷íèêàìè òåïëà. Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ òåïëàóêàçàííîå ñóììàðíîå òåïëî äîëæíî èäòè íà íàãðåâàíèå âåùåñòâà â îáëàñòè
Ω. Ïîñêîëüêó â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω òåìïåðàòóðà íå èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåìâðåìåíè â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðîèñõîäèòíàãðåâàíèÿ (ëèáî îõëàæäåíèÿ) âåùåñòâà, òî ýòî ñóììàðíîå òåïëî äîëæíîîáðàùàòüñÿ â íóëü, ò. å. äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (5.21) ëèáî (5.22),åñëè f = 0.Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàò î íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ (5.21)ëèáî (5.22) äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âíåøíþþçàäà÷ó Íåéìàíà (ñì. îá ýòîì áîëåå ïîäðîáíî â [21, ñ. 267℄).�6. Äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèéÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðèâåäåì ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ ãàðìîíè÷å-ñêèõ �óíêöèé. Äëÿ ïðîñòîòû è êîíêðåòíîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéäâóõ èçìåðåíèé. Äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè âñåõ ýòèõ ñâîéñòâ áóäåò îñíîâû-âàòüñÿ íà òîì �àêòå (ñì. §4), ÷òî ëþáóþ ãàðìîíè÷åñêóþ â êðóãå K �óíê-öèþ, íåïðåðûâíóþ â çàìûêàíèè K, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëàÏóàññîíà. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèâîäèìûõ íèæå óòâåðæäåíèé ìû áóäåìñëåäîâàòü êíèãå È.�. Ïåòðîâñêîãî [41℄. Ïóñòü Ω - ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü âïëîñêîñòè R2.Òåîðåìà 6.1. Âñÿêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω �óíêöèÿ u àíàëè-òè÷íà, ò.å. ðàçëàãàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ ñòåïåííîé ðÿä ïî ñòåïåíÿì (x −
x0)(y − y0) â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x0 = (x0, y0) ∈ Ω.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � êðóã ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â x0, öåëèêîìëåæàùèé â Ω. Ñ ïîìîùüþ ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò è ïðåîáðàçîâàíèÿïîäîáèÿ, ñîõðàíÿþùåãî ãàðìîíè÷íîñòü, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = (0, 0), à
R = 1.Èç ðåçóëüòàòîâ ï. 4.1. ñëåäóåò, ÷òî ãàðìîíè÷åñêàÿ â êðóãå K �óíêöèÿ uïðåäñòàâèìà â âèäå

u(x) =
a0

2
+

∞
∑

k=1

ρk(ak cos kϕ + bk sin kϕ), (6.1)ãäå êîý��èöèåíòû ak è bk îïðåäåëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì �óíêöèè u íà îêðóæ-íîñòè ðàäèóñà 1. Èç íåïðåðûâíîñòè u â K ñëåäóåò, ÷òî êîý��èöèåíòû akè bk ïî êðàéíåé ìåðå îãðàíè÷åíû: |ak| ≤M, |bk| ≤M äëÿ âñåõ k = 1, 2, ... .Ïîëàãàÿ x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ è ââîäÿ ìíèìóþ åäèíèöó i =
√
−1, èìååì

(x+iy)k = [ρ(cosϕ+i sinϕ)]k = (ρ expiϕ)k = ρk expikϕ = ρk(cos kϕ+i sin kϕ).145



Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ëåãêî ïîêàçûâàåì, ÷òî Re[(ak− ibk)(x+iy)k] =
ρk(ak cos kϕ+ bk sin kϕ). Çäåñü è íèæå Rea îáîçíà÷àåò âåùåñòâåííóþ ÷àñòüêîìïëåêñíîãî ÷èñëà a. C ó÷åòîì ýòîãî ðÿä (6.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

u(x) =
a0

2
+

∞
∑

k=1

Re[(ak − ibk)(x+ iy)k]. (6.2)�àññìîòðèì òåïåðü ðÿä
a0

2
+

∞
∑

k=0

∞
∑

l=0

Re[(ak+1 − ibk+1)C
l
k+li

lxkyl]. (6.3)Çäåñü C l
k+l � áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû ïðè k2 + l2 6= 0. Òàê êàê C l

k+l <

2k+l, à ak è bk îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîé M , òî ðÿä (6.3) ìàæîðè-ðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ïðè |x| < 1/2, |y| < 1/2 ðÿäîì
2M

∞
∑

k=0

∞
∑

l=0

2k+l|x|k|y|l. (6.4)Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (6.3) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷àñòíûå ñóììû ðÿäà (6.2)îáðàçóþò íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòíûõ ñóìì àáñîëþòíî ñõîäÿ-ùåãîñÿ ðÿäà (6.3). Ïîñêîëüêó ðÿä (6.2) ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè u, òî ñòåïåííîéðÿä (6.3) òàêæå áóäåò ñõîäèòüñÿ ê �óíêöèè u â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-êè (0, 0). Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿ u ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿäïî x è y, ñõîäÿùèéñÿ ê u â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) .�àññìîòðèì â Ω ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé
u1, u2, ..., un, ... (6.5)Òåîðåìà 6.2. (Òåîðåìà �àðíàêà). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé(6.5), ãàðìîíè÷åñêèõ âíóòðè îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω è íåïðåðûâíûõ íà

Ω , ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω, òî îíà ðàâíîìåðíîñõîäèòñÿ è âíóòðè Ω. Ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîéâíóòðè îáëàñòè Ω .Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6.5) ñõîäèòñÿ ðàâíî-ìåðíî íà ãðàíèöå Γ, òî ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåò-ñÿ òàêîå öåëîå N , ÷òî ïðè m,n > N âñþäó íà Γ |un(x)−um(x)| < ε. Â ñèëóñëåäñòâèÿ 3.6 ê ïðèíöèïó ìàêñèìóìà äëÿ ýòèõm,n èìååì |un(x)−um(x)| <
ε âñþäó â Ω. Íî òîãäà íà îñíîâàíèè äîñòàòî÷íîñòè êðèòåðèÿ Êîøè ìû çà-êëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6.5) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íåêîòîðîé�óíêöèè u ∈ C(Ω) â çàìêíóòîé îáëàñòè Ω. Îñòà¼òñÿ ëèøü äîêàçàòü, ÷òîïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ u = limn→∞ un ãàðìîíè÷íà âíóòðè Ω.146



Âîçüì¼ì äëÿ ýòîãî ëþáóþ òî÷êó x0 = (x0, y0) ∈ Ω è ïîñòðîèì êðóã
K ñ öåíòðîì â x0 è ðàäèóñà a, ëåæàùèé öåëèêîì âíóòðè Ω. Òàê êàê un �ãàðìîíè÷åñêèå �óíêöèè â îáëàñòè Ω, òî êàæäóþ èç íèõ ìîæíî ïðåäñòàâèòüâíóòðè K ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ïóàññîíà:

un(x) =
1

2πa

∫

∂K

a2 − ρ2

r2
un(y)dsy. (6.6)Â ñèëó äîêàçàííîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (6.5) â Ωâ ðàâåíñòâå (6.6) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó â îáåèõ ÷àñòÿõ. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷èì

u(x) =
1

2πa

∫

∂K

a2 − ρ2

r2
u(y)dsy. (6.7)Ïîñêîëüêó u|∂K ∈ C(Γ), òî îòñþäà ñëåäóåò â ñèëó òåîðåìû 4.3, ÷òî u åñòü�óíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ âíóòðè K .Òåîðåìà 6.3 (î ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ �óíê-öèé). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ â îáëàñòè Ω �óíêöèé (6.5)ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå x0 = (x0, y0) ∈ Ω è ïðè ëþáîì n

un+1(x) ≥ un(x) âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè Ω, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6.5)âñþäó â Ω ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè u. Ïðè ýòîì âîâñÿêîé çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé ÷àñòè îáëàñòè Ω ñõîäèìîñòü ðàâíîìåð-íà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6.5) ñõî-äèòñÿ ðàâíîìåðíî â ëþáîì êðóãå K0 ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â x0, åñëè åãîçàìûêàíèå K0 ëåæèò âíóòðè Ω. Îöåíèì ðàçíîñòü un+p − un = vn,p, ãäå p� ïðîèçâîëüíîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé òåî-ðåìû vn,p ≥ 0. Âîçüìåì êîíöåíòðè÷åñêèé ñ K0 êðóã K∗, áîëüøåãî, ÷åì ó
K0, ðàäèóñà R + ε, íî âñå åùå ëåæàùèé âìåñòå ñî ñâîåé ãðàíèöåé âíóòðè
Ω. Ïðåäñòàâèì êàæäóþ èç �óíêöèé vn,p â êðóãå K∗ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëàÏóàññîíà (4.31) â âèäå
vn,p(ρ, ϕ) =

1

2π

2π
∫

0

vn,p(R+ ε, ψ)
(R+ ε)2 − ρ2

(R+ ε)2 + ρ2 − 2(R+ ε)ρcos(ϕ− ψ)
dψ.(6.8)Òàê êàê −1 ≤ cos(ϕ− ψ) ≤ 1, òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

R+ ε− ρ

R+ ε+ ρ
≤ (R+ ε)2 − ρ2

(R+ ε)2 + ρ2 − 2(R+ ε)ρcos(ϕ− ψ)
≤ R + ε+ ρ

R + ε− ρ
. (6.9)
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Èñïîëüçóÿ óñëîâèå vn,p(R+ ε, ψ) ≥ 0, âûâîäèì èç (6.8) è (6.9), ÷òî
1

2π

R + ε− ρ

R + ε+ ρ

2π
∫

0

vn,p(R+ε, ψ)dψ ≤ vn,p(ρ, ϕ) ≤ 1

2π

R + ε+ ρ

R + ε− ρ

2π
∫

0

vn,p(R+ε, ψ)dψ.Íî â ñèëó �îðìóëû ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè âR
2 â (3.16)

(1/2π)
∫ 2π

0 vn,p(R+ ε, ψ)dψ = vn,p(x0). Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðèõîäèì ê íåðàâåí-ñòâó
R + ε− ρ

R+ ε+ ρ
vn,p(x0) ≤ vn,p(x) ≡ vn,p(ρ, ϕ) ≤ R + ε+ ρ

R + ε− ρ
vn,p(x0) ∀x ∈ K0.(6.10)Èç óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî vn,p(x0) → 0 ïðè n, p → ∞. Èç (6.10)òîãäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â K0. Îò-ñþäà âûòåêàåò ñ ó÷åòîì ïåðâîé òåîðåìû �àðíàêà, ÷òî ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ

u ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé âíóòðè K0.×òîáû äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (6.5) â ëþáîé òî÷êå yîáëàñòè Ω, ñîåäèíèì ýòó òî÷êó ñ x0 ëîìàíîé l, ñîñòîÿùåé èç êîíå÷íîãî ÷èñ-ëà çâåíüåâ è ëåæàùåé öåëèêîì âíóòðè Ω; ýòî âîçìîæíî ïî îïðåäåëåíèþîáëàñòè. Ëîìàíàÿ l âìåñòå ñ òî÷êàìè x0 è y åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.Òàê êàê îíà íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ãðàíèöåé îáëàñòè Ω, òî îíà íàõîäèòñÿíà ïîëîæèòåëüíîì ðàññòîÿíèè δ îò ýòîé ãðàíèöû, êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåò-ñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Âîçüìåì òåïåðü íà ïåðåñå÷åíèè îêðóæíîñòè
K0 ñ ëèíèåé l òî÷êó x1. Âîêðóã ýòîé òî÷êè, êàê öåíòðà, îïèøåì êðóã K1ðàäèóñà δ/2. Èç äîêàçàííîé âûøå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè un â êðóãå K0 âûòåêàåò åå ñõîäèìîñòü â òî÷êå x1. Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, ïîêàçûâàåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü unñõîäèòñÿ è â êðóãå K1. Òî÷íî òàê æå îíà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â êðóãå K2ðàäèóñà δ/2 è íà åãî ãðàíèöå, åñëè öåíòð K2 ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè l ñîêðóæíîñòüþ K1. Êîíå÷íûì ÷èñëîì òàêèõ êðóãîâ Ki (i = 0, 1, ..., N) ìîæ-íî ïîêðûòü âñþ ëèíèþ l è ïðè÷åì òàê, ÷òîáû òî÷êà y ëåæàëà âíóòðè KN .Îòñþäà áóäåò âûòåêàòü, ÷òî íà âñåé ëèíèè l è, â ÷àñòíîñòè, â òî÷êå y ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü un ñõîäèòñÿ. Òàê êàê â êàæäîì èç êðóãîâ Ki è, â ÷àñòíîñòè,â KN ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, òî ïî ïåðâîé òåîðåìå�àðíàêà ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè y.Îñòàëîñü äîêàçàòü òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un ðàâíîìåðíî ñõî-äèòñÿ íà âñÿêîì çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå Ω0, ëåæàùåì âíóò-ðè Ω. Ïî òåîðåìå �åéíå-Áîðåëÿ ìíîæåñòâî Ω0 ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì÷èñëîì êðóãîâ K1, ..., KN , ëåæàùèõ âìåñòå ñî ñâîèìè ãðàíèöàìè âíóòðè
Ω. Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un ñõîäèòñÿ â öåíòðåêàæäîãî èç ýòèõ êðóãîâ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðàñ-ñóæäåíèÿ, ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â148



êàæäîì èç êðóãîâ Ki, à ñëåäîâàòåëüíî, è íà âñåì ìíîæåñòâå Ω0.Ýòó òåîðåìó ÷àñòî íàçûâàþò âòîðîé òåîðåìîé �àðíàêà.Òåîðåìà 6.4 (îá îöåíêàõ ïðîèçâîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé). Ïóñòüâ îáëàñòè Ω çàäàíî ñåìåéñòâî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ�óíêöèé. Òîãäà â ëþáîé îáëàñòè Ω0, ñîäåðæàùåéñÿ âìåñòå ñî ñâîåé ãðà-íèöåé âíóòðè Ω, ïðîèçâîäíûå âñåõ �óíêöèé ýòîãî ñåìåéñòâà ðàâíîìåðíîîãðàíè÷åíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � âåðõíÿÿ ãðàíü ìîäóëåé �óíêöèé ðàñ-ñìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà, à γ > 0 - íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå îò ãðàíèöûîáëàñòè Ω0 äî ãðàíèöû Ω. Òîãäà êðóã ðàäèóñà δ = γ/2 ñ öåíòðîì â ïðîèç-âîëüíîé òî÷êå x0 = (x0, y0) îáëàñòè Ω0 öåëèêîì ëåæèò âíóòðè Ω.Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè òàêæå ãàðìîíè÷íà, òî,èñïîëüçóÿ �îðìóëó î ñðåäíåì çíà÷åíèè â (3.16) è �îðìóëó (2.4), èìååì
∂u

∂x
(x0) =

1

πδ2

∫

K

∂u

∂x
dxdy =

4

πγ2

∫

∂K

u cos(n, x)ds. (6.11)Çäåñü u � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà, n � âíåøíÿÿíîðìàëü ê ∂K. Èç (6.11) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(x0)

∣

∣

∣

∣

≤ 4

πγ2
M · πγ =

4M

γ
.Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè x0 è �óíêöèè u îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿîãðàíè÷åííîñòü â Ω0 ïðîèçâîäíûõ ïî x îò âñåõ �óíêöèé ñåìåéñòâà. Àíàëî-ãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü â Ω0 èõ ïðîèçâîäíûõ ïî

y. Òåîðåìà 6.5 (î êîìïàêòíîñòè ñåìåéñòâà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ãàð-ìîíè÷åñêèõ �óíêöèé). Èç ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ�óíêöèé, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ â îáëàñòè Ω, ìîæíî âûäåëèòü áåñêî-íå÷íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ â ëþáîé îãðàíè-÷åííîé îáëàñòè Ω0, ñîäåðæàùåéñÿ âìåñòå ñ ãðàíèöåé âíóòðè Ω.Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû Àðöåëà, òàê êàê, âñëåäñòâèå òåî-ðåìû 6.4 âñå �óíêöèè ñåìåéñòâà â Ω0 ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâ-íûìè.Òåîðåìà 6.6. (Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ). Ôóíêöèÿ u ∈ C2(R2), óäîâëåòâî-ðÿþùàÿ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà íà âñåé ïëîñêîñòè R2, íå ìîæåò áûòü îãðà-íè÷åííîé ñâåðõó èëè ñíèçó, åñëè îíà íå ïîñòîÿííà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u îãðàíè÷åíà ñíèçó, ò. å. u(x) ≥
m = const äëÿ âñåõ x ∈ R2. Äîáàâëÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ê �óíêöèè uïîñòîÿííóþ, ìû âñåãäà ìîæåì äîñòèãíóòü òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëî-âèå m ≥ 0. Ó÷èòûâàÿ ýòî óñëîâèå, ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå u â ëþáîé òî÷êå
x = (x, y) â òî÷íîñòè ðàâíî çíà÷åíèþ u â íà÷àëå êîîðäèíàò (0, 0). Òåì ñà-ìûì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî u = const. Âîçüìåì äëÿ ýòîãî êðóã K ñ öåíòðîì â149



íà÷àëå êîîðäèíàò (0, 0) òàêîãî áîëüøîãî ðàäèóñà R, ÷òîáû òî÷êà x ëåæà-ëà âíóòðè íåãî. Ïðåäñòàâëÿÿ â K �óíêöèþ u â âèäå èíòåãðàëà Ïóàññîíà(4.31), áóäåì èìåòü
u(x) =

1

2π

∫ 2π

0

u(R,ψ)
R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(ϕ− ψ)
dψ, ρ = |x|.Îòñþäà, ðàññóæäàÿ, êàê ïðè âûâîäå (6.10), âûâîäèì, ÷òî

R − ρ

R + ρ
u(0, 0) ≤ u(x) ≤ R + ρ

R − ρ
u(0, 0).Ïðè R→ ∞ ïîëó÷àåì, ÷òî u(0, 0) ≤ u(x) ≤ u(0, 0) ⇒ u(x) = u(0, 0) .Ñëåäñòâèå 6.1. Ôóíêöèÿ u, ÿâëÿþùàÿñÿ ãàðìîíè÷åñêîé íà âñåé ïëîñ-êîñòè R2, íåîáõîäèìî ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.Òåîðåìà 6.7 (îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè). Ïóñòü u - îãðàíè÷åííàÿ�óíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîéòî÷êè x0, ãäå u íå îïðåäåëåíà. Òîãäà �óíêöèþ u ìîæíî îïðåäåëèòü âòî÷êå x0 òàê, ÷òîáû u áûëà ãàðìîíè÷åñêîé âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîéîêðåñòíîñòè òî÷êè x0, â òîì ÷èñëå è â ñàìîé òî÷êå x0.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïðèìåì òî÷êó x0 çà íà-÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü K � êðóã ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â x0, öåëèêîì ëå-æàùèé âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè x0. Ïóñòü u1 � ãàðìîíè÷å-ñêàÿ âíóòðè K �óíêöèÿ, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ u íà ãðàíèöå K. Ïîëîæèì

u − u1 ≡ v. Ôóíêöèÿ v îãðàíè÷åíà è ãàðìîíè÷íà âî âñåì êðóãå K, êðîìåòî÷êè x0, ãäå îíà íå îïðåäåëåíà. Íà îêðóæíîñòè ∂K �óíêöèÿ v îáðàùàåòñÿâ íóëü. Ïîêàæåì, ÷òî â ëþáîé òî÷êå x0 ∈ K, êðîìå òî÷êè x0, v(x0) ≡ 0 è,ñëåäîâàòåëüíî, u(x0) = u1(x
0). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî �àêòà, ïîñòðîèì,ñëåäóÿ ìåòîäó ãàðìîíè÷åñêèõ ìàæîðàíò, �óíêöèþ

vε(x,x0) =
M ln(|x − x0|/R)

ln(ε/R)
. (6.12)ÇäåñüM = supx∈K |v(x)|, ε � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî x0 ïðèíàäëå-æèò êîëüöó Kε = {x ∈ K : ε < |x−x0|}. ßñíî, ÷òî �óíêöèÿ vε ãàðìîíè÷íàâ Kε è íåïðåðûâíà â çàìûêàíèè Kε. Êðîìå òîãî, îíà ïîëîæèòåëüíà â Kε,ðàâíà íóëþ ïðè ρ = R è ðàâíà M ïðè ρ = ε. Èç ñâîéñòâ �óíêöèè v âûòå-êàåò, ÷òî íà ãðàíèöå ∂Kε êîëüöà Kε âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|v(x)| ≤ vε(x,x0). (6.13)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî vε ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ìàæîðàíòîé �óíêöèè v íà
∂Kε. Èç ñëåäñòâèÿ 3.5 âûòåêàåò òîãäà, ÷òî (6.13) âûïîëíÿåòñÿ â êàæäîéòî÷êå êîëüöà Kε, â òîì ÷èñëå è â òî÷êå x0, òàê ÷òî

|v(x0)| ≤ vε(x
0,x0) = M

ln(|x0 − x0|/R)

ln(ε/R)
. (6.14)150



Óñòðåìèì ε ê íóëþ. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü â (6.14) òàêæå áóäåò ñòðåìèòüñÿ êíóëþ. Â òàêîì ñëó÷àå èç (6.14) áóäåò âûòåêàòü, ÷òî v(x0) = 0.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü ïðèíÿòü v(x0) = 0, ò. å. ïîëîæèòü
u(x0) = u1(x0). Äîîïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì â x0 �óíêöèÿ u áóäåò ñîâ-ïàäàòü âñþäó â K ñ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèåé u1.Çàìå÷àíèå 6.1. Òåîðåìà 6.7 âåðíà â áîëåå îáùåé �îðìóëèðîâêå, àèìåííî: ïóñòü u � ãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, çà èñ-êëþ÷åíèåì ñàìîé òî÷êè x0, ãäå u íå îïðåäåëåíà, è ïóñòü äëÿ ëþáîé òî÷êè
x èç ýòîé îêðåñòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|u(x)| ≤ µ(x) ln
1

|x− x0|
. (6.15)Çäåñü µ(x) → 0, êîãäà x → x0. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ �óíêöèþ u ìîæíîîïðåäåëèòü â òî÷êå x0 òàê, ÷òîáû u ÿâëÿëàñü ãàðìîíè÷åñêîé âî âñåé ðàñ-ñìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, â òîì ÷èñëå è â ñàìîé òî÷êå x0. Äî-êàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.7.Ñëåäñòâèå 6.2. Ïóñòü u � îãðàíè÷åííàÿ è ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω�óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ âî âñåõ òî÷êàõ ãðàíèöû Ω, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷-íîãî ÷èñëà òî÷åê. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ �óíêöèÿ u íå ìîæåò âíóòðè îáëàñòè

Ω ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, áîëüøèå, ÷åì âåðõíÿÿ ãðàíü çíà÷åíèé u íà ãðàíèöåîáëàñòè Ω, è ìåíüøèå, ÷åì íèæíÿÿ ãðàíü çíà÷åíèé u íà ãðàíèöå Ω.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü M = supx∈Ω u(x). Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì,÷òî u íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ãðàíèöû Ω, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé òî÷êè
x1. Ïóñòü äèàìåòð îáëàñòè Ω ðàâåí R, òàê ÷òî âñå òî÷êè Ω îòñòîÿò îò
x1 íå áîëüøå, ÷åì íà R. Ïîñòðîèì �óíêöèþ vε(x,x1) = M + ε ln(R/|x −
x1|). �àññìîòðèì îáëàñòü Ωδ, ñîñòîÿùóþ èç òî÷åê îáëàñòè Ω, ðàññòîÿíèåîò êîòîðûõ äî x1 áîëüøå δ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè
u(x) < vε(x), åñëè δ äîñòàòî÷íî ìàëî. Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà òîãäàèìååì u(x) < vε(x) â Ωδ. Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî u(x) < Mâ ëþáîé òî÷êå x îáëàñòè Ωδ. Òî÷íî òàê æå âûâîäèì, ÷òî u(x) > m, ãäå
m = infx∈Γ u(x).Çàìå÷àíèå 6.2. Âñå äîêàçàííûå â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ñâîéñòâà ãàð-ìîíè÷åñêèõ �óíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ ãàðìîíè÷å-ñêèõ �óíêöèé ëþáîãî ÷èñëà n ïåðåìåííûõ è ìîãóò áûòü äîêàçàíû àíà-ëîãè÷íî. Ïðè ýòîì óñëîâèå (6.15) â ñëó÷àå n > 2 çàìåíÿåòñÿ óñëîâèåì
|u(x)| ≤ µ(x)|x − x0|2−n, ãäå µ(x) → 0, êîãäà x → x0.
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�ËÀÂÀ 7. Ýëåìåíòû òåîðèè ïîòåíöèàëà�1. Îáúåìíûå ïîòåíöèàëû è èõ ñâîéñòâà1.1. Îïðåäåëåíèå îáúåìíîãî ïîòåíöèàëà. Íåïðåðûâíàÿ äè��å-ðåíöèðóåìîñòü îáúåìíîãî ïîòåíöèàëà â ïðîñòðàíñòâå Rn. Îáîçíà-÷èì ÷åðåç En(·,y) ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â R
n, îïðåäå-ëÿåìîå �îðìóëîé

En(x,y) =
1

ωn|x− y|n−2
ïðè n ≥ 3 (1.1)è

E2(x,y) =
1

2π
ln

1

|x − y| = − 1

2π
ln |x − y| ïðè n = 2.Çäåñü ωn � ìåðà åäèíè÷íîé ñ�åðû â Rn (ñì. � 1 ãë. 6). Â ÷àñòíîñòè, ωn = 4πïðè n = 3, òàê ÷òî

E3(x,y) =
1

4π|x − y| . (1.2)ßñíî, ÷òî
∂

∂xi
En(x,y) = − ∂

∂yi
En(x,y), ∇xEn(x,y) = −∇yEn(x,y). (1.3)Ââåäåì ïàðó (Ω, ρ), ãäå Ω � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â Rn ñ ãðàíèöåé Γ, à ρ� çàäàííàÿ â Ω �óíêöèÿ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:(i) Ω � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå(êóáèðóåìîå) ìíîæåñòâî â Rn;(ii) ρ � îãðàíè÷åííàÿ èíòåãðèðóåìàÿ â Ω �óíêöèÿ: |ρ(y)| ≤M ∀y ∈ Ω.Îïðåäåëåíèå 1.1. Îáúåìíûì (ëîãàðè�ìè÷åñêèì ïðè n = 2) ïîòåíöè-àëîì ïàðû (Ω, ρ) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ u : R

n → R, îïðåäåëÿåìàÿ â êàæäîéòî÷êå x ∈ Rn �îðìóëîé
u(x) = [Aρ](x) ≡

∫

Ω

En(x,y)ρ(y)dy. (1.4)Èç ðåçóëüòàòîâ � 1 ãë. 6 âûòåêàåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii)îáúåìíûé ïîòåíöèàë (1.4) ñóùåñòâóåò êàê ñîáñòâåííûé èíòåãðàë â ëþáîéòî÷êå x ∈ Ωe, ãäå Ωe ≡ Rn\Ω � âíåøíîñòü Ω, è êàê íåñîáñòâåííûé èíòåãðàëâ ëþáîé òî÷êå x ∈ Ω. Áîëåå òîãî, òàê êàê �óíêöèÿ En(·,y) ïðè âñåõ x 6= yÿâëÿåòñÿ âñþäó â R
n\{y} ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, òî ïîòåíöèàë uÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé è, áîëåå òîãî, àíàëèòè÷åñêîé â Ωe�óíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé â Ωe óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆u = 0. (1.5)152



Èç (1.4) è ñâîéñòâ ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ En âûòåêàåò òàêæå, ÷òî ïðè n ≥ 3ïîòåíöèàë u(x) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè |x| → ∞ ñ ïîðÿäêîì O(|x|2−n), ò. å.
|u(x)| ≤ C

|x|n−2
ïðè |x| → ∞, (1.6)ãäå C � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò u è Ω. Â ñëó÷àå æå n = 2 �îðìóëà (1.4)ïðèíèìàåò âèä

u(x) =
1

2π

∫

Ω

ln
1

|x − y|ρ(y)dy = − 1

2π

∫

Ω

ln|x − y|ρ(y)dyèëè
u(x) = − ln|x|

2π

∫

Ω

ρ(y)dy +
1

2π

∫

Ω

ln
|x|

|x − y|ρ(y)dy. (1.7)Ïîñêîëüêó
ln

|x|
|x − y| → 0 ïðè x → ∞ (1.8)ðàâíîìåðíî ïî y ∈ Ω, òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (1.7) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿê íóëþ ïðè |x| → ∞. Â òî æå âðåìÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå èìååò ëîãàðè�-ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü ïðè x → ∞. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëîãàðè�ìè÷å-ñêèé ïîòåíöèàë ïàðû (Ω, ρ) â R

2 èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü ïðè
|x| → ∞, èñêëþ÷àÿ ñëó÷àé, êîãäà åãî ïëîòíîñòü ρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∫

Ω

ρ(y)dy = 0. (1.9)Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.9) ëîãàðè�ìè÷åñêèé ïîòåíöèàë u(x) ðàâíîìåð-íî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè |x| → ∞.Óñòàíîâèì åùå ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ îáúåìíîãî ïîòåíöèàëà ïðèâûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii). Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàë u ÿâëÿ-åòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé âñþäó â R
n. (Íà ýòî ñâîéñòâî áóäåì ññûëàòüñÿêàê íà ñâîéñòâî ãëîáàëüíîé íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà âRn). Äåéñòâèòåëü-íî, íåïðåðûâíîñòü u â òî÷êàõ Ωe î÷åâèäíà, à â òî÷êàõ x ∈ Ω îíà âûòåêàåòèç n-ìåðíîãî àíàëîãà òåîðåìû 1.2 ãë. 6, ïðèìåíåííîé ê �óíêöèè (1.4).Ïîêàæåì, áîëåå òîãî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) ïîòåíöèàë

u ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íåïðåðûâíîé, íî è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé�óíêöèåé â ïðîñòðàíñòâå Rn, ïðè÷åì ïðîèçâîäíûå ïî xi â ëþáîé òî÷êå x ∈
Rn ïîëó÷àþòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì â (1.4) ïî ïàðàìåòðó xi ïîä çíàêîìèíòåãðàëà, òàê ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà

∂u(x)

∂xi
=

∫

Ω

∂

∂xi
En(x,y)ρ(y)dy, x ∈ R

n, i = 1, 2, ..., n. (1.10)153



Â ñëó÷àå òðåõ èçìåðåíèé �îðìóëà (1.10) ïåðåõîäèò â �îðìóëó
∂u(x)

∂xi
=

1

4π

∫

Ω

∂

∂xi

1

|x − y|ρ(y)dy = − 1

4π

∫

Ω

xi − yi
|x− y|3ρ(y)dy, i = 1, 2, 3,(1.11)äîêàçàííóþ â � 1 ãë. 6 â ñëó÷àå, êîãäà x ëåæèò âíå Ω.Â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ïîòåíöèàëà u â Ωe äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (1.10) âñëó÷àå, êîãäà x ∈ Ω. �àññìàòðèâàÿ äëÿ êîíêðåòíîñòè è íàãëÿäíîñòè ñëó÷àéòðåõ èçìåðåíèé, âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x = (x1, x2, x3) ∈ Ω è ââåäåìòî÷êó x′ = (x1+∆x1, x2, x3). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî x′ ∈ Ω, ñîñòàâèì îòíîøåíèå

∆x1
u(x′)

∆x1
=
u(x′) − u(x)

∆x1è ðàññìîòðèì ðàçíîñòü
α =

∆x1
u(x)

∆x1
− 1

4π

∫

Ω

y1 − x1

|x− y|3ρ(y)dy. (1.12)Äîêàæåì, ÷òî α ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ∆x1 → 0.Çàäàäèì ε > 0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç Bδ(x) øàð äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà
δ = δ(ε). Ïîëîæèì
u(x) = u1(x) + u2(x) ≡ 1

4π

∫

Bδ(x)∩Ω

ρ(y)

|x − y|dy +
1

4π

∫

Ω\Bδ(x)

ρ(y)

|x − y|dy, (1.13)
u(x′) = u1(x

′) + u2(x
′) =

1

4π

∫

Bδ(x)∩Ω

ρ(y)

|x′ − y|dy +
1

4π

∫

Ω\Bδ(x)

ρ(y)

|x′ − y|dy.Ñ ó÷åòîì (1.13) ðàçíîñòü (1.12) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
α =

(

u1(x
′) − u1(x)

∆x1

)

−







1

4π

∫

Bδ(x)∩Ω

y1 − x1

|x − y|3ρ(y)dy






+

+







u2(x
′) − u2(x)

∆x1
− 1

4π

∫

Ω\Bδ(x)

y1 − x1

|x − y|3ρ(y)dy






. (1.14)Îöåíèì êàæäîå èç òðåõ ñëàãàåìûõ â (1.14). ßñíî â ñèëó ðàâíîìåðíîéñõîäèìîñòè èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (1.11), âûòåêàþùåé èç ëåììû 1.4154



ãë. 6, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (1.14) ìîæåò áûòü ñäåëàíî ìåíüøå ε/3 çà ñ÷åòâûáîðà äîñòàòî÷íî ìàëîãî ÷èñëà δ = δ(ε). Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãîðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê xx′y ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ x, x′, y. Ïîñêîëüêóñòîðîíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû |x − y|, |x′ − y| è |∆x1|, òî, î÷åâèä-íî, èìååì |x′ − y| − |x − y| < |∆x1|. Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó è èçâåñòíîåíåðàâåíñòâî |ab| ≤ 1/2(a2 + b2), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå
∣

∣

∣

∣

u1(x
′) − u1(x)

∆x1

∣

∣

∣

∣

=
1

4π|∆x1|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Bδ(x)∩Ω

|x′ − y| − |x − y|
|x′ − y||x − y| ρ(y)dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤ M

8π

∫

Bδ(x)

(

1

|x′ − y|2 +
1

|x − y|2
)

dy. (1.15)Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ∫

Ω
dy

|x−y|2 , âûòåêàþùåé èç òîé æåëåììû 1.4, ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (1.15) ìîæåò áûòü ñäåëàíà ìåíüøå ε/3çà ñ÷åò âûáîðà äîñòàòî÷íî ìàëîãî ÷èñëà δ = δ(ε).Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê òðåòüåìó ñëàãàåìîìó â (1.14). Ïîñêîëüêó u2(x) ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ñîáñòâåííûé èíòåãðàë â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x, òî åãîìîæíî äè��åðåíöèðîâàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
|∆x1| < δ′, ãäå δ′ äîñòàòî÷íî ìàëî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u2(x
′) − u2(x)

∆x1
− 1

4π

∫

Ω\Bδ(x)

y1 − x1

|x − y|3ρ(y)dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

3
. (1.16)Ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ

|∆x1| âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |α| ≤ ε. Ýòî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü (1.11)ïðè i = 1. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (1.11) ïðè
i = 2 è 3.Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü â (1.11), áóäó÷è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ èíòå-ãðàëîì â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω â ñèëó ëåììû 1.4 ãë. 6, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîéíà Ω, òî èç (1.11) âûòåêàåò, ÷òî u ∈ C1(Ω). Îáîáùàÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-òû íà ñëó÷àé n èçìåðåíèé, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.Ëåììà 1.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i), (ii). Òîãäà îáúåìíûé ïî-òåíöèàë u = Aρ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé â ïðî-ñòðàíñòâå Rn, è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.10).1.2. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà îò îáúåìíî-ãî ïîòåíöèàëà. Ïðåäïîëîæèì â äîïîëíåíèå ê (i), (ii), ÷òî ρ íåïðåðûâíàâ Ω è èìååò íåïðåðûâíûå îãðàíè÷åííûå â Ω ïðîèçâîäíûå, ò. å. ÷òî(iii) ρ ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω), |∇ρ| ≤M1 <∞ â Ω.155



Ëåììà 1.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (iii) îáúåìíûé ïîòåíöèàë
u = Aρ ïðèíàäëåæèò êëàññó C2(Ω), ò. å. ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâ-íî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé âíóòðè îáëàñòè Ω.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Ω � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ïðåäïîëîæèìñíà÷àëà, ÷òî ãðàíèöà Γ îáëàñòè Ω îáëàäàåò ãëàäêîñòüþ, íåîáõîäèìîé äëÿïðèìåíåíèÿ �îðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (2.4) èç ãë. 6, íàïðèìåð:(iv) ãðàíèöà Γ îáëàñòè Ω ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé.Îáðàòèìñÿ ê �îðìóëå (1.10) äëÿ ∂u/∂xi. Ó÷èòûâàÿ ñîãëàñíî (1.3), ÷òî
∂En/∂xi = −∂En/∂yi, è ïðèìåíÿÿ óêàçàííóþ �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ,ïåðåïèøåì (1.10) â âèäå

∂u(x)

∂xi
= −

∫

Ω

∂

∂yi
En(x,y)ρ(y)dy =

=

∫

Ω

En(x,y)
∂ρ(y)

∂yi
dy −

∫

Γ

En(x,y)ρ(y)cos(ny, yi)dσy. (1.17)Çäåñü ny � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå y,
dσy � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, îòíîñÿùèéñÿ ê òî÷êå y.Ïðè x ∈ Ω âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1.17) èìååò (â ñèëó áåñ-êîíå÷íîé äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè En(x,y) ïðè x 6= y ∈ Γ) íåïðå-ðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî xi, êîòîðûå ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû äè��åðåíöè-ðîâàíèåì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ââèäó íåïðåðûâíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè
∂ρ/∂yi â îáëàñòè Ω è ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé �îðìóëû èìååòâ ñèëó ëåììû 1.1 íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì

∂

∂xi

∫

Ω

En(x,y)
∂ρ(y)

∂yi
dy =

∫

Ω

∂En(x,y)

∂xi

∂ρ(y)

∂yi
dy. (1.18)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî u ∈ C2(Ω) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (iii), (iv), ïðè÷åì

∂2u(x)

∂x2
i

=

∫

Ω

∂En(x,y)

∂xi

∂ρ(y)

∂yi
dy −

∫

Γ

∂En(x,y)

∂xi
ρ(y)cos(ny, yi)dσy =

= −
∫

Ω

∂En(x,y)

∂yi

∂ρ(y)

∂yi
dy+

∫

Γ

∂En(x,y)

∂yi
ρ(y)cos(ny, yi)dσy, x ∈ Ω. (1.19)Åñëè æå ãðàíèöà Γ íå îáëàäàåò íóæíîé ãëàäêîñòüþ, òî âûäåëèì â Ωïðîèçâîëüíóþ ñòðîãî âíóòðåííþþ ïîäîáëàñòü Ω′ ⊂ Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé

Γ′, ñîäåðæàùóþ òî÷êó x, è ïåðåïèøåì ïåðâîå ðàâåíñòâî â (1.17) â âèäå
∂u(x)

∂xi
= −

∫

Ω′

∂

∂yi
En(x,y)ρ(y)dy−

∫

Ω\Ω′

∂

∂yi
En(x,y)ρ(y)dy.156



Ïðèìåíÿÿ ê ïåðâîìó èíòåãðàëó â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëó (2.4) ãë. 6, ïîëó-÷èì
∂u(x)

∂xi
=

∫

Ω′

En(x,y)
∂ρ(y)

∂yi
dy −

−
∫

Γ′

En(x,y)ρ(y)cos(n′
y, yi)dσ

′
y −

∫

Ω\Ω′

∂

∂yi
En(x,y)ρ(y)dy.(1.20)Çäåñü dσ′

y � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Γ′, n′
y � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåø-íåé íîðìàëè ê Γ′ â òî÷êå y ∈ Γ′. Íåïðåðûâíàÿ äè��åðåíöèðóåìîñòü ïåð-âûõ äâóõ ñëàãàåìûõ â (1.20) ïðè x ∈ Ω′ äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàêíåïðåðûâíàÿ äè��åðåíöèðóåìîñòü îáîèõ ñëàãàåìûõ â (1.17). ×òî êàñàåòñÿòðåòüåãî ñëàãàåìîãî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé ïî x�óíêöèåé, ïîñêîëüêó x ∈ Ω′. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî u ∈ C2(Ω′). Ïîñêîëüêó

Ω′ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäîáëàñòüþ îáëàñòè Ω, òî ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,÷òî íà ñàìîì äåëå u ∈ C2(Ω).Çàìå÷àíèå 1.1. Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèè ∂2u/∂x2
i â îáùåì ñëó÷àå íåîïðåäåëåíû â òî÷êàõ ãðàíèöû Γ ìíîæåñòâà Ω. Ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ,

u 6∈ C2(Ω).Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî îáúåìíûé ïîòåíöèàë (1.4) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-íèþ Ïóàññîíà
∆u(x) = −ρ(x) (1.21)â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω. Îïÿòü äëÿ ïðîñòîòû è íàãëÿäíîñòè èçëîæåíèÿ áó-äåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé òðåõ èçìåðåíèé. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ãðà-íèöà Γ îáëàñòè Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (iv), òàê ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (1.19).Ñóììèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ â (1.19) ïî èíäåêñó i îò 1 äî 3 è ïîëàãàÿ E ≡ E3,èìååì ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ñõîäÿùåãîñÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, ÷òî

∆u(x) = −
∫

Ω

3
∑

i=1

∂ρ(y)

∂yi

∂E(x,y)

∂yi
dy +

∫

Γ

3
∑

i=1

∂E(x,y)

∂yi
ρ(y)cos(ny, yi)dσy =

= − lim
ε→0

∫

Ωε

3
∑

i=1

∂ρ(y)

∂yi

∂E(x,y)

∂yi
dy +

∫

Γ

∂E(x,y)

∂ny
ρ(y)dσy. (1.22)Çäåñü Ωε ≡ Ωε(x) = {y ∈ Ω : |y − x| > ε} = Ω \ Bε(x). Òàê êàê â ñèëóñâîéñòâ ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ E èìååì ∆yE(x,y) = 0 ∀y ∈ Ωε(x), òî

3
∑

i=1

∂ρ

∂yi

∂E

∂yi
=

3
∑

i=1

∂

∂yi

(

ρ
∂E

∂yi

) â Ωε(x). (1.23)157



Ó÷èòûâàÿ (1.23) è ïðèìåíÿÿ �îðìóëó �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî (2.2) èç ãë. 6äëÿ îáëàñòè Ωε, èìååì
∫

Ωε

3
∑

i=1

∂ρ(y)

∂yi

∂E(x,y)

∂yi
dy =

3
∑

i=1

∫

Ωε

∂

∂yi

(

ρ(y)
∂E(x,y)

∂yi

)

dy =

=

∫

Γ

ρ(y)
∂E(x,y)

∂ny
dσy +

∫

Γε

ρ(y)
∂E(x,y)

∂ny
dσy. (1.24)Çäåñü Γε � ãðàíèöà øàðà Bε(x), ny � âíåøíÿÿ ê Ωε íîðìàëü.Ïîñêîëüêó ny = (x− y)/|x− y| íà Γε(x), òî ñ ó÷åòîì �îðìóëû (1.16)ãë. 6

∂E(x,y)

∂ny
=

1

4π
∇y

(

1

|x − y|

)

· ny =
(x− y) · ny
4π|x − y|3 =

1

4π|x − y|2 íà Γε(x).(1.25)Èç (1.23), (1.24) è (1.25) ñëåäóåò, ÷òî
∆u(x) = − lim

ε→0

∫

Γε

ρ(y)
∂E(x,y)

∂ny
dσy = − lim

ε→0

∫

|y−x|=ε

ρ(y)dσy
4π|y − x|2 =

= − lim
ε→0

∫

|y−x|=ε

ρ(y) − ρ(x)

4πε2
dσy − ρ(x) lim

ε→0

∫

|y−x|=ε

dσy
4πε2

. (1.26)Íî ∫

|y−x|=ε dσy = 4πε2 ∀ε > 0. Êðîìå òîãî, â ñèëó óñëîâèÿ (iii) èìååì
|ρ(y) − ρ(x)| ≤ supy∈Ω |∇ρ(y)||y − x| ≤M1|y − x| ∀x ∈ Ω. Ñ ó÷åòîì ýòîãîâûâîäèì, ÷òî

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Γε

ρ(y) − ρ(x)

4πε2
dσy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ M1

4π

∫

Γε

|x − y|
ε2

dσy ≤M1ε ïðè ε→ 0.Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ â (1.26) ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷èì (1.21).Åñëè æå Ω � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, êàê óêà-çàíî â óñëîâèè (i), òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.21) â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîéòî÷êè x0 ∈ Ω, äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü u(x) â âèäå
u(x) =

∫

ΩR

E(x,y)ρ(y)dy +

∫

BR(x0)

E(x,y)ρ(y)dy, x ∈ BR(x0), (1.27)ãäå øàð BR(x0) ëåæèò â îáëàñòè Ω, ΩR ≡ ΩR(x0) = Ω \ BR(x0). Ïåðâîåñëàãàåìîå â (1.27) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèåé âíóòðè øàðà BR(x0),158



ïîñêîëüêó x 6= y ∈ ΩR, à äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ìîæíî ïðèìåíèòü ïðèâå-äåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ. Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â âèäåòåîðåìû.Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i), (ii). Òîãäà îáúåìíûéïîòåíöèàë u = Aρ ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(Rn), óäîâëåòâîðÿåò ïðè n ≥
3 óñëîâèþ (1.6) íà áåñêîíå÷íîñòè, à åãî ñóæåíèå íà âíåøíîñòü Ωe ìíîæå-ñòâà Ω ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â Ωe �óíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâ-íåíèþ Ëàïëàñà. Åñëè, áîëåå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (iii), òî òîãäàñóæåíèå ïîòåíöèàëà u íà îáëàñòü Ω ïðèíàäëåæèò êëàññó C2(Ω) è óäî-âëåòâîðÿåò â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω óðàâíåíèþ Ïóàññîíà (1.21).1.3. Îáçîð äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ îáúåìíîãî ïîòåíöèàëà. Ýë-ëèïòè÷åñêàÿ ðåãóëÿðíîñòü. Ïðèâåäåì çäåñü îáçîð íåêîòîðûõ äîïîëíè-òåëüíûõ ñâîéñòâ îáúåìíîãî ïîòåíöèàëà. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî óñëîâèå (iii),áóäó÷è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåí-öèàëà u âíóòðè Ω, ìîæåò áûòü îñëàáëåíî. ×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü áîëååîáùåå óñëîâèå, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé, óäîâëåòâî-ðÿþùèõ óñëîâèþ �åëüäåðà.Îïðåäåëåíèå 1.2. �îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f : Ω ⊂ Rn → R óäî-âëåòâîðÿåò â Ω óñëîâèþ �åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α > 0 è êîíñòàíòîé
L, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x ∈ Ω, y ∈ Ω âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|f(x) − f(y)| ≤ L|x− y|α.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cα(Ω) ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèþ �åëüäåðà â Ω ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1]. ßñíî, ÷òî êàæäàÿ �óíêöèÿ
f ∈ Cα(Ω) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â Ω è, ñëåäîâàòåëüíî, Cα(Ω) ⊂ C(Ω).Äëÿ êàæäîé �óíêöèè f ∈ Cα(Ω) ââåäåì íîðìó ïî �îðìóëå

‖f‖Cα(Ω) = ‖f‖C(Ω) + ‖f‖Hα(Ω) ≡ ‖f‖C(Ω) + sup
x,y∈Ω
x 6=y

|f(x) − f(y)|
|x − y|α . (1.28)Èçâåñòíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Cα(Ω) ñ òàê ââåäåííîé íîðìîé ÿâëÿåòñÿ ïîë-íûì íîðìèðîâàííûì, ò. å. áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì [28℄.×åðåç Cm,α(Ω) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Cm(Ω), ñîñòî-ÿùåå èç �óíêöèé â Ω, âñå m-ûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ óäîâëåòâî-ðÿþò óñëîâèþ �åëüäåðà â Ω ñ ïîêàçàòåëåì α. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Cm,α(Ω)- áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ïî íîðìå ‖ · ‖Cm,α(Ω), îïðåäåëåííîé �îðìóëîé

‖f‖Cm,α(Ω) = ‖f‖Cm(Ω) +
∑

|α|=m

∥

∥

∥

∥

∂αf

∂xα1

1 ...∂x
αn
n

∥

∥

∥

∥

Hα(Ω)

. (1.29)Íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâîì Cm,α(Ω) áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü åãî íàä-ïðîñòðàíñòâî Cm,α(Ω). Îíî ñîñòîèò èç âñåõ �óíêöèé ïðîñòðàíñòâà Cm(Ω),159



êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ �åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α ëîêàëüíî â Ω,ò. å. íà ëþáîì êîìïàêòå K, öåëèêîì ëåæàùåì â Ω. Â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åí-íîé îáëàñòè Ωe ïîä Cm,α(Ωe) áóäåì ïîíèìàòü ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-ñòâà Cm(Ωe), ââåäåííîãî â ï. 3.2 ãë. 6, ñîñòîÿùåå èç �óíêöèé f , âñå m-åïðîèçâîäíûå êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ �åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α âîáëàñòè âèäà Ωe ∩ BR, ãäå Ωe = Ωe ∪ Γ, à BR � øàð ëþáîãî ðàäèóñà R.Òî÷íî òàê æå ïîä Cm,α(Ωe) áóäåì ïîíèìàòü ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
Cm(Ωe), ñîñòîÿùåå èç �óíêöèé f , âñå m-ûå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ óäîâëå-òâîðÿþò óñëîâèþ �åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α ëîêàëüíî â Ωe, ò. å. íà ëþáîìêîìïàêòå K ⊂ Ωe.Ìû óæå çíàåì, ÷òî ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà u â îáëàñòÿõ Ω è Ωe ñèëüíîîòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ââåäåì ñïåöèàëüíûå îáîçíà÷å-íèÿ äëÿ ñóæåíèé u íà Ω è Ωe: u+ = u|Ω, u− = u|Ωe

. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òîîòêðûòîå ìíîæåñòâî Ω′ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âíóòðåííèì ïîäìíîæåñòâîì ìíî-æåñòâà Ω, è ïèñàòü Ω′ ⊂⊂ Ω, åñëè Ω′ ⊂ Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âìåñòî (iii)âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå(iii′) ρ ∈ Cα(Ω), 0 < α < 1.Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå ïðîñòðàíñòâà, ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Ëåììà 1.3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i), (iii′). Òîãäà u+ ∈ C2,α(Ω),
u− ∈ C2,α(Ωe) è äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà Ω′ ⊂⊂ Ω ñïðàâåä-ëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖u‖C2,α(Ω′) ≤ C‖ρ‖Cα(Ω). (1.30)Çäåñü C � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò Ω′, n è α, íî íå çàâèñÿùàÿ îò ρ.Îòìåòèì äâå îñîáåííîñòè îöåíêè (1.30). Âî-ïåðâûõ, îíà íîñèò ëîêàëü-íûé õàðàêòåð â òîì ñìûñëå, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè C2,α - íîðìà ïîòåíöèàëà uáåðåòñÿ íå ïî âñåé îáëàñòè Ω, à ëèøü ïî åå ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè
Ω′. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â �îðìóëèðîâêå ëåììû 1.3 íå ââîäèòñÿ êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé î ãëàäêîñòè ãðàíèöû Γ, êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå ìî-æåò áûòü âåñüìà íåðåãóëÿðíîé. Ïîñëåäíåå îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ
u âáëèçè ãðàíèöû, êîòîðîå òàêæå ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî íåðåãóëÿðíûì.Îäíàêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â äîïîëíåíèå ê óñëîâèþ (iii′) ãðàíèöà Γ îáëà-äàåò îïðåäåëåííîé ðåãóëÿðíîñòüþ, ïîòåíöèàë u òàêæå áóäåò ðåãóëÿðíûì âîêðåñòíîñòè ãðàíèöû Γ â òîì ñìûñëå, ÷òî âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëà,ñóùåñòâóþùèå êàê â Ω, òàê è Ωe, äîïóñêàþò íåïðåðûâíûå ïðîäîëæåíèÿ êàêíà Ω, òàê è íà Ωe. Ïðè ýòîì îöåíêà (1.30) ïåðåõîäèò â ñîîòâåòñòâóþùóþãëîáàëüíóþ îöåíêó (ñì. íèæå (1.31)).Áîëåå êîíêðåòíî: áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü (êðèâàÿ ïðè n = 2) Γïðèíàäëåæèò êëàññó C l,λ, l ∈ N, 0 ≤ λ ≤ 1, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
Br(x0) êàæäîé òî÷êè x0 ∈ Γ îíà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Fx0

(x) = 0, ãäå
Fx0

∈ C l,λ(Br(x0)) è ïðè l ≥ 1 gradFx0
6= 0 (ñðàâíèòå ýòî îïðåäåëåíèå ñîïðåäåëåíèåì â � 2 ãë. 6). Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:160



Ëåììà 1.4. Ïóñòü â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (i), (iii′) Γ ∈ C2,α, 0 <
α < 1. Òîãäà u+ ∈ C2,α(Ω), u− ∈ C2,α(Ωe), à îöåíêà (1.30) ñïðàâåäëèâà ïðè
Ω′ = Ω, ò. å. ïðèíèìàåò âèä

‖u‖C2,α(Ω) ≤ C‖ρ‖Cα(Ω). (1.31)Èç ëåììû 1.4 âûòåêàåò, ÷òî â ñëó÷àå ãëàäêîé ãðàíèöû Γ ïîòåíöèàë uîáëàäàåò â òî÷êàõ x ∈ Γ îäíîñòîðîííèìè âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè êàê èç-íóòðè, òàê è èçâíå, íî íå âûòåêàåò, ÷òî ýòè ïðîèçâîäíûå ñîâïàäàþò â òî÷êàõ
Γ, îáðàçóÿ òåì ñàìûì íåïðåðûâíûå â Rn �óíêöèè. Åñòåñòâåííî, âîçíèêà-åò âîïðîñ î íåïðåðûâíîñòè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà u â òî÷êàõãðàíèöû Γ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî âîïðîñà ðàññìîòðèì îáëàñòü Ω̃, öåëè-êîì ñîäåðæàùóþ âíóòðè ñåáÿ Ω, è, ïðîäîëæèâ ïëîòíîñòü ρ íóëåì âíå Ω,çàïèøåì ïîòåíöèàë (1.4) â âèäå

u(x) =

∫

Ω̃

En(x,y)ρ̃(y)dy. (1.32)Çäåñü �óíêöèÿ ρ̃ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
ρ̃(x) = ρ(x), x ∈ Ω è ρ̃(x) = 0, x ∈ Ω̃\Ω. (1.33)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà (Ω̃, ρ̃) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (i), (iii) èëè (i),(iii′). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ê ïîòåíöèàëó (1.32) òåîðåìó 1.1 ëèáî ëåììó 1.4,ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå u|Ω̃ ∈ C2(Ω̃). Ýòî óñëîâèå âìåñòåñ óñëîâèåì u ∈ C∞(Ωe) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî u ∈ C2(Rn), ò. å.÷òî ïîòåíöèàë îáëàäàåò â ýòîì ñëó÷àå ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé äâóõêðàòíîéíåïðåðûâíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè.×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò, ââåäåì â ðàññìîò-ðåíèå ñëåäóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C l,α(Ω):

Ċ l,α(Ω) = {ρ ∈ C l,α(Ω) : ρ̃ ∈ C l,α(Rn)}, l ∈ N, 0 < α < 1, Ċα(Ω) = Ċ0,α(Ω).Òîãäà èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Ëåììà 1.5. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (i) ρ ∈ Ċα(Ω). Òîãäà îáú-åìíûé ïîòåíöèàë u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C2,α(Rn) è äëÿ ëþáî-ãî îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω′ ⊂ R
n ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿîöåíêà

‖u‖C2,α(Ω′) ≤ C‖ρ‖Cα(Ω). (1.34)Çäåñü C � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò äèàìåòðà ìíîæåñòâà Ω′, n è α.ßñíî, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (iii) ëèáî (iii′) äëÿ �óíêöèè ρ̃ äèêòóåòîïðåäåëåííûå óñëîâèÿ íà ïîâåäåíèå ρ(x) ïðè x → x0 ∈ Γ. Â ÷àñòíîñòè,�óíêöèÿ ρ(x) íåîáõîäèìî äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè x → x0 ∈ Γ.161



Ïîñëåäíåå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî æåñòêèì è â îáùåì ñëó÷àå íå âû-ïîëíÿåòñÿ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âòîðûå ïðîèçâîäíûå îòîáúåìíîãî ïîòåíöèàëà â òî÷êàõ ãðàíèöû Γ íå ñóùåñòâóþò, õîòÿ ìîãóò ñó-ùåñòâîâàòü îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû1.4.Âòîðàÿ îñîáåííîñòü îöåíêè (1.30), êàê è (1.31), çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîïîðÿäîê ãëàäêîñòè ïîòåíöèàëà u íà äâå åäèíèöû ïðåâîñõîäèò ïîðÿäîê ãëàä-êîñòè ïðàâîé ÷àñòè ρ. Ýòî íå ñëó÷àéíî, à ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðîÿâëåíèÿ�óíäàìåíòàëüíîé çàêîíîìåðíîñòè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èâ-øåé íàçâàíèå ñâîéñòâà ýëëèïòè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòè. Ñîãëàñíî ýòîìó ñâîé-ñòâó, ïîðÿäîê ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà 2mâíóòðè îáëàñòè íà 2m åäèíèö ïðåâîñõîäèò ïîðÿäîê ãëàäêîñòè ïðàâîé ÷à-ñòè è êîý��èöèåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë
u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (1.21), ò. å. óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-ðÿäêà, òî â ñèëó ýòîãî ñâîéñòâà ãëàäêîñòü ïîòåíöèàëà u ïðåâîñõîäèò íà äâååäèíèöû ãëàäêîñòü ïðàâîé ÷àñòè, à óâåëè÷åíèå ïîðÿäêà ãëàäêîñòè ïðàâîé÷àñòè ρ óðàâíåíèÿ (1.21) ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâóþùåìó óâåëè÷åíèþ ãëàä-êîñòè ïîòåíöèàëà u âíóòðè Ω. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ρ ∈ C1,α(Ω) ïîòåíöèàë uïðèíàäëåæèò C3,α(Ω), åñëè æå ρ ∈ Ċ1,α(Ω), òî u ∈ C3,α(Rn). Òåïåðü ìû âñîñòîÿíèè ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ �óíäàìåíòàëüíóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i), (iii′). Òîãäà u+ ∈
C2,α(Ω), òîãäà êàê u− ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé â Ωe, óäîâëå-òâîðÿþùåé ïðè n ≥ 3 óñëîâèþ (1.6) ïðè |x| → ∞. Åñëè ê òîìó æå
Γ ∈ C2,α, òî u+ ∈ C2,α(Ω), u− ∈ C2,α(Ωe) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà (1.31).2. Åñëè ρ ∈ Ċα(Ω), òî u ∈ C2,α(Rn) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà (1.34).3. Åñëè ρ ∈ C l,α(Ω), òî u+ ∈ C l+2,α(Ω) è ñïðàâåäëèâà ëîêàëüíàÿ îöåíêà

‖u+‖Cl+2,α(Ω′) ≤ C‖ρ‖Cl,α(Ω) ∀Ω′ ⊂⊂ Ω,åñëè, êðîìå òîãî, Γ ∈ C l+2,α, òî u+ ∈ C l+2,α(Ω), u− ∈ C l+2,α(Ωe) è ñïðà-âåäëèâà îöåíêà ‖u+‖Cl+2,α(Ω) ≤ C‖ρ‖Cl,α(Ω).Ìû òàêæå îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå α ∈ (0, 1) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì âòîì ñìûñëå, ÷òî óòâåðæäåíèÿ òåîðåì â îáùåì ñëó÷àå íå âåðíû ïðè α = 0è α = 1.
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�2. Ýëåìåíòû òåîðèè ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãîñëîÿ2.1. Îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ. Ïóñòü Ω � îãðàíè-÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ãðàíèöåé Γ, Ωe ≡ Rn \Ω, ny � åäèíè÷íàÿâíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå y, µ � çàäàííàÿ íà Γ íåïðå-ðûâíàÿ âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ, En(·,y) � ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå îïåðàòîðàËàïëàñà â R
n, îïðåäåëÿåìîå �îðìóëàìè (1.1) è (1.2).Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïîòåíöèàëîì äâîéíîãî ñëîÿ çàðÿäîâ, ðàñïðåäåëåí-íûõ ïî ïîâåðõíîñòè Γ ñ ïëîòíîñòüþ µ, íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ u : R

n\Γ →
R (ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà x), îïðåäåëÿåìàÿ�îðìóëîé

u(x) =

∫

Γ

µ(y)
∂En(x,y)

∂ny
dσy. (2.1)Çäåñü dσy � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè (äëèíû äóãè ïðè n = 2), îò-íîñÿùèéñÿ ê òî÷êå y.Òàê êàê y ∈ Γ, à �óíêöèÿ En(x,y) ïðè âñåõ x 6= y ÿâëÿåòñÿ ãàðìî-íè÷åñêîé ïî x �óíêöèåé, ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè, îïðåäåëÿåìàÿ�îðìóëîé

∂En(x,y)

∂ny
≡ ∇yEn(x,y) · ny ≡

(n− 2)(x− y)

ωn|x − y|n · ny (2.2)ïðè n ≥ 3, è �îðìóëîé
∂E2(x,y)

∂ny
≡ ∇yE2(x,y) · ny =

x− y

2π|x − y|2 · ny = − y − x

2π|x− y|2 · ny (2.3)ïðè n = 2, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè |x| → ∞ ñ ïîðÿäêîì O(|x|1−n), òî ïî-òåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ âñþäó â Rn \ Γ ïðè n ≥ 2 ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé�óíêöèåé, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ ïðè |x| → ∞ ñ ïîðÿäêîì O(|x|1−n). Íà-ïîìíèì òàêæå (ñì. � 1, ãë. 6), ÷òî ïðè n = 3 ïî ñâîåìó �èçè÷åñêîìó ñìûñ-ëó ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ îïèñûâàåò êóëîíîâ ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûéâ êàæäîé òî÷êå x ∈ R3 \ Γ ðàñïðåäåëåíèåì äèïîëåé, ñîñðåäîòî÷åííûõ ñïëîòíîñòüþ µ è îñüþ ny íà Γ.Âûÿñíèì õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ �óíêöèè u(x) ïðè ïåðåõîäå òî÷êè x èç Ωâ Ωe = R
n \Ω. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ,êîãäà �îðìóëà (2.1) ïðèíèìàåò âèä

u(x) =

∫

Γ

µ(y)
E2(x,y)

∂ny
dσy =

1

2π

∫

Γ

µ(y)
∂

∂ny
ln

1

|x − y|dσy. (2.4)
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Â ñèëó (2.3) ïîòåíöèàë (2.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
u(x) = − 1

2π

∫

Γ

µ(y)
(y − x) · ny
|x − y|2 dσy. (2.5)Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê áóäåì ïðåäïîëàãàòü, êàê â [9, ñ. 66℄, ÷òî(i) Γ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé â R2 áåç òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ(êðèâîé Æîðäàíà) èç êëàññà C2; (ii) µ ∈ C2(Γ).Ïîêàæåì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) ïîòåíöèàëäâîéíîãî ñëîÿ (2.4) èìååò ñìûñë è â òî÷êàõ Γ, ò. å. ÷òî â ëþáîé òî÷êå x0 ∈ Γñóùåñòâóåò ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà u, îïðåäåëÿåìîå êàê ñèíãóëÿðíûéèíòåãðàë

u(x0) =
1

2π

∫

Γ

µ(y)
∂

∂ny
ln

1

|x0 − y|dσy = − 1

2π

∫

Γ

µ(y)
(y − x0) · ny
|x0 − y|2 dσy ≡

≡ − 1

2π
lim
ε→0

∫

Γ′′
ε (x0)

µ(y)
(y − x0) · ny
|x0 − y|2 dσy. (2.6)Çäåñü Γ′′

ε(x
0) � ÷àñòü ãðàíèöû Γ, îòñåêàåìàÿ îò Γ îêðåñòíîñòüþ ðàäèóñà εñ öåíòðîì â òî÷êå x0 (ñì. ðèñ. 2.1a).

G

G

S

S

x0

e

e

e

e

(à)
G

j
s

s

x

yy

t

ny

0

0

(á)�èñ. 2.1Ïóñòü x0 = (x0
1, x

0
2) � �èêñèðîâàííàÿ, à y = (y1, y2) � ïåðåìåííàÿ òî÷-êè íà Γ. Èõ äóãîâûå àáñöèññû (ò. å. äëèíû äóã íà Γ, îòñ÷èòûâàåìûå îò�èêñèðîâàííîé òî÷êè y0 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè äî òî÷åê x0 è y), îáîçíà-÷èì ÷åðåç σ è s ñîîòâåòñòâåííî. Íàðÿäó ñ åäèíè÷íûì âåêòîðîì âíåøíåéíîðìàëè ny = n(y) = (n1(y), n2(y)) ê ãðàíèöå Γ â òî÷êå y, ãäå n1 è n2� äåêàðòîâû êîìïîíåíòû âåêòîðà n, ââåäåì òàêæå åäèíè÷íûé âåêòîð êà-ñàòåëüíîé ty = t(y) = (t1(y), t2(y)), îïðåäåëÿåìûé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå

y ∈ Γ �îðìóëîé
t(y) = y′(s) = (y′1(s), y

′
2(s)), |t(y)| = |y′(s)| = 1. (2.7)164



Ñ ó÷åòîì âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ âîçðàñòàíèÿ s ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-ùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðîâ ny è ty [19, 
. 418℄ (ñì.ðèñ. 2.1á)
n1(y) = t2(y) ≡ y′2(s), n2(y) = −t1(y) ≡ −y′1(s). (2.8)Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåç ϕ = ϕ(x0,y) ≡ ϕ(σ, s) óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

y − x0 è n(y) â òî÷êå y (ñì. ðèñ. 2.1á). Ïîñêîëüêó |ny| = 1, òî, î÷åâèäíî,èìååì
cosϕ =

(y − x0) · ny
|y − x0| . (2.9)Ó÷èòûâàÿ (2.8) è ïðîèçâîäÿ â èíòåãðàëå (2.6) çàìåíó ïåðåìåííîé Γ ∋ y →

s ∈ [0, l], dσy = |y′(s)|ds = ds, ãäå l � äëèíà ãðàíèöû Γ, ïåðåïèøåì (2.6) ââèäå
u[x0(σ)] = − 1

2π

∫

Γ

(y − x0) · ny
|y − x0|2 µ(y)dσy = − 1

2π

∫

Γ

µ(y)
cosϕ(x0,y)

|y − x0| dσy =

= − 1

2π

l
∫

0

µ[y(s)]
cosϕ(σ, s)|y′(s)|
|y(s) − x0(σ)| ds. (2.10)Èç (2.10) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (2.6)è íåïðåðûâíîñòè åãî íà Γ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè

K : Π = [0, l] × [0, l] → R (ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â (2.10)), îïðå-äåëÿåìîé �îðìóëîé
K(σ, s) =

1

2π

cosϕ(σ, s)

|y(s) − x0(σ)|. (2.11)Òî÷íåå ãîâîðÿ, òàê êàê K(σ, s) íå îïðåäåëåíà íà äèàãîíàëè σ = s ïðÿìî-óãîëüíèêà Π, òî íàì ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî ÿäðîK òàê ìîæíî äîîïðåäåëèòüïðè σ = s, ÷òî äîîïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿ K : Π → R ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâ-íîé âñþäó â Π.Ââåäåì �óíêöèþ
ψ(σ, s) = arctg

y2(s) − x0
2(σ)

y1(s) − x0
1(σ)

(2.12)è îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ñ ó÷åòîì (2.8)
∂

∂s

[

y2(s) − x0
2(σ)

y1(s) − x0
1(σ)

]

=165



=
y′2(s)[y1(s) − x0

1(σ)] − y′1(s)[y2(s) − x0
2(σ)]

[y1(s) − x0
1(σ)]2

=
[y(s) − x0(σ)] · n(y)

[y1(s) − x0
1(σ)]2òî

∂ψ(σ, s)

∂s
=

[y1(s) − x0
1(σ)]2

[y1(s) − x0
1(σ)]2 + [y2(s) − x0

2(σ)]2
∂

∂s

[

[y2(s) − x0
2(σ)]

y1(s) − x0
1(σ)

]

=

=
[y(s) − x0(σ)] · n(y)

|y(s) − x0(σ)|2 =
cosϕ(s, σ)

|y(s) − x0(σ)| = 2πK(σ, s). (2.13)Èñïîëüçóÿ (2.13), ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî �óíêöèÿ K íåïðåðûâíà ïî ñîâî-êóïíîñòè ïåðåìåííûõ σ, s íà Γ. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ
α(σ, s) =

y2(s) − x0
2(σ)

s− σ
, β(σ, s) =

y1(s) − x0
1(σ)

s− σ
, (2.14)ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ K â âèäå

K(σ, s) =
1

2π

β(σ, s)α′
s(σ, s) − α(σ, s)β ′

s(σ, s)

α2(σ, s) + β2(σ, s)
. (2.15)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ Γ çàäàíà ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâ-íåíèÿìè y1 = ξ1(s), y2 = ξ2(s), 0 ≤ s ≤ l, ãäå l � äëèíà åå äóãè. Â òàêîìñëó÷àå, î÷åâèäíî, èìååì

y1(s) − x0
1(σ) = (s− σ)

1
∫

0

ξ′1[s+ τ(σ − s)]dτ, (2.16)
y2(s) − x0

2(σ) = (s− σ)

1
∫

0

ξ′2[s+ τ(σ − s)]dτ. (2.17)Èç (2.15) òîãäà ñëåäóåò, ÷òî
lim
s→σ

K(σ, s) =
1

2π

x0
2
′
(σ)x0

1
′′
(σ) − x0

1
′
(σ)x0

2
′′
(σ)

(x0
1
′
)2 + (x0

2
′
)2

=
æ(σ)

2π
. (2.18)Çäåñü æ(σ) � çíà÷åíèå êðèâèçíû êðèâîé Γ â òî÷êå σ ∈ Γ, ïðè÷åì ìû âîñ-ïîëüçîâàëèñü èçâåñòíîé �îðìóëîé (ñì. [19℄)

æ(σ) =
x0

2
′
(σ)x0

1
′′
(σ) − x0

1
′
(σ)x0

2
′′
(σ)

(x0
1
′
)2 + (x0

2
′
)2

(2.19)äëÿ êðèâèçíû êðèâîé Γ, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè âèäà(2.16), (2.17). ÄîîïðåäåëèìK(σ, s) ïðè s = σ ñëåäóþùèì îáðàçîì:K(σ, σ) =166



æ(σ)/2π. Ïîñêîëüêó â ñèëó óñëîâèÿ (i) �óíêöèè α, β, α′
s, β ′

s íåïðåðûâíûïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ σ è s, ïðè÷åì α2 +β2 6= 0 ∀σ, s, òî óáåæäàåì-ñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè âûâîäà î íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè K ïî ñîâîêóïíîñòèïåðåìåííûõ s, σ íà Γ.Èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè K íà Γ ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìîå çíà÷åíèå (2.6)(ëèáî (2.10)) ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ�óíêöèþ îò x0 (ëèáî îò σ) íà Γ. Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ââèäå ëåììû.Ëåììà 2.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) ïðÿìîå çíà÷åíèå (2.6)ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ (2.4) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà Γ �óíêöèåé.Çàìå÷àíèå 2.1. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.1 óñëîâèå µ ∈ C2(Γ)íå èñïîëüçîâàëîñü. Ôàêòè÷åñêè äëÿ åå ñïðàâåäëèâîñòè äîñòàòî÷íî óñëîâèÿ
µ ∈ C(Γ), èëè óñëîâèÿ, ÷òî µ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé (ïî Ëåáåãó) íà Γ�óíêöèåé.2.2. Òåîðåìà î ñêà÷êå äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ. Ïóñòü
Bε(x

0) � êðóã äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ∈ Γ,
Γ′
ε � ÷àñòü ãðàíèöû Γ îáëàñòè Ω, ëåæàùàÿ âíóòðè Bε, B

′
ε = Bε(x

0) ∩ Ω,
B′′
ε = Bε \ B′

ε. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v �óíêöèþ êëàññà C2(Bε), óäîâëåòâîðÿþ-ùóþ óñëîâèÿì
v(y) = µ(y),

∂v(y)

∂ny
= 0, y ∈ Γ′

ε. (2.20)Ïîñêîëüêó µ ∈ C2(Γ), òî ñóùåñòâîâàíèå òàêîé �óíêöèè äîêàçûâàåòñÿ áåçòðóäà (ñì. [9, 
. 67℄). Ïóñòü S ′
ε � ÷àñòü îêðóæíîñòè Sε ≡ Sε(x

0) = {x ∈ R
2 :

|x − x0| = ε}, ëåæàùàÿ â îáëàñòè Ω (ñì. ðèñ. 2.1à).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x 6∈ B′
ε, è ïðîèíòåãðèðóåì òîæäåñòâî

2
∑

i=1

∂

∂yi

(

ln|x− y|∂v(y)

∂yi
− v(y)

∂

∂yi
ln|x− y|

)

=

= ln|x − y|∆yv(y) − v(y)∆yln|x− y| (2.21)ïî îáëàñòè B′
ε. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∆yln|x−y| = 0 â B′

ε ïðè x 6∈ B′
ε, è ïðèìåíÿÿê ëåâîé ÷àñòè (2.21) �äâóìåðíóþ� �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (2.4)èç ãë. 6, áóäåì èìåòü

∫

Γ′
ε∪S′

ε

[

ln|x − y|∂v(y)

∂ny
− v(y)

∂ln|x − y|
∂ny

]

dσy =

=

∫

B′
ε

ln|x − y|∆yv(y)dy ∀x ∈ B′′
ε (x

0). (2.22)
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Èñïîëüçóÿ äàëåå ñîîòíîøåíèÿ (2.20) íà Γ′
ε, ïåðåïèøåì (2.22) â âèäå

−
∫

Γ′
ε

µ(y)
∂ln|x − y|

∂ny
dσy +

∫

S′
ε

[

ln|x− y|∂v(y)

∂ny
− v(y)

∂

∂ny
ln|x − y|

]

dσy =

=

∫

B′
ε

ln|x − y|∆yv(y)dy ∀x ∈ B′′
ε (x

0). (2.23)Ïóñòü òåïåðü x ∈ B′
ε ∪ Γ′

ε. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäâàðèòåëüíî âûäåëèì èç
B′
ε ∪ Γ′

ε ýòó òî÷êó x âìåñòå ñ çàìêíóòûì êðóãîì Bδ(x) äîñòàòî÷íî ìàëî-ãî ðàäèóñà δ ñ öåíòðîì â òî÷êå x è ïðîèíòåãðèðóåì òîæäåñòâî (2.21) ïîîñòàâøåéñÿ îáëàñòè. Óñòðåìëÿÿ äàëåå δ ê íóëþ è ðàññóæäàÿ òàê æå, êàêïðè âûâîäå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �ðèíà �óíêöèè êëàññà C2 â R2(ñì. �2 ãë. 6), ïðèäåì ê �îðìóëå
−

∫

Γ′
ε

µ(y)
∂ln|x − y|

∂ny
dσy +

∫

S′
ε

[

ln|x − y|∂v(y)

∂ny
− v(y)

∂

∂ny
ln|x − y|

]

dσy+

+q(x)v(x) =

∫

B′
ε

ln|x − y|∆yv(y)dy ∀x ∈ B′
ε(x

0). (2.24)Çäåñü q(x) = 2π, åñëè x ∈ B′
ε(x

0) è q(x) = π ïðè x ∈ Γ′
ε. Îáå �îðìóëû(2.23) è (2.24) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîé �îðìóëû (2.24), ñ÷èòàÿ, ÷òî âíåé x èçìåíÿåòñÿ â êðóãå Bε, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî �óíêöèÿ q â (2.24)óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

q(x) =







2π, x ∈ B′
ε,

π, x ∈ Γ′
ε,

0, x ∈ B′′
ε .

(2.25)Ïîëîæèì Γ′′
ε = Γ\Γ′

ε. �àññìàòðèâàÿ çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ(2.4) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, íàïðèìåð, â êðóãå Bε/2(x
0), çàïèøåì (2.4) ââèäå

u(x) = − 1

2π

∫

Γ′′
ε

µ(y)
∂

∂ny
ln|x−y|dσy−

1

2π

∫

Γ′
ε

µ(y)
∂

∂ny
ln|x−y|dσy, x ∈ Bε(x

0).(2.26)Çàìå÷àåì, ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ Bε(x
0), ëåæàùèõ â òîì ÷èñëå è íà ó÷àñòêåãðàíèöû Γ, âòîðîå ñëàãàåìîå â (2.26) ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì ëåâîé÷àñòè ðàâåíñòâà (2.24), ïîäåëåííûì íà 2π. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü (2.26)â âèäå

u(x) = − 1

2π

∫

Γ′′
ε

µ(y)
∂

∂ny
ln|x − y|dσy−168



1

2π

∫

S′
ε

[

v(y)
∂

∂ny
ln|x − y| − ln|x − y|∂v(y)

∂ny

]

dσy+

+
1

2π

∫

B′
ε

ln|x− y|∆v(y)dy − 1

2π
q(x)v(x), x ∈ Bε(x

0). (2.27)Àíàëèç �îðìóëû (2.27) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü íåñêîëüêî âàæíûõ âûâîäîâîòíîñèòåëüíî ïîâåäåíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ (2.4) â îêðåñòíîñòè òî÷-êè x0. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè(2.27) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûìè è, áîëåå òîãî, ãàðìîíè-÷åñêèìè �óíêöèÿìè â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, íàïðèìåð, â êðóãå
Bε/2(x

0) ðàäèóñà ε/2. Òðåòüå ñëàãàåìîå, áóäó÷è �ïëîñêèì� ïîòåíöèàëîì ïà-ðû (B′
ε,∆v), ÿâëÿåòñÿ â ñèëó ñâîéñòâ �óíêöèè v è òåîðåìû 1.1 íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé âñþäó â R

2. Ïîýòîìó ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëàäâîéíîãî ñëîÿ ïðè ïåðåõîäå òî÷êè x ÷åðåç òî÷êó x0 öåëèêîì è ïîëíîñòüþîïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî, à �àêòè÷åñêè ñ ó÷åòîìóñëîâèÿ v ∈ C2(Bε) ïîâåäåíèåì �óíêöèè q.Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ q ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà êàæäîé èçòðåõ ÷àñòåé B′
ε, Γ′

ε è B′′
ε êðóãà Bε, òî �óíêöèÿ qv ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðå-ðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé íà êàæäîé èç ýòèõ ÷àñòåé. Îòñþäà, â÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñóæåíèå ïîòåíöèàëà u íà ãðàíèöó Γ, ò. å. ïðÿìîåçíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðó-åìîé �óíêöèåé â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Ïîñêîëüêó x0 � ïðîèç-âîëüíàÿ òî÷êà ãðàíèöû Γ, òî îòñþäà ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.Ëåììà 2.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåí-öèàëà äâîéíîãî ñëîÿ u(x0) : Γ → R ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóå-ìîé �óíêöèåé â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ Γ, ò.å. ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(Γ).Â òî æå âðåìÿ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå qv äàæå íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé�óíêöèåé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó Γ. Ïîýòîìó, êîãäà òî÷êà x ïåðåõîäèòèç îáëàñòè Ω â îáëàñòü Ωe ÷åðåç x0, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (2.27) ïðåòåðïå-âàåò ñîãëàñíî (2.25) ðàçðûâ 1-ãî ðîäà, òîãäà êàê âñå èíòåãðàëüíûå ÷ëåíû âïðàâîé ÷àñòè (2.27) îñòàþòñÿ íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìûìè. Ñ ó÷åòîìýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà è �îðìóëû (2.25) ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî âåëè÷èíû

u(x0), u+(x0) = lim
x→x0

x∈Ω

u(x), u−(x0) = lim
x→x0

x∈Ωe

u(x) (2.28)óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì
u+(x0) − u(x0) = −1

2
µ(x0), u−(x0) − u(x0) =

1

2
µ(x0), (2.29)

u+(x0) − u−(x0) = −µ(x0). (2.30)169



Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó èíòåãðàëüíûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè (2.27) íåïðå-ðûâíî äè��åðåíöèðóåìû ïðè ïåðåõîäå òî÷êè x èç Ω â Ωe ÷åðåç x0, �óíê-öèÿ q ïîñòîÿííà â Ω è Ωe, à �óíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.20), òîèç (2.27) è (2.25) ñëåäóåò ñ ó÷åòîì âòîðîãî óñëîâèÿ â (2.20), ÷òî ñóùåñòâóþòïðåäåëû
lim
x→x0

x∈Ω

∂u(x)

∂nx
=
∂u+(x0)

∂nx0

, lim
x→x0

x∈Ωe

∂u(x)

∂nx
=
∂u−(x0)

∂nx0

, (2.31)ïðè÷åì
∂u−(x0)

∂nx0

=
∂u+(x0)

∂nx0

∀x0 ∈ Γ. (2.32)Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â âèäå òåîðåìûÒåîðåìà 2.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) ïîòåíöèàë äâîéíîãîñëîÿ (2.4) ïðè ïåðåõîäå òî÷êè x ÷åðåç ãðàíèöó Γ ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâñî ñêà÷êàìè, îïðåäåëÿåìûìè �îðìóëàìè (2.29) è (2.30). Áîëåå òîãî, âêàæäîé òî÷êå x0 ∈ Γ ñóùåñòâóþò ïðåäåëû (2.31) è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå(2.32).2.3. Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ. Òåîðåìà î ñêà÷êå ïðîèçâîäíûõîò ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ. Ïóñòü ñíà÷àëà µ ∈ C(Γ) � çàäàííàÿ íà
Γ íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ .Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïîòåíöèàëîì ïðîñòîãî ñëîÿ ìàññ (ëèáî çàðÿäîâ),ðàñïðåäåëåííûõ ïî ïîâåðõíîñòè Γ ñ ïëîòíîñòüþ µ, íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ
u : R

n \ Γ → R, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé
u(x) =

∫

Γ

En(x,y)µ(y)dσy, x ∈ R
n \ Γ. (2.33)Èç (2.33) è ñâîéñòâ ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ En (ñì. � 1 ãë. 6) âûòåêàåò,÷òî ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ u âñþäó â R

n \ Γ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé�óíêöèåé, ïðè÷åì ïðè n ≥ 3 ïîòåíöèàë u ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè |x| → ∞ñ ïîðÿäêîì O(|x|2−n). Â ñëó÷àå æå n = 2 �îðìóëà (2.33) ïðèíèìàåò âèä
u(x) =

1

2π

∫

Γ

ln
1

|x − y|µ(y)dσy (2.34)èëè
u(x) = − ln|x|

2π

∫

Γ

µ(y)dσy +
1

2π

∫

Γ

ln
|x|

|x − y|µ(y)dσy. (2.35)Èç (2.35) ñëåäóåò â ñèëó (1.8), ÷òî ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ â R
2 èìååòëîãàðè�ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü ïðè |x| → ∞, èñêëþ÷àÿ ñëó÷àé, êîãäà åãî170



ïëîòíîñòü µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
∫

Γ

µ(y)dσy = 0. (2.36)Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.36) ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ â R
2 ðàâíîìåðíîñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.Òàê æå, êàê è â ï. 2.1, 2.2, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ n = 2ïðè âûïîëíåíèè òåõ æå óñëîâèé (i), (ii) íà Γ è µ. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ,èñïîëüçóåìûå âûøå ïðè âûâîäå �îðìóëû (2.27) äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãîñëîÿ, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âìåñòî �îðìóëû (2.4)áåðåòñÿ �îðìóëà (2.34), à â êà÷åñòâå v âûáèðàåòñÿ �óíêöèÿ êëàññà C2(Bε),óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

v(y) = 0,
∂v(y)

∂n
= µ(y), y ∈ Γ′

ε, (2.37)ïðèõîäèì âìåñòî (2.24) ê �îðìóëå
∫

Γ′
ε

µ(y)ln|x − y|dσy +

∫

S′
ε

(

ln|x− y|∂v(y)

∂ny
− v(y)

∂

∂ny
ln|x − y|

)

dσy+

+q(x)v(x) =

∫

B′
ε

ln|x − y|∆yv(y)dy, x ∈ Bε(x
0). (2.38)Ïî àíàëîãèè ñ ïðÿìûì çíà÷åíèåì ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ïðÿìûì çíà-÷åíèåì ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â òî÷êå x0 ∈ Γ íàçîâåì íåñîáñòâåííûéèíòåãðàë

u(x0) ≡ − 1

2π

∫

Γ

ln|x0−y|µ(y)dσy = − 1

2π
lim
ε→0

∫

Γ′′
ε (x0)

ln|x0−y|µ(y)dσy. (2.39)Êàê è â ï. 2.2, áóäåì ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ(2.34) â êðóãå Bε/2(x
0), â òîì ÷èñëå è â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà ó÷àñòêå ãðà-íèöû Γ. �àññóæäàÿ, êàê è â ï. 2.2, ïåðåïèøåì (2.34) ñ ó÷åòîì (2.38) âñëåäóþùåì âèäå:
u(x) = − 1

2π

∫

Γ′′
ε

µ(y)ln|x − y|dσy−

− 1

2π

∫

S′
ε

(

v(y)
∂

∂ny
ln|x − y| − ln|x − y|∂v(y)

∂ny

)

dσy−171



− 1

2π

∫

B′
ε

ln|x − y|∆yv(y)dy +
1

2π
q(x)v(x). (2.40)Ïî ñâîåé ñòðóêòóðå �îðìóëà (2.40) àíàëîãè÷íà �îðìóëå (2.27). Â ÷àñò-íîñòè, ïåðâûå äâà èíòåãðàëà â (2.40) ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè �óíêöè-ÿìè òî÷êè x ∈ Bε/2(x

0), òîãäà êàê òðåòüå ñëàãàåìîå ïðèíàäëåæèò â ñèëóòåîðåìû 1.1 ïðîñòðàíñòâó C1(R2). Â òî æå âðåìÿ ïîâåäåíèå ïîñëåäíåãî ñëà-ãàåìîãî â (2.40) îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (2.27).Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ïåðâîãî óñëîâèÿ â (2.37), ñîãëàñíî êîòîðîìó v ðàâíàíóëþ íà Γ′
ε, �óíêöèÿ qv, ðàâíàÿ v â Bε(x0), ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x → x0.Ïîýòîìó �óíêöèÿ qv ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â Bε(x

0). Îòñþäà ñëåäóåò âàæ-íûé âûâîä î òîì, ÷òî ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ (â îòëè÷èå îò ïîòåíöèàëàäâîéíîãî ñëîÿ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó Γ. Òåìíå ìåíåå íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïðè ïåðå-õîäå ÷åðåç ãðàíèöó Γ ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ, êîòîðûé, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
∂u+(x0)

∂n
− ∂u(x0)

∂n
=

1

2
µ(x0), x0 ∈ Γ,

∂u−(x0)

∂n
− ∂u(x0)

∂n
= −1

2
µ(x0), x0 ∈ Γ, (2.41)

∂u+(x0)

∂n
− ∂u−(x0)

∂n
= µ(x0), x0 ∈ Γ. (2.42)Â �îðìóëàõ (2.41) è (2.42) ∂u(x0)/∂n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå çíà÷åíèåïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè îò ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ (2.34), îïðåäåëÿåìîå�îðìóëîé (ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëîì)

∂u(x0)

∂n
=

1

2π

∫

Γ

(y − x0) · n(x0)

|x0 − y|2 µ(y)dσy =

= lim
ε→0

1

2π

∫

Γ′′
ε (x0)

(y − x0) · n(x0)

|x0 − y|2 µ(y)dσy.Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.Ëåììà 2.3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåí-öèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ u(x0) : Γ → R ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóå-ìîé �óíêöèåé â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ Γ, ò. å. ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(Γ).Òåîðåìà 2.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) ïîòåíöèàë ïðîñòîãîñëîÿ (2.34) ïðè ïåðåõîäå òî÷êè x èç îáëàñòè Ω â îáëàñòü Ωe ÷åðåç òî÷êó
x0 ∈ Γ îñòàåòñÿ íåïðåðûâíûì, à åãî íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂u/∂n ïðå-òåðïåâàåò ðàçðûâ ñî ñêà÷êàìè, îïðåäåëÿåìûìè �îðìóëàìè (2.41), (2.42).172



2.4. Îáçîð äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî èäâîéíîãî ñëîÿ. Óñòàíîâëåííûå âûøå ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ(2.3), îïèñûâàåìûå ëåììàìè 2.1, 2.2 è òåîðåìîé 2.1, è ïîòåíöèàëà ïðîñòî-ãî ñëîÿ (2.34), îïèñûâàåìûå ëåììîé 2.3 è òåîðåìîé 2.2, ñïðàâåäëèâû è âñëó÷àå n ≥ 3 èçìåðåíèé, ïðè÷åì ïðè áîëåå ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îò-íîñèòåëüíî ãëàäêîñòè ãðàíèöû Γ îáëàñòè Ω è ïëîòíîñòè µ. Îãðàíè÷èìñÿçäåñü ïðèâåäåíèåì �îðìóëèðîâîê ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé. Äîêàçà-òåëüñòâà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [35℄. Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì ïîíÿòèåïîâåðõíîñòè Ëÿïóíîâà.�îâîðÿò, ÷òî çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü S ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõ-íîñòüþ Ëÿïóíîâà, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:1) â êàæäîé òî÷êå x ∈ Γ ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è, ñëåäî-âàòåëüíî, íîðìàëü n = n(x); 2) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî r0 > 0, ÷òî äëÿëþáîé òî÷êè x ∈ Γ ìíîæåñòâî Γ∪Br0(x) ñâÿçíî, òàê ÷òî Γ∪Br0(x) ÿâëÿåò-ñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x íà ïîâåðõíîñòè Γ, è îíî ïåðåñåêàåòñÿ ïðÿìûìè,ïàðàëëåëüíûìè íîðìàëè nx, íå áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå; 3) ïîëå íîðìà-ëåé íåïðåðûâíî ïî �åëüäåðó ñ íåêîòîðûì ïîêàçàòåëåì λ ≤ 1 íà Γ, ò. å.ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ ≤ 1 è C > 0 òàêèå, ÷òî
|n(x) − n(y)| ≤ C|x− y|λ ∀x,y ∈ Γ. (2.43)Èç ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ïîâåðõíîñòè Ëÿïóíîâà ïðè-íàäëåæàò êëàññó C1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòàÿïîâåðõíîñòü êëàññà C2 ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà ïðè λ ≤ 1. Òàêèìîáðàçîì, åñëè îáîçíà÷èòü äëÿ êðàòêîñòè êëàññ ïîâåðõíîñòåé Ëÿïóíîâà ÷å-ðåç C̃1,λ, òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà âëîæåíèé: C2 ⊂ C̃1,λ ⊂ C1ïðè λ ≤ 1.Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè ñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìû îá îñíîâíûõ ñâîéñòâàõïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèåóñëîâèÿ:(j) Ω � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà R

n, ãðàíèöà Γêîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà èç êëàññà C̃1,λ, 0 < λ < 1; (jj)
µ ∈ C(Γ).Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (j), (jj). Òîãäà:1) Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ è îïðåäåëåí äëÿ âñåõ x ∈ Rn è, â ÷àñòíî-ñòè, äëÿ x ∈ Γ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè, èìåþùåìóâèä

u(x) = O(|x|1−n) ïðè |x| → ∞. (2.44)2) Âñþäó â Rn \ Γ ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ u èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõïîðÿäêîâ (ò. å. u ∈ C∞(Rn \ Γ)) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà,ïðè÷åì ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì òî÷êè x ìîæíî âû÷èñëÿòü äè��å-ðåíöèðîâàíèåì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.173



3) Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó Γ ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ u èñïûòû-âàåò ðàçðûâ. Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ èçíóòðè u+(x0) è èçâíå u−(x0) äëÿêàæäîé òî÷êè x0 ∈ Γ ñóùåñòâóþò è îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî �îð-ìóëàìè
u+(x0) = −1

2
µ(x0) +

∫

Γ

µ(y)
∂

∂ny
E(x0,y)dσy, (2.45)

u−(x0) =
1

2
µ(x0) +

∫

Γ

µ(y)
∂

∂ny
E(x0,y)dσy, (2.46)òàê ÷òî ñïðàâåäëèâà �îðìóëà ñêà÷êà

u+(x0) − u−(x0) = −µ(x0) ∀x0 ∈ Γ. (2.47)Ïðè ýòîì ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë (ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãîñëîÿ)
∫

Γ

µ(y)
∂

∂ny
E(x0,y)dσy (2.48)â �îðìóëàõ (2.45) è (2.46) êàê �óíêöèÿ òî÷êè x0 ∈ Γ ïðèíàäëåæèò êëàñ-ñó C(Γ). Êðîìå òîãî, u+ ∈ C(Ω), u− ∈ C(Ωe).4) Åñëè â äîïîëíåíèå ê (jj) µ ∈ Cα(Γ) è α ≤ λ, òî u+ ∈ Cα(Ω), u− ∈

Cα(Ωe), à èíòåãðàë (2.48) êàê �óíêöèÿ òî÷êè x0 ∈ Γ ïðèíàäëåæèò êëàññó
Cα(Γ).Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (j), (jj). Òîãäà:1) Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ è îïðåäåëåí è íåïðåðûâåí äëÿ âñåõ x ∈ R

nè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ x ∈ Γ, à ïðè n ≥ 3 îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íàáåñêîíå÷íîñòè, èìåþùåìó âèä:
u(x) = O

(

|x|2−n
) ïðè |x| → ∞. (2.49)2) Âñþäó â R

n \ Γ ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ u èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõïîðÿäêîâ (ò. å. u ∈ C∞(Rn\Γ)) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, ïðè-÷åì ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì òî÷êè x ìîæíî âû÷èñëÿòü äè��åðåí-öèðîâàíèåì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Êðîìå òîãî, u ∈ Cα(Rn) ∀α ∈ [0, λ).3) Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó Γ ïðîèçâîäíàÿ ïî âíåøíåé íîðìàëè nê ïîâåðõíîñòè Γ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈ Γ òåðïèò ðàçðûâ. Ïðåäåëü-íûå çíà÷åíèÿ ∂u+(x0)/∂n è ∂u−(x0)/∂n ïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè èçíóòðèè èçâíå ñóùåñòâóþò, íåïðåðûâíû âñþäó íà Γ è îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåò-ñòâåííî �îðìóëàìè
∂u+(x0)

∂n
=
∂u(x0)

∂n
+

1

2
µ(x0), x0 ∈ Γ,

∂u−(x0)

∂n
=
∂u(x0)

∂n
− 1

2
µ(x0), x0 ∈ Γ.(2.50)174



Çäåñü ∂u(x0)/∂n � ïðÿìîå çíà÷åíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëàïðîñòîãî ñëîÿ â òî÷êå x0 ∈ Γ, îïðåäåëÿåìîå ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëîì
∂u(x0)

∂n
=

∫

Γ

µ(y)
∂

∂nx
E(x0,y)dσy. (2.51)Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà �îðìóëà ñêà÷êà

∂u+(x0)

∂n
− ∂u−(x0)

∂n
= µ(x0) ∀x0 ∈ Γ, (2.52)ïðè÷åì ∂u(x0)/∂n ∈ C(Γ).4) Åñëè â äîïîëíåíèå ê (jj) µ ∈ Cα(Γ) ïðè α ≤ λ, òî gradu+ è gradu−íåïðåðûâíî ïðîäîëæàþòñÿ â Ω è Ωe ñîîòâåòñòâåííî â âèäå �óíêöèé

gradu+ ∈ Cα(Ω), gradu− ∈ Cα(Ωe) è, êðîìå òîãî, ∂u(x0)/∂n ∈ Cα(Γ).5) Åñëè â äîïîëíåíèå ê (j), (jj) Γ ∈ Ck+1,α, 0 < α < 1, µ ∈ C l,α(Γ), ãäå lè k òàêèå öåëûå ÷èñëà, ÷òî 0 ≤ l ≤ k, òî u+ ∈ C l+1,α(Ω), u− ∈ C l+1,α(Ωe).�3. Ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû èçëîæèì èäåþ îäíîãî èç îñíîâíûõ êëàññè÷åñêèõìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé � òàêíàçûâàåìîãî ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Èäåÿ ýòîãî ìåòî-äà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èñêàòü â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî èëè äâîéíî-ãî ñëîÿ èëè íåêîòîðîé èõ êîìáèíàöèè. Ýòî ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêè óäî-âëåòâîðèòü óðàâíåíèþ Ëàïëàñà è, âîîáùå ãîâîðÿ, óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íî-ñòè, à ïîäñòàíîâêà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â ãðàíè÷íîåóñëîâèå ïðèâîäèò ê ãðàíè÷íîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ íàõîæäå-íèÿ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè. �åøèâ ýòî óðàâíåíèå òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî,ïîëó÷èì èñêîìóþ ïëîòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî èëèäâîéíîãî ñëîÿ, êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîéêðàåâîé çàäà÷è. Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ñóùíîñòü îïèñàííîãî ìåòîäà ðå-øåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íàçûâàåìîãî ìåòî-äîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (Ì�ÈÓ), çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèèðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è ê ãðàíè÷íîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ,ò. å. èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ïî ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω, è ïîñëåäóþùåìóðåøåíèþ ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîç-âîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðàçðàáîòàííûé ðàíåå àïïàðàò òåîðèè èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé, à ñ äðóãîé � äàåò ìîùíûé ñòèìóë ê äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþàïïàðàòà òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.175



Íèæå ìû ðàçáåðåì èäåþ ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íàïðèìåðå ÷åòûðåõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Áîëåå êîíêðåòíî,áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
∆u = 0 (3.1)â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ ãðàíèöåé Γ, èëè âî âíåøíîñòè Ωe = Rn \ Ωîáëàñòè Ω. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (j) èç � 2.Çàäà÷à 1.1 (âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå). Íàéòè �óíêöèþ u ∈ C2(Ω)∩

C(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (3.1) â îáëàñòè Ω è ãðàíè÷íîìó óñëî-âèþ
u = g(x) íà Γ. (3.2)Çàäà÷à 1.2 (âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå). Íàéòè �óíêöèþ u ∈ C2(Ωe) ∩

C(Ωe), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (3.1) â Ωe, ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (3.2)è óñëîâèþ
u(x) = O

(

|x|2−n
) ïðè |x| → ∞. (3.3)Çàäà÷à 2.1 (âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà). Íàéòè �óíêöèþ u ∈ C2(Ω)∩

C1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (3.1) â îáëàñòè Ω è ãðàíè÷íîìó óñëî-âèþ
∂u

∂n
= g(x) íà Γ. (3.4)Çàäà÷à 2.2 (âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà). Íàéòè �óíêöèþ u ∈ C2(Ωe) ∩

C1(Ωe), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (3.1) â îáëàñòè Ωe, ãðàíè÷íîìó óñëî-âèþ (3.4) è óñëîâèþ (3.3) íà áåñêîíå÷íîñòè.Íà÷íåì ñ çàäà÷è 1.1. Ñëåäóÿ Ì�ÈÓ, áóäåì èñêàòü åå ðåøåíèå u â âèäåïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ
u(x) = [Wψ] (x) ≡

∫

Γ

ψ(y)
∂E(x,y)

∂ny
dσy (3.5)ñ íåïðåðûâíîé (íåèçâåñòíîé ïîêà) ïëîòíîñòüþ ψ ∈ C(Γ). Èç òåîðåìû 2.3âûòåêàåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (j) äëÿ ëþáîé ψ ∈ C(Γ) ïîòåíöèàë

u, îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé (3.5), óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà âñþäóâ Ω, ïðè÷åì u ∈ C∞(Ω) ∩ C0(Ω). Ñ ó÷åòîì ýòîãî îñòàåòñÿ âûáðàòü ψ òàê,÷òîáû �óíêöèÿ (3.5) óäîâëåòâîðÿëà ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ Äèðèõëå (3.2).Ïóñòü x0 ∈ Γ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ïåðåõîäÿ â (3.5) ê ïðåäåëó (èçíóòðè)ïðè x → x0 èìååì â ñèëó òåîðåìû 2.3, ÷òî
lim
x→x0,
x∈Ω

u(x) ≡ u+(x0) = −1

2
ψ(x0) +

∫

Γ

ψ(y)
∂E(x0,y)

∂ny
dσy. (3.6)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (3.2) èìååì
u+(x0) = g(x0), x0 ∈ Γ. (3.7)Ñðàâíèâàÿ (3.6) è (3.7), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

ψ(x) − 2

∫

Γ

ψ(y)
∂E(x,y)

∂ny
dσy = −2g(x), x ∈ Γ. (3.8)�àâåíñòâî (3.8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå2-ãî ðîäà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè ψ ∈ C(Γ). Èç òåîðèè ëè-íåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì. [36℄, [42℄), âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé�óíêöèè g ∈ C(Γ) èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (3.8) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-íèå ψ ∈ C(Γ). �åøèâ óðàâíåíèå (3.8) è ïîäñòàâèâ íàéäåííóþ ïëîòíîñòü ψâ (3.5), ïîëó÷èì èñêîìîå ðåøåíèå âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå â âèäå ïî-òåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ (3.5). Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäåòåîðåìû.Òåîðåìà 3.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (j) �óíêöèÿ (3.5) (ïîòåíöèàëäâîéíîãî ñëîÿ ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ ψ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âíóò-ðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïëîòíîñòü ψ ∈ C(Γ)â (3.5) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.8).Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âíåøíåé çàäà÷å Äèðèõëå, êîòîðóþ ðàññìîòðèì âñëó÷àå n ≥ 3 èçìåðåíèé. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî 0 6∈ Ωe, áóäåì èñêàòü åå ðåøåíèåâ âèäå

u(x) = [Wψ] (x) +A|x|2−n, (3.9)ãäå A � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ |x|2−n óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ Ëàïëàñà âñþäó â R
n, êðîìå òî÷êè x = 0, òî â ñèëó òåîðåìû2.3 �óíêöèÿ (3.9) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (j) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþËàïëàñà (3.1) âñþäó â Ωe äëÿ ëþáîé �óíêöèè ψ ∈ C(Γ) è ëþáîé êîíñòàíòû

A. Êðîìå òîãî, �óíêöèÿ (3.9) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè (3.3)íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûáåðåì ψ (ïðè �èêñèðîâàííîé ïîêàêîíñòàíòå A) òàê, ÷òîáû �óíêöèÿ (3.9) óäîâëåòâîðÿëà ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ(3.2). �àññóæäàÿ, êàê è âûøå, ëåãêî ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ýòîãî �óíêöèÿ ψäîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
ψ(x) + 2

∫

Γ

ψ(y)
∂E(x,y)

∂ny
dσy = 2g(x) − 2A

|x|n−2
, x ∈ Γ. (3.10)Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 3.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (j) �óíêöèÿ (3.9), ãäå A �ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëåâ R

n, n ≥ 3, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïëîòíîñòü ψ ∈ C(Γ) â (3.9)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.10).177



Íåêîòîðóþ íåóäîâëåòâîðåííîñòü âûçûâàåò çäåñü òîò �àêò, ÷òî â ïðåä-ñòàâëåíèè (3.9) ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.2 âõîäèò ïðîèçâîëüíàÿ ïîêà ïîñòîÿííàÿ
A, òîãäà êàê ðåøåíèå âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå åäèíñòâåííî (ñì. ãë. 6). Îä-íàêî àíàëèç óðàâíåíèÿ (3.10) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîåóðàâíåíèå

ψ(x) + 2

∫

Γ

ψ(y)
∂E(x,y)

∂ny
dσy = 0, x ∈ Γ, (3.11)òàê æå, êàê ñîïðÿæåííîå ê íåìó îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, èìåþùåå âèä

ψ(x) + 2

∫

Γ

ψ(y)
∂E(y,x)

∂ny
dσy = 0, x ∈ Γ, (3.12)èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ψ0 = 1. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðàññìàò-ðèâàåìûõ çäåñü ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñïðàâåäëèâà àëüòåðíà-òèâà Ôðåäãîëüìà (ñì. [36, 42℄ è � 5). Ñîãëàñíî åé ñîîòâåòñòâóþùåå íåîä-íîðîäíîå óðàâíåíèå (3.10) èìååò ðåøåíèå ψ ∈ C(Γ) òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü â (3.10) îðòîãîíàëüíà �óíêöèè ψ0, ò. å. êîãäà

∫

Γ

[

g(x) − A

|x|n−2

]

dσ = 0.Ýòî óñëîâèå âûäåëÿåò åäèíñòâåííóþ êîíñòàíòó A, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåòðåøåíèå ψ óðàâíåíèÿ (3.10), êîòîðîìó, â ñâîþ î÷åðåäü, îòâå÷àåò ðåøåíèåâíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå â âèäå (3.9). Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè â ýòîì ïàðàãðà-�å îñòàíàâëèâàòüñÿ íà àíàëèçå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.10), îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê êíèãàì [41, 42℄, ãäåäåòàëüíî èçëîæåíû ñîîòâåòñòâóþùèå âîïðîñû.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íåêîòîðàÿ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è Äè-ðèõëå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ãàðìîíè÷åñêàÿ�óíêöèÿ u óáûâàåò ïðè |x| → ∞ ñ ïîðÿäêîì O(|x|2−n), òîãäà êàê ïî-òåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ [Wψ](x) âåäåò ñåáÿ êàê O(|x|1−n) ïðè |x| → ∞.Âîò ïî÷åìó ïðîèçâîëüíóþ ãàðìîíè÷åñêóþ â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ωe�óíêöèþ u íåëüçÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà Wψ.Äîáàâëåíèå ê ïîòåíöèàëóWψ ñëàãàåìîãî A/|x|n−2 è ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòüóêàçàííóþ òðóäíîñòü â ðåøåíèè âíåøíåé çàäà÷è. Àíàëîãè÷íàÿ òðóäíîñòüâîçíèêàåò è â ñëó÷àå äâóõ èçìåðåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîòåí-öèàë äâîéíîãî ñëîÿ óáûâàåò ñ ïîðÿäêîì O(|x|−1) ïðè |x| → ∞, òîãäà êàêóñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè (3.3) ïðè n = 2 ýêâèâàëåíòíî ëèøü îãðàíè÷åííîñòèãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè u íà áåñêîíå÷íîñòè. Î ìåòîäàõ ïðåîäîëåíèÿ ýòîéòðóäíîñòè ìîæíî ïðî÷èòàòü â [41, � 35℄.178



Îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å 2.1. Ñëåäóÿ Ì�ÈÓ, áóäåì èñêàòü åå ðåøåíèå u ââèäå
u(x) = [V ϕ] (x) +A =

∫

Γ

ϕ(y)E(x,y)dσy + A (3.13)ñóììû ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ ϕ è ïðîèçâîëü-íîé êîíñòàíòû A. Èç òåîðåìû 2.4 âûòåêàåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ(j) äëÿ ëþáîé ϕ ∈ C(Γ) ïîòåíöèàë V ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñàâ Ω. Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ �óíêöèè (3.13). Ñ ó÷åòîì ýòîãî îñòàåòñÿâûáðàòü ϕ ∈ C(Γ) òàê, ÷òîáû �óíêöèÿ (3.13) óäîâëåòâîðÿëà ãðàíè÷íîìóóñëîâèþ (3.4).Ïóñòü x0 ∈ Γ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Â ñèëó òåîðåìû 2.4 ïðåäåëüíîåçíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè îò �óíêöèè (3.13) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
x0 ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

∂u+(x0)

∂n
=

1

2
ϕ(x0) +

∫

Γ

ϕ(y)
∂E(x0,y)

∂nx
dσy. (3.14)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (3.4) èìååì

∂u+(x0)

∂n
= g(x0). (3.15)Ïðèðàâíèâàÿ (3.14) è (3.15), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

ϕ(x) + 2

∫

Γ

ϕ(y)
∂E(x,y)

∂nx
dσy = 2g(x), x ∈ Γ. (3.16)�àâåíñòâî (3.16) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìîå ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâ-íåíèå 2-ãî ðîäà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè ϕ ∈ C(Γ).Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìûÒåîðåìà 3.3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (j) �óíêöèÿ (3.13) ÿâëÿåòñÿ ðå-øåíèåì âíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïëîò-íîñòü ϕ ∈ C(Γ) â (3.13) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ(3.16).Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå (3.16) ñîïðÿæåííîå îäíîðîäíîåóðàâíåíèå

µ(x) + 2

∫

Γ

µ(y)
∂E(y,x)

∂nx
dσy = 0, x ∈ Γ (3.17)èìååò åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå µ0 = 1. Ïîýòîìó â ñèëó àëü-òåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (3.16) ðàçðåøèìî òîãäà è179



òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè
∫

Γ

µ0(x)g(x)dσ ≡
∫

Γ

g(x)dσ = 0. (3.18)Ïðè ýòîì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.16) ïðåäñòàâèìî â âèäå ϕ(x) =
ϕ̂(x)+Cϕ0(x). Çäåñü ϕ̂ � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.16), à ϕ0 � ðåøåíèåñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

ϕ(x) + 2

∫

Γ

ϕ(y)
∂E(x,y)

∂nx
dσy = 0, x ∈ Γ,êîòîðîå â ñèëó àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷-íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòîÿííîé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óñëîâèå (3.18)ñîâïàäàåò ñ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (3.1),(3.4).Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì çàäà÷ó 2.2. Ñëåäóÿ Ì�ÈÓ, áóäåì èñêàòü ååðåøåíèå â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ

u(x) = [V ϕ] (x) =

∫

Γ

ϕ(y)E(x,y)dσy (3.19)ñ íåïðåðûâíîé (íåèçâåñòíîé ïîêà) ïëîòíîñòüþ ϕ ∈ C(Γ) . �àññóæäàÿ, êàêè â ñëó÷àå âíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà, íî ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðåäåëüíîå çíà-÷åíèå ∂u−(x0)/∂n ïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè îò �óíêöèè (3.13) â òî÷êå x0îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
∂u−(x0)

∂n
= −1

2
ϕ(x0) +

∫

Γ

ϕ(y)
∂E(x0,y)

∂nx
dσy, (3.20)ïðèõîäèì ê ãðàíè÷íîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ 2-ãî ðîäà îòíîñèòåëüíîíåèçâåñòíîé �óíêöèè ϕ, èìåþùåìó âèä

−ϕ(x) + 2

∫

Γ

ϕ(y)
∂E(x,y)

∂nx
dσy = 2g(x), x ∈ Γ. (3.21)Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìû.Òåîðåìà 3.4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (j) �óíêöèÿ (3.19) ÿâëÿåòñÿðåøåíèåì âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïëîò-íîñòü ϕ ∈ C(Γ) â (3.19) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ(3.21). 180



Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n ≥ 3 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.21) äëÿ ëþáîé�óíêöèè g ∈ C(Γ) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ïðè n = 2 ñîîòâåòñòâóþùååîäíîðîäíîå ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå
−µ(x) + 2

∫

Γ

µ(y)
∂E(y,x)

∂nx
dσy = 0 (3.22)èìååò åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå µ0(x) = 1. Ïîýòîìó íåîäíî-ðîäíîå óðàâíåíèå (3.21) èìååò ðåøåíèå ϕ ∈ C(Γ) òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.21) îðòîãîíàëüíà �óíêöèè µ0, ò. å. êîãäà

∫

Γ g(x)dσ = 0. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîåðåøåíèå ϕ̂ óðàâíåíèÿ (3.21), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ∫

Γ ϕ̂(x)dσ = 0, àîáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.21) èìååò âèä ϕ(x) = ϕ̂(x) +Cϕ0(x). Çäåñü C� ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ϕ0 � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãîóðàâíåíèÿ
−ϕ(x) + 2

∫

Γ

ϕ(y)
∂E(x,y)

∂nx
dσy = 0, x ∈ Γ.Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ϕ0 âûòåêàåò èç àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèìåíåíèå Ì�ÈÓ äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ âûøå êðà-åâûõ çàäà÷ ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿÔðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà. Ýòî íå ñëó÷àéíî, à ñâÿçàíî ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì,÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ðîäà ÿâëÿ-åòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, çàäà÷àðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ 1-ãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì íåêîððåêò-íûõ çàäà÷ [53℄.Íàïîìíèì, ÷òî Ì�ÈÓ ñîçäàâàëñÿ â íà÷àëå âåêà, êîãäà ìàòåìàòèêè èçáå-ãàëè èññëåäîâàíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Âîò ïî÷åìó îíè ïðèìåíÿëè òàêóþñõåìó Ì�ÈÓ, êîòîðàÿ ñâîäèëà ðàññìàòðèâàåìóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ê ðåøå-íèþ èìåííî èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ðîäà.Êàê óæå óêàçûâàëîñü â ãë. 2, â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ íåêîððåêòíûõçàäà÷ çàâîåâàëà ïðàâî íà ñâîå ñóùåñòâîâàíèå è ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ðàçäå-ëîì ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Ïîýòîìó òåïåðü äîïóñêàþòñÿ è òàêèå ñõåìûÌ�ÈÓ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì 1-ãî ðîäà. ×òîáûïîÿñíèòü îäíó èç ýòèõ ñõåì, îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å Äèðèõëå (3.1), (3.2). Áó-äåì èñêàòü åå ðåøåíèå u â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ V ϕ â (3.13) ïðè

ϕ ∈ C(Γ). Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë V ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñàâñþäó â Ω, òî îñòàåòñÿ âûáðàòü ϕ òàê, ÷òîáû �óíêöèÿ u = V ϕ óäîâëåòâî-ðÿëà óñëîâèþ Äèðèõëå (3.2). �àññóæäàÿ, êàê è ïðè âûâîäå èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ (3.8), ïðèõîäèì â ñèëó ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà ïðî-ñòîãî ñëîÿ âñþäó â Rn ê ñëåäóþùåìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ 1-ãî ðîäà181



äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèè ϕ:
∫

Γ

ϕ(y)E(x,y)dσy = g(x), x ∈ Γ. (3.23)�åøèâ åãî, ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå (3.1), (3.2) â âèäå ïîòåíöèàëàïðîñòîãî ñëîÿ V ϕ.Îòìåòèì, ÷òî ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîñòðîåíà äîñòàòî÷íî ïîëíàÿ òåî-ðèÿ èññëåäîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ðîäà âèäà (3.23). Ýòî äå-ëàåò èçëîæåííóþ ñõåìó îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â âèäå V ϕâïîëíå êîíêóðåíòíîñïîñîáíîé êàê â òåîðåòè÷åñêîì, òàê è â âû÷èñëèòåëü-íîì ïëàíå, ïî îòíîøåíèþ ê èçëîæåííîé âûøå ñõåìå îòûñêàíèÿ åå ðåøåíèÿâ âèäå (3.5).Óêàçàííàÿ ñõåìà ïðèìåíèìà è äëÿ âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå (3.1)�(3.3),à òàêæå äëÿ âíóòðåííåé è âíåøíåé çàäà÷ Íåéìàíà. Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèåâíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà (3.1), (3.4) ìîæíî èñêàòü íå â âèäå (3.13), à ââèäå ñóììû ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ (3.5) è ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû A.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå â (3.4), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
∂

∂nx

∫

Ω

ψ(y)
∂E(x,y)

∂ny
dσy = g(x), x ∈ Γ. (3.24)Îïÿòü ïîëó÷èëè óðàâíåíèå 1-ãî ðîäà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé �óíêöèè

ψ. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïðîñòîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.23) ñ íåñîá-ñòâåííûì ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì â ëåâîé ÷àñòè, ëåâàÿ ÷àñòü (3.24)îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìûé ãèïåðñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð. Ýòîñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â (3.24) âåäåò ñåáÿ ïðè
y → x êàê |x − y|−3 (â ñëó÷àå òðåõ èçìåðåíèé). Íåñìîòðÿ íà ýòî, òåîðèÿèññëåäîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (3.24) äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàç-ðàáîòàíà â îïðåäåëåííûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòî äåëàåò èç-ëîæåííóþ ñõåìó íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà â âèäå ïîòåíöèàëàäâîéíîãî ñëîÿ âïîëíå ðàáîòîñïîñîáíîé.�4. Ìåòîä �óíêöèé �ðèíà ðåøåíèÿ ñìåøàííîéêðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà�àññìîòðèì îáùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îãðàíè-÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R

3. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ u óðàâ-íåíèÿ Ïóàññîíà
∆u = −f â Ω, (4.1)óäîâëåòâîðÿþùåãî íà ãðàíèöå Γ = ∂Ω îáùåìó êðàåâîìó óñëîâèþ

[Bu](x) ≡ α(x)u(x) + β(x)
∂u(x)

∂n
= g(x), x ∈ Γ. (4.2)182



Çäåñü f � çàäàííàÿ â Ω �óíêöèÿ, èìåþùàÿ ñìûñë ïëîòíîñòè îáúåìíûõèñòî÷íèêîâ ïîëÿ u, α, β è g � çàäàííûå íà Γ �óíêöèè, ïðè÷åì, â ÷àñòíîñòè,�óíêöèÿ g èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ u.Êàê óæå óêàçûâàëîñü â §2, îáúåìíûé ïîòåíöèàë u : R3 → R, îïðåäåëÿ-åìûé �îðìóëîé
u(x) = [Af ](x) ≡

∫

Ω

E(x,y)f(y)dy, (4.3)ãäå E(x,y) = E3(x,y) = 1/(4π|x − y|), óäîâëåòâîðÿåò ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèé (i)�(iii) èç §2 óðàâíåíèþ (4.1) â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω. Íî, êîíå÷íî,ïîòåíöèàë (4.3) íå îáÿçàí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (4.2) õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî�îðìóëà (4.3) íå ñîäåðæèò èí�îðìàöèè î �óíêöèÿõ α, β è g.Â ýòîì ïàðàãðà�å ïîñòàâèì ñâîåé öåëüþ òàê èçìåíèòü �îðìóëó (4.3) ïó-òåì ïðèáàâëåíèÿ ê ïðàâîé ÷àñòè íåêîòîðîé ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè, ÷òîáûíîâàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿëà íå òîëüêî óðàâíåíèþ (4.1), íî è ãðàíè÷íî-ìó óñëîâèþ (4.2). Íà ýòîì ïóòè ïðèõîäèì ê �óíäàìåíòàëüíîìó ïîíÿòèþ�óíêöèè �ðèíà.Îïðåäåëåíèå 4.1. Ôóíêöèåé �ðèíà êðàåâîé çàäà÷è (4.1), (4.2) äëÿîáëàñòè Ω íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ G(x,y), îïðåäåëåííàÿ ïðè x ∈ Ω, y ∈ Ωè óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì y ∈ Ω óñëîâèÿì:1) G(x,y) êàê �óíêöèÿ òî÷êè x ∈ Ω ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì ðå-øåíèåì îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îáëàñòè Ω è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâèìàâ âèäå
G(x,y) = E(x,y) + v(x,y) ≡ 1

4π|x− y| + v(x,y), (4.4)ãäå �óíêöèÿ v(x,y) êàê �óíêöèÿ x ∈ Ω ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèåéâ Ω, ïðèíàäëåæàùåé êëàññó C1(Ω).2) G(x,y) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
α(x)G(x,y) + β(x)

∂G(x,y)

∂nx

= 0, x ∈ Γ. (4.5)Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà ñóùåñòâóåò íå äëÿ âñÿêîé êðàå-âîé çàäà÷è âèäà (4.1), (4.2). Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4.1 ýòîèìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ Ω ñóùå-ñòâóåò ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω �óíêöèÿ v óêàçàííîãî â îïðåäåëåíèè 4.1 êëàññà,óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà ãðàíèöå Γ óñëîâèþ âèäà
α(x)v(x,y)+ β(x)

∂v(x,y)

∂nx

= −α(x)E(x,y)− β(x)
∂E(x,y)

∂nx

, x ∈ Γ, y ∈ Ω.(4.6)183



Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü çàâèñèò îò y ∈ Ω êàê îò ïàðàìåòðà. Ñóùåñòâîâàíèåòàêîãî ðåøåíèÿ â ñâîþ î÷åðåäü èìååò ìåñòî ëèøü ïðè îïðåäåëåííûõ óñëî-âèÿõ íà âèä è ãëàäêîñòü ãðàíèöû Γ îáëàñòè Ω, à òàêæå �óíêöèé α è β,îïèñûâàþùèõ �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðàíèöû Γ. Åäèíñòâåííîñòü æå �óíê-öèè �ðèíà G èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿçàäà÷à (4.1), (4.2) èìååò ñâîèì ðåøåíèåì ëèøü òîæäåñòâåííûé íóëü.Çàìå÷àíèå 4.1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ îïåðà-òîðà Ëàïëàñà è îïðåäåëåíèþ 4.1 �óíêöèè G è v ïðè êàæäîì y ∈ Ω óäîâëå-òâîðÿþò ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿì∆xG(x,y) = −δ(x,y) è ∆xv(x,y) = 0.Çäåñü δ(x,y) � òðåõìåðíàÿ δ-�óíêöèÿ Äèðàêà ñ öåíòðîì â òî÷êå y ∈ Ω.Ïðè ýòîì ïåðâîå óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ â ñìûñëå îáîáùåííûõ �óíêöèé,ò.å.
< ∆xG(x,y), ϕ >= − < δ(x,y), ϕ > ∀ϕ ∈ D(Ω)ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì y ∈ Ω, à âòîðîå � â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå âêàæäîé òî÷êå x ∈ Ω. Çäåñü èíäåêñ �x� ó îïåðàòîðà ∆ îçíà÷àåò, ÷òî îíïðèìåíÿåòñÿ ê G èëè v êàê �óíêöèè îò x, D(Ω) - ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íîäè��åðåíöèðóåìûõ �èíèòíûõ â Ω �óíêöèé (ñì. [11, � 5℄).Çàìå÷àíèå 4.2. Èç (4.4) è (4.5) âûòåêàåò, ÷òî ïî ñâîåìó �èçè÷åñêî-ìó ñìûñëó �óíêöèÿ �ðèíà G(x,y) çàäà÷è (4.1), (4.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéçíà÷åíèå â òî÷êå x ∈ Ω ïîòåíöèàëà ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî åäèíè÷íûì òî-÷å÷íûì èñòî÷íèêîì, ñîñðåäîòî÷åííûì â òî÷êå y îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åííîéïîâåðõíîñòüþ Γ. Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ òè-ïîì ðàññìàòðèâàåìîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â (4.2). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå çàäà÷èÄèðèõëå (α ≡ 1, β ≡ 0) ïîòåíöèàë G îáðàùàåòñÿ â íóëü íà Γ. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî ïîâåðõíîñòü Γ ÿâëÿåòñÿ ýêâèïîòåíöèàëüíîé (çàçåìëåííîé ïðè ýëåêòðî-ñòàòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè). Ïðè ýòîì, åñëè ïåðâîå ñëàãàåìîå 1/(4π|x−y|)â (4.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàë ñàìîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ðàñïî-ëîæåííîãî â òî÷êå y ∈ Ω, òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (4.4) èìååò ñìûñë ïîòåí-öèàëà ïîëÿ, îáðàçóåìîãî ïðè �îòðàæåíèè� ïîëÿ èñõîäíîãî èñòî÷íèêà îòïîâåðõíîñòè Γ.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ(i) Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R

3, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî÷èñëà çàìêíóòûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé.Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ òàêîé îáëàñòè Ω ñïðàâåäëèâà âòîðàÿ �îðìóëà �ðèíà
∫

Ω

(v∆u− u∆v)dy =

∫

Γ

(

v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n

)

dσ (4.7)è èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå �ðèíà
u(x) = −

∫

Ω

1

4π|x − y|∆u(y)dy+184



1

4π

∫

Γ

[

1

|x − y|
∂u(y)

∂ny
− u(y)

∂

∂ny

1

|x − y|

]

dσ. (4.8)Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî u è v îáëàäàþò íóæíîé ãëàäêîñòüþ (ñì. � 2 ãë. 6).Ëåììà 4.1. Ïóñòü îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (i) è âûïîëíÿ-åòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé(ii) α(x) = 1, β(x) ≡ 0 ∀x ∈ Γ; (iii) β(x) 6= 0 ∀x ∈ Γ.Òîãäà �óíêöèÿ �ðèíà G ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé �óíêöèåé ñâîèõ àðãó-ìåíòîâ â îáëàñòè Ω×Ω, ò. å. â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì 1) è 2) â îïðåäåëåíèè4.13) G(x,y) = G(y,x) ∀x,y ∈ Ω, x 6= y.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (iii), ò. å.(4.1), (4.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåòüþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
x1 è x2 ïðîèçâîëüíûå, íî �èêñèðîâàííûå òî÷êè îáëàñòè Ω è äîêàæåì, ÷òî

G(x1,x2) = G(x2,x1). (4.9)Ïîñòðîèì äâå ñ�åðû S1 è S2 ìàëîãî ðàäèóñà ε ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ x1 è x2è ââåäåì â Ωε �óíêöèè
u1(x) = G(x,x1) =

1

4π|x − x1|
+ v(x,x1),

u2(x) = G(x,x2) =
1

4π|x − x2|
+ v(x,x2),ãäå Ωε = Ω\(Bε(x1) ∪ Bε(x2)). Ïðèìåíèì

S

Γ
Ω

S

x1 x2

1
2

�èñ. 4.1.
âòîðóþ �îðìóëó �ðèíà (4.7) ê �óíêöè-ÿì u1 è u2 â îáëàñòè Ωε. Ýòî çàêîííî, òàêêàê â îáëàñòè Ωε �óíêöèè u1 è u2 ñîãëàñ-íî îïðåäåëåíèþ 4.1 ïðèíàäëåæàò êëàññó
C2(Ωε) ∩ C1(Ωε).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∆u1 = ∆u2 = 0 â Ω, àèíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè
∫

Γ

(

u1
∂u2

∂n
− u2

∂u1

∂n

)

dσ ≡
∫

Γ

[

u1

(

∂u2

∂n
+ ηu2

)

−

−u2

(

∂u1

∂n
+ ηu1

)]

dσ,ãäå η = α/β, îáðàùàåòñÿ â íóëü â ñèëó óñëîâèÿ (4.5), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó
∫

S1

(

u2
∂u1

∂n
− u1

∂u2

∂n

)

dσ = −
∫

S2

(

u2
∂u1

∂n
− u1

∂u2

∂n

)

dσ. (4.10)185



�àññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.10). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåìè ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∫

S1

dσ = 4πε2, åå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
[

u2(xε)
∂u1(xε)

∂n
− u1(xε)

∂u2(xε)

∂n

]

4πε2, xε ∈ S1, (4.11)ãäå xε � íåêîòîðàÿ òî÷êà. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 4.1 �óíêöèè u2∂v(·,x1)/∂nè v(·,x1)∂u2/∂n ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè âíóòðè ñ�åðû
S1. Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ â (4.11) ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, èìååì

u1(xε)
∂u2(xε)

∂n
4πε2 =

[

1

4πε|xε − x1|
+ v(xε,x1)

]

∂u2(xε)

∂n
4πε2 → 0 ïðè ε→ 0,

u2(xε)
∂u1(xε)

∂n
4πε2 =

[

− ∂

∂r

1

4πr
|r=ε +

∂v(xε,x1)

∂n

]

4πε2u2(xε) =

=

[

1

4πε2
+
∂v(xε,x1)

∂n

]

u2(xε)4πε
2 → u2(x1) = G(x1,x2) ïðè ε→ 0.Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (4.10) ñòðåìèòñÿ ïðè ε→ 0 êG(x1,x2).Òî÷íî òàê æå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4.10) ïðè ε → 0 ñòðåìèòñÿê G(x2,x1). Â ñèëó ðàâåíñòâà îáîèõ ïðåäåëîâ ïîëó÷àåì (4.9). Ïîñêîëüêóòî÷êè x1 è x2 ïðîèçâîëüíûå, òî èç (4.9) âûòåêàåò ñèììåòðè÷íîñòü �óíê-öèè G(x,y) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (iii), ò. å. â ñëó÷àå òðåòüåé êðàåâîéçàäà÷è. Ñèììåòðè÷íîñòü �óíêöèè �ðèíà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (ii), ò. å.äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (ñì., íà-ïðèìåð, [56, ñ. 341℄).Çàìå÷àíèå 4.3. Ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè �óíêöèè �ðèíà ïðè óêà-çàííîé â çàìå÷àíèè 4.2 åå �èçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ìîæíî òðàêòîâàòüêàê ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå èçâåñòíîãî ïðèíöèïà âçàèìíîñòè â �è-çèêå: èñòî÷íèê, ïîìåùåííûé â òî÷êó y, ïðîèçâîäèò â òî÷êå x òàêîå æåäåéñòâèå, êàêîå ïðîèçâîäèò â òî÷êå y èñòî÷íèê, ïîìåùåííûé â òî÷êó x.Èç ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè �óíêöèè �ðèíà è ïðåäñòàâëåíèÿ (4.4) âû-òåêàåò ñèììåòðè÷íîñòü �óíêöèè v, à òàêæå íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûåñâîéñòâà �óíêöèè G è v, èç êîòîðûõ îòìåòèì ñëåäóþùèå:4) ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì x ∈ Ω �óíêöèè G è v êàê �óíêöèèàðãóìåíòà y ∈ Ω óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿì

∆yG(x,y) = −δ(x,y), (4.12)
∆yv(x,y) = 0, (4.13)186



ïðè ýòîì v êàê �óíêöèÿ òî÷êè y ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè Ω,ïðèíàäëåæàùåé êëàññó C1(Ω);5) ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì x ∈ Ω �óíêöèè G è v óäîâëåòâîðÿþòñîîòâåòñòâåííî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
α(y)G(x,y) + β(y)

∂G(x,y)

∂n
= 0, y ∈ Γ, (4.14)

α(y)v(x,y)+β(y)
∂v(x,y)

∂n
= −α(y)

1

4π|x− y| −β(y)
∂

∂ny

1

4π|x − y| , y ∈ Γ.(4.15)Çàìå÷àíèå 4.4. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå: åñëèñóùåñòâóåò �óíêöèÿ v(x,y), ïðèíàäëåæàùàÿ êàê �óíêöèÿ òî÷êè y êëàññó
C2(Ω) ∩ C1(Ω) ïðè êàæäîì x ∈ Ω è óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíîðîäíîìó óðàâ-íåíèþ (4.13) è êðàåâîìó óñëîâèþ (4.15), òî �óíêöèÿ (4.4) ñèììåòðè÷íàïî x è y è ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé �ðèíà çàäà÷è (4.1), (4.2). Äëÿ äîêàçàòåëü-ñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ âîáðàòíîì ïîðÿäêå. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâàñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè �ðèíà çàäà÷è (4.1), (4.2) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñó-ùåñòâîâàíèå �óíêöèè v(x,y), îáëàäàþùåé óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè.×òîáû âûÿñíèòü ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë ââåäåíèÿ �óíêöèè �ðèíà, ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êàê ðåøåíèå u çàäà÷è (4.1), (4.2) èç êëàññàC2(Ω)∩
C1(Ω), òàê è �óíêöèÿ v(x,y), ÿâëÿþùàÿñÿ ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì
x ∈ Ω ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèåé òî÷êè y â îáëàñòè Ω èç òîãî æå êëàññà.Ïðèìåíèì ê �óíêöèÿì u è v(x, ·) �îðìóëó �ðèíà (4.7). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∆u = −f, ∆yv = 0 â Ω ∀x ∈ Ω, (4.16)áóäåì èìåòü
0 =

∫

Ω

v(x,y)f(y)dy +

∫

Γ

[

v(x,y)
∂u(y)

∂ny
− u(y)

∂v(x,y)

∂ny

]

dσy.Ñêëàäûâàÿ ýòó �îðìóëó ñ �îðìóëîé (4.8) äëÿ �óíêöèè u ïðè x ∈ Ω,ãäå ñëåäóåò ïîëîæèòü ∆u = −f , ïðèõîäèì ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ (4.4) ê�îðìóëå
u(x) =

∫

Ω

G(x,y)f(y)dy +

∫

Γ

[

G(x,y)
∂u(y)

∂ny
− u(y)

∂G(x,y)

∂ny

]

dσy. (4.17)�àññìîòðèì îòäåëüíî òðè ñëó÷àÿ, îòâå÷àþùèå ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîé,âòîðîé è òðåòüåé êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1).1. α(x) ≡ 1, β(x) ≡ 0. Ïóñòü �óíêöèÿ v òàêîâà, ÷òî
G(x,y) = 0 ïðè y ∈ Γ ∀x ∈ Ω.187



Òîãäà ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 4.4 �óíêöèÿ G áóäåò èìåòü ñìûñë �óíêöèè �ðè-íà ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1), à �îðìóëà (4.17) ïðèíèìàåòâèä
u(x) =

∫

Ω

G(x,y)f(y)dy−
∫

Γ

∂G(x,y)

∂n
g(y)dσy. (4.18)2. α(x) ≡ 0, β(x) ≡ 1. Ïóñòü �óíêöèÿ v âûáðàíà òàê, ÷òî

∂G(x,y)

∂ny
= 0 ïðè y ∈ Γ ∀x ∈ Ω.Òîãäà �óíêöèÿ G áóäåò ÿâëÿòüñÿ �óíêöèåé �ðèíà âòîðîé êðàåâîé çàäà÷èäëÿ óðàâíåíèÿ (4.1), à �îðìóëà (4.17) ïðèíèìàåò âèä

u(x) =

∫

Ω

G(x,y)f(y)dy +

∫

Γ

G(x,y)g(y)dσy. (4.19)3. β(x) = 1, α(x) � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ. Ïóñòü �óíêöèÿ v âûáðàíà òàê,÷òî
∂G(x,y)

∂n
+ α(y)G(x,y) = 0 ïðè y ∈ Γ ∀x ∈ Ω.Òîãäà â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå �óíêöèÿ G áóäåò èìåòü ñìûñë �óíêöèè �ðèíàòðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1), à �îðìóëà (4.17) ïðèíèìàåòâèä

u(x) =

∫

Ω

G(x,y)f(y)dy +

∫

Γ

G(x,y)g(y)dσy. (4.20)Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå �óíêöèè �ðèíà â ðàññìîòðåííûõ òðåõ ñëó÷àÿõïîçâîëÿåò âûïèñàòü ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êðà-åâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1) ÷åðåç åå èñõîäíûå äàííûå ïî îäíîé èç�îðìóë (4.18), (4.19), (4.20). Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñëââåäåíèÿ �óíêöèè �ðèíà.Çàìå÷àíèå 4.5. Âìåñòî òåðìèíà ��óíêöèÿ �ðèíà� G(x,y) â ëèòåðàòó-ðå èíîãäà èñïîëüçóþò òåðìèíû ��óíêöèÿ èñòî÷íèêà� (ñì., íàïðèìåð, [56,ñ. 338℄) èëè ��óíêöèÿ âëèÿíèÿ�.Çàìå÷àíèå 4.6. Êàê óæå óêàçûâàëîñü, çíàíèå �óíêöèè �ðèíà G(x,y)ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (4.1), (4.2) ïî îäíîé èç �îðìóë(4.18), (4.19) èëè (4.20), ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ �îðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ �îðìó-ëîé (4.19). Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè G íåîáõîäèìî îïðå-äåëèòü �óíêöèþ v, ÿâëÿþùóþñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì îïåðàòîðà Ëàïëàñàâ îáëàñòè Ω, óäîâëåòâîðÿþùèì ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4.15) íà ïîâåðõíîñòè
Γ = ∂Ω. Ìîæåò ñîçäàòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî èìååò ìåñòî ïîðî÷íûé êðóã:äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (4.1), (4.2) íåîáõîäèìî ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ188



êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ �óíêöèè v. Íà ñàìîì äåëå ïîðî÷íîãî êðóãà íåò, òàêêàê çíàíèå �óíêöèè �ðèíà ïîçâîëÿåò ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó (4.1), (4.2)äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.1) ñ ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ f ïðèïðîèçâîëüíîé ãðàíè÷íîé �óíêöèè g. Â òî æå âðåìÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñàìîé�óíêöèè �ðèíà G äîñòàòî÷íî ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîðîäíîãîóðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ëèøü ñî ñïåöèàëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì âèäà (4.15)íà ãðàíèöå Γ.Çàìå÷àíèå 4.7. Òðåáîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè �óíêöèè v(·,y) êëàññó
C1(Ω) â îïðåäåëåíèè 4.1 ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì æåñòêèì. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ,íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå, îíî ìîæåò áûòü çàìåíåíî áîëåå ñëàáûìòðåáîâàíèåì: v ∈ C(Ω). Îäíàêî ïðè òàêîì óñëîâèè íà �óíêöèþ v âîçíèêàåòíåîáõîäèìîñòü â îáîñíîâàíèè ïðèìåíèìîñòè �îðìóëû �ðèíà äëÿ �óíêöèé
u è v, ÷òî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò âûâîä �îðìóëû (4.17). Áîëåå ïîäðîáíîýòîò âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà èçó÷àåòñÿ â [11, � 23℄.Çàìå÷àíèå 4.8. Ïðè âûâîäå �îðìóë (4.18)�(4.20) ìû äåëàëè ïðåä-ïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-ùåé êðàåâîé çàäà÷è (4.1), (4.2). Èñêîìîå æå ðåøåíèå çàäà÷è (4.1), (4.2),äàæå åñëè îíî ñóùåñòâóåò, ìîæåò îáëàäàòü ìåíüøåé ãëàäêîñòüþ. Ýòî áó-äåò, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèè α(x), β(x), g(x) è f(x) ÿâëÿþòñÿëèøü íåïðåðûâíûìè è òåì áîëåå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè èëè èíòåãðèðó-åìûìè �óíêöèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, íå äàâàÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâà-íèÿ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ êðàåâûõ çàäà÷, �îðìóëû (4.18)�(4.20) äà-þò ëèøü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ðåøåíèé (êëàñ-ñà C2(Ω) ∩ C1(Ω)) óêàçàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ�óíêöèè �ðèíà G(x,y). Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ êðàåâûõ çàäà÷íåîáõîäèìî âîçíèêàåò çàäà÷à îáîñíîâàíèÿ ýòèõ �îðìóë, ò. å. ïðîâåðêè òî-ãî, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ãëàäêîñòü èñõîäíûõäàííûõ äåéñòâèòåëüíî äàåò ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è. Äëÿèçó÷åíèÿ ýòîãî âîïðîñà íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ

∫

Ω

G(x,y)f(y)dy,

∫

Γ

G(x,y)g(y)dσy,

∫

Γ

∂G(x,y)

∂n
g(y)dσy, (4.21)âõîäÿùèõ â (4.17). Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ èçó÷åíèÿ èíòåãðàëîâ (4.21) íåîá-õîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî èçó÷èòü ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ � ãàðìîíè÷åñêèõ ïî-òåíöèàëîâ

∫

Ω

E3(x,y)f(y)dx,

∫

Γ

E3(x,y)g(y)dσ,

∫

Γ

∂

∂n
E3(x,y)g(y)dσ. (4.22)Ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ áûëè èçó÷åíû â � 1 è 2.189



�5. Ýëåìåíòû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéÈíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì ïðèíÿòî íàçûâàòü òàêîå óðàâíåíèå, êîòîðîåñîäåðæèò èñêîìóþ �óíêöèþ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþ-ùåå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî �óíêöèè
ϕ:

α(x)ϕ(x) =

∫ b

a

K(x, y)ϕ(y)dy+ f(x), x ∈ [a, b], (5.1)ãäå α, f è K(·, ·) � èçâåñòíûå �óíêöèè, à ϕ � íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ. Ôóíê-öèÿ
K : [a, b] × [a, b] → R (ëèáî C) (5.2)íàçûâàåòñÿ ÿäðîì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5.1), à �óíêöèÿ f íàçûâàåòñÿåãî ïðàâîé ÷àñòüþ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óðàâíåíèå (5.1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.Ïðè α(x) ≡ 1 óðàâíåíèå (5.1) ïðèíèìàåò âèä
ϕ(x) =

∫ b

a

K(x, y)ϕ(y)dy+ f(x). (5.3)Óðàâíåíèÿ âèäà (5.3) íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíè-ÿìè Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà â ÷åñòü øâåäñêîãî ìàòåìàòèêà E.I. Fredholm,êîòîðûé âïåðâûå èõ èññëåäîâàë â íà÷àëå 20-ãî âåêà. Åñëè f = 0, òî óðàâ-íåíèå (5.1) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì. Â ñëó÷àå, êîãäà α = 0, (5.1) îáðàùàåòñÿâ óðàâíåíèå
∫ b

a

K(x, y)ϕ(y)dy = −f(x), (5.4)íàçûâàåìîå ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì 1-ãî ðîäà.Ñ êàæäûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì ìîæíî ñâÿçàòü èíòåãðàëüíûé îïå-ðàòîð A, äåéñòâóþùèé ïî �îðìóëå
[Aϕ](x) =

∫ b

a

K(x, y)ϕ(y)dy. (5.5)Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (5.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ϕ(x) − [Aϕ](x) = f. (5.6)Áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ

ϕ(x) − λ[Aϕ](x) = f. (5.7)Ñìûñë λ òàêîâ: åñëè äëÿ íåêîòîðîãî λ íàéäåòñÿ òàêàÿ �óíêöèÿ ϕ, ÷òî
ϕ(x) − λ[Aϕ](x) = 0, (5.8)190



òî ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì îïåðàòîðà A, à îòâå-÷àþùåå åìó ÷èñëî 1/λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîð A äåéñòâóåò â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå X.Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò äâà ñëó÷àÿ:1. X = C[a, b]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî K ∈ C([a, b]× [a, b]).2. X = L2[a, b]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî K ∈ L2 ((a, b) × (a, b)).Â îáîèõ ñëó÷àÿõ â X ââîäèòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî �îðìóëå
(ϕ, ψ) =

∫ b

a

ϕ(x)ψ(x)dx.Îïåðàòîð A∗ : X → X íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì ê îïåðàòîðó
A : X → X, åñëè

(Aϕ, ψ) = (ϕ,A∗ψ) ∀ϕ, ψ ∈ X. (5.9)Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A∗, ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó A â (5.5),îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
[A∗ψ](y) =

∫ b

a

K(x, y)ψ(x)dx. (5.10)�àññìîòðèì äàëåå äâà íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèÿ
ϕ− λAϕ = f, (5.11)
ψ − λA∗ψ = f ∗, (5.12)è äâà îäíîðîäíûõ óðàâíåíèÿ
ϕ− λAϕ = 0, (5.13)
ψ − λA∗ψ = 0, (5.14)ãäå îïåðàòîð A îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (5.5).Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû, íàçûâàåìûåòåîðåìàìè Ôðåäãîëüìà.Òåîðåìà 5.1. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (5.13) è ñîïðÿæåííîå ñ íèì óðàâ-íåíèå (5.14) ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ èìåþò ëèáî òðè-âèàëüíîå ðåøåíèå, ëèáî îäèíàêîâîå êîíå÷íîå ÷èñëî m > 0 ëèíåéíî íåçà-âèñèìûõ ðåøåíèé ϕ1, ϕ2, ..., ϕm è ψ1, ψ2, ..., ψm.Òåîðåìà 5.2. Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (5.11) (ëèáî (5.12)) ðàçðåøèìî,ò. å. èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïðàâàÿ ÷àñòü f(ëèáî f ∗) îðòîãîíàëüíà ïîëíîé ñèñòåìå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèéñîïðÿæåííîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.14) (ëèáî (5.13)); ò. å. âûïîëíÿ-þòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

(f, ψi) =

∫ b

a

f(x)ψi(x)dx = 0,191



ëèáî (f ∗, ϕi) =

∫ b

a

f ∗(x)ϕi(x)dx = 0, i = 1, ..., m.Òåîðåìà 5.3. (Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà). Ëèáî íåîäíîðîäíîå óðàâ-íåíèå (5.11) ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f , ëèáî ñîîòâåòñòâóþ-ùåå ñîïðÿæåííîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (5.14) òàê æå, êàê è (5.13), èìå-åò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.Òåîðåìà 5.4. Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëüíîãî îïå-ðàòîðà A (òàê æå, êàê è A∗) íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî, ñ åäèíñòâåííîé âîç-ìîæíîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé â íóëå.Çàìå÷àíèå 5.1. Òåîðåìû 5.1�5.4 âïåðâûå äîêàçàë â 1903 ã. Ôðåäãîëüì.
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