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Предисловие

Вы держите в руках переработанный конспект лекций одной из де­
вяти тем, читаемых на физическом факультете Новосибирского госу­
дарственного университета в рамках курса «Основы функционального 
анализа» во второй половине третьего семестра. Теме «Вариационное
исчисление» отводится приблизительно 4 -  лекции и 5 семинаров. Она
содержит начальные сведения по вариационному исчислению, необхо­
димые для освоения курса «Аналитическая механика», чтение которого 
начинается в следующем (четвёртом) семестре.

Коротко прокомментируем книги, использованные при написании на­
стоящего пособия и рекомендуемые для более глубокого ознакомления 
с предметом.

Наше изложение наиболее близко к принятому в следующих класси­
ческих учебниках.

1. Эльсгольц Л. Э. Вариационное исчисление. М.: Гостехиздат, 1958.
2. Гельфанд И. М., Фомин С. В. Вариационное исчисление. М.: Физ- 

маттиз, 1961.
3. Ахиезер Н. И. Лекции по вариационному исчислению. М.: ГИТТЛ,

1955.
Чуть дальше от нашего изложения, но примерно в том же русле на­

ходится книга
4. Смирнов В. И. Курс высшей математики. Т. 4. М.; Л.: ГИТТЛ, 

1941.
Менее строгое, чем у нас, изложение, ориентированное на физиков и 

снабжённое физическими примерами, читатель найдёт в книгах
5. Арфкен Г. Математические методы в физике / Пер. с англ. М.: 

Атомиздат, 1970.
6. Курант Р. Курс дифференциального и интегрального исчисления. 

Т. 2 / Пер. с англ. М.: Наука, 1970.
Более педантичное, чем у нас, изложение основ вариационного ис­

числения можно найти в книге
7. Карташев А. П., Рождественский Б. Л. Обыкновенные дифферен­

циальные уравнения и основы вариационного исчисления. М.: Наука,
1976.

Тем, кто хочет глубже разобраться в математическом аппарате ана­
литической механики (вариационное исчисление составляет лишь часть 
этого аппарата), можно рекомендовать следующую книгу, уникальную 
по соотношению между краткостью и ясностью изложения и глубиной 
проникновения в суть излагаемого предмета:
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8. Арнольд В. И. Математические методы классической механики.
М.: Наука, 1989.

Большинство из перечисленных выше книг выдержало много изда­
ний. Читатель может использовать любое из них.

Любопытная интерактивная программа, рисующая брахистохрону по 
указанным пользователем концевым точкам и вычисляющая кратчай­
шее время движения между ними, доступна но адресу http://home.imm. 
uran.ru/iagsoft/brach/BracliSmallJ2_.html

http://home.imm


§ 1. П римеры задач классического вариационного исчисления
ч

Вариационное исчисление рассматривает задачи, в которых необхо­
димо сделать минимальным (или максимальным) значение некоторого 
интеграла за счет подходящего выбора функции, входящей заранее из­
вестным образом в подынтегральное выражение. Изучение вариацион­
ного исчисления начнём со знакомства с характерными задачами.

Задача о брахистохроне. Ф изическая постановка. В вертикаль­
ной плоскости даны две точки А и В , не лежащие на одной вертикаль­
ной прямой (рис. 1). Определить путь, двигаясь по которому под влия­
нием только собственной тяжести, материальная точка М  переместится 
из точки А в точку В  за кратчайшее время.

у

Чтобы получить математическую постановку задачи о брахистохро­
не, будем считать, что на плоскости введена декартова ортогональная 
система координат ж, у ; точки А и В  имеют в этой системе коорди­
наты (хо,Уо) и {х\, 2/i) соответственно; ускорение свободного падения 
направлено вдоль отрицательной полуоси у и равно д ; масса точки М 
равна т.

Пусть нам задана некоторая непрерывная функция у : [xo,^i] -> М, 
по графику которой, как по рельсам, материальная точка М движет­
ся под действием только силы тяжести. Положение точки М на такой 
кривой будем задавать указанием её а;-координаты в каждый момент 
времени t (т. е. указанием некоторой гладкой функцией х : [О, Т] —> К, 
где Т — время, затрачиваемое на переход из точки А в точку В  по 
данной кривой).

Полная энергия материальной точки М в начальный момент дви­
жения равна гпдуо (начальная скорость равна нулю). Полная энергия 
материальной точки М в момент прохождения ею точки с координа­
тами (х,у(х)) равна mgy(x) + rm;2/2, где v =  ^(dx/dt)2 +  (dyjdt)2 —
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=h\/l +  (dy/dx )2 clx/dt --- длина вектора скорости точки М, i\11»t выберем 
перед корнем знак плюс, поскольку v > 0 и dx/dl  > I). Периост из этих 
неравенств очевидно, а второе вытекает из нашего допущении о том, 
что точка М  движется по графику функции у : [жо,ж\|] Ш (движе­
ние, начинающееся из точки (хо,у(хо)), возможно лишь в направлении 
слева направо; при этом ж-координата точки М  монотонно возрастает 
в процессе всего движения).

Закон сохранения энергии даёт тдуо — тду(х) + mv2/2. Откуда для 
всех значений t € [О, Т] получаем

\/2Я(Уо ~ y(x(t)))  =  v

Следовательно, для полного времени, затрачиваемого на переход из 
точки А в точку J5, мы получаем

Хо

Здесь и далее в этом параграфе штрих означаегг производную функции 
одного переменного по её аргументу, т. е. ?/(ж) =  dy/dx.

Тем самым мы выразили с помощью интеграла время, затрачиваемое 
точкой для прохождения по кривой, являющейся графиком функции 
у : [xo,xi] —» R. С математической точки зрении задача о брахистохроне 
СОСТОИТ В ТОМ , чтобы найти функцию у I |Ж(), Ж1 ] —> М, для которой 
интеграл (1) выражает время движения точки по её графику и которая 
минимизирует это время.

Обсудим более подробно, какой должна быть функция у , чтобы ин­
теграл (1) выражал время прохождения по её графику от А до В. Я с­
но, что эта функция должна быть непрерывна в замкнутом промежут­
ке [xq, x i] и должна удовлетворять граничным условиям у(хо) =  ;</о, 
у{х\) =  2/х. Для того чтобы интеграл (1) мог быть написан, функция 
у должна иметь производную у'(х) в открытом промежутке (жо,Жх). С 
концевыми точками х — жо и х = х\ дело обстоит иначе: интеграл (1) 
может в них сходиться как несобственный, даже если у функции у в этих 
точках нет производной (последнее может случиться, например, из-за 
того, что касательная становится вертикальной). Чтобы обеспечить себе 
в будущем достаточную свободу в манипулировании с интегралом (1), 
мы, помимо вышеуказанных «естественных условий на 2/», будем пред­
полагать, что у имеет вторую непрерывную производную на открытом 
интервале (xq ,x i).



Подведём итог сказанному.
З а д а ч а  о бр ахи стохр он е. М а т е м а т и ч е ск а я  постан овка. Среди 

всех непрерывных функций у : [жо,Ж].] удовлетворяющих гранич­
ным условиям у(хо) =  2/о> у(х i)  — Уъ которые дважды непрерывно 
дифференцируемы в открытом интервале (xo ,x i)  и для которых инте­
грал

З а д а ч а  о п овер хн ости  вр ащ ен и я н аи м ен ьш ей  п л ощ ад и . Гео­
м етр и ч еск ая  п остан овка. Пусть в трёхмерном евклидовом простран­
стве нам даны плоскость L  и лежащие на ней прямая I и точки А и В .  
Требуется среди всех кривых, лежащих в данной плоскости и проходя­
щих через точки А и В ,  найти ту, которая при вращении вокруг прямой I 
даёт поверхность наименьшей площади.

Чтобы получить аналитическую формулировку этой задачи, свой­
ственную вариационному исчислению, оудем считать, что в трехмерном 
евклидовом пространстве введена декартова ортогональная система ко­
ординат ж, ?/, 0 ; плоскость L  совпадает с плоскостью переменных ж, у; 
прямая I совпадает с осью ж; точки А и В  имеют в этой системе коор­
динаты (жо,2/0 ) 0 ) и (ж1 , 2/1 , 0 ) соответственно.

Пусть нам дана некоторая гладкая функция у : [жо,Ж1 ] -э  М. На 
плоскости переменных ж, у рассмотрим кривую, задаваемую графиком 
этой функции (т. е. кривую, задаваемую на этой плоскости уравнением 
у ~ у(х)). Тогда ширина А а  боковой стороны узкого (заштрихованно­
го на рис. 2) пояска поверхности, образованного вращением той части 
графика функции у =  у(х), который лежит над отрезком [ж, ж +  Дж], 
приближённо выражается формулой

.  —........ dx (2)
у/ 29(Уо -  У(х))

сходится, найти ту, которая доставляет интегралу 1[у] минимальное зна­
чение.

Д а  =  у / (Дж)2 +  (Ау)2 ~  \/l 4- (?/'(ж))2Дж.

Поэтому площадь A S  этого узкого пояска приближённо равна

Д 5  =  2тгу(х)у/(Дж)2 -Ь (Ау)2 ~  2ny(x)y /l  +  (у'(ж))2Дж.

А значит, площадь всей поверхности выражается интегралом

XI



У А

Мх0,у0,0)

у-у(х)
у+Лу=у(х+Дх) B(xt ,V/ ,0)

Рис. 2

(более развёрнутый вывод этой формулы был дан в курсе математиче­
ского анализа). Отбрасывая несущественный числовой множитель Ъг, 
получаем искомую аналитическую постановку:

Зад ач а о поверхности вращ ения наименьш ей площ ади. А на­
ли ти ческая постановка. Среди всех дважды непрерывно дифферен­
цируемых функций у : [хо,Х\] —> М, удовлетворяющих граничным усло­
виям у(хо) — уо, у(х \) — 2/1 , найти ту, которая доставляет минимум 
интегралу

Зад ач а о геодези чески х на поверхности. Геом етрическая по­
становка. Пусть в трёхмерном евклидовом пространстве заданы по­
верхность и две точки А и В  на ней. Требуется найти кривую мини­
мальной длины, лежащую на данной поверхности и соединяющую эти 
точки (рис. 3).

Чтобы получить аналитическую формулировку этой задачи, будем
считать, что в трехмерном евклидовом пространстве введена декартова 
ортогональная система координат х, 2/, точки А и В  имеют в этой си­
стеме координаты (хо,2/0,^о) и (^i,2/i,^i) соответственно; поверхность 
задана уравнением G (x,y ,z) =  0 (при этом, как всегда при неявном

Хт

(3)
ж о
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Рис. 3

способе задания поверхности, считаем, что градиент функции G не за- 
нуляется ни в одной точке поверхности).

Пусть уравнения
I

X — х(£),

y = y(t), t0 < t < t i ,  (4)
2Г =  z(t),

задают некоторую кривую, лежащую на поверхности G и соединяющую 
точки А и В.  То есть пусть выражение G(x(t), y{t), z(t)) тождественно 
равняется нулю на [io^i] и пусть х (to) =  хо, у (to) =  уо5 z{to) — zo7 
x(t i)  =  x i ,  y(ti)  =  yi и z(t\) =  z\. Тогда длина кривой (4) вычисляется 
по формуле

w i = / V o  + ( i ) *■ (5>
to

Тем самым мы приходим к следующей аналитической постановке зада­
чи.

З ад ач а  о гео д ези ч ески х  на поверхн ости . А н ал и ти ч еская  по­
стан овка. Среди всех троек дважды непрерывно дифференцируемых 
функций х : [to,ti] - *  R, у : [to,ti] ->■ М, z : которые
тождественно зануляют выражение G(x(t), y(t), z(t)) и удовлетворяют 
граничным условиям x(to) — хо, У {to) =  2 (to) =  x(t i)  =  Xi,
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y(ti) =  уi и z (ti) =  zi, требуется найти ту тройку <j)y1 1 кii,i1 1 1 , которая 
доставляет минимум интегралу (5).

Задачи

1. З ад ач а  геом етрической оптики. Ф и зи ческая  постановка.
В прозрачной среде с переменной скоростью света v — v(x,y) даны две 
точки А и В;  требуется определить траекторию луча света, идущего от 
точки .4 к точке В.

Дайте аналитическую постановку задачи геометрической оптики, ис­
ходя из следующего принципа Ф ерм а: из всех кривых, соединяющих 
точки А и В , траектория луча света есть линия, по которой свет про­
ходит из А в В  за кратчайшее время.

2. П ростей ш ая зад ач а вариационного исчисления

Примеры, приведённые в предыдущем параграфе, показывают, что 
задачи вариационного исчисления сходны с задачами на поиск экстре­
мума функции многих переменных, с которыми вы сталкивались в кур­
се математического анализа. Правда, теперь роль независимой пере­
менной играет функция, а выражение, экстремум которого надлежит 

' найти, задаётся интегралом. Из всего многообразия задач вариацион­
ного исчисления в этом параграфе мы выделим некоторую простейшую 
задачу, на решении которой в последующем и сосредоточим основное 
внимание.

Пусть имеется С 2-гладкая функция F  = F(x ,y ,y')  трёх независимых 
числовых аргументов ж, у и у ' (здесь у1 — не производная от у, а символ 
совершенно самостоятельного аргумента функции F).  Будем предпола­
гать, что каждый из аргументов ж, у и у' меняется в открытом интер­
вале, возможно, совпадающем со всей числовой прямой. Пусть, кроме 
того, задана функция у : [хо̂ х-\] —» М, которая непрерывна в замкну­
том промежутке [жо,яц], дважды непрерывно дифференцируема в от­
крытом интервале (жо,яц) и для которой при каждом х 6 (ж о,^ ) точка 
(ж, у(х),у'(х)) содержится в области определения функции F.  При фик­
сированном ж подставим в функцию F  значение у(х) функции у = у (ж) 
в точке ж вместо переменной у и значение у'{х) производной функции 
у — у[х) в точке ж вместо переменной у1. Таким образом, в открытом 
интервале (жо,жх) возникнет С 1-гладкая функция ж н* F  (ж, у (ж), у1 (ж)) 
одного переменного ж. Проинтегрируем эту функцию по переменной ж
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в промежутке [жо,яц]:

F(x ,y {x ) ,y '(x ))dx .

Обратим внимание, что, вообще говоря, здесь написан несобственный 
интеграл, для которого точки х = хо и х — х\ являются особыми.

Для краткости будем называть функцию у : [xo,#i] ~̂  Е  допусти­
мой , если она непрерывна в замкнутом промежутке [^o,xi]; дважды 
непрерывно дифференцируема в открытом интервале (x o ,£ i) ; ПРИ каж­
дом х е (я:о,Ж1 ) точка (ж,2/(ж),уЧж)) содержится в области определения 
функции F ;  и если интеграл

сходится.
Простейшая задача вариационного исчисления состоит в том, чтобы 

среди всех допустимых функций, удовлетворяющих граничным услови­
ям у(хо) =  усь у{х i) =  2/1 , найти ту, которая доставляет минимальное 
значение интегралу (6).

Приведённые в предыдущем параграфе задачи о брахистохроне и ми­
нимальной поверхности вращения являются частными случаями про­
стейшей вариационной задачи.

В этом пособии будем пользоваться традиционной терминологией ва­
риационного исчисления. Она очень напоминает терминологию, знако­
мую вам по теме «экстремумы функций многих переменных» из кур­
са математического анализа. Однако, для полноты изложения, всё же 
определим ниже необходимые нам термины.

Функционалом называют отображение множества функций во мно­
жество чисел (вещественных или комплексных). Поэтому можно ска­
зать, что простейшая вариационная задача состоит в отыскании функ­
ции, доставляющей минимум функционалу (6).

4

Говорят, что допустимая функция у : [xo,xi] —> Е  доставляет локаль­
ный минимум  функционалу (6) при граничных условиях у(хо) — уо

что для любой допустимой функции у : \xq, x\] -> Е, удовлетворяющей 
граничным условиям у(х о) =  у о и у(х\) — у\ и такой, что

И у{х i) =  yi, если у(х0) -  Уо, у(аД =  ух и существует е > 0 такое,

sup \у(х)-у{х)\ < е ,
я€[жо,Ж1.]

выполняется неравенство 1[у] < т -

и



Понятие локального максимума определяется аналогично. Если 
функция доставляет функционалу локальный минимум или локальный 
максимум, то говорят, что она доставляет функционалу локальный экс­
тремум.

Говорят, что функция у : [xo,Xi] -Э Ж доставляет глобальный мини­
мум  функционалу (G) при граничных условиях у(хо) =  уо и у(х±) =  щ, 
если для любой допустимой функции у : [хо,хг] -» Ж, удовлетворяющей 
граничным условиям у(хо) =  уо и у(х\) =  ух, выполняется неравенство

Понятие глобального максимума определяется аналогично. Если 
функция доставляет функционалу глобальный минимум или глобаль­
ный максимум, то говорят, что она доставляет функционалу глобальный 
экстремум.

3. Необходимое условие локального экстремума.
Лемма Лагранжа

Будем говорить, что С 2-гладкая функция ?/ : [.7;0,жх] Ж являет­
ся финитной, если она обращается в тождественный нуль в некото­
рых окрестностях точек xq и х\, т. е. если найдётся число 6 > 0 такое, 
что функция г) тождественно равна нулю на каждом из промежутков
[х*о,хо + и [Х1 —

Пусть допустимая функция у : [.то,Х[] —> Ж доставляет локальный 
экстремум функционалу

XI

1[у}=  / F(x ,y{x),y'(x))dx
XQ

при граничных условиях у(х о) =  у о и у (х 1 ) =  у |. Тогда непосредственно 
из определения экстремума вытекает, что для любой финитной функ­
ции rj : [xo,Xi] -э Ж, числовая функция е и- l[y+erj] числового аргумента 
е  имеет локальный экстремум в точке е — 0. Поэтому производная этой 
функции в точке е  =  0 равна нулю:

de I  [у + er)}= d
8 —О d o

XI
F(x,y(x)  +  £T)(x),yl(x) +£7},(x))dx

e=0



d_
de

хл — 8
F(x,y(x) + eri(x),y'(x) +  e?/(a;)) dx. (7)

e —0
xq+S

В последнем равенстве мы учли, что функция rj тождественно равна 
нулю на промежутках [xq. xq 4- <5] и [жх — ац], а значит, интегралы 
от функции F(x,y(x)  +  st)(x), yl(x) +£rjf(x)) по этим промежуткам не 
зависят от е.

Из курса математического анализа вам известна следующая теорема 
о дифференцировании интеграла, зависящего от параметра:

Пусть функция /(ж, в), определенная в прямоугольнике [а, 6] х [с, d\, 
будет непрерывна по х в [а, 6] при любом постоянном г в [с, d\. Предпо­
лож и м  такэюе, что во всей области [а, Ь] х [с, d\ существует частная 
производная /е(ж,б), непрерывная как функция двух переменных. Тогда 
при любом £ из [с, d\ имеет место формула

d
d£

/(ж,б) dx ai
d£

(ж,£) dx
а а

Наложенные выше на функции F ,y n r j  условия гладкости позволяют 
применить эту теорему к последнему интегралу из равенства (7). Это

• •дает:

d_
d£

хл —8

F ( x y у{х) -f £7](х), у'{х) +  £7]'(х)) dx
е=0жо+<5

х\ —8

ж<э+<5

■.^r-(x,y(x),y'(x))ri(x) + (х, у (х), у'(x))ri'(х) dx.

d F  d F
Здесь -g -  и g - j  означают частные производные функции F(x,y ,y')  по

её второму и третьему аргументам соответственно.
Из наложенных выше на функции F , у и q условий гладкости, оче­

видно, следует, что второе слагаемое в последнем подынтегральном вы­
ражении является непрерывно дифференцируемой функцией перемен­
ного х на промежутке [жо + 8,х\ — 5]. Проинтегрировав его по частям, 
получим

х\ —8

хо+8

d F  d F
—  (x,y(x),y'(x))ri(x) + — {х,у(х),у'(х))г], {х) dx

13



dF
ду

т](х)
xi—S

+
Xq + <5

xi —<5
+

dF  d dF
-g-(x,y(x),y'{x))Ti(x) -  —  —  (x,y(x),y'(x)) rj(x) dx = 0. (8)

Xo+5
Выражение

здесь означает производную функции одного переменного

по своему аргументу. Внеинтегральные слагаемые в (8) зануляются вви­
ду того, что функция г) удовлетворяет условиям t](xq+S) = v(xi ~$) — 0 
Поэтому мы получаем, что для любой финитной функции г) справедли­
во равенство

xi —5
dF  d dF

(x,y(x),y'{x))ri{x) -  ~  —  (x,y(x),y'(x))
X0+<5

dy dx dy 7](x) dx = 0,

или
xi

d F (x,y(x),y‘(x))i](x) -  -j z ^ - ;( x, y(x),y'(x))
.dy dx dy rj(x) dx — 0

XO

Поскольку выражение, стоящее иод знаком интеграла в квадратных 
скобках, есть функция непрерывная, то в силу приводимой ниже леммы 
Лагранжа оно равно нулю тождественно. Таким образом, мы получи­
ли, что если допустимая функция у доставляет локальный экстремум 
функционалу (6), то в открытом интервале (хо,х\) она удовлетворя­
ет дифференциальному уравнению

BF d OF
ох,у{х),у'{х)) -  — ^rj(x,y(x),y'(x)) = 0 .

ду dx dy (9)

Это уравнение называется уравнением Эйлера и представляет собой 
необходимое условие локального экстремума для простейшей вариаци­
онной задачи.

Л емма (Лагранж). Если функция f  : (xq, x i) -> Е непрерывна и
XI

f(x)r](x) dx = 0 (1 0)
X Q

14



для каж дой  финитной функции rj : [жо,жх] -> Ж, то }  есть т о ж д е ­
ственный нуль.

Д о к а за т е л ь с т в о  будем вести от противного: допустим, что нашлась 
точка х Е (жо,жх) такая, что f ( x )  Ф 0. Поскольку / непрерывна, то 
найдётся 5 > 0 такое, что интервал (х — д,х-\- S) содержится в интервале 
(#0,a?i) и f ( x ) Ф 0 для всех х Е (х — <5, х +  5).

X

Зададим функцию г/ : Ж —> Ж по формуле (её график см. на рис. 4)

Г)(х)
X $)4(х — х 4- <S)4, если \х — х\ < 5]

если \х — х > 5.

Очевидно, она является дважды непрерывно дифференцируемой на всей
оси М, для всех достаточно малых 6 зануляется в некоторой окрестно­
сти точек хо и х\ и положительна на интервале (х — <5, х +  (5). Поэтому, 
с одной стороны, она финитна и для неё интеграл (10) должен быть 
равен нулю. Но, с другой стороны, для неё

X1 х-\-5

f{x)r}(х) dx,

ХО x —S

а последний интеграл не равен нулю, поскольку подынтегральная функ­
ция не обращается в нуль и принимает значения одного знака.

Полученное противоречие означает, что функция / обращается в 
нуль во всех точках открытого интервала (xo ,x i) .  Лемма Лагранжа 
доказана.

Изучая обобщённые функции, мы, для любых п > 1, S > 0 и xq Е
1 -э Ж

Т4KJ

Жп , построили бесконечно дифференцируемую функцию и  : 
такую, что uj(x) — 0 для всех \х — хо\ > 5 и оо(х) > 0-для всех 
х*о | < S. Ясно, что при доказательстве леммы Лагранжа мы могли бы 
использовать подходящую функцию со вместо того, чтобы строить г/

л
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по явным формулам. Это соображение, в частности, показывает, что 
аналог леммы Лагранжа справедлив и для кратных интегралов.

Выполним дифференцирование в формуле (9) (волну над у опуска­
ем):

8 F
ду

{х, у (х), У1 (х))
8 ZF

ду'дх
{х,у{х),у'{х))+

d2F .................................... d 2F
+ ^ 7̂ (х ,у {х ) ,у '(х ))у '(х )  + ^-^(х ,у{х),у'(х))у"(х)  =  0.

Отсюда видно, что уравнение Эйлера представляет собой нелинейное 
обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка, не раз­
решённое относительно старшей производной. В соответствии с поста-
новкои простейшей вариационной задачи его надлежит решать вместе 
с граничными условиями у(хо) =  т/о? у{%i)  =  2/1 -

Обычно уравнение Эйлера записывают в более кратком виде:

F y  ~  i F y ' =  ° ’  ( 1 1 )

где используются стандартные обозначения F y — d F /d y  и F y> — d F / d y 1 
для частных производных.

Решения уравнения Эйлера (11) называют экстремалями  функци­
онала (6). Более подробно: функция у : [яд, яд] —»  Ш называется экс­
тремалью функционала (6), проходящей через точки (яд,?д) и (.Ti,?/i), 
если она 1) непрерывна в замкнутом промежутке [яд,яц]; 2) дважды 
непрерывно дифференцируема в открытом интервале (яд,од); 3) удо­
влетворяет граничным условиям у (яд) =  Уъ, y(%i) — 2/ь

Задачи

Найдите экстремали функционалов:

2 - Ч у] =  I  (у '2 +  12ху ) dx ;  г / ( о )  =  з / О  =  i -
О

3 - Ч у] =  1 ( у 2 +  у'2 +  2уех) dx:> у ( ° )  =  ! / 2 > у ( 4  -  е -о
Xl  2

4 - Ч у] =  I  (у2 + У 1 -  2ysinx)  dx\ у(х0) =  у0, у (хх) =  ух.
XQ
XI

5 - Ч у] =  I  {у2 -  у' -  2Уs i n х) dx-, у{хо) =  уо, у {х i)  - у х.
Хо

Х\

6 - Ч у] =  1 ( у2 + у +  2у / c h a ; )  dF  у{х о )  =  уо, у(х i )  =  г / i -
Хо

16



2
Х\

7 -  7 М  =  /  ( я2У' +  2У2 +  2хУ)  У(х о )  =  2 / о ,  2 / ( ^ 1 )  =  2/ 1 •
ЖО

Ж1

8 - =  I  У (х2 + у 2) ( 1 + у ' 2) dx; у(х0) =  2/0 , 2/(®i) =  2/ 1 -
Жо

Ж 1

9 - - ф ]  =  /  2/2 ^®; ;(/(жо) =  2/0 , 2 / ( ^ 1 ) =  2/ 1 .
Жо

1 0 .  / [ 2/] =  J  (у2 +  х 2у') dx;  2/ ( 0 ) =  0 , 2 / ( 1 )  =  2/ь
0
1

и *  1[у] =  К ХУ +  у2 -  2У2у') dx;  2/(0) =  1,  у(  1)  =  2.
О

1 2 .  I[y] =  f  х 2у'2 dx;  2/ ( —1) =  2/(1) =  1-
-1
Х\ Х\

1 3 .  1[у} =  f ( y  +  xy')dx  =  /  y d x  +  xdy ;  у(х0) =  2/о, 2 / ( * i )  =  2/1-
Жо Жо

*1
1 4 .  /[*/] =  J  (у2 +  2xyy')dx; у(х0) =  2/о, у(хл )  =  2/1-

Жо
Ж1

1 5 .  1{у] =  J [ 2 x y  +  (ж2 +  еу)у'] dx; у(х0) =  'Уа, 2 / ( * i )  =  2/i-
Жо 
Ж1

16. I[y] = f  л/1 + y ,2dx; у(х0) =  2/0 , 2/(®i) =  2/1 -
Ж 0

17. Найдите экстремали функционала времени t[y], затрачиваемого 
на перемещение по некоторой кривой у =  у(х) из точки А(хо,уо) в точку 
B(xi,yi)>  если величина скорости v заданным образом v =  v(yf) зависит 
только от значений производной у’ функции у .

18. Докажите, что всякое уравнение у" =  /(ж, у,?/) является урав-
в Ж1

нением Эйлера для некоторого функционала I[y] — f  F ( x ,y ,y l) dx. Как
и

определяется функция F(x,y^y/) по функции /(ж,?/,у1)?
Найдите все функционалы, для которых экстремалями являются:
а) все прямые вида у =  С±х +  С*2 ,
б) все параболы вида у — С\х +  С2Х2.

щ

19. Докажите эквивалентность двух форм уравнений Эйлера:

^ Т? — п т? ^



Уравнение Эйлера, вообще говоря, не относится ни к одному классу 
дифференциальных уравнений, которые вы изучали в курсе «Обык­
новенные дифференциальные уравнения». Поэтому целесообразно уде­
лить особое внимание тем случаям, когда уравнение Эйлера упроща­
ется. В настоящем параграфе мы рассмотрим те случаи, когда оно до­
пускает понижение порядка. Традиционно выделяют три таких случая. 
Каждый из них характеризуется тем, что функция F  — F(x,y,y'),  опре­
деляющая исследуемый функционал, не зависит от какого-то из аргу­
ментов ж, у или у'.

Случай I: F  — F(x ,y).  Очевидно, при этом Fy> — 0 и уравнение (11) 
принимает вид Fy(x,y) =  0. Последнее уравнение вообще не является 
дифференциальным. Значит, можно сказать, что в этом случае порядок 
уравнения Эйлера понизился до нуля.

Случай II: F  = F(x,y*). Очевидно, при этом Fy =  0 и уравнение (11) 
принимает вид dFy>/dx = 0 или Fyt (ж, у'{х)) =  (7, где С  — некоторая 
постоянная. Последнее уравнение является (нелинейным) дифференци­
альным уравнением первого порядка. Значит, можно сказать, что в этом 
случае порядок уравнения Эйлера понизился до единицы.

Случай III: F  — F(y,y'). Прямые вычисления в этом случае дают

§ 4. Случаи понижения порядка в уравнении Эйлера

^ {y ' F y, — F] = y"Fy, + у'± F y .  -  Fyy' -  Fyiу" =  -у ' F  — f  i
y dx y '

Следовательно, если функция у — у (ж) удовлетворяет уравнению Эй­
лера (11), то она превращает выражение у1 Fy> — F  в постоянную. И 
наоборот, если функция у = у(х) удовлетворяет дифференциальному 
уравнению первого порядка у’Fy> — F  =  С (С некоторая постоянная), 
то либо у — у (ж) удовлетворяет уравнению Эйлера (11), либо у =  у (ж) —- 
линейна (поскольку у'(х) =  0).

Допуская известную вольность речи, говорят, что в случае III урав­
нение Эйлера принимает вид y!Fy> —F  — С, где С — постоянная (важно 
только не забывать о «добавленных» линейных функциях).

Задачи "

Найдите экстремали функционалов:
XI уД у(2

20. f[y] =  J  --------------dx; у(хо) =  ?у0, y(xi) = уi (t — время, затра-
Х 0 Х

чиваемое на перемещение по кривой у =  у (ж) из одной точки в другую, 
если скорость движения v — ж).
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2 1 - Чу] = f  y'(1 +  ^ V )  dx] y(x0) = yo, y{x l) =  у I
XO

Х\

ХЛ

2 4 .  I[y] -  f  (у'2 *- y 2) dx; y(0)  =  0,  y(ir / 2 )  =  1.
0

x} \/l -f y'2
2 5 .  I[y] =  J  ---------- :—  dx; y(x0) = Уо, уЫ )  =  уг.

ж о У

XI
26 . 1[у} = J  (у ' +  2уу1 -  16г/2) dx-, у(х0) =  Уо, у(х i) =  y i .

Жо

Ж1 1 ~Ь
’ 2 7 - =  J  — dx; у(х0) =  Уо, 2/(®i) =  У ь

У

Ж1 /-------------
2 8 -  / [у ]  =  I  J y {  1 +  у'  ) <£г; у(ж0 ) =  уо, у {х \) =  у г .

Жо
» «

29. Показателем преломления п однородной среды называется от­
ношение скорости распространения света в вакууме — с к скорости 
распространения света в данной среде — v: п — c/v. Используя прин­
цип Ферма, найдите дифференциальное уравнение линий распростра­
нения света (лучей) на плоскости с показателем преломления п(у) — 
У4 ~ У2 +  3/2,  где у — ордината точки. Нарисуйте лучи, выходящие по 
различным направлениям из начала координат.

Эта задача может служить моделью, демонстрирующей поведение 
световых лучей в неоднородной среде и объясняющей явление миража. 
В ходе решения задачи вы увидите, что в рамках предложенной модели 
причиной возникновения миража является тот реально наблюдаемый

я » * * * ~  .

факт, что показатель преломления воздуха над пустыней имеет локаль­
ный экстремум на некоторой высоте.
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§ 5. Решение задачи о брахистохроне

В соответствии со сказанным в § 1 нам предстоит найти экстремаль 
функционала

л / i  +  ( г / Ч я ) ) 21[у] = / ■ у------  dx ,
■I V 2u(yo -  у(х))

xq

принимающую данные граничные значения у(хо) =  уо и у(х 1 ) = 2/1 .
Поскольку подынтегральная функция F(y, у ')—у  1 4- у’2 j  л/2д(уо — у) 

не зависит явно от переменной ж, то мы находимся в случае III из 
предыдущего параграфа и можем записать уравнение Эйлера в виде 
у*Fyi — F  — С, где С — некоторая постоянная, которую предстоит опре­
делить в процессе решения задачи. Прямые вычисления дают

, V  \ Л  + у ' 2 г  у'2 -  (1 +  у'2) „ г,У  ; = ------/-........т- -  о— 7 =  =  С, ИЛИ ■    .■ =  2рС7,
25л/Уо -  У ■ 2л/ l  +  у' 20 а / 2 / о У /̂у0 -  у ■ sj\ + у>

или (уо — 2/)(1 +  У ) =  Сь гДе Ci = 1 /(2дС)2 — новая постоянная.
Как и было обещано в предыдущем параграфе, мы получили диф­

ференциальное уравнение первого порядка. К сожалению, оно является 
нелинейным и решить его не так просто. Мы обсудим решение имен­
но этого частного уравнения, хотя соответствующий метод применим к 
целому классу уравнений и широко используется при решении диффе­
ренциальных уравнений. 2

Сначала исследуем решения уравнения (у0 — ?/)(! 4- У1 ) = С\ каче­
ственно.

Из полученной выше формулы С\ — 1/(2дС)2 ясно, что С\ > 0. Да­
дим этому факту физическую интерпретацию. Если бы С\ равнялось 
нулю, то у — у(х) тождественно равнялось бы у0; потенциальная энер­
гия тела тождественно равнялась бы тдуо, а его кинетическая энер­
гия — нулю. При этом скорость тела всегда равнялась бы нулю и ника­
кого движения бы не происходило. Значит, С г ф 0.

Аналогично, если бы С\ было отрицательно, то в процессе движения 
у(х) было бы больше, чем ?/о, а значит, полная энергия тела в процессе 
движения превышала бы его полную энергию в начальный момент вре­
мени. Поскольку это невозможно, то С\ не может быть отрицательным.

Итак, С\ > 0. Устремляя х —У xq справа, видим, что в левой части 
уравнения (уо — y ) ( l Jryf2) — С\ первый сомножитель стремится к нулю.
Значит, второй сомножитель должен при этом стремиться к бесконеч-2
ности, т. е. у1 (ж) -4 -Ьоо при х —> жо + 0. При этом, если бы у'(ж) -4 4-оо 
при ж -э жо 4- 0, то функция у возрастала бы справа от жо, и мьг бы
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2имели {уо>— ?/)(1 +  у' ) =  С\ < 0 , что невозможно. Значит, у/ (ж) —> ~оо  
при ж —> хо +  0. В частности, мы видим, что для всех ж, достаточно 
близких к хо, значение у'(ж) отрицательно, а значит, функция у с/грого 
монотонно убывает в некоторой окрестности точки хо-

Рассмотрим теперь какой-нибудь промежуток изменения перемен­
ной х, на котором функция у1 строго монотонна. Введём новую незави-
симую переменную и , которая связана со старой переменной х следую­
щим образом: у/(ж) — ctgu.  Тем самым искомая функция у (ж) участвует 
в замене переменной. Поскольку обе функции х ы  у'(х) и и и  ctg и мо­
нотонны, то замена переменных и н х  взаимно однозначна. Более того, 
как нетрудно видеть, она является диффеоморфизмом. При этом пря­
мые вычисления дают

*  ~ ” =  =  1 +  %  и =  C l "  =  f (1 ~ cos 2ц)- (12)

По правилу дифференцирования сложной функции можем написать

dx dx dy dx 1 1 1
и

du dy du dy dy y f ctg и
dx

Дифференцируя (12), находим dyjdu — —2C\ sin и cos и и
t

dx 2C\ sin и cos и Л ̂  . 2
du ctg и

2Ci sin и =  —Ci (1 — cos 2u)

Проинтегрировав последнее выражение, получаем

х =  - С 1 [ и - * ^ \ + С 2, (13)

где С2 — некоторая постоянная.
Формулы (12) и (13) дают параметрическое представление функции 

у — у (ж), являющейся экстремалью функционала

V 1 +  (у'(х ))2 d

а
V 29(Vo -  у(х))

на всяком промежутке [а, 6], на котором функция у'(ж) монотонна. Гра­
фик этой функции называется брахистохронной кривой или брахисто­
хроной.

Чтобы лучше уяснить себе строение брахистохроны, сделаем ещё од­
ну замену переменной, положив t — —2и. Тогда движение точки по
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брахистохроне иод действием только силы тяжести будет описываться 
уравнениями

Такое движение может быть представлено как сумма двух движений:

первое из которых представляет собой равномерное прямолинейное дви­
жение параллельно оси ж, а второе — равномерное движение по окруж­
ности радиуса С\/2. Таким образом, откладывая уо~у  по вертикальной

это есть траектория гвоздя, вбитого в колесо телеги, движущейся рав­
номерно и прямолинейно (рис. 5). Такая кривая называется циклоидой.

Циклоида была открыта независимо от - решения задачи о брахисто­
хроне и обладает ещё несколькими замечательными свойствами. Напри­
мер: (i) время, необходимое точке для того, чтобы, двигаясь но цикло­
иде без начальной скорости только под действием силы тяжести, до­
стичь положения с минимальной потенциальной энергией, не зависит 
от начального положения точки (свойство таутохронности); (й) пе­
риод колебания маятника с ограничителем, имеющим форму циклои­
ды, не зависит от амплитуды колебаний (рис. 6; предполагается, что 
грузик подвешен на гибкой нити так, что «реальная длина» маятника
изменяется со временем за счет того, что часть нити прижимается к 
ограничителю).

Вернёмся, однако, к изучению задачи о брахистохроне.

(14)

И

оси, можно дать следующее наглядное представление о движении (14):

Рис. 5



Рис. 6

В соответствии со сказанным выше, экстремаль функционала (б), 
проходящая через точки (хо,г/о) и (a;i,2/i), обязательно имеет верти­
кальную касательную в точке (жогУо)* Поэтому вблизи точки (хо,уо) 
экстремаль совпадает с одной из кривых семейства циклоид, проходя­
щих через точку (жо,уо) и имеющих в ней вертикальную касательную 
(рис. 7). Очевидно, экстремаль не может содержать точек излома цикло­
иды. Но на всяком интервале, не содержащем точек излома циклоиды, 
угол наклона касательной к ней меняется строго монотонно (наглядно 
это хорошо видно на рис. 7). Это означает, что сделанная нами выше 
замена переменной у'(х) =  ctgii законна не только вблизи точки х — xq.

Рис. 7
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Как видно из рис. 7, при у у < т/о, в семействе циклоид, проходящих 
через точку (жо,т/о) и имеющих в ней вертикальную касательную, име­
ется кривая, касающаяся прямой у =  у у (эта кривая, конечно, может 
и не проходить через точку (ху, т/i)). Обозначив абсциссу точки каса­
ния через Х‘2л можем сказать, что в окрестности точки ж2 уравнение*2
(уо — у) 0  + у' ) =  С\ имеет Iкхуцшственное решение, проходящее через 
точку (®2 , 2/i): наряду с участком соответствующей циклоиды, решени­
ем будет и функция, график которой совпадает с этой циклоидой слева 
от Х‘2 и с отрезком прямой у — у\ справа от х 2 . Однако такая состав­
ная функция не имеет второй производной в точке х — х 2 . Поэтому 
мы не называем её экстремалью. Вместе с тем из рис. 7 ясно, что при 
любом выборе точки (жт,щ) в семействе циклоид, проходящих через 
точку (жо,?/о) и имеющих в ней вертикальную касательную, найдётся, 
и притом только одна, кривая, проходящая через точку (х\,у\).

Суммируя сказанное, можем утверждать, что в задаче о брахисто­
хроне при любых граничных условия существует единственная экстре­
маль, являющаяся частью одного завитка циклоиды. При движении по 
этой экстремали точка М  в начальный момент движется строго вниз 
(чтобы набрать скорость), а затем, подчиняясь уравнению Эйлера (или 
в результате конкуренции между стремлением набрать большую ско­
рость и стремлением приблизиться к точке (ж], у\)), движется по цикло­
иде. При этом может случиться, что нижняя точка графика экстремали 
будет расположена значительно ниже уровня у =  у у.

Задачи

30 . Докажите, что циклоида обладает свойством таутохроны ости.

31 . Докажите, что период колебания маятника с ограничителем, 
имеющим форму циклоиды, не зависит от амплитуды колебаний.

32 . Как строить крышу дома, чтобы капли дождя скатывались 
конька крыши за наименьший промежуток времени?

33. Пусть материальная точка движется из точки (0,0) в точку 
(1, —е) под действием только силы тяжести а) по прямолинейному от­
резку; б) по графику экстремали задачи о брахистохроне. Нарисуйте 
схематически траектории движений а) и б). Найдите предел отношения 
при е —У 0 времени движения а) ко времени движения б).

34 . Пусть материальная точка движется из точки (0,0) в точку 
(1,0) под действием только силы тяжести а) по одному завитку цикло­
иды с концами (0,0) и (1 ,0); б) по двум последовательно проходимым 
завиткам циклоиды с концами (0,0), (1/2,0) и (1/2,0), (1 ,0). Нарисуйте



схематически траектории движений а) и б). Найдите отношение време­
ни движения а) ко времени движения б).

6. Решение задачи о поверхности вращения наименьшей
площади

В предыдущих параграфах мы подробно обосновывали такие наши 
действия, как замена переменной в дифференциальном уравнении и 
дифференцирование иод знаком интеграла. Начиная с этого параграфа, 
будем излагать материал более сжато, оставляя обоснование некоторых 
деталей читателю, в связи с чем не всегда будем явно перечислять все 
требования на рассматриваемые нами функции F ,  т/, Ц и т. д., предпо­
лагая их «достаточно гладкими».

В соответствии с аналитической формулировкой задачи о поверхно­
сти вращения наименьшей площади, приведённой в § 1, нам предстоит
найти допустимую функцию у : [жо, жх] - *  М, принимающую данные 
граничные значения у(хо) =  У(Х\) =  У\ и доставляющую минималь­
ное значение функционалу

Xi

1[у] =  /  у{х)  V I  +  (у (х ) )2 dx
Xq

Поскольку подынтегральная функция F (y ,y f) =  у у/ 1 +  у'2 не зави­
сит явно от переменной ж, то мы находимся в случае III из параграфа 4 
и можем понизить порядок в уравнении Эйлера, т. е. записать его в 
виде y'Fyf — F  — С , где С — некоторая постоянная, которую предстоит 
определить в процессе решения задачи. Прямые вычисления дают

/ jp jp / 2;// ^  у'2 -  (14- у’2)
У Fy' -  F  =  У У— 7~-т—----- -  у \/1 +  у1 = у   я-- =  С,

или
2 ч / Г Т ^  * v * ч/Г+у>2

у(я) п
J 1 +  {у'{х))2

где С  и С\ — —С  — постоянные, которые надлежит найти в процессе 
решения задачи.

Аналогично тому, как мы поступали в предыдущем параграфе, вве-
дем новую независимую переменную и, связанную со старой перемен­
ной х формулой у\х) — shw. Прямые вычисления последовательно да­
ют

у =  С\ \/1 +  у'2 — С\ л/1 -t- sh2 и =  С\ ch и ;
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dx dx dy 1 dy Ci sh и
du dy du y1 du shu

Ci.

Следовательно, x — C\и -f C2, где С2 — некоторая постоянная. Таким об­
разом, мы нашли параметрическое представление экстремали в задаче 
о поверхности вращения наименьшей площади. Исключая параметр и , 
получим следующую явную формулу для экстремали

у(х) = Cl ch
X С о

Сг
(15)

в которой постоянные С\ и С2 , должны быть подобраны так, чтобы 
кривая проходила через точки (хо,'Уо) и (x\,yi). Другими словами, по­
стоянные Ci и Со должны удовлетворять системе уравнений

уо =  Ci ch

У\ =  Ci ch

xq -  C2
Ci

xi -  C2 
Ci

(16)

Кривая (15) называется цепной линией потому, что именно такую 
форму принимает гибкая нерастяжимая нить под действием силы тя­
жести (см. рис. 8 и задачу 76). Поверхность, образованная вращением 
цепной линии вокруг оси ж, называется катеноидом (рис. 9).

Рис. 8

Можно показать, что в зависимости от положения точек (жсьУо) и 
{x i , ух) в задаче о поверхности вращения наименьшей площади возмож­
ны следующие случаи:

1) Система (16) имеет единственное решение относительно С\ и f t .  
При этом через точки (жо,Уо) и (яъЗ/i) можно провести единственную 
кривую (15), которая и является решением задачи.

2) Система (16) имеет два решения относительно неизвестных С\ 
и С2. При этом через точки (хо,уо) и (xi,y\) проходят две кривые (15);
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одна из них действительно доставляет минимум интегралу площади, а 
другая нет.

3) Система (16) не имеет решений. При этом через точки (ж0>2/о) и 
(ац, у\) не проходит ни одна кривая (15); минимум площади достигается 
на «поверхности», получаемой вращением трехзвенной ломаной, соеди­
няющей точки (хоуУо) и (жо,0); (#о>0) и (ац,0); (жьО) и (x i,y i)  (см. 
задачу 35). -

Задачи

35. Пусть в задаче о поверхности вращения наименьшей площади 
Xq =  —а, х\ =  а, а уо — у\ =  1 (т. е. рассматривается мыльная плен­
ка, натянутая между двумя кольцами единичного радиуса с центрами 
в точках =Ьа на оси х и перпендикулярными к этой оси). Найдите урав­
нение на значение а, при котором площадь поверхности вращения наи­
меньшей площади равна площади двух торцевых колец (разрывное ре­
шение Гольдшмидта). Получите приближённое численное значение для 
такого а.
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7. Вари аци он н ая зад ач а  с несколькими, н еи звестн ы м и
ф ункциям и

В § 5 мы решили задачу о брахистохроне при дополнительном пред­
положении, что экстремальная кривая задаётся графиком некоторой 
функции и, в частности, однозначно проектируется на ось х. Можно, 
конечно, привести несложные дополнительные аргументы в пользу то­
го, что мы не потеряли при этом никаких решений. Но можно встать 
и на более общую точку зрения: задать кривую в R3 параметрически­
ми уравнениями х =  x(t), у — y(t), z =  z(t), заново выразить время 
прохождения данной кривой, а затем — искать минимум соответствую­
щего функционала, зависящего от трёх неизвестных функций х =  x(t), 
У — У W ̂  как ПРИ этом будут выглядеть уравнения Эйлера?

В данном параграфе мы выведем необходимые условия локального 
экстремума для функционалов, зависящих от нескольких неизвестных 
функций.

Пусть требуется найти экстремум функционала

1[Уи---,Уп]= F (x ,y 1(x ) , . . . ,y „ (x ) ,y [ (x ) , . . . ,y 'n(x))dx  (17)

Непосредственно из определения локального экстремума следует, что 
если набор функций y i(x ) , . . .  ,2/п(ж) доставляет локальный экстремум 
функционалу I ,  то для каждого j  =  1 , . . . ,  п функция щ{х) будет доста­
влять локальный экстремум следующему вспомогательному функцио­
налу

а значит, функция у =  yj(x) должна удовлетворять уравнению Эйлера 
для функционала I j :

Эта система обыкновенных дифференциальных уравнений даёт необ­
ходимое условие локального экстремума для функционала (17).

при граничных условиях

У \ (Я0) =2/01, • • - , У п ( х о) =  2/0п, У [ ( х о ) =2/11, ..., У п ( х о) =  у ы -

тАу\ ° = Р  ![yi (х )> • • • > Уз-1  (x )i У(х )> yj+1 ( ж ) , . . . ,  Уп{х))

j  1, . . . , 71.

Задачи

36. Найдите кратчайшие линии на плоскости.
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37 . Используя принцип Ферма, найдите дифференциальные урав­
нения линий распространения света в оптически неоднородной среде, в 
которой скорость распространения света равна v(x ,y )z).

хг
38. Найдите экстремали функционала /[у, z] =  f  F(y',z')dx.

хо

39. В соответствии со сказанным в данном параграфе необходимое 
условие локального экстремума функционала

XI

1{У>А =  J  F (x ,y (x ) ,z (x ) ,y ’ (x),z'(x))dx
ХО

задаётся следующей системой обыкновенных дифференциальных урав­
нений:

F,  _  J L F,, =  о, F , -  =  0. (18)

Допустим, что подынтегральная функция F  не зависит явно от своего 
первого аргумента (т. е. от х). Убедитесь, что при этих предположениях, 
вообще говоря, нельзя понижать порядок в уравнениях (18), как это 
было сделано в случае III § 4, т. е. нельзя заменить, например, первое 
из уравнений (18) на y'Fy> — F  — С.

Найдите экстремали функционалов:
-к/2

40 . I[y,z] = J  (у'2 +  z'2 +  2yz)dx\ у{0) =  z(0) =  0, у(п/2)  =  1,

z( 7г/2) =  - 1 .

XI „

41 . I[y, z] =  /  (2yz -  2у2 + у' -  zl ) dx.
Хо

42. В курсе дифференциальной геометрии вы называли кривую на 
поверхности геодезической, если при движении вдоль этой кривой век­
тор скорости оставался параллельным сам себе. В случае, когда поверх­
ность в М3 задавалась явным уравнением г =  f ( x ,y ) ,  это условие могло 
быть переформулировано следующим образом: кривая х = x(t), у =  
2/С0> *о <  t <  ti называется геодезической на поверхности z =  f ( x , y ),  
если для всех to < t < t\ справедливо равенство (n,r'(£) х r n(t)) — 0, 
называемое дифференциальным уравнением геодезической. Здесь п — 
единичный вектор поверхности z — f ( x 9y), г* и г" — первая и вторая 
производные rio t радиус-вектора г (t) = (x(t), y{t), f (x ( t ) ,  y(t)),  (a, &) и 
a x b — скалярное и векторное произведения векторов а и Ь.
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Проверьте, что равенство (n,r'(t) х rn(t)) =  0 является уравнением 
Эйлера для функционала длины

11

1[х,у\ х '2 +  у'2 +  ( / *  • х'  +  fv ■ у')2 dtУ

к)
кривой r(£), to < t < 11 , лежавшей на поверхности z — f ( x , y)

8. Вариационная задача с высшими производными

В данном параграфе мы выведем необходимые условия локально­
го экстремума для следующей вариационной задачи: найти экстремум 
функционала

Х\

Щ F ( x ,  У(х) ,у ' (х) ,у"(х))  dx (19)

Жо
при граничных условиях

у к о )  =  г/о, ук\ )  =  г/ i ,  у'(х о) =  у'о, у'(хг) =  у[.

Непосредственно из определения локального экстремума следует, что 
если функция у(х) доставляет локальный экстремум функционалу /,
то для любой финитной функции у : [xo,£i] —> М. числовая функция 
числового аргумента е ьд I[y(x) +  srj(x)] имеет локальный экстремум 
при 6 —  0, т. е.

0
d
d<rо

I(y + erf)
8— 0

А
de

Xi

8=0
J F(x, у +  6Г/, у’ +  ег)\ у" 4- £Г]п) dx
Жо

XI

{ р у к ,у ,у ' ,у " ) п  +  F y>к , у , у ' , y ' W  +  Р у " к , у , y' ,y")v")dx.  ( 20)
ж о

Интегрируя но частям второе и третье слагаемые, стоящие под знаком 
последнего интеграла, получаем

Ж1

Fy> у' dx — Fyt у
Xl Х\

X q
XQ

Л р „ .  dz\
Жо

Ж1

F y// ?/' dx Fy"Tff
Xl

Xl

Xq X q

rf -t—F i," dx
dx. У

d  TP
" d z F<~

Xl Ж1

+
Ж0 Жо d*■

Ж0
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В последних формулах внеинтегральные члены запуляются ввиду гра­
ничных условий г)(хо) =  v(x i) — Vl(xo) — v'{x i) ~  наложенных на 
функцию 7]. Значит, соотношение (20) принимает вид

F v - ^ F v ' + ^ F v")vdx =  0. (21)
X  О

В силу леммы Лагранжа (см. § 3), из формулы (21) получаем

Это обыкновенное дифференциальное уравнение даёт необходимое усло­
вие локального экстремума для функционала (19).

Аналогично можно показать, что необходимым условием локального 
экстремума для функционала

ая
1Ы =  (  F ( x ,y ( x ) ,y ' ( x ) , . . . ,y {n')(x))dx

X q

при граничных условиях у(хо) =  Уо, у(хХ) =  ух, у'(х0) =  у'0, у'(хх) =  у[,
. . . ,  у(п\ х о) =  y {Qn\ у(п)(хх) -  у[п) является дифференциальное уравне­
ние

d d2 . dn _
v ~ dx y' + ~chF y" -■■■ + ( -  ) ^  »<-> =  °>

называемое уравпеътем Эйлера — Пуассопа.

Задачи

Найдите экстремали функционалов:
1

4 3 . I[y] =  f  (1 +  у"2) dx-, у(0) =  0, у'{0) =  у( 1) =  у'{1) =  1.
О

44. I[y\ =  / (у"2- у 2+ х 2) dx-, у(0) =  1, у'(0) =  у ( §) =  0, у ' Ц )  =  - 1 .
О

45 . 1[у\ =  /  (Му "2/2 + ру) dx; у{-1)  = у'( -1 ) = у(1) = у'(1) = 0.
-/

К этой вариационной задаче сводится нахождение оси изогнутой упру­
гой цилиндрической балки, заделанной на концах.

■

46 . I[y] =  f  (16?/2 — у" -f х 2) dx.
XQ
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#1
47 . I[у] =  f  (у" 2 ~ 2у'2 4  у2 — 2у sin ж) dx.

Хо

48 . /[у] =  / (2ач/ 4- у " '2) dx.
х 0

49 . /[г/] — f  (у"'2 4  ?у2 — 2?/ж3) <ix.
хо

ф

§ 9. Вариационная зад ач а с нескольким и н езави си м ы м и
переменны ми

Выведем необходимые условия локального экстремума для следую­
щей вариационной задачи: найти экстремум функционала

J lz\ =  f f  F (x ,y ,z (x ,y ) ,zx{x ,y ) ,zy(x ,y ))dxdy  (22)
п

при граничном условии z\qd =  2о> гДе D ~  некоторая область в 1 2 , а  
zo : dD  4  1 -  некоторая заданная функция.

Как и ранее, непосредственно из определения локального экстремума 
выводим, что если функция z доставляет локальный экстремум функ­
ционалу I ,  то для любой дважды непрерывно дифференцируемой функ­
ции г] : D -э  М такой, что r}\dD — числовая функция числового аргу­
мента е t-> I[z + erf] имеет локальный экстремум при е =  0, т. е.

de
I{z  +  evt) =  4

е=0 d e
F(x, y ,z  + £Г}, zx +  £rjx, Zy 4  erjy) dx dy

6 = 0  1D

I I

(23)
D

Нам предстоит преобразовать интеграл (23) к виду, в котором подын-
»

тегральное выражение не содержит производных rjx и т)у функции rj. 
При этом нам придётся пользоваться формулой Грина — двумерным 
аналогом формулы интегрирования по частям — согласно которой

P d x  +  Q d y =  I I  ( ^  ^  ) dx dy,
dD D У

где Р  и Q — произвольные непрерывно дифференцируемые функции, 
определённые в некоторой окрестности замыкания ограниченной обла­
сти D с ! 2 с гладкой границей сШ, а левый интеграл берётся в поло­
жительном направлении (т. е. так, что при обходе область D остаётся 
слева).
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Применяя формулу Грина, видим, что

д  д
+ — (Fz n)

дх
D

ду
dx dy F Zyy) dx + (Fz,ri) dy =  0,

o d

поскольку г)\qo =  0. Следовательно,

д  д
FZn. +дх

D
ду

F Zy j r jd x d y  +  J J ( F ZicT]x +  FZyщ ) dx dy 0.
D

  ;  ♦

Применяя последнюю формулу к (23), получаем, что для функции,
доставляющей локальный экстремум функционалу (22), соотношение

F,
д

дх
F,

О
X

D

d y FZyjr ,d x d y  = 0 (24)

справедливо при любой функции г) : D —> К такой, что T}\qd =  0.
Внеся очевидные изменения в доказательство леммы Лагранжа, при­

ведённое в § 3, мы убеждаемся в справедливости следующего её двумер­
ного аналога: Если D — область в R2 , функция f  : D Ж непрерывна
и

J J  f {x ,y )r ](x ,y )d x d y 0
D

для каж дой  С 1 -гладкой функции rj : D —* М такой, что t}\qd — 0, т,о / 
есть тождественный нуль.

Поэтому из формулы (24) получаем, что следующее дифференци­
альное уравнение в частных производных даёт необходимое условие ло­
кального экстремума для функционала (22)

F,
д

дх
F,

д
х ду

F, У 0.

Оно называется уравнением Эйлера — Остроградского.
П р и м ер  (интеграл Дирихле). Рассмотрим задачу о нахождении ми­

нимального значения так называемого интеграла Дирихле:

I[z)
D

dz
дх

2

+
dz
ду

dxdy

при условии z Q D  —  ZQ.

Записывая для него уравнение Эйлера Остроградского, получим

2д 2Z
д х 2

d 2z
W 2  =

или Z'xx %УУ 0.
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Как известно, последнее соотношение называется уравнением Лапла­
са, а его решения — гармоническими функциями. Поэтому мы можем 
сказать, что экстремалями интеграла Дирихле служат гармонические 
функции. Это наблюдение служит теоретическим фундаментом для 
разнообразных численных методов построения гармонических функций 
по их граничным значениям: вместо решения разностного аналога урав­
нения Лапласа используют какой-нибудь итерационный метод миними­
зации интеграла Дирихле.

Задачи

5 0 .  Минимальными называются поверхности, являющиеся экстре­
малями функционала площади (такова, например, мыльная пленка, на­
тянутая на проволочный контур). Выведите уравнение явно заданной 
минимальной поверхности и проверьте, что поверхность является мини­
мальной тогда и только тогда, когда её средняя кривизна равна нулю.

Напишите уравнения Эйлера Остроградского для функционалов:
5 1 .  I[z) =  ff[z% +  z2 +  2z f (x ,  у)] dx dy.

D
m

5 2 .  I[u] =  f f j  [u\ +  Uy +  u\ -f 2и/(ж, у, z)] dx dy dz.
D

5 3 .  I[z] -  f f  {z2x -  zf) dxdy.
D

5 4 .  I[z] = J J { z xxzvv -  z2xy) dx dy.
D

1 1
5 5 .  Найдите экстремали функционала I[z] =  f  f  eZy sin zy dx dy;

о о
z(x, 0 ) =  z(x, 1 ) =  0 .

Основным вариационным принципом в механике является принцип 
стационарного действия Остроградского — Гамильтона, утвер­
ждающий, что среди возможных, т. е. совместимых со связями, движе­
ний системы материальных точек в действительности осуществляется 
движение, дающее экстремум интегралу от лагранжиана L = Т  — С/, 
т. е. функционалу

^1

J ( T - U ) d t ,
to

где Т  — кинетическая, a U — потенциальная энергия системы.
5 6 .  Напишите дифференциальные уравнения движения частицы в

ч d U , чпрямоугольных координатах иод действием силы F(x)  — — г~\х)'
dx



57 . Напишите дифференциальные уравнения движения частицы в 
цилиндрической системе координат в плоскости z — 0 , если потстов­
альная энергия U равна нулю.

ф

58 . Запишите дифференциальные уравнения движз^щейся частицы 
в сферической системе координат, потенциал U считать постоянным.

59. Запишите дифференциальные уравнения движущейся части­
цы в тороидальной системе координат ж — (a -f г cos ip) cos ф, у =  (а +  
г cos (f) sin ф, z =  г sin ср. Потенциал U считать постоянным.

60 . Имеется сферический маятник, в котором смещение массы т ,  
подвешенной на нити длиной I , характеризуется полярным и азиму­
тальным углами в м. (р. Запишите лагранжиан этой системы, получите 
дифференциальные уравнения движения маятника.

61 . Дана система материальных точек с массами ттц {г ~  1 , 2 , . . . ,  п) 
и координатами (ж*, у*, 2 :;), на которую действуют силы F *, обладающие 
силовой функцией (потенциалом) — £/, зависящей только от координат:

р  F  = - ™ -  F
dXi' 1У дуг ’ lZ ~  dZi'

где F ix, F iy, F iz — координаты вектора F *, действующего на точку 
(xi,yi,Zi). Найдите дифференциальные уравнения движения системы.

62 . Покажите, что лагранжиан L = т^с2 ( 1  — д/1 — v2/ c 2) — {/(ж, у , z) 
приводит к релятивистской формулировке второго закона Ньютона

d (  гпох \ d (  тоу \ d (  m^z
d t y ^ l - v Z / c 2)  F x ’ dt V v/l -  ?;2 / c 2  )  F y’ d t \ y / l - v 2l<? F z’

где v =  д/ж2  +  ?/2  +  i 2, Fx =  ~ d U jd ж, F^ =  - d U /d y , F z =  - d U /d z .
В следующих задачах выведите дифференциальные уравнения:
63 . Свободных колебаний однородной струны, которая в положении 

покоя (соответствующем состоянию устойчивого равновесия) совпада­
ет с отрезком оси, находится под действием постоянного натяжения к 
и может совершать небольшие поперечные колебания около положения 
равновесия. При этом считается, что потенциальная энергия пропорци­
ональна растяжению струны, причем множитель пропорциональности 
равен натяжению к.

64 . Колеблющейся однородной мембраны. Под мембраной понима­
ется упругая материальная поверхность, плоская в состоянии покоя, 
потенциальная энергия которой пропорциональна изменению площади 
поверхности с множителем пропорциональности (натяжением) к.
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65. Поперечных колебаний прямолинейного однородного стержня. 
Под стержнем  понимается множество непрерывно распределённых ча­
стиц, имеющее в состоянии покоя прямолинейную форму и обладаю­
щее тем свойством, что приобретаемая при деформации потенциальная 
энергия пропорциональна с коэффициентом к квадрату кривизны фор­
мы множества.

10. Вариационная задача с подвижной границей.
Условия трансверсальности

Обсуждаемая в этом параграфе вариационная задача необычна для 
нас тем, что сама область интегрирования в ней является переменной. 
Чтобы лучше понять, о чём идет речь, представьте себя на месте капи­
тана корабля, получившего пробоину. Чем скорее вы посадите корабль 
на мель, тем меньший ущерб будет нанесён грузу. Вам известно началь­
ное положение корабля, очертания берега и карта течений, так что для 
каждой возможной траектории вы можете узнать время, необходимое 
для её прохождения (рис. 10). Но точка, в которой корабль сядет на 
мель за кратчайшее время, подлежит определению в процессе решения 
задачи!

 *
:V.:V '.’•• •• • ' •• . - л •• ?'<£•%• 4 ::;v/ ’ / V.;.: >.**.Л *\ * / Лf.V'.: \'V— 7 ". •• .V- ' *v.xv: ,

.'•Л* .

П = Г _  -
Течения

Рис. 10

Простейшая математическая задача такого типа состоит в том, чтобы 
найти число ад и дважды непрерывно дифференцируемую функцию 
у : [жсад] -» М, которые минимизируют функционал

хг

1 [у\ =  / F (х, у {х), у1 (х)) dx (25)



при условиях, что значение функции у : [xo,xi] -> IK в точке Хо (рйпио 
как и сама точка хо) задано: у(хо) — уо, а её значение в точке х\ со т  ища 
ет со значением некоторой заранее заданной функции р  : [х(), -foo) >• IK, 
т. е. y(xi) =  <р(хi) .

Решение этой задачи базируется на том очевидном соображении, что
если число xi и функция у : [xo,Xi] —»■ 1К доставляют локальный экстре­
мум вышеприведённой задаче «с подвижной границей х \», то функция
у : [xq, x\] —ь ЗК доставляет локальный экстремум следующей простей­
шей вариационной задаче «с фиксированной границей х\»: для данных 
чисел хо, x i , уо и р{х\) найти С 2-гладкую функцию у : [xo,xi] 3R, 
удовлетворяющую граничным условиям у(хо) =  уо и у(х i) =  <р(хi) и 
доставляющую локальный экстремум функционалу (25).

Из этого наблюдения следует, что если у — у(х) доставляет локаль-
ныи экстремум в задаче «с подвижной границей xi», то она удовлетво­
ряет соответствующему уравнению Эйлера

f , -  I f ,  =  о .

Решив это дифференциальное уравнение второго порядка, мы найдём у 
как функцию от х и двух произвольных постоянных Ci и С ‘2 : у =  
?/(х, C i, С2 ). Подставив это выражение в интеграл (25), мы получим за­
дачу о нахождении локального экстремума для функции трёх перемен­
ных

XI

1(х1,Сг,С2) = [  F(x,y(x,C1,C2),y'(x,Ci,C2))dx
X Q

при ограничениях

y(x0 ,C i ,C 2) = уо и y (x i ,C l ,C 2) -

Тем самым мы свели вариационную задачу с подвижной границей к 
задаче на условный экстремум для функции трёх переменных. Послед­
няя может быть решена с помощью известного вам из курса матема­
тического анализа правила множителей Лагранжа, согласно которому 
при отыскании экстремума функции

у = д(х i , . . . , x n),

переменные которой подчинены связям

Gi(xi , . . . , х п) = О,

@т (̂ 1 Хп) — 0,
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можно написать для неё функцию Лагранжа
т

L(x~i , . . . ,  , А[ , . . . ,  А?-̂ ) cj(.гj[, . . . ,  Хл) -Ь ^  ̂\jGj  (x t , А . , х^)
i= i

и искать её критические точки (т. е. приравнять к нулю её частные 
производные по каждой из переменных х \, . . . ,  x n, A t,. . . ,  Am).

В нашем случае функция Лагранжа выглядит следующим образом:
яп

L ( x b C 1 , C ,2 , A 1 , A2 ) =  /  F(x-,?y(:r,Cb C 2 ) , ?/ (x ,C l 7 C2 ))d x +
Ж()

+А1[у(ж0,С,ьС г2) — 2/0] + A2[y(xi,Cb (72) -</?(x i)],
а её критические точки могут быть найдены из системы уравнений

Э ь
—  = F (x i ,y (x i ) ,y ' (x i ) )  + A2[j/(xi) -  <^'(xi)] =  0, (26)

xi
^  Fy(x ,y (x ) ,y ’ ( x ) ) ~ - ( х) + F y , (x ,y (x ) ,y ' (x ) )~ - (x )  ) dx+

dCi J  ' - " . 0 С Г  ' a ^ " д С г
XO

+ ̂ l-Q^r(xo) +  A2  gj=r(Xl)  =  (27)
•Ti

^  Fy(x ,y (x ) ,y ' (x ) ) -~ -(x )  + Fyl( x ,y ( x ) ,y ' ( x ) ) ^ r (x) j dx+
dC 2 J  V ^  , ,e  v " дС оГ  ' v~",9C

Жо

+ ^ i t ^ ( z o )  +  ^2 - ^ t ( t i )  — 0 , (28)

у(ж0 ,С ь С '2) =  0, (29)

y { x i ,C i ,C 2) =  ip{xi). (30)
Из (29) непосредственно вытекает, что

з с г  иу a c j
С другой стороны, поскольку

%L<X) =  A  J A ( x )
а с /  j з х з с г

то, интегрируя по частям, находим

р  ЛУ. .. _}_ р  , Ё У \ dx
у д С х + у д С х 1

Ж о
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X q

Здесь мы учли (31) и то, что экстремаль удовлетворяет уравнению Эй­
лера. Тем самым мы преобразовали уравнение (27) к виду

[Fy-(xi) -  X2] ~ - ( x i )  =  0. (32)

Аналогично уравнение (28) может быть преобразовано к виду

[F A x  i ) - A 2 ] ^ ( * i )  =  0. (33)

Ни в какой точке х величины ду/дС\{х) и д у /д С 2{х) не могут обра­
щаться в нуль одновременно, поскольку в этом случае решение у =  
?/(х, C i, С2) при всех значениях С\ и С2 принимало бы в точке х одно и 
то же значение и не называлось бы общим решением. Поэтому из (32) 
и (33) получаем Л2  =  —Fyf(x 1 ). С учётом этого формула (26) принимает
вид

F (x  1 ) -  Fy'(xi)[y'(xi) -  <p'(xi)] =  0.

Последнее соотношение обычно называют условием трансе ер сально­
сти  ̂ поскольку оно предписывает, под каким углом кривая-решение у — 
у(х) должна пересекать кривую-условие у = ip(x) в подлежащей опре­
делению точке х\ (отметим, что «траисверсальный» означает «некаса­
тельный»).

Результаты данного параграфа могут быть суммированы следующим 
образом. Чтобы найти экстремали функционала (25) с подвижной гра­
ницей, нужно найти общее решение у(х, С2) соответствующего урав­
нения Эйлера

В качестве постоянных C i, С2 и х\ следует взять решения следующей
• 4системы из трех уравнении:

y(x0 ,C i ,C 2) =  уо,

y ( x i ,C i ,C 2) =  tp{x 1 ),

[<р' (X] ) -  у'(х 1  ,C i ,C 2)}Fy>{xi,y{xi,Ci ,C 2) >iy '{x iC l , С2)) +

+ F ( x i ,y ( x i ,C i ,C 2) ,y ' (x i ,C i ,C 2)) = 0 .
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Задачи

Найдите условия трансверсальности для функционалов:

6 6 . I[y] =  / f (x ,y )> / l  + ya dx, f (x ,y )  ф 0 .
Жо 
®1

\

67. 1{у} =  Г f ( x ,y ) e a->ct̂ v' \Л +  у ' 2 dx, f ( x , y ) ф 0.
Ж о

Найдите экстремали функционалов:
®i Л/х у/2

6 8 . /[у] =  f --------------dx; причём 7/(0) =  0 , a ?/i — — 5.
о У 

Х - 269. I[y] = J  (у2 — у' ) d:/;; причём у(0 ) — 0 , а другая граничная точка
о

может скользить по прямой а) х\ =  7г/4; б) xi + у\ =  1.

70. I[y] = f  —— - dx; причём у(0) =  0, а (х\ — 9 ) 2 4 - у{ =  9.
о У
Ж1

71. I[y] = f  [xyf 4 - у1 ) da;; причём у(0) =  1, а правый конец лежит
о

на прямой х — 2 .

Xl  272. I\y] = f  (у"  -  у2) dx; причём у(0 ) =  0 , а второй конец движется
о

вдоль кривой у =  (а — а;)1/3, а > 0 .

73. Решите задачу о брахистохроне, если начальная точка располо­
жена в начале координат, а конечная точка движется по прямой а) х = 
# 1 , 6 ) 2х 4- у =  1.

1 1 . И зоперим етрическая задача. Т еор ем а Э йлера.
Принцип взаим ности

Метод множителей Лагранжа, известный вам по курсу математиче­
ского анализа, может быть применён и к другим задачам вариационного 
исчисления. Одну из них мы и рассмотрим в этом параграфе.

К л асси ч еская  изоперим етрическая задача. Геом етрическая 
постановка. Среди всех замкнутых кривых на плоскости, имеющих 
данную длину, найти ту, которая ограничивает фигуру наибольшей пло­
щади.

Классическую изолериметрическую задачу ещё называют задачей 
Дидоны, основательницы Карфагена. По преданию, она была дочерыо

I
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тирского царя, но после его смерти не поделила престол со споим hpa- 
том Пигмалионом и была вынуждена покинуть Тир в сопровождении 
многих жителей. Она высадилась в Африке и построила на земле, куп 
ленной у нумидийского короля Гиарба, крепость Бирсу (что значит ~ 
шкура). Название объясняется тем, что Дидона купила столько зем­
ли, сколько может обнять воловья шкура, но потом изрезала шкуру на 
мелкие ремешки и таким образом захватила большое пространство. К 
крепости Дидона пристроила город Карфаген, являющийся в настоящее 
время пригородом Туниса. Подробнее об этой истории и её влиянии на 
европейскую культуру можно прочитать, например, в статье «Дидона» 
энциклопедии Брокгауза и Ефрона.

Будем считать, что на плоскости задана замкнутая кривая 7 , не име­
ющая самопересечений pi параметризованная уравнениями х — x(t), 
у =  y(t), to < t < t i ,  причём направлению возрастания параметра t от­
вечает такой обход кривой 7 , при котором ограничиваемая ею область 
остаётся слева. Тогда из формулы Грина (см. § 9) вытекает, что площадь 
области D, ограничиваемой кривой 7 , выражается формулой

ti

dx dy —  ̂ J  xdy  — у dx =  ^ J  [x(t)y'(t) -  x'(t)y{t)] dt. 
d  7 t 0

Длина же кривой 7 , очевидно, выражается интегралом

t i

\f\x'{t) }2 +  \y'{i))2 dt.
to

Поэтому мы приходим к следующей аналитической постановке класси­
ческой изоиериметрической задачи.

Классическая изопериметрическая задача. Аналитическая 
постановка. Среди всех дважды непрерывно дифференцируемых 
функций х : [to? î] и у : [to? 1̂ ] ~̂  удовлетворяющих помимо
граничных условий x(to) =  x(t\) и у (to) =  y(t\) ещё и условию

*i
у/[х' (t) ]2 +  [yf(t) ] 2  dt — const,

to

найти те, которые доставляют локальный экстремум функционалу
ti

\x(t)y'(t) -x '( t )y (t ) ]d t
to
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Изопериметрическими называются вариационные задачи, в которых 
надо найти локальный экстремум функционала при условии, что другой 
функционал принимает заранее заданное значение. Среди задач этого 
класса мы выделим, а мотом и решим простейшую.

П ростей ш ая и зоп ери м етри ческая зад ач а . Среди всех дважды 
непрерывно дифференцируемых функций у : [хо,х±] -> Ж, удовлетвори- 
ГОЩИХ условиям у(ха) =  Уп, у{х i) -  уь и

X 1

J[y] =  / G (х, у (х), у1 (х)) dx =  const,
Ж о

найти ту, которая доставляет локальный экстремум функционалу
Х\

Чу] -  / F (х, у(х), у'{х)) dx
Хо

Т еор ем а (Эйлер). Если функция у — у(х) является решением про­
стейшей изопериметрической задачи и вместе с тем не является экс­
тремалью функционала-условия J[y\, то найдётся вещественное чис­
ло А такое, что функция у =  у(х) является; экстремалью вспомога­
тельного функционала

XI

1 Ы =  / F{x ,y(x),y'(x))dx ,
Хо

где F  =  F  +  AG.
Д о к а за те л ь ство . Пусть функция у : [xq,xi] —> Ж является реше­

нием простейшей изопериметрической задачи. Фиксируем некоторые 
дважды непрерывно дифференцируемые функции щ : [xq,xi] —> Ж и 
т  : [^o,®i] ® такие, что 7д(жо) -  r?i(0:1 ) =  rj2(x0) =  m & i)  =  0 .

Непосредственно из определения локального экстремума функцио­
нала вытекает, что точка (£1 , 6 2 ) =  (0 , 0 ) является точкой локального 
экстремума числовой функции

2 ) °=Р I[y{x) +£ir)i{x)  + е 2 mix)] 
при условии, что другая числовая функция

•/(£ъ £2 ) °=Р J[y(x) + £ ] ’? !(ж) + £ 2Г]2{х)}
Vs

принимает заранее заданное значение.
Решать последнюю задачу (об экстремуме функции I ( s i , £2 ) при усло­

вии */(£1 , 6 2 ) =  const) мы будем с помощью правила, множителей Ла­
гранжа. Но прежде чем пользоваться им, мы должны убедиться, что
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частные производные от функции-условия J ( e  1. ,£ 2 ) по обращаются и 
нуль одновременно.

Дифференцируя под знаком интеграла, а затем интегрируя по ча­
стям, получим

8 J
д е 2

XI

(ех,£2 )=(0 ,0 ) J ' dx
X q

Gy -  - j -G V' \r)2 dx. (34)

В соответствии с условиями теоремы мы предполагаем, что функция 
у =  у(х) не удовлетворяет уравнению Эйлера для функционала-условия 
J[y\, а значит, выражение

не равняется нулю тождественно. Следовательно, мы можем подобрать 
функцию г)2 так, чтобы она не только удовлетворяла граничным усло­
виям 7 7 2 (^0 ) =  ^2 (^1 ) =  0, но и чтобы интеграл в формуле (34) был 
отличен от нуля.

При таком выборе г}2 частная производная функции-условия J ( e  1 , £2) 
по второму аргументу отлична от нуля в точке (бц , 62) — (0 ,0), а значит, 
в соответствии с правилом множителей Лагранжа, найдётся число Л та­
кое, что следующая вспомогательная функция 1 (е 1 , 6 2 ) +  A J(£ i ,£ 2 ) име­
ет в этой точке безусловный экстремум. В частности, это означает, что 
найдётся число А такое, что частная производная по первому аргумен­
ту от вспомогательной функции /(£1 , 6 2 ) +  A J(£ i ,£ 2 ) зануляется в точке 
£ 1  =  £ 2  =  0 .

Проделывая обычные вычисления, связанные с дифференцировани­
ем под знаком интеграла и интегрированием по частям, получим

дел ( I ( e i ,£ 2) +  A J(e i ,£ 2 ))
£ 1 =6-2 = 0

Xi

‘ {F(x ,y(x)+£iT}L( x ) + £ 2T]2(x),y'(x)+eir]'1 ( x ) + £ 2r]'.1 (x))+
де i с 1 =£2 — 0%о

+  А G(x,y(x) +£iT]i(x) +  £2Г]2 (х),у'{х) + £ l  7][(х) +  £2 » ? 2  (ж)) dx
Х\

{FyV 1 +  Fy'Vi 4" XGyfji -Ь AGy>T}[) dx
xo

Xi

(.F  +  AG)y ~ ^ { F  +  aG)y. ) t]i dx.



Применяя к последнему интегралу лемму Лагранжа, заключаем, что

(F  -f AG)у — —(F  +  AG)v> — О,
Um?/

а это и есть уравнение Эйлера для вспомогательного функционала 1[у] =  
Т.[у] +  AJ[y\. Теорема Эйлера доказана.

Отметим тот очевидный факт, что при любом вещественном А ф О 
функционалы

хг х\

Чу) = 1  F ('x ’ У>У')dx и I*[y] =  ̂ I  F {x ,y ,y ' )d x
Хо Хо

достигают экстремальных значений на одних и тех же функциях у — 
у(х). Это обстоятельство позволяет записать вспомогательный функци­
онал в теореме Эйлера в более симметричном виде: I  =  Х\1 4 - А2 J .  
Однако к вспомогательному функционалу такого вида приводят две 
изопериметрические вариационные задачи, называемыми взаимными , 
или двойственными:

—> extr, I J  —> ext г,
и <

— const I I  =  const.

Значит, у двойственных задач множество экстремалей одинаково. В 
этом и состоит принцип взаимности.

Например, двойственной к классической изоиериметрической задаче 
является следующая: среди всех замкнутых кривых на плоскости, огра­
ничивающих фигуры данной площади, найти ту, которая имеет наи­
меньшую длину. В силу принципа взаимности последняя задача имеет 
ту же совокупность экстремалей, что и классическая изопериметриче­
ская задача, так что решить достаточно какую-нибудь одну из них.

§ 12. Решение классической изопериметрической задачи

Теорема Эйлера, доказанная в предыдущем параграфе, дословно пе­
реносится как на случай интегралов I  и J ,  зависящих от более чем 
одной неизвестной функции, так и на случай, когда в задаче участвует 
несколько функционалов-условий Мы не будем ни доказы­
вать, ни даже формулировать теорему Эйлера во всей общности, но 
покажем как она может быть использована для решения классической
изопериметрической задачи.
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Напомним, что классическая изопериметрическаи задача состоит и 
том, чтобы среди всех дважды непрерывно дифференцируемых фупк
ций х : [t0 , t x] -» М и у : -> К, удовлетворяющих помимо грампч
ных условий ж(^о) =  x(ti)  и t/(to) — 2/(̂ 1 ) ещё и условию

О

-ФёУ] -  / л/Ь;/(0 ] 2  +  [з/'W] 2  dt =  const,
to

найти те, которые доставляют локальный экстремум функционалу

/[ж, ?/] =  I [x(t)y'(t) -  ж'(% (£)] «Й.

^0

Подынтегральная функция вспомогательного функционала при этом
имеет вид F  =  ху1 — х'у + Ху/х ' 2 +  у'2. Уравнение Эйлера представляет 
собой следующую систему дифференциальных уравнений:

_  l / p  / — () [  У1 ~ ~Tl { ~~У +  А = =  I =  О,

‘  ?  «™  \ )  ,  t  я

Ft -  Л *  =  ° ' Г 1 ' “  dt ( х +  A^ 3 = f 1 =

Левая часть каждого из уравнений последней системы является про­
изводной по t от некоторой функции. И, согласно системе, эта произ­
водная равняется нулю. Значит, соответствующая функция постоянна. 
Обозначив одну из этих постоянных через 2С\. а другую через 2 (7 *2 , 
будем иметь

у + С
А х 1

1

X +  ( ? 2

2  У * ' 2 +  у ' 2 ’ 
А у'
2  Уаг' 2  +  у'2 '

Возводя каждое из уравнений последней системы в квадрат и скла­
дывая, получаем (х + С2 ) 2 + (у-\~С\ ) 2 =  А2 /4. Таким образом, если пара 
функций х =  x(t) и у — y(t) является решением классической изопери- 
метрической задачи, то при всех значениях параметра t точка (x(t).y(t)) 
лежит на окружности с центром (С2 , С\ ) и радиусом А/2 . Параметр А

и ••найдется из того условия, что искомая кривая имеет заранее заданную 
длину: J[x,y] — const =  тгА.

Подводя итог, можем сказать, что среди всех замкнутых кривых на, 
плоскости, имеющих заданную длину, окружность ограничивает фигу­
ру наибольшей площади.
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Задачи

74. Среди всех кривых длины /, соединяющих данные точки А и В. 
найдите кривую, ограничивающую вместе с отрезком АВ  наибольшую 
площадь.

75. На плоскости задана кривая у =  /(х ) и две точки А я В  на ней. 
Найдите кривую у — у(х) заданной длины Z, проходящую через А я В  
и ограничивающую вместе с у = f(x )  область максимальной площади.

76. Найдите форму гибкой .нерастяжимой однородной нити длины I 
с закрепленными концами, расположенной в поле тяжести.

77. Используя принцип Остроградского-Гамильтона, найдите урав­
нение свободной поверхности установившегося движения несжимаемой
невязкой жидкости, находящейся внутри цилиндрического стакана, рав-

Ономерно вращающегося вокруг своей оси.

Найдите экстремали следующих изопериметрических задач:
] 1

78. I[y] — j  {у' +  х2) dx при условиях f  у2 dx =  2; у(0) =  1/(1) =  0.
о о
X I  Х\

79. 1[у] =  / у'“ dx при условии f  у dx =  а, где а — постоянная.
Х о  Х о

1 1 280. I[y , z] =  f  (у'2 -h z / 2 — 4 ж2:' — 4г) при условиях f  (у* — ху1 —
о о

z/2) dx =  2 ; у(0 ) =  г ( 0 ) =  0 ; у( 1 ) =  2:(1 ) =  1 .

81. Напишите дифференциальное уравнение экстрв!малей изопери- 
метрической задачи об экстремуме функционала

X I

Чу] =  , Ы х)у ' 2 + я{х)у2] dx
0

Xi
при условиях f  г(х)у2 dx =  1 ; у(0 ) — у(х i) =  0 .

о

82. По какой замкнутой кривой должен двигаться самолет, чтобы за 
данный промежуток времени облететь наибольшую площадь? Предпо-
лагается, что самолет летит в горизонтальной плоскости с постоянной 
собственной скоростью и на него действует ветер, постоянный по на­
правлению и скорости.
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83 . З а д а ч а  Д и д о . На плоскости переменных у распределена 
материальная масса с плотностью р(х,у). Среди всех кривых, соединя­
ющих данные точки А и В  и имеющих заданную длину /, рассмотрим ту, 
которая вместе с прямолинейным отрезком А В  ограничивает область с 
наибольшей массой. Напишите дифференциальное уравнение (уравне­
ние Эйлера), решением которого является рассматривавхмая кривая.

л

84 . Из заданного количества однородной материи, притягивающей­
ся по закону Ньютона, образуйте тело вращения, поверхность которого 
встречает ось вращения только в двух точках Л (0 , 0 , 0 ) и В(Ь, 0 , 0 ) и ко­
торое действует на материальную точку, помещенную в Л, с наибольшей
силой.

13. В ар и ац и он н ая  за д а ч а  на условн ы й  эк стр ем у м .
П р ави л о  м н о ж и тел ей  Л а гр а н ж а

4

Иногда в вариационных задачах дополнительные ограничения воз­
никают не в форме постоянства некоторого функционала-условия, а в 
виде некоторого алгебраического, трансцендентного или дифференци­
ального уравнения. Такие задачи называются задачами на условный 
экстремум. Характерную задачу такого типа мы рассмотрим в насто­
ящем параграфе.

З а д а ч а  о гео д ези ч еск и х  на сф ер е. Г ео м етр и ч еск ая  п остан ов­
ка. Среди всех кривых, лежащих на сфере и соединяющих две данные 
точки, найти ту, которая имеет наименьшую длину.

Её аналитическая переформулировка столь очевидна, что мы приво­
дим её без комментариев.

З а д а ч а  о гео д ези ч еск и х  на сф ер е. А н ал и ти ч еск ая  п остан ов­
ка. Среди всех дважды непрерывно дифференцируемых функций х :
I

M l ]  У : M l ] .  и z : M l ]  удовлетворяющих для
каждого t € [to, fa] уравнению x 2 (t) + y2 (t) -f z 2(t) =  г 2 и удовлетворяю­
щих граничным условиям x(to) — хо> У (to) — Уо, z(to) =  zq, x(ti)  — 
y(ti) =  Уi и z(ti) =  zi,  найти те, которые доставляют минимум функ­
ционалу

I [x ,V ,z }=  / \Z[x'(t) } 2 +  [y'(t) } ‘2 +  [z '(i ) ] 2  dt.
to

Понятие геодезической линии является обобщением понятия прямой. 
Согласно одному определению линия на криволинейной поверхности па-

и  ________    _ _ о  _ озьтвается геодезической, если при движении вдоль этой кривой вектор 
скорости остаётся параллельным сам себе. Такое определение'-встреча­
лось вам в курсе дифференциальной геометрии. При этом оказывалось,
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что геодезические линии описываются некоторым дифференциальным 
уравнением (уравнением параллельного переноса). Согласно другому 
подходу геодезической является локально кратчайшая линия (т. е. ли­
ния, достаточно малые интервалы которой имеют наименьшую длину 
среди всех кривых, лежащих на поверхности и соединяющих те же кон­
цевые точки). При таком подходе геодезическая описывается уравнени­
ем Эйлера для функционала длины. Несколько удивительным является 
тот факт, что оба определения эквивалентны (см. задачу 42).

Среди всех вариационных задач на условный экстремум мы выделим 
простейшую, которую и решим в этом параграфе.

Простейшая вариационная задача на условный экстремум. 
Пусть даны числа жо, х |, ;(/о, щ , zq, z\, и трижды непрерывно диф­
ференцируемые функции F  = F(x,y,y',z,z')  и G — G(x,y,z) от пяти
и трех независимых переменных соответственно, причем ни при каких 
значениях переменных x 9y9z величины G, dG/dy  и dGjdz  не обраща­
ются в нуль одновременно. Требуется среди всех трижды непрерывно 
дифференцируемых функций у : [xq7Xi] -» М, z : [xo,Xi] —» М, удовле­
творяющих условиям у(х0) -  Уо, y(xi) =  у 1, z(x0) =  Zo, z(Xj.) =  zl9 и 
G(x,y(x),z(x)) = 0  для всех х Е [xq9X\\ найти ту, которая доставляет 
локальный экстремум функционалу

Хл

![у] =  / F(x,y(x),y'{x),z(x),z'(x))dx
Xq

Решение этой задачи даётся следующей теоремой.
Теорема (правило множителей Лагранжа). Если функции у — у{х) и 

z = z(x) являются решением простейшей вариационной задачи на ус­
ловный экстремум; то найдётся непрерывно дифференцируемая функ­
ция А : (жо,жх) -*  Ш такая, что функции у = у(х) и z — z(x) являются 
экстремалями вспомогательного функционала

XI
I*[y,z, А] = / F*(x,y(x),y'(x),z(x),z'(x),\(x))dx,

ЖО

где F* = F  + A(x)G. ..
Доказательство. Пусть функции у = у(х) и z = z(x) являются 

решением простейшей вариационной задачи на условный экстремум и 
пусть х* Е (xo,xi). Согласно условию хотя бы одна из величин
dG dG
—  (ж*,2/(ж*),;г(ж*)) и —  (ж*,?/(ж*),2 (ж*)) не равна нулю. Допустим для
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OG
определённости, что —-(x*,y (x*) ,z (x*))  ф 0 . Тогда по теореме о пени

(у
пой функции уравнение G (x ,y ,z)  — 0 может быть разрешено отпоем 
тельно z в окрестности точки (x*,y(x*),z{x*)): z — <р(хру).

Непосредственно из определения локального экстремума убеждаем­
ся, что функция у =  у(х) является локальным экстремумом следующего 
вспомогательного функционала

XI

I[y] =  J  F (x ,v(x),y'(x))dx ,
Хо

где F(x,y(x),y'{x)) -  F(x,y(x),y'(x),ip(x,y(x)),(px(x,y{x)))+
+ F v(x, у(х),у'(х),<р(х,у(х)), (рх (х, у(х))+<ру (х,у(х)))-у' (х). Более точно, 
мы убеждаемся, что для любой дважды непрерывно дифференцируе­
мой функции rj : [#o5 #i] -э Е, равной нулю вне столь малой окрестно­

г о
сти U точки ж*, что -—-(x ,y (x ) 7ip(x,y(x))) ф 0 для любой точки X £ U,

функция е 1 [у + £Г}] имеет локальный экстремум при е =  0 . Этого на­
блюдения достаточно, чтобы, повторяя доказательство леммы Лагран­
жа, убедиться, что для всех х £ U функция у =  у(х) удовлетворяет
уравнению Эйлера для вспомогательного функционала 1 [у}:

F y  — ~̂ г ^у> ~  (^5)

Прямые вычисления дают

F y  — F y  - Ь  F z ( fy  +  F z t ij-fxy  " Ь  ф уу ' У \

F y > =  F y '  - f -  F z ( * ф у ,

d ~ d d
F y '  (#, y(x), у  (x)) =  ~ j ~ F y t  +  ( p y  • — F z > +  F z f • ( p X y  +  P y y  * у )•d x  у 4 w ,  dx y ™  dx

Поэтому уравнение (35) принимает вид
i

f ,  ~ ~  Д .  =  F,  -  ± F ,  +  ( f ,  -  ± F ,  ] =  0 . ( 36)

Напомним, что функция ip(x,y) была получена как решение урав- 
нения G(xyy,z)  =  0  в окрестности точки (x*,y(x*),z(x*)).  Поэтому 
найдётся столь малая окрестность V точки (# * ,2/(а;*)), что для любых 
(х,у) £ V справедливо равенство G(x,y,ip{x,y))  — 0 . Продифферен­
цировав это равенство по у, мы получим Gy +  Gzp y =  0 . Посколь­
ку функция у — у(х) непрерывна, то найдётся столь "малая окрест­
ность W  точки ж*, что для всех х £ W  имеем (х,у(х)) £ V. По­
этому для всех х £ W  выполняется равенство Gy(x,y(x),p(x ,y(x)))  4-
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Gz(x,y(x),(p(x,y(x)))ipy(x,y(x)) — 0 или ipy =  —Gy/G z. Подставив по 
следнее равенство в (36). будем иметь

(37)

для всех ж £ U П W.
Обозначив общее значение левой и правой частей равенства (37) че­

рез А*(ж), мы получим функцию А* : U П W  -» Ж, с участием которой 
равенство (37) может быть переписано в виде

(здесь учтено, что функция А* =  А*(ж) не зависит от переменных у, у', 
z и zl).

Введя в рассмотрение подынтегральную функцию F *  =  F  — А*(ж)(7 
вспомогательного функционала /*, участвующего в формулировке тео­
ремы, можем переписать формулы (38) в виде

Последнее позволяет нам заключить, что если функции у — у(х) и z — 
z(x) являются решением простейшей вариационной задачи на условный 
экстремум, то для любой точки ж* £ (xo,Xi) найдутся её окрестность Н* 
и функция А* : U* -» Ж такие, что функции у =  у (ж) и z = z(x) удовле­
творяют в U* уравнению Эйлера для вспомогательного функционала 
/*[у,2(, А*].

Из определения функции А* (см. формулу (37)) непосредственно сле­
дует, что если точки ж*, ж** £ (^co^i) таковы, что построенные для них 
функции А* : С/* —>• Ж и А** : £/** -> Ж имеют пересекающиеся области 
определения (т. е. если ?/*ПС/** Ф 0 ), то эти функции совпадают в пересе­
чении областей определения (т. е. А* (ж) =  А** (ж) для всех ж £ £/* П [/**)• 
Поэтому мы можем определить единую функцию А : {xo,xi)  —У Ж, по­
ложив А (ж) =  А* (ж), если ж £ 17*.

Теорема Лагранжа доказана.
Выше мы обосновали правило множителей Лагранжа для случая, 

когда производные у1 — у'(ж) и zJ — г'(ж) решения не входят явно 
в функцию-ограничение, т. е. когда функция-ограничение имеет вид

ах

(.F  -  A*G)Z — -t ~(F — K G ) Z, =  <hax

(38)
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G (x ,y ,z )  =  0. В  этом случае говорят о вариационной задаче на услов­
ный экстремум с голопомпой связью G (x 1y^z) =  0 . Если жо промоиод 
ные решения явно входят в функцию-ограничение, т. е. если она, имеет 
вид G {x 1y^y'1z^zl) — 0 , то говорят о вариационной задаче на условный 
экстремум с неголономпой связью .

Для задач с неголономными связями правило множителей Лагранжа
сохраняется дословно.

Задачи

85 . Проследите по доказательству теоремы Лагранжа, какие именно 
условия гарантируют непрерывную дифференцируемость построенной 
функции Л.

14. Решение задачи о геодезических на сфере

Правило множителей Лагранжа дословно переносится также на слу­
чай интегралов, зависящих от более чем двух неизвестных функций, и 
на случай, когда в задаче участвует несколько функций-ограничений 
G i , . . . , G n. В последнем случае подынтегральное выражение во вспо­
могательном функционале имеет вид F* =  F  4- Ai(a;)Gi +  . . .  +  A i(x)G n.

Лагранжа работает
о геодезических на сфере.

В этом случае F  =  у/х*2 +  у ' 2 +  z/2, G =  х 2 -Ь у2 +  z2. — R 2. Поэто­
му F *  — л/: R 2]. Уравнение Эйлера
приводит к следующей системе дифференциальных уравнений:

d 2х*2 АХ--- - "7 - - ..............=  О,
d t i y j x ' 2 + у ' 2 +  z ' 2

2>„ - | .  У  о,
или { dt 2 yfyl -f у +  z*

глч d 2 zf
2A Z --- : =  0,

d t 2 y/z ’ 2 -by ' 2 + z ' 2 
[ x 2 + y2 +  z 2 - R 2 = 0 .

До сих nop t был произвольным параметром на кривой-решении. В 
дальнейшем же будем считать, что t — натуральный параметр, т. е. что 
[x'(t) ] 2 -f [y'(t) ] 2 +  [z'(t) ] 2  =  1 для всех t. Тогда

b * ~

d ™Z77* -
" dt x‘ ’

it о 41

F; ~ .  I f * -
lit y>

II о

<
F* _ x 2

(Lb
d r*  .

'  d tF *' '

оII

F \ ~

1 1bs1 II о «О

х п -- 2 Хх =  0 , (39)
у" -- 2 А у =  0 , (40)
z" -- 2Xz =  0 , (41)

о  *> ох 4 - у" -f Z - Я 2 =  0 . (42)
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Если бы А было числом, а не функцией от £, то каждое из уравнений 
(39-41) легко решалось бы. Но А — неизвестная функция от £, и мы вы­
нуждены действовать чуть более изощрённо. Умножив уравнение (39) 
на у , а уравнение (40) — на ж, получим х”у — у”х — 0. Исключив подоб­
ным образом А из каждой пары уравнений системы (39-41), получим, 
что она эквивалентна системе

Прямым дифференцированием убеждаемся, что каждое уравнение по­
следней системы эквивалентно соответствующему уравнению следую­
щей системы:

где C i, С '2 и Сз — некоторые постоянные. Умножим уравнение (43) на z, 
уравнение (44) — на —у , уравнение (45) — на х и сложим между собой. 
Получим C\z — С2У +  С$х =  0 .

Таким образом, всякое решение системы (39-42) с необходимостью 
удовлетворяет системе

первое уравнение которой задаёт плоскость, проходящую через начало 
координат, а второе — сферу с центром в начале координат.

Напомним, что пересечение сферы с плоскостью, проходящей через 
её центр, называется большой окружностью. Подводя итог сказанному 
выше, можем утверждать, что всякая геодезическая на сфере является 
дугой большой окружности.

8 6 . Будем считать, что международный аэропорт города Москвы 
расположен под 37° восточной долготы и 56° северной широты, а меж­
дународный аэропорт города Торонто расположен под 80° западной дол­
готы и 44° северной широты. Будем считать также, что Земля имеет 
форму шара и самолёт летит вдоль наиболее короткой кривой, соеди­
няющей указанные аэропорты. Найдите (приближённо) угол, который

хп у — у" х — 0. 
х" z — z"x — 0. 
у" z — zny =  0.

(43)
(44)
(45)

C\z — С2У +  С%х — 0 , 
х2 +  у2 +  z 2 — R 2 =  0,

Задачи
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образует траектория самолёта в Москве с параллелью 5(1° северной ши­
роты.

87. Найдите геодезические линии на цилиндре х2 4 - у2 = И?4.

8 8 . Найдите геодезические линии на конусе x2-\-y2—z2 =  0 . Получите 
их геометрическое истолкование, разрезав конус по одной из образую­
щих и развернув его на плоскость. Изучите поведение геодезических в
зависимости от направления касательного вектора в начальной точке.

89 . Поверхностью Лиувилля называется поверхность, первая ква­
дратичная форма которой имеет вид

сis2  =  (<р(и) -f ф{ь)){йи2 +  dv2).

Найдите уравнение геодезических линий на поверхности Лиувилля.

90. Пользуясь принципом Остроградского — Гамильтона, найди­
те уравнения движения системы материальных точек массы m*, i =  
1 , 2 , . . . ,  га, с координатами (#*, yi,zi) под действием сил, имеющих сило­
вую функцию —{7, при наличии связей

<pj (̂ 3 * ^ 1  5 ̂ 2  3 * * * 3 3 У \ 3 У 2 3 ' * * 3 У п  3 ) ̂ 2  3 • • • 3 ̂ п) 6 3  .7 1 3 ̂ 3 • • * 3

1с* ( 2 2 \91. Найдите экстремаль функционала /[?/, 2 :] =  J  (yf + z l ) dx, прохо-
о

дящую через точки Л(0 , 0 , 0 ) и В ( 1 , 1 , 1 ) и принадлежащую кубическому 
цилиндру Z — х3.

§ 15. Достаточные условия локального экстремума

Выше мы оперировали лишь необходимым условием локального экс­
тремума — уравнением Эйлера:

d
Fy dx^y> ~

Примеры показывают, что это условие не является достаточным: можно 
\

построить такой функционал, которому некоторые решения его урав­
нения Эйлера не доставляют локального экстремума. Работая только 
с уравнением Эйлера, мы не можем также распознать, нашли ли мы

О Uлокальный максимум или локальный минимум.
Эта ситуация полностью аналогична тому, с чем вы сталкивались в 

Курсе математического анализа, изучая экстремумы обычной функции 
У =  /(#)• Там равенство f f(x) =  0 также являлось лишь необходимым 
условием экстремума. Если оно соблюдалось в некоторой точке х =  Х\,
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то для наличия в х\ локального минимума было достаточно выполне­
ния неравенства f"(x  1 ) > 0 , а для наличия локального минимума —

В этом параграфе мы приведём (без доказательства) сводку основ­
ных результатов о достаточных условиях локального экстремума для 
простейшей задачи вариационного исчисления.

Для начала условимся о терминологии. То, что в § 2 мы называ­
ли локальным минимумом, теперь будем называть сильным локальным 
минимумом. Будем говорить, что функция у : [жо,Жх] -> № доставляет 
слабый локальный минимум функционалу

при граничных условиях у(хо) = уо и у(хi) = у 1 , если существует е > О 
такое, что для любой С 2 -гладкой функции у : [xo,xi] —У М, удовлетво­
ряющей граничным условиям у(х о) = у о и у{х\) — yi, и такой, что

выполняется неравенство 1 \у\ < т -
Другими словами, функция у доставляет сильный локальный мини­

мум функционалу 1 [у], если неравенство 1 [у\ < 1 [у] выполняется для 
всех С2-гладких функций у, удовлетворяющих предписанным гранич­
ным условиям и поточечно близких к функции у (при этом производ­
ные функций у и у могут сколь угодно сильно различаться в некото­
рых точках интервала интегрирования). В отличие от этого, функция у 
доставляет слабый локальный минимум, если неравенство 1 [у\ < т  
выполняется для всех С2-гладких функций ?/, удовлетворяющих гра­
ничным условиям, которые сами поточечно близки к у и производные 
которых поточечно близки к у1.

Аналогично определяются понятия сильного и слабого локального 
максимума и экстремума.

Можно показать, что если функция у = у(х) доставляет слабый ло­
кальный минимум функционалу (47), то она не только удовлетворяет 
уравнению Эйлера (46), но при любом х € [хо,х\] выполняется нера- 
венство Fytyf (х, у (х)> у'(х)) > 0, называемое гусловием Лежандра.

В случае слабого локального максимума условие Лежандра выразит­
ся неравенством Fyiy> (х.у(х) 1 у'(х)) < 0 .

К сожалению, даже совместное выполнение уравнения Эйлера (46) 
и строгого неравенства Fy>y>{x,y{x), y'{х)) > 0 не гарантирует того, что

Г ( х i) < 0 .

(47)

sup \у(х) -  у{х)\ + sup \у'(х) -  у'(х)| < £,
ж€[жо,ж-1 ]



испытуемая функция у = у(ж) доставляет слабый  ........   минимум
функционалу (47).

Свяжем с функционалом (47) следующее линейное дифференциал!,  
мое уравнение второго порядка относительно функции h : [жо,Ж| | >

Fyy(x,y(x),y'(x)) -  -^ F yy'(x,y(x), у'{х)) )h{x)

- - ^ ( F y>y'(x,y(x),y'(x))ti(x)) = 0 ,  (48)

называемое уравнением Якоби этого функционала.
Говорят, что точка ж £ (жо, #i] сопряжена с точкой ж0, если уравнение 

Якоби (48) имеет решение, не равное нулю тождественно, обращающе­
еся в нуль при х = хо и при х = х.

Якоби показал, что для того, чтобы экстремаль у = у(х) давала экс­
тремум функционалу (47), необходимо, чтобы интервал (хо,х\] ис со­
держал точек, сопряжённых с жо- Тем самым это условие Якоби явля­
ется еще одним (наряду с уравнением Эйлера и условием Лежандра) 
необходимым условием локального экстремума.

Можно показать, что совокупность следующих трёх условий гаран­
тирует, что функция у =  у(х) доставляет слабый локальный минимум 
функционалу (47):

1 ) функция у = у(х) удовлетворяет уравнению Эйлера (46) и гранич­
ным условиям;

2 ) для всех х £ [xq. xi] выполняется неравенство Fy>y> (ж, у{х),у,(х)) > 
0 (условие Лежандра);

3) на отрезке (жо,жх] не существует точек, сопряжённых с жо-
Аналогичные три условия гарантируют наличие слабого локального

максимума (надо лишь в условии Лежандра заменить неравенство па 
противоположное).

Можно показать, что совокупность следующих трёх условий га,рай 
тирует, что функция у =  у (ж) доставляет сильный локальный минимум 
функционалу (47):

1 ) функция у = у(ж) удовлетворяет уравнению Эйлера (46) и гра.пич 
ным условиям;

2 ) найдётся е > 0  такое, что неравенство Fy>yt (ж, 2 (ж), z'(x)) > 0  вы 
полняется для всех ж £ [жо, xi] и всех дважды непрерывно диффоренцп 
русмых функций z : [хсьхц] ^  удовлетворяющих граничным услови 
ям z(xо) = у(хо) и z(x i) = у(хi) и неравенству siip |г(ж) — у(х)| ; / ;

■Г. е [:со ,.Г [ ]
3 ) на отрезке (жо,Ж]] не существует точек, сопряжённых с ж(>.



Аналогичные три условия гарантируют наличие слабого локального 
максимума (надо лишь в условии 2 ) заменить неравенство на противо­
положное) .

Другими словами, если мы интересуемся слабым локальным экстре­
мумом, то мы должны проверить условие Лежандра на графике экстре­
мали у — 2/(ж), а если сильным, то на графиках всех кривых, поточечно 
близких к экстремали у =  у (х).

Отметим, что известны и другие достаточные условия как для сла­
бого, так и для сильного локального экстремума.

3  ад ачи

Существуют ли на отрезке (0 , а] точки, сопряженные с 0 , для экстре­
малей, проходящих через точки А (0 ,0) и В  (а, 0), следующих функцио­
налов:

92 . /[«/] =  J ( y ' 2 - у 2) dx.
О

93. I[y\ = f  (у' 2 +  у2 +  х2) dx,
о

94. Исследуйте на экстремум функционал 1[у] 

у( 0 ) =  у (а) =  0 , где а > 0 .

/
95. Найдите минимум функционала I[y] =  f  л/у -h h\/1 + у,г dx ,

о
2/(0 ) =  0 , y(l) =  l\ > —h, где I > 0  и h > 0 .

Добавление. Из истории вариационного исчисления

В отличие от многих разделов классической математики для вариа­
ционного исчисления точно известно время и место его зарождения, а 
также отец-основатель.

Последним является Иоганн Бернулли (Johann I Bernoulli) (1667- 
1748), принадлежавший известной династии учёных Бернулли, проис­
ходящей из Голландии. Его предки вместе с сотнями тысяч других гол­
ландцев покинули родину (Антверпен) вследствие жестоких преследо­
ваний испанского правителя герцога Альбы и переехали во Франкфурт, 
а через некоторое время — в Базель, бывший тогда богатым торговым, 
промышленным и культурным центром. Они приняли базельское гра­
жданство в 1622 году.

а

К *
2 У2) dx,

О
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Иоганн Бернулли родился и воспитывался в Базеле. Некоторое вре­
мя он обучался торговому делу, занимался медициной и химией, по по 
том пошёл по стопам своего старшего брата Якова Бернулли (Jacob I 
Bernoulli) (1654-1705), крупнейшего математика того времени. К 18 го­
дам Иоганн уже окончил университет. В 1690 году он едет в Женеву, а 
затем в Париж, где продолжает заниматься математикой.

В 1684 году Г. Лейбницем (Gottfried Wilhelm von Leibniz) (1646-1716) 
была изложена сущность дифференциального и интегрального исчис­
ления. Братья Бернулли с жадностью осваивали его методы. Первый 
учебник по анализу появился в 1696 году. Он был написан маркизом 
Г. Лопиталем (Guillaume F. de PHospitale) (1661-1704), учеником Ио­
ганна Бернулли, опубликовавшим лекции своего учителя по дифферен­
циальному исчислению. Этот учебник, как и вся преподавательская де­
ятельность И. Бернулли, сильно способствовал распространению ана­
лиза бесконечно малых. Именно в этой книге впервые появилось «пра­
вило Лопиталя», которое по существу принадлежит И. Бернулли. Дру­
гим учеником И. Бернулли был великий математик Л. Эйлер (Leonhard 
Euler) (1707-1783), вся творческая жизнь которого тесно связана с Пе­
тербургской Академией наук, который 31 год проработал в Петербурге,

ъ

там умер и похоронен.
В 1695 году Иоганн занял кафедру математики в Гронингенском уни­

верситете (Нидерланды). По смерти старшего брата, Якова, занимавше­
го кафедру математики в Базельском университете, Иоганн переходит 
на место брата и занимает его в течение всей оставшейся жизни.

В июне 1696 года в лейпцигском журнале «Acta Eruditorum» («Тру­
ды учёных») на латинском языке было опубликовано следующее письмо 
Иоганна Бернулли, которое по праву считается первой публикацией по 
вариационному исчислению:

Н О В А Я  ЗА Д А Ч А ,
К Р А З Р Е Ш Е Н И Ю  К О Т О Р О Й  

П Р И Г Л А Ш А Ю Т С Я  М А ТЕМ А ТИ К И

В вертикальной плоскости даны две точки А и В  (рис. 1 1 ). Опреде­
лить путь AM В, спускаясь по которому под влиянием; собственной 
тяжести, тело М , начав двигаться из точки А, дойдёт до точки В 
за кратчайшее время.

Д л я  то го , чтобы вызвать интерес со стороны любит елей п одобн ы х во­
п росов н  побудить и х  охотнее предпринят ь попытку р а зреш ен и я указан ­
ной задачи, д о в о ж у  д о  и х  св е д ен и я , что эта задача . не сводится к пустой 
умст венной сп еку л я ц и и , л и ш ён н о й  ка кого  бы  то пн бы ло практ ическо­
го значения, ка к  это может ком у-либо показаться. В действительности
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в
Рис. П

она представляет очень большой практический интерес и притом, кроме 
механики, также и для  других дисциплин, что может всем показаться 
неправдоподобным.

Между прочим (указываю это с целью предупредить возможное не­
правильное суждение), хотя прямая АВ и является кратчайшей линией 
между крайними точками А и В , тем не менее тело проходит её не в 
кратчайшее время и существует кривая AM В, хорошо известная гео­
метрам. Я  назову эту линию, если по истечении текущего года никто 
другой её не назовёт.

Кривую наискорейшего спуска, о которой идёт речь в задаче Иоганна 
Бернулли, стали называть брахистохронной кривой или брахистохроной 
(от греческих слов j3paxi<JT°S — кратчайший и хР°ио$ — время).

На решение предложенной И. Бернулли задачи был дан полугодовой 
срок. За это время решение прислал только один Г. Лейбниц. Однако 
по предложению последнего И. Бернулли продлил срок до пасхи 1697 
года. Для лучшей информации математиков, живущих вне Германии, 
И. Бернулли повторил задачу в статье «Программа, изданная в Гро­
нингене в 1697 году... », вышедшей на латинском языке в голландском 
городе Гронингене.

На этот раз были даны ещё три решения. Первое принадлежало Яко­
ву Бернулли, второе — Г. Лопиталю, третье же появилось в английском 
журнале без подписи автора. Но И. Бернулли узнал в авторе И. Нью­
тона, заметив при этом, что «льва узнают по когтям».

Таковым исторически было начало вариационного исчисления.
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Ответы и указания

1. Если А(хо,уо) и В  =  то требуется найти функцию у :
[.T*0, X i ]  - »  М, у д о в л е т в о р я ю щ у ю  УСЛОВИЯМ у ( х о) =  у {) И у ( х  |) - 7/|

л/l (у/̂ (ж)1 2
и доставляющую наименьшее значение интегралу / -— -7 ~тг г̂ ж.

Жо ж(ж,у/(ж))
2 . у =  ж3. 3. у — еж(ж 4 - 1)/2 . 4. у =  Cie* +  С2е~х +  2 ” 1 sin:/;. 5 . v/ =  
(Ci — ж/2 ) cos х 4 - С2 sin х. 6 . у =  Ci ch ж 4- С2 sh ж 4- х sh ж — ch х In ch .т.
7. у =  C iж 4- С2х ~ 2 4- ж In ж2 cos С2  4- 2ху sin С2 — у2 cos С 2 =  C i .
9. Если у/о =  У/i =  0, то у =  0; иначе решений нет. 10. Если у\ — 1, 
то у — х. Если у/i ф 1 , то экстремали, удовлетворяющей граничным 
условиям не существует. 1 1 . Нет экстремалей. 1 2 . Нет экстремалей.
13. Интеграл не зависит от пути интегрирования. 14. Интеграл не за­
висит от пути интегрирования. 15. Интеграл не зависит от пути ин­
тегрирования. 16. Прямые линии у — С\х + С2. 17. Прямые линии 
у =  Ci ж 4 - С2. 18. и =  Fyiyi удовлетворяет уравнению их 4 - у'иу 4 -

Z

fUy/ +  fy ’U =  0. a) F(x, у , z) =  а(х, у) + zfi{x, у) + f ( z  -  Ь)Ф(у -  tx , t) dt,
о

б) F (x ,y ,  z) — а(ж,у) ±z/3(x, у) + х ~ 2 f  (z -  £)Ф((ж£ — у/)ж“ 2, 2у/х  -  /;) dt,
у/х

где Ф (*,*)> а (х )У) и Р{х ,у) ~~ произвольные функции от своих аргу­
ментов, удовлетворяющие соотношению а у — /Зх =  0 . 2 0 . Семейство 
окружностей ж2  4 - (у — С2 ) 2  =  С 2  с центрами на оси ординат. 2 1 . Ги­
перболы у =  C i/ж 4- С2 . 2 2 . у/ =  —ж2/4 4 - С 1 Ж 4- С2 . 23. у — С\хл 4- 6 У>». 
24. у =  sin ж. 25. Окружности (ж — С 1 )2 4 -у/ 2 =  С 2. 26. у =  Ci sin(4:?: —6 2 ). 
27. у/ =  sh (C ^  +  C2). 28. у/ =  С± +  (ж +  С2 )/2 . 29. у/ =  ± у /С Ь ь 2{у) ■ I.
Указание. Поймите, как зависит С от начальных условий и исследуй­
те поведение решения в зависимости от начальных условий. 30 . Ута/, 
запие. Покажите, что если под действием силы тяжести частица без 
трения скользит по циклоиде, заданной формулами ж = С {() | sin 0 ), 
у — C ( l —cos0), то время, затрачиваемое частицей на весь путь от исход­
ной точки до начала координат, равно Т  =  (7г/2)у/С/у  и не зависит от 
положения исходной точки на крртой (0 <  0 <  7г). 3 2 . В форме цпкло

иды. 3 3 .  Бесконечность. 3 4 .  l/y /2  «  0.71. 3 5 .  \]а(2 ~  a) ch . /  I ,
\/ 2  (i

   у  ( .  /

а и  0.6. 3 6 .  Прямые. 3 7 .  i^ v / l  + у’2 + z'2 hi2 + —--------. _ „ О ,
v s j  1 I у 1’ ’ |

.    .... ^
Vz y l  4- У//2 4- z'2 jv 2 4----:------- >■■■- ■■■ : ■ г:г= = г.===г =  0. 3 8 . llpVIMMC Jlllltlltl 7/

^  V \Л 4- Уа  +  ^ /2
Ci ж 4- C2l z =  С3Ж 4- С4. 4 0 .  у/ =  sin ж, z ~ sin:/;. 4 1. у (</\Х I
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С2 )со 8 ж 4- (C3X  4- C ^ sin x ’, z = 2y + yn. 43 . у =  x. 44 . у =  cos ж.
4 5 . у — — ~~{x2 -  I2). 46. ?/ =  C\e2x +  C^e-2 * 4- C3 COS2 .T 4 - (7 4 sin 2 .T.

24/x
47. у = (Cix  4- C2) cos x 4- (С3 Ж -f C4  -  ж2 /4) sin ж. 48 . у =  ж7 /7! 4- C ix 5  4*
С2 ж Ч С зж 3 4 -С 4 Ж2 + С 5 ж4 -С 6. 49 . у =  С 1 еж4 -С 2 е~ж4 -еж/2 [С3 сов(>/Зж/2) +

^ 2
С4  sin(л/За̂ /2)] 4- е~х 2̂[Съ соз(л/Зж/»2) 4- sin(\/3#/2)] 4- ж3. 50. ^ 2  [1 +

а2
2 2] — 2zxzyzxy 4 - ^ ^ [1  + zx] =  0. Указание. Исследовать на минимум

</ _______________________________________________________

функционал S[z] =  / / W i+  +  51 . Дг = f ( x , у).

52. иХх 4“ У'уу 4~ 'u>zz — f  Ф* ̂ У • 53. zXx zyy — 54. zXx zyy
d '

55. z(x,y)  =  y. 56. шж — F(x)  =  0. 57. p — трф2 =  0, ^ ( Г*ЬР2Ф) ~

58. г — г(ф2 sin2  0 4-02) =  0, ” (?’2 (psin2  0) =  0, ~r(r20) — - г 2ф2 sin 2 # =  0.
dv (ЬЪ £

59. f  — (a 4- r cos (f) cos </7 0 2  — r < / 2 =  0, rCp 4- 2rcp 4- (a 4- г cos ф) sin <рф2 =  0, 

(a 4 - гсовф ф  +  2 cos (ргф — 2r sin срфф =  0 . 60 . (<psinw0 ) — 0 , 0  —
U/t

-<i>2  sin 2 0 — 7̂  ̂sin 0  =  0 . 61. niiXi — Fix — 0 , —i 7̂  =  0 , rriiZi — Fiz — 0
2  I
(i — 1 ,2 , . . .  ,n). 63 . putt — tejca; =  0, где p —- плотность струны. Указа­
ние. Поместим начало координат в один из концов струны. Струна в со­
стоянии покоя под влиянием натяжения расположена вдоль некоторой 
прямой, по которой направим ось абсцисс. Отклонение от положения 
равновесия и(x,t)  будет функцией абсциссы ж и времени t. Потенци­
альная энергия элемента абсолютно гибкой струны пропорциональна 
растяжению струны. Участок струны Дж в деформированном состоя­
нии, с точностью до бесконечно малых более высокого порядка, имеет 
длину As «  y / l  + и* Ах и, следовательно, удлинение элемента равно
(у/1 + и2х — 1)Дж. По формуле Тейлора а/14- и 2 ss 1 4 - ii2 /2. Считая их 
малым и пренебрегая более высокими степенями их, получаем, что по­
тенциальная энергия элемента равна ки2 Дж/2, а потенциальная энергия

всей струны равна U — -  / ки2 dx. 64. putt — к(ихх 4- иуу) =  0 , где р —
2 о

плотность мембраны. 65. рщь 4-ки хххх =  0, где р — плотность стержня. 
Указание. Направим ось абсцисс по оси стержня, находящегося в поло­
жении равновесия. Отклонение от положения равновесия и(ж,£) будет 
функцией переменной ж и времени t. Кинетическая энергия стержня

1  1
длины I равна Т ~ -  [  ри2 dx. Будем считать стержень нерастяжимым.

2 о
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Потенциальная энергия упругого стержня пропорциональна квадрату 
кривизны. Следовательно, дифференциал dll  потенциальной энергии

стержня равен dU =  ~ku 2xxl(\ 4 - w2 )3 dx, а потенциальная энергия все
со стержня, кривизна оси которого, вообще говоря, переменна, будет

1  1

равна U =  ~ f  kUxX/ ( l  4 - w2 ) 3  dx. Если отклонение стержня о'г положе-
2  о

пня равновесия мало, то членом и2  в знаменателе можно пренебречь;
i

тогда U =  | J k u ^ x dx. 6 6 . у ' — — 1 /(Д, т. е. условие трансверсалыю-
о

1£> — у'
с/ги свелось к условию ортогональности. 6 7 . , --------—  =  1, т. е. гра-

1  -К угу1
фики экстремалей должны пересекать кривую у\ — ср(хi) , ' по кото­
рой скользит граничная точка, под углом 7г/4 . 6 8 . Дуги окружности 
у — 4=л/ 10х — х2. 69 . а) у =  0, б) у  =  — 2 cosxi sin ж, где х\ — корень 
уравнения х\  — 1 4 - sin2xi =  0. 70 . Дуги окружности у  =  ±^/8 х — х2.

{q — Xi sin х
71. у =  1 +  Зх — х2. 72 . у — --------;-------------, где х\ — корень уравнения

sin Xi
3(xi — а) — sin2xi — 0. 73 . а) х  =  x \ ( t  — sint)/ 7r, у  =  х \ (t — cos£)/7r; 
б) х  =  (t — sin£)/(4 7 rfc), у  =  Xi ( t  — cost ) / (Атгк), к  €  Z \  {0 } . 74 . Дуга- 
окружности (x — C2 ) 2 4- (у — C 1 ) 2 =  А2, где C i, C 2  и Л определяются из 
граничных условий и из изопериметрического условия. 75 . Дуга окруж­
ности (х — С2 ) 2 4- (у — C i ) 2 — А2, где C i, С2  и А определяются из г рав­
нинных условий и из изопериметрического условия. 76 . Цепная линия

х — с 2
у + Х =  Ci ch ——— , где C i, С 2  и А определяются из граничных условий

w
и из изопериметрического условия. 77 . Парабола. 78 . у =  ± 2  sin птгх, где 
н Е Z. 79 . у — Ах2 -I-Ciх-|-С2 , где C i, С2 и А определяются из rpai 111 ч 11 ы х 
условий и из изопериметрического условия. 80 . у =  (—5х 2  +  7х)/2,

d
81. Уравнение Штурма — Лиувилля —  (р(х)т/) 4 - [Аг(х) — (/(х)\у 0 ,

dx
7/(0 ) =  0, y (x i) =  0. Тривиальное решение у  =  0 не удовлетворяет ичопе 
риметрическому условию, а нетривиальные решения существуют лишь 
при некоторых значениях А, называемых собственным,и .тачптями. 
Следовательно, А должно быть собственным значением. Одна проич 
вольная постоянная общего решения уравнения Эйлера определяется 
из условия у(0 ) =  0 , другая — из изопериметрического условия. Н2 . По 
эллипсу, большая ось которого перпендикулярна, направлению ветра, 
а эксцентриситет равен отношению скорости ветра и скорости самоле­
та. 83 . к =  Ар(х,у), где к — кривизна экстремали, Л- постоянная.
84 . Уравнение меридиана у — л/б4 /3 х 2 / 3 — х 2, 0  < х < b, Н9. г-п /16" в
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северо-западном направлении. 87. В цилиндрических координатах р  = 
Ci + С 2 2 :, г = R. 8 8 . В цилиндрических координатах р cos(p /  у/2 + С\) ~ 
С‘2-> z — ±р. 89. j  du /у/<р(и) -f Ci =Ь j  dv /  у/ip(v) — С\ — CV 90. т^ж* =

т $),п . т £)(п . rri f ),n .
-и*<  Е  М * ® ; miili =  - и т Е  а л * ) ^ ,  =  - u Zi Е  А Л * ) ^ ,

i“ l i i—1 2— 1 ^
?' = 1 , . . .  , n. 91. у = ж, z = ж3. 92. Если 0 < а < 7г, то не существует 
точек на отрезке (0 , а], сопряжённых к 0 ; если же а > я, то существуют 
(например, ж = я) точки на отрезке (0, а], сопряжённые к 0. 93. То­
чек на отрезке (0,а), сопряжённых к точки 0, не существует. 94. При
а < я прямая у = 0  есть сильный минимум, при а > тг экстремумов не

ж2
существует. 95. Если точка (M i) лежит вне параболы у = —/г + —  (в

тЬ IЬ
баллистике она носит название параболы безопасности), то её нельзя со­
единить экстремалью с началом координат. Если же точка (M i) лежит 
внутри параболы безопасности, то найдутся две экстремали — параболы

1 Т QJ2 9
вида у = аж Н----—— ж , где а  — наклон экстремали в начале коорди-

4 д
нат: ?/(0) = а. Верхняя парабола носит название навесной, а нижняя — 
настильной. Навесная парабола минимума не дает, а настильная даёт 
сильный минимум.
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