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Предисловие

Данное учебное пособие предназначено для студентов математиче-

ских факультетов педагогических вузов. Предполагается, что читатель

имеет лишь самые поверхностные представления о преобразованиях

плоскости; этим обусловлены стиль изложения и подбор задач. Основ-

ная цель пособия состоит в развитии навыков самостоятельной работы с

математическим материалом. Вот почему значительное место отводится

упражнениям (задачам) – от самых простых до достаточно сложных.

Упражнения, приведенные в пособии, максимально приближены

к соответствующим теоретическим фрагментам и условно разбиты на

несколько групп:

– простейшие упражнения, предназначенные для первичного ус-

воения какого-либо понятия или теоретического положения; номера

этих упражнений снабжены значком (º);

– типовые задачи, являющиеся, в известной мере, тренировочны-

ми для курса геометрии; номера таких задач подчеркнуты;

– задачи, содержащие новый теоретически значимый факт; номе-

ра таких задач снабжены звездочкой (*).

Задачи последней группы вместе с приведенными теоретическими

сведениями образуют единый теоретический каркас данного пособия.

Другая особенность пособия состоит в повышенном внимании к

тем приемам, правилам, методам, которые облегчают поиск решения

задачи. Делается попытка выявить и по возможности систематизиро-

вать указанные приемы. Сводка наиболее важных из них дана в при-

ложении. Таким образом, цель – «изучить определенный теоретиче-

ский материал» – мы дополняем другой, не менее важной, целью –

«овладеть определенной системой приемов решения задач определен-

ного раздела геометрии».
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Теоретическое содержание данного пособия определено книгой

Л. С. Атанасяна и В. Т. Базылева [3] и, в основном, является традици-

онным для ныне действующей программы курса геометрии в педву-

зах, хотя местами и выходит за пределы этой программы. Мы стара-

емся по возможности усилить профессиональную направленность из-

ложения, «спускаясь» порой до типичных школьных задач или пыта-

ясь осветить известные школьные вопросы с позиций вузовского кур-

са геометрии. Ряд задач в пособии заимствован из источников, ука-

занных в списке литературы.

Предлагаемое пособие многофункционально. Его можно исполь-

зовать как в рамках основного курса геометрии (например, в качестве

сборника задач), так и в дисциплинах по выбору. Наконец, оно содер-

жит богатый материал и для курсовых работ по геометрии.

Разумеется, преподаватель, использующий данное пособие, мо-

жет выбирать различные траектории прохождения изучаемого мате-

риала. Так, например, некоторые задачи из § 43 (группы геометриче-

ских преобразований) могут рассматриваться (если позволяет алгеб-

раическая подготовка студентов) гораздо раньше, уже в главах, по-

священных движениям и преобразованиям подобия.

Считаю своим долгом выразить глубокую благодарность за цен-

ные советы и замечания профессору кафедры геометрии Российского

государственного педагогического университета им. А. И. Герцена А.

Л. Вернеру, профессорам кафедры геометрии Уральского государст-

венного педагогического университета Ю. Н. Мухину и В. П. Толсто-

пятову и доценту этой кафедры Т. А. Унеговой.
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Введение
Изложим вначале те общие рекомендации и принципы, которыми

полезно руководствоваться, изучая данное пособие.

А. Как работать с определением?

Большинство математических определений имеют следующую

структуру. "Объект x из множества М называется а  , если он удовле-

творяет условиям α, β, …". Здесь а есть тот термин, который при-

сваивается определенному понятию, а α, β, … – существенные при-

знаки определяемого понятия. Определение указанного типа позволя-

ет ответить на два вопроса.

А1. Известно, что объект x из множества М является а . Что от-

сюда следует? Что это значит?

Ответ. Отсюда следует (это означает), что объект x удовлетворя-

ет условиям α, β, ….

А2. Как доказать, что объект x из множестваМ является а ?

Ответ. Чтобы доказать, что объект x из множества М является а , дос-

таточно установить, что он удовлетворяет условиям α, β, … .

Итак, совет первый. Изучая определение, имеющее указанную

выше структуру, ставьте перед собой вопросы типа A1 или A2 и нахо-

дите ответы на эти вопросы, используя данное определение. Такая

тренировка поможет Вам при решении задач.

Упражнение

1°. Как известно, базисом векторного пространства V назы-

вается упорядоченная система векторов nååå rrr ,...,, 21 , ко-

торая удовлетворяет двум условиям:

а) система nååå rrr ,...,, 21  линейно независима;

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



10

б) любой вектор пространства V можно представить в

виде линейной комбинации векторов nååå rrr ,...,, 21 .

Сформулируйте для данного определения вопросы типа

А1 и А2 и ответьте на эти вопросы.

В. Как работать с теоремой?

Большинство теорем имеет следующую структуру. «Если объект

x из множества М удовлетворяет условию α, то он удовлетворяет и ус-

ловию β». Такая теорема позволяет ответить на два вопроса.

В1. Известно, что объект x из множества М удовлетворяет усло-

вию α. Что отсюда следует?

Ответ. Отсюда следует, что объект x удовлетворяет условию β.

В2. Как доказать, что объект x из множества М удовлетворяет ус-

ловию β?

Ответ. Чтобы доказать, что объект x удовлетворяет условию β,

достаточно установить, что x удовлетворяет условию α.

Итак, совет второй. Изучив какую-либо теорему, сформулируйте

вопросы типа B1 и B2 и ответьте на них, используя данную теорему.

Такая тренировка принесет Вам большую пользу.

Упражнение
2°. Как известно, имеет место следующая теорема: «Если определи-

тель, cоставленный из координат векторов ar  и b
r

 в двумерном вектор-

ном пространстве, равен нулю, то векторы ar  и b
r

 линейно зависимы».

Сформулируйте для данной теоремы вопросы типа B1 и B2 и от-

ветьте на эти вопросы.

C. Как решать задачи?

Процесс решения любой достаточно сложной задачи состоит

обычно из следующих этапов.
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1. Ознакомление с задачей, осмысление ее условий (что дано?) и

цели (что требуется доказать? найти? и т. п.), уточнение смысла тер-

минов в тексте задачи.

2. Поиск решения (отыскание плана, идеи, способа решения).

3. Реализация плана; иначе говоря, оформление решения в устной

или письменной форме.

4. Подведение итогов.

Наиболее трудным этапом процесса решения является поиск ре-

шения задачи. Раскроем три основных действия, которые чаще других

осуществляются на этой стадии.

1. Выведение следствий. Осуществляя это действие, мы рассуж-

даем примерно так: "Нам известно, что … . Что отсюда следует? Что

можно найти, располагая этими условиями? Отсюда следует, что … .

Располагая этими условиями, можно найти, узнать … ". Чаще всего

такие выводы осуществляются на основе некоторого определения (от-

вет на вопрос типа А1) или на основе какой-либо теоремы (ответ на

вопрос типа В1).

2. Анализ цели. Осуществляя это действие, мы рассуждаем

примерно так: "Требуется … . Как это сделать? Что для этого надо

доказать, найти, установить?". Отвечая на эти вопросы, мы либо

сводим одну задачу к другой (например, "Чтобы доказать α, доста-

точно доказать β"), либо разбиваем задачу на несколько подзадач

(например, "Чтобы доказать α, достаточно доказать β1, β2, β3"). До-

вольно часто, но не всегда, ответы на указанные вопросы основаны

либо на некотором определении, либо на некоторой теореме (ответы

на вопросы типа А2 или В2).

3. Сопоставление достигнутого с требуемым. Осуществляя

(чаще всего – попеременно) выведение следствий и анализ цели, мы

сравниваем то, чего мы уже достигли на пути движения к цели, с тем,

чего мы должны достичь. В результате такого сравнения мы вносим в
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процесс решения необходимые коррективы: выводим новые следст-

вия, ставим новые цели и т. п. Указанный метод (назовем его методом

попеременного движения) особенно успешно используется в задачах

на доказательство.

Итак, совет третий.

Решая задачу, чаще ставьте себе следующие вопросы:

а) Что известно? Что отсюда следует? Что можно узнать, найти,

доказать, располагая этими данными?

б) Что требуется? Как этого достичь? Что для этого надо сделать,

узнать, найти, доказать?

Отвечая на эти вопросы, постоянно сопоставляйте достигнутое с

требуемым.

Упражнение
3°. Дана задача: "Точки A (x1, y1), B (x2, y2), C (x3, y3) лежат на

одной прямой, причем простое отношение (AB, C) равно

λ. Доказать, что
l
l
+
+

=
1

21
3

xxx ,
l
l
+
+

=
1

21
3

yyy . "

Выведите следствия из условий задачи, заполняя про-

пуски в предложениях:

а) т. к. l=)(AB,C , то =AC …;

б) т. к. ),(),,(),,( 332211 yxCyxByxA , то (...)(...),CBAC .

Сопоставьте полученные выводы с целью задачи и завер-

шите решение.

Поиск решения задачи значительно облегчается, если мы владеем

определенными приемами, правилами, методами. Некоторые такие

приемы общего характера были перечислены выше: выведение след-

ствий, анализ цели, метод попеременного движения. Следует пом-

нить, однако, что задача может потребовать от нас и других действий,

например выдвижения гипотез, мысленного эксперимента и т. п.
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Значительную помощь при решении задач могут оказать и прие-

мы более частного плана, основанные на определениях и теоремах. По

существу эти приемы представляют собой ответы на вопросы типа A2

для определений или на вопросы типа B2 для теорем. Чтобы помочь

читателю научиться решать задачи, в приложении приведена «Сводка

основных правил, приемов и методов решения задач». Часть из них со-

общается в готовом виде, другие предлагается сформулировать самому

читателю. В случае затруднений следует обратиться к «Ответам и ука-

заниям», где можно найти ссылку на соответствующие приемы.
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ГЛАВА I. Общие вопросы теории      геометриче-
ских преобразований

§ 1. Отображения и преобразования
Пусть A и B – некоторые множества. Говорят, что задано отобра-

жение f множества A в множество B, если каждому элементу множе-

ства A по некоторому закону или правилу поставлен в соответствие

определенный (единственный) элемент множества В.

Символически это записывается так: f: BA® или BA f¾®¾  (чи-

тается: "отображение f множества A в множество B"). Множество A на-

зывается областью определения отображения f, а множество B – обла-

стью прибытия.

Если при отображении f элементу x множества A ставится в соот-

ветствие элемент y множества B, то пишут: f(x) = y, или yx f¾®¾ , или

yx ® , опуская символ f, если это не вызывает недоразумений. При этом

элемент y называется образом элемента x (говорят также, что x перехо-

дит в y или x отображается на y). Элемент x, в свою очередь, называется

прообразом элемента y.

На рис. 1 задано отображение f множества {1, 2, 3, 4, 5} в множе-

ство {a, b, с, d}. Здесь: f(1) = а, f(2) = с, f(3) = а, f(4) = d, f(5) = d. Про-

образами элемента а являются числа 1 и 3; прообразом элемента с яв-

ляется число 2; элемент b не имеет прообраза.
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Упражнения

4°. Объясните, почему можно считать, что на рис. 1 задано

отображение множества A в множество B.

5°. Объясните, почему нельзя считать, что на рис. 2 и рис. 3

заданы отображения A в B.

Понятие отображения является центральным понятием математи-

ки, с которым мы встречаемся едва ли не в каждом ее разделе.

Например, функции y=x2, y=ex, y=sin  x можно рассматривать как

отображения множества всех действительных чисел R в множество R:

каждому числу x первая функция ставит в соответствие число x2, вто-

рая функция – число ex, третья функция – число sin x.

Формула z= x2+y2 каждой упорядоченной паре (x, y) действитель-

ных чисел ставит в соответствие число z, равное x2+y2. Таким образом,

эта формула задает отображение множества R×R в множество R (ина-

че функцию двух переменных).

Числовую последовательность (xn) можно рассматривать как ото-

бражение множества N всех натуральных чисел в множество R: каж-

дому натуральному числу n ставится в соответствие определенное

число xn, которое называется n-ым членом последовательности.

Пусть V – множество всех векторов трехмерного пространства.

Сложение векторов есть отображение, которое любой упорядоченной

паре векторов ar  и b
r

 (т. е. каждому элементу множества V×V) ставит в

соответствие по определенному закону (а именно по правилу тре-

угольника) вектор, обозначаемый ba
rr

+  и называемый суммой векто-

ров ar  и b
r

. Таким образом, сложение векторов можно рассматривать

как отображение множества V×V в множество V.

Пусть ar  и b
r

 – некоторые фиксированные векторы, а t – перемен-

ная, пробегающая множество всех действительных чисел R. Векторное

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



16

равенство btat
rrr

×+×= 2n  каждому действительному числу t ставит в

соответствие вектор btat
rr

×+× 2 . Таким образом, это равенство задает

отображение множества R в множество V (иначе векторную функцию

скалярного аргумента).

Процесс измерения длин отрезков можно трактовать как отобра-

жение множества всех отрезков в множество положительных действи-

тельных чисел: каждому отрезку ставится в соответствие определен-

ное число – длина этого отрезка при выбранной единице измерения.

Упражнения

6°. Какие из приведенных ниже высказываний верны, а какие
– нет?
а) функция y=lg  x есть отображение множества всех
действительных чисел R в множество R;

б) функция xy =  есть отображение множества всех

неотрицательных действительных чисел +
OR  в множест-

во R;
в) вычитание натуральных чисел есть отображение
множества N×N в множество целых чисел.

7°. На плоскости задана аффинная система координат

{ }21,, eeOR rr
= . Каждой точке М (x, y) ставится в соответ-

ствие точка М′ (x′, y′), где x′= x+y, y′= x–y. Тем самым за-

дано отображение плоскости в себя. Найти образы и про-

образы точек A (1; 2), B (–1; 3), C (0; 0). Сделать рисунок.

Примечание. Из последнего примера видно, что отображение

плоскости в себя может быть задано (при наличии некоторой декарто-

вой системы координат) формулами вида x′= f(x, y), y′= φ(x, y), кото-

рые позволяют, зная координаты x и y любой точки плоскости, найти

координаты x′, y′ ее образа. Такие формулы мы будем называть фор-

мулами отображения плоскости (в данной системе координат).

Пусть f – отображение множества A в множество B, а C – некото-
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рое подмножество множества А. Множество образов всех элементов

множества C называется образом множества С и обозначается через

f(С). В частности, образ области определения A отображения f называ-

ется множеством значений этого отображения.

Например, для отображения на рис. 1 образом множества {1; 2}

является множество {а; с} (говорят также, что при данном отображе-

нии множество {1; 2} переходит в множество {а; с} или отображается

на множество {а; с}).

Пусть задано отображение f: BA ®  и D – некоторое подмноже-

ство области прибытия B. Полным прообразом множества D называ-

ется множество всех элементов из A, образы которых принадлежат D.

Полный прообраз множества D обозначается через )(1 Df - . В частно-

сти, если D состоит из одного элемента y, то )(1 Df -  называется пол-

ным прообразом элемента y и обозначается )(1 yf - .

Например, для отображения на рис. 1 полным прообразом мно-

жеств {а}, {а; b}  и {а; b; с} являются соответственно множества {1;

3}, {1; 3} и {1; 2; 3}.

Упражнения

8°. Для отображения на рис. 1 найти:

а) образы множеств {1; 2; 3}, {2; 3}, {3; 4; 5}, {5};

б) полные прообразы множеств {b; с}, {а; с; d}, {а; b; с; d};

в) полный прообраз каждого элемента множества B;

г) множество значений данного отображения.

9°. Рассматривая функцию y=x2 как отображение множества R в

себя (т.е. в R), найти:

а) образ отрезка [0; 2];

б) полный прообраз отрезка [0; 1];

в) множество значений данного отображения.
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10°. Рассматривая функцию y = sin x как отображение множества

R в себя, найти:

а) образ отрезка [0; π];

б) полный прообраз числа 0;

в) множество значений данного отображения.

Отображение f: BA ®  называется инъекцией, если образы лю-

бых двух различных элементов множества A различны.

Отображение f: BA ®  называется сюръекцией (или отображени-

ем множества A на множество В), если всякий элемент множества B

является образом хотя бы одного элемента из А. Иначе, отображение f:

BA ®  называется сюръекцией, если всякий элемент из множества В

имеет хотя бы один прообраз; иначе, отображение f: BA ®  называет-

ся сюръекцией, если f(А)  = В, т.е. если множество значений данного

отображения совпадает с его областью прибытия.

Отображение, показанное на рис. 1, не является инъекцией, т.к.,

например, образы элементов 1 и 3 совпадают. Это отображение не яв-

ляется и сюръекцией, т.к. элемент b не имеет ни одного прообраза.

Отображение f: BA ® , которое является одновременно инъекци-

ей и сюръекцией, называется биекцией (биективным отображением).

Биективное отображение называют иначе взаимно однозначным ото-

бражением множества A на множество B. В этом случае говорят также,

что между элементами множеств A и B установлено взаимно одно-

значное соответствие.

Упражнения
11°. Пусть А={1; 2; 3; 4}, В={а; b; с; d; е}. Задать какое-

нибудь отображение f: BA ® , которое было бы инъек-

тивным, но не сюръективным.

12°. Пусть A={1; 2; 3; 4; 5}, В={а; b; с; d}. Задать какое-

нибудь отображение f: BA ® , которое было бы сюръ-

ективным, но не инъективным.
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13°. Пусть A={1; 2; 3; 4}, В={а; b; с; d}. Задать какое-нибудь

отображение f: BA ® , которое было бы инъекцией и

сюръекцией, т.е. биекцией.

14°. Используя определения инъекции, сюръекции, биекции,

ответить на следующие вопросы:

а) известно, что отображение f: BA ®  является инъ-

екцией (сюръекцией, биекцией). Что это означает?

б) как доказать, что отображение f: BA ®  является

инъекцией? сюръекцией? биекцией?

15°. Рассматривая функцию y=sin x как отображение множе-

ства R в отрезок [–1; 1], выяснить, является ли это ото-

бражение инъекцией? сюръекцией? биекцией?

16°. Рассматривая функцию y=sin x как отображение отрезка

úû
ù

êë
é

2
;0 p  в отрезок [–1; 1], выяснить, является ли это ото-

бражение инъекцией? сюръекцией? биекцией?

17°. Рассматривая функцию y=sin x как отображение отрезка

úû
ù

êë
é-

2
;

2
pp  в отрезок [–1; 1], выяснить, является ли это

отображение инъекцией? сюръекцией? биекцией?

18*. Доказать, что если отображение f: BA ®  является би-

екцией, то всякий элемент множества B имеет ровно

один прообраз.

19*. Дано отображение f: BA ® . Доказать, что если всякий

элемент множества B имеет ровно один прообраз, то f –

биекция (признак биективности).

20°. Как доказать, используя полученный результат, что ото-

бражение f: BA ®  является биекцией?

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



20

Говоря об отображении f: BA ® , мы не исключаем и такой си-

туации, когда область определения A совпадает с областью прибытия

B. В этом случае имеем отображение множества A в себя –  f: АA ® .

Например, в упр. 7 рассматривалось отображение плоскости в себя,

заданное формулами x′= x+y, y′= x–y.

Может оказаться, что отображение f: АA ®  является биекцией.

Тогда говорят, что f есть преобразование множества А. Итак, преоб-

разованием множества А называется взаимно однозначное отображе-

ние множества А на себя.

Примером преобразования множества (в частности, плоскости) яв-

ляется тождественное преобразование; так называют отображение, при

котором всякий элемент множества (всякая точка плоскости) отобра-

жается на себя.

Упражнения

21°. Задать какое-нибудь преобразование:

а) множества A ={1; 2; 3};

б) множества B={а; b; с; d}.

22°. Как доказать, что отображение f: АA ®  является преоб-

разованием?

23. Отображение f плоскости в себя в некотором аффинном

репере задано формулами x′= x+y+1, y′= x–y+2. Доказать,

что f – преобразование плоскости.

24*. Отображение f плоскости в себя в некотором аффин-

ном репере задано формулами

x′ = а1x +  b1y +  c1, y′ = а2x + b2y + c2 (1).

Доказать, что отображение f является преобразованием тогда

и только тогда, когда 0
22

11 ¹
bа
bа .

Указание. Воспользуйтесь следующим алгебраическим фактом:
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система
î
í
ì

=+
=+

bqypx
anymx

 имеет единственное решение тогда и только то-

гда, когда ее определитель 0¹
qp
nm

.

25°. Как доказать, используя полученный выше результат,

что отображение плоскости в себя, заданное в аффин-

ном репере линейными формулами, т.е. формулами (1),

является преобразованием плоскости?

26. Являются ли преобразованиями плоскости отображения,

заданные следующими формулами:

а) x′= x – 2y + 5, y′= 3x – 6y + 1;

б) x′= x – 2y + 5, y′= 3x – 5y + 1;

в) x′= x + 1, y′= x + y.

§ 2. Примеры преобразований плоскости

2.1. Параллельный перенос

Определение. Пусть pr  – фиксированный вектор. Параллельным

переносом на вектор pr  называется отображение плоскости в себя, при

котором каждая точка М переходит в такую точку М′, что pMM r
=¢ 1.

Перенос на вектор pr  обозначается pTr .

Упражнения
27°. При переносе на вектор mr  точка A переходит в точку B.

1 Аналогично определяется параллельный перенос в трехмерном пространстве; достаточ-
но в приведенном определении заменить слово «плоскость» словом «пространство».
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Что это означает?
28°. Как доказать, что при переносе на вектор ar  точка М пе-

реходит в точку P?

29°. Задайте на плоскости вектор pr  и постройте образы не-

скольких произвольно выбранных точек при переносе на

вектор pr .

30°. Дан параллелограмм ABCD. Укажите образ точки A при

переносе на вектор BC  (образ точки D при переносе на

вектор AB ).

31°. При переносе на вектор pr  точка А переходит в точку B, а

при переносе на вектор qr  точка В переходит в точку С.

Найти:  а) образ точки В при переносе на вектор – pr ;

б) образ точки A при переносе на вектор qp rr
+ .

Пример 1. Найдем формулы параллельного переноса на вектор

pr (a, b).

Решение. Пусть при переносе на вектор pr (a, b) произвольная

точка М(x, y) переходит в точку М′(x′, y′), тогда по определению пере-

носа pMM r
=¢ . Приравнивая соответствующие координаты векторов

MM ¢  и pr , получаем x′–x=а, y′–y=b, откуда x′ = x+а, y′ = y+b (*). Это и

есть искомые формулы.

Примечание. Обобщая это решение, можно сформулировать об-

щий прием отыскания формул отображения плоскости в себя; он при-

веден в п. 4.1. «Сводки».

Упражнения
32*. Доказать, что параллельный перенос является преобра-

зованием плоскости.

33. Составить формулы параллельного переноса на вектор

pr , если известно, что при этом переносе точка A (1; 2)
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переходит в точку А1, принадлежащую прямой

x + 2y – 6 = 0 и 10=pr .

Пример 2. Докажем, что всякое преобразование плоскости, за-

данное в некотором аффинном репере формулами (*), является парал-

лельным переносом на вектор pr (a, b).

Решение. Пусть f – преобразование, заданное формулами (*), а φ –

перенос на вектор pr (a, b). По доказанному выше преобразование φ

задается формулами x′ = x+а, y′ = y+b. Как видим, преобразования f и φ

задаются в данном аффинном репере одинаковыми формулами и, сле-

довательно, совпадают. Поэтому f есть перенос на вектор pr (a, b).

Примечание. Приведенное решение основано на очевидной идее

совпадения двух преобразований плоскости, заданных одинаковыми

формулами в некотором аффинном репере (см. п. 6.1. в «Сводке»).

2.2. Поворот (вращение)

Определение. Пусть на ориентированной плоскости заданы точ-

ка О и направленный (ориентированный) угол, величина которого

равна α. Поворотом (вращением) вокруг точки О на угол α называется

отображение плоскости в себя, при котором точка О отображается на

себя, а всякая точка М, отличная от точки О, переходит в такую точку

М′, что ОМ′ = ОМ и угол МОМ′ равен α.

Поворот вокруг точки O (центр поворота) на угол α (угол поворо-

та) обозначается a
OR . Очевидно, что если pba k2+= , где Zk Î , то

ba
OO RR =  и обратно.

Примечание. В трехмерном пространстве аналогом поворота во-

круг точки является поворот вокруг прямой; его можно определить так.

Пусть в пространстве даны прямая а и направленный (ориентиро-
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ванный) угол, лежащий в некоторой плоскости, перпендикулярной пря-

мой а, причем величина этого угла равна α. Поворотом вокруг прямой а

на угол α называется отображение пространства в себя, при котором

всякая точка прямой а отображается на себя, а всякая точка M, не при-

надлежащая прямой а, переходит в такую точку M’, что:

1) точки М и M’  равноудалены от прямой а;

2) точки М и M’  лежат в некоторой плоскости σ, перпендикуляр-

ной прямой а; при этом Оa =Çs ;

3) угол МОM’  равен α.

Упражнения

34°. При повороте a
ÀR  точка B переходит в точку C. Что это оз-

начает?

35°. Как доказать, что при повороте j
OR  точка A переходит в

точку B?

36°. Отметьте на плоскости точки O, А, В. Постройте образы

точек А и В при повороте
o45

OR  (при повороте
o30-

OR ).

37°. Дан правильный треугольник АВС (буквы A, В, С рас-

ставлены в порядке обхода вершин по часовой стрелке);

точка O – центр треугольника. Укажите:

а) образ точки B при повороте
o60-

AR ;

б) образ точки B при повороте
o60

CR ;

в) образы точек A, B, C при повороте
o120

OR ;

г) образы точек A, B, C при повороте
o240

OR .

Пример 3. Составим формулы по-

ворота вокруг точки S (x0, y0) на угол α
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(система координат – прямоугольная).

Решение. Пусть при повороте a
SR  произвольная точка М(x, y), отличная

от точки S, переходит в точку М′(x′, y′) (рис. 4).

По определению поворота SМ = SМ′ и ориентированный угол

МSМ′ равен α,  т.  е. a=¢Ð ),( MSSM .  Т.  к. );( 00 yyxxSM -- ,

);( 00 yyxxMS -¢-¢¢ , то, используя известные формулы, получаем:

,)()()()(cos 2
0000

SM

yyyyxxxx
MSSM
MSSM -¢×-+-¢×-

=
¢×

¢×
=a

,)()()()(sin 2
000000

00

SM

yyxxxxyy
MSSM

yyxx
yyxx

-¢×-+-¢×--
=

¢×

-¢-¢
--

=a

отсюда:

.
sin))()(()()()()(

cos))()(()()()()(
2

0
2

00000

2
0

2
00000

î
í
ì

×-+-=-¢×-+-¢×--
×-+-=-¢×-+-¢×-

a
a

yyxxyyxxxxyy
yyxxyyyyxxxx

Решая эту систему относительно x’ и y’, получаем:

cossincossin
sincossincos

000

,000

î
í
ì

+×-×-×+×=¢
+×+×-×-×=¢

yyxyxy
xyxyxx

aaaa
aaaa

(*).

Формулы (*) составлены для всех точек M, отличных от центра

поворота S0. Однако, как легко видеть, они годятся и для точки S.

Действительно, в соответствии с формулами (*) );();( 0000 yxSyxS ® ,

что и требуется определением поворота.

В частности, если центр поворота совпадает с началом координат,

то формулы (*) принимают следующий вид:

î
í
ì

×+×=¢
×-×=¢

aa
aa

cossin
sincos

yxy
yxx

(формулы поворота вокруг начала координат на угол α).
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Упражнения
38°. Составить формулы поворота вокруг начала координат

на угол 30º (–60º; 45º).

39*. Доказать, что поворот является преобразованием

плоскости.

40*. Доказать, что всякое преобразование плоскости, задан-

ное в ортонормированном репере формулами (*), явля-

ется поворотом вокруг точки S (x0; y0) на угол α.

41. При повороте a
SR  точка A (2; 3) переходит в точку B (5; 0).

Составить формулы поворота, если известно, что его

центр принадлежит прямой 2x + y – 1 = 0. Найти образ

начала координат при этом повороте.

2.3. Центральная симметрия

Определение. Центральной симметрией с центром O называется

отображение плоскости в себя, при котором всякая точка М переходит

в точку М′, симметричную точке М относительно точки О1. Централь-

ная симметрия с центром O обозначается ZO.

Напомним, что точки М и М′ называются симметричными отно-

сительно точки O, если отрезок ММ′ делится точкой O пополам. При

этом считается, что точка O симметрична сама себе относительно О.

Упражнения

42°. При центральной симметрии ZА точка М переходит в

точку P. Что это означает?

1 Аналогично определяется центральная симметрия (отражение относительно точки) в
трехмерном пространстве; достаточно в приведенном определении заменить слово
«плоскость» словом «пространство».
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43°. Как доказать, что при центральной симметрии ZO точка

A переходит в точку В.

44°. Отметьте на плоскости точки O, А, В. Постройте образы

точек O и А при центральной симметрии ZВ.

45°. Диагонали параллелограмма пересекаются в точке О.

Указать образы точек A, B, C, D, O при центральной

симметрии ZO.

46°. При центральной симметрии ZА точка М переходит в

точку K, а при центральной симметрии ZВ точка K пере-

ходит в точку P. Доказать, что при переносе на вектор

AB2  точка M переходит в точку P.

47*. Сравните определения поворота и центральной симмет-

рии. Как соотносятся эти понятия?

48*. Составьте формулы центральной симметрии с центром

в начале координат.

49*. Составьте формулы центральной симметрии с цен-

тром в точке S (x0; y0).

50*. Доказать, что центральная симметрия является преобра-

зованием плоскости.

51*. Доказать, что всякое преобразование плоскости, заданное

в аффинном репере формулами x′ = –x + 2x0, y′ = –y + 2y0,

является центральной симметрией с центром в точке

S (x0; y0).

52. На прямой 2x + y + 3 = 0 найти точку, которая при цен-

тральной симметрии с центром в начале координат пе-

реходит в точку, принадлежащую прямой x – y – 3 = 0.

53. Составить формулы центральной симметрии ZS, при ко-

торой точка A(0; 1) переходит в точку, принадлежащую

прямой x – y + 7 = 0, если известно, что центр S принад-

лежит прямой x + y –5 = 0.
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2.4. Осевая симметрия

Определение. Пусть на плоскости даны прямая a и точка M óa. Как

известно, точка М′ называется симметричной точке M относительно

прямой a, если отрезок ММ′ перпендикулярен прямой a и делится ею

пополам. При этом считается, что всякая точка прямой a симметрична

сама себе относительно этой прямой.

Определение. Осевой симметрией с осью a называется отобра-

жение плоскости в себя, при котором каждая точка M переходит в

точку М′, симметричную точке M относительно прямой a. Осевая

симметрия с осью a обозначается Sa.

Примечание. В трехмерном пространстве для осевой симметрии

существует два аналога.

1) Отражение относительно прямой определяется аналогично

осевой симметрии; достаточно в приведенном определении заменить

слово «плоскость» словом «пространство».

2) Отражение относительно плоскости σ – отображение простран-

ства в себя, при котором всякая точка М переходит в точку М’, сим-

метричную точке М относительно плоскости σ.

Упражнения
54°. При осевой симметрии с осью a точка B переходит в

точку C. Что это означает?

55°. Как доказать, что при осевой симметрии с осью a точка

A переходит в точку B?

56°. На плоскости даны прямая a и несколько точек. По-

стройте образы этих точек при осевой симметрии aS .

57°. Дан ромб ABCD. Укажите образы его вершин при осе-

вой симметрии с осью AC (с осью BD).
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58°. Точка M лежит внутри прямого угла AOB. При осевой

симметрии SOA точка M переходит в точку P, а при осе-

вой симметрии SOB точка P переходит в точку K. Дока-

зать, что при центральной симметрии ZO точка M пере-

ходит в точку K.

59. При осевой симметрии, осью которой является прямая

2x – y = 0, точка A оси Ox переходит в точку B, принадле-

жащую прямой 3x + y + 1 = 0. Найти точки A и B.

Пример 4. Составим формулы осевой симметрии, осью которой

является прямая a, заданная в ортонормированном репере уравнением

Ax+By+C=0.

Решение. Пусть при осевой симметрии Sa произвольная точка

М(x; y) переходит в точку М′(x′; y′). Тогда, во-первых, отрезок ММ′

перпендикулярен прямой a и, стало быть, 0=×¢ pMM r , где pr  – на-

правляющий вектор прямой a. Во-вторых, середина отрезка ММ′ –

точка M0 – принадлежит прямой a. Имеем:

.
2

;
2

),;(),;( 0 ÷
ø
ö

ç
è
æ +¢+¢

--¢-¢¢ yyxxMABpyyxxMM r

Отсюда получаем:

.0
2

)(
2

)(
,0)()(0

0 =+
+¢

+
+¢

ÞÎ

=-¢--¢×Þ=×¢

CyyBxxAaM

yyAxxBpMM r

Решая эту систему относительно x′ и y′, находим:

ï
ï
î

ïï
í

ì

+
-×

+
-

+×
+

-=¢

+
-×

+
-×

+
-

-=¢

2222

22

22

222222

22

22

,22

BA
BCy

BA
BAx

BA
ABy

BA
ACy

BA
ABx

BA
BAx

 (*).

Упражнения

60*. Доказать, что осевая симметрия является преобразова-
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нием плоскости.

61. Составить формулы осевой симметрии, при которой точ-

ка M(2; 5) переходит в точку М′(0; 1).

62*. Составить формулы осевой симметрии с осью Ox (с

осью Oy), используя определение осевой симметрии, а

затем убедиться, что полученные формулы являются ча-

стным случаем формул (*) из примера 4.

63*. Доказать, что преобразование плоскости, заданное в орто-

нормированном репере формулами x′=x, y′=  –y (x′= –x,

y′=y), является осевой симметрией с осью Ox (с осью Oy).

2.5. Гомотетия

Определение. Пусть даны некоторая точка O и число k ≠ 0. Го-

мотетией с центром O и коэффициентом k называется отображение

плоскости в себя, при котором каждая точка M плоскости переходит

в такую точку М′, что OMkMO ×=¢ . Гомотетия с центром O и коэф-

фициентом k обозначается
k
OH 1.

Упражнения

64°. При гомотетии k
AH  точка B переходит в точку C. Что это

означает?

65°. Как доказать, что при гомотетии k
OH  точка A переходит

в точку B?

66°. Отметьте точки O, A, B. Постройте образы этих точек

при гомотетии с центром в точке O и коэффициентом k,

1 Аналогично определяется гомотетия  в трехмерном пространстве; достаточно в приве-
денном определении заменить слово «плоскость» словом «пространство».
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равным
3
1;2;

2
1;2 -- .

67°. Основания BC и AD трапеции ABCD относятся как 1:3.

Диагонали трапеции пересекаются в точке O, а продол-

жения боковых сторон – в точке S.  Укажите образы:  а)

точек B и C при гомотетии 3-
OH ; б) точек A и D при гомо-

тетии 3
1

-

OH ; в) точек B и C при гомотетии 3
SH ; г) точек A

и D при гомотетии 3
1

SH .

68*. Что представляет собой гомотетия 1-
OH ? 1

OH ?

69*. При гомотетии k
OH  точки A и B переходят в точки A1 и B1.

Доказать, что ABkBA ×=11  (основное свойство гомотетии).

70*. Составить формулы гомотетии:

а) с центром в начале координат и коэффициентом, рав-

ным k;

б) с центром в точке S (x0; y0) и коэффициентом, равным k.

71*. Доказать, что гомотетия является преобразованием плос-

кости.

72*. Доказать, что всякое преобразование плоскости, задан-

ное в аффинном репере формулами вида x′=kx, y′=ky, яв-

ляется гомотетией с центром в точке O (0; 0) и коэффи-

циентом, равным k.

73. При гомотетии k
SH , где k = 2, точка A(5; 2) переходит в

точку B(–3; –4). Найти центр S и составить формулы го-

мотетии.

74. На прямой 3x – y – 8 = 0 найти точку A, которая при го-

мотетии с центром в начале координат и коэффициен-

том, равным
2
1 , переходит в точку, принадлежащую
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прямой x + y – 2 = 0.

§ 3. Отыскание образа фигуры
   при заданном преобразовании

Пусть f – некоторое преобразование плоскости, а Ф – некоторая фи-

гура. В соответствии с определением, данным в §1, образ фигуры Ф при

преобразовании f есть такая фигура Ф′, которая состоит из всех тех и

только тех точек плоскости, каждая из которых является образом неко-

торой точки фигуры Ф. Отсюда, опираясь на понятие равенства двух

множеств, получаем следующее правило отыскания образа фигуры.

Чтобы доказать, что при преобразовании f фигура Ф переходит в

фигуру Ф′ (отображается на фигуру Ф′, преобразуется в фигуру Ф′),

достаточно:

– взять произвольную точку M фигуры Ф и доказать, что ее образ

принадлежит фигуре Ф';

– взять произвольную точку M′ фигуры Ф′ и доказать, что ее про-

образ принадлежит фигуре Ф (см. п. 5.1. в «Сводке»).

Пример 1. Дан параллелограмм ABCD. Докажем, что при перено-

се на вектор BC  отрезок AB отобража-

ется на отрезок DC (рис. 5).

Решение. Через произвольную точку

M отрезка AB проведем прямую a, па-

раллельную BC. Пусть CDaM Ç=¢ .

Очевидно, точка М′ принадлежит отрез-

ку DC. Так как BCMM =¢ , то при переносе на вектор BC  точка M пе-

реходит в точку М′.

Обратно, возьмем произвольную точку М′ на отрезке DC и прове-

дем через нее прямую a, параллельную BC. Обозначим MABa =Ç .
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Ясно, что точка M принадлежит отрезку AB. Так как BCMM =¢ , то M

прообраз точки М′ при переносе на вектор BC .

Итак, образ М′ любой точки M отрезка AB принадлежит отрезку

DC и, обратно, прообраз M любой точки М′ отрезка DC принадлежит

отрезку AB.

В соответствии с приведенным выше правилом заключаем, что

при переносе
BC

T  отрезок AB отображается на отрезок DC.

В ряде случаев правило 5.1. допускает более простую форму; она

применяется для так называемых инволютивных преобразований.

Преобразование f называется инволютивным, когда для любой

точки M выполняется условие: если f(M) = М′, то f(M′) = М. Легко ви-

деть, что центральная и осевая симметрии являются инволютивными

преобразованиями.

Пусть требуется доказать, что при инволютивном преобразовании

f фигура Ф отображается на себя. Оказывается, что в этом случае дос-

таточно ограничиться лишь первым действием правила 5.1., а именно

доказать, что образ произвольной точки фигуры Ф принадлежит фигу-

ре Ф. Утверждение же второго пункта правила 5.1. следует при этом из

утверждения первого. В самом деле, возьмем произвольную точку М′

фигуры Ф и пусть f(M′)= М. В силу первого пункта правила 5.1. MÎФ.

Так как f  инволютивно, то f(M) = М′, т.е. M – прообраз точки М′

и, таким образом, требование второго пункта правила 5.1. оказалось

выполненным. Указанная модификация правила 5.1. приведена в

п. 5.2. в «Сводке».

Пример 2. Прямая a проходит че-

рез центр окружности ω. Докажем,

что при осевой симметрии Sa окруж-

ность ω отображается на себя (рис. 6).

Решение. Пусть MÎω и Sa(M) = М′,
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 а KaMM =Ç¢ . По определению осевой симметрии aMM ^¢  и MK =

М′K, поэтому ∆OMK = ∆OМ′K и, следовательно, ОМ′ = ОМ. Т. к. M Î ω

и ОМ = ОМ′, то M′ Î ω, что и требовалось доказать.

Определение. Прямая a (точка O) называется осью симметрии

(центром симметрии) фигуры Ф, если при осевой симметрии Sa (при

центральной симметрии ZO) фигура Ф отображается на себя.

В силу этого определения полученному выше результату можно

придать следующую форму: «Всякая прямая, проходящая через центр

окружности, является осью симметрии этой окружности».

Упражнения
75*. Доказать, что центр окружности является центром сим-

метрии этой окружности.
76*. Прямая c содержит биссектрису угла, образованного

лучами a и b. Доказать, что при осевой симметрии Sc луч
a отображается на луч b.

77*. Доказать, что прямая, содержащая биссектрису угла,

является осью симметрии этого угла.

78*. Доказать, что при повороте вокруг точки O окружность

с центром в точке O отображается на себя.

Отыскание образа фигуры в соответствии с правилом 5.1. оказы-

вается порой весьма громоздким. Более удобным является иногда дру-

гой способ – координатный. Он основан на следующем утверждении.

Пусть фигура Ф в некоторой системе координат задана уравнением

F(x, y) = 0 (1),

а преобразование f задано формулами x′ = φ (x; y), y′ = ψ(x; y)  (2).

Выразим из формул (2) переменные x и y через x′ и y′:

x = φ1(x′; y′),  y = ψ1(x′; y′) (3).

Заметим, что, по крайней мере, теоретически это сделать возможно,

так как f – преобразование. Поэтому система (2) при любых x′ и y′

имеет единственное решение (x; y). Докажем, что образ фигуры Ф –
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фигура Ф′ -  задается уравнением F (φ1(x′; y′), ψ1(x′; y′)) = 0 (4).

Действительно, пусть точка М′(x′; y′)ÎФ′, тогда эта точка является

образом некоторой точки М(x; y), принадлежащей фигуре Ф. Поэтому

верно равенство F(x, y)=0. Заменяя в этом равенстве x и y на φ1(x′; y′) и

ψ1(x′; y′) из (3), получаем верное равенство F(φ1(x′; y′), ψ1(x′; y′)) = 0.

Таким образом, координаты любой точки фигуры Ф′ удовлетворяют

уравнению (4).

Обратно, пусть координаты точки М′ (x′; y′) удовлетворяют урав-

нению (4). Точка М′ является образом некоторой точки М (x; y), при-

чем x и y связаны с x′ и y′ формулами (3). Тогда из (4) получаем

F(x; y)=0. Это означает, что точка M принадлежит фигуре Ф и, следо-

вательно, точка М′ принадлежит фигуре Ф′.

Итак, (4) есть уравнение образа фигуры Ф (см. п. 5.3. в «Сводке»).

Пример 3. Прямая с проходит через точку пересечения прямых a и b

и делит пополам вертикальные углы, образованные этими прямыми. До-

кажем, что при осевой симметрии Sc прямая a отображается на прямую b.

Решение. Введем прямоугольную де-

картову систему координат, направив ось

Ox по прямой c (рис. 7). Пусть ориентиро-

ванный угол от оси Ox до прямой a равен

α, тогда ориентированный угол от оси Ox

до прямой b равен –α. Прямую a можно

задать уравнением y = kx, тогда прямая b

окажется заданной уравнением y = – kx.

Формулы осевой симметрии относительно прямой c (оси Ox)

имеют вид x′ = x, y′ =  –y (упр. 62). Выражая x, y через x′, y′, полу-

чим: x = x′ y = –y′. Подставляя эти выражения в уравнение прямой

a, получаем уравнение ее образа: y′ = –kx′ или, в привычных обо-

значениях: y =  –kx. Как видим, получилось уравнение прямой b.

Это и означает, что Sc(a) = b.
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Пример 4. Докажем, что при повороте

a
OR , где

2
0 pa £< , всякая прямая a перехо-

дит в такую прямую a′, что угол между пря-

мыми a и a′ равен a .

Решение. Введем на плоскости прямо-

угольную декартову систему координат с началом в точке O (рис. 8).

Пусть прямая a задается в этой системе уравнением Аx+By+C=0.

Чтобы найти образ прямой a, воспользуемся формулами поворота a
OR :

.
cossin
sincos

î
í
ì

×+×=¢
×-×=¢

aa
aa

yxy
yxx

Решая эту систему относительно x и y, получаем:

.
cossin
sincos

î
í
ì

×¢+×¢-=
×¢+×¢=

aa
aa

yxy
yxx

Подставляя полученные выражения в уравнение прямой a, нахо-

дим уравнение прямой a':

0)cossin()sincos( =+¢××+×+¢××-× CyBAxBA aaaa .

Найдем косинус угла φ между прямыми a и a'; он равен модулю

косинуса угла между направляющими векторами pr  и qr  прямых a и

a'. Так как );( ABp -
r , )sincos;cossin( aaaa ×-××-×- BABAqr , то

.!
2

;
2

cos
cos)(

cos
2222

22

÷
ø

ö
ç
è

æ
úû
ù

êë
é-Î=

++

+
=

×
×

=
ppaa

a
j

BABA

BA
qp
qp
rr

rr

Очевидно, что aa coscos = . Таким образом, aj coscos = . Учи-

тывая, что úû
ù

êë
éÎ

2
;0, pja , заключаем, что aj = .

Примечание. Аналогично можно доказать, что если pap
<<

2
, то

apj -= .
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Упражнения

79*. Используя координатный способ отыскания образа фи-

гуры, доказать следующие предложения:

а) прямая, проходящая через центр окружности, являет-

ся осью симметрии этой окружности;

б) центр окружности является центром симметрии этой

окружности;

в) при параллельном переносе всякая прямая, парал-

лельная вектору переноса, отображается на себя, а

прямая, не параллельная вектору переноса, переходит

в параллельную ей прямую;

г) при центральной симметрии ZO всякая прямая, про-

ходящая через центр O, отображается на себя, а прямая,

не проходящая через центр O, переходит в параллель-

ную ей прямую;

д) при осевой симметрии с осью a прямая a отображает-

ся на себя; всякая прямая, параллельная оси a, перехо-

дит в параллельную ей прямую; всякая прямая, перпен-

дикулярная оси a, отображается на себя;

е) при гомотетии k
OH , где k≠1, всякая прямая, проходя-

щая через центр O, отображается на себя, а прямая, не

проходящая через центр O, переходит в параллельную

ей прямую.

§ 4. Композиция отображений
Композицией отображений f: BA ®  и φ: CB ®  называется ото-

бражение g: CA ® , которое каждому элементу x из множества A ста-

вит в соответствие элемент φ(f(x)) из множества C (рис. 9)

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



38

Композиция отображений f и φ

обозначается foj  (справа пишется то

отображение, которое выполняется

первым!). Таким образом, по определе-

нию композиции для любого элемента

x из множества A выполняется равенство )).(())(( xfxf jj =o

Рассмотрим примеры отыскания композиции преобразований плос-

кости.

Пример 1. Преобразования f и φ в некотором аффинном репере

заданы формулами:

î
í
ì

-=¢
+=¢

yxy
xx 5

 и
î
í
ì

-=¢
+=¢

1xy
yxx

 соответственно.

Найдем формулы отображений foj  и jof .

Решение.

а) Пусть );();( 111 yxMyxM f¾®¾ , тогда x1=x+5, y1=x–y (1).

Пусть далее );()y;(xM 111 yxM ¢¢¢¾®¾j , тогда x′=x1+y1, y′= x1–1  (2).

При отображении foj :

);();( yxMyxM ¢¢¢® . Пользуясь формула-

ми (1) и (2), выражаем x′ и y′ через x и y:

x′=2x–y+5, y′=x+4. Это и есть формулы

отображения foj  (рис. 10).

б) Пусть );(y)M(x; 111 yxM¾®¾j , а );();( 111 yxMyxM f ¢¢¢¾®¾ ,

тогда:
î
í
ì

-=
+=

11

1

xy
yxx

(3)  и
î
í
ì

-=¢
+=¢

11

1 5
yxy

xx
(4).

При отображении jof );();( yxMyxM ¢¢¢® .  Из (3) и (4) получа-

ем формулы отображения jof :
î
í
ì

+=¢
++=¢

1
5

yy
yxx

.
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Примечание. Сравнивая формулы отображений jof  и foj , ви-

дим, что ff oo jj ¹ .

Пример 2. Найдем композицию ab
OO RR o  двух поворотов с одним

и тем же центром.

Решение. Первый способ. Выберем на плоскости прямоугольную

декартову систему координат с началом в точке O. В этой системе ко-

ординат повороты a
OR  и b

OR  задаются формулами:

î
í
ì

×+×=¢
×-×=¢

aa
aa

cossin
sincos

yxy
yxx

 и
î
í
ì

×+×=¢
×-×=¢

bb
bb

cossin
sincos

yxy
yxx

 соответственно.

Находя формулы композиции ab
OO RR o  (как в примере 1), получаем:

î
í
ì

××+×+××-×=¢
××+×-××-×=¢

baabaa
baabaa

cos)cossin(sin)sincos(
sin)cossin(cos)sincos(

yxyxy
yxyxx

 или,

после очевидных преобразований,
î
í
ì

+×++×=¢
+×-+×=¢

)cos()sin(
)sin()cos(

baba
baba

yxy
yxx

.

Отсюда следует, что композиция ab
OO RR o  есть поворот ba +

OR .

Второй способ. Возьмем произвольную точку M.

Пусть 1)( MMRO =a , MMRO ¢=)( 1
b   (рис. 11).

Тогда по определению поворота имеем:

OM=OM1, a=Ð 1MOM , OM1=OM′, b=¢Ð MOM1 .

Отсюда следует, что OM=OM′, ba +=¢Ð MMO .

Таким образом, отображение ab
OO RR o  переводит про-

извольную точку M в такую точку M′, что OM=OM′ и ba +=¢Ð MMO .

Это означает, что композиция ab
OO RR o  есть поворот ba +

OR .

Подведем итоги. Анализируя процесс решения первой задачи

(пример 1), можно сформулировать общее правило отыскания формул
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композиции преобразований плоскости. Это правило приведено

в п. 4.2.«Сводки».

Во второй задаче (пример 2) требовалось определить вид некото-

рого преобразования плоскости (а именно композиции ab
OO RR o ). Пер-

вое решение основано на отыскании формул этого преобразования с

последующим распознаванием его вида. Второе решение «укладыва-

ется» в правило, сформулированное в п. 2.6. «Сводки».

Упражнения
80*. Доказать, что композиция двух преобразований плоско-

сти есть преобразование плоскости.

81. Преобразования плоскости f и φ заданы формулами:

î
í
ì

++=¢
+=¢

1
2

yxy
yxx

 и
î
í
ì

+=¢
+-=¢

yxy
yxx
2

1
 соответственно.

Найти формулы преобразований jof , foj , ff o .

82. Найти формулы композиции 33
1

AB HH o , если A (–1; 1),

B (2; –1). Определить вид этой композиции.

83*. Доказать следующие соотношения:

а) baab TTT rrrr o += ;

б) 2112 kk
O

k
O

k
O HHH ×=o .

Решить задачу двумя способами.

84*. Доказать, что композиция центральных симметрий ZA и

ZB есть параллельный перенос на вектор AB×2 .

85*. Доказать следующие соотношения:

а)
1OOp ZZT =or , где точка O1 определяется равенством

pOO r

2
1

1 = ;
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б)
1OpO ZTZ =ro , где точка O1 определяется равенством

pOO r

2
1

1 -= .

К преобразованиям плоскости, рассмотренным в § 2, добавим еще

одно – скользящую симметрию.

Скользящей симметрией называется композиция осевой симмет-

рии Sc и переноса на ненулевой вектор pr , параллельный оси c1.

Пример 3. Найдем формулы скользящей симметрии cp ST or .

Решение. Выберем на плоскости

прямоугольную декартову систему

координат, направив ось Ox по прямой c

(рис. 12), тогда )0;(apr .

Возьмем произвольную точку М (x; y).

При осевой симметрии Sc :

);();( 111 yxMyxM ® ,

поэтому x1 = x, y1 = –y (1).

Перенос на вектор pr  переводит точку M1(x1; y1) в точку М′ (x′; y′),

поэтому x′= x1+a, y′= y1 (2).

Из (1) и (2) получаем: x′=x+a, y′= –y. Это и есть искомые формулы

скользящей симметрии в выбранной системе координат.

Упражнения
86*. Доказать, что скользящая симметрия является преобра-

зованием плоскости.

87*. Доказать, что всякое преобразование плоскости, заданное

в ортонормированном репере формулами вида x′ = x + a,

1 В трехмерном пространстве аналогом скользящей симметрии является композиция от-
ражения относительно плоскости и переноса на ненулевой вектор, параллельный этой
плоскости
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y′ = –y, где 0¹a , является скользящей симметрией

cp ST or , где c – ось Ox, а )0;(apr .

88*. Доказать, что если при скользящей симметрии ap ST or

точка M переходит в точку М′, то середина отрезка MМ′
принадлежит оси a.

89. Составить формулы скользящей симметрии ap ST or , если

)1;2( -pr , а ось a задана уравнением x+2y–1=0.

90. Найти ось скользящей симметрии ap ST or , при которой

точка M(1;5) переходит в точку М′(5; 3), а )1;1(pr .

91. Найти ось a и вектор pr  скользящей симметрии ap ST or ,

при которой точка A(1; 2) переходит в точку B(–1; 0), а
точка B переходит в точку C(1; –2). Составить форму-
лы этой скользящей симметрии.

92*. Доказать, что если pr ||a, то paap TSST rr oo = .

Пример 4. Докажем, что для любых преобразований f, φ и g одно-

го и того же множества M имеет место соотношение

fgfg oooo )()( jj =  (ассоциативный закон).

Решение. Чтобы доказать, что два преобразования p и q одного и

того же множества M совпадают, достаточно установить, что для любого

элемента x этого множества выполняется равенство p(x)=q(x) (преобра-

зования p и q одинаково действуют на любой элемент множества M).

Применим эту очевидную идею для решения поставленной задачи (п.

6.2. в «Сводке»).

Возьмем произвольный элемент множества M и найдем его образ

при отображениях )( fg oo j  и fg oo )( j .

По определению композиции отображений имеем:

)))((()))((()))((( xfgxfgxfg jjj == ooo (1),

)))((())()(())()(( xfgxfgxfg jjj == ooo (2).
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Сравнивая (1) и (2) и учитывая, что элемент x был выбран произ-

вольно, заключаем, что fgfg oooo )()( jj =  (рис. 13).

Примечание. Как известно из курса

алгебры, из ассоциативности неко-

торой операции следует, что резуль-

тат композиции трех и более эле-

ментов (в частности, преобразова-

ний плоскости) не зависит от спосо-

ба расстановки скобок в этой ком-

позиции. Например, dcbadcba ×××=××× ))(()()( dcba ×××= ))((  и т. д.

Упражнения

93*. Доказать, что для любого преобразования f и тождественно-

го преобразования e выполняется соотношение ffeef == oo .

94*. Доказать, что преобразование f инволютивно тогда и

только тогда, когда eff =o  (или f 2 = e).

95*. Доказать соотношения: а) eSS ll =o ; б) eZZ OO =o .

96. Доказать, что композиция ABCABC ZZZZZZ ooooo  есть

тождественное преобразование плоскости.

97. Определить вид следующих композиций:

а) ABBA
ZZT oo ;

б) )( CASTT ACABBC
¹oo ;

в) °° 9090
AAB RRZ oo ;

г) )( BASZZ ABAB ¹oo ;

д) k
A

k
Ap HHT oor

1
-

;

е) ABC ZZZ oo .

98*. Доказать, что если ar  || c, b
r

 || c, то bacbca TSTST rrrr ooo +=)()( .
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§ 5. Обратное преобразование
Определение. Пусть f – преобразование плоскости, тогда для каж-

дой точки M существует единственная точка M′,  такая,  что f(M′)  = М.

Отображение плоскости в себя, при котором всякая точка M переходит

в такую точку M′, что f(M′) = М, называется обратным отображению f.

Обозначается: f –1.

Легко видеть, что если f – преобразование плоскости, то обратное

ему отображение f –1 также является преобразованием плоскости.

Из данного определения непосредственно вытекает, что:

а) если f(M) = М′, то f –1(M′) = М;

б) если f –1(M) = М′, то f(M′) = М;

в) если при преобразовании f фигура Ф отображается на фигуру Ф′,

то при обратном преобразовании фигура Ф′ отображается на фигуру Ф.

Пример 1. Докажем, что для любых преобразований f и φ имеет

место соотношение 111)( --- = jj oo ff .

Решение. Воспользуемся приемом 6.2. «Сводки».

Возьмем произвольную точку M и найдем ее образ при преобра-

зовании 11 -- jof . Пусть φ–1(M)=M1, f –1(M1)= М′, тогда по определе-

нию композиции MMf ¢=-- ))(( 11 jo  (1).

Найдем образ точки M при преобразовании 1)( -foj .

Так как f –1(M1) = М′, то f(M′) = М1. Так как φ–1(M) =M1, то φ(M1) = M.

Так как f(M′) = М1, а φ(M1) = M, то MMf =¢))(( oj . Отсюда полу-

чаем MMf ¢=- )()( 1oj  (2). Равенства (1) и (2) означают, что преобра-

зования 11 -- jof  и 1)( -foj  одинаково действуют на любую точку M,

следовательно, 111)( --- = jj oo ff .

Пример 2. Докажем, что преобразование, обратное переносу на

вектор pr , есть перенос на вектор – pr , т. е. pp TT rr
-

- =1)( .
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Решение. Воспользуемся приемом 6.2. «Сводки».

Возьмем произвольную точку M, и пусть MMTp ¢=- )()( 1r , тогда

MMTp =¢)(r . Отсюда следует, что pMM r
=¢  и, стало быть, pMM r

-=¢ .

Последнее означает, что MMT p ¢=- )(r .

Таким образом, преобразования 1)( -
pTr  и pT r-  одинаково действу-

ют на любую точку: )()()( 1 MTMT pp rr
-

- = .  Это и означает,  что

pp TT rr
-

- =1)( .

Примечание. Приведенному решению можно придать несколько

иное логическое оформление.

«Пусть преобразование 1)( -
pTr  переводит произвольную точку M в

точку М′, тогда MMTp =¢)(r  и, следовательно, pMM r
=¢ , откуда

pMM r
-=¢ . Последнее означает, что преобразование 1)( -

pTr  переводит

произвольную точку M в такую точку М′, что pMM r
-=¢ . Отсюда по оп-

ределению переноса следует, что 1)( -
pTr  есть перенос на вектор – pr ».

Логика приведенного решения соответствует общему приему

распознавания вида преобразования плоскости (п. 2.5.2. в «Сводке»).

Применительно к задачам на распознавание вида преобразования f –1

этому приему можно придать и более специфическую форму (см. п.

2.7. в «Сводке»).

Упражнения
99*. Доказать, что для любого преобразования f имеет место

соотношение: effff == -- 11 oo .

100*. Доказать следующие соотношения:

а) aa -- = OO RR 1)( ; б) k
O

k
O HH

1
1)( =- .
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101*. Доказать, что если f – инволютивное преобразование,

то f –1 = f.

102*. Используя результат упр. 101, определить вид преоб-

разований (Sa)–1 и (ZO)–1.

Пример 3. Докажем, что если gf =jo , то 1-= jogf  и

gf o1-=j .

Решение. Умножим обе части равенства gf =jo  на φ–1 справа:

11)( -- = jjj ooo gf .

Далее, используя ассоциативный закон композиции преобразова-

ний и результат упр. 99, получаем: feffg === -- oooo )( 11 jjj ,

что и требовалось доказать.

Аналогично устанавливается, что gf o1-=j , только теперь обе

части исходного равенства умножаются на f –1 слева.

Упражнения

103. Доказать, что если j=321 fff oo , то:

а) 1
2

1
31

--= fff ooj ; б) 1
3

1
12

--= fff ooj ;

в) joo 1
1

1
23

--= fff ; г) 1
1

1
2

1
3

1 ---- = fff ooj .

104*. Доказать, что если ef =jo , то 1-= fj  и 1-= jf .

105*. Используя результат упр. 104, доказать, что (f –1)–1=f.

106*. Используя результат упр. 104, доказать соотношения:

а) pp TT rr
-

- =1)( ;

б) aa -- = OO RR 1)( ;

в) OO ZZ =-1)( ;

г) aa SS =-1)( ;

д) k
O

k
O HH

1
1)( =- .
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107. Доказать соотношение: pOOp TZZT rr oo -
- =1)( .

108*. Доказать, что если pr  || a, то apap STST oo rr
-

- =1)( . Ис-

пользуя доказанное равенство, охарактеризовать преоб-

разование, обратное скользящей симметрии ap ST or .

Пример 4. Преобразование f задано формулами: x′= x+y+1,

y′= x–y–2. Найдем формулы обратного преобразования.

Решение. Пусть при преобразовании f –1 точка М (x; y) переходит

в точку М′(x′; y′), тогда f(M′)= М и, следовательно,
î
í
ì

-¢-¢=
+¢+¢=

2
1

yxy
yxx

.

Решая эту систему относительно x′ и y′, получим:

ï
î

ï
í

ì

--=¢

++=¢

2
3

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

yxy

yxx
.

Это и есть формулы преобразования f –1.

Примечание. Обобщая процесс решения данной задачи, приходим

к соответствующему приему отыскания формул обратного преобразо-

вания (см. п. 4.3. в «Сводке»).

Упражнения
109. Найти формулы преобразования, обратного преобразо-

ванию, заданному в аффинном репере формулами:

2
5
4

5
3

++=¢ yxx , 1
5
3

5
4

--=¢ yxy .

110*. Используя формулы преобразований pTr , a
OR , ZO, Sa,

K
OH , найти формулы обратных преобразований и уста-

новить вид последних.
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§ 6. Инвариантные точки и инвариантные
     прямые

Определение. Точка M (фигура Ф) называется инвариантной

точкой (инвариантной фигурой) преобразования f, если f(M)  =

= M (f(Ф) = Ф).

Например, инвариантной точкой поворота a
OR  является точка

O, а инвариантной фигурой – всякая окружность с центром в точке

O (упр. 78).

Инвариантными точками симметрии Sa являются все точки оси a,

а инвариантными прямыми – ось a и всякая прямая, перпендикуляр-

ная оси a (упр. 79).

Рассмотрим примеры отыскания инвариантных точек и прямых

преобразований плоскости.

Пример 1. Найдем все инвариантные точки и инвариантные пря-

мые поворота a
OR .

Решение. В качестве начала прямоугольной декартовой системы

координат выберем центр поворота. Пусть М (x; y) – инвариантная

точка, тогда, используя формулы поворота a
OR , получаем:

cossin
sincos

î
í
ì

×+×=
×-×=

aa
aa

yxy
yxx

 или
0)cos1(sin

0sin)cos1(

î
í
ì

=×-+×-
=×+×-

yx
yx

aa
aa

.  (1)

Число решений системы (1), а значит, и число инвариантных то-

чек зависит от определителя этой системы:

).cos1(2
cos1sin

sincos1
a

aa
aa

-=
--

-
=D

Не нарушая общности, можно считать, что [ ]ppa ;-Î , поэтому

если 0¹a , то 0¹D  и система (1) имеет единственное решение: (0; 0).
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Следовательно, в этом случае имеется единственная инвариантная

точка – центр поворота. Если же α=0, то a
OR  представляет собой тож-

дественное преобразование e и все точки плоскости являются инвари-

антными.

Переходим к отысканию инвариантных прямых. Пусть прямая a

задается уравнением Ax+By+C=0, тогда ее образ – прямая a′ – задает-

ся уравнением 0)cossin()sincos( =+××+×+××-× CyBAxBA aaaa

(см. пример 4, § 3). Чтобы прямая a′ совпадала с прямой a, необходи-

мо (но не достаточно), чтобы направляющие векторы этих прямых

были коллинеарны, т.е. 0
sincoscossin

=
---

-
aaaa BABA

AB
, отку-

да (A2+B2)·sin α = 0 и, следовательно, sin α = 0. Последнее возможно

только при α = 0 ( a
OR =e) и )( OO ZR =±= apa .

В первом случае все прямые плоскости являются инвариантными.

Во втором случае уравнение прямой a′ принимает вид Ax+By–C=0. От-

сюда становится понятным, что если C=0, то a′=a; если же C≠0, то a′≠a

(но зато a′||a). Таким образом, если pa ±= , т.е. OO ZR =a , то инвариант-

ными являются все прямые, проходящие через центр O, и только они.

Если, наконец, поворот a
OR  отличен от тождественного преобразо-

вания и центральной симметрии ( paa ±¹¹ ,0 ), то инвариантных

прямых, как явствует из вышеизложенного, нет.

Итоги данного исследования приведены в табл. 1.
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Таблица 1

Вид преобразования
плоскости

Инвариантные
точки

Инвариантные
прямые

1. Тождественное преоб-
разование e (перенос pTr ,

где pr =0; поворот a
OR , где

α = 0)

Все точки Все прямые

2. Параллельный перенос
pTr , где ¹pr 0 Нет

Все прямые, парал-
лельные вектору pr

3. Поворот a
OR , где

[ ]ppa ;-Î  и α ≠ 0, pa ±¹
Точка O Нет

4. Центральная симметрия
ZO (поворот a

OR , где
pa ±¹ )

Точка O Все прямые, проходя-
щие через точку O

5. Осевая симметрии Sa
Все точки

оси a

Ось a и все прямые,
перпендикулярные оси
a

6. Скользящая симметрия,
заданная осью b и векто-
ром pr

Нет Ось b

Пример 2. Найдем все инвариантные точки и инвариантные пря-

мые осевой симметрии Sa.

Решение. Введем прямоугольную декартову систему координат,

направив ось Ox по прямой a. В этой системе координат формулы

осевой симметрии имеют вид: x′ = x, y′= –y (упр. 62).

Пусть М (x; y) – инвариантная точка, тогда x = x, y = –y. Решая эту сис-

тему, получаем y = 0, x0 R. Это означает, что инвариантными являют-

ся все точки оси a, и только они.

Переходим к отысканию инвариантных прямых. Пусть прямая b

задается уравнением Ax+By+C=0 (1), тогда ее образ – прямая b′ – за-

дается уравнением Ax–By+C=0 (2). Выясним, при каких A, B и C пря-

мая b′ совпадает с прямой b.
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Чтобы прямые b и b′ совпадали, необходимо (но не достаточно),

чтобы направляющие векторы pr (B;  –A)  и qr (B; A) этих прямых были

коллинеарными, т. е. 0=
-
AB
AB

, откуда 0=× BA .

1. Если A=0, B≠0, то уравнения прямых b и b′ принимают вид

By+C=0  и –By+C=0. Отсюда становится понятным, что если C≠0, то

b≠b′;  если же C=0, то b=b′. В последнем случае прямая b совпадает с

осью a.

2. Если B=0, A≠0, то уравнения прямых b и b′ одинаковы:

Ax+C=0 и, следовательно, b – инвариантная прямая. В этом случае

прямая b перпендикулярна оси a.

Итак, инвариантными прямыми осевой симметрии Sa являются

ось a и все прямые, перпендикулярные оси a. Полученные результаты

отражены в табл. 1.

Подчеркнем, что эти результаты были получены выше в упр.

79 (д); приведенное здесь исследование показывает лишь, что других

инвариантных прямых осевая симметрия не имеет.

Пример 3. Найдем инвариантные точки и прямые скользящей

симметрии, заданной осью b и вектором pr .

Решение. Введем на плоскости прямоугольную декартову систе-

му координат, направив ось Ox по прямой b. В этой системе коорди-

нат формулы скользящей  симметрии имеют вид: x′= x + а, y′ = y (при-

мер 3, § 4).

Для отыскания инвариантных точек получаем систему уравнений

î
í
ì

-=
+=
yy
axx

;

она не имеет решений, т. к. a ≠ 0. Поэтому инвариантных точек нет.

Переходим к отысканию инвариантных прямых. Пусть прямая l

задается уравнением Ax+By+C=0, тогда ее образ – прямая l′ – задается
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уравнением Ax–By+C–Aa=0. Рассуждая, как в предыдущем примере,

приходим к выводу: чтобы прямая l′ совпадала с прямой l, необходи-

мо, чтобы один из коэффициентов A или B был равен 0.

1. Если A=0, B≠0, то уравнения прямых l и l′ принимают вид

By+C=0 и –By+C=0. Отсюда ясно, что если C=0, то l′=l=b и, следова-

тельно, b – инвариантная прямая. Если же C ≠ 0, то l′≠l.

2. Если B=0, A≠0, то уравнения прямых l и l′ принимают вид

Ax+C=0 и Ax+C–Aa=0. Т.к. C ≠ C–Aa, то в этом случае l′≠l.

Итак, cкользящая симметрия с осью b имеет лишь одну инвари-

антную прямую – ось b. Полученные результаты отражены в таблице 1.

Упражнения

111. Найти инвариантные точки следующих преобразований:

а)
î
í
ì

+-=¢
-+=¢

1
33

yxy
yxx

; б)
î
í
ì

+--=¢
+-=¢

22
1

yxy
yx

;

в)
î
í
ì

--=¢
+-=¢

yxy
yx

2
1

; г)
î
í
ì

-=¢
+=¢

yy
xx 1

.

112*. Найти все инвариантные точки и инвариантные пря-

мые параллельного переноса.
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ГЛАВА II. Движения плоскости

§ 7. Движения (перемещения) плоскости
  и их свойства

Определение. Преобразование плоскости называется движением

(перемещением), если для любых двух точек A и B и их образов A′ и B′

выполняется условие A′B′= AB. Иначе говоря, движением называется

преобразование плоскости, сохраняющее расстояние между любыми

двумя точками1.

Примером движения является, очевидно, тождественное преобра-

зование плоскости.

Пример 1. Докажем, что парал-

лельный перенос есть движение.

Решение. Первый способ. Пусть

при переносе на вектор pr  точки A и B

переходят соответственно в точки A′ и

B′ (рис. 14).

Имеем: BABBBAAABBBAAAAB ¢¢=¢-¢¢+¢=¢+¢¢+¢= ,

т. к. pBBAA r
=¢=¢ .

Отсюда получаем: ABBA =¢¢ ,  т.  е. A′B′= AB (1).  Так как равен-

ство (1) выполняется для любых точек A и B, то параллельный пере-

нос есть движение.

1 Совершенно аналогично определяется движение пространства.
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Второй способ. Введем на плоскости прямоугольную декартову

систему координат. В этой системе перенос задается формулами:

x′ = x + а, y′ = y+b.

Пусть при переносе произвольные точки A (x1; y1) и B (x2; y2) пе-

реходят соответственно в точки A′(x1′; y1′) и B′(x2′; y2′), тогда x1′= x1+a,

y1′= y1+b, x2′= x2+a, y2′= y2+b (2). Вычисляя расстояния AB и A′B′ и учи-

тывая равенства (2), приходим к выводу: A′B′=AB. Отсюда следует,

что перенос есть движение.

Примечание. Приведенные решения укладываются в общую схе-

му, приведенную в п. 2.9.1. «Сводки».

Дальнейшим примерам предпошлем определение ортогональной

матрицы.

Определение. Матрица ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

22

11

ba
ba

 называется ортогональной, если

12
2

2
1 =+ aa , 12

2
2
1 =+ bb , 02211 =+ baba  (*).

Докажем, что определитель ортогональной матрицы равен либо

+1, либо –1. Действительно, из условий (*) получаем:

1)())(( 2
2211

2
2

2
1

2
2

2
1 =+-++ bababbaa , откуда 1)( 2

1221 =- baba  и, сле-

довательно, либо 11221 =- baba , либо 11221 -=- baba , что и требовалось

доказать.

Упражнения

113*. Отображение f плоскости в себя задано в ортонормиро-

ванном репере формулами x′=а1x+b1y + c1, y = а2x+b2y+c2,

причем матрица ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

22

11

ba
ba

 является ортогональной.

Доказать, что:  а) f – преобразование плоскости;

б) f – движение.
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См. п. 2.9.2. «Сводки», основанный на этих результатах.

114*. Используя результаты упр. 113, доказать, что перенос,

поворот, центральная симметрия, осевая симметрия и

скользящая симметрия являются движениями.

115*. На плоскости даны два ортонормированных репера R и

R′. Каждой точке M с координатами x, y в репере R ста-

вится в соответствие точка M′ с теми же координатами в

репере R′. Доказать, что:

а) заданное таким образом отображение f является пре-

образованием плоскости;

б) f – движение.

116*. Доказать, что композиция двух движений есть движение.

117*. Доказать, что преобразование, обратное движению,

есть движение.

118*. Доказать, что если 1¹k , то гомотетия k
OH  не является

движением.

Рассмотрим свойства движений.

1º. При движении коллинеарные

точки переходят в коллинеарные точки.

Доказательство.  Допустим,  что

при некотором движении коллинеар-

ные точки A, B, C переходят в некол-

линеарные точки A′, B′, C′ (рис.15).

Среди точек A, B и C одна и только одна лежит между двумя

другими. Пусть, например, A – B – C, тогда AB + BC = AC. По опре-

делению движения AB = A′B′, BC = B′C′, AC = A′C′ и, стало быть,

A′B′ + B′C′ = A′C′. С другой стороны, т. к. точки A′, B′, C′ не лежат на
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одной прямой, то A′B′ + B′C′ > A′C′. Противоречие. Следовательно,

точки A′, B′, C′ коллинеарны.

2º. При движении сохраняется простое отношение трех точек.

Доказательство. Пусть при некотором движении f коллинеар-

ные точки A, B, C переходят в точки A′, B′, C′ (коллинеарные). Обо-

значим (AB, C) =λ,(A′B′, C′)=λ′ и докажем, что λ=λ′.

По определению простого отношения CBAC ×= l , BCCA ¢¢×¢=¢¢ l

откуда CBAC ×= l , BCCA ¢¢×¢=¢¢ l  (1). Так как f – движение, то из

(1) следует, что ll ¢= .

Если λ = 0, то C = A, C′ = A′ и, следовательно, λ′ = 0.

Если λ > 0, то A – C – B и AC + CB = AB. Отсюда, учитывая, что

f – движение, получаем A′C′ + C′B′ = A′B′ и, следовательно, A′ – C′ – B′,

т. е. λ′ > 0.

Если λ < 0, то точка C не лежит между A и B. Пусть, например,

B – A – C, тогда BA + AC = BC, откуда B′A′ + A′C′ = B′C′. Это означа-

ет, что B′ – A′ – C′ и, следовательно, точка C′ не лежит между A′ и B′,

т. е. λ′ < 0.

Итак, ll ¢= , причем числа λ и λ′ имеют одинаковые знаки, сле-

довательно, λ = λ′.

3º. При движении неколлинеарные точки переходят в неколлинеар-

ные точки.

Доказательство. Допустим, что при движении f неколлинеарные

точки A, B, C переходят в точки A′, B′, C′, принадлежащие прямой a.

Возьмем произвольную точку M и докажем, что ее образ M′ принад-

лежит прямой a. Рассмотрим несколько случаев.

а) Если точка M принадлежит прямой AB, то ее образ M′ принад-

лежит прямой a (свойство 1º).
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б) Пусть точки M и C лежат по разные стороны от прямой AB

(рис. 16). Обозначим: ABMCO Ç= , f(O)=O′.  В силу свойства 1º

aO Î¢  и, следовательно, в си-

лу того же свойства aM Î¢ .

в) Пусть точки M и C ле-

жат по одну сторону от пря-

мой AB. Зафиксируем некото-

рую точку D, расположенную

по другую сторону от прямой

AB; ее образ – точка D′ – принадлежит прямой a по доказанному вы-

ше. Проводя для точек M и D те же рассуждения, что для точек M и C

в предыдущем случае, убеждаемся, что aM Î¢ .

Таким образом, всякая точка плоскости переходит в точку, при-

надлежащую прямой a. Следовательно, точки, не принадлежащие

прямой a, не имеют прообразов и поэтому отображение f не является

преобразованием плоскости. Это противоречит определению движе-

ния. Свойство доказано.

Следствие. При движении аффинный репер переходит в аффин-

ный репер.

4º. При движении сохраняется отношение «лежать между» для

любых трех точек прямой.

Данное свойство непосредственно следует

из свойства 2º.

5º. При движении: а) прямая отображается

на прямую; б) отрезок отображается на отрезок;

в) луч отображается на луч; г) полуплоскость

отображается на полуплоскость; д) угол ото-

бражается на угол.
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Доказательство. а) Пусть при движении f точки A и B прямой a

переходят в точки A′ и B′ (рис. 17). Докажем, что тогда прямая AB пе-

реходит в прямую A′B′. В соответствии с приемом 5.1. доказательство

проведем в два этапа.

Возьмем произвольную точку M на прямой AB; пусть MM ¢® .

Тогда BAM ¢¢Î¢  (свойство 1º).

Обратно, возьмем произвольную точку BAM ¢¢Î¢  и пусть точка M

– ее прообраз. Если бы ABM Ï , то и BAM ¢¢Ï¢  (свойство 3º). Проти-

воречие. Поэтому ABM Î , что и требовалось доказать.

Примечание. Нетрудно видеть, что приведенное доказательство

осуществлялось по схеме, приведенной в п. 5.1–a. «Сводки». Эта схе-

ма является модификацией приема 5.1.

Свойства 5º (б) и 5º (в) доказываются аналогично в соответствии с

приведенной схемой; предлагаем читателю провести доказательство

этих свойств самостоятельно.

г) Пусть открытая полуплоскость σ определяется прямой AB и

точкой C и при движении f: AA ¢® , BB ¢® , CC ¢®  (рис. 18). Обо-

значим через σ′ открытую полуплоскость, определяемую прямой A′B′

и точкой C′, и докажем, что ss ¢® .

Возьмем произвольную точку sÎM , тогда отрезок CM не пере-

секается с прямой AB. Следова-

тельно, их образы – отрезок C′M′

и прямая A′B′ – также не пересе-

каются, т. е. s ¢Î¢M .

Обратно, возьмем s ¢Î¢M  и

пусть M – прообраз точки M′.

Допустим, что sÏM , тогда от-

резок CM пересекается с прямой
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AB в некоторой точке O. Следовательно, отрезок C′M′ пересекается с

прямой A′B′ в точке O′ и поэтому s ¢Ï¢M . Получили противоречие.

Следовательно, sÎM . Итак, ss ¢® .

Т. к., кроме того, прямая AB отображается на прямую A′B′, то

свойство 5º (г) полностью доказано.

д) Приступая к доказательству этого свойства, заметим, что угол,

как геометрическую фигуру можно определить по-разному. Остано-

вимся на двух трактовках:

– углом AOB называется объединение лучей OA и OB;

– углом AOB (если точки A, B, O не коллинеарны) называется пе-

ресечение полуплоскостей p1 и p2, где p1 – та полуплоскость, опреде-

ляемая прямой OA, которая содержит точку B, а p2 – та полуплоскость,

определяемая прямой OB, которая содержит точку A; если же точки A,

B, O лежат на прямой a (причем точка O лежит между A и B), то углом

AOB называется любая из полуплоскостей с границей a.

В случае первой трактовки свойство 5º (д) есть очевидное следствие

свойства 5º (в). Докажем данное свойство для второго определения.

Итак, пусть дан угол AOB, причем точки A, B, O не коллинеарны

(в противном случае доказательство очевидно). Пусть при движении f:

AA ¢® , BB ¢® , OO ¢®  (рис. 19). Докажем, что тогда угол AOB ото-

бражается на угол A′O′B′.

Угол AOB есть пересе-

чение полуплоскостей p1 и

p2 (см. вышеприведенное

определение); угол A′O′B′

есть пересечение полу-

плоскостей p′1 и p′2, где p′1
есть полуплоскость, опре-

деляемая прямой O′A′ и точкой B′, а p′2 есть полуплоскость, определяе-
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мая прямой O′B′ и точкой A′. Так как при движении f: AA ¢® , BB ¢® ,

OO ¢® , то 11 pp ¢® , 22 pp ¢®  и, следовательно, пересечение полу-

плоскостей p1 и p2 отображается на пересечение полуплоскостей p′1 и

p′2, т.е. угол AOB переходит в угол A′O′B′, что и требовалось доказать.

Примечание. Легко видеть, что при движении f внутренняя об-

ласть угла AOB отображается на внутреннюю область угла A′O′B′,  а

граница угла AOB – на границу угла A′O′B′.

Определение. Флагом (O, h, p) называется совокупность, состоя-

щая из точки O, луча h с началом в точке O и полуплоскости p, опре-

деляемой той прямой, которая содержит луч h.

Следствие. При движении флаг переходит во флаг.

6º. При движении параллельные прямые переходят в параллель-

ные прямые.

Доказательство. Если бы параллельные прямые a и b отобража-

лись на прямые, пересекающиеся в точке O', то точка O – единствен-

ный прообраз точки O' – принадлежала бы прямым a и b, что проти-

воречит условию.

Примечание. Заметим, что приведенные выше доказательства

свойств 3º, 4º, 5º, 6º остаются в силе для любых преобразований плос-

кости, которые обладают свойствами 1º–2º. Иначе говоря, установлено

следующее: если некоторое преобразование плоскости сохраняет

коллинеарность точек и простое отношение коллинеарных точек,

то оно обладает также упомянутыми выше свойствами 3º – 6º.

Приступая к рассмотрению следующих свойств, напомним, что

два отрезка равны (конгруэнтны) тогда и только тогда, когда их длины

равны; два угла равны (конгруэнтны) тогда и только тогда, когда рав-

ны их градусные (радианные) меры; треугольники ABC и A'B'C' равны

(конгруэнтны), если равны их соответствующие стороны и соответст-

вующие углы.
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7º. При движении

отрезок переходит в

равный ему отрезок;

угол – в равный ему

угол; треугольник – в

равный ему треуголь-

ник.

Доказательство. а) Первое очевидно.

б) Пусть при некотором движении точки A, B, O переходят в точ-

ки A', B', O', так что угол AOB отображается на угол A'O'B' (рис. 20).

По определению движения

AOOA ¢¢= , BOOB ¢¢= , ABBA ¢¢= (1).

Воспользуемся далее очевидным тождеством:

))((
2
1 222 bababa

rrrrrr
--+=× . Применяя его к скалярным произведениям

OBOA × , BOAO ¢¢×¢¢  и учитывая равенства (1), заключаем, что

BOAOOBOA ¢¢×¢¢=× (2).

Из (1) и (2) получаем ),cos(),cos(
ÙÙ

¢¢¢¢= BOAOOBOA , откуда и сле-

дует равенство углов AOB и A'O'B'.

в) Пусть при движении f вершины A, B, C треугольника ABC пере-

ходят соответственно в точки A', B', C' (неколлинеарные!), тогда отрез-

ки AB, BC, CA отображаются на отрезки A'B', B'C', C'A' соответственно.

Таким образом, треугольник ABC переходит в треугольник A'B'C'. По

доказанному выше соответствующие стороны и соответствующие углы

этих треугольников равны, поэтому треугольники равны.

Следствие.  Дан флаг (O, h, p). Пусть при движении f: OO ¢® ,

hh ¢® , pp ¢® .
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а) Если hAhA ¢Î¢Î ,  и OA=O'A', то f(A)=A'.

б) Если луч q с началом в точке O расположен в полуплоскости p, а

луч q' с началом в точке O' – в полуплоскости p' и × (h, q)= × (h', q'), то

f(q)= q'.

Доказательство. а) Пусть f(A)=A1, тогда hA ¢Î1  и O'A1=OA. По

условию O'A' =OA, следовательно, O'A1= O'A'. Так как на данном луче

от его начальной точки можно отложить единственный отрезок задан-

ной длины, то точки A' и A1 совпадают, т.е. f(A)=A'.

Следствие (б) предлагаем читателю доказать самостоятельно.

8º. При движении взаимно перпендикулярные прямые переходят

во взаимно перпендикулярные прямые.

Это следствие непосредственно следует из 7º.

Следствие. При движении ортонормированный репер переходит

в ортонормированный репер.

9º. Если при некотором движении точка O переходит в точку O',

то окружность с центром в точке O переходит в окружность того же

радиуса с центром в точке O'.

Предлагаем читателю доказать это свойство самостоятельно, ис-

пользуя прием 5.1. «Сводки».

Упражнения
119*. Доказать, что при движении параллелограмм перехо-

дит в параллелограмм, прямоугольник – в прямоуголь-

ник, ромб – в ромб, квадрат – в квадрат.

120*. Доказать, что если при движении лучи a и b с общим

началом переходят соответственно в лучи a' и b', то бис-

сектриса угла (a, b) переходит в биссектрису угла (a', b').

121*. Систематизируйте все известные Вам сведения о па-

раллельном переносе, повороте, центральной симмет-
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рии, осевой симметрии, скользящей симметрии по сле-

дующему плану:

– определение данного преобразования;

– формулы данного преобразования;

– общие свойства данного преобразования как преобра-

зования, являющегося движением;

– специфические свойства данного преобразования (образ

прямой, инвариантные точки, инвариантные прямые).

122º. Построить циркулем и линейкой образ данного тре-

угольника и данной окружности при следующий дви-

жениях:

а) параллельный перенос на данный вектор MM ¢ ;

б) поворот вокруг данной точки O, переводящий данную

точку M в другую данную точку M';

в) центральная симметрия с данным центром O;

г) осевая симметрия, заданная осью a;

д) скользящая симметрия, заданная осью a и вектором pr .

§ 8. Отыскание образа фигуры
      при заданном движении

8.1. Задачи на отыскание образа фигуры

В § 3 были рассмотрены два способа отыскания образа фигуры

(см. п.п. 5.1., 5.2., 5.3. в «Сводке»). При решении многих задач удоб-

нее использовать способы, в основе которых лежат свойства движе-

ний. Например, чтобы найти образ прямой, достаточно найти образы
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каких-либо двух ее точек (свойство 5º, § 7); чтобы найти образ окруж-

ности, достаточно найти образ ее центра (свойство 9º, § 7) и т.п. Сооб-

ражения такого рода естественно объединить следующим общим пра-

вилом: «Чтобы найти образ Ф' фигуры Ф, выявляют «опорные» точки

фигуры Ф, находят их образы и делают вывод о фигуре Ф'» (см. п. 5.4.

в «Сводке»). «Опорными» точками служат, например, концы отрезка,

вершины многоугольника, центр окружности и т.п.

В ряде случаев для отыскания образа фигуры, достаточно вы-

явить ее связь с другими фигурами, образы которых уже известны.

Например, чтобы найти образ прямой, которая проходит через точку

O и параллельна прямой а, достаточно найти образ точки O, образ

прямой а и воспользоваться свойством 6º из § 7.

Пример 1. Дан параллелограмм ABCD, диагонали которого пере-

секаются в точке O. Найдем образы следующих фигур при централь-

ной симметрии ZO:

а) прямая CD;

б) отрезок BC;

в) луч AB;

г) полуплоскость p, определяемая прямой AB и не содержащая

точку O;

д) луч AM, лежащий в полуплоскости p и образующий с лучом AB

угол, равный 30°.

Решение. При центральной симметрии ZO:

а) AC ® , BD ® , следовательно, прямая CD переходит в пря-

мую AB;

б) DB ® , AC ® , следовательно, отрезок BC переходит в от-

резок DA;

в) CA ® , DB ® , следовательно, луч AB переходит в луч CD;
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г) так как CA ® , DB ® , то прямая AB переходит в прямую

CD; так как, кроме того OO ® , то полуплоскость p, определяемая

прямой AB и не содержащая точку O, переходит в полуплоскость p',

определяемую прямой CD и не содержащую точку O;

д) CA ® , луч AB переходит в луч CD, а полуплоскость p пере-

ходит в полуплоскость p', следовательно, луч AM переходит в луч

CM', лежащий в полуплоскости p' и образующий с лучом CD угол,

равный 30°.

Упражнения

123°. Дан параллелограмм ABCD; ω1, ω2, ω3, ω4 – окружности

радиуса R с центрами в точках A, B, C, D соответствен-

но. Найти:

а) образы окружностей ω1 и ω4 при переносе на вектор AB ;

б) образы окружностей ω2 и ω1 при переносе на вектор BC ;

в) образ прямой, проходящей через точку A и перпендику-

лярной прямой BC, при переносе на вектор BC .

124°. Дан квадрат ABCD с центром O. Найти образы сле-

дующих фигур при повороте
o90

OR :

а) луч AB;

б) прямая, проходящая через точку B и параллельная пря-

мой AC;

в) полуплоскость, определяемая прямой BC и содержащая

точку O.

125°. Дан правильный треугольник ABC с центром O. Найти

образы следующих фигур при повороте
o120

OR :

а) отрезок BC;

б) луч CA;
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в) полуплоскость, определяемая прямой AB и не содер-
жащая точку O.

126°. Дан ромб ABCD. Найти образ полуплоскости, опреде-
ляемой прямой AB и не содержащей точку C, при осе-
вой симметрии с осью AC.

127*. Доказать, что если при некотором движении прямая a,
касающаяся окружности ω, переходит в прямую a',  а
окружность ω – в окружность ω', то прямая a' – каса-
тельная к окружности ω'.

128*. Доказать, что если при некотором движении много-
угольник ABC…, описанный около окружности ω, пе-
реходит в многоугольник A'B'C'…, а окружность ω – в
окружность ω', то многоугольник A'B'C'… описан око-
ло окружности ω'.

129. Даны параллельные прямые a и b и пересекающая их
прямая c. Доказать, что существует параллельный пе-
ренос, при котором прямая a отображается на прямую
b, а прямая c отображается на себя.

130. Даны параллельные прямые a и b и пересекающая их
прямая c. Доказать, что существует центральная сим-
метрия, при которой прямая a отображается на прямую
b, а прямая c отображается на себя.

131. Точка O равноудалена от прямых a и b. Доказать, что
существует поворот с центром в точке O, при котором
прямая a переходит в прямую b.

132. Даны пересекающиеся прямые a и b и точка A, не при-
надлежащая этим прямым. Доказать, что существует
осевая симметрия, при которой прямая a отображается
на себя, а точка A переходит в точку, принадлежащую
прямой b.

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



67

133. Даны окружности ω1(O1, R), ω2(O2, R) и прямая a, не па-

раллельная и не перпендикулярная прямой O1O2. Дока-

зать, что существует такая скользящая симметрия с

осью, параллельной прямой a, при которой окружность

ω1 отображается на окружность ω2.

8.2. Задачи на отыскание образа точки

Первый способ отыскания образа точки был рассмотрен в § 2 (см.

п. 3.1. в «Сводке»). Другие способы отыскания образа точки основаны

на свойствах движений и состоят в следующем:

а) если точка C делит отрезок AB в отношении m:n и при неко-

тором движении 1AA ® , 1BB ® , то при этом точка C переходит в та-

кую точку C1, которая делит отрезок A1B1 в том же отношении (см. п.

3.2. в «Сводке»);

б) если точка A принадлежит лучу h с началом O, точка A1 – лучу

h1 с началом O1, OA=O1A1 и при некотором движении 1OO ® , 1hh ® ,

то при этом точка A переходит в точку A1 (см. п. 3.3. в «Сводке»).

Пример 2. Квадрат ABCD расположен в полуплоскости p относи-

тельно прямой AD, а квадрат A1B1C1D1 – в полуплоскости p1 относи-

тельно прямой A1D1. Докажем, что если при некотором движении

1AA ® , 1DD ® ,

1pp ® , то при этом

1BB ® , 1CC ® .

Решение. Заме-

тим, что AD= A1D1

и, значит AB=A1B1
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(рис. 21).

Так как по условию 1AA ® , 1DD ® , 1pp ® , то луч h, выходя-

щий из точки A, перпендикулярный прямой AD и лежащий в полуплос-

кости p, переходит в луч h1, выходящий из точки A1, перпендикулярный

прямой A1D1 и лежащий в полуплоскости p1, т.е. луч AB переходит в

луч A1B1. Так как, кроме того, AB=A1B1, то точка B переходит в точку

B1. Аналогично доказывается, что точка C переходит в точку C1.

Упражнения
134°. Прямая a содержит высоту AO, проведенную к основа-

нию BC равнобедренного треугольника ABC. На стороне

AB взяты точки M и P так, что AM=MP=PB, а на стороне

AC – точки N и K так, что AN=NK=KC. Найти образы от-

резка BN и луча MK при осевой симметрии Sa.

135°. Точки M, P, K, N делят, соответственно, стороны AB,

BC, CD, DA квадрата ABCD в отношении 3:1. Найти об-

разы отрезка MP, луча PK и угла MPN при повороте
o90

OR , где O – центр квадрата.

В ряде случаев удобно применять следующий способ отыскания

образа точки: «Если при некотором преобразовании плоскости фигу-

ры Ф1 и Ф2 переходят в фигуры Ф’1 и Ф’2, то общие точки фигур Ф1 и

Ф2 переходят в общие точки фигур Ф’1 и Ф’2» (см. п. 3.4. в «Сводке»).

Пример 3. Даны треугольники ABC и A1B1C1. Докажем, что если

при некотором движении 1AA ® , 1BB ® , 1CC ® , то при этом орто-

центр треугольника ABC переходит в ортоцентр треугольника A1B1C1.

Решение. Пусть a1 и a2 – прямые, содержащие высоты треуголь-

ника ABC, 1a¢  и 2a¢  – прямые, содержащие высоты треугольника

A1B1C1 (рис. 22).
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Так как при

данном движении

1AA ® , 1BB ® ,

1CC ® , то пря-

мая BC переходит

в прямую B1C1 и,

следовательно,

прямая, проходящая через точку A и перпендикулярная прямой BC,

переходит в прямую, проходящую через точку A1 и перпендикуляр-

ную прямой B1C1, т.е. 11 aa ¢® .

Аналогично устанавливается, что 22 aa ¢® .

Так как 11 aa ¢® , 22 aa ¢® , то точка пересечения прямых a1 и a2 пе-

реходит в точку пересечения прямых 1a¢  и 2a¢ , т.е. ортоцентр треуголь-

ника ABC переходит в ортоцентр треугольника A1B1C1.

Пример 4. При осевой симметрии с осью a прямая b переходит в

прямую b1. Доказать, что если прямые b и b1 пересекаются в точке M,

то M принадлежит оси a.

Решение. Т.к. при осевой симметрии Sa 1bb ® , то bb ®1 . Следо-

вательно, точка пересечения прямых b и b1 переходит в точку пересе-

чения прямых b1 и b, т.е. MM ® .

Таким образом, M – инвариантная точка, следовательно, aM Î .

Упражнения
136*. Правильный треугольник ABC расположен в полу-

плоскости p относительно прямой AC, а правильный

треугольник A1B1C1 – в полуплоскости p1 относительно

прямой A1C1. Доказать, что если при некотором движе-
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нии 1AA ® , 1CC ® , 1pp ® , то при этом 1BB ® .

137*. Даны треугольники ABC и A1B1C1. Доказать, что если

при некотором движении 1AA ® , 1BB ® , 1CC ® , то

при этом:

а) центроид треугольника ABC переходит в центроид тре-

угольника A1B1C1;

б) центр окружности, вписанной в треугольник ABC, перехо-

дит в центр окружности, вписанной в треугольник

A1B1C1;

в) центр окружности, описанной около треугольника ABC,

переходит в центр окружности, описанной около тре-

угольника A1B1C1.

138. Даны окружности ω1(O1; R) и ω2(O2; R). Прямая, парал-

лельная прямой O1O2, пересекает первую окружность в

точках A и B, а вторую окружность – в точках C и D.

Доказать, что при переносе на вектор 21OO  отрезок AB

отображается на отрезок CD.

139. Окружность с центром на биссектрисе c угла, образован-

ного лучами a и b, пересекает луч a в точках A и B, а луч b

– в точках C и D. Доказать, что при осевой симметрии с

осью c отрезок AB отображается на отрезок CD.

140. Точка O – центр правильного треугольника ABC. Точки

M,K,P делят стороны AB, BC, CA в отношении 2:1 соот-

ветственно. Отрезки AK и BP пересекаются в точке A1;

отрезки BP и CM – в точке B1; отрезки CM и AK – в точ-

ке C1. Доказать, что при повороте вокруг точки O на

угол 120° треугольник A1B1C1 отображается на себя.
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§ 9. Теорема о подвижности плоскости

Теорема 1. Каковы бы ни были два ортонормированных репера

{ }21,, EEOR =  и { }21,, EEOR ¢¢¢=¢ , существует, и притом единственное,

движение, при котором репер R переходит в репер R′, т.е. OO ¢® ,

11 EE ¢® , 22 EE ¢® .

Доказательство. Существование. Рассмотрим отображение f

плоскости в себя, при котором каждой точке M с координатами x, y в

репере R ставится в соответствие точка с теми же координатами в ре-

пере R′. Нетрудно установить (см. упр. 115), что, во-первых, f есть пре-

образование плоскости; во-вторых, отображение f сохраняет расстоя-

ние между любыми двумя точками, т.е. является движением; в-третьих,

отображение f переводит точки O, E1, E2 в точки O′, E′1, E′2 соответст-

венно, т.е. переводит репер R в репер R′.

Единственность.

Допустим, что наряду с

движением f существует еще

одно движение φ, отобра-

жающее репер R на репер R′

(рис. 23). Допустим, что для

некоторой точки M

)()( MMf j¹ . Обозначим f(M)= М′, φ(M)= =М1.

Так как f(O)= O′, f(M)= М′ и f – движение, то O′М′=OM (1).

Для движения φ аналогично получаем: O′М1=OM (2).

Из (1) и (2) следует, что O′М′=O′М1. Это означает, что точка O′

принадлежит серединному перпендикуляру отрезка М′М1.

Проводя аналогичные рассуждения для точек E1, M, E′1, М′, М1, а

затем – для точек E2, M, E′2, М′, М1, приходим к выводу, что точки E′1
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и E′2 также принадлежат серединному перпендикуляру отрезка М′М1.

Получили противоречие: точки O′, E′1, E′2 принадлежат одной

прямой. Следовательно, для любой точки M f(M)=φ(M) и, стало быть,

движения f и φ совпадают (см. п. 6.2. в «Сводке»).

Упражнения
141°. Объясните, почему в вышеприведенном доказательстве

утверждается, что:

а) «…отображение f переводит точки O, E1, E2 в точки

O’, E’1, E’2 соответственно…»;

б) «Для движения φ аналогично получаем: O’ M1=OM».

142°. В рамках вышеприведенного доказательства покажите

(по аналогии), что E’1M’ = E1M, E’1M1 = E1M и E’1M’ = E’1M1.

Следствия.

1°. Если при движении ортонормированный репер R переходит в

ортонормированный репер R′,  а точка M – в точку M′, то координаты

точки M′ в репере R′ совпадают с координатами точки M в репере R.

2°. Если при движении ортонормированный репер R переходит в

ортонормированный репер R′, то фигура Ф, заданная в репере R урав-

нением F(x; y)=0 (неравенством F(x; y)>0; F(x; y) ³ 0 и т. д.), переходит

в такую фигуру Ф′, которая задается в репере R′ уравнением F(x; y)=0

(неравенством F(x; y)>0; F(x; y) ³ 0 и т. д.).

3°. Каковы бы ни были два флага (O, h, σ) и (O′, h′, σ′), существует, и

притом единственное, движение, при котором OO ¢® , hh ¢® , ss ¢® .

Доказательство. Существование. Рассмотрим ортонормирован-

ные реперы { }21,, EEOR =  и { }21,, EEOR ¢¢¢=¢ , такие, что hE Î1 , sÎ2E ,

hE ¢Î¢1 , s ¢Î¢2E  (рис. 24). По доказанной теореме существует движе-

ние f, при котором OO ¢® , 11 EE ¢® , 22 EE ¢® .
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Легко видеть,

что при этом движе-

нии OO ¢® , hh ¢® ,

ss ¢® .

Единственность.

Допустим, что су-

ществует еще одно движение g, при котором OO ¢® , hh ¢® , ss ¢® .

Так как hE Î1 , hE ¢Î¢1 , g(O)=O′ и OE1=O′E′1, то g(E1)=E′1 (следствие

свойства 7°, § 7). Далее, в силу того же следствия при движении g луч

OE2 переходит в луч O′E′2, а т.к. OE2=O′E′2, то g(E2)=E′2. Таким обра-

зом, движение g переводит репер R в репер R′ и, следовательно, сов-

падает с движением f.

Следствие 2° нередко применяется для отыскания образа данной

фигуры при движении.

Пример 1. Докажем, что при движении полуплоскость переходит

в полуплоскость.

Решение. Введем на плоскости ортонормированный репер R.

Пусть данная полуплоскость σ задается в этом репере неравенством

Ax+By+C ³ 0. При движении репер R переходит в ортонормирован-

ный репер R′, а полуплоскость σ отображается на такую фигуру σ′,

которая в репере R′ задается тем же неравенством. Следовательно, σ′

– полуплоскость.

Пример 2. Докажем, что если в треугольниках ABC и A1B1C1

AB=A1B1 , AC=A1С1 и ×A=×A1, то существует, и притом единственное,

движение, при котором 1AA ® , 1BB ® , 1CC ® .

Решение. 1. Рассмотрим два флага: (A, h, σ)  и (A1, h1, σ1), где h –

луч AB, h1 – луч A1B1, σ – полуплоскость, определяемая прямой AB и

точкой C,  а σ1 – полуплоскость, определяемая прямой A1B1 и точкой
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C1. В силу следствия 3° существует движение f, при котором 1AA ® ,

1hh ® , 1ss ® . Так как AB=A1B1, то при этом движении 1BB ® . Да-

лее, так как ×BAC=×B1A1C1,  то луч AC переходит в луч A1C1, а так как

AC=A1C1, то 1CC ® . Таким образом, искомое движение существует.

2. Допустим, что существует еще одно движение φ, при котором

1AA ® , 1BB ® , 1CC ® . Нетрудно видеть, что при этом движении

1hh ® , 1ss ®  и, стало быть, в силу следствия 3° движения f и φ сов-

падают.

Полученный результат (наряду с теоремой о подвижности плос-

кости и следствием 3°) можно использовать для доказательства совпа-

дения (равенства) двух движений (см. п.п. 6.3.1. и 6.4. в «Сводке»).

Упражнения
143*. Доказать, что при движении эллипс переходит в эл-

липс, гипербола – в гиперболу, парабола – в параболу.

144°. При некотором движении ортонормированный репер

{ }21,, EEOR =  переходит в одинаково ориентированный

с ним репер { }21,, EEOR ¢¢¢=¢ , такой, что O′(2;–3) и

°=¢¢
Ù

45),( 11 EOOE . В какую фигуру переходит при этом

движении синусоида y = sin x? Сделайте эскиз.

145*. Дан треугольник ABC. При некотором движении f

АA ® , BB ® , CC ® . Доказать, что f – тождественное

преобразование.

146. Дан ромб ABCD. При некотором движении f АA ® ,

DB ® , CC ® . Доказать, что f – осевая симметрия.

147. Дан ромб ABCD, в котором ×ABC=60°. При некотором

движении f АA ® , CB ® , DC ® . Доказать, что

f – поворот.
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§ 10. Аналитическое выражение движений

Теорема 2. Всякое движение задается в ортонормированном репере

формулами вида x′ = а1x + b1y + c1, y′ = а2x + b2y + c2                                (*)

с ортогональной матрицей ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

22

11

ba
bа .

Доказательство. Пусть на плоскости задан ортонормированный

репер R и движение f переводит точку М (x; y) в точку М′ (x′; y′) (все

координаты берутся в репере R). Движение f переводит репер R в ор-

тонормированный репер R′. В репере R′ точка M′ имеет координаты x,

y (следствие 1°, § 9). Составляя формулы перехода от репера R к репе-

ру R′ и применяя эти формулы к точке M′, получаем:

0sincos xyxx +××-×=¢ aea , 0cossin yyxy +××+×=¢ aea (**)

(напомним, что в данном случае x′, y′ – старые координаты точки M′, а

x, y – новые).

Так как формулы (**) выражают координаты точки M′ в репере

R через координаты точки M в том же репере, то эти формулы и за-

дают движение f в репере R. Обозначая 1cos a=a , 1sin b=- ae ,

10 cx = , 2sin b=a , 2cos b=ae , 20 cy = , получаем формулы вида (*).

Как легко проверить, матрица, составленная из коэффициентов при

x и y в полученных формулах (**), является ортогональной, так что

теорема доказана.

Примечания. 1. Сопоставляя теорему 2 с упр. 113, приходим к

выводу: отображение плоскости в себя является движением тогда и

только тогда, когда в некотором ортонормированном репере оно за-

дается линейными формулами (*) с ортогональной матрицей, состав-

ленной из коэффициентов при x и y.
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2. Теорему 2 можно использовать для отыскания формул некото-

рого движения, заданного тремя парами соответствующих точек

1AA ® , 1BB ® , 1CC ®  (см. п. 4.4. в «Сводке»).

3. Из доказательства теоремы 2 явствует, что если движение пере-

водит ортонормированный репер R в ортонормированный репер R′, то в

репере R это движение задается такими формулами, которые получа-

ются из формул перехода от репера R к реперу R′ путем замены x на x′,

y на y′ и наоборот.

Этот факт служит основой соответствующего приема (см. п. 4.5. в

«Сводке»).

4. Формулы (*) в матричной форме можно записать так:

X′=A·X+X0, где ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

y
x

X , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

22

11

ba
ba

A , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

2

1
0 c

c
X , ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¢
¢

=¢
y
x

X .

Будем называть это равенство матричным уравнением преобразо-

вания в репере R. Из вышеизложенного следует, что матрица A есть

матрица перехода от репера R к реперу R′ (образу репера R).

Заметим, что матричные уравнения можно применять для любых

преобразований, заданных в аффинном репере формулами вида (*).

Упражнения
148. Составить формулы движения f в ортонормированном

репере { }21,, EEOR = , если известно, что:

а) f переводит репер R в одинаково ориентированный с

ним репер { }21,, EEOR ¢¢¢=¢ , такой, что O′ (1; –2) и

°=¢¢
Ù

30),( 11 EOOE ;

б) f переводит репер R в противоположно ориентиро-

ванный с ним репер { }21,, EEOR ¢¢¢=¢ , такой, что

O′ (–2; 1) и °-=¢¢
Ù

45),( 11 EOOE .
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Для каждого случая сделайте рисунки.

149. Существует ли движение, переводящее ортонормиро-

ванный репер { }21,, EEOR =  в репер { }21,, EEOR ¢¢¢=¢ ,

если известно, что:

а) O′ (0; –1), E′1(–1; –1), E′2 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-

2
21;

2
2 ?

б) O′ (0; –1), E′1(–1; –1), E′2(0; 1)?

в) O′ (0; –1), E′1 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-

2
21;

2
2 , E′2 ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+--

2
21;

2
2 ?

(Координаты точек O′, E′1, E′2 даны в репере R!)

Если такое движение существует, найдите его форму-

лы в репере R.

150. Существует ли движение, при котором:

а) )0;4()2;1( AA ¢® , )1;3()1;2( -¢® BB , )1;5()3;2( -¢® CC ?

б) )0;5()2;1( AA ¢® , )1;5()1;2( -¢® BB , )1;7()3;2( -¢® CC ?

(Координаты точек даны в ортонормированном репере).

Если такое движение существует, найдите его формулы в

данном репере.

§ 11. Движения первого и второго рода
Теорема 3. Если преобразование f задано в аффинном репере

{ }21,, EEOR =  формулами x′= а1x+ b1y+ c1, y′= а2x+ b2y+ c2 (*) (или, что

то же самое, матричным уравнением X′=A·X+X0), то:

а) преобразование f переводит репер R в некоторый аффинный

репер { }21,, EEOR ¢¢¢=¢ ;

б) формулы (*) могут быть получены из формул перехода от

репера R к реперу R′ путем замены x на x′, y на y′ и наоборот;
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в) в матричном уравнении преобразования f матрица A есть

матрица перехода от репера R к реперу R′;

г) преобразование f переводит произвольную точку M с коорди-

натами x, y в репере R в точку M′ с теми же координатами в репере R′.

Доказательство. а) Используя формулы (*), находим образы то-

чек O, E1, E2: f(O)  = O′(c1; c2), f(E1)  = E′1(a1 + c1; a2 + c2), f(E2)  =

= E′2(b1 + c1; b2+c2).

Таким образом, );(),;( 212211 bbEOaaEO ¢¢¢¢ .

Т.к. f – преобразование плоскости, то 0
22

11 ¹
ba
ba

, а это означает,

что векторы 1EO ¢¢  и 2EO ¢¢  не коллинеарны. Следовательно, тройка

{ }21,, EEO ¢¢¢  представляет собой некоторый аффинный репер R′ – образ

репера R.

б) Т.к. O′(c1; c2), );(),;( 212211 bbEOaaEO ¢¢¢¢ , то формулы перехода от

репера R к реперу R′ имеют вид: x=а1x′+b1y′+c1, y=а2x′+b2y′+c2 (1).

Сравнивая формулы (1) с формулами (*) преобразования f, приходим

к нужному выводу.

в) Из формул (1) видим, что матрица ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

22

11

ba
bа

A  есть матрица

перехода от R к R′.

г) Пусть R
f

R yxMyxM );();( ¢¢¢¾®¾ ,  тогда в силу формул (*):

î
í
ì

++=¢
++=¢

222

111

cybxay
cybxах

(2).

Обозначим координаты точки M′ в репере R′ через x , y . Запишем

формулы перехода (1) для точки M′:
î
í
ì

++=¢
++=¢

222

111

cybxay
cybxаx (3).

Вычитая из уравнений (3) уравнения (2), получаем:
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î
í
ì

=-+-
=-+-

0)()(
0)()(

22

11

yybxxa
yybxха

(4).

Т. к. 0
22

11 ¹
ba
ba

, то система (4) имеет единственное, а именно

нулевое решение: 0=- xx , 0=- yy , откуда xx = , yy = , что и тре-

бовалось доказать.

Как видим, теорема 3 утверждает, что свойствами а), б), в), г), пере-

численными в формулировке этой теоремы, обладают не только движе-

ния, но и любые преобразования, которые в аффинном репере (не обяза-

тельно ортонормированном!) задаются линейными формулами вида (*).

Теорема 4. Если преобразование f в аффинном репере R задается

матричным уравнением 0XXAX +×=¢ , то в любом другом аффинном

репере R  преобразование f задается матричным уравнением

( ) ( )000
11 XXXACXCACX -+××+×××=¢ -- , где ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=

y
x

X , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢
¢

=¢
y
x

X  –

координатные столбцы точек M и f(M) в репере R , C – матрица пере-

хода от репера R к реперу R , 0X  – столбец из свободных членов в

формулах перехода от R к R .

Доказательство. Пусть преобразование f переводит произволь-

ную точку M в точку M′. Обозначим координаты этих точек: RyxM );( ,

RyxM );( , RyxM );( ¢¢¢ , RyxM );( ¢¢¢ .

Составим формулы преобразования координат при переходе от

репера R к реперу R :
î
í
ì

++=
++=

02221

01211

yycxcy
xycxcx

 (для точки M)  и

î
í
ì

+¢+¢=¢
+¢+¢=¢

02221

01211

yycxcy
xycxcx

 (для точки M′).

Запишем эти равенства в матричной форме:
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0XXCX +×= (1),

0XXCX +¢×=¢ (2),

где ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

y
x

X , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢
¢

=¢
y
x

X , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

2221

1211

cc
cc

C , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

y
x

X , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢
¢

=¢
y
x

X , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

0

0
0 y

x
X .

По условию теоремы X′=A·X+X0. Отсюда, учитывая (1) и (2), по-

лучаем:

( ) ( ).0000

00

XXAXCAXXXCA
XXAXXXC

+×+××=++××=

=+×=¢=+¢×

Умножим обе части этого равенства на С –1 слева:

( ) ( ) ( ),00
11

0
11 XXACXCACXCXCC +××+×××=×+¢×× ----

откуда ( ) ( )000
11 XXXACXCACX -+××+×××=¢ -- , что и требовалось

доказать.

Следствия. 1°. Если преобразование f в некотором аффинном ре-

пере задано линейными формулами вида

x′= а1x+ b1y+ c1, y′= а2x+ b2y+ c2 (*),

то в любом другом аффинном репере оно задается линейными

формулами того же вида.

2°. Всякое движение в любом аффинном репере задается линей-

ными формулами вида (*).

Теорема 5. Если преобразование f, заданное в репере R линейны-

ми формулами вида (*), переводит репер R в одинаково (противопо-

ложно) ориентированный с ним репер R′, то оно переводит любой

другой репер R1 также в одинаково (противоположно) ориентирован-

ный с ним репер R′1.

Доказательство. Запишем преобразование f в репере R в матрич-

ной форме: X′=A·X+X0, где A – матрица перехода от репера R к реперу

R′ – образу репера R.
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В репере R1 преобразование f задается матричным уравнением

( ) ( )000
11 XXXACXCACX -+××+×××=¢ -- , где C – матрица пере-

хода от репера R к реперу R1, а CAC ××-1  – матрица перехода от репе-

ра R1 к реперу R′1 – образу репера R1.

Легко видеть,  что ( ) 0detdet 1 ¹=××- ACAC . Если реперы R′ и R

одинаково ориентированы, то 0det >A , но тогда ( ) 0det 1 >××- CAC  и,

следовательно, реперы R′1 и R1 также одинаково ориентированы.

Если же реперы R′ и R противоположно ориентированы, то

0det <A , но тогда ( ) 0det 1 <××- CAC  и, следовательно, реперы R′1 и R1

также противоположно ориентированы, что и требовалось доказать.

Теорема 5 имеет место, в частности, и для движений; она делает

корректным следующее определение. Движение f называется движе-

нием первого (второго) рода, если оно сохраняет (изменяет) ориента-

цию какого-либо репера (и, следовательно, любого репера).

Следствия. 3°. Пусть в ортонормированном репере движение f

задано формулами (*) (см. § 10). Если определитель, составленный из

коэффициентов при x и y, равен 1, то f – движение первого рода; если

этот определитель равен –1, то f – движение второго рода.

4°. Если движение задано в ортонормированном репере формула-

ми (**) (см. § 10), то f является движением первого рода тогда и толь-

ко тогда, когда ε =1, и движением второго рода тогда и только тогда,

когда ε = –1.

Упражнения
151*. Доказать, что параллельный перенос, поворот и цен-

тральная симметрия являются движениями первого ро-

да, а осевая и скользящая симметрии – движениями вто-

рого рода.
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152*. Доказать, что: а) композиция двух движений первого

(второго) рода есть движение первого рода; б) компози-

ция движения первого рода и движения второго рода

есть движение второго рода.

153*. Доказать, что преобразование, обратное движению пер-

вого (второго) рода, есть движение первого (второго) рода.

154. В прямоугольной декартовой системе координат

{ }jiOR
rr

,,=  преобразование f задано формулами:

yxx
2
3

2
1

+=¢ , yxy
2
1

2
3

-=¢ .

а) Доказать, что f – движение и определить его род.

б) Записать формулы движения в матричной форме.

155. Даны два одинаково ориентированных ортонормиро-

ванных репера { }jiOR
rr

,,=  и { }jiOR ¢¢=¢
rr

,, . Движение f

задано в репере R формулами: x′=y+1, y′=x+1. Составить

формулы f в репере R′ в матричной и координатной

формах, если известно, что °=
Ù

45)',( ii
r

. Определить род и

вид движения f.

§ 12. Классификация движений

Как известно, перенос, поворот, центральная, осевая и скользя-

щая симметрии являются движениями. Возникает вопрос: существуют

ли движения другого вида, отличные от перечисленных? Ответ на

этот вопрос дают теоремы о классификации движений.
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Теорема 6. Всякое движение первого рода есть либо поворот, ли-

бо параллельный перенос.

Доказательство. Пусть f – произвольное движение первого рода,

заданное в некотором ортонормированном репере { }jiOR
rr

,,=  форму-

лами (**) (см. § 10):

0sincos xyxx +×-×=¢ aa , 0cossin yyxy +×+×=¢ aa .

Не нарушая общности, можно считать, что [ ]ppa ;-Î .

Выясним, имеет ли f инвариантные точки. Для этого решим систему:

î
í
ì

+×+×=
+×-×=

0

0

cossin
sincos

yyxy
xyxx

aa
aa

 или
î
í
ì

=×-+×-
=×+-

0

0

)cos1(sin
sin)cos1(

yyx
xyx

aa
aa

 (1).

Определитель системы: )cos1(2 a-=D . Если 0¹a , то 0¹D .  В

этом случае движение f имеет единственную инвариантную точку

O1(x1; y1). Перенесем начало координат в точку O1 и найдем формулы

движения f в репере { }jiOR
rr

,,11 = . В матричной форме искомые фор-

мулы имеют вид:

( ) ( )000
11 XXXACXCACX -+××+×××=¢ --  (*) (теорема 4),

где ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

y
x

X  и ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢
¢

=¢
y
x

X  – координатные столбцы в репере R1

произвольной точки M и ее образа М′; ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
=

aa
aa

cossin
sincos

A  – матрица

преобразования f в репере R; C – матрица перехода от R к R1 (в нашем

случае C=C–1=E); ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

0

0
0 y

x
X , ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=

1

1
0 y

x
X .

Так как (x1; y1) – решение системы (1), то 000 XXAX +×=  и ра-

венство (*) принимает вид: XAX ×=¢ . Записывая полученное равен-

ство в координатной форме, находим формулы f в репере R1:

aa sincos ×-×=¢ yxx , aa cossin ×+×=¢ yxy . Как видим, движение f
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представляет собой поворот вокруг точки O1 на угол α.

Если же 0=a , то формулы (**) принимают вид x′=x+x0, y′=y+y0.

В этом случае f есть перенос на вектор );( 00 yxpr . Теорема доказана.

Теорема 7. Всякое движение второго рода есть либо осевая сим-

метрия, либо скользящая симметрия.

Доказательство. Пусть f – произвольное движение второго рода,

заданное в некотором ортонормированном репере { }jiOR
rr

,,=  форму-

лами (**) (см. § 10):

0sincos xyxx +×+×=¢ aa , 0cossin yyxy +×-×=¢ aa .

Найдем формулы этого движения в репере { }1111 ,, jiOR
rr

= , кото-

рый одинаково ориентирован с репером R и удовлетворяет условиям:

÷
ø
ö

ç
è
æ

2
;

2
00

1
yxO ,

2
),( 1

a
=

Ù

ii
r

.

В матричной форме искомые формулы имеют вид:

( ) ( )000
11 XXXACXCACX -+××+×××=¢ -- ,

где XX ¢,  – координатные столбцы в репере R1 точки M и ее образа M′;
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A  – матрица движения f в репере R;
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C  – матрица перехода от R к R1;
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Находим последовательно:
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÷÷
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Таким образом, в репере R1 движение f задается формулами:

.,
2

sin
2

cos 00 yyyxxx -=¢÷
ø
ö

ç
è
æ ×+×+=¢ aa

Теперь становится понятным, что если 0
2

sin
2

cos 00 =×+×
aa yx , то

f – осевая симметрия; если же 0
2

sin
2

cos 00 ¹×+×
aa yx , то f – скользя-

щая симметрия. Теорема доказана.

Результаты проведенного исследования показаны на схеме 1.

Схема 1.

Примечание. Сопоставляя эти результаты с таблицей 1, приходим

к следующим выводам.

1. Движение первого рода, не имеющее инвариантных точек, яв-

ляется параллельным переносом.

2. Движение первого рода с единственной инвариантной точкой

является поворотом.

3. Движение второго рода, не имеющее инвариантных точек, яв-

ляется скользящей симметрией.
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4. Движение второго рода, имеющее прямую инвариантных то-

чек, является осевой симметрией.

Таким образом, зная род и количество инвариантных точек неко-

торого движения, можно определить его вид (см. п. 2.10. «Сводки»).

Пример 1. Преобразование f задано в ортонормированном репере

формулами x′ = –x + 5, y ′= y + 1. Докажем, что f – движение, и опреде-

лим его род и вид.

Решение. Матрица ÷÷
ø

ö
çç
è

æ-
10
01

, составленная из коэффициентов при

x и y, является ортогональной, следовательно, f –  движение.  Так как

определитель этой матрицы равен –1, то f – движение второго рода.

Найдем инвариантные точки:
î
í
ì

+=
+-=
1
5

yy
xx

. Система решений не

имеет, следовательно, инвариантных точек нет и поэтому f – скользящая

симметрия.

Упражнения
156. Преобразования f1, f2, f3, f4, f5 заданы в ортонормирован-

ном репере следующими формулами:

;
13
5

13
12,2

13
12

13
5:1 yxyyxxf +=¢+-=¢

;
13
5

13
12,2

13
12

13
5:2 yxyyxxf +=¢++-=¢

;2
13
5

13
12,3

13
12

13
5:3 -+=¢++-=¢ yxyyxxf

;6,2:4 +-=¢+-=¢ yyxxf

.6,2:5 +=¢+=¢ yyxxf

Доказать, что эти преобразования являются движения-

ми. Определить род и вид каждого из них.
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§ 13. Равенство (конгруэнтность) фигур

Определение. Фигура Ф называется равной (конгруэнтной) фи-

гуре Ф′, если существует такое движение, при котором фигура Ф ото-

бражается на фигуру Ф′.

Обозначается: Ф = Ф′ ( ФФ ¢@ ).

В частности, если Ф и Ф′ – треугольники ABC и A1B1C1, то, говоря

о равенстве этих треугольников, обычно считают (согласно сложив-

шейся традиции), что существует такое движение, при котором

1AA ® , 1BB ® , 1CC ®  (и, следовательно, 111 CBAABC D®D ).

Упражнения

157°. Как доказать, что фигура Ф равна (конгруэнтна) фигу-

ре Ф′?

158*. Доказать, что любые две окружности одинаковых радиу-

сов равны.

159*. Доказать, что два отрезка равны (в смысле приведен-

ного выше определения!) тогда и только тогда, когда

равны их длины.

160*. Доказать, что два угла равны (в смысле приведенного

выше определения!) тогда и только тогда, когда равны

их градусные (радианные) меры.

161*. Доказать, что если треугольники ABC и A1B1C1 равны

(в смысле приведенного выше определения!), то равны

их соответствующие медианы AD и A1D1, соответст-

вующие высоты BE и B1E1, соответствующие биссек-

трисы CF и C1F1.

162°. Доказать следующие общие свойства равенства фигур:

а) Ф=Ф  для любой фигуры Ф;
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б) если Ф=Ф 1, то Ф1=Ф;

в) если Ф1=Ф2, Ф2=Ф3, то Ф1=Ф3.

Пример 1. Как известно, в школьных учебниках иногда прини-

мают следующее (частное) определение равенства треугольников:

треугольники ABC и A1B1C1 называются равными, если AB = A1B1, BC

= B1C1, CA = C1A1, ×A=×A1, ×B=×B1, ×C=×C1. Докажем, что применительно

к треугольникам общее и частное определения равенства эквивалент-

ны.

Решение. Пусть треугольники ABC и A1B1C1 равны в смысле общего

определения, т.е. существует движение f, при котором 1AA ® , 1BB ® ,

1CC ® . Тогда (в силу известных свойств движений) AB=A1B1, BC=B1C1,

CA = C1A1, ×A=×A1, ×B=×B1, ×C=×C1. Это означает, что данные треугольники

равны и в смысле частного определения.

Обратно, если 111 CBAABC D=D  в смысле частного определения,

то AB=A1B1, AC= A1C1, ×A=×A1 и, в силу результата, полученного в при-

мере 2 § 9, существует такое движение, при котором 1AA ® , 1BB ® ,

1CC ® . Это означает, что данные треугольники равны и в смысле

общего определения, что и требовалось доказать.

Для доказательства того, что существует движение, при котором

фигура Ф отображается на фигуру Ф1 (и, стало быть, Ф=Ф1), могут

использоваться способы отыскания образа фигуры, в частности, при-

ем 5.3. Другая группа приемов основана на теореме о подвижности

плоскости и ее следствиях (см. следствия 2°, 3° и пример 2 § 9). Соот-

ветствующие приемы приведены в п. 7.2. «Сводки».

Пример 2. Докажем, что если смежные стороны и угол между

ними одного параллелограмма равны соответственно смежным сторо-

нам и углу между ними другого параллелограмма, то эти параллело-

граммы равны.
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Решение. Первый способ. Пусть в параллелограммах ABCD и

A1B1C1D1 AB=A1B1, AD=A1D1, ×A=×A1 (рис. 25). Обозначим через a луч

AD, a1 – луч A1D1, b – луч AB, b1 – луч A1B1, σ – полуплоскость, опреде-

ляемую прямой AD и точкой B, σ1 – полуплоскость, определяемую

прямой A1D1 и точкой B1.

Существует движение f, при котором флаг (A, a, σ) переходит в

флаг (A1, a1, σ1). Так как AD=A1D1, то при этом 1DD ® . Далее, т.к.

×A=×A1, то 1bb ® , а т.к. AB=A1B1, то 1BB ® . Наконец, при движении f

прямые BC и DC переходят соответственно в прямые B1C1 и D1C1

(свойства движений). Следовательно, точка пересечения прямых BC и

DC переходит в точку пересечения B1C1 и D1C1, т.е. 1CC ® . Таким

образом, движение f переводит ABCD в A1B1C1D1, следовательно,

ABCD=A1B1C1D1.

Второй способ. Так как AB=A1B1, AD=A1D1, ×A=×A1, то

111 DBAABD D=D . Следовательно, существует движение f, при кото-

ром 1AA ® , 1BB ® , 1DD ®  (см. пример 2, § 9). При этом движении

1CC ®  (см. первый способ). Таким образом, движение f переводит

ABCD в A1B1C1D1, следовательно, ABCD=A1B1C1D1.

Заметим, что изложенные решения укладываются в схемы, при-

веденные в п. 7.2. «Сводки»: в первом решении данные параллело-
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граммы «привязывались» к флагам (A, a, σ) и (A1, a1, σ1), а во втором –

к треугольникам ABD и A1B1D1.

Пример 3. Докажем, что если полуоси a и b эллипса ω равны по-

луосям эллипса ω1, то эти эллипсы равны.

Решение. Так как полуоси данных эллипсов равны a и b, то суще-

ствует ортонормированный репер R, в котором эллипс ω задается

уравнением 12

2

2

2

=+
b
y

a
x  (1), и существует ортонормированный репер

R1, в котором эллипс ω1 задается уравнением (1).

Существует движение f, при котором репер R переходит в репер

R1. При этом движении эллипс ω преобразуется в фигуру ω′, которая

задается в репере R1 уравнением (1). Это означает, что фигура ω′ сов-

падает с эллипсом ω1. Следовательно, f(ω)= ω1 и поэтому эллипсы ω и

ω1 равны.

Приведенное решение соответствует одной из трех схем, приве-

денных в п. 7.2. «Сводки».

Определение. Треугольники ABC и A1B1C1 называются одинако-

во ориентированными (противоположно ориентированными), если

одинаково ориентированы (противоположно ориентированы) реперы

{ }CBAR ,,=  и { }1111 ,, CBAR = .

Легко видеть, что равные треугольники ABC и A1B1C1 одинаково

ориентированы (противоположно ориентированы) тогда и только то-

гда, когда существует движение первого рода (второго рода), при ко-

тором 1AA ® , 1BB ® , 1CC ® .

Пример 4. Треугольники ABC и A1B1C1 равны и противоположно

ориентированы. Докажем, что середины отрезков, соединяющих сере-

дины соответствующих сторон этих треугольников, лежат на одной

прямой.
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Решение. Так как треугольники ABC и A1B1C1 равны и противопо-

ложно ориентированы, то существует движение f второго рода, при ко-

тором 1AA ® , 1BB ® , 1CC ® . При этом стороны AB, BC, CA преоб-

разуются в отрезки A1B1, B1C1, C1A1 соответственно. Следовательно, се-

редины M, N, P сторон AB, BC, CA переходят в середины M1, N1, P1

сторон A1B1, B1C1, C1A1.

Т. к. f – движение второго рода, то f есть либо осевая симметрия,

либо скользящая симметрия. В первом случае середины отрезков

MM1, NN1, PP1 принадлежат оси симметрии. Во втором случае сере-

дины указанных отрезков принадлежат оси скользящей симметрии в

силу известного ее свойства (см. упр. 88).

Упражнения

163. Доказать, что если сторона и прилежащие к ней углы

одного треугольника равны стороне и прилежащим к

ней углам другого треугольника, то эти треугольники

равны.

164. В выпуклых четырехугольниках ABCD и A1B1C1D1 AB=A1B1,

AD=A1D1, BC=B1C1, ×A=×A1, ×B=×B1. Доказать, что четырех-

угольники равны.

165. В трапециях ABCD и A1B1C1D1 BC||AD, B1C1||A1D1,

AD = A1D1, ×CAD = ×C1A1D1, ×CDA = ×C1D1A1, ×BDA =

×B1D1A1. Доказать, что трапеции равны.

166*. Доказать, что если действительные и мнимые полуоси

двух гипербол соответственно равны, то гиперболы равны.

167*. Доказать, что если фокальные параметры двух парабол

равны, то параболы равны.

168. В окружность вписаны равные противоположно ориен-

тированные треугольники ABC и A1B1C1. Доказать, что
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точки пересечения прямых AB и A1B1, BC и B1C1, CA и

C1A1 принадлежат прямой, проходящей через центр ок-

ружности.

 169. Треугольники ABC и A1B1C1 равны и одинаково ориен-

тированы, причем прямые AA1, BB1 и CC1 не параллель-

ны. Доказать, что серединные перпендикуляры к отрез-

кам AA1, BB1 и CC1 пересекаются в одной точке.

§ 14. Применение движений к решению
   задач на вычисление
   и доказательство.
   Вспомогательные построения

Вспомогательные (дополнительные) построения являются ключе-

вым звеном процесса решения многих геометрических задач. Средст-

вом осуществления удачного вспомогательного построения служат

нередко преобразования плоскости, в частности движения. Основная

идея применения в этом плане преобразований плоскости состоит в

следующем: отдельные фрагменты исходной геометрической ситуа-

ции подвергаются некоторому преобразованию, в результате чего по-

лучается некоторая вспомогательная фигура, более удобная для реше-

ния поставленной задачи.

Пример 1. Сумма оснований трапеции равна 10 см. Найдем ее диа-

гонали, если известно, что они перпендикулярны и относятся как 3:4.

Решение. При переносе на вектор BC CB ® , 1DD ® , поэтому

отрезок BD переходит в равный и параллельный ему отрезок CD1 ,
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причем DD1 = BC, D1ÎAD (рис. 26). Имеем ×ACD1 = ×AOD = 90°,

AD1 = AD+DD1 = AD+ВC = 10 см.

Обозначим AC =  3x, тогда CD1 =  4x.

Получаем уравнение: 9x2+16x 2= 100, от-

куда x = 2 и, следовательно, AC =  6 см,

BD = 8см.

Пример 2. На биссектрисе внешнего

угла C треугольника ABC взята точка M.

Докажем, что AC+CB<AM+MB.

Решение. При осевой симметрии, осью которой служит биссек-

триса внешнего угла BCD треугольника

ABC, MM ® , CC ® , 1BB ® , причем

CDB Î1  (рис. 27).

Поэтому CBBC 1® , MBBM 1®  и,

следовательно, CB1=CB, MB1=MB.

В треугольнике AMB1: AB1<AM+MB1,

отсюда AC+CB1<AM+MB1 и, наконец,

AC+CB<AM+MB, что и требовалось доказать.

Пример 3. На сторонах BC и CD квадрата ABCD взяты точки M и

K соответственно, причем ×BAM=×MAK. Докажем, что BM+KD=AK.

Решение. При повороте вокруг точки A на угол

–90° (рис. 28) квадрат ABCD отображается на квад-

рат ADC1D1, так что точки C, D, C1 лежат на одной

прямой.

Далее, 1MM ®  ( °=ÐÎ 90, 111 MAMDCM ), от-

резок BM переходит в равный ему отрезок DM1, а

угол BAM – в равный ему угол DAM1. Имеем:

11 90 DAMKAM Ð-°=Ð , MAKAKM Ð-°=Ð 901 .

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



94

Так как MAKBAMDAM Ð=Ð=Ð 1 , то AKMKAM 11 Ð=Ð  и, следова-

тельно, AK=KM1. Таким образом, BM+KD=M1D+KD=KM1=AK, что и

требовалось доказать.

Упражнения
170. Продолжения боковых сторон AB и CD трапеции ABCD

пересекаются в точке O, причем j=ÐAOD . Найти BC,

если AB = a, CD = b, AD = c, AD > BC.

171. В выпуклом четырехугольнике ABCD ×A = 90°,

×B = 120°, AB = BC = a, 3aAD = . Найти CD.

172. На сторонах AB и AC треугольника ABC построены вне

треугольника квадраты ABMN и ACPK. Доказать, что

медиана AE треугольника ABC равна половине отрезка

NK и перпендикулярна ему.

173. Даны правильный треугольник ABC и произвольная

точка M. Доказать, что больший из отрезков MA, MB и

MC не превосходит суммы двух других отрезков.

174. На катетах CA и CB равнобедренного прямоугольного

треугольника ABC выбраны точки D и E так, что CD =

CE. Прямые, проведенные через точки D и C и перпен-

дикулярные AE, пересекают гипотенузу AB в точках K и

P соответственно. Доказать, что KP = PB.

175. Доказать, что если в треугольнике медиана и биссектри-

са совпадают, то треугольник равнобедренный.

176. На прямой a даны точки A, B, C, D, расположенные в

указанном порядке, причем AB = CD. Доказать, что для

любой точки M, не принадлежащей прямой a, выполня-

ется неравенство MA + MD > MB + MC.
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177. Доказать, что сумма расстояний от любой точки, лежа-

щей на основании равнобедренного треугольника, до

его боковых сторон равна длине высоты треугольника,

опущенной на боковую сторону.

178. Точка M лежит на диаметре AB окружности. Хорда CD

проходит через точку M и пересекает AB под углом 45°.

Доказать, что значение выражения CM2 + DM2 не зави-

сит от выбора точки M.

179. Доказать, что из всех равновеликих треугольников с

общим основанием наименьший периметр имеет равно-

бедренный треугольник.

§ 15. Применение движений к решению
задач на доказательство.
Переформулирование цели задачи

Процесс решения достаточно сложной задачи с помощью преобра-

зований нередко начинается с переформулирования ее цели на языке

геометрических преобразований или, иначе говоря, сведения данной

задачи к такой задаче, которая сформулирована в терминах преобразо-

ваний. Тем самым задача сводится чаще всего либо к отысканию об-

раза фигуры, либо к отысканию образа точки. Приведем примеры и уп-

ражнения, предназначенные для овладения этим важным умением.

Пример 1. а) Чтобы доказать, что отрезок AB равен отрезку СD,

достаточно установить, что при некотором движении отрезок AB ото-

бражается на отрезок CD (свойство движений, § 7).
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б) Чтобы доказать, что угол между прямыми a и b равен φ,  где

°£<° 900 j , достаточно показать, что при некотором повороте на

угол φ или на угол 180°–φ прямая a отображается на прямую b. В ча-

стности, чтобы доказать, что прямые a и b взаимно перпендикуляр-

ны, достаточно установить, что при повороте на угол 90° или –90°

прямая a отображается на прямую b (пример 4 в § 3).

в) Чтобы доказать, что треугольник ABC правильный, достаточно

установить, что при повороте вокруг некоторой точки O на угол 120°

(или  –120°) треугольник ABC отображается на себя.

Действительно, пусть при повороте °120
OR BA ® , CB ® , AC ® .

Тогда отрезок AB переходит в отрезок BC, а отрезок BC – в отрезок CA

и, следовательно, AB=BC=CA, т.е. треугольник ABC – правильный. Так

как по определению поворота OA=OB=OC, то точка O – его центр.

г) Чтобы доказать, что точка пересечения прямых a и b принад-

лежит прямой c, достаточно показать, что при осевой симметрии с

осью c прямая a отображается на прямую b (пример 4 в § 8).

д) Чтобы доказать, что линии L1, L2, L3, … пересекаются в одной

точке, достаточно установить, что они являются образами некоторых

линий L′1, L′2, L′3, …, пересекающихся в одной точке (определение об-

раза фигуры).

Упражнения

180°. Переформулируйте следующие требования (задания) на

языке геометрических преобразований или сведите ука-

занные требования к таким заданиям, которые сформули-

рованы в терминах преобразований (после каждого зада-

ния в скобках указано то преобразование, которое жела-

тельно использовать):
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а) доказать, что угол ABC равен углу A1B1C1 (движение);

б) доказать, что треугольник ABC равен треугольнику

A1B1C1 (движение);

в) доказать, что отрезок AB равен и параллелен отрезку

CD (перенос, центральная симметрия);

г) доказать, что угол AOB равен данному углу φ (пово-

рот);

д) доказать, что отрезок AB проходит через точку O и

делится ею пополам (центральная симметрия);

е) доказать, что отрезок AB перпендикулярен прямой a и

делится ею пополам (осевая симметрия);

ж) доказать, что четырехугольник ABCD – параллело-

грамм, а данная точка O – его центр (центральная сим-

метрия);

з) доказать, что четырехугольник ABCD –  квадрат,  а

данная точка O – его центр (поворот).

Разумеется, перечень подобных примеров может быть

продолжен.

Приведем примеры задач, в процессе решения которых осущест-

вляется переформулирование цели в плане геометрических преобра-

зований.

Пример 2. Диагонали параллелограмма ABCD пересекаются в

точке O. На сторонах AB и CD вне параллелограмма построены пра-

вильные треугольники ABM и CDP; точки O1 и O2 – их центры. Точки

O3 и O4 – центры окружностей, описанных около треугольников O1CD

и O2AB. Докажем, что четырехугольник O1O3O2O4 – параллелограмм,

диагонали которого пересекаются в точке O.
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Опишем вначале по-

иск решения; он происхо-

дит обычно скрытно, в

умственном плане, и поч-

ти не находит отражения

в чистовом решении.

Чтобы доказать, что

O1O3O2O4 – параллелограмм (рис. 29), достаточно установить, что при

центральной симметрии ZO 21 OO ®  и 43 OO ®  (переформулирование

цели задачи). В свою очередь, чтобы доказать, что 21 OO ® , достаточно

установить, что треугольник ABM переходит в треугольник CDP (упр.

137); для этого достаточно показать, что CDAB ®  и полуплоскость, со-

держащая треугольник ABM, переходит в полуплоскость, содержащую

треугольник CDP (упр. 136). Далее, чтобы доказать, что 43 OO ® , доста-

точно установить, что треугольник O1CD переходит в треугольник O2AB

(упр. 137); для этого достаточно найти образы точек O1, C и D.

Решение. При центральной симметрии ZO CA ®  и DB ® , а по-

луплоскость, содержащая треугольник ABM, переходит в полуплос-

кость, содержащую треугольник CDP (поскольку полуплоскость, оп-

ределяемая прямой AB и точкой O, переходит в полуплоскость, опре-

деляемую прямой CD и точкой O).  Отсюда следует (упр.  136),  что

PM ® , и поэтому 21 OO ®  (упр. 137).

Далее, при центральной симметрии ZO AC ®  и BD ® , 21 OO ® ,

следовательно, треугольник O1CD переходит в треугольник O2AB и

поэтому 43 OO ®  (упр. 137).

Окончательно получаем: 21 OO ® , 43 OO ® , следовательно, от-

резки O1O2 и O3O4 делятся точкой O пополам и поэтому O1O3O2O4 –

параллелограмм, а точка O – его центр (см. прием 8.2.4).
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Пример 3. Даны квадрат ABCD и точка M. Через точки A, B, C,

D проведены прямые a1, a2, a3, a4 перпендикулярные прямым MD,

MA, MB и MC соответственно. Докажем, что прямые a1, a2, a3, a4 пе-

ресекаются в одной точке.

Поиск решения. Чтобы доказать, что прямые a1, a2, a3, a4, пересе-

каются в одной точке, достаточно установить, что они являются об-

разами (при некотором движении) прямых, пересекающихся в одной

точке. Такими прямыми являются, по-видимому, прямые MD, MA,

MB, MC, а искомым движением – по-

ворот вокруг центра квадрата на угол

90° (рис. 30).

Решение. При повороте
o90

OR

AD ® , следовательно, прямая DM пе-

реходит в перпендикулярную ей пря-

мую, проходящую через точку A, т. е. в

прямую a1.

Аналогично устанавливается, что

при указанном повороте прямые AM,

BM, CM переходят соответственно в прямые a2, a3, a4.

Отсюда следует, что образ точки M – точка M′ – принадлежит

прямым a1, a2, a3, a4, что и требовалось доказать (см. прием 8.2.16.).

Пример 4. На окружностях ω1 (O1; R) и ω2 (O2; R), касающихся в

точке C, взяты точки A и B соответственно, такие, что ×ACB=90°. До-

кажем, что AB=2R.

Поиск решения. Чтобы доказать, что AB=2R, достаточно устано-

вить, что при переносе на вектор 21OO BA ® . Точка A есть точка пе-

ресечения окружности ω1 и прямой CA (обозначим ее через a1).
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Поэтому, чтобы найти образ точки A, достаточно найти образы

окружности ω1 и прямой a1, а для этого, в свою очередь, достаточно

найти образы точек O1

и C (рис. 31).

Решение. Обозна-

чим через D вторую

точку пересечения

прямой O1O2 и окруж-

ности ω2. Так как

×CBD=90°, то a2 || a1, где

a2 – прямая BD.

При переносе на вектор 21OO 21 OO ® , поэтому 21 ww ® .Так

как 21OOCD = , то DC ® . Следовательно, прямая a1, проходящая

через точку C, переходит в параллельную ей прямую, проходящую

через точку D, т.е. 21 aa ® . Т.к. 21 aa ® , 21 ww ® , то точки пересе-

чения a1 и ω1 переходят в точки пересечения a2 и ω2. Но DC ® ,  а

значит, BA ® . Следовательно, 21OOAB =  и поэтому AB=2R,  что и

требовалось доказать (см. прием 8. 2.9.2).

Пример 5. Докажем, что прямая, проходящая через точку пересе-

чения диагоналей равнобочной трапеции и точку

пересечения продолжений ее боковых сторон, делит

основания трапеции пополам.

Решение. Пусть диагонали трапеции ABCD

пересекаются в точке O, а продолжения боковых

сторон AB и CD –  в точке М (рис. 32). Проведем

через точку M прямую a, перпендикулярную AD (а

значит, перпендикулярную и BC). Так как треугольники AMD и BMC –
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равнобедренные, то эта прямая делит основания трапеции пополам

(рис. 32). Остается доказать, что точка пересечения диагоналей при-

надлежит прямой a.

При осевой симметрии с осью a BCDA ®® , , поэтому диаго-

наль AC переходит в DB, а DB – в AC. Следовательно, точка пересече-

ния AC и DB переходит в точку пересечения DB и AC, т.е. OO ® . Та-

ким образом, точка O является инвариантной и, следовательно, при-

надлежит прямой a, что и требовалось доказать (см. прием 8.2.6).

Пример 6. На сторонах AC и BC треугольника ABC построены

вне треугольника квадраты AMHC и BPKC. Точки O1 и O2 – центры

этих квадратов, а точка O – середина AB. Докажем, что отрезки OO1 и

OO2 равны и перпендикулярны.

Решение. Заметим, что от-

резок OO1 параллелен отрезку

BH и равен его половине, а от-

резок OO2 параллелен отрезку

AK и равен его половине. По-

этому достаточно доказать, что

отрезки BH и AK равны и пер-

пендикулярны (рис. 33).

Рассмотрим поворот °90
CR .

При этом BKHA ®® , ,

HBAK ®  и поэтому отрезки AK и BH равны и перпендикулярны, от-

куда и следует требуемое (см. приемы 8.2.1 и 8.2.2).

Некоторые из приведенных ниже задач можно решить не только

при помощи движений, но и используя традиционные геометрические

методы, например равенство треугольников. Рекомендуем читателю

там, где это возможно, рассмотреть и сравнить оба подхода.
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Упражнения

181. Дан параллелограмм ABCD. Точки O1 и O2 – центры ок-
ружностей, вписанных в треугольники ABC и ACD. До-
казать, что отрезок O1O2 проходит через точку пересече-
ния диагоналей параллелограмма и делится этой точкой
пополам.

182. Доказать, что хорды, отсекаемые на данном круге пря-
мыми, равноудаленными от его центра, равны.

183. Доказать, что две хорды окружности, образующие рав-
ные углы с ее диаметром в одной точке, равны.

184. На сторонах AB и BC квадрата ABCD построены вне
квадрата правильные треугольники с центрами O1 и O2

соответственно. Доказать, что отрезки O1C и O2D равны
и перпендикулярны.

185. На сторонах AB и BC правильного треугольника ABC
построены вне треугольника квадраты ABMN и BCPK.
Точки B1 и С1 делят стороны AC и BA в отношении 2:1.
Доказать, что отрезки MB1 и PC1 равны и пересекаются
под углом 60°.

186. В треугольнике ABC медианы пересекаются в точке O.
Точки M, P, K – середины отрезков AO, BO, CO. Через
точки M, P, K проведены прямые, параллельные соответ-
ственно прямым BC, AC, AB. Эти прямые, пересекаясь,
образуют треугольник A1B1C1. Доказать, что треугольни-
ки ABC и A1B1C1 равны.

187. На сторонах AB и CD параллелограмма ABCD построены
вне параллелограмма правильные треугольники с центра-
ми O1 и O2, а на сторонах BC и AD построены, также вне
параллелограмма, квадраты с центрами O3 и O4. Доказать,
что отрезки O1O3 и O2O4 равны и параллельны.
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188. Доказать, что если противоположные стороны шести-

угольника, описанного около окружности, параллельны,

то они попарно равны.

189. Окружность, центр которой лежит на биссектрисе угла,

пересекает одну сторону угла в точках A и B, а другую –

в точках C и D. Доказать, что: а) AB=CD; б) отрезок, со-

единяющий середины хорд AB и CD, перпендикулярен

биссектрисе угла и делится ею пополам.

190. В равные окружности с центрами O и O1 вписаны тра-

пеции, основания которых лежат на прямых a и b, па-

раллельных прямой OO1. Доказать, что отрезок, соеди-

няющий точки пересечения диагоналей этих трапеций,

равен и параллелен отрезку OO1.

191. Две равные окружности касаются в точке O. Прямые a,

b, c, проходящие через точку O, пересекают одну из

этих окружностей в точках A, B, С соответственно, а

другую – в точках A1, B1, C1 соответственно. Доказать,

что: а) отрезки AB и A1B1 равны и параллельны; б) тре-

угольники ABC и A1B1C1 равны; в) отрезок, соединяю-

щий ортоцентры этих треугольников, проходит через

точку O и делится ею пополам.

192. Дан равнобедренный треугольник ABC (AB=AC). Окруж-

ность с центром на биссектрисе угла A пересекает сторо-

ны AB и AC в точках M, K и M1, K1 соответственно, а пря-

мую BC – в точках P и P1.  Доказать,  что: а) углы MPK и

M1P1K1 равны; б) отрезок, соединяющий центры окружно-

стей, вписанных в треугольники MPK и M1P1K1, перпен-

дикулярен биссектрисе угла A и делится ею пополам.
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193. Точки A, B, C лежат на одной прямой, причем точка B

лежит между A и C. Правильные треугольники ABM и

BCN расположены в одной полуплоскости относительно

прямой AC. Точки P и K делят отрезки AN и MC соот-

ветственно в отношении 1:2. Доказать, что: а) AN=MC;

б) прямые AN и MC пересекаются под углом в 60°; в)

°=Ð 60PBK .

194. Точки A1, B1, С1 – середины сторон BC, CA, AB треуголь-

ника ABC. Точки H1, H2, H3 – ортоцентры треугольников

AB1C1, BA1C1, CB1A1, а точки O1, O2, O3 – центры окружно-

стей, вписанных в эти треугольники соответственно. До-

казать,  что:  а) BCOOHH
2
1

3232 == ; б) треугольники

H1H2H3 и O1O2O3 равны.

195. Окружности ω1 (O; R) и ω2 (O; R′) разделены на n равных

частей точками A1, A2, …, An и B1, B2, …, Bn соответствен-

но, так, что каждая из точек Bi принадлежит лучу OAi. До-

казать, что каждый из углов между прямыми A1Bk и A2Bk+1,

где k=2, 3, …, n–1, равен
3
p , если n=3, и

n
p2 , если 4³n .

196. На боковых сторонах равнобочной трапеции ABCD по-

строены вне трапеции правильные треугольники ABM и

CDP с центрами O1 и O2. Доказать, что: а) отрезки AP и

DM равны и пересекаются в точке, принадлежащей

прямой, соединяющей середины оснований трапеции; б)

отрезок O1O2 параллелен основаниям трапеции.

197. Прямая с содержит биссектрису угла, образованного

лучами a и b. Прямые c1, c2, …, cn, перпендикулярные

прямой c, пересекают луч a в точках A1, A2, …, An, а луч
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b – в точках B1, B2, …, Bn соответственно. Доказать, что

все точки AiBj ∩ AjBi (i≠j) принадлежат прямой c.

198. Окружность пересекает две концентрические окружности:

одну – в точках A и B, другую – в точках C и D. Доказать,

что хорды AB и CD параллельны и AC = BD, AD = BC.

199. Даны равносторонние треугольники ABC и AB1C1, в кото-

рых ориентированные углы BAC и B1AC1 равны по +60°.

Доказать, что: а) отрезки BB1 и CC1 равны; б) угол между

прямыми BB1 и CC1 равен 60°.

200. В остроугольном треугольнике ABC с углом A, равным

45°, на высоте BB1 взята точка O так, что B1O = B1C. До-

казать, что точка O – ортоцентр треугольника ABC.

201. Две равные окружности, расположенные вне угла с вер-

шиной O, касаются сторон этого угла в точках A и B, та-

ких, что OA = OB. Точка M диаметрально противопо-

ложна точке A, а точка P – точке B. Доказать, что четы-

рехугольник ABPM – трапеция.

202. Через центр квадрата проведены две взаимно перпенди-

кулярные прямые. Доказать, что их точки пересечения со

сторонами квадрата являются вершинами квадрата.

203. На сторонах квадрата построены правильные треуголь-

ники вне квадрата. Доказать, что их центры являются

вершинами квадрата.

204. На сторонах AB, BC, CD, DA квадрата ABCD построены

вне квадрата правильные треугольники с центрами O1,

O2, O3, O4 соответственно. Точки H1, H2, H3, H4 – орто-

центры треугольников AO1C, BO2D, CO3A, DO4B соот-

ветственно. Доказать, что H1H2H3H4 – квадрат, центр ко-

торого совпадает с центром квадрата ABCD.
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205. На сторонах правильного треугольника построены

квадраты вне треугольника. Доказать, что их центры яв-

ляются вершинами правильного треугольника.

206. Точки M, N, P делят стороны AB, BC, CA правильного

треугольника ABC в отношении 1:2 соответственно. От-

резки AN, BP, CM, пересекаясь, образуют треугольник

A1B1C1. Доказать, что треугольник A1B1C1 – правильный,

а его центр совпадает с центром треугольника ABC.

207. Точки M и N делят стороны AD и CB параллелограмма

ABCD в отношении 1:2, а точки P и L делят в таком же

отношении отрезки BM и DN. Лучи AP, BM, CL, DN, пе-

ресекаясь, образуют четырехугольник PKLQ. Доказать,

что PKLQ – параллелограмм, центр которого совпадает

с центром параллелограмма ABCD.

208. Даны параллелограмм ABCD и точка M. Через точки A,

B, C, D проведены прямые, параллельные прямым MC,

MD, MA, MB соответственно. Доказать, что эти прямые

пересекаются в одной точке.

§ 16. Применение движений к решению
задач на построение

Если в процессе решения задачи на построение используется ка-

кое-либо преобразование плоскости, то говорят, что задача решена ме-

тодом геометрических преобразований. Охарактеризуем наиболее

употребительные приемы, которые в своей совокупности составляют

упомянутый метод.
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16.1. Сближение элементов
  искомой фигуры

Этот прием используется в задачах на построение многоугольни-

ков и состоит в следующем. В процессе анализа отдельные линейные

элементы искомой фигуры подвергаются какому-либо преобразова-

нию (чаще всего – параллельному переносу) с целью получить такой

вспомогательный треугольник, который можно было бы построить, и,

располагая которым, можно построить искомую фигуру.

Пример 1. Построим трапецию, зная ее основания, одну из боко-

вых сторон и угол между продолжениями боковых сторон.

Анализ. Пусть ABCD – искомая трапеция: AD=a, BC=b, CD=c,

×AOD= φ (рис. 34).

При переносе на вектор

CAABAACBBC 11,: ®®® и , при-

чем A1Î AD, A1C || AB, AA1=BC и, стало

быть, в треугольнике A1CD: A1D = a–b,

×A1СD= φ, CD=c. По этим данным тре-

угольник A1CD можно построить. Рас-

полагая треугольником A1CD, можно

легко построить и искомую трапецию.

План построения. Строим треугольник A1CD по указанным выше

данным; на луче DA1 откладываем отрезок DA=a; строим точку B.

Доказательство и исследование предоставляем читателю.

Пример 2. Построим трапецию, зная сумму ее оснований, диаго-

нали и одну из боковых сторон.

Анализ. Пусть ABCD – искомая трапеция: AD+BC=p, AC=e, BD=f,

CD=c (рис. 35).
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Подвергнем переносу на вектор BC  диагональ

11,,: CDBDDDCBBD ®®® , причем CD1=BD, D1ÎAD, DD1=BC.

В треуголь-

нике AСD1:

AD1=p, AC=e,

CD1=f. По этим

данным тре-

угольник AСD1

можно постро-

ить; располагая

этим треуголь-

ником, легко построить и искомую трапецию.

План построения. Строим треугольник AСD1 по указанным выше

данным; строим точку D – точку пересечения отрезка AD1 и окружно-

сти ω (C; c); строим точку B.

Доказательство и исследование предоставляем читателю.

Как видно из этих примеров, в зависимости от специфики зада-

чи «сближать» приходится различные линейные элементы искомой

фигуры.

Упражнения
209. Построить трапецию, зная все ее стороны.

210. Построить трапецию, зная ее основания и углы при

большем основании.

211. Построить трапецию, зная разность ее оснований, высо-

ту, угол между продолжениями боковых сторон и одну

из диагоналей.
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212. Построить трапецию, зная разность ее оснований, боко-

вые стороны и одну из диагоналей.

213. Построить трапецию, зная разность ее оснований, высо-

ту, одну из боковых сторон и одну из диагоналей.

214. Построить трапецию, зная ее диагонали, угол между

ними и одну из боковых сторон.

215. Построить трапецию, зная ее основания и диагонали.

216. Построить трапецию, зная сумму ее оснований, угол

между диагоналями, высоту и одну из боковых сторон.

217. Построить трапецию, зная сумму ее оснований, угол

между диагоналями, одну из диагоналей и одну из боко-

вых сторон.

218. Построить трапецию, зная ее диагонали, угол между

ними и одно из оснований.

219. Построить четырехугольник ABCD, зная все его сторо-

ны и угол между продолжениями сторон AB и CD.

220. Построить четырехугольник ABCD, зная стороны AB, BC,

CD, диагональ BD (диагональ AC) и угол между продол-

жениями сторон AB и CD.

221. Построить четырехугольник ABCD, зная стороны AB, BC,

CD, угол A и угол между продолжениями сторон AD и BC.

222. Построить четырехугольник ABCD, зная стороны AB,

CD, диагональ AC, угол между продолжениями сторон

AB и CD и угол между диагоналями, обращенный к сто-

роне CD.

223. Построить четырехугольник ABCD, зная все его сторо-

ны так, чтобы диагональ AC была биссектрисой угла A.
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16.2. Построение точки пересечения фигуры
и образа фигуры

Этот прием используется в тех задачах, где требуется построить

точки X и Y, принадлежащие соответственно известным фигурам (ли-

ниям) Ф1 и Ф2. Сущность данного приема состоит в следующем:

– подбирают преобразование f, при котором точка X переходит в

точку Y;

– подвергают этому преобразованию фигуру Ф1 и доказывают,

что точка Y (вторая искомая точка) принадлежит пересечению вто-

рой известной фигуры Ф2 и образа Ф1′ первой фигуры; тем самым

выявляется способ построения точки Y;

– в процессе построения точка X получается из точки Y примене-

нием преобразования f –1.

Пример 3. Построим отрезок XY, концы которого принадлежат

данной прямой a и данной окружности ω (соответственно) так, чтобы

этот отрезок был перпендикулярен другой данной прямой b и делился

ею пополам.

Анализ. Допустим, что искомый отрезок XY построен (рис. 36).

Рассмотрим осевую симметрию Sb

(т.к. именно при этом преобра-

зовании точка X переходит в точку

Y). При этом: aaYX ¢®® , ,

следовательно, wÇ¢Î aY  (1);  здесь a

– первая известная фигура Ф1,  а w  –

вторая. Соотношение (1) позволяет

построить точку Y. Имея точку Y,

легко построить точку X: X=Sb(Y).
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План построения. Строим последовательно: a′= Sb(a), wÇ¢ÎaY ,

X=Sb(Y). Отрезок XY – искомый.

Доказательство. Из построения непосредственно вытекает, что

отрезок XY перпендикулярен прямой b и делится ею пополам. wÎY

по построению. Докажем, что aX Î . Действительно, при осевой сим-

метрии Sb: XYaa ®®¢ , , значит, aX Î  (т.к. aY ¢Î ).

Исследование. Задача может иметь 0, 1 или 2 решения в зависи-

мости от числа тех общих точек прямой a′ и окружности ω, которые

не принадлежат прямой b. На рис. 36 показан случай одного решения;

на рис. 37-а имеем два решения; на рис. 37-б решений нет.

Упражнения

224. Построить отрезок XY, равный и параллельный данному

отрезку AB, так, чтобы его концы X и Y принадлежали

соответственно данным прямым a и b (данным окруж-

ностям ω1 и ω2).

225. Построить отрезок XY, который делится данной точкой

O пополам, так, чтобы его концы X и Y принадлежали

соответственно данным прямым a и b (данным окруж-

ностям ω1 и ω2).
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226. Построить равнобедренный треугольник, так, чтобы
вершина его прямого угла совпадала с данной точкой C,
а вершины острых углов принадлежали соответственно
данной прямой a и данной окружности ω.

227. Построить квадрат, одна диагональ которого принадле-
жит данной прямой a, а концы другой диагонали при-
надлежат соответственно данным окружностям ω1 и ω2

(данным прямым b и c).
228. Даны точка O и окружности ω1, ω2, ω3, ω4. Построить

параллелограмм, диагонали которого пересекаются в
точке O, а вершины A, B, C, D принадлежат соответст-
венно окружностям ω1, ω2, ω3, ω4.

229. В данный четырехугольник ABCD вписать равносто-
ронний треугольник, одна из вершин которого совпада-
ет с данной точкой M на стороне AB.

230. Даны две концентрические окружности и точка A, при-
надлежащая меньшей окружности. Провести через точ-
ку A такую прямую, на которой эти окружности высе-
кают равные хорды.

16.3. Пополнение множества известных точек

Этот прием используется в тех задачах, где искомая фигура изна-
чально задается некоторыми точками A, B, С, …, которых, на первый
взгляд, недостаточно, чтобы построить эту фигуру. В подобных слу-
чаях подбирают такое преобразование, при котором прямая, содер-
жащая известную точку A и некоторый линейный элемент искомой
фигуры, отображается на прямую, содержащую другую известную
точку B и другой линейный элемент искомой фигуры. При этом точка
A переходит в некоторую точку A′, которая пополняет набор данных
точек A, B, С, …, что и позволяет начать построение искомой фигуры.
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Пример 4. Построим квадрат ABCD, если известны его центр O и

точки M и P, принадлежащие прямым AB и BC соответственно.

Анализ. Допустим, что искомый квадрат ABCD построен (рис. 38).

Здесь прямые AB и BC содержат, с одной стороны, линейные элемен-

ты – стороны AB и BC – искомого квадрата, а с другой стороны – из-

вестные точки M и P. Преобразованием, переводящим AB в BC, явля-

ется поворот °-90
OR . Итак, при повороте °-90

OR  прямая AB переходит в

прямую BC, а точка M – в точку M′, принадлежащую прямой BC. Это

дает возможность построить прямую BC (по точкам P и M′). Распола-

гая последней, легко построить ис-

комый квадрат.

План построения. Строим по-

следовательно: M′ = °-90
OR (M); пря-

мую M′P; образы прямой M′P при по-

воротах °-90
OR , °90

OR , °180
OR ; точки A, B,

C, D и, наконец, искомый квадрат.

Доказательство и исследование

предоставляем читателю.

Упражнения

231. Построить квадрат ABCD, если известны его центр O и

точки M и P, принадлежащие прямым AB и CD соответ-

ственно.

232. Построить равносторонний треугольник ABC, если из-

вестны его центр O и точки M и P, принадлежащие пря-

мым AB и BC соответственно.

233. Построить параллелограмм ABCD , если известны его

центр O и точки M, N, P, K, принадлежащие прямым AB,

BC, CD и DA соответственно.
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234. Построить равнобедренный треугольник ABC ,  если из-

вестны его высота h, проведенная к основанию BC, пря-

мая a, содержащая эту высоту, и точки M и P, принад-

лежащие прямым AB и AC соответственно.

235. Построить треугольник ABC, если известны прямая a,

содержащая биссектрису угла A, прямая b, содержащая

сторону BC, и точки M и K, принадлежащие прямым AB

и AC соответственно.

236. Построить треугольник ABC, если известны прямые a и

b, содержащие биссектрисы углов A и B, и точки M и P,

принадлежащие прямым AB и AC соответственно.

 16.4. Построение прообраза искомой фигуры

Этот прием состоит в следующем. Пусть требуется построить фи-

гуру Ф, обладающую некоторыми свойствами α и β. Вначале строят

вспомогательную фигуру Ф1, обладающую свойством α. Затем подби-

рают преобразование f, при котором фигура Ф1 переходит в искомую

фигуру Ф. Это преобразование f должно быть таким, чтобы свойство

α, присущее фигуре Ф1, наследовалось фигурой Ф, а свойство β при-

обреталось ею. Наличие множества Г таких преобразований f, сохра-

няющих свойство α, и служит предпосылкой для применения указан-

ного способа.

Пример 5. Построим правильный треугольник, вершины которо-

го принадлежат данным параллельным прямым a, b и c, а центр при-

надлежит данной окружности ω.

Анализ. Искомый треугольник ABC должен обладать двумя свой-

ствами: α) треугольник ABC – правильный, и вершины A, B, C при-

надлежат прямым a, b, c соответственно; β) центр O треугольника
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принадлежит окружности ω (рис. 39). При любом переносе, вектор

которого параллелен данным прямым, свойство α сохраняется. По-

этому прообраз искомого треугольника – треугольник A1B1C1 – ищем

среди правильных треугольников с вершинами на прямых a, b, c. Од-

ну из вершин этого треугольника можно выбрать произвольно на со-

ответствующей прямой (например, A1 на прямой a), тогда построение

двух других вершин осуществляется путем отыскания пересечения

фигуры и образа фигуры (см. п. 16.2): строим )(60
1

bRb A
°=¢ ; находим

точку bcC ¢ÇÎ1 ; строим точку )( 1
60

1 1
CRB A

°-= .

Заметим, что для данной точки A1 существует еще один вспомо-

гательный треугольник A1B2C2; он получается путем изменения на-

правления обоих поворотов в приведенном выше построении.

Располагая треугольником A1B1C1, подберем параллельный пере-

нос, при котором вспомогательный треугольник переходит в искомый.

Для этого достаточно через центр треугольника A1B1C1 – точку O1 –

провести прямую d, параллельную a. Пусть wÇÎdO . Тогда перенос

на вектор OO1  и является искомым.

План построения. Фиксируем на прямой a точку A1; строим пра-
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вильный треугольник A1B1C1 так, чтобы bB Î1 , cC Î1 ; находим точку

O ( wÇÎdO , где d || a); строим треугольник ABC – образ треугольни-

ка A1B1C1 при переносе на вектор OO1 ; треугольник ABC – искомый.

Доказательство очевидно.

Исследование. Как было отмечено выше, для данной точки A1 су-

ществуют два вспомогательных треугольника: A1B1C1 и A2B2C2 (по-

следний на рис. 39 не показан). Легко видеть, что эти треугольники

симметричны относительно прямой, проходящей через точку A1 и

перпендикулярной прямой a. Поэтому их центры O1 и O2 лежат на од-

ной прямой d. Исходя из этого, приходим к следующим выводам.

Если =Çwd Ø, то задача решений не имеет.

Если { }Od =Çw , то получаем два решения: ABCD , CBA ¢¢¢D  –

образы треугольников A1B1C1 и A1B2C2 при переносах на векторы OO1

и OO2 .

Если { }OOd ¢=Ç ,w , то задача имеет четыре решения: образы

треугольника A1B1C1 при переносах на векторы OO1  и OO ¢1  и образы

треугольника A1B2C2 при переносах на векторы OO2  и OO ¢2 .

Упражнения

237. Построить правильный треугольник, вершины которого

принадлежат данным параллельным прямым a, b и c,

так, чтобы прямая, содержащая вершины, принадлежа-

щие прямым a и b, проходила через данную точку M.

238. Построить правильный треугольник со стороной, рав-

ной данному отрезку p, так, чтобы две вершины тре-

угольника принадлежали данным параллельным пря-

мым a и b, а третья вершина принадлежала данной пря-

мой c, пересекающей прямые a и b.
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239. Прямая d пересекает параллельные прямые a, b, c. По-

строить равнобедренный прямоугольный треугольник

ABC так, чтобы вершина прямого угла C принадлежала

прямой c, вершины A и B – прямым a и b, а точка пере-

сечения биссектрис – прямой d.

240. Построить правильный треугольник, одна вершина ко-

торого совпадает с центром данной окружности, другая

– принадлежит данной прямой, а центроид принадлежит

этой окружности.

241. В данную окружность вписать равнобедренный тре-

угольник с углом при вершине, равным 45°, так, чтобы

прямая, содержащая основание треугольника, проходи-

ла через данную точку M.

242. Даны две концентрические окружности и пересекающая

их прямая. Построить правильный треугольник со сто-

роной, равной данному отрезку p, так, чтобы вершины

этого треугольника принадлежали данным окружностям

и прямой (по одной на каждой).

16.5. Прием спрямления в задачах
на оптимизацию

Указанный прием используется в задачах, где требуется построить

ломаную, обладающую неким экстремальным свойством (например,

найти ломаную наименьшей длины). Из числа преобразований в этих

задачах чаще всего применяется осевая симметрия (иногда в сочетании

с параллельным переносом), а основная идея состоит в таком «рас-

прямлении» искомой ломаной, которое позволило бы ответить на во-

прос задачи.
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Пример 6. Внутри данного острого угла дана точка A. На сторо-

нах a и b данного угла найдем такие точки X и Y, чтобы периметр тре-

угольника AXY был наименьшим.

Анализ. Пусть X и Y – произвольно взятые точки на сторонах a и b

(рис. 40). Построим точки A1=Sa(A)  и A2=Sb(A). Ясно, что периметр

треугольника AXY равен длине ломаной A1XYA2. Последняя будет

иметь наименьшую длину тогда и только тогда, когда ломаная A1XYA2

является отрезком. Отсюда вытека-

ет следующее построение.

Строим указанным выше обра-

зом точки A1 и A2 и находим иско-

мые точки: aAAX Ç= 21  и

bAAY Ç= 21 .

Доказательство очевидно.

Исследование. Заметим, что

угол A1OA2 меньше развернутого, а

лучи a и b лежат внутри угла

A1OA2, так что задача имеет един-

ственное решение при любом расположении точки A внутри данного

угла.

Упражнения

243. Точки A и B расположены по одну сторону от прямой a.

Найти на этой прямой такую точку X, чтобы длина ло-

маной AXB была наименьшей.

244. Точки A и B расположены по одну сторону от прямой a.

Построить на прямой a такой отрезок XY, равный дан-

ному отрезку p, чтобы длина ломаной AXYB была наи-

меньшей.
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245. Точки A и B расположены по разные стороны от поло-

сы, ограниченной параллельными прямыми a и b. На

прямых a и b построить такие точки X и Y, чтобы отре-

зок XY был перпендикулярен прямым a и b, а длина ло-

маной AXYB была наименьшей.

246. Точка M принадлежит стороне AB квадрата ABCD. На

остальных сторонах квадрата найти по одной точке так,

чтобы периметр образовавшегося при этом выпуклого

четырехугольника был наименьшим.

247. Точка O лежит внутри треугольника ABC. На сторонах

AB, BC, CA найти точки X, Y, Z соответственно, так, что-

бы длина ломаной OXYZO была наименьшей.

248. Точки A и B расположены по разные стороны от прямой

a. Найти на прямой a такую точку X, чтобы модуль раз-

ности AX–BX имел наибольшее значение.

§ 17. Применение движений
     к построению графиков

Результаты, полученные в §§ 2 – 3, позволяют обосновать те элемен-

тарные приемы, которые используются при построении графиков функ-

ций и уравнений и известны читателю из школьного курса математики.

Представим себе, что нам известен график функции y = f(x) – не-

кая линия Ф. Найдем образ этой линии при параллельном переносе на

вектор );0( bpr . Для этого поступим в соответствии с координатным

способом отыскания образа фигуры (см. п. 5.3. в «Сводке»):
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– составляем формулы переноса: x′ = x, y′ = y+b;

– выражаем переменные x и y через x′ и y′: x = x′, y = y′ – b;

– подставляем полученные выражения в уравнение y=f(x) и нахо-

дим тем самым уравнение искомого образа Ф′: y′=f(x′)+b или, в при-

вычных обозначениях, y = f(x)+b.

Таким образом, приходим к следующему правилу.

1°. График функции y = f(x)+b получается из графика функции

y=f(x) при помощи параллельного переноса на вектор );0( bpr .

Иначе говоря, график функции y = f(x)+b получается путем пере-

носа графика y=f(x) вдоль оси Oy на b  единиц в сторону положитель-

ных y, если b>0, и в сторону отрицательных y, если b<0.

Предлагаем читателю, используя координатный способ отыска-

ния образа фигуры, обосновать приведенные ниже правила (приемы)

2°, 3°, 4°, 5°.

2°. График функции y=f(x–a) получается из графика функции

y=f(x) при помощи параллельного переноса на вектор )0;(apr .

Иначе, график функции y=f(x–a) получается путем переноса гра-

фика функции y=f(x) вдоль оси Ox на a  единиц в сторону положи-

тельных x, если a>0, и в сторону отрицательных x, если a<0.

3°. График уравнения F(x–a, y–b)=0 получается из графика уравне-

ния F(x; y)=0 при помощи параллельного переноса на вектор );( bapr .

Заметим, что перенос на вектор );( bapr  является композицией пе-

реноса на вектор )0;(1 ap  и переноса на вектор );0(2 bp .

Добавим, что на практике вместо переноса графика вдоль оси Ox

(оси Oy) нередко осуществляют перенос оси Oy (оси Ox) на нужное

число единиц в направлении, противоположном направлению исход-

ного переноса.
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4°. График функции y= –f(x)получается из графика функции y=f(x)

при помощи осевой симметрии с осью Ox.

Иначе, график функции y=  –f(x) получается путем отражения

графика функции y=f(x) относительно оси Ox.

5°. График функции y=f(–x) получается из графика функции y=f(x)

при помощи осевой симметрии с осью Oy.

Иначе, график функции y=f(–x) получается путем отражения гра-

фика функции y=f(x) относительно оси Oy.

Упражнения

249. Используя правила 1° – 5°, построить графики следую-

щих уравнений:

а) ÷
ø
ö

ç
è
æ -+=

4
sin1 pxy ; б) 1

3
cos -÷

ø
ö

ç
è
æ +=

pxy ;

в) ( )xy --= 2log ; г) xy --= 2 ;

д) ( ) ( ) 361914 22 =+×+-× yx ; е) 0483649 22 =-++- yxyx ;

ж) 0131624 22 =+--+ yxyx ; з) 0422 =++- yxy ;

и)
2

41
-

-=
x

y ; к)
2
12

+
-

=
x
xy .

250. Доказать, что парабола y=ax2+bx+с является образом

параболы y=ax2 при некотором параллельном переносе.

251. Доказать, что график любой дробно-линейной функции

dcx
baxy

+
+

= , где ad–bc≠0, является образом некоторой ги-

перболы
x
ky =  при некотором параллельном переносе.

252. Доказать, что если в уравнении некоторой линии пере-

менная x содержится только в четной степени, то эта

линия симметрична относительно оси Oy.
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253. Доказать, что если в уравнении некоторой линии пере-

менная y содержится только в четной степени, то эта

линия симметрична относительно оси Ox.

254. Доказать, что если в уравнении некоторой линии пере-

менные x и y содержатся только в четных степенях, то

эта линия симметрична относительно начала координат.

255. Используя формулы осевой симметрии, доказать, что гра-

фик четной функции симметричен относительно оси Oy.

256. Используя формулы центральной симметрии, доказать,

что график нечетной функции симметричен относитель-

но начала координат.

257. Доказать, что прямая x=x0 является осью симметрии

кривой, заданной уравнением F(x, y)+F(2x0–x, y)=0.

258. Доказать, что прямая y=y0 является осью симметрии

кривой, заданной уравнением F(x, y)+F(x, 2y0–y)=0.

259. Доказать, что график функции ( )xxy -+= 6
2
1  имеет

ось симметрии, параллельную оси Oy.

260. Доказать, что кривая ( ) 0422 333 =--++ yyx  имеет ось

симметрии, параллельную оси Ox.

§ 18. Исследование композиции
движений

Задачи на отыскание композиции движений рассматривались

в § 4. Напомним некоторые из полученных там результатов.

1. baab TTT rrrr o += ;
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2. baab += OOO RRR o  ;

3. pAB TZZ ro = , где ABp ×= 2r ;

4.
1OOp ZZT =or ,  где точка O1 определяется равенством

pOO r

2
1

1 = ;

5.
1OpO ZTZ =ro ,  где точка O1 определяется равенством

pOO r

2
1

1 -= .

В данном параграфе рассматриваются задачи, в которых, наряду с

указанными соотношениями и изученными ранее приемами, исполь-

зуются теоремы о композиции симметрий и теоремы о разложении

движений в композицию осевых симметрий (см. ниже примеры 1 – 4).

Пример 1. Докажем, что композиция двух осевых симметрий, оси

которых пересекаются в точке O, есть поворот вокруг точки O.

Решение. Обозначим fSS ab =o , где Oba =Ç . Так как Sa и Sb –

движения второго рода, то f – движение первого рода, т.е. либо f – по-

ворот, либо – перенос. Легко видеть, что f имеет инвариантную точку

(точка O), но не является тождест-

венным преобразованием. Следова-

тельно, f – поворот вокруг точки O

на некоторый угол α.

Примечание. Докажем, что α =

2φ, где φ – ориентированный угол

от прямой a до прямой b. Действи-

тельно, пусть M≠O, Sa(M)=M1,

Sb(M1)=M′ (рис. 41).
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Имеем:

ja 222 1111 =Ð×+Ð×=¢Ð+Ð=¢Ð= OPMKOMMOMMOMMMO

(здесь все углы – ориентированные).

Пример 2. Докажем, что всякий поворот a
OR  можно представить в

виде композиции двух осевых симметрий с пересекающимися осями.

Решение. Проведем через точку O прямые a и b, ориентирован-

ный угол между которыми равен
2
a  (рис. 41). По доказанному выше

композиция осевых симметрий Sa и Sb есть поворот вокруг точки O на

угол α, т.е. a
Oab RSS =o , что и требовалось доказать.

Пример 3. Докажем, что композиция двух осевых симметрий с

параллельными осями есть параллельный перенос.

Решение. Введем на плоскости декартову систему координат,

направив ось Ox по прямой a (рис. 42). Прямая b в этой системе зада-

ется уравнением y–y0=0. Пусть );();( 111 yxMyxM aS¾®¾ , тогда x1=x,

y1=  – y (1). Далее, );();( 111 yxMyxM bS ¢¢¢¾®¾ , поэтому 01 =×¢ iMM
r

 и

середина отрезка M1M′ принадлежит прямой b, т.е. x′–x1=0,

0
1

2
yyy

=
+¢

, откуда x′=x1, y′=2y0–y1 (2). Из (1) и (2) получаем искомые

формулы: x′=x, y′= y+2y0. Как видим, композиция ab SS o  есть перенос

на вектор )2;0( 0yp .

Примечание. Докажем, что ABp 2= , где A и B – точки пересече-

ния осей a и b с прямой, перпендикулярной этим осям.

Действительно, ABPKKMPMMMMMMMp 2222 1111 ==+=¢+=¢=
r .

Пример 4. Докажем, что всякий параллельный перенос можно пред-

ставить в виде композиции осевых симметрий с параллельными осями.
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Решение. Пусть pMM r
=¢ . Выберем на отрезке MM′ точки P и K

так, чтобы pPK r

2
1

=  (рис. 42). Проведем через эти точки прямые a и b,

перпендикулярные MM′. Тогда по доказанному выше pab TSS ro = , что

и требовалось доказать.

Рассмотренные примеры делают

очевидным следующий вывод: всякое

движение плоскости можно предста-

вить в виде композиции не более трех

осевых симметрий.

Пример 5. Исследуем композицию

осевой симметрии Sc и переноса pTr ,

где 0¹pr .

Решение. Введем на плоскости прямоугольную декартову систе-

му координат, направив ось Ox по прямой с. Составим формулы

композиции cp ST or  в этой системе координат.

Пусть );();( 111 yxMyxM cS¾®¾ , тогда x1=x, y1= – y (1).

Пусть, далее, );( bap  и );();( 111 yxMyxM pT ¢¢¢¾®¾
r

, тогда x′=x1+a,

y′= y1+b (2). Из (1) и (2) получаем искомые формулы: x′=x+a, y′= –y+b (3).

Композиция cp STf or=  есть движение второго рода, т.е. либо

осевая симметрия, либо скользящая симметрия (в зависимости от на-

личия инвариантных точек; см. табл. 1).

Инвариантные точки ищем из системы:
î
í
ì

+-=
+=

byy
axx

.

Отсюда заключаем, что если a=0 (т.е. cp ^
r ), то имеем прямую

инвариантных точек:
2
by = . В этом случае f есть осевая симметрия. Ее
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осью является прямая, параллельная оси с и проходящая через сере-

дину отрезка OP, где O Î с и pOP r
= .

Если a≠0 (т.е. вектор pr  не перпендикулярен оси c), то инвари-

антных точек нет и f – скользящая симметрия.

Найдем ось d и вектор qr  скользящей симметрии f.

Имеем: );()0;0( baOO f ¢¾®¾ , );1()0;1( baPP f +¢¾®¾ .

Середины отрезков OO′ и PP′ – точки ÷
ø
ö

ç
è
æ

2
;

21
baO  и ÷

ø
ö

ç
è
æ +

2
;1

21
baP  –

принадлежат, как известно, искомой оси (упр. 88). Как легко видеть,

она задается уравнением
2
by = , т.е. параллельна прямой с и проходит

через середину отрезка OO′, где O Î с и pOO r
=¢ .

Далее, возьмем на найденной оси произвольную точку, например

÷
ø
ö

ç
è
æ

2
;0 bC . Ясно, что вектор CC ¢  и есть искомый вектор qr . Так как

÷
ø
ö

ç
è
æ¢¾®¾÷

ø
ö

ç
è
æ

2
;

2
;0 baCbC f , то )0;(aqr .

Примечание. Исследуя аналогичным образом композицию

pc TS ro , приходим к следующим выводам:

а) если cp ^
r , то pc TS ro  есть осевая симметрия с осью d; при

этом ось d проходит через середину отрезка OP, где O Î c и pOP r
-= ;

б) если вектор pr  не перпендикулярен оси c, то pc TS ro  есть

скользящая симметрия, определяемая осью d и вектором qr .

Предлагаем читателю выяснить, как построить ось d и вектор qr  в

случае (б).

Пример 6. Исследуем композицию двух поворотов a
AR  и b

BR , где
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A≠B.

Решение. Пусть для определенности 0°<α<360°, 0°<β<360°.

Представим данные повороты в виде композиции осевых симметрий:

abA SSR o=a , bcB SSR o=b , где в качестве прямой b выбрана прямая AB;

угол от прямой a до прямой b равен
2
a , а угол от прямой b до прямой

с равен
2
b  (рис. 43).

Получаем:

( ) ( ) ( ) acacabbccbbcAB SSSeSSSSSSSSSRR oooooooooo ====ab .

Отсюда заключаем, что если °=+ 180
22
ba , т.е. α+β=360°, то a||с и,

следовательно, искомая композиция есть параллельный перенос.

Если же α+β≠360°, то оси a и с пересекаются в точке C и искомая

композиция есть поворот на угол γ, вдвое больший угла от прямой a

до прямой c. Нетрудно убедиться, что если α+β<360° (т.е.

°<+ 180
22
ba ), то γ=α+β (рис. 43-а). Если же α+β>360° (т.е.

°>+ 180
22
ba ), то γ=(α+β)– 360° (рис. 43-б). В любом случае искомая

композиция ab
AB RR o  есть поворот ba +

CR .

Пример 7. Исследуем композицию pO TR roa , где поворот a
OR  отли-
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чен от тождественного преобразования и 0¹pr .

Решение. Представим поворот a
OR  в виде композиции осевых

симметрий: abO SSR o=a , причем ось a выберем перпендикулярной

вектору pr  (рис. 44).

Получаем:

( ) ( )pabpabpO TSSTSSTR rrr ooooo ==a .

Композиция pa TS ro  есть осевая симмет-

рия Sc (см. примечание к примеру 5),

причем с||a. Поэтому 1Obc =Ç  и угол от

прямой с до прямой b равен
2
a . Следовательно, aa

1OcbpO RSSTR == oo r ,

что и требовалось доказать.

Подводя итоги, отметим, что в последних двух примерах была

применена идея разложения движения в композицию осевых симмет-

рий, оси которых выбирались подходящим образом (см. п. 2.11. в

«Сводке»).

Упражнения

261. Доказать, что композиция ABCA ZZZZ ooo  есть парал-

лельный перенос. Указать вектор этого переноса.

262. Точки O1, O2, O3, O4 – середины сторон AB, BC, CD, DA

четырехугольника ABCD. Доказать, что композиция

1234 OOOO ZZZZ ooo  есть тождественное преобразование.

263. Доказать, что композиция четного числа центральных

симметрий есть параллельный перенос. Указать вектор

этого переноса.

264. Доказать, что композиция нечетного числа центральных
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симметрий есть центральная симметрия. Охарактеризо-

вать ее центр.

265. Прямые a и b проходят через вершины A и B параллело-

грамма ABCD и перпендикулярны AB. Доказать, что

композиция abCD SSZZ ooo  есть тождественное пре-

образование.

266. Дан параллелограмм ABCD. S1, S2, S3, S4 – осевые сим-

метрии с осями AD, AB, BC, CD соответственно. Иссле-

довать композицию 1234 SSSS ooo .

267. Четырехугольник ABCD описан около окружности. S1,

S2, S3, S4 – осевые симметрии, осями которых являются

прямые, содержащие биссектрисы углов A, B, C, D соот-

ветственно. Доказать, что композиция 1234 SSSS ooo

есть тождественное преобразование.

268. Четырехугольник ABCD вписан в окружность. S1, S2, S3,

S4 – осевые симметрии, осями которых служат прямые

AB, BC, CD, DA соответственно. Доказать, что компози-

ция 1234 SSSS ooo  есть параллельный перенос.

269. Доказать, что если оси осевых симметрий Sa, Sb, Sc па-

раллельны или проходят через одну точку, то компози-

ция abc SSS oo  есть осевая симметрия.

270. Доказать, что композиция a
Op RT or , где 0°<α<360°, есть

поворот.

271. Доказать, что каждая из композиций Oa ZS o  и aO SZ o ,

где O Î a, есть осевая симметрия, ось которой проходит

через точку O и перпендикулярна оси a.

272. Исследовать композицию a
Oa RS o  (0°<α<360°).

273. Доказать, что композиция трех осевых симметрий, оси
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которых не параллельны и не проходят через одну точ-

ку, есть скользящая симметрия.

274. Доказать, что композиция двух скользящих симметрий с

параллельными осями есть параллельный перенос.

275. Доказать, что композиция двух скользящих симметрий с

перпендикулярными осями есть центральная симметрия.

276. Доказать, что композиция двух скользящих симметрий с

пересекающимися осями есть поворот.

§ 19. Разные задачи
277. Три равные окружности ω1(O1; R), ω2(O2; R), ω3(O3; R)

попарно касаются друг друга: ω1 и ω2 – в точке A; ω2 и

ω3 – в точке B; ω3 и ω1 – в точке C. Точка M принадле-

жит окружности ω1; точка M1 симметрична точке M

относительно A; M2 симметрична точке M1 относи-

тельно B; M3 симметрична точке M2 относительно C.

Доказать, что точки M и M3 симметричны относитель-

но точки O1.

278. Доказать, что ограниченная фигура не может иметь бо-

лее одного центра симметрии.

Примечание. Фигура на плоскости называется ограниченной,

если она содержится целиком в некотором круге (или

прямоугольнике).

279. Двое игроков поочередно выкладывают на прямоуголь-

ный лист бумаги монеты одинакового диаметра. Мо-
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нету можно класть только на свободное место листа.

Проигрывает тот, кто не может сделать очередной ход.

Доказать, что первый игрок всегда может выиграть.

280. Даны два отрезка – AB и A1B1. При повороте вокруг точки

C 1AA ® , 1BB ® , а при повороте вокруг точки D

1BA ® , 1AB ® . Доказать, что прямая CD делит попо-

лам отрезок, соединяющий середины отрезков AB и A1B1.

281. Две равные окружности ω1 и ω2 пересекаются в точках

A и B. Точка M1 принадлежит окружности ω1, а прямая

M1B пересекает окружность ω2 в точке M2. При пово-

роте a
AR  окружность ω1 отображается на окружность

ω2. Доказать, что при этом 21 MM ® .

282. На плоскости даны точка A и окружность ω, причем

wÏA . Найти множество (геометрическое место)

третьих вершин правильных треугольников, у которых

первая вершина совпадает с точкой A, а вторая – при-

надлежит окружности ω.

283. Внутри прямоугольника ABCD взята точка M. Доказать,

что существует четырехугольник с перпендикулярными

диагоналями, равными отрезкам AB и BC, и сторонами,

равными отрезкам MA, MB, MC и MD.

284. На общем перпендикуляре AB параллельных прямых a и

b взяты точки M и P так, что PBAM = . На прямой a

взята точка K, а на прямой b – точка N так, что

×KMN=90°. Доказать, что ×KPN=90°.

285. Вершины выпуклого четырехугольника лежат на сторо-

нах прямоугольника (по одной на каждой стороне).
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Доказать, что периметр этого четырехугольника не

меньше суммы длин диагоналей прямоугольника.

286. Найти угол между пересекающимися осями a и b осе-

вых симметрий Sa и Sb, если известно, что

bababa SSSSSS oooo = .

287. Доказать, что точки, симметричные ортоцентру тре-

угольника ABC относительно прямых AB, BC и CA,

принадлежат окружности, описанной около треуголь-

ника ABC.

288. Точка H – ортоцентр треугольника ABC. Доказать, что

окружности, описанные около треугольников ABH,

BCH, CAH и ABC, равны.

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



133

ГЛАВА III. Преобразования подобия

§ 20. Гомотетия

Напомним определение. Пусть даны точка O и число k≠0. Гомо-

тетией с центром O и коэффициентом k называется отображение плос-

кости в себя, при котором всякая точка М переходит в такую точку M′,

что OMkMO ×=¢ .

Обозначается: k
OH .

Упражнения

289°. 1. При гомотетии 3
5

OH  точка A переходит в точку B. Что

отсюда следует? В каком отношении точка A делит отре-

зок ОВ?

 2. При гомотетии 3
5

-

OH  точка A переходит в точку B.

Что отсюда следует? В каком отношении точка O делит

отрезок AB?

290. Даны точка O и неравные отрезки m и n. Построить об-

раз данной точки М при гомотетии k
OH , если:

а)
n
mk = ; б)

n
mk -= .

291°. Основания BC и AD трапеции ABCD относятся как 3:5.

Диагонали трапеции пересекаются в точке O, а продол-

жения боковых сторон – в точке S. Найти:

а) коэффициент k такой гомотетии k
SH , при которой

DCAB ®® , ;

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



134

б) коэффициент k такой гомотетии k
OH , при которой

ACDB ®® , .

292°. Точка C лежит между точками A и B, AC = a, CB = b.

Найти такое число k, чтобы:

а) при гомотетии k
CH AB ® ;

б) при гомотетии k
AH BC ® ;

в) при гомотетии k
BH CA ® .

293°. Даны точки A и B. Построить такую точку O, чтобы:

а) при гомотетии 2
OH BA ® ;

б) при гомотетии 2
1

-

OH BA ® .

294. Даны треугольник ABC и точки A1, B1, C1, A2, B2, C2 та-

кие, что (AB; C1) = (BC; A1) = (CA; B1) =
n
m , (A1B1; C2) =

(B1C1; A2) = (C1A1; B2) = m
n .

Доказать, что при некоторой гомотетии k
MH , где М – цен-

троид треугольника ABC, точки A, B, C переходят в точ-

ки A2, B2, C2 соответственно. Найти коэффициент k этой

гомотетии.

Указание. Т.к. М – центроид треугольника ABC, то

0
r

=++ MCMBMA .

295. Точка М – центроид четырехугольника ABCD,  а точки

A1, B1, C1, D1 – центроиды треугольников BCD, ACD,

ABD, ABC соответственно. Доказать, что при некоторой

гомотетии k
MH  точки A, B, C, D переходят в точки A1,

B1, C1, D1 соответственно. Найти коэффициент k этой

гомотетии.
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Указание. Т.  к. М – центроид четырехугольника ABCD, то

0
r

=+++ MDMCMBMA .

296. При гомотетии 3-
SH , где S (1; 2), точка A, принадлежа-

щая прямой 2x+y+1 = 0, переходит в точку B, принадле-

жащую прямой x+y+6 = 0. Найти точки A и В.

297. При гомотетии k
SH , где S (2; 1), точка A (1; 0) переходит

в точку B, принадлежащую прямой x+y–7 = 0. Найти ко-

эффициент k и точку В.

Напомним читателю некоторые свойства гомотетии, которые рас-

сматривались в первой главе.

а) Гомотетия 1
OH  есть тождественное преобразование e; гомоте-

тия 1-
OH  есть центральная симметрия (упр. 68).

б) Если при гомотетии k
OH 11, BBAA ®® , то ABkBA ×=11  (упр. 69).

в) Гомотетия с центром в точке S (x0; y0) и коэффициентом, рав-

ным k, задается формулами x′ = kx+x0–kx0, y′ = ky+y0–ky0. В частности,

если центр гомотетии – начало координат, то x′ = kx, y′ = ky (упр. 70).

г) Гомотетия является преобразованием плоскости (упр. 71).

д) При гомотетии k
OH , где k≠1, всякая прямая, проходящая через

центр O, отображается на себя, а прямая, не проходящая через центр

O, переходит в параллельную ей прямую (упр. 79).

е) 2112 kk
O

k
O

k
O HHH ×=o ; k

O
k
O HH

1
1)( =-  (упр. 83, 100).

Упражнения
298. Доказать, что преобразование, заданное в аффинном ре-

пере формулами
î
í
ì

-=¢
+=¢

23
43

yy
xx

, является гомотетией. Ука-

зать ее центр и коэффициент.
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299*. Доказать, что всякое преобразование, заданное в аффинном ре-

пере формулами
î
í
ì

+=¢
+=¢

bkyy
akxx

, где k ≠ 0, k ≠ 1, является гомотетией.

Определить ее центр и коэффициент.

300. При гомотетии 2
SH  прямая x+y+2 = 0 отображается на

прямую x+y–5 = 0. Найти точку S, если известно, что

она принадлежит прямой x–y–1 = 0. Составить форму-

лы этой гомотетии.

301*. Используя координатный способ отыскания образа фи-

гуры, доказать, что при гомотетии k
OH  всякая окруж-

ность ω(C; R) переходит в окружность ω′ (C′, R′), где C′

– образ центра C, а R′ = |k|·R.

302. Составить формулы гомотетии с коэффициентом, рав-

ным –2, при которой окружность x2+y2–2x–4y–5 = 0 ото-

бражается на окружность ω′ с центром С1(–5;–4). Соста-

вить уравнение окружности ω′.

303. Составить формулы гомотетии, при которой окруж-

ность x2+y2– –2x+2y–2 = 0 отображается на окружность

x2+y2–14x–10y+58 = 0.

304*. Доказать следующие соотношения:

а) k
B

k
Ap HHT =or , где точка B определяется условием

)1(
1

1
¹×

-
= kp

k
AB ;

б) k
Bp

k
A HTH =ro , где точка B определяется условием

)1(
1

¹×
-

= kp
k

kAB .

305*. Доказать, что если k1·k2≠ � 1, то 2112 kk
C

k
A

k
B HHH ×=o , где

точка C определяется условием AB
kk

kAC ×
-×

-
=

1
1

21

2 .
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306*. Доказать, что если k1·k2 = 1, то композиция 12 k
A

k
B HH o

есть параллельный перенос. Определить вектор этого

переноса.

307°. Охарактеризовать следующие композиции:

а) 2
Ap HT or ; б) pA TH ro2 ;

в) 2
1

3
AB HH o ; г) 2

1
2 --

AB HH o .

Рассмотрим дальнейшие свойства гомотетии

1°. При гомотетии коллинеарные точки переходят в коллинеар-

ные точки.

Доказательство. Пусть при гомоте-

тии k
OH  точки A, В, C переходят в точки

А1, В1, C1, тогда по основному свойству

гомотетии ABkBA ×=11 , ACkCA ×=11  (рис.

45).

Так как точки A, В, С коллинеарны, то

существует такое число λ, что ABAC ×= l .

Умножая обе части этого равенства на k и

учитывая предыдущие равенства, получаем 1111 BACA ×= l . Последнее

означает, что точки А1, В1, С1 коллинеарны, что и требовалось дока-

зать.

2°. При гомотетии сохраняется простое отношение трех точек.

Доказательство. Пусть при гомотетии k
OH  коллинеарные точки

A, В, С переходят соответственно в точки A1, В1, С1 (рис. 45).

Обозначим (АВ, С) = λ и докажем, что (А1В1, С1) = λ.

По определению простого отношения из равенства (АВ, С) = λ

следует, что CBAC ×= l (1).
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В силу основного свойства гомотетии

CBkBCACkCA ×=×= 1111 , (2).

Умножая обе части равенства (1) на k и учитывая равенства (2),

получаем 1111 BCCA ×= l .

Это и означает, что (А1В1, С1) = λ, что требовалось доказать.

Перечислим те свойства гомотетии, которые являются логиче-

скими следствиями свойств 1° – 2° (см. §7, примечание к свойству 6°).

3°. При гомотетии неколлинеарные точки переходят в неколлине-

арные точки.

Следствие. При гомотетии аффинный репер переходит в аффин-

ный репер.

4°. При гомотетии сохраняется отношение «лежать между» для

любых трех точек прямой.

5°. При гомотетии прямая отображается на прямую, отрезок – на

отрезок, луч – на луч, полуплоскость – на полуплоскость, угол – на угол.

Примечание. В последнем случае, как и при движениях, внутрен-

няя область угла отображается на внутреннюю область угла.

6°. При гомотетии параллельные прямые переходят в параллель-

ные прямые.

Упражнения

308*. Используя свойства 1° – 6°, докажите следующие утвер-

ждения:

а) если при гомотетии отрезок АВ переходит в отрезок

А1В1, то середина отрезка АВ переходит в середину от-

резка А1В1;

б) при гомотетии треугольник отображается на тре-

угольник;
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в) если при гомотетии треугольник АВС преобразуется в

треугольник А1В1С1, то медианы и центроид первого

треугольника переходят в медианы и центроид второго

треугольника;

г) при гомотетии параллелограмм отображается на па-

раллелограмм.

Рассмотрим далее те свойства гомотетии, которые не вытекают из

свойств 1° – 2°.

7°. Если при гомотетии k
OH  точки A и B переходят в точки А1 и

В1, то А1В1 = |k|·АВ.

Это предложение очевидным образом вытекает из основного

свойства гомотетии (см. упр. 69).

8°. При гомотетии угол переходит в равный ему угол.

Доказательство. Дан угол АВС (рис. 46). Пусть при гомотетии k
OH

точки A, В, С переходят в точки A1, В1, С1 и, значит, угол АВС перехо-

дит в угол А1В1С1. Обозначим: �АВС = φ, �А1В1С1 = φ1. Имеем:

BCBA
BCBA

×

×
=jcos (1),

1111

1111
1cos

CBAB
CBAB

×

×
=j (2).

По основному свойству гомотетии

BAkAB ×=11 , BCkCB ×=11 , следовательно,

jj coscos
2

2

1 =
××

××
=

BCBAk
BCBAk .

Так как cosφ = cosφ1 и φ, φ1 Î [0, π], то φ = φ1 и, следовательно,

ÐАВС = ÐА1В1С1, что и требовалось доказать.
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Следствие. При гомотетии перпендикулярные прямые переходят

в перпендикулярные прямые.

9°. При гомотетии окружность переходит в окружность (упр. 301).

10°. Если k ≠ 1, то гомотетия k
OH  имеет единственную инвариант-

ную точку.

Это свойство очевидным образом вытекает из определения го-

мотетии. Для доказательства можно воспользоваться также форму-

лами гомотетии.

Упражнения
309*. Используя свойства 7° – 10°, докажите следующие ут-

верждения:

а) при гомотетии сохраняется отношение отрезков;

б) если при гомотетии угол АВС переходит в угол

А1В1С1, то биссектриса угла АВС переходит в биссек-

трису угла А1В1С1;

в) если при гомотетии окружность ω преобразуется в

окружность ω′, то касательная к окружности ω перехо-

дит в касательную к окружности ω′.

310*. В какие фигуры преобразуются при гомотетии: биссек-

трисы треугольника? высоты тре-

угольника? серединные перпендику-

ляры к сторонам треугольника? ок-

ружность, вписанная в треугольник?

окружность, описанная около тре-

угольника? ортоцентр треугольника?

центр вписанной окружности? центр

описанной окружности?

311*. Даны коллинеарные точки O, А, А1 и точка B, не при-

надлежащая прямой ОА (рис. 47).
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Известно, что при гомотетии k
OH  точка A переходит в точку

А1. Охарактеризуйте и постройте:

а) образ прямой АВ;

б) образ прямой ОВ;

в) образ точки В.

312*. Даны коллинеарные точки O, А, А1. Известно, что при

некоторой гомотетии k
OH 1AA ® . Построить образ про-

извольной точки М при этой гомотетии.

Рассмотреть два случая:

а) точки A и А1 лежат по одну сторону от точки O;

б) точки A и А1 лежат по разные стороны от точки О.

В каждом случае рассмотреть два варианта:

а) точка М не принадлежит прямой ОА;

б) точка М принадлежит прямой ОА.

Каков коэффициент гомотетии в каждом из этих случаев?

Примечание. Из рассмотренной задачи явствует, что гомотетия мо-

жет быть задана своим центром и парой точек, одна из которых является

образом другой при этой гомотетии. В таких случаях условимся гово-

рить, что гомотетия задана центром и парой соответствующих точек.

313°. При гомотетии k
OH  точка A переходит в точку А1. По-

строить образ треугольника АВС при этой гомотетии.

Рассмотреть два случая:

а) точки A и А1 лежат по одну сторону от точки O;

б) точки A и А1 лежат по разные стороны от точки О.

314°. Построить:

а) образ данного четырехугольника АВСD при гомотетии 3
2

-

OH ;

б) образ данного треугольника АВС при гомотетии k
OH , где

n
mk = , а m, n – данные неравные отрезки.
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315°. При гомотетии k
OH  точка C переходит в точку С1. По-

строить образ данной окружности ω (C; R) при этой го-

мотетии.

316. Даны точка S(–3; 0) и треугольник АВС, где A(1; –1),

В(–2; 2), С(0; –1). Составить формулы гомотетии с цен-

тром S, при которой треугольник АВС преобразуется в

такой треугольник А1В1С1, периметр которого вдвое

больше периметра треугольника АВС. Найти вершины

треугольника А1В1С1.

317. Даны треугольники АВС и А1В1С1, где A(1; 1), В(–2; 2),

С(0; –1), А1(–2; –1), В1(7; –4), С1(1; 5).

а) Существует ли гомотетия, при которой 1AA ® ,

1CB ® , 1BC ® ?

б) Существует ли гомотетия, при которой 1BA ® ,

1AB ® , 1CC ® ?

в) Составить формулы гомотетии, при которой 1AA ® ,

1BB ® , 1CC ® .

Найти ее центр и коэффициент.

Пример. Даны точки A и B и произвольное число k, отличное от 0

и 1. Докажем, что существует единственная точка O, такая, что при

гомотетии k
OH  точка A переходит в точку В.

Поиск решения. Допустим, что искомая точка О существует, то-

гда OAkOB ×= . Выразим вектор AO  через AB : AOkAOAB ×-=- ,

откуда AB
k

AO ×
-

=
1

1 (1).

Итак, если искомая точка существует, то она задается условием (1).

Решение. Рассмотрим гомотетию k
OH , где точка O определяется
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условием (1). Докажем, что при этой гомотетии BA ® . В самом деле

из (1) получаем: OAOBABOAk -==×- )1( , откуда OAkOB ×= .

Это означает, что ВА
k
ОН¾®¾ , что и требовалось доказать.

Докажем единственность точки О. Допустим, что существует еще

одна точка – точка S, такая, что при гомотетии k
SH BA ® , тогда

SAkSB ×= .

Отсюда получаем: ASkASAВ ×-=- , AB
k

AS ×
-

=
1

1 (2).

Сравнивая (1) и (2), заключаем, что AOАS =  и, следовательно,

S = 0, что и требовалось доказать.

Примечание. Заметим, что поиск решения данной задачи был начат

с предположения, что цель задачи достигнута («Допустим, что искомая

точка O существует ...»). Далее, из этого допущения был сделан вывод

÷
ø
ö

ç
è
æ ×

-
= AB

k
AO

1
1 , который послужил отправной точкой для решения.

Такой прием нередко используется на этапе поиска решения (см.

прием несовершенного анализа в «Сводке»).

Упражнения

318°. Даны точки A и В. Построить такую точку O, чтобы

при гомотетии k
OH  точка А переходила в точку В, если:

а)
2
1

-=k ; б)
3
2

=k ; в) k = 5.

Определение. Фигуры Ф и Ф¢  называются гомотетичными, если

существует такая гомотетия, при которой первая фигура отображается

на вторую.

В подобных случаях говорят также, что фигура Ф¢  гомотетична

фигуре Ф.

Упражнения
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319°. Точки A1, В1, С1 – середины сторон BC, СА и АВ тре-

угольника АВС. Доказать, что треугольники АВС и

А1В1С1 гомотетичны.

320°. Даны четырехугольник ABCD и произвольная точка М.

Точки A1, В1, С1, D1 симметричны точке М относительно

вершин А, В, С, D (соответственно). Доказать, что четы-

рехугольники АВСD и А1В1С1D1 гомотетичны.

321*. Даны неравные параллельные отрезки АВ и CD. Дока-

зать, что существует ровно две гомотетии, при которых

отрезок АВ отображается на отрезок CD. Каковы центры

и коэффициенты этих гомотетий?

322*. Даны неравные треугольники АВС и А1В1С1, соответ-

ствующие стороны которых параллельны (АВ||А1В1,

BC||В1С1, СА||С1А1). Доказать, что эти треугольники го-

мотетичны.

323*. Доказать, что если центры неравных окружностей ω1 и

ω2 различны, то существуют ровно две гомотетии, при

которых первая окружность отображается на вторую.

324*. Доказать, что любые две окружности различных ра-

диусов гомотетичны.

Рассмотреть два случая:

а) центры окружностей различны;

б) центры окружностей совпадают.

325*. Доказать, что если неравные окружности ω1 и ω2 име-

ют общие внешние (общие внутренние) касательные, то

эти касательные пересекаются в центре той гомотетии,

которая преобразует окружность ω1 в окружность ω2.

326*. Доказать, что если при гомотетии k
AH , где k ≠ 1,
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окружность ω1 преобразуется в окружность ω2 и AÎω1,

то окружности ω1 и ω2 касаются в точке А.

327. При переносе pTr  треугольник АВС отображается на тре-

угольник А1В1С1. Точки М, P, K – середины сторон В1С1,

С1А1, А1В1. Доказать, что треугольники АВС и МРК го-

мотетичны. Найти центр и коэффициент гомотетии, пе-

реводящей треугольник АВС в треугольник МРК.

328. A1, В1, С1 – середины сторон ВС, СА, АВ треугольника

АВС, точка O – его ортоцентр, а точки А2, В2, С2 – середи-

ны отрезков АO, ВO, СO. Доказать, что треугольники

А1В1С1 и А2В2С2 гомотетичны. Найти центр и коэффициент

гомотетии, переводящей первый треугольник во второй.

§ 21. Преобразования подобия

Определение. Преобразование плоскости называется преобразо-

ванием подобия с коэффициентом k (k > 0), если для любых двух то-

чек A и B и их образов A′ и B′ выполняется условие A′B′ = k·АВ.

Говоря более вольным образом, преобразование подобия есть та-

кое преобразование плоскости, при котором все расстояния изменя-

ются в одном и том же отношении. Коэффициент k и характеризует

как раз меру этого изменения1.

Иногда преобразования подобия называют кратко подобиями.

Упражнения

1 Совершенно аналогично определяется преобразование подобия в трехмерном про-
странстве.
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329°. Как доказать, что некоторое преобразование плоскости
является преобразованием подобия с коэффициентом k?

330*. Доказать, что гомотетия
k
OH  является преобразованием

подобия с коэффициентом, равным |k|.
331*. Как соотносятся понятия «движение» и «преобразова-

ние подобия»?

332. Преобразование f плоскости задано в ортонормиро-

ванном репере формулами
î
í
ì

+-=¢
-+=¢

223
132

yxy
yxx

. Доказать,

что f – подобие. Найти его коэффициент.

333*. Преобразование плоскости задано в ортонормирован-

ном репере формулами
î
í
ì

++=¢
++=¢

222

111

cybxay
cybxаx

.

Доказать, что если a1b1 + a2b2 = 0, 22
2

2
1 kaa =+ , 22

2
2

1 kbb =+ ,

где k > 0, то данное преобразование является подобием с
коэффициентом, равным k. (Признак преобразования
подобия).
Сравните данное утверждение с аналогичной теоремой
для движений (упр. 113).

334°. Выполните упражнение 332, используя результат уп-
ражнения 333.

335*. а) Доказать, что композиция двух подобий есть подобие.

      б) Доказать, что композиция гомотетии и движения
(движения и гомотетии) есть подобие.

336*. Доказать, что преобразование, обратное подобию, есть
подобие.

337. Преобразование f есть подобие с коэффициентом k. До-

казать, что преобразование k
OHf
1

o  есть движение.

Теорема 8. Основная теорема о преобразованиях подобия
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Всякое преобразование подобия можно представить в виде ком-

позиции гомотетии и движения.

Доказательство. Пусть f – преобразование подобия с коэффици-

ентом k. Рассмотрим композицию k
OHf
1

o=j , где O – произвольная

фиксированная точка. Легко установить, что φ – движение (см. упр.

337). Умножим обе части последнего равенства на k
OH  справа:

k
O

k
O

k
O HHfH ooo ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=

1

j .

Преобразуя правую часть этого равенства, получаем:

fefHfHHfH O
k
O

k
O

k
O ===÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
= ooooo 1

1

j .

Итак, k
OHf oj= , где φ – движение, что требовалось доказать.

Упражнения
338°. Объясните, какие свойства преобразований использу-

ются в следующей цепочке равенств из приведенного

выше доказательства:

fefHfHHfHHf O
k
O

k
O

k
O

k
O ===÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
oooooo 1

11

.

339. Доказать, что всякое подобие с коэффициентом k можно

представить в виде композиции движения и гомотетии
k
OH ; при этом центр O может быть выбран произвольно.

340*. Используя основную теорему, докажите, что при лю-

бом преобразовании подобия:

а) коллинеарные точки переходят в коллинеарные точки;

б) сохраняется простое отношение трех точек;

в) неколлинеарные точки переходят в неколлинеарные

точки;
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г) сохраняется отношение «лежать между» для трех то-

чек прямой;

д) прямая переходит а прямую, отрезок – в отрезок, луч

– в луч, полуплоскость – в полуплоскость, угол – в угол,

треугольник – в треугольник;

е) параллельные прямые переходят в параллельные

прямые;

ж) угол переходит в равный ему угол;

з) перпендикулярные прямые переходят в перпендику-

лярные прямые;

и) окружность радиуса R переходит в окружность ра-

диуса k·R, где k – коэффициент преобразования подобия.

341*. Используя определение и свойства подобий (упр. 340),

докажите следующие утверждения:

а) преобразование подобия сохраняет отношение длин

отрезков;

б) если преобразование подобия переводит угол АВС в

угол А1В1С1, то биссектриса угла АВС переходит при

этом в биссектрису угла А1В1С1;

в) если преобразование подобия преобразует окруж-

ность ω в окружность ω′, то касательная к окружности ω

переходит при этом в касательную к окружности ω′.

342*. В какие фигуры преобразуются преобразованием подо-

бия: медианы треугольника? биссектрисы треугольника?

высоты треугольника? серединные перпендикуляры к

сторонам треугольника? центроид треугольника? орто-

центр треугольника? центр вписанной окружности? центр

описанной окружности? окружность, вписанная в тре-

угольник? окружность, описанная около треугольника?
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343*. В какие фигуры преобразуются преобразованием подо-

бия: параллелограмм? ромб? прямоугольник? квадрат?

Пример. Пусть даны треугольники АВС и А1В1С1, в которых �A =

�A1, AC
CA

AB
BA 1111 = .

Докажем, что существует единственное преобразование подобия,

при котором 1AA ® , 1BB ® , 1CC ® .

Решение. 1. Обозначим: k
AB

BA
=11 , тогда А1В1 = k·АВ, А1С1 = k·АС.

Рассмотрим гомоте-

тию k
SH  (рис. 48); точка S

выбрана произвольно. При

этом треугольник АВС пе-

реходит в треугольник

А0В0С0, в котором ÐA0 =

ÐA = ÐA1,

А0В0 = k·АВ = А1В1,

А0С0 = k·АС = А1С1.

Отсюда следует, что

треугольники А0В0С0 и А1В1С1 равны и, значит, существует движение

φ, при котором 10 AA ® , 10 BB ® , 10 CC ®  (см. пример 2 в § 9).

Композиция k
SHoj  (обозначим ее через f) является преобразова-

нием подобия и переводит точки A, В, С в точки A1, В1, С1 соответст-

венно.

Итак, существование искомого преобразования подобия установ-

лено. Докажем его единственность.

2. Допустим, что существует еще одно преобразование подобия g,

при котором 1AA ® , 1BB ® , 1CC ® . Ясно, что коэффициент этого
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преобразования равен
AB

BA 11 , т.е. k.

Рассмотрим композицию k
SHg
1

o . Это преобразование является,

очевидно, движением и переводит точки А0, В0, С0 в точки A1, В1, С1

соответственно.

Так как в треугольниках А0В0С0 и А1В1С1 ÐA0 = ÐA1, А0В0 = А1В1,

А0С0 = А1С1, то движение, переводящее точки А0, В0, С0 в точки A1, В1,

С1, единственно (см. пример 2 в § 9).

Следовательно, движение k
SHg
1

o  совпадает с движением φ:

k
SHg
1

o=j . Умножая обе части этого равенства на k
SH , получаем:

gH k
S =oj , откуда f = g, что и требовалось доказать.

Доказанное утверждение означает, говоря несколько иначе, что

всякое преобразование подобия однозначно определяется парой тре-

угольников АВС и А1В1С1, удовлетворяющих условиям: ÐA1 = ÐA,

AC
CA

AB
BA 1111 = .

Упражнения

344°. Укажите те определения, свойства или теоремы, на ос-

новании которых в вышеприведенном доказательстве

сделаны следующие умозаключения:

а) при гомотетии k
SH  треугольник АВС переходит в тре-

угольник А0В0С0, в котором ÐA0 = ÐA, А0В0 = k·АВ, А0С0 =

k·АС;

б) композиция k
SHoj  является преобразованием подобия;

в) коэффициент этого преобразования (имеется в виду
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преобразование подобия g, переводящее точки A,  В,  С в

точки A1, В1, С1) равен
AB

BA 11 .

345*. Даны ортонормированный репер { }21 ,, EEOR =  и аф-

финный репер { }21 ',','' EEOR = . Доказать, что если

21 EOEO ¢¢^¢¢ , 11 OEkEO ×=¢¢ , 22 OEkEO ×=¢¢ , где k>0, то

существует, и притом единственное, преобразование по-

добия, при котором репер R переходит в репер R′.

346. Даны параллелограммы ABCD и А1В1С1D1. Доказать, что

если
BD

DB
AD

DA
AB

BA 111111 == , то существует подобие, при ко-

тором первый параллелограмм отображается на второй.

347°. Завершите и сравните следующие два утверждения:

«Всякое движение (подобие) однозначно задается парой

треугольников АВС и А1В1С1, которые удовлетворяют ус-

ловиям: ...».

Объясните смысл высказываний «Движение (подобие) одно-

значно задается парой треугольников АВС и А1В1С1».

348°. Теорема о подвижности плоскости (см. §9) означает,

иначе говоря, что всякое движение однозначно задается

парой ортонормированных реперов. Используя результат

упр. 345, сформулируйте аналогичное утверждение для

преобразований подобия. Объясните смысл этих выска-

зываний.

349. Даны треугольники АВС и А1В1С1, в которых ÐA1 = ÐA,

AC
CA

AB
BA 1111 = . Известно, что при некотором подобии точ-

ки A, В,  С переходят (соответственно) в точки A1,  В1, С1.

Построить образ произвольной точки М при этом преоб-

разовании.
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Рассмотреть два случая:

а) точка М принадлежит какой-либо прямой, содержащей

сторону треугольника АВС;

б) точка М не принадлежит прямым АВ, BC, АС.

350. Точки A1,  B1,  C1 – середины сторон BC, СА и АВ тре-

угольника АВС. При некотором преобразовании подобия

f точки A1, B1, С1 переходят в точки A, В, С. Доказать, что

f – гомотетия.

351. Точки A1, B1, C1 – середины сторон АВ, BC, СА правиль-

ного треугольника АВС. При некотором преобразовании

подобия f точки A, В, С переходят в точки A1, B1, C1. До-

казать, что f – композиция некоторой гомотетии и пово-

рота на угол в 120°.

352. Точки B1, C1 – середины сторон АС, АВ правильного тре-

угольника АВС. При некотором преобразовании подобия

f точки A, В, C переходят в точки A, B1, C1 (соответствен-

но). Доказать, что f – композиция некоторой гомотетии с

центром A и осевой симметрии с осью АA1,  где A1 – се-

редина стороны BC.

§ 22. Виды преобразований подобия

Всякое движение является преобразованием подобия с коэффи-

циентом k = 1. Поэтому к числу подобий относятся параллельный пе-

ренос, поворот (в частности, центральная симметрия), осевая симмет-

рия, скользящая симметрия. К числу преобразований подобия отно-

сится также гомотетия (см. упр. 330). Рассмотрим новые примеры

преобразований подобия.
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22.1. Центрально-подобное вращение
Определение. Центрально-подобным вращением будем называть

композицию гомотетии k
OH  и поворота a

OR , который отличен от цен-

тральной симметрии и тождественного преобразования.

Ясно, что центрально-подобное вращение k
OO HR oa  есть преобра-

зование подобия с коэффициентом, равным |k|, поэтому центрально-

подобное вращение обладает всеми свойствами преобразований подо-

бия (см. упр. 340).

Если k = 1, то центрально-подобное вращение k
OO HR oa  есть пово-

рот, отличный от центральной симметрии и тождественного преобра-

зования.

Упражнения
353°. Построить образ данного треугольника при централь-

но-подобном вращении:

а) 260 -°
OO HR o ; б) 2

1
45

OO HR o°- .
354°. Точки A1, В1, С1, D1 – середины сторон АВ, BC, СD, DA

квадрата АВСD. Указать центрально-подобное враще-

ние, при котором квадрат ABCD отображается на квад-

рат А1В1С1D1.

355*. Составить формулы центрально-подобного вращения
k
OO HR oa  в ортонормированном репере { }jiO

rr
,, .

356*. Доказать, что aa
O

k
O

k
OO RHHR oo = .

357*. Доказать, что всякое преобразование, заданное в орто-

нормированном репере формулами

î
í
ì

×+××=¢
×-××=¢

)cossin(
)sincos(

aa
aa

yxky
yxkx

,

где k≠0, –π <α< π , α≠0, является центрально-подобным

вращением.
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358*. Доказать, что единственной инвариантной точкой цен-

трально-подобного вращения k
OO HR oa  является точка O,

а для любой точки M, отличной от точки O, векторы

OM  и MO ¢  не коллинеарны.

359*. При центрально-подобном вращении k
OO HR oa , где

–π <α< π , α ≠ 0, прямая с переходит в прямую с′. Найти

угол между прямыми с и с′. Рассмотреть два случая:

а)
2
pa £ ; б)

2
pa > .

360. На прямой 2x+y–6 = 0 найти точку М, которая при цен-

трально-подобном вращении 260
OO HR o°  переходит в точ-

ку М′, принадлежащую прямой x+y–4 = 0.

361. При центрально-подобном вращении k
OO HR o°45  точка

A(2; 4) переходит в точку A′, принадлежащую прямой

x+y+ 26  = 0. Найти коэффициент k.

362. Исследовать композицию центрально-подобных враще-

ний 1k
OO HR oa  и 2k

OO HR ob .

363*. Что представляет собой композиция k
OO HR oa , если:

   а) α = 2πn, где n Z; б) α = π+2πn, где n Z.

22.2. Центрально-подобная симметрия
Определение. Центрально-подобной симметрией будем называть

композицию осевой симметрии Sa и гомотетии k
OH , где O Î a и 1±¹k .

Ясно, что центрально-подобная симметрия a
k
O SH o  есть преобра-

зование подобия с коэффициентом, равным |k|, и поэтому она облада-

ет всеми свойствами преобразований подобия (см. упр. 340).

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



155

Упражнения

364°. Построить образ данного треугольника при централь-

но-подобной симметрии:

а) aO SH o3 ; б) aO SH o2
1

-
.

365°. Точки M, N, P – середины сторон правильного тре-

угольника АВС. Указать центрально-подобную симмет-

рию, при которой треугольник АВС отображается на

треугольник MNP.

366*. Составить формулы центрально-подобной симметрии

a
k
O SH o  в прямоугольной декартовой системе коорди-

нат, в которой ось Ох направлена по прямой а.

367*. Доказать, что если OÎ а, то k
Oaa

k
O HSSH oo = .

368*. Доказать, что всякое преобразование плоскости, за-

данное в ортонормированном репере формулами x′=kx,

y′= –ky, где 1±¹k , является центрально-подобной сим-

метрией.

369*. Доказать, что единственной инвариантной точкой цен-

трально-подобной симметрии a
k
O SH o  является точка О.

370*. Доказать, что при центрально-подобной симметрии

a
k
O SH o :

а) прямая, параллельная оси а, переходит в параллельную ей

прямую;

б) прямая, перпендикулярная оси а и не проходящая через

центр O, переходит в параллельную ей прямую.

371*. Доказать, что центрально-подобная симметрия имеет

ровно две инвариантные прямые.

372. При центрально-подобной симметрии aO SH o3 , где O –
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начало прямоугольной декартовой системы координат и

а – ось Oх, точка A, принадлежащая окружности x2+y2–

2y–1=0, переходит в точку B, принадлежащую прямой

x+y+3=0. Найти точки A и B.

373. Составить формулы центрально-подобной симметрии

pA SH o2 , если A(1; 0), а ось p – прямая x+y–1=0.

374. Осью p центрально-подобной симметрии p
k
O SH o  явля-

ется ось Oy прямоугольной декартовой системы коор-

динат. При этом преобразовании точка A(–1; 1) перехо-

дит в точку B, принадлежащую прямой 2х+у–6=0. Найти

точку B и коэффициент k.

375. Исследовать следующие композиции:

а) )()( 12
p

k
Ap

k
В SHSH ooo , где A, B Îp;

б) )()( 12
a

k
Ab

k
В SHSH ooo , где a||b, А Îа, B Îb.

376*. Что представляет собой композиция p
k
O SH o , если:

а) k=1; б) k= –1, OÎp.

§ 23. Аналитическое выражение
преобразований подобия

Теорема 9. Всякое преобразование подобия с коэффициентом k

задается в ортонормированном репере { }21,, EEOR =  формулами вида

x′= а1x+ b1y+ c1, y′= а2x+ b2y+ c2 (*),

которые удовлетворяют условиям 22
2

2
1 kaa =+ (1),

22
2

2
1 kbb =+ (2),

а1b1+а2b2=0 (3).
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Доказательство. Представим данное преобразование подобия f в

виде композиции гомотетии k
OH  и движения φ: k

OHf oj= .

Составим формулы преобразований k
OH  и φ в репере R:

( )k
OH

kyy
kxx

î
í
ì

=¢
=¢

; ( )j
aea
aea

î
í
ì

+××+×=¢
+××-×=¢

0

0

cossin
sincos

yyxy
xyxx

.

Используя эти формулы, находим формулы преобразования f:

î
í
ì

+××+×=¢
+××-×=¢

0

0

)cossin(
)sincos(

yyxky
xyxkx

aea
aea

(**).

Обозначая k·cosα=a1,  –k·ε·sinα=b1, х0=с1,

k·sinα=а2, k·ε·соsα=b2, у0=с2,

получаем формулы вида (*), причем коэффициенты при x и у, как

легко видеть, удовлетворяют условиям (1), (2), (3), что требовалось

доказать.

Сопоставляя эту теорему с результатом упр. 333, приходим к вы-

воду: отображение плоскости в себя является преобразованием подо-

бия с коэффициентом k тогда и только тогда, когда в некотором орто-

нормированном репере оно задается линейными формулами (*), кото-

рые удовлетворяют условиям (1), (2), (3).

Примечание 1. Формулы (*) можно записать в матричной форме

следующим образом:

0XXAX +×=¢ , где ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

y
x

X , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢
¢

=¢
y
x

X , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

22

11

ba
ba

A , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

2

1
0 c

c
X .

Примечание 2. Из теоремы 9 следует, что к преобразованиям по-

добия применимы теоремы 3 – 5, которые, напомним, имеют место

для любых преобразований плоскости, заданных в некотором аффин-

ном репере линейными формулами, т. е. формулами вида (*). В част-

ности, применяя к преобразованиям подобия следствие 1 теоремы 4,

получаем следующее свойство.
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Всякое подобие задается в любом аффинном репере линейными

формулами вида (*).

Теорема 5, сформулированная для преобразований подобия, при-

обретает следующий вид.

Теорема 5′. Если подобие f переводит репер R в одинаково (про-

тивоположно) ориентированный с ним репер R′, то оно переводит лю-

бой другой репер R1 также в одинаково (противоположно) ориентиро-

ванный с ним репер R1′.

Предлагаем читателю аналогичным образом сформулировать

(конкретизировать) теоремы 3-4 для преобразований подобия.

Упражнения

377. Составить формулы преобразования подобия f, при кото-

ром )6;2()0;1( AA ¢® , )1;3()1;0( -¢® BB , )1;8()1;1( -¢®-- CC ,

предварительно убедившись, что такое преобразование

существует.

Определить коэффициент k данного преобразования.

Представить преобразование f в виде композиции гомо-

тетии k
OH , где O – начало координат, и движения φ. Оп-

ределить вид движения. Сделать рисунок.

378. Составить формулы преобразования подобия f, при кото-

ром )5;4()0;1( -¢® AA , )2;5()1;0( BB ¢® , )0;6()1;1( -¢®-- CC ,

предварительно убедившись, что такое преобразование

существует.

Определить коэффициент k данного преобразования.

Представить преобразование f в виде композиции гомо-

тетии k
OH , где O – начало координат, и движения φ. Оп-

ределить вид движения. Сделать рисунок.
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379. Доказать, что не существует преобразования подобия, при

котором )4;3()0;1( AA ¢® , )3;4()1;0( BB ¢® , )1;1()1;1( -¢®- CC .

380*. Используя формулы (**), доказать, что любое преобра-

зование подобия, отличное от движения, имеет ровно

одну инвариантную точку.

381*. Преобразование подобия переводит аффинный репер R

в репер R′. Фигура Ф задается в репере R уравнением

F(х; у)=0. Используя теорему 3, доказать, что образ Ф′

фигуры Ф задается в репере R′ тем же уравнением.

Пример. Докажем, что при любом преобразовании подобия эл-

липс переходит в эллипс.

Решение. Пусть эл-

липс ω задан в ортонор-

мированном репере

{ }21,, EEOR =  уравнени-

ем 12

2

2

2

=+
b
y

a
x  (рис. 49).

Преобразование по-

добия f переводит репер R в репер { }21,, EEOR ¢¢¢=¢ , в котором

11 OEkEO ×=¢¢ , 22 OEkEO ×=¢¢ , 21 EOEO ¢¢^¢¢  (k – коэффициент преобра-

зования f). В репере R′ фигура ω′=f(ω) задается тем же уравнением,

что и фигура ω: 12

2

2

2

=+
b
y

a
x  (упр. 381).

Рассмотрим репер { }jiOR ¢¢¢=
rr

,, , где 1
1 EO
k

i ¢¢×=¢ , 2
1 EO
k

j ¢¢×=¢ .

Этот репер является, очевидно, ортонормированным. Формулы пере-

хода от R' к R  имеют вид: x
k

x ¢×=
1 , y

k
y ¢×=

1 .

Используя эти формулы, находим уравнение фигуры ω' в репере
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R : 1
)()( 2

2

2

2

=
¢

+
¢

kb
y

ka
x .

Отсюда заключаем, что фигура ω' есть эллипс с полуосями, рав-

ными ka и kb.

Заметим, что эксцентриситеты ε и ε' эллипсов ω и ω' равны. Дей-

ствительно, ee =
-

=
-

=¢
a

ba
ka

kbka 2222 )()(
.

Примечание. Изложенное решение укладывается в схему, приве-

денную в п. 5.5 «Сводки».

Упражнения

382*. Доказать, что при любом преобразовании подобия ги-

пербола переходит в гиперболу (с тем же эксцентриси-

тетом), а парабола – в параболу.

383°. Подобие f в ортонормированном репере { }jiOR
rr

,,=

задано формулами
î
í
ì

+-=¢
-+=¢

268
186

yxy
yxx

.

а) Составить матричное уравнение преобразования f в

репере R.

б) Составить матричное уравнение преобразования f в

репере { }21,, eeOR ¢=¢ , где O'(1; 1), jie
rr

+=1 , jie
rr

+-=2 .

в) Составить формулы преобразования f в репере R'.

§ 24. Подобия первого и второго рода

Из теоремы 5' (§ 23) явствует, что всякое преобразование подобия

либо сохраняет ориентацию любого репера, либо изменяет ее. Это об-

стоятельство делает корректным следующее определение.
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Преобразование подобия называется подобием первого рода

(второго рода), если оно сохраняет (изменяет) ориентацию какого-

либо (а значит, любого) репера.

Пусть подобие f задано в некотором репере R формулами (*) из

§ 23. Как известно, матрица ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

22

11

ba
ba

A  есть матрица перехода от

репера R к реперу R' – образу R. Отсюда, учитывая определение оди-

наково (противоположно) ориентированных реперов, приходим к

следствию.

Подобие f, заданное формулами x′= а1x+ b1y+ c1, y′= а2x+ b2y+ c2,

является подобием первого рода (второго рода) тогда и только тогда,

когда 0det >A  ( 0det <A ). В частности, если преобразование f задано

формулами (**) из § 23, то при ε=1 f – подобие первого рода, а при ε=

– 1 f – подобие второго рода.

Упражнения

384*. Доказать, что параллельный перенос, гомотетия (в ча-

стности, центральная симметрия) и центрально-

подобное вращение (в частности, поворот) являются по-

добиями первого рода.

385*. Доказать, что осевая симметрия, скользящая симмет-

рия и центрально-подобная симметрия являются подо-

биями второго рода.

386*. Доказать, что если преобразование f представлено в

виде композиции k
OHoj , где φ – движение, то род по-

добия f совпадает с родом движения φ.

387*. Доказать, что: а) композиция двух подобий первого

рода (второго рода) есть подобие первого рода; б) ком-

позиция подобий первого рода и второго рода есть по-

добие второго рода.
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388*. Доказать, что преобразование, обратное подобию пер-

вого рода (второго рода), есть подобие первого рода

(второго рода).

§ 25. Классификация преобразований
подобия

Как известно, к числу преобразований подобия относятся парал-

лельный перенос, гомотетия, центрально-подобное вращение (в част-

ности, поворот), осевая симметрия, скользящая симметрия, централь-

но-подобная симметрия. Возникает вопрос: существуют ли преобра-

зования подобия, отличные от перечисленных выше? Ответ на этот

вопрос дают приведенные ниже классификационные теоремы.

Теорема 10. Всякое подобие первого рода есть либо параллель-

ный перенос, либо гомотетия, либо центрально-подобное вращение.

Доказательство. Пусть f – произвольное подобие первого рода с

коэффициентом k (k>0), заданное в некотором ортонормированном

репере { }jiOR
rr

,,=  формулами

0)sincos( xyxkx +×-×=¢ aa ,

0)cossin( yyxky +×+×=¢ aa .

Не нарушая общности, можно считать, что ];[ ppa -Î .

1. Если k=1, то f есть движение первого рода и, стало быть, явля-

ется либо переносом (при α=0), либо поворотом вокруг точки O на

угол ];[ ppa -Î  и отличный от 0.

Если при этом (в случае поворота) pa ±= , то f есть центральная

симметрия – частный случай гомотетии.

Если же pa ±¹  и 0¹a , то f – поворот – частный случай цен-

трально-подобного вращения.
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2. Пусть теперь k≠1, тогда преобразование f отлично от движения

и имеет единственную инвариантную точку О1(х1; у1) (упр. 380).

Перенесем начало координат в точку О1 и составим формулы

преобразования f в репере { }jiOR
rr

,,11 = . В матричной форме искомые

формулы имеют вид:

)()( 000
11 XXXACXCACX -+××+×××=¢ -- (1),

где ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

y
x

X  и ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢
¢

=¢
y
x

X  – координатные столбцы в репере R1

произвольной точки М и ее образа М′; ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
××
×-×

=
aa
aa

cossin
sincos

kk
kk

A  – мат-

рица преобразования f в репере R; C – матрица перехода от репера R к

реперу R1 (в нашем случае C=C–1=Е); ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

0

0
0 y

x
X , ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=

1

1
0 y

x
X .

Т.к. (х1; у1) – решение системы
î
í
ì

+×+×=
+×-×=

0

0

)cossin(
)sincos(

yyxky
xyxkx

aa
aa

, то

000 XXАX +×= , и поэтому матричное равенство (1) принимает вид:

AXX =¢ . Записывая его в координатной форме, получаем формулы

преобразования f в репере R1:
î
í
ì

×+×=¢
×-×=¢

)cossin(
)sincos(

aa
aa

yxky
yxkx

.

Отсюда видно, что преобразование f есть композиция гомотетии
k
OH

1
 и поворота a

1OR .

Если поворот a
1OR  есть тождественное преобразование (при α=0),

или центральная симметрия (при pa ±= ), то f есть гомотетия; в про-

тивном случае (т.е. при 0¹a , pa ±¹ ) f есть центрально-подобное

вращение. Теорема доказана.

Теорема 11. Всякое подобие второго рода есть либо осевая сим-

метрия, либо скользящая симметрия, либо центрально-подобная сим-

метрия.
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Доказательство. Пусть f – произвольное подобие второго рода,

заданное в ортонормированном репере { }jiOR
rr

,,=  формулами

î
í
ì

+×-××=¢
+×+××=¢

0

0

)cossin(
)sincos(

yyxky
xyxkx

aa
aa

, где ];[ ppa -Î .

Если k=1, то f движение второго рода и, следовательно, является

либо осевой симметрией, либо скользящей симметрией.

Пусть k≠1, тогда f имеет единственную инвариантную точку

О1(х1; у1) (упр. 380).

Рассмотрим ортонормированный репер { }1111 ,, jiOR
rr

= , который

одинаково ориентирован с репером R и удовлетворяет условию

2
, 1

a
=÷

ø
ö

ç
è
æ Ù

ii .

Формулы преобразования f в репере R1 имеют вид

)()( 000
11 XXXACXCACX -+××+×××=¢ --  (1),  где,  как и в теореме 5,

Х , Х ¢  – координатные столбцы в репере R1 произвольной точки М и ее

образа М′;

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
×-×

××
=

aa
aa

cossin
sincos

kk
kk

A  – матрица преобразования f в репере R;

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ -
=

2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

aa

aa

С  – матрица перехода от R к R1;

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

0

0
0 y

x
X , ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=

1

1
0 y

x
X .

Так как (х1; у1) – решение системы
î
í
ì

+×-×=
+×+×=

0

0

)cossin(
)sincos(

yyxky
xyxkx

aa
aa

,

то 000 XXAX +×= .

Поэтому равенство (1) принимает вид:

XCACX ×××=¢ - )( 1 (2).
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Далее находим:
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
=-

2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

1
aa

aa

C , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=××-

k
k

CAC
0

01 .

Таким образом, равенство (2) в координатной форме имеет вид:

î
í
ì

-=¢
=¢

xky
xkx

.

Отсюда, учитывая, что 1±¹k  (иначе f есть движение), заключа-

ем, что f есть центрально-подобная симметрия. Теорема доказана.

Полученные в теоремах 1 – 2 результаты показаны на приведен-

ной ниже схеме 2.
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Совместную классификацию движений и преобразований подо-

бия можно иллюстрировать при помощи диаграммы 1. Затемненная

часть круга – это множество всех движений как подмножество мно-

жества преобразований подобия.

Упражнение
389*. Систематизируйте известные Вам сведения о следую-

щих преобразованиях подобия:

а) параллельный перенос pTr , где 0¹p ;

б) гомотетия k
OH , где k ≠ 1;

в) центрально-подобное вращение;

г) осевая симметрия;

д) скользящая симметрия;

е) центрально-подобная симметрия.

Указанную систематизацию предлагается осуществить по сле-

дующему плану:

– определение данного преобразования и его частные случаи;

– формулы данного преобразования;
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– общие свойства данного преобразования как преобразования,

являющегося движением или подобием;

– специфические свойства данного преобразования (инвариант-

ные точки, образ прямой и т.п.).

Пример. Преобразование f задано в ортонормированном репере

формулами
î
í
ì

+-=¢
-+=¢

237
173

yxy
yxx

.

Докажем, что f – преобразование подобия и определим его вид.

Решение. Матрица, составленная из коэффициентов при х и у,

имеет вид ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
- 37
73

 и удовлетворяет следующим условиям:

32 + 72 = 72 + (–3)2 = 21,  3·7 + 7·(–3) = 0.

Следовательно, в силу признака преобразования подобия (см.

упр. 333) f – преобразование подобия с коэффициентом 21=k .

Т. к. 021
37

73
<-=

-
, то f подобие второго рода, а т. к. k ≠ 1, то

f – центрально-подобная симметрия.

Упражнения
390°. Пусть f – преобразование подобия, отличное от движе-

ния и заданное своими формулами в некотором орто-

нормированном репере. Как определить вид этого подо-

бия? Составьте соответствующий алгоритм (соответст-

вующее правило).

391. Преобразования f1, f2, f3, f4 заданы в ортонормированном

репере формулами:

î
í
ì

+-=¢
-+=¢

15
25

:1 yxy
yxx

f ;
î
í
ì

++=¢
--=¢

15
25

:2 yxy
yxx

f ;

î
í
ì

+=¢
-=¢

15
15

:3 yy
xx

f ;
î
í
ì

-=¢
+=¢

yxy
yxx

f :4 .
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Доказать, что каждое из этих преобразований является

преобразованием подобия. Определить их род и вид.

Найти инвариантные точки.

392. Составить формулы всех преобразований подобия, при

которых )1;2()0;1( AA ¢® , )3;2()1;0( -¢® BB . Определить

род и вид каждого из найденных преобразований.

393. Составить формулы всех преобразований подобия, при

которых отрезок с концами A(1; 0) и B(0; 1) отобража-

ется на отрезок с концами A′(1;  1)  и B′(3; 3). Охаракте-

ризовать каждое из этих преобразований.

394. Доказать, что композиция гомотетии k
OH , где 1¹k ,  и

движения второго рода есть центрально-подобная сим-

метрия.

395. Доказать, что композиция центрально-подобного вра-

щения a
O

k
O RH o , где 1¹k , и движения второго рода есть

центрально-подобная симметрия.

396. Доказать, что композиция центрально-подобной сим-

метрии и движения первого рода есть центрально-

подобная симметрия.

397. Доказать, что квадрат центрально-подобной симметрии

есть гомотетия.

398. Исследовать композицию центрально-подобной сим-

метрии a
k
O SH o  и осевой симметрии Sb в следующих

случаях: а) a=b; б) a||b; в) 0=Ç ba .

399. Исследовать композицию центрально-подобной симмет-

рии a
k
O SH o  и скользящей симметрии bp ST or  в следую-

щих случаях:  а) a=b; б) a||b; в) ba ^ .
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400. Доказать, что всякое подобие, отличное от движения,

есть либо композиция гомотетии k
OH  и поворота a

0R ,

либо композиция гомотетии k
OH  и осевой симметрии

aS , где O Î а.

§ 26. Подобие фигур

Определение. Фигура Ф называется подобной фигуре Ф′, если

существует такое преобразование подобия, при котором Ф отобража-

ется на фигуру Ф′. Коэффициент k этого преобразования подобия на-

зывается коэффициентом подобия данных фигур.

Обозначается: Ф ~ Ф′.

В частности, если Ф и Ф′ – треугольники ABC и A1B1C1, то говоря

о подобии этих треугольников, обычно считают (согласно сложив-

шейся традиции), что существует преобразование подобия, при кото-

ром 1AA ® , 1BB ® , 1CC ®  (и, следовательно, 111 CBAABC D®D ).

Упражнения

401*. Доказать, что если 111~ CBAABC DD , то ÐA=ÐA1,

ÐB=ÐB1, ÐC =ÐC1, CA
AC

BC
CB

AB
BA 111111 == . (Иначе говоря,

если треугольники подобны, то их соответствующие углы

равны, а соответствующие стороны пропорциональны).

402*. Треугольники ABC и A1B1C1 подобны. Отрезки AD и

A1D1 – их соответствующие высоты; BE и B1E1 – соот-

ветствующие медианы; CF и C1F1 – соответствующие

биссектрисы. Доказать, что:
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а)
AB

BA
CF

FC
BE

EB
AD

DA 11111111 ===  (в подобных треугольни-

ках соответствующие высоты (медианы, биссектрисы)

пропорциональны соответствующим сторонам);

б) 2

2
11111

AB
BA

S
S

ABC

CBA =
D

D  (площади подобных треугольников

относятся как квадраты соответствующих сторон).

403*. Доказать следующие свойства подобных фигур:

а) Ф~Ф для любой фигуры Ф;

б) если Ф~Ф′, то Ф′~Ф;

в) если Ф1~Ф2, Ф2~Ф3, то Ф1~Ф3.

404°. Как соотносятся понятия «фигуры Ф и Ф′ равны» и

«фигуры Ф и Ф′ подобны»?

405°. Как соотносятся понятия «фигуры Ф и Ф′ гомотетич-

ны» и «фигуры Ф и Ф′ подобны»? Используя получен-

ный вывод, завершите следующее утверждение: «Чтобы

доказать, что фигуры Ф и Ф′ подобны, достаточно уста-

новить, что ...».

406*. Используя сформулированный выше прием, докажите,

что:

а) любые две окружности подобны;

б) прямая, параллельная стороне треугольника и пересе-

кающая две другие стороны, отсекает от него треуголь-

ник, подобный данному.

Пример 1. Докажем, что если смежные стороны одного прямо-

угольника пропорциональны смежным сторонам другого, то прямо-

угольники подобны.

Решение. Пусть в прямоугольниках ABCD и A1B1C1D1

1111 DA
AD

BA
AB

= . Так как, кроме того, ÐBAD = ÐB1A1D1, то существует пре-
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образование подобия, при котором 1AA ® , 1BB ® , 1DD ®  (см. пример

в § 21). При этом преобразовании прямая BC (параллельная AD) преоб-

разуется в прямую В1С1 (параллельную A1D1), а прямая DC – в прямую

D1C1. Следовательно, точка пересечения прямых BC и DC, т.е. точка C,

переходит в точку пересечения прямых В1С1 и D1C1, т.е. в точку С1.

Итак, существует преобразование подобия, при котором точки A,

B, С, D переходят в точки A1, B1, C1, D1 и, стало быть, прямоугольник

ABCD отображается на прямоугольник A1B1C1D1. Следовательно, эти

прямоугольники подобны.

Упражнения

407*. Докажите, что:

а) любые два квадрата подобны;

б) если угол одного ромба равен углу другого ромба, то

эти ромбы подобны;

в) если смежные стороны одного параллелограмма про-

порциональны смежным сторонам другого параллело-

грамма, а углы, заключенные между этими сторонами,

равны, то параллелограммы подобны.

408*. Доказать, что если фигуры Ф и Ф1 гомотетичны, а фи-

гуры Ф1 и Ф′ равны, то фигуры Ф и Ф′ подобны.

Используя этот вывод, завершите следующее утвержде-

ние: «Чтобы доказать, что фигуры Ф и Ф′ подобны, дос-

таточно установить, что ...». Сравните свой ответ с прие-

мом, приведенным в «Сводке».

409. Доказать, что если в треугольниках АВС и A1B1C1

CA
AC

AB
BA 1111 =  и ÐA=ÐA1, то треугольники подобны.

410. Доказать, что если в треугольниках АВС и A1B1C1

ÐA=ÐA1, ÐВ=ÐB1, то треугольники подобны.
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411. Доказать, что если в треугольниках АВС и A1B1C1

CA
AC

BC
CB

AB
BA 111111 ==  , то треугольники подобны.

Пример 2. Докажем, что любые две параболы подобны.

Решение. Пусть П и П′ – данные параболы. Существуют орто-

нормированные реперы R и R′, в которых эти параболы задаются

уравнениями у2 = 2px и у2 = 2qx соответственно (рис. 50).

Рассмотрим гомотетию k
OH , где

p
qk = . Формулы гомотетии:

x
p
qx =¢ , y

p
qy =¢ .

При этой гомотетии па-

рабола П преобразуется в па-

раболу П1, заданную в репере

R уравнением xqy ¢=¢ 22 .

Рассмотрим далее движе-

ние φ, при котором репер R переходит в репер R′ (такое движение су-

ществует по теореме о подвижности плоскости, § 9).

При движении φ парабола П1 переходит в фигуру, которая задает-

ся тем же уравнением в репере R′, т.е. П1 отображается на П′, значит

П1 и П′ равны.

Итак, П и П1 гомотетичны, а П1 и П′ равны, следовательно, П и П′

подобны, что и требовалось доказать.

Упражнения
412°. Объясните, почему в приведенном решении утверждается,

что «При этой гомотетии парабола П преобразуется в па-

раболу П1, заданную в репере R уравнением xqy ¢=¢ 22 ».

413*. Доказать, что если эксцентриситеты двух эллипсов

(гипербол) равны, то эллипсы (гиперболы) подобны.
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§ 27. Применение преобразований
подобия к решению задач
на доказательство

Как отмечалось ранее (см. § 15), приложение геометрических

преобразований к задачам на доказательство основано чаще всего на

идее переформулирования цели (требования) задачи на языке геомет-

рических преобразований. Возможности для такого переформулирова-

ния доставляют свойства или определение того или иного преобразо-

вания. Приведем некоторые основанные на этой идее приемы реше-

ния задач на доказательство; в скобках после каждого приема указы-

вается его теоретическая база.

1. Чтобы доказать, что точки A, B, С коллинеарны, достаточно ус-

тановить, что при некоторой гомотетии k
AH  точка B переходит в точку

C, или установить, что при некоторой гомотетии k
BH  точка A перехо-

дит в точку C и т.п. (определение гомотетии).

2. Чтобы доказать, что точки A, B, С, ... коллинеарны, достаточно

установить, что они являются образами коллинеарных точек А1, В1, С1,

... при некотором преобразовании подобия (свойства преобразований

подобия).

3. Чтобы доказать, что прямые a и b параллельны, достаточно ус-

тановить, что при некоторой гомотетии k
OH , где aO Ï , прямая а пере-

ходит в прямую b (свойство гомотетии).

4. Чтобы доказать, что прямые a и b параллельны (перпендику-

лярны), достаточно установить, что они являются образами некоторых

параллельных (перпендикулярных) прямых при некотором преобразо-

вании подобия (свойство преобразований подобия).

5. Чтобы доказать, что прямые АА1, ВВ1, СС1, ... проходят через

точку О, достаточно установить, что при гомотетии k
OH : 1AA ® ,

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



174

1BB ® , 1CC ® , ... (определение гомотетии).

6. Чтобы доказать, что линии L1, L2, L3 ... пересекаются в одной

точке, достаточно установить, что они являются образами или прооб-

разами некоторых линий L′1, L′2, L′3, ... , пересекающихся в одной точ-

ке (определение образа фигуры).

7. Чтобы доказать, что окружности ω1 и ω2 касаются в точке A,

где AÎω1, достаточно установить, что при гомотетии k
AH ( 1¹k )

21 ww ®  (свойство гомотетии, см. упр. 326).

8. Чтобы доказать, что фигура F является параллелограммом

(ромбом, прямоугольником и т.п.), достаточно установить, что F есть

образ некоторого параллелограмма (ромба, прямоугольника и т.п.)

при некотором преобразовании подобия (свойства преобразований

подобия, см. упр. 343).

9. Чтобы доказать, что прямые a и b перпендикулярны, достаточ-

но установить, что при центрально-подобном вращении вокруг неко-

торого центра на угол ± 90° прямая а отображается на прямую b

(свойство центрально-подобного вращения, см. упр. 359).

10. Чтобы доказать, что точки A, B, С, ... принадлежат некоторой

окружности ω, достаточно установить, что при некотором преобразо-

вании подобия точки А1, В1, С1, ... , принадлежащие некоторой окруж-

ности ω1, переходят в точки A, B, С, ... , а окружность ω1 переходит в

окружность ω (свойство преобразований подобия, см. упр. 340).

Разумеется, рассмотренные приемы не исчерпывают всех ситуа-

ций, допускающих применение преобразований подобия в задачах на

доказательство.

Пример 1. Докажем, что в любой трапеции точка пересечения

диагоналей, точка пересечения продолжений боковых сторон и сере-

дины оснований лежат на одной прямой.
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Поиск решения. Пусть M, N – середины оснований BC и AD тра-

пеции ABCD, О – точка пересечения диагоналей, а S – точка пересече-

ния продолжений боковых сторон (рис. 51).

Данная задача распадается на две подзадачи:

– доказать, что точки S, M, N коллинеарны;

– доказать, что точки O, M, N коллинеарны.

На язык геометрических преобразований эти

подзадачи переводятся следующим образом:

– доказать, что при некоторой гомотетии
k
SH NM ® , для чего надо установить, что

при этой гомотетии отрезок BC переходит в

отрезок AD;

– доказать, что при некоторой гомотетии k
OH NM ® ,  для чего

надо установить, что при этой гомотетии отрезок BC отображается на

отрезок AD.

Для решения первой подзадачи необходимо подобрать коэффи-

циент k так, чтобы при гомотетии k
SH  точка B переходила в точку А.

Очевидно, что AB
k
SH¾¾®¾  тогда и только тогда, когда SBkSA ×= . От-

сюда, учитывая, что точки А и B лежат на одну сторону от точки S (и,

значит, k>0), находим:
SB
SAk = .

Для решения второй подзадачи необходимо подобрать коэффи-

циент k так, чтобы при гомотетии k
OH  точка B переходила в точку D.

Очевидно, что DB
k
OH¾¾®¾  тогда и только тогда, когда OBkOD ×= .

Отсюда, учитывая, что точки B и D лежат по разные стороны от точки

O (и, значит, k<0), находим
OB
ODk -= .
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Вышесказанное делает естественным следующее решение. Рас-

смотрим гомотетию k
SH , где

SB
SAk = . При этой гомотетии AB ® , зна-

чит, прямая BC переходит в прямую AD. Так как, кроме того, прямая SD

отображается на себя, то точка BC∩SD переходит в точку AD∩SD, т.е.

DC ® . Так как AB ® , DC ® , то отрезок BC переходит в отрезок AD

и, следовательно, середина отрезка BC – точка M – переходит в середину

отрезка AD – точку N. Т.к. при гомотетии k
SH NM ® , то по определе-

нию гомотетии SMkSN ×=  и поэтому точки S, M, N коллинеарны.

Рассмотрим теперь гомотетию k
OH , где

OB
ODk -= . При этой гомо-

тетии DB ® . Далее, т.к. прямая BC переходит в прямую DA, а прямая

АС отображается на себя, то точка BC∩АС переходит в точку DA∩АС,

т.е. AC ® . Так как DB ® , AC ® , то отрезок BC переходит в отре-

зок DA и, следовательно, середина отрезка BC переходит в середину

отрезка DA, т.е. NM ® . Отсюда, по определению гомотетии, следу-

ет, что OMkON ×=  и поэтому точки O, M, N коллинеарны.

Из вышеизложенного следует, что точки O, S, M, N коллинеарны,

что и требовалось доказать.

Упражнение
414°. Объясните, почему (на каком основании) в приведен-

ном решении утверждается, что:

а) «При этой гомотетии ... прямая BC переходит в пря-

мую AD»;

б) «... кроме того, прямая SD отображается на себя»;

в) «... середина отрезка BC ... переходит в середину от-

резка AD ...».

Пример 2. Окружности ω1(O1; R1) и ω2(O2; R2) касаются внешним

образом в точке О. Через точку О проведена прямая с, которая пересе-
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кает эти окружности в точках А и В. Докажем, что касательные к ок-

ружностям, проведенные в точках А

и B, параллельны.

Поиск решения. Для решения

задачи достаточно установить, что

при гомотетии k
OH  касательная а пе-

реходит в касательную b (рис. 52).

Для этого, в свою очередь, необхо-

димо доказать, что при гомотетии
k
OH 21 ww ®  и BA ® . Чтобы установить, что при гомотетии k

OH  ок-

ружность ω1 переходит в окружность ω2, необходимо показать, что

21 OO ® . Так как точка O делит отрезок О1О2 в отношении R1:R2, то

добиться этого (т.е. чтобы 21 OO ® ) можно, выбирая коэффициент k

равным
1

2

R
R

- . Сказанное приводит к следующему решению.

Решение. Рассмотрим гомотетию k
OH , где

1

2

R
Rk -= . При этой го-

мотетии 21 OO ® , следовательно, окружность ω1 переходит в такую

окружность с центром О2, радиус которой равен R= |k|·R1=R2, т.е.

21 ww ® . Так как 21 ww ® , cc ® , то точка ω1∩с (отличная от точки

О) переходит в точку ω2∩с (также отличную от точки О), т.е. BA ® .

Отсюда следует, что касательная к окружности ω1 в точке A переходит

в касательную к окружности ω2 в точке B. Следовательно, указанные

касательные параллельны, что и требовалось доказать.

Упражнение

415°. Объясните, почему (на каком основании) в приведен-

ном решении утверждается, что:

а) «... касательная к окружности ω1 в точке A переходит
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в касательную к окружности ω2 в точке B»;

б) «Следовательно, указанные касательные параллельны».

Пример 3. Точки A1, B1, C1 – середины сторон BC, СА, АВ тре-

угольника АВС. При переносе pTr  треугольник A1B1C1 отображается на

треугольник A2B2C2. Докажем, что прямые АA2, ВВ2, СС2 пересекаются

в одной точке.

Решение. При гомотетии 2
1

-

MH , где

М – центроид треугольника АВС, точ-

ки A, B, C переходят соответственно в

A1, B1, C1. При переносе 21 AA ® ,

21 BB ® , 21 CC ®  (рис. 53).

Таким образом, преобразование

2
1

-

Mp HT o  переводит точки A, B, C в точки A2, B2, C2.

С другой стороны, преобразование 2
1

-

Mp HT o  есть гомотетия 2
1

-

NH

(см. упр. 304), где точка N определяется условием pMN
3
2

= . Отсюда

следует, что прямые AA2, BB2, CC2 проходят через точку N, что и тре-

бовалось доказать.

Примечание. Так как при гомотетии 2
1

-

NH 2AA ® , то NANA
2
1

2 -= .

Следовательно, точка N делит отрезок AA2 в отношении 2:1.

Аналогично устанавливается, что отрезки BB2 и CC2 делятся точ-

кой N в том же отношении.

Пример 4. Диагонали квадрата АВСD пересекаются в точке О.

Точки A1, B1, C1, D1 – середины отрезков AO, BO, CO, DO соответствен-

но; М – произвольная точка. Через точки B1, C1, D1, A1 проведены пря-

мые a, b, с, d, перпендикулярные прямым МА, МВ, МС, MD соответст-

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



179

венно. Докажем, что прямые a, b, с, d пересекаются в одной точке.

Решение. Рассмотрим центрально-подобное вращение 2
1

90
OO HR o°-

(рис. 54). При этом 1BA ® , следователь-

но, прямая МА переходит в перпендику-

лярную ей прямую, проходящую через

точку B1,  т.е.  в прямую а. Отсюда следу-

ет, что прямая а проходит через точку М1

– образ точки М при указанном преобра-

зовании.

Аналогично доказывается, что пря-

мые b, с, d также проходят через точку

М1, что и требовалось доказать.

Упражнение

416°. Объясните, почему (на каком основании) в приведен-

ном решении утверждается, что «... прямая МА перехо-

дит в перпендикулярную ей прямую, проходящую через

точку B1 ...».

Пример 5. На плоскости даны точки A, B и окружность ω, кото-

рая не пересекается с прямой АВ. Точка C движется по окружности ω.

Докажем, что геометрическое место (множество) центроидов тре-

угольников АВС есть окружность.

Решение.  Пусть точка М – центроид

треугольника АВС, где C Î ω,  а O – сере-

дина отрезка АВ (рис. 55).

При гомотетии 3
1

OH  точка C переходит в

точку М, а окружность ω – в окружность ω′.

Так как C Î ω, то М Î ω′.
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Обратно, пусть М – произвольная точка окружности ω′. При го-

мотетии 3
OH ww ®¢  и, следовательно, точка М, принадлежащая ок-

ружности ω′, переходит в некоторую точку С, принадлежащую ω. Так

как CMHO =)(3 , то OMOC ×= 3 . Это означает, что точка М – центро-

ид треугольника АВС. Отсюда следует, что М принадлежит искомому

геометрическому месту точек (сокращенно г.м.т.).

Итак, всякая точка М искомого г.м.т. принадлежит окружности

3
1

OH=¢w (ω) и, обратно, всякая точка окружности ω′ принадлежит ис-

комому г.м.т. Таким образом, искомое г.м.т. есть окружность

3
1

OH=¢w (ω), где O – середина отрезка АВ.

Упражнения
417°. Объясните, из чего следует в приведенном решении, что:

а) «При гомотетии 3
1

OH  точка C переходит в точку М ...»;

б) «При гомотетии 3
OH ww ®¢  ...».

418. Продолжения боковых сторон АВ и CD трапеции ABCD

пересекаются в точке S, а М – произвольная точка плос-

кости, отличная от точек B и C. Через точки A и D про-

ведены прямые а и b, параллельные прямым ВМ и CM

соответственно. Доказать, что точка пересечения пря-

мых а и b принадлежит прямой SM.

419. Продолжения боковых сторон АВ и CD трапеции ABCD

пересекаются в точке S. Прямые а и b проходят через

точки A и B и перпендикулярны стороне АВ; прямые c и

d проходят через точки C и D и перпендикулярны сто-

роне CD. Доказать, что точки S, M=a∩d и N=b∩c колли-

неарны.
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420. Диагонали трапеции ABCD (BC||AD) пересекаются в

точке О. Доказать, что точка О и центры окружностей,

описанных около треугольников AOD и ВОС, лежат на

одной прямой.

421. Даны окружности ω1(O1; R1)  и ω2(O2; R2), причем

R1:R2=2:3. Точка O делит отрезок О1О2 в отношении 2:3.

Прямая, проходящая через точку O, пересекает первую

окружность в точках A и B, а вторую окружность – в

точках C и D. Доказать, что отрезок, соединяющий цен-

тры окружностей, вписанных в треугольники AО1B и

СО2D, проходит через точку O и делится этой точкой в

отношении 2:3.

422. Точки A1, B1, C1 – середины сторон BC, СА, АВ тре-

угольника АВС. Доказать, что отрезок, соединяющий

центры окружностей, вписанных в треугольники АВС и

A1B1C1, проходит через центроид М треугольника АВС.

В каком отношении этот отрезок делится точкой М?

423*. Доказать, что в любом треугольнике центр O описан-

ной окружности, центроид М и ортоцентр Н принадле-

жат одной прямой. В каком отношении точка М делит

отрезок НО?

424. Диагонали трапеции АВСD (BC||AD) пересекаются в

точке O. Точки O1, O2 – центры окружностей, описан-

ных около треугольников AOD и ВОС соответственно.

Доказать, что четырехугольник, образованный прямыми

AO1, BO2, CO2, DО1, является параллелограммом.

425. Точки A1, B1, C1 – середины сторон BC, СА, АВ тре-

угольника АВС. Прямая, проходящая через центроид

треугольника, пересекает отрезок АС в точке М, а отре-

зок A1C1 – в точке N. Доказать, что BM||B1N.
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426. Две окружности касаются внутренним образом в точке

О. Две прямые, проходящие через точку О, пересекают

первую окружность в точках A и В, а вторую окруж-

ность – в точках C и D. Доказать, что АВ||CD.

427. Точки М и М1 – центроиды треугольников АВС и

A1B1C1, в которых АВ||A1B1, BC||B1C1, СА||С1А1 и

AB≠A1B1. Доказать, что ВМ||В1М1.

428. Окружности ω(О; R)  и ω1(O1; R1), где R≠R1, касаются

внешним образом в точке S. Прямые a, b, с проходят че-

рез точку S и пересекают окружность ω в точках A, В, С,

а окружность ω1 – в точках A1, B1, C1. Точки Н и М – ор-

тоцентр и центроид треугольника АВС,  а точки H1 и М1

– ортоцентр и центроид треугольника A1B1C1. Доказать,

что прямые НН1 и ММ1 проходят через точку S.

429. При переносе pTr  треугольник АВС отображается на тре-

угольник A1B1C1. Прямая, параллельная стороне A1B1,

пересекает стороны A1C1 и B1C1 в точках M и N. Дока-

зать, что прямые CC1, АМ и BN пересекаются в одной

точке.

430. Даны треугольник АВС и точка М. Точки А2, В2, С2 сим-

метричны точке М относительно середин A1, B1, C1 сто-

рон BC, СА, АВ данного треугольника. Доказать, что

прямые AA2, BB2, CC2 пересекаются в одной точке.

431. В четырехугольник ABCD вписана трапеция MNPQ так,

что ее основания MN и PQ параллельны диагонали АС.

Доказать, что прямые MQ и PN пересекаются в точке,

принадлежащей прямой BD.

432. Точки A1, B1, C1 – середины сторон BC, СА, АВ тре-

угольника АВС,  а М – произвольная точка. Через вер-

шины A, B, C проведены прямые a, b, с, параллельные
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прямым MA1, MB1, MC1 соответственно. Доказать, что

прямые a, b, с пересекаются в некоторой точке N. Дока-

зать, что точки M, N и центроид O треугольника АВС

лежат на одной прямой. В каком отношении точка O де-

лит отрезок MN?

433. Две неравные окружности касаются внешним образом в

точке O. Через эту точку проведены прямые a, b, с, ко-

торые пересекают первую окружность в точках A, B, C,

а вторую – в точках A1, B1, C1 соответственно. М – про-

извольная точка плоскости. Через точки A1, B1, C1 про-

ведены прямые c1, c2, c3, параллельные соответственно

прямым МА, МВ, МС. Доказать, что прямые c1, c2, c3 пе-

ресекаются в некоторой точке N. Доказать, что точки М,

N, О коллинеарны.

434. Диагонали четырехугольника ABCD пересекаются в

точке O,  а M1, M2, M3, M4 – центроиды треугольников

АОВ, ВОС, COD, DОА соответственно. Доказать, что че-

тырехугольник M1M2M3M4 – параллелограмм.

435. Диагонали выпуклого многоугольника ABCD взаимно

перпендикулярны. Доказать, что точки M1, M2, M3, M4,

симметричные данной точке М относительно середин

сторон АВ, BC, CD, DA, являются вершинами прямо-

угольника.

436. Точки A1, B1, C1 делят стороны BC, СА, АВ правильного

треугольника АВС в отношении 2:1. Доказать, что точ-

ки, симметричные данной точке М относительно A1, B1,

C1, являются вершинами правильного треугольника.

437. Точка A принадлежит окружности ω. Найти геометри-

ческое место точек, делящих в отношении 1:2 всевоз-

можные хорды АХ данной окружности.
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438. На плоскости даны точки A, В и прямая с, пересекающая

прямую АВ. Точка М движется по прямой с. Найти гео-

метрическое место вершин C треугольников АВС, для

каждого из которых одна из точек М является центрои-

дом.

439. В прямоугольном треугольнике АВС проведена высота

CD (�С=90°). Доказать, что:

а) медиана AA1 треугольника ADC перпендикулярна медиане

CC1 треугольника CDB;

б) биссектриса CC2 треугольника ADC перпендикулярна

биссектрисе BB2 треугольника CDB.

440. Вершина B1 квадрата AB1C1D1 принадлежит стороне AD

квадрата ABCD, а вершины C1 и D1 лежат вне квадрата

ABCD. Точки М и N делят стороны BC и B1C1 (соответ-

ственно) в одинаковых отношениях. Доказать, что пря-

мая MD перпендикулярна прямой D1N.

441. Точка М – середина основания АВ равнобедренного тре-

угольника АВС. Точка N – середина перпендикуляра

MP, проведенного к стороне ВС. Доказать, что CN�AP.

§ 28. Применение преобразований
подобия к решению задач
на построение

Как отмечалось ранее (§ 16), метод геометрических преобразова-

ний в задачах на построение конкретизируется различными приемами.

Рассмотрим те из них, которые являются наиболее употребительными

для преобразований подобия, отличных от движения.
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28.1. Построение точки пересечения данной
фигуры и образа другой данной фигуры

Этот прием используется в задачах, где требуется построить точ-

ки Х и Y, принадлежащие соответственно известным (данным) фигу-

рам Ф1 и Ф2 (см. п. 9.2 «Сводки», а также § 16, п. 16.2).

Пример 1. Построим отрезок ХY, концы которого принадлежали

бы данной прямой а и данной окружности ω соответственно, так, что-

бы этот отрезок делился данной точкой O в отношении 3:1, считая от

прямой а.

Анализ. Допустим, что искомый отрезок ХY построен (рис. 56).

Рассмотрим гомотетию 3
1

-

OH  (так как

именно это преобразование переводит

точку Х в точку Y). При этом: YX ® ,

aa ¢® . Так как ХÎ а,  то YÎ а′ и, следо-

вательно, wÇ¢ÎaY .

Полученное соотношение позволя-

ет построить точку Y. Имея точку Y,

можно построить точку Х: )(3 YHX O
-= .

Построение. Строим:

1) прямую а′ – образ прямой а при гомотетии 3
1

-

OH ;

2) точку wÇ¢ÎaY  (или точки Y1, wÇ¢Î aY2 , если прямая а′ пе-

ресекается с окружностью ω в двух точках);

3) точку X – образ точки Y при гомотетии 3
OH  (соответственно –

точки X1, X2, гомотетичные точкам Y1, Y2);

4) искомый отрезок XY (соответственно – искомые отрезки X1Y1,

X2Y2).
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Доказательство (проведем для отрезка XY).

1. YÎ ω по построению.

2. При гомотетии 3-
OH aa ®' , XY ® . Т.к. YÎ а′, то ХÎ а.

3. Так как )(3 YHX O
-= , то OYOX 3-=  и, следовательно, точка O

принадлежит отрезку XY и делит его в отношении 3:1, считая от точки Х.

Исследование. Задача может иметь одно, два или ни одного реше-

ния в зависимости от взаимного расположения данных фигур (точка

O, прямая а, окружность ω).

Упражнения
442. Даны точка O и прямые а и b. Построить отрезок АВ,

концы A и B которого принадлежали бы прямым а и b

соответственно так, чтобы точка A делила отрезок ОВ в

отношении 2:1.

443. Точка A расположена вне окружности ω. На окружности

ω построить такие точки B и C, чтобы диаметр CD был

медианой треугольника ABC.

444. Даны две концентрические окружности и на одной из

них – точка A. Провести через точку A прямую, на кото-

рой эти окружности высекают три равные хорды.

Указание. Рассмотреть два случая: а) точка A принадлежит

внешней окружности; б) точка A принадлежит внутрен-

ней окружности.

445. Даны точка A и окружности ω1 и ω2. Построить тре-

угольник АВС так, чтобы ÐВАС=60°, АВ:АС=1:3, а вер-

шины B и C принадлежали окружностям ω1 и ω2 соот-

ветственно.

446. Точка М принадлежит стороне АВ данного треугольника

АВС. Построить прямоугольный треугольник MXY, ка-
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теты МХ и MY которого относятся как 1:2, так, чтобы

вершина Х принадлежала стороне АС, а вершина Y –

стороне ВС.

447. Даны точка A и окружности ω1 и ω2. Построить пра-

вильный треугольник АВС так, чтобы вершина B при-

надлежала  окружности ω1, а середина стороны АС –

окружности ω2.

448. Даны прямые a, b, с и точка АÎ с. Построить ромб ABCD

так, чтобы вершина В принадлежала прямой а, вершина С

– прямой с, а середина стороны AD – прямой b.

28.2. Пополнение множества известных точек
Этот прием используется в задачах, где искомая фигура изна-

чально задается некоторыми точками, которых, на первый взгляд, не-

достаточно, чтобы построить эту фигуру (см. п. 9.3. «Сводки», а также

§ 16, п. 16.3).

Пример 2. Построим ромб ABCD, если известны вершина А, пря-

мая b, содержащая диагональ АС, точка М, принадлежащая прямой

BC,  и точка N, принадлежащая прямой, проходящей через середины

сторон BC и AD.

Анализ. Допустим, что искомый ромб построен (рис. 57). Рас-

смотрим центрально-подобную симметрию
2
Ab HS o . При этом прямая, проходящая через

середины сторон BC и AD, переходит в пря-

мую BC, а точка N – в точку N′, принадлежа-

щую прямой ВС. Это дает возможность по-

строить прямую BC; располагая последней,

можно построить искомый ромб.
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План построения. Строим последовательно:

– точку N′ – образ точки N при центрально-подобной симметрии
2
Ab HS o ;

– прямую MN′;

– точку bNMC Ç¢= ;

– прямую СN1, где )(2
1 NHN À= ;

– середину отрезка АС – точку O;

– вершины B и D;

– ABCD – искомый ромб.

Доказательство и исследование предоставляем читателю.

Упражнения

449. Построить правильный треугольник АВС, зная его вер-

шину A, точку M, принадлежащую прямой BC,  и точку

N, принадлежащую прямой, которая параллельна BC и

делит стороны АВ и АС в отношении 3:1.

450. Построить квадрат ABCD, зная его вершину A, точку М,

принадлежащую прямой BD, и точку N, принадлежа-

щую прямой, проходящей через середины сторон BC и

CD.

451. Построить правильный треугольник АВС, зная его центр

O, точку M, принадлежащую прямой BC, и точку N,

принадлежащую прямой, проходящей через середины

сторон АС и ВС.

452. Построить квадрат ABCD, зная его центр O, точку М,

принадлежащую прямой AB, и точку N, принадлежащую

прямой, которая параллельна BC и делит отрезки ОВ и

ОС в отношении 1:2.
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28.3. Приём подобия

Этот приём (по сложившейся традиции его называют методом по-

добия) является частным проявлением приема построения прообраза ис-

комой фигуры (см. § 16, п. 16.4., а также п. 9.4. «Сводки»). Он использу-

ется в задачах, условия которых можно разбить на две группы, одна из

которых определяет искомую фигуру с точностью до подобия.

Итак, пусть требуется построить фигуру Ф, обладающую опреде-

ленными свойствами. Вначале строят вспомогательную фигуру Ф1, ко-

торая обладает лишь некоторыми из этих свойств и подобна искомой

фигуре. Затем подбирают такое преобразование подобия f, при котором

фигура Ф1 переходит в искомую фигуру Ф. Чаще всего в качестве пре-

образования f применяют гомотетию (см. п. 9.4-а. «Сводки»).

Пример 3. Построим треугольник АВС, зная отношение m:n двух

его сторон, угол φ, заключенный между ними, и сумму p всех его ме-

диан (здесь m, n, p – данные отрезки, φ – данный угол).

Анализ. Используя усло-

вия AB:AC = m:n и ÐВАС = φ,

можно построить вспомога-

тельный треугольник АВ1С1,

подобный искомому тре-

угольнику АВС. Для этого

достаточно на сторонах угла,

равного углу φ, отложить от-

резки AB1 = m, AC1 = n или от-

резки, пропорциональные m и n (рис.58).

Подберем теперь коэффициент k такой гомотетии k
AH , при которой

треугольник АВ1С1 переходит в искомый треугольник АВС с заданной

суммой p всех его медиан. Пусть m′a, m′b, m′c – длины медиан вспомога-
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тельного треугольника АВ1С1, а ma, mb, mc – длины медиан искомого тре-

угольника ABC. Так как при гомотетии k
AH ABCCAB D®D 11 , то медиа-

ны первого треугольника переходят в соответствующие медианы тре-

угольника АВС и, следовательно, ma=k·m′a, mb=k·m′b, mc=k·m′c. Складывая

эти равенства, находим искомый коэффициент:

1p
p

mmm
mmmk

cba

cba =
¢+¢+¢

++
= , где p1 – сумма медиан треугольника АВ1С1,

а p – данный отрезок.

Построение. Строим последовательно (рис. 58):

1) ∆АВ1С1, в котором ÐB1АC1=φ, AB1=m, AC1=n;

2)  ∆ABC – образ треугольника АВ1С1 при гомотетии k
AH , где

1p
pk = , для чего:

– на луче, выходящем из точки A, откладываем AM = p,

AM1 = p1 = m′a + m′b + m′c;

– строим точку C – точку пересечения луча AC1 и прямой, которая

проходит через точку М и параллельна М1С1 (иначе говоря, С = k
AH  (С1));

– строим на луче АВ1 точку B так, чтобы BC||B1C1; иначе говоря,

В= k
AH  (В1).

Доказательство. В треугольнике АВС ÐBAC=φ по построению.

Так как ∆ABC ~ ∆АВ1С1, то
n
m

AC
AB

AC
AB

==
1

1 .

При гомотетии k
AH  медианы треугольника АВ1С1 переходят в ме-

дианы треугольника АВС, поэтому ma=k·m′a, mb=k·m′b, mc=k·m′c, откуда

ma + mb + mc = k·( m′a + m′b + m′c) = 1
1

p
p
p

×  = p,

что и требовалось доказать.

Исследование. Легко видеть, что данная задача имеет решение

при любом выборе исходных данных.
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Упражнения
453. Построить треугольник АВС, зная два его угла A и B и

периметр 2p.

454. Построить треугольник АВС, стороны которого пропор-

циональны данным отрезкам m, n, p, а сумма биссектрис

углов A и B равна данному отрезку q.

Примечание. Обратим внимание на коэффициенты тех гомотетий,

которые применялись в примере 3 и упр. 453 – 454:

а) в примере 3:
1p

pk = , где p – сумма медиан искомого треугольника

(она известна), а p1 – сумма медиан вспомогательного треугольника;

б) в упражнении 453:
12

2
p
pk = ,  где 2p – периметр искомого тре-

угольника (он известен), а 2p1 – периметр вспомогательного тре-

угольника.

в) в упражнении 454:
1q

qk = , где q – сумма биссектрис искомого

треугольника (она известна), а q1 – сумма соответствующих биссек-

трис вспомогательного треугольника.

Как видим, во всех трех задачах коэффициент гомотетии оказался

равным отношению известного «линейного элемента» искомой фи-

гуры к соответствующему (одноименному) «линейному элементу»

вспомогательной фигуры. Это наблюдение позволяет в аналогичных

задачах начинать решение сразу с построения, опуская анализ в силу

его очевидности.

Решение приведенной ниже задачи осуществляется (в соответст-

вии с вышесказанным) по упрощенному сценарию.

Пример 4. Построим ромб, зная его угол φ и сумму диагоналей p.

Поиск решения. В данной задаче первое условие (угол ромба ра-

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



192

вен данному углу φ) позволяет построить вспомогательный ромб, по-

добный искомому. «Линейный элемент» искомого ромба – сумма диа-

гоналей p, значит, коэффициент необходимой гомотетии
1p

pk = , где р1

– сумма диагоналей вспомогательного

ромба. Отсюда вытекает следующее по-

строение.

Строим: 1) ромб АВ1С1D1, в котором

Ð B1АD1=φ (рис. 59);

2) ромб ABCD – образ ромба АВ1С1D1

при гомотетии k
AH , где

1p
pk = ,

р1=АС1+B1D1.

Доказательство. При гомотетии ромб переходит в ромб, следо-

вательно, построенный четырехугольник ABCD является ромбом.

Далее ÐBAD=φ по построению.

При гомотетии k
AH  диагонали AC1 и B1D1 переходят в диагонали

АС и BD, следовательно, AC=k·AC1, BD=k·B1D1. Складывая эти равен-

ства, получаем: АС+BD=k·(AC1+B1D1)= pp
p
p

=× 1
1

, что и требовалось

доказать.

Исследование. Задача имеет единственное решение при любом

выборе исходных данных.

Упражнения
455. Построить параллелограмм, зная его сторону, отноше-

ние диагоналей и угол между ними.

456. Построить треугольник АВС, зная отношение высот, про-

веденных к сторонам АВ и АС, угол, заключенный между

этими сторонами, и радиус вписанной окружности.
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457. Построить равнобочную трапецию ABCD, зная ее углы

при большем основании AD, отношение боковой сторо-

ны к этому основанию и диагональ.

458. Построить треугольник АВС, зная угол A, биссектрису

этого угла и отношение высоты hb к медиане ma.

459. Построить треугольник АВС, медианы ma, mb, mc кото-

рого пропорциональны данным отрезкам m, n, p, а сум-

ма высот ha и hb равна данному отрезку d.

Рассмотрим примеры задач, в которых выбор центра гомотетии (в

отличие от рассмотренных выше задач) имеет принципиальное значе-

ние. К их числу относятся такие задачи, в которых требуется постро-

ить фигуру, расположенную определенным образом относительно

данных фигур; иногда такие задачи называют позиционными.

Пример 5. Даны острый угол MPK и прямая а, пересекающая

стороны угла.

Построим квадрат ABCD, центр которого принадлежит прямой а,

вершина A – лучу PM, а вершины B и C – лучу PK.

Анализ. Нетрудно построить вспомогательный квадрат A1B1C1D1,

такой, что А1Î PM, B1Î PK, C1Î PK (рис. 60).

Подберем гомотетию, при которой квадрат A1B1C1D1 переходит в

искомый квадрат.

Центром такой гомотетии может служить только вершина данно-

го угла – точка Р. При этой гомотетии центр O1 квадрата A1B1C1D1 пе-

реходит в точку О – центр искомого квадрата. С одной стороны, точка

O должна принадлежать прямой а, с другой стороны, точка O принад-

лежит лучу PO1. Таким образом, искомая гомотетия определяется

точкой P и парой соответствующих точек O1 и O, где OO ®1 . Отсюда

вытекает следующее построение.
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Строим:

1) квадрат A1B1C1D1 (рис. 60);

2) точку 1POaO Ç= , где O1

– центр квадрата A1B1C1D1;

3) квадрат ABCD – образ

квадрата A1B1C1D1 при гомоте-

тии, определяемой центром P и

точками O1 и O.

Доказательство и исследо-

вание опускаем в силу их оче-

видности.

Изложим общие соображения по поводу задания гомотетии в за-

дачах, аналогичных рассмотренной, сопоставляя это изложение с вы-

шеприведенным решением.

Искомая фигура Ф (квадрат ABCD) должна обладать рядом

свойств α, β, γ... (АÎ PM; B, CÎ PK; OÎ a). Фигура Ф1 (квадрат

A1B1C1D1) обладает первыми двумя свойствами. Гомотетия, перево-

дящая Ф1 в Ф, подбирается так, чтобы эти свойства передавались от

фигуры Ф1 фигуре Ф,  а третье свойство (O�a) приобреталось фигу-

рой Ф. В рассмотренной выше задаче выбор точки P в качестве центра

гомотетии и обеспечил как раз передачу первых двух свойств фигуре

Ф; выбор точек О1 и O в качестве соответствующих позволил фигуре

Ф приобрести третье свойство, которым фигура Ф1 не обладала.

Отметим также, что и в задачах позиционного типа решение не-

редко начинается сразу с построения.

Упражнения
460. В данный треугольник АВС вписать квадрат MNPK так,

чтобы вершины M и K принадлежали стороне АВ, вер-
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шина N – стороне АС, а вершина P – стороне ВС.

461. В данный треугольник вписать прямоугольник, подоб-

ный данному.

462. Построить окружность, которая касается сторон данно-

го угла и проходит через данную точку М, лежащую

внутри этого угла.

463. В треугольник АВС вписать треугольник MNP так, что-

бы стороны MN, NP, PM были параллельны данным

прямым a, b, c соответственно, а точки M, N, P принад-

лежали сторонам АВ, BC, СА соответственно.

464. Построить две равные окружности, каждая из которых

касается двух сторон данного треугольника и другой

окружности.

465. В данный сектор вписать квадрат. Рассмотреть два слу-

чая: а) дуга сектора содержит одну вершину квадрата; б)

дуга сектора содержит две вершины квадрата.

466. Даны угол MPK и окружность ω. Построить квадрат

ABCD так, чтобы вершины A и B принадлежали лучу

РК, вершина C – лучу РМ, а вершина D – окружности ω.

467. Даны треугольник АВС и прямая а, пересекающая сто-

роны АВ и АС. Построить правильный треугольник МРК

так, чтобы вершины М, P, K принадлежали соответст-

венно сторонам АВ, BC и АС, а сторона МК была парал-

лельна прямой а.

468. Дан треугольник АВС. Построить трапецию BMNP,  в

которой BM=MN=NP и вершина M принадлежит сторо-

не AB, а вершины N и P – прямой AC.

469. Дан треугольник АВС. На прямой BC построить такую

точку, чтобы отрезок, соединяющий основания перпен-

дикуляров, опущенных из этой точки на прямые AB и
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AC, был параллелен биссектрисе угла B.

§ 29. Разные задачи

470. Исследовать композицию трех гомотетий:

123 k
A

k
B

k
C HHH oo .

471. Даны окружности ω1, ω2, ω3, центры и радиусы которых

попарно различны. Точки A, B, С – центры гомотетий с

коэффициентами k1, k2, k3, при которых 21 ww ® ,

32 ww ® , 13 ww ®  соответственно. Доказать, что если

k1>0, k2>0, k3>0, то точки A, B, С коллинеарны.

472. Две неравные окружности ω1 и ω2 пересекаются в точ-

ках A и B. Доказать, что если M и N – центры гомотетий,

переводящих ω1 в ω2, то ÐMAN=ÐMBN=90°.

473. Даны гомотетии 1k
AH  и 2k

BH , где k1≠k2 и точка C, опре-

деляемая условием AB
kk
kAC ×

-
-

=
21

21 . Доказать, что точ-

ка C имеет один и тот же образ при этих гомотетиях.

474. Даны гомотетии 1k
AH  и 2k

BH , где k1≠k2.  Доказать,  что

существует бесконечное множество прямых, которые

имеют при этих гомотетиях один и тот же образ.

475. Даны три гомотетии с попарно различными коэффици-

ентами. Доказать, что существует по крайней мере одна

прямая, которая имеет один и тот же образ в этих гомо-

тетиях.

476. Какому необходимому и достаточному условию долж-

ны удовлетворять коэффициенты гомотетий 1k
AH  и 2k

BH ,

где BA ¹ , 11 ¹k , 12 ¹k , чтобы существовала хотя бы

одна окружность, которая имеет один и тот же образ в
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этих гомотетиях?

477. На прямой даны точки A, B, A1, B1, причем АВ≠А1В1. До-

казать, что существует единственная точка O, такая, что

при некоторой гомотетии с центром O 1AA ® , 1BB ® .

478. а) При центрально-подобной симметрии a
k
O SH o  тре-

угольник АВС переходит в треугольник A1B1C1. Дока-

зать, что если точка O – ортоцентр треугольника АВС, то

точка O является ортоцентром и треугольника A1B1C1.

б) При центрально-подобном вращении k
OO HR oa  трапе-

ция ABCD, вписанная в окружность с центром O, пере-

ходит в трапецию A1B1C1D1. Доказать, что точка O явля-

ется центром окружности, описанной и около трапеции

A1B1C1D1.

479. Даны различные точки A, A1 и положительное число k.

Рассматривается множество всех преобразований подо-

бия с коэффициентом k, переводящих точку A в точку

A1. Доказать, что множество инвариантных точек этих

подобий совпадает с множеством точек, отношение рас-

стояний каждой из которых до точек A1 и A постоянно и

равно k.

Что представляет собой указанное множество точек, ес-

ли k=1?

480. Охарактеризовать множество всех инвариантных точек

гомотетий, переводящих данную точку A в другую дан-

ную точку B.

481. Окружности ω1, ω2, ω3 имеют одинаковые радиусы и

касаются сторон углов A, B, С треугольника АВС соот-

ветственно. Окружность ω касается внешним образом
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всех трех окружностей ω1, ω2, ω3. Доказать, что центр

окружности ω и центры вписанной и описанной окруж-

ностей треугольника АВС лежат на одной прямой.

482. Даны окружность ω, вписанная в треугольник АВС,  и

окружность ω′, касающаяся стороны BC и продолжений

сторон АВ и АС. М и N – точки касания этих окружно-

стей со стороной BC, а точка P – конец диаметра NP ок-

ружности ω′. Доказать, что точки A, М, P лежат на од-

ной прямой.
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ГЛАВА IV. Аффинные преобразования

§ 30. Аффинные преобразования
 и их свойства

Определение. Преобразование плоскости называется аффинным,

если оно переводит коллинеарные точки в коллинеарные точки и со-

храняет простое отношение любых трех коллинеарных точек1.

Упражнения

483°. Как доказать, что некоторое преобразование плоскости

является аффинным?

484*. Как соотносятся понятия:

– «движение» и «аффинное преобразование»?

– «преобразование подобия» и «аффинное преобразо-

вание»?

Изобразите при помощи круговой диаграммы (диаграм-

мы Эйлера-Венна) соотношение между указанными по-

нятиями.

485°. Преобразование плоскости задано в аффинном репере

формулами x′ = x, y′ = ky, где k≠0. Доказать, что данное

преобразование является аффинным.

486°. Аффинное преобразование f задано в ортонормирован-

ном репере формулами x′ = x, y′ = ky, где k≠0. Доказать,

что если 1±¹k , то преобразование f не является подо-

бием (и, следовательно, не является движением).

487*. Всякое аффинное преобразование обладает по опреде-
лению двумя свойствами; назовем их характеристиче-

1 Совершенно аналогично определяется аффинное преобразование в трехмерном про-
странстве.
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скими. (Они содержатся в приведенном выше определе-
нии). Прочитайте примечание к п. 6° в § 7. Используя
это утверждение, сформулируйте те свойства аффинных
преобразований, которые являются логическими следст-
виями вышеупомянутых характеристических свойств.

488*. Доказать, что при аффинном преобразовании тре-
угольник отображается на треугольник и при этом ме-
дианы переходят в медианы, а центроид – в центроид.

489*. Доказать, что при аффинном преобразовании парал-
лелограмм переходит в параллелограмм.

490*. Доказать, что при аффинном преобразовании трапеция
ABCD с основаниями BC и AD переходит в такую тра-
пецию A′B′C′D′, в которой B′C′: A′D′ = BC:AD.

491*. Доказать, что композиция двух аффинных преобразо-
ваний есть аффинное преобразование.

492*. Доказать, что преобразование, обратное аффинному,
есть аффинное преобразование.

493*. Доказать, что если две точки некоторой прямой явля-
ются инвариантными точками аффинного преобразова-
ния, то все точки этой прямой являются инвариантными.

494*. Доказать, что если три неколлинеарные точки являют-
ся инвариантными точками аффинного преобразования
f, то все точки плоскости являются инвариантными (и,
следовательно, f = e).

495*. Доказать, что для аффинных преобразований возмож-
ны только четыре случая:
– преобразование не имеет инвариантных точек;
– преобразование имеет единственную инвариантную
точку;
– множество всех инвариантных точек данного преобра-
зования – прямая;
– все точки плоскости являются инвариантными.
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Используя диаграмму 1 (классификация преобразований
подобия), приведите примеры аффинных преобразова-
ний каждого типа.

Примечание. В случае (б) аффинное преобразование называется
центро-аффинным, а в случае (в) – перспективно-аффинным; прямая
инвариантных точек называется при этом осью перспективно-
аффинного преобразования.

496*. Доказать, что если точка A не принадлежит оси пер-
спективно-аффинного преобразования, то ее образ A′
также не принадлежит этой оси.

497*. При перспективно-аффинном преобразовании f с осью
s точка A, где sAÏ , переходит в точку A′, причем пря-
мые AA′ и s пересекаются. Доказать, что:
– прямая AA′ является инвариантной;
– всякая прямая, параллельная прямой AA′, является ин-
вариантной;
– все прямые MM′, где sM Ï , M′ = f(M), образуют пучок

параллельных (инвариантных) прямых.
Приведите пример такого перспективно-аффинного
преобразования.

498*. Даны аффинные преобразования f и φ. Доказать, что
если для некоторых точек A и B f(A) = φ (A) и f(B) = φ(B),
то для любой точки C прямой AB f(C) = φ(C).
(Иначе говоря, если аффинные преобразования f и φ оди-
наково действуют на две точки некоторой прямой, то f и φ
одинаково действуют на любую точку этой прямой).

499*. Доказать, что если аффинные преобразования f и φ
одинаково действуют на какие-либо три неколлинеар-
ные точки, то f и φ одинаково действуют на любую точ-
ку плоскости и, следовательно, f = φ.
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§ 31. Теорема об аффинной подвижности
плоскости

    (основная теорема об аффинных преобразованиях)

Теорема 12. Каковы бы ни были два аффинных репера

{ }21,, EEOR =  и { }21,, EEOR ¢¢¢=¢ , существует, и притом единственное,

аффинное преобразование, при котором репер R переходит в репер R′,

т.е. OO ¢® , 11 EE ¢® , 22 EE ¢® .

Доказательство. Существование. Рассмотрим отображение f плос-

кости в себя, при котором каждой точке с координатами x, y в репере R

ставится в соответствие точка с теми же координатами в репере R′.

Очевидно, что, во-первых, f – преобразование плоскости; во-

вторых, отображение f переводит точки O, E1, E2 в точки O′, E′1, E′2
соответственно.

Докажем, что f – аффинное преобразование. Действительно,

рассмотрим произвольные коллинеарные точки A(x1; y1)R, B(x2; y2)R,

C(x3, y3)R (рис. 61).

Преобразование f переводит их соответственно в точки A′(x1; y1)R′,

B′(x2; y2)R′, C′(x3, y3)R′. Т.к. точки A, B, C коллинеарны, то их координа-

ты удовлетворяют уравнению ax + by + c = 0 той прямой, которой эти

точки принадлежат. Но тогда и координаты точек A′, B′, C′ также

удовлетворяют этому уравнению и, следовательно, точки A′, B′, C′

коллинеарны.

Далее, обозначим l=)(AB,C , l¢=¢¢¢ )( C,BA .
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Применяя к точкам A, B, C известные формулы, получаем

l
l
+
+

=
1

21
3

xxx ,
l
l
+
+

=
1

21
3

yyy , откуда
23

31

xx
xx

-
-

=l , если x2≠x3,  и

23

31

yy
yy

-
-

=l , если y2 ≠ y3.

Рассуждая аналогично, получаем для точек A′, B′, C′ формулы

23

31

xx
xx

-
-

=¢l , если x2≠x3, и
23

31

yy
yy

-
-

=¢l , если y2 ≠ y3.

Сравнивая эти формулы, получаем λ = λ′.

Таким образом, отображение f сохраняет коллинеарность точек и

простое отношение точек и, следовательно, является аффинным.

Единственность. Допустим, что существует еще одно аффинное

преобразование φ, при котором OO ¢® , 11 EE ¢® , 22 EE ¢® . Т.к. пре-

образования f и φ одинаково действуют на три неколлинеарные точки

O, E1, E2, то f = φ (упр.499). Теорема полностью доказана.

Следствие. 1°. Если при аффинном преобразовании аффинный репер

R переходит в аффинный репер R′, а точка M – в точку M′, то координаты

точки M′ в репере R′ совпадают с координатами точки M в репере R.

2°. Если при аффинном преобразовании аффинный репер R перехо-

дит в аффинный репер R′, то фигура Ф, заданная в репере R уравнением

F(x; y) = 0 (неравенством F(x; y) > 0 и т.д.), переходит в фигуру Ф′, кото-

рая в репере R′ задается тем же уравнением (неравенством).

Пример. Докажем, что при аффинном преобразовании окруж-

ность переходит в эллипс.

Решение. Пусть R – ортонормированный репер, в котором данная

окружность задается уравнением x2 + y2 = a2. При аффинном преобра-

зовании репер R переходит в аффинный репер R′. В репере R′ образ

окружности ω задается тем же уравнением: x2 + y2 = a2.

Как известно, это уравнение в аффинном репере задает эллипс.
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Упражнения

500°. Сравните теорему 12 с теоремой 1 (§9) и упражнения-

ми 345, 348. Основываясь на этом сравнении, завершите

следующее составное утверждение.

501*. Доказать, что каковы бы ни были два треугольника

ABC и A1B1C1, существует, и притом единственное, аф-

финное преобразование, при котором 1AA® , 1BB ® ,

1CC ®  (и, следовательно, треугольник ABC переходит в

треугольник A1B1C1).

Это утверждение можно, несколько вольным образом,

сформулировать так: «Аффинное преобразование одно-

значно задается двумя произвольными треугольниками».

502°. Сравните результаты упр. 501, примера в §21 и при-

мера 2 в §9. Объедините эти результаты в одно состав-

ное утверждение по образцу упр. 500.

503*. Доказать, что каковы бы ни были две тройки неколли-

неарных точек A, B, C и A1, B1, C1, существует, и притом

единственное, аффинное преобразование, при котором

1AA® , 1BB ® , 1CC ® .

Это утверждение (будучи, по существу, перефразиров-

кой утверждения из упр. 501) нередко формулируют

так: «Аффинное преобразование однозначно задается

тремя парами соответствующих точек».
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504. Дан квадрат ABCD. Точки B1 и D1 – середины сторон AB

и AD. При некотором аффинном преобразовании f точки

A, B, D переходят в точки A, D1, B1 соответственно. До-

казать, что f – центрально-подобная симметрия. Найти

точку f(C).

505. Точка O – центр квадрата ABCD, а точки B1 и C1 – сере-

дины отрезков OB и OC. При некотором аффинном пре-

образовании f точки O, A, B переходят в точки O, B1, C1

соответственно. Доказать, что f – центрально-подобное

вращение. Найти точки f(C) и f(D).

506*. Доказать, что при аффинном преобразовании:

– отрезок переходит в отрезок, вообще говоря, не рав-

ный данному;

– угол переходит в угол, вообще говоря, не равный дан-

ному;

– перпендикулярность прямых, вообще говоря, не сохра-

няется.

507*. Сравните свойства движений (§7, свойства 1 – 8), по-

добий (упр. 340, свойства а – и) и аффинных преобразо-

ваний. Найдите отличия.

508. Даны треугольники ABC и A′B′C′. Аффинное преобразо-

вание f задано тремя парами соответствующих точек:

AA ¢® , BB ¢® , CC ¢® . Построить образ произволь-

ной точки M.

Указание. Рассмотрите случаи:

а) точка M принадлежит прямой AB (прямой BC; прямой

AC);

б) точка M лежит внутри треугольника ABC;

в) точки M и A лежат по разные стороны от прямой BC

(точки M и B лежат по разные стороны от прямой AC;
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точки M и С лежат по разные стороны от прямой AB).

509*. Даны прямая s и точки A и A′, не принадлежащие этой

прямой. Доказать, что существует единственное аффин-

ное преобразование, при котором AA ¢®  и все точки

прямой s являются инвариантными. Доказать, что это

преобразование является перспективно-аффинным.

Примечание. Доказанное утверждение означает, что перспек-

тивно-аффинное преобразование однозначно задается

своей осью и парой соответствующих точек, не принад-

лежащих оси.

510. Перспективно-аффинное преобразование задано осью s

и парой соответствующих точек A и A′, причем прямые

AA′ и s пересекаются.

Построить образы точек M1,

M2, M3, M4, расположенных

так, как показано на рис. 62,

где AM3||s.

Указание. Для отыскания образа

точки M1 постройте вначале

образ прямой AM1, а затем примените свойства, рас-

смотренные в упр. 497.

511*. Перспективно-аффинное преобразование f задано осью s

и парой соответствующих точек A и A′, где sAÏ , AA′ || s.

Доказать, что:

а) прямая AA′ является инвариантной;

б) всякая прямая, параллельная оси s, является инвари-

антной;

в) все прямые MM′, где sM Ï  и M′ = f(M), образуют

(вместе с прямой s) пучок параллельных инвариантных

прямых.
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512. Перспективно-аффинное пре-

образование задано осью s и

парой соответствующих то-

чек A и A′, причем AA′ ||s. По-

строить образы точек M1, M2,

M3, расположенных так, как

показано на рис. 63.

Примечание. Пусть f – перспективно-аффинное преобразование с

осью s. Из упр. 497 и 511 явствует, что возможны только два случая:

а) все прямые MM′, где sM Ï , M′ = f(M), параллельны друг другу и

пересекают ось s; б) все прямые MM′, где sM Ï  и M′ = f(M), парал-

лельны оси s.

В первом случае преобразование f будем называть перспективно-

аффинным преобразованием первого типа; во втором случае – пер-

спективно-аффинным преобразованием второго типа.

Отсюда вытекают приемы распознавания перспективно-

аффинных преобразований первого и второго типов (см. п. 2.16 – 2.17.

в «Сводке»).

§ 32. Аналитическое выражение
аффинных преобразований

Теорема 13. Всякое аффинное преобразование задается в любом аф-

финном репере формулами вида x′ = а1x + b1y + c1, y′ = а2x + b2y + c2 (*),

которые удовлетворяют условию 0
22

11 ¹
ba
ba

    (1).

Доказательство. Пусть { }21,, EEOR =  – аффинный репер и аф-

финное преобразование f переводит произвольную точку М (x; y)

в точку М′ (x′; y′) (все координаты берутся в репере R).
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Преобразование f переводит данный репер R в некоторый репер

{ }21,, EEOR ¢¢¢=¢ . В репере R′ точка М′ имеет координаты x и y.

Пусть в репере R: O′ (c1; c2), );( 211 aaEO ¢¢ , );( 212 bbEO ¢¢ . Составим

формулы перехода от репера R к реперу

R′: x = а1x′ + b1y′ + c1, y = а2x′ + b2y′ + c2 (2).

Применяя эти формулы к точке М′, получим формулы (*). Они

выражают координаты точки М′ в репере R через координаты точки M

в том же репере, следовательно, эти формулы и являются искомыми.

Заметим, наконец, что в формулах (2), а значит, и в формулах (*) вы-

полняется условие (1). Теорема доказана.

Следствия. 1°. Формулы (*) можно записать в матричной форме

так: X′ = A·X + X0, где ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

у
х

Х , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢
¢

=¢
у
х

Х , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

2

1
0 c

c
X , ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=

21

21

bb
aa

A  –

матрица перехода от репера R к реперу R′.

2°. Формулы (*) могут быть получены из формул перехода от ре-

пера R к реперу R′ путем замены x на x′, y на y′ и наоборот (см. п. 4.5. в

«Сводке»).

Примечание. Из теоремы 13 следует, что к аффинным преобразова-

ниям применимы теоремы 4 – 5 (§ 11). Предлагаем читателю сформули-

ровать (конкретизировать) эти теоремы для аффинных преобразований.

В частности, теорема 5 делает возможным следующее определе-

ние. Аффинное преобразование называется преобразованием первого

рода (второго рода), если оно сохраняет (изменяет) ориентацию како-

го-либо (а значит, любого) репера.

Отсюда, учитывая теорему 13, следствие 1 и определение одина-

ково (противоположно) ориентированных реперов, приходим к выво-

ду: аффинное преобразование, заданное формулами (*), является пре-

образованием первого рода (второго рода) тогда и только тогда, когда

0det >A  ( 0det <A ).
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Упражнения

513°. Объясните, почему (на каком основании) в доказатель-

стве теоремы 13 утверждается, что:

а) «… Преобразование f переводит данный репер R в не-

который репер R′…»;

б) «… В репере R′ точка M′ имеет координаты x и y».

514°. Даны два аффинных репера { }21,, EEOR =  и

{ }21,, EEOR ¢¢¢=¢ , причем в репере R: O′ (3; 1), )1;2(1EO ¢¢ ,

)2;1(2 -¢¢EO . Составить формулы аффинного преобразо-

вания f, переводящего репер R в репер R′.

515°. Доказать, что существует аффинное преобразование,

которое в репере { }21 ,, EEOR =  задается формулами

x′ = x + 2y + 1, y′ = x + 4y – 2. Охарактеризуйте образ ре-

пера R в этом преобразовании.

516°. Отображение f плоскости в себя задано в аффинном ре-

пере { }21,, EEOR =  формулами x′= –x+y+3, y′ = 4x – y – 7.

Доказать, что:

а) f – преобразование плоскости;

б) преобразование f совпадает с некоторым аффинным

преобразованием (и, следовательно, является аффинным).

517*. Доказать, что всякое отображение плоскости в себя,

заданное в аффинном репере формулами (*), которые

удовлетворяют условию (1), является аффинным преоб-

разованием.

Примечание. Объединяя это утверждение с теоремой 13, прихо-

дим к выводу: отображение плоскости в себя является аффинным

преобразованием тогда и только тогда, когда в некотором аффинном

репере оно задается линейными формулами (*), которые удовлетво-

ряют условию (1) (см. п. 2.14.2. в «Сводке»).
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518. Доказать, что существует такое аффинное преобразова-

ние, при котором )3;2()1;1( AA ¢® , )6;2()2;2( BB ¢® ,

)3;5()0;3( CC ¢® . Составить формулы этого преобразова-

ния, определить его род и найти его инвариантные точки.

519. Доказать, что не существует такого аффинного преобра-

зования, при котором:

а) )0;3()1;2( AA ¢® , )3;1()2;4( -¢® BB , )2;1()3;6( --¢®CC ;

б) )0;1()1;1( -¢® AA , )2;0()2;2( BB ¢® , )4;1()0;3( CC ¢® ;

в) )0;4()1;1( AA ¢®-- , )1;4()3;3( BB ¢® , )2;4()1;1( CC ¢® .

520. Даны аффинные реперы { }
21,, eeOR rr=  и { }

21,, eeOR ¢¢¢=¢ rr
,

где O′(2;1)R, 211 eee rrr
+=¢ , 212 eee rrr

-=¢ .

Аффинное преобразование f задано в репере R формула-

ми: x′ =  2x  +  3y–5,  y′ =  3x  +  2y–7. Составить формулы

преобразования f в репере R′ в матричной и координат-

ной формах.

521*. В репере { }
21,, eeOR rr=  аффинное преобразование f зада-

но формулами x′ = а1x + b1y + c1, y′ = а2x + b2y + c2. Точ-

ка М0 (x0;  y0) – инвариантная точка преобразования f .

Доказать, что в репере { }
210 ,, eeMR rr=¢  преобразование f

задается формулами x′ = а1x + b1y, y′ = а2x + b2y.

Указание. Предварительно составьте формулы преобразова-

ния f в репере R′ в матричной форме.

522*. Аффинное преобразование в репере { }
21,, eeOR rr=  задано

матричным уравнением X′ = A·X + X0. Доказать, что для

данного преобразования число Adet  не зависит от выбора

репера R.
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Определение. Аффинное преобразование, заданное в репере R

матричным уравнением X′ = A·X + X0, называется унимодулярным, ес-

ли 1det =A .

К числу унимодулярных преобразований относятся все движения

первого рода.

§ 33. Примеры аффинных
 преобразований плоскости

Всякое подобие (в частности, всякое движение) является аффин-

ным преобразованием. Поэтому к числу последних относятся парал-

лельный перенос, гомотетия (в частности, центральная симметрия),

центрально-подобная симметрия и т.д. (см. диаграмму 1). Рассмотрим

новые примеры аффинных преобразований.

33.1. Косое сжатие

Определение. Пусть даны пересекающиеся прямые a и b и число

k, отличное от 0 и 1. Косым сжатием называется отображение плоско-

сти в себя, при котором всякая точка M

переходит в такую точку М′, что

MMkMM 00 ×=¢ , где M0 – точка пересе-

чения прямой a с прямой, проходящей

через точку M и параллельной прямой b

(рис. 64). При этом прямую a называют

осью косого сжатия; о прямой b говорят,

что она задает его направление; число k называют коэффициентом ко-

сого сжатия.

Если b^a и k>0, то слово «косое» в данном названии часто опус-

кается.
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При k = –1 косое сжатие является инволютивным преобразовани-

ем и называется косой симметрией.

Если b^a и k = –1, то косое сжатие есть осевая симметрия.

Нетрудно видеть, что если k>1, то косое сжатие фактически пред-

ставляет собой растяжение плоскости вдоль прямой b, однако общий

термин сохраняют и для этого случая.

Если pr  – направляющий вектор прямой b, то говорят также, что

направление косого сжатия задается вектором pr .

Примечание. В трехмерном пространстве аналогом косого сжатия

(сжатия к прямой!) является сжатие к плоскости.

Сжатием, определяемым плоскостью σ, прямой а и коэффициен-

том k, называется отображение пространства в себя, при котором вся-

кая точка М переходит в такую точку М′, что MMkMM 00 ' = , где 0M

– точка пересечения плоскости σ и прямой, которая проходит через

точку М и параллельна прямой а.

Упражнения
523°. Косое сжатие задано осью a, направлением b и коэффи-

циентом k. Постройте образы нескольких точек, если

2
1

=k ; 3; –2.

524*. Составить формулы косого сжатия, заданного осью a,

направлением b и коэффициентом k, если:

а) ось Ox направлена по прямой a, а ось Oy – по прямой b;

б) ось Ox направлена по прямой b, а ось Oy – по прямой a.

525*. Доказать, что косое сжатие является аффинным преоб-

разованием.

526*. Доказать, что всякое преобразование плоскости, за-

данное в аффинном репере формулами x′ = x, y′ = ky

(x′ = kx, y′ = y), где k ≠ 0, k ≠ 1, является косым сжатием.
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527*. Перспективно-аффинное преобразование первого типа

задано осью a и парой соответствующих точек A и A′.

Составить формулы этого преобразования в репере

{ }21,, EEOR = , где O – точка пересечения прямых a и

AA′, точка E1 принадлежит оси a, а точка E2 совпадает с

точкой A.

528*. Доказать, что всякое косое сжатие является перспек-

тивно-аффинным преобразованием первого типа и, об-

ратно, всякое перспективно-аффинное преобразование

первого типа есть косое сжатие.

529°. Доказать, что преобразование, заданное формулами

î
í
ì

-+=¢
-+=¢

13
122

yxy
yxx

, является перспективно-аффинным пре-

образованием первого типа, т.е. косым сжатием. Опре-

делить его ось, направление и коэффициент.

530*. Охарактеризовать все инвариантные точки и прямые ко-

сого сжатия, используя его формулы в подходящей сис-

теме координат (см. упр. 524).

531*. Доказать, что при косом сжатии всякая прямая, парал-

лельная оси, переходит в параллельную ей прямую.

Пример 1. При косом сжатии с осью a прямая b отображается на

прямую b1. Докажем, что если прямые b и b1 пересекаются в некото-

рой точке, то эта точка принадлежит прямой a.

Решение. Прямая b не параллельна оси a (см.  упр.  531).  Пусть

Mba =Ç . При косом сжатии aa ® , 1bb ® , следовательно, точка пе-

ресечения прямых a и b (точка M) переходит в точку пересечения

прямых a и b1. Но точка M является инвариантной, значит, Mba =Ç 1 .

Итак, все три прямые a, b и b1 пересекаются в одной точке, что требо-

валось доказать.
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Упражнения

532*. Систематизируйте свойства косого сжатия по следую-

щему плану:

– общие свойства (т.е. свойства преобразования, являю-

щегося аффинным);

– специфические свойства (инвариантные точки, пря-

мые и т. п.).

533°. Косое сжатие задано осью и парой соответствующих

точек M и M′. Построить образ данного треугольника

ABC.

534. Составить формулы косого сжатия, осью которого явля-

ется прямая x + y–3 = 0, направление задано вектором

)1;2(pr , а коэффициент 2-=k .

535*. Составить формулы косого сжатия, осью которого яв-

ляется прямая Ax + By + C = 0, направление задано век-

тором );( nmpr , где Am + Bn ≠ 0, а коэффициент равен k.

Рассмотрите следующие частные случаи полученных формул:

а) ось сжатия – ось Ox, направление задано вектором

);( nmpr , где n ≠ 0;

б) ось сжатия – прямая y = y0, направление задано осью Oy;

в) ось сжатия – прямая y  = y0, направление задано век-

тором );( nmpr , где n ≠ 0.

33.2. Сдвиг

Определение. Сдвигом называется перспективно-аффинное пре-

образование второго типа.

Таким образом, класс всех перспективно-аффинных преобразова-

ний распадается на два подмножества: множество всех косых сжатий

и множество всех сдвигов.

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



215

Примечание. Аналогично определяется сдвиг в трехмерном про-

странстве.

Пусть f – аффинное преобразование, множество всех инвариант-

ных точек которого есть некоторая плоскость σ. Преобразование f на-

зывается сдвигом, если для некоторой точки А, не принадлежащей

плоскости σ, и ее образа А′ выполняется условие: AA′ || σ.

Упражнения
536°. Доказать, что преобразование, заданное формулами

î
í
ì

-+=¢
+--=¢

13
24

yxy
yхх

, является перспективно-аффинным

преобразованием второго типа, т.е. сдвигом. Определить

его ось и какую-либо пару соответствующих точек.

537*. Составить формулы сдвига в репере { }21,, EEOR = , если

известно, что ось абсцисс направлена по оси сдвига. Дока-

зать, что сдвиг является унимодулярным преобразованием.

538*. Доказать, что всякое аффинное преобразование, заданное

формулами x′ = x + ky, y′ = y, где k≠0, является сдвигом.

539*. Охарактеризовать все инвариантные точки и прямые

сдвига, используя его формулы.

540*. Доказать, что если прямая a, не параллельная оси сдви-

га, отображается этим сдвигом на прямую b, то точка

пересечения прямых a и b принадлежит оси сдвига.

541*. Систематизируйте свойства сдвига по плану, изложен-

ному в упр. 532.

542°. Сдвиг задан осью и парой соответствующих точек M и

M′. Построить образ данного треугольника ABC.

543*. Составить формулы сдвига, осью которого является:

а) прямая y = y0, где y0≠0;

б) ось Oy;
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в) прямая x = x0, где x0≠0;

г) прямая y = px, где p≠0.

33.3. Каноническая композиция косых сжатий

Определение. Пусть a и b – пересекающиеся прямые. Канониче-

ской композицией косых сжатий будем называть преобразование вида

12 ff o , где f1 – косое сжатие, заданное осью a, направлением b и ко-

эффициентом k2, а f2 – косое сжатие, заданное осью b, направлением a

и коэффициентом k1, причем 021 ¹× kk , k1≠1, k2≠1, k1≠k2.

Разумеется, данное преобразование, будучи композицией двух

аффинных преобразований, является аффинным преобразованием

(упр. 491).

Упражнения
544*. Составить формулы канонической композиции косых

сжатий f1 и f2, заданной осями a и b и коэффициентами k2

и k1, в репере { }21,, EEOR = , если baO Ç= , E1Î a, E2Î b.

545*. Доказать, что преобразование, заданное в аффинном

репере формулами x′=k1x, y′=k2y, где 021 ¹× kk , k1≠1, k2≠1,

k1≠k2, есть каноническая композиция косых сжатий.

Что представляет собой преобразование, заданное ука-

занными формулами, если 021 ¹× kk , k1=k2?

546*. Доказать, что центрально-подобная симметрия являет-

ся канонической композицией косых сжатий.

547*. Доказать следующие свойства канонической компози-

ции 12 ff o  косых сжатий, заданной осями a и b:

– преобразование 12 ff o  имеет единственную инвари-

антную точку;
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– прямые a и b – инвариантные прямые преобразования

12 ff o , других инвариантных прямых нет;

– при отображении 12 ff o , всякая прямая, параллельная

оси a (оси b), переходит в прямую, параллельную этой оси.

548*. Систематизируйте свойства канонической композиции

косых сжатий по плану, изложенному в упр. 532.

33.4. Композиция косого сжатия
и параллельного переноса

Пример 2. Косое сжатие f задано осью a, направлением b и коэф-

фициентом k. Докажем, что если ненулевой вектор pr  переноса pTr  па-

раллелен направлению косого сжатия, то композиция fTp or  есть ко-

сое сжатие.

Решение. Введем аффинную систему координат, направив ось Ox

по прямой a,  а ось Oy – по прямой b

(рис. 65).

Т. к. pr ||b, то в этом репере перенос

pTr  задается формулами: x′ = x, y′ = y + m

(m≠0). Формулы косого сжатия f имеют

вид: x′ = x, y′ = ky (упр. 524), где k≠0,

k≠1.

Формулы композиции fTp or : x′ = x, y′ = ky + m. Инвариантные

точки этой композиции ищем из системы
k

my
mkyy

xx
-

=Û
î
í
ì

+=
=

1
 (1).

Как видим, преобразование fTp or , будучи аффинным, имеет

прямую инвариантных точек и, следовательно, является перспектив-

но-аффинным. Его ось – прямая c, заданная уравнением (1).
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Определим тип этого преобразования.

Имеем: );0()0;0( mOO fTp ¢¾¾ ®¾
or .  Т.  к. bmOO ||);0(¢ , то fTp or  –

перспективно-аффинное преобразование первого типа, т.е. косое сжа-

тие φ; его ось – прямая c, а направление задается прямой b.

Определим коэффициент косого сжатия φ.

Пусть 1Ocb =Ç , тогда ÷
ø
ö

ç
è
æ

- k
mO

1
;01 , откуда ÷

ø
ö

ç
è
æ

-1
;01 k

mOO ,

÷
ø
ö

ç
è
æ

-
¢

1
;01 k

mkOO . Сравнивая координаты этих векторов, заключаем, что

OOkOO 11 ×=¢ . Следовательно, коэффициент косого сжатия φ равен k.

Определение. Композицию fTp or  косого сжатия f и переноса pTr ,

где 0
rr

¹p , будем называть канонической, если вектор pr  не паралле-

лен направлению косого сжатия f.

Разумеется, указанное преобразование, будучи композицией двух

аффинных преобразований, является аффинным.

Упражнения
549°. Доказать, что преобразование, заданное формулами

î
í
ì

+=¢
++=¢

yxy
yxx
23

14
, является канонической композицией ко-

сого сжатия f и переноса pTr . Определить ось и направ-

ление косого сжатия, а также вектор переноса.

550*. Доказать, что скользящая симметрия является канони-

ческой композицией косого сжатия и переноса.

551°. Составить формулы канонической композиции косого

сжатия f и переноса pTr  в аффинной системе координат,

введенной в примере 2.
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552*. Доказать, что каноническая композиция косого сжатия

и переноса не имеет инвариантных точек, но имеет

единственную инвариантную прямую.

33.5. Композиция сдвига
и параллельного переноса

Упражнения

553°. Составить формулы композиции сдвига и переноса,

направив ось Ox аффинной системы координат вдоль

оси сдвига. Убедиться, что указанное преобразование

является унимодулярным.

554*. Доказать, что если вектор pr  ( 0
rr

¹p ) параллельного пе-

реноса pTr  параллелен оси сдвига f, то композиция

fTp or  есть сдвиг.

Определение. Композицию fTp or сдвига f и переноса pTr , где 0
rr

¹p ,

будем называть канонической, если вектор pr  не параллелен оси сдвига.

Разумеется, указанное преобразование является аффинным.

Упражнение

555°. Доказать, что преобразование, заданное формулами

î
í
ì

+-=¢
-=¢

123
34
yxy

yxx
, является канонической композицией

сдвига и переноса. Найти ось сдвига и вектор переноса.

Пример 3. Докажем, что каноническая композиция fTp or  сдвига

и переноса не имеет инвариантных точек и инвариантных прямых.

Решение. Введем аффинную систему координат, направив ось Ox
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по оси сдвига. В этой системе координат преобразование fTp or  зада-

ется формулами: x′ = x + ky + m, y′ = y + n, где k ≠ 0, m, n – координаты

вектора pr  и n≠0, т.к. вектор pr  не параллелен оси Ox.

Т. к. n ≠ 0, то из приведенных формул ясно, что инвариантных

точек нет.

Переходим к отысканию инвариантных прямых.

Пусть прямая a задается уравнением Ax + By + C = 0 (1).

Решая формулы преобразования относительно x и y, получаем:

x = x′–ky′ + kn–m, y = y′–n (2).

Используя (2) и (1), составляем уравнение прямой a′ – образа

прямой a: Ax′ + (B–kA)y′ + (C + Akn–Am–Bn) = 0. Чтобы прямая a′ сов-

падала с прямой a, необходимо (но не достаточно), чтобы направ-

ляющие векторы этих прямых были коллинеарны, т. е. 0=
-
-

AB
ABkA

.

Это равенство эквивалентно условию 02 =× kA , откуда A = 0.

Итак, инвариантные прямые могут находиться лишь среди пря-

мых By + C = 0. В этом случае уравнение прямой a′ принимает вид

By + (C–Bn) = 0.

Сравнивая уравнения прямых a и a′, приходим к выводу: прямая

a′ совпадает с прямой a тогда и только тогда, когда Bn = 0,  а это не-

возможно, т.к. B ≠ 0, n ≠ 0. Следовательно, инвариантных прямых нет.

33.6. Композиция сдвига и гомотетии

Всякая композиция сдвига и гомотетии является аффинным пре-

образованием (упр. 491).

Определение. Композицию fH k
S o0  сдвига f и гомотетии 0k

SH  бу-

дем называть канонической, если центр гомотетии принадлежит оси
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сдвига и k0 ≠ 1.

Пример 4. Прямая, параллельная боковой стороне CD трапеции

ABCD, пересекает диаго-

наль AC в точке B1, а ос-

нование AD –  в точке D1.

При аффинном преобра-

зовании f AA® , 1BB ® ,

1DD ® . Докажем, что

преобразование f есть ка-

ноническая композиция

сдвига и гомотетии (рис. 66).

Решение. Воспользуемся приемом 2.15.2. или 6.4.

Очевидно, что 111 ¹== k
AD
AD

AC
AB . Рассмотрим преобразование

jok
AH , где φ – сдвиг, заданный осью AD и парой соответствующих

точек CB ® .

При этом аффинном преобразовании AA® , 1BB ® , 1DD ® ,

следовательно, jok
AHf = , что требовалось доказать.

Упражнения

556*. Составить формулы канонической композиции сдвига f

и гомотетии 0k
OH , выбирая в качестве начала координат

центр гомотетии, а в качестве оси Ox – ось сдвига.
557*. Доказать, что всякое преобразование, заданное в аф-

финном репере формулами x′ =  k0x + ky, y′ =  k0y, где
k0≠1, k0≠0, k≠0, является канонической композицией
сдвига и гомотетии.

558*. Даны сдвиг f с осью a и гомотетия 0k
SH , где k0≠1,

aS Ï . Составить формулы преобразования fH k
S o0  в

аффинной системе координат { }21,, eeOR rr
= , направив

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



222

ось Ox по прямой a.

Доказать, что преобразование fH k
S o0  имеет единствен-

ную инвариантную точку O1.

Составить формулы преобразования fH k
S o0  в системе

координат { }211 ,, eeOR rr=¢ .

Доказать, что преобразование fH k
S o0  является канони-

ческой композицией сдвига и гомотетии.

559*. Доказать, что каноническая композиция сдвига и гомо-

тетии имеет единственную инвариантную точку и един-

ственную инвариантную прямую.

560*. Систематизируйте специфические свойства аффинных

преобразований, рассмотренных в § 33, заполняя приве-

денную ниже таблицу.

№
п/п

Аффинное
преобразование

Инвариантные
точки

Инвариантные
прямые

(их число
и расположение)

1. Косое сжатие
2. Сдвиг

3. Каноническая компози-
ция косых сжатий

4.
Каноническая компози-
ция косого сжатия и пе-
реноса

5. Каноническая компози-
ция сдвига и переноса

6. Каноническая компози-
ция сдвига и гомотетии

Каковы общие свойства этих преобразований?

561°. Точка O – центроид треугольника ABC. При аффинном
преобразовании f AA ® , BB ® , OC ® . Доказать, что
f – косое сжатие.

562°. В треугольнике ABC точка O – середина медианы CD.
При аффинном преобразовании f BA ® , OC ® ,
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DD ® . Доказать, что f – каноническая композиция
двух косых сжатий.

563. Даны треугольник ABC и прямая a, которая не пересе-
кает его стороны и не параллельна ни одной из его сто-
рон. Косое сжатие f1 задано осью a и парой соответст-
вующих точек: BA ® . Косое сжатие f2 задано осью a и
парой соответствующих точек: CB ® . Доказать, что

композиция 12 ff o  есть косое сжатие.

Как изменится результат, если прямая a параллельна

стороне AC?

564. Диагонали параллелограмма ABCD пересекаются в точ-
ке O. Сдвиг f1 задан осью AD и парой соответствующих
точек: CB ® . Косое сжатие f2 задано осью AD и парой
соответствующих точек: OC ® . Доказать, что компо-

зиция 12 ff o  есть косое сжатие.

565°. Составить формулы такого аффинного преобразования,

при котором:

– окружность x2 + y2 = a2 отображается на эллипс

12

2

2

2

=+
b
y

a
x , где 0<b<a;

– окружность x2 + y2 = b2 отображается на эллипс

12

2

2

2

=+
b
y

a
x , где b>a;

– окружность x2 + y2 = r2 отображается на эллипс

12

2

2

2

=+
b
y

a
x ;

– кривая y = sin x отображается на кривую

3
sin

2
1 xy = .

Система координат прямоугольная.
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§ 34. Аффинно-эквивалентные фигуры

Определение. Фигуры Ф и Ф′ называются аффинно-

эквивалентными, если существует такое аффинное преобразование,

при котором Ф отображается на Ф′.

Обозначается: ФФ
A

¢~ .

Упражнения

566°. Как доказать, что фигуры Ф и Ф′ аффинно-эквивалентны?

567*. Доказать, что любые два треугольника аффинно-эквива-

лентны.

568*. Доказать, что любые два параллелограмма аффинно-

эквивалентны (в частности, любой параллелограмм аф-

финно-эквивалентен квадрату).

569*. Доказать, что для любой трапеции существует аффин-

но-эквивалентная ей равнобедренная трапеция.

570°. Как соотносятся понятия: «фигуры Ф и Ф′ равны (кон-

груэнтны)», «фигуры Ф и Ф′ подобны», «фигуры Ф и Ф′

аффинно-эквивалентны»?

571*.Доказать следующие свойства аффинно-эквивалентных

фигур:  а) ФФ
A
~  для любой фигуры Ф;

б) если ФФ
A

¢~ , то ФФ
A
~¢ ;

в) если 21 ФФ
A
~ , 32 ФФ

A
~ , то 31 ФФ

A
~ .

Пример 1. Докажем, что окружность аффинно-эквивалентна лю-

бому эллипсу.
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Решение. Пусть ω – данная окружность, а ω′ – данный эллипс.

Существуют ортонормированные реперы R и R′, в которых окруж-

ность ω задается уравнением x2 + y2 = r2, а эллипс ω′ – уравнением

12

2

2

2

=+
b
y

a
x .

Рассмотрим аффинные преобразования: )( 1fy
r
by

xx

ïî

ï
í
ì

×=¢
=¢

 и

)( 2f
yy

x
r
ax

ïî

ï
í
ì

=¢

×=¢ .

Используя прием 5.3., нетрудно установить, что преобразование f1

переводит окружность ω в эллипс ω1, заданный в репере R уравнени-

ем 12

2

2

2

=+
b
y

r
x

. В свою очередь, преобразование f2 переводит эллипс

ω1 в эллипс ω2, заданный в репере R уравнением 12

2

2

2

=+
b
y

a
x .

Существует движение f3, при котором репер R переходит в репер

R′ (§9) . При этом движении эллипс ω2 переходит в фигуру, которая

задается в репере R′ уравнением 12

2

2

2

=+
b
y

a
x  (следствие 2, §9). Как ви-

дим, движение f3 переводит эллипс ω2 в эллипс ω′.

Наконец, композиция 123 fff oo  есть аффинное преобразование,
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переводящее окружность ω в эллипс ω′. Это означает, что фигуры ω и

ω′ аффинно-эквивалентны.

Следствия. 1°. Для любого эллипса существует аффинное преоб-

разование, переводящее данный эллипс в некоторую (произвольно

выбранную!) окружность.

2°. Любые два эллипса аффинно-эквивалентны.

Доказательство. Пусть 1w  и 2w  – данные эллипсы, а w  – про-

извольная окружность. По доказанному выше: 21 , wwww
AA
~~ . Отсю-

да следует, что 21 ww
A
~  (упр. 571).

3°. При аффинном преобразовании эллипс переходит в эллипс (в

частности, в окружность).

Доказательство. Пусть при аффинном преобразовании f эллипс ω

отображается на некоторую фигуру ω′. Существует аффинное преобра-

зование φ, переводящее произвольную выбранную окружность ω1 в эл-

липс ω. Аффинное преобразование j×f  отображает окружность ω1 на

фигуру ω′. Но, как известно, аффинное преобразование переводит ок-

ружность в эллипс (пример в §31). Следовательно, фигура ω′ – эллипс.

Пример 2. При аффинном преобразовании f эллипс ω переходит в

окружность ω′. Докажем, что при этом:

а) центр эллипса переходит в центр окружности;

б) сопряженные диаметры эллипса переходят во взаимно перпен-

дикулярные диаметры окружности;

в) касательная к эллипсу переходит в касательную к окружности.

Решение. а) Пусть O – центр эллипса ω и f(O) = O′. Докажем, что

O′ – центр окружности ω′.

Возьмем в окружности произвольную хорду A′B′, проходящую

через точку O′. Ее прообраз – хорда AB, проходящая через точку O

(рис. 68).
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Т. к. O – центр симметрии эллипса, то точка O – середина хорды

AB. Следовательно, точка O′ – середина хорды A′B′. Таким образом, в

окружности ω′ любая хорда, проходящая через точку O′, делится этой

точкой пополам. Следовательно, O′ – центр окружности ω′.

б) Пусть AB и CD – сопряженные диаметры эллипса ω и хорда

MN параллельна AB (рис. 68). При отображении f хорда MN переходит

в хорду M′N′, параллельную диаметру A′B′ окружности, а диаметр CD

– в диаметр C′D′. Т.к. диаметр CD делит хорду MN пополам (по опре-

делению сопряженных диаметров), то диаметр C′D′ делит пополам

хорду M′N′. Отсюда следует, что C′D′ÖM′N′, а значит C′D′ÖA′B′.

в) Будем исходить из следующей трактовки понятия касательной

(для случая окружности и эллипса): касательная к окружности (эллип-

су) – прямая, которая имеет с окружностью (эллипсом) единственную

общую точку (называемую точкой касания).

Итак, пусть прямая a касается эллипса ω в точке M и при ото-

бражении f aa ¢® , ww ¢® , MM ¢® . Очевидно, что M′ есть единст-

венная общая точка прямой a′ и окружности ω′, т.е. a′ – касательная к

окружности ω′.

Упражнения
572°. Объясните, на каком основании в приведенном реше-

нии утверждается, что:
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а) «Следовательно, точка O′ – середина хорды A′B′»;

б) «…хорда MN переходит в хорду M′N′, параллельную

диаметру A′B′»;

в) «…то диаметр C′D′ делит пополам хорду M′N′».

573*. При аффинном преобразовании f окружность ω пере-

ходит в эллипс ω′. Доказать, что при этом:

а) центр окружности переходит в центр эллипса;

б) взаимно перпендикулярные диаметры окружности

переходят в сопряженные диаметры эллипса;

в) касательная к окружности переходит в касательную к

эллипсу.

574*. Доказать, что любые две гиперболы (параболы) аф-

финно-эквивалентны.

§ 35. Дальнейшие свойства
аффинных преобразований

Перечислим основные, уже известные читателю, свойства аф-

финных преобразований. При аффинных преобразованиях:

1°. Коллинеарные точки переходят в коллинеарные точки;

2°. Сохраняется простое отношение трех точек;

3°. Неколлинеарные точки переходят в неколлинеарные точки;

4°. Сохраняется отношение «лежать между» для трех точек прямой;

5°. Прямая отображается на прямую, отрезок – на отрезок, луч –

на луч, полуплоскость – на полуплоскость, угол – на угол;

6°. Параллельные прямые переходят в параллельные прямые.

Напомним, что свойства 1° – 2° имеют место по определению

аффинных преобразований, а свойства 3° – 6° являются логическими

следствиями свойств 1° – 2° (см. примечание к п. 6° в § 7).
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Рассмотрим дальнейшие свойства аффинных преобразований.

7°. При аффинном преобразовании сохраняется отношение длин

отрезков, лежащих на одной прямой или на параллельных прямых.

Доказательство. Пусть при аффинном преобразовании f отрезки
AB и CD, лежащие на одной прямой или на параллельных прямых, пе-
реходят в отрезки A′B′ и C′D′, также лежащие на одной прямой или на
параллельных прямых. Поэтому

CDAB ×= l (1),

DCBA ¢¢×¢=¢¢ l (2),
откуда

l=
CD

AB
(3),

l¢=
¢¢

¢¢

DC

BA
(4).

Докажем, что λ= λ′. Введем на плоскости аффинный репер R и рас-
смотрим его образ – репер R′. В силу следствия 1 из теоремы 12 коор-
динаты точек A′, B′, C′, D′ в репере R′ совпадают с координатами точек
A, B, C, D (соответственно) в репере R. Поэтому, если в репере R

);( nmAB , );( qpCD , то в репере R′ );( nmBA ¢¢ , );( qpDC ¢¢ . Отсюда и из

равенств (1) и (2) следует, что m = λ p, n = λ q (5) и m = λ′p, n = λ ′q (6).

Из равенств (5), (6), (3), (4) получаем
CD

AB

DC

BA
=

¢¢

¢¢
, что требова-

лось доказать.

Упражнения

575*. Доказать, что при аффинных преобразованиях отно-

шение длин произвольных отрезков, вообще говоря, не

сохраняется. Сравните этот вывод с упр. 341 (а).
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576°. Аффинное преобразование задано тремя парами соот-

ветствующих точек: AA ¢® , BB ¢® , CC ¢® . Известно,

что в треугольнике ABC AB:AC  = 1:3. Построить образ

биссектрисы AD треугольника ABC.

577°. Даны правильный шестиугольник ABCDEF с центром

O и произвольный треугольник A′O′B′. При аффинном

преобразовании f: AA ¢® , OO ¢® , BB ¢® . Построить

образ шестиугольника ABCDEF.

578°. В пятиугольнике ABCDE AE||BD, DE||AC, а диагонали AC

и BD пересекаются в точке O и делятся этой точкой в от-

ношениях 2:1 и 3:2 соответственно. При аффинном пре-

образовании f параллелограмм AODE переходит в квадрат

A′O′D′E′. Построить образ данного пятиугольника.

579°. Основания BC и AD равнобедренной трапеции ABCD

относятся как 3:5. При аффинном преобразовании f тре-

угольник ABC переходит в правильный треугольник

A′B′C′. Построить образы трапеции ABCD и ее высоты

BE при отображении f.

8°. При аффинном преобразовании сохраняется отношение пло-

щадей многоугольников.

Доказательству этого утверждения предпошлем две леммы.

Лемма 1. Если при аффинном преобразовании f треугольник ABC

отображается на треугольник A′B′C′, то )()( ABCSkCBAS D×=¢¢¢D , где

k – число, зависящее лишь от преобразования f.

Доказательство. Введем на плоскости прямоугольную систему ко-

ординат с началом в точке A. Пусть в этой системе координат B(x1; y1),

C(x2, y2), а преобразование f задается формулами: x′ = а1x + b1y + c1,

y′ = а2x + b2y + c2. Используя эти формулы, находим: А′(c1;c2),

B′(a1x1 + b1y1 + c1; а2x1 + b2y1 + c2), C′(a1x2 + b1y2 + c1; а2x2 + b2y2 + c2).
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Находим площади треугольников.

22

11

2
1)(

yx
yx

ABCS =D (1);

22222121

12121111

2
1)(

ybxaybxa
ybxaybxa

CBAS
++
++

=¢¢¢D .

Преобразуем последнее выражение, используя свойства опреде-

лителей:

(2).
2
1)(

2
1

2
1

2
1)(

22

11

22

11

22

11
1221

21
21

21

22

11
12

22

11
2121

21

21

2221

1211

2221

1211

2221

1211

2221

1211

yx
yx

ba
ba

yx
yx

baba

yy
bb
bb

yx
yx

ba
yx
yx

baxx
aa
aa

ybyb
ybyb

xayb
xayb

ybxa
ybxa

xaxa
xaxa

CBAS

××=×-=

=×+×-×+×=

=+++=¢¢¢D

Обозначая k
ba
ba

=
22

11  и сравнивая (1) и (2), приходим к выводу:

)()( ABCSkCBAS D×=¢¢¢D , где
22

11

ba
ba

k =  и не зависит (для данного

преобразования f) от выбора системы координат (см. упр. 522).

Примечание. Число k в полученном равенстве называется коэффи-

циентом искажения площадей (для преобразования f). Чтобы найти этот

коэффициент, достаточно располагать формулами преобразования f в

каком-либо аффинном репере (в каком именно – не существенно).

Лемма 2. Если при аффинном преобразовании f многоугольник Ф

отображается на многоугольник Ф′, то )()( ФSkФS ×=¢ , где k – коэф-

фициент искажения площадей для данного преобразования f.
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Для доказательства достаточно разбить многоугольник Ф на тре-

угольники ∆1, ∆2, …, ∆n и воспользоваться леммой 1 (рис. 69).

Лемма 2 является основанием приема 8.2.18. в «Сводке».

Доказательство свойства 8. Пусть при аффинном преобразовании

f многоугольники Ф1 и Ф2 переходят (соответственно) в многоугольни-

ки Ф′1 и Ф′2. По лемме 2 )()( 11 ФSkФS ×=¢ , )()( 22 ФSkФS ×=¢ , где k – ко-

эффициент искажения площадей для преобразования f.

Получаем: )(
)(

)(
)(

2

1

2

1

ФS
ФS

ФS
ФS =
¢
¢

, что требовалось доказать.

Лемму 2 можно распространить на класс квадрируемых фигур.

Теорема 14*. Если при аффинном преобразовании f квадрируемая

фигура Ф отображается на фигуру Ф′, то:

1) фигура Ф′ квадрируема;

2) )()( ФSkФS ×=¢ , где k – коэффициент искажения площадей

для преобразования f.

Доказательство.

* Читатель, который незнаком с понятием квадрируемой фигуры, может пропустить
доказательство этой теоремы.
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1) Возьмем произвольное число ε > 0. Т.к. фигура Ф квадрируема,

то по признаку квадрируемости для числа
k
e  найдутся такие много-

угольники F1 и F2, что 21 FФF ÌÌ  и
k

FSFS e
<- )()( 12 .

При отображении f 11 FF ¢® , 22 FF ¢®  и по лемме 2

e<-×=¢-¢ )]()([)()( 1212 FSFSkFSFS , причем, очевидно, 21 FФF ¢Ì¢Ì¢ . Это

означает в силу признака квадрируемости, что фигура Ф′ квадрируема.

2) По определению площади квадрируемой фигуры имеем:

)()()( 21 FSФSFS ££ , где F1, F2 – многоугольники, удовлетворяющие

условиям 21 FФF ÌÌ  и
k

FSFS e
<- )()( 12 .

Отсюда получаем: )()()( 21 FSkФSkFSk ×£×£×  и, следовательно,

)()()( 21 FSФSkFS ¢£×£¢ (1),

где многоугольники F′1, F′2 – образы многоугольников F1, F2.

С другой стороны, для квадрируемой фигуры Ф′ имеем:

)()()( 21 FSФSFS ¢£¢£¢ (2).

Т. к. в неравенствах (1) и (2) e<-×=¢-¢ )]()([)()( 1212 FSFSkFSFS , то в

силу произвольности числа ε )()( ФSkФS ×=¢ , что требовалось доказать.

Теорема 14 позволяет распространить свойство 8° на произволь-
ные квадрируемые фигуры.

9°. При аффинном преобразовании сохраняется отношение пло-
щадей квадрируемых фигур.

Доказательство этого свойства почти дословно повторяет дока-
зательство свойства 8°. Предоставляем его читателю.

Определение. Аффинное преобразование, сохраняющее площадь
любой квадрируемой фигуры, называется эквиаффинным.

Таким образом, для эквиаффинных преобразований коэффициент
искажения площадей равен единице.
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Упражнения

580*. Найти коэффициенты искажения площадей для движе-

ний, подобий и аффинных преобразований, рассмотрен-

ных в §33.

581°. При аффинном преобразовании f фигура Ф переходит в

фигуру Ф′. Площадь фигуры Ф равна S. Найти площадь

фигуры Ф′, если:

а) f – косое сжатие с коэффициентом, равным
3
1

- ;

б) f – сдвиг;

в) f – композиция косого сжатия с коэффициентом, рав-

ным 2, и параллельного переноса.

582°. Даны треугольники ABC и A1B1C1. Прямые AA1, BB1,

CC1 параллельны и пересекают прямую a в точках A0,

B0, C0 соответственно, причем (AA0, A1)  =  (BB0, B1)  =

(CC0, C1) = 3. Найти площадь треугольника A1B1C1, если

площадь треугольника ABC равна S.

583°. Составить формулы какого-либо аффинного преобра-

зования, при котором окружность x2 + y2 = 16 отобража-

ется на эллипс 1
416

22

=+
yx .

Найти площадь фигуры, ограниченной этим эллипсом.

584. Найти площадь фигуры, ограниченной эллипсом

12

2

2

2

=+
b
y

a
x .

585. Фигура F ограничена осью Ox и полуволной синусоиды

y = sin x ( p££ x0 ), а фигура Ф – осью Ox и полуволной

синусоиды
2

sin
2
1 xy =  ( p20 ££ x ). Доказать, что фигу-

ры F и Ф равновелики.
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§ 36. Применение аффинных
преобразований к решению задач

 на доказательство.
 Переформулирование цели задачи

Указанная идея – переформулирование цели задачи на языке гео-

метрических преобразований – использовалась ранее для движений и

подобий (§§ 15, 27). Приведем некоторые частные приемы, реали-

зующие ее для аффинных преобразований, отличных от движений и

подобий.

1. Чтобы доказать, что отрезок AB параллелен прямой b и делится

прямой a в отношении m:n, достаточно установить, что точка A пере-

ходит в точку B при косом сжатии, заданном осью a, направлением b

и коэффициентом, равным
m
n

-  (этот прием вытекает из определения

косого сжатия).

2. Чтобы доказать, что точка пересечения прямых a и b принад-

лежит прямой c, достаточно установить, что при некотором косом

сжатии или сдвиге с осью c прямая a отображается на прямую b (см.

пример 1в §33 и упр. 540).

3. Чтобы доказать, что площади фигур Ф′ и Ф относятся как m:n,

достаточно установить, что при некотором аффинном преобразова-

нии, для которого коэффициент искажения площадей равен
n
m , фигу-

ра Ф отображается на фигуру Ф′ (см. теорему 14).

Заметим, что этот прием (в несколько измененной форме) исполь-

зовался в упр. 581 – 584, где задача на вычисление площади сводилась

к задаче на отыскание отношения площадей.

4. Чтобы доказать, что прямые a и b параллельны, достаточно ус-

тановить, что при некотором косом сжатии с осью c прямая a, парал-

лельная c, отображается на прямую b (см. упр. 531).
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5. Чтобы доказать, что отрезок AB параллелен прямой c, доста-

точно установить, что при некотором сдвиге с осью c точка A перехо-

дит в точку B (определение сдвига).

Разумеется, перечень таких

приемов можно продолжать, ис-

пользуя определения и свойства

различных аффинных преобразо-

ваний.

Пример. В треугольнике ABC

точка D делит сторону AB в от-

ношении m:n. Прямая c, парал-

лельная стороне AB, пересекается

с отрезками AC, BC и CD в точках

M, N, O соответственно (рис. 71).

Докажем, что:

а) MO:ON = m:n;

б) отрезок, соединяющий центроиды P и K треугольников

AMD и BND, параллелен стороне AB;

в) S∆CMP: S∆CNK = m:n.

Решение. Рассмотрим косое сжатие f, заданное осью CD и парой

соответствующих точек A и B ( BA® ). Коэффициент этого косого

сжатия равен
m
nk -= .

а) При этом преобразовании прямая CA переходит в прямую

CB, а прямая c отображается на себя. Следовательно, точка CA∩c пе-

реходит в точку CB∩c,  т.  е. NM ® . По определению косого сжатия

OM
m
nON ×-= , откуда MO:ON = m:n.

б) Т. к. BA f¾®¾ , NM f¾®¾ , DD f¾®¾ , то BNDAMD f D¾®¾D .

Следовательно, центроид треугольника AMD переходит в центроид
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треугольника BND, т.е. KP f¾®¾ . Отсюда следует, что PK||AB.

в) Т. к. СС f¾®¾ , NM f¾®¾ , KP f¾®¾ , то CNKCMP f D¾®¾D ,

следовательно, в силу известного свойства (лемма 1, §35)

CMPCNK S
m
nS DD ×= , откуда S∆CMP: S∆CNK = m:n, что требовалось доказать.

Заметим, что эта задача могла бы быть решена и сугубо школь-

ными методами.

Упражнения

586. Параллельные прямые a, b, c, … пересекают одну сто-

рону угла в точках A, B, C, …, а другую его сторону – в

точках A1, B1, C1, ….

а) Доказать, что середины отрезков AA1, BB1, CC1 … при-

надлежат одной прямой, проходящей через вершину угла.

б) Доказать, что отрезок, соединяющий середины отрез-

ков AB1 и A1B, параллелен прямым a, b, c, ….

587. Доказать, что в любой трапеции точка пересечения диа-

гоналей, точка пересечения продолжений боковых сто-

рон и середины оснований лежат на одной прямой.

588. В четырехугольник ABCD вписан четырехугольник

MNPQ так, что MN||PQ||AC. Доказать, что прямые MQ и

NP либо параллельны диагонали BD, либо пересекаются

в точке, принадлежащей прямой BD.

589. Даны треугольники ABC и A1B1C1, причем AB∩A1B1 = M,

BC∩B1C1 = N, AC∩A1C1 = P. Доказать, что если прямые

AA1, BB1, CC1, MN параллельны, то:

а) точка P принадлежит прямой MN;

б) треугольники ABC и A1B1C1 равновелики;

в) отрезок, соединяющий центроиды этих треугольни-

ков, параллелен прямой MN.
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§ 37. Применение аффинных
 преобразований к решению задач
 на доказательство и вычисление.

Перенос аффинных свойств
с одной фигуры на другую

Аффинными называют такие свойства фигуры F, которые сохра-

няются при всех аффинных преобразованиях.

Упражнения

590°. Какие из перечисленных ниже свойств являются аффин-

ными?

а) свойство фигуры быть треугольником;

б) свойство фигуры быть квадратом;

в) свойство фигуры быть окружностью;

г) свойство фигуры быть эллипсом.

591°. Ниже перечислены некоторые свойства фигуры, изо-

браженной на рис. 72.

а) pABC = 30°;
б) AD:DB = 1:3;

в) AC:AB = 1:2;

г) EF||AC;

д) CD – высота

треугольника ABC;

е) CE – медиана треугольника ABC.

Какие из этих свойств являются аффинными?

592*. Доказать, что аффинно-эквивалентные фигуры обла-

дают одинаковыми аффинными свойствами.

Пусть дана задача, в которой требуется установить, что некоторая

фигура F обладает некоторым аффинным свойством α. В подобных

случаях рассматривают такую вспомогательную фигуру F0, аффинно-
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эквивалентную фигуре F, которая в контексте поставленной задачи бо-

лее удобна, более проста, нежели фигура F. Говоря иначе, рассматри-

вают образ F0 фигуры F при некотором аффинном преобразовании φ.

Далее устанавливают, что фигура F0 обладает свойством α. При

обратном преобразовании φ–1 (а оно является аффинным) фигура F0 пе-

реходит в фигуру F. Так как α – аффинное свойство, то оно «передает-

ся» от фигуры F0 фигуре F. Тем самым задача оказывается решенной.

Разумеется, начиная решение таких задач, необходимо убедиться,

что вышеупомянутое свойство α действительно является аффинным. В

противном случае приходится (если это вообще возможно) переформу-

лировать задачу так, чтобы ее цель приобрела «аффинный характер».

Пример 1. Стороны AB, BC и CA треугольника ABC делятся точ-

ками D, E, F (соответственно) в отношении 1:2. Отрезки AE, BF и CD,

пересекаясь, образуют треугольник MNP. Найдем площадь треуголь-

ника MNP, если площадь треугольника ABC равна S.

Решение. Задача сводится к отысканию отношения площадей

S∆MNP:S∆ABC, а это свойство является аффинным (§35, свойства 8 – 9).

Рассмотрим аффинное преобразование φ, при котором данный тре-

угольник ABC переходит в правильный треугольник A1B1C1 (рис.73).

Такое аффинное преобразование существует (см. упр. 567).
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При этом точки D, E, F переходят в точки D1, E1,  F1, которые де-

лят стороны A1B1 ,B1C1, C1A1 в отношении 1:2. Точки M, N, P перехо-

дят в точки пересечения отрезков A1E1, B1F1, C1D1 – точки M1, N1, P1, а

треугольник MNP – в треугольник M1N1P1.

В силу известного свойства аффинных преобразований

111111 CBAPNMABCMNP : SS: SS DDDD = (1).

Поэтому будем решать поставленную задачу для треугольника

A1B1C1.

Используя поворот вокруг центра треугольника A1B1C1 на угол

120°, нетрудно установить, что ∆A1P1N1 =  ∆C1N1M1,  ∆A1P1D1 =

∆C1F1N1.

Обозначим: xS NFC =D 111
, yS NPA =D 111

, zS NPM =D 111
, тогда

xS FNA 2
111
=D .

Имеем:
111

111

111

111

11

11

NFC

MNC

FNA

NMA

S
S

FN
NM

S
S

D

D

D

D == , откуда
x
y

x
zy
=

+
2

 и,

следовательно, y = z (2).

Далее получаем:
111

111

111

111

11

11

CNM

PNM

NCA

NPA

S
S

CN
NP

S
S

D

D

D

D == , откуда
y
z

x
y
=

3
. От-

сюда, учитывая (2), находим: yx
3
1

= .

Т.к.
111111 3

1
3

74 CBADCA SyyxS DD ==+= , то
1117

1
CBASy D= .

Следовательно,
111111 7

1
CBAPNM SS DD = ,

откуда 7:1
111111
=DD CBAPNM : SS (3).

Окончательно из (1) и (3) получаем SS MNP 7
1

=D .
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Пример 2. Каждая сторона параллелограмма разделена на три

части в отношении 1:2:1. Докажем, что существует эллипс, который

проходит через все восемь точек деления.

Решение. Рассмотрим аффинное преобразование φ, при котором

данный параллелограмм ABCD переходит в квадрат A1B1C1D1 (рис.74).

Такое аффинное преобразование существует (см. упр. 568). Точки, кото-

рые делят стороны параллелограмма в отношении 1:2:1, переходят при

этом в точки, которые делят стороны квадрата в таком же отношении.

Пусть O1 – центр квадрата. Обозначим A1B1 =  a и проведем

O1T1ÖA1B1. Учитывая, что A1M1 = M1T1 = T1N1 = N1B1 = 4
a , O1T1 = 2

a ,

находим из треугольников O1M1T1 и O1N1T1: O1M1 = O1N1 = 4
5a .

Точно так же получаем:

O1P1 = O1K1 = O1R1 = O1S1 = O1L1 = O1Q1 = 4
5a .

Таким образом, точки M1, N1, P1, K1, R1, S1, L1, Q1 принадлежат

окружности ω1 радиуса
4

5a  с центром в точке O1.

При аффинном преобразовании φ–1 окружность ω1, проходящая

через точки M1, N1, P1, … , отображается на некоторый эллипс ω, про-

ходящий через точки M, N, P, …, что и требовалось доказать.
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Упражнения

593. На сторонах CA и CB треугольника ABC взяты соответ-

ственно точки M и N так, что CAmCM ×= , CBnCN ×= .

Медиана CD пересекает отрезок MN в точке P. Найти

отношение MP:PN.

594. Стороны BC, CD, DA, AB параллелограмма ABCD де-

лятся точками A1, B1, C1, D1 (соответственно) в отноше-

нии 1:3. Отрезки AA1, BB1, CC1, DD1, пересекаясь, обра-

зуют четырехугольник MNPK. Доказать, что четырех-

угольник MNPK – параллелограмм, центр которого сов-

падает с центром параллелограмма ABCD. Найти отно-

шение площадей этих параллелограммов.

595. Каждая сторона треугольника разделена на три равные

части. Отрезки, соединяющие точки деления с противо-

положными вершинами треугольника, пересекаясь, об-

разуют шестиугольник M1M2M3M4M5M6. Доказать, что

прямые M1M4, M2M5 и M3M6 пересекаются в одной точ-

ке, которая является центроидом данного треугольника.

596. В трапеции ABCD с основаниями AD и BC через точку B

проведена прямая, параллельная стороне CD и пересе-

кающая диагональ AC в точке P, а через точку C прове-

дена прямая, параллельная стороне AB и пересекающая

диагональ BD в точке Q. Доказать, что прямая PQ па-

раллельна основаниям трапеции.

597. В параллелограмме ABCD точки M и N делят стороны

BC и CD в отношении 3:4 и 5:2 соответственно. Прямая

MN пересекается с прямыми AB и AD в точках B1 и D1, а

с диагональю AC – в точке O. В каком отношении точка

O делит отрезок MN? отрезок B1D1?
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598. Стороны треугольника ABC разделены на три равные

части. Доказать, что существует эллипс, который про-

ходит через все шесть точек деления.

599. Доказать, что сопряженные диаметры эллипса делят ог-

раниченную им фигуру на четыре равновеликие части.

600. Доказать, что все параллелограммы, построенные на со-

пряженных полудиаметрах эллипса, равновелики. Найти

их площадь, если полуоси эллипса равны a и b.

601. Около эллипса с центром O описан четырехугольник

ABCD. Доказать, что S∆AOB + S∆COD = S∆BOC + S∆AOD.

602. Доказать, что если две касательные к эллипсу параллель-

ны, то отрезок, соединяющий точки касания, проходит

через центр эллипса и делится этой точкой пополам.

603. Доказать, что для любого треугольника существуют три

эллипса, каждый из которых касается двух сторон тре-

угольника и двух других эллипсов.

§ 38. Применение аффинных
преобразований к решению задач
на построение

Аффинные преобразования, рассмотренные в § 33, могут приме-

няться и в задачах на построение.

38.1. Построение точки пересечения данной
фигуры и образа другой данной фигуры

Как известно, этот прием используется в задачах, где требуется по-

строить такие точки X и Y, которые принадлежали бы данным фигурам

Ф1 и Ф2 соответственно (см. п. 9.2. в «Сводке», а также § 16, §28).
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Пример 1. Даны четыре прямые – a, b, c, d; прямые c и d пересе-

каются. Построим треугольник ABC, в котором вершины A и B при-

надлежат прямым a и b соответственно, стороны AC и BC параллель-

ны прямым c и d соответственно, причем прямая d делит сторону AC в

отношении 2:1, а прямая c делит сто-

рону BC пополам.

Решение. Анализ. Допустим, что

искомый треугольник ABC построен

(рис. 75). Рассмотрим аффинное пре-

образование 12 fff o= , где f1 – косое

сжатие, заданное осью d, направлени-

ем с и коэффициентом
2
1

1 -=k ,

а f2 – косое сжатие, заданное осью с, направлением d и коэффициен-

том k2 = –1 (в соответствии с п.33.3 f есть каноническая композиция

косых сжатий f1 и f2).

При отображении f прямая a переходит в некоторую прямую a′, а

точка A –  в точку B. Т.к. AÎ a, то BÎ a′. Таким образом, baB Ç¢Î .

Это соотношение позволяет построить точку B. Имея точку B, легко

построить точки C и A.

Построение. Строим последовательно: a′ = f(a), baB Ç¢Î ,

)(1
2 BfC -= , )(1

1 CfA -= . Треугольник ABC – искомый.

Доказательство. Из построения непосредственно вытекает, что

BÎ b, отрезок BC параллелен прямой d и делится прямой c пополам, а

отрезок AC параллелен прямой c и делится прямой d в отношении 2:1.

Докажем, что AÎ a. Действительно, 1
2

1
1

1 --- = fff o , поэтому

AB f¾¾®¾
-1

, aa f¾¾®¾¢
-1

. Т. к. BÎ a′, то AÎ a, что требовалось доказать.

Исследование. Задача может иметь 0, 1 или бесконечное множе-

ство решений в зависимости от числа общих точек прямых a′ и b.
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Упражнения

604. Даны прямые a, b, c и окружность ω; прямые a и b пере-

секаются. Построить отрезок XY, который параллелен

прямой a, делится прямой b в отношении 3:1, так, чтобы

X Î c, Y Î ω.

605. Даны прямые a, b, c, d и отрезок p. Построить треуголь-

ник ABC так, чтобы вершина A принадлежала прямой a,

центроид O принадлежал прямой b, медиана AD была

параллельна прямой c, а сторона BC лежала на прямой d

и была равна отрезку p.

606. Даны прямые a, b, c и отрезок h. Построить треугольник

ABC так, чтобы вершины B и C принадлежали прямым b

и c соответственно, а высота AD была равна отрезку h,

принадлежала прямой a и делила сторону BC в отноше-

нии 1:3.

607. Даны прямые a, b, c, d и отрезок MN; прямые c и d пере-

секаются. Построить треугольник ABC так, чтобы вер-

шины A и C принадлежали прямым a и b соответствен-

но, сторона AB была параллельна прямой d и делилась

прямой с пополам, а сторона BC была равна и парал-

лельна отрезку MN.

38.2. Пополнение множества известных точек

Напомним, что этот прием используется в задачах, где искомая

фигура задается, в частности, некоторыми точками, которых, на пер-

вый взгляд, недостаточно, чтобы построить эту фигуру (см. п. 9.3. в

«Сводке», а также § 16, § 28).
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Пример 2. Построим треугольник ABC, в котором медиана AD

равна данному отрезку m и лежит на данной прямой a, сторона BC па-

раллельна данной прямой b, а прямые AB и AC проходят через данные

точки M и N соответственно.

Решение. Анализ. Допустим, что ис-

комый треугольник построен (рис. 76).

Рассмотрим косое сжатие f, заданное

осью a, направлением b и коэффициен-

том k  = –1. При этом AA® , CB ® ,

1MM ® . Следовательно, прямая AB пе-

реходит в прямую AC, и т. к. M Î AB, то

M1Î AC.

Это дает возможность построить прямую AC, a затем искомый

треугольник.

План построения. Строим последовательно:

– точку M1 – образ точки M при косом сжатии f;

– прямую M1N и точку NMaA 1Ç= ;

– прямую AM;

– отрезок AD, равный отрезку m и лежащий на прямой a;

– отрезок BC, проходящий через точку D и параллельный пря-

мой b.

Доказательство и исследование предоставляем читателю.

Упражнения
608. Построить треугольник ABC так, чтобы его высота AD

была равна данному отрезку h, принадлежала данной

прямой a и делила сторону BC в отношении 2:1, а пря-

мые AB и AC проходили через данные точки M и N со-

ответственно.
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609. Даны прямые a и b, пересекающиеся в точке O, и точки

M и N. Построить четырехугольник ABCD так, чтобы

диагонали AC и BD принадлежали прямым a и b и дели-

лись точкой O в отношении 4:1 и 3:1 соответственно, а

прямые AB и CD проходили через данные точки M и N

соответственно.

610. Даны прямые a, b, c и точки M и N. Построить тре-

угольник ABC, в котором сторона BC параллельна пря-

мой a, медианы AA1 и BB1 принадлежат прямым b и c

соответственно, а прямые AB и AC проходят через точки

M и N соответственно.

§ 39. Применение аффинных
 преобразований к построению
 графиков функций

Пусть в некоторой прямоугольной декартовой системе координат

задан график функции y = f(x) – некоторая линия Ф. Найдем образ

этой линии при косом сжатии, осью которого является ось Ox, на-

правление задано осью Oy, а коэффициент равен k, где k>0.

Для краткости такое преобразование будем называть сжатием к

оси Ox (вдоль оси Oy).

В соответствии с приемом 5.3.:

– составляем формулы этого сжатия: x′ = x, y′ = ky;

– выражаем x и y через x′ и y′: x = x′,
k
yy
¢

= ;

– подставляем полученные выражения в уравнение y = f(x) и тем

самым находим уравнение образа Ф′ линии Ф: y′ = k·f(x′) или, в при-

вычных обозначениях, y = k·f(x).
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Таким образом, приходим к следующему правилу. График функ-

ции y = k·f(x), где k>0, получается из графика функции y = f(x) при по-

мощи сжатия к оси Ox с коэффициентом, равным k (см. п. 10.6. в

«Сводке»).

Напомним, что термин «сжатие» употребляется лишь для едино-

образия терминологии, т.к. при k>1 указанное преобразование факти-

чески представляет собой растяжение плоскости вдоль оси Oy.

Предлагаем читателю обосновать следующее правило. График

функции ÷
ø
ö

ç
è
æ=

k
xfy , где k>0, получается из графика функции y = f(x)

при помощи сжатия к оси Oy (вдоль оси Ox) с коэффициентом, рав-

ным k (см. п. 10.7. в «Сводке»).

Упражнения

611. Дан график функции y = f(x). Охарактеризовать после-

довательность тех преобразований, которые необхо-

димо осуществить, чтобы получить графики следую-

щих функции:

а) ÷
ø
ö

ç
è
æ-=

2
xfy ; б) y = 3f (x + 1);

в) y = 2f (3x) –1; г) )82(
3
1

--= xfy .

612. Используя преобразования плоскости, построить графи-

ки следующих функций:

а) xy 3= ; б)
2

cos xy = ;

в) )1arcsin(
2
1

-= xy ; г) ÷
ø
ö

ç
è
æ +=

4
2sin pxy ;

д) xy 2cos21+= ; е) ÷
ø
ö

ç
è
æ +=

82
sin3 pxy ;

ж) )36(log
2
1

2 xy --= .
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613. Дан график функции y = f(x). Последовательно осущест-

вили следующие преобразования плоскости: осевая

симметрия с осью Oy, сжатие к оси Oy (вдоль оси Ox) с

коэффициентом, равным 2, перенос на вектор )0;5(pr ,

осевая симметрия с осью Ox, сжатие к оси Ox (вдоль

оси Oy) с коэффициентом, равным
3
1 .

График какой функции получился в результате?

§ 40. Инвариантные направления
аффинных преобразований

Пусть при аффинном преобразовании f прямая a (с направляющим

вектором pr ) переходит в прямую b (с направляющим вектором qr ). То-

гда в силу свойства 6° (§35) все прямые, параллельные прямой a, пере-

ходят в прямые, параллельные прямой b.  В таких случаях говорят,  что

преобразование f переводит направление, определяемое прямой a (век-

тором pr ), в направление, определяемое прямой b (вектором qr ) (рис. 77).

В частности, если прямая a

отображается на прямую a′, па-

раллельную a, то (в силу выше-

упомянутого свойства) преобра-

зование f не изменяет (сохраня-

ет) направление, заданное пря-

мой a (рис. 77).

Определение. Направление,

определяемое прямой a, называется инвариантным направлением аффин-

ного преобразования f, если это преобразование отображает прямую a на

себя или на параллельную ей прямую.
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Например, для тождественного преобразования, параллельного

переноса, гомотетии (в частности, для центральной симметрии) любое

направление плоскости является инвариантным.

Поставим следующую задачу: найти все инвариантные направле-

ния аффинного преобразования f, заданного в аффинном репере фор-

мулами x′ = а1x + b1y + c1, y′ = а2x + b2y + c2 (1).

Лемма 1. Преобразование (1) пере-

водит направление, заданное вектором

);( 00 yxpr , в направление, заданное векто-

ром );( 02020101 ybxaybxaq ++
r .

Доказательство. Отложим вектор

);( 00 yxpr  от начала координат: pOM r
= ,

где М (x0; y0) (рис. 78). При отображении

f: );( 211 сcOO ® ,

);();( 2020210101100 cybxacybxaMyxM ++++® , поэтому преобразова-

ние f переводит прямую a с направляющим вектором );( 00 yxpr  в пря-

мую b с направляющим вектором );( 0202010111 ybxaybxaMOq ++=r ,

что требовалось доказать.

Теорема 15. Если направление, определяемое вектором );( 00 yxpr ,

является инвариантным направлением преобразования (1), то (x0; y0) –

ненулевое решение системы
î
í
ì

=×-+
=+×-

0)(
0)(

022

101

ybxa
ybxa

l
l

 (*), где λ 0 – дейст-

вительный корень уравнения 0
22

11 =
-

-
l

l
ba

ba
 (**).

Доказательство. В силу леммы 1 направление, заданное векто-

ром pr , переводится преобразованием f в направление, заданное векто-

ром );( 02020101 ybxaybxaq ++r . Т.к. исходное направление является ин-

вариантным, то существует такое λ 0, что pq rr
0l= . Запишем последнее
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равенство в координатной форме
î
í
ì

=+
=+

000202

000101

yybxa
xybxa

l
l

 или, иначе,

î
í
ì

=×-+
=+×-

0)(
0)(

00202

01001

ybxa
ybxa

l
l

. Полученное равенство означает, что (x0; y0)  –

решение системы (*) (причем ненулевое решение, т.к. 0
rr

¹p ).

Т. к. система (*) линейных однородных уравнений имеет в силу

вышесказанного ненулевое решение, то ее определитель равен нулю:

0
022

101 =
-

-
l

l
ba

ba
. Это и означает, что λ0 – корень уравнения (**).

Теорема доказана.

Следствие. Если уравнение (**) не имеет действительных кор-

ней, то данное аффинное преобразование не имеет инвариантных на-

правлений.

Определение. Ненулевой вектор pr , которым определяется инва-

риантное направление аффинного преобразования, будем называть

собственным вектором этого преобразования.

Из теоремы 15 явствует, что для любого собственного вектора

);( 00 yxpr  преобразования (1) имеют место соотношения

î
í
ì

=+
=+

000202

000101

yybxa
xybxa

l
l

, где λ0 – некоторый действительный корень урав-

нения (**). Этот корень будем называть собственным значением, со-

ответствующим собственному вектору pr , а уравнение (**) – характе-

ристическим уравнением.
Лемма 2. Если λ0 – корень характеристического уравнения (**),

составленного для преобразования (1), то:
1)λ0≠0;

2) при λ = λ0 система
î
í
ì

=×-+
=+×-

0)(
0)(

22

11

ybxa
ybxa

l
l

(2)

имеет ненулевое решение.
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Доказательство. Преобразуем уравнение (**):

0)()( 122121
2 =-+×+- bababa ll (3).

Т. к. f – преобразование плоскости, то 01221 ¹- baba  (см. упр. 24).

Т. к. в уравнении (3) 01221 ¹- baba , то λ0≠0.

Т. к. λ0 – корень уравнения (**), то при λ = λ0 определитель систе-

мы (2) равен нулю. Отсюда следует, что система (2) имеет при λ = λ0

ненулевое решение, что требовалось доказать.

Теорема 16. Если (x0; y0) – ненулевое решение системы (*), где λ0

– действительный корень уравнения (**), то направление, опреде-

ляемое вектором );( 00 yxpr , является инвариантным направлением

преобразования (1).

Доказательство. Рассмотрим наряду с вектором );( 00 yxpr  вектор

);( 02020101 ybxaybxaq ++r .

Т. к. (x0; y0) – решение системы (*), то
î
í
ì

=+
=+

000202

000101

yybxa
xybxa

l
l

.

Это означает, что pq rr
0l= (4).

В силу леммы (2) λ0≠0 и, следовательно, 0
rr

¹q , т.е. вектор qv  зада-

ет на плоскости некоторое направление.

В силу леммы 1 преобразование f переводит исходное направле-

ние в направление, определяемое вектором qr . Равенство (4) означает,

что эти направления совпадают. Следовательно, направление, задан-

ное вектором pr , является инвариантным, что требовалось доказать.

Из вышеизложенного вытекает следующий план отыскания инва-

риантных направлений преобразования (1):

– составить характеристическое уравнение (**);

– найти действительные корни этого уравнения (собственные

значения преобразования); если таковых нет, то инвариантные на-

правления отсутствуют;
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– для каждого собственного значения λ0 составить систему (*);

– найти ненулевые решения (x0; y0) этих систем.

Каждый из векторов );( 00 yxpr  и задает искомое направление,

причем коллинеарные векторы задают одно и то же направление.

Пример 1. Найдем инвариантные направления преобразования

î
í
ì

++=¢
-+=¢

32
22

yxy
yхх

.

Решение. Характеристическое уравнение:

04)1(0
12

21 2 =--Û=
-

-
l

l
l

, откуда λ1 = –1, λ2 = 3.

Находим инвариантные направления.

Составляем систему (*) для собственного значения λ1 = –1:

0
022
022

=+Û
î
í
ì

=+
=+

yx
yx
yx

, откуда
î
í
ì

-=
=

ty
tx

,

где t – произвольное действительное число, отличное от 0.

Все векторы );(1 ttp -
r  коллинеарны вектору )1;1(1 -ur  и задают одно

и то же инвариантное направление.

Составляем систему (*) для собственного значения λ2 = 3:

0
022
022

=-Û
î
í
ì

=-
=+-

yx
yx
yx

, откуда
î
í
ì

=
=

ty
tx
, где t ≠ 0.

Все векторы );(2 ttpr  коллинеарны вектору )1;1(2ur  и задают одно и

то же инвариантное направление.

Итак, данное преобразование имеет ровно два инвариантных на-

правления: )1;1(1 -ur  и )1;1(2ur .

Пример 2. Найдем инвариантные направления преобразования

î
í
ì

-=¢
+=¢

52
32

yy
хх

.
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Решение. Характеристическое уравнение: 0
20

02
=

-
-

l
l

,

откуда λ = 2.

Составим систему для отыскания инвариантных направлений:

î
í
ì

=×+×
=×+×

000
000

yx
yx

, откуда x, y – любые.

Как видим, любой ненулевой вектор задает инвариантное направ-

ление.

Итак, все направления плоскости являются инвариантными для

данного преобразования, что вполне объяснимо, т.к. данное преобра-

зование есть гомотетия (см. упр. 299).

Упражнения

614*. Доказать, что если формулы двух аффинных преобра-

зований имеют (в некотором аффинном репере) одина-

ковую матрицу ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

22

11

ba
ba

A , составленную из коэффи-

циентов при x и y, то инвариантные направления этих

преобразований либо совпадают, либо одновременно

отсутствуют.

615*. Найти инвариантные направления следующих преоб-

разований:

а) центрально-подобное вращение (в частности, пово-

рот, отличный от центральной симметрии и тождест-

венного преобразования):
î
í
ì

×+××=¢
×-××=¢

)cossin(
)sincos(

aa
aa

yxky
yxkx

,

где 0,,0 ¹<<-¹ apapk ;

б) косое сжатие (в частности, осевая симметрия):

î
í
ì

=¢
=¢

kyy
xx

, где 1,0 ¹¹ kk ;
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в) сдвиг:
î
í
ì

=¢
+=¢

yy
kyxx

, где 0¹k ;

г) каноническая композиция косых сжатий (в частности,

центрально-подобная симметрия):
î
í
ì

=¢
=¢

yky
xkx

2

1 , где

021 ¹× kk , 11 ¹k , 12 ¹k , 21 kk ¹ ;

д) каноническая композиция косого сжатия и переноса (в

частности, скользящая симметрия):
î
í
ì

+=¢
+=¢

nkyy
mxx

, где 0¹m ;

е) каноническая композиция сдвига и переноса:

î
í
ì

+=¢
++=¢

nyy
mkyxx

, где 0¹n ;

ж) каноническая композиция сдвига и гомотетии:

î
í
ì

=¢
+=¢

yky
kyxkx

0

0 , где 00 ¹k , 10 ¹k , 0¹k .

616*. Аффинное преобразование f задано в аффинном репере

R формулами (1). Доказать, что при переходе к новому

аффинному реперу R′ характеристическое уравнение (3)

не изменится, и, следовательно, собственные значения

аффинного преобразования не зависят от выбора репера.

Выясним, сколько инвариантных направлений могут иметь аф-

финные преобразования.

Теорема 17. Если характеристическое уравнение аффинного

преобразования имеет два различных действительных корня, то:

1) собственные векторы, соответствующие этим корням, не кол-

линеарны;

2) данное преобразование имеет ровно два инвариантных направ-

ления.
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Доказательство. 1) Пусть λ1, λ2 – различные действительные

корни характеристического уравнения (**), а );( 111 yxur , );( 222 yxur  –

соответствующие собственные векторы. Каждый из них задает инва-

риантное направление, поэтому имеют место равенства:

î
í
ì

=+
=+

111212

111111

yybxa
xybxa

l
l

(5);

î
í
ì

=+
=+

222222

222121

yybxa
xybxa

l
l

(6).

Допустим, что векторы 1ur  и 2ur  коллинеарны, тогда 12 utu rr = , где

0¹t , откуда x2 = tx1, y2 = ty1 (7).

Из (6)  и (7)  следует
î
í
ì

=+
=+

121212

121111

)(
)(

tyybxat
txybxat

l
l

, откуда, учитывая (5),

получаем
î
í
ì

=
=

1211

1211

yy
xx

ll
ll

.

Т. к. 01

rr ¹u , то x1≠0 или y1≠0 и поэтому λ1 = λ2. Получили проти-

воречие. Следовательно, векторы 1ur  и 2ur  не коллинеарны и, значит,

им соответствуют различные инвариантные направления.

2) Докажем, что других инвариантных направлений нет. Допус-

тим, что существует еще одно инвариантное направление, заданное

вектором ur  и отличное от первых двух.

Т. к. векторы 1ur  и 2ur  не коллинеарны, то 21 uuu rrr ba += , где a ≠ 0,

β ≠ 0 (если бы, например, α = 0, то направления, заданные векторами

2è uu r
 совпадали бы).

Вектор ur , будучи собственным вектором данного аффинного

преобразования, соответствует какому-либо корню характеристиче-

ского уравнения λ1 или λ2.

Пусть, для определенности, он соответствует корню λ1. Тогда,

учитывая, что );( 2121 yyxxu baba ++
r , по теореме 15, получаем:
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î
í
ì

+×=+×++×
+×=+×++×

)()()(
)()()(

211212212

211211211

yyyybxxa
xxyybxxa
balbaba
balbaba

, откуда

î
í
ì

+×=+×++×
+×=+×++×

)()()(
)()()(

21122221212

21121211111

yyybxaybxa
xxybxaybxa
balba
balba

(7).

Из соотношений (7), учитывая (5) и (6), после несложных преоб-

разований, получаем:

2122 xx ××=×× lblb , 2122 yy ××=×× lblb .

Т.к. β≠0 и x2≠0 или y2≠0, то λ2 = λ1. Противоречие.

Следовательно, кроме направлений, заданных векторами 1ur  и 2ur ,

других инвариантных направлений нет. Теорема доказана.

Теорема 18. Если характеристическое уравнение аффинного

преобразования имеет единственный корень λ0, то либо данное пре-

образование имеет единственное инвариантное направление, либо все

направления плоскости являются инвариантными.

Доказательство. Пусть );( 111 yxur  – собственный вектор, соответ-

ствующий собственному значению λ0, тогда
î
í
ì

=+
=+

101212

101111

yybxa
xybxa

l
l

 (8).

Если все остальные собственные векторы данного преобразова-

ния коллинеарны вектору 1ur , то инвариантное направление единст-

венно.

Допустим, что существует собственный вектор );( 222 yxur , не кол-

линеарный вектору 1ur , тогда имеют место соотношения:

î
í
ì

=+
=+

202222

202121

yybxa
xybxa

l
l

(9).

Докажем, что в этом случае любое направление плоскости явля-

ется инвариантным.

Рассмотрим произвольное направление, заданное вектором ur ,  и

докажем, что это направление является инвариантным.
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Разложим вектор ur  по 1ur  и 2ur : 21 uuu rrr ba += , тогда

);( 2121 yyxxu baba ++r .

Имеем (используя соотношения (8) и (9)):

.0)(
)()()(

)()()(

2102010

21021211111

2112101

=+×-××+××=
=+×-+×++×=

=+×++×-

xxxx
xxybxaybxa

yybxxa

ballbla
balba

babal

Аналогично доказывается, что

0)()()( 2102212 =+×-++× yybxxa balba .

На основании теоремы 16 заключаем, что направление, заданное

вектором ur , является инвариантным. Теорема доказана.

Упражнения
617°. Составить формулы аффинного преобразования f в ре-

пере { }21,, uuOR rr
= , если известно, что O – инвариантная

точка, а векторы 1ur  и 2ur  задают инвариантные направ-

ления, причем числа λ1 = 1 и λ2 = 3 – собственные значе-

ния, соответствующие этим векторам. Определить вид

преобразования f.

618°. Составить формулы аффинного преобразования f в ре-

пере { }21,, uuOR rr
= , если известно, что OO f¾®¾ ,

)1;()1;0( kAA f ¢¾®¾ , где 0¹k , а вектор 1ur  задает инва-

риантное направление, причем соответствующее ему

собственное значение λ0 равно 1.

619*. Характеристическое уравнение аффинного преобразова-

ния f не имеет действительных корней. Доказать, что пре-

образование f имеет единственную инвариантную точку.

620*. Доказать, что если все собственные значения аффин-

ного преобразования отличны от 1, то оно имеет един-

ственную инвариантную точку.
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621*. Доказать, что если хотя бы одно из собственных значе-

ний аффинного преобразования, отличного от тождест-

венного, равно 1, то либо это преобразование не имеет

инвариантных точек, либо множество всех инвариантных

точек есть прямая.

§ 41. Классификация аффинных
 преобразований

Как известно, к числу аффинных преобразований относятся все

подобия (в частности, все движения), а также преобразования, рас-

смотренные в § 33. Существуют ли другие аффинные преобразования?

Ответ на этот вопрос дают приведенные ниже теоремы. Класси-

фикация аффинных преобразований осуществляется в этих теоремах

по двум основаниям:

а) число инвариантных направлений;

б) число (множество) инвариантных точек.

Теорема 19. Пусть f – аффинное преобразование, имеющее раз-

личные собственные значения λ1 и λ2.

Если λ1≠1, λ2≠1, то преобразование f имеет единственную ин-

вариантную точку и является канонической композицией двух ко-

сых сжатий.

Если λ1 = 1, λ2≠1 и преобразование f имеет хотя бы одну инвари-

антную точку, то оно является косым сжатием.

Если λ1 = 1, λ2≠1 и преобразование f не имеет инвариантных точек,

то оно является канонической композицией косого сжатия и переноса.

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



260

Доказательство. Пусть 1ur , 2ur  – собственные векторы, соответст-

вующие собственным значениям λ1 и λ2. Эти векторы не коллинеарны

и задают инвариантные направления.

Составим формулы
î
í
ì

++=¢
++=¢

222

111

cybxay
cybхах

 преобразования f в репере

{ }21,, uuOR rr= , где O – произвольно выбранная точка.

Т. к. в репере R )0;1(1ur , )1;0(2ur , то, применяя к ним теорему 15,

получаем:
î
í
ì

×=×+×
×=×+×
001
101

122

111

l
l

ba
ba

,
î
í
ì

×=×+×
×=×+×
110
010

222

211

l
l

ba
ba

, откуда a1 = λ1, a2 = 0, b1

= 0, b2 = λ2.

Итак, в репере R преобразование f задается формулами:

î
í
ì

+=¢
+=¢

22

11

cyy
cхх

l
l

(1).

1) Пусть λ1≠1, λ2≠1. В этом случае преобразование f имеет единст-

венную инвариантную точку (упр. 620). Возьмем в качестве начала

координат инвариантную точку, тогда в формулах (1) c1 = c2 = 0.

Итак, формулы преобразования f принимают вид:
î
í
ì

=¢
=¢

yy
хх

2

1

l
l

. Легко

видеть, что преобразование f есть композиция 12 ff o  преобразований

)( 1
2

f
yy

хх

î
í
ì

=¢
=¢

l  и )( 2
1 f

yy
хх

î
í
ì

=¢
=¢ l

. Преобразование f1 есть косое сжатие,

заданное осью Ox, направлением Oy (вектором 2ur ) и коэффициентом

λ2, а преобразование f2 – косое сжатие, заданное осью Oy, направлением

Ox (вектором 1ur ) и коэффициентом λ1. Т.к., кроме того, λ1≠λ2, λ1≠1,

λ2≠1, λ1≠0, λ2≠0, то f – каноническая композиция косых сжатий.

2) Пусть λ1 = 1, λ2≠1 и преобразование f имеет хотя бы одну инва-

риантную точку. Выбирая в качестве начала координат эту точку, по-
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лучаем формулы преобразования f:
î
í
ì

=¢
=¢

yy
хх

2l
. Как видим, преобразо-

вание f есть косое сжатие, заданное осью Ox, направлением Oy (векто-

ром 2ur ) и коэффициентом λ2.

3) Пусть λ1 =  1, λ2≠1 и преобразование f не имеет инвариантных

точек. Формулы (1) принимают вид:
î
í
ì

+=¢
+=¢

22

1

cyy
cхх

l (2).

Легко видеть, что преобразование f есть композиция косого сжа-

тия
î
í
ì

=¢
=¢

yy
хх

2l
 и переноса

î
í
ì

+=¢
+=¢

2

1

cyy
cхх

 на вектор );( 21 сcpr . Ось косого

сжатия – ось Ox; направление – ось Oy, а коэффициент равен λ2. Далее,
в формулах (2) c1≠0, т.к. в противном случае преобразование f имело
бы прямую инвариантных точек. Следовательно, вектор переноса не
параллелен направлению Oy косого сжатия.

Таким образом, в данном случае преобразование f есть канониче-
ская композиция косого сжатия и переноса.

Теорема доказана.

Теорема 20. Пусть f – аффинное преобразование, имеющее
единственное собственное значение λ0.

Если все направления плоскости являются инвариантными, то
преобразование f есть либо тождественное преобразование (λ0 = 1, все
точки плоскости – инвариантные), либо перенос на ненулевой вектор

(λ0 = 1, инвариантных точек нет), либо гомотетия 0l
OH  (λ0 ≠1, инвари-

антная точка единственна).
Если инвариантное направление единственно, то преобразование

f есть либо сдвиг (λ0 = 1, множество инвариантных точек – прямая),
либо каноническая композиция сдвига и переноса (λ0 = 1, инвариант-
ных точек нет), либо каноническая композиция сдвига и гомотетии
(λ0≠1, инвариантная точка единственна).
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Доказательство. Случай 1. Пусть все направления плоскости яв-

ляются инвариантными (иначе говоря, все ненулевые векторы – соб-

ственные). Составим формулы
î
í
ì

++=¢
++=¢

222

111

cybxay
cybхах

 преобразования f в

репере { }21,, uuOR rr= , где O – произвольно выбранная точка, а 1ur , 2ur  –

произвольно выбранные неколлинеарные векторы.

Т. к. 1ur , 2ur  – собственные векторы, а λ0 – единственное собствен-

ное значение, то применяя теорему 15, получаем:
î
í
ì

×=×+×
×=×+×
001
101

022

011

l
l

ba
ba

,

î
í
ì

×=×+×
×=×+×
110
010

022

011

l
l

ba
ba

, откуда a1 = λ0, a2 = 0, b1 = 0, b2 = λ0.

Итак, формулы преобразования f принимают вид:
î
í
ì

+=¢
+=¢

20

10

cyy
cхх

l
l

 (3).

1.1. Пусть λ0 = 1.

1.1.1. Если при этом c1 = c2 = 0, то формулы (3) принимают вид

î
í
ì

=¢
=¢

yy
хх

 и преобразование f есть тождественное преобразование (все

точки плоскости – инвариантные).

1.1.2. Если 02
2

2
1 ¹+ cc , то формулы (3) принимают вид

î
í
ì

+=¢
+=¢

2

1

cyy
cхх

 и преобразование f есть перенос на нулевой вектор

);( 21 ccpr ; инвариантных точек нет.

1.2. Пусть λ0 ≠ 1. В этом случае преобразование f имеет единст-

венную инвариантную точку (см. упр. 620). Выбирая в качестве нача-

ла координат эту точку, приходим к формулам
î
í
ì

=¢
=¢

yy
хх

0

0

l
l

. Как видим,

преобразование f есть гомотетия 0l
OH .
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Случай 2. Пусть инвариантное направление единственно и задает-

ся вектором 1ur .

Составим формулы преобразования f в репере { }21,, uuOR rr=  (точ-

ка O и вектор 2ur  выбраны произвольно).

Применяя к собственному вектору 1ur  теорему 15, получаем:

î
í
ì

×=×+×
×=×+×
001
101

022

011

l
l

ba
ba

, откуда a1 = λ0, a2 = 0.

Итак, формулы f:
î
í
ì

+=¢
++=¢

22

110

cyby
cybхх l

(4).

Характеристическое уравнение имеет вид: 0)()( 20 =-×- lll b ,

откуда λ1 = λ0 , λ2 = b2.

Т.к. по условию теоремы собственное значение единственно, то

b2 = λ0 .

2.1. Пусть λ0 = 1, тогда формулы (4) принимают вид:

î
í
ì

+=¢
++=¢

2

11

cyy
cybхх

(5).

В этих формулах b1≠0; в противном случае, как легко проверить,

все направления плоскости были бы инвариантными.

2.1.1. Если в формулах (5) c2 = 0, то преобразование f имеет пря-

мую инвариантных точек ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=

1

1

b
cy . Выбирая в качестве начала коор-

динат одну из этих точек, получаем формулы
î
í
ì

=¢
+=¢

yy
kyхх

, где k = b1 ≠ 0.

Как видим, преобразование f есть сдвиг.

2.1.2. Если в формулах (5) c2≠0, то инвариантных точек нет и пре-

образование f есть композиция сдвига
î
í
ì

=¢
+=¢

yy
kyхх

, где k = b1, и переноса
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î
í
ì

+=¢
+=¢

2

1

cyy
cхх

 на вектор );( 21 ccpr . Ось сдвига – ось Ox, а вектор перено-

са не параллелен оси сдвига, т.к. c2≠0. Таким образом, в этом случае

преобразование f есть каноническая композиция сдвига и переноса.

2.2. Пусть в формулах (4) λ0 ≠1 и, как и прежде, b2 = λ0. Формулы

(4) принимают вид:
î
í
ì

+=¢
++=¢

20

110

cyy
cybхх

l
l

(6).

Как и в случае 2.1., нетрудно установить, что в формулах (6) b1≠0.

Т. к. λ0≠1, то преобразование f имеет единственную инвариант-
ную точку. Выбирая ее в качестве начала координат, получаем:

î
í
ì

=¢
+=¢

yy
ybхх

0

10

l
l

. Обозначим kb
=

0

1

l
, тогда полученные формулы примут

вид:
î
í
ì

=¢
+×=¢

yy
kyхх

0

0 )(
l
l

.

Как видим, преобразование f есть композиция сдвига
î
í
ì

=¢
+=¢

yy
kyхх

и гомотетии
î
í
ì

=¢
=¢

yy
хх

0

0

l
l

. Теорема полностью доказана.

Теоремы 19 – 20 позволяют осуществить классификацию аффин-

ных преобразований, имеющих одно, два или бесконечное множество

инвариантных направлений. С другой стороны, эти теоремы дают

возможность определить вид аффинного преобразования в случае, ко-

гда его характеристическое уравнение имеет действительные корни.

Завершая начатую классификацию, рассмотрим еще класс аф-

финных преобразований, не имеющих инвариантных направлений

(случай, когда характеристическое уравнение не имеет действитель-

ных корней). Аффинные преобразования, не имеющие инвариантных

направлений, будем называть аффинными поворотами. К ним отно-

сятся, например, центрально-подобные вращения, в частности, пово-
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роты, отличные от тождественного преобразования и центральной

симметрии (см. упр. 615).

Всякий аффинный поворот имеет единственную инвариантную

точку (см. упр. 619) – центр поворота. Следовательно, аффинные по-

вороты относятся к более широкому классу – классу центро-

аффинных преобразований (см. упр. 495).

Результаты проведенного исследования отражены в таблице 2.

Таблица 2

№
п/п

Действительные
корни

характеристического
уравнения

Инвариантные
направления

Инвариантные
точки

Вид аффинного
преобразования

1. Нет Нет 1 Аффинный по-
ворот

2. λ1 = λ2 = 1 Все
направления

Все точки
плоскости

Тождественное
преобразование
(e)

3. λ1 = λ2 = 1 Все
направления Нет

Параллельный
перенос на не-
нулевой вектор

4. λ1 = λ2 = 1 1 Прямая Сдвиг

5. λ1 = λ2 = 1 1 Нет

Каноническая
композиция
сдвига и
переноса

6. λ1 = λ2 ≠1 Все
направления 1 Гомотетия l

OH ,
где λ ≠1

7. λ1 = λ2 ≠1 1 1

Каноническая
композиция
сдвига и гомоте-
тии

8. λ1 = 1, λ2 ≠1 2 Прямая Косое сжатие

9. λ1 = 1, λ2 ≠1 2 Нет

Каноническая
композиция ко-
сого сжатия и
переноса

10. λ1 ≠λ2, λ1 ≠1, λ2 ≠1 2 1

Каноническая
композиция
двух косых сжа-
тий
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Совмещенная классификация движений, подобий и аффинных

преобразований показана на диаграмме 2.

Из таблицы 2 видно, что для распознавания вида аффинного пре-

образования достаточно определить лишь два параметра – инвариант-

ные направления и инвариантные точки, а затем сделать вывод в зави-

симости от значений этих параметров (см. п. 2.15.1. в «Сводке»).

На диаграмме 2 затемненная часть круга – это множество всех

преобразований подобия; при этом более темным цветом выделено

множество всех движений.
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Упражнения

В приведенных ниже задачах система координат – аффинная.

622. Найти инвариантные направления и инвариантные точ-

ки приведенных ниже аффинных преобразований и оха-

рактеризовать каждое из них:

а)
î
í
ì

++=¢
++=¢

32
32

yxy
yхх

; б)
î
í
ì

+=¢
++=¢

yxy
yхх

2
32

;

в)
î
í
ì

-+=¢
-+=¢

523
732

yxy
yхх

; г)
î
í
ì

-+=¢
--=¢

13
13

yxy
yхх

;

д)
î
í
ì

-+=¢
=¢

42 yxy
хх

; е)
î
í
ì

+=¢
--=¢

1
32

yy
yхх

;

ж)
î
í
ì

-+=¢
+-=¢

74
12

yxy
yхх

.

623. Найти композицию преобразований (е) и (ж) из упр.

622. Определить вид полученного преобразования.

624. Определить вид аффинных преобразований в зависимо-

сти от значений параметров a, b, c:

)0( ¹
î
í
ì

=¢
+=¢

a
xy

ayхх
;

)1( -¹
î
í
ì

+-=¢
++=¢

a
cyxy
byaхх

.

625. Определить вид всех аффинных преобразований, при

которых )1;3()0;0( 1OO ® , )2;5()0;1( 1 -® AA .

626. Дан произвольный треугольник ABC. При аффинном

преобразовании f BA® , CB ® , AC ® . Составить

формулы преобразования f в репере { }CBAR ,,= . Дока-

зать, что f – аффинный поворот, центром которого явля-

ется центроид данного треугольника.
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§ 42. Исследование композиции
аффинных преобразований

Теоремы 19 – 20 позволяют исследовать композиции аффинных

преобразований (в частности, подобий и движений) аналитическими

методами, т.е. используя формулы данных преобразований в подходя-

щей системе координат (п. 2.5.1. в «Сводке»). Однако иногда более

предпочтительным оказывается синтетический подход (см., например,

п.п. 2.5.2., 2.6, 2.15.2., 6.4. в «Сводке»).

Пример 1. Исследуем композицию двух косых сжатий, имеющих

общую ось.

Решение. Первый способ. Пусть косое сжатие f1 задано осью a,

направлением b1 и коэффициентом k1, а косое сжатие f2 – осью a, на-

правлением b2 и коэффициентом k2.

Введем на плоскости аффинную систему координат, направив ось

Ox по прямой a, а ось Oy по прямой b1. Составим формулы f1:
î
í
ì

=¢
=¢

yky
хх

1

(упр. 524). Далее, выберем направляющий вектор );( nmpr  прямой b2 и

составим формулы преобразования f2:
ïî

ï
í
ì

=¢

-+=¢

yky

yk
n
mxx

2

2 )1(  (упр. 535).

Составим формулы композиции 12 ff o :

ïî

ï
í
ì

×=¢

-×
+=¢

ykky

y
n
kmkxx

21

21 )1(
(1).

Находим собственные значения преобразования 12 ff o .

Характеристическое уравнение: 0
0

)1(1

21

21
=

-×

-×
-

l

l

kk
n
kmk

, откуда

λ1 = 1, 212 kk ×=l . Рассмотрим несколько случаев.
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1. Пусть 121 =× kk , тогда λ1 = λ2 = 1.

1.1. Если при этом m = 0, то формулы (1) принимают вид x′ = x,

y′ = y и, значит, 12 ff o  есть тождественное преобразование.

1.2. Пусть m≠0. Ищем инвариантные направления из системы:

ïî

ï
í
ì

=×+×

=
-×

+×

000

0)1(0 21

yx

y
n
kmkx , откуда получаем единственное инвариантное

направление: )0;1(ur  – направление оси Ox, т.е. прямой a.

Далее, используя (1), находим множество инвариантных точек:

y = 0 (прямая инвариантных точек – ось Ox).

В соответствии с таблицей 1 заключаем, что композиция 12 ff o

есть сдвиг с осью a.

2. Пусть 121 ¹× kk , тогда λ1 ≠ λ2 и преобразование 12 ff o  имеет два

инвариантных направления (теорема 17).

Используя формулы (1), находим множество инвариантных то-

чек: y = 0 (ось Ox – прямая a).

В соответствии с таблицей 1 заключаем, что композиция 12 ff o  –

косое сжатие с осью a.

Второй способ. Пусть косое сжатие f1 задается осью a и парой

соответствующих точек: BA® , а косое сжатие f2 –  осью a и парой

соответствующих точек: CB ® .

Легко видеть, что для композиции 12 ff o  все точки прямой a яв-

ляются инвариантными.

Рассмотрим несколько случаев.

1. Пусть точка C принадлежит прямой AB, т.е. направления косых

сжатий совпадают.

1.1. Если при этом точка C совпадает с точкой A, то композиция

12 ff o  имеет три неколлинеарные инвариантные точки: A и любые две
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 точки прямой a. В этом случае композиция 12 ff o  есть тождественное

преобразование (упр. 494).

1.2. Если C≠A, то композиция 12 ff o  задается прямой инвариантных

точек (прямая a) и парой соответствующих точек: CA® . Т.к. прямая AC

не параллельна прямой a, то 12 ff o  – косое сжатие (рис. 79-а). Его ось –

прямая a; направление совпадает с направлением косых сжатий f1 и f2.

2. Пусть точка C не принадлежит прямой AB, т.е. направления ко-

сых сжатий различны. Как и в случае 1.2, преобразование 12 ff o задается

прямой инвариантных точек и парой соответствующих точек: CA® .

2.1. Если при этом AC||a (рис. 79-б), то 12 ff o  – перспективно-

аффинное преобразование второго типа, т. е. сдвиг с осью a.

2.2. Если прямые AC и a не параллельны, то 12 ff o  – косое сжатие

с осью a; направление задается прямой AC (рис.79-в).

Пример 2. Исследуем композицию pO TR roa , в которой поворот

отличен от тождественного преобразования.

Решение. Можно считать, что pap ££- , α≠0. Введем на плос-

кости прямоугольную декартову систему координат; в качестве нача-

ла координат выберем центр поворота. Пусть );( 00 yxpr .

Составим формулы исследуемой композиции:

î
í
ì

+×+×=¢
+×-×=¢

1

1

cossin
sincos

yyxy
xyxx

aa
aa

, где
aa
aa

cossin
sincos

001

001

×+×=
×-×=

yxy
yxx

.
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Характеристическое уравнение:

0
cossin

sincos
=

-
--

laa
ala

 или 01cos22 =+×- all .

Дискриминант: aa 22 sin1cos
4

-=-=
D .

Если pap <<- , α≠0, то 0
4
<

D . В этом случае инвариантных на-

правлений нет, но есть единственная инвариантная точка O1 (упр. 619).

В соответствии с таблицей 2 и диаграммой 2 заключаем, что преобра-

зование pO TR roa , будучи движением, есть поворот вокруг точки O1.

Если pa ±= , то формулы искомой композиции принимают вид:

î
í
ì

+-=¢
+-=¢

1

1

yyy
xxx

(2).

Нетрудно убедиться, что в этом случае характеристическое урав-

нение имеет единственный корень λ = –1 и все направления плоскости

являются инвариантными. Т. к., кроме того, преобразование имеет

единственную инвариантную точку O1, то композиция pO TR roa  есть

гомотетия 1
1

-
OH , т. е. центральная симметрия. Впрочем, этот результат

непосредственно усматривается из формул (2).

Предлагаем читателю сравнить приведенное решение с примером

7 из § 18 и оценить его преимущества и недостатки.

Пример 3. Докажем, что всякое косое сжатие можно представить

в виде композиции двух косых сжатий с той же осью, но различными

направлениями.

Решение. Пусть косое сжатие f задано осью a и парой соответст-

вующих точек ( BA® ). Выберем вне прямых a и AB точку C так, что-

бы прямые AC и BC не были параллельными прямой a (рис. 79-в).

Пусть, кроме того, точки D и E принадлежат прямой a.
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Рассмотрим: а) косое сжатие f1, заданное осью a и парой соответ-

ствующих точек CA® ;

б) косое сжатие f2, заданное осью a и парой соответствующих то-

чек BC ® .

При отображении 12 ff o  точки A, D, E переходят в точки B, D, E.

Косое сжатие f действует на точки A, D, E точно так же. Следователь-

но, 12 fff o=  (см. упр. 501), что требовалось доказать.

Упражнения

627. Исследовать композицию двух сдвигов, которые имеют

общую ось.

628. Доказать, что всякий сдвиг с осью a можно предста-

вить в виде композиции двух сдвигов с той же осью.

629. Доказать,  что композиция сдвига и косого сжатия,

имеющих общую ось, есть косое сжатие с той же осью.

630. Доказать, что всякое косое сжатие с осью a можно

представить в виде композиции сдвига и косого сжатия

с той же осью.

631. Исследовать композицию двух косых сжатий с парал-

лельными осями, если:

а) направления косых сжатий совпадают;

б) направления косых сжатий различны.

632. Исследовать композицию двух сдвигов, оси которые

параллельны.

633. Исследовать композицию косого сжатия и сдвига, если

их оси параллельны.

634. Исследовать композицию двух косых сжатий с пересе-

кающимися осями, одинаковыми направлениями и

одинаковыми коэффициентами.

635. Исследовать композицию косого сжатия и гомотетии.
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§ 43. Группы геометрических
 преобразований

Определение. Говорят, что на множестве G задана алгебраиче-

ская операция o  (кратко операция), если любой упорядоченной паре

элементов a и b из множества G по некоторому закону (правилу) по-

ставлен в соответствие определенный элемент из этого множества,

обозначаемый ba o .

Определение. Множество G вместе с заданной на нем операцией

o  называется группой, если выполняются следующие условия (аксио-

мы группы):

1°. Для любых элементов a, b, c из множества G имеет место ра-

венство )()( cbacba oooo = ;

2°. В множестве G существует такой элемент e, что для любого a

из G имеет место равенство aaeea == oo ;

3°. Для любого элемента a из G существует элемент, обозначае-

мый символом a–1, такой, что eaaaa == -- oo 11 .

Элемент e называется единицей группы G.

Элемент a–1 называется обратным к a.

Пусть G – множество всех преобразований плоскости. Любым

двум преобразованиям f и φ плоскости поставим в соответствие их

композицию foj . Как известно, композиция двух преобразований

плоскости есть преобразование (упр. 80). Следовательно, тем самым

на множестве G оказалась заданной алгебраическая операция o  (назо-

вем ее умножением). Является ли множество G группой?

Теорема 21. Множество G всех преобразований плоскости вместе

с заданной на этом множестве операцией умножения является груп-

пой (иначе, множество G является группой относительно операции

умножения).
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Доказательство. 1. Как известно, для любых преобразований f, φ и g

имеет место соотношение )()( fgfg oooo jj =  (пример 4 в § 4).

2. Пусть e – тождественное преобразование плоскости, тогда для

любого преобразования f имеет место соотношение ffeef == oo

(упр. 93).

3. Как известно, для любого преобразования f существует обрат-

ное ему преобразование f –1, такое, что effff == -- oo 11  (упр. 99).

В соответствии с вышеприведенным определением множество G

является группой относительно операции умножения. Теорема доказана.

Определение. Пусть H – подмножество группы G. Если множе-

ство H само является группой относительно операции, заданной в

группе G, то оно называется подгруппой G.

Пусть M – множество некоторых преобразований плоскости, т.е.

подмножество множества всех преобразований плоскости. Является

ли M группой относительно операции умножения преобразований?

Теорема 22. Множество M некоторых преобразований плоскости

является группой относительно операции умножения, если:

1) для любых преобразований f и φ, взятых из множества M, их

композиция foj  также принадлежит множеству M;

2) для любого преобразования f из множества M обратное ему

преобразование f–1 также принадлежит множеству M.

Доказательство. Условие (1) означает, что операция o , заданная

на множестве G всех преобразований плоскости, является операцией и

на множестве M.

Проверим аксиомы группы.

1°. Соотношение )()( fgfg oooo jj =  выполняется для всех

преобразований, в частности и для преобразований из множества M.

2°. Пусть fÎM, тогда в силу условия (2) f –1Î M, и, следовательно,

по условию (1) Mff Î-1o , т.е. eÎ M (тождественное преобразование
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принадлежит множеству M). Соотношение ffeef == oo  выполня-

ется для любых преобразований плоскости, в частности и для преобра-

зований из множества M.

3°. Если преобразование f принадлежит M, то по условию (2) f –1

также принадлежит M и effff == -- oo 11 .

Итак, все аксиомы группы выполняются, следовательно, множе-

ство M есть группа (подгруппа группы всех преобразований плоско-

сти). Теорема доказана.

Условия 1 – 2 теоремы 22 будем называть групповыми условиями.

Легко видеть, что если хотя бы одно из этих условий не выполня-

ется, то множество М (множество некоторых преобразований плоско-

сти) не является группой. Например, если не выполняется первое ус-

ловие, то умножение преобразований не является алгебраической

операцией на множестве М (см. п. 12. в «Сводке»).

Пример 1. Пусть D – множество всех движений плоскости. Про-

верим групповые условия.

1. Как известно, композиция двух движений есть движение

(упр. 116).

2. Преобразование, обратное движению, есть движение (упр. 117).

Следовательно, множество всех движений есть группа – группа

движений.

Пример 2. Пусть M – множество, включающее тождественное

преобразование e и всевозможные перспективно-аффинные преобра-

зования с одной и той же осью a, т.е. всевозможные косые сжатия и

сдвиги с осью a. Докажем, что M – группа, для чего проверим группо-

вые условия.

1. Пусть f, φÎ M. Если одно из этих преобразований – тождест-

венное, то Mf Îoj .
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Если f и φ– косые сжатия с осью a, то foj  есть либо косое сжа-

тие с осью a,  либо сдвиг с осью a, либо тождественное преобразова-

ние (см. пример 1 в § 42).

Если f и φ– сдвиги с осью a, то foj  есть либо сдвиг с осью a,

либо тождественное преобразование (см. упр. 627).

Если f – сдвиг с осью a, а φ–косое сжатие с осью a (или наоборот),

то foj  – косое сжатие с осью a (упр. 629).

Как видим, в любом случае Mf Îoj .

2. Пусть fÎ M. Если f = e, то Mef Î=-1 . Если f – косое сжатие

или сдвиг, заданные осью a и парой соответствующих точек AA ¢® ,

то как легко видеть, f –1 – косое сжатие или, соответственно, сдвиг, за-

данные осью a и парой соответствующих точек.

Итак, если fÎ M, то Mf Î-1 .

В силу теоремы 22 множество M – группа.

Пример 3. Пусть D2 – множество всех движений второго рода и

преобразования f и φ принадлежат этому множеству. Т.к. композиция

двух движений второго рода есть движение первого рода (упр. 152),

то 2Df Ïoj . Таким образом, умножение преобразований не является

алгебраической операцией на множестве D2. Следовательно, это мно-

жество не является группой (относительно указанной операции).

Упражнения
636*. Доказать, что каждое из перечисленных ниже мно-

жеств является группой преобразований:

1) множество всех движений первого рода;

2) множество всех параллельных переносов;

3) множество всех поворотов с одним и тем же центром O;

4) множество всех гомотетий с одним и тем же центром O;
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5) множество всех преобразований подобия

(группа подобий);

6) множество всех подобий первого рода;

7) множество всех аффинных преобразований

(аффинная группа);

8) множество всех аффинных преобразований, имеющих

своей инвариантной точкой фиксированную точку O;

9) множество всех эквиаффинных преобразований;

10) множество всех унимодулярных преобразований.

Какие из этих групп являются:

а) подгруппами группы движений?

б) подгруппами группы подобий?

в) подгруппами аффинной группы?

637°. Какие из перечисленных ниже множеств преобразова-

ний являются группами?

1) Множество всех скользящих симметрий.

2) Множество всех центральных симметрий.

3) Множество всех центральных симметрий и всех парал-

лельных переносов.

4) Множество всех гомотетий.

5) Множество всех гомотетий и всех переносов.

6) Множество всех подобий второго рода.

7) Множество всех сдвигов с параллельными осями и

всех переносов на векторы, параллельные осям этих

сдвигов (к числу таких переносов отнесем и тождествен-

ное преобразование).

8) Множество всех косых сжатий, заданных в фиксиро-

ванной системе координат формулами вида xx =' ,

kyy =' , где 1>k .
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§ 44. Разные задачи

638*. Доказать, что прямая a является инвариантной прямой

аффинного преобразования тогда и только тогда, когда

эта прямая имеет инвариантное направление и образ хотя

бы одной точки прямой a принадлежит прямой a.

639. Аффинное преобразование задано тремя парами соот-

ветствующих точек: 1AA® , 1BB ® , 1CC ®  (точки A,

B, C не лежат на одной прямой). На данной прямой с по-

строить такую точку D, образ которой принадлежит

прямой c.

Указание. Рассмотрите следующие случаи:

а) данная прямая совпадает с прямой AB (прямой BC,

прямой AC);

б) прямая c проходит через точку A (точку B, точку C);

в) прямая с – произвольная.

640. Доказать, что всякое аффинное преобразование, отличное

от подобия и имеющее хотя бы одну инвариантную точку,

можно представить в виде композиции вида aj O
k
O RH oo ,

где φ – перспективно-аффинное преобразование.

641. Доказать, что всякое аффинное преобразование, отлич-

ное от подобия, можно представить в виде композиции

подобия и перспективно-аффинного преобразования.

642*. а) При аффинном преобразовании f окружность ω ото-

бражается на эллипс ω′. Что представляют собой образы

осей эллипса при преобразовании f –1?

б) Доказать, что для любого аффинного преобразования

существует хотя бы одна пара взаимно перпендикулярных

прямых a и b, образы которых взаимно перпендикулярны.
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Примечание. Направления, определяемые упомянутыми прямыми

a и b, называются главными направлениями данного аффинного пре-

образования.

Например, для преобразования подобия (в частности, для дви-

жения) любая пара перпендикулярных прямых задает главные на-

правления.

643. Аффинное преобразование задано в ортонормирован-

ном репере формулами
ï
î

ï
í

ì

-=¢

-=¢

yy

yxx

3
4
3
7

. Найти главные на-

правления этого преобразования.

Указание. Задайте искомые направления ортогональны-

ми векторами );( nmpr  и );( mnq -
r .

644. Перспективно-аффинное преобразование задано осью s

и парой соответствующих точек: AA ¢® . Построить та-

кие прямые, проходящие через точку A, которыми зада-

ются главные направления данного преобразования.

645*. Доказать, что всякое аффинное преобразование, от-

личное от движения, можно представить в виде компо-

зиции foj , где f – движение, а φ – либо сжатие, либо

композиция двух сжатий, оси которых взаимно перпен-

дикулярны, причем направление каждого из этих сжа-

тий перпендикулярно его оси.

Примечание. Если в определении косого сжатия (§33) положить

коэффициент k равным 1, то получим, как легко видеть, тождествен-

ное преобразование. Считая, таким образом, тождественное преобра-

зование частным случаем сжатия, полученный результат можно

сформулировать так: всякое аффинное преобразование есть компо-

зиция некоторого движения и двух сжатий к взаимно перпенди-
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кулярным прямым (причем направление каждого сжатия пер-

пендикулярно его оси).

646*. Доказать, что всякое аффинное преобразование, от-

личное от подобия, можно представить в виде компози-

ции подобия и сжатия, направление которого перпенди-

кулярно его оси.

Примечание. Учитывая сказанное выше, полученный результат

можно сформулировать так: всякое аффинное преобразование есть

композиция некоторого подобия и сжатия (направление которого

перпендикулярно его оси). Сравните этот вывод с результатом упр. 641.

647*. Отрезки AB и CD пересекаются в точке O и делятся ею

пополам. Доказать, что существует окружность, образом

которой при некотором косом сжатии является эллипс,

сопряженными диаметрами которого являются отрезки

AB и CD.

648. Отрезки AB и CD, пересекающиеся в точке O, являются

сопряженными диаметрами некоторого эллипса. По-

строить несколько точек этого эллипса.

649. Отрезки AB и CD, пересекающиеся в точке O, являются

сопряженными диаметрами некоторого эллипса. Постро-

ить точки пересечения этого эллипса с данной прямой a.

650. Отрезки AB и CD, пересекающиеся в точке O, являются

сопряженными диаметрами некоторого эллипса. Через

данную точку M провести касательную к этому эллипсу.
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Приложение

Сводка основных правил, приемов
и методов решения задач

§ 1. Общие приемы

1.1. Выведение следствий

В процессе решения задачи полезно ставить себе вопросы: «Что в

задаче дано? Что известно? Что отсюда следует? Что можно найти,

установить, доказать, располагая условиями задачи или полученными

ранее следствиями?». В частности, возможно переформулирование

условий задачи на векторном языке, на координатном языке или на

языке геометрических преобразований.

1.2. Анализ цели задачи

В процессе решения задачи полезно ставить себе вопросы: «Ка-

кова цель задачи? Что требуется найти, вычислить, доказать? Как это

сделать? Что для этого надо доказать, найти, установить?». В частно-

сти, возможно переформулирование цели задачи на векторном языке,

на координатном языке или на языке геометрических преобразований.

Возможно также разбиение задачи на вспомогательные задачи (подза-

дачи).

1.3. Сравнение достигнутого с требуемым

Осуществляя, с одной стороны, выведение следствий и, с другой

стороны, анализ цели задачи, полезно периодически сопоставлять,

сравнивать полученные выводы (результаты) с намеченными ранее

целями и вносить в свои действия соответствующие коррективы.
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1.4. Несовершенный анализ

В начале решения делается предположение, что цель задачи дос-

тигнута. Из этого допущения выводятся следствия до тех пор, пока не

будет получен такой результат, истинность которого не вызывает со-

мнений. «Чистовое» решение выполняется в обратном направлении:

от полученного ранее очевидного результата к цели задачи.

§ 2. Приемы распознавания вида
    отображения или преобразования

2.1.

Чтобы доказать, что отображение BAf ®:  является инъекцией,

достаточно взять (рассмотреть) произвольные различные элементы

множества A и установить, что их образы различны.

2.2.

Чтобы доказать, что отображение BAf ®:  является сюръекци-

ей, достаточно взять произвольный элемент b множества B и устано-

вить, что он имеет хотя бы один прообраз a (иначе говоря, установить,

что существует элемент aÎ A, такой, что f(a)=b).

2.3.1.

Чтобы доказать, что отображение BAf ®:  является биекцией,

достаточно:

– доказать, что f – инъекция;

– доказать, что f – сюръекция.
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2.3.2.

Чтобы доказать, что отображение BAf ®:  является биекцией,

достаточно установить, что каждый элемент множества B имеет един-

ственный прообраз.

2.4.

Чтобы доказать, что отображение плоскости в себя, заданное в

аффинном репере формулами x′=a1x+b1y+c1, y′=a2x+b2y+c2, является

преобразованием плоскости, достаточно установить, что 0
22

11 ¹
ba
ba

.

2.5.1.

Чтобы определить вид преобразования плоскости, достаточно:

– выбрать систему координат;

– составить формулы данного преобразования в этой системе ко-

ординат;

– сравнить полученные формулы с формулами известных преоб-

разований и сделать соответствующий вывод или применить к полу-

ченным формулам известные приемы распознавания.

2.5.2.

Чтобы определить вид преобразования плоскости, достаточно:

– рассмотреть произвольную точку М и ее образ М′;

– выявить условия, связывающие точки М и М′;

– сравнить эти условия с определениями известных преобразований;

– сделать вывод о характере данного преобразования.

2.6.

Чтобы определить вид композиции foj , достаточно:

– выявить условия, связывающие произвольную точку М и ее об-

раз М1 при отображении f;
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– выявить условия, связывающие точку М1 и ее образ М′ при ото-

бражении φ;

– используя полученные выше результаты, выявить те условия,

которые связывают точку М′ с точкой М;

– анализируя условия, связывающие М′ и М, сделать вывод о ха-

рактере преобразования foj .

2.7.

Чтобы определить вид преобразования f –1, достаточно:

– рассмотреть произвольную точку М и ее образ М′ при отображе-

нии f –1;

– используя определение или свойства преобразования f, выявить

условия, связывающие точки М′ и М;

– учитывая полученные условия, сделать вывод о характере пре-

образования f –1.

2.8.

Чтобы доказать, что j=-1f , где φ – известное преобразование,

достаточно установить, что ef =oj  или ef =jo , где e – тождест-

венное преобразование.

2.9.1.

Чтобы доказать, что некоторое преобразование плоскости являет-

ся движением, достаточно взять произвольные точки A и B, найти их

образы A′ и B′ и установить,  что A′B′=АВ (расстояние A′B′ равно рас-

стоянию АВ).

2.9.2.

Чтобы доказать, что преобразование плоскости, заданное в орто-

нормированном репере формулами x′= а1x+ b1y+ c1, y′= а2x+ b2y+ c2,
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есть движение, достаточно доказать, что матрица ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

22

11

ba
ba

 является

ортогональной.

2.10.

Чтобы определить вид некоторого движения, достаточно:

– определить его род;

– выявить его инвариантные точки;

– сопоставляя род движения с количеством его инвари-

антных точек, сделать соответствующий вывод.

2.11.

Чтобы определить вид композиции foj  движений f и φ, доста-

точно:

– представить эти движения в виде композиции осевых симмет-

рий, оси которых следует выбрать подходящим образом;

– представить преобразование foj  в виде композиции осевых

симметрий;

– выявляя характер отдельных фрагментов в полученной компо-

зиции осевых симметрий, определить вид преобразования foj .

2.12.1.

Чтобы доказать, что преобразование плоскости является подоби-

ем с коэффициентом k, достаточно взять произвольные точки A и B,

найти их образы A′ и B′ и установить, что A′B′ = k·АВ.

2.12.2.

Чтобы доказать, что преобразование, заданное в ортонормиро-

ванном репере формулами x′=а1x+b1y+c1, y′=а2x+b2y+c2, есть подобие

с коэффициентом k, достаточно установить, что выполняются условия
22

2
2

1
2
2

2
1 kbbaa =+=+ , а1b1+a2b2=0.
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2.13.

Чтобы определить вид преобразования подобия, отличного от

движения, надо определить род данного преобразования f.

Если f – подобие второго рода, то f – центрально-подобная сим-

метрия.

Если f – подобие первого рода, то необходимо:

– найти инвариантную точку M0;

– найти образ M′ какой-либо точки M, отличной от M0;

– выяснить, коллинеарны ли векторы MM 0  и MM ¢0 .

Если эти векторы не коллинеарны, то f – центрально-подобное

вращение; в противном случае f – гомотетия.

2.14.1.

Чтобы доказать, что некоторое преобразование плоскости являет-

ся аффинным, достаточно:

– взять произвольные коллинеарные точки и доказать, что их об-

разы – коллинеарные точки;

– взять произвольные коллинеарные точки A, B, C, найти их обра-

зы A′, B′, C′ и установить, что ),(),( CABСBA =¢¢¢ .

2.14.2.

Чтобы доказать, что некоторое преобразование плоскости являет-

ся аффинным, достаточно установить, что оно в некотором аффинном

репере задается формулами вида x′=а1x+b1y+c1, y′=а2x+b2y+c2.

2.15.1.

Чтобы определить вид некоторого аффинного преобразования,

достаточно:

– найти его инвариантные направления;

– найти инвариантные точки;

– сопоставляя полученные результаты, сделать вывод.
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2.15.2.

Чтобы определить вид некоторого движения f (подобия f, аффинного

преобразования f), достаточно подобрать такое движение φ (подобие φ,

аффинное преобразование φ) известного вида, которое вместе с f одина-

ково действует на вершины некоторого треугольника (см. также п. 6.4).

2.16.

Чтобы доказать, что аффинное преобразование f является пер-

спективно-аффинным преобразованием первого типа (т.е. косым сжа-

тием), достаточно установить, что:

– преобразование f имеет прямую a инвариантных точек;

– для некоторой точки M, не принадлежащей прямой a, прямые

MM′ и a не параллельны, где M′ = f(M).

2.17.

Чтобы доказать, что аффинное преобразование f является пер-

спективно-аффинным преобразованием второго типа (т.е. сдвигом),

достаточно установить, что:

– преобразование f имеет прямую a инвариантных точек;

– для некоторой точки M, не принадлежащей прямой a, прямые

MM′ и a параллельны, где M′ = f(M).
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§ 3. Приемы отыскания образа точки

3.1.

3.2.

Если точка C делит отрезок АВ в отношении m:n и при некотором

движении (подобии, аффинном преобразовании) точки A и B перехо-

дят в точки А1 и В1, то точка C переходит при этом в такую точку С1,

которая делит отрезок А1В1 в отношении m:n.

В частности, середина C отрезка AB переходит при каждом из

этих отображений в середину С1 отрезка А1В1.

3.3.

Если точка A принадлежит лучу h с началом O, точка A1 – лучу h1

с началом O1, AO=A1O1 и при некотором движении 1OO ® , 1hh ® , то

при этом точка A переходит в точку A1.
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3.4.

Если при некотором преобразовании плоскости фигуры Ф1 и Ф2

переходят соответственно в фигуры Ф′1 и Ф′2, то общие точки фигур

Ф1 и Ф2 переходят в общие точки фигур Ф′1 и Ф′2.

§ 4. Приемы отыскания формул
  преобразования плоскости

4.1.

Чтобы найти формулы некоторого отображения плоскости в себя

(в данной системе координат), достаточно:

– взять произвольную точку М(x; y) и рассмотреть ее образ – точ-

ку М′(x′; y′);

– используя определение данного отображения или его свойства,

установить связь между координатами точек М и М′;

– из полученных соотношений выразить x′ и y′ через x и y.

4.2.

Чтобы найти формулы композиции foj , достаточно:

– взять произвольную точку M(x; y), рассмотреть ее образ при

отображении f – точку М1(х1; у1) – и установить связь между коорди-

натами этих точек;

– рассмотреть образ точки М1 при отображении φ – точку

М′(x′; y′) – и установить связь между координатами этих точек;

– выразить координаты точки М′ через координаты точки М.
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4.3.

Чтобы найти формулы преобразования f –1, достаточно:

– взять произвольную точку М(x; y) и рассмотреть ее образ при

отображении f –1 – точку М′(x′; y′);

– используя формулы, определение или свойства отображения f ,

установить связь между координатами этих точек;

– выразить координаты точки М′ через координаты точки М.

4.4.

Чтобы составить формулы аффинного преобразования (в частно-

сти, движения или подобия), заданного тремя парами соответствую-

щих точек ( 1AA® , 1BB ® , 1CC ® ), достаточно:

– подставить (поочередно) в формулы x′= а1x+b1y+c1,

y′=а2x+b2y+c2 координаты точек A и A′, B и B′, C и C′;

– найти из полученных равенств коэффициенты a1, b1, c1, a2, b2,

c2 и записать искомые формулы.

4.5.

Чтобы составить формулы движения (подобия, аффинного пре-

образования), переводящего репер R в репер R′, достаточно:

– составить формулы перехода от репера R к реперу R′;

– заменить в этих формулах x на x′, y на y′ и наоборот.

§ 5. Приемы отыскания образа фигуры
 при заданном преобразовании

5.1.

Чтобы доказать, что при некотором преобразовании фигура Ф пе-
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реходит в фигуру Ф′ (фигура Ф отображается на фигуру Ф′, фигура Ф

преобразуется в фигуру Ф′ ), достаточно:

– взять произвольную точку М фигуры Ф и доказать, что ее образ

принадлежит фигуре Ф′;

– взять произвольную точку М′ фигуры Ф′ и доказать, что ее про-

образ принадлежит фигуре Ф.

5.1-а.

Чтобы найти образ фигуры Ф при некотором преобразовании,
достаточно:

– наметить предполагаемый искомый образ Ф′ фигуры Ф;

– взять произвольную точку M фигуры Ф и доказать,  что ее об-

раз принадлежит фигуре Ф′;

– взять произвольную точку М′ фигуры Ф′,  допустить,  что ее

прообраз M не принадлежит фигуре Ф, и вывести из этого предполо-

жения противоречие.

5.2.

Пусть f – инволютивное преобразование плоскости. Чтобы дока-

зать, что преобразование f отображает фигуру Ф на себя, достаточно

взять произвольную точку M фигуры Ф и установить, что ее образ

принадлежит этой фигуре .

5.3.

Чтобы найти образ фигуры Ф при некотором преобразовании

плоскости f, достаточно:

– ввести на плоскости систему координат;

– составить уравнение фигуры Ф;

– найти формулы преобразования f;

– используя эти формулы, выразить x, y через x′, y′;

– подставить полученные выражения в уравнение фигуры Ф и тем

самым получить уравнение ее образа Ф′;

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



292

– сделать вывод о фигуре Ф′ по ее уравнению.

5.4.

Чтобы найти образ Ф′ фигуры Ф при некотором преобразовании,

достаточно:

– выявить «опорные» точки фигуры Ф;

– найти их образы при данном преобразовании (т.е. найти «опор-

ные» точки фигуры Ф′);

– сделать вывод о фигуре Ф′.

5.5.

Пусть фигура Ф задана в репере R уравнением F(x; y)=0.

Чтобы найти образ Ф′ фигуры Ф при аффинном преобразовании f

(преобразовании, заданном в репере R линейными формулами), доста-

точно:

– найти репер R′ – образ репера R при отображении f;

– составить уравнение F(x; y)=0 фигуры Ф′ в репере R′,

– сделать вывод о фигуре Ф′; в случае затруднений перейти от

репера R′ к более удобному реперу R1 и составить уравнение фигуры

Ф′ в репере R1.

§ 6. Приемы доказательства равенства
(совпадения) двух преобразований

6.1.

Чтобы доказать, что преобразования f и φ плоскости совпадают,

достаточно убедиться, что они в некотором аффинном репере задают-
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ся одинаковыми формулами.

6.2.

Чтобы доказать, что преобразования f и φ плоскости (некоторого

множества) совпадают, достаточно установить, что для любой точки

М (для любого элемента М) выполняется равенство f(M)= φ (M).

6.3.1.

Чтобы доказать, что движения f и φ совпадают, достаточно уста-

новить, что они одинаково действуют на один и тот же ортонормиро-

ванный репер (на один и тот же флаг).

6.3.2.

Чтобы доказать, что подобия f и φ совпадают, достаточно устано-

вить, что они одинаково действуют на один и тот же ортонормиро-

ванный репер.

6.3.3.

Чтобы доказать, что аффинные преобразования f и φ совпадают,

достаточно установить, что они одинаково действуют на один и тот

же аффинный репер.

6.4.

Чтобы доказать, что движения f и φ (подобия f и φ; аффинные

преобразования f и φ) совпадают, достаточно установить, что они пе-

реводят вершины A, B, C треугольника ABC соответственно в верши-

ны A1, B1, C1 треугольника A1B1C1 (одинаково действуют на вершины

одного и того же треугольника).
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§ 7. Приемы доказательства равенства
(подобия, аффинной эквивалентности)
двух фигур

7.1.

7.2.

Чтобы доказать, что фигура Ф равна (конгруэнтна) фигуре Ф1,

достаточно:

– установить, что при этом движении фигура Ф отображается на

фигуру Ф1.

7.3.
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Чтобы доказать, что фигуры Ф и Ф′ подобны (аффинно-эквива-

лентны), достаточно установить, что фигура Ф гомотетична (аффинно-

эквивалентна) некоторой фигуре Ф1, а фигура Ф1 равна фигуре Ф′.

В частности, чтобы доказать, что фигуры Ф и Ф′ подобны, доста-

точно установить, что они гомотетичны.

7.4.

Чтобы доказать, что фигуры Ф и Ф′ аффинно-эквивалентны, дос-

таточно:

– выделить аффинные реперы R и R′ (треугольники ABC и A′B′C′),

связанные подходящим образом с фигурами Ф и Ф′;

– рассмотреть аффинное преобразование, переводящее репер R в

репер R′ (треугольник ABC в треугольник A′B′C′);

– установить, что при этом аффинном преобразовании фигура Ф

отображается на фигуру Ф′.

§ 8. Метод геометрических
 преобразований решения задач
 на вычисление и доказательство

8.1. Вспомогательные построения

Отдельные фрагменты исходной геометрической ситуации под-

вергаются некоторому преобразованию, в результате чего получается

вспомогательная фигура, более удобная для решения поставленной

задачи.

8.2. Переформулирование цели задачи

Цель задачи переформулируется на языке геометрических пре-

образований, в результате чего исходная задача сводится, в конечном
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счете, к отысканию образа фигуры или образа точки при заданном

преобразовании.

8.2.1.

Чтобы доказать, что отрезок AB равен отрезку CD, достаточно ус-

тановить, что при некотором движении отрезок AB отображается на

отрезок CD.

8.2.2.

Чтобы доказать, что угол между прямыми a и b равен φ, где

°£<° 900 j , достаточно установить, что при повороте (центрально-

подобном вращении) вокруг некоторого центра на угол φ или 180°– φ

прямая a отображается на прямую b.

В частности, чтобы доказать, что прямые a и b взаимно перпен-

дикулярны, достаточно установить, что ba ®  при повороте (цен-

трально-подобном вращении) вокруг некоторого центра на угол 90°

или –90°.

8.2.3.

Чтобы доказать, что треугольник ABC – правильный, достаточно

установить, что при повороте °120
OR  или °-120

OR BA® , CB ® , AC ® .

8.2.4.

Чтобы доказать, что четырехугольник ABCD – параллелограмм с

центром O, достаточно установить, что при центральной симметрии

ZO CA® , DB ® .

8.2.5.

Чтобы доказать, что четырехугольник ABCD – квадрат с центром

O, достаточно установить, что при повороте °90
OR  или °-90

OR BA® ,
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CB ® , DC ® , AD ® .

8.2.6.

Чтобы доказать, что точка пересечения прямых a и b принадле-

жит прямой c, достаточно показать, что при осевой симметрии с осью

c (при косом сжатии с осью c; при сдвиге с осью c) прямая a отобра-

жается на прямую b.

8.2.7.

Чтобы доказать, что угол ABC (треугольник ABC) равен углу

A1B1C1 (треугольнику A1B1C1), достаточно установить, что существует

движение, при котором первый угол (треугольник) отображается на

второй.

8.2.8.

Чтобы доказать, что угол AOB равен φ, где °<<° 1800 j , доста-

точно установить, что при повороте j
OR  или j-

OR BA® .

8.2.9.1.

Чтобы доказать, что отрезок AB равен и параллелен отрезку CD,

достаточно доказать, что при переносе pTr  или при центральной сим-

метрии ZO первый отрезок отображается на второй (предполагается,

что векторы pr  и AB  не коллинеарны, а точка O не принадлежит пря-

мой AB).

8.2.9.2.

Чтобы доказать, что отрезок AB равен и параллелен отрезку CD,

достаточно установить, что при переносе на вектор CD  точка A пере-

ходит в точку B (предполагается, что точки A, B, C, D не лежат на од-
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ной прямой).

8.2.10.

Чтобы доказать, что отрезок AB делится точкой O пополам, дос-

таточно показать, что при центральной симметрии ZO BA® .

8.2.11.

Чтобы доказать, что отрезок AB перпендикулярен прямой a и де-

лится ею пополам, достаточно показать, что при осевой симметрии Sa

BA® .

8.2.12.

Чтобы доказать, что точки A, B, C коллинеарны, достаточно уста-

новить, что при гомотетии k
AH CB ®  (или при гомотетии k

BH CA®

и т. п.).

8.2.13.1.

Чтобы доказать, что прямые a и b параллельны, достаточно уста-

новить, что при некоторой гомотетии k
OH  (при центральной симмет-

рии ZO, при переносе pTr ) прямая a отображается на прямую b (пред-

полагается, что aOÏ , вектор pr  не параллелен прямой a).

8.2.13.2.

Чтобы доказать, что прямые a и b параллельны, достаточно уста-

новить, что при некотором косом сжатии с осью c прямая a, парал-

лельная прямой c, отображается на прямую b.

8.2.14.

Чтобы доказать, что прямые AA1, BB1, CC1, … проходят через
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точку O, достаточно установить, что при гомотетии k
OH 1AA® ,

1BB ® , 1CC ® , ….

8.2.15.

Чтобы доказать, что фигура F является параллелограммом (ром-

бом, прямоугольником), достаточно установить, что F есть образ не-

которого параллелограмма (ромба, прямоугольника) при некотором

преобразовании подобия.

8.2.16.

Чтобы доказать, что линии L1, L2, L3, … пересекаются в одной

точке, достаточно установить, что они являются образами или прооб-

разами некоторых линий L′1, L′2, L′3, … , пересекающихся в одной

точке.

8.2.17.

Чтобы доказать, что отрезок AB параллелен прямой b и делится

прямой a в отношении m:n, достаточно установить, что точка A пере-

ходит в точку B при косом сжатии, которое задано осью a, направле-

нием b и коэффициентом, равным
m
n

- .

8.2.18.

Чтобы доказать, что площади фигур Ф′ и Ф относятся как m:n,

достаточно установить, что фигура Ф отображается на фигуру Ф′ при

некотором аффинном преобразовании, для которого коэффициент ис-

кажения площадей равен
n
m .

8.2.19.
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Чтобы доказать, что отрезок AB параллелен прямой с, достаточно

установить, что при некотором сдвиге с осью c точка A переходит в

точку B.

8.3. Перенос на данную фигуру свойств
аффинно-эквивалентной ей фигуры

Чтобы доказать, что фигура F обладает некоторым аффинным

свойством α, достаточно:

– рассмотреть вспомогательную (более удобную) фигуру F0, аф-

финно-эквивалентную фигуре F;

– установить, что фигура F0 обладает свойством α;

– перенести свойство α на фигуру F, учитывая свойства аффин-

ных преобразований.

§ 9. Метод геометрических
преобразований решения задач
на построение

9.1. Сближение элементов искомой фигуры
В процессе анализа отдельные линейные элементы искомой фи-

гуры подвергаются некоторому преобразованию с целью получить та-

кой вспомогательный треугольник, который можно было бы легко по-

строить и располагая которым можно построить искомую фигуру.

9.2. Построение точки пересечения фигуры
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 и образа фигуры

Прием используется в задачах, где требуется построить такие точки

X и Y, которые принадлежат данным линиям Ф1 и Ф2 соответственно.

В процессе анализа одна из данных линий, например Ф1, подвер-

гается такому преобразованию, при котором точка Х переходит в точ-

ку Y. После этого устанавливается, что вторая искомая точка – точка Y

– является общей точкой линии Ф2 и образа линии Ф1 при вышеупо-

мянутом преобразовании. Это обстоятельство позволяет построить

точку Y, а затем – точку X.

9.3. Пополнение множества известных точек
В процессе анализа некоторые из данных точек вместе с содер-

жащими их линейными элементами искомой фигуры подвергаются

некоторому преобразованию, в результате чего набор известных точек

пополняется, что и позволяет построить искомую фигуру.

9.4. Построение прообраза искомой фигуры
Вначале строится вспомогательная фигура, которая обладает не-

которыми свойствами из числа требуемых (т.е. из числа тех свойств,

которыми должна обладать искомая фигура); затем вспомогательная

фигура переводится в искомую фигуру посредством некоторого пре-

образования.

9.4-а. Прием (метод) подобия
Вначале строится вспомогательная фигура Ф1, которая подобна

искомой фигуре Ф и обладает некоторыми свойствами из числа тре-

буемых. Затем фигура Ф1 подвергается такому преобразованию подо-

бия, при котором ФФ ®1 .

9.5. Прием спрямления
Используется в задачах, где требуется построить ломаную, обла-
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дающую неким экстремальным свойством. В процессе анализа от-

дельные звенья этой ломаной подвергаются некоторому преобразова-

нию (чаще – осевой симметрии); в результате происходит «распрям-

ление» этой ломаной, что и позволяет отыскать способ ее построения.

§ 10. Приемы построения графиков
функций и уравнений

10.1.

Чтобы построить график функции y=f(x)+b, достаточно построить

график функции y=f(x) и подвергнуть этот график параллельному пе-

реносу на вектор );0( bpr .

10.2.

Чтобы построить график функции y=f(x–a), достаточно построить

график функции y=f(x) и подвергнуть этот график параллельному пе-

реносу на вектор )0;(apr .

10.3.

Чтобы построить график уравнения F(x–a; y–b)=0, достаточно по-

строить график уравнения F(x; y)=0 и подвергнуть этот график парал-

лельному переносу на вектор );( bapr .

10.4.

Чтобы построить график функции y = –f(x), достаточно построить

график функции y=f(x) и подвергнуть этот график осевой симметрии с

осью Ox.

10.5.
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Чтобы построить график функции y=f(–x), достаточно построить

график функции y=f(x) и подвергнуть этот график осевой симметрии с

осью Oy.

10.6.

Чтобы построить график функции y=k·f(x), где k>0, достаточно

построить график функции y=f(x) и подвергнуть этот график сжатию к

оси Ox (вдоль оси Oy) с коэффициентом, равным k.

10.7.

Чтобы построить график функции ÷
ø
ö

ç
è
æ=

k
xfy , где k>0, достаточно

построить график функции y=f(x) и подвергнуть этот график сжатию к

оси Oy (вдоль оси Ox) с коэффициентом, равным k.

§ 11. Прием отыскания инвариантных
направлений аффинного
преобразования

Чтобы найти инвариантные направления преобразования

î
í
ì

++=¢
++=¢

222

111

cybxay
cybxax

 , достаточно:

– составить характеристическое уравнение 0
22

11 =
-

-
l

l
ba

ba
;

– найти действительные корни этого уравнения (собственные

значения преобразования), если таковых нет, то инвариантные на-

правления отсутствуют;
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– для каждого собственного значения λ0 составить систему вида

î
í
ì

=×-+
=+×-

0)(
0)(

022

101

ybxa
ybxa

l
l

;

– найти ненулевые решения (x0; y0) этой системы.

Каждый вектор );( 00 yxpr  задает инвариантное направление дан-

ного преобразования.

§ 12. Прием распознавания группы
преобразований

Чтобы доказать, что множество M некоторых преобразований

плоскости является группой (подгруппой группы всех преобразований

плоскости), достаточно:

– взять произвольные преобразования f и φ из M и доказать,  что

их композиция foj  также принадлежит множеству M;

– взять произвольное преобразование f из M и доказать, что пре-

образование f –1 также принадлежит множеству M.

Если хотя бы одно из этих требований не выполняется, то множе-

ство M не является группой.
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Ответы и указания

4. Каждому элементу множества A поставлен в соответствие

определенный (единственный) элемент множества B.

5. На рис. 2 не каждому элементу множества A поставлен в со-

ответствие элемент множества B. На рис. 3 элементу 2 множества A

поставлены в соответствие два элемента множества B.

6. а) не верно; б) верно; в)  верно.

7. Образы точек A, B, C: A′(3; –1), B′(2; –4), C′(0; 0).

Прообразы точек A, B, C: A1(1,5; –0,5), B1(1; –2), C1(0; 0).

8.  а) { }ca; ; { }ca; ; { }da; , { }d ;

            б) { }2 , { }5,4,3,2,1 , { }5,4,3,2,1 ;

 в) { }3;1 , Ø, { }2 , { }5;4 ;
          г) { }dca ;; . 

9. а) [0; 4]; б) [–1; 1]; в) [0; +∞).

10. а) [0; 1]; б) { }Znn Î/p ; в) [–1; 1].

14. б) См. ответы в п.п. 2.1., 2.2., 2.3.1. «Сводки».

15. Сюръекция, но не инъекция.

16. Инъекция, но не сюръекция.

17. Биекция.

19. Примените приемы 2.3.1., 2.1., 2.2.

20. См. прием 2.3.2.

22. См. приемы 2.3.1. и 2.3.2.

23. Возьмите произвольную точку M(a; b) и докажите, что она

имеет единственный прообраз.

24. Примените прием 2.3.2.

25. См. прием 2.4.

26. а) нет; б) да; в) да.

28. См. прием 3.1.
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30. D; C.

31. а) A; б) C.

32. Примените прием 2.4.

33. Два переноса: x′=x+3, y′=y–1 и
5

13
-=¢ xx ,

5
9

+=¢ yy . Обо-

значьте );( bapr  и переведите условия задачи на координатный язык.

35. См. прием 3.1.

37. а) С; б) A; в) С, A, В; г) В, С, A.

39. Примените прием 2.4.

40. Примените прием 6.1.

41.
17
24

17
15

17
8

++=¢ yxx ,
17
6

17
8

17
15

++-=¢ yxy ; ÷
ø
ö

ç
è
æ¢

17
6;

17
24O . Обо-

значьте S(x0; y0) и переведите условия задачи на координатный язык.

43. См. прием 3.1.

46. Примените прием 3.1.

47. Центральная симметрия ZO есть поворот °180
OR  (или °-180

OR ).

48. x′= –x, y′= –y. Примените прием 4.1.

49. x′= –x+2x0, y′= –y+2y0. Примените прием 4.1.

50. Примените прием 2.4.

51. Примените прием 6.1.

52. M(–2; 1). Обозначьте M(x; y) и переведите условия задачи на

координатный язык.

53. x′= –x+1, y′= –y+9. Обозначьте S(x0; y0), A′(x; y) и переведите

условия задачи на координатный язык.

55.  См. прием 3.1. 

58. Примените прием 3.1.; докажите, что OK=OM и pMOK=180°.

59. A(1; 0), ÷
ø
ö

ç
è
æ-

5
4;

5
3B . Обозначьте A(x; 0), B (x′; y′) и переведите

условия задачи на координатный язык.
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60. Примените прием 2.4.

61. Ось искомой осевой симметрии проходит через середину от-

резка MM′ и перпендикулярна ему. Искомые формулы:

5
14

5
4

5
3

+-=¢ yxx ,
5
28

5
3

5
4

+--=¢ yxy .

62. x′=x, y′= –y (x′= –x, y′=y). Примените прием 4.1.
63. Примените прием 6.1.
65. См. прием 3.1.
67. а) D, A; б) C, B; в) A, D; г) B, C. Примените прием 3.1.

68. Гомотетия 1-
OH  есть центральная симметрия ZO; гомотетия

1
OH  есть тождественное преобразование (e).

69. Воспользуйтесь формулой OAOBAB -=  и определением
гомотетии.

70. а) x′=kx, y′=ky; б) x′=kx+x0–kx0, y′=ky+y0–ky0. Примените прием 4.1.
71. Примените прием 2.4.
72. Примените прием 6.1.
73. S(13; 8), x′=2x–13, y′=2y–8. Обозначьте S(x0; y0) и переведите ус-

ловие задачи на координатный язык, используя определение гомотетии.
74. A(3; 1). Обозначьте A(x; y), A′(x′; y′) и переведите условия за-

дачи на координатный язык.
75. Примените прием 5.2.
76. Примените прием 5.1.
77. Воспользуйтесь результатом упр. 76.
78. Примените прием 5.1.
79. Указания по выбору системы координат:
а) ось Ox – данная прямая;
б) начало координат – центр окружности;
в) система координат выбирается произвольно;
г) начало координат – точка O;
д) ось Ox – прямая a;
е) начало координат – точка O.
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80. Примените приемы 2.3.1., 2.1., 2.2.

81. Примените прием 4.2. 22,23: ++=¢+=¢ yxyxxf jo ;

234,: ++=¢=¢ yxyxxfoj ; 223,135: ++=¢++=¢ yxyyxxff o .

82. Составьте формулы гомотетий, а затем примените прием 4.2.

x′ = x+2,
3
4

-=¢ yy  (перенос на вектор ÷
ø
ö

ç
è
æ -

3
4;2pr ).

83. Первый способ – прием 2.6.; второй способ – прием 4.2.

84 – 85. Примените прием 2.6.

86. Примените прием 2.4.

87. Примените прием 6.1.

88. Воспользуйтесь формулами скользящей симметрии.

89.
5

12
5
4

5
3

+-=¢ yxx ,
5
1

5
3

5
4

---=¢ yxy . Предварительно со-

ставьте формулы преобразований Sa и pTr .

90. x–y+1=0. Воспользуйтесь результатом упр. 88.

91. Ось a: x=0. ( )2;0 -pr .

Формулы: x′ = –x, y′ = y–2. Воспользуйтесь результатом упр. 88,

определением скользящей симметрии и приемом 4.2.

92. Введите на плоскости систему координат и составьте форму-

лы указанных композиций.

93 – 94. Примените прием 6.2.

95. Воспользуйтесь результатом упр. 94 или примените прием 6.2.

96. Воспользуйтесь результатами упр. 83 – 84.

97. а)
AB

T  (см. упр. 83 – 84); б) скользящая симметрия ACAB
ST o ;

в)
p

T , где ABp 2=
r  (см. пример 2 в § 4 и упр. 84); г) скользящая сим-

метрия ABp
ST o , где ABp 2=

r ; д) ZB, где точка B определяется равенст-

вом pAB r

2
1

=  (см.  упр.  85);  е) ZD, где точка D определяется равенст-

вом BACD =  (см. упр. 84 – 85).
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98. Воспользуйтесь результатами упр. 92, 95, 93, 83.

99. Примените прием 6.2.

100. Примените прием 2.7. или прием 2.5.2.

101. Примените прием 6.2.

102. ( ) aa SS =-1 ; ( ) OO ZZ =-1 .

103. а) Умножьте обе части исходного равенства на 1
2

1
3

-- ff o

справа.

б) Умножьте обе части исходного равенства на 1
3
-f  справа, а за-

тем – на 1
1
-f  слева.

в) Умножьте обе части исходного равенства на 1
1

1
2

-- ff o  слева.

г) Воспользуйтесь результатом примера 1 в § 5.

104. Умножьте обе части исходного равенства на f –1 слева (на φ –1

справа). Прием, основанный на этом результате, см. в п. 2.8 «Сводки».

105 – 106. Примените прием 2.8.

107. Воспользуйтесь результатом примера 1 (§ 5).

108. Воспользуйтесь результатом примера 1 (§ 5) и упр. 92.

109.
5
2

5
4

5
3

-+=¢ yxx ,
5

11
5
3

5
4

--=¢ yxy  (прием 4.3).

110. Примените прием 4.3.

111. а) M(1; 1); б) прямая инвариантных точек: x+y–1=0; в) инва-

риантных точек нет; г) инвариантных точек нет.

112. См. табл. 1.

113. Примените приемы 2.4. и 2.9.1.

115 – 117. Примените прием 2.9.1. В упр. 115 см. также п. 2.3.2.

118. Используйте формулы гомотетии или ее основное свойство

(упр. 69).

119 – 120. Используйте свойства движений.
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122 – 126. Используйте свойства движений и прием 5.4.

127. Примените метод доказательства от противного или исполь-

зуйте свойства движений.

128. Воспользуйтесь результатом упр. 127.

129 – 130. Пусть O – середина отрезка AB, где caA Ç= , cbB Ç= .

Искомыми являются перенос на вектор AB  и центральная симметрия ZO.

131. Пусть A и B – основания перпендикуляров, опущенных из точ-

ки O на прямые a и b. Искомым является поворот a
OR , где α =ÐAOB.

132. Пусть AA1||a, A1Îb и O – середина отрезка AA1.  Искомой яв-

ляется осевая симметрия, ось которой проходит через точку O и пер-

пендикулярна AA1.

133. Пусть O1AÖa, O2A||a, O – середина отрезка O1O2. Искомая

скользящая симметрия определяется вектором 2AO  и осью, которая

проходит через точку O и параллельна прямой a.

134 – 135. Примените приемы 3.2. и 5.4.

136. Используйте свойства движений и прием 3.4. или 3.3.

137. Примените приемы 3.2. и 3.4. В п. б) используйте результат

упр. 120.

138. Примените прием 3.4. и используйте результат упр. 112 (табл. 1).

139. Примените прием 3.4. и используйте результат упр. 76.

140. Примените приемы 3.2. и 3.4.

143-144. Воспользуйтесь следствием 2 теоремы о подвижности

плоскости.

145-147. Примените прием 6.4.

148. Воспользуйтесь приемом 4.5.

149. В случаях а) и б) искомое движение не существует, т.к. ре-

пер R′ не является ортонормированным. Формулы искомого движения

в случае в): yxx
2
2

2
2

-=¢ , 1
2
2

2
2

-+=¢ yxy .
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150. В случае (a) воспользуйтесь результатом примера 2 в § 9 и

приемом 4.4.

а) x′= y+2, y′= –x+1; б) не существует, т.к., например, BAAB ¢¢¹ .

151. Воспользуйтесь следствием 3 в § 11.

152-153. Примените определения движений первого и второго рода.

154. Примените прием 2.9.2 и следствие 3 §11.

155. 2+=¢ xx , yy -=¢ . Воспользуйтесь теоремой 4.

156. f1 – поворот; f2 – скользящая симметрия; f3 – осевая симмет-

рия; f4 – поворот (центральная симметрия); f5 – перенос. Примените

прием 2.10.

157. См. прием 7.1.

158. Если ω1(O1; R), ω2(O2; R) – данные окружности, то искомым

движением является, например, перенос на вектор 21OO .

159. Пусть AB и A1B1 – отрезки одинаковой длины. Рассмотрите фла-

ги (A, h, σ) и (A1, h1, σ1), где h – луч AB, h1 – луч A1B1, и воспользуйтесь

приемом 7.1., следствием 3 теоремы 1 и следствием свойства 7° из § 7.

160. Пусть AOB и A1O1B1 – углы одинаковой градусной или ради-

анной меры. Рассмотрите флаги (O, h, σ) и (O1, h1, σ1), где h и h1 – лучи

OA и O1A1, σ и σ1 – полуплоскости, определяемые прямыми AO, A1O1 и

точками B, B1 соответственно. Далее воспользуйтесь приемом 7.1.,

следствием 3 теоремы 1 и следствием свойства 7° из § 7.

161. Воспользуйтесь свойствами движений.

162. Примените прием 7.1. Воспользуйтесь результатами упр.

116 – 117.

163 – 167. Примените прием 7.2.

168. Пусть f – движение, переводящее треугольник ABC в тре-

угольник A1B1C1. Докажите, что f – осевая симметрия. Воспользуйтесь

далее результатом примера 4 в § 8.
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169. Пусть f – движение, переводящее треугольник ABC в тре-

угольник A1B1C1. Докажите, что f – поворот.

170. jcos222 ×-+- abbac . Подвергните сторону AB переносу

на вектор BC .

171. 3a . Подвергните сторону AB переносу на вектор BC .

172. Рассмотрите поворот вокруг точки A на угол 90°.

173. Пусть MA – наибольший отрезок. Рассмотрите поворот во-

круг точки A, переводящий точку B в точку C.

174. Рассмотрите поворот вокруг точки C, переводящий точку A в

точку B.

175. Рассмотрите центральную симметрию ZO, где O – середина

той стороны, к которой проведена медиана.

176. Предварительно докажите лемму: если точка X лежит внутри

треугольника ABC, то AC+BC>AX+BX. Далее рассмотрите централь-

ную симметрию ZO, где O – середина отрезка BC.

177. Рассмотрите осевую симметрию Sa, где a – прямая, содержа-

щая основание треугольника.

178. Докажите, что точки C1 и D1, симметричные точкам C и D

относительно прямой AB, принадлежат окружности. Установите, что

ÐC1OD, где O – центр окружности, равен 90°.

179. Пусть АВ – общее основание данных треугольников. Не нару-

шая общности, можно считать, что третьи вершины треугольников лежат

по одну сторону от прямой АВ на некоторой прямой а. Сравните пери-

метры равнобедренного треугольника АВС и произвольного треугольника

АВХ с вершинами С и Х на прямой а, используя точку )(а1 АSА = .

180. См. приемы 8.2.4. – 8.2.11.

181. Примените прием 8.2.10.
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182 –183. Примените прием 8.2.1.

184 – 185. Примените приемы 8.2.1., 8.2.2.

186. Примените прием 8.2.7.

187. Примените прием 8.2.9.1.

188. Пусть данный шестиугольник ABCDEF описан около ок-

ружности с центром O. Докажите, что при центральной симметрии ZO

DA ® , EB ® , FC ® .

189. Примените приемы 8.2.1. и 8.2.11.

190. Примените прием 8.2.9.2.

191. Примените приемы 8.2.9.1., 8.2.7 и 8.2.10.

192. Примените приемы 8.2.7. и 8.2.11.

193. Примените приемы 8.2.1., 8.2.2. и 8.2.8.

194. Примените прием 8.2.9.2.

195. Примените прием 8.2.2.

196. Примените приемы 8.2.6. и 8.2.11.

197. Примените прием 8.2.6.

198. Примените приемы 8.2.11 и 8.2.1.

199. Примените приемы 8.2.1. и 8.2.2.

200. Докажите, что AOÖBC; примените прием 8.2.2.

201. Докажите, что отрезки AB и MP перпендикулярны биссек-

трисе данного угла, используя прием 8.2.11.

202-204. Примените прием 8.2.5.

205-206. Примените прием 8.2.3.

207. Примените прием 8.2.4.

208. Примените прием 8.2.16.

209-218. Пусть ABCD – искомая трапеция (BC – меньшее ее осно-

вание). Рассмотрите образ стороны AB или диагонали BD при перено-

се на вектор BC .
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В задачах № 211, 216 используйте геометрическое место точек, из

которых данный отрезок виден под данным (известным) углом – пара

дуг, «вмещающих» данный угол.

219 – 221. Пусть ABCD – искомый четырехугольник. Рассмотрите

образ стороны AB при переносе на вектор BC .

222. Перенесите сторону AB на вектор BC , а затем – диагональ

AC на вектор AB .

Используйте геометрическое место точек (г.м.т.), из которых

данный отрезок виден под данным (известным) углом.

223. Рассмотрите образы точки D и сторон AD и CD при осевой

симметрии с осью AC.

224. Рассмотрите перенос на вектор AB .

225. Рассмотрите центральную симметрию ZO.

226. Рассмотрите поворот вокруг точки C на угол 90° (или –90°).

227. Рассмотрите осевую симметрию с осью a.

228. Рассмотрите центральную симметрию ZO.

229. Рассмотрите поворот вокруг точки M на угол 60° (или –60°).

230. Рассмотрите центральную симметрию ZA.

231. Рассмотрите центральную симметрию ZO.

232. Рассмотрите поворот вокруг точки O на угол 120° (или –120°).

233. Рассмотрите центральную симметрию ZO.

234 – 235. Рассмотрите осевую симметрию Sa.

236. Рассмотрите осевые симметрии Sa и Sb.

237. Постройте вспомогательный треугольник с вершинами на

прямых a, b, c, используя прием 9.2., а затем примените перенос.

238. Постройте вспомогательный треугольник с двумя вершинами

на прямых a и b и со стороной, равной p, а затем примените перенос.

239. См. указание к упр. 237.
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240. Постройте вспомогательный треугольник с вершиной в центре

окружности и центроидом на окружности, а затем примените поворот.

241. Постройте вспомогательный треугольник, вписанный в ок-

ружность, а затем примените поворот.

242. Постройте вспомогательный треугольник с двумя вершинами на

данных окружностях и со стороной, равной p, а затем примените поворот.

243. Рассмотрите точку B1, симметричную точке B относительно

прямой a.

244 – 245. Рассмотрите образ точки A при переносе на вектор XY ,

а затем сведите данную задачу к задаче 243.

246. Рассмотрите точки M1=SBC(M), M2=SCD(M1), M3=SAD(M2).

247. Рассмотрите точки O1=SAB(O), O2=SBC(O1), O3=SAC(O2).

248. См. указание к задаче 243.

249. П. п. е) и ж): выделите полные квадраты.

     П. з): преобразуйте уравнение к виду ( ) ( )0
2

0 xxkyy -×=- .

     П. к): выделите целую часть дроби.

250. Преобразуйте уравнение к виду ( ) 0
2

0 yxxay +-= .

251. Представьте дробь в виде
nx

km
-

+ .

252 – 253. Найдите образ данной линии при осевой симметрии с

осью Oy (с осью Ox), используя прием 5.3.

254. Найдите образ данной линии при центральной симметрии с

центром в начале координат, используя прием 5.3.

255. Найдите образ данного графика при осевой симметрии с

осью Oy.

256. Найдите образ данного графика при центральной симметрии

с центром в начале координат.

257 – 258. Найдите образ данного графика при осевой симметрии

с осью x=x0 (y=y0). Формулы указанных осевых симметрий см. в § 2.
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259 – 260. Воспользуйтесь результатами упр. 257 – 258. Искомые
оси симметрии: х = 3 и у = 1.

261 – 264. Воспользуйтесь результатами упр. 83, 84, 85.
265. Воспользуйтесь результатами упр. 84, 83 и примера 3 в § 18.
266. Если ABCD – прямоугольник, то искомая композиция f есть

перенос, в противном случае f – поворот. Воспользуйтесь результата-
ми примеров 1 и 6 в § 18.

267 – 268. Воспользуйтесь результатами примеров 1 и 6 в § 18.
269. Воспользуйтесь результатами примеров 1, 3, 5 в § 18; при-

мените прием 2.10 или 2.11.
270 – 271. Примените прием 2.11.

272. Если O Îa, то искомая композиция f есть осевая симметрия;
в противном случае f – скользящая симметрия.
Примените прием 2.11. и воспользуйтесь результатом примера 5 в § 18.

273. Воспользуйтесь результатами примера 1 в § 18 и упр. 272.
274. Воспользуйтесь результатами упр. 92 и примера 3 из § 18.
275. Воспользуйтесь результатами упр. 92, примера 1 в § 18 и упр. 85.
276. Воспользуйтесь результатами упр. 92, примеров 1, 7 в § 18.
277. Задача сводится к доказательству соотношения

1OABC ZZZZ =oo .

278. Допустите, что данная фигура имеет два центра симметрии –

A и B. Воспользуйтесь соотношением pAB TZZ ro = , где ABp 2=
r .

279. Первым ходом следует положить монету в центр симметрии

листа, а затем отвечать своему противнику «симметричным образом».

280. Заметьте, что при указанных поворотах середина отрезка AB

переходит в середину отрезка A1B1.

281. Пусть касательная к окружности ω2 в точке B пересекает ок-

ружность ω1 в точке C. Точки A, B, C разбивают окружность ω1 на три

дуги: AB, BC, CA. Рассмотрите три случая: точка M1 принадлежит дуге

BC; дуге CA; дуге AB.
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282. Искомое множество точек есть объединение окружностей ω1

и ω2, где )(60
1 ww °= AR , )(60

2 ww °-= AR .

283. Постройте образ точки M при переносе на вектор AB .

284. Постройте окружность ω с диаметром KN и рассмотрите осе-

вую симметрию, осью которой служит прямая, параллельная прямым a

и b и проходящая через центр этой окружности. Докажите, что P Î ω.

285. Пусть M – вершина данного четырехугольника, принадле-

жащая стороне AB прямоугольника ABCD. Постройте: точку M1, сим-

метричную точке M относительно прямой BC; точку M2, симметрич-

ную точке M1 относительно прямой CD; точку M3, симметричную

точке M2 относительно прямой AD.

286. Умножьте обе части данного равенства на bab SSS oo  справа

и воспользуйтесь результатом примера 1 из § 18.

287. Пусть точка A1 симметрична ортоцентру Н относительно

прямой ВС. Докажите, что BACCBA Ð-°=Ð 1801 .

288. Заметьте, что окружность, описанная около треугольника

ABC, является окружностью, описанной около треугольника A1BC (см.

упр. 287).

289.  1. Отсюда следует, что ОАОВ
3
5

=  и поэтому OA:AB=3:2.

       2. Отсюда следует, что ОАОВ
3
5-=  и поэтому AO:ОВ=3:5.

290. Заметьте, что в обоих случаях nmOMMO :: =¢ .

291. а)
3
5

=k ; б)
3
5

-=k .

292. а)
b
ak -= ; б)

a
bak +

= ; с)
ba

bk
+

= .
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293. Искомая точка O удовлетворяет условию: а) АВАО -= ; б)

АВАО
3
2

= .

294. Достаточно установить, что MAkМА ×=2 , MBkМB ×=2 ,

MCkМC ×=2 .
( )2

22

nm
nmnmk

+
+-

= .

295.
3
1

-=k .

296. А(–7; 13) ®В(25; –31). Обозначьте: А(x; у), В(x′; у′), а затем

переведите условия задачи на координатный язык.

297. В(4; 3), k= –2. Обозначьте: В(x; у), а затем переведите условия

задачи на координатный язык.

298. k=3, S(–2 ; 1).

299. Коэффициент равен k; центр – ÷
ø
ö

ç
è
æ

-- k
b

k
aS

1
;

1
. Для доказа-

тельства достаточно составить формулы гомотетии k
SH  и сравнить их

с данными формулами (прием 6.1.).
300. S(–4; –5); x′=2x+4, y′=2y+5. Обозначьте S(x0; y0). Заметьте, что

всякая точка первой прямой, например точка A(–2; 0), переходит в

точку, принадлежащую второй прямой.

301. Примените прием п. 5.3.

302. x′= –2х–3, y′= –2у;  (х+5)2+(у+4)2=40. Обозначьте: S(x0; y0)  –

центр гомотетии. Заметьте, что при гомотетии 2-
SH  центр данной ок-

ружности переходит в точку C1.

303.
î
í
ì

+=¢
+=¢

72
52

уy
xх

 или
î
í
ì

+-=¢
+-=¢

32
92

уy
xх

.

304 – 305. Примените прием 2.6.

306. ( ) ABkp ×-= 21 .
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311. Образ прямой АВ – прямая с, проходящая через точку A1 и
параллельная АВ.

Образ прямой ОВ – прямая ОВ.
Образ точки B – точка пересечения прямых с и ОВ.

312. Если OAM Ï , то см. построение в упр. 311. Если МÎ ОА, то

вначале строится образ вспомогательной точки B, не принадлежащей

прямой ОА. Если точки A и A1 лежат по одну сторону от точки O, то

ОА
ОАk 1= , в противном случае ОА

ОАk 1-= .

315. Отметьте на окружности ω точку A и постройте ее образ

(см. упр. 312). Искомая окружность имеет своим центром точку C1 и

проходит через точку A1.

316. Вначале надо установить, что коэффициент искомой гомоте-

тии равен либо 2, либо –2.

Если k=2, то
î
í
ì

=¢
+=¢

уy
xх
2

32
.           Если k= –2, то

î
í
ì

-=¢
--=¢

уy
xх
2

92
.

317. Примените основное свойство гомотетии;

а) не существует; б) не существует;

в)
î
í
ì

+-=¢
+-=¢

23
13

уy
xх

, k = –3, ÷
ø
ö

ç
è
æ

2
1;

4
1S .

318. Искомая точка O определяется равенством:

а) ABAO
3
2

= ; б) ABAO 3= ; в) ABAO
4
1

-= .

319. Примените прием 7.1. Искомая гомотетия – 2
1

-

MH , где M –

центроид треугольника ABC.

320. Примените прием 7.1. Искомая гомотетия – 2
MH .
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321. При первой гомотетии CA ® , DB ® ; при второй – DA ® ,

CB ® . Коэффициенты гомотетий:
AB
CDk ±= .

Центры: S=AC∩BD; O=AD∩BC.

322. Используя упр. 321, найдите гомотетию, при которой 1AA ® ,

1BB ® . Чтобы доказать, что 1CC ® , воспользуйтесь приемом 3.4.

323. Если при гомотетии k
OH 21 ww ® , то либо

1

2

R
Rk = , либо

1

2

R
Rk -= . В каждом из этих случаев найдите центр гомотетии O, ис-

пользуя пример из § 20.

324. В случае (а) воспользуйтесь результатом упр. 323.

325. Докажите, что если О – точка пересечения общих внешних

(внутренних) касательных, то 1
1

2
2 OO

R
RОО ×=  ( 1

1

2
2 OO

R
RОО ×-= ).

326. Применить метод доказательства от противного.

327. Треугольник АВС переходит в треугольник MPK при преоб-

разовании pO TH ro2
1

-
, где O – центроид треугольника A1B1C1. Далее

воспользуйтесь результатом упр. 304.

328. Треугольник A1B1C1 переходит в треугольник A2B2C2 при

преобразовании 22
1

-
MO HH o , где M – центроид треугольника ABC. Далее

воспользуйтесь результатом упр. 305.

329. См. прием 2.12.1.

330. Воспользуйтесь основным свойством гомотетии (упр. 69) и

приемом 2.12.1.

332. Воспользуйтесь приемом 2.12.1. 13=k .

333, 335 – 336. Воспользуйтесь приемом 2.12.1.
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337. Воспользуйтесь приемом 2.9.1.

339. Вначале докажите, что преобразование fH k
O o
1

, где f – дан-

ное подобие, является движением.

345. Воспользуйтесь результатом примера  из § 21.

346. Искомое подобие есть композиция k
SHoj , где φ – движение,

AB
BAk 11= , а центр S выбирается произвольно.

349. Если точка М принадлежит, например, прямой АВ и

1MM ® , то (А1В1, М1)=(АВ, М).

Если точка М не принадлежит прямым АВ, BC, СА и, например,

АМ∩BC=N, то вначале следует построить образ точки N (см. преды-

дущий случай), а затем – образ точки М.

350 – 352. Примените результат примера из § 21: если треуголь-

ники АВС и A1B1C1 удовлетворяют указанным в этом примере услови-

ям, то существует единственное подобие, при котором 1AA ® ,

1BB ® , 1CC ® .

354. 2
2

45
OO HR o° , где O – центр квадрата.

355.
î
í
ì

×+××=¢
×-××=¢

)cossin(
)sincos(

aa
aa

yxky
yxkх

.

356. Составьте формулы преобразования a
O

k
O RH o  и сравните их

с формулами из упр. 355.

357. Примените прием 6.1.

359. Искомый угол равен a , если
2
pa £ ,  и a-°180 ,

если
2
pa > .

360. М(2; 2). Воспользуйтесь формулами из упр. 355.
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361. k= –3. Примените формулы из упр. 355.

362. Пусть для определенности pa 20 << , pa ¹ , pb 20 << ,

pb ¹ . Если α+β=2π, то искомая композиция есть гомотетия 12 kk
OH × .

Если α+β=π или α+β=3π, то искомая композиция есть гомотетия

12 kk
OH ×- . Во всех остальных случаях искомая композиция есть цен-

трально-подобное вращение 21 kk
OO HR ×+ oba .

363. а) k
OH ; б) k

OH - .

365. Одним из искомых преобразований является центрально-

подобная симметрия aO SH o2
1

-
, где a – прямая, проходящая через вер-

шину A и перпендикулярная стороне ВС, О – центр треугольника АВС.

366. x′=kx, y′= –ky.

367 – 368. Примените прием 6.1.

371. Пусть Ax+By+C=0 – уравнение искомой инвариантной пря-

мой. Воспользуйтесь приемом 5.3. и рассмотрите случаи: а) 0¹A ,

0¹B ; б) А=0, 0¹B ; в) 0¹A , В=0.

372. )6;3()2;1( 11 -® BA ; )0;3()0;1( 22 -®- BA .

373. x′= –2у+1, y′= –2х+2.

374. В(2; 2), k=2.

375. а) Если k1·k2≠1, то искомая композиция есть гомотетия 21 kk
СH × ,

где AB
kk

kАС ×
-×

-
=

1
1

21

2 . См. упр. 367, 305.

Если k1·k2=1, то искомая композиция есть перенос на вектор

( ) ABkq ×-= 21r . См. упр. 306.

б) Если k1·k2=1, то искомая композиция есть перенос на вектор

( ) СBkq ×-= 21r
, а точка C определяется условием MN

k
АС ×

-
=

11
2

, где

MN – общий перпендикуляр к прямым а и b (MÎ a, NÎ b). См. упр. 304.
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Если k1·k2≠1, то искомая композиция есть гомотетия 21 kk
DH × , где

точка D определяется условием CB
kk

kСD ×
-×

-
=

1
1

21

2 ,  а точка C –  тем

же условием, что и в предыдущем случае.

376. а) Sp; б) Sm, где m – прямая, проходящая через точку O и пер-

пендикулярная прямой p.

377. х′=3х+4у–1, у′=4х–3у+2; k=5; k
OHf oj= , где движение φ за-

дается формулами 1
5
4

5
3

-+=¢ yxx , 2
5
3

5
4

+-=¢ yxy  и является осевой

симметрией.

378. х′=3х+4у+1, y′= –4х+3у–1; k=5; k
OHf oj= , где движение φ

задается формулами 1
5
4

5
3

++=¢ yxx , 1
5
3

5
4

-+-=¢ yxy  и является по-

воротом.

379. Сравните расстояния A′B′ и АВ, а затем A′C′ и АС.

381. Докажите, что точка M′(x; у) принадлежит фигуре Ф′ тогда

и только тогда, когда ее координаты x, у удовлетворяют уравнению

F(x; у)=0.

382. Примените прием 5.5.

383. а) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ-
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
×÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢
¢

2
1

68
86

y
x

y
x

;

 б)
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
×÷÷

ø

ö
çç
è

æ
--
-

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢
¢

2
9

12
15

86
68

y
x

y
x

. Воспользуйтесь теоремой 4;

 в) 12
1568 +-=¢ yxх , 2

986 ---=¢ уxy .

384 – 385. Воспользуйтесь формулами указанных преобразований

и следствием в § 24.
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386 – 388. Воспользуйтесь определением подобия первого (второ-

го) рода.

390. Искомый алгоритм таков.

1. Определить род преобразования f. Если f – подобие второго ро-

да, то f – центрально-подобная симметрия.

2. Если f – подобие первого рода, то необходимо найти инвари-

антную точку S (она существует и единственна).

3. Далее, необходимо выбрать пробную точку M, отличную от

точки S, и найти ее образ M′.

4. Выяснить, коллинеарны ли векторы SM  и MS ¢ . Если векторы

SM  и MS ¢  коллинеарны, то f – гомотетия; в противном случае f –

центрально-подобное вращение.

391. f1 – центрально-подобная симметрия; f2 – центрально-

подобное вращение; f3 – гомотетия; f4 – центрально-подобная симмет-

рия. Примените алгоритм из упр. 390.

392. x′ = x–3у+1, y′= –3х–у+4 (центрально-подобная симметрия);

x′ = 3х–у–1, у′=х+3у (центрально-подобное вращение).

Используйте формулы (*) и условия (1), (2), (3) из § 23. Предва-

рительно определите коэффициент искомого подобия.

393. При искомом преобразовании подобия либо AA ¢® ,

BB ¢® , либо BA ¢® , AB ¢® .

394 – 396. Докажите, что искомая композиция есть подобие вто-

рого рода, отличное от движения.

398. а) Гомотетия k
OH .

 б) Гомотетия k
ÀH , где точка A определяется соотношением

p
k

ОА ×
-

=
1

1
, MNp ×= 2 , а отрезок MN – общий перпендикуляр к

прямым а и b, aM Î , bN Î .
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в) Пусть a=÷
ø
ö

ç
è
æ Ù

ba, ,  где 0<α<π. Если
2
pa = , то искомая компози-

ция есть гомотетия k
OH - ; если

2
pa ¹ , то искомая композиция есть

центрально-подобное вращение k
OO HR oa2 .

399. а) Гомотетия k
ÀH , где точка A определяется условием

p
k

ОА ×
+

=
1

1
.

б) Гомотетия k
ÀH , где точка A определяется условием

( )qp
k

ОА rr
+×

-
=

1
1

, MNq 2=
r , а MN – общий перпендикуляр к прямым а и b.

в) Пусть a∩b=A, ОА
k

ОВ ×
+

=
1

2 , p
k

ВС ×
-

=
1

1
. Искомая компози-

ция есть
k

CH -
.

400. Воспользуйтесь классификационной схемой для преобразо-

ваний подобия.

401 – 402. Используйте свойства преобразований подобия.

403. Примените прием 7.1. Используйте результаты упр. 335 – 336.

404. Если Ф=Ф′, то Ф ~ Ф′. Обратное, вообще говоря, не верно.

405. См. прием 7.3.

406.   а) Используйте результат упр. 324.

б) Докажите, что указанные треугольники гомотетичны (см.

прием 7.3.).

407. Используйте результат примера из § 21.

408. См. прием 7.3.

409 – 411. Воспользуйтесь приемом 7.3.

413. Предварительно установите, что если эксцентриситеты эллип-

сов 12

2

2

2

=+
b
у

а
х

 и 12

2

2

2

=+
B
у

A
х  равны, то A=λa, В=λb. Далее рассмотрите

гомотетию x′=λx, y′=λy.
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418 – 419. Рассмотрите гомотетию k
SH , при которой AB ® ,  и

воспользуйтесь приемом 8.2.12.

420. Рассмотрите гомотетию k
OH , при которой CA ® , и восполь-

зуйтесь приемом 8.2.12.

421. Рассмотрите гомотетию 2
3

-

OH  и воспользуйтесь приемом

8.2.12.

422 – 423. Рассмотрите гомотетию 2
1

-

MH  и воспользуйтесь прие-

мом 8.2.12.

424. Рассмотрите гомотетию k
OH , при которой CA ® , и восполь-

зуйтесь приемом 8.2.13.1.

425. Рассмотрите гомотетию 2
1

-

OH , где O – центроид треугольника

ABC, и воспользуйтесь приемом 8.2.13.1.

426. Рассмотрите гомотетию k
OH , где

1

2

R
Rk = ,  а R1, R2 – радиусы

данных окружностей. Воспользуйтесь приемом 8.2.13.1.

427. Рассмотрите гомотетию k
OH , при которой 1AA ® , 1BB ®

(см. упр. 321, 322), и воспользуйтесь приемом 8.2.13.1.

428. Рассмотрите гомотетию k
SH , где

R
Rk 1-= , и воспользуйтесь

приемом 8.2.14.

429. Рассмотрите композицию переноса pTr  и гомотетии k
CH

1
 при

которой MA ®1 . Воспользуйтесь упр. 304 и приемом 8.2.14.

430. Рассмотрите композицию 2
1

2 -

OM HH o , где O – центроид тре-

угольника ABC (см. упр. 305). Воспользуйтесь приемом 8.2.14.
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431. Пусть для определенности MÎ AD, NÎ CD, PÎ BC, QÎ AB.

Рассмотрите композицию гомотетии 1k
BH , при которой ACQP ® ,  и

гомотетии 2k
DH , при которой MNAC ®  (см. упр. 305). Воспользуй-

тесь приемом 8.2.14.

432. Рассмотрите гомотетию 2-
ОH  и воспользуйтесь приемом

8.2.16.

433. Рассмотрите гомотетию k
OH , при которой одна окружность

переходит в другую. Воспользуйтесь приемом 8.2.16.

434. Найдите образы середин сторон четырехугольника ABCD

при гомотетии 3
2

ОH . Воспользуйтесь приемом 8.2.15.

435. Найдите образы середин сторон четырехугольника ABCD

при гомотетии 2
MH . Воспользуйтесь приемом 8.2.15.

436. Докажите, что треугольник A1B1C1 – правильный, и найдите

его образ при гомотетии 2
MH .

437. Искомое г.м.т. – образ окружности ω (без точки А),  при го-

мотетии 3
1

ÀH .

438. Пусть прямая c пересекает прямую AB в точке D и O – сере-

дина отрезка AB. Искомое г.м.т. – образ прямой c (без точки D) при

гомотетии 3
ОH .

439. Рассмотрите такое центрально-подобное вращение k
DD HR o°90 ,

при котором треугольник ACD переходит в треугольник CBD (или на-

оборот). Примените прием 8.2.2.

440. Рассмотрите такое центрально-подобное вращение k
AA HR o°90 ,

при котором квадрат ABCD отображается на квадрат AB1C1D1. Вос-

пользуйтесь приемом 8.2.2.
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441. Пусть точка К – середина отрезка BP. Используя центрально-

подобное вращение k
PP HR o°90 , переводящее треугольник MPB в тре-

угольник CPM, докажите, что MKÖCN (прием 8.2.2).

442. Рассмотрите гомотетию 2
3

OH  и воспользуйтесь приемом 9.2.

443. Рассмотрите образ данной окружности ω при гомотетии 2
1

AH

и воспользуйтесь приемом 9.2.

444. Рассмотрите образ внутренней окружности при гомотетии 2
AH

и воспользуйтесь приемом 9.2. В случае б) можно применить также ZA.

445. Рассмотрите центрально-подобное вращение °603
AA RH o  и вос-

пользуйтесь приемом 9.2.

446. Рассмотрите центрально-подобное вращение °902
MM RH o  и

воспользуйтесь приемом 9.2.

447. Рассмотрите центрально-подобное вращение 2
1

60
AA HR o°  и

воспользуйтесь приемом 9.2.

448. Рассмотрите центрально-подобную симметрию CA SH o2
1

 и

воспользуйтесь приемом 9.2.

449. Рассмотрите гомотетию 3
4

ÀH  и воспользуйтесь приемом 9.3.

450. Рассмотрите гомотетию 3
2

ÀH  и воспользуйтесь приемом 9.3.

451. Рассмотрите центрально-подобное вращение 2120 -°
ОО HR o  и

воспользуйтесь приемом 9.3.

452. Рассмотрите центрально-подобное вращение 390
ОО HR o°  и вос-

пользуйтесь приемом 9.3.

453 – 459. Воспользуйтесь приемом 9.4-а.
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460. Вначале постройте квадрат M1N1P1K1 так, чтобы точки M1, K1

принадлежали лучу АВ, а точка N1 – стороне АС.

461. Вначале постройте прямоугольник M1N1P1K1, подобный дан-

ному (и искомому), так, чтобы вершины M1, K1, N1 принадлежали

двум сторонам треугольника.

462. Вначале постройте окружность, которая касается сторон

данного угла.

463. Вначале постройте вспомогательный треугольник M1N1P1

так, чтобы вершины М1 и Р1 принадлежали сторонам АВ и АС, а сто-

роны M1N1, N1P1, P1M1 были параллельны прямым a, b, c.

464. Вначале постройте окружность ω1, касающуюся сторон AB и

АС данного треугольника АВС, и равную ей окружность ω2, касаю-

щуюся стороны АС и окружности ω1.

465. Пусть OA, OB – радиусы данного сектора.

а) Вначале постройте вспомогательный квадрат M1N1P1K1 так,

чтобы вершины М1 и N1 принадлежали радиусу OA, а вершина K1 –

радиусу OB.

б) Вначале постройте вспомогательный квадрат M1N1P1K1 так,

чтобы вершины М1 и N1 принадлежали радиусам OA и OB соответст-

венно и сторона P1К1 была параллельна хорде AB.

466. Вначале постройте вспомогательный квадрат A1B1C1D1, как в

примере 5 из § 28.

467. Вначале постройте правильный треугольник M1P1K1 так, что-

бы вершины М1 и K1 принадлежали сторонам АВ и АС, а сторона M1K1

была параллельна прямой a.

468. Вначале постройте вспомогательную трапецию BM1N1P1,  в ко-

торой BМ1=M1N1=N1P1, N1P1||AC, а точка M1 принадлежит стороне AB.

469. Вначале постройте какую-нибудь точку M1 (не обязательно на

прямой BC!), которая удовлетворяла бы условию, указанному в задаче.
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470. Пусть f – искомая композиция. Если k1·k2≠1  и k1·k2·k3≠1,

то f – гомотетия 321 kkk
ЕH ×× , где точка Е определяется условием

DC
kkk

kDE ×
-××

-
=

1
1

321

3 , а точка D – условием AB
kk

kAD ×
-×

-
=

1
1

21

2 .

Если k1·k2≠1 и k1·k2·k3=1, то f – перенос на вектор ( ) DCk ×- 31 , где

точка D определяется условием AB
kk

kAD ×
-×

-
=

1
1

21

2 .

Если k1·k2=1, а k3≠1, то f – гомотетия 3k
DH ,  где точка D определя-

ется условием
( ) АВ

k
kkСD ×

-
-×

=
3

23

1
1

.

Если k1·k2=1 и k3=1, то f – перенос на вектор ( ) АВk ×- 21 .

471. Имеем:
1

2
1 R

Rk = ,
2

3
2 R

Rk = ,
3

1
3 R

Rk = . Далее воспользуйтесь ре-

зультатом упр. 470.

472. Пусть ω1(О1; R1), ω2(О2; R2), а прямая МА пересекает окруж-

ность ω2 вторично в точке А1. Покажите, что
2

2

1

1

2

O
R
R

M
R
R

N ZHH =
-

o , и най-

дите образ точки А1 при этом отображении.

473. Пусть CCH k
A ¢=)(1 , 1)(2 CCH k

B = . Докажите, что 1ACCA =¢ .

474. Пусть CCHCH k
B

k
A ¢== )()( 21 . Всякая прямая, проходящая че-

рез точку C, имеет один и тот же образ при этих гомотетиях.

475. Пусть )()( 11
21 MHMH k

B
k
A = , )()( 22

32 MHMH k
C

k
B = , тогда при

гомотетиях 1k
AH , 2k

BH , 3k
CH  прямая M1M2 имеет один и тот же образ.

476. 21 kk -= . Воспользуйтесь результатом упр. 473.

477. Коэффициент k такой гомотетии удовлетворяет условию

ABkВА ×=11  (основное свойство гомотетии), а искомая точка О опре-

деляется условием 11
1 AA

k
АО ×

-
= .

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



331

478. Заметьте, что точка O является инвариантной, и воспользуй-

тесь результатами упр. 342.

479. Если для некоторого преобразования подобия с коэффициен-

том k точка M является инвариантной, то MA1=kMA. Остается доказать

обратное.

Если k=1, то множество точек M есть серединный перпендикуляр

к отрезку AA1. Если k≠1, то множество точек M есть так называемая

окружность Аполлония.

480. Искомое множество точек есть прямая АВ, из которой удале-

ны точки А и В.  Воспользуйтесь результатом примера из  § 20.

481. Пусть A1, B1, C1, О1 – центры окружностей ω1, ω2, ω3, ω соот-

ветственно, О – центр окружности, описанной около треугольника

АВС,  а G – центр окружности, вписанный в треугольник АВС. Дока-

жите, что при гомотетии k
GH , где

AB
BAk 11= , 111 CBAABC D®D .

482. Рассмотрите гомотетию k
AH , при которой ww ¢® , и приме-

ните прием 8.2.12.

483. См. прием 2.14.1.

484. Всякое движение (всякое подобие) является аффинным пре-

образованием. Обратное, вообще говоря, неверно (см. ниже упр. 486).

485. Воспользуйтесь приемом 2.14.1.

486. Примените теорему 9.

487. Этими свойствами аффинных преобразований являются

свойства 3° – 6° из § 7. См. также свойства 3° – 6° в § 35.

490. Воспользуйтесь свойством 6° (§ 7 или § 35), а также соотно-

шениями BC:AD=CO:OA, B′C′:A′D′=C′O′:O′A′, где O и O′ – точки пере-

сечения диагоналей указанных трапеций.

491 – 492. Примените прием 2.14.1.

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



332

493. Пусть A и B – инвариантные точки, а точка C прямой AB пере-

ходит в точку C′, тогда (AB, C)=(AB, C′), откуда и следует требуемое.

494. Пусть A, B, C – неколлинеарные инвариантные точки и M –

произвольная точка плоскости. Рассмотрите случаи: а) точка M при-

надлежит прямым AB, BC или AC; б) точка M не принадлежит ни од-

ной из этих прямых. В последнем случае проведем через точку M

прямую, которая пересекается с прямыми AB и AC в точках N и P. Да-

лее воспользуйтесь упр. 493.

495. Рассмотрите следующие случаи: либо преобразование не

имеет инвариантных точек, либо имеет хотя бы одну инвариантную

точку. В последнем случае – либо инвариантная точка A единственна,

либо есть еще одна инвариантная точка и т.д.

496. Примените метод доказательства от противного и восполь-

зуйтесь свойствами аффинных преобразований.

497.   а) Пусть XsAA =Ç' , тогда прямая АХ отображается на пря-

мую А'Х, т.е. на себя.

б) Пусть b║AA', Ysb =Ç  и 'bb ® , тогда прямая b' прохо-

дит через точку Y и параллельна прямой АА'.

498. Пусть f(C)=C′, φ(C)=C1. Воспользуйтесь определением аф-

финных преобразований.

499. См. указания к упр. 494.

501. Рассмотрите реперы { }CBAR ,,=  и { }1111 ,, CBAR =  и приме-

ните теорему 12.

504 – 505. Воспользуйтесь приемами 6.4. или 2.15.2.

506. Воспользуйтесь результатом упр. 501.

508. Если точка M принадлежит прямой AB и M′=f(M), то должно

быть (AB, M)=(A′B′, M′). В случаях (б) и (в) постройте точку пересече-

ния прямых AM и BC.
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509. Пусть точки B и C принадлежат прямой s. Воспользуйтесь

результатом упр. 501.

511.  а) Прямая АА', параллельная прямой s, отображается на пря-

мую, которая проходит через точку А' и параллельна прямой s.

б) Пусть b║AA', bBÎ , XsAB =Ç  и '' BbXA =Ç . За-

метьте, что  (AX,B)=(A'X,B′), откуда следует, что 'BB ® , и поэтому

(на основании предыдущего пункта) b→b.

514. x′=2x–y+3, y′=x+2y+1. Примените прием 4.5.

515.  Искомое преобразование переводит репер { }21,, EEOR =  в

репер { }21,, EEOR ¢¢¢=¢ , где O′ (1; –2), )1;2(1 -¢E , )2;3(2E¢  (координаты да-

ны в репере R).

516. а) Воспользуйтесь приемом 2.4.

б) f есть аффинное преобразование, которое переводит ре-

пер { }21,, EEOR =  в такой репер { }21,, EEOR ¢¢¢=¢ , что O′ (3; –7),

)4;1(1 -¢¢EO , )1;1(2 -¢¢EO  и, следовательно, )3;2(1 -¢E , )8;4(2 -¢E  (координа-

ты даны в репере R). Примените прием 4.5.

517. Формулами (*) задано аффинное преобразование, которое

переводит репер { }21,, EEOR =  в такой репер { }21,, EEOR ¢¢¢=¢ , что

O′ (c1; c2), );( 22111 cacaE ++¢ , );( 22112 cbcbE ++¢ . Примените прием 4.5.

518. Воспользуйтесь формулами (*) и приемом 4.4.

519. Заметьте, что:

а) точки A, B, C коллинеарны, а A′, B′, C′ – нет;

б) точки A′, B′, C′ коллинеарны, а A, B, C – нет;

в) ( ) ( )CABCBA ,, ¹¢¢¢ .

520. Воспользуйтесь теоремой 4.

521. Т. к. М0(x0; y0) – инвариантная точка, то 000 XXAX +×=

(обозначения в теореме 4).
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522. Воспользуйтесь теоремой 4 и свойствами матриц:

BABA detdet)det( ×=× , 11 )(detdet -- = AA .

524. а) x′=x, y′=ky; б) x′=kx, y′=y.

525. Воспользуйтесь приемом 2.14.1.

526. Воспользуйтесь приемом 6.1.

527. Точки O и E1 – инвариантные, );0()1;0(2 kAE ¢® , где k≠0, k≠1.

Искомые формулы: x′=x, y′=ky. Воспользуйтесь приемом 4.4.

528. Воспользуйтесь определением перспективно-аффинного преоб-

разования первого типа (примечание к упр. 512), а также результатами

упр. 526 – 527.

529. Примените прием 2.16. Ось: x+2y–1=0; направление: )1;1(pr ;

коэффициент: k=4.

530. Инвариантные прямые – ось косого сжатия и все прямые, па-

раллельные направлению b.

534. x′ = –x–2y+6, y′ = –x+3. Воспользуйтесь определением косого

сжатия.

535.
ï
î

ï
í

ì

+
-×

+×
+

+
+×

+
-×

=¢
+

-×
+×

+
-×

+×
+
+

=¢

BnAm
kCny

BnAm
BnkAmx

BnAm
kAny

BnAm
kCmy

BnAm
kBmx

BnAm
BnAmkx

)1()1(

)1()1(

.

Воспользуйтесь определением косого сжатия. Частные случаи:

а) kyyyk
n
mxx =¢-+=¢ ,)1( ;

б) 0)1(, ykkyyxx -+=¢=¢ ;

в)
ïî

ï
í
ì

--=¢

-
-

-
+=¢

)1(

)1()1(

0

0

kykyy
n
kmyy

n
kmxx .

536. Примените прием 2.17. Ось: x+2y–1=0. Пара соответствую-

щих точек: )1;2()0;0( -¢® OO .
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537. x′=x+ky, y′=y. Заметьте, что точки O (0; 0) и E1 (1; 0) – инвари-

антные, а )1;()1;0( 22 kEE ¢® , где k≠0. Воспользуйтесь приемом 4.4.

538. Примените прием 6.1.

539. Инвариантные прямые: ось сдвига и все прямые, параллель-

ные оси.

540. Пусть прямая a пересекает ось s сдвига в точке M. Примени-

те далее прием 3.4.

543. а) ky
y
kxx +×-=¢

0
, y′=y, где k≠0;

 б) x′=x, y′=kx+y, где k≠0;

в) x′=x, kyx
x
ky ++×-=¢
0

, где k≠0;

г) y
p
kxkx ×-×+=¢ )1( , ykkpxy ×-+=¢ )1( , где k≠0.

Воспользуйтесь приемом 4.4.

544. x′=k1x, y′=k2y.

545. Воспользуйтесь приемом 6.1. Если k1=k2, то имеем гомотетию.

546. Формулы центрально-подобной симметрии: x′=kx, y′= –ky.

549. Косое сжатие f: x′= 4x+y, y′= 3x+2y; его ось – прямая 3x+y=0;

направление – )1;1(pr . Перенос pTr : x′= x+1, y′= y.

551. x′=x+n, y′=ky+m, где n≠0.

552. В системе координат из упр. 551 инвариантная прямая зада-

ется уравнением 0
1

=
-

+
k

my .

553. x′=x+ ky+m, y′=y+n.

554. Воспользуйтесь приемом 2.17.

555. Ось сдвига: x–y=0. Вектор переноса: )1;0(pr .

556. x′=k0x+ky, y′=k0y.

557. Воспользуйтесь приемом 6.1.
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558. Формулы композиции fH k
S o0 : x′ = k0x + k0ky + (1– k0)x0,

y′ = k0y + (1– k0)y0, где S(x0; y0). Инвариантная точка: ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

+ 0
0

00
01 ;

1
y

k
kykxO .

Формулы преобразования fH k
S o0  в репере R′: x′ = k0(x+ky), y′ = k0y.

Воспользуйтесь результатами упр. 521 и упр. 557.

559. В системе координат из упр. 556 инвариантная прямая задается

уравнением y=0 (ось сдвига); инвариантная точка – O(0; 0).

560. См. упр. 530, 539, 547, 552, 559.

561 – 564. Воспользуйтесь приемом 2.15.2. или 6.4.

565.     а) y
a
byxx =¢=¢ , ; б) yyx

b
ax =¢=¢ , ;

в) y
r
byx

r
ax =¢=¢ , ; г) yyxx

2
1,3 =¢=¢ .

566. См. прием 7.1. в «Сводке».

567. См. упр. 501.

568. Воспользуйтесь приемом 7.4.

569. Пусть ABCD – произвольная трапеция и AB∩CD=0. Рассмотрите

аффинное преобразование, при котором треугольник AOB переходит в

равнобедренный треугольник A′O′B′.

570. Если фигуры равны, то они подобны; если фигуры подобны, то

они аффинно-эквивалентны. Обратное, вообще говоря, неверно.

571. Воспользуйтесь приемом 7.1.

573. См. пример 2 (§ 34).

574. а) Пусть в ортонормированных реперах R и R' данные гипербо-

лы заданы уравнениями 12

2

2

2

=-
b
y

a
x

 и 12

2

2

2

=-
B
y

A
x

 соответственно. Аф-

финное преобразование, переводящее первую гиперболу во вторую, есть

композиция foj , где f – преобразование, заданное в репере R формулами

x
a
Ax ='  и y

b
By =' , а φ – движение, переводящее репер R в репер R'.
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б) См. пример 2 в § 26.

575. Для доказательства достаточно рассмотреть, например, аф-

финное преобразование, при котором правильный треугольник пере-

ходит в прямоугольный треугольник с углом в 30°.

576. Заметьте, что BD:DC = AB:AC. Далее воспользуйтесь свойст-

вом 7° (§ 35).

577. Заметьте, что точка O – середина отрезков AD и BE. Кроме

того, BC||AD, CD||BE.

578 – 579. Воспользуйтесь свойством 7° (§ 35).

581. Коэффициент искажения площадей равен: а)
3
1 ;  б)  1;  в)  2.

Далее воспользуйтесь приемом 8.2.18. (леммой 2).

582. Треугольник A1B1C1 – образ треугольника ABC при косом

сжатии с коэффициентом, равным
4
1 . Воспользуйтесь приемом 8.2.18.

(леммой 2).

583. Искомое преобразование – сжатие к оси Ox; коэффициент

2
1

=k ; направление – ось Oy.

584. πab. Фигура, ограниченная эллипсом 12

2

2

2

=+
b
y

a
x , есть образ

фигуры, ограниченной окружностью x2+y2=a2, при сжатии к оси Ox.

Коэффициент сжатия
a
bk = ; направление – ось Oy.

585. Рассмотрите аффинное преобразование yyxx
2
1,2 =¢=¢  и

примените прием 8.2.18.

586. Пусть m – прямая, которая проходит через вершину угла и се-

редину отрезка AA1. Рассмотрите косое сжатие с коэффициентом k = –1,
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определяемое осью m и направлением AA1.

587. Рассмотрите косое сжатие, осью которого является прямая,

проходящая через середину одного из оснований трапеции и точку

пересечения продолжений боковых сторон.

588. Воспользуйтесь приемами 8.2.6. или 8.2.13.2.

589. Воспользуйтесь приемами 8.2.6., 8.2.18. или 8.2.19.

590. Свойства (а) и (г) – аффинные; остальные нет.

591. Свойства (б), (г), (е) – аффинные; остальные нет.

592. Сопоставьте определение аффинных свойств с определением

аффинно-эквивалентных фигур.

593. При помощи аффинного преобразования переведите данный

треугольник в равносторонний треугольник (прием 8.3). MP:PN= m:n.

594. Площади параллелограммов относятся как 9:17. При по-

мощи аффинного преобразования переведите параллелограмм в

квадрат (прием 8.3).

595. При помощи аффинного преобразования переведите данный

треугольник в равносторонний треугольник и докажите, что точки

M′1, M′2, …, M′6 (образы точек M1, M2, ..., M6) принадлежат медианам

этого треугольника.

596. Пусть AB∩CD=O. Переведите при помощи аффинного пре-

образования треугольник AOD в равнобедренный A′O′D′. Далее, ис-

пользуя прием 8.2.11., докажите, что отрезок P′Q′, где P′, Q′ – образы

точек P и Q, перпендикулярен высоте (медиане) O′E′.

597. MO:ON = 4:5; B1O:OD1=5:4. Воспользуйтесь приемом 8.3.

598. Воспользуйтесь приемом 8.3.

599. При помощи аффинного преобразования переведите эллипс в

окружность. См.  пример 2 из § 34.

600. Переведите аффинным преобразованием эллипс в окруж-

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



339

ность и воспользуйтесь результатом упр. 584.

601. Предварительно необходимо переформулировать цель задачи

так: доказать, что
S

S
S

S
S

S
S

S AODBOCCODAOB DDDD +=+ , где S – площадь че-

тырехугольника ABCD.

602 – 603. Воспользуйтесь приемом 8.3.

604 – 607. Используйте прием 9.2.

608 – 610. Используйте прием 9.3.

611.   а) осевая симметрия с осью Oy и сжатие к оси Oy с коэффи-

циентом k=2;

 б) сжатие к оси Ox с коэффициентом k=3 и перенос на вектор

)0;1(-pr ;

 в) сжатие к оси Ox с коэффициентом k=2, сжатие к оси Oy с

коэффициентом k=
3
1  и перенос на вектор )1;0( -pr ;

 г) сжатие к оси Oy с коэффициентом k=
2
1 , перенос на вектор

)0;4(pr , сжатие к оси Ox с коэффициентом k=
3
1 , осевая симметрия с

осью Ox.

612. Используйте приемы 10.1. – 10.2., 10.4. – 10.7.

613. ÷
ø
ö

ç
è
æ --=

22
5

3
1 xfy .

614. Характеристические уравнения для таких преобразований

одинаковы: 0)()( 122121
2 =-+×+- bababa ll .

615.      а) инвариантных направлений нет;

б) два инвариантных направления: )0;1(1er , )1;0(2er ;

в) одно инвариантное направление: )0;1(1er ;

г) два инвариантных направления: )0;1(1er , )1;0(2er ;

д) см. п. (б);
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е) см. п. (в);

ж) одно инвариантное направление: )0;1(1er .

616. Характеристическое уравнение в репере R:

0)()( 122121
2 =-+×+- bababa ll .

Пусть в репере R′ матрица преобразования такова: ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢¢
¢¢

=¢
22

11

ba
ba

A .

Как известно, CACA ××=¢ -1 , где ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

2221

1211

cc
cc

C  – матрица перехода от

R к R′.

Характеристическое уравнение в репере R′:

0)()( 122121
2 =¢×¢-¢×¢+×¢+¢- bababa ll .

Как известно, AA ¢= detdet . Осталось доказать, что

2121 baba +=¢+¢ . Это можно установить путем непосредственных вы-

числений.

617. x′=x, y′=3y. Преобразование f – косое сжатие. Для отыскания

коэффициентов a1, b1, a2, b2 при x и y в искомых формулах восполь-

зуйтесь соотношениями
î
í
ì

=+
=+

000202

000101

yybxa
xybxa

l
l

 из теоремы 15.

618. x′=x+ ky, y′=y.

619 – 620. Из условий задачи следует, что определитель системы

î
í
ì

=-+
=+-

222

111

)1(
)1(

cybxa
cybxa

 отличен от нуля.

621. Из условия задачи следует, что определитель системы

î
í
ì

=-+
=+-

222

111

)1(
)1(

cybxa
cybxa

 равен нулю и, следовательно, эта система либо не

имеет решений, либо имеет бесконечное множество решений.

622.   а) Инвариантные направления: )1;1(1 -ur , )1;1(2ur . Прямая a

инвариантных точек: x+y+3=0. Косое сжатие с осью a; направление –
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)1;1(2ur ; коэффициент – k=3.

б) Инвариантные направления: )1;1(1 -ur , )1;1(2ur . Инвариант-

ных точек нет. Данное преобразование – композиция косого сжатия и

переноса на вектор )0;3(pr . Косое сжатие задается формулами

î
í
ì

+=¢
+=¢

yxy
yxx

2
2

; его ось – прямая x+y=0; направление – )1;1(2ur ; коэффи-

циент – k=3.

в) Инвариантные направления: )1;1(1 -ur , )1;1(2ur . Инвариант-

ная точка: M0(1; 2). Данное преобразование –  каноническая компози-

ция 12 ff o  косых сжатий. Ось косого сжатия f1 задается точкой M0 и

вектором )1;1(1 -ur ; коэффициент – k=5. Ось косого сжатия f2 задается

точкой M0 и вектором )1;1(2ur ; коэффициент – k= –1.

г) Инвариантных направлений нет. Инвариантная точка –

÷
ø
ö

ç
è
æ

5
1;

5
3

0M . Данное преобразование – аффинный поворот с центром в

точке M0.

д) Инвариантное направление – )1;0(ur . Прямая a инвариант-

ных точек – x=2. Данное преобразование – сдвиг с осью a.

е) Инвариантное направление – )0;1(ur . Инвариантных точек

нет. Данное преобразование – каноническая композиция сдвига

î
í
ì

=¢
-=¢

yy
yxx 2

 и переноса на вектор )1;3(-pr . Ось сдвига – y=0.

ж) Инвариантное направление – )1;1( -ur . Инвариантная точ-

ка – M0(1;2). Данное преобразование – каноническая композиция

сдвига и гомотетии 3
0MH . Ось сдвига – прямая x+y–3=0.

623. x′= 2x–5y–6, y′= x+2y–6. Инвариантных направлений нет. Ин-

вариантная точка – M0(6; 0). Данное преобразование – аффинный по-
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ворот с центром M0(6; 0).

624.    а) Если
4
1

->a  и a≠0, то данное преобразование есть кано-

ническая композиция косых сжатий. Если
4
1

-<a , то данное преобра-

зование – аффинный поворот. Если
4
1-=a , то данное преобразование

– каноническая композиция гомотетии 2
1

0M
H  и сдвига

ïî

ï
í
ì

=¢

-=¢

xy

yxx

2
2
12 .

б) Если a ≠ –1 и
2
1

¹a , то при любых b и c данное преобра-

зование есть каноническая композиция косых сжатий.

Если
2
1

=a  и
2
cb -= , то данное преобразование есть косое сжатие

с осью x–2y+c=0. Направление этого косого сжатия – )2;1( -ur . Коэф-

фициент – k=
2
3

- .

Если
2
1

=a  и
2
cb -¹ , то данное преобразование есть канониче-

ская композиция косого сжатия
ïî

ï
í
ì

-=¢

+=¢

yxy

yxx
2
1

 и переноса на вектор

);( cbpr . Ось косого сжатия – прямая x–2y=0; направление – )2;1( -ur ;

коэффициент – k=
2
3

- .

625. Существует только пять видов аффинных преобразований,

при которых )1;3()0;0( ® , )2;5()0;1( -® : каноническая композиция
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косых сжатий, каноническая композиция косого сжатия и переноса,

каноническая композиция сдвига и гомотетии, каноническая компо-

зиция сдвига и переноса, аффинный поворот. Составьте формулы ука-

занных преобразований, используя прием 4.4., и исследуйте их.

626. Воспользуйтесь приемом 4.4.

627. Искомая композиция может быть сдвигом или тождествен-

ным преобразованием.

629. См. пример 1 из § 42 (второй способ).

631. Введите аффинную систему координат так, чтобы ось Ox сов-

падала с осью одного косого сжатия, а ось Oy задавала направление од-

ного или обоих косых сжатий. Используйте формулы из упр. 535.

а) Искомая композиция может быть либо переносом, либо косым

сжатием.

б) Искомая композиция может быть либо канонической компози-

цией сдвига и переноса, либо канонической композицией косого сжа-

тия и переноса.

632. Искомая композиция может быть либо переносом, либо

сдвигом. Используйте формулы из упр. 543.

633. Искомая композиция есть каноническая композиция косого

сжатия и переноса.

634. Искомая композиция может быть либо сдвигом, либо косым

сжатием.

635. Искомая композиция может быть либо косым сжатием, либо

канонической композицией косого сжатия и переноса, либо канониче-

ской композицией двух косых сжатий.

636.  Воспользуйтесь приёмом 12.

637. Группами являются множества (3), (5), (7).

638. Т.к. прямая a имеет инвариантное направление, то либо

aa ® , либо aa ¢® , где a||a′. Осталось, используя условия задачи, ис-
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ключить вторую возможность ( aa ¢® ).

639.  Искомая точка является прообразом точки пересечения пря-

мой c и ее образа – прямой c′.

640. Задайте данное преобразование тремя парами соответствую-

щих точек: АA ® , BB ¢® , CC ¢®  (A – инвариантная точка). Рас-

смотрите:

а) преобразование a
A

k
A RH o , при котором BB ¢® ;

б) перспективно-аффинное преобразование с осью AB′.

641. Задайте данное преобразование тремя парами соответствую-

щих точек: AA ¢® , BB ¢® , CC ¢® . Рассмотрите: а) подобие, при

котором AA ¢® , BB ¢® ; б) перспективно-аффинное преобразование

с осью A′B′.

642. Образами осей A′B′ и C′D′ эллипса при отображении f –1 яв-

ляются взаимно перпендикулярные диаметры AB и CD окружности

(см. пример 2 в § 34).

643. Одна пара главных направлений: )1;3(pr  и )3;1( -qr . Восполь-

зуйтесь леммой 1 (§ 40).

644. Если sAA ^' , то искомые направления задаются прямыми

АА' и s. Пусть прямые АА' и s не перпендикулярны. Постройте окруж-

ность, проходящую через точки А и А', с центром на оси s. Искомые

прямые – прямые АВ и АС, где В и С – точки пересечения этой окруж-

ности с осью s.

645 – 646. Пусть прямые a и b, пересекающиеся в точке O, задают

главные направления данного аффинного преобразования (см. упр.

642), а прямые a′, b′ – их образы. Рассмотрите ортонормированный

репер { }21,, EEOR = , где E1 Î a, E2 Î b, и его образ – репер

{ }21,, EEOR ¢¢¢=¢ .

647. Рассмотрите окружность с диаметром AB и ее диаметр C1D1,

перпендикулярный AB. Искомое косое сжатие задается осью АВ и па-
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рой соответствующих точек: С1→С.

648. Постройте образы нескольких точек окружности из упр. 647.

649. Постройте прообраз a1 прямой a при преобразовании из упр.

647. Далее постройте образы точек пересечения прямой а1 и окружно-

сти из упр. 647.

650. Постройте прообраз M1 точки M при преобразовании из упр.

647. Искомые касательные к эллипсу – образы тех касательных к ок-

ружности, которые проходят через точку M1.
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