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�à¥¤¨á«®¢¨¥

�à¥¤¥«ë ¬®¥£® ï§ëª 

áãâì ¯à¥¤¥«ë ¬®¥£® ¬¨à .

‹î¤¢¨£ ‚¨â£¥−èâ¥©−

‘â à®¥ ¤®¡à®¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨á«¥−¨¥ ï¢«ï¥âáï − 
á ¬®¬ ¤¥«¥ ç áâ−ë¬ á«ãç ¥¬ £®à §¤® ¡®«¥¥ ®¡é¥© ª®−áâàãª-
æ¨¨, ª®â®àãî ¬®¦−® − §¢ âì ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬ ¨áç¨á«¥−¨¥¬
− ¤ ª®¬¬ãâ â¨¢−ë¬¨  «£¥¡à ¬¨, ¨«¨ ¯à®áâ® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì-
−ë¬ ¨áç¨á«¥−¨¥¬. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ®−® ¢® ¢áñ¬ á¢®¥¬ ®¡êñ¬¥
¥áâì ¯à®áâ® á«¥¤áâ¢¨¥  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å ®¯¥à æ¨©. �â®â ä ªâ,
§ ¬¥ç â¥«ì−ë© á ¬ ¯® á¥¡¥, ¨¬¥¥â ¢¥áì¬  ¢ ¦−ë¥ ¯à¨«®¦¥−¨ï,
¯à®áâ¨à îé¨¥áï ®â ¤¥«¨ª â−ëå ¢®¯à®á®¢  «£¥¡à ¨ç¥áª®© £¥®¬¥-
âà¨¨ ¤® â¥®à¨¨ í«¥¬¥−â à−ëå ç áâ¨æ. �á−®¢− ï æ¥«ì íâ®© ª−¨£ 
¨ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¡ë ¤ âì ¯®¤à®¡−®¥ ®¡êïá−¥−¨¥, ¯®ç¥¬ã ¤¨ä-
ä¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨á«¥−¨¥ ï¢«ï¥âáï  á¯¥ªâ®¬ ª®¬¬ãâ â¨¢−®©
 «£¥¡àë. �¡− àã¦¨âì íâ® ¬®¦−®, ¯®á¬®âà¥¢ −  í«¥¬¥−â à−ãî
â¥®à¨î ¬−®£®®¡à §¨© £« § ¬¨ ¥áâ¥áâ¢®¨á¯ëâ â¥«ï. �®íâ®¬ã íâ 
ª−¨£  § ®¤−® á«ã¦¨â ¨ ¢¢¥¤¥−¨¥¬ ¢ â¥®à¨î £« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à -
§¨©, £¤¥ á«®¢  úâ¥®à¨ï £« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨©û ¬ë ¯®−¨¬ ¥¬ ¢
è¨à®ª®¬ á¬ëá«¥, ¢ª«îç îé¥¬ ¢ á¥¡ï ¨ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨á-
ç¨á«¥−¨¥. ƒ« ¤ª¨¬ ¬−®£®®¡à §¨ï¬ ¯®á¢ïé¥−® áâ®«ìª® à §−ëå
¨ å®à®è¨å ª−¨£, çâ® ¯®ï¢«¥−¨¥ ¥é¥ ®¤−®© âà¥¡ã¥â ¯®ïá−¥−¨ï.

�à¨ áâ −¤ àâ−®¬ ¯®¤å®¤¥ ¤¥©áâ¢¨¥ à §¢®à ç¨¢ ¥âáï á«¥¤ã-
îé¨¬ ®¡à §®¬. ‘− ç «  â¥¬ ¨«¨ ¨−ë¬ á¯®á®¡®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
£« ¤ª®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥, áª ¦¥¬, M. ‡ â¥¬ áâà®¨âáï  «£¥¡à  FM

£« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  −ñ¬ ¨ â ª ¤ «¥¥. ‚ íâ®© ¦¥ ª−¨£¥ ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì−®áâì ¤¥©áâ¢¨© ®¡à é ¥âáï: ¬ë − ç¨− ¥¬ á −¥ª®â®à®©
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ª®¬¬ãâ â¨¢−®© R- «£¥¡àë1F ,   § â¥¬ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ¬−®£®®¡à §¨¥
M = MF ª ª R-á¯¥ªâà íâ®©  «£¥¡àë. (…áâ¥áâ¢¥−−®, ¤«ï â®£®,
çâ®¡ë MF ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−® ¬®£«® − §ë¢ âìáï £« ¤ª¨¬ ¬−®£®®¡à -
§¨¥¬, −ã¦−® çâ®¡ë  «£¥¡à  F ã¤®¢«¥â¢®àï«  ®¯à¥¤¥«¥−−ë¬
ãá«®¢¨ï¬; íâ¨ ãá«®¢¨ï ¯à¨¢®¤ïâáï ¢ £« ¢¥ 3, £¤¥ ¯®¤à®¡−® ®¡-
áã¦¤ îâáï ã¯®¬ï−ãâë¥ §¤¥áì ®á−®¢−ë¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï.)

’ ª®© ¯®¤å®¤ á¥£®¤−ï −¥«ì§ï − §¢ âì −®¢ë¬, ®−, áª ¦¥¬,
è¨à®ª® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢  «£¥¡à ¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨. �¤−® ¨§ ¥£®
¯à¥¨¬ãé¥áâ¢ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ®− á á ¬®£® − ç «  −¥ á¢ï§ −
á ¢ë¡®à®¬ ®¯à¥¤¥«¥−−®© á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨− â, ¯®íâ®¬ã ®â¯ ¤ -
¥â ¯à¨áãé ï  − «¨â¨ç¥áª®¬ã ¯®¤å®¤ã −¥®¡å®¤¨¬®áâì ¯®áâ®ï−−®
¤®ª §ë¢ âì, çâ® â® ¨«¨ ¨−®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¨«¨ á¢®©áâ¢®, ¯®«ã-
ç¥−−®¥ ¢ −¥ª®â®à®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨− â, −  á ¬®¬ ¤¥«¥ ®â ¢ë¡®à 
ª®®à¤¨− â −¥ § ¢¨á¨â. �â® ®¡êïá−ï¥â ¯®¯ã«ïà−®áâì ¡¥áª®®à¤¨-
− â−®© â®çª¨ §à¥−¨ï áà¥¤¨ ¬ â¥¬ â¨ª®¢ á® áª«®−−®áâìî ª ãâ®−-
ç¥−−®©  «£¥¡à¥, −® ¥£® ãà®¢¥−ì  ¡áâà ªæ¨¨ ®¡¥áªãà ¦¨¢ ¥â
¡®«¥¥ ¯à £¬ â¨ç−ëå ¯à¨ª« ¤−ëå ¬ â¥¬ â¨ª®¢ ¨ ä¨§¨ª®¢.

„¥©áâ¢¨â¥«ì−® −®¢®© ï¢«ï¥âáï ¬®â¨¢¨à®¢ª   «£¥¡à ¨ç¥áª®-
£® ¯®¤å®¤  ª ¯®−ïâ¨î £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï, ¢®ªàã£ ª®â®à®£®
à §¢®à ç¨¢ ¥âáï ¢¥áì áî¦¥â ª−¨£¨. �−  ¨áå®¤¨â ¨§ ¯à¨è¥¤è¥£®
¨§ ¥áâ¥áâ¢¥−−ëå − ãª, â®ç−¥¥ ¨§ ä¨§¨ª¨, ¯®−ïâ¨ï − ¡«î¤ ¥¬®©,
ª®â®à®¥ ¨ á®§¤ ¥â ¨−âã¨â¨¢−® ¯à®§à ç−®¥ ®¡®á−®¢ −¨¥ ¤«ï ¢á¥å
®á−®¢−ëå ®¯à¥¤¥«¥−¨© ¨ ª®−áâàãªæ¨©. �à¨ íâ®¬ ¯®−ïâ¨ï á®áâ®-

ï−¨ï ä¨§¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë ¨ ¨§¬¥à¨â¥«ì−®£® ¯à¨¡®à  ¯à¨¤ îâ
¢¥áì¬   ¡áâà ªâ−ë¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ ¯®−ïâ¨ï¬ â®çª¨ á¯¥ªâà 

¨ í«¥¬¥−â   «£¥¡àë FM ®éãâ¨¬ë© ä¨§¨ç¥áª¨© á¬ëá«.
�¤¨− ¨§ ®á−®¢−ëå ¯à¨−æ¨¯®¢ á®¢à¥¬¥−−®© ä¨§¨ª¨ ãâ¢¥à-

¦¤ ¥â: áãé¥áâ¢ã¥â â®«ìª® â®, çâ® − ¡«î¤ ¥¬®. ‚ ¬ â¥¬ â¨-
ª¥, ª®â®à ï −¥ ï¢«ï¥âáï íªá¯¥à¨¬¥−â «ì−®© − ãª®©, ª®−æ¥¯æ¨ï
− ¡«î¤ ¥¬®áâ¨ ¯® áãé¥áâ¢ã −¨ª®£¤  ¥é¥ á¥àìñ§−® −¥ à áá¬ âà¨-
¢ « áì. �®íâ®¬ã ¢áïª®¥ ®¡áã¦¤¥−¨¥ ¯à®¡«¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ −¨ï

¢ ¥¥ ä®à¬ «ì−ëå à ¬ª å ¢á¥£¤  −¥á¥â ¢ á¥¡¥ ¨§àï¤−ãî ¤®«î

1‡¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ R ®¡®§− ç ¥â ¯®«¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−ëå ç¨á¥«. ‚¯à®ç¥¬, ¨ íâ®
®ç¥−ì ¢ ¦−®, −¨çâ® −¥ ¬¥è ¥â § ¬¥−¨âì ¥£® −  «î¡®¥ ¤àã£®¥ ¯®«¥ (¨«¨
ª®«ìæ®), ¥á«¨ â®£® âà¥¡ãîâ ãá«®¢¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© § ¤ ç¨.
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¬¥â ä¨§¨ª¨. ‘®¢à¥¬¥−−ë© ¬ â¥¬ â¨ª ¨§ãç ¥â ¬−®¦¥áâ¢ , á− ¡-
¦¥−−ë¥ â¥¬¨ ¨«¨ ¨−ë¬¨ áâàãªâãà ¬¨, á®¢¥àè¥−−® −¥ § ¡®âïáì
® â®¬, ª ª ®â«¨ç¨âì ®¤¨− í«¥¬¥−â à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¬−®¦¥áâ¢ 
®â ¤àã£®£®. �®áª®«ìªã ¦¥ ¢áïª®¥ − ¡«î¤¥−¨¥ âà¥¡ã¥â á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨å áà¥¤áâ¢, −¥ ¨¬¥îé¨å − ¤«¥¦ é¥© ä®à¬ «¨§ æ¨¨
¢ âà ¤¨æ¨®−−®© ¬ â¥¬ â¨ª¥, ¢®¯à®á ® − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨ ¢ë−®á¨âáï
§  ¯à¥¤¥«ë íâ®© − ãª¨.

’ ª®¥ ¯®«®¦¥−¨¥ ¤¥« −¥ ¬®¦¥â ãáâà ¨¢ âì ¬ â¥¬ â¨ª®¢,
¨, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£® â¥å, ªâ® ¢¬¥áâ¥ á �àå¨¬¥¤®¬ ¨ �ìîâ®−®¬ à á-
á¬ âà¨¢ ¥â á¢®î − ãªã ª ª − âãà «ì−ãî ä¨«®á®ä¨î. � ¯à¨¬¥à
ä¨§¨ª¨, ¨§ãç ï ª¢ −â®¢ë¥ ï¢«¥−¨ï, áâ «ª¨¢ îâáï á ¯à¨−æ¨-
¯¨ «ì−®© −¥¢®§¬®¦−®áâìî ¯®«−®áâìî ®â¤¥«¨âì − ¡«î¤ îé¥£®
®â − ¡«î¤ ¥¬®£®. �®íâ®¬ã ¢áïª®¥  ¤¥ª¢ â−®¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¥
®¯¨á −¨¥ â®© ¨«¨ ¨−®© ®¡« áâ¨ ª¢ −â®¢®© ä¨§¨ª¨ −¥ ¬®¦¥â
−¥ ¢ª«îç âì ¢ ª ç¥áâ¢¥ á¢®¥© −¥®âê¥¬«¥¬®© ç áâ¨ − ¤«¥¦ é¨¬
®¡à §®¬ ä®à¬ «¨§®¢ −−ãî ª®−æ¥¯æ¨î − ¡«î¤¥−¨ï. Š®−æ¥¯æ¨ï
− ¡«î¤¥−¨ï ¤®«¦−  ¡ëâì ç¥âª® áä®à¬ã«¨à®¢ −  ¢ «î¡®© ¬ â¥-
¬ â¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ ¢áïª¨© à §, ª®£¤  ¨¤¥â à¥çì ® áãé¥áâ¢®¢ −¨¨.
Š ª, − ¯à¨¬¥à, − ¡«î¤ âì à¥è¥−¨ï ®¡é¨å á¨áâ¥¬ −¥«¨−¥©−ëå
¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ãà ¢−¥−¨© ¢ ç áâ−ëå ¯à®¨§¢®¤−ëå ¨, ¨áå®-
¤ï ¨§ íâ®£®, ¯à ¢¨«ì−® áâ ¢¨âì § ¤ çã ® áãé¥áâ¢®¢ −¨¨ ¨ ¥¤¨−-
áâ¢¥−−®áâ¨ ¢ â®¬ ¨«¨ ¨−®¬ ª®−ªà¥â−®¬ á«ãç ¥? �â®â ¢®¯à®á
−¥ â ª ¡¥áá¬ëá«¥−, ª ª íâ® ¬®¦¥â ¯®ª § âìáï −  ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤
¨ ¥£® ¨áá«¥¤®¢ −¨¥ ¯à¨¢®¤¨â ª ¢¥áì¬  −¥®¦¨¤ −−ë¬ ¨ ã¤¨¢¨-
â¥«ì−ë¬ à¥§ã«ìâ â ¬.

ˆ§ãç¥−¨¥ â®£®, ª ª ¨§¬¥à¨â¥«ì−ë¥ ¯à¨¡®àë ¬®¦−® ¢¢¥áâ¨
¢ ¬ â¥¬ â¨ªã, ¥áâ¥áâ¢¥−−® − ç âì á ª« áá¨ç¥áª®£® ãà®¢−ï, â. ¥.
á â®© ç áâ¨ ¬ â¥¬ â¨ª¨, ª®â®à ï ¢®§−¨ª«  ¯®¤ ¢«¨ï−¨¥¬ −ã¦¤
ª« áá¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨ ¨ çì¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ï§ëª®¬ ®−  á â¥å ¯®à
¨ ï¢«ï¥âáï. �®íâ®¬ã ¬ë áâ àâã¥¬ á ¯®¤à®¡−®£® ®¡êïá−¥−¨ï â®£®,
¯®ç¥¬ã á«¥¤ãîé ï áå¥¬ ï¢«ï¥âáï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬ ®¯¨á −¨¥¬
ª« áá¨ç¥áª®© ¯à®æ¥¤ãàë ¨§¬¥à¥−¨ï:
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”¨§¨ç¥áª ï « ¡®à â®à¨ï −→ Š®¬¬ãâ â¨¢− ï ã−¨â à− ï
R-algebra A

ˆ§¬¥à¨â¥«ì−ë© ¯à¨¡®à −→ �«¥¬¥−â  «£¥¡àë A

‘®áâ®ï−¨¥ − ¡«î¤ ¥¬®© −→ ƒ®¬®¬®àä¨§¬ ã−¨â à−ëå
ä¨§¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë R- «£¥¡à h : A → R

�®ª § −¨¥ ¨§¬¥à¨â¥«ì−®£® −→ ‡− ç¥−¨¥ íâ®© äã−ªæ¨¨
¯à¨¡®à  h(a), a ∈ A

‡ â¥¬ ¬ë ®¯¨áë¢ ¥¬ ¯¥à¢ë¥, − ¨¡®«¥¥ ¢ ¦−ë¥ ¯®á«¥¤áâ¢¨ï
íâ®© ¨−â¥à¯à¥â æ¨¨. ‘ ¬®¥ ¢ ¦−®¥ ¨§ −¨å, ¨¬¥îé¥¥ äã−¤ -
¬¥−â «ì−®¥ §− ç¥−¨¥ ¨ ã¯®¬ï−ãâ®¥ ¢ëè¥, á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®
¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨á«¥−¨¥ ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥−−®© ç áâìî
ª®¬¬ãâ â¨¢−®©  «£¥¡àë.

Š ª ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì, ¢ à ¬ª å ã¯®¬ï−ãâ®© áå¥¬ë £« ¤-
ª¨¥ (¨«¨ ¤¨ää¥à¥−æ¨àã¥¬ë¥) ¬−®£®®¡à §¨ï ¯®ï¢«ïîâáï ª ª
R-á¯¥ªâàë −¥ª®â®à®£® ª« áá  R- «£¥¡à, − §ë¢ ¥¬ëå ¯® íâ®©
¯à¨ç¨−¥ £« ¤ª¨¬¨,   í«¥¬¥−âë íâ¨å  «£¥¡à ®ª §ë¢ îâáï £« ¤-
ª¨¬¨ äã−ªæ¨ï¬¨ −  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á¯¥ªâà å. �à¨ íâ®¬
R-á¯¥ªâà −¥ª®â®à®© R- «£¥¡àë A | íâ® á®¢®ªã¯−®áâì ¢á¥å ¥ñ
ã−¨â à−ëå £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¢ R- «£¥¡àã R, â. ¥. â®, çâ® ú¬®¦−®
ã¢¨¤¥âìû ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¤ −−®©  «£¥¡àë. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, £« ¤ª¨¥
¬−®£®®¡à §¨ï áãâì ú¬¨àëû, ¢®§¬®¦−®áâì − ¡«î¤ âì ª®â®àë¥
− ¬ ¯à¥¤®áâ ¢«ïîâ £« ¤ª¨¥  «£¥¡àë. ‚¢¨¤ã  «£¥¡à ¨ç¥áª®©
ã−¨¢¥àá «ì−®áâ¨ ¯à¨¢¥¤¥−−®© ¢ëè¥ áå¥¬ë, ú−¥£« ¤ª¨¥û  «£¥-
¡àë ¯®§¢®«ïîâ − ¬ ã¢¨¤¥âì ú−¥£« ¤ª¨¥ ¬¨àëû ¨ ¨áá«¥¤®¢ âì
¨å ®á®¡¥−−®áâ¨ | ¢ ¯àï¬®¬ ¨ ¯¥à¥−®á−®¬ á¬ëá«¥ | ¬¥â®¤ ¬¨
¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï. �®á«¥¤−¥¥, ®¤− ª®, | á®¢á¥¬
−¥ â® − ¨¢−®¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨á«¥−¨¥, ª®â®à®¥ ¨§ãç -
¥âáï −  ¯¥à¢®¬ ªãàá¥ «î¡®£® ã−¨¢¥àá¨â¥â ,   £®à §¤® ¡®«¥¥
¤¥«¨ª â− ï ª®−áâàãªæ¨ï.

�á−®¢ ¬ íâ®£® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï ¨ ¯®á¢ïé¥-
−  ¢â®à ï ç áâì ª−¨£¨. ‚ £« ¢¥ 9 ¬ë ú®âªàë¢ ¥¬û ¯®−ïâ¨¥
¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à  − ¤ ª®¬¬ãâ â¨¢−®©  «£¥¡à®©,
âé â¥«ì−®  − «¨§¨àãï ¯à®áâ¥©è¥¥ ¯®−ïâ¨¥ ª« áá¨ç¥áª®£® ¤¨ä-
ä¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï, ¯®−ïâ¨¥ ¯à®¨§¢®¤−®© (  â®ç−¥¥
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ª á â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à ). �®¬¨¬® íâ®£® ¢ −¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®
®¡áã¦¤ îâáï á −®¢®© â®çª¨ §à¥−¨ï ¯à®áâ¥©è¨¥ ª®−áâàãªæ¨¨
¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï, − ¯à¨¬¥à, ª á â¥«ì−®¥ ¨ ª®-
ª á â¥«ì−®¥ à áá«®¥−¨ï, ¢¯«®âì ¤® à áá«®¥−¨ï ¤¦¥â®¢, −¥®¡-
å®¤¨¬®£® ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨ ú «£¥¡à ¨ç¥áª®-
£®û ¨ áâ −¤ àâ−®£® ®¯à¥¤¥«¥−¨© ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à 
¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ®á−®¢− ï  «£¥¡à  ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© £« ¤-
ª¨å äã−ªæ¨© −  £« ¤ª®¬ ¬−®£®®¡à §¨¨. Š ª ¨««îáâà æ¨ï ¢®§-
¬®¦−®áâ¥© ú «£¥¡à ¨ç¥áª®£®û ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï
¢ ª®−æ¥ íâ®© £« ¢ë ¯à¨¢®¤¨âáï ¯®áâà®¥−¨¥ £ ¬¨«ìâ®−®¢  ä®à-
¬ «¨§¬  − ¤ ¯à®¨§¢®«ì−®© ª®¬¬ãâ â¨¢−®©  «£¥¡à®©.

„¥áïâ ï ¨ ®¤¨−− ¤æ â ï £« ¢ë ¯®á¢ïé¥−ë ¨§ãç¥−¨î à á-
á«®¥−¨© ¨ ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨© á  «£¥¡à ¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥-
−¨ï. �â® «®£¨ç¥áª¨ −¥®¡å®¤¨¬® ¤«ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®£®à §¢¨â¨ï
¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï ¢ ¤ãå¥ £« ¢ë 9. ’ ¬, ¢ ç áâ-
−®áâ¨, ãáâ − ¢«¨¢ ¥âáï íª¢¨¢ «¥−â−®áâì ª â¥£®à¨¨ ¢¥ªâ®à−ëå
à áá«®¥−¨© − ¤ ¬−®£®®¡à §¨¥¬ M ¨ ª â¥£®à¨¨ ª®−¥ç−® ¯®à®-
¦¤¥−−ëå ¯à®¥ªâ¨¢−ëå ¬®¤ã«¥© − ¤ £« ¤ª®©  «£¥¡à®© C∞(M).
‡ ¢¥àè ¥âáï ¦¥ ®¤¨−− ¤æ â ï £« ¢  ¨§ãç¥−¨¥¬ ¬®¤ã«¥© ¤¦¥â®¢
¯à®¨§¢®«ì−®£® ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï ¨ ®¡êïá−¥−¨¥¬ ã−¨¢¥à-
á «ì−®© à®«¨, ª®â®àãî íâ¨ ¬®¤ã«¨ ¨£à îâ ¢ â¥®à¨¨ ¤¨ää¥à¥−-
æ¨ «ì−ëå ®¯¥à â®à®¢.

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®á«¥¤−¨¥ £« ¢ë §− ª®¬ïâ ç¨â â¥«ï á −¥ª®-
â®àë¬¨ ¯à®áâ¥©è¨¬¨ ãáâ®ï¢è¨¬¨áï ç áâï¬¨ íâ®£® −®¢®£® ¯®¤-
å®¤  ª ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¬ã ¨áç¨á«¥−¨î, ¯®«−ãî «®£¨ç¥áªãî
áâàãªâãàã ª®â®à®£® ¥éñ ¯à¥¤áâ®¨â ãáâ −®¢¨âì. �® íâ®© ¯à¨ç¨−¥
®¤−  ¨§ ®á−®¢−ëå æ¥«¥© íâ®© ª−¨£¨ | ¯®ª § âì, çâ® �ìîâ®−
¨ ‹¥©¡−¨æ ®âªàë«¨ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨á«¥−¨¥ ¯à¨¬¥à−®
¢ â®¬ ¦¥ á¬ëá«¥, ª ª Š®«ã¬¡ �¬¥à¨ªã, ¨ ¯à¨£« á¨âì ç¨â â¥«ï
¯à®¤®«¦¨âì íªá¯¥¤¨æ¨î.

‡ ¡¥£ ï ¢¯¥à¥¤ ¨ ¢ëå®¤ï §  à ¬ª¨ íâ®© ª−¨£¨, ®â¬¥â¨¬, çâ®
¬¥å −¨§¬ ª¢ −â®¢®© − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨ ¨¬¥¥â ¯à¨−æ¨¯¨ «ì−® ª®£®-
¬®«®£¨ç¥áªãî ¯à¨à®¤ã ¨ ï¢«ï¥âáï ¯®¤å®¤ïé¥© á¯¥æ¨ «¨§ æ¨¥©
â¥å ¥áâ¥áâ¢¥−−ëå ¬¥â®¤®¢ − ¡«î¤¥−¨ï à¥è¥−¨© (−¥«¨−¥©−ëå)
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¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ãà ¢−¥−¨© ¢ ç áâ−ëå ¯à®¨§¢®¤−ëå, ª®â®-
àë¥ ¯®áâ¥¯¥−−® ¯à®ïá−ïîâáï ¢ à¥§ã«ìâ â¥ à §¢¨â¨ï ¢â®à¨ç−®£®

¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï ¨ −®¢®© ¢¥â¢¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®©
ä¨§¨ª¨, − §ë¢ ¥¬®© ª®£®¬®«®£¨ç¥áª®© ä¨§¨ª®©.

� áâ®ïé ï ª−¨£   ¤à¥á®¢ −  ¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì − ç¨− îé¨¬
¬ â¥¬ â¨ª ¬ ¨ ä¨§¨ª ¬, −® −¥ â®«ìª® ¨¬,   ¨ ¢á¥¬, ªâ® ¤®¯ãá-
ª ¥â, çâ® ¬®¦¥â §− âì −¥ ¢áñ ® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¬ ¨áç¨á«¥−¨¨
¨ â¥å £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®¡à § å, ª®â®àë¥ ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬
 áá®æ¨¨àãîâáï á ¥£® áâàãªâãà ¬¨. „«ï ¥ñ ¯®−¨¬ −¨ï âà¥¡ã¥âáï
¬¨−¨¬ «ì− ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï ¯®¤£®â®¢ª  ¢ ¯à¥¤¥« å áâ −¤ àâ-
−ëå ã−¨¢¥àá¨â¥âáª¨å ªãàá®¢ ¬−®£®¬¥à−®£®  − «¨§ , «¨−¥©−®©
¨ ®¡é¥©  «£¥¡àë,   â ª¦¥ −¥ª®â®àë© − ¢ëª ª â¥£®à−®£® ¬ëè-
«¥−¨ï.

‘ â¥¬, çâ®¡ë −¥ ®â¢«¥ª âìáï ®â ®á−®¢−®© «¨−¨¨, ¬ë â ª¦¥
¯à¥¤¯®« £ ¥¬ ¨§¢¥áâ−ë¬¨ á«¥¤ãîé¨¥ í«¥¬¥−â à−ë¥ ä ªâë,  ª-
ªãà â−®¥ ¨§«®¦¥−¨¥ ª®â®àëå § −ï«® ¡ë ¤®áâ â®ç−® ¬−®£® ¬¥áâ 
¨, á¢¥àå â®£®, ¡ë«® ¡ë áªãç−®. �â® | à §¡¨¥−¨¥ ¥¤¨−¨æë, â¥-
®à¥¬  “¨â−¨ ® ¯®£àã¦¥−¨¨ ¨ â¥®à¥¬ë ® −¥ï¢−®© ¨ ®¡ ®¡à â−®©
äã−ªæ¨¨.

Š − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨ „¦¥â  �¥áâàã¥¢ 

‚ 1969 £®¤ã �«¥ªá −¤à ‚¨−®£à ¤®¢, ®¤¨− ¨§  ¢â®à®¢ íâ®©
ª−¨£¨, − ç « ¢¥áâ¨ −  ¬¥å¬ â¥ Œƒ“ á¥¬¨− à, æ¥«ìî ª®â®à®£®
¡ë«® à §®¡à âìáï¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¯®¤®¯«ñª¥ ª¢ −â®¢®© â¥®à¨¨
¯®«ï. ‚ −ñ¬ ¯à¨−ï«¨ ãç áâ¨¥ −¥ª®â®àë¥ áâã¤¥−âë-¬ â¥¬ â¨ª¨,
¥£® ãç¥−¨ª¨, ¨ −¥áª®«ìª® ¬®«®¤ëå ä¨§¨ª®¢, ¨−¢ à¨ −â−ãî
ª®¬¯®−¥−âã ª®â®àëå ®¡à §®¢ «¨ „¬¨âà¨© �®¯®¢, ‚« ¤¨¬¨à
•®«®¯®¢ ¨ ‚« ¤¨¬¨à �−¤à¥¥¢. —¥à¥§ ¯ àã «¥â áâ «® ïá−®,
çâ® ¨§¢¥áâ−ë¥ âàã¤−®áâ¨ Š’� ¯à®¨áâ¥ª îâ ®ââ®£® çâ® ä¨§¨-
ª¨ ¤«ï ¢ëà ¦¥−¨ï á¢®¨å ¬ëá«¥© ¯®«ì§ãîâáï −¥¯®¤å®¤ïé¨¬
¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬ ï§ëª®¬, ¨ çâ® ¯®¤å®¤ïé¨© ï§ëª ¯®¯à®áâã −¥-
¨§¢¥áâ¥− (á¬. í¯¨£à ä). …á«¨, − ¯à¨¬¥à, ¯à® − «¨§¨à®¢ âì â®,
çâ® ä¨§¨ª¨ − §ë¢ îâ ¯à¨−æ¨¯®¬ ª®¢ à¨ −â−®áâ¨, ¢ëïá−ï¥âáï,
çâ® ¢áïª®¥ á¥àì¥§−®¥ ¨§«®¦¥−¨¥ ¥£® á ¬®£® ¨ ¥£® ¯®á«¥¤áâ¢¨©
¯à¥¤¯®« £ ¥â ª®−æ¥¯âã «ì−® ¯à ¢¨«ì−®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¯®−ïâ¨©
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¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à , ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ãà ¢−¥−¨ï
¨«¨, áª ¦¥¬, ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®© ä®à¬ë ¢â®à®£® ¯®àï¤ª .

�® íâ®© ¯à¨ç¨−¥ ¢ 1971 £®¤ã ®â ä¨§¨ç¥áª®£® á¥¬¨− à  ®â¤¥-
«¨«áï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨©, ª®â®àë© § −ï«áï ¨§ãç¥−¨¥¬ áâàãªâãàë
¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï ¨ ¢ëïá−¥−¨¥¬ â®£®, çâ® ï¢«ï¥â-
áï  − «®£®¬  «£¥¡à ¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ (−¥«¨−¥©−ëå)
¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ãà ¢−¥−¨© á ç áâ−ë¬¨ ¯à®¨§¢®¤−ë¬¨. �¤-
−®¢à¥¬¥−−® á íâ¨¬ ã¯®¬ï−ãâë©  ¢â®à − ç « ç¨â âì á®®â¢¥âáâ¢ã-
îé¨¥ á¯¥æªãàáë.

�¥à¢®¥ ¢à¥¬ï ãç áâ−¨ª¨ íâ¨å á¥¬¨− à®¢ ¨ á«ãè â¥«¨ á¯¥æ-
ªãàá®¢ ®¡å®¤¨«¨áì ¢¥áì¬  áå¥¬ â¨ç−ë¬¨ − ¡à®áª ¬¨ «¥ªæ¨©
¨ á®¡áâ¢¥−−ë¬¨ § ¯¨áª ¬¨. �¤− ª® «¥â ç¥à¥§ ¤¥áïâì á¤¥« «®áì
®ç¥¢¨¤−®, çâ® − ª®¯¨¢è¨¥áï §  íâ® ¢à¥¬ï ¬ â¥à¨ «ë ¤®«¦−ë
¡ëâì á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª¨ ®¡à ¡®â −ë ¨ § ¯¨á −ë. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬
¢ − ç «¥ ¢®áì¬¨¤¥áïâëå £®¤®¢ à®¤¨«áï „¦¥â �¥áâàã¥¢, â. ¥.
£àã¯¯  ¬ â¥¬ â¨ª®¢, à¥è¨¢è ï − ¯¨á âì ¡¥áª®−¥ç−ãî á¥à¨î
ª−¨£ ¯®¤ − §¢ −¨¥¬ ú�«¥¬¥−âë ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥-
−¨ïû. ’®£¤  ¡ë« á®áâ ¢«¥− ¯®¤à®¡−ë© ¯« − ¯¥à¢ëå ¢ë¯ãáª®¢
¨ − ¯¨á − ¯¥à¢ë© ¨§ −¨å, á®¤¥à¦ −¨¥ ª®â®à®£® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
¯¥à¢ë¬ ¢®áì¬¨ £« ¢ ¬ íâ®© ª−¨£¨.

‡ â¥¬, á ¯®çâ¨ ¯ïâ− ¤æ â¨«¥â−¨¬ ¯¥à¥àë¢®¬, ¢ë§¢ −−ë¬
àï¤®¬ ®¡ê¥ªâ¨¢−ëå ¨ áã¡ê¥ªâ¨¢−ëå ¯à¨ç¨−, ¡ë« − ¯¨á − ¢â®-
à®© ¢ë¯ãáª, ª®â®àë©, á¯« ¢«¥−−ë© á ¯¥à¢ë¬, ¨ á®áâ ¢«ï¥â
− áâ®ïéãî ª−¨£ã. �−  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¥¤¨−®¥ æ¥«®¥ ¨ á®-
§− â¥«ì−® á¤¥« −  −¥§ ¢¨á¨¬®© ®â ¢á¥£® −¥áâàã¥¢áª®£® § ¬ëá« .
‚ íâ®© ª−¨£¥ ç¨â â¥«ì − ©¤¥â ®â¢¥â −  ¢®¯à®á, çâ® â ª®¥ ¤¨ä-
ä¥à¥−æ¨ «ì−ë© ®¯¥à â®à. �¤− ª® „¦¥â �¥áâàã¥¢ −¥ â¥àï¥â
− ¤¥¦¤ë à ááª § âì ¥¬ã ¢ −¥¤ «ñª®¬ ¡ã¤ãé¥¬ ¨ ® â®¬, çâ® â ª®¥
á¨áâ¥¬  −¥«¨−¥©−ëå ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ãà ¢−¥−¨© ¢ ç áâ−ëå
¯à®¨§¢®¤−ëå, ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì− ï ä®à¬  ¢â®à®© áâ¥¯¥−¨ ¨  − -
«®£¨ç−ë¥ ¢¥é¨. —¨â â¥«ì, ª®â®à®¬ã ¡¥§ ¯à®¬¥¤«¥−¨ï § å®ç¥âáï
§ £«ï−ãâì ¢¯¥à¥¤, ¬®¦¥â ®¡à â¨âìáï ª «¨â¥à âãà¥, ¯à¨¢¥¤¥−-
−®© ¢ ª®−æ¥ ¯®á«¥á«®¢¨ï −  áâà. 299. �®«¥¥ ¯®«−ë© á¯¨á®ª
«¨â¥à âãàë ¬®¦−® − ©â¨ ¢ [8].
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„¦¥â �¥áâàã¥¢ ï¢«ï¥âáï áã£ã¡® èâ âáª¨¬ ä¨«®á®ä®¬ ¨ − ¤
−¨¬ −¥ âï£®â¥¥â ¡à¥¬ï ¢®¥−−®© â ©−ë, ª ª − ¤ ¨§¢¥áâ−ë¬
äà −æã§áª¨¬ £¥−¥à «®¬. �®íâ®¬ã −¥â −¨ª ª®£® á¥ªà¥â  ¢ â®¬,
çâ® ¢ − ¯¨á −¨¨ íâ®© ª−¨£¨ ¯à¨−ï«¨ ãç áâ¨¥ �. Œ. �áâ -
è®¢, �. ‚. �®ç à®¢, �. Œ. ‚¨−®£à ¤®¢, Œ. Œ. ‚¨−®£à ¤®¢,
‘. ‚. „ã¦¨− ¨ �. �. ‘®á¨−áª¨©. …¥ ¨¤¥ï ¨ ®á−®¢−ë¥ ®à¨£¨− «ì-
−ë¥ − ¡«î¤¥−¨ï ¯à¨− ¤«¥¦ â �. Œ. ‚¨−®£à ¤®¢ã. �¨áã−ª¨
¢ë¯®«−¥−ë �. Œ. �áâ è®¢ë¬. „¦¥â �¥áâàã¥¢ ¢ëà ¦ ¥â á¢®î
¨áªà¥−−îî ¡« £®¤ à−®áâì ˆ. C. Šà á¨«ìé¨ªã §  àï¤ ¯®«¥§−ëå
á®¢¥â®¢ ¨ ¯®¬®éì ¯à¨ à¥¤ ªâ¨à®¢ −¨¨ −¥ª®â®àëå äà £¬¥−â®¢
ª−¨£¨.

„¦¥â �¥áâàã¥¢
Œ®áª¢ -�¥à¥á« ¢«ì-‘ «¥à−®

�¯à¥«ì 2000 £.
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‚‚…„…�ˆ…

1.0. �â  £« ¢  á®¤¥à¦¨â ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì−®¥ ®¡áã¦¤¥−¨¥ ¯®−ïâ¨ï
ª®−¥ç−®¬¥à−®£®£« ¤ª®£® (â. ¥. ¡¥áª®−¥ç−® ¤¨ää¥à¥−æ¨àã¥¬®£®)
¬−®£®®¡à §¨ï | ®á−®¢−®£® ¯¥àá®− ¦  ¢á¥© − è¥© ª−¨£¨.

—¥¬ ¦¥ ¢ ¦−ë ¨ ¨−â¥à¥á−ë £« ¤ª¨¥ ¬−®£®®¡à §¨ï?
‚®-¯¥à¢ëå, ¬ë ¦¨¢¥¬ ¢−ãâà¨ ¬−®£®®¡à §¨ï (‚á¥«¥−− ï |

ç¥âëà¥å¬¥à−®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥, ¥á«¨ ¢¥à¨âì �©−èâ¥©−ã) ¨ −  ¬−®-
£®®¡à §¨¨ (§¥¬−®© ¯®¢¥àå−®áâ¨, ¬®¤¥«ìî ª®â®à®© á«ã¦¨â áä¥à 
S2). � á ®ªàã¦ îâ ¬−®£®®¡à §¨ï: ¯®¢¥àå−®áâì ç èª¨ ¥áâì ¬−®-
£®®¡à §¨¥ (  ¨¬¥−−®, â®à S1× S1, ¡®«¥¥ ç áâ® ®¯¨áë¢ ¥¬ë© ª ª
¯®¢¥àå−®áâì ¡ã¡«¨ª  ¨«¨ ®¡àãç «ì−®£® ª®«ìæ  ¨«¨ ª ª ª ¬¥à 
 ¢â®¬®¡¨«ì−®£® ª®«¥á ); àã¡ èª  | íâ® ¤¢ã¬¥à−®¥ ¬−®£®®¡à -
§¨¥ á ªà ¥¬ ¨ â.¤. �à®æ¥ááë, ¯à®¨áå®¤ïé¨¥ ¢ ¯à¨à®¤¥, ç áâ®
 ¤¥ª¢ â−® ¬®¤¥«¨àãîâáï ¤¢¨¦¥−¨¥¬ â®ç¥ª −  £« ¤ª¨å ¬−®£®-
®¡à §¨ïå, ®á®¡¥−−® ¥á«¨ íâ¨ ¯à®æ¥ááë −¥ ¯à¨¢®¤ïâ ª à §àë¢ ¬
¨«¨ ª â áâà®ä ¬. (Š â áâà®äë | ¢ ¯à¨à®¤¥, ã¯à ¢«¥−¨¨ ¨«¨
−  ¡¨à¦¥ | ¨§ãç îâáï úâ¥®à¨¥© ª â áâà®äû, ª®â®à ï ¨¬¥¥â
¤¥«® −¥ á ¬−®£®®¡à §¨ï¬¨, −® á £« ¤ª¨¬¨ ®â®¡à ¦¥−¨ï¬¨ ¬−®-
£®®¡à §¨©.)

�¤− ª®, çâ® ï¢«ï¥âáï £®à §¤® ¡®«¥¥ ¢ ¦−ë¬ á â®çª¨ §à¥−¨ï
íâ®© ª−¨£¨, ¬−®£®®¡à §¨ï ¥áâ¥áâ¢¥−−® ¢®§−¨ª îâ ¢® ¬−®£¨å
®¡« áâïå ¬ â¥¬ â¨ª¨ (¢  «£¥¡à¥ ¨  − «¨§¥ áâ®«ì ¦¥ ç áâ®, ª ª
¢ £¥®¬¥âà¨¨) ¨ ¥¥ ¯à¨«®¦¥−¨ïå (®á®¡¥−−® ¢ ¬¥å −¨ª¥). �à¥¦¤¥
ç¥¬ ¬ë ¯®¯ëâ ¥¬áï ®¡êïá−¨âì, çâ® â ª®¥ £« ¤ª®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥,
¯à¨¢¥¤¥¬ −¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢.
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O

x

y

z

A(x , y , z )

B(x  , y  , z  )

A   A   A

B    B    B

�¨á. 1.1.

1.1. Š®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® ¢à é îé¥£®áï â¢¥à-
¤®£® â¥«  ¢ ¯à®áâà −áâ¢¥ (Rot(3)). � áá¬®âà¨¬ â¢¥à¤®¥ â¥«®
¢ ¯à®áâà −áâ¢¥, § ªà¥¯«¥−−®¥ ¢ â®çª¥ O è à−¨à®¬, á¯®á®¡−ë¬
¯à®¢®à ç¨¢ âìáï ¢ «î¡®¬ − ¯à ¢«¥−¨¨ (à¨á. 1.1). Œë å®â¨¬
®¯¨á âì ¬−®¦¥áâ¢® ¯®«®¦¥−¨© â¥« , ¨«¨, ª ª íâ® − §ë¢ îâ
¢ ª« áá¨ç¥áª®© ¬¥å −¨ª¥, ¥£® ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢®.
�¤¨− ¨§ ¢®§¬®¦−ëå á¯®á®¡®¢ à¥è¥−¨ï íâ®© § ¤ ç¨ á®áâ®¨â
¢ ¢ë¡®à¥ á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨− â Oxyz. ’®£¤  ¯®«®¦¥−¨¥ â¥«  ®¯à¥-
¤¥«ï¥âáï ª®®à¤¨− â ¬¨ (xA, yA, zA), (xB, yB, zB) ¤¢ãå ª®−ä¨-
£ãà æ¨®−−ëå â®ç¥ª A,B. �¤− ª® ®ç¥¢¨¤−®, çâ® â ª®© ¢ë¡®à
¯ à ¬¥âà®¢ −¥ íª®−®¬¨ç¥−: ¨−âã¨â¨¢−® ïá−®, çâ® ä ªâ¨ç¥áª¨
−ã¦−® â®«ìª® âà¨ ¯ à ¬¥âà  ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥−¨ï ¯®«®¦¥−¨ï â¥« .
�® ªà ©−¥© ¬¥à¥ íâ® â ª, ¥á«¨ â¥«® −¥ ®ç¥−ì á¨«ì−® á¬¥é¥−®
®â−®á¨â¥«ì−® − ç «ì−®£® ¯®«®¦¥−¨ï OA0B0. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®,
− ¯à ¢«¥−¨¥ OA ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤¢ã¬ï ¯ à ¬¥âà ¬¨ (− ¯à¨¬¥à,
xA,yA −  à¨á. 1.1) ¨ â®«ìª® ®¤¨− ¯ à ¬¥âà −ã¦¥−, çâ®¡ë ¯®-
ª § âì, ª ª â¥«® ¯®¢¥à−ãâ® ®â−®á¨â¥«ì−® ®á¨ OA (− ¯à¨¬¥à,
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ã£®« ϕB = B′
0OB, £¤¥ ¢¥ªâ®à

−−→
AB′

0 à ¢¥− ¢¥ªâ®àã
−−−→
A0B0). �ã¦−®

¯®¤ç¥àª−ãâì, çâ® íâ¨ ¯ à ¬¥âàë −¥ ï¢«ïîâáï ®¡ëç−ë¬¨ ¥¢ª«¨-
¤®¢ë¬¨ ª®®à¤¨− â ¬¨; −¨ª ª¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ á¯®á®¡®¬ −¥«ì§ï
ãáâ −®¢¨âì ¡¨¥ªâ¨¢−®£® (â. ¥. ¢§ ¨¬−® ®¤−®§− ç−®£®) á®®â¢¥â-
áâ¢¨ï ¬¥¦¤ã ¬−®¦¥áâ¢®¬ ¯®«®¦¥−¨© â¥«  ¨ ®¡ëç−ë¬ âà¥å¬¥à-
−ë¬ ¯à®áâà −áâ¢®¬ R3. ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ¬ë ¯®¢¥à−¥¬ AB − 
ã£®« ϕ = 2π, â¥«® −¥ § ©¬¥â −®¢®£® ¯®«®¦¥−¨ï, ®−® ¢¥à−¥âáï
¢ ¯®«®¦¥−¨¥ OAB. ’® ¥áâì ¤¢ã¬ §− ç¥−¨ï¬ ¯ à ¬¥âà  ϕ á®®â-
¢¥âáâ¢ã¥â ®¤−® ¯®«®¦¥−¨¥ â¥« . �¥à¢®¥, çâ® ¯à¨å®¤¨â ¢ £®«®¢ã
¢ â ª®© á¨âã æ¨¨, | íâ® − «®¦¨âì ®£à −¨ç¥−¨¥ −  ¯ à ¬¥âà ϕ.
� ¨¬¥−−®, áç¨â âì, çâ® íâ®â ¯ à ¬¥âà ¨§¬¥−ï¥âáï ¢ ¯à¥¤¥« å ®â
0 ¤® 2π. ’ ª®© ¢ëå®¤ ¨§ ¯®«®¦¥−¨ï, ®¤− ª®, −¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï-
¥âáï ¯à¨¥¬«¥¬ë¬, ¯®áª®«ìªã â®£¤  −¥¯à¥àë¢−®¬ã ¨§¬¥−¥−¨î
¯®«®¦¥−¨ï â¥«  (− ¯à¨¬¥à, ¢à é¥−¨î) −¥ ¡ã¤¥â á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì
−¥¯à¥àë¢−®¥ ¨§¬¥−¥−¨¥ ¯ à ¬¥âà®¢.

‘ ¤àã£®© áâ®à®−ë, «®ª «ì−®, áª ¦¥¬ ®ª®«® − ç «ì−®£® ¯®-
«®¦¥−¨ï OA0B0, áãé¥áâ¢ã¥â ¡¨¥ªâ¨¢−®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥, ãáâ − -
¢«¨¢ ¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬ OAB �→ (xA, yA, ϕB), ¬¥¦¤ã ¯®«®-
¦¥−¨ï¬¨ â¥«  ¨ ®ªà¥áâ−®áâìî − ç «  ª®®à¤¨− â ¢ âà¥å¬¥à−®¬
¯à®áâà −áâ¢¥. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢®
¢à é îé¥£®áï â¢¥à¤®£® â¥«  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡ê¥ªâ, ª®â®-
àë© «®ª «ì−® ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯¨á − âà¥¬ï ¥¢ª«¨¤®¢ë¬¨ ª®®à¤¨− -
â ¬¨, ®¤− ª® £«®¡ «ì−® ¨¬¥¥â ¡®«¥¥ á«®¦−ãî áâàãªâãàã.

1.2. �«£¥¡à ¨ç¥áª ï ¯®¢¥àå−®áâì V . ‚ ¤¥¢ïâ¨¬¥à−®¬ ¥¢ª«¨-
¤®¢®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥ R9 à áá¬®âà¨¬ ¬−®¦¥áâ¢® V â®ç¥ª, ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¨å á«¥¤ãîé¥© á¨áâ¥¬¥ è¥áâ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢−¥-
−¨©:


x21 + x22 + x23 = 1; x1x4 + x2x5 + x3x6 = 0;
x24 + x25 + x26 = 1; x1x7 + x2x8 + x3x9 = 0;
x27 + x28 + x29 = 1; x4x7 + x5x8 + x6x9 = 0.
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�ª §ë¢ ¥âáï, çâ® íâ® £« ¤ª ï âà¥å¬¥à− ï ¯®¢¥àå−®áâì ¢ R9

(3 = 9− 6). �¥âàã¤−® ®¯¨á âì (¯®¯à®¡ã©â¥ íâ® á¤¥« âì!) ¡¨¥ª-
â¨¢−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ®ªà¥áâ−®áâ¨ ¯à®¨§¢®«ì−®© â®çª¨ (áª ¦¥¬,
(1,0,0,0,1,0,0,0,1)) íâ®© ¯®¢¥àå−®áâ¨ ¢ ®ªà¥áâ−®áâì − ç «  ª®-
®à¤¨− â ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà −áâ¢  R3. �® íâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ −¥
¬®¦¥â ¡ëâì à áè¨à¥−® ¤® ®â®¡à ¦¥−¨ï ¢á¥© ¯®¢¥àå−®áâ¨ V ,
¯®áª®«ìªã ¯®¢¥àå−®áâì V ª®¬¯ ªâ−  (¯®ç¥¬ã?). Œë ¯®«ãç¨«¨
¥é¥ ®¤¨− ¯à¨¬¥à ®¡ê¥ªâ , «®ª «ì−® ¯®å®¦¥£® −  âà¥å¬¥à−®¥
¯à®áâà −áâ¢® R3, −® á ¤àã£®© £«®¡ «ì−®© áâàãªâãà®©.

�¥ á«¥¤ã¥â ¯®« £ âì, çâ® ¬−®¦¥áâ¢® à¥è¥−¨© «î¡ëå 6  «-
£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢−¥−¨© á 9 −¥¨§¢¥áâ−ë¬¨ ®¡ï§ â¥«ì−® ¡ã¤¥â
¨¬¥âì â ªãî ¦¥ ¯à®áâãî «®ª «ì−ãî áâàãªâãàã | ¬®£ãâ ¡ëâì
â®çª¨ á ¬®¯¥à¥á¥ç¥−¨ï ¨ ¤àã£¨¥ ®á®¡¥−−®áâ¨. (‚ íâ®¬ á®áâ®¨â
®¤−  ¨§ ¯à¨ç¨− â®£®, çâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï, ¨§ãç îé ï
 «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬−®£®®¡à §¨ï, ª ª ®−¨ − §ë¢ îâáï, −¥ ï¢«ï¥âáï
à §¤¥«®¬ â¥®à¨¨ £« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨©.)

1.3. ’à¥å¬¥à−®¥ ¯à®¥ªâ¨¢−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® RP 3. ‚ ç¥âë-
à¥å¬¥à−®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥ R4 à áá¬®âà¨¬ ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯àï-
¬ëå, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ − ç «® ª®®à¤¨− â. Œë å®â¨¬ à áá¬ -
âà¨¢ âì íâ® ¬−®¦¥áâ¢® ª ª ú¯à®áâà −áâ¢®û, úâ®çª ¬¨û ª®â®à®£®
ï¢«ïîâáï ¯àï¬ë¥. Š ¦¤ ï úâ®çª û íâ®£® ¯à®áâà −áâ¢ , − §¢ −-
−®£® £¥®¬¥âà ¬¨ XIX ¢¥ª  ¯à®¥ªâ¨¢−ë¬ ¯à®áâà −áâ¢®¬ RP 3,
®¯à¥¤¥«ï¥âáï − ¯à ¢«ïîé¨¬ ¢¥ªâ®à®¬ (a1, a2, a3, a4) á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¥© ¯àï¬®©, â. ¥. ç¥â¢¥àª®© ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−ëå ç¨á¥«. �®-
áª®«ìªã ¯à®¯®àæ¨®− «ì−ë¥ ç¥â¢¥àª¨ ®¯à¥¤¥«ïîâ ®¤−ã ¨ âã ¦¥
¯àï¬ãî, ª ¦¤ ï â®çª  R3 ¥áâì ª« áá íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨¯à®¯®àæ¨-
®− «ì−ëå ç¥â¢¥à®ª ç¨á¥«, ®¡®§− ç ¥¬ëå P = (a1 : a2 : a3 : a4),
£¤¥ (a1, a2, a3, a4) | ¯à®¨§¢®«ì−ë© ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì ª« áá  P .
‚ ®ªà¥áâ−®áâ¨ ª ¦¤®© â®çª¨ ¯à®áâà −áâ¢® RP 3 ãáâà®¥−® ¯®¤®¡-
−® R3. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, â®çªã P0 = (a01 : a

0
2 : a

0
3 : a

0
4), ã ª®â®à®©

a4 �= 0, ¬®¦−® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ P0 = (a01/a
0
4 : a

0
2/a

0
4 : a

0
3/a

0
4 : 1)

¨ ¤à®¡¨ a01/a
0
4, a02/a

0
4, a03/a

0
4 ¬®£ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ¥¥ ª®-

®à¤¨− âë. � áá¬®âà¥¢ ¢á¥ â®çª¨ P , ã ª®â®àëå a4 �= 0, ¨ áç¨â ï
x1 = a1/a4, x2 = a2/a4, x3 = a3/a4 ¨å ª®®à¤¨− â ¬¨, ¬ë ¯®«ã-
ç¨¬ ¡¨¥ªæ¨î ®ªà¥áâ−®áâ¨ â®çª¨ P0 ¢ ¯à®áâà −áâ¢¥ R3. —¥âëà¥
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¯®¤®¡−ë¥ ®ªà¥áâ−®áâ¨ (¤«ï a1 �= 0, a2 �= 0, a3 �= 0, a4 �= 0)
¯®ªàë¢ îâ ¢á¥ ¯à®áâà −áâ¢® RP 3. �¤− ª® â®çª¨, ¯à¨− ¤«¥-
¦ é¨¥ ¤¢ã¬ ¨ ¡®«¥¥ ®ªà¥áâ−®áâï¬, ¨¬¥îâ ¢ íâ¨å ®ªà¥áâ−®áâïå
à §−ë¥ ª®®à¤¨− âë (− ¯à¨¬¥à, â®çª  (6 : 12 : 2 : 3) ¡ã¤¥â ¨¬¥âì
ª®®à¤¨− âë (2, 4, 2/3) ¢ ®¤−®© ¨ (3, 6, 3/2) ¢ ¤àã£®© á¨áâ¥¬¥
ª®®à¤¨− â). ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ æ¥«®¬ áâàãªâãà  RP 3 ®â«¨ç−  ®â
áâàãªâãàë R3.

1.4. ‘¯¥æ¨ «ì− ï ®àâ®£®− «ì− ï £àã¯¯  SO(3). � áá¬®âà¨¬
£àã¯¯ã SO(3) ¨§®¬¥âà¨© ¯à®áâà −áâ¢  R3, á®åà −ïîé¨å ®à¨-
¥−â æ¨î ¨ ®áâ ¢«ïîé¨å −  ¬¥áâ¥ − ç «® ª®®à¤¨− â. Š ¦¤ ï
â ª ï ¨§®¬¥âà¨ï ®¤−®§− ç−® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬ ¨−¢ à¨ −â−ë¬
− ¯à ¢«¥−¨¥¬ ¨ ã£«®¬ ¯®¢®à®â  ϕ. „«ï ®¯à¥¤¥«¥−¨ï − ¯à -
¢«¥−¨© ¢ R3 «®ª «ì−® âà¥¡ãîâáï ¤¢¥ ª®®à¤¨− âë, áª ¦¥¬ a,b
(¤®ª ¦¨â¥!). ˆâ ª, ®¯ïâì ¯®«ãç ¥¬, çâ® âà¨ ª®®à¤¨− âë (ϕ, a, b)
®¯à¥¤¥«ïîâ í«¥¬¥−â £àã¯¯ë SO(3), −® ï¢«ïîâáï ¥¢ª«¨¤®¢ë¬¨
ª®®à¤¨− â ¬¨ â®«ìª® «®ª «ì−®.

1.5. ” §®¢®¥ ¯à®áâà −áâ¢® B(D2) ¡¨«ìïà¤  −  ¤¨áª¥.
“¯àã£¨© ¡¨«ìïà¤−ë© è à P ¤¢¨¦¥âáï á ¥¤¨−¨ç−®© áª®à®áâìî
¯® ¯®¢¥àå−®áâ¨ ¤¨áª  D2, ®âà ¦ ïáì ®â ¥£® ª®«ìæ¥¢®© £à −¨-
æë C ¯® ®¡ëç−®¬ã § ª®−ã (ã£®« ¯ ¤¥−¨ï à ¢¥− ã£«ã ®âà ¦¥−¨ï).
Œë å®â¨¬ ®¯¨á âì ä §®¢®¥ ¯à®áâà −áâ¢® B(D2) íâ®© ¬¥å −¨-
ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë, â®çª ¬¨ ª®â®à®£®, ¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î, ï¢«ïîâáï
á®áâ®ï−¨ï á¨áâ¥¬ë. �®¤ á®áâ®ï−¨¥¬ á¨áâ¥¬ë ¬ë ¯®−¨¬ ¥¬ ¯®-
«®¦¥−¨¥ è à  P ¢¬¥áâ¥ á − ¯à ¢«¥−¨¥¬ ¥£® ¢¥ªâ®à  áª®à®áâ¨.
�®áª®«ìªã ª ¦¤®¥ á®áâ®ï−¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï âà¥¬ï ª®®à¤¨− â ¬¨
(x, y;ϕ) (á¬. à¨á. 1.2), ¬®¦¥â ¯®ª § âìáï, çâ® B(D2) ª ª ¬−®-
¦¥áâ¢® á®¢¯ ¤ ¥â á D2 × S1, £¤¥ S1 | ¥¤¨−¨ç− ï ®ªàã¦−®áâì
(S1 = R mod 2π). �¤− ª® íâ® −¥ â ª, ¯®áª®«ìªã ¢ ¬®¬¥−â
ã¤ à  è à  ® ¡®àâ ¡¨«ìïà¤ , áª ¦¥¬, ¢ â®çª¥ (x0, y0), − ¯à ¢«¥-
−¨¥ ¢¥ªâ®à  áª®à®áâ¨ áª çª®¬ ¬¥−ï¥â á¢®¥ §− ç¥−¨¥ á ϕ1 −  ϕ2
(á¬. à¨á. 1.2). �®íâ®¬ã −ã¦−® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥
á®áâ®ï−¨ï:

(x0, y0, ϕ1) ≡ (x0, y0, ϕ2). (1.1)
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’ ª¨¬ ®¡à §®¬, B(D2) = (D2 × S1)/ ∼, £¤¥ ç¥à¥§ / ∼ ®¡®-
§− ç¥−  ä ªâ®à¨§ æ¨ï ¯® ®â−®è¥−¨î íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨ ∼ ¬¥¦¤ã
¢á¥¬¨ ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨ï¬¨ (1.1) ®â−®á¨â¥«ì−® ¢á¥å ¢®§¬®¦−ëå
áâ®«ª−®¢¥−¨© è à  á £à −¨æ¥© C.

ϕ

ϕ

1

2

�¨á. 1.2.

�®áª®«ìªã ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨ï ¯à®¨§¢®¤ïâáï â®«ìª® ¤«ï â®ç¥ª
£à −¨æë C, ¢á¥ â®çª¨ ¬−®¦¥áâ¢ 

B0(D2) = IntD2 × S1 = (IntD2 × S1)/∼,

£¤¥ IntD2 = D2�C | ¢−ãâà¥−−®áâì¤¨áª D2, ¨¬¥îâ ®ªà¥áâ−®-
áâ¨, ãáâà®¥−−ë¥ ¯®¤®¡−® ®âªàëâë¬ ®ªà¥áâ−®áâï¬ ¢ R3 (á ª®®à¤¨-
− â ¬¨ (x, y;ϕ)). ‚¥áì¬  ¯à®áâ®¥, −® ¢á¥ ¦¥ âà¥¡ãîé¥¥ ¤®ª § -
â¥«ìáâ¢  (¯à¨¢¥¤¨â¥) ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥ § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® ¯®á«¥
®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨ï ú£à −¨ç−ë¥ á®áâ®ï−¨ïû (x, y;ϕ), (x, y) ∈ C,
â®¦¥ ¨¬¥îâ ®ªà¥áâ−®áâ¨, ¯®¤®¡−ë¥ ®âªàëâë¬ ¬−®¦¥áâ¢ ¬ ¢ R3.
’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬−®£®®¡à §¨¥ B(D2) «®ª «ì−® ãáâà®¥−® â ª ¦¥,
ª ª R3, ®¤− ª®, ª ª ¬ë −¨¦¥ ¯®ª ¦¥¬, ¢ æ¥«®¬ ®â«¨ç ¥âáï ®â R3.



‚¢¥¤¥−¨¥ 17

‚ ª ç¥áâ¢¥ ¡®«¥¥ á«®¦−®£® ¯à¨¬¥à  ¨áªãè¥−−ë© ç¨â â¥«ì
¬®¦¥â ¯®¯à®¡®¢ âì ®¯¨á âì ä §®¢®¥ ¯à®áâà −áâ¢ ¡¨«ìïà¤ ¢−ã-
âà¨ ¯àï¬®ã£®«ì−®£® âà¥ã£®«ì−¨ª , à áá¬®âà¥¢ âà¥ã£®«ì−¨ª¨
á ®áâàë¬ ã£«®¬ a)

π

6
; ¡)

√
2π/4.

1.6. Š ¯à¨¢¥¤¥−−ë¬ ¢ëè¥ ¯à¨¬¥à ¬ âà¥å¬¥à−ëå ¬−®£®®¡à -
§¨© ¬ë ¯à¨è«¨ ¨§ à §−ëå ®¡« áâ¥© ¬ â¥¬ â¨ª¨ ¨«¨ ¥¥ ¯à¨«®¦¥-
−¨©: ª« áá¨ç¥áª®© ¬¥å −¨ª¨ (¯. 1.1),  «£¥¡à ¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨
(¯. 1.2), ª« áá¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨ (¯. 1.3), «¨−¥©−®©  «£¥¡àë (¯.
1.4) ¨ ¬¥å −¨ª¨ (¯. 1.5). �à®¤¢¨−ãâë© ç¨â â¥«ì −¥ ®è¨¡áï,
§ ¬¥â¨¢, çâ® −  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¢ ¯à¨¬¥à å (1.1 { 1.4) ¢ à §−ëå
®¡«¨çìïå ¢®§−¨ª ¥â ®¤−® ¨ â® ¦¥ ¬−®£®®¡à §¨¥:

Rot(3) = V = RP 3 = SO(3).

�®«¥¥ â®ç−®, ¢á¥ íâ¨ ¬−®£®®¡à §¨ï ¤¨ää¥®¬®àä−ë, â. ¥. íª¢¨-
¢ «¥−â−ë ª ª £« ¤ª¨¥ ¬−®£®®¡à §¨ï (áâà®£®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ á¬.
¢ ¯. 6.7). �®á«¥¤−¥¥ ¨§ ¯®áâà®¥−−ëå ¬−®£®®¡à §¨© | B(D2)
(¯à¨¬¥à 1.5 | ®â«¨ç ¥âáï ®â ®áâ «ì−ëå (â. ¥. −¥ ¤¨ää¥®¬®àä−®
¨¬), ¯®áª®«ìªã, ª ª ®ª §ë¢ ¥âáï, ®−® ¤¨ää¥®¬®àä−® âà¥å¬¥à-
−®© áä¥à¥ S3. � ç¨− îé¨© ç¨â â¥«ì −¥ ¤®«¦¥− ®âç ¨¢ âìáï,
¥á«¨ ®− −¥ ã¢¨¤¥« íâ®£® | íâ® −¥ ¯à®áâ® § ¬¥â¨âì ¨ ¤®áâ â®ç−®
á«®¦−® ¤®ª § âì.

Š ªãî ¦¥ ¬®à «ì ¬®¦−® ¢ë¢¥áâ¨ ¨§ ¯à¨¢¥¤¥−−ëå ¯à¨¬¥-
à®¢? ˆáâ®à¨ï ¬ â¥¬ â¨ª¨ ãç¨â, çâ® ¥á«¨ ®¤¨− ¨ â®â ¦¥ ®¡ê¥ªâ
¯®¤ à §−ë¬¨ ¬ áª ¬¨ ¯®ï¢«ï¥âáï ¢ à §«¨ç−ëå ®¡« áâïå ¬ â¥-
¬ â¨ª¨ ¨ ¥¥ ¯à¨«®¦¥−¨© ¨ ¨£à ¥â ¢ −¨å ¢ ¦−ãî à®«ì, â® â ª®©
®¡ê¥ªâ ¤®«¦¥− ¨§ãç âìáï á ¢−ãâà¥−−¥© â®çª¨ §à¥−¨ï ª ª á -
¬®áâ®ïâ¥«ì−®¥ ¯®−ïâ¨¥. ’ ª ¡ë«® á â ª¨¬¨ äã−¤ ¬¥−â «ì−ë¬¨
¯®−ïâ¨ï¬¨, ª ª £àã¯¯  ¨«¨ «¨−¥©−®¥ ¯à®áâà −áâ¢®, ¨ íâ® ®ª -
§ë¢ ¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬ ¤«ï −¥ ¬¥−¥¥ ¢ ¦−®£® ¯®−ïâ¨ï £« ¤ª®£®

¬−®£®®¡à §¨ï.

1.7. �à¨¢¥¤¥−−ë¥ ¯à¨¬¥àë ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¬−®£®®¡à §¨¥ M
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬−®¦¥áâ¢® â®ç¥ª, «®ª «ì−® ãáâà®¥−−®¥ ª ª
¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà −áâ¢® Rn, ®¤− ª® ¥£® £«®¡ «ì− ï áâàãªâãà ,
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¢®®¡é¥ £®¢®àï, ®â«¨ç ¥âáï ®â áâàãªâãàë Rn. Š ª¨¥ ¦¥ ¬¥â®-
¤ë ¯à¨£®¤−ë ¤«ï ¨§ãç¥−¨ï ®¡ê¥ªâ®¢ â ª®£® à®¤ ? �®áª®«ìªã
¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨ ª ¦¤®© â®çª¨ áãé¥áâ¢ãîâ ¥¢ª«¨¤®¢ë ª®®à¤¨− âë,
â® ¬®¦−® ¯®¯ëâ âìáï ¯®ªàëâì M ª®®à¤¨− â−ë¬¨ ®ªà¥áâ−®áâï-

¬¨ (¨«¨ ª àâ ¬¨, ¨«¨ «®ª «ì−ë¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ ª®®à¤¨− â, ª ª
¨å ¥é¥ − §ë¢ îâ). ‘¥¬¥©áâ¢® ª àâ, ¯®ªàë¢ îé¥¥ M, − §ë¢ ¥â-
áï  â« á®¬. �â®â â¥à¬¨−, ª®−¥ç−®, ¯®¤áª § − £¥®£à ä¨ç¥áª¨¬
 â« á®¬ | ¬−®¦¥áâ¢®¬ ª àâ, ¯®ªàë¢ îé¨¬ ¢ ãª § −−®¬ á¬ëá«¥
¬−®£®®¡à §¨¥ S2 (¯®¢¥àå−®áâì ‡¥¬«¨).

�¨á. 1.3.

—â®¡ë¨á¯®«ì§®¢ âì ®â¤¥«ì−ë¥ ª àâë ¤«ï ¨§ãç¥−¨ï áâàãªâã-
àë ¬−®£®®¡à §¨ï M ¢ æ¥«®¬, −¥®¡å®¤¨¬® §− âì, ª ª ¯¥à¥å®¤¨âì
®â ®¤−®© ª àâë ª ¤àã£®©, â. ¥. ª ª áª«¥¥−ë ª àâë ¢¤®«ì ¨å
®¡é¥© ç áâ¨ (á¬. à¨á. 1.3). ƒ®¢®àï ¡®«¥¥ áâà®£®, ¬ë ¤®«¦−ë
ã¬¥âì ¤¥« âì ¯à¥®¡à §®¢ −¨¥ ª®®à¤¨− â, ¢ëà ¦ ï ª®®à¤¨− âë
â®ç¥ª ¢ ®¤−®© ª àâ¥ ç¥à¥§ ª®®à¤¨− âë ¢ ¤àã£®© (¥á«¨, ª®−¥ç−®,
â®çª¨ ¯à¨− ¤«¥¦ â ®¡¥¨¬ ª àâ ¬). ‚ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  ¯à¥¤-
¯à¨¨¬ç¨¢ë© ç¨â â¥«ì ¬®¦¥â − ©â¨ ¯à¥®¡à §®¢ −¨ï ª®®à¤¨− â
¤«ï  â« á  ¨§ ç¥âëà¥å ª àâ −  ¬−®£®®¡à §¨¨ RP 3, ®¯¨á −−®-
£® ¢ ¯. 1.3. …á«¨ ¬ë å®â¨¬ â ª¨¬ á¯®á®¡®¬ ¯®«ãç¨âì £« ¤ª¨¥
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¬−®£®®¡à §¨ï, â® ¤®«¦−ë ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë ¯à¥®¡à §®¢ −¨ï
ª®®à¤¨− â § ¤ ¢ «¨áì å®à®è¨¬¨ (¢ −¥ª®â®à®¬ á¬ëá«¥) äã−ªæ¨-
ï¬¨. ‚ íâ®¬ á®áâ®¨â ª®®à¤¨− â−ë© ¨«¨ ª« áá¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ ª
£« ¤ª¨¬ ¬−®£®®¡à §¨ï¬. „¥â «ì−® ®− ¡ã¤¥â ®¯¨á − ¢ £« ¢¥ 5.
1.8. �®«¥¥ ¢ ¦−ë¬, á − è¥© â®çª¨ §à¥−¨ï, ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à -

¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ ª ¨§ãç¥−¨î ¬−®£®®¡à §¨©. �à¨ íâ®¬ ¯®¤å®¤¥
¬ë § ¡ë¢ ¥¬ ® ª àâ å ¨ ¯à¥®¡à §®¢ −¨¨ ª®®à¤¨− â ¨ à ¡®â ¥¬
â®«ìª® á R- «£¥¡à®© FM £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M.
�ª §ë¢ ¥âáï, çâ® R- «£¥¡à  FM ¯®«−®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥â ¬−®£®-
®¡à §¨¥ M ¨ ï¢«ï¥âáï ã¤®¡−ë¬ ¤«ï à ¡®âë ®¡ê¥ªâ®¬.

‚ ¯®á«¥¤ãîé¨å ¯ã−ªâ å ¬ë ¯à¥¤¯à¨−¨¬ ¥¬ ¯®¯ëâªã ¤ âì
ç¨â â¥«ï¬ ¨−âã¨â¨¢−®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥−¨¥ ® ú− âãà «ì−®© ä¨«®á®-
ä¨¨û, «¥¦ é¥© ¢ ®á−®¢¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ¯®¤å®¤ .
1.9. �à¨ ®¯¨á −¨¨ ª« áá¨ç¥áª¨å ä¨§¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ ¨«¨ ¯à®-
æ¥áá®¢ ª«îç¥¢ë¬ ï¢«ï¥âáï ¯®−ïâ¨¥ á®áâ®ï−¨ï á¨áâ¥¬ë. ’ ª, ¢
ª« áá¨ç¥áª®© ¬¥å −¨ª¥ á®áâ®ï−¨¥ ¤¢¨¦ãé¥©áï â®çª¨ ®¯¨áë¢ -
¥âáï ¥¥ ¯®«®¦¥−¨¥¬ ¨ áª®à®áâìî ¢ ¤ −−ë© ¬®¬¥−â ¢à¥¬¥−¨.
‘®áâ®ï−¨¥ ¤ −−®£® £ §  á â®çª¨ §à¥−¨ï â¥à¬®¤¨− ¬¨ª¨ ®¯¨-
áë¢ ¥âáï ¥£® â¥¬¯¥à âãà®©, ®¡ê¥¬®¬, ¤ ¢«¥−¨¥¬ ¨ â. ¤. —â®¡ë
®¯à¥¤¥«¨âì à¥ «ì−®¥ á®áâ®ï−¨¥ ¤ −−®© á¨áâ¥¬ë, íªá¯¥à¨¬¥−-
â â®àã ¯à¨å®¤¨âáï ¯®«ì§®¢ âìáï à §«¨ç−ë¬¨ ¨§¬¥à¨â¥«ì−ë¬¨

¯à¨¡®à ¬¨ ¨ ãáâà®©áâ¢ ¬¨, ¯®ª § −¨ï ª®â®àëå ®¯¨áë¢ îâ á®-
áâ®ï−¨¥ á¨áâ¥¬ë.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® M ¥áâì ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢®§¬®¦−ëå á®-
áâ®ï−¨© ª« áá¨ç¥áª®© ä¨§¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë S. ’®£¤  ª ¦¤®¬ã
¨§¬¥à¨â¥«ì−®¬ã ¯à¨¡®àã D á®®â¢¥âáâ¢ã¥â äã−ªæ¨ï fD −  ¬−®-
¦¥áâ¢¥ M, ª®â®à ï ª ¦¤®¬ã á®áâ®ï−¨î S ∈ M á®¯®áâ ¢«ï¥â
¯®ª § −¨¥ fD(S) íâ®£® ¯à¨¡®à . ‘ ä¨§¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥−¨ï
¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¨−â¥à¥á â®«ìª® â¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ª ¦¤®£® á®-
áâ®ï−¨ï, ª®â®àë¥ ¢ ¯à¨−æ¨¯¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¨§¬¥à¥−ë, â ª çâ®
¬−®¦¥áâ¢® M ¢á¥å á®áâ®ï−¨© ¯®«−®áâìî ®¯¨áë¢ îâáï − ¡®à®¬
�S ¢á¥å äã−ªæ¨© ¢¨¤  fD, £¤¥ D | ¨§¬¥à¨â¥«ì−ë¥ ãáâà®©áâ¢ ,
¡ëâì ¬®¦¥â ¢®®¡à ¦ ¥¬ë¥, ¯®áª®«ìªã −¥¢®§¬®¦−® ¯®áâà®¨âì
¢á¥ ¬ëá«¨¬ë¥ ¨§¬¥à¨â¥«ì−ë¥ ¯à¨¡®àë, ¤  ¢ íâ®¬ ¨ −¥â ¯à ªâ¨-
ç¥áª®© −¥®¡å®¤¨¬®áâ¨.
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’ ª¨¬ ®¡à §®¬, á â¥®à¥â¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥−¨ï, ä¨§¨ç¥-

áª ï á¨áâ¥¬  ï¢«ï¥âáï −¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ − ¡®à®¬ ¢á¥å äã−ªæ¨©,

®¯à¥¤¥«¥−−ëå á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ¨§¬¥à¨â¥«ì−ë¬¨ ¯à¨¡®à ¬¨

(− áâ®ïé¨¬¨ ¨«¨ ¢®®¡à ¦ ¥¬ë¬¨).
1.10. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® äã−ªæ¨¨ f1, . . . , fk á®®â¢¥âáâ¢ãîâ
¨§¬¥à¨â¥«ì−ë¬ ãáâà®©áâ¢ ¬ D1, . . . , Dk ä¨§¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë S
¨ ϕ(x1, . . . , xk)| ¯à®¨§¢®«ì− ï úå®à®è ïû ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−®§− ç-
− ï äã−ªæ¨ï k ¯¥à¥¬¥−−ëå. ‚ ¯à¨−æ¨¯¥ ¢®§¬®¦−® ¯®áâà®¨âì
â ª®¥ ãáâà®©áâ¢® D, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï äã−ªæ¨ï fD ¥áâì
á«®¦− ï äã−ªæ¨ï ϕ(f1, . . . , fk). „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, â ª®¥ ãáâà®©-
áâ¢® ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥−®, ¥á«¨ áª®−áâàã¨à®¢ âì ¢á¯®¬®£ -
â¥«ì−®¥ ãáâà®©áâ¢®, á¨−â¥§¨àãîé¥¥ §− ç¥−¨¥ ϕ(x1, . . . , xk) ¯®
¢å®¤−ë¬ §− ç¥−¨ï¬ x1, . . . , xk (íâ® ¢á¥£¤  ¬®¦−® á¤¥« âì, ¥á-
«¨ äã−ªæ¨ï ϕ ¤®áâ â®ç−® å®à®è ï) ¨ ¯®¤ ¢ âì −  ¢å®¤ë íâ®£®
ãáâà®©áâ¢  á¨£− «ë ®â ¯à¨¡®à®¢ D1, . . . , Dk. �ã¤¥¬ ®¡®§− ç âì
ãáâà®©áâ¢® D ç¥à¥§ ϕ(D1, . . . , Dk).

‚ ç áâ−®áâ¨, ¥á«¨ ¬ë ¢®§ì¬¥¬ ϕ(x1, x2) = x1 + x2 (¨«¨
ϕ(x) = λx, λ ∈ R, ¨«¨ ϕ(x1x2) = x1x2), â® ¤«ï «î¡ëå ¨§¬¥à¨-
â¥«ì−ëå ãáâà®©áâ¢ D1, D2 á¬®¦¥¬ áª®−áâàã¨à®¢ âì ãáâà®©áâ¢®
D1+D2 (¨«¨ λD1, ¨«¨ D1D2). „àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¥á«¨ äã−ªæ¨¨
fi = fDi ¯à¨− ¤«¥¦ â �S, â® ¨ äã−ªæ¨¨ f1+ f2, λfi, f1f2 â ª¦¥
¯à¨− ¤«¥¦ â �S.

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬−®¦¥áâ¢® �S ¢á¥å äã−ªæ¨© f = fD, ®¯¨-
áë¢ îé¨å á¨áâ¥¬ã S, ¨¬¥¥â áâàãªâãàã  «£¥¡àë − ¤ R ¨«¨
R- «£¥¡àë.
1.11. �  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¬−®¦¥áâ¢®�S ¢á¥å äã−ªæ¨© fD : MS → R
á«¨èª®¬ ¢¥«¨ª® ¨ £à®¬®§¤ª® ¤«ï ¡®«ìè¨−áâ¢  ª« áá¨ç¥áª¨å § -
¤ ç. ‘¨áâ¥¬ë ¨ ¯à®æ¥ááë, ®¯¨áë¢ ¥¬ë¥ ¢ ª« áá¨ç¥áª®© ä¨§¨-
ª¥, ®¡ëç−® ï¢«ïîâáï −¥¯à¥àë¢−ë¬¨ ¨«¨ £« ¤ª¨¬¨ ¢ −¥ª®â®à®¬
á¬ëá«¥. �®íâ®¬ã à §àë¢−ë¥ äã−ªæ¨¨ fD −¥ −¥áãâ á®¤¥à¦ â¥«ì-
−®© ¨−ä®à¬ æ¨¨ ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå á¨áâ¥¬ å (¨«¨ ¯à®æ¥áá å)
| − ¬ −ã¦−ë â®«ìª® ú£« ¤ª® à ¡®â îé¨¥û ¨§¬¥à¨â¥«ì−ë¥
ãáâà®©áâ¢  D. �®«¥¥ â®£®, § ¤ ç¨ ª« áá¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨ ®¡ëç-
−® ä®à¬ã«¨àãîâáï ¢ â¥à¬¨− å ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ãà ¢−¥−¨©,
â ª çâ® ¬ë ¤®«¦−ë ¨¬¥âì ¢®§¬®¦−®áâì ¡à âì ¯à®¨§¢®¤−ë¥ ®â
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äã−ªæ¨© fD áâ®«ìª® à §, áª®«ìª® ¯®âà¥¡ã¥âáï. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬,
¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª à áá¬®âà¥−¨î ¬¥−ìè¥£®, ç¥¬ �S, ¬−®¦¥áâ¢  FS

£« ¤ª¨å äã−ªæ¨© fD : MS → R.
�« £®¤ àï ¢ª«îç¥−¨î FS ⊂ �S ¬−®¦¥áâ¢® FS − á«¥¤ã¥â

áâàãªâãàã R- «£¥¡àë. � ç¨− ï á íâ®£® ¬®¬¥−â  ¬ë § ¡ã¤¥¬
® áãé¥áâ¢®¢ −¨¨ �S, â ª ª ª £« ¢−ë¬ ®¡ê¥ªâ®¬ ¨§ãç¥−¨ï ¡ã¤¥â
£« ¤ª ï R- «£¥¡à  FS.

1.12. ‚ íâ®¬ ¯ã−ªâ¥ ¬ë ¡®«¥¥ ¤¥â «ì−® ®¯¨è¥¬, −  çâ®  «£¥-
¡à FS ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®å®¦  ¢ ª« áá¨ç¥áª®© á¨âã æ¨¨. � ¯à¨¬¥à,
á â®çª¨ §à¥−¨ï ª« áá¨ç¥áª®© ¬¥å −¨ª¨, á¨áâ¥¬  S ¨§ N ¬ â¥à¨-
 «ì−ëå â®ç¥ª ¢ ¯à®áâà −áâ¢¥  ¤¥ª¢ â−® ®¯¨áë¢ ¥âáï §− ç¥−¨ï¬¨
¯®«®¦¥−¨ï ¨ áª®à®áâ¨ ¢á¥å â®ç¥ª á¨áâ¥¬ë. �®íâ®¬ã − ¬ −ã¦−®
6N ¨§¬¥à¨â¥«ì−ëå ãáâà®©áâ¢ Di ¤«ï − å®¦¤¥−¨ï íâ¨å ¢¥«¨-
ç¨−. ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®,  «£¥¡à  FS á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å äã−ªæ¨© ¢¨¤ 
ϕ(f1, . . . , f6N), £¤¥ fi | ú¡ §¨á−ë¥ äã−ªæ¨¨û, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥
¨§¬¥à¨â¥«ì−ë¬¨ ãáâà®©áâ¢ ¬¨ Di,   ϕ : R6N → R | «î¡ ï
úå®à®è ïû (£« ¤ª ï) äã−ªæ¨ï.

‚ ¡®«¥¥ á«®¦−ëå á«ãç ïå ¬¥¦¤ã ¡ §¨á−ë¬¨ äã−ªæ¨ï¬¨ ¬®-
£ãâ ¢®§−¨ª âì á®®â−®è¥−¨ï. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¬ë ¨§ãç ¥¬ á¨áâ¥¬ã
¨§ ¤¢ãå â®ç¥ç−ëå ¬ áá, á®¥¤¨−¥−−ëå áâ¥à¦−¥¬ ¯à¥−¥¡à¥¦¨¬®
¬ «®© ¬ ááë, â® ¡ §¨á−ë¥ äã−ªæ¨¨ á¢ï§ −ë á®®â−®è¥−¨¥¬

3∑
i=1

(fi − fi+3)2 = r2,

£¤¥ r | ¤«¨−  áâ¥à¦−ï,   äã−ªæ¨¨ fi (á®®â¢¥âáâ¢¥−−® fi+3) áãâì
§− ç¥−¨ï i-®© ª®®à¤¨− âë ¯¥à¢®© (á®®â¢¥âáâ¢¥−−® ¢â®à®©) ¬ á-
áë. ‘ãé¥áâ¢ã¥â â ª¦¥ á®®â−®è¥−¨¥, ¢ ª®â®à®¥ ªà®¬¥ ª®®à¤¨− â
â®ç¥ª ¢å®¤ïâ ª®¬¯®−¥−âë ¢¥ªâ®à®¢ ¨å áª®à®áâ¥©. Œë ¯à¥¤®áâ -
¢«ï¥¬ ¤®â®è−®¬ã ç¨â â¥«î ¢ë¯¨á âì ¥£® á ¬®áâ®ïâ¥«ì−®.

�¡®¡é ï íâ¨ ¯à¨¬¥àë, ¬®¦−® áª § âì, çâ® ®¡ëç−® áãé¥-
áâ¢ã¥â ¡ §¨á− ï á¨áâ¥¬  ¨§¬¥à¨â¥«ì−ëå ãáâà®©áâ¢ D1, . . . , Dk,
ª®â®àë¥  ¤¥ª¢ â−® ®¯¨áë¢ îâ á¨áâ¥¬ã S á ¢ë¡à −−®© â®çª¨
§à¥−¨ï. ’®£¤  R- «£¥¡à  FS á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å í«¥¬¥−â®¢ ¢¨-
¤  ϕ(f1, . . . , fk), £¤¥ ϕ : Rk → R | úå®à®è ïû äã−ªæ¨ï ¨
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fi = fDi | äã−ªæ¨¨, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ¡ §¨á−ë¬¨ ¨§¬¥à¨â¥«ì−ë-
¬¨ ãáâà®©áâ¢ ¬¨. �à¨ íâ®¬ ¬¥¦¤ã ¡ §¨á−ë¬¨ äã−ªæ¨ï¬¨ ¬®£ãâ
¡ëâì á®®â−®è¥−¨ï ¢¨¤  F (f1, . . . , fk) = 0.

‚ íâ®¬ á«ãç ¥  «£¥¡à  FS ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯¨á −  á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬. �ãáâì Rk | ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà −áâ¢® á ª®®à¤¨− â ¬¨
f1, . . . , fk ¨ U = {(f1, . . . , fk) | ai < fi < bi}, £¤¥ ¨−â¥à¢ « ]ai, bi[
á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å ¢®§¬®¦−ëå ¯®ª § −¨© ¯à¨¡®à Di. ‘®®â−®è¥−¨ï
Fj(f1, . . . , fk) = 0 ¬¥¦¤ã ¡ §¨á−ë¬¨ ¯¥à¥¬¥−−ë¬¨ f1, . . . , fk

®¯à¥¤¥«ïîâ ¯®¢¥àå−®áâì M ¢ ®¡« áâ¨ U, ¨ FS ¥áâì R- «£¥¡à 
¢á¥å £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¯®¢¥àå−®áâ¨ M.
1.13. �à¨¬¥à (â¥à¬®¤¨− ¬¨ª  ¨¤¥ «ì−®£® £ § ). ‘ â®çª¨
§à¥−¨ï â¥à¬®¤¨− ¬¨ª¨ ¯à¨ à áá¬®âà¥−¨¨ ¨¤¥ «ì−®£® £ §  − á
¨−â¥à¥áãîâ á«¥¤ãîé¨¥ ®á−®¢−ë¥ ¯ à ¬¥âàë: ®¡ê¥¬ V , ¤ ¢«¥-
−¨¥ p ¨  ¡á®«îâ− ï â¥¬¯¥à âãà  T íâ®£® £ § . �â¨ ¢¥«¨ç¨−ë,
ª ª å®à®è® ¨§¢¥áâ−®, ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®®â−®è¥−¨î pV = cT ,
£¤¥ c | −¥ª®â®à ï ª®−áâ −â . ’ ª ª ª 0 < p < ∞, 0 < V < ∞,
0 < T < ∞, â® ®¡« áâì U à á¯®«®¦¥−  ¢ ¯¥à¢®¬ ®ªâ −â¥ ¯à®-
áâà −áâ¢ R3 = {(V, p, T )} ¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå−®áâìM ¢ íâ®©®¡« áâ¨
§ ¤ ¥âáï ãà ¢−¥−¨¥¬ pV = cT . ‘®®â¢¥âáâ¢ãîé ï R- «£¥¡à  á®-
áâ®¨â ¨§ ¢á¥å £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  M.

�¨á. 1.4. ˜ à−¨à−ë¥ ¬¥å −¨§¬ë (5; 2, 2, 2),
(1; 4, 1, 4), (1; 1, 1, 1), (2; 1, 2, 1), (5; 3, 3, 1).

1.14. �à¨¬¥à (¯«®áª¨¥ è à−¨à−ë¥ ¬¥å −¨§¬ë). Œ¥å −¨§-
¬ë â ª®£® à®¤  (á¬. à¨á. 1.4) á®áâ ¢«¥−ë ¨§ n > 3 ¨¤¥ «ì−ëå
áâ¥à¦−¥© −  ¯«®áª®áâ¨, ¤«¨−ë íâ¨å áâ¥à¦−¥© à ¢−ë, á®®â¢¥â-
áâ¢¥−−®, (l1; l2, . . . , ln); áâ¥à¦−¨ −  ª®−æ å á®¥¤¨−¥−ë ¨¤¥ «ì-
−ë¬¨ è à−¨à ¬¨ ¢ æ¨ª«¨ç¥áª®¬ ¯®àï¤ª¥; ¯¥à¢ë© áâ¥à¦¥−ì
−¥¯®¤¢¨¦−® § ªà¥¯«¥− −  ¯«®áª®áâ¨; ®áâ «ì−ë¥ áâ¥à¦−¨ ¬®£ãâ
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¤¢¨£ âìáï − áâ®«ìª® á¢®¡®¤−®, − áª®«ìª® íâ® ¯®§¢®«ï¥â ª®−-
ä¨£ãà æ¨ï; è à−¨àë ¬®£ãâ á¢®¡®¤−® ¤¢¨£ âìáï ®¤¨− − ¤ ¤àã-
£¨¬. �ç¥¢¨¤−®, ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® è à−¨à−®£®
¬¥å −¨§¬  ¯®«−®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâìî ¤«¨−
áâ¥à¦−¥©, ¯®íâ®¬ã ¬®¦−® ááë« âìáï −  ª®−ªà¥â−ë© ¬¥å −¨§¬
¯à®áâ® ãª §ë¢ ï á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâì, − ¯à¨-
¬¥à, (5; 2, 3, 2). ‚ ª−¨£¥ ç¨â â¥«ì − ©¤¥â æ¥«ë© àï¤ ã¯à ¦−¥−¨©,
á¢ï§ −−ëå á è à−¨à−ë¬¨ ¬¥å −¨§¬ ¬¨. �¥à¢ë¥ § ¤ ç¨ ¬®¦−®
¯®¯à®¡®¢ âì à¥è¨âì ¯àï¬® á¥©ç á.

“¯à ¦−¥−¨¥. �¯¨è¨â¥ ª®−ä¨£ãà æ¨®−−ë¥ ¯à®áâà −áâ¢  á«¥-
¤ãîé¨å è à−¨à−ëå ¬¥å −¨§¬®¢:

1. —¥âëà¥åã£®«ì−¨ª¨: (5; 2, 2, 2); (1; 4, 1, 4); (1; 1, 1, 1);
(2; 1, 2, 1); (5; 3, 3, 1).

2. �ïâ¨ã£®«ì−¨ª¨: (1; 1, 1, 1, 1); (1; 4, 1, 1, 4); (6; 6, 2, 2, 6);
(3.9; 1, 1, 1, 1).

Œë − ¤¥¥¬áï, çâ® ç¨â â¥«ì ¯®«ãç¨â ã¤®¢®«ìáâ¢¨¥, ®âªàë¢,
çâ® ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® (1; 1, 1, 1, 1) ¥áâì áä¥à  á
ç¥âëàì¬ï àãçª ¬¨.

“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢®
¯ïâ¨ã£®«ì−¨ª  § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â ¤«¨− áâ¥à¦−¥©, −® −¥ ®â ¯®-
àï¤ª , ¢ ª®â®à®¬ ®−¨ á®¥¤¨−¥−ë.

“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢®
è à−¨à−®£® ¬¥å −¨§¬  (n − α; 1, . . . , 1), á®áâ®ïé¥£® ¨§ n + 1
áâ¥à¦−ï ¥áâì

1. ‘ä¥à  Sn−2 ¥á«¨ α = 1/2.
2. (n − 2)-¬¥à−ë© â®à T n−2 = S1 × · · · × S1 if α = 3/2.

1.15. „® á¨å ¯®à ¬ë, ¯®« £ ïáì −  ä¨§¨ç¥áªãî ¨−âã¨æ¨î
ç¨â â¥«ï, −¥ ¯à¨¢®¤¨«¨ ®¡êïá−¥−¨© â®£®, çâ® ¢¤¥©áâ¢¨â¥«ì−®áâ¨
®§− ç ¥â ¯®−ïâ¨¥ á®áâ®ï−¨ï s ∈ MS ä¨§¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë S.
’¥¯¥àì, ¯®á«¥ â®£® ª ª ¡ë«  ®¯¨á −  á¨áâ¥¬  äã−ªæ¨©FS, ã − á
¯®ï¢¨«áï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨ áâà®£¨© ¨ ¨¬¥îé¨© ïá−ë© ä¨§¨ç¥áª¨©
á¬ëá« á¯®á®¡ á¤¥« âì íâ®.



24 ƒ« ¢  1

Œ¥â®¤®«®£¨ç¥áª®© ®á−®¢®© ¢á¥å ä¨§¨ç¥áª¨å à ááã¦¤¥−¨©
á«ã¦¨â ¯®−ïâ¨¥ ¨§¬¥à¥−¨ï. �®íâ®¬ã ¤¢  á®áâ®ï−¨ï − è¥© á¨-
áâ¥¬ë ¤®«¦−ë à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ®¤¨− ª®¢ë¥ ¢ â®¬ ¨ â®«ìª®
â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ª ¦¤®¥ ¨§ ¨§¬¥à¨â¥«ì−ëå ãáâà®©áâ¢ ¤ ¥â ®¤¨-
− ª®¢ë¥ ¯®ª § −¨ï ¢ ®¡®¨å á®áâ®ï−¨ïå. ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, ª ¦¤®¥
á®áâ®ï−¨¥ s ∈ MS ®¤−®§− ç−® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®ª § −¨ï¬¨ ¢á¥å
¨§¬¥à¨â¥«ì−ëå ãáâà®©áâ¢, â. ¥. á®®â¢¥âáâ¢¨¥¬ FS → R, á®¯®-
áâ ¢«ïîé¨¬ ª ¦¤®© äã−ªæ¨¨ fD ∈ FS ¥¥ §− ç¥−¨¥ fD(s) ∈ R
(¯®ª § −¨¥ ¯à¨¡®à  D ¢ íâ®¬ á®áâ®ï−¨¨). Š ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, íâ®
á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬ R- «£¥¡à. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®
®¯à¥¤¥«¥−¨î, á®áâ®ï−¨¥ s à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ä¨§¨ç¥áª®© á¨áâ¥-
¬ë ¥áâì −¥ çâ® ¨−®¥, ª ª £®¬®¬®àä¨§¬ R- «£¥¡à s : FS → R.
Œ−®¦¥áâ¢® ¢á¥å R-£®¬®¬®àä¨§¬®¢ FS → R ®¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§
|FS|. ’®£¤  ¯à¨¢¥¤¥−−®¥ ¢ëè¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ®§− ç ¥â ¯à®áâ®,
çâ® ¬−®¦¥áâ¢  MS ¨ |FS| á®¢¯ ¤ îâ.

1.16. ‘ã¬¬¨àãï ¨§«®¦¥−−®¥ ¢ ¯¯. 1.9{1.15, ¬®¦−® áª § âì,
çâ® «î¡ ï ª« áá¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  ®¯¨áë¢ ¥âáï − ¡®à®¬ ¯®¤å®-

¤ïé¨å ¨§¬¥à¨â¥«ì−ëå ãáâà®©áâ¢ ¨ ª ¦¤®¥ á®áâ®ï−¨¥ á¨áâ¥¬ë

¥áâì − ¡®à ¯®ª § −¨© ãáâà®©áâ¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© íâ®¬ã

á®áâ®ï−¨î.
”à § , ¢ë¤¥«¥−− ï ªãàá¨¢®¬, ¬®¦¥â ¡ëâì ¯¥à¥¢¥¤¥−  − 

¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨© ï§ëª ¯à¨ ¯®¬®é¨ á«¥¤ãîé¥£® á«®¢ àï:
ä¨§¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  ⇔ ¬−®£®®¡à §¨¥, M;
á®áâ®ï−¨¥ á¨áâ¥¬ë ⇔ â®çª  ¬−®£®®¡à §¨ï, x ∈ M;
¨§¬¥à¨â¥«ì−®¥ ãáâà®©áâ¢® ⇔ äã−ªæ¨ï −  M, f ∈ F ;
− ¡®à ¨§¬¥à¨â¥«ì−ëå ãáâà®©áâ¢ ⇔ £« ¤ª ï R- «£¥¡à , F ;
¯®ª § −¨¥ ¨§¬¥à¨â¥«ì−®£® ãáâà®©áâ¢  ⇔ §− ç¥−¨¥ äã−ª-

æ¨¨, f(x);
− ¡®à ¯®ª § −¨© ãáâà®©áâ¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¤ −−®¬ã á®-

áâ®ï−¨î, ⇔ £®¬®¬®àä¨§¬ R- «£¥¡à x : F → R (f �→ f(x)).
‚ à¥§ã«ìâ â¥ ¯¥à¥¢®¤  ¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¢ëáª §ë¢ −¨¥:

«î¡®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ M ®¯à¥¤¥«ï¥âáï £« ¤ª®© R- «£¥¡à®© F
äã−ªæ¨© −  −¥¬, ª ¦¤®© â®çª¥ x ∈ M á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £®-

¬®¬®àä¨§¬ R- «£¥¡à F → R, ª®â®àë© á®¯®áâ ¢«ï¥â ª ¦¤®©

äã−ªæ¨¨ f ∈ F ¥¥ §− ç¥−¨¥ f(x) ¢ â®çª¥ x.
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1.17. ‘ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥−¨ï ®á−®¢− ï ¨¤¥ï ¯à¥¤ë-
¤ãé¥£® ¯ã−ªâ  á®áâ®¨â ¢ ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¨ â®çª¨ x ¬−®£®®¡à §¨ï
M ¨ £®¬®¬®àä¨§¬  R- «£¥¡à x : F → R  «£¥¡àë äã−ªæ¨© F
¢  «£¥¡àã R, ª®â®à®¥ § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©

x(f) = f(x). (1.2)

�â  ä®à¬ã« , ¯à®ç¨â −− ï á«¥¢  − ¯à ¢®, ®¯à¥¤¥«ï¥â £®¬®¬®à-
ä¨§¬ x : F → R, ª®£¤  § ¤ −  äã−ªæ¨ï f ∈ F . �à®ç¨â −− ï
á¯à ¢  − «¥¢®, ®−  ®¯à¥¤¥«ï¥â äã−ªæ¨î f : M → R, ¥á«¨ ¨§¢¥-
áâ¥− £®¬®¬®àä¨§¬ x ∈ M.

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ä®à¬ã«  (1.2) «¥¦¨â ¢ ®á−®¢¥ ¢ ¦−®£® ®â−®-
è¥−¨ï ¤¢®©áâ¢¥−−®áâ¨¬¥¦¤ã â®çª ¬¨ ¬−®£®®¡à §¨ï ¨ äã−ªæ¨ï-
¬¨ −  −¥¬, ¤¢®©áâ¢¥−−®áâ¨, ¯®¤®¡−®© â®©, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¬¥¦¤ã
¢¥ªâ®à ¬¨ ¨ ª®¢¥ªâ®à ¬¨ ¢ «¨−¥©−®©  «£¥¡à¥, −® §− ç¨â¥«ì−®
¡®«¥¥ á«®¦−®©.

1.18. ‚ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¥ M ↔ |F|¬¥¦¤ã ¬−®¦¥-
áâ¢®¬ M, −  ª®â®à®¬ ®¯à¥¤¥«¥−ë äã−ªæ¨¨ f ∈ F , ¨ á¥¬¥©áâ¢®¬
¢á¥å £®¬®¬®àä¨§¬®¢ R- «£¥¡à F → R −¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ª®àà¥ªâ−®
¯®áâà®¥−®. �â® ¯à®¨áå®¤¨â, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ¯®â®¬ã, çâ® ¬−®-
¦¥áâ¢® |F| ¬®¦¥â ®ª § âìáï úáãé¥áâ¢¥−−® ¬¥−ìè¨¬û (¯à¨¬¥à
¡ã¤¥â ¤ − ¢ ¯. 3.6) ¨«¨ ú¡®«ìè¨¬û, ª ª ¯®ª §ë¢ ¥â á«¥¤ãîé¨©

�à¨¬¥à. ‚®§ì¬¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ M ¬−®¦¥áâ¢® N ¢á¥å − âãà «ì-
−ëå ç¨á¥«. �ãáâì F ¥áâì ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å äã−ªæ¨© −  N (â. ¥.
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¥© {a (k)}) â ª¨å, çâ® lim

k→∞
a (k) áãé¥áâ¢ã¥â ¨

ª®−¥ç¥−. ’®£¤  £®¬®¬®àä¨§¬ã

α : F → R, {a (k)} �→ lim
k→∞

a (k)

−¥ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â −¨ª ª ï â®çª  M = N.
� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¥á«¨ £®¬®¬®àä¨§¬ã α á®®â¢¥âáâ¢ã¥â −¥ª®â®-
à ï â®çª  n ∈ N, â® á®£« á−® (1.2),

n(a(·)) = a(n),



26 ƒ« ¢  1

â ª çâ® ¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¨ a(·) = {a(k)} ¨¬¥¥¬
lima(k) = a(n). �® íâ® −¥ â ª, − ¯à¨¬¥à, ¤«ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
−®áâ¨ a(i) = 0, i � n, a(i) = 1, i > n. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, |F|
¡®«ìè¥, ç¥¬ M, ¯® ªà ©−¥© ¬¥à¥ −  £®¬®¬®àä¨§¬ α.�

�¤− ª® ¬ë ¬®¦¥¬ ¤®¡ ¢¨âì ª N ú¡¥áª®−¥ç−®áâìû ∞ ¨ à á-
è¨à¨âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¨ (í«¥¬¥−âë F ), ¯®«®¦¨¢ a(∞) =
lim
k→∞

a(k), ¯®á«¥ ç¥£® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¨ ¬®¦−® à áá¬ âà¨¢ âì

ª ª äã−ªæ¨¨ −  N ∪ {∞}. ’®£¤ , ®ç¥¢¨¤−®, £®¬®¬®àä¨§¬ α
á®®â¢¥âáâ¢ã¥â úâ®çª¥û ∞.

�à¨¥¬, á®áâ®ïé¨© ¢ ¤®¡ ¢«¥−¨¨ úâ®ç¥ª −  ¡¥áª®−¥ç−®-

áâ¨û (¨«¨ ¬−¨¬ëå â®ç¥ª, −¥á®¡áâ¢¥−−ëå â®ç¥ª, â®ç¥ª  ¡á®«îâ 
¨ â. ¤.), ªà ©−¥ ¯®«¥§¥− ¨ ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ − − ¬¨ ¢ £« ¢¥ 8.

1.19. � §¢¨¢ ï ¢ £« ¢¥ 3  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ ª ¯®−ïâ¨î
£« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï, ¬ë ¡ã¤¥¬ áâ àâ®¢ âì á −¥ª®â®à®©  ¡-
áâà ªâ−®© R- «£¥¡àë, í«¥¬¥−âë ª®â®à®© ¡ã¤¥¬ − §ë¢ âì úäã−ª-
æ¨ï¬¨û. Š®−¥ç−®,F −¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¨§¢®«ì−®©  «£¥¡à®©, ®− 
¤®«¦−  ã¤®¢«¥â¢®àïâì −¥ª®â®àë¬ ãá«®¢¨ï¬ ú£« ¤ª®áâ¨û. ƒàã-
¡® £®¢®àï,  «£¥¡à  F ¤®«¦−  ¡ëâì £« ¤ª®© ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ®
«®ª «ì−® (§− ç¥−¨¥ íâ®£® á«®¢  ¤®«¦−® ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥−® ¢ ç¨-
áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â¥à¬¨− å!) íâ   «£¥¡à  ãáâà®¥−  â ª ¦¥,
ª ª  «£¥¡à  C∞(Rn) ¡¥áª®−¥ç−® ¤¨ää¥à¥−æ¨àã¥¬ëå (£« ¤ª¨å)
äã−ªæ¨© −  Rn. ‚ íâ®¬ ¨ á®áâ®¨â  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© á¯®á®¡ áª § âì,
çâ® ¬−®£®®¡à §¨¥ M ¨¬¥¥â â ªãî ¦¥ «®ª «ì−ãî áâàãªâãàã, ª ª
¨ Rn. „¥â «ì−® ¨ áâà®£® íâ® ¡ã¤¥â ®¡êïá−¥−® ¢ £« ¢¥ 3. �ª §ë-
¢ ¥âáï, çâ®, ª®£¤  ¢ë¯®«−¥−ë ãá«®¢¨ï £« ¤ª®áâ¨, â®  «£¥¡à  F
¯®«−®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥â ¬−®£®®¡à §¨¥ M ª ª ¬−®¦¥áâ¢® |F| ¢á¥å
£®¬®¬®àä¨§¬®¢ R- «£¥¡à ¨§ F ¢ R ¨ ¬®¦¥â ¨−â¥à¯à¥â¨à®¢ âìáï
ª ª R- «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  M = |F|. �«£¥¡à ¨ç¥áª®¥
®¯à¥¤¥«¥−¨¥ £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï ¡ã¤¥â ¯à¨¢¥¤¥−® ¢ ¯¥à¢®¬
¯ã−ªâ¥ £« ¢ë 4.

1.20. “á«®¢¨ï £« ¤ª®áâ¨ −ã¦−ë ¨ ¯à¨ ª« áá¨ç¥áª®¬ ª®®à¤¨-
− â−®¬ ¯®¤å®¤¥, ª®â®àë© ¤¥â «ì−® ¨§« £ ¥âáï ¢ £« ¢¥ 5. ‚ ç áâ-
−®áâ¨, ¯à¥®¡à §®¢ −¨¥ ª®®à¤¨− â ¤®«¦−® § ¤ ¢ âìáï £« ¤ª¨¬¨
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äã−ªæ¨ï¬¨. ‘âà®£®¥ ª®®à¤¨− â−®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ £« ¤ª®£® ¬−®-
£®®¡à §¨ï ¡ã¤¥â ¤ −® ¢ ¯. 5.8.
1.21. „¢  ®¯à¥¤¥«¥−¨ï £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï |  «£¥¡à ¨-
ç¥áª®¥ ¨ ª®®à¤¨− â−®¥, | ª®−¥ç−®, íª¢¨¢ «¥−â−ë. �â® ¡ã¤¥â
¤®ª § −® ¢ £« ¢¥ 7. �¥à¢ ï ¯®«®¢¨−  ¤ −−®© ª−¨£¨ ¨ á®¤¥à¦¨â
¤¥â «ì−®¥ ¨§«®¦¥−¨¥ íâ¨å ¤¢ãå ¯®¤å®¤®¢ ª ¯®−ïâ¨î £« ¤ª®£®
¬−®£®®¡à §¨ï ¨ ¨å íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨,   â ª¦¥ ¡®«ìè®¥ ª®«¨ç¥-
áâ¢® ¯à¨¬¥à®¢, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¡®«¥¥ áâà®£¨© à §¡®à ¯à¨¬¥à®¢,
¯à¨¢¥¤¥−−ëå ¢ëè¥ ¢ ¯¯. 1.1{1.5.
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ƒ‹�„Šˆ… ”“�Š–ˆˆ ‚ Rn

2.1. �â  £« ¢  −®á¨â ¢á¯®¬®£ â¥«ì−ë© å à ªâ¥à ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì
®¯ãé¥−  ¯à¨ ¯¥à¢®¬ çâ¥−¨¨. ‡¤¥áì ¬ë ¯®ª §ë¢ ¥¬, ª ª áâà®-
¨âì −¥ª®â®àë¥ á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨¥ £« ¤ª¨¥ äã−ªæ¨¨ −  Rn, ª®â®àë¥
®¡à é îâáï (¨«¨ −¥ ®¡à é îâáï) ¢ −ã«ì −  ¯®¤¬−®¦¥áâ¢ å á¯¥-
æ¨ «ì−®£® ¢¨¤ . �â¨ äã−ªæ¨¨ ¯®− ¤®¡ïâáï − ¬ ¯®§¤−¥¥ ¯à¨
¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¬−®£¨å ãâ¢¥à¦¤¥−¨©, ®á®¡¥−−® ¢ £« ¢¥ 3. �«£¥-
¡àã £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  Rn ¡ã¤¥¬ ®¡®§− ç âì C∞(Rn).

2.2. �à¥¤«®¦¥−¨¥. ‘ãé¥áâ¢ã¥â äã−ªæ¨ï f ∈ C∞(R), ª®â®-

à ï ®¡à é ¥âáï ¢ −ã«ì ¯à¨ ¢á¥å ®âà¨æ â¥«ì−ëå §− ç¥−¨ïå

 à£ã¬¥−â  ¨ áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«ì−  ¯à¨ ¥£® ¯®«®¦¨â¥«ì−ëå

§− ç¥−¨ïå.

� �®ª ¦¥¬, çâ® íâ¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ®¡« ¤ ¥â äã−ªæ¨ï

f(x) =

{
0, x � 0,
e−1/x, x > 0.

(2.1)

(‘¬. £à ä¨ª −  § ¤−¥¬ ¯« −¥ à¨á. 2.1.)
…¤¨−áâ¢¥−−®¥, çâ® −ã¦−® ¤®ª § âì, | íâ® £« ¤ª®áâì äã−ª-

æ¨¨ f . ˆ−¤ãªæ¨¥© ¯® n ¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¯à®¨§¢®¤− ï ¯®àï¤ª  n
äã−ªæ¨¨ f ¨¬¥¥â ¢¨¤

f (n)(x) =

{
0, x � 0,
e−1/xPn(x)x−2n, x > 0,

(2.2)

28
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1

-1 0 1 2 4

�¨á. 2.1. �â®â à¨áã−®ª ¨««îáâà¨àã¥â ¯à¥¤«®¦¥-
−¨¥ 2.2 ¨ á«¥¤áâ¢¨¥ 2.3.

£¤¥ Pn(x) { ¬−®£®ç«¥−, ¨ çâ® f (n) −¥¯à¥àë¢− . „«ï n = 0 íâ®
®ç¥¢¨¤−®, ¯®áª®«ìªã lim

x→+0
e−1/x = 0. …á«¨ (2.2) ¢ë¯®«−¥−® ¤«ï

−¥ª®â®à®£® n � 0, â®, ®ç¥¢¨¤−®, f (n+1)(x) = 0 ¯à¨ x < 0, ¢ â®
¢à¥¬ï ª ª ¤«ï x > 0 ¨¬¥¥¬

f (n+1)(x) = e−1/x
(
Pn(x) + x2P ′

n(x)− 2nxPn(x)
)
x−2n−2.

�â® ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® f (n+1) â ª¦¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ (2.2) ¯à¨ x �= 0. —â®-
¡ë ¯®ª § âì, çâ® f (n+1) { −¥¯à¥àë¢− ï äã−ªæ¨ï ¨ f (n+1)(0) = 0,
§ ¬¥â¨¬, çâ® ¯® ¯à ¢¨«ã ‹®¯¨â «ï lim

x→+0
e−1/xxα = 0 ¤«ï «î¡®£®

α ∈ R. ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, lim
x→+0

f (n+1)(x) = 0, ¨, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢-

è¨áì ¥é¥ à § ¯à ¢¨«®¬ ‹®¯¨â «ï, ¬ë ¯®«ãç ¥¬

f (n+1)(0) = lim
x→0

f (n)(x)− f (n)(0)
x

= lim
x→0

f (n+1)(x)− 0
1

,

â ª çâ® äã−ªæ¨ï f (n+1)(x) à ¢−  −ã«î ¯à¨ x � 0 ¨ −¥¯à¥àë¢− 
¤«ï ¢á¥å x. �
“¯à ¦−¥−¨¥. �ãáâì f | äã−ªæ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥−− ï ä®à¬ã«®©
(2.1) ¨ ¯ãáâì ck = max |f (k)|.

1. „®ª ¦¨â¥ çâ® ck < ∞ ¤«ï ¢á¥å k.
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2. ˆáá«¥¤ã©â¥ ¯®¢¥¤¥−¨¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¨ {ck} ª®£¤ 
k → ∞.

2.3. ‘«¥¤áâ¢¨¥. „«ï «î¡®£® r > 0 ¨ a ∈ Rn áãé¥áâ¢ã¥â

äã−ªæ¨ï g ∈ C∞(Rn), ®¡à é îé ïáï ¢ −ã«ì ¯à¨ ¢á¥å x ∈ Rn,

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î ‖x− a‖ � r, ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì− ï ¯à¨

¢á¥å ®áâ «ì−ëå x ∈ Rn.

� � ¯à¨¬¥à, â ª®© ï¢«ï¥âáï äã−ªæ¨ï

g(x) = f(r2 − ‖x − a‖2),
£¤¥ f { äã−ªæ¨ï, ¯®áâà®¥−− ï ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥£®
¯à¥¤«®¦¥−¨ï. ‘¬. à¨á. 2.1. �
2.4. �à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì U ⊂ Rn | ¯à®¨§¢®«ì−®¥ ®âªàëâ®¥

¬−®¦¥áâ¢®. ‘ãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äã−ªæ¨ï f ∈ C∞(Rn), çâ®{
f(x) = 0, x /∈ U,

f(x) > 0, x ∈ U.

� …á«¨ U = Rn, â® ¯®«®¦¨¬ f ≡ 1, ¥á«¨ U = ∅, â® f ≡ 0.
�ãáâì â¥¯¥àì U �= Rn, U �= ∅ ¨ {Uk} { ¯®ªàëâ¨¥ ®¡« áâ¨ U
áç¥â−ë¬ ¬−®¦¥áâ¢®¬ ®âªàëâëå è à®¢ (− ¯à¨¬¥à, ¬−®¦¥áâ¢®¬
¢á¥å è à®¢ á à æ¨®− «ì−ë¬¨ à ¤¨ãá ¬¨, «¥¦ é¨å ¢ U, æ¥−âàë
ª®â®àëå | â®çª¨ á à æ¨®− «ì−ë¬¨ ª®®à¤¨− â ¬¨). ‘®£« á−®
á«¥¤áâ¢¨î 2.3 áãé¥áâ¢ãîâ £« ¤ª¨¥ äã−ªæ¨¨ fk ∈ C∞(Rn) â -
ª¨¥, çâ® fk(x) > 0, ª®£¤  x ∈ Uk, ¨ fk = 0, ª®£¤  x /∈ Uk.
�®«®¦¨¬

Mk = sup
0�p�k,

p1+...+pn=p,
x∈Rn

∣∣∣∣ ∂pfk

∂p1x1 . . . ∂pnxn
(x)

∣∣∣∣.
‡ ¬¥â¨¬, çâ® Mk < ∞, â ª ª ª ¢−¥ ª®¬¯ ªâ−®£® ¬−®¦¥-

áâ¢  U k (ç¥àâ  á¢¥àåã ®§− ç ¥â § ¬ëª −¨¥) äã−ªæ¨ï fk ¨ ¢á¥ ¥¥
¯à®¨§¢®¤−ë¥ à ¢−ë −ã«î.

„ «¥¥, àï¤
∞∑

k=1

fk

Mk2k
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áå®¤¨âáï ª £« ¤ª®© äã−ªæ¨¨ f, ¯®áª®«ìªã ¤«ï «î¡ëå p1, . . . , pn

àï¤
∞∑

k=1

1
Mk2k

∂p1+...+pnfk

∂xp1
1 . . . ∂xpn

n

áå®¤¨âáï à ¢−®¬¥à−® (¯®â®¬ã çâ® ¤«ï «î¡®£® k � p1 + . . .+ pn

 ¡á®«îâ− ï ¢¥«¨ç¨−  k-£® ç«¥−  −¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 2−k). ‘«¥¤®¢ -
â¥«ì−®, äã−ªæ¨ï f ®¡« ¤ ¥â âà¥¡ã¥¬ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. �

A

B

�¨á. 2.2. ”ã−ªæ¨ï, à §¤¥«ïîé ï ¤¢  ¬−®¦¥áâ¢ 

2.5. ‘«¥¤áâ¢¨¥. „«ï «î¡ëå ¤¢ãå −¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï § ¬ª−ã-

âëå ¬−®¦¥áâ¢ A, B ⊂ Rn áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äã−ªæ¨ï

f ∈ C∞(Rn), çâ®
f(x) = 0 ¯à¨ x ∈ A;
f(x) = 1 ¯à¨ x ∈ B;
0 < f(x) < 1 ¤«ï ¢á¥å ®áâ «ì−ëå x ∈ Rn.

(‘¬. à¨á. 2.2.)
� ‚®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ¯à¥¤«®¦¥−¨¥¬ 2.4, ¢ë¡¥à¥¬ äã−ªæ¨î fA,
ª®â®à ï à ¢−  −ã«î −  A ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì−  ¢−¥ A, ¨  − «®£¨ç−ãî
äã−ªæ¨î fB ¤«ï B. ‚ ª ç¥áâ¢¥ f â®£¤  ¬®¦−® ¢§ïâì äã−ªæ¨î

f =
fA

fA + fB
. �
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2.6. ‘«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì U ⊂ Rn | ®âªàëâ®¥ ¬−®¦¥áâ¢®

¨ f ∈ C∞(U). ’®£¤  ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x ∈ U áãé¥áâ¢ãîâ

®ªà¥áâ−®áâì V ⊂ U ¨ äã−ªæ¨ï g ∈ C∞(Rn) â ª¨¥, çâ®

f
∣∣
V
≡ g
∣∣
V

.

� � áá¬®âà¨¬ ®âªàëâë© è à W á æ¥−âà®¬ ¢ â®çª¥ x, § ¬ëª −¨¥
ª®â®à®£® á®¤¥à¦¨âáï ¢ U. �ãáâì V { è à ¬¥−ìè¥£® à ¤¨ãá ,
ª®−æ¥−âà¨ç−ë© è àã W .

ˆáª®¬ ï äã−ªæ¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥−  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à -
§®¬:

g(y) =

{
h(y) · f(y) ¯à¨ y ∈ U,

0 ¯à¨ y ∈ Rn \ U,

£¤¥ äã−ªæ¨ï h ∈ C∞(Rn) ¢ë¡à −  á®£« á−® á«¥¤áâ¢¨î 2.5 â ª,
çâ®¡ë ¢ë¯®«−ï«®áì ãá«®¢¨¥ h

∣∣
V
≡ 1, h

∣∣
Rn\W

≡ 0. �

2.7. �à¥¤«®¦¥−¨¥. „«ï «î¡®£® −¥¯ãáâ®£® ®âªàëâ®£® ¬−®¦¥-

áâ¢  U ⊂ Rn áãé¥áâ¢ã¥â £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï f ∈ C∞(U), ã

ª®â®à®© ¢á¥ ¯®¢¥àå−®áâ¨ ãà®¢−ï ª®¬¯ ªâ−ë, â. ¥. ¤«ï «î¡®£®

λ ∈ R ¬−®¦¥áâ¢® f−1(λ) ª®¬¯ ªâ−®.

� �¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§ Ak ¬−®¦¥áâ¢® â®ç¥ª x ∈ U, ã¤®¢«¥â¢®àïî-
é¨å ¤¢ã¬ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

(i) ‖x‖ � k,
(ii) à ááâ®ï−¨¥ ®â x ¤® £à −¨æë U −¥ ¬¥−ìè¥ ç¥¬ 1/k (¥á«¨

U = Rn, â® ãá«®¢¨¥ (ii) ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯ãé¥−®).

�ç¥¢¨¤−®, çâ® ¢á¥ â®çª¨ Ak ï¢«ïîâáï ¢−ãâà¥−−¨¬¨ ¤«ï Ak+1.
‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, Ak ¨ ¤®¯®«−¥−¨¥ ¢ Rn ª ¢−ãâà¥−−®áâ¨ Ak+1 ¥áâì
¤¢  −¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï§ ¬ª−ãâëå ¬−®¦¥áâ¢ . �® á«¥¤áâ¢¨î 2.5
áãé¥áâ¢ãîâ äã−ªæ¨¨ fk ∈ C∞(Rn) â ª¨¥, çâ®

fk(x) = 0 ¯à¨ x ∈ Ak,

fk(x) = 1 ¯à¨ x ∈ Rn \ Ak+1,

0 < fk(x) < 1 ¢® ¢á¥å ®áâ «ì−ëå á«ãç ïå .
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�®áª®«ìªã «î¡ ï â®çª  x ∈ U ¡ã¤¥â ¯à¨− ¤«¥¦ âì ¢−ãâà¥−-
−®áâ¨ ¬−®¦¥áâ¢ Ak ¯à¨ ¤®áâ â®ç−® ¡®«ìè¨å k, áã¬¬ 

f =
∞∑

k=1

fk

¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨«î¡®© â®çª¨ ¬−®¦¥áâ¢  U á®¤¥à¦¨â â®«ìª® ª®−¥ç-
−®¥ ç¨á«® −¥−ã«¥¢ëå á« £ ¥¬ëå ¨ ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© äã−ªæ¨¥©
−  U.

� áá¬®âà¨¬ â®çªã x ∈ U � Ak. ’ ª ª ª ¢á¥ äã−ªæ¨¨ fi

−¥®âà¨æ â¥«ì−ë, f(x) � k − 1. ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, ¤«ï «î¡®£® λ ∈
R ¬−®¦¥áâ¢® f−1(λ) ¥áâì § ¬ª−ãâ®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢® ª®¬¯ ªâ−®£®
¬−®¦¥áâ¢  Ak, £¤¥ k | − âãà «ì−®¥ ç¨á«®, â ª®¥ çâ® λ <
k − 1. ‡ ¬ª−ãâ®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢® ª®¬¯ ªâ−®£® ¬−®¦¥áâ¢  ¢á¥£¤ 
ª®¬¯ ªâ−®, ¯®íâ®¬ã f ¥áâì ¨áª®¬ ï äã−ªæ¨ï. �

‡ ä¨ªá¨àã¥¬ á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨− â x1, . . . , xn ¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨ U
â®çª¨ z. � ¯®¬−¨¬, çâ® ®¡« áâì U − §ë¢ ¥âáï §¢¥§¤ç â®© ®â−®-
á¨â¥«ì−® â®çª¨ z, ¥á«¨ ¢¬¥áâ¥ á® ¢áïª®© â®çª®© y ∈ U ®âà¥§®ª
(z, y) æ¥«¨ª®¬ ¯à¨− ¤«¥¦¨â U.

2.8. ‹¥¬¬  �¤ ¬ à . ‚áïª ï £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï f ¢ §¢¥§¤ç â®©

®ªà¥áâ−®áâ¨ â®çª¨ z ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥

f(x) = f(z) +
n∑

i=1

(xi − zi)gi(x), (2.3)

£¤¥ gi | £« ¤ª¨¥ äã−ªæ¨¨.

� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, à áá¬®âà¨¬ äã−ªæ¨î

ϕ(t) = f(z + (x− z)t).
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’®£¤  ϕ(0) = f(z) ¨ ϕ(1) = f(x) ¨ á®£« á−® ä®à¬ã«¥ �ìîâ®− -
‹¥©¡−¨æ 

ϕ(1) − ϕ(0) =

1∫
0

dϕ

dt
dt

=

1∫
0

n∑
i=1

∂f

∂xi
(z + (xi − zi)t)(xi − zi)dt

=
n∑

i=1

(xi − zi)

1∫
0

∂f

∂xi
(z + (xi − zi)t)dt.

‡ ¬¥â¨¢ â¥¯¥àì, çâ® äã−ªæ¨¨

gi(x) =

1∫
0

∂f

∂xi

(z + (xi − zi)t)dt

ï¢«ïîâáï £« ¤ª¨¬¨, ¬ë § ¢¥àè¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë �¤ -
¬ à . �

�ãáâì, ¯® ¯à¥¦−¥¬ã, x1, . . . , xn | ä¨ªá¨à®¢ −− ï á¨áâ¥¬ 
ª®®à¤¨− â ¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨ U â®çª¨ z ¨ τ = (i1, . . . , in) | ¬ã«ì-

â¨¨−¤¥ªá. �®«®¦¨¬ |τ | = i1 + . . . + in,
∂ |τ |

∂xτ
=

∂ |τ |

∂xi1
1 . . . ∂xin

n

,

(x − z)τ = (x1 − z1)i1 · . . . · (xn − zn)in ¨ τ ! = i1! · . . . · in!.

2.9. ‘«¥¤áâ¢¨¥. (�ï¤ ’¥©«®à  ¢ ä®à¬¥ �¤ ¬ à .) ‚áïª ï £« ¤-

ª ï äã−ªæ¨ï f ¢ §¢¥§¤ç â®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ U â®çª¨ z ¯à¥¤áâ -

¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥

f(x) =
n∑

|τ |=0

1
τ !
(x − z)τ

∂ |τ |f

∂xτ
(z) +

∑
|σ|=n+1

(x− z)σgσ(x), (2.4)

£¤¥ gσ ∈ C∞(U).

� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì «¥¬¬®© �¤ ¬ à  ¤«ï ª -
¦¤®© ¨§ äã−ªæ¨© gi ¢ à §«®¦¥−¨¨ (2.3), äã−ªæ¨î f ¬®¦−®
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¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥

f(x) = f(z) +
n∑

i=1

(xi − zi)gi(z) +
n∑

i,j=1

(xi − zi)(xj − zj)gij(x).

�®¢â®àïï íâ®â ¯à®æ¥áá ¤«ï äã−ªæ¨© gij ¨ â ª ¤ «¥¥, ¬ë ¯à¨¤¥¬
ª à §«®¦¥−¨î

f(x) = f(z) +
n∑

|τ |=1

(x − z)τατ +
∑

|σ|=n+1

(x− z)σgσ(x),

£¤¥ ατ | ª®−áâ −âë ¨ gσ ∈ C∞(U). �à¨¬¥−ïï â¥¯¥àì ª íâ®¬ã

à ¢¥−áâ¢ã ¢á¥¢®§¬®¦−ë¥ ®¯¥à â®àë ¢¨¤ 
∂ |τ |

∂xτ
(z), |τ | � n, ¬ë

¢¨¤¨¬, çâ® ατ =
1
τ !

∂ |τ |f

∂xτ
(z). �

2.10. ‘«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì f(x) ∈ C∞(R) ¨ f(0) = 0. ’®£¤ 

f(x)/x ∈ C∞(R).

� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¯® «¥¬¬¥ �¤ ¬ à  ¢áïª ï £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï
f(x) ∈ C∞(R) ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥

f(x) = f(0) + xg(x),

£¤¥ g(x) ∈ C∞(R). …á«¨ ¦¥ f(0) = 0, â® f(x)/x = g(x). �
2.11. ‹¥¬¬ . …á«¨ f ∈ C∞(Rn), ¯à¨ç¥¬ f(z) = f(y) = 0, £¤¥

z ¨ y | ¤¢¥ à §«¨ç−ë¥ â®çª¨ ¯à®áâà −áâ¢  Rn, â® äã−ªæ¨î

f ¬®¦−® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¯à®¨§¢¥¤¥−¨© ¢¨¤  gihi,

£¤¥ gi(z) = 0, hi(y) = 0.

‹¨−¥©−®© § ¬¥−®© ª®®à¤¨− â § ¤ çã ¬®¦−® á¢¥áâ¨ ª á«ãç î
z = (0, . . . , 0, 0), y = (0, . . . , 0, 1). �® «¥¬¬¥ �¤ ¬ à  2.8 ¢áïª ï
äã−ªæ¨ï f, â ª ï çâ® f(z) = 0, ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥

f(x) =
n∑

i=1

xigi(x).

�à¥¤áâ ¢¨¢ äã−ªæ¨î gi(x) ¢ ¢¨¤¥ gi(x) =
(
gi(x)−αi

)
+αi, £¤¥

αi = gi(y), ¨ § ¬¥â¨¢, çâ® ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¨ xi

(
gi(x)−αi

)
¯¥à¢ë©
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á®¬−®¦¨â¥«ì ®¡à é ¥âáï ¢ −ã«ì ¢ â®çª¥ z,   ¢â®à®© | ¢ â®çª¥ y,
¬ë á¢¥¤¥¬ § ¤ çã ª á«ãç î «¨−¥©−®© äã−ªæ¨¨

f(x) =
n∑

i=1

αixi.

“á«®¢¨¥ f(y) = 0 ®§− ç ¥â, çâ® αn = 0. �à¥¤áâ ¢¨¢ â¥¯¥àì
xi, i < n, ¢ ¢¨¤¥ xi = xnxi − xi(xn − 1), ¬ë § ¢¥àè¨¬ ¤®ª § -
â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë. �
“¯à ¦−¥−¨¥. 1. �®ª ¦¨â¥ çâ® «î¡ ï äã−ªæ¨ï −  ¯«®áª®-
áâ¨ f(x, y) ∈ C∞(R2), ®¡à é îé ïáï ¢ −ã«ì −  ª®®à¤¨− â−®¬
ªà¥áâ¥K = {x = 0} ∪ {y = 0} ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥

f = xy g(x, y), g(x, y) ∈ C∞(R2).

2. ‘¯à ¢¥¤«¨¢ «¨  − «®£¨ç−ë© à¥§ã«ìâ â ¤«ï ®¡ê¥¤¨−¥−¨ï
¯àï¬®© x = 0 ¨ ¯ à ¡®«ë y = x2?
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3.1. ‚ íâ®© ¨ á«¥¤ãîé¥© £« ¢ å ¨§« £ ¥âáï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨©
¯®¤å®¤ ª â¥®à¨¨ £« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨©, ªà âª¨© − ¡à®á®ª ª®â®-
à®£® ¢ ¨−âã¨â¨¢−ëå â¥à¬¨− å ¡ë« á¤¥« − ¢ £« ¢¥ 1. ‘− ç «  ¬ë
¤ ¥¬ ¯®¤à®¡−ë© ®â¢¥â −  á«¥¤ãîé¨© äã−¤ ¬¥−â «ì−ë© ¢®¯à®á:
§ ¤ −   ¡áâà ªâ− ï R- «£¥¡à  F , ª ª − ©â¨ ¬−®¦¥áâ¢® (£« ¤-
ª®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥) M, â ª®¥, çâ®  «£¥¡à  (£« ¤ª¨å) äã−ªæ¨© − 
−¥¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ®â®¦¤¥áâ¢«¥−  á F .

‚ ¤ «ì−¥©è¥¬ F ¡ã¤¥â ¯à¥¤¯®« £ âìáï ª®¬¬ãâ â¨¢−®©

 áá®æ¨ â¨¢−®©  «£¥¡à®© á ¥¤¨−¨æ¥© − ¤ R, ¨«¨, ª®à®ç¥,
R- «£¥¡à®©. ‚á¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë R- «£¥¡à, ¨«¨ ¯à®áâ® R-
£®¬®¬®àä¨§¬ë α : F1 → F2, ¯à¥¤¯®« £ îâáï ã−¨â à−ë¬¨, â. ¥.
¯¥à¥¢®¤ïé¨¬¨ ¥¤¨−¨æã  «£¥¡àë F1 ¢ ¥¤¨−¨æã F2.

�®¤ç¥àª−¥¬, çâ®, å®âï í«¥¬¥−âë  «£¥¡àë F ¬ë ¡ã¤¥¬ − §ë-
¢ âì úäã−ªæ¨ï¬¨û, ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−®áâ¨ íâ® −¥ äã−ªæ¨¨,    ¡-
áâà ªâ−ë¥ ®¡ê¥ªâë −¥®¯à¥¤¥«¥−−®© ¯à¨à®¤ë. ‡ ¤ ç  ¨ á®áâ®¨â
¢ â®¬, çâ®¡ë ¯à¥¢à â¨âì íâ¨  ¡áâà ªâ−ë¥ ®¡ê¥ªâë ¢ − áâ®ïé¨¥
äã−ªæ¨¨ −  ¬−®£®®¡à §¨¨. „«ï â®£®, çâ®¡ë ¤®¡¨âìáï ãá¯¥å 
¢ íâ®¬ ¯à¥¤¯à¨ïâ¨¨, − ¬ ¯à¨¤¥âáï − «®¦¨âì −  F −¥ª®â®àë¥
ãá«®¢¨ï. Š«îç¥¢ë¬¨ §¤¥áì ¡ã¤ãâ ãá«®¢¨ï £¥®¬¥âà¨ç−®áâ¨ (¯.
3.7), ¯®«−®âë (¯. 3.27) ¨ £« ¤ª®áâ¨ ( ¯. 4.1) R- «£¥¡à.

� ç−¥¬ á ¯à®áâ®© ¨««îáâà æ¨¨ â®£®, ª ª¨¬ ®¡à §®¬  ¡-
áâà ªâ−® ®¯à¥¤¥«¥−−ãî R- «£¥¡àã ¬®¦−® ¯à¥¢à â¨âì ¢ − áâ®ï-
éãî  «£¥¡àã úå®à®è¨åû äã−ªæ¨© −  −¥ª®â®à®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥.

37



38 ƒ« ¢  3

3.2. �à¨¬¥à. �ãáâì F ¥áâì R- «£¥¡à  ¢á¥å ¡¥áª®−¥ç−ëå ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¥© {ai} = (a0, . . . , an, . . .), ã ª®â®àëå â®«ìª®
ª®−¥ç−®¥ ç¨á«® ç«¥−®¢ ®â«¨ç−® ®â −ã«ï. �¯¥à æ¨¨ á«®¦¥−¨ï
¨ ã¬−®¦¥−¨ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¨−  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−®¥ç¨á«® ®¯à¥-
¤¥«ïîâáï ¯®ç«¥−−®:

{ai}+ {bi} = {ai + bi}, λ{ai} = {λai}, λ ∈ R.

�à®¨§¢¥¤¥−¨¥ {ci} ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¥© {ai} ¨ {bi} ®¯à¥¤¥«ï¥â-
áï ä®à¬ã«®©

ci =
∑

k+l=i

akbl.

Œ®¦¥â «¨ íâ   «£¥¡à  ¡ëâì à¥ «¨§®¢ −  ª ª  «£¥¡à  úå®à®è¨åû
äã−ªæ¨© −  −¥ª®â®à®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥?

Œë − ¤¥¥¬áï, çâ® ç¨â â¥«ì ã£ ¤ « ®â¢¥â. ‘®¯®áâ ¢¨¢ ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì−®áâ¨ {ai} ¬−®£®ç«¥−

∑
i�0

aixi, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬

R- «£¥¡àë F −  R- «£¥¡àã R[x] ¬−®£®ç«¥−®¢ ®â ¯¥à¥¬¥−−®© x.
’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ª ¦¤ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâì {ai} ∈ F ¬®¦¥â
à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª äã−ªæ¨ï −  M = R, ¯à¨−¨¬ îé ï ¢ â®çª¥
t ∈ R §− ç¥−¨¥

∑
i�0

aiti.

3.3. “¯à ¦−¥−¨¥. �ãáâì R- «£¥¡àë F1 ¨ F2 ª ª «¨−¥©−ë¥
¯à®áâà −áâ¢  ¨§®¬®àä−ë ¯«®áª®áâ¨ R2 = {(x, y)},   ã¬−®¦¥−¨¥
¢ −¨å § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬¨ ä®à¬ã« ¬¨:

F1 : (x1, y1)(x2, y2) = (x1x2, y1y2),
F2 : (x1, y1)(x2, y2) = (x1x2 + y1y2, x1y2 + x2y1).

� ©¤¨â¥ ¬−®¦¥áâ¢  Mi ¤«ï ª ¦¤®©  «£¥¡àë Fi, i = 1, 2, â®ç−®
ãª § ¢, ª ª¨¥ äã−ªæ¨¨ −  Mi ®â¢¥ç îâ í«¥¬¥−âã (x, y) ∈ Fi.
ˆ§®¬®àä−ë «¨  «£¥¡àë F1 ¨ F2?
3.4. ‚¥à−¥¬áï ª à áá¬®âà¥−¨î  ¡áâà ªâ−ëå  «£¥¡à F . ‚á¯®-
¬¨− ï ä¨«®á®ä¨î ¯. 1.16 (â®çª  ¬−®£®®¡à §¨ï ¨«¨ á®áâ®ï−¨¥
ä¨§¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥âáï − ¡®à®¬ ¯®ª § −¨© ¨§¬¥à¨-
â¥«ì−ëå ¯à¨¡®à®¢), ¢¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§− ç¥−¨ï ¨ ®¯à¥¤¥«¥-
−¨ï.
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�¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§ M = |F| ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å R-£®¬®-
¬®àä¨§¬®¢ ¨§ F ¢ R:

M � x : F → R, f �→ x(f).

�«¥¬¥−âë ¬−®¦¥áâ¢  M ¨−®£¤  ¡ã¤ãâ − §ë¢ âìáï R-â®ç-

ª ¬¨  «£¥¡àë F ,   á ¬® M | ¤¢®©áâ¢¥−−ë¬ ¯à®áâà −áâ¢®¬,
¨«¨ ¯à®áâà −áâ¢®¬ R-â®ç¥ª  «£¥¡àë F . „ «¥¥, à áá¬®âà¨¬
¬−®¦¥áâ¢® � ¢á¥å ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−ëå äã−ªæ¨© −  M:

� = {ϕ : M → R}.
Œ−®¦¥áâ¢® � ¨¬¥¥â ¥áâ¥áâ¢¥−−ãî áâàãªâãàã R- «£¥¡àë, ®¯à¥-
¤¥«ï¥¬ãî á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

(ϕ+ ψ)(x) = ϕ(x) + ψ(x),

(ϕ · ψ)(x) = ϕ(x) · ψ(x),
(λϕ)(x) = λϕ(x).

(3.1)

�¯à¥¤¥«¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

τ : F → �, (3.2)

¯®«®¦¨¢ (τ (f))(x) = x(f). �¡à §  «£¥¡àëF ¯à¨ ®â®¡à ¦¥−¨¨ τ

¡ã¤¥¬ ®¡®§− ç âì ç¥à¥§ F̃ ,   ®¡à § í«¥¬¥−â  f | ç¥à¥§ f̃ .
…á«¨ ¡ë ®â®¡à ¦¥−¨¥ τ ¡ë«® ¨§®¬®àä¨§¬®¬ F −  F̃, â® ¬ë
¬®£«¨ ¡ë à áá¬ âà¨¢ âì F̃ ª ª à¥ «¨§ æ¨î F −  ¤¢®©áâ¢¥−−®¬
¯à®áâà −áâ¢¥ M = |F|. ‚ëïá−¨¬, ª®£¤  ¦¥ τ ¡ã¤¥â ¨§®¬®à-
ä¨§¬®¬.

3.5. ‡ ¬¥â¨¬ á− ç « , çâ® τ | £®¬®¬®àä¨§¬ R- «£¥¡à.
� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ®¯à¥¤¥«¥−¨¥¬ ®â®¡à ¦¥-
−¨ï τ ¨ â¥¬, çâ® «î¡®© í«¥¬¥−â x ∈ M ¥áâì R-£®¬®¬®àä¨§¬,
¯®«ãç ¥¬

(f̃ + g)(x) = x(f+g) = x(f)+x(g) = “f(x)+“g(x) = ( “f+“g)(x),

â. ¥. f̃ + g = f̃ + g̃. �− «®£¨ç−® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® f̃g = f̃ · g̃ ¨
λ̃f = λf̃ . �¥¤®¢¥àç¨¢®¬ã ç¨â â¥«î à¥ª®¬¥−¤ã¥âáï ¯à®¢¥áâ¨ íâã
¯à®¢¥àªã á ¬®áâ®ïâ¥«ì−®. �
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ˆ§ ¤®ª § −−®£® ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï, ¢ ç áâ−®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ® F̃
¥áâì ¯®¤ «£¥¡à  R- «£¥¡àë �. � ç¨− ï á íâ®£® ¬®¬¥−â  ¬ë
§ ¡ã¤¥¬ ® áãé¥áâ¢®¢ −¨¨  «£¥¡àë � ¨ ®£à −¨ç¨¬áï à áá¬®âà¥-
−¨¥¬ R- «£¥¡àë F̃. �® ¥¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨î £®¬®¬®àä¨§¬ τ : F → F̃
áîàê¥ªâ¨¢¥− (â. ¥. ï¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥−¨¥¬ −  ¢áî  «£¥¡àã F̃ ).

•®â¥«®áì ¡ë, çâ®¡ë £®¬®¬®àä¨§¬ τ ¡ë« â ª¦¥ ¨ ¨−ê¥ªâ¨¢¥−
(â. ¥. −¥ ¨¬¥« ï¤à ). Š á®¦ «¥−¨î, ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ íâ® −¥ â ª.

3.6. �à¨¬¥à. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®  «£¥¡à F ª ª «¨−¥©−®¥ ¯à®-
áâà −áâ¢® ¨§®¬®àä−® ¯«®áª®áâ¨ R2 = {(x, y)} ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥
¢ F ®¯à¥¤¥«¥−® ä®à¬ã«®©

(x1, y1)(x2, y2) = (x1x2, x1y2 + x2y1).

�®ª ¦¥¬, çâ® ¤¢®©áâ¢¥−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® M = |F| á®áâ®¨â
¨§ ®¤−®© â®çª¨. �â® ¡ã¤¥â ®§− ç âì, çâ® τ −¥ ¨−ê¥ªâ¨¢−®,
¯®áª®«ìªã â®£¤  F̃ ¨§®¬®àä−® R, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª F ¤¢ã¬¥à−®
− ¤ R.

�«¥¬¥−â (1, 0), ®ç¥¢¨¤−®, ¥áâì ¥¤¨−¨æ   «£¥¡àë F , ¨ «î¡®©
í«¥¬¥−â (x, y) ®¡à â¨¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  x �= 0.
� ¨¬¥−−®, (x, y)−1 = (x−1, −yx−2). ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, ¢  «£¥¡à¥
F áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨−áâ¢¥−−ë© ¨¤¥ «, ®â«¨ç−ë© ®â {0}, ¨ íâ®â
¨¤¥ « I ¨¬¥¥â ¢¨¤

I = {(0, y)| y ∈ R}.

” ªâ®à «£¥¡à  F/I ¥áâ¥áâ¢¥−−® ¨§®¬®àä−  R, ¨ ®â®¡à ¦¥−¨¥
ä ªâ®à¨§ æ¨¨ q : F → F/I = R ¥áâì ¯à®¥ªæ¨ï (x, y)→ x. �¥
áãé¥áâ¢ã¥â R-£®¬®¬®àä¨§¬®¢ F → R, ®â«¨ç−ëå ®â q, â ª çâ®
M = {q}.

3.7. “ª ¦¥¬ â¥¯¥àì ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¬ ¤®«¦−  ã¤®¢«¥â¢®àïâì
R- «£¥¡à  F ¤«ï â®£®, çâ®¡ë £®¬®¬®àä¨§¬ τ ¡ë« ¨−ê¥ªâ¨¢¥−
(¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, ï¢«ï«áï ¨§®¬®àä¨§¬®¬).

�à¥¤«®¦¥−¨¥. ƒ®¬®¬®àä¨§¬ τ ¨−ê¥ªâ¨¢¥− â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  ¨¤¥ « I(F) =
⋂

x∈M

Kerx âà¨¢¨ «¥−.
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� ‡ ¬¥â¨¬, çâ® τ (f) = f̃ = 0 ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤ 
f̃(x) = x(f) = 0 ¤«ï «î¡®£® x ∈ M. �® íâ® ¨ ®§− ç ¥â, çâ®
f ∈

⋂
x∈M

Kerx = I(F). �
„®ª § −−®¥ ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ ¬®â¨¢¨àã¥â á«¥¤ãîé¥¥

�¯à¥¤¥«¥−¨¥. R- «£¥¡à  F − §ë¢ ¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©, ¥á«¨

I(F) =
⋂

x∈|F|

Kerx = {0}.

(�«£¥¡à  F ¨§ ¯à¨¬¥à  3.6 −¥ ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©, ¯®-
áª®«ìªã ¤«ï −¥¥ I(F) = I = {(0, y)|y ∈ R} �= 0.)

�®¤ç¥àª−¥¬, çâ®  «£¥¡à , ¤¢®©áâ¢¥−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® ª®â®-
à®© ¯ãáâ®, −¥ ¬®¦¥â ¡ëâì £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©.
“¯à ¦−¥−¨¥. 1. „®ª ¦¨â¥, çâ®  «£¥¡à  ¯®«¨−®¬®¢
R[x1, . . . , xn] ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©.

2.�ãáâì V ª®−¥ç−®¬¥à−®¥ ¢¥ªâ®à−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® − ¤ R
¨ ¯ãáâì G : V → V | «¨−¥©−ë© ®¯¥à â®à. � áá¬®âà¨¬  «£¥-
¡àã FG ¯®à®¦¤¥−−ãî, ª ª ¢¥ªâ®à−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® Gk, k =
0, 1, . . . ,. �¯¨è¨â¥ ®¯¥à â®àë G ¤«ï ª®â®àëå  «£¥¡à  FG ï¢«ï-
¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©.

‚ ¯¯. 3.5, 3.7 ¬ë ä ªâ¨ç¥áª¨ ¤®ª § «¨ á«¥¤ãîé¨© ¢ ¦−ë©
à¥§ã«ìâ â.

3.8. ’¥®à¥¬ . ‹î¡ ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï R- «£¥¡à  ª −®−¨ç¥áª¨

¨§®¬®àä−  R- «£¥¡à¥ F̃ äã−ªæ¨©, ®¯à¥¤¥«¥−−ëå −  ¤¢®©áâ¢¥−-

−®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥ R-â®ç¥ª M = |F| = HomR(F , R) á®£« á−®

¯à ¢¨«ã f(x) = x(f). �
ˆ¬¥ï ¢ ¢¨¤ã íâ®â ¨§®¬®àä¨§¬, ¬ë ¡ã¤¥¬, − ç¨− ï á íâ®£®

¬¥áâ , ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì  ¡áâà ªâ−ë¥ R- «£¥¡àëF , ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ
¯à¥¤¯®« £ âìáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨, á R- «£¥¡à ¬¨ F̃ äã−ªæ¨© − 
¤¢®©áâ¢¥−−ëå ¯à®áâà −áâ¢ å M = |F|. �¡®§− ç¥−¨¥ F̃ −¥ ¡ã¤¥â
¨á¯®«ì§®¢ âìáï, ¨ í«¥¬¥−âë f ∈ F ç áâ® ¡ã¤ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï
ª ª äã−ªæ¨¨ M → R.
3.9. “¯à ¦−¥−¨¥. �à®¢¥àìâ¥ ª ª¨¥ ¨§ á«¥¤ãîé¨å  «£¥¡à
ï¢«ïîâáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨.
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1. �«£¥¡à  R[[x1, . . . , xn]] ä®à¬ «ì−ëå áâ¥¯¥−−ëå àï¤®¢.
2. ” ªâ®à- «£¥¡à 

R[x1, . . . , xn]/fkR[x1, . . . , xn], f ∈ R[x1, . . . , xn].

3. �«£¥¡à  à®áâª®¢ £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© ¢ â®çª¥ 0 ∈ Rn.
4. �«£¥¡à  ¢á¥å £« ¤ª¨å ®£à −¨ç¥−−ëå äã−ªæ¨©.
5. �«£¥¡à  ¢á¥å £« ¤ª¨å ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å (¯¥à¨®¤  1) äã−ª-

æ¨© −  R (á¬. ¯. 3.18).
6. �®¤ «£¥¡à  ¯à¥¤ë¤ãé¥©  «£¥¡àë, á®áâ®ïé ï ¨§ ¢á¥å

ç¥â−ëå äã−ªæ¨©.
7. �«£¥¡àë F1 ¨ F2 ®¯¨á −−ë¥ ¢ ã¯à ¦−¥−¨¨ 3.3.
8. �«£¥¡à  ¢á¥å ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ®¯¥à â®à®¢ á ¯®áâ®ï−-

−ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥−â ¬¨ ¢ Rn (ã¬−®¦¥−¨¥ ¢ íâ®©  «£¥¡à¥
¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï ®¯¥à â®à®¢).

3.10. �«£¥¡à FS äã−ªæ¨©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨§¬¥à¨â¥«ì−ë¬
ãáâà®©áâ¢ ¬ ª« áá¨ç¥áª®© ä¨§¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë (á¬. ¯¯. 1.9,
1.15), ¢á¥£¤  ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©. �â® á¢®©áâ¢® ¥áâì ¬ â¥-
¬ â¨ç¥áª ï à¥ «¨§ æ¨ï ä¨§¨ç¥áª®£® ¯®áâã« â , £« áïé¥£®, çâ®
¥á«¨ ¢á¥ ¯®ª § −¨ï ¤¢ãå ¯à¨¡®à®¢ á®¢¯ ¤ îâ ¯à¨ «î¡ëå á®-
áâ®ï−¨ïå á¨áâ¥¬ë, â® íâ¨ ãáâà®©áâ¢  ¨§¬¥àïîâ ®¤¨− ¨ â®â ¦¥
ä¨§¨ç¥áª¨© ¯ à ¬¥âà (â. ¥. ¯à¨¡®àë ¤ã¡«¨àãîâ ¤àã£ ¤àã£ ,
¨ ®¤¨− ¨§ −¨å ï¢«ï¥âáï «¨è−¨¬).

3.11. �à¥¤«®¦¥−¨¥. „«ï ¯à®¨§¢®«ì−®© R- «£¥¡àë F ä ªâ®à-

 «£¥¡à  F/I(F), £¤¥ I(F) =
⋂

p∈|F|
Ker p, ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨-

ç¥áª®© ¨ |F| = |F/I(F)|.
� �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ϕ : |F/I(F)| → |F|, á®¯®áâ -
¢¨¢ ª ¦¤®¬ã £®¬®¬®àä¨§¬ã b : F/I(F) → R £®¬®¬®àä¨§¬
ϕ(b) = a = b ◦ pr, £¤¥ pr ¥áâì ®â®¡à ¦¥−¨¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨
pr: F → F/I(F).

�®ª ¦¥¬, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ ϕ ¡¨¥ªâ¨¢−® (â. ¥. ¢§ ¨¬−® ®¤-
−®§− ç−®). �ç¥¢¨¤−®, ϕ(b1) �= ϕ(b2), ¥á«¨ b1 �= b2, â ª çâ®
ϕ | ¨−ê¥ªâ¨¢−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥. �ãáâì â¥¯¥àì a ∈ |F|. ’®£¤ 
Ker a ⊃ I(F). �®íâ®¬ã ä®à¬ã«  b(g) = a(f), £¤¥ g ∈ F/I(F)
¨ f ∈ F | ¯à®¨§¢®«ì−ë© ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì ª« áá  á¬¥¦−®áâ¨ g,
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ª®àà¥ªâ− ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥â £®¬®¬®àä¨§¬ b : F/I(F)→ R. �¥âàã¤-
−® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ϕ(b) = a, â. ¥. ®â®¡à ¦¥−¨¥ϕ ¥áâì áîàê¥ªæ¨ï.
’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ϕ ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥â |F| ¨ |F/I(F)|.

�ãáâì, ¤ «¥¥, b ∈ |F/I(F)| ¨ a = ϕ(b) = b ◦ pr. ’®£¤ 
Ker b = Ker a/I(F). �âáî¤ 

I(F/I(F)) =
⋂

b∈|F/I(F)|

Ker b =
⋂

a∈|F|

(Kera/I(F)) =

( ⋂
a∈|F|

Ker a
)

/ I(F) = I(F)/I(F) = {0}. �

3.12. „«ï § ¤ −−®© £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© R- «£¥¡àë F ¢¢¥¤¥¬ â®-
¯®«®£¨î −  ¤¢®©áâ¢¥−−®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥ M = |F|.

‘ ä¨§¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥−¨ï ¤¢  á®áâ®ï−¨ï s1, s2 ª« áá¨-
ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë S (¤¢¥ R-â®çª¨) ¡«¨§ª¨, ¥á«¨ ¡«¨§ª¨ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨¥ ¯®ª § −¨ï ¢á¥å ¨§¬¥à¨â¥«ì−ëå ãáâà®©áâ¢, â. ¥. ¤«ï
«î¡®£® ¨§¬¥à¨â¥«ì−®£® ãáâà®©áâ¢  D ¢ë¯®«−¥−® ãá«®¢¨¥

fD(s2) ∈ ]fD(s1)− ε, fD(s1) + ε[ .

Œë ¢ëà §¨¬ íâã ¬ëá«ì ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨, áª § ¢, çâ® â®¯®«®£¨ï
−  M § ¤ ¥âáï ¡ §¨á®¬ ®âªàëâëå ¬−®¦¥áâ¢ ¢¨¤  f−1(V ), £¤¥
V ⊂ R | ®âªàëâ®¥ ¬−®¦¥áâ¢® ¨ f ∈ F . (‡ ¬¥â¨¬, çâ® ¢ëà -
¦¥−¨¥ f−1 ¨¬¥¥â á¬ëá« â®«ìª® ¯®â®¬ã, çâ® ¬ë ®â®¦¤¥áâ¢¨«¨ F
á  «£¥¡à®© äã−ªæ¨© f : M → R.)

ƒ®¢®àï ¨− ç¥, â®¯®«®£¨ï ¢ ¤¢®©áâ¢¥−−®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥

M = |F| ï¢«ï¥âáï á ¬®© á« ¡®© ¨§ ¢á¥å, ¤«ï ª®â®àëå ¢á¥

äã−ªæ¨¨ ¨§ F −¥¯à¥àë¢−ë.

3.13. �à¥¤«®¦¥−¨¥. ’®¯®«®£¨ï ¯à®áâà −áâ¢  |F|, ¢¢¥¤¥−− ï

¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ã−ªâ¥, å ãá¤®àä®¢ .

� �ãáâì x ¨ y | ¤¢¥ à §«¨ç−ë¥ â®çª¨ ¯à®áâà −áâ¢  |F|, â. ¥.
à §−ë¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë ¨§ F ¢ R. �â® ®§− ç ¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â
â ª®© í«¥¬¥−â f ∈ F , ¤«ï ª®â®à®£® f(x) �= f(y), − ¯à¨¬¥à
f(x) < f(y). ’®£¤  ¬−®¦¥áâ¢ 

f−1
(]

−∞,
f(x) + f(y)

2

[)
, f−1

(]f(x) + f(y)
2

, +∞
[)
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áãâì −¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ®ªà¥áâ−®áâ¨ â®ç¥ª x ¨ y. �
’¥¯¥àì, £®¢®àï ú¯à®áâà −áâ¢® M = |F|û, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®¤à -

§ã¬¥¢ âì â®¯®«®£¨ç¥áªãî (å ãá¤®àä®¢ã) áâàãªâãàã −  M = |F|.
3.14. ‚ íâ®¬ ¯ã−ªâ¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® F0 ¥áâì −¥-
ª®â®à ï R- «£¥¡à  äã−ªæ¨© −  § ¤ −−®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥ M0. ‘ãé¥-
áâ¢ã¥â ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ θ : M0 → |F0|, ª®â®à®¥ â®çª¥
a ∈ M0 áâ ¢¨â ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬ f �→ f(a). „àã-
£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, θ(a)(f) = f(a), a ∈ M0, ¯®íâ®¬ã ¥á«¨ í«¥¬¥−â
f ∈ F0, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ª ª äã−ªæ¨ï −  ¤¢®©áâ¢¥−−®¬ ¯à®-
áâà −áâ¢¥ |F0|, ®¡à é ¥âáï ¢ −ã«ì −  ¬−®¦¥áâ¢¥ θ(M0), â® f ¥áâì
−ã«ì  «£¥¡àë F0. ‚ ç áâ−®áâ¨,  «£¥¡à F0 ¡ã¤¥â £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©
¨ á¯à ¢¥¤«¨¢® á«¥¤ãîé¥¥

�à¥¤«®¦¥−¨¥. …á«¨ F0 ¥áâì ¯®¤ «£¥¡à  R- «£¥¡àë −¥¯à¥-

àë¢−ëå äã−ªæ¨© −  â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥ M0, â®

®â®¡à ¦¥−¨¥ θ : M0 → |F0| −¥¯à¥àë¢−®.

� �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® U = f−1(V )| ¡ §¨á−®¥ ®âªàëâ®¥ ¬−®¦¥-
áâ¢® ¢ |F0|. �® ®¯à¥¤¥«¥−¨î £®¬®¬®àä¨§¬F0 → R ¯à¨− ¤«¥¦¨â
U â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯¥à¥¢®¤¨â äã−ªæ¨î f ¢ −¥ª®â®àãî
â®çªã ®âªàëâ®£® ¬−®¦¥áâ¢  V ⊂ R. �®íâ®¬ã ®¡à â−ë© ®¡à §
θ−1(U) á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å â®ç¥ª a ∈ M0, ¤«ï ª®â®àëå f(a) ∈ V , ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì−®, ¥áâì ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢® ¢ M. �

�â¬¥â¨¬, çâ® íâ® ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ ¯à¨¬¥−¨¬® ¢ ®¡é¥¬ ¤«ï − á
á«ãç ¥ (ª®£¤  F0 | ¯à®¨§¢®«ì− ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï R- «£¥¡à  ¨
M0 = |F0|), ¯®áª®«ìªã M0 ¥áâì â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà −áâ¢® ¨
í«¥¬¥−âë F0 ¥áâì −¥¯à¥àë¢−ë¥ äã−ªæ¨¨ −  −¥¬ (á¬. ¯. 3.12).

“¯à ¦−¥−¨¥. �¯¨è¨â¥ ¤¢®©áâ¢¥−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® ¤«ï á«¥¤ã-
îé¨å  «£¥¡à:

1. R[x, y]/xyR[x, y];
2. R[x, y, z]/(x2+ y2 + z2 − 1)R[x, y, z].

3.15. �à¨¬¥à. �ãáâì F = R [x1, . . . , xn] | R- «£¥¡à  ¬−®-
£®ç«¥−®¢ ®â n ¯¥à¥¬¥−−ëå. Š ¦¤ë© £®¬®¬®àä¨§¬ a : F → R
®¤−®§− ç−® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢¥ªâ®à®¬ (λ1, . . . , λn), £¤¥ λi = a(xi),
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¯®áª®«ìªã

a
( ∑

k1...kn

ck1...knxk1
1 . . . xkn

n

)
=
∑

k1...kn

ck1...kn(a(x1))
k1 . . . (a(xn))kn

=
∑

k1...kn

ck1...knλk1
1 . . . λkn

n .

„ «¥¥, ®â®¡à ¦¥−¨¥ F → R § ¤ −−®¥ ¯à ¢¨«®¬,∑
ck1...knxk1

1 . . . xkn
n �−→

∑
ck1...knλk1

1 . . . λkn
n ,

¤«ï «î¡ëå λ1, . . . , λn ∈ R ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬  «£¥-
¡àë F −  R. ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, ¤¢®©áâ¢¥−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® |F|
¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¥áâ¥áâ¢¥−−® ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á ¯à®áâà −áâ¢®¬
Rn = {(λ1, . . . , λn)}.

’®¯®«®£¨ï, ®¯à¥¤¥«¥−− ï −  ¯à®áâà −áâ¢¥ |F| (á¬. ¯. 3.12),
á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡ëç−®© â®¯®«®£¨¥© ¯à®áâà −áâ¢  Rn.

� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¬−®¦¥áâ¢® f−1(V ), £¤¥ f | ¬−®£®ç«¥− ¨ V
®âªàëâ® ¢ R, ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬, ¯®áª®«ìªã ¬−®£®ç«¥−ë ï¢«ï-
îâáï −¥¯à¥àë¢−ë¬¨ äã−ªæ¨ï¬¨. „ «¥¥, ®âªàëâë© è à à ¤¨ãá 
r á æ¥−âà®¬ (b1, . . . , bn) ¬®¦−® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ f−1(R+), £¤¥
R+ = {t ∈ R | t > 0}, ¥á«¨ ¢§ïâì

f = r2 −
n∑

i=1

(bi − xi)2.

�®áª®«ìªã â ª¨¥ è àë ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¢ ®¡ëç−®© â®¯®«®£¨¨
−  Rn, ¤¢¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ â®¯®«®£¨¨ á®¢¯ ¤ îâ. �
3.16. �à¨¬¥à. �ãáâì F = C∞(U) |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ª-
æ¨© −  ®âªàëâ®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥ U ⊂ Rn ¨ θ : U → |F| | ®â®¡à ¦¥-
−¨¥, ®¯à¥¤¥«¥−−®¥ ä®à¬ã«®© θ(x)(f) = f(x), x ∈ U, f ∈ F .

�®ª ¦¥¬, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ θ ¥áâì £®¬¥®¬®àä¨§¬, â ª çâ®
¤¢®©áâ¢¥−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® |C∞(U)| £®¬¥®¬®àä−® U.
� �®áª®«ìªã ¨−ê¥ªâ¨¢−®áâì ®â®¡à ¦¥−¨ï θ ®ç¥¢¨¤−  (í«¥¬¥−-
âë f áãâì äã−ªæ¨¨ −  U ), ¬ë − ç¨− ¥¬ á ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥£®
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áîàê¥ªâ¨¢−®áâ¨. �ãáâì p ∈ |F|, â. ¥. p : F → R ¥áâì £®¬®¬®à-
ä¨§¬ R- «£¥¡à.

‚ë¡¥à¥¬ £« ¤ªãî äã−ªæ¨î f ∈ C∞(U), ã ª®â®à®© ¢á¥
¯®¢¥àå−®áâ¨ ãà®¢−ï ª®¬¯ ªâ−ë (â ª ï äã−ªæ¨ï áãé¥áâ¢ã¥â á®-
£« á−® ¯à¥¤«®¦¥−¨î 2.7). ’®£¤  ª®¬¯ ªâ−®, ¢ ç áâ−®áâ¨, ¬−®-
¦¥áâ¢® L = f−1(λ), £¤¥ λ = p(f). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â®çª¥ p −¥
á®®â¢¥âáâ¢ã¥â−¨ª ª ï â®çª  ¬−®¦¥áâ¢  U. ’®£¤  ¤«ï «î¡®© â®ç-
ª¨ a ∈ U áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äã−ªæ¨ï fa ∈ F , çâ® fa(a) �= p(fa).
Œ−®¦¥áâ¢ 

Ua = {x ∈ U
∣∣ fa(x) �= p(fa)}, a ∈ L,

®¡à §ãîâ ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ L. �®áª®«ìªã ¬−®¦¥áâ¢® L ª®¬-
¯ ªâ−®, ¬ë ¬®¦¥¬ ¢ë¡à âì ¨§ íâ®£® ¯®ªàëâ¨ï ª®−¥ç−®¥ ¯®¤¯®-
ªàëâ¨¥ {Ua1, . . . , Uam}. � áá¬®âà¨¬ äã−ªæ¨î

g = (f − p(f))2 +
m∑

i=1

(fai − p(fai))
2.

�â® £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï, ª®â®à ï −¨£¤¥ −¥ ®¡à é ¥âáï ¢ −ã«ì,
¯®áª®«ìªã ¢ â®çª å L −¥ ®¡à é ¥âáï ¢ −ã«ì å®âï ¡ë ®¤− 
¨§ äã−ªæ¨© fai − p(fai),   ¢−¥ L ®â«¨ç−  ®â −ã«ï äã−ªæ¨ï
f − p(f). ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, äã−ªæ¨ï 1/g â ª¦¥ ¯à¨− ¤«¥¦¨â F ,
â. ¥. g | ®¡à â¨¬ë© í«¥¬¥−â  «£¥¡àë f . �®áª®«ìªã p ¥áâì
£®¬®¬®àä¨§¬ R- «£¥¡à (  ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ â®«ìª® ã−¨â à−ë¥
£®¬®¬®àä¨§¬ë), p(g) �= 0. �® ¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î äã−ªæ¨¨ g

p(g) = (p(f) − p(f))2 +
∑
(p(fai)− p(fai))

2 = 0.

�®«ãç¥−−®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â áîàê¥ªâ¨¢−®áâì ®â®-
¡à ¦¥−¨ï θ.

’®, çâ® θ ¥áâì £®¬¥®¬®àä¨§¬, −¥¬¥¤«¥−−® á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤-
«®¦¥−¨© 3.14 ¨ 2.4. �

’®«ìª® çâ® ¤®ª § −−ë© à¥§ã«ìâ â, ¢ ç áâ−®áâ¨, ®§− ç ¥â,
çâ® |C∞(Rn)| ≡ Rn.
3.17. “¯à ¦−¥−¨¥. �¯¨è¨â¥ ¤ã «ì−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® ¤«ï ª -
¦¤®© ¨§ á«¥¤ãîé¨å  «£¥¡à:

1. C∞(R3)/(x2 + y2 + z2 − 1)C∞(R3).
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2. C∞(R3)/(x2 + y2 − z2)C∞(R3).
3. �«£¥¡à  £« ¤ª¨å ç¥â−ëå äã−ªæ¨© −  ¯àï¬®©.
4. �«£¥¡à  £« ¤ª¨å ç¥â−ëå äã−ªæ¨© ¯¥à¨®¤  1 −  ¯àï¬®©.
5. �«£¥¡à  £« ¤ª¨å ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å äã−ªæ¨¨ −  ¯àï¬®©,

¨¬¥îé¨å à æ¨®− «ì−ë© ¯¥à¨®¤ (−¥ ®¡é¨© ¤«ï ¢á¥å).
6. �«£¥¡à  äã−ªæ¨©, § ¤ −−ëå −  ¢á¥© ¯àï¬®© ¢ ¢¨¤¥

®â−®è¥−¨ï ¤¢ãå ¬−®£®ç«¥−®¢ p(x)/q(x), q(x) �= 0 ¤«ï
¢á¥å x ∈ R.

7. �«£¥¡à  äã−ªæ¨© ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥© § ¤ ç¨ á ¤®¯®«−¨â¥«ì-
−ë¬ ãá«®¢¨¥¬ deg p(x) � deg q(x).

8. �«£¥¡à  äã−ªæ¨©, § ¤ −−ëå −  ¢á¥© ¯àï¬®© ¢ ¢¨¤¥
®â−®è¥−¨ï ¤¢ãå ¬−®£®ç«¥−®¢ p(x)/q(x), £¤¥ q(x) −¥ â®-
¦¤¥áâ¢¥−−ë© −ã«ì (â.¥. à æ¨®− «ì−ëå ¤à®¡¥©).

9. �®¤ «£¥¡à  {f ∈ C∞(R2) | f(x + 1, y) = f(x, y)}  «£¥-
¡àë C∞(R2).

10. �®¤ «£¥¡à  {f ∈ C∞(R2) | f(x + 1,−y) = f(x, y)}
 «£¥¡àë C∞(R2).

11. �®¤ «£¥¡à  {f ∈ C∞(R2) | f(x, y + 1) = f(x, y) =
f(x+ 1, y)}  «£¥¡àë C∞(R2).

12. �®¤ «£¥¡à 

{f ∈ C∞(R3 \ 0) | f(x, y, z) = f(λx, λy, λz), ∀ λ �= 0}

 «£¥¡àë C∞(R3 \ 0).
13. �®¤ «£¥¡à  {f ∈ C∞(R2) | f(x + 1,−y) = f(x, y) =

f(x, y + 1)}  «£¥¡àë C∞(R2).
14. �®¤ «£¥¡à 

{f ∈ C∞(R3 \ 0) | f(x, y, z) = f(λx, λy, λz), ∀λ ∈ R+}

 «£¥¡àë C∞(R3 \ 0).
3.18. �à¨¬¥à. �ãáâì F á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å £« ¤ª¨å äã−ªæ¨©
¯¥à¨®¤  1 −  ¯àï¬®© R1. Š ª ®¡ëç−®, ª ¦¤ ï â®çª  a ∈ R1

®¯à¥¤¥«ï¥â £®¬®¬®àä¨§¬ F → R (f �→ f(a)). �¤− ª® à §−ë¥
â®çª¨ ¬®£ãâ ®¯à¥¤¥«ïâì ®¤¨− ¨ â®â ¦¥ £®¬®¬®àä¨§¬ | íâ® ¡ã¤¥â
¯à®¨áå®¤¨âì, ¥á«¨ à ááâ®ï−¨¥ ¬¥¦¤ã â®çª ¬¨ ¥áâì æ¥«®¥ ç¨á«®.
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�®ª ¦¥¬, çâ® «î¡®© £®¬®¬®àä¨§¬ F → R ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
−¥ª®â®à®© â®çª®© a ∈ R.
� „®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âáï â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬
¯ã−ªâ¥. � ¨¬¥−−®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® £®¬®¬®àä¨§¬ p : F → R1

−¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï −¨ª ª®© â®çª®© a ∈ R1. ’®£¤  ¤«ï «î¡®© â®çª¨
a ∈ R áãé¥áâ¢ã¥â äã−ªæ¨ï fa ∈ F , â ª ï, çâ® p(fa) �= fa(a). ˆ§
¯®ªàëâ¨ï § ¬ª−ãâ®£® ¨−â¥à¢ «  [0, 1] ®âªàëâë¬¨ ¬−®¦¥áâ¢ ¬¨
¢¨¤ 

Ua = {x ∈ R
∣∣ fa(x) �= p(fa)}, a ∈ R,

¢ë¡¥à¥¬ ª®−¥ç−®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥ Ua1, . . . , Uam. ”ã−ªæ¨ï

g =
m∑

i=1

(fai − p(fai))
2

−¥ ®¡à é ¥âáï ¢ −ã«ì −  [0, 1] ¨, ¢ á¨«ã ¯¥à¨®¤¨ç−®áâ¨, −¨£¤¥
−  R1. ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, 1/g ∈ F . „ «¥¥ à ááã¦¤ ¥¬, ª ª ¢
¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ã−ªâ¥. �

‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ á«ãç ¥ |F| ¬®¦¥â ¡ëâì
®â®¦¤¥áâ¢«¥−® á ä ªâ®à¯à®áâà −áâ¢®¬ R/Z, £¤¥ Z ⊂ R | ¯®¤-
£àã¯¯  æ¥«ëå ç¨á¥«. Š®−¥ç−® ¦¥, R/Z ¥áâì S1 | ®ªàã¦−®áâì.
’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë áâà®£® ¤®ª § «¨, çâ® £« ¤ª¨¥ ¯¥à¨®¤¨ç¥-

áª¨¥ äã−ªæ¨¨ ¯¥à¨®¤  1 −  ¯àï¬®© | íâ® ä ªâ¨ç¥áª¨ £« ¤ª¨¥

äã−ªæ¨¨ −  ®ªàã¦−®áâ¨, çâ® − å®¤¨âáï ¢ ¯®«−®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨
á − è¨¬¨ ¨−âã¨â¨¢−ë¬¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥−¨ï¬¨.

3.19. �ãáâì â¥¯¥àì F1 ¨ F2 | £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ R- «£¥¡àë
¨ ϕ : F1 → F2 | £®¬®¬®àä¨§¬ R- «£¥¡à. „«ï ¤¢®©áâ¢¥−−ëå
¯à®áâà −áâ¢ |F1| ¨ |F2| ®¯à¥¤¥«¥−® ¤¢®©áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

|ϕ| : |F2| → |F1|,
ª®â®à®¥ ¯¥à¥¢®¤¨â â®çªã x ∈ F2 ¢ â®çªã x ◦ ϕ ∈ F1. �®ª ¦¥¬,
çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ |ϕ| −¥¯à¥àë¢−®.
� � áá¬®âà¨¬ ¡ §¨á−®¥ ®âªàëâ®¥ ¬−®¦¥áâ¢® U = f−1(V ) ⊂ F1,
£¤¥ f ∈ F1 ¨ V ⊂ R | ®âªàëâ®¥ ¬−®¦¥áâ¢®. ’®£¤  U á®¤¥à¦¨â
¢á¥ â®çª¨ x ∈ |F1| â ª¨¥, çâ® f(x) ∈ V . �¡à â−ë© ®¡à § U
®â−®á¨â¥«ì−® |ϕ| á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å â®ç¥ª y ∈ |F2|, â ª¨å, çâ®
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|ϕ|(y) ∈ U, â. ¥. f(|ϕ|(y)) ∈ V . �®

f(|ϕ|(y)) = f(y ◦ ϕ) = (y ◦ ϕ)(f) = y(ϕ(f)) = ϕ(f)(y)

(ç¨â â¥«î à¥ª®¬¥−¤ã¥âáï ¯à®¢¥à¨âì ª ¦¤®¥ ¨§ íâ¨å à ¢¥−áâ¢!).
‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, ¬−®¦¥áâ¢® |ϕ|−1(U) á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å â ª¨å â®ç¥ª
y ∈ |F2|, çâ® ϕ(f)(y) ∈ V . ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, |ϕ|−1(U) ®âªàë-
â®. �
3.20. …á«¨ ϕ1 : F1 → F2, ϕ2 : F2 → F3 | £®¬®¬®àä¨§¬ë
£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å R- «£¥¡à F1, F2, F3, â®£¤ , ®ç¥¢¨¤−®,

|ϕ2 ◦ ϕ1| = |ϕ1| ◦ |ϕ2| ¨ | idFi | = id|Fi| .

„ «¥¥, ¥á«¨ ¤«ï £®¬®¬®àä¨§¬  ϕ : F1 → F2 áãé¥áâ¢ã¥â ®¡à â-
−ë© ϕ−1, â® |ϕ−1| = |ϕ|−1. ‚ ç áâ−®áâ¨, ¥á«¨ ϕ | ¨§®¬®àä¨§¬,
â® |ϕ| | £®¬¥®¬®àä¨§¬.

3.21. ˆâ ª, â¥¯¥àì ¬ë ã¬¥¥¬ ¯® § ¤ −−®©  ¡áâà ªâ−®© £¥®-
¬¥âà¨ç¥áª®© R- «£¥¡à¥ |F| áâà®¨âì â ª®¥ å ãá¤®àä®¢® â®¯®«®-
£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà −áâ¢® M = |F|, çâ® F ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®©
 «£¥¡àë ¢á¥å −¥¯à¥àë¢−ëå äã−ªæ¨© −  −¥¬. Œ®¦¥â ¯®ª § âì-
áï, çâ® ¤«ï ¢ë¯®«−¥−¨ï − è¥© ¯à®£à ¬¬ë ®¯à¥¤¥«¥−¨ï ¯®−ïâ¨ï
¬−®£®®¡à §¨ï ®áâ ¥âáï â®«ìª® ¯®áâã«¨à®¢ âì, çâ® «®ª «ì−®  «-
£¥¡à  F ¤®«¦−  ¡ëâì ãáâà®¥− , ª ª C∞(Rn) (â. ¥. çâ® M ¬®¦¥â
¡ëâì ¯®ªàëâ® á¥¬¥©áâ¢®¬ ¬−®¦¥áâ¢ Ei â ª, çâ® ®£à −¨ç¥−¨¥
 «£¥¡àë F −  ª ¦¤®¥ ¨§ Ei ¨§®¬®àä−® C∞(Rn)). �ª §ë¢ ¥âáï,
®¤− ª®, çâ® íâ® −¥ â ª ¯à®áâ®, ª ª ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï á ¯¥à¢®£®
¢§£«ï¤ , ¨ −  ¯ãâ¨ ª ¤®áâ¨¦¥−¨î æ¥«¨ − ¬ ¯à¨¤¥âáï ¯à¥®¤®«¥âì
â¥å−¨ç¥áª¨¥ âàã¤−®áâ¨, á¢ï§ −−ë¥ á ¯®−ïâ¨¥¬ ®£à −¨ç¥−¨ï.

3.22. �à¨¬¥à. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® F = C∞(R) ¨ R+ ⊂ R |
¬−®¦¥áâ¢® ¯®«®¦¨â¥«ì−ëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−ëå ç¨á¥«. Œë ¬®¦¥¬
¯®¯à®¡®¢ âì ¯®«ãç¨âì  «£¥¡àã £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  R+, ®£à -
−¨ç¨¢ −  R+ äã−ªæ¨¨ ¨§ F . � áá¬®âà¨¬, ®¤− ª®, äã−ªæ¨î
1/x, ª®â®à ï, −¥á®¬−¥−−®, ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© −  R+. Ÿá−®, çâ®
íâ  äã−ªæ¨ï −¥ ï¢«ï¥âáï ®£à −¨ç¥−¨¥¬ ª ª®©-«¨¡® äã−ªæ¨¨
f ∈ F = C∞(R). Š ª ¦¥ ¯®«ãç âì ¨§ F ¯®¤®¡−ë¥ äã−ªæ¨¨?
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3.23. �¯à¥¤¥«¥−¨¥. �ãáâì F | £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï R- «£¥¡à 
¨ A ⊂ |F| | ¯®¤¬−®¦¥áâ¢® ¤¢®©áâ¢¥−−®£® ¯à®áâà −áâ¢ ; ®£à -

−¨ç¥−¨¥¬F
∣∣
A

 «£¥¡àëF −  A − §®¢¥¬ ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å äã−ªæ¨©
f : A → R, â ª¨å, çâ® ã «î¡®© â®çª¨ a ∈ A áãé¥áâ¢ãîâ ®ªà¥áâ-
−®áâì U ⊂ A ¨ í«¥¬¥−â �f ∈ F , â ª¨¥, çâ® (®¡ëç−®¥) ®£à −¨ç¥−¨¥
äã−ªæ¨¨ f −  U á®¢¯ ¤ ¥â á ®£à −¨ç¥−¨¥¬ �f (¯®−¨¬ ¥¬®© ª ª
äã−ªæ¨ï −  |F|) −  U. (�   «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ ï§ëª¥ ®£à −¨ç¥−¨¥
− §ë¢ ¥âáï «®ª «¨§ æ¨¥©, íâ  ®¯¥à æ¨ï ¡ã¤¥â à áá¬®âà¥−  − ¬¨
¢ ¯. 10.6.)

�ç¥¢¨¤−®, F
∣∣
A

¥áâì R- «£¥¡à .
‚¥à−¥¬áï â¥¯¥àì ª ¯à¨¬¥àã 3.22 ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® äã−ªæ¨ï

1/x ¯à¨− ¤«¥¦¨â C∞(R)
∣∣
R+

.
„¥©áâ¢¨â¥«ì−®, á®£« á−® ¯. 2.5 ¤«ï «î¡®© â®çª¨ a ∈ R+

áãé¥áâ¢ã¥â äã−ªæ¨ï α ∈ C∞(R), ª®â®à ï ®¡à é ¥âáï ¢ −ã«ì,
ª®£¤  x � a/3, ¨ à ¢−  1 ¯à¨ x � 2a/3. ‚®§ì¬¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ �f
äã−ªæ¨î, ª®â®à ï à ¢−  0 ¯à¨ x = 0 ¨ α(x)/x ¯à¨ x �= 0.
�ç¥¢¨¤−®, �f ∈ C∞(R) ¨ −  ®âªàëâ®¬ ¨−â¥à¢ «¥ ]2a/3, 4a/3[
äã−ªæ¨¨ �f ¨ 1/x á®¢¯ ¤ îâ.

�− «®£¨ç−ë¬ ®¡à §®¬ ¬®¦−® ¯®ª § âì, çâ® «î¡ ï £« ¤ª ï
äã−ªæ¨ï −  R+ ¯à¨− ¤«¥¦¨â C∞(R)

∣∣
R+

, â. ¥. ¢ë¯®«−ï¥âáï à -

¢¥−áâ¢® C∞(R)
∣∣
R+
= C∞(R+).

�â® ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ®¡®¡é¥−® á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

3.24. �à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì F = C∞(U), £¤¥ U ⊂ Rn |

−¥¯ãáâ®¥ ®âªàëâ®¥ ¬−®¦¥áâ¢®. …á«¨ ¬−®¦¥áâ¢® V ®âªàëâ®

¢ U = |F|, â® F
∣∣
V
= C∞(V ).

� �â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¥ U = |F| ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯à¥¤«®¦¥−¨ï ¡ë-
«® ãáâ −®¢«¥−® ¢ ¯. 3.16. �à¥¤¯®«®¦¨¬, f ∈ C∞(V ), x ∈ V .
‘®£« á−® ¯. 2.6 áãé¥áâ¢ãîâ â ª ï ®ªà¥áâ−®áâì W â®çª¨ x, çâ®
W ⊂ V , ¨ â ª ï äã−ªæ¨ï g ∈ C∞(Rn), çâ® g

∣∣
W
= f
∣∣
W

. ˆ¬¥¥¬
â ª¦¥: �g|W = f |W , £¤¥ �g = g|U . ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, f ∈ C∞(U)

∣∣
V

,
â. ¥. C∞(V ) ⊂ C∞(U)

∣∣
V

. �¡à â−®¥ ¢ª«îç¥−¨¥ á«¥¤ã¥â −¥¯®-
áà¥¤áâ¢¥−−® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï  «£¥¡àë C∞(U)

∣∣
V

. �
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“¯à ¦−¥−¨¥. „«ï ¬−®¦¥áâ¢ A = {1/n | n = 1, 2, 3, . . . } ¨
B = A ∪ {0}, A ⊂ B ⊂ R, ®¯¨è¨â¥ ®£à −¨ç¥−¨ï R[x]

∣∣
A

¨
R[x]

∣∣
B

.

3.25. ‚ ®¡é¥¬ á«ãç ¥, ª®£¤  F ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢®«ì−®© £¥®-
¬¥âà¨ç¥áª®© R- «£¥¡à®©,   A | ¯®¤¬−®¦¥áâ¢®¬ ¤¢®©áâ¢¥−−®£®
¯à®áâà −áâ¢  |F|, ª ¦¤®© äã−ªæ¨¨f ∈ F á®®â¢¥âáâ¢ã¥â¥¥ ®£à -
−¨ç¥−¨¥ −  A ⊂ |F|, ¯à¨− ¤«¥¦ é¥¥, ®ç¥¢¨¤−®,  «£¥¡à¥ F

∣∣
A

.
’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ £®¬®¬®àä¨§¬ ®£à −¨ç¥−¨ï:

ρA : F → F
∣∣
A
, f �→ f

∣∣
A
.

(‡¤¥áì, ª ª ®¡ëç−®, í«¥¬¥−â f ∈ F à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª äã−ª-
æ¨ï −  ¤¢®©áâ¢¥−−®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥ |F|.)

�à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì i : F1 → F2 | ¨§®¬®àä¨§¬ ¤¢ãå £¥®¬¥-

âà¨ç¥áª¨å  «£¥¡à, A2 ⊂ |F2|, A1 = |i|(A2). ’®£¤  ®â®¡à ¦¥−¨¥

F1
∣∣
A1

→ F2
∣∣
A2

, f �→ f ◦ |i|
∣∣
A2

ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬.

� „®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®«ãç ¥âáï −¥¯®áà¥¤áâ¢¥−−®© ¯à®¢¥àª®©
®¯à¥¤¥«¥−¨©. �
3.26. ’¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ ®£à −¨ç¥−¨ï

ρA : F → F
∣∣
|F|

¤«ï − ¨¡®«¥¥ ¢ ¦−®£® ç áâ−®£® á«ãç ï A = |F|. ’ ª ª ª  «-
£¥¡à  F ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© (à §«¨ç−ë¥ í«¥¬¥−âë
f ∈ F ®â®¦¤¥áâ¢«ïîâáï á à §«¨ç−ë¬¨ äã−ªæ¨ï¬¨ −  |F|),
£®¬®¬®àä¨§¬ ρ ¨−ê¥ªâ¨¢¥−. Š ¦¥âáï ¤®¢®«ì−® áâà −−ë¬, çâ®
¥£® áîàê¥ªâ¨¢−®áâì −¥ ®ç¥¢¨¤− : ¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î, ¤ −−®¬ã ¢ ¯.
3.23,  «£¥¡à  F

∣∣
|F| á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å äã−ªæ¨©, ª®â®àë¥ «®ª «ì−®

¢¥¤ãâ á¥¡ï â ª ¦¥, ª ª í«¥¬¥−âë  «£¥¡àë F , | −¥ ïá−®, ¯®ç¥¬ã
¢á¥ â ª¨¥ äã−ªæ¨¨ ¤®«¦−ë ¯à¨− ¤«¥¦ âì F . ˆ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−®,
íâ® −¥ ¢á¥£¤  â ª.



52 ƒ« ¢  3

3.27. �à¨¬¥à. �ãáâì F | ¯®¤ «£¥¡à   «£¥¡àë C∞(Rn), á®-
áâ®ïé ï ¨§ äã−ªæ¨©, ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå ¯® ¬®¤ã«î ¬¥−ìè¥
−¥ª®â®à®£® ¬−®£®ç«¥− . ’®£¤  ¤¢®©áâ¢¥−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® |F|
£®¬¥®¬®àä−® Rn.
� „®ª § â¥«ìáâ¢®  − «®£¨ç−® ¯à¨¢¥¤¥−−®¬ã ¢ ¯. 3.16, â®«ì-
ª® äã−ªæ¨î f á ª®¬¯ ªâ−ë¬¨ ¯®¢¥àå−®áâï¬¨ ãà®¢−ï −ã¦−®
¢ë¡à âì â ª, çâ®¡ë ®−  ¯à¨− ¤«¥¦ «  F , −® f(x) → ∞ ¯à¨
‖x‖ → ∞, − ¯à¨¬¥à, ¬®¦−® ¢§ïâì f : x → ‖x‖2 + 1. ’®-
£¤  1/f(x) → 0 ¯à¨ ‖x‖ → ∞ ¨ äã−ªæ¨ï 1/f â ª¦¥ ¯à¨-
− ¤«¥¦¨â F . „ «¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âáï â ª ¦¥, ª ª
¨ ¢ ¯. 3.16. �

ˆâ ª,  «£¥¡à  F
∣∣
|F| = F

∣∣
Rn á®¢¯ ¤ ¥â á  «£¥¡à®© C∞(Rn)

¢á¥å £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  Rn. ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, «î¡ ï äã−ªæ¨ï
f ∈ C∞(Rn) ¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨ ¯à®¨§¢®«ì−®© â®çª¨ a ∈ Rn á®¢¯ -
¤¥â á äã−ªæ¨¥© fθ, £¤¥ θ | £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï, ®¡à é îé ïáï ¢
−ã«ì ¢−¥ è à  à ¤¨ãá  2 á æ¥−âà®¬ ¢ â®çª¥ a ¨ à ¢− ï 1 ¢−ãâà¨
ª®−æ¥−âà¨ç−®£® è à  à ¤¨ãá  1 (á¬. ¯. 2.5),   äã−ªæ¨ï fθ, ®ç¥-
¢¨¤−®, ¯à¨− ¤«¥¦¨â  «£¥¡à¥ F . ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, £®¬®¬®àä¨§¬
ρ : F → F

∣∣
|F| = C∞(Rn) −¥ ¬®¦¥â ¡ëâì áîàê¥ªâ¨¢−ë¬.

3.28. �¯à¥¤¥«¥−¨¥. ƒ¥®¬¥âà¨ç¥áª ï R- «£¥¡à  F − §ë¢ ¥âáï
¯®«−®©, ¥á«¨ £®¬®¬®àä¨§¬ ®£à −¨ç¥−¨ï ρ : F → F

∣∣
|F| áîàê¥ª-

â¨¢¥− (  §− ç¨â, ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬), â. ¥. «î¡ ï äã−ªæ¨ï
|F| → R, «®ª «ì−® á®¢¯ ¤ îé ï á í«¥¬¥−â ¬¨  «£¥¡àë F , á ¬ 
¯à¨− ¤«¥¦¨â F .

Ÿá−®, çâ®  «£¥¡àë C∞(U), £¤¥ ¬−®¦¥áâ¢® U ⊂ Rn ®âªàëâ®,
ï¢«ïîâáï ¯®«−ë¬¨ (á¬. ¯. 3.24). �«£¥¡à  ¨§ ¯®á«¥¤−¥£® ¯à¨¬¥à 
(¯. 3.27) −¥ ï¢«ï¥âáï ¯®«−®©.

“¯à ¦−¥−¨¥. Š ª¨¥ ¨§ á«¥¤ãîé¨å  «£¥¡à ï¢«ïîâáï ¯®«−ë¬¨:
(i) F = R [x];

(ii)  «£¥¡à  ¢á¥å £« ¤ª¨å ®£à −¨ç¥−−ëå äã−ªæ¨©;
(iii)  «£¥¡à  ¢á¥å £« ¤ª¨å ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å (á ¯¥à¨®¤®¬ 1)

äã−ªæ¨© −  R?

3.29. ‚¥à−¥¬áï â¥¯¥àì ª ®¡é¥© á¨âã æ¨¨, ª®£¤  A ï¢«ï¥âáï
¯®¤¬−®¦¥áâ¢®¬ ¤¢®©áâ¢¥−−®£® ¯à®áâà −áâ¢  |F| £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©
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R- «£¥¡àë F . …áâ¥áâ¢¥−−® § ¤ âìáï ¢®¯à®á®¬: ¬®¦−® «¨ ®â®-
¦¤¥áâ¢¨âì ¬−®¦¥áâ¢  |F

∣∣
A
| ¨ A ⊂ |F|?

�à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì A ⊂ |F|, £¤¥ F | £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï

R- «£¥¡à . ’®£¤  ®â®¡à ¦¥−¨¥

µ : A → |F
∣∣
A
|, a �→ (f → f(a)),

ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬ −  ¯®¤¬−®¦¥áâ¢® ¯à®áâà −áâ¢ 

|F
∣∣
A
|.

� ’ ª ª ª ¢á¥ í«¥¬¥−âë  «£¥¡àë F , ¯®−¨¬ ¥¬ë¥ ª ª äã−ªæ¨¨
−  ¤¢®©áâ¢¥−−®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥ |F|, −¥¯à¥àë¢−ë,  «£¥¡à  F

∣∣
A

ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®©  «£¥¡àë −¥¯à¥àë¢−ëå äã−ªæ¨© −  A,  
¯®íâ®¬ã ®â®¡à ¦¥−¨¥µ −¥¯à¥àë¢−® ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥−¨ï 3.14.
„ «¥¥, µ ¨−ê¥ªâ¨¢−®: ¥á«¨ a1 ¨ a2 | à §«¨ç−ë¥ â®çª¨ ¢ A, â®
áãé¥áâ¢ã¥âäã−ªæ¨ï f0 ∈ F , ¯à¨−¨¬ îé ï à §«¨ç−ë¥ §− ç¥−¨ï
¢ íâ¨å â®çª å, −® äã−ªæ¨ï f0

∣∣
A

, ¯à¨− ¤«¥¦ é ï  «£¥¡à¥ F
∣∣
A

,
¯à¨−¨¬ ¥â ¢ â®çª å a1 ¨ a2 â¥ ¦¥ §− ç¥−¨ï, çâ® ¨ f0, â ª çâ® íâ¨
â®çª¨ ®¯à¥¤¥«ïîâ à §«¨ç−ë¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë F

∣∣
A
→ R.

—â®¡ë ¤®ª § âì −¥¯à¥àë¢−®áâì ®¡à â−®£® ®â®¡à ¦¥−¨ï
µ−1 : µ(A) → A, à áá¬®âà¨¬ ¡ §¨á−®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢®
¬−®¦¥áâ¢  A, ¨¬¥îé¥¥ ¢¨¤ A ∩ f−1(V ), £¤¥ f ∈ F , V ⊂ R
| ®âªàëâ®. �â® ¯®¤¬−®¦¥áâ¢® ®â®¡à ¦ ¥âáï −  ¬−®¦¥áâ¢®
µ(A)∩(f

∣∣
A
)−1(V ), â. ¥. −  ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢® ¯à®áâà −áâ¢ 

µ(A). �
…á«¨ A ⊂ B ⊂ |F|, â® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï 3.23 áà §ã ¦¥

¢ëâ¥ª ¥â, çâ® (F
∣∣
B
)
∣∣
A
= F

∣∣
A

.
‘®¢¯ ¤¥−¨¥ µ(A) á |F

∣∣
A
| ¤ «® ¡ë ¯®«®¦¨â¥«ì−ë© ®â¢¥â − 

¢®¯à®á, ¯®áâ ¢«¥−−ë© ¢ − ç «¥ − áâ®ïé¥£® ¯ã−ªâ . ˆ§ ¯à¥¤-
«®¦¥−¨ï 3.24 á«¥¤ã¥â, çâ® â ª®¥ á®¢¯ ¤¥−¨¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï
 «£¥¡à F = C∞(U), £¤¥ U ⊂ Rn ®âªàëâ®, ¥á«¨ A ⊂ |F| = U
â ª¦¥ ®âªàëâ®. �¤− ª® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ íâ® −¥ â ª.

3.30. �à¨¬¥à. �ãáâì F = R[x]. ’®£¤  (á¬. ¯. 3.15) |F| = R.
�ãáâì A = R+ ⊂ R | ¯®«®¦¨â¥«ì− ï ¯®«ã¯àï¬ ï. ’®£¤ 
£®¬®¬®àä¨§¬ ®£à −¨ç¥−¨ï ρA : R [x] → R [x]

∣∣
R+

ï¢«ï¥âáï ¨§®-
¬®àä¨§¬®¬, â ª ª ª «î¡®© ¬−®£®ç«¥− áâ¥¯¥−¨ n ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
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á¢®¨¬¨ §− ç¥−¨ï¬¨ ¢ (n+ 1) â®çª¥,   §− ç¨â, ¨ á¢®¨¬¨ §− ç¥−¨-
ï¬¨ −  R+. ‘ ¤àã£®© áâ®à®−ë, ®â®¡à ¦¥−¨¥ µ : R+ → |R [x]

∣∣
R+

|
ï¢«ï¥âáï ¢«®¦¥−¨¥¬ R+ ¢ R = |R [x]

∣∣
R+

| = |R [x]|, â ª çâ® ¢ ¤ −-

−®¬ á«ãç ¥ A = R+ ¨ |F
∣∣
A
| = R −¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ®â®¦¤¥áâ¢«¥−ë.

3.31. “¯à ¦−¥−¨¥. �¯à¥¤¥«¨â¥ ¤¢®©áâ¢¥−−ë¬ ¯à®áâà −áâ¢®¬
ª ª®© R- «£¥¡àë ï¢«ï¥âáï ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® § -
¤ −−®£® è à−¨à−®£® ¬¥å −¨§¬  (á¬. ¯. 1.14).

3.32. ‚® ¨§¡¥¦ −¨¥ á¨âã æ¨©, ¯®¤®¡−ëå ®¯¨á −−®© ¢ ¯à¨¬¥à¥
3.30, − ¬ ¯®− ¤®¡¨âáï ãá«®¢¨¥, £ à −â¨àãîé¥¥ ¡¨¥ªâ¨¢−®áâì
®â®¡à ¦¥−¨ï µ : A → |F

∣∣
A
|, a �→ (f �→ f(a)).

�¯à¥¤¥«¥−¨¥. ƒ¥®¬¥âà¨ç¥áª ï R- «£¥¡à  F − §ë¢ ¥âáï § -

¬ª−ãâ®© ®â−®á¨â¥«ì−® £« ¤ª¨å ª®¬¯®§¨æ¨© ¨«¨ C∞-§ ¬-

ª−ãâ®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ª®−¥ç−®£® − ¡®à  ¥¥ í«¥¬¥−â®¢
f1, . . . , fk ∈ F ¨ «î¡®© äã−ªæ¨¨ g ∈ C∞(Rk) − ©¤¥âáï â -
ª®© í«¥¬¥−â f ∈ F , çâ®

f(a) = g
(
f1(a), . . . , fk(a)

)
¤«ï ¢á¥å a ∈ |F|. (3.3)

‡ ¬¥â¨¬, çâ® ãç áâ¢ãîé ï ¢ ®¯à¥¤¥«¥−¨¨ äã−ªæ¨ï f ∈ F
®¯à¥¤¥«¥−  ®¤−®§− ç−® ¢¢¨¤ã £¥®¬¥âà¨ç−®áâ¨  «£¥¡àë F .

‚ á«ãç ¥ ª®£¤  FS | íâ®  «£¥¡à  äã−ªæ¨©, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå
−  −¥ª®â®à®© ä¨§¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ S á ¯®¬®éìî ¨§¬¥à¨â¥«ì−ëå
¯à¨¡®à®¢, C∞-§ ¬ª−ãâ®áâì  «£¥¡àë FS ¢á¥£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ®. �â®
á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® á«®¦− ï äã−ªæ¨ï (3.3) ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥− 
á ¯®¬®éìî ãáâà®©áâ¢ , á¨−â¥§¨àãîé¥£® äã−ªæ¨î g(f1, . . . , fl)
| á¬. ¯. 1.10.

3.33. “¯à ¦−¥−¨¥. �à®¢¥àìâ¥ ª ª¨¥ ¨§  «£¥¡à, ¯¥à¥ç¨á«¥−-
−ëå ¢ ã¯à ¦−¥−¨¨ 3.28 § ¬ª−ãâë.

3.34. �®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ µ : A → |F
∣∣
A
| (á¬. ¯.

3.29) áîàê¥ªâ¨¢−® (¨ ¯®íâ®¬ã ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬) ¤«ï

C∞-§ ¬ª−ãâëå  «£¥¡à F ¯à¨ «î¡®¬ ¡ §¨á−®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥ A:

A = {a ∈ |F|
∣∣ α < h(a) < β}, α, β ∈ R, h ∈ F .

(¢ ¡®«¥¥ ®¡é¥© ä®à¬¥ − ¬ íâ®â ä ªâ ¢ ¤ «ì−¥©è¥¬ −¥ ¯®âà¥¡ã-
¥âáï).
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� ‚¢¨¤ã á«¥¤áâ¢¨ï 2.3, áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äã−ªæ¨ï g ∈ C∞(R),
çâ® g ≡ 0 −  R \ ]α, β[ ¨ g > 0 −  ]α, β[. ’ ª ª ª  «£¥¡à  F
ï¢«ï¥âáï C∞-§ ¬ª−ãâ®©, áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äã−ªæ¨ï f ∈ F , çâ®
f(a) = g(h(a)) ¤«ï ¢á¥å â®ç¥ª a ∈ |F|. �®íâ®¬ã f(a) > 0 ¯à¨
a ∈ A, ¨ f

∣∣
A

ï¢«ï¥âáï ®¡à â¨¬ë¬ í«¥¬¥−â®¬  «£¥¡àë F
∣∣
A

.
„ «¥¥, ¯ãáâì b′ ∈ |F| | ®¡à § ª ª®©-«¨¡® â®çª¨ b ∈ |F

∣∣
A
|

¯à¨ ¥áâ¥áâ¢¥−−®¬ ®â®¡à ¦¥−¨¨ |F
∣∣
A
| → |F|. …á«¨ b′ /∈ A, â®

0 = f(b′) = (f
∣∣
A
)(b), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ® äã−ªæ¨ï f

∣∣
A

®¡à â¨¬ . ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, µ(A) = |F
∣∣
A
|. �

3.35. ˆ¬¥ï ¢ ¢¨¤ã à¥§ã«ìâ â ¯ã−ªâ  3.34, å®â¥«®áì ¡ë ¯à¥¢à -
â¨âì £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî R- «£¥¡àã F ¢ C∞-§ ¬ª−ãâãî  «£¥¡àã F.
� ¨¡®«¥¥ ¯àï¬®© ¯ãâì ª íâ®¬ã á«¥¤ãîé¨©. �â®¦¤¥áâ¢«ïï F
á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©  «£¥¡à®© äã−ªæ¨© −  |F|, à áá¬®âà¨¬ ¬−®-
¦¥áâ¢® F äã−ªæ¨© −  |F|, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ëå ¢ ¢¨¤¥

g(f1, . . . , fl), £¤¥ l ∈ N, f1, . . . , fl ∈ F , g ∈ C∞(Rl).

�  ¬−®¦¥áâ¢¥ F ¥áâì ®ç¥¢¨¤− ï áâàãªâãà  R- «£¥¡àë, ¯à¨ç¥¬
F ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®©  «£¥¡àë F. �¡®§− ç¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥
¢«®¦¥−¨¥ F ⊂ F á¨¬¢®«®¬ iF . ’ ª ª ª ª®¬¯®§¨æ¨ï £« ¤ª¨å
äã−ªæ¨© | á−®¢  £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï, F ï¢«ï¥âáï C∞-§ ¬ª−ãâ®©
 «£¥¡à®©. Š â®¬ã ¦¥ íâ® £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï  «£¥¡à , â ª ª ª á®áâ®-
¨â ¨§ äã−ªæ¨©, § ¤ −−ëå −  −¥ª®â®à®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥ (á¬. ¯. 3.14).
’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®áâà®¨«¨ ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ ¢«®¦¥−¨¥

iF : F ↪→ F
¯à®¨§¢®«ì−®© £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© R- «£¥¡àë F ¢ C∞-§ ¬ª−ãâãî
R- «£¥¡àã F , ª®â®àãî ¡ã¤¥¬ (¢à¥¬¥−−®) − §ë¢ âì C∞-§ ¬ë-

ª −¨¥¬ F . �â   «£¥¡à  ®¡« ¤ ¥â § ¬¥ç â¥«ì−ë¬ á¢®©áâ¢®¬.

3.36. �à¥¤«®¦¥−¨¥. ‹î¡®© £®¬®¬®àä¨§¬ α : F → F ′ ¨§ £¥®-

¬¥âà¨ç¥áª®© R- «£¥¡àë F ¢ C∞-§ ¬ª−ãâãî R- «£¥¡àã F ′ ¬®-

¦¥â ¡ëâì ¥¤¨−áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦¥− ¤® £®¬®¬®àä¨§¬ 

α : F → F ′, § ¤ −−®£® −  C∞-§ ¬ëª −¨¨  «£¥¡àë F .

� �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® âà¥¡ã¥¬®¥ ¯à®¤®«¦¥−¨¥ αáãé¥áâ¢ã¥â, â. ¥.
α = α ◦ iF, £¤¥ iF : F → F | ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ ¢«®¦¥−¨¥. ’®£¤ 
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¨§ ¯. 3.20 á«¥¤ã¥â, çâ® |α| = |iF | ◦ |α|. ‡¤¥áì |α| ®¡®§− ç ¥â
¤¢®©áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ (á¬. ¯. 3.19). „ «¥¥, ¤«ï «î¡®©
â®çª¨ a ∈ |F ′| ¨¬¥¥¬

α(g(f1, . . . , fl))(a)

= g(f1, . . . , fl)(|α|(a)) = g(iF(f1), . . . , iF(fl))(|α|(a))
= g(f1, . . . , fl)(|iF |(|α|(a))) = g(f1, . . . , fl)(|α|(a))
= g(f1(|α|(a)), . . . , fl(|α|(a))) = g(α(f1), . . . , α(fl))(a).

�âáî¤  ¢¢¨¤ã £¥®¬¥âà¨ç−®áâ¨ F ′

α(g(f1, . . . , fl)) = g(α(f1), . . . , α(fl)).

…á«¨ ®â®¡à ¦¥−¨¥ α áãé¥áâ¢ã¥â, ¯®á«¥¤−ïï ä®à¬ã«  ¤®ª §ë-
¢ ¥â ¥£® ¥¤¨−áâ¢¥−−®áâì. „«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ −¨ï
¬®¦−® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï íâ®© ä®à¬ã«®©, ª ª ®¯à¥¤¥«¥−¨¥¬ α,
¥á«¨ ãáâ −®¢¨âì, çâ® ¥¥ ¯à ¢ ï ç áâì ª®àà¥ªâ−® ®¯à¥¤¥«¥− , â. ¥.
¥á«¨ ¯®ª § âì, çâ® ¨§ à ¢¥−áâ¢  g(f1, . . . , fl) = g′(f ′

1, . . . , f
′
l′)

á«¥¤ã¥â, çâ® g(α(f1), . . . , α(fl)) = g′(α(f ′
1), . . . , α(f

′
l′))

’ ª ª ª F ′ | £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï  «£¥¡à , ¤®áâ â®ç−® ¤®ª § âì
¯®á«¥¤−¥¥ à ¢¥−áâ¢® ¢ ¯à®¨§¢®«ì−®© â®çª¥ a′ ∈ |F ′|. �®

g(α(f1), . . . , α(fl))(a′) = g(α(f1)(a′), . . . , α(fl)(a′)) =

= g(f1(a), . . . , fl(a)) = g(f1, . . . , fl)(a),

£¤¥ a = |α|(a′). �− «®£¨ç−®,

g′(α(f ′
1), . . . , α(f

′
l′)(a

′) = g′(f ′
1, . . . , f

′
l′)(a).

‘à ¢−¨¢ ï ¤¢¥ ¯®á«¥¤−¨¥ ä®à¬ã«ë, ¯®«ãç¨¬, çâ® £®¬®¬®à-
ä¨§¬ α ª®àà¥ªâ−® ®¯à¥¤¥«¥−, çâ® ¨ § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ì-
áâ¢®. �
3.37. ‡ ¬¥ç â¥«ì−®, çâ® ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ 3.36 ¯®«−®áâìî å à ª-
â¥à¨§ã¥â C∞-§ ¬ëª −¨¥ F £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© R- «£¥¡àë F . „«ï
®¡êïá−¥−¨ï íâ®£® ä ªâ  ¢  ¤¥ª¢ â−ëå â¥à¬¨− å ¯®− ¤®¡¨âáï
á«¥¤ãîé¥¥
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�¯à¥¤¥«¥−¨¥. C∞-§ ¬ª−ãâ ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï R- «£¥¡à  F
¢¬¥áâ¥ á £®¬®¬®àä¨§¬®¬ i : F → F − §ë¢ ¥âáï £« ¤ª®© ®¡®«®ç-

ª®© R- «£¥¡àë F , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® £®¬®¬®àä¨§¬  α : F → F ′

¨§  «£¥¡àë F ¢ £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî C∞-§ ¬ª−ãâãî R- «£¥¡àã F ′

− ©¤¥âáï ¥¤¨−áâ¢¥−−®¥ à áè¨à¥−¨¥ α £®¬®¬®àä¨§¬  α (â. ¥. â -
ª®© £®¬®¬®àä¨§¬ α : F → F ′, çâ® α = α◦ i). „àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨,
¯à¨ § ¤ −−ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥−¨ïå ¤¨ £à ¬¬ 

F α ��

i ���
��

��
��

� F ′

F
α

���
�

�
�

¢á¥£¤  ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®¯®«−¥−  (¯à¨ ¯®¬®é¨ ¯ã−ªâ¨à−®© áâà¥«-
ª¨ α) ¤® ª®¬¬ãâ â¨¢−®©.

’¥¯¥àì ¨§ ¯à¥¤«®¦¥−¨ï 3.36 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® C∞-§ ¬ëª −¨¥
F (á¬. 3.35) ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© ®¡®«®çª®©  «£¥¡àë F .

3.38. �à¥¤«®¦¥−¨¥. ƒ« ¤ª ï ®¡®«®çª  «î¡®© R- «£¥¡àë F
¥¤¨−áâ¢¥−−  á â®ç−®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ . ’®ç−¥¥, ¥á«¨ ¯ àë

(ik,Fk), k = 1, 2, ï¢«ïîâáï £« ¤ª¨¬¨ ®¡®«®çª ¬¨  «£¥¡àë

F , áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨−áâ¢¥−−ë© ¨§®¬®àä¨§¬ j : F1 → F2, ¤«ï

ª®â®à®£® i2 = j ◦ i1. „àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, á«¥¤ãîé ï ¤¨ £à ¬¬ 

ª®¬¬ãâ â¨¢− 

F1
j

�� F2
j−1

��

F
i1

��������� i2

���������

� �à¥¦¤¥ ¢á¥£® § ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®© £« ¤ª®© ®¡®«®çª¨ (i,F)
 «£¥¡àë F «î¡®© £®¬®¬®àä¨§¬ α : Fk → F , ¤«ï ª®â®à®£®
α ◦ i = i, ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥−−ë¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬, α = idF (¢
á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î 3.37 úà¥è¥−¨¥ ãà ¢−¥−¨ï α◦ i = iû
¥¤¨−áâ¢¥−−®,   ã íâ®£® ãà ¢−¥−¨ï áãé¥áâ¢ã¥â ®ç¥¢¨¤−®¥ à¥è¥−¨¥
idF ).
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„ «¥¥, á®£« á−® â®¬ã ¦¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨î ¤«ï (i1, F1), £®¬®¬®à-
ä¨§¬ i2 : F → F2 ¥¤¨−áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥
i2 = j1 ◦ i1, £¤¥ j1 : F1 → F2 | £®¬®¬®àä¨§¬. �− «®£¨ç−®,
i1 = j2 ◦ i2, £¤¥ j2 : F2 → F1 | â ª¦¥ £®¬®¬®àä¨§¬. �®íâ®¬ã

i2 = j1 ◦ i1 = j1 ◦ (j2 ◦ i2) = (j1 ◦ j2) ◦ i2.

‚¢¨¤ã § ¬¥ç −¨ï ¢ − ç «¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®âáî¤  á«¥¤ã¥â,
çâ® j1 ◦ j2 = idF2. �− «®£¨ç−®, j2 ◦ j1 = idF1. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬,
j1 ¨ j2 | ®¡à â−ë¥ ¤àã£ ¤àã£ã ¨§®¬®àä¨§¬ë, ¨ ¤«ï § ¢¥àè¥−¨ï
¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç−® ¯®«®¦¨âì j = j1 (¥¤¨−áâ¢¥−−®áâì
¨§®¬®àä¨§¬  á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï £« ¤ª®© ®¡®«®çª¨). �

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥−−® ¨§ ¯à¥¤«®¦¥−¨ï ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¢à¥¬¥−−ë©
â¥à¬¨− úC∞-§ ¬ëª −¨¥û (á¬. ¯. 3.35) å à ªâ¥à¨§ã¥âáï á¢®¨¬
ã−¨¢¥àá «ì−ë¬ á¢®©áâ¢®¬, ¯à¨¢¥¤¥−−ë¬ ¢ ¯à¥¤«®¦¥−¨¨ 3.36,
¨, §− ç¨â, á®¢¯ ¤ ¥â á â¥à¬¨−®¬ ú£« ¤ª ï ®¡®«®çª û. ˆ¬¥−−®
¯®á«¥¤−¨© â¥à¬¨− ¨ ¡ã¤¥â ã¯®âà¥¡«ïâìáï ¢ ¤ «ì−¥©è¥¬.

3.39. ‘®£« á−® ®¯à¥¤¥«¥−¨î 3.37 £« ¤ª ï ®¡®«®çª  F £¥®¬¥-
âà¨ç¥áª®©  «£¥¡àë F ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥ªâ®¬, ª®â®àë© ¨£à ¥â ã−¨-
¢¥àá «ì−ãî à®«ì ¢ ¥¥ ®â−®è¥−¨ïå (â. ¥. £®¬®¬®àä¨§¬ å) á ú¬¨-
à®¬û C∞-§ ¬ª−ãâëå £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å  «£¥¡à. ƒ« ¤ª ï ®¡®«®çª 
ï¢«ï¥âáï, ¬®¦−® áª § âì, ú¯®«−®¬®ç−ë¬ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬û  «-
£¥¡àë F ¢ íâ®¬ ¬¨à¥, ¨  «£¥¡à  F ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢ã¥â á ¯®á«¥¤−¨¬
¨áª«îç¨â¥«ì−® ç¥à¥§ íâ®£® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï.

—¨â â¥«ì, ¢®§¬®¦−®, § ¬¥â¨«, çâ® à ááã¦¤¥−¨ï ¢ ¯. 3.38
ï¢«ïîâáï ¢¥áì¬  ®¡é¨¬¨ ¯® á¢®¥© ¯à¨à®¤¥. ˆáªãááâ¢® ®âëáª -
−¨ï ¨ ¨á¯®«ì§®¢ −¨ï â ª¨å à ááã¦¤¥−¨© ï¢«ï¥âáï ®¤−®© ¨§ ®â-
«¨ç¨â¥«ì−ëå ç¥àâ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©, ®¡é¥¨§¢¥áâ−®©¯®¤ − §¢ -
−¨¥¬  ¡áâà ªâ−®© ç¥¯ãå¨. �®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¯à¥¦¤¥ ç¥¬ ¨§ãç âì
íâã â¥®à¨î ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨, − ¤® ª −¥© ¯à¨¢ëª−ãâì, ¯®íâ®¬ã,
−¥¯®áà¥¤áâ¢¥−−® −¥ ¨§« £ ï ¥¥, ¬ë ¡ã¤¥¬ ç áâ® ¨á¯®«ì§®¢ âì
áâ −¤ àâ−ë¥ à ááã¦¤¥−¨ï ¨ ¯à¨¥¬ë â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© (− ¯à¨-
¬¥à ¢ ¯¯. 6.4, 6.6, 6.16, 6.17). �à¨ â¥®à¥â¨ª®-¬−®¦¥áâ¢¥−−®¬
¯®¤å®¤¥ ª ¬ â¥¬ â¨ª¥ ¨§ãç îâ ¢−ãâà¥−−îî ¯à¨à®¤ã ¬ â¥¬ â¨-
ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢ | â®ç¥ç−ëå ¬−®¦¥áâ¢, á− ¡¦¥−−ëå ª ª®©-«¨¡®
áâàãªâãà®©.�â® ¡¨®«®£¨ï ¢¨¤®¢. ‘ ¤àã£®© áâ®à®−ë, ª â¥£®à−ë©
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¯®¤å®¤ | íâ® çâ®-â® ¢à®¤¥ á®æ¨®«®£¨¨: §¤¥áì ã¦¥ ¨−â¥à¥áãîâáï
−¥ á¢®©áâ¢ ¬¨ ®â¤¥«ì−ëå ®¡ê¥ªâ®¢,   ¨å ®â−®è¥−¨ï¬¨ (ª®â®àë¥
¢ â¥®à¨¨ − §ë¢ îâáï ú¬®àä¨§¬ ¬¨û) á ®¡ê¥ªâ ¬¨ â ª®£® ¦¥
¨«¨  − «®£¨ç−®£® â¨¯ . Œ®¦−® â ª¦¥ áª § âì, çâ® ª â¥£®à−ë©
¯®¤å®¤  − «®£¨ç¥− íªá¯¥à¨¬¥−â «ì−®¬ã ¬¥â®¤ã ¢ ¥áâ¥áâ¢¥−−ëå
− ãª å, − ¯à¨¬¥à ¢ ª¢ −â®¢®© ¬¥å −¨ª¥, ª®£¤  ®¡ê¥ªâë −¥ ¨§ã-
ç îâáï ¨ −¥ ¬®£ãâ ¨§ãç âìáï á ¬¨ ¯® á¥¡¥,    − «¨§¨àãîâáï
ç¥à¥§ ¨å ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ á ¤àã£¨¬¨ ®¡ê¥ªâ ¬¨.
3.40. “¯à ¦−¥−¨¥. � ©â¨ £« ¤ªãî ®¡®«®çªã

(i)  «£¥¡àë R[x1, . . . , xn];
(ii)  «£¥¡àë äã−ªæ¨© −  ¯àï¬®© R ¢¨¤ 

f(x) =
n∑

k=0

ak(x)|x|k, x ∈ R,

£¤¥ ai ∈ C∞(R).
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ƒ‹�„Šˆ… Œ��ƒ�����‡ˆŸ
( «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥)

4.1. �®«− ï (á¬. ¯. 3.28) £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï (á¬. ¯. 3.7) R- «£¥¡à 
F − §ë¢ ¥âáï £« ¤ª®©, ¥á«¨ − ©¤¥âáï â ª®¥ −¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â−®¥
®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ {Uk} ¤¢®©áâ¢¥−−®£® ¯à®áâà −áâ¢  |F|, çâ®
¢á¥  «£¥¡àë F

∣∣
Uk

(á¬. ¯. 3.23) ¨§®¬®àä−ë  «£¥¡à¥ C∞(Rn)
£« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥. ”¨ªá¨à®¢ −−®¥
− âãà «ì−®¥ ç¨á«® n − §ë¢ ¥âáï à §¬¥à−®áâìî  «£¥¡àë F .

ƒ« ¤ª¨¥ n-¬¥à−ë¥  «£¥¡àë ï¢«ïîâáï ¤«ï − á £« ¢−ë¬ ®¡ê-
¥ªâ®¬ ¨§ãç¥−¨ï: ¨å ¬®¦−® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª R- «£¥¡àë £« ¤-
ª¨å äã−ªæ¨© −  n-¬¥à−ëå £« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨ïå. ‘ â®çª¨
§à¥−¨ï ä®à¬ «ì−®© ¬ â¥¬ â¨ª¨ R- «£¥¡à  F ¯®«−®áâìî ®¯à¥-
¤¥«ï¥â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ M ª ª ¤¢®©áâ¢¥−−®¥ ¯à®-
áâà −áâ¢® M = |F| ¥¥ R-â®ç¥ª (á¬. ¯. 3.8), ¨ ª â®¬ã ¦¥ á −¥©
ã¤®¡−¥¥ ¢á¥£® à ¡®â âì: ¢áï ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì− ï ¬ â¥¬ â¨ª  ä ª-
â¨ç¥áª¨ ®¡à é ¥âáï ¨¬¥−−® á F . ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ä®à¬ «ì−®
¯à®áâà −áâ¢® M −¥ âà¥¡ã¥âáï. �¤− ª® ¤«ï â®£® çâ®¡ë ¬®¦−®
¡ë«® − £«ï¤−® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì M ª ª £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© ®¡ê¥ªâ, − ¬
á«¥¤ã¥â − ãç¨âìáï à ¡®â âì ®¤−®¢à¥¬¥−−® á £« ¤ª®©  «£¥¡à®© F
¨ ¯à®áâà −áâ¢®¬ M = |F| ¥¥ R-â®ç¥ª. �â®© æ¥«¨ ¢ ®á−®¢−®¬
¨ ¯®á¢ïé¥−  − áâ®ïé ï £« ¢ .

� áá¬ âà¨¢ ï ®¤−®¢à¥¬¥−−® F ¨ M = |F|, ¬ë £®¢®à¨¬
® £« ¤ª®¬ ¬−®£®®¡à §¨¨. •®âï á− ç «  ¢ íâ®© ¯ à¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï

60



ƒ« ¤ª¨¥ ¬−®£®®¡à §¨ï ( «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥) 61

¢â®à®© ®¡ê¥ªâ, ¬ë ¨¤¥¬ −  ãáâã¯ª¨ á¢®¥© £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ¨−âã-
¨æ¨¨ (¨ âà ¤¨æ¨®−−®© â¥à¬¨−®«®£¨¨) ¨ £®¢®à¨¬, çâ® F | íâ®

 «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M (= |F|).
4.2. �¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ ®¡é¨¬ ï¢«ï¥âáï ¯®−ïâ¨¥ £« ¤ª®©  «£¥-
¡àë á ªà ¥¬. ‚ íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥−â  Uk ¯®ªàëâ¨ï
{Uk} ¬ë âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë  «£¥¡à  F

∣∣
Uk

¡ë«  ¨§®¬®àä−  «¨¡®
C∞(Rn), «¨¡® C∞(Rn

+), £¤¥

Rn
+ = {(r1, . . . , r2) ∈ Rn

∣∣ r1 � 0},

  C∞(Rn
+) á®áâ®¨â ¨§ ®£à −¨ç¥−¨© (¢ ®¡ëç−®¬ á¬ëá«¥) ¢á¥å

äã−ªæ¨© ¨§ C∞(Rn) −  ¬−®¦¥áâ¢¥ Rn
+.

“¯à ¦−¥−¨¥. „®ª § âì, çâ®  «£¥¡àë C∞(Rn) ¨ C∞(Rn
+) −¥

¨§®¬®àä−ë.
’®çª¨ ¯à®áâà −áâ¢  |F|, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ªà î ¯®«ã¯à®-

áâà −áâ¢  Rn
+ ¯à¨ ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¨ Uk = Rn

+, − §ë¢ îâáï £à -

−¨ç−ë¬¨ â®çª ¬¨.

“¯à ¦−¥−¨¥. „®ª ¦¨â¥, çâ® ¬−®¦¥áâ¢® £à −¨ç−ëå â®ç¥ª ∂|F|
®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥−−®© áâàãªâãà®© £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï (¡¥§
ªà ï).

Š ª ¨ ¢ëè¥, ¯®¤ç¥àª¨¢ ï £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî áâ®à®−ã íâ®£®
¯®−ïâ¨ï, ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® F | íâ®  «£¥¡à  £« ¤ª¨å

äã−ªæ¨© −  ¬−®£®®¡à §¨¨ á ªà ¥¬ M (= |F|).

4.3. ‹¥¬¬ . ƒ¥®¬¥âà¨ç¥áª ï R- «£¥¡à  F , ¨§®¬®àä− ï ®¤−®©

¨§  «£¥¡à C∞(Rn) ¨ C∞(Rn
+), ï¢«ï¥âáï C∞-§ ¬ª−ãâ®© á¬. ¯.

(3.32).

� ‹¥¬¬   ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ á«¥¤ã¥â ¨§ ¡®«¥¥ á¨«ì−®£® ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï:
¯ãáâì i : F1 → F2 | ¨§®¬®àä¨§¬ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å R- «£¥¡à
¨  «£¥¡à  F1 ï¢«ï¥âáï C∞-§ ¬ª−ãâ®©, â®£¤  ¨  «£¥¡à  F2 â ª¦¥
C∞-§ ¬ª−ãâ .

�à®¢¥àª  íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï á®¢¥àè¥−−®  − «®£¨ç−  ¤®-
ª § â¥«ìáâ¢ã ¥¤¨−áâ¢¥−−®áâ¨ £®¬®¬®àä¨§¬  α ¢ ¯. 3.36 ¨ −¥
¤®«¦−  ¢ë§¢ âì âàã¤−®áâ¥© ã ç¨â â¥«ï. �
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4.4. �à¥¤«®¦¥−¨¥. ƒ« ¤ª¨¥  «£¥¡àë C∞-§ ¬ª−ãâë (â® ¦¥

á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«ï £« ¤ª¨å  «£¥¡à á ªà ¥¬).

� �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® F ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© R- «£¥¡à®© (¢®§¬®¦-
−®, á ªà ¥¬), l ∈ N, g ∈ C∞(Rl), f1, . . . , fl ∈ F ,   {Uk} |
¯®ªàëâ¨¥, ãç áâ¢ãîé¥¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥−¨¨ 4.1 (¨«¨ 4.2).

� áá¬®âà¨¬ äã−ªæ¨î

h : |F| → R, h(a) = g(f1(a), . . . , fl(a)).

�® «¥¬¬¥ 4.3 ¤«ï «î¡®£® k áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ hk ∈ F
∣∣
Uk

, çâ®

∀a ∈ Uk hk(a) = g(f1(a), . . . , fl(a)).

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ «î¡®© â®çª¨ äã−ªæ¨ï
á®¢¯ ¤ ¥â á äã−ªæ¨¥© ¨§ F .

’ ª ª ª ¢¢¨¤ã ¯. 4.1 (¨«¨ ¯. 4.2)  «£¥¡à F ï¢«ï¥âáï ¯®«−®©,
â® h ∈ F . �
4.5. �à¨¬¥à. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® F |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å ¯¥à¨-
®¤¨ç¥áª¨å äã−ªæ¨© −  ¯àï¬®© R á ¯¥à¨®¤®¬ 1:

F = {f ∈ C∞(R) | f(r + 1) = f(r) ∀r ∈ R}.

�ç¥¢¨¤−®, çâ® F , ¡ã¤ãç¨ ¯®¤ «£¥¡à®© £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©  «£¥-
¡àë, á ¬  ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©. �¥âàã¤−® ¤®ª § âì, çâ® F
ï¢«ï¥âáï ¯®«−®©. (‚ ¯ã−ªâ¥ 4.22 ¬®¦−® − ©â¨ ®¡é¥¥ ®¡êïá−¥−¨¥
¯®«−®âë ¢á¥å  «£¥¡à, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¢ ¯à¨¬¥à å 4.5{4.8.)

‚ ¯. 3.18 ¡ë«® ¯®ª § −®, çâ® ¯à®áâà −áâ¢® |F| ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â
á®¡®© ®ªàã¦−®áâì S1. � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì äã−ªæ¨¨ g1, g2 ∈ F :

g1(r) = sin2 πr, g2(r) = cos2 πr

¨ ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ ®ªàã¦−®áâ¨ |F| ¬−®¦¥áâ¢ ¬¨

Ui = {r ∈ |F|
∣∣ gi(x) �= 0}, i = 1, 2.

‹¥£ª® ãáâ −®¢¨âì ¡¨¥ªæ¨¨ Ui ↔ ]0, 1[, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨§®-
¬®àä¨§¬ ¬

F
∣∣
Ui

∼= C∞( ]0, 1[ ) (∼= C∞(R)).
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’ ª¨¬ ®¡à §®¬,  «£¥¡à  F ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®©  «£¥¡à®© à §¬¥à-
−®áâ¨ 1,   ¬−®£®®¡à §¨¥, ª®â®à®¥ ®−  ®¯à¥¤¥«ï¥â, | íâ® ®ªàã¦-

−®áâì S1 = |F|. �− «®£¨ç−® ¬®¦−® ãáâ −®¢¨âì, çâ® R- «£¥¡à 

F = {f ∈ C∞(R2)
∣∣ f(r1 + 1, r2) = f(r1, r2) ∀(r1, r2) ∈ R2}

ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®©  «£¥¡à®© à §¬¥à−®áâ¨ 2. ‚ íâ®¬ á«ãç ¥ ¯à®-
áâà −áâ¢® M = |F| £®¬¥®¬®àä−® æ¨«¨−¤àã.
4.6. “¯à ¦−¥−¨¥. � áá¬®âà¨â¥ ¢−¨¬ â¥«ì−¥¥ ¯à¥¤ë¤ãé¨©
¯à¨¬¥à ¨ − ©¤¨â¥ ®è¨¡ªã ¢ á«¥¤ãîé¥¬ à ááã¦¤¥−¨¨: úâ ª
ª ª ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï á ¯¥à¨®¤®¬ 1 ¯à¨−¨¬ ¥â
®¤−® ¨ â®¦¥ ª®−¥ç−®¥ §− ç¥−¨¥ ¢ ª®−æ å § ¬ª−ãâ®£® ¨−â¥à¢ « 
[0, 1], â®£¤  ª ª  «£¥¡à  C∞( ]0, 1[ ) á®¤¥à¦¨â ª ª −¥®£à −¨ç¥−-
−ë¥ äã−ªæ¨¨, â ª ¨ äã−ªæ¨¨, ¨¬¥îé¨¥ à §«¨ç−ë¥ ¯à¥¤¥«ë
¢ â®çª å 0 ¨ 1, â®  «£¥¡à  F

∣∣
]0,1[

(£¤¥ F |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å
äã−ªæ¨© −  R á ¯¥à¨®¤®¬ 1) −¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨§®¬®àä−®©  «£¥¡à¥
C∞( ]0, 1[ )û.

4.7. �à¨¬¥àë. I. F = {f ∈ C∞(R2)
∣∣ f(r1, r2) = f(r1 +

1,−r2) ¤«ï ¢á¥å (r1, r2) ∈ R2}.
�à®áâà −áâ¢® |F| − §ë¢ ¥âáï ®âªàëâë¬ «¨áâ®¬ Œñ¡¨ãá .

r

r

1

2

�¨á. 4.1.

II. F = {f ∈ C∞(š)
∣∣ f(r1, r2) = f(r1 + 1,−r2) ¤«ï ¢á¥å

(r1, r2) ∈ š}, £¤¥ š | ¯®«®á  {(r1, r2) ∈ Rr
∣∣ − 1 � r2 � 1}.
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�â® £« ¤ª ï  «£¥¡à  á ªà ¥¬,   ¯à®áâà −áâ¢® |F| ¨§¢¥áâ−® ª ª
(§ ¬ª−ãâë©) «¨áâ Œñ¡¨ãá  (á¬. à¨á. 4.1).

�¨á. 4.2.

III. � áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîéãî ¯®¤ «£¥¡àã  «£¥¡àë C∞(R2):

F = {f ∈ C∞(R2)
∣∣ f(r1, r2) = f(r1 + 1,−r2) = f(r1, r2 + 1)

¤«ï ¢á¥å (r1, r2) ∈ R2}. ˆá¯®«ì§ãï äã−ªæ¨¨

g1(r1, r2) = sin2 πr1, h1(r1, r2) = sin2 πr2,

g2(r1, r2) = cos2 πr1, h2(r1, r2) = cos2 πr2,

¬®¦−® ¯®ªàëâì ¯à®áâà −áâ¢® |F| ç¥âëàì¬ï ®âªàëâë¬¨ ¬−®¦¥-
áâ¢ ¬¨

Uik = {(r1, r2) ∈ |F|
∣∣ gi(r1, r2) �= 0, hk(r1, r2) �= 0},

i, k = 1, 2.
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„«ï ª ¦¤®£® ¨§ íâ¨å ¬−®¦¥áâ¢ «¥£ª® áâà®¨âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬ − 
®âªàëâë© ª¢ ¤à â, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¨§®¬®àä¨§¬ã R- «£¥¡àë
F
∣∣
Uik

−   «£¥¡àã £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ®âªàëâ®¬ ª¢ ¤à â¥. �®-

íâ®¬ã F
∣∣
Uik

∼= C∞(R2) ¨ F ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© R- «£¥¡à®© à §-
¬¥à−®áâ¨ 2. �à®áâà −áâ¢® |F| ¨§¢¥áâ−® ª ª ¡ãâë«ª  Š«¥©− .
�®«¥§−® ¯à¥¤áâ ¢¨âì á¥¡¥, ª ª ª¢ ¤à âë Uik úáª«¥¨¢ îâáïû
¯à¨ ¨å ¯®£àã¦¥−¨¨ ¢ |F|. � ç «® íâ®£® ¯à®æ¥áá  ¨§®¡à ¦¥-
−® −  à¨á. 4.2. —â® ¯à®¨§®©¤¥â, ¥á«¨ ¯à®æ¥áá ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï
¢ âà¥å¬¥à−®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥, ¯®ª § −® −  à¨á. 4.3 (−  á ¬®¬ ¤¥«¥
á ¬®¯¥à¥á¥ç¥−¨ï ¯® ¬ «¥−ìª®© ®ªàã¦−®áâ¨ ã ¡ãâë«ª¨ Š«¥©− 
−¥â, ¢ ¤ −−®¬ á«ãç ¥ ¥£® − «¨ç¨¥ ¢ë§¢ −® â¥¬, çâ® ¡ãâë«ª 
Š«¥©−  −¥ ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ âà¥å¬¥à−®¥ ¯à®áâà −áâ¢®).

4.8. “¯à ¦−¥−¨¥. „®ª ¦¨â¥, çâ® R- «£¥¡à 

F = {f ∈ C∞(R2) | f(r1, r2) = f(r1 + 1,−r2)

= f(−r1, r2 + 1), (r1, r2) ∈ R2}

£« ¤ª ï. � ©¤¨â¥ ª ª ¬®¦−® ¡®«ìè¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®¯¨á −¨©
â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà −áâ¢  |F|. „®ª ¦¨â¥, − ¯à¨¬¥à, çâ® |F|
£®¬¥®¬®àä−® ¯à®áâà −áâ¢ã, â®çª ¬¨ ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï ¯àï¬ë¥
¢ R3, ¯à®å®¤ïé¨¥ ç¥à¥§ − ç «® ª®®à¤¨− â.

4.9. �ãáâì F |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¬−®£®®¡à §¨¨
á ªà ¥¬ M = |F|. � ¯®¬−¨¬, çâ® á®£« á−® ®¯à¥¤¥«¥−¨î 4.2
â®çªã p ∈ M ¬ë − §ë¢ ¥¬ £à −¨ç−®© â®çª®© ¬−®£®®¡à §¨ï M,
¥á«¨ ®−  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £à −¨ç−®© â®çª¥ ¯®«ã¯à®áâà −áâ¢  Rn

+.
Œ−®¦¥áâ¢® ¢á¥å £à −¨ç−ëå â®ç¥ª ®¡®§− ç ¥âáï ∂M ¨ − §ë¢ -
¥âáï ªà ¥¬ ¬−®£®®¡à §¨ï M. Œë ®áâ ¢«ï¥¬ ç¨â â¥«î ¤®ª § -
â¥«ìáâ¢® á«¥¤ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï: ¥á«¨ ªà © ∂M n-¬¥à−®£®

¬−®£®®¡à §¨ï M = |F| −¥ ¯ãáâ, â® F
∣∣
∂M

ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®©

 «£¥¡à®© à §¬¥à−®áâ¨ (n − 1) ¨ ã ∂M −¥â £à −¨ç−ëå â®ç¥ª.

“¯à ¦−¥−¨¥. 1. „®ª ¦¨â¥ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥ ¥á«¨ ªà ©

∂M n-¬¥à−®£® ¬−®£®®¡à §¨ï M = |F| −¥ ¯ãáâ, â® F
∣∣
∂M

|

£« ¤ª ï  «£¥¡à  à §¬¥à−®áâ¨ (n−1) ¨ ∂M −¥ ¨¬¥¥â £à −¨ç−ëå

â®ç¥ª (á¬. ¢â®à®¥ ã¯à ¦−¥−¨¥ ¢ ¯. 4.2).
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�¨á. 4.3.

2. �à®¢¥àìâ¥, çâ® ¬−®£®®¡à §¨¥ ∂|F| ¢ ¯à¨¬¥à¥ 4.7 (II)
¬®¦−® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á ®ªàã¦−®áâìî (á¬. ¯. 4.5).

4.10. ‡ ¬¥ç −¨¥. „ «¥ª® −¥ ®ç¥¢¨¤−®, çâ® à §¬¥à−®áâì £« ¤-
ª®©  «£¥¡àë ®¯à¥¤¥«¥−  ª®àà¥ªâ−®, â. ¥. −¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®-
à  ¯®ªàëâ¨ï {Uk} ¨ ¨§®¬®àä¨§¬®¢ F

∣∣
Uk

∼= C∞(Rn) (á¬. ¯.
4.1). �â® −¥¯®áà¥¤áâ¢¥−−® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â®£® ä ªâ , çâ®  «£¥¡àë

C∞(Rn) ¨ C∞(Rm) −¥ ¨§®¬®àä−ë ¯à¨ n �= m.
—¨â â¥«ì, âé â¥«ì−® ¯à®à ¡®â ¢è¨© ¯à¥¤ë¤ãé¨¥ ¯à¨¬¥àë,

−¥á®¬−¥−−® çã¢áâ¢ã¥â, çâ® íâ®â ä ªâ ¢¥à¥−. � ¡®«¥¥ ®¯ëâ−ë©
ç¨â â¥«ì, ¢®§¬®¦−®, á¬®¦¥â ¥£® «¥£ª® ¤®ª § âì á ¯®¬®éìî
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â¥®à¥¬ë ‘ à¤  ®¡ ®á®¡ëå â®çª å £« ¤ª¨å ®â®¡à ¦¥−¨©. Œë
¦¥ ¤ ¤¨¬ áâà®£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â®«ìª® ¢ £« ¢¥ 9, £¤¥ íâ®
¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¡®«¥¥ ã¬¥áâ−ë¬.

� ¯®ª  çâ® ç¨â â¥«ì-áª¥¯â¨ª ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âì à §¬¥à-
−®áâì ª ª ¨−¢ à¨ −â ¯®ªàëâ¨ï {Uk},   −¥ á ¬®© £« ¤ª®©  «£¥-
¡àë F .

4.11. �¯à¥¤¥«¥−¨¥. �ãáâì F |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨©
−  ¬−®£®®¡à §¨¨ M,   N ⊂ M = |F| | ¥£® ¯®¤¬−®¦¥áâ¢®.
…á«¨  «£¥¡à  FN = F

∣∣
N

ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© R- «£¥¡à®©, ¡ã¤¥¬
£®¢®à¨âì, çâ® N ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥¬ £« ¤ª®-
£® ¬−®£®®¡à §¨ï M,   FN |  «£¥¡à®© £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© − 
¯®¤¬−®£®®¡à §¨¨ N.

…á«¨ £®¬®¬®àä¨§¬ ®£à −¨ç¥−¨ï i : F → FN áîàê¥ªâ¨¢¥−,
£« ¤ª®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ N ⊂ M = |F| − §ë¢ ¥âáï § ¬ª−ãâë¬.

4.12. �ãáâì N | § ¬ª−ãâ®¥ ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥ ¬−®£®®¡à -
§¨ï M. „®áâ â®ç−® «¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−ë ¡ë«¨ ¬ë ¢ 4.11, £®¢®àï
®¡ FN ª ª ®¡ ú «£¥¡à¥ £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¬−®£®®¡à §¨¨ Nû?
�â¢¥â −  íâ®â ¢®¯à®á ¤ ¥â á«¥¤ãîé¥¥

�à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì F |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¬−®-

£®®¡à §¨¨ M ¨ N ⊂ M = |F| | § ¬ª−ãâ®¥ £« ¤ª®¥ ¯®¤¬−®£®-

®¡à §¨¥. ’®£¤ 

I. N § ¬ª−ãâ® ª ª ¯®¤¬−®¦¥áâ¢® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®-

áâà −áâ¢  M;
II. N = |FN |.

� I. �ãáâì a ∈ M � N | ¯à¥¤¥«ì− ï â®çª  ¬−®¦¥áâ¢  N,  
U ⊂ M | â ª ï ¥¥ ®ªà¥áâ−®áâì, çâ® F

∣∣
U
∼= C∞(Rn). �â®â ¨§®-

¬®àä¨§¬ ¬®¦−® ¢ë¡à âì â ª, çâ®¡ë í«¥¬¥−âë  «£¥¡àë F
∣∣
U

, á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª®®à¤¨− â−ë¬ äã−ªæ¨ï¬ r1, . . . , rn ∈ C∞(Rn),
®¡à é «¨áì ¢ −ã«ì ¢ â®çª¥ a. � áá¬®âà¨¬ äã−ªæ¨î −  U � a,
á®®â¢¥âáâ¢ãîéãîäã−ªæ¨¨ 1/(r21+. . .+r2n). �â  äã−ªæ¨ï ¬®¦¥â
¡ëâì ¯à®¤®«¦¥−  á −¥ª®â®à®© ¯à®ª®«®â®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ U ′ � a
â®çª¨ a ¤® £« ¤ª®© äã−ªæ¨¨ g −  ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¨ M � a.
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�ç¥¢¨¤−®, çâ® ®£à −¨ç¥−¨¥ g
∣∣
N

¯à¨− ¤«¥¦¨â  «£¥¡à¥
F
∣∣
N
= FN , −® −¥ ¯à¨− ¤«¥¦¨â ®¡à §ã £®¬®¬®àä¨§¬  ®£à −¨ç¥-

−¨ï i : F → F
∣∣
N

. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® a ∈ N.
II. � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì R-â®çªã b : FN → R ¨ ª®¬¯®§¨æ¨î

c = b◦i : F → R. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® c /∈ N. �¡®¡é ï á«¥¤áâ¢¨¥
2.5, ¯®áâà®¨¬ â ªãî äã−ªæ¨î f ∈ F , çâ® f

∣∣
N

≡ 0, f(c) �=
0. �® â®£¤  i(f) = 0 ¨ f(c) = 0. �®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â®¡à ¦¥−¨¥ b �→ c = b ◦ i ï¢«ï¥âáï ¡¨¥ªæ¨¥©
|FN | −  N. ‚¬¥áâ¥ á ¯à¥¤«®¦¥−¨¥¬ 3.29 íâ® ¤ ¥â âà¥¡ã¥¬ë©
à¥§ã«ìâ â. �
4.13. �à¨¬¥à. � áá¬®âà¨¬ ¢ R2 ¬−®¦¥áâ¢® S1, § ¤ ¢ ¥-
¬®¥ ãà ¢−¥−¨¥¬ r21 + r22 − 1 = 0. �à®¢¥à¨¬, çâ® R- «£¥¡à 
FS1 = C∞(R2)

∣∣
S1

¨§®¬®àä−   «£¥¡à¥ £« ¤ª¨å ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å
äã−ªæ¨© −  ¯àï¬®© R, ¯¥à¨®¤ ª®â®àëå à ¢¥− 1 (á¬. ¯à¨¬¥à 4.5).
� ‘− ç «  § ¬¥â¨¬, çâ® FS1 = C∞(R2)|S1 = C∞(R2 \ {0})|S1 ¨
à áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥

w : R → S1 ⊂ R2, r �→ (cos 2πr, sin2πr).

�ç¥¢¨¤−®, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© £®¬®¬®àä¨§¬ R- «£¥¡à

|w| : FS1 → C∞(R),

|w|(f)(r) = f(w(r)) = f(cos 2πr, sin 2πr), r ∈ R.

¨−ê¥ªâ¨¢¥− ¨ ¥£® ®¡à § á®¤¥à¦¨â ¯®¤ «£¥¡àã C∞
per(R) £« ¤ª¨å

1-¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å äã−ªæ¨© −  R. —â®¡ë ¤®ª § âì, çâ® £®¬®¬®à-
ä¨§¬ |w| áîàê¥ªâ¨¢¥−, à áá¬®âà¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ ι : C∞

per(R)→
C∞(R2 \ {0}) ®¯à¥¤¥«¥−−ë© á®£« á−® ä®à¬ã«¥

ι(f)(r1, r2) = f
(arg z
2π

)
, z = r1 + ir2.

�ç¥¢¨¤−®, |w|(ι(f)|S1) = f . �
“¯à ¦−¥−¨ï. 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡ ï £« ¤ª ï −¥ç¥â− ï äã−ª-
æ¨ï ¯¥à¨®¤  2π −  ¯àï¬®© ¨¬¥¥â ¢¨¤ g(x) sinx, £¤¥ g(x) |
£« ¤ª ï −¥ç¥â− ï äã−ªæ¨ï ¯¥à¨®¤  2π.
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2. ‚¥à−® «¨, çâ® «î¡ ï £« ¤ª ï ç¥â− ï äã−ªæ¨ï −  ¯àï-
¬®© á ¯¥à¨®¤®¬ 2π ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥ f(cos x) ¤«ï −¥ª®â®à®©
äã−ªæ¨¨ f ∈ C∞(R)?

4.14. � ¯®¬−¨¬, çâ® ®£à −¨ç¥−¨¥ í«¥¬¥−â®¢ R- «£¥¡àë F − 
¯®¤¬−®¦¥áâ¢® N ⊂ |F| ¡ë«® ®¯à¥¤¥«¥−® £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ (á¬. ¯.
3.23). �¤− ª® ¥á«¨ N ⊂ |F| ï¢«ï¥âáï § ¬ª−ãâë¬ £« ¤ª¨¬ ¯®¤-
¬−®£®®¡à §¨¥¬, â® ¥áâì ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© á¯®á®¡ ®¯à¥¤¥«¨âì
 «£¥¡àã FN = F

∣∣
N

. ˆ¬¥−−®, ¯ãáâì AN ⊂ F | ¬−®¦¥áâ¢® í«¥-
¬¥−â®¢  «£¥¡àë F , ®¡à é îé¨åáï ¢ −ã«ì −  N, â. ¥.

AN = {f ∈ F
∣∣ ∀a ∈ N, f(a) = 0}.

�â®, ®ç¥¢¨¤−®, ¨¤¥ «  «£¥¡àë F , ¨ ¬®¦−® à áá¬®âà¥âì
ä ªâ®à «£¥¡àã F/AN .

‘ãé¥áâ¢ã¥â (á¬. ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¥¤«®¦¥−¨ï 4.12) ®ç¥-
¢¨¤−®¥ ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¥ ä ªâ®à «£¥¡àë F/AN ¨  «£¥¡àë
FN = F

∣∣
N

, ¤«ï ª®â®à®£® ®â®¡à ¦¥−¨¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ϕ : F →
F/AN áâ −®¢¨âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ®£à −¨ç¥−¨ï p : F → FN

F
∣∣
N

F/AN

F
p

���������� ϕ

�����������

4.15. �à¨¬¥à. �ãáâì S1 | ®ªàã¦−®áâì ¨§ ¯à¨¬¥à  4.13. ’®-
£¤ , ®ç¥¢¨¤−®, AS1 | £« ¢−ë© ¨¤¥ « ¢ C∞(R2), ¯®à®¦¤¥−−ë©
äã−ªæ¨¥© r21 + r22 − 1.
� �ãáâì f ∈ AS1. „®ª ¦¥¬, çâ®

f(r1, r2) = g(r1, r2) · (r21 + r22 − 1)

¤«ï −¥ª®â®à®© äã−ªæ¨¨ g ∈ C∞(R2). ‚¢¨¤ã ¯®«−®âë  «£¥¡àë
C∞(R2) ¤®áâ â®ç−® ¯®áâà®¨âì äã−ªæ¨î g ¢ −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ-
−®áâ¨ ®ªàã¦−®áâ¨ S1, áª ¦¥¬ ¢ R2\{0}. „«ï íâ®£® ¢¢¥¤¥¬
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¢á¯®¬®£ â¥«ì−ë¥ äã−ªæ¨¨

u(t, r1, r2) = t+
1− t√
r21 + r22

,

h(t, r1, r2) = f (r1 · u(t, r1, r2), r2 · u(t, r1, r2))

¨, ¨á¯®«ì§ãï ®ç¥¢¨¤−ë¥ á®®â−®è¥−¨ï

∂u

∂t
= 1− 1√

r21 + r22
=

r21 + r22 − 1
r21 + r22 +

√
r21 + r22

,

h(0, r1, r2) = 0 (â ª ª ª f ∈ AS1),

h(1, r1, r2) = f(r1, r2),

¯®«ãç¨¬

f(r1, r2) =

1∫
0

∂h

∂t
(t, r1, r2)dt =

=

1∫
0

(
r1

∂f

∂r1
(r1u, r2u) + r2

∂f

∂r2
(r1u, r2u)

)
dt

r21 + r22 +
√

r21 + r22
· (r21 + r22 − 1).

�¥à¢ë© á®¬−®¦¨â¥«ì ¢ ¯®á«¥¤−¥¬ ¢ëà ¦¥−¨¨ ¨ ¥áâì ¨áª®¬ ï
äã−ªæ¨ï g(r1, r2). �
4.16. “¯à ¦−¥−¨¥. �ãáâì A = C∞(R2). �®ª ¦¨â¥ çâ®  «£¥-
¡à  A/(y2 − x3)A −¥ ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®©.

‘â −¤ àâ−ë© ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ ª à¥è¥−¨î ¯®-
¤®¡−ëå § ¤ ç ®á−®¢ − −  á«¥¤ãîé¨å á®®¡à ¦¥−¨ïå:

1. …á«¨  «£¥¡à  ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®©, â® ¥¥ «®ª «¨§ æ¨ï ¯® ¬ ª-
á¨¬ «ì−®¬ã ¨¤¥ «ã ¨§¬®àä−   «£¥¡à¥ à®áâª®¢ £« ¤ª¨å äã−ªæ¨©
−  −¥ª®â®à®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥ Rk ¢ − ç «¥ ª®®à¤¨− â, á¬. ¯à¨¬¥à
III −  áâà. 212;

2. ”®à¬ «ì−®¥ ¯®¯®«−¥−¨¥ íâ®© «®ª «¨§ æ¨¨ ¨§®¬®àä−®
 «£¥¡à¥ ä®à¬ «ì−ëå áâ¥¯¥−−ëå àï¤®¢.
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‡ ¤ ç , ®¤− ª®, à¥è ¥âáï £®à §¤® ¯à®é¥, ¥á«¨ ¨á¯®«ì§®-
¢ âì í«¥¬¥−â à−ë¥ áà¥¤áâ¢  ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï ¢
ª®¬¬ãâ â¨¢−ëå  «£¥¡à å (á¬. ã¯à ¦−¥−¨¥ 9.34).

4.17. ‹¥¬¬ë. �¥âàã¤−® ®¡®¡é¨âì ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï 2.3{2.7 á Rn

−  ¯à®¨§¢®«ì−ë¥ ¬−®£®®¡à §¨ï. ‚ ç áâ−®áâ¨, ¤«ï «î¡®©  «-
£¥¡àë F £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M á¯à ¢¥¤«¨¢ë
á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï.

I. „«ï «î¡®£® ®âªàëâ®£® ¬−®¦¥áâ¢  U ⊂ M áãé¥áâ¢ã¥â

â ª ï äã−ªæ¨ï f ∈ F , çâ®

f(x) > 0 ¤«ï ¢á¥å x ∈ U,

f(x) = 0 ¯à¨ x /∈ U.

II. „«ï «î¡ëå ¤¢ãå −¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï § ¬ª−ãâëå ¯®¤¬−®-

¦¥áâ¢ A, B ⊂ M − ©¤¥âáï â ª ï äã−ªæ¨ï f ∈ F , çâ®

f(x) = 0 ¤«ï ¢á¥å x ∈ A,

f(x) = 1 ¤«ï ¢á¥å x ∈ B,

0 <f(x) < 1 ¢ ®áâ «ì−ëå á«ãç ïå.

(‚®§¬®¦−®, ç¨â â¥«ì ã¦¥ ¯®«ãç¨« ¡®«¥¥ á« ¡®¥ ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥,
¯à®à ¡ âë¢ ï ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ 4.12.)

III. ‘ãé¥áâ¢ã¥â äã−ªæ¨ï f ∈ F , ¢á¥ ¯®¢¥àå−®áâ¨ ãà®¢−ï

ª®â®à®© ª®¬¯ ªâ−ë.

4.18. �à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ «¥¬¬ 4.17 (I{III) ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«¥§-
−ë¬ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥, ¨§¢¥áâ−®¥ ª ª ú«¥¬¬  ® à §¡¨¥−¨¨
¥¤¨−¨æëû: ¥á«¨ {Uα} | «®ª «ì−® ª®−¥ç−®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®ªàë-

â¨¥ ¯à®áâà −áâ¢  M = |F|, â® áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ äã−ªæ¨¨

fα ∈ F , çâ® fα(x) = 0 ¯à¨ x ∈ M � Uα ¨
∑

α fα(x) ≡ 1. (‹®-

ª «ì−® ª®−¥ç−ë¬ ï¢«ï¥âáï â ª®¥ ¯®ªàëâ¨¥ {Uα}, çâ® ã «î¡®©
â®çª¨ x ∈ M − ©¤¥âáï ®ªà¥áâ−®áâì U ⊂ M, ¯¥à¥á¥ª îé ïáï
á ª®−¥ç−ë¬ ç¨á«®¬ ¬−®¦¥áâ¢ Uα.)

Œë ¯à¥¤« £ ¥¬ ç¨â â¥«î ¯®¯ëâ âìáï ¤®ª § âì íâ® ãâ¢¥à-
¦¤¥−¨¥ á− ç «  ¤«ï ç áâ−®£® á«ãç ï, ª®£¤  ¯®ªàëâ¨¥ {Uα}
á− ¡¦¥−® ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¨ F

∣∣
Uα

∼= C∞(Rn) (¨«¨ ¤¨ää¥®¬®à-
ä¨§¬ ¬¨ Uα

∼= Rn).
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4.19. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® F |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© − 
¬−®£®®¡à §¨¨ M. � áá¬®âà¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë −  £« ¤ª®¬ ¬−®-
£®®¡à §¨¨, â. ¥. â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢® •  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ γ : F → F ,
çâ®

(i) γ1, γ2 ∈ •⇒ γ1 ◦ γ2 ∈ •,
(ii) γ ∈ •⇒ γ−1 ∈ •.

�ãáâì F• ⊂ F | ¯®¤ «£¥¡à  äã−ªæ¨©, ¨−¢ à¨ −â−ëå ®â−®á¨-
â¥«ì−® íâ®£® ¤¥©áâ¢¨ï, â. ¥.

F• = {f ∈ F | γ(f) = f ¤«ï ¢á¥å γ ∈ •}.

4.20. ‹¥¬¬ . �ãáâì F• | ¯®¤ «£¥¡à  äã−ªæ¨©, ¨−¢ à¨-

 −â−ëå ®â−®á¨â¥«ì−® ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë • −  M = |F| (¯.
4.19). � áá¬®âà¨¬ F• ª ª R- «£¥¡àã äã−ªæ¨© −  |F•|. …á-

«¨ F• á®¤¥à¦¨â äã−ªæ¨î, ¢á¥ ¯®¢¥àå−®áâ¨ ãà®¢−ï ª®â®à®©

ª®¬¯ ªâ−ë, â®  «£¥¡à  F• £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï.

� „®ª § â¥«ìáâ¢® | ¤®á«®¢−®¥ ¯®¢â®à¥−¨¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
¯à¥¤«®¦¥−¨ï 3.16, ¥á«¨ ãç¥áâì, çâ® ¯à¨¬¥−ï¥¬ë¥ â ¬ ®¯¥à -
æ¨¨ á®åà −ïîâ •-¨−¢ à¨ −â−®áâì. �

‚ ç áâ−®áâ¨, ¥á«¨ ¬−®¦¥áâ¢® |F•| ª®¬¯ ªâ−®, â®  «£¥¡à  F•
¢á¥£¤  ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©.

4.21. —â®¡ë − ãç¨âìáï ¯à¥¤áâ ¢«ïâì á¥¡¥  «£¥¡àã F•
•-¨−¢ à¨ −â−ëå äã−ªæ¨© −  ¬−®£®®¡à §¨¨ |F| = M, à áá¬®-

âà¨¬ ®à¡¨âã Oa
def= {|γ|(a) | γ ∈ •} ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ a ∈ M.

�¡®§− ç¨¬ ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®à¡¨â ç¥à¥§ N.
�«¥¬¥−âë  «£¥¡àëF• ¬®£ãâ ¯®−¨¬ âìáï ª ª äã−ªæ¨¨ −  N.

„¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¥á«¨ b = |γ|(a) ∈ Oa ¨ f ∈ F ï¢«ï¥âáï •-
¨−¢ à¨ −â−®© äã−ªæ¨¥©, â® f(b) = f(a). „àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨,
ª ¦¤ ï úâ®çª û ¬−®¦¥áâ¢  N (â. ¥. ª ¦¤ ï ®à¡¨â ) ®¯à¥¤¥«ï¥â
R-â®çªã  «£¥¡àë F•, â ª çâ® ¨¬¥¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

N → |F•| (Oa �→ (f �→ f(a))).

�â® ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¡ã¤¥â ¡¨¥ªâ¨¢−ë¬, ¥á«¨ ¢ë¯®«−ïîâáï á«¥¤ã-
îé¨¥ ¤¢  ãá«®¢¨ï.
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I. ‹î¡®© £®¬®¬®àä¨§¬ a : F• → R ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¤®«¦¥−
¤® £®¬®¬®àä¨§¬  “a : F → R (áîàê¥ªâ¨¢−®áâì).

II. …á«¨ b /∈ Oa, â® áãé¥áâ¢ã¥â äã−ªæ¨ï f ∈ F•, ¤«ï
ª®â®à®© f(b) �= f(a) (¨−ê¥ªâ¨¢−®áâì).

�â¨ ¤¢  ãá«®¢¨ï ã¤®¢«¥â¢®àïîâáï, − ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ £àã¯¯ 
• ª®−¥ç− . ‚ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦−¥−¨ï ¤«ï ç¨â â¥«ï ®áâ ¢«ï¥¬ ¨å
¯à®¢¥àªã ¢ ¯à¨¬¥à å 4.24 ¨ 4.25 (á¬. −¨¦¥).

4.22. �à¥¤«®¦¥−¨¥. �«£¥¡à  F• •-¨−¢ à¨ −â−ëå äã−ªæ¨©

−  £« ¤ª®¬ ¬−®£®®¡à §¨¨ M = |F| ï¢«ï¥âáï ¯®«−®©, ¥á«¨

¢ë¯®«−ïîâáï ãá«®¢¨ï I, II ¨§ ¯. 4.21 ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥−¨ï «¥¬-

¬ë 4.20.

� ‹î¡ ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−®§− ç− ï äã−ªæ¨ï f : |F•| → R ®¯à¥-
¤¥«ï¥â á ¯®¬®éìî ¯à®¥ªæ¨¨ M → N = |F•| (a �→ Oa)
äã−ªæ¨î “f : M → R. …á«¨ ¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨ «î¡®© â®çª¨
b = Oa ∈ |F•| äã−ªæ¨ï f á®¢¯ ¤ ¥â á −¥ª®â®à®© äã−ªæ¨¥©
¨§ F•, â® •-¨−¢ à¨ −â− ï äã−ªæ¨ï “f á®¢¯ ¤ ¥â á −¥ª®â®à®©
£« ¤ª®© äã−ªæ¨¥© (¨§ F ) ¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨ â®çª¨ a ∈ |F|. ’ ª ª ª
F ï¢«ï¥âáï ¯®«−®©  «£¥¡à®©, â® “f ∈ F ¨ f ∈ F•. �
4.23. Ÿá−®, çâ® ¬−®¦¥áâ¢® N ®à¡¨â ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë• −  ¬−®-
£®®¡à §¨¨ M = |F| ï¢«ï¥âáï ä ªâ®à¬−®¦¥áâ¢®¬ ¬−®¦¥áâ¢  M
¯® ®â−®è¥−¨î íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨, ¯à¨ ª®â®à®¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïîâáï
â®çª¨ ¢−ãâà¨ ª ¦¤®© ®à¡¨âë.
�¯à¥¤¥«¥−¨¥. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®N á®¢¯ ¤ ¥â á |F•|,    «£¥¡à 
F• £« ¤ª ï (¨«¨ £« ¤ª ï á ªà ¥¬); â®£¤  £®¢®àïâ, çâ® F• |  «-
£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ä ªâ®à¬−®£®®¡à §¨¨ ¬−®£®®¡à §¨ï
M ¯® ¤¥©áâ¢¨î £àã¯¯ë •.

‘«¥¤ãï âà ¤¨æ¨¨, ¬ë ç áâ® ¡ã¤¥¬ ®¡®§− ç âì ä ªâ®à¬−®£®-
®¡à §¨¥ M/•, å®âï ¨−®£¤  â ª®¥ ®¡®§− ç¥−¨¥ ¬®¦¥â ¯à¨¢®¤¨âì
ª § ¡«ã¦¤¥−¨î (â ª ¦¥, ª ª ®¡®§− ç¥−¨¥ |F•|).
4.24. �à¨¬¥àë. I. ‚ ¯à¨¬¥à å 4.5 ¨ 4.7 (I) ä ªâ¨ç¥áª¨ ¡ë«¨
à áá¬®âà¥−ë ä ªâ®à¬−®£®®¡à §¨ï ¯àï¬®© R ¨ ¯«®áª®áâ¨ R2 ¯®
æ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯¥ ¨§®¬¥âà¨© Z (á¬. à¨á. 4.4).

II. ‚ ¯à¨¬¥à å 4.7 (III) ¨ 4.8 ¬ë à áá¬ âà¨¢ «¨
ä ªâ®à¬−®£®®¡à §¨ï¯® ®â−®è¥−¨îª ¤¥©áâ¢¨î £àã¯¯ ¨§®¬¥âà¨©
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2
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R

�¨á. 4.4.

á ¤¢ã¬ï ®¡à §ãîé¨¬¨. ‚ ª ç¥áâ¢¥ ä ªã«ìâ â¨¢−®£® ã¯à ¦-
−¥−¨ï ¬ë ¯à¥¤« £ ¥¬ ç¨â â¥«î ¨§®¡à §¨âì, ª ª ®â®¡à ¦¥−¨¥
|i| : R2 → |F| (á¬. ¯. 4.7 (III)) § ¢¥àâë¢ ¥â ¡ãâë«ªã Š«¥©− 
¢ ¯«®áª®áâì.

III. � áá¬®âà¨¬ ¤¥©áâ¢¨ï −  F = C∞(Rn) á¢®¡®¤−®©  ¡¥«¥-
¢®© £àã¯¯ë • á n ®¡à §ãîé¨¬¨ γ1, . . . , γn, £¤¥ γi | ¯ à ««¥«ì-
−ë© ¯¥à¥−®á −  ¥¤¨−¨ç−ë© ¢¥ªâ®à ¢¤®«ì i-© ª®®à¤¨− âë, â. ¥.

γi(f)(r1, . . . , rn) = f(r1, . . . , ri−1, ri + 1, ri+1, . . . , rn)

¤«ï ¢á¥å f ∈ F , (r1, . . . , rn) ∈ Rn. ‹¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® F•
ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®© ¢á¥å äã−ªæ¨© −  CRn, ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å
á ¯¥à¨®¤®¬ 1 ¯® ª ¦¤®© ¯¥à¥¬¥−−®©. �¡®¡é ï à ááã¦¤¥−¨ï
¯¯. 4.5, 4.7, ç¨â â¥«ì «¥£ª® ¯à®¢¥à¨â, çâ® ä ªâ®à¯à®áâà −áâ¢®
¯à®áâà −áâ¢  Rn ¯® íâ®¬ã ¤¥©áâ¢¨î ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ¬−®£®-
®¡à §¨¥¬. �â® ¬−®£®®¡à §¨¥ ¨§¢¥áâ−® ª ª n-¬¥à−ë© â®à ¨ ®¡®-
§− ç ¥âáï T n. (�ç¥¢¨¤−®, T 1 = S1. ‘ ¬ë© ¯®¯ã«ïà−ë© á«ãç ©,
n = 2, ã¯®¬¨− «áï ¢® ¢¢¥¤¥−¨¨ ª ª ¯®¢¥àå−®áâì ¡ã¡«¨ª .)
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4.25. �à¨¬¥àë. I. � áá¬®âà¨¬ R- «£¥¡àã

F = C∞(Rn+1 � {0}).

Œã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢− ï £àã¯¯  R
·
+ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−ëå ¯®«®¦¨â¥«ì-

−ëå ç¨á¥« ¤¥©áâ¢ã¥â −  F ¯®áà¥¤áâ¢®¬  ¢â®¬®àä¨§¬®¢
hλ, λ > 0:

hλ(f)(r1, . . . , rn+1) =f(λr1, . . . , λrn+1)

¤«ï ¢á¥å f ∈ F , (r1, . . . , rn+1) ∈ Rn+1 � {0}.

�ª §ë¢ ¥âáï, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ä ªâ®à¬−®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï
£« ¤ª¨¬ ¬−®£®®¡à §¨¥¬. �¡®¡é ï à ááã¦¤¥−¨¥ ¯. 4.13, ¯®ª -
¦¨â¥, çâ® ä ªâ®à¬−®£®®¡à §¨¥ Rn+1/R

·
+ ¬®¦¥â ¡ëâì ®â®¦¤¥-

áâ¢«¥−® á § ¬ª−ãâë¬ ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥¬ ¢ Rn+1, â®çª¨ ª®â®à®£®
ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢−¥−¨î r21 + . . . + r2n+1 = 1. �â® n-¬¥à− ï

áä¥à  S. „®ª ¦¨â¥, çâ® ¨¤¥ « ASn = {f ∈ F , f(a) = 0 ¤«ï
¢á¥å a ∈ Sn} ï¢«ï¥âáï £« ¢−ë¬ ¨¤¥ «®¬, ¯®à®¦¤¥−−ë¬ äã−ª-
æ¨¥© (r1, . . . , rn+1) �→ r21 + . . .+ r2n+1 − 1.

II. ‚ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯à¨¬¥à¥ § ¬¥−¨¬ £àã¯¯ã R
�
+ −  ¬ã«ìâ¨-

¯«¨ª â¨¢−ãî £àã¯¯ã R
·

¢á¥å −¥−ã«¥¢ëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−ëå ç¨á¥«
(á ¤¥©áâ¢¨¥¬, ®¯¨áë¢ ¥¬ë¬ â®© ¦¥ ä®à¬ã«®©). „®ª ¦¨â¥, çâ®
ä ªâ®à¨§ æ¨ï ¯à®áâà −áâ¢  M = |F| ¯® íâ®¬ã ¤¥©áâ¢¨î ¯à¨-
¢®¤¨â ª £« ¤ª®¬ã ¬−®£®®¡à §¨î. �à¨ n = 2 ¯à®¢¥àìâ¥, çâ®
¥£® ¬®¦−® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á ¯à®¥ªâ¨¢−®© ¯«®áª®áâìî (á¬. ¯. 4.8).
‚ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ íâ® ¬−®£®®¡à §¨¥ ¨§¢¥áâ−® ª ª n-¬¥à−®¥ ¤¥©-

áâ¢¨â¥«ì−®¥ ¯à®¥ªâ¨¢−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® ¨ ®¡®§− ç ¥âáï RPn.
III. RPn ¬®¦−® â ª¦¥ ¯®«ãç¨âì ¨§ Sn, n � 1, ä ªâ®à¨§ãï

¯® ¤¥©áâ¢¨î £àã¯¯ë Z2 = R
·
/R

·
+. ƒ¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¬®¦−® ¯à¥¤-

áâ ¢¨âì, çâ® ä ªâ®à¯à®áâà −áâ¢® ¯®«ãç¥−® úáª«¥¨¢ −¨¥¬û ¢á¥å
¯ à ¤¨ ¬¥âà «ì−® ¯à®â¨¢®¯®«®¦−ëå â®ç¥ª −  áä¥à¥.

‡ ¬¥â¨¬, çâ® RP 1 ∼= S1.

4.26. “¯à ¦−¥−¨ï. 1. �ãáâì • | £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢  «-
£¥¡àë F = C∞(R2) á ®¤−®© ®¡à §ãîé¥© γ:

γ(f)(r1, r2) = f(−r1,−r2) ¤«ï ¢á¥å (r1, r2) ∈ R2, f ∈ F .
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�®ª ¦¨â¥, çâ®  «£¥¡à  F• •-¨−¢ à¨ −â−ëå äã−ªæ¨© −¥ ï¢«ï-
¥âáï £« ¤ª®© (¨ ¤ ¦¥ £« ¤ª®© á ªà ¥¬).

2. �ãáâì • | £àã¯¯  ¢à é¥−¨© ¯«®áª®áâ¨ ¢®ªàã£ − ç « 
ª®®à¤¨− â:

|γ| =
(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
,

γ(f)(r1, r2) = f(r1 cosϕ − r2 sinϕ, r1 sinϕ+ r2 cosϕ)

¤«ï ¢á¥å (r1, r2) ∈ R2, f ∈ F = C∞(R2).
�®ª ¦¨â¥ çâ® ¯à®áâà −áâ¢® |F•| ¥áâì § ¬ª−ãâ ï ¯®«ã¯àï¬ ï

â ª çâ® F• |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¬−®£®®¡à §¨¨ á
ªà ¥¬. �¡êïá−¨â¥, ¯®ç¥¬ã íâ   «£¥¡à  −¥ á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥©
 «£¥¡à®© £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¯®«ã¯àï¬®©?

4.27. ‡ ¬¥ç −¨ï. I. �® àï¤ã ¯à¨ç¨− ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ £àã¯¯®¢®£®
¤¥©áâ¢¨ï −  ¬−®£®®¡à §¨¨, ¤ −−®¥ ¢ ¯. 4.19, −¥ ®ç¥−ì ã¤ ç−®,
¨ ¥£® á«¥¤ã¥â áç¨â âì ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì−ë¬. “¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì−®¥
®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¡ã¤¥â ¤ −® â®«ìª® ¢ ¯. 6.10.

II. Šà®¬¥ â®£®, ã − á −¥â ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì−®£® ªà¨â¥à¨ï
£« ¤ª®áâ¨  «£¥¡àë F• •-¨−¢ à¨ −â−ëå äã−ªæ¨©, ¤®áâ â®ç−®
¯à®áâ®£®, çâ®¡ë¬ë ¬®£«¨ ¯à¨¢¥áâ¨ ¥£® §¤¥áì. —¨â â¥«î, ®¤− ª®,
¡ã¤¥â ¯®«¥§−® ¤®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ã «î¡®© â®çª¨ a ∈ M áãé¥-

áâ¢ã¥â â ª ï ®ªà¥áâ−®áâì U ⊂ M, U � a, çâ® |γ|(U)∩U = ∅
¤«ï «î¡®£® −¥¥¤¨−¨ç−®£® γ ∈ •, â®  «£¥¡à  F• ï¢«ï¥âáï £« ¤-

ª®©.
III. ‘«¥¤ãîé¨¥ è¥áâì ¯ã−ªâ®¢ ¤® −¥ª®â®à®© áâ¥¯¥−¨ ï¢«ï-

îâáï ¯à¥¦¤¥¢à¥¬¥−−ë¬¨. ‚¢¨¤ã ¨å ®â−®á¨â¥«ì−®© á«®¦−®áâ¨
¯à¨ ¯¥à¢®¬ çâ¥−¨¨ íâ¨ ¯ã−ªâë ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯ãé¥−ë. ‚ íâ®¬
á«ãç ¥ ¬®¦−® áà §ã ¯¥à¥å®¤¨âì ª £« ¢¥ 5.

4.28. …á«¨ ä¨§¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå −¥§ ¢¨á¨¬ëå
ç áâ¥©, â® ¥áâ¥áâ¢¥−−® ¯®¤ ¥¥ á®áâ®ï−¨¥¬ ¯®−¨¬ âì ¯ àã (a1, a2),
£¤¥ a1 ¨ a2 | á®®â¢¥âáâ¢¥−−® á®áâ®ï−¨ï ¯¥à¢®© ¨ ¢â®à®© ç áâ¥©.
…á«¨ á®áâ®ï−¨ï ai à áá¬ âà¨¢ âì ª ª â®çª¨ ¬−®£®®¡à §¨© Mi

(i = 1, 2), −  ª®â®àëå ª®àà¥ªâ−® ®¯à¥¤¥«¥−ë ¨ å®à®è® ¨§¢¥áâ−ë
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 «£¥¡àë £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© Fi, ¯®«¥§−® ®¯à¥¤¥«¨âì ¬−®£®®¡à -
§¨¥ M á®áâ®ï−¨© æ¥«®© á¨áâ¥¬ë ç¥à¥§ íâ¨  «£¥¡àë.

“¯à ¦−¥−¨¥. �ãáâì F1 F2 | £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ R- «£¥¡àë. �®-
ª ¦¨â¥, çâ® ¨å â¥−§®à−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ F1⊗

R

F2 â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï

£¥®¬¥âà¨ç¥áª®©  «£¥¡à®©.

�¯à¥¤¥«¥−¨¥. �«£¥¡à  F = F1 ⊗
R

F2 (£« ¤ª ï ®¡®«®çª  (á¬. ¯.

3.37) â¥−§®à−®£® ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï F1 ⊗
R

F2 ª®¬¬ãâ â¨¢−ëå  «£¥¡à)

− §ë¢ ¥âáï  «£¥¡à®© £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¤¥ª àâ®¢®¬ ¯à®¨§¢¥-

¤¥−¨¨ £« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨© M1 ¨ M2.
‚ á«¥¤ãîé¥¬ ¯ã−ªâ¥ ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬ ®¡®á−®¢ −¨¥ íâ®© â¥à¬¨-

−®«®£¨¨.

4.29. �à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì F | ú «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨©

−  ¤¥ª àâ®¢®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¨ £« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨© M1 ¨ M2û.

’®£¤  |F| ¢ á ¬®¬ ¤¥«¥ £®¬¥®¬®àä−® ¤¥ª àâ®¢ã ¯à®¨§¢¥¤¥−¨î

â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®áâà −áâ¢ M1 = |F1| ¨ M2 = |F2|.

(Œë ¯à¥¤« £ ¥¬ ç¨â â¥«î ¥é¥ à § ¢¥à−ãâìáï ª íâ®¬ã ¤®ª -
§ â¥«ìáâ¢ã ¯®á«¥ ¯à®çâ¥−¨ï £« ¢ë 6.)
� � è¥© æ¥«ìî ï¢«ï¥âáï ®â®¦¤¥áâ¢¨âì ¯à®áâà −áâ¢® M1 × M2

á ¬−®¦¥áâ¢®¬ R-â®ç¥ª  «£¥¡àë F = F1 ⊗
R

F2. Š ¦¤®© ¯ à¥

(a1, a2) ∈ M1 × M2 á®¯®áâ ¢¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ a1 ⊗ a2:

F1⊗
R

F2 → R, f1⊗ f2 �→ f1(a1) · f2(a2), fi ∈ Fi (i = 1, 2).

‡ ¬¥â¨¬, çâ®  «£¥¡à  R C∞-§ ¬ª−ãâ  (á¬. ¯. 3.32). ‘«¥¤®¢ -
â¥«ì−®, ¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î £« ¤ª®© ®¡®«®çª¨ £®¬®¬®àä¨§¬ a1⊗ a2
¬®¦−® ¥¤¨−áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦¨âì ¤® £®¬®¬®àä¨§¬ 

a1 ⊗ a2 : F = F1 ⊗
R

F2 −→ R.

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®áâà®¥−® ®â®¡à ¦¥−¨¥

π : M1 × M2 → |F|, (a1, a2) �→ a1 ⊗ a2.

�−® ¨−ê¥ªâ¨¢−®: ¥á«¨ a1 ⊗ a2 á®¢¯ ¤ ¥â á a′
1 ⊗ a′

2, â®, ãç¨âë¢ ï,
çâ® íâ¨ £®¬®¬®àä¨§¬ë á®¢¯ ¤ îâ −  í«¥¬¥−â å ¢¨¤  f1 ⊗ 1



78 ƒ« ¢  4

¨ 1⊗ f2, âãâ ¦¥ ¯®«ãç¨¬

fi(ai) = fi(a′
i) ¤«ï ¢á¥å fi ∈ Fi, i = 1, 2.

’ ª ª ª  «£¥¡àë Fi £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥, â® ai = a′
i, ®âªã¤  ¢ëâ¥ª ¥â

¨−ê¥ªâ¨¢−®áâì π. ‘îàê¥ªâ¨¢−®áâì π á«¥¤ã¥â ¨§ í«¥¬¥−â à−ëå
á¢®©áâ¢ â¥−§®à−ëå ¯à®¨§¢¥¤¥−¨©. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, π ®â®¦¤¥-
áâ¢«ï¥â M1 ×M2 ¨ |F| ª ª ¬−®¦¥áâ¢ .

�áâ «®áì ¤®ª § âì, çâ® π ¯¥à¥¢®¤¨â áâ −¤ àâ−ãî â®¯®«®-
£¨î ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï M1 × M2 ¢ â®¯®«®£¨î ¯à®áâà −áâ¢  |F| (á¬.
¯. 3.12). � áá¬®âà¨¬ ¡ §¨á ®âªàëâëå ¬−®¦¥áâ¢ ¢ M1 × M2,
í«¥¬¥−âë ª®â®à®£® ¨¬¥îâ ¢¨¤ U1 × U2, £¤¥

Ui = {a ∈ Mi | αi < fi(a) < βi}, fi ∈ Fi, αi, βi ∈ R, i = 1, 2.

’®£¤  ¬−®¦¥áâ¢ 

V1 = U1 × M2 ={(a1, a2) | α1 < a1 ⊗ a2(f1 ⊗ 1) < β1},
V2 =M1 × U2 ={(a1, a2) | α2 < a1 ⊗ a2(1⊗ f2) < β2}

®âªàëâë ¢ â®¯®«®£¨¨, ¨−¤ãæ¨à®¢ −−®© ¢ M1×M2 ®â®¡à ¦¥−¨-
¥¬ π. Šà®¬¥ â®£®, V1 ∩ V2 = U1 × U2.

�¡à â−®, ¨§ ª®−áâàãªæ¨¨ £« ¤ª®© ®¡®«®çª¨ (á¬. ¯. 3.37)
á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ¯®áâà®¥−¨ï ¡ §¨á  â®¯®«®£¨¨ ¢ |F| ¬®¦−® ¢§ïâì
¯à®¨§¢®«ì−®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢® ¢ F , ª®â®à®¥ ¯®à®¦¤ ¥â ¯®¤ «£¥-
¡àã á £« ¤ª®© ®¡®«®çª®©, á®¢¯ ¤ îé¥© á F . ‚ ¤ −−®¬ á«ãç ¥
¤®áâ â®ç−® ¢§ïâì ¬−®¦¥áâ¢® äã−ªæ¨© ¢¨¤  f1 ⊗ f2, fi ∈ Fi,
i = 1, 2.

� áá¬®âà¨¬ ¡ §¨á−®¥ ®âªàëâ®¥ ¬−®¦¥áâ¢®, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥
â ª®© äã−ªæ¨¨:

V = {(a1, a2) ∈ M1 × M2 = |F|
∣∣ α < f1(a1)f2(a2) < β},

α, β ∈ R.

�ãáâì r1, r2 | ª®®à¤¨− âë −  ¯«®áª®áâ¨ R2. Œ−®¦¥áâ¢® â®ç¥ª
íâ®© ¯«®áª®áâ¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å −¥à ¢¥−áâ¢ã α < r1r2 < β,
®âªàëâ® ¨ ¢¬¥áâ¥ á «î¡®© ¨§ á¢®¨å â®ç¥ª á®¤¥à¦¨â ¯àï¬®ã£®«ì-
−¨ª {(r1, r2) | α1 < r1 < β1; α2 < r2 < β2} (á¬. à¨á. 4.5).
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�¨á. 4.5.

�®íâ®¬ã V ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨−¥−¨¥¬ ¬−®¦¥áâ¢ ¢¨¤ 

{(a1, a2) ∈ M1 × M2 | α1 < f1(a1) < β1, α2 < f2(a2) < β2},
  §− ç¨â ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬ ¢ M1 × M2. �
4.30. ‹¥¬¬ -¯à¨¬¥à. ƒ« ¤ª ï ®¡®«®çª  R- «£¥¡àë

C∞(Rk)⊗
R

C∞(Rl)

¨§®¬®àä−  R- «£¥¡à¥ C∞(Rk+l).

� � áá¬®âà¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ R- «£¥¡à

i : C∞(Rk)⊗
R

C∞(Rl) −→ C∞(Rk+l),

i(f ⊗ g)(r1, . . . , rk+l) = f(r1, . . . , rk) · g(rk+1, . . . , rk+l).

�®ª ¦¥¬, çâ® i ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ¨§ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï £« ¤ª®©
®¡®«®çª¨ (á¬. ¯. 3.37).

‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì

�: C∞(Rk)⊗
R

C∞(Rl)→ F

| £®¬®¬®àä¨§¬ ¢ C∞-§ ¬ª−ãâãî (3.29) R- «£¥¡àã F .
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ƒ®¬®¬®àä¨§¬

�′ : C∞(Rk+l)→ F

ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¥−¨¥¬� (â. ¥. � = �′ ◦ i) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  ¤«ï ¢á¥å (r1, . . . , rk) ∈ Rk, (s1, . . . , sl) ∈ Rl, g ∈ C∞(Rk+l)
¢ë¯®«−ï¥âáï á®®â−®è¥−¨¥

�′(g) = g(�(r1 ⊗ 1), . . . ,�(rk ⊗ 1),�(1⊗ s1), . . . ,�(1⊗ sl)).

(‡¤¥áì ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ri ¨ sj ª ª äã−ªæ¨¨ − 
Rk ¨ Rl, ¨ ¢¢¨¤ã C∞-§ ¬ª−ãâ®áâ¨  «£¥¡àë F ¢ëà ¦¥−¨¥ á¯à ¢ 
ª®àà¥ªâ−® ®¯à¥¤¥«¥−®.)

’ ª ª ª ¯®á«¥¤−ïï ä®à¬ã«  ª®àà¥ªâ−® ®¯à¥¤¥«¥−  ¤«ï «î-
¡®£® g ∈ C∞(Rk+l), âà¥¡ã¥¬ë© £®¬®¬®àä¨§¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¨
¥¤¨−áâ¢¥−¥−. ‚¢¨¤ã â¥®à¥¬ë ® ¥¤¨−áâ¢¥−−®áâ¨ (á¬. ¯. 3.38)
«¥¬¬  ¤®ª § − . �

4.31. �à¥¤«®¦¥−¨¥. …á«¨ R- «£¥¡àë F1 ¨ F2 ï¢«ïîâáï £« ¤-

ª¨¬¨, â® £« ¤ª®© ¡ã¤¥â ¨  «£¥¡à  F = F1 ⊗
R

F2 (4.28).

� Œë ãª ¦¥¬ §¤¥áì â®«ìª® ®á−®¢−ë¥ ¨¤¥¨, ®áâ ¢¨¢ ¤¥â «¨
ãá¥à¤−®¬ã ç¨â â¥«î (á¬. ¯. 4.29).

�ãáâì ai ∈ Mi = |Fi| ¨ Ui � ai | â ª¨¥ ®ªà¥áâ−®áâ¨, çâ®
Fi

∣∣
Ui

∼= C∞(Rni), i = 1, 2. �®áâ à ¥¬áï ãáâ −®¢¨âì ¨§®¬®àä¨§¬

F
∣∣
U1×U2

∼= C∞(Rn1+n2 ).

‚¢¨¤ã ¯. 4.30 ¤®áâ â®ç−® ¯®ª § âì, çâ®

F
∣∣
U1×U2

∼= F1
∣∣
U1

⊗
R

F2
∣∣
U2

.

�® ª ª ¡ë«® ¯®ª § −® ¢ëè¥, áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬

i : F1
∣∣
U1

⊗
R

F2
∣∣
U2

−→ F
∣∣
U1×U2

,

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨©, ª ª ®ª §ë¢ ¥âáï, ãá«®¢¨î ¨§ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï
£« ¤ª®© ®¡®«®çª¨. �
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“¯à ¦−¥−¨ï. 1. �ãáâì F1 | £« ¤ª ï  «£¥¡à  á ªà ¥¬ (á¬.
¯. 4.2) ¨ let F2 | £« ¤ª ï  «£¥¡à . ‘«¥¤ãï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã
¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¥¤«®¦¥−¨ï, ¯®ª ¦¨â¥, çâ® F = F1 ⊗

R

F2 |

£« ¤ª ï  «£¥¡à  á ªà ¥¬.
2. �áâ −¥âáï «¨ á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬ ¯à¥¤ë¤ãé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥,

¥á«¨ F2 â ª¦¥ ¡ã¤¥â £« ¤ª®©  «£¥¡à®© á ªà ¥¬?
4.32. �à¨¬¥àë. I. –¨«¨−¤à ¢ ¯à¨¬¥à¥ 4.5 (II) ï¢«ï¥âáï ¤¥-
ª àâ®¢ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥¬ ®ªàã¦−®áâ¨ S1 ¨ ¯àï¬®© R.

II. n-¬¥à−ë© â®à T n (á¬. 4.24 (III)) ï¢«ï¥âáï ¤¥ª àâ®¢ë¬
¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥¬ T n−1 ¨ S1. ‚ ç áâ−®áâ¨, T 2 = S1 × S1.
4.33. “¯à ¦−¥−¨¥. —¨â â¥«î, á¢¥¤ãé¥¬ã ¢ â®¯®«®£¨¨, ®ç¥−ì
¯®«¥§−® ¡ã¤¥â ¤®ª § âì, çâ® «¨áâ Œñ¡¨ãá  (4.7 (I)) −¥ ï¢«ï¥âáï
¤¥ª àâ®¢ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥¬ R ¨ S1 (íâ® ¬®¦−® ¤®ª § âì ¨ ¡¥§
¯®¬®é¨ ¬®é−ëå â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¬¥â®¤®¢).
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Š��’› ˆ �’‹�‘›

5.1. ‚ íâ®© £« ¢¥ ¨−âã¨â¨¢− ï ¨¤¥ï ú¢¢¥¤¥−¨ï «®ª «ì−ëå ª®-
®à¤¨− âû ®ä®à¬«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ áâà®£®£® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£® ®¯à¥-
¤¥«¥−¨ï ¤¨ää¥à¥−æ¨àã¥¬®£® ¬−®£®®¡à §¨ï. �â® ®¯à¥¤¥«¥−¨¥,
ª®−¥ç−® ¦¥, ®ª ¦¥âáï íª¢¨¢ «¥−â−ë¬  «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ã, ¤ −−®-
¬ã ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥© £« ¢¥. „®ª § â¥«ìáâ¢® íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨ ¡ã¤¥â
¯à¨¢¥¤¥−® ¢ £« ¢¥ 7.

Š®®à¤¨− â−ë© ¯®¤å®¤ ¡®«¥¥ âà ¤¨æ¨®−¥−¨ ¨−®£¤ , ª®−¥ç−®,
¡®«ìè¥ ¯®¤å®¤¨â ¤«ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨å ¯à¨«®¦¥−¨© (ª®£¤  −ã¦−®
çâ®-«¨¡®¢ëç¨á«¨âì). �¤− ª® íâ®â ¯®¤å®¤ ªã¤ ¬¥−¥¥ ã¤®¡¥− ¤«ï
à §¢¨â¨ï â¥®à¨¨, â ª ª ª âà¥¡ã¥â áªãç−ëå ¯à®¢¥à®ª ª®àà¥ªâ-
−®áâ¨ ¢¢®¤¨¬ëå á ¯®¬®éìî ª®®à¤¨− â ¯®−ïâ¨© ¨ ª®−áâàãªæ¨©,
â. ¥. ¨å −¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¢ë¡®à  «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â.

�à¨ ª®®à¤¨− â−®¬ ¯®¤å®¤¥ áâàãªâãà  ¬−®£®®¡à §¨ï −  ¬−®-
¦¥áâ¢¥ § ¤ ¥âáï á ¯®¬®éìî á¥¬¥©áâ¢  á®£« á®¢ −−ëå ª àâ, á®-
áâ ¢«ïîé¨å £« ¤ª¨©  â« á, â ª ¦¥, ª ª ¯®«¨â¨ç¥áª ï áâàãªâã-
à  −  ¯®¢¥àå−®áâ¨ ‡¥¬«¨ ®¯¨áë¢ ¥âáï ª àâ ¬¨ £¥®£à ä¨ç¥áª®£®
 â« á . ‚ë¤¥«¥−−ë¥ â¥à¬¨−ë ¡ã¤ãâ áâà®£® ®¯à¥¤¥«¥−ë ¢ á«¥¤ã-
îé¨å ¯ã−ªâ å.

5.2. Š àâ®© (U, x) −  ¬−®¦¥áâ¢¥ M − §ë¢ ¥âáï ¡¨¥ªæ¨ï
x : U → Rn ¯®¤¬−®¦¥áâ¢  U ⊂ M −  ®âªàëâ®¥ ¬−®¦¥áâ¢®
x(U) ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥ Rn. –¥«®¥ ç¨á«® n (n � 0)
− §ë¢ ¥âáï à §¬¥à−®áâìî ª àâë.

�à¨¬¥àë. I. …á«¨ U | ®âªàëâ®¥ ¬−®¦¥áâ¢® ¢ Rn, â® â®¦¤¥-
áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥®¯à¥¤¥«ï¥â ª àâã (U, id) −  ¬−®¦¥áâ¢¥ Rn.

82
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ψ

ϕ
ϕ

ψ
A

�¨á. 5.1.

II. �ãáâì T 2 | ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® ¤¢®©−®£®
¯«®áª®£® ¬ ïâ−¨ª  (à¨á. 5.1). ’®£¤  (U, s), £¤¥

U =
{
(ϕ, ψ) ∈ T 2 | ϕ, ψ ∈ ]− π

4
,
π

4
[
}
,

  s ®¡®§− ç ¥â ®â®¡à ¦¥−¨¥

U � (ϕ, ψ)
s�−→ (sinϕ, sinψ) ∈ R2,

ï¢«ï¥âáï ª àâ®© −  T 2. (‡ ¬¥â¨¬, çâ®, ¯à¨¯¨áë¢ ï ª ¦¤®¬ã ¯®-
«®¦¥−¨î ¬ ïâ−¨ª  ¥£® ª®−æ¥¢ãî â®çªã A ∈ R2, ¬ë −¥ ¯®«ãç¨¬
ª àâë, â. ª. â ª®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ −¥ ï¢«ï¥âáï ¡¨¥ªæ¨¥©.)

III. �ãáâì S | £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨© ¯ à ¡®«®¨¤ z = 1+x2−y2.
’®£¤  ¢¥àâ¨ª «ì− ï ¯à®¥ªæ¨ï S � (x, y, z)

pr�−→ (x, y) ∈ R2

®ªà¥áâ−®áâ¨ U ⊂ S â®çª¨ (0,0,1) ®¯à¥¤¥«ï¥â ª àâã (U, pr) −  S
(à¨á. 5.2).

5.3. �ãáâì ¤ −  ª àâ  (U, x) ¨ â®çª  a ∈ U. ‡ ¬¥â¨¬, çâ®
x(a)| â®çª  ¢ Rn, â. ¥. x(a) = (r1, . . . , rn) ∈ Rn; ç¨á«® ri − -
§ë¢ ¥âáï i-© ª®®à¤¨− â®© â®çª¨ a, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï äã−ªæ¨ï
(á®¯®áâ ¢«ïîé ï ª ¦¤®© â®çª¥ a ∈ U ¥¥ i-î ª®®à¤¨− âã) − §ë-
¢ ¥âáï i-© ª®®à¤¨− â−®© äã−ªæ¨¥© (¢ ª àâ¥ x); ®−  ®¡®§− ç ¥âáï
xi : U → R. Š àâ  ¯®«−®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬¨ n äã−ªæ¨ï-
¬¨ | ¢ «¨â¥à âãà¥ ¢ëà ¦¥−¨¥ ú«®ª «ì−ë¥ ª®®à¤¨− âëû ç áâ®
®¡®§− ç ¥â úª àâãû ¨¬¥−−® ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥.
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x
y

z

�¨á. 5.2.

5.4. „¢¥ ª àâë (U, x) ¨ (V, y) −  ®¤−®¬ ¨ â®¬ ¦¥ ¬−®¦¥-
áâ¢¥ M − §ë¢ îâáï á®£« á®¢ −−ë¬¨, ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥−¨¥ § ¬¥−ë

ª®®à¤¨− â, â. ¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

y ◦ x−1 : x(U ∩ V )→ y(U ∩ V ),

ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬ ®âªàëâëå ¯®¤¬−®¦¥áâ¢ ¢ Rn ¨«¨
U ∩ V = ∅ (á¬. à¨á. 5.3). �â−®è¥−¨¥ á®£« á®¢ −−®áâ¨ à¥ä«¥ª-
á¨¢−®, á¨¬¬¥âà¨ç−® ¨ âà −§¨â¨¢−® (¢ á¨«ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å
á¢®©áâ¢ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¢ Rn) â ª çâ® á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ª àâ − 
§ ¤ −−®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥ M à §¡¨¢ ¥âáï −  ª« ááë íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨
(¬−®¦¥áâ¢  á®£« á®¢ −−ëå ª àâ).

�à¨¬¥àë. I. ‚á¥ ª àâë (U, id), £¤¥ U | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬−®¦¥-
áâ¢® ¢ Rn (n ä¨ªá¨à®¢ −®), á®£« á®¢ −ë.

II. Š àâ  (U, s) −  ¤¢®©−®¬ ¬ ïâ−¨ª¥ T 2, ®¯¨á −− ï ¢ ¯. 5.2
(II), −¥ á®£« á®¢ −  á ª àâ®© (U, c), £¤¥

U � (ϕ, ψ)
c�−→ (sinϕ, g(ψ)),
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y
V

U

x

�¨á. 5.3.

  g(ψ) à ¢−® sinψ ¤«ï ®âà¨æ â¥«ì−ëå ψ¨ 1−cos ψ ¤«ï −¥®âà¨æ -
â¥«ì−ëå ψ. �à¨ç¨−  íâ®£® á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® § ¬¥−  ª®®à¤¨− â
c ◦ s−1 −¥ ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© ¢ â®çª¥ (0, 0) ∈ R2.

5.5. ‘¥¬¥©áâ¢® A á®£« á®¢ −−ëå ª àâ xα : Uα → Rn −  ¬−®-
¦¥áâ¢¥ M (£¤¥ n � 0 ä¨ªá¨à®¢ −®,   α ¯à®¡¥£ ¥â −¥ª®â®à®¥
¬−®¦¥áâ¢® ¨−¤¥ªá®¢ J ) − §ë¢ ¥âáï  â« á®¬ −  M, ¥á«¨ Uα ¯®-
ªàë¢ îâ M, â. ¥.

⋃
α∈J Uα = M. –¥«®¥ ç¨á«® n − §ë¢ ¥âáï

à §¬¥à−®áâìî  â« á  A. �â« á ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì−ë¬, ¥á«¨
®− −¥ á®¤¥à¦¨âáï −¨ ¢ ª ª®¬ ¤àã£®¬  â« á¥. �ç¥¢¨¤−®, «î¡®©

 â« á á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¥¤¨−áâ¢¥−−®¬ ¬ ªá¨¬ «ì−®¬  â« á¥,  
¨¬¥−−® ¢  â« á¥, á®áâ®ïé¥¬ ¨§ ¢á¥å ª àâ, á®£« á®¢ −−ëå á ª -
¦¤®© ¨§ ª àâ ¤ −−®£®  â« á .

„¢   â« á  − §ë¢ îâáï á®£« á®¢ −−ë¬¨, ¥á«¨ «î¡ ï ª àâ 
®¤−®£®  â« á  á®£« á®¢ −  á «î¡®© ª àâ®© ¤àã£®£®. �®á«¥¤−¥¥
ãá«®¢¨¥ à ¢−®á¨«ì−® â®¬ã, çâ® ®¡ê¥¤¨−¥−¨¥ íâ¨å  â« á®¢ â ª¦¥
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ï¢«ï¥âáï  â« á®¬. ‡ ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ¬ë ¢®§ì¬¥¬ ¤¢  á®£« á®-
¢ −−ëå  â« á , â® ®−¨, ¢¬¥áâ¥ á ¨å ®¡ê¥¤¨−¥−¨¥¬, á®¤¥à¦ âáï
¢ ®¤−®¬ ¨ â®¬ ¦¥ ¬ ªá¨¬ «ì−®¬  â« á¥.

�â−®è¥−¨¥ á®£« á®¢ −−®áâ¨  â« á®¢ ï¢«ï¥âáï à¥ä«¥ªá¨¢-
−ë¬, á¨¬¬¥âà¨ç−ë¬ ¨ âà −§¨â¨¢−ë¬ (¢¢¨¤ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å
á¢®©áâ¢ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¢ Rn), â ª çâ® á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å  â« -
á®¢ −  ¤ −−®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥ M à §¡¨¢ ¥âáï −  ª« ááë, ª ¦¤ë©
¨§ ª®â®àëå á®¤¥à¦¨â à®¢−® ®¤¨− ¬ ªá¨¬ «ì−ë©  â« á.

�à¨¬¥àë. I. �à®áâà −áâ¢® Rn ®¡« ¤ ¥â  â« á®¬, á®áâ®ïé¨¬ ¨§
¥¤¨−áâ¢¥−−®© ª àâë (Rn, id).

�¨á. 5.4.

II. ‘ä¥à  S2 ®¡« ¤ ¥â  â« á®¬, á®áâ®ïé¨¬ ¨§ ¤¢ãå ª àâ
(− ¯à¨¬¥à, áâ¥à¥®£à ä¨ç¥áª¨å ¯à®¥ªæ¨© ¨§ á¥¢¥à−®£® ¨ î¦−®£®
¯®«îá®¢, à¨á. 5.4).

III. „¢®©−®© ¬ ïâ−¨ª (á¬. ¯. 5.2, II) â ª¦¥ ¨¬¥¥â  â« áë,
á®áâ®ïé¨¥ ¨§ ¤¢ãå ª àâ. �®áâ à ©â¥áì − ©â¨ â ª®©  â« á.
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5.6. ‚®§¬®¦−®, ç¨â â¥«ì ã¤¨¢«¥−, ¯®ç¥¬ã ¬ë −¥ ®¯à¥¤¥«ï-
¥¬ ¬−®£®®¡à §¨ï ª ª ¬−®¦¥áâ¢ , á− ¡¦¥−−ë¥  â« á®¬. �à®áâ®
−¥ å®â¨¬, ¯®â®¬ã çâ® â ª®¥ ®¡é¥¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ § áâ ¢¨«® ¡ë − á
¯à¨á¢ ¨¢ âì ¢ëá®ª®¥ §¢ −¨¥ ¬−®£®®¡à §¨ï −¥ª®â®àë¬ −¥áª« ¤-
−ë¬ ®¡ê¥ªâ ¬. ‚®â −¥ª®â®àë¥ ¨§ −¨å.

I. „¨áªà¥â− ï ¯àï¬ ï. �â® ¬−®¦¥áâ¢® â®ç¥ª ¯àï¬®© R á ¤¨á-
ªà¥â−ë¬  â« á®¬, á®áâ®ïé¨¬ ¨§ ¢á¥å ª àâ ¢¨¤  ({r}, v), £¤¥
r ∈ R ¨ v(r) = 0 ∈ R0.

II. „«¨−− ï ¯àï¬ ï. �â® −¥á¢ï§−®¥ ®¡ê¥¤¨−¥−¨¥R =
∐

α Rα

íª§¥¬¯«ïà®¢ Rα ¯àï¬®© R, ¨−¤¥ªá¨à®¢ −−ëå ã¯®àï¤®ç¥−−ë¬
−¥áç¥â−ë¬ ¬−®¦¥áâ¢®¬ ¨−¤¥ªá®¢ α (− ¯à¨¬¥à, α ¬®¦¥â ¯à®-
¡¥£ âì á ¬® ¬−®¦¥áâ¢® R). �  ¬−®¦¥áâ¢¥ R áãé¥áâ¢ãîâ ¥áâ¥-
áâ¢¥−−ë¥ ¯®àï¤®ª ¨ â®¯®«®£¨ï (¨−¤ãæ¨à®¢ −−ë¥ â®¯®«®£¨¥© R
¨ −¥á¢ï§−ë¬ ®¡ê¥¤¨−¥−¨¥¬). “ −¥£® ¥áâì ¨ ¥áâ¥áâ¢¥−−ë©  â« á
A = {(Rα, idα) : α ∈ R}, £¤¥ idα : Rα → R1 | ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¥
ª ¦¤®£® íª§¥¬¯«ïà  Rα á ¨áå®¤−ë¬ ¯à®â®â¨¯®¬ R1 = R.

III. �àï¬ ï á ¤¢®©−®© â®çª®©. �â® ¯àï¬ ï R, ª ª®â®à®©
¤®¡ ¢«¥−  â®çª  θ,    â« á á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ª àâ: (U, x) ¨ (V, y),
£¤¥

U =R, x = id,

V ={θ} ∪ R � {0}, y(θ) = 0, y(r) = r, r ∈ R � {0}.
ƒ®¢®àï ¯® ¤àã£®¬ã, ¯àï¬ ï á ¤¢®©−®© â®çª®© ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ã-
ç¥− , ¥á«¨ ã ¤¢ãå íª§¥¬¯«ïà®¢ ¯àï¬®© ®â®¦¤¥áâ¢¨âì ¢á¥ â®çª¨
á ®¤¨− ª®¢ë¬¨ ª®®à¤¨− â ¬¨, §  ¨áª«îç¥−¨¥¬ −ã«ï.

5.7. ‘«¥¤ãîé¨¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï −ã¦−ë ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¨á-
ª«îç¨âì ¨§ à áá¬®âà¥−¨ï ¯ â®«®£¨ç¥áª¨¥  â« áë â¨¯  ®¯¨á −-
−ëå ¢ ¯. 5.6. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ®  â« á A −  M ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
ãá«®¢¨î áç¥â−®áâ¨, ¥á«¨ ®− á®áâ®¨â ¨§ −¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â−®£®
ç¨á«  ª àâ ¨«¨ ¥á«¨ ¢á¥ ¥£® ª àâë á®£« á®¢ −ë á ª àâ ¬¨ â ª®£®
−¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â−®£®  â« á . �â« á A −  M ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®-

¢¨î • ãá¤®àä , ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå â®ç¥ª a, b ∈ M − ©¤ãâáï
−¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ª àâë (U, x), (V, y), á®¤¥à¦ é¨¥ íâ¨ â®çª¨
(a ∈ U, b ∈ V , U ∩ V = ∅) ¨ á®£« á®¢ −−ë¥ á ª àâ ¬¨  â« á 
A.
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Ÿá−®, çâ® ¤¨áªà¥â− ï ¨ ¤«¨−− ï ¯àï¬ë¥ ¨§ ¯. 5.6 (I, II) −¥
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î áç¥â−®áâ¨,   ¯àï¬ ï á ¤¢®©−®© â®çª®©
5.6 (III) | ãá«®¢¨î • ãá¤®àä .

5.8. Š®®à¤¨− â−®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¬−®£®®¡à §¨ï. Œ−®¦¥áâ¢®
á ¬ ªá¨¬ «ì−ë¬  â« á®¬

Amax = {(Uα, xα)}, xα : Uα → Rn, n � 0,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬ áç¥â−®áâ¨ ¨ • ãá¤®àä , − §ë¢ ¥â-
áï n-¬¥à−ë¬ ¤¨ää¥à¥−æ¨àã¥¬ë¬ ¨«¨ £« ¤ª¨¬ ¬−®£®®¡à §¨¥¬.
‚ £« ¢¥ 7 ¡ã¤¥â ¤®ª § −®, çâ® íâ® ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ íª¢¨¢ «¥−â−®
¤ −−®¬ã ¢ ¯. 4.1.

„«ï â®£® çâ®¡ë ®¯¨á âì ª ª®¥-«¨¡® ª®−ªà¥â−®¥ ¬−®£®®¡à -
§¨¥ (M,Amax), ¬ë ç áâ® ¡ã¤¥¬ ãª §ë¢ âì −¥ª®â®àë© ¬¥−ìè¨©
 â« á A ⊂ Amax, â ª ª ª Amax ®¤−®§− ç−® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï «î¡ë¬
¨§ á¢®¨å ¯®¤ â« á®¢ (á¬. ¯. 5.5). ‚ íâ®¬ á«ãç ¥ ¬ë ®¡®§− ç ¥¬
− è¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ (M,A) ¨ £®¢®à¨¬, çâ® A | £« ¤ª¨©  â« á

−  M. ‡ ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨« £ â¥«ì−®¥ú£« ¤ª¨©û −¥ï¢−® ¢ª«îç ¥â
á®£« á®¢ −−®áâì, ãá«®¢¨¥ • ãá¤®àä  ¨ ãá«®¢¨¥ áç¥â−®áâ¨.

5.9. ’¥¯¥àì ¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® «î¡®© £« ¤ª¨©  â« á

A = {(Uα, xα)} −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M ®¯à¥¤¥«ï¥â â®¯®«®£¨ç¥-

áªãî áâàãªâãàã −  ¬−®¦¥áâ¢¥ M, ¯¥à¥−¥á¥−−ãî ®â®¡à ¦¥−¨-
ï¬¨ x−1

α ¨§ ¬−®¦¥áâ¢ xα(Uα) ⊂ Rn. ’®ç−¥¥, ¡ §¨á ®âªàëâëå
¬−®¦¥áâ¢ ¢ ¯à®áâà −áâ¢¥ M á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å ¬−®¦¥áâ¢ ¢¨¤ 
x−1

α (Bβ), £¤¥ Bβ | ¢á¥¢®§¬®¦−ë¥ ®âªàëâë¥ è àë, á®¤¥à¦ -
é¨¥áï ¢ xα(Uα). �¥¯®áà¥¤áâ¢¥−−® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥−¨© ¢ëâ¥ª ¥â,
çâ® M ï¢«ï¥âáï ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ å ãá¤®àä®¢ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬

¯à®áâà −áâ¢®¬ á® áç¥â−®© ¡ §®©. �â  â®¯®«®£¨ç¥áª ï á¨âã -
æ¨ï −  M ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï ¢á¥£¤ , ª®£¤  M á− ¡¦¥−®  â« á®¬.
� ¯à¨¬¥à, £®¢®àï, çâ® ¬−®£®®¡à §¨¥ M ª®¬¯ ªâ−® ¨«¨ á¢ï§-

−®, ¬ë ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥¬, çâ® ®−® ï¢«ï¥âáï ª®¬¯ ªâ−ë¬ (á¢ï§−ë¬)
â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà −áâ¢®¬ ®â−®á¨â¥«ì−® ®¯¨á −−®© ¢ëè¥
â®¯®«®£¨¨.

‹¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® «î¡ ï ª àâ  (U, x) ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®à-

ä¨§¬®¬ ®âªàëâ®£® ¢ íâ®© â®¯®«®£¨¨ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢  U ⊂ M
−  ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢® x(U) ⊂ Rn.



Š àâë ¨  â« áë 89

5.10. �à¨¬¥àë ¬−®£®®¡à §¨© ¨§ £¥®¬¥âà¨¨. I. ‘ä¥à 

Sn = {x : |x| = 1} ⊂ Rn+1

¨¬¥¥â  â« á ¨§ ¤¢ãå ª àâ, § ¤ ¢ ¥¬ëå áâ¥à¥®£à ä¨ç¥áª¨¬¨ ¯à®-
¥ªæ¨ï¬¨  − «®£¨ç−® ¤¢ã¬¥à−®¬ã á«ãç î (á¬. ¯. 5.5, (II)). ‘ä¥-
à  Sn | íâ® ¯à®áâ¥©è¥¥ ª®¬¯ ªâ−®¥ á¢ï§−®¥ n-¬¥à−®¥ ¬−®£®-
®¡à §¨¥.

II. ƒ¨¯¥à¡®«®¨¤ x2 + y2 − z2 = 1 ¢ R3 ¨¬¥¥â ¯à®áâ®©  â« á
¨§ ç¥âëà¥å ª àâ (U±, pzy), (V±, pzx), £¤¥

U± = {(x, y, z) | x = ±
√
1 + z2 − y2, ±x > 0},

V± = {(x, y, z) | y = ±
√
1 + z2 − x2, ±y > 0},

  pzy ¨ pzx | ¯à®¥ªæ¨¨ −  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯«®áª®áâ¨. ‘®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¤¢ã¬¥à−®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ á¢ï§−®, −® −¥ ª®¬¯ ªâ−®.

⊥

l

l

�¨á. 5.5.

III. �à®¥ªâ¨¢−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® RPn | ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å
¯àï¬ëå, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ − ç «® ª®®à¤¨− â O ¢ Rn+1. „«ï
«î¡®© â ª®© ¯àï¬®© l à áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîéãî ª àâã (Ul, pl).
Œ−®¦¥áâ¢® Ul á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å ¯àï¬ëå, ®¡à §ãîé¨å á l ã£®«,
−¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨©, áª ¦¥¬, 30◦ (à¨á. 5.5). „«ï ®¯à¥¤¥«¥−¨ï pl
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¢ë¡¥à¥¬ ¡ §¨á ¢ n-¯«®áª®áâ¨ l⊥ � O, ¯¥à¯¥−¤¨ªã«ïà−®© ª l,
¨ § ä¨ªá¨àã¥¬ ®¤−® ¨§ ¯®«ã¯à®áâà −áâ¢ ¢ Rn+1 � l⊥; ª ¦¤®©
¯àï¬®© l′ ∈ Ul ®â®¡à ¦¥−¨¥ pl ¯à¨¯¨áë¢ ¥â ª®®à¤¨− âë ¢ l⊥

¯à®¥ªæ¨¨ −  l⊥ ¥¤¨−¨ç−®£® ¢¥ªâ®à , − ¯à ¢«¥−−®£® ¢ ¢ë¡à −−®¥
¯®«ã¯à®áâà −áâ¢® ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¥£® ¯àï¬ãî l′. Œ−®¦¥áâ¢® ¢á¥å
â ª¨å ª àâ (Ul, pl) ®¡à §ã¥â £« ¤ª¨©  â« á, − ¤¥«ïîé¨© RPn

áâàãªâãà®© ª®¬¯ ªâ−®£® á¢ï§−®£® n-¬¥à−®£® ¬−®£®®¡à §¨ï.
IV. ƒà áá¬ −®¢® ¯à®áâà −áâ¢® Gn,m | íâ® ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å

m-¬¥à−ëå ¯«®áª®áâ¥© ¢ Rn, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ − ç «® ª®®à¤¨-
− â O. „«ï ¯®áâà®¥−¨ï ®¤−®© ª àâë ¢ë¡¥à¥¬ ¢ Rn ¤¥ª àâ®¢ã
á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨− â (x1, x2, . . . , xn) ¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ U ¢®§ì¬¥¬ ¬−®-
¦¥áâ¢® ¢á¥å m-¬¥à−ëå ¯«®áª®áâ¥©, § ¤ ¢ ¥¬ëå ¢ íâ¨å ª®®à¤¨-
− â å á¨áâ¥¬®© ãà ¢−¥−¨© ¢¨¤ 

xm+i =
m∑

j=1

aijxj, i = 1, . . . , n − m,

  ®â®¡à ¦¥−¨¥ p : U → Rm(n−m) ª ¦¤ãî â ªãî ¯«®áª®áâì ¯¥-
à¥¢®¤¨â ¢ − ¡®à ª®íää¨æ¨¥−â®¢ aij, ãç áâ¢ãîé¨å ¢ § ¤ îé¥©
¥¥ á¨áâ¥¬¥. ‚ë¡¨à ï à §«¨ç−ë¥ ¤¥ª àâ®¢ë á¨áâ¥¬ë, ¬®¦−® ¯®-
áâà®¨âì à §«¨ç−ë¥ ª àâë, ¢¬¥áâ¥ ¯®ªàë¢ îé¨¥ ¢á¥ ¯à®áâà −-
áâ¢® Gn,m. ‚¯à®ç¥¬, ¤«ï ¯®ªàëâ¨ï ¤®áâ â®ç−® ¨á¯®«ì§®¢ âì
®¤−ã ¤¥ª àâ®¢ã á¨áâ¥¬ã, «¨èì ¬¥−ïï ¢ −¥© ¯®àï¤®ª ª®®à¤¨− â.
‘®£« á®¢ −−®áâì ª àâ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ £« ¤ª®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ à¥è¥-
−¨© «¨−¥©−®© á¨áâ¥¬ë ãà ¢−¥−¨© ®â ¥¥ ª®íää¨æ¨¥−â®¢. ’ ª¨¬
®¡à §®¬, ¯®«ãç ¥âáïm(n−m)-¬¥à−®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥, ï¢«ïîé¥-
¥áï ®¡®¡é¥−¨¥¬ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¨¬¥à , ¨¬¥−−® Gn,1 = RPn−1.

Œ®¦−® à áá¬ âà¨¢ âì ¯«®áª®áâ¨ −¥ â®«ìª® ¢ Rn, −® ¨ ¢ ¯à®-
¨§¢®«ì−®¬ ª®−¥ç−®¬¥à−®¬ ¢¥ªâ®à−®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥ V . �®«ãç -
îé¥¥áï ¬−®£®®¡à §¨¥ ®¡®§− ç ¥âáï GV,m.

“¯à ¦−¥−¨¥. ‘ª®«ìª® á¢ï§−ëå ª àâ ¯®− ¤®¡¨âáï, çâ®¡ë ¯®-
«ãç¨âì  â« á ¤«ï ¡ãâë«ª¨ Š«¥©− ? (á¬. 4.7, III)? „®ª ¦¨â¥,
çâ® ¤¢ãå ¤®áâ â®ç−®.
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5.11. �à¨¬¥àë ¬−®£®®¡à §¨© ¨§  «£¥¡àë. I. �¡é ï «¨−¥©-

− ï £àã¯¯  GL(n) ¢á¥å «¨−¥©−ëå ¨§®¬®àä¨§¬®¢ ¯à®áâà −-
áâ¢  Rn ¨¬¥¥â  â« á, á®áâ®ïé¨© ¨§ ®¤−®© ª àâë à §¬¥à−®áâ¨
n2, ¯à¨¯¨áë¢ îé¥© ª ¦¤®¬ã í«¥¬¥−âã g ∈ GL(n) n2 ª®¬¯®-
−¥−â ¥£® ¬ âà¨æë áâ®«¡¥æ §  áâ®«¡æ®¬ ¢ ¢¨¤¥ ®¤−®£® ¢¥ªâ®à-
áâ®«¡æ  á n2 ª®¬¯®−¥−â ¬¨. ‘®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ −¥
ª®¬¯ ªâ−® ¨ −¥ á¢ï§−®.

II. ‘¯¥æ¨ «ì− ï ®àâ®£®− «ì− ï £àã¯¯  SO(n) ¢á¥å ¯®«®-
¦¨â¥«ì−ëå ®àâ®£®− «ì−ëå ¬ âà¨æ ®¡« ¤ ¥â £« ¤ª¨¬  â« á®¬
(n(n − 1)/2)-¬¥à−ëå ª àâ. …£® ¯®áâà®¥−¨¥ ¬ë ®áâ ¢«ï¥¬ ç¨â -
â¥«î, ª®â®àë© ¬®¦¥â ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¨¬¥à®¬ 5.10 (III)..

5.12. �à¨¬¥àë ¬−®£®®¡à §¨© ¨§ ¬¥å −¨ª¨. I. Š®−ä¨£ãà æ¨-
®−−ë¬ ¯à®áâà −áâ¢®¬ ¤¢®©−®£® ¬ ïâ−¨ª  (á¬. ¯¯. 5.2 II ¨ 5.4,
II), ª ª ç¨â â¥«ì − ¢¥à−®¥ ã¦¥ ¤®£ ¤ «áï, ï¢«ï¥âáï ¤¢ã¬¥à−ë©
â®à T 2 = S1 × S1.

II. Š®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® â®−ª®£® ®¤−®à®¤−®£®

¤¨áª , æ¥−âà ª®â®à®£® § ä¨ªá¨à®¢ − è à−¨à®¬ (¯®§¢®«ïîé¨¬
¤¨áªã ¯®¢®à ç¨¢ âìáï −  «î¡®© ã£®« ¢ «î¡®¬ − ¯à ¢«¥−¨¨
âà¥å¬¥à−®£® ¯à®áâà −áâ¢ ), ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ¤¢ã¬¥à−ë¬
 â« á®¬. Œë − áâ®ïâ¥«ì−® à¥ª®¬¥−¤ã¥¬ ç¨â â¥«î − ©â¨ â ª®©
 â« á ¨ áà ¢−¨âì ¥£® á  â« á®¬ ¯à®¥ªâ¨¢−®© ¯«®áª®áâ¨ RP 2.
� ¤® â ª¦¥ ¯à¨−ïâì ¢® ¢−¨¬ −¨¥ â®, çâ® ¥á«¨ ®¤−ã áâ®à®−ã
¤¨áª  ¯®ªà á¨âì ¢ §¥«¥−ë© æ¢¥â, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨©  â« á
á®¢¯ ¤ ¥â á  â« á®¬ áä¥àë S2.

III. Š®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® â¢¥à¤®£® â¥« , á¢®¡®¤-
−® ¢à é îé¥£®áï ¢ ¯à®áâà −áâ¢¥ ¢®ªàã£ ä¨ªá¨à®¢ −−®© â®çª¨
(á¬. â ª¦¥ ¯. 1.1), ï¢«ï¥âáï âà¥å¬¥à−ë¬ ª®¬¯ ªâ−ë¬ á¢ï§−ë¬
¬−®£®®¡à §¨¥¬. —¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï − ©â¨  â« á ¤«ï íâ®£®
¬−®£®®¡à §¨ï ¨ áà ¢−¨âì ¥£® á RP 3 ¨ SO(3).

5.13. “¯à ¦−¥−¨¥. � áá¬®âà¨¬ ¬−®£®®¡à §¨ï, ª®â®àë¥ −¥-
ä®à¬ «ì−® ®¡áã¦¤ «¨áì − ¬¨ ¢ £« ¢¥ 1):

1. �à®¥ªâ¨¢−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® RP 3.
2. ‘ä¥à  S3, ã ª®â®à®©®â®¦¤¥áâ¢«¥−ë  −â¨¯®¤ «ì−ë¥ â®ç-

ª¨.
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3. „¨áª D3, ã ª®â®à®£® ®â®¦¤¥áâ¢«¥−ë  −â¨¯®¤ «ì−ë¥ £à -
−¨ç−ë¥ â®çª¨ (â. ¥., â®çª¨ ∂D3 = S2).

4. ‘¯¥æ¨ «ì− ï ®àâ®£®− «ì− ï £àã¯¯  SO(3).
5. Š®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® â¢¥à¤®£® â¥« , á¢®¡®¤-

−® ¢à é îé¥£®áï ¢®ªàã£ −¥¯®¤¢¨¦−®© â®çª¨ ¢ R3.

�®ª ¦¨â¥, çâ® ®−¨ ¢á¥ ¤¨ää¥®¬®àä−ë, ¨á¯®«ì§ãï

1. ¯®áâà®¥−¨¥  â« á®¢ ¨ ¤¨ää¥®¬®à¨§¬®¢ ¬¥¦¤ã ª àâ ¬¨;
2. ¯®áâà®¥−¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £« ¤ª¨å R-

 «£¥¡à.

5.14. � −¥¥ (á¬. ¯. 4.2) ¬ë ¢¢¥«¨ ¯®−ïâ¨¥ ¬−®£®®¡à §¨ï á ªà -
¥¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨. ’¥¯¥àì ¤ ¤¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ª®®à¤¨− â−®¥
®¯à¥¤¥«¥−¨¥.

�â® ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¢ â®ç−®áâ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ®¯à¥¤¥«¥−¨¥¬ ®¡ëç-
−®£® ¬−®£®®¡à §¨ï (á¬. 5.8), −® ¯®−ïâ¨¥ ª àâë −ã¦¤ ¥âáï ¢ ¬®-
¤¨ä¨ª æ¨¨ ¯ãâ¥¬ § ¬¥−ë Rn −  Rn

+. ’®ç−¥¥, ª àâ®© á ªà ¥¬

(U, x) −  ¬−®¦¥áâ¢¥ M − §ë¢ ¥âáï ¡¨¥ªâ¨¢−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥
x : U → Rn

+ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢  U ⊂ M −  ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢®
x(U) ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯®«ã¯à®áâà −áâ¢¥

Rn
+ = {(r1, . . . , rn) ∈ Rn | rn � 0}.

‡ ¬¥â¨¬, çâ® ª àâ  ¢ Rn ï¢«ï¥âáï ç áâ−ë¬ á«ãç ¥¬ ª àâë ¢ Rn
+,

¨¡® x(U) ¬®¦¥â −¥ ¯¥à¥á¥ª âì úªà ïû ¯®«ã¯à®áâà −áâ¢ 

{(r1, . . . , rn) ∈ Rn | rn = 0}.

‚á¥ ¤ «ì−¥©è¨¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï (à §¬¥à−®áâì, á®£« á®¢ −-
−®áâì,  â« áë ¨ â. ¤.) ®áâ îâáï â¥¬¨ ¦¥, −® á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©
§ ¬¥−®© Rn −  Rn

+. �®¢â®àïï íâ¨ ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ −−ë¥ ®¯à¥-
¤¥«¥−¨ï, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ª®®à¤¨− â−®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¬−®£®®¡à §¨ï

á ªà ¥¬.
“á¥à¤−®¬ã ç¨â â¥«î ¡ã¤¥â ¯®«¥§−® ¯à®¨§¢¥áâ¨ ¢á¥ íâ¨ ¯®-

¢â®à¥−¨ï ¢ ¤¥â «ïå | å®à®è¨© á¯®á®¡ ¯à®¢¥à¨âì, − áª®«ìª® ®−
®¢« ¤¥« £« ¢−ë¬ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥¬ 5.8.



Š àâë ¨  â« áë 93

5.15. …á«¨ A = (Uα, xα)α∈J á®áâ®¨â ¨§ ª àâ á ªà ¥¬, â® ¬−®-
¦¥áâ¢®

∂M = {m ∈ M | ∃α ∈ J, m = x−1
α (r1, . . . , rn), rn = 0}

â®ç¥ª, ª®â®àë¥ ¯à¨ ª®®à¤¨− â−ëå ®â®¡à ¦¥−¨ïå ¯¥à¥å®¤ïâ
¢ £à −¨ç−ãî (n − 1)-¬¥à−ãî ¯«®áª®áâì ¯®«ã¯à®áâà −áâ¢  Rn

+,
− §ë¢ ¥âáï ªà ¥¬ ¬−®£®®¡à §¨ï M.

Š®£¤  ∂M ¯ãáâ®, ¬ë á−®¢  ¯®«ãç¨¬ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ®¡ëç−®£®
¬−®£®®¡à §¨ï, â ª ª ª ®âªàëâ®¥ ¯®«ã¯à®áâà −áâ¢® {rn > 0}
£®¬¥®¬®àä−® ¯à®áâà −áâ¢ã Rn.

‚ «¨â¥à âãà¥ â¥à¬¨− ú¬−®£®®¡à §¨¥û ¨−®£¤  ¢ª«îç ¥â ¢ á¥-
¡ï ¬−®£®®¡à §¨¥ á ªà ¥¬. ‚ íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ëà ¦¥−¨¥ § ¬ª−ã-

â®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ ã¯®âà¥¡«ï¥âáï ¤«ï ®¡®§− ç¥−¨ï ¬−®£®®¡à §¨ï
á ¯ãáâë¬ ªà ¥¬.

�à¥¤«®¦¥−¨¥. Šà © ∂M n-¬¥à−®£® ¬−®£®®¡à §¨ï M á ªà ¥¬

®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥−−®© áâàãªâãà®© (n − 1)-¬¥à−®£® § ¬ª−ã-

â®£® ¬−®£®®¡à §¨ï.

‘å¥¬  ¤®ª § â¥«ìáâ¢ : çâ®¡ë ¯®«ãç¨âì  â« á −  ∂M, −ã¦-
−® ¢§ïâì ¯¥à¥á¥ç¥−¨ï ª àâ −  M á £à −¨ç−®© (n − 1)-¬¥à−®©
¯«®áª®áâìî ¯®«ã¯à®áâà −áâ¢ 

Rn−1 = {(r1, . . . , rn) ∈ Rn
+ | rn = 0}.

5.16. �à¨¬¥àë ¬−®£®®¡à §¨© á ªà ¥¬. I. n-¬¥à−ë© ¤¨áª

Dn = {x | ‖x‖ � 1} ⊂ Rn

ï¢«ï¥âáï n-¬¥à−ë¬ ¬−®£®®¡à §¨¥¬ á ªà ¥¬ ∂Dn = Sn−1.
II. …á«¨ M | n-¬¥à−®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ (¡¥§ ªà ï) á  â« -

á®¬ A, â®, úã¡à ¢ ¨§ −¥£® ®âªàëâë© ¤¨áªû, ¬®¦−® ¯®«ãç¨âì
¬−®£®®¡à §¨¥ á ªà ¥¬. ’®ç−¥¥, −ã¦−® ¢§ïâì ª ªãî-«¨¡® ª àâã
(U, x) ∈ A, ¢ë¡à âì ¢ x(U) ⊂ Rn ®âªàëâë© n-¬¥à−ë© ¤¨áª V
¨ à áá¬®âà¥âì ¬−®¦¥áâ¢® M � x−1(V ) á ®ç¥¢¨¤−®© áâàãªâãà®©
¬−®£®®¡à §¨ï á ªà ¥¬; M � x−1(V ) ¨−®£¤  − §ë¢ îâ ¯à®ª®«®-

âë¬ ¬−®£®®¡à §¨¥¬.
III. �  à¨á. 5.6 ¯à¥¤áâ ¢«¥−ë ú¢á¥û ª®¬¯ ªâ−ë¥ ¤¢ã¬¥à−ë¥

¬−®£®®¡à §¨ï á ªà ¥¬ S1. �−¨ − §ë¢ îâáï:
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�¨á. 5.6.

2-¤¨áª®¬, ¯à®ª®«®âë¬ â®à®¬, ¯à®ª®«®â®© ®à¨¥−â¨àã¥¬®©
¯®¢¥àå−®áâìî à®¤  2,. . . , ¯à®ª®«®â®© ®à¨¥−â¨àã¥¬®© ¯®¢¥àå-
−®áâìî à®¤  k, . . . (¢¥àå−¨© àï¤),

«¨áâ®¬ Œñ¡¨ãá , ¯à®ª®«®â®© ¡ãâë«ª®© Š«¥©− , . . . , ¯à®-
ª®«®â®© −¥®à¨¥−â¨àã¥¬®© ¯®¢¥àå−®áâìî à®¤  k, . . .

’¥à¬¨− ®à¨¥−â¨àã¥¬ë©, ª®â®àë© ¬ë −¥ ¡ã¤¥¬ §¤¥áì ®¡-
áã¦¤ âì, ¤«ï ¤¢ã¬¥à−®£® á«ãç ï à ¢−®á¨«¥− ¢ëà ¦¥−¨î ú−¥
á®¤¥à¦ é¨© «¨áâ Œñ¡¨ãá û.

5.17. �à¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ ¨§ãç¥−¨¨ £« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨©
äã−¤ ¬¥−â «ì−ë¬ ¯®−ïâ¨¥¬ ¡ë«  R- «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ª-
æ¨©F . �âã R- «£¥¡àã ¬®¦−® ®¯à¥¤¥«¨âì ¨ ¤«ï ¬−®£®®¡à §¨ïM,
§ ¤ −−®£® á ¯®¬®éìî  â« á  A.

�¯à¥¤¥«¥−¨ï. ”ã−ªæ¨ï f : M → R −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M á £« ¤-
ª¨¬  â« á®¬ A − §ë¢ ¥âáï £« ¤ª®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ª àâë
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(U, x) ∈ A äã−ªæ¨ï f ◦ x−1 : x(U) → R, ®¯à¥¤¥«¥−− ï − 
®âªàëâ®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥ x(U) ⊂ Rn, ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®©, â. ¥. ¯à¨-
− ¤«¥¦¨â C∞(x(U)). Œ−®¦¥áâ¢® ¢á¥å £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  M
®¡®§− ç ¥âáï C∞(M). �  íâ®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥ áãé¥áâ¢ã¥â ®ç¥¢¨¤-
− ï áâàãªâãà  R- «£¥¡àë, ¨ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¢à¥¬¥−−® − §ë¢ âì ¥£®
R- «£¥¡à®© £« ¤ª¨å ®â−®á¨â¥«ì−®  â« á  A äã−ªæ¨© −  M.

‹¥£ª® ãáâ −®¢¨âì, çâ® ¬−®¦¥áâ¢® C∞(M) ¡ã¤¥â â¥¬ ¦¥ á -
¬ë¬ ¤«ï «î¡®£®  â« á  A, á®£« á®¢ −−®£® á A. �®«¥¥ â®£®, ¬ë
ã¢¨¤¨¬, çâ® C∞(M) | â  ¦¥ R- «£¥¡à , çâ® ¨ ¯à¨  «£¥¡à ¨-
ç¥áª®¬ ¯®¤å®¤¥ (C∞(M) = F ), −® íâ® ¡ã¤¥â ¤®ª § −® â®«ìª®
¢ £« ¢¥ 7.
“¯à ¦−¥−¨ï. 1. �¯¨è¨â¥  «£¥¡àã £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© (¢ á¬ë-
á«¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï, ¯à¨¢¥¤¥−−®£® ¢ëè¥) ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®£® ¯à®-
áâà −áâ¢  ¤¢®©−®£® ¬ ïâ−¨ª  (á¬. 5.12).

2. ’®â ¦¥ ¢®¯à®á ¤«ï á«ãç ï, ª®£¤  ϕ-áâ¥à¦¥−ì ª®à®ç¥
ψ-áâ¥à¦−ï, â ª çâ® ¢à é¥−¨¥ ¯®á«¥¤−¥£® ¯à¥ªà é ¥âáï, ª®£¤ 
®− ¤®áâ¨£ ¥â ϕ-®á¨ (á¬. à¨á. 5.1). �¯¨è¨â¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥
£« ¤ª®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥.
5.18. „«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨ ¤¢ãå ¯®¤å®¤®¢ (¢
£« ¢¥ 7) − ¬ ¯®− ¤®¡¨âáï á«¥¤ãîé¥¥

�à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì M | ¬−®£®®¡à §¨¥, A | £« ¤ª¨©

 â« á ¨ C∞(M) | R- «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  M
(®â−®á¨â¥«ì−®  â« á  A). ’®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â äã−ªæ¨ï f ∈
C∞(M), ¢á¥ ¯®¢¥àå−®áâ¨ ãà®¢−ï ª®â®à®© (â. ¥. ¬−®¦¥áâ¢ 

f−1(λ), λ ∈ R) ª®¬¯ ªâ−ë.

�â® ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®ª § −® á ¨á¯®«ì§®¢ −¨¥¬
¯à¥¤«®¦¥−¨ï 2.7, ®¡®¡é¥−¨¥¬ ª®â®à®£® ®−® ï¢«ï¥âáï,   â ª¦¥
«¥¬¬ë ® à §¡¨¥−¨¨ ¥¤¨−¨æë, áä®à¬ã«¨à®¢ −−®© á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¨¬ ®¡à §®¬ ¤«ï ¬−®£®®¡à §¨© á  â« á ¬¨ (áà. á ¯. 4.18).
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6.1. �ãáâì F1 |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¬−®£®-
®¡à §¨¨ M1,   F2 | −  M2. �â®¡à ¦¥−¨¥ f : M1 → M2 − -
§ë¢ ¥âáï £« ¤ª¨¬, ¥á«¨ f = |ϕ|, £¤¥ ϕ : F2 → F1 | −¥ª®â®àë©
£®¬®¬®àä¨§¬ R- «£¥¡à.

� ¯®¬−¨¬, çâ®Mi = |Fi|, i = 1, 2, ï¢«ïîâáï ¤¢®©áâ¢¥−−ë¬¨
¯à®áâà −áâ¢ ¬¨ ª Fi (á¬. ¯. 3.4), â. ¥. á®áâ®ïâ ¨§ ¢á¥å £®¬®¬®à-
ä¨§¬®¢ R- «£¥¡à x : Fi → R, i = 1, 2,   |ϕ| : |F1| → |F2| |
¤¢®©áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥, ®¯à¥¤¥«¥−−®¥ ¢ ¯. 3.19 ä®à¬ã«®©
|ϕ| : x �→ x ◦ ϕ. ‚á¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë ¯à¥¤¯®« £ îâáï ã−¨â à−ë-
¬¨: ϕ(1) = 1.

“¯à ¦−¥−¨¥. „®ª ¦¨â¥, çâ® ϕ ¨−ê¥ªâ¨¢−®, ¥á«¨ f áîàê¥ªâ¨¢-
−®. �®áâà®©â¥ ª®−âà¯à¨¬¥à, ®¯à®¢¥à£ îé¨© ®¡à â−®¥ ãâ¢¥à-
¦¤¥−¨¥ (¢ á«ãç ¥ −¥ã¤ ç¨¢¥à−¨â¥áì ª íâ®¬ã ã¯à ¦−¥−¨î ¯® ¯à®-
çâ¥−¨¨ ¯. 6.5).

6.2. �à¨¬¥à. �ãáâì F |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¬−®£®-
®¡à §¨¨ M, −  ª®â®à®¬ ¤¥©áâ¢ã¥â £àã¯¯  •. �â®¡à ¦¥−¨¥

p = |i| : M → M/•,

¤¢®©áâ¢¥−−®¥ ¢«®¦¥−¨î i : F• → F  «£¥¡àë •-¨−¢ à¨ −â−ëå
äã−ªæ¨© (á¬. 4.22) ¢ F , ª®−¥ç−® ¦¥, £« ¤ª®¥.

� áá¬®âà¨¬ £àã¯¯ã • = Z, ¤¥©áâ¢ãîéãî −  R á¤¢¨£ ¬¨
r �→ r+n, n ∈ Z. �¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§ S1 ¬−®¦¥áâ¢® ª« áá®¢ íª¢¨-
¢ «¥−â−®áâ¨ r1 ∼ r2 ⇔ r1 − r2 ∈ Z. �ãáâì F , ª ª ¨ ¢ ¯. 4.2, |

96
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 «£¥¡à  £« ¤ª¨å •-¨−¢ à¨ −â−ëå äã−ªæ¨© −  ¯àï¬®© R. …áâ¥-
áâ¢¥−− ï ¯à®¥ªæ¨ï p : R → S1 ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬,
â ª ª ª ®−  á®¢¯ ¤ ¥â á |i|, £¤¥ i | ¢«®¦¥−¨¥ F ↪→ C∞(R).

ƒ®¢®àïâ, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ p − ¬ âë¢ ¥â ¯àï¬ãî R
−  ®ªàã¦−®áâì S1.

6.3. �à¨¬¥à. �ãáâì F |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¬−®-
£®®¡à §¨¨ M,   N ⊂ M | £« ¤ª®¥ ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥ ¢ M (á¬.
¯. 4.11). ‚ íâ®¬ á«ãç ¥ ¢«®¦¥−¨¥ N ↪→ M ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬
®â®¡à ¦¥−¨¥¬, â ª ª ª á®¢¯ ¤ ¥â á |p|, £¤¥

p : F → FN = F
∣∣
N

| £®¬®¬®àä¨§¬ ®£à −¨ç¥−¨ï (á¬. ¯. 4.11).
�ãáâì S1 ¨ F | â¥ ¦¥, çâ® ¨ ¢ ¯. 6.2,   FC |  «£¥¡à 

¢á¥å ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−®§− ç−ëå äã−ªæ¨© ª®¬¯«¥ªá−®£® ¯¥à¥¬¥−−®£®
z = x+ iy, £« ¤ª® § ¢¨áïé¨å ®â ¯¥à¥¬¥−−ëå x ¨ y. � áá¬®âà¨¬
¢«®¦¥−¨¥

i : S1 ↪→ C ([r] �−→ e2πir),

£¤¥ [r] ∈ S1 | ª« áá íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨ â®çª¨ r ∈ R.
„ «¥¥, ®¯à¥¤¥«¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬

β : FC → F , β(f)(r) = f(e2πir), f ∈ FC, r ∈ R.

‚«®¦¥−¨¥ i á®¢¯ ¤ ¥â á |β| ¨ ¯®íâ®¬ã ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ®â®¡à -
¦¥−¨¥¬ S1 ¢ R2 = C.

‡ ¬¥â¨¬, çâ® ¬ë ã¦¥ ¢áâà¥ç «¨áì á íâ¨¬ ¢«®¦¥−¨¥¬ ¢ ¤àã£®¬
ª®®à¤¨− â−®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥−¨¨ (á¬. ¯. 4.13).

6.4. �à¨¬¥àë. �ãáâì F |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ®â-
ªàëâ®¬ «¨áâ¥ Œñ¡¨ãá  (á¬. ¯. 4.7 (I)),   F(S1) |  «£¥¡à 
£« ¤ª¨å 1-¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å äã−ªæ¨© −  ¯àï¬®© (ú®ªàã¦−®áâìû
| á¬. ¯. 3.18).

I. � áá¬®âà¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ë

α, β : F → F(S1), α(f)(r) = f(r, 0), β(f)(r) = f(2r, b),

£¤¥ f ∈ F , r ∈ R ¨ b �= 0| «î¡®¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−®¥ ç¨á«®.
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|β|

|α|

b=1

b=2

�¨á. 6.1.

“¯à ¦−¥−¨¥. �®ç¥¬ã ¯à¨ b �= 0 ä®à¬ã«  γ(f)(r) = f(r, b)
−¥ § ¤ ¥â −¨ª ª®£® £®¬®¬®àä¨§¬  γ : F → F(S1)?

ƒ« ¤ª¨¥ ®â®¡à ¦¥−¨ï |α| ¨ |β| ¯®ª § −ë −  à¨á. 6.1. �â¬¥-
â¨¬, çâ® ®¡à § ®â®¡à ¦¥−¨ï |β| ú¢¤¢®¥ ¤«¨−−¥¥û, ç¥¬ ®¡à § |α|.

II. ‘ãé¥áâ¢ã¥â § ¬¥ç â¥«ì−®¥ £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ «¨áâ 
Œñ¡¨ãá  −  ®ªàã¦−®áâì,   ¨¬¥−−® ®â®¡à ¦¥−¨¥ g = |ξ|, £¤¥

ξ : F(S1)→ F , ξ(f)(r1, r2) = f(r1).

‡ ¬¥â¨¬, çâ® α ◦ ξ = idF(S1). �â®¡à ¦¥−¨¥ g = |ξ| ¬®¦−®
¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª úá¯«îé¨¢ −¨¥ «¨áâ  Œñ¡¨ãá  −  ¥£® áà¥¤−îî
®ªàã¦−®áâìû (à¨á. 6.2).

6.5. �à¨¬¥à. ‚ë¡¥à¥¬ ¨àà æ¨®− «ì−®¥ ç¨á«® λ ∈ R ¨ à á-
á¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥

f : R1 → R2 ( r �→ (r, λr) ).

’®£¤  f = |ϕ|, £¤¥

ϕ : C∞(R2)→ C∞(R1), ϕ(g)(r) = g(r, λr)
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�¨á. 6.2.

¤«ï ¢á¥å g ∈ C∞(R2), r ∈ R.
�¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§ |ϕ| ®£à −¨ç¥−¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬  ϕ −  ¯®¤-

 «£¥¡àã ¤¢ ¦¤ë ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å äã−ªæ¨© (á¬. ¯. 4.24, (III)
¤«ï n = 2). �¡à § £« ¤ª®£® ®â®¡à ¦¥−¨ï |ϕ| : R1 → T 2 ¢áî¤ã
¯«®â¥− ¢ â®à¥ T 2,   §− ç¨â, £®¬®¬®àä¨§¬ ϕ ¨−ê¥ªâ¨¢¥−.

�â®â ¯à¨¬¥à ¨−â¥à¥á¥− â¥¬, çâ® ¢ −¥¬  «£¥¡à  äã−ªæ¨©
ú−¥áª®«ìª¨å ¯¥à¥¬¥−−ëåû ®ª §ë¢ ¥âáï ¨§®¬®àä−®© ¯®¤ «£¥¡à¥
 «£¥¡àë C∞(R1).

Š®£¤  ç¨á«® λ ¢ë¡à −® à æ¨®− «ì−ë¬, ®¡à § ®â®¡à ¦¥−¨ï
|ϕ| ª®¬¯ ªâ¥−. — áâ−ë© á«ãç © ¯à¨¢®¤¨âáï −  à¨á. 6.3. �®áâ -
à ©â¥áì ã£ ¤ âì, ª ª®¥ §− ç¥−¨¥ ç¨á«  λ ¢ë¡à −® §¤¥áì.

6.6. ’¥¯¥àì, ª®£¤  ¢¢¥¤¥−® ¯®−ïâ¨¥ £« ¤ª®£® ®â®¡à ¦¥−¨ï
¬−®£®®¡à §¨©, ®−¨ ¡®«ìè¥ −¥ ï¢«ïîâáï ®â¤¥«ì−ë¬¨, −¥§ ¢¨-
á¨¬ë¬¨ ®¡ê¥ªâ ¬¨,   á®¡à −ë ¢ −¥çâ® æ¥«®¥, − §ë¢ ¥¬®¥ ª â¥-

£®à¨¥©. „àã£¨¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ ª â¥£®à¨© ï¢«ïîâáï £àã¯¯ë ¨ ¨å
£®¬®¬®àä¨§¬ë, â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà −áâ¢  ¨ −¥¯à¥àë¢−ë¥
®â®¡à ¦¥−¨ï, R- «£¥¡àë ¨ £®¬®¬®àä¨§¬ë R- «£¥¡à, «¨−¥©−ë¥
¯à®áâà −áâ¢  ¨ «¨−¥©−ë¥ ®¯¥à â®àë. Š ª ®â¬¥ç «®áì ¢ ¯. 3.39,
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�¨á. 6.3.

¬ë −¥ ¡ã¤¥¬ ¤ ¢ âì ª ª¨å-«¨¡® ä®à¬ «ì−ëå ®¯à¥¤¥«¥−¨© ¨§  ¡-
áâà ªâ−®© â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©, −® ç áâ® ¡ã¤¥¬ ú¬ëá«¨âì −  ï§ëª¥
ª â¥£®à¨©û.

‚ ç áâ−®áâ¨, ãª ¦¥¬ ¤¢  äã−¤ ¬¥−â «ì−ëå á¢®©áâ¢  ª â¥-

£®à¨¨ £« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨© ¨ ®â®¡à ¦¥−¨©:
I. ¥á«¨ a = |α| : M1 → M2 ¨ b = |β| : M2 → M3 | £« ¤-

ª¨¥ ®â®¡à ¦¥−¨ï, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬ ¬ R- «£¥¡à
α : F2 → F1 ¨ β : F3 → F2, â® b ◦ a : M1 → M3 | £« ¤ª®¥ ®â®-
¡à ¦¥−¨¥, â ª ª ª á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª®¬¯®§¨æ¨¨ α ◦ β (¢ ®¡à â−®¬
¯®àï¤ª¥) £®¬®¬®àä¨§¬®¢ α ¨ β;

II. â®¦¤¥áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

id : M1 =M → M2 =M

ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬, â ª ª ª á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¦¤¥áâ¢¥−−®¬ã £®¬®-
¬®àä¨§¬ã

id: F2 = F → F1 = F .
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„àã£¨¥ ã¯®¬¨− ¢è¨¥áï ¢ëè¥ ª â¥£®à¨¨ â ª¦¥ ®¡« ¤ îâ
 − «®£¨ç−ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, − ¬ § ¤ − −¥ª®â®àë© − ¡®à ®â®¡à ¦¥−¨©
á® á¢®©áâ¢ ¬¨ I ¨ II. ’¨¯¨ç−ë¬ úâàîª®¬ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©û
ï¢«ï¥âáï ú®¡à é¥−¨¥ áâà¥«®ªû: ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥−¨¥ A → B ¯à¨-
− ¤«¥¦¨â − è¥¬ã − ¡®àã, ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì − «¨ç¨¥ ®â®¡à -
¦¥−¨ï B → A ¢ −®¢®¬, ¤¢®©áâ¢¥−−®¬− ¡®à¥ ®â®¡à ¦¥−¨©, ¢ ª®-
â®à®¬ ª®¬¯®§¨æ¨ï § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ®¡à â−®¬ ¯®àï¤ª¥. �®«ãç¨¬
¤¢®©áâ¢¥−−ãî ª â¥£®à¨î, â ª¦¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî á¢®©áâ¢ ¬
I ¨ II.

” ªâ¨ç¥áª¨ ¬ë ã¦¥ ¨á¯®«ì§®¢ «¨ íâ®â ¯à¨¥¬, ¯¥à¥å®¤ï
®â £®¬®¬®àä¨§¬®¢ £« ¤ª¨å R- «£¥¡à ª £« ¤ª¨¬ ®â®¡à ¦¥−¨-
ï¬ ¬−®£®®¡à §¨©. ‘®¤¥à¦ −¨¥ £« ¢ 4 ¨ 6 ¬®¦−® à¥§î¬¨à®-
¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: £« ¤ª®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ | íâ® £« ¤ª ï
R- «£¥¡à , ¯®−¨¬ ¥¬ ï ª ª ®¡ê¥ªâ ¤¢®©áâ¢¥−−®© ª â¥£®à¨¨.

6.7. �ãáâì M1 ¨ M2 | ¬−®£®®¡à §¨ï. ƒ« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥
a : M1 → M2 − §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â
â ª®¥ £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ b : M2 → M1, çâ® b ◦ a = idM1,
a ◦ b = idM2.

Œ−®£®®¡à §¨ïM1 ¨ M2 − §ë¢ îâáï ¤¨ää¥®¬®àä−ë¬¨, ¥á«¨
áãé¥áâ¢ã¥â ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ®¤−®£® ¨§ −¨å −  ¤àã£®¥. ‡ ¬¥â¨¬,
çâ® ¤¢  ¬−®£®®¡à §¨ï ¤¨ää¥®¬®àä−ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  ¨å R- «£¥¡àë £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© ¨§®¬®àä−ë.

„¨ää¥®¬®àä−®áâì ï¢«ï¥âáï ®â−®è¥−¨¥¬ íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨
¨ ¡ã¤¥â ®¡®§− ç âìáï ∼=. ‚ £« ¢¥ 4, £®¢®àï ¯à® ¬−®£®®¡à §¨ï
úâ® ¦¥ á ¬®¥û, ú¨¤¥−â¨ç−®¥û, ¬ë −  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¨¬¥«¨ ¢ ¢¨¤ã,
çâ® ®−¨ ¤¨ää¥®¬®àä−ë. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, á â®çª¨ §à¥−¨ï â¥®à¨¨
¤¨ää¥®¬®àä−ë¥ ¬−®£®®¡à §¨ï| íâ® ®¤−® ¨ â® ¦¥ ¬−®£®®¡à §¨¥
¢ à §«¨ç−ëå ®¡«¨çìïå.

6.8. �à¨¬¥àë. I. � ááã¦¤¥−¨ï ¯. 4.13 ¬®¦−® à áá¬ âà¨¢ âì
ª ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â®£®, çâ® ¤¢  á¯®á®¡  ¯®áâà®¥−¨ï ®ªàã¦−®áâ¨
(ª ª ä ªâ®à¬−®£®®¡à §¨¥ ¯àï¬®© R1 ¨ ª ª ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥
¢ R2) ¯à¨¢®¤ïâ ª ¤¨ää¥®¬®àä−ë¬ ¬−®£®®¡à §¨ï¬.
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II. ‹¨−¥©−ë© ®¯¥à â®à A : Rn → Rn ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥®¬®à-
ä¨§¬®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  detA �= 0, â. ¥. ª®£¤  ®−
¡¨¥ªâ¨¢¥−.

III. �ãáâì F1 ¨ F2 |  «£¥¡àë £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¬−®-
£®®¡à §¨ïå M1 ¨ M2. ‚®®¡é¥ £®¢®àï, ¡¨¥ªâ¨¢−®áâ¨ £« ¤ª®£®
®â®¡à ¦¥−¨ï |α| : M1 → M2, £¤¥ α : F2 → F1 | £®¬®¬®àä¨§¬
R- «£¥¡à, −¥¤®áâ â®ç−® ¤«ï ¥£® ¤¨ää¥®¬®àä−®áâ¨. ‚ ª ç¥áâ¢¥
¯à¨¬¥à  ¬®¦−® ¢§ïâì ®â®¡à ¦¥−¨¥

ϕ : R → R, r �→ r3.

6.9. “¯à ¦−¥−¨ï. I. „®ª ¦¨â¥, çâ® ªà © § ¬ª−ãâ®£® «¨áâ 
Œñ¡¨ãá  (á¬. ¯. 4.7 (II)) ¤¨ää¥®¬®àä¥− ®ªàã¦−®áâ¨ S1.

II. ‘«¥¤ãï ¯à¨¬¥àã 4.13, ¯®áâà®©â¥ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã
¤¢ã¬ï ¬®¤¥«ï¬¨ áä¥àë Sn, ®¯¨á −−ë¬¨ ¢ ¯. 4.25 (I).

6.10. ‚¥à−¥¬áï ª â¥¬¥ £« ¢ë 4, çâ®¡ë ¤ âì, ª ª ¨ ®¡¥é «¨,
¡®«¥¥ ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì−ë¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï £àã¯¯®¢®¬ã ¤¥©áâ¢¨î,
ä ªâ®à¬−®£®®¡à §¨ï¬ ¨ ¤¥ª àâ®¢ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï¬. �â¨ ®¯à¥-
¤¥«¥−¨ï ¡ã¤ãâ ¤ −ë ¢ ¤ãå¥ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© | ®á−®¢ë¢ ïáì
−  £« ¤ª¨å ®â®¡à ¦¥−¨ïå ¨ ¤¨ £à ¬¬ å.

�ãáâì F |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M,
  • | £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ íâ®© R- «£¥¡àë. ƒ« ¤ª®¥ ®â®-
¡à ¦¥−¨¥ a : M → N ¨§ M ¢ N − §ë¢ ¥âáï •-¨−¢ à¨ −â−ë¬,
¥á«¨ a ◦ |γ| = a ¤«ï ¢á¥å γ ∈ •. �ç¥¢¨¤−®, ®â®¡à ¦¥−¨¥
ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¨§ M −  ä ªâ®à¬−®£®®¡à §¨¥ M/• ï¢«ï¥âáï
•-¨−¢ à¨ −â−ë¬ (¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, ª®−¥ç−®, çâ® M/•| £« ¤ª®¥
¬−®£®®¡à §¨¥, â. ¥.  «£¥¡à  F•-¨−¢ à¨ −â−ëå äã−ªæ¨© ï¢«ï¥â-
áï £« ¤ª®© R- «£¥¡à®© | á¬. ¯. 4.23). �ª §ë¢ ¥âáï, ®â®¡à ¦¥-
−¨¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ï¢«ï¥âáï úã−¨¢¥àá «ì−ë¬û•-¨−¢ à¨ −â−ë¬
£« ¤ª¨¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬.

�à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì F(N) |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨©

−  £« ¤ª®¬ ¬−®£®®¡à §¨¨ N ¨ a : M → N | −¥ª®â®à®¥

•-¨−¢ à¨ −â−®¥ £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ®â−®á¨â¥«ì−® ¤¥©áâ¢¨ï



ƒ« ¤ª¨¥ ®â®¡à ¦¥−¨ï 103

• −  M, ¯à¨ç¥¬ M/• | £« ¤ª®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥. ’®£¤  áãé¥-

áâ¢ã¥â ¥¤¨−áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ b : M/• → N, ¤«ï ª®â®-

à®£® ª®¬¬ãâ â¨¢−  á«¥¤ãîé ï ¤¨ £à ¬¬ :

M
a ��

q ����
��

��
��

N

M/•
b

���
�

�
�

� � ¬ − ¤® ¤®ª § âì áãé¥áâ¢®¢ −¨¥ ¨ ¥¤¨−áâ¢¥−−®áâì £®¬®¬®à-
ä¨§¬  R- «£¥¡à β : F(N)→ F•, ¤«ï ª®â®à®£® ¤¨ £à ¬¬ 

F F(N)α��

β���
�

�
�

F•
i

����������

£¤¥ a = |α|, ª®¬¬ãâ â¨¢− . Ÿá−®, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â −¥ ¡®«¥¥
®¤−®£® â ª®£® β. � áãé¥áâ¢ã¥â ®− â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
Imα = α(F (N)) á®áâ®¨â ¨§ •-¨−¢ à¨ −â−ëå í«¥¬¥−â®¢. �® ¤«ï
•-¨−¢ à¨ −â−®£® ®â®¡à ¦¥−¨ï a íâ® ¢á¥£¤  ¢ë¯®«−ï¥âáï: ¤«ï
¢á¥å γ ∈ •, f ∈ F (N) ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á®®â−®è¥−¨ï

γ(α(f)) = α(f) ◦ γ = f ◦ (α ◦ |γ|) = f ◦ a = α(f). �
6.11. ‡ ¬¥ç −¨¥. “−¨¢¥àá «ì−®¥ á¢®©áâ¢®, å à ªâ¥à¨§ãîé¥¥
®â®¡à ¦¥−¨¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ M → M/•, ®¯à¥¤¥«ï¥â ä ªâ®à¬-
−®£®®¡à §¨¥ M/• ®¤−®§− ç−® á â®ç−®áâìî ¤® ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ .

„®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì áª®¯¨à®¢ -
−® á ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥¤¨−áâ¢¥−−®áâ¨ £« ¤ª®© ®¡®«®çª¨ (3.38),
¨ ¬ë ¯à¥¤« £ ¥¬ ç¨â â¥«î ¯à®¤¥« âì íâ®. �¡é¨© ¯à¨−æ¨¯ ¤®-
ª § â¥«ìáâ¢ â ª®£® â¨¯ , ª®â®àë© − ¬ á¥©ç á −¥ å®â¥«®áì ¡ë
ä®à¬ «¨§®¢ âì, á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ú«î¡®¥ ã−¨¢¥àá «ì−®¥ á¢®©-
áâ¢® ®¯à¥¤¥«ï¥â ®¡ê¥ªâ ®¤−®§− ç−®û.

6.12. ‚¥à−¥¬áï â¥¯¥àì ª ¤¥ª àâ®¢ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï¬ (á¬. ¯.
4.28). �ãáâì Fl, l = 1, 2, |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© − 
¬−®£®®¡à §¨¨ Ml. �à®¥ªæ¨¨
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pl : M1 × M2 → Ml, (a1, a2) �→ al, l = 1, 2,

ï¢«ïîâáï £« ¤ª¨¬¨, â ª ª ª pl = |πl|, £¤¥ £®¬®¬®àä¨§¬
R- «£¥¡à πl ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ª®¬¯®§¨æ¨î

Fl
il
↪→ F1 ⊗

R

F2
σ

↪→ F1 ⊗
R

F2 = F(M1 × M2);

§¤¥áì σ | £®¬®¬®àä¨§¬ £« ¤ª®© ®¡®«®çª¨ (á¬. ¯. 3.37),  

il(f) =

{
f ⊗ 1, l = 1,
1⊗ f, l = 2,

¤«ï ¢á¥å f ∈ Fl.

� à  ¯à®¥ªæ¨© (p1, p2) ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬ ¢ ¦−ë¬ ã−¨¢¥à-

á «ì−ë¬ á¢®©áâ¢®¬.

�à¥¤«®¦¥−¨¥. „«ï «î¡®£® £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï M ¨ «î¡®©

¯ àë £« ¤ª¨å ®â®¡à ¦¥−¨© fl : N → Ml, l = 1, 2, áãé¥áâ¢ã¥â

¥¤¨−áâ¢¥−−®¥ £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ f : N → M1 × M2, § ¬ë-

ª îé¥¥ ª®¬¬ãâ â¨¢−ãî ¤¨ £à ¬¬ã

N
f1

														

f


















f2

��������������

M1 M2

M1 × M2

p1

������������� p2
















� �¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§ F(N)  «£¥¡àã £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  N.
�ãáâì fl = |ϕl|, £¤¥ ϕl : Fl → F(N), l = 1, 2, | ¤¢®©áâ¢¥−−ë¥
£®¬®¬®àä¨§¬ë R- «£¥¡à. � è¥ ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ ¡ã¤¥â ¤®ª § −®,
¥á«¨ ¬ë ãáâ −®¢¨¬ áãé¥áâ¢®¢ −¨¥ ¨ ¥¤¨−áâ¢¥−−®áâì á«¥¤ãîé¥©
¤¨ £à ¬¬ë:
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F(N)

F1

π1 �������������

ϕ1
����������������������������

i1

���������������������������������������� F2

ϕ2
�����������������������

i2�����
��

��
��π2

�����������������������������������

F(M1 × M2)

ϕ

���
�

�
�

�
�

�
�

�
�

F1 ⊗
R

F2��σ
��

ψ

���
�

�
�

�
�

�
�

�

‘®£« á−® ã−¨¢¥àá «ì−®¬ã á¢®©áâ¢ã â¥−§®à−ëå ¯à®¨§¢¥¤¥−¨©
áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨−áâ¢¥−−ë© £®¬®¬®àä¨§¬ ψ, ¯®ª § −−ë© −  ¤¨ -
£à ¬¬¥. ’ ª ª ª R- «£¥¡à  F(N) ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®©,   £®¬®¬®à-
ä¨§¬ £« ¤ª®© ®¡®«®çª¨ ®¡« ¤ ¥â ã−¨¢¥àá «ì−ë¬ á¢®©áâ¢®¬,
®¯¨á −−ë¬ ¢ ¯. 3.38, â® £®¬®¬®àä¨§¬ ϕ â ª¦¥ ª®àà¥ªâ−® ®¯à¥-
¤¥«¥− ¨ ¥¤¨−áâ¢¥−. �
6.13. ‡ ¬¥ç −¨¥. �à¥¤«®¦¥−¨¥ 6.12 ¬®¦−® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨
¯®áâà®¥−¨¨ £« ¤ª¨å ®â®¡à ¦¥−¨© ¨§ −¥ª®â®à®£® âà¥âì¥£® ¬−®-
£®®¡à §¨ï M3 ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ M1 × M2 ¤¢ãå § ¤ −−ëå ¬−®£®-
®¡à §¨©. � ¯à¨¬¥à, £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¨§ ¬−®£®®¡à §¨ï N
¢ S1×S1 | íâ® ¯ à  £« ¤ª¨å ®â®¡à ¦¥−¨© ¨§ N ¢ S1, â. ¥. ¯ à 
£« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  N, § ¤ −−ëå ¯® ¬®¤ã«î 1.

6.14. �áâ ¢è ïáï ç áâì íâ®© £« ¢ë ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡áã-
¦¤¥−¨¥ à §¢¨âëå ¢ 6.1{6.13 ¯®−ïâ¨© ¨ ª®−áâàãªæ¨© −  úï§ëª¥
ª®®à¤¨− âû, ¢¢¥¤¥−−®¬ ¢ £« ¢¥ 5.

�ãáâì (M, A) ¨ (N, B) | ¬−®£®®¡à §¨ï á £« ¤ª¨¬¨  â« -
á ¬¨ A ¨ B (á¬. ¯. 5.8). �â®¡à ¦¥−¨¥ f : M → N − §ë¢ ¥âáï
£« ¤ª¨¬ (¨«¨ ¡¥áª®−¥ç−® ¤¨ää¥à¥−æ¨àã¥¬ë¬) ¢ â®çª¥ a ∈ M,
¥á«¨ ¤«ï −¥ª®â®à®© ¯ àë ª àâ (U, x) ¨ (V, y), á®®â¢¥âáâ¢¥−-
−® á®£« á®¢ −−ëå á  â« á ¬¨ A ¨ B ¨ ¯®ªàë¢ îé¨å â®çª¨ a
¨ f(a), ®â®¡à ¦¥−¨¥ y ◦ f ◦ x−1, ®¯à¥¤¥«¥−−®¥ ¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨
x(f−1(V ) ∩ U) â®çª¨ x(a) ∈ Rn, ï¢«ï¥âáï ¡¥áª®−¥ç−® ¤¨ää¥-
à¥−æ¨àã¥¬ë¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬ ®¡« áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà −áâ¢
(á¬. à¨á. 6.4). �â®¡à ¦¥−¨¥ f : M → N − §ë¢ ¥âáï £« ¤ª¨¬,
¥á«¨ ®−® ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ¢® ¢á¥å â®çª å.



106 ƒ« ¢  6

f
x

y

M

N

U

V

�¨á. 6.4.

�  ª®®à¤¨− â−®¬ ï§ëª¥ £« ¤ª®¥ ¡¨¥ªâ¨¢−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥
f : M → N − §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬, ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥−¨¥
f−1 â ª¦¥ £« ¤ª®¥.

6.15. �à¨ à ¡®â¥ á ª®−ªà¥â−ë¬¨ ®â®¡à ¦¥−¨ï¬¨ ¬−®£®®¡à -
§¨© ®¡ëç−® ¯®«ì§ãîâáï ¨å ª®®à¤¨− â−®© § ¯¨áìî, â. ¥. ä ª-
â¨ç¥áª¨ ã¯®¬ï−ãâë¬ ¢ëè¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬ y ◦ f ◦ x−1, ª®â®à®¥,
¡ã¤ãç¨ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬ ®¡« áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà −áâ¢, § ¯¨-
áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ äã−ªæ¨©

yi = fi(x1, . . . , xm), i = 1, . . . , n,

£¤¥ m = dimM, n = dimN. „«ï £« ¤ª®£® (£« ¤ª®£® ¢ â®ç-
ª¥) ®â®¡à ¦¥−¨ï ¢á¥ äã−ªæ¨¨ fi, i = 1, . . . , n, ¡ã¤ãâ â ª¦¥
£« ¤ª¨¬¨ (á®®â¢¥âáâ¢¥−−® £« ¤ª¨¬¨ ¢ â®çª¥).
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�¥âàã¤−®§ ¬¥â¨âì,çâ® ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥−¨¥®¯¨áë¢ ¥âáï £« ¤-
ª¨¬¨ äã−ªæ¨ï¬¨ ¢ −¥ª®â®à®¬ á¥¬¥©áâ¢¥ ¯ à ª àâ, á®£« á®¢ −-
−ëå á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨  â« á ¬¨, ¯à¨ç¥¬ ª àâë −  M ¯®ªàë-
¢ îâ ¢á¥ ¬−®£®®¡à §¨¥, â® íâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¡ã¤¥â ®¯¨áë¢ âìáï
£« ¤ª¨¬¨ äã−ªæ¨ï¬¨ ¤«ï «î¡®© ¯ àë ª àâ, á®£« á®¢ −−ëå
á â¥¬¨ ¦¥  â« á ¬¨ (ª®−¥ç−®, −¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ª àâë, ¤«ï
ª®â®àëå −¥ ®¯à¥¤¥«¥−  ª®¬¯®§¨æ¨ï y ◦ f ◦ x−1).

�ª¢¨¢ «¥−â−®áâì íâ¨å ª®®à¤¨− â−ëå ®¯à¥¤¥«¥−¨© ¨ á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨å  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¡ã¤¥â ãáâ −®¢«¥−  ¢ £« ¢¥ 7.

6.16. �à¨¬¥àë. I. �â®¡à ¦¥−¨¥ a : T 2 → R2, ª®â®à®¥ ª -
¦¤®¬ã ¯®«®¦¥−¨î ¤¢®©−®£® ¬ ïâ−¨ª  (á¬. ¯. 5.2 (II)) áâ ¢¨â
¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¥£® ª®−æ¥¢ãî â®çªã A (á¬. à¨á. 5.1 ¢ £« ¢¥ 5),
ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬.
� ‡ ä¨ªá¨àã¥¬ −¥ª®â®à®¥ ¯®«®¦¥−¨¥ ¤¢®©−®£® ¬ ïâ−¨ª ; â®£¤ 
¢á¥ ¤®áâ â®ç−® ¡«¨§ª¨¥ ¥£® ¯®«®¦¥−¨ï å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ¤¢ã¬ï
ã£« ¬¨ (ϕ, ψ), â ª çâ® ¬ë ¨¬¥¥¬ ª àâã

U � (¯®«®¦¥−¨¥) �−→ (ϕ, ψ),

á®£« á®¢ −−ãî á® áâ −¤ àâ−ë¬  â« á®¬ â®à . Œ−®£®®¡à §¨¥ R2

¬®¦¥â ¡ëâì ¯®ªàëâ® ®¤−®© ª àâ®© id: R2 → R2. Œ®¦−® áª -
§ âì, çâ® ¢ ¢ë¡à −−ëå «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â å ®â®¡à ¦¥−¨¥ a
®¯¨áë¢ ¥âáï ä®à¬ã« ¬¨

r1 = R cosϕ+ r cosψ,

r2 = R sinϕ+ r sinψ.

‘âà®£¨© á¬ëá« íâ¨å á«®¢ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¯à¨¢¥¤¥−−ë¥ ä®à-
¬ã«ë −  á ¬®¬ ¤¥«¥ ®¯¨áë¢ îâ ®â®¡à ¦¥−¨¥ (id) ◦ a ◦�−1, ¨ ¨§
®¯à¥¤¥«¥−¨ï 6.14 á«¥¤ã¥â, çâ® a | £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥. �

II. ‡ ä¨ªá¨àã¥¬ ¥¤¨−¨ç−ë© ¢¥ªâ®à v ∈ Sn−1 ∈ Rn ¨ à á-
á¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥

fv : SO(n)→ Sn−1, (A �→ A(v)).

�à®¢¥àìâ¥, çâ® fv ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬, ¨á¯®«ì§ãï
 â« áë, ã¯®¬ï−ãâë¥ ¢ ¯. 5.10 (I) ¨ 5.11 (II).
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Œ®¦−® â ª¦¥ à áá¬®âà¥âì ®â®¡à ¦¥−¨¥

ϕ : SO(n) × Sn−1 → Sn−1, (A, v) �→ A(v),

¨ ¯®¯ëâ âìáï ¤®ª § âì ¥£® £« ¤ª®áâì, à ¡®â ï á  â« á®¬ − 
SO(n) × Sn−1. “ ç¨â â¥«ï å¢ â¨â ¬ã¤à®áâ¨ −¥ ¯ëâ âìáï íâ®
¤¥« âì ¢á¥àì¥§,   á® ¢à¥¬¥−¥¬ ¤®ª § âì £« ¤ª®áâì ϕ, ¨á¯®«ì§ãï
ª®−æ¥¯âã «ì−ë¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï.

6.17. „àã£¨¥ ¯à¨¬¥àë. I. � áá¬ âà¨¢ ï 4-¬¥à−®¥ ¥¢ª«¨¤®¢®
¯à®áâà −áâ¢® R4 ª ª  «£¥¡àã ª¢ â¥à−¨®−®¢ H, ¯®¤¯à®áâà −áâ¢®
ç¨áâ® ¬−¨¬ëå ª¢ â¥à−¨®−®¢ r1i + r2j + r3k ®¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§
V ∼= R3 ¨ ¢¢¥¤¥¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥

(H � {0})× V → V, (q, v) �→ qvq−1.

‹¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® −¥−ã«¥¢®£® ª¢ â¥à−¨®−  q
¬ âà¨æ  «¨−¥©−®£® ®¯¥à â®à  v �→ qvq−1 ¢ ª®®à¤¨− â å r1, r2,
r3 ï¢«ï¥âáï ®àâ®£®− «ì−®©, â ª çâ® ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥
H � {0} → SO(3). „¢  ª¢ â¥à−¨®−  q1 ¨ q2 ®¯à¥¤¥«ïîâ ®¤−®
¨ â® ¦¥ ¯à¥®¡à §®¢ −¨¥ ¯à®áâà −áâ¢  V â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  q1 = λq2 ¤«ï −¥ª®â®à®£® λ ∈ R � {0}. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë
¯®«ãç¨«¨ £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

RP 3 → SO(3).

� ¯®¬−¨¬, çâ® RP 3 | íâ® ¢ â®ç−®áâ¨ ä ªâ®à¬−®£®®¡à §¨¥
¯à®áâà −áâ¢  R4 � {0} = H � {0} ¯® £àã¯¯¥ R

·
¢á¥å £®¬®â¥â¨©

á æ¥−âà®¬ ¢ − ç «¥ ª®®à¤¨− â, á¬. ¯. 4.25, ¨ çâ® ¯à®¥ªæ¨ï H �
{0} → RP 3 ®¡« ¤ ¥â ã−¨¢¥àá «ì−ë¬ á¢®©áâ¢®¬ (á¬. ¯. 6.10).
�¥¡¥á¯®«¥§−®, å®âï ¨ −¥ á®¢á¥¬ ¯à®áâ®, ¯®¯ëâ âìáï ãáâ −®¢¨âì
£« ¤ª®áâì íâ®£® ®â®¡à ¦¥−¨ï, ¨á¯®«ì§ãï  â« áë, ®¯¨á −−ë¥
¢ ¯¯. 5.10 (III) ¨ 5.11 (II). …é¥ âàã¤−¥¥ ¤®ª § âì, çâ® íâ®
¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ (ª ª ã¯®¬¨− «®áì ¢ ¯. 1.6).

II. Š®¬¯®§¨æ¨ï

S3 → R4 � {0} → SO(3)→ S2,

£¤¥ ¯¥à¢ ï áâà¥«ª  | ¯à®áâ® ¢ª«îç¥−¨¥,   ¤¢¥ ¤àã£¨¥ ®¯à¥-
¤¥«¥−ë ¢ ¯¯. 6.17 (I) ¨ 6.16 (II), − §ë¢ ¥âáï ®â®¡à ¦¥−¨¥¬
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•®¯ä . ‡ ¬¥â¨¬, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨î ¯¥à¢ëå ¤¢ãå áâà¥«®ª ¬®¦−®
¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥

S3 → RP 3
∼=−→ SO(3),

£¤¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ S3 → RP 3 ®¯¨á −® ¢ ¯. 4.25 (III) ª ª ®â®¡à -
¦¥−¨¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ S3 → S3/Z2 ∼= RP 3.

“¯à ¦−¥−¨¥. �®áâ à ©â¥áì ¤®ª § âì, çâ® ¯à®®¡à § «î¡®© â®ç-
ª¨ ¨§ S2 ¯à¨ ®â®¡à ¦¥−¨¨ •®¯ä  h : S3 → S2 ï¢«ï¥âáï § ¬ª−ã-
âë¬ ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥¬ ¢ S3, ¤¨ää¥®¬®àä−ë¬ S1.

6.18. �à¨¬¥à £« ¤ª®£® ®â®¡à ¦¥−¨ï ¬−®£®®¡à §¨ï á ªà ¥¬.
�ãáâì D3 | 3-¬¥à−ë© § ¬ª−ãâë© ¤¨áª á æ¥−âà®¬ ¢ − ç «¥
ª®®à¤¨− â O ∈ R3 ¨ à ¤¨ãá®¬ π. ‘®¯®áâ ¢¨¬ ª ¦¤®© â®çª¥
a ∈ D3 ¯®¢®à®â ¯à®áâà −áâ¢  R3 ¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨ ¢®ªàã£
«¨−¨¨, á®¥¤¨−ïîé¥© a á − ç «®¬ ª®®à¤¨− â, −  ã£®« α = ‖a‖.
’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç¥−® ®â®¡à ¦¥−¨¥ g : D3 → SO(3). ‡ ¬¥-
â¨¬, çâ® ¤¨ ¬¥âà «ì−® ¯à®â¨¢®¯®«®¦−ë¥ â®çª¨ ªà ï ∂D3 = S2

¬−®£®®¡à §¨ï D3 ®¯à¥¤¥«ïîâ ®¤¨− ¨ â®â ¦¥ ¯®¢®à®â. ‡− ç¨â,
¬−®£®®¡à §¨¥ SO(3) ∼= RP 3 ®àâ®£®− «ì−ëå ¯à¥®¡à §®¢ −¨©

¯à®áâà −áâ¢  R3 ¬®¦−® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª ¤¨áª D3 á® áª«¥¥−-

−ë¬¨ ¤¨ ¬¥âà «ì−® ¯à®â¨¢®¯®«®¦−ë¬¨ â®çª ¬¨ ªà ï.
�â®¡à ¦¥−¨¥ g : D3 → SO(3) ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ áîàê¥ªâ¨¢-

−ë¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬ ¬−®£®®¡à §¨ï á ªà ¥¬ −  ¬−®£®®¡à §¨¥ ¡¥§
ªà ï.

“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®¡à § ªà ï S2 = ∂D3 ¯à¨ íâ®¬
®â®¡à ¦¥−¨¨ ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ § ¬ª−ãâë¬ ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥¬
¢ SO(3), ¤¨ää¥®¬®àä−ë¬ ¬−®£®®¡à §¨î RP 2.

6.19. “¯à ¦−¥−¨ï. 1. ‚ë¯¨è¨â¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï ®àâ®£®− «ì−®©
¯à®¥ªæ¨¨ ¥¤¨−¨ç−®© áä¥àë Sn ⊂ Rn+1 −  £¨¯¥à¯«®áª®áâì Rn ⊂
Rn+1 ¢ ª àâ å, ®¯¨á −−ëå ¢ ¯. 5.10 (I), ¨ ¯à®¢¥àìâ¥, çâ® íâ 
¯à®¥ªæ¨ï ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬.

2. „®ª ¦¨â¥, çâ® SO(4) ∼= S3 × SO(3). “ª § −¨¥: SO(3)
¬®¦−® ¯®−¨¬ âì ª ª ¬−®¦¥áâ¢® ®àâ®−®à¬¨à®¢ −−ëå ¯ à {u, v}
¢ R3,   SO4 | ª ª ¬−®¦¥áâ¢® ®àâ®−®à¬¨à®¢ −−ëå âà®¥ª
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{u, v, w} ¢ R4; ¯ãáâì R4 = H ¨ R3 = V ⊂ H, ª ª ¢ ¯à¨¬¥-
à¥ 6.17 (I); ¨áá«¥¤ã©â¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

S3 × SO(3)→ SO(4), (u, {v, w}) �→ {u, uv, uw}.
6.20. � ¡®à ¢á¥å £« ¤ª¨å ®â®¡à ¦¥−¨© (¢ á¬ëá«¥ ª®®à¤¨-
− â−®£® ®¯à¥¤¥«¥−¨ï 6.13) â ª¦¥ ®¡« ¤ ¥â ¤¢ã¬ï á¢®©áâ¢ ¬¨,
ª á îé¨¬¨áï ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¨ â®¦¤¥áâ¢¥−−ëå ®â®¡à ¦¥−¨©¨ ã¯®-
¬¨− ¢è¨¬¨áï ¢ ¯. 6.6 (çâ® ¨ −¥ ã¤¨¢¨â¥«ì−®, â ª ª ª ª®®à¤¨-
− â−®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ íª¢¨¢ «¥−â−®  «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ã | á¬. ¯.
6.1). Š« áá ¢á¥å £« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨© ¢ á¬ëá«¥ ¯. 5.8 ¢¬¥áâ¥
á á¥¬¥©áâ¢®¬ ¢á¥å £« ¤ª¨å (á¬. ¯. 6.14) ®â®¡à ¦¥−¨© á®áâ ¢«ï¥â
ª â¥£®à¨î ª®®à¤¨− â−ëå ¬−®£®®¡à §¨©.

„«ï ¤ «ì−¥©è¥£® − ¬ ¯®âà¥¡ãîâáï ª« áá¨ç¥áª¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥-
−¨ï «®ª «ì−®£® ¬−®£®¬¥à−®£®  − «¨§  | â¥®à¥¬ë ® −¥ï¢−®©
¨ ®¡ ®¡à â−®© äã−ªæ¨¨. Œë ¯à¨¢®¤¨¬ ¨å §¤¥áì ¢ ã¤®¡−®© ¤«ï
− á ä®à¬¥, ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢; ¯®á«¥¤−¨¥ ¬®¦−® − ©â¨ ¢ «î¡®¬
ã−¨¢¥àá¨â¥âáª®¬ ªãàá¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£®  − «¨§ .

6.21. ’¥®à¥¬  ®¡ ®¡à â−®© äã−ªæ¨¨. �ãáâì £« ¤ª®¥ ®â®¡à -

¦¥−¨¥

f = (f1, . . . , fn) : Rn → Rn

¨¬¥¥â −¥¢ëà®¦¤¥−−ë© ïª®¡¨ − ¢ −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ − -

ç «  ª®®à¤¨− â 0 ∈ Rn:

det f ′(0) = det
(

∂fi

∂xj
(0)
)

�= 0.

’®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ®âªàëâë¥ ¬−®¦¥áâ¢  U � 0 ¨ V � f(0)

â ª¨¥, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ ϕ
def= f

∣∣
U
: U → V ¨¬¥¥â £« ¤ª®¥

®¡à â−®¥ ϕ−1 : V → U, ¬ âà¨æ  Ÿª®¡¨ ª®â®à®£® ¢ «î¡®©

â®çª¥ y ∈ V ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥

(ϕ−1)′(y) =
(
ϕ′(ϕ−1(y))

)−1
. �

6.22. ’¥®à¥¬  ® −¥ï¢−®© äã−ªæ¨¨. �ãáâì ¤«ï £« ¤ª®£® ®â®-

¡à ¦¥−¨ï

f = (f1, . . . , fn+m) : Rn × Rm → Rm
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f(a, b) = 0 ∈ Rm ¨ (m×m)-¬ âà¨æ  ¯à®¨§¢®¤−ëå ¯® ¯¥à¥¬¥−-

−ë¬ xn+1, . . . , xn+m −¥¢ëà®¦¤¥− :

det
(

∂fi

∂xn+j
(a)
)
1�i,j�m

�= 0.

’®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ®âªàëâë¥ ¬−®¦¥áâ¢  U ¨ V ,

a ∈ U ⊂ Rn, b ∈ V ⊂ Rm ¨ â ª ï £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï g : U → V ,

çâ® f(x, g(x)) = 0 ¤«ï ¢á¥å x ∈ U. �
� ª®−¥æ, − ¬ ¯®− ¤®¡¨âáï ¥é¥ ®¤−  ª« áá¨ç¥áª ï â¥®à¥¬ 

(â¥®à¥¬  ® «¨−¥ à¨§ æ¨¨ £« ¤ª®£® ®â®¡à ¦¥−¨ï), ¯à¥¤áâ ¢«ïî-
é ï á®¡®©  ¬ «ì£ ¬ã ¤¢ãå ¯à¥¤ë¤ãé¨å.

6.23. ’¥®à¥¬ . �ãáâì f : Rn → Rm, m � n, | £« ¤ª®¥

®â®¡à ¦¥−¨¥, â ª®¥, çâ® f(0) = 0 ¨ à −£ ¬ âà¨æë

M =
(

∂fi

∂xj
(0)
)
1�i�m,
1�j�n

à ¢¥− m. ’®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ®ªà¥áâ−®áâ¨ −ã«ï

U, V ⊂ Rn ¨ â ª®© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ϕ : U → V , çâ®

(f ◦ ϕ)(x1, . . . , xn) = (xn−m+1, . . . , xn). �
6.24. ‡ ¬¥ç −¨¥. ’à¨ â¥®à¥¬ë, áä®à¬ã«¨à®¢ −−ë¥ ¢ëè¥,
ï¢«ïîâáï ú«®ª «ì−ë¬¨û ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ¢ ¨å ãá«®¢¨ïå ¤ −ë
¥¢ª«¨¤®¢ë ¯à®áâà −áâ¢ ,   § ª«îç¥−¨ï ª á îâáï ®ªà¥áâ−®áâ¥©
(¢ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà −áâ¢ å). �¤− ª® ¨å ¬®¦−® ¯à¨¬¥−ïâì
¨ ¤«ï ú£«®¡ «ì−®£®û á«ãç ï ¬−®£®®¡à §¨©, à áá¬ âà¨¢ ï ®â-
¤¥«ì−ë¥ ª®®à¤¨− â−ë¥ ®ªà¥áâ−®áâ¨. �à¨ íâ®¬, ¢ á¨«ã ¥¤¨−-

áâ¢¥−−®áâ¨ ®¡à â−®© (¨«¨ −¥ï¢−®©) äã−ªæ¨¨ ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¥© ®ªà¥áâ−®áâ¨, −  ®¡é¥© ç áâ¨ ¤¢ãå ®ªà¥áâ−®áâ¥© ¯®áâà®-
¥−−ë¥ äã−ªæ¨¨ (®â®¡à ¦¥−¨ï) á®¢¯ ¤ îâ, ¯®íâ®¬ã ¨å ¬®¦−®
úáª«¥¨âìû ¯® ¢á¥¬ã ¬−®£®®¡à §¨î.’ ª¨¬ ®¡à §®¬, § ª«îç¥−¨¥,
áª ¦¥¬, â¥®à¥¬ë ® −¥ï¢−®© äã−ªæ¨¨ ¬®¦−® áä®à¬ã«¨à®¢ âì
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ ¥á«¨ f : M → N | £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥-

−¨¥ ¬−®£®®¡à §¨©, m = dimM > n = dimN, ¨ ïª®¡¨ − f
¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ¨¬¥¥â à −£ n , â® f−1(z) ⊂ M ï¢«ï¥âáï

¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥¬ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ z ∈ N.
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6.25. “¯à ¦−¥−¨¥. �«®áª¨© è à®¢®© ¬¥å −¨§¬ (á¬. ¯. 1.14)
− §ë¢ ¥âáï −¥¢ëà®¦¤¥−−ë¬ ¥á«¨ ¢á¥ ¥£® áâ¥à¦−¨ −¥«ì§ï à á-
¯®«®¦¨âì −  ®¤−®© ¯àï¬®©, (â. ¥., ¥á«¨ ¬¥¦¤ã ¨å ¤«¨− ¬¨ −¥â
«¨−¥©−ëå á®®â−®è¥−¨© á ª®íää¨æ¨¥−â ¬¨ ±1).

1. „®ª ¦¨â¥, çâ® ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® −¥¢ë-
à®¦¤¥−−®£® è à−¨à−®£® ¬¥å −¨§¬  ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬
¬−®£®®¡à §¨¥¬.

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® −¥¢ë-
à®¦¤¥−−®£® ¯ïâ¨ã£®«ì−¨ª  (á¬. ¯. 1.14) ¤¨ä¥®¬®àä−®
áä¥à¥ á −¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ 4 àãçª ¬¨, ¨«¨ −¥á¢ï§−®¬ã ®¡ê-
¥¤¨−¥−¨î ¤¢ãå â®à®¢, ¨«¨ −¥á¢ï§−®¬ã ®¡ê¥¤¨−¥−¨î ¤¢ãå
áä¥à.
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7.1. –¥«ìî íâ®© £« ¢ë ï¢«ï¥âáï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â®£®, çâ® ®¯à¥-
¤¥«¥−¨ï £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï (¯¯. 4.1 ¨ 5.8) ¨ £« ¤ª¨å ®â®-
¡à ¦¥−¨© (¯¯. 6.1 ¨ 6.14) ¯à¨¢®¤ïâ ª ®¤−¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ ¯®−ïâ¨ï¬.
’¥¬ á ¬ë¬ ¡ã¤¥â ¯®ª § −®, çâ® ª®®à¤¨− â−ë© ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨©
¯®¤å®¤ë íª¢¨¢ «¥−â−ë.

�ª¢¨¢ «¥−â−®áâì ¤¢ãå ®¯à¥¤¥«¥−¨© £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï
¡ã¤¥â áä®à¬ã«¨à®¢ −  ¢ ¢¨¤¥ ¤¢ãå â¥®à¥¬ | 7.2 ¨ 7.7. �ª¢¨¢ -
«¥−â−®áâì ®¯à¥¤¥«¥−¨© £« ¤ª¨å ®â®¡à ¦¥−¨© á®áâ ¢«ï¥â á®¤¥à-
¦ −¨¥ â¥®à¥¬ë 7.16.

7.2. ’¥®à¥¬ . �ãáâì F = C∞(M) |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ª-

æ¨© −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ¥£® £« ¤ª¨¬  â« á®¬ A.

’®£¤  F ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© R- «£¥¡à®© (¢ á¬ëá«¥ ¯. 4.1),   ®â®-

¡à ¦¥−¨¥

θ : M → |F|, p �→ (f �→ f(p)),

ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬.

� „®ª § â¥«ìáâ¢® ¡ã¤¥â ¯à®¢¥¤¥−® ¢ ç¥âëà¥ è £ . ‚®-¯¥à¢ëå,
¡ã¤¥â ãáâ −®¢«¥−  ¡¨¥ªâ¨¢−®áâì ®â®¡à ¦¥−¨ï θ : M → |F|
(¯. 7.3), ¤ «¥¥ ¬ë ¤®ª ¦¥¬, çâ® íâ® £®¬¥®¬®àä¨§¬ (¯. 7.4),
§ â¥¬ ¡ã¤¥â ¯®ª § −®, çâ® C∞(M) | £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ¨ ¯®«− ï
 «£¥¡à  (¯. 7.5), ¨ − ª®−¥æ, çâ® ®−  ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© (¯. 7.6).

7.3. �â®¡à ¦¥−¨¥ θ : M → |F| ¡¨¥ªâ¨¢−®.

113
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� ˆ−ê¥ªâ¨¢−®áâì ®ç¥¢¨¤− : ¥á«¨ p, q ∈ M | à §«¨ç−ë¥ â®çª¨,
â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äã−ªæ¨ï f ∈ C∞(M), çâ® f(p) �= f(q) (− -
¯à¨¬¥à, äã−ªæ¨ï, ¯®«®¦¨â¥«ì− ï ¢ ¬ «®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ â®çª¨ p,
−¥ á®¤¥à¦ é¥© â®çªã q, ¨ à ¢− ï −ã«î ¢−¥ íâ®© ®ªà¥áâ−®áâ¨,
á¬. ¯. 2.3); −  â ª®© äã−ªæ¨¨ §− ç¥−¨ï £®¬®¬®àä¨§¬®¢ θ(p),
θ(q) : f → R à §«¨ç−ë, â ª ª ª

θ(q)(f) = f(q) �= f(p) = θ(p)(f).

„®ª ¦¥¬ áîàê¥ªâ¨¢−®áâì. �ãáâì p : F → R | ª ª®©-«¨¡®
£®¬®¬®àä¨§¬, f ∈ C∞(M)| äã−ªæ¨ï á ª®¬¯ ªâ−ë¬¨ ¯®¢¥àå-
−®áâï¬¨ ãà®¢−ï (á¬. ¯. 5.18) ¨ λ = p(f). „®¯ãáâ¨¬, −¨ ®¤− 
¨§ â®ç¥ª ª®¬¯ ªâ−®£® ¬−®¦¥áâ¢  L = f−1(λ) −¥ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
£®¬®¬®àä¨§¬ã p. ’®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢® äã−ªæ¨©
{fx : x ∈ L}, çâ® fx(x) �= p(fx). � áá¬®âà¨¬ ¯®ªàëâ¨¥ ¬−®¦¥-
áâ¢  L ®âªàëâë¬¨ ¬−®¦¥áâ¢ ¬¨

Ux = {q ∈ M : fx(q) �= p(fx)}
¨ ¢ë¡¥à¥¬ ¨§ −¥£® ª®−¥ç−®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥ Ux1 , . . . , Uxm. � áá¬®-
âà¨¬ äã−ªæ¨î

g = (f − λ)2 +
m∑

k=1

(fxk
− p(fxk

))2.

�â  £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï−  M −¨£¤¥ −¥ ®¡à é ¥âáï¢ −ã«ì.�®íâ®¬ã
áãé¥áâ¢ã¥â £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï 1/g, ¨ â¥¯¥àì ¬ë ¬®¦¥¬ «¥£ª®
¯®«ãç¨âì áâ −¤ àâ−®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥, §− ª®¬®¥ ¨§ ¯à¨¬¥à®¢:

p(g) = (p(f) − λ)2 +
∑
(p(fx)− p(fx))2 = 0,

1 = p(1) = p

(
g · 1

g

)
= p(g) p

(
1
g

)
= 0.

‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, £®¬®¬®àä¨§¬ p § ¤ ¥âáï −¥ª®â®à®© â®çª®©
¬−®¦¥áâ¢  L ⊂ M, â ª çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ θ áîàê¥ªâ¨¢−®. �
7.4. �â®¡à ¦¥−¨¥ θ : M → |F| ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬.
� �ãáâì U | ®âªàëâ®¥ ¬−®¦¥áâ¢® ¢ |F|. ’®£¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥-
−¨î 3.12 ¬−®¦¥áâ¢® U ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨−¥−¨¥¬ ¬−®¦¥áâ¢ ¢¨¤ 
f−1(V ), £¤¥ V ⊂ R ®âªàëâ®. ’ ª ª ª äã−ªæ¨ï f ∈ F = C∞(M)
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£« ¤ª ï (¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, −¥¯à¥àë¢− ï), â® ¬−®¦¥áâ¢  f−1(V ),
 , §− ç¨â, ¨ ¨å ®¡ê¥¤¨−¥−¨¥ U, ®âªàëâë ¢ â®¯®«®£¨¨ ¬−®£®®¡à -
§¨ï M.

‚¥à−®¥ ¨ ®¡à â−®¥, ¤«ï «î¡®£® ®âªàëâ®£® ¢ â®¯®«®£¨¨ ¬−®-
£®®¡à §¨ïM ¬−®¦¥áâ¢ U áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äã−ªæ¨ï f ∈ F , çâ®
U = f−1(R+). ‹¥¬¬  4.17, I, ®ç¥¢¨¤−®, ®áâ ¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢®©,
¥á«¨ áç¨â âì, çâ® ¢ ¥¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥−¨ïå M ¥áâì ¬−®£®®¡à §¨¥
¢ á¬ëá«¥ ¯. 5.8. �® R+ ®âªàëâ® ¢ R, â ª çâ® U ®âªàëâ®
¢ â®¯®«®£¨¨ ¯à®áâà −áâ¢  |F|. �
7.5. �«£¥¡à  F = C∞(M) ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©

¨ ¯®«−®©.
� ƒ¥®¬¥âà¨ç−®áâì  «£¥¡àë F ®ç¥¢¨¤− , â ª ª ª ¢á¥ í«¥¬¥−âë
f ∈ F ï¢«ïîâáï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−ë¬¨ äã−ªæ¨ï¬¨ −  ¬−®¦¥áâ¢¥
M,   â®«ìª® â®¦¤¥áâ¢¥−−® à ¢− ï −ã«î äã−ªæ¨ï ®¡à é ¥âáï
¢ −ã«ì ¢® ¢á¥å â®çª å ¬−®¦¥áâ¢  M. �ç¥¢¨¤−® ¨ â®, çâ® F
ï¢«ï¥âáï ¯®«−®©: «î¡ ï äã−ªæ¨ï f : M → R, £« ¤ª ï ¢ ®ªà¥áâ-
−®áâ¨ «î¡®© â®çª¨, ¡ã¤¥â £« ¤ª®© −  ¢á¥¬ ¬−®£®®¡à §¨¨, â. ¥.
f ∈ F = C∞(M) (á¬. ¯. 5.17). �
7.6. C∞(M) ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© R- «£¥¡à®©.
� „«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¬ë ¯®áâà®¨¬ â ª®© áç¥â−ë©  â« á
A2 = {(Uk, xk)}, çâ® xk(Uk) = Rn. � ç−¥¬ á ¯à®¨§¢®«ì−®£®
−¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â−®£®  â« á  A0 = {(Vl, yl)}, á®£« á®¢ −−®£® á
§ ¤ −−ë¬  â« á®¬ A. ‹î¡®¥ ®âªàëâ®¥ ¬−®¦¥áâ¢® yl(Vl) ⊂ Rn

¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥−® ¢ ¢¨¤¥ áç¥â−®£® ®¡ê¥¤¨−¥−¨ï ®âªàëâëå

è à®¢ ¢ Rn, â. ¥. yl(Vl) =
∞⋃
i=1

Gli, £¤¥

Gli = {r ∈ Rn : ‖r − ali‖ < rli}.
‘¥¬¥©áâ¢®

A1 =
{
(y−1

l (Gli), yl

∣∣
y−1l (Gli

)
) : l, i ∈ N

}
,

®ç¥¢¨¤−®, ï¢«ï¥âáï áç¥â−ë¬  â« á®¬ −  M, á®£« á®¢ −−ë¬ á A0,
  §− ç¨â, ¨ á A.

‡ ¬¥â¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¯® «î¡®© ª àâ¥ (U, x) −  M, £¤¥ x(U)
| ®âªàëâë© è à ¢ Rn, ¬ë ¬®¦¥¬ ¯®áâà®¨âì ª àâã (U, η ◦ x),
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£¤¥ (η ◦ x)(U) = Rn, ¥á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ η ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì−ë©
¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ®âªàëâ®£® è à  x(U) −  Rn. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨
x(U) | ®âªàëâë© è à á à ¤¨ãá®¬ ρ ¨ æ¥−âà®¬ a, ¡¨¥ªæ¨î
η : x(U)→ Rn ¬®¦−® § ¤ âì ä®à¬ã«®©

η(r) =
ρ(r − a)√

ρ2 − ‖r − a‖2
.

�â®¡à ¦¥−¨¥ η ®¡à â¨¬®:

η−1(r) = a+
sρ√

ρ2 + ‖s‖2
,

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, ª àâ  (U, η ◦ x) á®¢¬¥áâ−  á (U, x).
�à®¢¥¤ï â ªãî ª®−áâàãªæ¨î ¤«ï ª ¦¤®© ª àâë  â« á  A1,

¬ë ¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬ë©  â« á A2 = {(Uk, xk)}.
� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì−ãî ª àâã (Uk, xk) ∈ A2. Œ−®¦¥-

áâ¢® Uk, ®ç¥¢¨¤−®, ®âªàëâ® ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥ M.
Ÿá−®, çâ® ®£à −¨ç¥−¨¥  «£¥¡àë F = C∞(M) −  íâ® ¬−®-
¦¥áâ¢® á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å äã−ªæ¨© f : Uk → R, ¤«ï ª®â®àëå
f ◦x−1

k | £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï −  Rn. ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, á®®â¢¥âáâ¢¨¥
f �→ f ◦x−1

k ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ R- «£¥¡àë C∞(M)
∣∣
Uk

− 
C∞(Rn),   íâ® §− ç¨â, çâ® F = C∞(M)| £« ¤ª ï  «£¥¡à . �

’¥¬ á ¬ë¬ â¥®à¥¬  7.2 ¤®ª § − . �
7.7. ’¥®à¥¬ . �ãáâì F | ¯à®¨§¢®«ì− ï £« ¤ª ï R- «£¥¡à .

’®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© £« ¤ª¨©  â« á A −  ¤¢®©áâ¢¥−−®¬

¯à®áâà −áâ¢¥ M = |F|, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥

F → C∞(M), f �→ (p �→ p(f)),

 «£¥¡àë F −   «£¥¡àã C∞(M) £« ¤ª¨å ®â−®á¨â¥«ì−® A äã−ª-

æ¨© −  M (á¬. 5.17) ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬.

� „«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯®âà¥¡ã¥âáï ç¥âëà¥ è £ . ‘− ç « 
(¯. 7.8) ¬ë ¯®áâà®¨¬ ª àâã x : U → Rn ¤«ï ª ¦¤®£® ®âªàëâ®£®
¬−®¦¥áâ¢  U ¨§ áç¥â−®£® ¯®ªàëâ¨ï ¯à®áâà −áâ¢  |F|, ¨á¯®«ì§ãï
«¥¬¬ã, ¤®ª §ë¢ ¥¬ãî −  ¢â®à®¬ è £¥ (¯. 7.9).

„ «¥¥ ¬ë ¯®ª §ë¢ ¥¬, çâ® «î¡ë¥ ¤¢¥ ª àâë á®£« á®¢ −ë.
�  ç¥â¢¥àâ®¬ ¨ ¯®á«¥¤−¥¬ è £¥ ¬ë ¤®ª §ë¢ ¥¬, çâ® f ∈ F
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â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  f ∈ C∞(M) (£¤¥ f,  ¡áâà ªâ−ë©
í«¥¬¥−â  «£¥¡àë F , ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á äã−ªæ¨¥© f : |F| → R,
p �→ p(f)).

7.8. Š®−áâàãªæ¨ï ª àâë x : U → Rn.
� �® ®¯à¥¤¥«¥−¨î £« ¤ª¨å  «£¥¡à (¯. 4.1) áãé¥áâ¢ã¥â ®âªàëâ®¥
¯®ªàëâ¨¥ ¯à®áâà −áâ¢  |F| ®âªàëâë¬¨ ¬−®¦¥áâ¢ ¬¨ U, ¤«ï
ª®â®àëå áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ i : F

∣∣
U
→ C∞(Rn). ‚®§ì¬¥¬

«î¡®¥ â ª®¥ U ¨ ¯®áâà®¨¬ ª àâã x : U → Rn.
Š®¬¯®§¨æ¨ï

U
µ−→ |F

∣∣
U
| |p|−→ |F|,

£¤¥ µ | ¢«®¦¥−¨¥ (á¬. ¯. 3.29),   p : F → F
∣∣
U

| ®â®¡à ¦¥−¨¥
®£à −¨ç¥−¨ï (á¬. ¯. 3.25), ª ª «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, á®¢¯ ¤ ¥â á
¢«®¦¥−¨¥¬ U ⊂ |F|. ’ ª ª ª µ | £®¬¥®¬®àä¨§¬ −  |F

∣∣
U
| (íâ®

¤®ª §ë¢ ¥âáï −¨¦¥ ¢ ¯. 7.9),   |p| ◦ µ | ¢«®¦¥−¨¥ U ⊂ |F|, â®
|p| ¤®«¦−® ¡ëâì £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬ −  U ⊂ |F|.

‚®§ì¬¥¬ â¥¯¥àì ¢ ª ç¥áâ¢¥ h : F → C∞(Rn) ª®¬¯®§¨æ¨î

F p−→ F
∣∣
U

i−→ C∞(Rn), h = i ◦ p.

� áá¬®âà¨¬ ¤¢®©áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ |h| = |p| ◦ |i|. ’ ª
ª ª |C∞(Rn)| = Rn (á®£« á−® 3.5),   i ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬,
â® ¢¢¨¤ã 3.20 |i| ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬ |i| : Rn → |F

∣∣
U
|. �®

|p| â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬ (−  U ⊂ |F|), ¨ ª®¬¯®§¨æ¨ï
|h| = |p| ◦ |i| ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬ |h| : Rn → U, £¤¥ U
®âªàëâ® ¢ |F|. ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, ¬ë ¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬ãî ª àâã,
¥á«¨ ¯®«®¦¨¬ x = |h|−1 : U → Rn. �

7.9. ‹¥¬¬ . ‚«®¦¥−¨¥ µ : U → |F
∣∣
U
| ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§-

¬®¬ −  |F
∣∣
U
|.

� �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® µ −¥ áîàê¥ªâ¨¢−®, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â â®ç-
ª  a ∈ |F

∣∣
U
| � µ(U); ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§− ç¥−¨¥ a = |i|−1(a), £¤¥

i : F
∣∣
U
→ C∞(Rn)| ¨§®¬®àä¨§¬, ¢¢¥¤¥−−ë© ¢ ¯. 7.8. � áá¬®-

âà¨¬ ¤¢  á«ãç ï, ª®£¤  â®çª  a ¯à¨− ¤«¥¦¨â ¨ −¥ ¯à¨− ¤«¥¦¨â
§ ¬ëª −¨î ¬−®¦¥áâ¢  µ(U).
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�¥à¢ë© á«ãç ©: a ∈ µ(U). � áá¬®âà¨¬ äã−ªæ¨î f, ®¯à¥-
¤¥«¥−−ãî −  Rn � {a}, f : x �→ 1/‖x − a‖, ¨ äã−ªæ¨î
g = f◦|i|−1◦µ, ®¯à¥¤¥«¥−−ãî −  U. “â¢¥à¦¤ ¥âáï,çâ® g ∈ F

∣∣
U

.
„¥©áâ¢¨â¥«ì−®,ã «î¡®© â®çª¨ r ∈ Rn�{a} ¥áâì ®ªà¥áâ−®áâì,− 
ª®â®à®© f á®¢¯ ¤ ¥â á £« ¤ª®© äã−ªæ¨©, ®¯à¥¤¥«¥−−®© −  ¢á¥¬
Rn. ‘à¥¤¨ ¯à®®¡à §®¢ â ª¨å ®ªà¥áâ−®áâ¥©®â−®á¨â¥«ì−® ®â®¡à -
¦¥−¨ï |i|−1 ◦ µ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ U − ©¤¥âáï ®ªà¥áâ−®áâì,
−  ª®â®à®© g á®¢¯ ¤ ¥â á äã−ªæ¨¥© ¨§ F

∣∣
U

. �® ®¯à¥¤¥«¥−¨î
 «£¥¡àë F

∣∣
U

(á¬. ¯. 3.23) íâ® §− ç¨â, çâ® g «®ª «ì−® á®¢¯ ¤ ¥â
á äã−ªæ¨¥©, ¯à¨− ¤«¥¦ é¥© F , ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, g ∈ F

∣∣
U

, ª ª
¨ ãâ¢¥à¦¤ «®áì. �® â¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ äã−ªæ¨î i(g), £« ¤ªãî
(−  ¢á¥¬ Rn!) ¨ á®¢¯ ¤ îéãî á f −  ¬−®¦¥áâ¢¥ |i|−1(µ(U)), § -
¬ëª −¨¥ ª®â®à®£® á®¤¥à¦¨â â®çªã a, ¨ ¯®«ãç¨¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥,
â ª ª ª f úáâ −®¢¨âáï ¡¥áª®−¥ç−®©û ¢ a.

‚â®à®© á«ãç ©: a /∈ µ(U). � áá¬®âà¨¬ −  Rn ¤¢¥ £« ¤ª¨¥
äã−ªæ¨¨: â®¦¤¥áâ¢¥−−ë© −ã«ì ¨ äã−ªæ¨î f0, ®¡à é îéãîáï ¢
−ã«ì −  § ¬ª−ãâ®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥ | i |−1(µ(U)) ¨ à ¢−ãî 1 ¢ â®çª¥ a
(f0 áãé¥áâ¢ã¥â ¢¢¨¤ã ¯. 2.5). �â® à §«¨ç−ë¥ äã−ªæ¨¨, ¯®íâ®¬ã
¨å ¯à®®¡à §ë ¯à¨ ¨§®¬®àä¨§¬¥ i ï¢«ïîâáï à §«¨ç−ë¬¨ í«¥-
¬¥−â ¬¨  «£¥¡àë F

∣∣
U

, çâ® −¥¢®§¬®¦−®, â ª ª ª ®¡  ®−¨ à ¢−ë
−ã«î −  U.

ˆâ ª, ¤®ª § −®, çâ® ¢«®¦¥−¨¥ µ ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬
−  |F

∣∣
U
|. �

7.10. �®áâà®¥−−ë¥ ¢ ¯. 7.8 ª àâë á®£« á®¢ −ë.
� �à¥¤¯®«®¦¨¬, x : U → Rn ¨ y : V → Rn | ¤¢¥ â ª¨¥ ª àâë,
  i : F

∣∣
U

→ C∞(Rn) ¨ j : F
∣∣
V

→ C∞(Rn) | á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬ë R- «£¥¡à. �ãáâì W = U ∩ V �= ∅. (‘«ãç ©
W = ∅ âà¨¢¨ «¥−.) ‚¢¨¤ã ¯. 3.25 ¨¬¥îâáï ¨§®¬®àä¨§¬ë

i
∣∣
W
: F
∣∣
W

→ C∞(x(W )), j
∣∣
W
: F
∣∣
W

→ C∞(y(W )),

®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬ t : C∞(x(W )) ∼= C∞(y(W )), çâ® á®-
£« á−® ¯à¥¤«®¦¥−¨î 3.16¤®ª §ë¢ ¥â ¤¨ää¥®¬®àä−®áâì § ¬¥−ë
ª®®à¤¨− â |t| : y(W )→ x(W ). �
7.11. ‡ ª«îç¨â¥«ì−ë© è £: f ∈ F ⇔ f ∈ C∞(M).
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� �ãáâì f ∈ F . „«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  £« ¤ª®áâ¨ f ¢ á¬ëá«¥
C∞(M) (á¬. ¯. 5.17) − ¬ − ¤® ¯®ª § âì, çâ® äã−ªæ¨ï f ◦ x−1

ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© äã−ªæ¨¥© −  Rn ¤«ï «î¡®© ¨§ ª àâ x : U →
Rn, ¯®áâà®¥−−ëå ¢ ¯. 7.8. �® ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥−áâ¢  (á¬. ¯. 7.8)

f ◦ x−1 = f ◦ |h| = f ◦ |p| ◦ |i| = i(p(f)) ∈ C∞(Rn),

â ª ª ª i | ¨§®¬®àä¨§¬  «£¥¡à F
∣∣
U

¨ C∞(Rn). ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®,
f ◦ x−1 ∈ C∞(Rn).

�¡à â−®, ¯ãáâì f ∈ C∞(M). �â® §− ç¨â, çâ® ¤«ï «î¡®©
ª àâë (U, x) äã−ªæ¨ï f ◦ x−1 = i(f ◦ |p|) ¯à¨− ¤«¥¦¨â C∞(Rn)
¨ ï¢«ï¥âáï ®¡à §®¬ (¯à¨ i) í«¥¬¥−â   «£¥¡àë F

∣∣
U

(  ¨¬¥−−®,
®¡à §®¬ í«¥¬¥−â  f ◦ |p|). ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, f «®ª «ì−® á®¢¯ ¤ ¥â
á í«¥¬¥−â ¬¨  «£¥¡à F

∣∣
U

,   §− ç¨â, ¨ á í«¥¬¥−â ¬¨  «£¥¡àë F .
’ ª ª ª F | ¯®«− ï  «£¥¡à , f ∈ F . �
7.12. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ãáâ −®¢¨«¨ íª¢¨¢ «¥−â−®áâì ¤¢ãå
®¯à¥¤¥«¥−¨© £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï:  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® (¯. 4.1) ¨
ª®®à¤¨− â−®£® (¯. 5.8). ’¥®à¥¬ë,  − «®£¨ç−ë¥ 7.2 ¨ 7.7, ¨¬¥îâ
¬¥áâ® ¨ ¤«ï ¬−®£®®¡à §¨© á ªà ¥¬. „®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à®¢®¤ïâáï
â®ç−® â ª ¦¥ (á ®ç¥¢¨¤−ë¬¨ ¬®¤¨ä¨ª æ¨ï¬¨ ¤«ï â®ç¥ª ªà ï).
—¨â â¥«î, ¦¥« îé¥¬ã ¯à®¢¥à¨âì, − áª®«ìª® ®− ®¢« ¤¥« á®¤¥à-
¦ −¨¥¬ ¯¯. 7.1{7.12, ¡ã¤¥â ¯®«¥§−® ¯à®¢¥áâ¨ íâ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
¢ ¤¥â «ïå. �  á ¬®¬ ¤¥«¥  − «®£¨ íâ¨å â¥®à¥¬ á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¤«ï
áãé¥áâ¢¥−−® ¡®«¥¥ è¨à®ª®£® ª« áá  ®¡ê¥ªâ®¢, − ¯à¨¬¥à ¤«ï
á«¥¤ãîé¨å.

7.13. �¯à¥¤¥«¥−¨¥. ƒ« ¤ª¨¬ ¬−®¦¥áâ¢®¬ − §ë¢ ¥âáï ¯ à 
¢¨¤  (W, C∞(W )), £¤¥ W | § ¬ª−ãâ®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢o W ⊂ M
£« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï M ¨ C∞(W )|  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ª-
æ¨© −  W , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

C∞(W ) def= {f
∣∣
W

| f ∈ C∞(M)}.
“¯à ¦−¥−¨¥. „®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï £« ¤ª¨å ¬−®¦¥áâ¢ â ª¦¥
á¯à ¢¥¤«¨¢ë â¥®à¥¬ë,  − «®£¨ç−ë¥ 7.2 ¨ 7.7.

7.14. “¯à ¦−¥−¨ï. � ©¤¨â¥  «£¥¡àë C∞(W ) ¤«ï á«¥¤ãîé¨å
á«ãç ¥¢.
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1. W = K| ª®®à¤¨− â−ë© ªà¥áâ −  ¯«®áª®áâ¨:

K = {(x, y) ⊂ R2 | xy = 0}.

2. W ⊂ R2 § ¤ ¥âáï ãà ¢−¥−¨¥¬ y =
√

|x|.
3. W | âà¥ã£®«ì−¨ª ¢ R2: W = T1 ∪ T2 ∪ T3, £¤¥

T1 = {(x, y) | 0 � y � 1, x = 0},
T2 = {(x, y) | 0 � x � 1, y = 0},
T3 = {(x, y) | x+ y = 1, x, y � 0}.

4. W | âà¥ã£®«ì−¨ª, ®¯¨á −−ë© ¢ § ¤ ç¥ 3, ¢¬¥áâ¥ á ¢−ã-
âà¥−−¥© ®¡« áâìî: W = {(x, y) | x+ y � 1, x, y � 0}.

5. W | ª®−ãá x2 + y2 = z2 ¢ R3.
6. W = Wi, i = 1, 2, 3, | ®¤¨− ¨§ âà¥å ®¤−®¬¥à−ëå, £®¬¥®-

¬®àä−ëå ¬¥¦¤ã á®¡®© ¯®«¨í¤à®¢, ¨§®¡à ¦¥−−ëå −  à¨á. 7.1.
‚ £« ¢¥ 9 ç¨â â¥«î ¡ã¤¥â ¯à¥¤«®¦¥−® ã¯à ¦−¥−¨¥ 9.36 (5), ¢ ª®-
â®à®¬ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ®  «£¥¡àë C∞(Wi), i = 1, 2, 3,
¯®¯ à−® −¥¨§®¬®àä−ë.

7. W ⊂ R2 | § ¬ëª −¨¥ £à ä¨ª  äã−ªæ¨¨ y = sin 1
x
.

W

W

W
1

2

3

�¨á. 7.1. 1-áª¥«¥â â¥âà í¤à 

Š®−¥ç−® ¦¥, áãé¥áâ¢ãîâ à §−ë¥ ®¯¨á −¨ï à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå
 «£¥¡à � ¯à¨¬¥à, ¢¥à®ïâ−® − ¨¡®«¥¥ ¯àï¬®© ¨ ã¤®¡−ë© á¯®á®¡
®¯¨á −¨ï £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  âà¥ã£®«ì−¨ª¥ (á¬. ¢ëè¥ § ¤ çã 3)
á®áâ®¨â ¢ à áá¬®âà¥−¨¨ âà®¥ª (f1, f2, f3), fi ∈ C∞([0, 1]), â ª¨å,
çâ® f1(1) = f2(0), f2(1) = f3(0), f3(1) = f1(0). �®¯à®¡ã©â¥



�ª¢¨¢ «¥−â−®áâì ª®®à¤¨− â−®£® ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ®¯à¥¤¥«¥−¨© 121

¤ âì  − «®£¨ç−®¥ ®¯¨á −¨¥ ¤«ï ¤«ï £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ªà¥áâ¥
¨ â¥âà í¤à¥, ã¯®¬ï−ãâëå ¢ § ¤ ç å 1 ¨ 6 á®®â¢¥âáâ¢¥−−®.

7.15. ƒ« ¤ª¨¥ ¬−®¦¥áâ¢  ¥áâ¥áâ¢¥−−® ¢®§−¨ª îâ ¯à¨ à á-
á¬®âà¥−¨¨ á ¬ëå à §−ëå § ¤ ç. Œë ¯à®¨««îáâà¨àã¥¬ íâ®,
¯à¥¤«®¦¨¢ ç¨â â¥«î á«¥¤ãîé¨¥

“¯à ¦−¥−¨ï. 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −-
áâ¢® è à−¨à−®£® ¬¥å −¨§¬  ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª £« ¤ª®¥
¬−®¦¥áâ¢®.

2. �¯à¥¤¥«¨â¥, ª ª¨¥ ¨§ £« ¤ª¨å ¬−®¦¥áâ¢, á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¨å ç¥âëà¥åã£®«ì−¨ª ¬ ¨ ¯ïâ¨ã£®«ì−¨ª ¬, ¯¥à¥ç¨á«¥−−ë¬ ¢
ã¯à ¦−¥−¨¨ 1 ¯. 1.14 −¥ ï¢«ïîâáï £« ¤ª¨¬¨ ¬−®£®®¡à §¨ï¬¨ ¨
®¯¨è¨â¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥  «£¥¡àë £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© (áà ¢−¨â¥
á ã¯à. 6.25).

3. „®ª ¦¨â¥, çâ® £« ¤ª®¥ ¬−®¦¥áâ¢®, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ −¥-
¦¥áâª®¬ã ¢ëà®¦¤¥−−®¬ã ¯ïâ¨ã£®«ì−¨ªã (á¬. ã¯à ¦−¥−¨¥ 6.25),
− ¯à¨¬¥à, (2; 2, 1, 1, 2), −¥ ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ¬−®£®®¡à §¨¥¬ ¨
®¯¨è¨â¥ ¥£® ®á®¡ë¥ â®çª¨ (¯ïâ¨ã£®«ì−¨ª − §ë¢ ¥âáï ¢ëà®¦¤¥−-
−ë¬, ¥á«¨ ¥£® ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® á®áâ®¨â ¨§ ®¤−®©
â®çª¨, − ¯à¨¬¥à, (4;1,1,1,1)).

‡ ¬¥ç −¨¥. ƒ« ¤ª®¥ ¬−®¦¥áâ¢®, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ç¥âëà¥å-
ã£®«ì−¨ªã (5; 3, 3, 1) ú¤¨ä¥®¬®àä−®û ¯ à¥ ®ªàã¦−®áâ¥©, ª®-
â®àë¥ ª á îâáï ¤àã£-¤àã£  ¢ −¥ª®â®à®© â®çª¥, áª ¦¥¬, z. ƒ« ¤-
ª¨¥ äã−ªæ¨¨ −  íâ®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥ ¬®£ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª
¯ àë (f1, f2), £¤¥ f1, f2 ∈ C∞(S1), â ª¨¥ çâ® f1(z) = f2(z)
and f ′

1(z) = f ′
2(z). �®¯à®¡ã©â¥  − «®£¨ç−ë¬ ®¡à §®¬ ®¯¨á âì

£« ¤ª¨¥ äã−ªæ¨¨ −  £« ¤ª¨å ¬−®¦¥áâ¢ å ¨§ ã¯à ¦−¥−¨© 2 ¨ 3.

7.16. ‘®¢¯ ¤¥−¨¥ ¤¢ãå ®¯à¥¤¥«¥−¨© £« ¤ª¨å ®â®¡à ¦¥−¨©,
¤ −−ëå ¢ ¯¯. 6.1 ¨ 6.14, á®áâ ¢«ï¥â ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥ á«¥¤ãîé¥©
â¥®à¥¬ë.

’¥®à¥¬ . �ãáâì M ¨ N | ¬−®£®®¡à §¨ï á®®â¢¥âáâ¢¥−−® á

£« ¤ª¨¬¨  â« á ¬¨ A ¨ B ¨  «£¥¡à ¬¨ £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© FM ¨

FN. �â®¡à ¦¥−¨¥ ϕ : M → N ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ®â−®á¨â¥«ì-

−®  â« á®¢ A ¨ B (á¬. ¯. 6.14) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
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®−® £« ¤ª®¥ ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï 6.1, â. ¥. ϕ∗(FN) ⊂ FM , £¤¥

ϕ∗ : FN → FM , f �→ f ◦ ϕ.

� „®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¨¢®¤¨âáï −¨¦¥, ¯¯. 7.17 ¨ 7.18 á®®â¢¥â-
áâ¢ãîâ ç áâï¬ â¥®à¥¬ë úâ®«ìª® â®£¤ û ¨ úâ®£¤ û.

7.17. …á«¨ ϕ : M → N | £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥, â®

ϕ∗(FN) ⊂ FM .

� �à¥¤¯®«®¦¨¬, f ∈ FN ¨ a ∈ M. ‚ë¡¥à¥¬ ª àâã (V, y)
¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨ â®çª¨ ϕ(a) ¨ ª àâã (U, x) ¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨ â®çª¨ a,
á®£« á®¢ −−ë¥ á®®â¢¥âáâ¢¥−−® á  â« á ¬¨ B ¨ A ¨ â ª¨¥, çâ®
ϕ(U) ⊂ V . ’®£¤  ®â®¡à ¦¥−¨¥

ϕ∗(f) ◦ x−1 = (f ◦ ϕ) ◦ x−1 = (f ◦ y−1) ◦ (y ◦ ϕ ◦ x−1)

ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ª ª ª®¬¯®§¨æ¨ï ¤¢ãå £« ¤ª¨å ®â®¡à ¦¥−¨©
®¡« áâ¥© ¢ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà −áâ¢ å. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ϕ∗(f)
ï¢«ï¥âáï äã−ªæ¨¥©, «®ª «ì−® á®¢¯ ¤ îé¥© á í«¥¬¥−â®¬  «£¥-
¡àë FM . ’ ª ª ª FM | ¯®«− ï  «£¥¡à  (á¬. ¯. 7.5), â® ®âáî¤ 
á«¥¤ã¥â, çâ®

ϕ∗(f) ∈ FM . �
7.18. …á«¨ ϕ∗(FN ) ⊂ FM , â® ϕ : M → N | £« ¤ª®¥ ®â®-

¡à ¦¥−¨¥ ª®®à¤¨− â−ëå ¬−®£®®¡à §¨©.
� ‚ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì−ë¥ ª àâë (U, x) ∈ A ¨ (V, y) ∈ B, ¤«ï
ª®â®àëå ϕ(U) ⊂ V . ‘®£« á−® ®¯à¥¤¥«¥−¨î 6.14 − ¬ − ¤®
¤®ª § âì, çâ® «®ª «ì−ë¥ ª®®à¤¨− âë â®çª¨ ϕ(a) ∈ V ï¢«ïîâáï
£« ¤ª¨¬¨ äã−ªæ¨ï¬¨ ®â «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â â®çª¨ a ∈ U.
„àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, äã−ªæ¨¨ yi ◦ϕ

∣∣
U

, i = 1, . . . , dimN, ¤®«¦−ë
¡ëâì £« ¤ª¨¬¨. „«ï ª ¦¤®© ¨§ äã−ªæ¨© yi ¯®¤¡¥à¥¬ äã−ªæ¨î
fi ∈ FN, â ªãî, çâ® yi = fi

∣∣
V

. ‘®£« á−® ãá«®¢¨î ϕ∗(FN ) ⊂ FM

äã−ªæ¨¨ ϕ∗(fi) = fi ◦ϕ ï¢«ïîâáï £« ¤ª¨¬¨, ¯®íâ®¬ã £« ¤ª¨¬¨
ï¢«ïîâáï ¨ äã−ªæ¨¨ yi ◦ ϕ

∣∣
U
= ϕ∗(fi)

∣∣
U

. �
7.19. Œë ¤®ª § «¨, çâ® ¤¢¥ ª â¥£®à¨¨ | ¬−®£®®¡à §¨© ª ª
£« ¤ª¨å  â« á®¢ á £« ¤ª¨¬¨ ¢ á¬ëá«¥ ¯. 6.14 ®â®¡à ¦¥−¨ï¬¨
¨ ¬−®£®®¡à §¨© ª ª £« ¤ª¨å R- «£¥¡à á £« ¤ª¨¬¨ ¢ á¬ëá«¥
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¯. 6.1 ®â®¡à ¦¥−¨ï¬¨ | íª¢¨¢ «¥−â−ë. ‘ íâ®£® ¬®¬¥−â  ¬ë −¥
¡ã¤¥¬ à §«¨ç âì íâ¨ ¤¢¥ ª â¥£®à¨¨.

—¨â â¥«ì, §− ª®¬ë© á ¯®−ïâ¨¥¬ ª®¬¯«¥ªá−®£® ¬−®£®®¡à -
§¨ï, ¢®§¬®¦−®, ã¦¥ ®¡à â¨« ¢−¨¬ −¨¥ −  â®â ä ªâ, çâ®, ¢®®¡é¥
£®¢®àï, â ª®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ −¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ª®¬¯«¥ªá−ë¬ á¯¥ª-
âà®¬  «£¥¡àë £®«®¬®àä−ëå äã−ªæ¨© −  −ñ¬. � ¯à¨¬¥à, ª ª
íâ® å®à®è® ¨§¢¥áâ−® ¨§ í«¥¬¥−â à−®© â¥®à¨¨ äã−ªæ¨© ª®¬-
¯«¥ªá−®£® ¯¥à¥¬¥−−®£®, −  à¨¬ −®¢®© áä¥à¥ (¨ «î¡®¬ ¤àã£®¬
ª®¬¯ ªâ−®¬ ª®¬¯«¥ªá−®¬ ¬−®£®®¡à §¨¨) £®«®¬®àä−ë¥ äã−ªæ¨¨
á¢®¤ïâáï ª ª®−áâ −â ¬. �® íâ®© ¯à¨ç¨−¥, ª § «®áì ¡ë, ¬®¦−®
¤ã¬ âì, çâ® úá¯¥ªâà «ì−ë©û ¯®¤å®¤, ¯à¨−ïâë© ¢ íâ®© ª−¨£¥,
¬¥−¥¥ ã−¨¢¥àá «¥−, ç¥¬ áâ −¤ àâ−ë©, ®¯¥à¨àãîé¨© á ª àâ ¬¨
¨  â« á ¬¨. “¢ ¦¥−¨¥ ¯à¨−æ¨¯  − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨, â¥¬ −¥ ¬¥−¥¥,
§ áâ ¢«ï¥â − á ¯®−¨¬ âì ª®¬¯«¥ªá−ë¥ ¬−®£®®¡à §¨ï ª ª £« ¤-
ª¨¥, −® á− ¡¦ñ−−ë¥ ¤®¯®«−¨â¥«ì−® ª®¬¯«¥ªá−®© áâàãªâãà®©.
ˆ−ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ª®¬¯«¥ªá−ë¥ ¬−®£®®¡à §¨ï ¯à¨ â ª®¬ ¯®¤å®¤¥
¨−â¥à¯à¥â¨àãîâáï ª ª à¥è¥−¨ï −¥ª®â®àëå ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå
ãà ¢−¥−¨©,   ª®¬¯«¥ªá−ë¥ ª àâë ¯®ï¢«ïîâáï ª ª ¨å «®ª «ì−ë¥
à¥è¥−¨ï. �â  â®çª  §à¥−¨ï, ¯® áãé¥áâ¢ã ¢®áå®¤ïé ï ª �¨¬ −ã,
−¥á¬®âàï −  ª ¦ãéãîáï á«®¦−®áâì, −  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¨¬¥¥â ¬−®£®
¯à¥¨¬ãé¥áâ¢. � ¯à¨¬¥à, ®−  ¬®¦¥â ¡ëâì ®¡®¡é¥−  −  «î¡ë¥
ª®¬¬ãâ â¨¢−ë¥  «£¥¡àë ¬¥â®¤ ¬¨ ú «£¥¡à ¨ç¥áª®£®û ¤¨ää¥-
à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï, ®á−®¢ë ª®â®à®£® ®¯¨áë¢ îâáï −¨¦¥
¢ £« ¢ å 9 ¨ 11.
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8.1. ‚ ¯à¥¤ë¤ãé¨å £« ¢ å ¬ë ¯®áâ à «¨áì ¤¥â «ì−® à §¢¨âì
â¥®à¨î £« ¢−ëå ¯®−ïâ¨© − áâ®ïé¥© ª−¨£¨ | £« ¤ª¨å R- «£¥¡à
¨ £« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨©. �à¨ íâ®¬ ¬ë ®¯à¥¤¥«¨«¨ £« ¢−ë©
ª« áá £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢, á ª®â®àë¬¨ ¡ã¤¥¬ à ¡®â âì.

�¤− ª® ¡®«ìè¨−áâ¢® ¨§ â¥å ®¯à¥¤¥«¥−¨©, ª®−áâàãªæ¨© ¨ à¥-
§ã«ìâ â®¢, á ª®â®àë¬¨ ç¨â â¥«ì ¢áâà¥â¨âáï ¢ íâ®© ª−¨£¥, á¯à -
¢¥¤«¨¢ë ¤«ï  «£¥¡à, ¡®«¥¥ ®¡é¨å, ç¥¬ £« ¤ª¨¥ R- «£¥¡àë.
„«ï â®£® çâ®¡ë ¯®ª § âì, ª ª à ¡®â ¥â £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ¨−âã¨-
æ¨ï ¢ íâ¨å ¡®«¥¥ ®¡é¨å á¨âã æ¨ïå, − ¬ ¯®− ¤®¡ïâáï −¥ª®â®àë¥
®¡®¡é¥−¨ï ¯®−ïâ¨© â®çª¨, £« ¤ª®©  «£¥¡àë ¨ ¬−®£®®¡à §¨ï.

8.2. Œ®¦−® ãª § âì æ¥«ë© àï¤ ¯à¨ç¨−, ¯®ç¥¬ã ¦¥« â¥«ì−®
®¡®¡é¥−¨¥ ¯®−ïâ¨ï â®çª¨.

I. •®âï ú¯®ª § −¨ï ¨§¬¥à¨â¥«ì−ëå ãáâà®©áâ¢û (á¬. ¯. 1.9),
ª®â®àë¥ ¬ë ¨á¯®«ì§®¢ «¨ ¤«ï ¬®â¨¢¨à®¢ª¨ − è¨å ª®−áâàãªæ¨©,
®¡ëç−® ï¢«ïîâáï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−ë¬¨ ç¨á« ¬¨, ç áâ® ¯à¨å®¤¨âáï
à áá¬ âà¨¢ âì ¨§¬¥à¥−¨ï ¡®«¥¥ ®¡é¥© ¯à¨à®¤ë (ª®¬¯«¥ªá−ë¥
ç¨á« , ¬ âà¨æë, ¢ëç¥âë ¯® ¬®¤ã«î ª ª®£®-−¨¡ã¤ì ç¨á«  ¨ â. ¤.).
“¡¥¤¨â¥«ì−ë¬ ¯à¨¬¥à®¬ ¬®¦¥â á«ã¦¨âì ª®¬¯«¥ªá−ë© ä §®¢ë©

¬¥â®¤, ¨á¯®«ì§ã¥¬ë© ¢ í«¥¬¥−â à−®© â¥®à¨¨ í«¥ªâà¨ç¥áâ¢ .
II. …á«¨ à¥è¥−¨¥ ª ª®©-«¨¡® ¯à®¡«¥¬ë (ä¨§¨ç¥áª®© ¨«¨ ¬ -

â¥¬ â¨ç¥áª®©) á¢®¤¨âáï ª à¥è¥−¨î  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ãà ¢−¥−¨ï
á ª®íää¨æ¨¥−â ¬¨ ¢ ª®«ìæ¥ A (¨«¨ ¢ ¯®«¥ A, −¥ ï¢«ïîé¥¬áï
 «£¥¡à ¨ç¥áª¨ § ¬ª−ãâë¬), â®, ª ª ¯à ¢¨«®, ¯®«¥§−¥¥ ¨áª âì à¥-
è¥−¨¥ ¢ à áè¨à¥−¨¨ B ⊃ A íâ®£® ª®«ìæ ,   −¥ ¢ á ¬®¬ ª®«ìæ¥.

124
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�à®áâ¥©è¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ ï¢«ï¥âáï ¨á¯®«ì§®¢ −¨¥ ª®¬¯«¥ªá−ëå

ª®à−¥© ¬−®£®ç«¥−  á ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥−â ¬¨.
Œ¥−¥¥ âà¨¢¨ «ì−ë© ¯à¨¬¥à | ®¯¥à â®àë � ã«¨, ¢®§−¨ª -

îé¨¥ ¢ ª¢ −â®¢®© ¬¥å −¨ª¥ í«¥ªâà®−®¢ ª ª ¬ âà¨ç−ë¥ à¥è¥−¨ï

σ1, σ2, σ3 á¨áâ¥¬ë ãà ¢−¥−¨©

σ21 = σ22 = σ23 = −1, σ2σ3 − σ3σ2 = σ1,

σ1σ2 − σ2σ1 = σ3, σ1σ3 − σ3σ1 = −σ2.

III. Œ â¥¬ â¨ªã −à ¢¨âáï ¨§¡ ¢«ïâìáï ®â ¨áª«îç¥−¨©, ®−
áâà¥¬¨âáï ª íáâ¥â¨ç−®© ã−¨ä¨ª æ¨¨ «î¡®© â¥®à¨¨; ¢ à¥§ã«ìâ -
â¥ ®− ç áâ® ¢¢®¤¨â ï§ëª, ¢ ª®â®à®¬ ¨áª«îç¥−¨ï ®ª §ë¢ îâáï
ç áâìî ®¡é¥£® ¯à ¢¨« . ’ ª, ¯ à ««¥«ì−ë¥ ¯àï¬ë¥ ú¯¥à¥á¥-
ª îâáï −  ¡¥áª®−¥ç−®áâ¨û, ¬−¨¬ë¥ ¨ ¡¥áª®−¥ç−® ã¤ «¥−−ë¥

â®çª¨ ¯®ï¢«ïîâáï ¢® ¬−®£¨å á¨âã æ¨ïå, ¢ ç áâ−®áâ¨, ¢ á¢ï§¨
á R- «£¥¡à ¬¨ (á¬. 1.18). �â®â âàîª á ¯à¨¤ −¨¥¬ ¨−âã¨â¨¢−®£®
£¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® á¬ëá«  à §«¨ç−ë¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ á¨âã æ¨ï¬
®á®¡¥−−® ¯«®¤®â¢®à¥− ¢  «£¥¡à ¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨, ¨¤¥¨ ª®â®-
à®© ¡ã¤ãâ §¤¥áì ç áâ® ¨á¯®«ì§®¢ âìáï.

8.3. Œ®â¨¢¨àãîé¨© ¯à¨¬¥à. …á«¨ f ∈ R[x] | −¥¯à¨¢®¤¨-
¬ë© ¬−®£®ç«¥− áâ¥¯¥−¨ 2, â®, ®ç¥¢¨¤−®, −¥â −¨ ®¤−®© R-â®çª¨
 «£¥¡àë R[x], ï¢«ïîé¥©áï ª®à−¥¬ íâ®£® ¬−®£®ç«¥− , â. ¥. −¥â
â ª®£® £®¬®¬®àä¨§¬  α : R[x]→ R, çâ® α(f) = 0.

�¤− ª® áãé¥áâ¢ã¥â à®¢−® ¤¢  £®¬®¬®àä¨§¬  ¢ ¯®-
«¥ ª®¬¯«¥ªá−ëå ç¨á¥«, α, α : R[x] → C, ¤«ï ª®â®àëå
α(f) = α(f) = 0. �¨¦¥ íâ® ¡ã¤¥â ¤®ª § −® (á¬. ¯. 8.7), −®
¬ë à¥ª®¬¥−¤ã¥¬ ç¨â â¥«î ¯®áâ à âìáï ¤®ª § âì íâ® á¥©ç á. ƒ®-
¬®¬®àä¨§¬ë â¨¯  α ¨ α á«¥¤ã¥â à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ª®¬¯«¥ªá−ë¥

â®çª¨  «£¥¡àë R[x].

8.4. �ãáâì k | −¥ª®â®à®¥ ¯®«¥, K ⊃ k | ª®«ìæ® ¡¥§ ¤¥-
«¨â¥«¥© −ã«ï,   F | ª®¬¬ãâ â¨¢− ï k- «£¥¡à  á ¥¤¨−¨æ¥©.
�à¨−¨¬ ï ¢® ¢−¨¬ −¨¥ ¯à¨¬¥à 8.3, ¥áâ¥áâ¢¥−−® ®¯à¥¤¥«¨âì
â®çªã  «£¥¡àë F ú− ¤ ª®«ìæ®¬û K ª ª í¯¨¬®àä¨§¬ k- «£¥¡à
a : F → K ¨ â®çª¨

ai : F → Ki ⊃ k, i = 1, 2,
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áç¨â âì â®¦¤¥áâ¢¥−−ë¬¨ (íª¢¨¢ «¥−â−ë¬¨), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â
â ª®© ¨§®¬®àä¨§¬ I : K1 → K2, çâ® a2 = I ◦ a1. ’¥¯¥àì ¬®¦−®
¤ âì á«¥¤ãîé¥¥
�¯à¥¤¥«¥−¨¥. �ãáâì K | k- «£¥¡à  ¡¥§ ¤¥«¨â¥«¥© −ã«ï. Š« áá
íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨ í¯¨¬®àä¨§¬®¢ k- «£¥¡à a : F → K ⊃ k − §ë-
¢ ¥âáï K-â®çª®© k- «£¥¡àë F . �à® ª®«ìæ® K £®¢®àïâ, çâ® ®−®
ï¢«ï¥âáï ®¡« áâìî â®çª¨ a.

‚ ¤ «ì−¥©è¥¬¬ë ç áâ® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì ® â®çª å  «£¥¡àëF ,
−¥ ãâ®ç−ïï ¨å ®¡« áâì. —¨â â¥«ì ¤®«¦¥− ¯®¬−¨âì, çâ® ã ª ¦¤®©
â®çª¨ k- «£¥¡àë F ¥áâì á¢®ï ®¡« áâì ¨ à §«¨ç−ë¥ â®çª¨ ¬®£ãâ
¨¬¥âì à §«¨ç−ë¥ (¨«¨ ®¤¨− ª®¢ë¥) ®¡« áâ¨.
8.5. ‘ â®çª¨ §à¥−¨ï − è¥© ä¨§¨ç¥áª®© ¨−â¥à¯à¥â æ¨¨ (¢ â¥à-
¬¨− å ¨§¬¥à¥−¨©) ¨§®¬®àä¨§¬ I ¢ ®¯à¥¤¥«¥−¨¨ 8.4 ¬®¦−® ¨á-
â®«ª®¢ âì ª ª íª¢¨¢ «¥−â−ãî § ¬¥−ã úá¨áâ¥¬ë − ¡«î¤¥−¨©û,
ª®â®à ï, ª®−¥ç−®, −¥ ¤®«¦−  ¢«¨ïâì −  ¬−®¦¥áâ¢® â®ç¥ª (á®áâ®-
ï−¨©), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå  «£¥¡à®© F .

�¯à¥¤¥«¥−¨¥ 8.4 ¬®¦−® â ª¦¥ ¬®â¨¢¨à®¢ âì ç¨áâ®  «£¥¡à -
¨ç¥áª¨, çâ® ¡ã¤¥â á¤¥« −® ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯ã−ªâ¥.

8.6. ’¥®à¥¬ . ’®çª¨ ª®¬¬ãâ â¨¢−®© k- «£¥¡àë F (¯®−¨¬ ¥-

¬ë¥ ¢ á¬ëá«¥ ¯. 8.4) − å®¤ïâáï ¢® ¢§ ¨¬−® ®¤−®§− ç−®¬ á®®â-

¢¥âáâ¢¨¨ á ¯à®áâë¬¨ ¨¤¥ « ¬¨  «£¥¡àë F , ª®â®à®¥ § ¤ ¥âáï

®â®¡à ¦¥−¨¥¬

(a : F → K) �−→ Ker a ⊂ F .

� �à®áâ®â  ¨¤¥ «  Ker a § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â ª« áá  £®¬®¬®à-
ä¨§¬  a ¨ à §«¨ç−ë¥ ª« ááë íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ
à §«¨ç−ë¬ ¨¤¥ « ¬, | ®ç¥¢¨¤−®.

„«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áîàê¥ªâ¨¢−®áâ¨ ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì−ë©
¯à®áâ®© ¨¤¥ « p ⊂ F . ’®£¤  ¢ ª®«ìæ¥ F/p −¥â ¤¥«¨â¥«¥© −ã«ï,
¨ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ q : F → F/p ï¢«ï¥âáï â®çª®©
 «£¥¡àë F , ¤«ï ª®â®à®©Ker q = p. �

Œ−®¦¥áâ¢® ¯à®áâëå ¨¤¥ «®¢ k- «£¥¡àë F − §ë¢ ¥âáï ¯à®-

áâë¬ á¯¥ªâà®¬  «£¥¡àë F ¨ ®¡®§− ç ¥âáï SpecF . ‘®£« á−®
â¥®à¥¬¥ SpecF ¬®¦−® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å â®-
ç¥ª  «£¥¡àë F . �ç¥¢¨¤−®, ¯à¨ k = R ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ª«îç¥−¨¥
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SpecF ⊃ |F|, â ª çâ® í«¥¬¥−âë SpecF ®¡®¡é îâ ¯®−ïâ¨¥
R-â®çª¨, â. ¥. R-â®çª¨ ¢ á¬ëá«¥ ¯. 3.4 | íâ® úâ®çª¨ − ¤ ¯®«¥¬
Rû ¢ á¬ëá«¥ ¯. 8.4.
8.7. �à¨¬¥àë (®á−®¢ −−ë¥ −  â¥®à¥¬¥ 8.6). I. “ ª®¬¯ ªâ-
−®£® £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï −¥ ¬®¦¥â ¡ëâì â®ç¥ª − ¤ ¯®«¥¬
ª®¬¯«¥ªá−ëå ç¨á¥« C.
� �ãáâì a : C∞(M) → C | C-â®çª  ¨ a(f) = i ∈ C. ’®£¤ 
a(1 + f2) = 0 ¨ ¯®íâ®¬ã 1 + f2 ∈ ker a. ‘ ¤àã£®© áâ®à®−ë,
í«¥¬¥−â 1+ f2 ®ç¥¢¨¤−® ®¡à â¨¬ ¢ C∞(M) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, −¥
¬®¦¥â ¯à¨− ¤«¥¦ âì −¨ª ª®¬ã á®¡áâ¢¥−−®¬ã ¨¤¥ «ã ¢ C∞(M).
�

II. Œ−®¦¥áâ¢® ¢á¥å â®ç¥ª ¯®«¨−®¬¨ «ì−®©  «£¥¡àë R[x]
¬®¦−® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á ª®¬¯«¥ªá−®© ¯®«ã¯«®áª®áâìî

{z | Im z � 0},
ª ª®â®à®© ¤®¡ ¢«¥−  â®çª  ω, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¨¤¥ «ã

{0} ⊂ R[x].

� ’ ª ª ª R[x]| ª®«ìæ® £« ¢−ëå ¨¤¥ «®¢, «î¡®© ¯à®áâ®© ¨¤¥-
 « §¤¥áì ¨¬¥¥â ¢¨¤ R[x]f, £¤¥ f | −¥¯à¨¢®¤¨¬ë© ¬−®£®ç«¥−. �®
â®£¤  ¬ë ¨¬¥¥¬ «¨¡® f = 0, «¨¡® f = a(x − b), «¨¡®, − ª®−¥æ,
f = a(x − c)(x − c), £¤¥ a, b ∈ R,   c ¨ c | á®¯àï¦¥−−ë¥ ª®¬-
¯«¥ªá−ë¥ ç¨á« . ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, «î¡®¬ã −¥−ã«¥¢®¬ã ¯à®áâ®¬ã
¨¤¥ «ã ¢ R[x] á®®â¢¥âáâ¢ã¥â «¨¡® ®¤−® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−®¥ ç¨á«®,
«¨¡® ¯ à  á®¯àï¦¥−−ëå ª®¬¯«¥ªá−ëå ç¨á¥«. �

’¥¬ á ¬ë¬ ¬ë ¤®ª § «¨ ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥, ã¯®¬¨− ¢è¥¥áï ¢ ª®−-
æ¥ ¯. 8.3.
“¯à ¦−¥−¨ï. 1. �ãáâì k | ¯®«¥, ¨ X | ä®à¬ «ì− ï ¯¥à¥¬¥−-
− ï; ®¯¨è¨â¥ Speck[X].

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® µ∞
z
def=
⋂

k µk
z , z ∈ M, ¥áâì ¯à®áâ®© ¨¤¥ «

¢ C∞(M).
8.8. Œë − ãç¨«¨áì ª ¦¤®© k- «£¥¡à¥ F áâ ¢¨âì ¢ á®®â¢¥â-
áâ¢¨¥ â®ç¥ç−®¥ ¬−®¦¥áâ¢® SpecF , ¨ ¡ë«® ¡ë ¥áâ¥áâ¢¥−−® ¯®¯ë-
â âìáï á− ¡¤¨âì ¥£® â®¯®«®£¨¥©. ‚ áå®¤−®© á¨âã æ¨¨, à ¡®â ï
á |F|, ¬ë ¢¢®¤¨«¨ â®¯®«®£¨î, ¨−¤ãæ¨à®¢ −−ãî â®¯®«®£¨¥© R,
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−® ¢ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì−®© k- «£¥¡àë F ã − á −¥â ¡®«ìè¥ ä¨ªá¨-
à®¢ −−®£® ¯®«ï R á § á«ã¦¨¢ îé¥©¤®¢¥à¨ï â®¯®«®£¨¥©.�ã¦− 
−®¢ ï ¨¤¥ï, çâ®¡ë ®âëáª âì â®¯®«®£¨î ¢ SpecF .

�ãáâì C | § ¬ª−ãâ®¥ ¬−®¦¥áâ¢® ¢ Rn; â®£¤  − ©¤¥âáï äã−ª-
æ¨ï f ∈ C∞(Rn), ¤«ï ª®â®à®© f(r) = 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  r ∈ C. ’® ¦¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï § ¬ª−ãâ®£® ¬−®¦¥áâ¢  B
−  ¬−®£®®¡à §¨¨ M: áãé¥áâ¢ã¥â äã−ªæ¨ï f ∈ F = C∞(M),
¤«ï ª®â®à®© f(p) = 0 ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  p ∈ B
(á¬. ¯. 4.17 (I)). �â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¯®á«ã¦¨â ®á−®¢®© ¤«ï
¢¢¥¤¥−¨ï â®¯®«®£¨¨ ¢ SpecF .

‚®-¯¥à¢ëå, § ¬¥â¨¬, çâ® «î¡®© í«¥¬¥−â f ∈ F ¬®¦¥â à á-
á¬ âà¨¢ âìáï ª ª äã−ªæ¨ï −  SpecF . ˆ¬¥−−®, ¤«ï «î¡®£®
¯à®áâ®£® ¨¤¥ «  p ∈ SpecF ¯®«®¦¨¬ f(p) = f mod p.

„«ï ¯à®¨§¢®«ì−®£® ¯®¤¬−®¦¥áâ¢  E ⊂ F ®¡®§− ç¨¬ ç¥-
à¥§ V (E) ⊂ SpecF ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯à®áâëå ¨¤¥ «®¢, á®¤¥à-
¦ é¨å E. „àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¥á«¨ p ∈ V (E), â® ¤«ï «î¡®©
äã−ªæ¨¨ f ∈ E ¨¬¥¥¬ f(p) = 0. ’¥¯¥àì ¬ë ¬®¦¥¬ ®¯à¥¤¥-
«¨âì â®¯®«®£¨î ‡ à¨ááª®£® −  ¯à®áâ®¬ á¯¥ªâà¥ SpecF «î¡®©
k- «£¥¡àë F ª ª â®¯®«®£¨î, ¢ ª®â®à®© − ¡®à {V (E) | E ⊂ F}
á®áâ ¢«ï¥â ¡ §¨á § ¬ª−ãâëå ¬−®¦¥áâ¢.
8.9. �¯à¥¤¥«¥−¨¥ â®¯®«®£¨¨ ‡ à¨ááª®£® ¢ SpecF ¬®¦−® ¤ âì
¨ ¢ â¥à¬¨− å ®¯¥à æ¨¨ § ¬ëª −¨ï. „«ï ¯à®¨§¢®«ì−®£® ¬−®¦¥-
áâ¢  M ⊂ SpecF à áá¬®âà¨¬ ¨¤¥ « IM =

⋂
p∈M

p ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬

§ ¬ëª −¨¥ M ¬−®¦¥áâ¢  M ª ª

M = {p ∈ SpecF | p ⊃ IM}.
�â® ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¨¬¥¥â ïá−ë© á¬ëá«: ¥á«¨ í«¥¬¥−â f ∈ F

®¡à é ¥âáï ¢ −ã«ì −  M, â. ¥.

p ∈ M ⇒ f(p) = 0⇔ f ∈ p,

â® ®− ®¡à é ¥âáï ¢ −ã«ì −  M; ®¡à â−®, ¥á«¨ «î¡®© í«¥¬¥−â f,
®¡à é îé¨©áï ¢ −ã«ì −  M, à ¢¥− −ã«î ¨ ¢ −¥ª®â®à®© â®çª¥
p ∈ SpecF , â® p ∈ M . (’®â ä ªâ, çâ® íâ  ª®−áâàãªæ¨ï ¯à¨¢®-
¤¨â ª â®© ¦¥ â®¯®«®£¨¨, çâ® ¡ë«  ¢¢¥¤¥−  ¢ ¯. 8.8, ¢ëâ¥ª ¥â
−¥¯®áà¥¤áâ¢¥−−® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥−¨©.)
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‚®§¬®¦−®,ç¨â â¥«ì § ¨−â¥à¥áã¥âáï,ª ª®© æ¥−®© ¤®áâ¨£−ãâ 
ªà ©−ïï ®¡é−®áâì íâ®© ª®−áâàãªæ¨¨. �ª §ë¢ ¥âáï, â®¯®«®£¨ï
‡ à¨ááª®£® ¢ SpecF −¥å ãá¤®àä®¢ . ‚ ç áâ−®áâ¨, SpecF á®-
¤¥à¦¨â −¥§ ¬ª−ãâë¥ â®çª¨, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ à áá¬®âà¥−ë ¢ á«¥-
¤ãîé¥¬ ¯ã−ªâ¥.

8.10. “¯à ¦−¥−¨¥. 1. „®ª ¦¨â¥, çâ® ®¤−®â®ç¥ç−®¥ ¬−®¦¥áâ¢®
{p} ⊂ SpecF § ¬ª−ãâ® ¢ â®¯®«®£¨¨ ‡ à¨ááª®£® â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ¨¤¥ « p ¬ ªá¨¬ «¥−.

2. �¯¨è¨â¥ â®¯®«®£¨î ‡ à¨ááª®£® − 
∣∣R[X]∣∣. ‘à ¢−¨â¥

â®¯®«®£¨î ‡ à¨ááª®£® − 
∣∣R[X]∣∣ = R ¨ â®¯®«®£¨î ‡ à¨ááª®£®

− 
∣∣C∞(R)

∣∣ = R.
3. �¯¨è¨â¥ â®¯®«®£¨î ‡ à¨ááª®£® −  SpecR[X].

8.11. �à¥¤«®¦¥−¨¥. ‡ ¬ëª −¨¥ â®çª¨ q ∈ SpecF (â®ç−¥¥

£®¢®àï, ®¤−®â®ç¥ç−®£® ¬−®¦¥áâ¢  {q}, q ∈ SpecF ) á®¢¯ ¤ ¥â

á ¬−®¦¥áâ¢®¬

V (q) = {p ∈ SpecF | q ⊂ p}.

(„àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, {q} | íâ® ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®¡é¨å −ã«¥©

¤«ï ¢á¥å äã−ªæ¨© ¨§ ¨¤¥ «  q.)

� �® ®¯à¥¤¥«¥−¨î 8.8 ¬−®¦¥áâ¢® V (q) § ¬ª−ãâ®. ‘ ¤àã£®© áâ®-
à®−ë, ¥á«¨ E ⊂ F , q ∈ V (E), â® q ⊃ E ⇒ V (q) ⊂ V (E). �
8.12. ‘«¥¤áâ¢¨ï ¨ ¯à¨¬¥àë.

I. ’ ª ª ª ¢ k- «£¥¡à¥ −¥â ¤¥«¨â¥«¥© −ã«ï, â® {0} ∈ SpecF
¨ {0} = SpecF . �®íâ®¬ã ¨¤¥ « {0} − §ë¢ ¥âáï ®¡é¥© â®çª®©

¬−®¦¥áâ¢  F .
II. ‚ ç áâ−®áâ¨, â®çª  ω ¨§ ¯à¨¬¥à  8.7 (II) | ¨¬¥−−® â ª ï

®¡é ï â®çª .
III. �ãáâì f ∈ k[x1, . . . , xn] = F | −¥¯à¨¢®¤¨¬ë© ¬−®-

£®ç«¥− ®â n ¯¥à¥¬¥−−ëå − ¤  «£¥¡à ¨ç¥áª¨ § ¬ª−ãâë¬ ¯®«¥¬
k. � áá¬®âà¨¬ ¯à®áâ®© ¨¤¥ « p = k[x1, . . . , xn] · f . ‡ ¬ëª −¨¥
â®çª¨ p ¢ ¯à®áâ®¬ á¯¥ªâà¥ SpecF  «£¥¡àë ¬−®£®ç«¥−®¢ F á®-
áâ®¨â, ªà®¬¥ á ¬®© â®çª¨ p, ¨§ ¢á¥å ¬ ªá¨¬ «ì−ëå ¨¤¥ «®¢,
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á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â®çª ¬ £¨¯¥à¯®¢¥àå−®áâ¨

Hf = {(r1, . . . , rn) ∈ kn | f(r1, . . . , rn) = 0}.

’®çª  p − §ë¢ ¥âáï ¯®íâ®¬ã ®¡é¥© â®çª®© íâ®© £¨¯¥à¯®¢¥àå−®-
áâ¨. (Š ¦¤®© â®çª¥ (r1, . . . , rn) ∈ kn á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¬ ªá¨¬ «ì-
−ë© ¨¤¥ «F ¯®à®¦¤¥−−ë© ¢á¥¬¨ ¬®−®¬ ¬¨ x1−r1, . . . , xn−rn.)

IV. ‘®£« á−® ¯à¥¤«®¦¥−¨î 8.11 § ¬ëª −¨¥ â®çª¨ p ¨§
¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¨¬¥à  á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ¯à®áâë¥ ¨¤¥ «ë, á®¤¥à-
¦ é¨¥ p. ‘ â®çª¨ §à¥−¨ï ú£¥®¬¥âà¨¨ ¬ ªá¨¬ «ì−ëå ¨¤¥ «®¢û
«î¡®© â ª®© ¨¤¥ « ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯®¢¥àå−®áâì ú¬¥−ìè¥© à §¬¥à−®-
áâ¨û, á®¤¥à¦ éãîáï ¢ £¨¯¥à¯®¢¥àå−®áâ¨ Hf ¨ ï¢«ï¥âáï ®¡é¥©
â®çª®© íâ®© ¬¥−ìè¥© ¯®¢¥àå−®áâ¨.

8.13. ’¥®à¥¬ . �à®áâ®© á¯¥ªâà SpecF «î¡®© k- «£¥¡àë F
ª®¬¯ ªâ¥−.

�¥à¥ä®à¬ã«¨àã¥¬ â¥®à¥¬ã ¢ â¥à¬¨− å § ¬ª−ãâëå ¬−®-
¦¥áâ¢: ¥á«¨ {Mα}α∈A | â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢® § ¬ª−ãâëå ¬−®¦¥áâ¢,
çâ®

⋂
α∈A

Mα = ∅, â® ¬ë ¬®¦¥¬ ¢ë¡à âì ª®−¥ç−®¥ ¯®¤á¥¬¥©áâ¢®

Mα1, . . . , MαN
á ¯ãáâë¬ ¯¥à¥á¥ç¥−¨¥¬. „®ª ¦¥¬ â¥®à¥¬ã ¢ íâ®©

(íª¢¨¢ «¥−â−®©) ä®à¬¥.
� �¥ â¥àïï ®¡é−®áâ¨, ¬®¦−® áç¨â âì, çâ® Mα = V (Eα),
£¤¥ Eα ⊂ F | −¥ª®â®à®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢®. �¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§
{Eα} ⊂ F ¨¤¥ «, ¯®à®¦¤¥−−ë© ¬−®¦¥áâ¢®¬ Eα, ¨ § ¬¥â¨¬, çâ®

∅ =
⋂
α∈A

Mα =
⋂
α∈A

V (Eα) = V (
∑
α∈A

{Eα}).

�® íâ® §− ç¨â, çâ® ¨¤¥ «
∑

α∈A{Eα} −¥ á®¤¥à¦¨âáï −¨ ¢ ª ª®¬
¯à®áâ®¬,   §− ç¨â, ¨ −¨ ¢ ª ª®¬ ¬ ªá¨¬ «ì−®¬ ¨¤¥ «¥  «£¥¡àëF .
„àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ∑

α∈A

{Eα} = F � 1.
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�®íâ®¬ã ¬ë ¬®¦¥¬ − ©â¨ α1, . . . , αN ∈ A ¨ fi ∈ {Eαi},
i = 1, . . . , N, ¤«ï ª®â®àëå

∑N
i=1 fi = 1. �® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥

N⋂
i=1

Mαi = V (
N∑

i=1

{Eαi}) = V (F) = ∅. �

8.14. �®á¬®âà¨¬ â¥¯¥àì, ª ª ¯à®áâë¥ á¯¥ªâàë ¢¥¤ãâ á¥¡ï
¯à¨ £®¬®¬®àä¨§¬ å á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å k- «£¥¡à. �ãáâì F1 ¨
F2 ¥áâì k- «£¥¡àë, ¨ α : F2 → F1 | £®¬®¬®àä¨§¬ k- «£¥¡à.
“â¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ¥á«¨ p ⊂ F1 | ¯à®áâ®© ¨¤¥ «, â® íâ® ¦¥

¢¥à−® ¤«ï α−1(p) ⊂ F2.
� …á«¨ q1 ∈ α−1(p), â® ¤«ï «î¡®£® q2 ∈ F2 ¢ë¯®«−ïîâáï
á®®â−®è¥−¨ï

α(q1q2) ∈ α(α−1(p)q2) = pα(q2) ⊂ p.

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, q1q2 ∈ α−1(p) ¨ α−1(p) | ¨¤¥ «. „®ª ¦¥¬,
çâ® ®− ¯à®áâ. �ãáâì q1, q2 ∈ F2 ¨ q1q2 ∈ α−1(p). ’®£¤ 
α(q1)α(q2) ∈ p ¨ ¢¢¨¤ã ¯à®áâ®âë p å®âï ¡ë ®¤¨− ¨§ í«¥¬¥−â®¢
α(q1), α(q2), áª ¦¥¬ ¯¥à¢ë©, ¯à¨− ¤«¥¦¨â p. �âáî¤  ¢¨¤−®,
çâ®

q1 ∈ α−1(α(q1)) ⊂ α−1(p),

â. ¥. ¨¤¥ « α−1(p) ¯à®áâ. �
’¥¯¥àì «î¡®¬ã £®¬®¬®àä¨§¬ã k- «£¥¡à α : F2 → F1 ¬®¦−®

á®¯®áâ ¢¨âì ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¯à®áâëå á¯¥ªâà®¢

|α| : SpecF1 → SpecF2 (p �→ α−1(p)).

8.15. „«ï «î¡®£® £®¬®¬®àä¨§¬  k- «£¥¡à α : F2 → F1 á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¯à®áâëå á¯¥ªâà®¢

|α| : SpecF1 → SpecF2
−¥¯à¥àë¢−® ¢ â®¯®«®£¨¨ ‡ à¨ááª®£®.
� „®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© −¥¯®áà¥¤áâ¢¥−−ãî ¯à®-
¢¥àªã ®¯à¥¤¥«¥−¨©, ¨ ¬ë ®áâ ¢«ï¥¬ ¥£® ç¨â â¥«î. �
8.16. ’¥¯¥àì, ¯¥à¥¯¨á ¢  − «®£¨ç−®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¤«ï £« ¤-
ª¨å ¬−®£®®¡à §¨© (¯. 6.1), ¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîé¥¥
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�¯à¥¤¥«¥−¨¥. �â®¡à ¦¥−¨¥ β : SpecF1 → SpecF2 − §ë¢ -
¥âáï £« ¤ª¨¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© £®¬®¬®àä¨§¬ k- «£¥¡à
α : F2 → F2, çâ® β = |α|.

ˆâ ª, ç¨â â¥«ì ¢áâà¥â¨«áï ¥é¥ á ®¤−¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ ª â¥£®à¨©:
ª â¥£®à¨¥© ¯à®áâëå á¯¥ªâà®¢ k- «£¥¡à, ¢ ª®â®à®© ¬®àä¨§¬ ¬¨
ï¢«ïîâáï £« ¤ª¨¥ ®â®¡à ¦¥−¨ï á¯¥ªâà®¢. ‡ ¬¥â¨¬, çâ® íâ  ª -
â¥£®à¨ï ï¢«ï¥âáï ¤¢®©áâ¢¥−−®© (¢ á¬ëá«¥ ¯. 6.6) ª â¥£®à¨¨
k- «£¥¡à ¨ ¨å £®¬®¬®àä¨§¬®¢.

8.17. �ãáâì ¨¤¥ « p ∈ SpecF , £¤¥ F | −¥ª®â®à ï k- «£¥¡à ,
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î F/p = k. ’®£¤  «¥£ª® ¯®ª § âì, çâ®
p | ¬ ªá¨¬ «ì−ë© ¨¤¥ «. Œë ¯à¥¤« £ ¥¬ ç¨â â¥«î â ª¦¥
á«¥¤ãîé¥¥

“¯à ¦−¥−¨¥. 1. ˆ¤¥ « p | ¬ ªá¨¬ «ì−ë© â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  F/p | ¯®«¥.

2. …á«¨ F | ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥−− ï  «£¥¡à , p | ¬ ªá¨-
¬ «ì−ë© ¨¤¥ «, â® F/p | ª®−¥ç−®¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ à áè¨à¥−¨¥
k.

8.18. �¯à¥¤¥«¥−¨¥. Œ ªá¨¬ «ì−ë¬ á¯¥ªâà®¬ SpmF ¤«ï
k- «£¥¡àë F − §ë¢ ¥âáï ¬−®¦¥áâ¢® ¬ ªá¨¬ «ì−ëå ¨¤¥ «®¢  «-
£¥¡àë F .

�à¥¤ë¤ãé¨© ¯ã−ªâ â ª ¦¥, ª ª ¨ ¯¯. 8.10{8.11, £¤¥ à áá¬ -
âà¨¢ «®áì § ¬ëª −¨¥ ®¤−®â®ç¥ç−ëå¬−®¦¥áâ¢ ¢ SpecF , − ¢®¤¨â
−  ¬ëá«ì ® à áá¬®âà¥−¨¨SpmF ¢¬¥áâ® SpecF . „¥©áâ¢¨â¥«ì−®,
¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¬ë ¨§¡ ¢¨¬áï ®â â ª®© ¯ â®«®£¨¨, ª ª −¥§ ¬ª−ã-
âë¥ â®çª¨,   − ¡®à â®ç¥ç−ëå ®¡« áâ¥© ¡ã¤¥â ¡®«¥¥ ®¡®§à¨¬ë¬.
�¤− ª® ¨§ãç âì ¬ ªá¨¬ «ì−ë¥ ¨¤¥ «ë ¯®çâ¨ −¥ ¨¬¥¥â á¬ëá« 
¢¢¨¤ã á«¥¤ãîé¥£® äã−¤ ¬¥−â «ì−®£® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢ : ¢ ®â«¨-
ç¨¥ ®â ¯à®áâëå ¬ ªá¨¬ «ì−ë¥ ¨¤¥ «ë ¬®£ãâ ¨¬¥âì ¯à®®¡à §,

−¥ ï¢«ïîé¨©áï ¬ ªá¨¬ «ì−ë¬ ¨¤¥ «®¬ (á¬. ¯. 8.19). ’ ª¨¬
®¡à §®¬, −¥ áãé¥áâ¢ã¥â ®â®¡à ¦¥−¨ï ¬ ªá¨¬ «ì−ëå á¯¥ªâà®¢,
ª®â®à®¬ã ¡ë ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ ¬®¦−® ¡ë«® á®¯®áâ ¢¨âì
£®¬®¬®àä¨§¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å  «£¥¡à. „àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, á®-
®â¢¥âáâ¢¨¥ A �→ SpmA −¥ ï¢«ï¥âáï äã−ªâ®à®¬ ¨§ ª â¥£®à¨¨
K- «£¥¡à ¢ ª â¥£®à¨î â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®áâà −áâ¢.
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8.19. �à¨¬¥à. �ãáâì F2 = k[x1, x2] |  «£¥¡à  ¬−®£®ç«¥−®¢
®â ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥−−ëå, F1 = k(x1) | ¯®«¥ à æ¨®− «ì−ëå äã−ª-
æ¨©, α : F2 → F1 | ª®¬¯®§¨æ¨ï í¯¨¬®àä¨§¬  ä ªâ®à¨§ æ¨¨

F2 = k[x1, x2]→ k[x1, x2]/(x2) = k[x1]

¨ ¢«®¦¥−¨ï k[x1] ↪→ k(x1) = F1.
ˆ¤¥ « {0} ⊂ k(x1) ¬ ªá¨¬ «¥−, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¨¤¥ «

α−1({0}) = F2 ·x2 | ¯à®áâ®©, −® −¥ ¬ ªá¨¬ «ì−ë©. ’¥¬ á ¬ë¬
¤®ª § −® ¢ë¤¥«¥−−®¥ ªãàá¨¢®¬ ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥ ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£®
¯ã−ªâ .

8.20. “¯à ¦−¥−¨ï. 1. �ãáâì M | ª®¬¯ ªâ−®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥.
„®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡®© ¬ ªá¨¬ «ì−ë© ¨¤¥ « ¢ C∞(M) ¨¬¥¥â ¢¨¤
µz, z ∈ M (á¬. ã¯à ¦−¥−¨¥ 2 ¨§ ¯. 8.7).

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® −¥ª®¬¯ ªâ−®£® ¬−®£®®¡à §¨ï
M ¢  «£¥¡à¥ C∞(M) áãé¥áâ¢ãîâ ¬ ªá¨¬ «ì−ë¥ ¨¤¥ «ë, −¥
¯à¥¤áâ ¢¨¬ë¥ ¢ ¢¨¤¥ µz, z ∈ M.

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡®© â ª®© ¬ ªá¨¬ «ì−ë© ¨¤¥ « ¨¬¥¥â
¡¥áª®−¥ç−®¥ ç¨á«® ®¡à §ãîé¨å.

8.21. ‚ ®áâ ¢è¥©áï ç áâ¨ íâ®© £« ¢ë ¬ë ®¡áã¤¨¬ −¥ª®â®àë¥
á¢®©áâ¢  ¯à®áâëå ¨ ¬ ªá¨¬ «ì−ëå á¯¥ªâà®¢, ®â«¨ç îé¨¥ ¨å ®â
£« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨©.

Š ª ¬ë ¢¨¤¥«¨ ¢ ¯à¨¬¥à¥ 8.7 (II), ¯à®áâ®© á¯¥ªâà ¬®¦¥â
ªà®¬¥ ú¢¨¤¨¬ëåû â®ç¥ª á®¤¥à¦ âì â®çª¨ á −¥®ç¥¢¨¤−®© £¥®¬¥-
âà¨ç¥áª®© ¨−â¥à¯à¥â æ¨¥© (¢ ãª § −−®¬ ¯à¨¬¥à¥ | íâ® ¯à®áâ®©
¨¤¥ « ω).

� ç−¥¬ á −¥ª®â®àëå ¯à¨¬¥à®¢, ¯®ª §ë¢ îé¨å, çâ® úâ®çª¨û
â ª®£® â¨¯  ¬®£ãâ ¢®§−¨ª âì ¨ ¢ ¬ ªá¨¬ «ì−®¬ á¯¥ªâà¥ SpmF .

8.22. �à¨§à ª¨. —¨â â¥«ì, ¢−¨¬ â¥«ì−® ¯à®ç¨â ¢è¨© ¯à¨¬¥à
8.7 (I), ª®−¥ç−®, § ¬¥â¨«, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì−ë¥ ¨¤¥ «ë  «£¥-
¡àë £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ª®¬¯ ªâ−®¬ ¬−®£®®¡à §¨¨ − å®¤ïâáï
¢® ¢§ ¨¬−® ®¤−®§− ç−®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¡ëç−ë¬¨ R-â®çª ¬¨
íâ®©  «£¥¡àë (â. ¥. ®¡ëç−ë¬¨ â®çª ¬¨ ¬−®£®®¡à §¨ï). „«ï −¥-
ª®¬¯ ªâ−ëå ¬−®£®®¡à §¨© íâ® ã¦¥ −¥ â ª.
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„¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¯ãáâì Ic | ¨¤¥ « ¢á¥å äã−ªæ¨© á ª®¬¯ ªâ-
−ë¬ −®á¨â¥«¥¬ −  −¥ª®¬¯ ªâ−®¬ ¬−®£®®¡à §¨¨. �¨ª ª®© ¬ ª-
á¨¬ «ì−ë© ¨¤¥ «, á®¤¥à¦ é¨© Ic, −¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ï¤à®¬ ª ª®©-
«¨¡® R-â®çª¨ (¤®ª § â¥«ìáâ¢® ®áâ ¢«ï¥âáï ç¨â â¥«î ¢ ª ç¥áâ¢¥
ã¯à ¦−¥−¨ï). ’ ª¨¥ ¬ ªá¨¬ «ì−ë¥ ¨¤¥ «ë á®®â¢¥âáâ¢ãîâ úâ®ç-
ª ¬û ¨áå®¤−®£® ¬−®£®®¡à §¨ï, ª®â®àë¥ ¬ë − §ë¢ ¥¬ ¯à¨§à ª -

¬¨. ‚ ¯¯. 8.24{8.26 ¬ë ã¢¨¤¨¬, ª ª ¬®£ãâ ¬ â¥à¨ «¨§®¢ âìáï
â ª¨¥ ¯à¨§à ª¨.

8.23. �à¥¦¤¥ ç¥¬ ¯à®¤®«¦¨âì à ááª § ® ¯à¨§à ª å, á¤¥« -
¥¬ ®¤−® § ¬¥ç −¨¥. �ãáâì F | R- «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ª-
æ¨© −  ª®¬¯ ªâ−®¬ ¬−®£®®¡à §¨¨ M. Š ª ã¯®¬¨− «®áì ¢ëè¥,
M = SpmF , −® −¥ á«¥¤ã¥â ¤ã¬ âì, çâ® M = SpecF . �® íâ®¬ã
¯®¢®¤ã ç¨â â¥«î áâ®¨â ¢ë¯®«−¨âì á«¥¤ãîé¥¥

“¯à ¦−¥−¨¥. ”ã−ªæ¨ï f ∈ F − §ë¢ ¥âáï ¯«®áª®© ¢ â®çª¥
a ∈ M , ¥á«¨ ®−  ¢¬¥áâ¥ á® ¢á¥¬¨ á¢®¨¬¨ ¯à®¨§¢®¤−ë¬¨ ®¡à -
é ¥âáï ¢ íâ®© â®çª¥ ¢ −ã«ì. ”ã−ªæ¨¨, ¯«®áª¨¥ ¢ ¤ −−®© â®çª¥
a ∈ M, ®¡à §ãîâ ¨¤¥ «. „®ª ¦¨â¥, çâ® íâ®â ¨¤¥ « ¯à®áâ, â. ¥.
ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¯à®áâà −áâ¢  SpecF , ª®â®à®© −¥ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
−¨ª ª ï â®çª  −  M.

8.24. �à¨¬¥à (ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨ï ¯àï¬®©). �ãáâì F =
C∞(R) | R- «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¯àï¬®© R,   Ic, ª ª
¨ ¢ëè¥, | ¨¤¥ « äã−ªæ¨© á ª®¬¯ ªâ−ë¬¨ −®á¨â¥«ï¬¨. Œ®¦−®
¯®¯ëâ âìáï ®¯¨á âì ¬ ªá¨¬ «ì−ë¥ ¨¤¥ «ë, á®¤¥à¦ é¨¥ Ic, −® ã
¡®«ìè¨−áâ¢  íâ¨å ¨¤¥ «®¢-¯à¨§à ª®¢ −¥â à §ã¬−®£® ª®−áâàãª-
â¨¢−®£® ®¯¨á −¨ï.

�¤− ª® ¥áâì ¤¢  ®ç¥−ì ¬¨«ëå ¬−®¦¥áâ¢  äã−ªæ¨©, á®¤¥à-
¦ é¨å Ic, | íâ® ¬−®¦¥áâ¢  µ+∞ ¨ µ−∞ :

µ±∞ = {f ∈ F | lim
r→±∞

f(r) = 0}.

Š á®¦ «¥−¨î, íâ¨ ¬−®¦¥áâ¢  −¥ ï¢«ïîâáï ¨¤¥ « ¬¨ (¨, ¬®¦−®
áª § âì, â®«ìª® ¯®íâ®¬ã −¥ ï¢«ïîâáï ¬ ªá¨¬ «ì−ë¬¨ ¨¤¥ « ¬¨).
�â® −¥¯à¨ïâ−®¥ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¬®¦−® ¯à¥®¤®«¥âì á«¥¤ãîé¨¬
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®¡à §®¬. �®«®¦¨¬

F1 = {f ∈ F | ∀k � 0 lim
r→+∞

dkf

drk
¨ lim

r→−∞

dkf

drk
áãé¥áâ¢ãîâ}

¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ µ±∞ ª ª F1 ∩µ±∞. ’®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥
ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï

I. µ+∞ ¨ µ−∞ | ¬ ªá¨¬ «ì−ë¥ ¨¤¥ «ë  «£¥¡àë F1, á®¤¥à-
¦ é¨¥ Ic.

II. …á«¨ M = [0, 1] ⊂ R1 ¨  «£¥¡à  FM á®áâ®¨â ¨§ ®£à -
−¨ç¥−¨© ¢á¥¢®§¬®¦−ëå äã−ªæ¨© ¨§ F −  M, â® ¬−®£®®¡à §¨¥
á ªà ¥¬ M £®¬¥®¬®àä−® |F1|.

III. �à¨ â ª®¬ ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¨ ¨¤¥ « Ic áâ −®¢¨âáï ¨¤¥ «®¬
äã−ªæ¨©, à ¢−ëå −ã«î ¢ ®ªà¥áâ−®áâïå ª®−æ®¢ ®âà¥§ª  [0, 1],  
¨¤¥ «ë µ+∞ ¨ µ−∞ áâ −®¢ïâáï á®®â¢¥âáâ¢¥−−® â®çª ¬¨ 0 ¨ 1.

IV. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ ¬ ªá¨¬ «ì−ë¥ ¨¤¥ «ë  «£¥-
¡àë F1, ªà®¬¥ µ+∞ ¨ µ−∞, á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®¡ëç−ë¬ â®çª ¬
¯àï¬®© R1; çâ® ª á ¥âáï ¨¤¥ «®¢ µ±∞, â® íâ® ú¯à¨§à ª¨û, ¯à¨-
á®¥¤¨−¥−−ë¥ ª ¯àï¬®© á æ¥«ìî á¤¥« âì ¥¥ ª®¬¯ ªâ−®©.

V. „®ª ¦¨â¥, çâ®  «£¥¡à  F1 −¥ ¨§®¬®àä−   «£¥¡à¥ FM ¨
¢®®¡é¥ −¥ ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®©. �®¯à®¡ã©â¥ ¢¬¥áâ® F1 ¯®áâà®¨âì
¤àã£ãî ¯®¤ «£¥¡àã  «£¥¡àë F , ¨§®¬®àä−ãî FM .

8.25. „àã£®© ¯à¨¬¥à. ‘à¥¤¨ ¬−®£®ç¨á«¥−−ëå ¬¥â®¤®¢ ª®¬-
¯ ªâ¨ä¨ª æ¨¨ ¯àï¬®© à áá¬®âà¨¬ ¥é¥ â®«ìª® ®¤¨−. �ãáâì

F2 = {f ∈ F1 | ∀k lim
r→+∞

dkf

drk
= lim

r→−∞

dkf

drk
∈ R}.

�®«®¦¨¬
µ∞ = µ+∞ ∩ F2(= µ−∞ ∩ F2).

‹¥£ª® ¤®ª § âì, çâ® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà −áâ¢® |F2| £®¬¥®-
¬®àä−® ®ªàã¦−®áâ¨ S1. � £«ï¤−® íâ® ¬®¦−® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª
áª«¥©ªã ú¡¥áª®−¥ç−® ã¤ «¥−−ëå ª®−æ®¢û ¯àï¬®© á ¯®¬®éìî
ú¯à¨§à ª û, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¨¤¥ «ã µ∞ (á¬. à¨á. 8.1).

Š ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯à¨¬¥à¥, ¯®¤ «£¥¡à  F2 −¥ ï¢«ï¥âáï
£« ¤ª®©, −® ¥áâì ¢  «£¥¡à¥ F ¨ £« ¤ª¨¥ ¯®¤ «£¥¡àë, ¨§®¬®àä-
−ë¥ C∞(S1). …á«¨ ¯®áâà®¥−¨¥ £« ¤ª¨å § ¬¥−¨â¥«¥© ¤«ï F1
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�¨á. 8.1.

¨ F2 ¢ë§ë¢ ¥â âàã¤−®áâ¨, ¯®áâà®©â¥ á− ç «  £« ¤ª¨¥ ¢«®¦¥−¨ï
R1 ↪→ [0, 1] ¨ R1 ↪→ S1,   § â¥¬ à áá¬®âà¨â¥ ú®£à −¨ç¥−¨ïû
äã−ªæ¨© ¨§ C∞([0, 1]) ¨ C∞(S1) −  ¢«®¦¥−−ãî ¯àï¬ãî.
8.26. „ «ì−¥©è¨¥ ¯à¨¬¥àë. I. �¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§ F  «£¥¡àã
ª®¬¯«¥ªá−®§− ç−ëå äã−ªæ¨© ª®¬¯«¥ªá−®£® ¯¥à¥¬¥−−®£®, ®¯à¥-
¤¥«¥−−ëå, £®«®¬®àä−ëå ¨ ®£à −¨ç¥−−ëå ¢ ®¡« áâ¨ |z| < 1.
‘à¥¤¨ ¬ ªá¨¬ «ì−ëå ¨¤¥ «®¢  «£¥¡àë F − ¬, ª®−¥ç−®, ¨§¢¥áâ-
−ë ¨¤¥ «ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â®çª ¬ a, |a| < 1,   ¨¬¥−−®

µa = {f ∈ F | f(a) = 0}.
Œ®¦−® ®¯à¥¤¥«¨âì µa ¨ ¯à¨ |a| = 1, ¯®«®¦¨¢

µa = {f ∈ F | lim
z→a

f(z) = 0}.

„®ª ¦¨â¥, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì−ë© á¯¥ªâà  «£¥¡àë F á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å
¨¤¥ «®¢ µa, |a| � 1.

II. � ©¤¨â¥ ¬ ªá¨¬ «ì−ë© á¯¥ªâà  «£¥¡àë F2 ª®¬¯«¥ªá−®-
§− ç−ëå äã−ªæ¨© ¤¢ãå ª®¬¯«¥ªá−ëå ¯¥à¥¬¥−−ëå,  − «¨â¨ç¥-
áª¨å ¨ ®£à −¨ç¥−−ëå ¢ ®âªàëâ®¬ ¯®«¨¤¨áª¥, â. ¥. −  ¬−®¦¥áâ¢¥

{(z1, z2) | |z1| < 1, |z2| < 1}.
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9.1. �á−®¢ë¢ ïáì −  ®¯¨á −−®© ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å £« ¢ å ä®à¬ -
«¨§ æ¨¨ ¯à®æ¥áá  − ¡«î¤¥−¨ï ¢ ª« áá¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¥, ¬®¦−®
¯à¨©â¨ ª −¥ª®â®àë¬ ¢¥áì¬  ¢ ¦−ë¬ ¢ë¢®¤ ¬. ‚®-¯¥à¢ëå, ®¡à -
â¨¬ ¢−¨¬ −¨¥ −  â®, çâ® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨á«¥−¨¥ ï¢«ï¥âáï
¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ï§ëª®¬ ª« áá¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨. ‘ ¤àã£®© áâ®à®−ë,
¯®áª®«ìªã ¢áï ¨−ä®à¬ æ¨ï ® ª« áá¨ç¥áª®© ä¨§¨ç¥áª®© á¨áâ¥-
¬¥ § ª«îç¥−  ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©  «£¥¡à¥ − ¡«î¤ ¥¬ëå, ®âáî¤ 
á −¥¨§¡¥¦−®áâìî ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® −¥®¡å®¤¨¬®¥ ¤«ï ®¯¨á −¨ï ä¨-
§¨ç¥áª¨å § ¤ ç ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨á«¥−¨¥ ï¢«ï¥âáï ®¤−¨¬
¨§  á¯¥ªâ®¢ ª®¬¬ãâ â¨¢−®©  «£¥¡àë.

�¡êïá−¥−¨¥ â®£®, ª ª ¨§¢«¥çì ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ®¯à¥-
¤¥«¥−¨¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à  ¨§ ¨§¢¥áâ−ëå ä ªâ®¢,
¯à¥¤®áâ ¢«ï¥¬ëå − ¬ í«¥¬¥−â à−ë¬  − «¨§®¬, ï¢«ï¥âáï ®á−®¢-
−®© æ¥«ìî − áâ®ïé¥© £« ¢ë. �ç¥−ì ¢ ¦−®, çâ® ¯®«ãç¥−−ë¥
ª®−áâàãªæ¨¨ ¬®¦−® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì−ëå, ¨ á®¢á¥¬
−¥ ®¡ï§ â¥«ì−® £« ¤ª¨å, ª®¬¬ãâ â¨¢−ëå  «£¥¡à. �® á ¬®¥ £« ¢-
−®¥, ¯®¦ «ã©, −¥ ¢ íâ®¬.

’®, çâ® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨á«¥−¨¥ ¥áâì ä®à¬ «ì−®¥
á«¥¤áâ¢¨¥  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å ®¯¥à æ¨©, ï¢«ï¥âáï −¥ â®«ìª® ã¤¨-
¢¨â¥«ì−® ªà á¨¢ë¬ ¨ −¥®¦¨¤ −−ë¬ ä ªâ®¬, ¨¬¥îé¨¬ ¢ ¦−®¥
§− ç¥−¨¥ ¢−ãâà¨ á ¬®© ¬ â¥¬ â¨ª¨. �â® ¯®§¢®«ï¥â â ª¦¥ ¯¥-
à¥á¬®âà¥âì −¥ª®â®àë¥ áãé¥áâ¢ãîé¨¥ ¯ à ¤¨£¬ë, ª á îé¨¥áï

137
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¢§ ¨¬®®â−®è¥−¨ï ¬ â¥¬ â¨ª¨ á ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬¨ − ãª ¬¨, ¨, ¯à¥-
¦¤¥ ¢á¥£®, á ä¨§¨ª®© ¨ ¬¥å −¨ª®©. “¢ ¦¥−¨¥ ª®−æ¥¯æ¨¨ − ¡«î-
¤ ¥¬®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ¤«ï ¬ â¥¬ â¨ª¨ £ à −â®¬ ¥¥ áãé¥áâ¢®¢ −¨ï
ª ª ¥áâ¥áâ¢¥−−®-− ãç−®© ¤¨áæ¨¯«¨−ë.

9.2. � ç−¥¬ á ¯à®áâ¥©è¥£® ¯®−ïâ¨ï ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨á-
ç¨á«¥−¨ï, ¯à®¨§¢®¤−®©, ä®à¬ «¨§ãîé¥© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨ ¨¤¥î
áª®à®áâ¨. ‚ í«¥¬¥−â à−®© ¬¥å −¨ª¥ − ¬ ®¡êïá−ïîâ, çâ® áª®-
à®áâì | íâ® ¢¥ªâ®à, ¯®¤à §ã¬¥¢ ï ¯®¤ ¢¥ªâ®à®¬ − ¯à ¢«¥−−ë©
®âà¥§®ª. ’ ª ï â®çª  §à¥−¨ï −¥ ¬®¦¥â áç¨â âìáï ã¤®¢«¥â¢®-
à¨â¥«ì−®©, ¯®áª®«ìªã á®¢¥àè¥−−® −¥¯®−ïâ−®, çâ® â ª®¥ ú− -
¯à ¢«¥−−ë© ®âà¥§®ªû ¢ á«ãç ¥  ¡áâà ªâ−®£® (ú¨áªà¨¢«¥−−®£®û)
¬−®£®®¡à §¨ï. �® íâ®© ¯à¨ç¨−¥ ®á−®¢ â¥«¨ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®©
£¥®¬¥âà¨¨ ®¯à¥¤¥«ï«¨ ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à ª ª ¢¥«¨ç¨−ã, ª®â®-
à ï ¢ § ¤ −−®© á¨áâ¥¬¥ «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â å à ªâ¥à¨§ã¥âáï
− ¡®à®¬ ¨§ n ç¨á¥«, ¯à¨ç¥¬ íâ®â − ¡®à ®¯à¥¤¥«¥−−ë¬ ®¡à §®¬
¨§¬¥−ï¥âáï ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ª ¤àã£®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨− â. ’ ª®©
¯®¤å®¤ â ª¦¥ −¥ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«¥−, â ª ª ª ®¯¨áë¢ ¥â ¢¥ªâ®àë
¢ «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â å, ¯® áãé¥áâ¢ã −¥ ®¡êïá−ïï, çâ® íâ®
â ª®¥.

‚® ¬−®£¨å á®¢à¥¬¥−−ëå ãç¥¡−¨ª å ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®© £¥®-
¬¥âà¨¨ ¬®¦−® − ©â¨ ¤àã£®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ª á â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à ,
ª®â®à®¥ −¥  ¯¥««¨àã¥â ª «®ª «ì−ë¬ ª®®à¤¨− â ¬: ª á â¥«ì−ë¬
¢¥ªâ®à®¬ − §ë¢ ¥âáï ª« áá íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨ £« ¤ª¨å ªà¨¢ëå,
ª á îé¨åáï ¤àã£ ¤àã£  ¢ § ¤ −−®© â®çª¥ ¨−â¥à¥áãîé¥£® − á
£« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï. �®¯ëâ ¢è¨áì − ©â¨ áã¬¬ã ¤¢ãå â ª¨å
ª« áá®¢ ¨«¨ ã¬−®¦¨âì â ª®© ª« áá −  ç¨á«®, â. ¥. ¯®¯à®¡®-
¢ ¢ ¢¢¥áâ¨ áâàãªâãàã «¨−¥©−®£® ¯à®áâà −áâ¢  −  ¬−®¦¥áâ¢¥
¢á¥å ª á â¥«ì−ëå ¢¥ªâ®à®¢, ¬ë ã¡¥¤¨¬áï, çâ® ¨ ¤ −−ë© ¯®¤å®¤
−¥ ®ç¥−ì-â® ã¤®¡¥− ¤«ï à ¡®âë.

�à¨−æ¨¯¨ «ì− ï ¯à¨ç¨−  −¥ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì−®áâ¨ ¢á¥å
íâ¨å ®¯à¥¤¥«¥−¨© ª á â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à  á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ®−¨
−®áïâ ®¯¨á â¥«ì−ë© å à ªâ¥à, −¨ç¥£® −¥ £®¢®àï ® äã−ªæ¨®-
− «ì−®© à®«¨ íâ®£® ¯®−ïâ¨ï ¢ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¬ ¨áç¨á«¥−¨¨.
Œ®¦−® ¯®−ïâì íâã à®«ì, ¯à® − «¨§¨à®¢ ¢, çâ® â ª®¥ áª®à®áâì
á â®çª¨ §à¥−¨ï  «£¥¡àë − ¡«î¤ ¥¬ëå.



�«£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨á«¥−¨¥ 139

�ãáâì A | −¥ª®â®à ï  «£¥¡à  − ¡«î¤ ¥¬ëå. ’®£¤  ¯® ®¯à¥-
¤¥«¥−¨î M = |A| ¥áâì ¬−®£®®¡à §¨¥ á®áâ®ï−¨© á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¥© á¨áâ¥¬ë ¨ −¥ª®â®à®¥ ª®−ªà¥â−®¥ á®áâ®ï−¨¥ á¨áâ¥¬ë ¥áâì
í«¥¬¥−â h ∈ |A|. �®íâ®¬ã í¢®«îæ¨ï á®áâ®ï−¨ï á¨áâ¥¬ë ¢® ¢à¥-
¬¥−¨ ®¯¨áë¢ ¥â á¥¬¥©áâ¢® ht. ‘â «® ¡ëâì, áª®à®áâì ¨§¬¥−¥−¨ï
á®áâ®ï−¨ï á¨áâ¥¬ë ¢ ¬®¬¥−â ¢à¥¬¥−¨ t0 ¥áâì

–h
def=

dht

dt

∣∣∣
t=t0
: A → R, (9.1)

£¤¥ ¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î
dht

dt
= lim
–t→0

1
–t
(ht+–t − ht),

ª ª®© ¡ë á¬ëá« ¬ë −¨ ¢ª« ¤ë¢ «¨ §¤¥áì ¢ ¯®−ïâ¨¥ ¯à¥¤¥« .
ˆ−ë¬¨ á«®¢ ¬¨, â®, çâ® ¬ë ¢®á¯à¨−¨¬ ¥¬ ª ª ¤¢¨¦¥−¨¥, ¥áâì
ä ªâ ¨§¬¥−¥−¨ï ¯®ª § −¨© ¯à¨¡®à®¢ á â¥ç¥−¨¥¬ ¢à¥¬¥−¨,  
áª®à®áâì ¤¢¨¦¥−¨ï ¥áâì áª®à®áâì ¨§¬¥−¥−¨ï íâ¨å ¯®ª § −¨©.

�¥à¥¢®¤ áª § −−®£® −  £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© ï§ëª, ®ç¥¢¨¤−®, ®áã-
é¥áâ¢«ï¥âáï −  ®á−®¢¥ á®®â¢¥âáâ¢¨ï M � z ↔ h = hz ∈ |A|,
£¤¥ A = C∞(M) ¨ hz(f) = f(z), ∀f ∈ C∞(M). �à¨ íâ®¬
¯¥à¥¢®¤¥ á¥¬¥©áâ¢® {ht} ®ª §ë¢ ¥âáï ªà¨¢®© z(t) −  ¬−®£®®¡à -
§¨¨ M, ¨ ªà¨¢ ï z(t) â ª®¢ , çâ® ht = hz(t),   ¯à®¨§¢®¤− ï
dht

dt
ï¢«ï¥âáï ª á â¥«ì−ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ª íâ®© ªà¨¢®©,   §− ç¨â,

¨ ª ¬−®£®®¡à §¨î M. ‘®®â−®è¥−¨¥ (9.1) ¯à¨ íâ®¬ ¯à¨−¨¬ ¥â
¢¨¤

–z =
dhz(t)

dt

∣∣∣
t=t0
: A → R, (9.2)

£¤¥ z = z(t0) ¨, ®ç¥¢¨¤−®,–z ↔ –h.
ˆâ ª, ¬ë ¯à¨è«¨ ª ¨−â¥à¯à¥â æ¨¨

áª®à®áâì ¨§¬¥−¥−¨ï á®áâ®ï−¨ï á¨-
áâ¥¬ë, ®¯¨áë¢ ¥¬®©  «£¥¡à®© A ←→ ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à

ª ¬−®£®®¡à §¨î M

‚ëè¥ â¥à¬¨− úª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®àû ¨á¯®«ì§®¢ «áï ¢ ¨−âã¨-
â¨¢−®¬ á¬ëá«¥, ¨ â¥¯¥àì − è¥© æ¥«ìî ï¢«ï¥âáï ¥£® áâà®£®¥ ®¯à¥-
¤¥«¥−¨¥ ¨áª«îç¨â¥«ì−® ¢ â¥à¬¨− å  «£¥¡àë − ¡«î¤ ¥¬ëå A.
� ©¤¥−− ï ¨−â¥à¯à¥â æ¨ï ¯®§¢®«ï¥â á¤¥« âì íâ® ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬
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®¡à §®¬. …¤¨−áâ¢¥−−®, çâ® ¤«ï íâ®£® −ã¦−® á¤¥« âì, | ãïá-
−¨âì ¬ â¥¬ â¨ç¥áªãî ¯à¨à®¤ã ®¯¥à â®à –h (¨«¨–z), −¥áâà®£®
®¯à¥¤¥«¥−−®£® ä®à¬ã«®© (9.1) (á®®â¢¥âáâ¢¥−−® (9.2)), ¯®áª®«ì-
ªã −¥ ¢áïª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¨§ A ¢ R, − ¯à¨¬¥à h, ¥áâ¥áâ¢¥−−®
− §ë¢ âì áª®à®áâìî ¨§¬¥−¥−¨ï á®áâ®ï−¨ï.

9.3. �«£¥¡à  − ¡«î¤ ¥¬ëå ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© á®ç¥â −¨¥ ¤¢ãå
áâàãªâãà: áâàãªâãàë ¢¥ªâ®à−®£® ¯à®áâà −áâ¢  ¨ ¬ã«ìâ¨¯«¨ª -
â¨¢−®©. ‚§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ®¯¥à â®à –h (¨«¨–z) á ¯¥à¢®© ¨§ −¨å
®ç¥¢¨¤−®: ®− ï¢«ï¥âáï R-«¨−¥©−ë¬, â. ¥.

–h

( k∑
j=1

λjfj

)
=

k∑
j=1

λj–h(fj), λj ∈ R, fj ∈ C∞(U). (9.3)

“¯à ¦−¥−¨¥. “¡¥¤¨â¥áì ¢ íâ®¬.
„«ï â®£® çâ®¡ë ¢ëïá−¨âì ¢§ ¨¬®®â−®è¥−¨ï ¬¥¦¤ã ®¯¥à -

â®à®¬ –h ¨ ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢−®© áâàãªâãà®©  «£¥¡àë C∞(M),
−ã¦−® ¢ëç¨á«¨âì ¤¥©áâ¢¨¥ íâ®£® ®¯¥à â®à  −  ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥
¤¢ãå − ¡«î¤ ¥¬ëå. Œë ¨¬¥¥¬

–h(fg) =
dht(fg)

dt

∣∣∣
t=t0
=

d(ht(f)ht(g))
dt

∣∣
t=t0

=
dht(f)

dt

∣∣∣
t=t0

ht0(g) + ht0(f)
dht(g)

dt

∣∣∣
t=t0

= –h(f)h(g) + h(f)–h(g),

â. ¥. –h ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à ¢¨«ã ‹¥©¡−¨æ :

–h(fg) = –h(f)h(g) + h(f)–h(g). (9.4)

‚ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ä®à¬¥ ®−® ¢ë£«ï¤¨â â ª:

–z(fg) = –z(f)g(z) + f(z)–z(g). (9.5)

ˆâ ª, ¯à ¢¨«  (9.3) ¨ (9.4) ¯®«−®áâìî à¥£ã«¨àãîâ ¢§ ¨-
¬®®â−®è¥−¨ï ®¯¥à â®à  –h á ¡ §®¢ë¬¨ áâàãªâãà ¬¨  «£¥¡àë
− ¡«î¤ ¥¬ëå. �®íâ®¬ã ã − á â¥¯¥àì ¥áâì ¢á¥ ®á−®¢ −¨ï ¯à¨−ïâì
á«¥¤ãîé¥¥
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9.4. �¯à¥¤¥«¥−¨¥. �â®¡à ¦¥−¨¥

ξ : C∞(M)→ R

− §ë¢ ¥âáï ª á â¥«ì−ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ª ¬−®£®®¡à §¨î M ¢ â®çª¥

z ∈ M, ¥á«¨ ®−® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¤¢ã¬ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

1) R-«¨−¥©−®áâì:

ξ(
k∑

j=1

λjfj) =
k∑

j=1

λjξ(fj), λj ∈ R, fj ∈ C∞(M);

2) ‹®ª «ì−®¥ ¯à ¢¨«® ‹¥©¡−¨æ  (¨«¨ ¯à ¢¨«® ‹¥©¡−¨æ 
¢ â®çª¥ z):

ξ(fg) = f(z)ξ(g) + g(z)ξ(f), f, g ∈ C∞(M).

�ç¥¢¨¤−®, çâ® ¥á«¨ ¬ë ®¯à¥¤¥«¨¬ áã¬¬ã ¤¢ãå ª á â¥«ì−ëå
¢¥ªâ®à®¢ ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ ª á â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à  −  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-
−®¥ ç¨á«® ¯® á«¥¤ãîé¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ¯à ¢¨« ¬:

(ξ + ξ′)(f) = ξ(f) + ξ′(f),

(λξ)(f) = λξ(f), λ ∈ R,

â® ¨ ¢ â®¬, ¨ ¢ ¤àã£®¬ á«ãç ¥ à¥§ã«ìâ â ¡ã¤¥â R-«¨−¥©−ë¬
®¯¥à â®à®¬, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ ¯à ¢¨«ã ‹¥©¡−¨æ , â. ¥. á−®¢ 
¡ã¤¥â ª á â¥«ì−ë¬ ¢¥ªâ®à®¬. ˆ−ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¬−®¦¥áâ¢® TzM
¢á¥å ª á â¥«ì−ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¢ â®çª¥ z ∈ M ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥−−®©
áâàãªâãà®© ¢¥ªâ®à−®£® ¯à®áâà −áâ¢  − ¤ R. �−® − §ë¢ ¥âáï
ª á â¥«ì−ë¬ ¯à®áâà −áâ¢®¬ ¬−®£®®¡à §¨ï M ¢ â®çª¥ z.

‡ ¬¥ç −¨¥. �ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à 0z ∈ TzM ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© −ã-
«¥¢®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¨§ C∞(M) ¢ R ¨ ¢ â ª®¬ ª ç¥áâ¢¥ á®¢¯ ¤ ¥â
á 0z′ ¤«ï «î¡®© ¤àã£®© â®çª¨ z′. �¤− ª® ¥áâ¥áâ¢¥−−® ¤¥« âì
à §«¨ç¨¥ ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ 0z ¨ 0z′, z �= z′, ¯®áª®«ìªã ®−¨ ª á -
îâáï M ¢ à §−ëå â®çª å (ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à §«¨ç−ë¬ ¯à ¢¨« ¬
‹¥©¡−¨æ ). ‘¬. â ª¦¥ ¯. 9.52.
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9.5. �®á¬®âà¨¬ â¥¯¥àì, ª ª ®¯¨áë¢ îâáï ®¯¥à â®àë ξ ∈ TzM
¢ «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â å. �ãáâì U | ®¡« áâì ¢ Rn. ‡ ä¨ª-
á¨àã¥¬ á¨áâ¥¬ã «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â x1, . . . , xn. �ãáâì ¢ íâ®©
á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨− â

z =(z1, . . . , zn),

y =y(–t) = (z1 + α1–t, . . . , zn + αn–t), αi ∈ R.

’®£¤ , ®ç¥¢¨¤−®, z = y(0) ¨

–z(f) = lim
–t→0

f(y(–t))− f(z)
–t

=
df(y(t))

dt

∣∣∣
t=0
=

n∑
i=1

αi
∂f

∂xi

∣∣∣
z
.

�â® −¥ çâ® ¨−®¥, ª ª ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥ äã−ªæ¨¨ f ¯® − -
¯à ¢«¥−¨î α = (α1, . . . , αn), â. ¥. –z á®¢¯ ¤ ¥â á ®¯¥à â®à®¬
¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨ï ¯® − ¯à ¢«¥−¨î α ¨, §− ç¨â, å à ªâ¥à¨-
§ã¥âáï ã¯®àï¤®ç¥−−ë¬ − ¡®à®¬ ¨§ n ç¨á¥«. �â® − ¡«î¤¥−¨¥
¯à®ïá−ï¥â áªàëâë© á¬ëá« ª« áá¨ç¥áª®£® ®¯¨á â¥«ì−®£® ®¯à¥-
¤¥«¥−¨ï ª á â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à .

� ááã¦¤¥−¨ï, ¯à¨¢¥¤¥−−ë¥ ¢ ¯¯. 9.3 ¨ 9.5, ¡ §¨àãîâáï − 
¯®−ïâ¨¨ ®¯¥à â®à  –z, ª®â®à®¥ −¥ ¡ë«® áâà®£® ®¯à¥¤¥«¥−®, ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì−®, â ª¦¥ −¥ ï¢«ïîâáï áâà®£¨¬¨. �−¨, â¥¬ −¥ ¬¥-
−¥¥, ¯®§¢®«¨«¨ − ¬ áä®à¬ã«¨à®¢ âì ª®−æ¥¯æ¨î ª á â¥«ì−®£®
¢¥ªâ®à  ¢ â¥à¬¨− å  «£¥¡àë − ¡«î¤ ¥¬ëå (®¯à¥¤¥«¥−¨¥ 9.4),
¨, ¨á¯®«ì§ãï íâ® ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ª ª ®â¯à ¢−ãî â®çªã, ¬ë â¥¯¥àì
¬®¦¥¬ áà ¢−¨âì − è ¯®¤å®¤ á ®¡ëç−ë¬.

9.6. ’¥®à¥¬  ® ª á â¥«ì−®¬ ¢¥ªâ®à¥. �ãáâì M | £« ¤-

ª®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥, z ∈ M ¨ x1, . . . , xn | −¥ª®â®à ï á¨áâ¥¬ 

«®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â ¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨ U � z. ’®£¤  ¢ íâ®© á¨-

áâ¥¬¥ ª®®à¤¨− â «î¡®© ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à ξ ∈ TzM ¬®¦¥â

¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥− ¢ ¢¨¤¥

ξ =
n∑

i=1

αi
∂

∂xi

∣∣∣
z
, αi ∈ R.
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„àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¤«ï £« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨© ¯®−ïâ¨ï ª á -

â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à  ¨ ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨ï ¯® − ¯à ¢«¥−¨î á®-

¢¯ ¤ îâ.

� „®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë á®áâ®¨â ¨§ −¥áª®«ìª¨å è £®¢,
¯¥à¢ë© ¨§ ª®â®àëå ¯à¥¤®áâ ¢«ï¥âáï á ¬®áâ®ïâ¥«ì−® á¤¥« âì
ç¨â â¥«î.

9.7. ‹¥¬¬ -ã¯à ¦−¥−¨¥. �ãáâì f = const ∈ R, â®£¤  ξ(f) =
0. �
9.8. ‹¥¬¬ . Š á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à ï¢«ï¥âáï «®ª «ì−ë¬ ®¯¥à -

â®à®¬, â. ¥. ¥á«¨ äã−ªæ¨¨ f, g ∈ F á®¢¯ ¤ îâ −  ®âªàë-

â®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥ U � z, â® ¤«ï «î¡®£® ª á â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à 

ξ ∈ TzM ¢ë¯®«−ï¥âáï à ¢¥−áâ¢® ξ(f) = ξ(g).

� „«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï ¤®áâ â®ç−® ¯à®¢¥à¨âì,
çâ® ¥á«¨ ¤«ï −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ U � z ¢ë¯®«−¥−® à ¢¥−áâ¢®
f |U = 0, â® ξ(f) = 0. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ á®£« á−®
á«¥¤áâ¢¨î 2.5 − ©¤¥âáï â ª ï äã−ªæ¨ï h ∈ C∞(M), çâ® h(z) =
0 ¨ h|M\U = 1. ’®£¤  f = hf ¨, á®£« á−® ¯à ¢¨«ã ‹¥©¡−¨æ 

ξ(f) = ξ(hf) = f(z)ξ(h) + h(z)ξ(f) = 0. �
9.9. ‹¥¬¬ . „«ï «î¡®© ®âªàëâ®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ U � z ¢¥ª-

â®à−ë¥ ¯à®áâà −áâ¢  TzU ¨ TzM ¥áâ¥áâ¢¥−−® ¨§®¬®àä−ë.

� ‚«®¦¥−¨¥ i : U ⊂ M ®âªàëâ®£® ¬−®¦¥áâ¢  U ¢ ¬−®£®®¡à §¨¥
M ¯®à®¦¤ ¥â ®â®¡à ¦¥−¨¥ dzi : TzU → TzM. ˆ¬¥−−®, ¯ãáâì
ξ ∈ TzU ¨ f ∈ C∞(M). �®«®¦¨¬ dzi(ξ)(f) = ξ(f

∣∣
U
). (�à®-

¢¥àìâ¥, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ dzi(ξ) ¢ á ¬®¬ ¤¥«¥ ï¢«ï¥âáï ª á â¥«ì-
−ë¬ ¢¥ªâ®à®¬.) �ç¥¢¨¤−®, ®â®¡à ¦¥−¨¥ dzi R-«¨−¥©−®.

�®áâà®¨¬ ®¡à â−®¥ ¥¬ã ®â®¡à ¦¥−¨¥. „«ï íâ®£® á− ç « 
§ ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ¢áïª®© äã−ªæ¨¨ g ∈ C∞(U) ¬®¦−® − ©â¨
äã−ªæ¨î f ∈ C∞(M), á®¢¯ ¤ îéãî á g ¢ −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ-
−®áâ¨ â®çª¨ z. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï á«¥¤áâ¢¨¥¬ 2.5
¨ à áá¬®âà¨¬ äã−ªæ¨î h ∈ C∞(U), â®¦¤¥áâ¢¥−−® à ¢−ãî −ã«î
¢−¥ −¥ª®â®à®© ª®¬¯ ªâ−®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ V0 ⊂ U ¨ ¯à¨−¨¬ îéãî
§− ç¥−¨¥ 1 ¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨ V1 ⊂ V0 íâ®© â®çª¨ (á¬. ¯. 2.5). ’®£¤ 
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¢ ª ç¥áâ¢¥ f ∈ C∞(M) ¬®¦−® ¢§ïâì äã−ªæ¨î, à ¢−ãî −ã«î ¢−¥
U ¨ á®¢¯ ¤ îéãî á gh ¢ U. �¯à¥¤¥«¨¬ â¥¯¥àì £®¬®¬®àä¨§¬
πU : TzM → TzU, ¯®«®¦¨¢ πU(η)(g) = η(f). ˆ§ «¥¬¬ë 9.8 á«¥-
¤ã¥â, çâ® §− ç¥−¨¥ η(f) −¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  äã−ªæ¨¨ f, â. ¥.
£®¬®¬®àä¨§¬ πU ®¯à¥¤¥«¥− ª®àà¥ªâ−®. ’¥¯¥àì «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ®
dzi ◦ πU = id ¨ πU ◦ dzi = id. �
9.10. ˆ§ ¯à¥¤ë¤ãé¥© «¥¬¬ë ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® − ¬ ¤®áâ â®ç−®
®£à −¨ç¨âìáï á«ãç ¥¬ M = U ⊂ Rn. �à¨ íâ®¬ ¬®¦−® áç¨â âì
®¡« áâì U §¢¥§¤ç â®© ®â−®á¨â¥«ì−® â®çª¨ z, â. ¥. â ª®©, çâ®
¢¬¥áâ¥ á® ¢áïª®© â®çª®© y ∈ U ®âà¥§®ª [z, y] æ¥«¨ª®¬ ¯à¨− ¤-
«¥¦¨â U. ‘®£« á−® á«¥¤áâ¢¨î 2.9 ¨§ «¥¬¬ë �¤ ¬ à  ¢áïª ï
£« ¤ª ï äã−ªæ¨ï f ¢ §¢¥§¤ç â®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ â®çª¨ z ¯à¥¤áâ -
¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥

f(x) = f(z) +
n∑

i=1

(xi − zi)
∂f

∂xi
(z) +

n∑
i,j=1

(xi − zi)(xj − zj)gi,j(x).

�à¨¬¥−¨¢ â¥¯¥àì ª ¯®á«¥¤−¥¬ã à ¢¥−áâ¢ã ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à ξ
¨ ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ¯à ¢¨«®¬ ‹¥©¡−¨æ , áà §ã ¦¥ ¯®«ãç¨¬, çâ®
¤«ï «î¡®£® ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨ï ξ ∈ TzM

ξ(f) =
n∑

i=1

αi
∂f

∂xi
(z),

£¤¥ αi = ξ(xi − zi) = ξ(xi). ’¥®à¥¬  ¤®ª § − . �
9.11. ˆ§ â¥®à¥¬ë ® ª á â¥«ì−®¬ ¢¥ªâ®à¥ á«¥¤ã¥â, çâ® TzM
¥áâì n-¬¥à−®¥ ¢¥ªâ®à−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® − ¤ R. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®,
á®£« á−® íâ®© â¥®à¥¬¥ ¤«ï «î¡®© ª®®à¤¨− â−®© ®ªà¥áâ−®áâ¨
(U, x) â®çª¨ z ª á â¥«ì−ë¥ ¢¥ªâ®àë

∂

∂x1

∣∣∣
z
, . . . ,

∂

∂xn

∣∣∣
z

¯®à®¦¤ îâ ¯à®áâà −áâ¢® TzM. �ãáâì ξ =
∑n

j=1 αj
∂

∂xj

| −¥ª®-

â®à ï «¨−¥©− ï ª®¬¡¨− æ¨ï ¢¥ªâ®à®¢
∂

∂xj
. �®áª®«ìªã, ®ç¥¢¨¤-

−®, αj = ξ(xj), â® ¢¥ªâ®à ξ ®â«¨ç¥− ®â −ã«ï, ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤¨−
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¨§ ª®íää¨æ¨¥−â®¢ αj ®â«¨ç¥− ®â −ã«ï. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢¥ªâ®àë
∂

∂xj
«¨−¥©−® −¥§ ¢¨á¨¬ë ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ª -

á â¥«ì−®£® ¯à®áâà −áâ¢  TzU. ˆ§®¬®àä¨§¬ dzi : TzU → TzM,
¯®áâà®¥−−ë© ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë, ¯®ª §ë¢ ¥â â¥¯¥àì,

çâ® dimTzM = n. �¨¦¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì ¢¥ªâ®àë
∂

∂xj
,

®¡à §ãîé¨¥ ¡ §¨á TzU, á ¢¥ªâ®à ¬¨ dzi
( ∂

∂xj

)
, ®¡à §ãîé¨¬¨

¡ §¨á TzM.
ˆ§ áª § −−®£® ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® à §¬¥à−®áâì ª á â¥«ì−®£® ¯à®-

áâà −áâ¢  TzM à ¢−  ç¨á«ã «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â ¢ «î¡®©
á®¤¥à¦ é¥© ¥¥ ª àâ¥, â. ¥. à §¬¥à−®áâ¨ ¬−®£®®¡à §¨ï M.

9.12. �ãáâì â¥¯¥àì y1, . . . , yn | ¤àã£ ï á¨áâ¥¬  «®ª «ì−ëå
ª®®à¤¨− â ¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨ â®çª¨ z. ’®£¤  ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬

¡ §¨á¥
∂

∂y1

∣∣∣
z
, . . . ,

∂

∂yn

∣∣∣
z

ª á â¥«ì−®£® ¯à®áâà −áâ¢ 

ξ =
n∑

k=1

βk
∂

∂yk

∣∣∣
z
.

„ «¥¥,

ξ =
n∑

i=1

αi
∂

∂xi

∣∣∣
z
=

n∑
i=1

αi

n∑
k=1

∂yk

∂xi

∂

∂yk

∣∣∣
z

=
n∑

k=1

( n∑
i=1

αi
∂yk

∂xi

) ∂

∂yk

∣∣∣
z
,

â. ¥.

βk =
n∑

i=1

αi
∂yk

∂xi
, k = 1, . . . , n,

¨ ¬ âà¨æ¥© ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á 

∂

∂x1

∣∣∣
z
, . . . ,

∂

∂xn

∣∣∣
z
,
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á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® á¨áâ¥¬¥ «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â x1, . . . , xn,
ª ¡ §¨áã

∂

∂y1

∣∣∣
z
, . . . ,

∂

∂yn

∣∣∣
z
,

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã á¨áâ¥¬¥ «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â y1, . . . , yn,
á«ã¦¨â ¬ âà¨æ  Ÿª®¡¨

Jz =


∂y1
∂x1

. . .
∂y1
∂xn

...
. . .

...
∂yn

∂x1
. . .

∂yn

∂xn


z

.

ˆ−¤¥ªá z ãª §ë¢ ¥â, çâ® í«¥¬¥−âë ¬ âà¨æë Ÿª®¡¨ ¢ëç¨á«ï-
îâáï ¢ â®çª¥ z. “áâ −®¢«¥−−ë¥ ¯à ¢¨«  § ¬¥−ë ª®®à¤¨− â ª -
á â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à  ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® − è ¯®¤å®¤ íª¢¨¢ «¥−â¥−
¯®¤å®¤ã, ¯à¨−ïâ®¬ã ¢ â¥−§®à−®¬  − «¨§¥.

9.13. „¨ää¥à¥−æ¨ « £« ¤ª®£® ®â®¡à ¦¥−¨ï. ‚¯®«−¥ ¥áâ¥-
áâ¢¥−−®, çâ® ¢áïª®¥ £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¬−®£®®¡à §¨© ¯®à®-
¦¤ ¥â ®â®¡à ¦¥−¨¥ ª á â¥«ì−ëå ª −¨¬ ¢¥ªâ®à®¢. (�®¯à®¡ã©â¥
ã¡¥¤¨âìáï ¢ íâ®¬ á ¬®áâ®ïâ¥«ì−®, ¯à®¤®«¦¨¢ −¥ä®à¬ «ì−ë¥
à ááã¦¤¥−¨ï ¯. 9.2.) ‘âà®£ ï ¦¥ ª®−áâàãªæ¨ï á®áâ®¨â ¢ á«¥¤ã-
îé¥¬. �ãáâì ϕ : M → N | −¥ª®â®à®¥ £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¨
ξ ∈ TzM. ’®£¤  ®â®¡à ¦¥−¨¥ η = ξ ◦ϕ∗ : C∞(N)→ R ï¢«ï¥âáï
ª á â¥«ì−ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ª ¬−®£®®¡à §¨î N ¢ â®çª¥ ϕ(z).

„¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¥£® R-«¨−¥©−®áâì ®ç¥¢¨¤− . Šà®¬¥ â®£®,
¥á«¨ f, g ∈ C∞(N), â®

η(fg) = ξ(ϕ∗(fg)) = ξ(ϕ∗(f)ϕ∗(g))

= ξ(ϕ∗(f))(ϕ∗(g)(z)) + (ϕ∗(f)(z))ξ(ϕ∗(g))

= η(f)g(ϕ(z)) + f(ϕ(z))η(g).

�¯à¥¤¥«¥−¨¥. �â®¡à ¦¥−¨¥

dzϕ : Tz(M)→ Tz(N), ξ �→ ξ ◦ ϕ∗, ξ ∈ TzM,

− §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥−æ¨ «®¬ ®â®¡à ¦¥−¨ï ϕ ¢ â®çª¥ z ¬−®£®-
®¡à §¨ï M.
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ϕ

ο

�¨á. 9.1.

�ç¥¢¨¤−®, ¤¨ää¥à¥−æ¨ « dzϕ ï¢«ï¥âáï «¨−¥©−ë¬ ®â®¡à -
¦¥−¨¥¬.

9.14. “¯à ¦−¥−¨¥. „®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ψ : N → L | ¥é¥
®¤−® £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥, â®

dz(ψ ◦ ϕ) = dϕ(z)ψ ◦ dzϕ. (9.6)

„®ª ¦¨â¥ â ª¦¥, çâ® ¥á«¨ N = L ¨ ψ = idN , â® dzψ = idTzN .
”®à¬ã«  (9.6) ¤«ï ψ = ϕ−1 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®

dϕ(z)ϕ
−1 = (dzϕ)−1.
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‚ ç áâ−®áâ¨, dzϕ ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬, ¥á«¨ ϕ ï¢«ï¥âáï
¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬.

’¥¯¥àì ¬ë ¬®¦¥¬ ¢¥à−ãâìáï ª ¤¨áªãáá¨¨ ¯. 4.10 ¨ ¤®ª § âì
á«¥¤ãîé¥¥

9.15. �à¥¤«®¦¥−¨¥. �«£¥¡àë C∞(M) ¨ C∞(N) −¥¨§®¬®àä-

−ë, ¥á«¨ dimM �= dimN. ‚ ç áâ−®áâ¨,  «£¥¡àë C∞(Rn)
¨ C∞(Rm) −¥¨§®¬®àä−ë, ¥á«¨ m �= n.

� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¯ãáâì �: C∞(N) → C∞(M) ¥áâì ¨§®¬®à-
ä¨§¬. ’®£¤ , ϕ = |�| : M → N ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬.
Š ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥−® ¢ëè¥, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «

Dzϕ : TzM → Tϕ(z)N

ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¤«ï ¢á¥å z ∈ M. �®íâ®¬ã

dimM = dimTzM = dimTϕ(z)N = dimN. �

9.16. �¯¨è¥¬ dzϕ ¢ ª®®à¤¨− â å. �ãáâì, ª ª ¨ ¢ ¯. 6.15,
(x1, . . . , xn) ¨ (y1, . . . , ym)| «®ª «ì−ë¥ ª àâë ¢ M ¨ N, á®¤¥à-
¦ é¨¥ â®çª¨ z ¨ ϕ(z) á®®â¢¥âáâ¢¥−−®, ¨ ϕ∗(yi) = ϕi(x1, . . . , xn)
| äã−ªæ¨¨, ®¯¨áë¢ îé¨¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ϕ ¢ ª®®à¤¨− â å. ’®£¤ 
¥á«¨ g ∈ C∞(N), â®

[dz(ϕ)(
∂

∂xi

∣∣
z
)](g) =

[ ∂

∂xi

∣∣∣
z
◦ ϕ∗

]
(g)

=
∂g(ϕ1(x1, . . . , xn), . . . , ϕm(x1, . . . , xn))

∂xi

∣∣∣
z

=
m∑

j=1

∂g(ϕ1(x1, . . . , xn), . . . ))
∂yj

∣∣∣
z

∂ϕj(x1, . . . , xn)
∂xi

∣∣∣
z

=
m∑

j=1

∂ϕj(x1, . . . , xn)
∂xi

∣∣∣
z

[
ϕ ∗ ( ∂g

∂yj
)(z)
]

=
m∑

j=1

∂ϕj(x1, . . . , xn)
∂xi

∣∣∣
z

∂g

∂yj
ϕ(z)
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=
m∑

j=1

∂ϕj

∂xi
(z)

∂g

∂yj
(ϕ(z))

=
[ m∑

j=1

∂ϕj

∂xi
(z)

∂

∂yj

∣∣∣
ϕ(z)

]
(g).

ˆ−ë¬¨ á«®¢ ¬¨,

dz(ϕ)
( ∂

∂xi

∣∣∣
z

)
=

m∑
j=1

∂ϕj

∂xi
(z)

∂

∂yj

∣∣∣
ϕ(z)

, (9.7)

â. ¥. ¬ âà¨æ  «¨−¥©−®£® ®â®¡à ¦¥−¨ï dzϕ ®â−®á¨â¥«ì−® ¡ §¨á®¢{ ∂

∂xi

∣∣∣
z

}
⊂ Tz(M),

{ ∂

∂yj

∣∣∣
ϕ(z)

}
⊂ Tϕ(z)(N),

á®®â¢¥âáâ¢¥−−® ¥áâì ïª®¡¨¥¢  ¬ âà¨æ  ®â®¡à ¦¥−¨ï ϕ ¢ â®çª¥ z:∥∥∥∂ϕi

∂xj

∥∥∥
z
. �¨¦−¨© ¨−¤¥ªá z §¤¥áì ãª §ë¢ ¥â −  â®, çâ® ¢á¥ ¯à®-

¨§¢®¤−ë¥, ä¨£ãà¨àãîé¨¥ ¢ íâ®© ¬ âà¨æ¥, ¢ëç¨á«ïîâáï ¢ â®çª¥
z. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®®à¤¨− â−®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥−¨¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ « 
dzϕ ¨¬¥¥â ¢¨¤

β1
...

βm

 =


∂ϕ1
∂x1

. . .
∂ϕ1
∂xm

...
. . .

...
∂ϕm

∂x1
. . .

∂ϕm

∂xn


z

.

α1
...

αn

 , (9.8)

£¤¥ (α1, . . . , αn) ¨ (β1, . . . , βm)| ª®®à¤¨− âë ¢¥ªâ®à  v ∈ Tz(M)

¨ ¥£® ®¡à §  dzϕ(v) ®â−®á¨â¥«ì−® ¡ §¨á®¢
{ ∂

∂xi

∣∣∣
z

}
¨
{ ∂

∂yj

∣∣∣
ϕ(z)

}
á®®â¢¥âáâ¢¥−−®.

9.17. Š á â¥«ì−®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥. Š ª ¨§¢¥áâ−® ¨§ í«¥¬¥−-
â à−®© ¬¥å −¨ª¨, ¢áïª®¥ ª®−ªà¥â−®¥ á®áâ®ï−¨¥ ¬¥å −¨ç¥áª®©
á¨áâ¥¬ëS ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥¥ ¯®«®¦¥−¨¥¬ (ª®−ä¨£ãà æ¨¥©) ¨ ¬£−®-
¢¥−−®© áª®à®áâìî. …á«¨ M = MS | ¯à®áâà −áâ¢® ª®−ä¨£ã-
à æ¨© (á¬. ¯¯. 1.1, 5.12) íâ®© á¨áâ¥¬ë, â®, ª ª íâ® á«¥¤ã¥â
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¨§ á®®¡à ¦¥−¨©, ¯à¨¢¥¤¥−−ëå ¢ ¯. 9.2, ¯®−ïâ¨¥ ª á â¥«ì−®-
£® ¢¥ªâ®à  ª ¬−®£®®¡à §¨î MS ¨¤¥−â¨ç−® ¯®−ïâ¨î á®áâ®ï−¨ï
á¨áâ¥¬ë S. ’®ç−¥¥ £®¢®àï, ¥á«¨ ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ª á â¥«ì-
−ë© ¢¥ªâ®à ξ ∈ TzM, â® z | íâ® ¯®«®¦¥−¨¥ á¨áâ¥¬ë,   ξ |
¬£−®¢¥−− ï áª®à®áâì. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å á®áâ®ï−¨©
á¨áâ¥¬ë (®¡à â¨â¥ ¢−¨¬ −¨¥ −  § ¬¥ç −¨¥ 9.4) ¥áâì

TM
def=
⋃

z∈M

TzM.

�â® ¬−®¦¥áâ¢® ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ á− ¡¦ ¥âáï áâàãªâãà®©
£« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï, ¨ ¯®«ãç¥−−ë© â ª¨¬ ®¡à §®¬ ®¡ê¥ªâ
− §ë¢ ¥âáï ª á â¥«ì−ë¬ ¬−®£®®¡à §¨¥¬ ¬−®£®®¡à §¨ï M. �®-
áª®«ìªã í¢®«îæ¨ï ¬¥å −¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë ®¤−®§− ç−® ®¯à¥¤¥-
«ï¥âáï ¥ñ − ç «ì−ë¬ á®áâ®ï−¨¥¬, â® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¥ ãà ¢-
−¥−¨ï, ®¯¨áë¢ îé¨¥ ¢®§¬®¦−ë¥ í¢®«îæ¨¨ á¨áâ¥¬ë, ®¡ï§ −ë
¡ëâì ãà ¢−¥−¨ï¬¨ −  ¬−®£®®¡à §¨¨ TM.

�®¬¨¬® ¬¥å −¨ª¨, −¥®¡å®¤¨¬®áâì à áá¬®âà¥−¨ï ª á â¥«ì-
−ëå ¬−®£®®¡à §¨© ¥áâ¥áâ¢¥−−® ¢®§−¨ª ¥â ¢ á ¬ëå à §−ëå ®¡« -
áâïå ¬ â¥¬ â¨ª¨, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£® ¢ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®© £¥®¬¥âà¨¨.

9.18. —â®¡ë ¢¢¥áâ¨ áâàãªâãàã £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï −  TM,
− ¬ ¯®− ¤®¡ïâáï á«¥¤ãîé¨¥ ¯à®áâë¥ ä ªâë.

I. ‚áïª®¥ £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ �: M → N ¯®à®¦¤ ¥â ®â®-
¡à ¦¥−¨¥ ¬−®¦¥áâ¢

T�: TM → TN,

¯¥à¥¢®¤ïé¥¥ ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à ξ ∈ TzM ¢ dz�(ξ) ∈ T�(z)N.
‚¢¨¤ã 9.6

T (� ◦�) = T� ◦ T�.

II. …á«¨ W ⊂ Rn | ®âªàëâ ï ®¡« áâì  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®£®
¯à®áâà −áâ¢ , â® TW ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï
á ®¡« áâìî W × Rn ⊂ Rn × Rn = R2n. ˆ¬¥−−®, ¥á«¨ z ∈ W,
z = (z1, . . . , zn) ¨ ξ ∈ TzW , â®

ξ ⇐⇒ (z1, . . . , zn, α1, . . . , αn), ¥á«¨ ξ =
n∑

i=1

αi
∂

∂xi
.
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III. �¯à¥¤¥«¥−® ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¬−®¦¥áâ¢

πT = πTM : TM → M, TzM � ξ �→ z ∈ M,

á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ª ¦¤®¬ã ª á â¥«ì−®¬ã ¢¥ªâ®àã á®®â¢¥âáâ¢ãî-
éãî â®çªã ª á −¨ï.

IV. …á«¨ U ⊂ M | ®âªàëâ®¥ ¬−®¦¥áâ¢®, â®

π−1
T (U) =

⋃
z∈U

TzM =
⋃
z∈U

TzU = TU.

9.19. ‡ ¬¥â¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¢áïª ï ª àâ  (U, x)¬−®£®®¡à §¨ïM
¯®à®¦¤ ¥â, á®£« á−® áª § −−®¬ã ¢ëè¥, ®â®¡à ¦¥−¨¥

Tx : TU → TW ⊂ R2n, £¤¥ W = x(U).

�−®, ®ç¥¢¨¤−®, ï¢«ï¥âáï ¡¨¥ªæ¨¥©. �â®¦¤¥áâ¢«ïï § â¥¬ á®-
£« á−® 9.18 (IV) TU ¨ π−1

T (U), ¬ë ¯®«ãç ¥¬ 2n-¬¥à−ãî ª àâã
(π−1

T (U), Tx) −  TM. ‡¤¥áì ç¥à¥§ Tx ®¡®§− ç¥−  á¨áâ¥¬  ª®-
®à¤¨− â−ëå äã−ªæ¨© {xi, qj}, £¤¥ xi ¤«ï (z, ξ) ∈ TU ¥áâì i-ï
ª®®à¤¨− â  â®çª¨ z,   qj | j-ï ª®¬¯®−¥−â  ¢ à §«®¦¥−¨¨ ¢¥ªâ®-

à  ξ ¯® ¡ §¨áã
∂

∂xi

∣∣∣
z
. Š àâë ¯®¤®¡−®£® ¢¨¤  −  TM − §ë¢ îâáï

á¯¥æ¨ «ì−ë¬¨. …á«¨ ª àâë (U, x) ¨ (V, y) −  M á®£« á®¢ -
−ë, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨¬ á¯¥æ¨ «ì−ë¥ ª àâë (π−1

T (U), Tx)
¨ (π−1

T (V ), T y) â ª¦¥ á®£« á®¢ −ë. ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥,  − «¨â¨ç¥-
áª ï § ¯¨áì ®â®¡à ¦¥−¨ï § ¬¥−ë ª®®à¤¨− â

(Ty) ◦ (Tx)−1 : T (W )→ T (W ′), W ′ = y(U ′),

¨¬¥¥â ¢¨¤ (á¬. (9.12))

yi = yi(x), βj =
n∑

k=1

αk
∂yj

∂xk

(x),

¨, áâ «® ¡ëâì, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¨¬¥¥â á«¥¤ãîéãî
¬ âà¨æã Ÿª®¡¨ (

J ∗
0 J

)
,
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£¤¥ J | ¬ âà¨æ  Ÿª®¡¨ ®â®¡à ¦¥−¨ï § ¬¥−ë ª®®à¤¨− â y ◦ x−1,
  §¢¥§¤®çª  ®¡®§− ç ¥â −¥ª®â®àãî (n×n)-¬ âà¨æã. ’ ª¨¬ ®¡à -
§®¬, (Ty) ◦ (Tx)−1 ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬ ®âªàëâëå ¯®¤-
¬−®¦¥áâ¢ ¢ R2n.

�ãáâì A = {(Uk, xk)} | −¥ª®â®àë©  â« á −  M. ’®£¤ 
á®£« á−® áª § −−®¬ã ¢ëè¥ TA = {(π−1

T (Uk), Txk)} ï¢«ï¥âáï
á¯¥æ¨ «ì−ë¬  â« á®¬ −  TM. …á«¨  â« áë A1 ¨ A2 −  M á®-
£« á®¢ −ë, â® á®£« á®¢ −ë ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨¬ á¯¥æ¨ «ì−ë¥
 â« áë TA1 ¨ TA2. …á«¨  â« á A áç¥â¥− ¨ å ãá¤®àä®¢, â® â -
ª®¢ë¬ ¡ã¤¥â ¨ TA. �® ¢á¥¬ íâ¨¬ ¯à¨ç¨− ¬ áâàãªâãà  £« ¤ª®£®
¬−®£®®¡à §¨ï −  ¬−®¦¥áâ¢¥ TM, § ¤ ¢ ¥¬ ï  â« á®¬ TA, −¥ § -
¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à   â« á  A −  M. Œ−®¦¥áâ¢® TM, − ¤¥«¥−−®¥
®¯¨á −−®© £« ¤ª®© áâàãªâãà®©, − §ë¢ ¥âáï ª á â¥«ì−ë¬ ¬−®-

£®®¡à §¨¥¬ ¬−®£®®¡à §¨ï M. �â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥

πT : TM → M,

®¯¨á −−®¥ ¢ ¯. 9.18 (III), ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬. �−® − §ë¢ ¥âáï
ª á â¥«ì−ë¬ à áá«®¥−¨¥¬ ¬−®£®®¡à §¨ï M. ‡¤¥áì ¬ë ¢¯¥à-
¢ë¥ ã¯®âà¥¡«ï¥¬ â¥à¬¨− úà áá«®¥−¨¥û (áâà®£®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥
á¬. ¢ ¯. 10.10), ¨§ãç¥−¨î ª®â®à®£® æ¥«¨ª®¬ ¯®á¢ïé¥−ë £« ¢ë 10
¨ 11. ‚ ¤ −−®¬ á«ãç ¥ ®−  ¯¥««¨àã¥â ª â®¬ã ä ªâã, çâ® ª á â¥«ì-
−ë¥ ¯à®áâà −áâ¢  TzM, á«®¨ ®â®¡à ¦¥−¨ï πT , ¢á¥ ®¤¨− ª®¢ë
(¤¨ää¥®¬®àä−ë ¤àã£ ¤àã£ã) ¨ úà áá« ¨¢ îâû ª á â¥«ì−®¥ ¬−®-
£®®¡à §¨¥ TM. �®«¥¥ â®£®, íâ¨ á«®¨ ï¢«ïîâáï ¨§®¬®àä−ë¬¨
¬¥¦¤ã á®¡®© ¢¥ªâ®à−ë¬¨ ¯à®áâà −áâ¢ ¬¨. �®¤®¡−ë¥ à áá«®-
¥−¨ï − §ë¢ îâáï ¢¥ªâ®à−ë¬¨ ¨ ¯®¤à®¡−® ¨§ãç îâáï ¢ £« ¢¥
11.

“¯à ¦−¥−¨¥. „®ª ¦¨â¥, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ d�: TM → TN,
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ £« ¤ª®¬ã ®â®¡à ¦¥−¨î �: M → N, ï¢«ï¥âáï
£« ¤ª¨¬.

9.20. ‘ â®çª¨ §à¥−¨ï ¯à¨−æ¨¯  − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨ áãé¥áâ¢¥−-
−® ¡®«¥¥ ¯à¨¢«¥ª â¥«ì−ë¬ ¡ë«® ¡ë  áá®æ¨¨à®¢ âì á® ¢áïª®©
(£« ¤ª®©)  «£¥¡à®© A  «£¥¡àã TA, â ªãî, çâ® |TA| = T |A|. �â®
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¤¥©áâ¢¨â¥«ì−® ¬®¦−® á¤¥« âì, ®¤− ª® à áá¬®âà¥−¨¥ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨å ª®−áâàãªæ¨© ¢ë¢¥«® ¡ë − á §  à ¬ª¨ − áâ®ïé¥© ª−¨-
£¨. �®íâ®¬ã ¬ë ¡ã¤¥¬ ¢ë−ã¦¤¥−ë ®£à −¨ç¨âìáï ¯à¨¢®¤¨¬ë¬
−¨¦¥ ¯à¨¬¥à®¬ â®£®, ª ª íâ® ¤¥« ¥âáï ¢ á«ãç ¥ ª®ª á â¥«ì−®£®
¬−®£®®¡à §¨ï, ª à áá¬®âà¥−¨î ª®â®à®£® ¬ë á¥©ç á ¨ ¯¥à¥å®¤¨¬.

9.21. �®¬¨¬® ®¯¨á −¨ï á®áâ®ï−¨ï ¬¥å −¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë
¢ â¥à¬¨− å ú¯®«®¦¥−¨¥, áª®à®áâìû áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¤àã£®¥, ç -
áâ® ¡®«¥¥ ã¤®¡−®¥ ®¯¨á −¨¥ ¢ â¥à¬¨− å ú¯®«®¦¥−¨¥, ¨¬¯ã«ìáû.
”ã−¤ ¬¥−â «ì−®¥ á®®â−®è¥−¨¥

p = mv,

á¢ï§ë¢ îé¥¥ áª®à®áâì ¨ ¨¬¯ã«ìá ¬ â¥à¨ «ì−®© â®çª¨, ¯®ª -
§ë¢ ¥â, çâ® ¨¬¯ã«ìáë ï¢«ïîâáï «¨−¥©−ë¬¨ äã−ªæ¨®− « ¬¨
−  ¯à®áâà −áâ¢¥ áª®à®áâ¥©. ˆ−ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¨¬¯ã«ìá á¨áâ¥¬ë
S, − å®¤ïé¥©áï ¢ ¯®«®¦¥−¨¨ z ∈ M = MS, ï¢«ï¥âáï «¨−¥©-
−ë¬ äã−ªæ¨®− «®¬ −  ª á â¥«ì−®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥ TzM, â. ¥.
í«¥¬¥−â®¬ ¤¢®©áâ¢¥−−®£® ¯à®áâà −áâ¢ 

T ∗
z M

def= HomR(TzM, R).

�à®áâà −áâ¢® T ∗
z M − §ë¢ ¥âáï ª á â¥«ì−ë¬ ¯à®áâà −áâ¢®¬ ª

¬−®£®®¡à §¨î M ¢ â®çª¥ z,   ¥£® í«¥¬¥−âë | ª á â¥«ì−ë¬¨

ª®¢¥ªâ®à ¬¨ ª M ¢ â®çª¥ z. ˆâ ª, ¨¬¯ã«ìáë ¬¥å −¨ç¥áª®©
á¨áâ¥¬ë S áãâì ª á â¥«ì−ë¥ ª®¢¥ªâ®àë ¬−®£®®¡à §¨ï ª®−ä¨£ã-
à æ¨© M =MS.

�â¨ ¨ ¬−®£¨¥ ¤àã£¨¥ á®®¡à ¦¥−¨ï ¯à¨¢®¤ïâ − á ª ¯®−ïâ¨î
ª®ª á â¥«ì−®£® ¬−®£®®¡à §¨ï. —â®¡ë ¥£® ®¯à¥¤¥«¨âì, à áá¬®-
âà¨¬ ¬−®¦¥áâ¢®

T ∗M
def=
⋃

z∈M

T ∗
z M

¢¬¥áâ¥ á ¥áâ¥áâ¢¥−−®© ¯à®¥ªæ¨¥©

π∗
T = πT ∗M : T ∗M → M, T ∗

z M � θ �→ z ∈ M.

9.22. …áâ¥áâ¢¥−− ï áâàãªâãà  £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï −  T ∗M
¬®¦¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥−  ¯® áå¥¬¥, ã¦¥ ¨á¯®«ì§®¢ −−®© − ¬¨
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¤«ï TM. Šà ©−¥ ¯®«¥§−®© ¯à¨ íâ®¬ ®ª §ë¢ ¥âáï ¨−â¥à¯à¥â æ¨ï
ª á â¥«ì−ëå ª®¢¥ªâ®à®¢ ª ª ¤¨ää¥à¥−æ¨ «®¢ äã−ªæ¨© −  M.

ˆ¬¥−−®, ¯ãáâì U � z | −¥ª®â®à ï ®ªà¥áâ−®áâì â®çª¨ z ∈ M
¨ f ∈ C∞(U). �¯à¥¤¥«¨¬ äã−ªæ¨î dzf −  TzM, ¯®«®¦¨¢

dzf(ξ)
def= ξ(f), ξ ∈ TzM.

“¯à ¦−¥−¨¥. „®ª ¦¨â¥ á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï.
1. …á«¨ f = const, â® dzf = 0.
2. dz(fg) = f(z)dzg + g(z)dzf .
‚ á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥−¨ï áâàãªâãàë «¨−¥©−®£® ¯à®áâà −áâ¢ 

−  TzM (á¬. ¯. 9.4) äã−ªæ¨ï dzf ¡ã¤¥â «¨−¥©−®©. �®íâ®¬ã dzf
¥áâì ª á â¥«ì−ë© ª®¢¥ªâ®à ¢ â®çª¥ z, − §ë¢ ¥¬ë© ¤¨ää¥à¥−æ¨-

 «®¬ äã−ªæ¨¨ f ¢ â®çª¥ z. …á«¨ (U, x) | ª àâ , á®¤¥à¦ é ï
â®çªã z, â®

dzxi

( ∂

∂xj

∣∣
z

)
=

∂xi

∂xj

(z) = δi
j,

£¤¥ δi
j | á¨¬¢®« Šà®−¥ª¥à . �â® ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®

(dzx1, . . . , dzxn) ¥áâì ¡ §¨á ¯à®áâà −áâ¢  T ∗
z M, ¤¢®©áâ¢¥−−ë©

¡ §¨áã
(

∂

∂x1

∣∣
z
, . . . ,

∂

∂xn

∣∣∣
z

)
¢ TzM. �®íâ®¬ã ¢áïª¨© ª®¢¥ªâ®à

θ ∈ T ∗
z M ¥¤¨−áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥

θ =
n∑

i=1

pidzxi, pi ∈ R.

�®«¥§−® § ¬¥â¨âì, çâ®

pi = θ
( ∂

∂xi

∣∣∣
z

)
.

‚ ç áâ−®áâ¨, ¥á«¨ θ = dzf, â®

θ
( ∂

∂xi

∣∣∣
z

)
=

∂f

∂xi
(z) ¨, §− ç¨â, dzf =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(z)dzxi.

�â  ä®à¬ã«  ®¯à ¢¤ë¢ ¥â ¢¢¥¤¥−−ãî â¥à¬¨−®«®£¨î ¨ ¯®ª §ë-
¢ ¥â, çâ® ¢áïª¨© ª®¢¥ªâ®à θ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥− ¢ ¢¨¤¥
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θ = dzf . ˆâ ª, ª á â¥«ì−ë¥ ¢¥ªâ®àë ¢ ¤ −−®© â®çª¥ ¨áç¥à¯ë-
¢ îâáï ¤¨ää¥à¥−æ¨ « ¬¨ äã−ªæ¨© ¢ íâ®© â®çª¥.

9.23. ‚áïª®¥ £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ �: M → N ¯®à®¦¤ ¥â
«¨−¥©−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

dz�∗ : T ∗
�(z)N → T ∗

z M,

á®¯àï¦¥−−®¥ «¨−¥©−®¬ã ®â®¡à ¦¥−¨î

dz�: TzM → T�(z)N.

…á«¨ ξ ∈ TzM ¨ g ∈ C∞(N), â® ¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î

dz�∗(d�(z)g)(ξ) = d�(z)g(dz�(ξ))

=
(
dz�(ξ)

)
(g) = ξ

(
�∗(g)

)
=
(
dz�∗(g)

)
(ξ).

�â® ®§− ç ¥â, çâ®

dz�∗(d�(z)g) = dz�∗(g).

‡ ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¢ ®¡®§− ç¥−¨ïå ¯. 9.16 ¬ âà¨æ  ®â®¡à -
¦¥−¨ï dz�∗ ®â−®á¨â¥«ì−® ¡ §¨á®¢ {dzxi} ¨ {d�(z)yj} ¢ T ∗

z M
¨ T ∗
�(z)N á®®â¢¥âáâ¢¥−−® ï¢«ï¥âáï âà −á¯®−¨à®¢ −−®© ¬ âà¨æ¥©

Ÿª®¡¨ Jz =
∥∥∥ ∂yi

∂xj
(z)
∥∥∥.

9.24. �®áâà®¥−¨¥ á¯¥æ¨ «ì−ëå ª àâ −  T ∗M ¯à®¢®¤¨âáï  − -
«®£¨ç−® â®¬ã, ª ª íâ® ¡ë«® á¤¥« −® ¢ëè¥ ¤«ï TM. ‚¬¥áâ®
á¢®©áâ¢ I { IV ¯. 9.18 ¯à¨ íâ®¬ ¨á¯®«ì§ãîâáïá«¥¤ãîé¨¥ ä ªâë.

I. ‚áïª¨© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ �: M → N ¯®à®¦¤ ¥â ¡¨¥ªæ¨î

�∗ : T ∗M → T ∗N, T ∗
z M � θ �→ (dz�∗)−1(θ).

II. …á«¨ W ⊂ Rn | ®âªàëâ ï ®¡« áâì, â®

T ∗W = W × Rn ⊂ Rn × Rn = R2n,

¨ ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¥ T ∗W =W × Rn ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯® ¯à ¢¨«ã

T ∗W � θ ⇐⇒ (z1, . . . , zn, p1, . . . , pn),

£¤¥ z = (z1, . . . , zn), θ =
∑n

i=1 pidzxi ¨ (xi) | áâ −¤ àâ−ë¥
ª®®à¤¨− âë ¢ Rn.
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�ãáâì â¥¯¥àì (U, x) | −¥ª®â®à ï ª àâ  −  M
¨ W = x(U) ⊂ Rn. …áâ¥áâ¢¥−−®¥ ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¥ TzU ¨ TzM ¯®
¤¢®©áâ¢¥−−®áâ¨¯®§¢®«ï¥â ®â®¦¤¥áâ¢¨âìT ∗

z U ¨ T ∗
z M, çâ®, ¢ á¢®î

®ç¥à¥¤ì, ¯à¨¢®¤¨â ª ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨î T ∗U ¨ π−1
T ∗ (U). �âáî¤ ,

á ãç¥â®¬ II, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ á¯¥æ¨ «ì−ãî ª àâã (π−1
T ∗ (U), T ∗x)

−  T ∗M. ‡¤¥áì ç¥à¥§ T ∗x ®¡®§− ç¥−  á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨− â−ëå
äã−ªæ¨© {xi, pj}, £¤¥ xi ¤«ï (z, θ) ∈ T ∗U ¥áâì i-ï ª®®à¤¨− â 
â®çª¨ z,   pj | j-ï ª®¬¯®−¥−â  ¢ à §«®¦¥−¨¨ ª®¢¥ªâ®à  θ ¯®
¡ §¨áã dxi.

…á«¨ A = {(Uk, xk)} |  â« á −  M, â® T ∗A
def=

{(π−1
T ∗ (Uk), T ∗xk)} |  â« á (à §¬¥à−®áâ¨ 2n) −  T ∗M. …á«¨

 â« áë A1 ¨ A2 −  M á®£« á®¢ −ë, â® á®£« á®¢ −ë ¨  â« -
áë T ∗A1 ¨ T ∗A2. ‚¢¨¤ã íâ®£®  â« á T ∗A ®¯à¥¤¥«ï¥â −  T ∗M
áâàãªâãàã£« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï, −¥ § ¢¨áïéãî ®â ¢ë¡®à  ª®−-
ªà¥â−®£®  â« á  A.

�®«ãç¥−−®¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬ £« ¤ª®¥ 2n-¬¥à−®¥ ¬−®£®®¡à -
§¨¥ T ∗M − §ë¢ ¥âáï ª®ª á â¥«ì−ë¬ ¬−®£®®¡à §¨¥¬ ¬−®£®®¡à -
§¨ï M. �â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥

πT ∗ : T ∗M → M

ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬. �−® − §ë¢ ¥âáï ª®ª á â¥«ì−ë¬ à áá«®¥−¨¥¬

¬−®£®®¡à §¨ï M.

9.25. ‚áïª ï äã−ªæ¨ï f ∈ C∞(M) ¯®à®¦¤ ¥â £« ¤ª®¥ ®â®-
¡à ¦¥−¨¥

sdf : M → T ∗M, sdf (z) = dz(f).

�â® ®â®¡à ¦¥−¨¥ å à ªâ¥à−® â¥¬, çâ® ª ¦¤®© â®çª¥ z ∈ M
á®¯®áâ ¢«ï¥â â®çªã ¢ à áâãé¥¬ − ¤ −¥© á«®¥ π−1

T ∗ (z) = T ∗
z M

ª®ª á â¥«ì−®£® à áá«®¥−¨ï. �â®¡à ¦¥−¨ï â ª®£® à®¤  − §ë-
¢ îâáï á¥ç¥−¨ï¬¨. �®«¥¥ ¯®¤à®¡−® íâ® ¯®−ïâ¨¥ ®¡áã¦¤ ¥âáï
¢ á«¥¤ãîé¨å £« ¢ å, á¬. ¯¯. 10.12 ¨ 11.7.

“¯à ¦−¥−¨¥. �¯¨è¨â¥ sdf ¢ á¯¥æ¨ «ì−ëå «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨-
− â å.

9.26. �â®¡à ¦¥−¨¥ �: M → N ¯®à®¦¤ ¥â á¥¬¥©áâ¢® ®â®-
¡à ¦¥−¨© dz�∗ : T ∗

�(z)N → T ∗
z M, á¢ï§ë¢ îé¨å ª®ª á â¥«ì−ë¥
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¯à®áâà −áâ¢  ®â¤¥«ì−ëå â®ç¥ª ¬−®£®®¡à §¨© M ¨ N. ’¥¬ −¥ ¬¥-
−¥¥, íâ® −¥ ¯®§¢®«ï¥â, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¯®áâà®¨âì ®â®¡à ¦¥−¨¥
ª®ª á â¥«ì−ëå ¬−®£®®¡à §¨© T ∗N → T ∗M, á¢®¤ïé¥¥áï ª dz�∗

¯à¨ ®£à −¨ç¥−¨¨ −  T ∗
�(z)M.

“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯®¤®¡−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ áãé¥áâ¢ã-
¥â «¨èì â®£¤ , ª®£¤  � ï¢«ï¥âáï ¡¨¥ªæ¨¥©, ¨ ®−® ï¢«ï¥âáï
£« ¤ª¨¬, â®«ìª® ¥á«¨ �| ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬.

…á«¨ dimM = dimN = n ¨ ®â®¡à ¦¥−¨¥ �: M → N à¥£ã-

«ïà−® ¢® ¢á¥å â®çª å ¬−®£®®¡à §¨ï M, â. ¥. ¢á¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ë
áãâì ¨§®¬®àä¨§¬ë, â® ¬®¦−® ®¯à¥¤¥«¨âì £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥
T ∗M → T ∗N, ú− ªàë¢ îé¥¥û � ¨ á¢®¤ïé¥¥áï ª (dz�∗)−1 ¯à¨
®£à −¨ç¥−¨¨ −  T ∗

z M. �â®¡à ¦¥−¨¥ �∗, à áá¬®âà¥−−®¥ ¢ ¯.
9.24, ¥áâì ¥£® ç áâ−ë© á«ãç ©.

9.27. ‡ ¬¥ç â¥«ì−®, çâ® ª®ª á â¥«ì−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® T ∗
z M

¬®¦−® ®¯à¥¤¥«¨âì ¨ ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ á¯®á®¡®¬, ª ª íâ®
¯à¨−ïâ® ¢  «£¥¡à ¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨. �ãáâì µz | ¨¤¥ «, á®áâ®-
ïé¨© ¨§ ¢á¥å äã−ªæ¨©, ®¡à é îé¨åáï ¢ −ã«ì ¢ â®çª¥ z:

µz
def= {f ∈ C∞(M) | f(z) = 0}.

�à¥¤«®¦¥−¨¥. ‘ãé¥áâ¢ã¥â ¥áâ¥áâ¢¥−−ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã

T ∗
z M ¨ ä ªâ®à¯à®áâà −áâ¢®¬ µz/µ2z.

� � áá¬®âà¨¬ ä ªâ®à «£¥¡àã

J1z M
def= C∞(M)/µ2z

¨ ®â®¡à ¦¥−¨¥

�dz : J1z M → T ∗
z M, �dz([f ]) = dzf,

£¤¥ f ∈ C∞(M) ¨ [f ] = f mod µ2z. ’ ª ª ª dzf = 0, ¥á«¨ z ∈ µ2z
(á¬. ã¯à ¦−¥−¨¥ ¨§ ¯. 9.22), â® íâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ ®¯à¥¤¥«¥−®
ª®àà¥ªâ−®. �ç¥¢¨¤−®, ®−® R-«¨−¥©−® ¨ áîàê¥ªâ¨¢−®, ¯®áª®«ìªã
(á¬. ¯. 9.22) ¢áïª¨© ª®¢¥ªâ®à θ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥− ª ª
¤¨ää¥à¥−æ¨ « −¥ª®â®à®© äã−ªæ¨¨, θ = dzf .
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� §«®¦¥−¨¥  «£¥¡àë C∞(M) ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã «¨−¥©−ëå
¯à®áâà −áâ¢

C∞(M) = R ⊕ µz , f = f(z) + (f − f(z)),

¯®à®¦¤ ¥â ¯àï¬®¥ à §«®¦¥−¨¥

J1z M = R ⊕ µz/µ
2
z . (9.9)

‚¢¨¤ã ã¯à ¦−¥−¨ï ¨§ ¯. 9.22 ®â®¡à ¦¥−¨¥ dz  −−ã«¨àã¥â ¥£®
¯¥à¢®¥ á« £ ¥¬®¥. ‘ ¤àã£®© áâ®à®−ë, «¥¬¬  �¤ ¬ à  2.8 ¯®-
ª §ë¢ ¥â, çâ® ¥á«¨ f ∈ µz ¨ dzf = 0, â® f ∈ µ2z. �®íâ®¬ã
®£à −¨ç¥−¨¥ �dz −  µz/µ2z ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬. �
‘«¥¤áâ¢¨¥. dim J1z M = n + 1.

� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¤®ª § −−®¥ ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ ¯®§¢®«ï¥â ¯¥à¥¯¨-
á âì à ¢¥−áâ¢® (9.9) ¢ ¢¨¤¥

J1z M = R ⊕ T ∗
z M. �

9.28. ” ªâ®à «£¥¡à  J1z M, ®ª § ¢è ïáï ¯®«¥§−®© ¯à¨ ¤®ª -
§ â¥«ìáâ¢¥ ¯à¥¤«®¦¥−¨ï ¨§ ¯. 9.27, ï¢«ï¥âáï, ª ª ¬ë ã¢¨¤¨¬
¢¯®á«¥¤áâ¢¨¨, ®¤−®© ¨§ ¢ ¦−¥©è¨å ª®−áâàãªæ¨© ¤¨ää¥à¥−-
æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï ¨ − §ë¢ ¥âáï  «£¥¡à®© ¤¦¥â®¢ ¯¥à¢®£®

¯®àï¤ª  (¨«¨ 1-¤¦¥â®¢)  «£¥¡àë £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© C∞(M)
¢ â®çª¥ z ∈ M.

�¡ê¥¤¨−¥−¨¥
J1M =

⋃
z∈M

J1z M

− ¤¥«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥−−®© áâàãªâãà®©£« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï,¯®-
¤®¡−® â®¬ã ª ª íâ® ¡ë«® á¤¥« −® ¢ëè¥ ¤«ï T ∗M.
“¯à ¦−¥−¨¥. �à®¢¥¤¨â¥ ¢ ¤¥â «ïå á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯®áâà®-
¥−¨ï. �¯¨è¨â¥, ª ª®¢ë á¯¥æ¨ «ì−ë¥ «®ª «ì−ë¥ ª®®à¤¨− âë
−  J1M.

Œ−®£®®¡à §¨¥ J1M − §ë¢ ¥âáï ¬−®£®®¡à §¨¥¬ ¤¦¥â®¢ ¯¥à-

¢®£® ¯®àï¤ª  ¬−®£®®¡à §¨ï M.
�®¤®¡−® ª á â¥«ì−ë¬ ¨ ª®ª á â¥«ì−ë¬ ¬−®£®®¡à §¨ï¬ J1M

à áá« ¨¢ ¥âáï − ¤ M ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¥áâ¥áâ¢¥−−®£® ®â®¡à ¦¥−¨ï

πJ1 : J
1M → M, πJ1([f ]

1
z) = z,
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£¤¥ [f ]1z ®¡®§− ç ¥â ®¡à § äã−ªæ¨¨ f ¯à¨ ®â®¡à ¦¥−¨¨ ä ªâ®-
à¨§ æ¨¨ C∞(M) → J1z M. �®¤®¡−® πT ¨ πT ∗ (á¬. ¯¯. 9.19 ¨
9.24 á®®â¢¥âáâ¢¥−−®) ®â®¡à ¦¥−¨¥ πJ1 â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à-
−ë¬ à áá«®¥−¨¥¬ − ¤ M. …£® á«®¨ ¨¬¥îâ à §¬¥à−®áâì (n+ 1).
‘® ¢áïª®© äã−ªæ¨¥© f ∈ C∞(M) ¬®¦−® á¢ï§ âì £« ¤ª®¥ ®â®-
¡à ¦¥−¨¥

sj1f : M → J1M, sj1f(z) = [f ]
1
z,

ï¢«ïîé¥¥áï á¥ç¥−¨¥¬ à áá«®¥−¨ï πJ1.
�â®¡à ¦¥−¨¥

πJ1,T ∗ : J1M → T ∗M, πJ1,T ∗([f ]1z) = dzf,

á¢ï§ë¢ îé¥¥ ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ ¬−®£®®¡à §¨ï 1-¤¦¥â®¢
¨ ª®ª á â¥«ì−®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥, ï¢«ï¥âáï ®¤−®¬¥à−ë¬ ¢¥ªâ®à-
−ë¬ à áá«®¥−¨¥¬ − ¤ T ∗M.

Œ−®£®®¡à §¨¥ J1M § ¬¥ç â¥«ì−® â¥¬, çâ® ¯®§¢®«ï¥â ¯®-
áâà®¨âì ¨áç¥à¯ë¢ îéãî â¥®à¨î ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ãà ¢−¥−¨©
¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¢ ç áâ−ëå ¯à®¨§¢®¤−ëå á ®¤−®© −¥¨§¢¥áâ−®©.
�à¨ íâ®¬ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¥ ãà ¢−¥−¨ï ¨−â¥à¯à¥â¨àãîâáï ª ª
¯®¤¬−®£®®¡à §¨ï ¢ J1M.

’¥®à¥¬  ® ª á â¥«ì−®¬ ¢¥ªâ®à¥ ¯®§¢®«¨«  á¤¥« âì ¯¥à¢ë©
è £ ¢ ®á¬ëá«¥−¨¨ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï ª ª  á¯¥ªâ 
ª®¬¬ãâ â¨¢−®©  «£¥¡àë. Œë á¤¥« ¥¬ á«¥¤ãîé¨©, ®¯à¥¤¥«¨¢
¯®−ïâ¨¥ ª á â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à  ª á¯¥ªâàã ¯à®¨§¢®«ì−®© ª®¬¬ã-
â â¨¢−®©  «£¥¡àë.

ˆâ ª, ¯ãáâì A | ¯à®¨§¢®«ì− ï ã−¨â à− ï ª®¬¬ãâ â¨¢− ï
K- «£¥¡à . �¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§ |A| K-á¯¥ªâà  «£¥¡àë, â. ¥. á®¢®-
ªã¯−®áâì ¢á¥å (ã−¨â à−ëå) K-£®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨§ A ¢ K.

9.29. �¯à¥¤¥«¥−¨¥. �â®¡à ¦¥−¨¥ ξ : A → K − §ë¢ ¥âáï ª -

á â¥«ì−ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¨«¨ ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥¬ ¢ â®çª¥ h ∈ |A|,
¥á«¨ ®−®

1) K-«¨−¥©−®, â. ¥.

ξ
( k∑

j=1

λjfj

)
=

k∑
j=1

λjξ(fj), λj ∈ K, fj ∈ A;
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2) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à ¢¨«ã ‹¥©¡−¨æ  ¢ â®çª¥ h, â. ¥.

ξ(fg) = f(h)ξ(f) + g(h)ξ(f), f, g ∈ A.

�â® ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¢ á«ãç ¥ K = R ¨ A = C∞(M) á®¢¯ ¤ ¥â
á ®¯à¥¤¥«¥−¨¥¬ ª á â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à  ª ¬−®£®®¡à §¨îM (= |A|)
¢ â®çª¥ z ∈ M. —â®¡ë ã¡¥¤¨âìáï ¢ íâ®¬, ¤®áâ â®ç−® ¢á¯®¬−¨âì
¯à® ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¥ M = |C∞(M)| ¨ ¯à®¨−â¥à¯à¥â¨à®¢ âì z
ª ª £®¬®¬®àä¨§¬ hz : f �→ f(z), f ∈ C∞(M). �  ¬−®¦¥áâ¢¥
¢á¥å ª á â¥«ì−ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¥áâ¥áâ¢¥−−® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï áâàãªâãà 
K-¬®¤ã«ï (¢¥ªâ®à−®£® ¯à®áâà −áâ¢  − ¤ K, ¥á«¨ K | ¯®«¥):

1. (ξ1 + ξ2)(a)
def= ξ1(a) + ξ2(a), a ∈ A;

2. (kξ)(a) def= kξ(a), k ∈ K, a ∈ A.
�¡®§− ç¨¬ íâ®â K-¬®¤ã«ì ç¥à¥§ ThA. …á«¨ K = R ¨

A = C∞(M), â® ¯à¨ ãª § −−®¬ ¢ëè¥ ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¨ â®çª¨
z ∈ M á K-£®¬®¬®àä¨§¬®¬ hz ¯à®áâà −áâ¢® TzM ¡ã¤¥â ¨¤¥−-
â¨ç−® ThzA.

‡ ¬¥ç −¨¥. ‚  «£¥¡à ¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨ à áá¬ âà¨¢ îâáï á -
¬ë¥ à §−ë¥ á¯¥ªâàë  «£¥¡à: ¬ ªá¨¬ «ì−ë¥, ¯à®áâë¥ (¨ ¤àã£¨¥).
‘®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ®¡à §®¬ ¯®−¨¬ ï á¨¬¢®« h ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬
®¯à¥¤¥«¥−¨¨, ç¨â â¥«ì «¥£ª® á¬®¦¥â ®¯à¥¤¥«¨âì ¯®−ïâ¨¥ ª á -
â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à  ¨ ¤«ï â®ç¥ª íâ¨å á¯¥ªâà®¢.

9.30. Š®ª á â¥«ì−ë¥ ¯à®áâà −áâ¢  ª á¯¥ªâà ¬ ª®¬¬ãâ â¨¢-
−ëå  «£¥¡à. �à¥¤«®¦¥−¨¥ 9.27, ¢ëï¢«ïï ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥-
áªãî ¯à¨à®¤ã ª®ª á â¥«ì−®£® à áá«®¥−¨ï, ãª §ë¢ ¥â, ª ª ¬®¦-
−® ®¯à¥¤¥«¨âì ª®ª á â¥«ì−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® ª á¯¥ªâàã |A| ¯à®-
¨§¢®«ì−®© ª®¬¬ãâ â¨¢−®© K- «£¥¡àë A ¢ −¥ª®â®à®© ¥£® â®çª¥
h ∈ |A|. ˆ¬¥−−®, ¯®«®¦¨¬

T ∗
hA

def= µh/µ
2
h, (9.10)

£¤¥ µh ¥áâì ï¤à® £®¬®¬®àä¨§¬  K- «£¥¡à h : A → K. �® ®¯à¥-
¤¥«¥−¨î T ∗

hA ï¢«ï¥âáï K-¬®¤ã«¥¬. ‚ ¦−ãî à®«ì íâ®£® ¯®−ïâ¨ï
¨««îáâà¨àã¥â á«¥¤ãîé¥¥
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�à¥¤«®¦¥−¨¥. „«ï «î¡®© K- «£¥¡àë A ®¯à¥¤¥«¥−  ¥áâ¥-

áâ¢¥−− ï áîàê¥ªæ¨ï K-¬®¤ã«¥©

νh : HomK(T ∗
hA, K)→ ThA. (9.11)

…á«¨ K | ¯®«¥, â® νh ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬.

� ‡ ¬¥â¨¬ á− ç « , çâ® ¢áïª®¥ K-«¨−¥©−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥
ϕ : T ∗

hA → K ¯®à®¦¤ ¥â ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à

ξϕ ∈ ThA, ξϕ(a) = ϕ([a − h(a) · 1A]),
£¤¥ [b] = b mod µ2h. (“¡¥¤¨â¥áì ¢ íâ®¬.) ‘®®â¢¥âáâ¢¨¥ ϕ �→ ξϕ,
®ç¥¢¨¤−®, ®¯à¥¤¥«ï¥â £®¬®¬®àä¨§¬ K-¬®¤ã«¥©

νh : HomK(T ∗
hA, K)→ ThA.

�â®¡à ¦¥−¨¥ νh áîàê¥ªâ¨¢−®. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¯ãáâì ξ ∈ ThA.
� áá¬®âà¨¬ K-«¨−¥©−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

ϕξ : T ∗
hA → K, ϕξ([a]) = ξ(a), a ∈ µh.

ˆ§ ¯à ¢¨«  ‹¥©¡−¨æ  á«¥¤ã¥â, çâ® ξ(µ2h) ⊂ µh, â ª çâ® ®â®¡à -
¦¥−¨¥ ϕξ ®¯à¥¤¥«¥−® ª®àà¥ªâ−®. �ç¥¢¨¤−®, νh(ϕξ) = ξ.

…á«¨ K | ¯®«¥, â® νh ï¢«ï¥âáï â ª¦¥ ¨−ê¥ªæ¨¥©. ‚ á ¬®¬
¤¥«¥, ¯ãáâì â¥¯¥àì a, b ∈ µh ¨ [a] �= [b]. ’ ª ª ª K | ¯®«¥,
â® ¢á¥£¤  ¬®¦−® − ©â¨ «¨−¥©−ãî äã−ªæ¨î ϕ −  ¢¥ªâ®à−®¬
(− ¤ K) ¯à®áâà −áâ¢¥ T ∗

hA, â ªãî, çâ® ϕ([a]) �= ϕ([b]), â. ¥.
ξϕ(a) �= ξϕ(b). �
9.31. —â®¡ë  «£¥¡à ¨§®¢ âì ¯®−ïâ¨¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «  £« ¤ª®-
£® ®â®¡à ¦¥−¨ï, § ¬¥â¨¬, çâ® ¢áïª®¬ã (ã−¨â à−®¬ã) £®¬®¬®à-
ä¨§¬ã K- «£¥¡à F : A1 → A2 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¨å
K-á¯¥ªâà®¢

|F | : |A2| → |A1|, |A2| � h �→ h ◦ F ∈ |A1|.
…á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ξ ∈ Th(A1), â® ®â®¡à ¦¥−¨¥

dh|F |(ξ) def= ξ ◦ F : A1 → K

ï¢«ï¥âáï ª á â¥«ì−ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ª ¯à®áâà −áâ¢ã |A1| ¢ â®çª¥
|F |(h) = h ◦ F . ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ K-«¨−¥©−®¥
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(¤®ª ¦¨â¥ íâ®) ®â®¡à ¦¥−¨¥

dh|F | : Th(A1)→ Th◦F (A2).

…á«¨ F = ϕ∗, £¤¥ ϕ : M2 → M1 | £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥,
¨ Ai = C∞(Mi), i = 1, 2, â® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ë dhϕ ¨ dh|F |
á®¢¯ ¤ îâ.

9.32. “¯à ¦−¥−¨ï. 1. „®ª ¦¨â¥, çâ® TidK
K = 0, £¤¥

idk : K → K | ¥¤¨−áâ¢¥−− ï â®çª  K-á¯¥ªâà  K.
2. �ãáâì i : K → A, k �→ k · 1A, | ª −®−¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥−¨¥

¨ ξ ∈ ThA. „®ª ¦¨â¥, çâ® ξ
∣∣
Im i
= 0, â. ¥. çâ® ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ -

−¨¥ ¢ â®çª¥ ¯¥à¥¢®¤¨â ª®−áâ −âë ¢ −ã«ì.
3. �ãáâì F : A1 → A2 | í¯¨¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à. „®ª -

¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ h ∈ |A2| ®â®¡à ¦¥−¨¥ dh|F | ¥áâì
¬®−®¬®àä¨§¬.

4. �ãáâì C0M |  «£¥¡à  ¢á¥å −¥¯à¥àë¢−ëå äã−ªæ¨© −  M.
„®ª ¦¨â¥, çâ® Tz(C0M) = 0 ¤«ï «î¡®© â®çª¨ z ∈ M.

9.33. „®áâ®¨−áâ¢   «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ¯®¤å®¤  ª ¤¨ää¥à¥−æ¨-
 «ì−®¬ã ¨áç¨á«¥−¨î ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à®¤¥¬®−áâà¨à®¢ −ë ã¦¥ á¥©-
ç á, å®âï ¬ë ¥é¥ −¥ ¯à®¤¢¨−ã«¨áì ¤ «ìè¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï ª á -
â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à . ‘ª ¦¥¬, ¬ë ¬®¦¥¬ ®¯à¥¤¥«¨âì ª á â¥«ì−ë¥
¯à®áâà −áâ¢  ¬−®£®®¡à §¨© á ®á®¡¥−−®áâï¬¨ ¨ ¤ ¦¥ ¯à®¨§¢®«ì-
−ëå £« ¤ª¨å ¬−®¦¥áâ¢ ¨ ¯®«ãç¨âì ¡« £®¤ àï íâ®¬ã ¯à®áâ¥©è¨¥
¨−¢ à¨ −âë ®á®¡ëå â®ç¥ª. �¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë íâ®£® ¤ −ë −¨-
¦¥. ‘«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ª®â®à®£® ¤®á«®¢−®
¯¥à¥−®á¨âáï ¨§ ¯. 9.9, ¡ã¤¥â ¢¥áì¬  ¯®«¥§−® ¯à¨  − «¨§¥ íâ¨å
¯à¨¬¥à®¢. Œë ¨á¯®«ì§ã¥¬ −¨¦¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï ¨ ®¡®§− ç¥−¨ï
¯¯. 3.23{3.25.

�à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì F | ¯à®¨§¢®«ì− ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï

R- «£¥¡à  ¨ U ⊂ |F| | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢®. ’®£¤ 

£®¬®¬®àä¨§¬ ®£à −¨ç¥−¨ï ρU : F → F
∣∣
U

¨−¤ãæ¨àã¥â ¨§®¬®à-

ä¨§¬

dh(ρU ) : Th(F
∣∣
U
)→ Tρ

U
◦h(F), h ∈ |F

∣∣
U
|. �
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� §ã¬¥¥âáï,  − «®£¨ç−®¥ ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ¤«ï
¯à®¨§¢®«ì−ëå K- «£¥¡à. �®¯à®¡ã©â¥ ¤®ª § âì íâ® á ¬®áâ®ï-
â¥«ì−®.

9.34. “¯à ¦−¥−¨ï. 1. � áá¬®âà¨¬ ¯®«ãªã¡¨ç¥áªãî ¯ à ¡®«ã
W = {(x, y) ∈ R2 | y2 = x3}. „®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à®áâà −áâ¢® TzW
¤¢ã¬¥à−® ¤«ï z = (0, 0) ¨ ®¤−®¬¥à−® ¢® ¢á¥å ®áâ «ì−ëå â®çª å.

�âáî¤ , ®ç¥¢¨¤−®, á«¥¤ã¥â, çâ®  «£¥¡à 

C∞(W ) = C∞(R2)/(y2 − x3)C∞(R2)

−¥ ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© (áà ¢−¨ á 4.16).
2. �à¨¢¥¤¨â¥ ¯à¨¬¥à £« ¤ª®£® ¬−®¦¥áâ¢ , ã ª®â®à®£® ª á -

â¥«ì−ë¥ ¯à®áâà −áâ¢  ®¤−®¬¥à−ë ¢® ¢á¥å â®çª å, ªà®¬¥ ®¤−®©,
£¤¥ ®−® 3-¬¥à−®.

9.35. �à¨¬¥à. �ãáâìK| ª®®à¤¨− â−ë© ªà¥áâ −  ¯«®áª®áâ¨:
K = {(x, y) ⊂ R2 | xy = 0} ¨ F = C∞(K) = C∞(R2)

∣∣
K

|  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  K. �¯¨è¥¬ TzC∞(K) ¤«ï
¢á¥å â®ç¥ª z ∈ K. �«¥¬¥−âë  «£¥¡àë C∞(K) ¬®¦−® ¯®−¨¬ âì
ª ª ¯ àë (f(x), g(y)) £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¯àï¬®©, â ª¨å, çâ®
f(0) = g(0). ˆ− ç¥ £®¢®àï,

C∞(K) = {(f(x), g(y)) | f(0) = g(0)}.
‡ ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®© −¥®á®¡®© â®çª¨ −  ªà¥áâ¥, â. ¥. â®çª¨
¢¨¤  (x, 0), £¤¥ x �= 0, ¨«¨ (0, y), £¤¥ y �= 0, ª á â¥«ì−®¥
¯à®áâà −áâ¢® ®¤−®¬¥à−®. �ãáâì, áª ¦¥¬, z = (x, 0), x �= 0
¨ U = {(x′, 0) | xx′ > 0}. ’®£¤  U ®âªàëâ® ¢K = |F| ¨, §− ç¨â,
¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥−¨ï ¨§ ¯. 9.33¬ë ¨¬¥¥¬TzF = TzF

∣∣
U

. �áâ «®áì
§ ¬¥â¨âì, çâ® F

∣∣
U
= C∞(R1+) = C∞(R1). ‚ ª ç¥áâ¢¥ ¡ §¨á−®£®

¢¥ªâ®à  ¤«ï ¯à®áâà −áâ¢ ¢¨¤  T(x,0) ¬®¦−® ¢§ïâì ®¯¥à â®à

d

dx

∣∣∣
(x,0)

,
d

dx

∣∣∣
(x,0)
(f(x), g(y)) =

df

dx
(x),

  ¤«ï ª á â¥«ì−ëå ¯à®áâà −áâ¢ ¢¨¤  T(0,y) | ®¯¥à â®à

d

dy

∣∣∣
(0,y)

,
d

dy

∣∣∣
(0,y)
(f(x), g(y)) =

dg

dy
(y).
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� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì â®çªã (0, 0). �ç¥¢¨¤−®, ®¯¥à â®àë

d

dx

∣∣∣
(0,0)

¨
d

dy

∣∣∣
(0,0)

¡ã¤ãâ ª á â¥«ì−ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ¢ íâ®© â®çª¥. �−¨ «¨−¥©-
−® −¥§ ¢¨á¨¬ë, ¯®íâ®¬ã ¯à®áâà −áâ¢® T(0,0) ¯® ªà ©−¥© ¬¥à¥
¤¢ã¬¥à−®. �®áª®«ìªã ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ®£à −¨ç¥−¨ï
τ : C∞(R2) → C∞(K) ¥áâì í¯¨¬®àä¨§¬, â® á®£« á−® § ¤ ç¥ 3
¯ã−ªâ  9.32 ®â®¡à ¦¥−¨¥

d(0,0)τ : T(0,0)(C
∞(K))→ T(0,0)(C

∞(R2)) = R2

−¥ ¨¬¥¥â ï¤à , â ª çâ® ª á â¥«ì−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® T(0,0)(C∞(K))
¨§®¬®àä−® R2.

ˆâ ª, ú®á®¡®áâìû â®çª¨ (0, 0) ∈ K ¯à®ï¢«ï¥âáï, ¢ ç áâ−®áâ¨,
¢ â®¬, çâ® à §¬¥à−®áâì ª á â¥«ì−®£® ¯à®áâà −áâ¢  ¢ −¥© ¡®«ìè¥,
ç¥¬ ¤«ï ú−®à¬ «ì−ëåû â®ç¥ª.

�®¤ç¥àª−¥¬, çâ® áâ −¤ àâ−ë© ª®®à¤¨− â−ë© ¯®¤å®¤ −¥ ¯®-
§¢®«ï¥â ®¯à¥¤¥«¨âì ª á â¥«ì−ë¥ ¢¥ªâ®àë ¢ â®çª¥ (0, 0). …á«¨ ¦¥
¯®−¨¬ âì ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à ª ª ª« áá íª¢¨¢ «¥−â−ëå ªà¨¢ëå,
â® −  ¬−®¦¥áâ¢¥ ª á â¥«ì−ëå ª K ¢¥ªâ®à®¢ ¢ íâ®© â®çª¥ −¥«ì§ï
¢¢¥áâ¨ áâàãªâãàã «¨−¥©−®£® ¯à®áâà −áâ¢ .

9.36. “¯à ¦−¥−¨ï. �ãáâì W ⊂ Rn | £« ¤ª®¥ ¬−®¦¥áâ¢®. � -
¯®¬−¨¬, çâ® ¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î C∞(W ) = {f

∣∣
W

| f ∈ C∞(Rn)}.
� ©¤¨â¥ TzW ¤«ï ¢á¥å â®ç¥ª z ∈ W ¢ á«¥¤ãîé¨å á«ãç ïå (á¬.
ã¯à ¦−¥−¨¥ 7.14).

1. W ⊂ R2 § ¤ ¥âáï ãà ¢−¥−¨¥¬ y =
√

|x|.
2. W | âà¥ã£®«ì−¨ª ¢ R2: W = W1 ∪ W2 ∪ W3, £¤¥

W1 = {(x, y) | 0 � y � 1, x = 0},
W2 = {(x, y) | 0 � x � 1, y = 0},
W3 = {(x, y) | x+ y = 1, x, y � 0}.

3. W | âà¥ã£®«ì−¨ª, ®¯¨á −−ë© ¢ § ¤ ç¥ 2, ¢¬¥áâ¥ á ¢−ã-
âà¥−−¥© ®¡« áâìî: W = {(x, y) | x+ y � 1, x, y � 0}.

4. W | ª®−ãá x2 + y2 = z2 ¢ R3.
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5. W = Wi, i = 1, 2, 3, | ®¤¨− ¨§ âà¥å ®¤−®¬¥à−ëå £®-
¬¥®¬®àä−ëå ¬¥¦¤ã á®¡®© ¯®«¨í¤à®¢, ¨§®¡à ¦¥−−ëå −  à¨á.
7.1. �¡êïá−¨â¥, ¯®ç¥¬ã  «£¥¡àë C∞(Wi), i = 1, 2, 3, ¯®¯ à−®
−¥¨§®¬®àä−ë.

6. W ⊂ R2 | § ¬ëª −¨¥ £à ä¨ª  äã−ªæ¨¨ y = sin 1
x
.

9.37. “¯à ¦−¥−¨¥. �ãáâì dimTzW = 0, £¤¥ W | £« ¤ª®¥
¬−®¦¥áâ¢®. „®ª ¦¨â¥, çâ® z ï¢«ï¥âáï ¨§®«¨à®¢ −−®© â®çª®©
W . �â® ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥, ®¤− ª®, −¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì−ëå
 «£¥¡à. �à¨¢¥¤¨â¥ ¯à¨¬¥à  «£¥¡àë F â ª®©, çâ® |F| � R, −®
dimTzF = 0 ¤«ï ¢á¥å z ∈ |F|.

Œ®¦¥â¥ «¨ ¢ë ¯®áâà®¨âì  «£¥¡àã F á ¤¢®©áâ¢¥−−ë¬ ¯à®-
áâà −áâ¢®¬ |F| � R â ªãî, çâ® dimTzF = 2 ¤«ï −¥ª®â®à®©
â®çª¨ z ∈ |F|? � â ªãî, çâ® dimTzF = 2¤«ï ¢á¥å z ∈ |F|?
9.38. �®«¥¥ á«®¦−ë¥ ®¡ê¥ªâë ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥-
−¨ï, ª®â®àë¥ ¬®¦−® áª®−áâàã¨à®¢ âì ¨§ ª á â¥«ì−ëå ¢¥ªâ®à®¢,
| íâ® ¢¥ªâ®à−ë¥ ¯®«ï. � £«ï¤−®-£¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥-
−¨¥ ® ¢¥ªâ®à−®¬ ¯®«¥ − ¬ ¤ îâ ¬−®£®ç¨á«¥−−ë¥ á¨«®¢ë¥ ¯®«ï,
¢áâà¥ç îé¨¥áï ¢ ä¨§¨ª¥ ¨ ¬¥å −¨ª¥, ¯®«¥ áª®à®áâ¥© ¤¢¨¦ãé¥©-
áï á¯«®è−®© áà¥¤ë ¨ â. ¯. ú�®«¥û áâà¥«®ª −  ¬¥â¥®à®«®£¨ç¥áª®©
ª àâ¥ ¬®¦−® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¯®«¥ áª®à®áâ¥© ¤¢¨¦ãé¨åáï
¢®§¤ãè−ëå ¬ áá.

�®¯ëâ ¥¬áï ä®à¬ «¨§®¢ âì íâ® ¯®−ïâ¨¥ ¢ â®¬ ¦¥ ¤ãå¥, ª ª
íâ® ¡ë«® á¤¥« −® á ª á â¥«ì−ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨. �¥à¢ë© è £ ¢ íâ®¬
− ¯à ¢«¥−¨¨ ®ç¥¢¨¤¥−: ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M |
íâ® á¥¬¥©áâ¢® ª á â¥«ì−ëå ¢¥ªâ®à®¢ {Xz}z∈M , £¤¥ Xz ∈ TzM.
‚ â¥à¬¨− å  «£¥¡àë − ¡«î¤ ¥¬ëå C∞(M) íâ® ®§− ç ¥â, çâ® ¬ë
¨¬¥¥¬ ¤¥«® á á¥¬¥©áâ¢®¬ ®¯¥à â®à®¢

Xz : C∞(M)→ R, z ∈ M.

‚ ç áâ−®áâ¨, ¯®¤®¡−®¥ á¥¬¥©áâ¢® ®¯¥à â®à®¢ á®¯®áâ ¢«ï¥â ª -
¦¤®© äã−ªæ¨¨ f ∈ C∞(M) á¥¬¥©áâ¢® ç¨á¥« {Xz(f), z ∈ M},
ª®â®à®¥ ä¨§¨ª − §¢ « ¡ë áª «ïà−ë¬ ¯®«¥¬,   ¬ â¥¬ â¨ª ¯à®áâ®
äã−ªæ¨¥©−  M. �¡®§− ç¨¢ íâã äã−ªæ¨îX(f), ¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î
¯®«ãç ¥¬

X(f)(z) def= Xz(f), z ∈ M.
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‚ íâ¨å ®¡®§− ç¥−¨ïå áâ −®¢¨âáï ïá−®, çâ® á«®¢  ú¢¥ªâ®à−®¥ ¯®-
«¥û á«¥¤ã¥â ¨−â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª −¥ª®â®àãî ®¯¥à æ¨î −   «-
£¥¡à¥ C∞(M):

X : C∞(M)→?,
£¤¥ ¢®¯à®á¨â¥«ì−ë© §− ª ®§− ç ¥â −¥ª®â®àãî á®¢®ªã¯−®áâì
äã−ªæ¨© −  M. Œë ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ ä®à¬ «¨§ã¥¬ ¨¤¥î
£« ¤ª®áâ¨ ¢¥ªâ®à−®£® ¯®«ï X, ¯®«®¦¨¢ ? = C∞(M), â. ¥. ¯®âà¥-
¡®¢ ¢, çâ®¡ë X(f) ∈ C∞(M) ¤«ï «î¡®© äã−ªæ¨¨ f ∈ C∞(M).
ˆâ ª, £« ¤ª®¥ ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ X −  M ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬,
¤¥©áâ¢ãîé¨¬ −  C∞(M):

X : C∞(M)→ C∞(M).

‚¢¨¤ã R-«¨−¥©−®áâ¨ ®â®¡à ¦¥−¨© Xz, úá®áâ ¢«ïîé¨åû ®¯¥-
à â®à X, ¯®á«¥¤−¨© â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï R-«¨−¥©−ë¬. �®«¥¥ â®£®,
¯à ¢¨«® ‹¥©¡−¨æ  ¢ â®çª¥ z ¤«ï ª á â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à  Xz ¯®-
§¢®«ï¥â ã¡¥¤¨âìáï, çâ®

X(fg)(z) = Xz(fg) = Xz(f)g(z) + f(z)Xz(g)

=
(
X(f)(z)

)
g(z) + f(z)

(
X(g)(z)

)
= [X(f)g + fX(g)](z),

â. ¥. ¤«ï ®¯¥à â®à  X ¢ë¯®«−¥−® ¯à ¢¨«® ‹¥©¡−¨æ 

X(fg) = X(f)g + fX(g), f, g ∈ C∞(M). (9.12)

‘ª § −−®¥ á«ã¦¨â ¬®â¨¢¨à®¢ª®© á«¥¤ãîé¥£® ®¯à¥¤¥«¥−¨ï.

�¯à¥¤¥«¥−¨¥. R-«¨−¥©−ë© ®¯¥à â®à X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨©
¯à ¢¨«ã ‹¥©¡−¨æ  (9.12), − §ë¢ ¥âáï £« ¤ª¨¬ ¢¥ªâ®à−ë¬ ¯®«¥¬

−  ¬−®£®®¡à §¨¨ M.
(‚áî¤ã −¨¦¥ á«®¢® ú£« ¤ª¨©û ¡ã¤¥â ®¯ãáª âìáï, ¯®áª®«ìªã

¬ë ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¤¥«® â®«ìª® á £« ¤ª¨¬¨ ¢¥ªâ®à−ë¬¨ ¯®«ï¬¨.)

9.39. „ −−®¥ − ¬¨ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¢¥ªâ®à−®£® ¯®«ï áä®à¬ã«¨-
à®¢ −® ¢ â¥à¬¨− å ®á−®¢−®©  «£¥¡àë C∞(M) ¨ ¢¯®«−¥ ã¤®-
¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨−æ¨¯ã − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨. �®«¥¥ â®£®, ¬ë â¥¯¥àì
¬®¦¥¬ a posteriori ®¯à ¢¤ âì ¨á¯®«ì§®¢ −¨¥ á«®¢ ú¢¥ªâ®à−®¥
¯®«¥û ¢ íâ®¬ ®¯à¥¤¥«¥−¨¨,  áá®æ¨¨à®¢ ¢ á ª ¦¤ë¬ ¢¥ªâ®à−ë¬
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¯®«¥¬ X á¥¬¥©áâ¢® ª á â¥«ì−ëå ¢¥ªâ®à®¢ {Xz ∈ TzM}z∈M .
ˆ¬¥−−®, ¯®«®¦¨¢

Xz(f) = X(f)(z), z ∈ M, (9.13)

¬ë «¥£ª® ã¡¥¦¤ ¥¬áï, çâ® ®¯à¥¤¥«¥−−ë¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬ ®â®¡à -
¦¥−¨ï Xz : C∞(M) → R ï¢«ïîâáï R-«¨−¥©−ë¬¨ ¨ ã¤®¢«¥â¢®-
àïîâ ¯à ¢¨«ã ‹¥©¡−¨æ  ¢ â®çª¥ z, â. ¥. ï¢«ïîâáï ª á â¥«ì−ë¬¨
¢¥ªâ®à ¬¨ ¢ â®çª¥ z.

“¯à ¦−¥−¨¥. „®ª ¦¨â¥ íâ®.

9.40. �à¥¤«®¦¥−¨¥. (‹®ª «¨§ã¥¬®áâì ¢¥ªâ®à−ëå ¯®«¥©.)
�ãáâì X | ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ −  M. …á«¨ äã−ªæ¨¨

f, g ∈ C∞(M) á®¢¯ ¤ îâ −  −¥ª®â®à®¬ ®âªàëâ®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥

U ⊂ M, â® äã−ªæ¨¨ X(f), X(g) â ª¦¥ á®¢¯ ¤ îâ −  U.

� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¢¢¨¤ã «¥¬¬ë 9.8, Xz(f) = Xz(g) ¤«ï ¢á¥å
z ∈ U. ‡− ç¨â, X(f)(z) = X(g)(z) ¤«ï ¢á¥å z ∈ U. �

ˆ−â¥à¯à¥â æ¨ï ¢¥ªâ®à−®£® ¯®«ï X ª ª á¥¬¥©áâ¢  ª á â¥«ì-
−ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¯®§¢®«ï¥â á¢ï§ âì á −¨¬ á¥ç¥−¨¥ ª á â¥«ì−®£®
à áá«®¥−¨ï

sX : M → TM, z �→ Xz ∈ TzM ⊂ TM.

“¯à ¦−¥−¨¥. „®ª ¦¨â¥ çâ® ¢áïª®¥ (£« ¤ª®¥) á¥ç¥−¨¥ ª á â¥«ì-
−®£® à áá«®¥−¨ï ¨¬¥¥â ¢¨¤ sX, â ª çâ® ¢¥ªâ®à−ë¥ ¯®«ï −  M ¯à¨
¦¥« −¨¨ ¬®¦−® ¯®−¨¬ âì ª ª á¥ç¥−¨ï ª á â¥«ì−®£® à áá«®¥−¨ï.

9.41. � ¢¥−áâ¢® (9.13) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® á¥¬¥©áâ¢® ª á â¥«ì-
−ëå ¢¥ªâ®à®¢ {Xz}z∈M ®¤−®§− ç−® ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯®à®¤¨¢è¥¥ ¨å
¯®«¥ X. ‚®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì íâ¨¬, ¬ë ¬®¦¥¬ ¡¥§ âàã¤  ¯®−ïâì,
ª ª ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ X ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢ â¥à¬¨− å «®ª «ì−ëå ª®-
®à¤¨− â. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¥á«¨ (U, x)| ª àâ  −  M ¨ z ∈ U, â®
Xz, ª ª ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à ¢ â®çª¥ z ∈ U, § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥

Xz =
n∑

i=1

αi(z)
∂

∂xi

∣∣∣
z
. (9.14)

�¡®§− ç¥−¨¥ αi(z) ¯®¤ç¥àª¨¢ ¥â, çâ® ª®®à¤¨− âë ¢¥ªâ®à 
Xz § ¢¨áïâ ®â â®çª¨ z ∈ U, â. ¥. ï¢«ïîâáï äã−ªæ¨ï¬¨ −  U.
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‚¢¨¤ã (9.13) ¨ (9.14)

X(f)(z) = Xz(f) =
n∑

i=1

αi(z)
∂f

∂xi
(z) =

[( n∑
i=1

αi
∂

∂xi

)
(f)
]
(z),

â ª çâ®

X(f) =
n∑

i=1

αi
∂

∂xi
(f),

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®,

X =
n∑

i=1

αi
∂

∂xi

.

�à¨ íâ®¬ äã−ªæ¨¨ αi ∈ C∞(U). „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¯ãáâì z ∈ U.
� áá¬®âà¨¬ äã−ªæ¨î “xi ∈ C∞(M), ª®â®à ï á®¢¯ ¤ ¥â á xi

¢ −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ V â®çª¨ z. �® ®¯à¥¤¥«¥−¨î X(“xi) ∈
C∞(M). „ «¥¥, X(“xi)

∣∣
V
= αi, ¯®áª®«ìªã “xi

∣∣
V
= xi

∣∣
V

, ¨, á«¥-
¤®¢ â¥«ì−®, αi ∈ C∞(V ). �®áª®«ìªã â®çª  z ∈ U ¯à®¨§¢®«ì− ,
íâ® ¤®ª §ë¢ ¥â, çâ® αi | £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï −  U.

?!!

�¨á. 9.2.
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9.42. �®¢¥¤¥−¨¥ ¢¥ªâ®à−ëå ¯®«¥© ¯à¨ ®â®¡à ¦¥−¨ïå.
�ãáâì X | ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ −  M ¨ ϕ : M → N | £« ¤-
ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥. „¨ää¥à¥−æ¨ «®¬ dzϕ ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à Xz

®â®¡à ¦ ¥âáï ¢ ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à Yϕ(z) = dzϕ(Xz) ∈ Tϕ(z)N.
‘¥¬¥©áâ¢® ª á â¥«ì−ëå ¢¥ªâ®à®¢ {Yϕ(z)}z∈M −¥ ®¡à §ã¥â, ¢®-
®¡é¥ £®¢®àï, −¨ª ª®£® ¢¥ªâ®à−®£® ¯®«ï −  N. �â® ¢¨¤−® ¨§
â®£®, çâ® ¥á«¨ u ∈ N \ ϕ(M), â® ¢¥ªâ®à Yu −¥ ®¯à¥¤¥«¥−. …á«¨
¦¥ u ∈ ϕ(M), â® â®çª  u ¬®¦¥â ¨¬¥âì −¥áª®«ìª® ¯à®®¡à §®¢
¨ ¯®íâ®¬ã ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢¥ªâ®à Yu ®¯à¥¤¥«¥− −¥®¤−®§− ç−®
(á¬. à¨á. 9.2).

ˆâ ª, ª ª ¯à ¢¨«®, ¯à¨ £« ¤ª¨å ®â®¡à ¦¥−¨ïå ¢¥ªâ®à−ë¥
¯®«ï −¥ ®â®¡à ¦ îâáï ¢¬¥áâ¥ á ¬−®£®®¡à §¨ï¬¨. �¤− ª® ¤¨ä-
ä¥®¬®àä¨§¬ë ï¢«ïîâáï ¨áª«îç¥−¨¥¬ ¨§ ®¡é¥£® ¯à ¢¨«  ¨ ¥á«¨
ϕ | ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¢¥ªâ®à-
−®£® ¯®«ï X ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥−® ¯à¨ ¯®¬®é¨ ä®à¬ã«ë

Y = (ϕ−1)∗ ◦ X ◦ ϕ∗.

“¯à ¦−¥−¨¥. 1. �à®¢¥àìâ¥, çâ® Y ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−® ï¢«ï¥âáï ¢¥ª-
â®à−ë¬ ¯®«¥¬.

2. „®ª ¦¨â¥, çâ® Yϕ(z) = dzϕ(Xz).
�¨¦¥ (á¬. ¯. 9.47) ¡ã¤¥â ¯®ª § −®, çâ® ®¡à § ¢¥ªâ®à−®£®

¯®«ï ¢á¥ ¦¥ ¬®¦¥â ¡ëâì à §ã¬−ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¥−, ¥á«¨
− ¤«¥¦ é¨¬ ®¡à §®¬ ®¡®¡é¨âì ª®−æ¥¯æ¨î ¢¥ªâ®à−®£® ¯®«ï.

9.43. „ −−®¥ ¢ëè¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¢¥ªâ®à−®£® ¯®«ï −  ¬−®£®-
®¡à §¨¨ ï¢«ï¥âáï ç áâ−ë¬ á«ãç ¥¬ ®¡é¥©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© ª®−-
æ¥¯æ¨¨ ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨ï, ª®â®à ï á®áâ®¨â ¢ á«¥¤ãîé¥¬.
�ãáâì A | ª®¬¬ãâ â¨¢− ï K- «£¥¡à .

�¯à¥¤¥«¥−¨¥. K-«¨−¥©−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ –: A → A − §ë¢ -
¥âáï ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥¬  «£¥¡àë A, ¥á«¨ ®−® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
¯à ¢¨«ã ‹¥©¡−¨æ :

–(ab) = a–(b) + b–(a) ∀ a, b ∈ A.

�¡®§− ç¨¬ ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨©  «£¥¡àë A ç¥-
à¥§ D(A). �ãáâì –, ∇ ∈ D(A) ¨ a ∈ A. ’®£¤ , ®ç¥¢¨¤−®,
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– + ∇ ∈ D(A) ¨ a– ∈ D(A). �â¨ ®¯¥à æ¨¨ á− ¡¦ îâ D(A)
¥áâ¥áâ¢¥−−®© áâàãªâãà®© A-¬®¤ã«ï.

‚áïª®¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥ K- «£¥¡àë A ¬®¦¥â ¡ëâì ¨−-
â¥à¯à¥â¨à®¢ −® ª ª ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ −  |A|. —â®¡ë ã¢¨¤¥âì íâ®,
¤®áâ â®ç−® ¯¥à¥−¥áâ¨ ä®à¬ã«ã (9.13) −   «£¥¡à ¨ç¥áªãî á¨âã -
æ¨î. �ãáâì– ∈ D(A) ¨ h ∈ |A|. �®«®¦¨¬

–h = h ◦–: A → K.

’®£¤ , ®ç¥¢¨¤−®, ®¯¥à â®à –h, ª ª ª®¬¯®§¨æ¨ï K-«¨−¥©−ëå
®¯¥à â®à®¢, â ª¦¥ K-«¨−¥¥− ¨

–h(ab) = h(–(ab)) = h(–(a)b+ a–(b))

= h(–(a))h(b) + h(a)h(–(b)) = –h(a)h(b) + h(a)–h(b).

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, –h ∈ Th(A). ‚ ¤ «ì−¥©è¥¬ ¤«ï ªà âª®áâ¨
¢¬¥áâ® D(C∞(M)) ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì ¯à®áâ® D(M).

‡ ¬¥â¨¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ª á â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à  –h, § ¯¨-
á −−®¥ ¢ ¢¨¤¥

–h(f) = h(–(f)), f ∈ A,

®ª §ë¢ ¥âáï ¨¤¥−â¨ç−ë¬ (9.13), ¥á«¨ K = R, A = C∞(M),
  h = hz ∈ M = |A|, ¯® ®¡ëª−®¢¥−¨î, ¨−â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ª ª
£®¬®¬®àä¨§¬, ¯¥à¥¢®¤ïé¨© f ¢ f(z). …á«¨  «£¥¡à  A ï¢«ï-
¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©, â® á¨áâ¥¬  ª á â¥«ì−ëå ª |A| ¢¥ªâ®à®¢
{–h}h∈|A| ®¤−®§− ç−® ®¯à¥¤¥«ï¥â ú¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥û–.

9.44. ’®ç−® â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ª á â¥«ì−ëå ¢¥ªâ®à®¢ (á¬.
¯¯. 9.33 { 9.36), ¬®¦−® à §¢¨âì â¥®à¨î ¢¥ªâ®à−ëå ¯®«¥© − 
£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ å £®à §¤® ¡®«¥¥ ®¡é¥© ¯à¨à®¤ë, ç¥¬
£« ¤ª¨¥ ¬−®£®®¡à §¨ï. � ¯à¨¬¥à, ¨áå®¤ï ¨§ ¯. 9.33 ¬®¦−®
à §¢¨âì ®¡éãî â¥®à¨î ¢¥ªâ®à−ëå ¯®«¥© −  ¯à®¨§¢®«ì−ëå § -
¬ª−ãâëå ¯®¤¬−®¦¥áâ¢ å £« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨© ¡ãª¢ «ì−® â ª
¦¥, ª ª ¨ −  á ¬¨å íâ¨å ¬−®£®®¡à §¨ïå. ‚ ¯à¨¬¥à å, à á-
á¬ âà¨¢ ¥¬ëå −¨¦¥, ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ â ª¨¥ ¦¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥
®¡®§− ç¥−¨ï, ª ª ¨ ¤«ï £« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨©. ‹®ª «¨§ã¥¬®áâì
¢¥ªâ®à−ëå ¯®«¥© (¯à¥¤«®¦¥−¨¥ 9.40) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ¢ íâ®¬ ¡®«¥¥
®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¡ãª¢ «ì−® â ª¨¬ ¦¥ ®¡à §®¬.
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9.45. �à¨¬¥à. �¯¨è¥¬ ¢¥ªâ®à−ë¥ ¯®«ï −  ªà¥áâ¥ K, ¯à¨-
−ï¢ ®¡®§− ç¥−¨ï ¯. 9.35, £¤¥ ¨§ãç «¨áì ª á â¥«ì−ë¥ ¢¥ªâ®àë
ª −¥¬ã. �¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§ Ax ¨ Ay  «£¥¡àë £« ¤ª¨å äã−ªæ¨©
−  ¯àï¬®© á ä¨ªá¨à®¢ −−ë¬¨ ª®®à¤¨− â−ë¬¨ äã−ªæ¨ï¬¨ x ¨ y
á®®â¢¥âáâ¢¥−−®. �¯à¥¤¥«¥−ë ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¥ ¢«®¦¥−¨ï

ix : Ax → C∞(K), f(x) �→ (f(x), f(0)),
iy : Ay → C∞(K), g(y) �→ (g(0), g(y)),

  â ª¦¥ ¯à®¥ªæ¨¨

πx : C∞(K)→ Ax, (f(x), g(y)) �→ f(x),

πy : C∞(K)→ Ay, (f(x), g(y)) �→ g(y).

�ç¥¢¨¤−®, πx ◦ ix = id ¨ πy ◦ iy = id. �®íâ®¬ã, ¥á«¨– ∈ D(K),
â®–x = πx ◦– ◦ ix ∈ D(Ax) ¨ –y = πy ◦– ◦ iy ∈ D(Ay).

�®ª ¦¥¬, çâ®

–(f(x), g(y)) = (–x(f),–y(g)) (9.15)

¨ ¯®«ï–x,–y ®¡à é îâáï ¢ −ã«ì ¢ â®çª¥ 0.
� ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì

ϕ = ix(f) = (f(x), c) ∈ C∞(K), c = f(0).

� áá¬®âà¨¬ â®çªã z = (0, y) ∈ K, y �= 0. ’®£¤  ¤®áâ â®ç−® ¬ -
« ï ®ªà¥áâ−®áâì U â®çª¨ z ¥áâì ¨−â¥à¢ « ¨ ϕ|U ≡ c. �®íâ®¬ã ¢¢¨-
¤ã á¢®©áâ¢  «®ª «¨§ã¥¬®áâ¨ ª á â¥«ì−ëå ¢¥ªâ®à®¢ –z(ϕ) = 0.
ˆ−ë¬¨ á«®¢ ¬¨, –(ϕ)(z) = 0 ¤«ï ¢á¥å â®ç¥ª ®á¨ y, ªà®¬¥ â®ç-
ª¨ (0, 0). �® á®®¡à ¦¥−¨ï¬ −¥¯à¥àë¢−®áâ¨–(ϕ) â®¦¤¥áâ¢¥−−®
à ¢−® −ã«î −  ¢á¥© íâ®© ®á¨. �®íâ®¬ã ix(πx(–(ϕ))) = –(ϕ),
¨«¨ ix(–x(f)) = –(ix(f)). �®á«¥¤−¥¥ à ¢¥−áâ¢® ®§− ç ¥â, çâ®

ix ◦–x = – ◦ ix.

Šà®¬¥ â®£®, –x(f)(0) = 0, â ª ª ª –(ϕ)(0, 0) = 0. ‘«¥¤®¢ -
â¥«ì−®, ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ –x ∈ D(Ax) ®¡à é ¥âáï ¢ −ã«ì ¢ â®çª¥
0. �− «®£¨ç−®,

iy ◦–y = – ◦ iy,

¨ ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥–y ∈ D(Ay) ®¡à é ¥âáï ¢ −ã«ì ¢ â®çª¥ 0.
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‡ ¬¥â¨¢ â¥¯¥àì, çâ®

(f(x), g(y)) = ix(f) + iy(g)− (c, c), c = f(0) = g(0),

¨ çâ® –
(
(c, c)

)
= 0, ¯®áª®«ìªã äã−ªæ¨¨ ¢¨¤  (c, c) ¥áâì ª®−-

áâ −âë ¢  «£¥¡à¥ C∞(K), ¬ë ®ª®−ç â¥«ì−® ¯®«ãç ¥¬

–
(
(f(x), g(y))

)
= –(ix(f)) + –(iy(g))

= ix(–x(f)) + iy(–y(g)) =
(
–x(f),–y(g)

)
,

£¤¥ ¯®á«¥¤−¥¥ à ¢¥−áâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ®

–x(f)(0) = –y(g)(0) = 0. �
�ç¥¢¨¤−®, ¢¥à−® ¨ ®¡à â−®¥: ¢áïª ï ¯ à  ¯®«¥©–x ∈ D(Ax),

–y ∈ D(Ay) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯® ä®à¬ã«¥ (9.15) ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ –
− K, ¥á«¨ íâ¨ ¯®«ï ®¡à é îâáï ¢ −ã«ì ¢ â®çª¥ 0.

“¯à ¦−¥−¨¥. �¯¨è¨â¥ A-¬®¤ã«¨ ¢¥ªâ®à−ëå ¯®«¥© ¤«ï á«¥¤ã-
îé¨å  «£¥¡à.

1. „«ï ¢á¥å  «£¥¡à, à áá¬®âà¥−−ë¥ ¢ ã¯à ¦−¥−¨¨ 9.36.
2. „«ï R- «£¥¡àë Cm(R1), m � 1, m à § −¥¯à¥àë¢−® ¤¨ä-

ä¥à¥−æ¨àã¥¬ëå äã−ªæ¨© −  ¯àï¬®©. (“ª § −¨¥: à áá¬®âà¨â¥
á− ç «  á«ãç © m = 0.)

3. „«ï A = K[X]/X l+1K[X] |  «£¥¡àë áà¥§ −−ëå ¯®«¨-
−®¬®¢, K = R ¨«¨ Z/mZ.

4. „«ï ¡ã«¥¢®©, â. ¥. ª®¬¬ãâ â¨¢−®©  «£¥¡àë − ¤
F2 = Z/2Z, í«¥¬¥−âë ª®â®à®© ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®®â−®è¥−¨î
a2 = a.

9.46. ‚¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ −  ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¨. ‚ëè¥ ¬ë ä®à-
¬ «¨§®¢ «¨ ¤¢  £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®¡à §  | ¬−®£®®¡à §¨¥, ã ª®-
â®à®£® ¢ ®¤−®© â®çª¥ úà áâ¥âû áâà¥«ª , ¨ ¬−®£®®¡à §¨¥, ¢®
¢á¥å â®çª å ª®â®à®£® úà áâãâû áâà¥«ª¨. �ç¥¢¨¤−®, ¥áâì ¨ ¯à®-
¬¥¦ãâ®ç− ï á¨âã æ¨ï, ª®£¤  áâà¥«ª¨ úà áâãâû â®«ìª® ¢ â®çª å
−¥ª®â®à®£® ¯®¤¬−®£®®¡à §¨ï, (¨«¨, ¡®«¥¥ ®¡é®, § ¬ª−ãâ®£® ¯®¤-
¬−®¦¥áâ¢ ). ’ ª®£® à®¤  ¯à¨¬¥àë ¤ îâ ¯®«ï áª®à®áâ¥© â®ç¥ª
¤¢¨¦ãé¥©áï −¨â¨ ¨«¨ §¢ãç é¥© ¬¥¬¡à −ë. � ááã¦¤¥−¨ï,  − -
«®£¨ç−ë¥ â¥¬, çâ® ¯à¨¢¥«¨ − á ª ®¯à¥¤¥«¥−¨î ¢¥ªâ®à−®£® ¯®«ï
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−  ¬−®£®®¡à §¨¨ M, ¯®§¢®«ïîâ ¡¥§ âàã¤  ¤ âì − ¤«¥¦ éãî
ä®à¬ «¨§ æ¨î ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥.

�ãáâì N ⊂ M | ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥ £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à -
§¨ï M.

�¯à¥¤¥«¥−¨¥. R-«¨−¥©−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

X : C∞(M)→ C∞(N)

− §ë¢ ¥âáï ª á â¥«ì−ë¬ (ª M ) ¢¥ªâ®à−ë¬ ¯®«¥¬ ¢¤®«ì N, ¥á«¨

X(fg) = X(f)g
∣∣
N
+ f
∣∣
N
X(g). (9.16)

‘ã¬¬  ¤¢ãå ¢¥ªâ®à−ëå ¯®«¥© ¢¤®«ì N ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤−®,
¢¥ªâ®à−ë¬ ¯®«¥¬ ¢¤®«ì N. Šà®¬¥ â®£®, ¬®¦−® ®¯à¥¤¥«¨âì
®¯¥à æ¨¨ ã¬−®¦¥−¨ï â ª¨å ¯®«¥© −  äã−ªæ¨¨ ¨§ C∞(M):

(fX)(g) def= f
∣∣
N

X(g), f, g ∈ C∞(M).

‘®¢®ªã¯−®áâì D(M, N) ¢á¥å ª á â¥«ì−ëå ¢¤®«ì N ¯®«¥©
−  ¬−®£®®¡à §¨¨ M ï¢«ï¥âáï C∞(M)-¬®¤ã«¥¬ ®â−®á¨â¥«ì−®
íâ¨å ®¯¥à æ¨©.

…á«¨ z ∈ N, â® á«¥¤ãîé¨©  − «®£ ä®à¬ã«ë (9.13):

Xz(f) = X(f)(z) (9.17)

®¯à¥¤¥«ï¥â ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à ª ¬−®£®®¡à §¨î M ¢ â®çª¥ z, á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¢¥ªâ®à−®¬ã ¯®«î X ¢¤®«ì ¯®¤¬−®£®®¡à §¨ï N.
‡ ¬¥â¨¬, çâ® (9.17) â¥àï¥â á¬ëá«, ¥á«¨ z /∈ N, â ª çâ® ¤ −−®¥
¢ëè¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¨ −  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¯®«¥ ¢¥ªâ®à®¢
¢¤®«ì ¯®¤¬−®£®®¡à §¨ï N.

9.47. ‚¥ªâ®à−ë¥ ¯®«ï ¢¤®«ì ®â®¡à ¦¥−¨©. ‘®®â−®è¥−¨¥
(9.16) ¬®¦¥â ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á −® â ª¦¥ ¢ ¢¨¤¥

X(fg) = X(f)i∗(g) + i∗(f)X(g),

£¤¥ i : N ↪→ M ®¡®§− ç ¥â ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¢«®¦¥−¨ï. �®á«¥ íâ®£®
áâ −®¢¨âáï ïá−®, çâ® ®−® −¥ â¥àï¥â á¬ëá« , ¥á«¨ i | ¯à®¨§¢®«ì-
−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ N ¢ M.
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�¯à¥¤¥«¥−¨¥. �ãáâì ϕ : N → M | £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¬−®-
£®®¡à §¨©. R-«¨−¥©−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

X : C∞(M)→ C∞(N)

− §ë¢ ¥âáï ª á â¥«ì−ë¬ (ª M ) ¢¥ªâ®à−ë¬ ¯®«¥¬ ¢¤®«ì ®â®-

¡à ¦¥−¨ï ϕ, ¥á«¨

X(fg) = X(f)ϕ∗(g) + ϕ∗(f)X(g) ∀f, g ∈ C∞(M). (9.18)

‘®¢®ªã¯−®áâì Dϕ(M) ¢á¥å ¢¥ªâ®à−ëå ¯®«¥© ¢¤®«ì § ¤ −−®-
£® ®â®¡à ¦¥−¨ï ϕ ï¢«ï¥âáï C∞(M)-¬®¤ã«¥¬, ¥á«¨ ®¯¥à æ¨î
ã¬−®¦¥−¨ï ¯®«ï X ∈ Dϕ(M) −  f ∈ C∞(M) ®¯à¥¤¥«¨âì

¯® ¯à ¢¨«ã (fX)(g) def= ϕ∗(f)X(g). C∞(M)-¬®¤ã«ì Dϕ(M)
áâ −®¢¨âáï â ª¦¥ C∞(N)-¬®¤ã«¥¬, ¥á«¨ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬
®¯à¥¤¥«¨âì ®¯¥à æ¨î ã¬−®¦¥−¨ï ¥£® í«¥¬¥−â®¢ −  í«¥¬¥−âë
 «£¥¡àë C∞(N):

(fX)(g) def= fX(g), f ∈ C∞(N), g ∈ C∞(M), X ∈ Dϕ(M).

“¯à ¦−¥−¨¥. �à®¢¥àìâ¥, çâ® á®®â−®è¥−¨¥ (9.17) ¢ ¤ −−®¬ ª®−-
â¥ªáâ¥ ¯®§¢®«ï¥â á®®â−¥áâ¨ á ª ¦¤®© â®çª®© z ∈ N ª á â¥«ì−ë©
ª M ¢¥ªâ®à ¢ â®çª¥ ϕ(z).

‚áïª®¥ ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ X ∈ Dϕ(M) ¬®¦¥â ¡ëâì ¨−â¥à¯à¥-
â¨à®¢ −® ª ª ¨−ä¨−¨â¥§¨¬ «ì− ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ®â®¡à ¦¥−¨ï ϕ.
„¥©áâ¢¨â¥«ì−®, â ª ª ª Xz ∈ Tϕ(z)M, íâ®â ¢¥ªâ®à ¥áâ¥áâ¢¥−−®
¯®−¨¬ âì ª ª ¨−ä¨−¨â¥§¨¬ «ì−®¥ á¬¥é¥−¨¥ ®¡à §  â®çª¨ z ¯à¨
®â®¡à ¦¥−¨¨ ϕ.

‚¥ªâ®à−ë¥ ¯®«ï¢¤®«ì ®â®¡à ¦¥−¨©¢® ¬−®£¨å á«ãç ïå ã¤®¡-
−® ¨ ¥áâ¥áâ¢¥−−® − §ë¢ âì â ª¦¥ ®â−®á¨â¥«ì−ë¬¨ ¢¥ªâ®à−ë¬¨
¯®«ï¬¨.

�à¨¬¥à. �ãáâì ϕ : N → M | ¯à®¨§¢®«ì−®¥ £« ¤ª®¥ ®â®¡à -
¦¥−¨¥, X ∈ D(N) ¨ Y ∈ D(M). ’®£¤  X ◦ϕ∗ ¨ ϕ∗ ◦Y ï¢«ïîâáï
¢¥ªâ®à−ë¬¨ ¯®«ï¬¨ ¢¤®«ì ®â®¡à ¦¥−¨ï ϕ. �â−®á¨â¥«ì−®¥ ¯®«¥
X◦ϕ∗ ã¬¥áâ−® âà ªâ®¢ âì ª ª ®¡à § ¯®«ï X ¯à¨ ®â®¡à ¦¥−¨¨ ϕ
(á¬. ¯. 9.42).
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9.48. ‡ ¬¥ç â¥«ì−ë© ¯à¨¬¥à ®â−®á¨â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à−®£® ¯®-
«ï ¤ ¥â ã−¨¢¥àá «ì−®¥ ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ −  M. �−® áâà®¨âáï
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

� áá¬®âà¨¬ ª á â¥«ì−®¥ à áá«®¥−¨¥ πT : TM → M
(á¬. ¯. 9.17). �ãáâì ξ | ª á â¥«ì−ë© ª M ¢¥ªâ®à, ¯®−¨¬ -
¥¬ë© â ª¦¥ ¨ ª ª â®çª  ¬−®£®®¡à §¨ï TM. “−¨¢¥àá «ì−®¥
¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ Z −  M ®¯à¥¤¥«¨¬ ª ª ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ ¢¤®«ì
®â®¡à ¦¥−¨ï πT :

Z(f)(ξ) = ξ(f), f ∈ C∞(M).

9.49. “¯à ¦−¥−¨¥. 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® Z(f) ∈ C∞(TM). (“ª -
§ −¨¥: ¢®á¯®«ì§ã©â¥áì á¯¥æ¨ «ì−ë¬¨ «®ª «ì−ë¬¨ ª®®à¤¨− â -
¬¨ −  TM.)

2. “¡¥¤¨â¥áì, çâ® Z ¨ ¢ á ¬®¬ ¤¥«¥ ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à−ë¬
¯®«¥¬ ¢¤®«ì πT .

3. �ãáâì X ∈ D(M). „®ª ¦¨â¥, çâ®

X = s∗X ◦ Z, (9.19)

£¤¥ sX : M → TM, z �→ Xz ∈ TzM, ¥áâì á¥ç¥−¨¥ ª á â¥«ì−®£®
à áá«®¥−¨ï, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¢¥ªâ®à−®¬ã ¯®«î X. ”®à¬ã« 
(9.19) ®¡êïá−ï¥â, ¯®ç¥¬ã ¯®«¥ Z ï¢«ï¥âáï ã−¨¢¥àá «ì−ë¬: ¢á¥
¢¥ªâ®à−ë¥ ¯®«ï −  M ¯®«ãç îâáï ¨§ −¥£® ¯à¨ ¯®¬®é¨ á¥ç¥−¨©
ª á â¥«ì−®£® à áá«®¥−¨ï.

9.50. �¡áã¦¤ ¢è¨¥áï ¢ëè¥ ¢ à¨ −âë ¯®−ïâ¨ï ¢¥ªâ®à−®£®
¯®«ï ®â«¨ç îâáï «¨èì â¥¬, ª ª ¤«ï −¨å ¯®−¨¬ ¥âáï ¯à ¢¨-
«® ‹¥©¡−¨æ , â. ¥. ¯à ¢¨«® ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨ï ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï.
� ¯¨è¥¬ ¥£®, −¥ ãâ®ç−ïï ®¡« áâì §− ç¥−¨© ®â®¡à ¦¥−¨ï X:

X(fg) = fX(g) + gX(f). (9.20)

�â  § ¯¨áì ¨¬¥¥â á¬ëá« â®£¤ , ª®£¤  ®¯à¥¤¥«¥−® ã¬−®¦¥−¨¥
®¡ê¥ªâ®¢ X(g), X(f) −  äã−ªæ¨¨ f, g á®®â¢¥âáâ¢¥−−®, ¨−ë¬¨
á«®¢ ¬¨, ª®£¤  ®¡« áâì §− ç¥−¨© ®â®¡à ¦¥−¨ï X ¥áâì ¬®¤ã«ì
− ¤ ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥−¨ï. �® íâ®© ¯à¨ç¨−¥ á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥-
¤¥«¥−¨¥ ¢ª«îç ¥â ¢ á¥¡ï ¢á¥, çâ® ®¡áã¦¤ «®áì ¢ëè¥ ¢ á¢ï§¨
á ª á â¥«ì−ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ¨ ¢¥ªâ®à−ë¬¨ ¯®«ï¬¨.
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�¯à¥¤¥«¥−¨¥. �ãáâì A | ª®¬¬ãâ â¨¢− ï K- «£¥¡à  ¨ P |
A-¬®¤ã«ì. K-«¨−¥©−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ –: A → P − §ë¢ ¥âáï
¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥¬  «£¥¡àë A á® §− ç¥−¨ï¬¨ ¢ P , ¥á«¨ ®−®
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à ¢¨«ã ‹¥©¡−¨æ  (9.20), â. ¥.

–(fg) = f–(g) + g–(f) ∀ f, g ∈ A.

�¯¥à æ¨¨ ¯à¥¢à é îâ á®¢®ªã¯−®áâì D(P ) ¢á¥å ¤¨ää¥à¥−æ¨-
à®¢ −¨©  «£¥¡àë A á® §− ç¥−¨ï¬¨ ¢ P ¢ A-¬®¤ã«ì.
9.51. �ãáâì X ∈ D(P ) ¨ h : P → Q | £®¬®¬®àä¨§¬
A-¬®¤ã«¥©. ’®£¤  h ◦ X ∈ D(Q). (�à®¢¥àìâ¥ íâ®.)

�®«¥¥ â®£®, ®â®¡à ¦¥−¨¥

D(h) : D(P )→ D(Q), D(P ) � X �→ h ◦ X ∈ D(Q),

ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤−®, £®¬®¬®àä¨§¬®¬ A-¬®¤ã«¥©. �à¨ íâ®¬

D(idP ) = idD(P ),

D(h1 ◦ h2) = D(h1) ◦ D(h2).

�â® ®§− ç ¥â, çâ® á®®â¢¥âáâ¢¨¥ P �→ D(P ) ï¢«ï¥âáï äã−ªâ®-
à®¬ ¢ ª â¥£®à¨¨ A-¬®¤ã«¥© ¨ ¨å £®¬®¬®àä¨§¬®¢. �â® ®¤¨−
¨§ ®á−®¢−ëå äã−ªâ®à®¢ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï. �¥-
ª®â®àë¥ ¤àã£¨¥ ¡ã¤ãâ ®¯¨á −ë −¨¦¥. �®«−®¥ á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª®¥
®¯¨á −¨¥  «£¥¡àë íâ¨å äã−ªâ®à®¢ ¨ ®á®¡¥−−®áâ¥© ¥¥ à¥ «¨§ æ¨¨
− ¤ ª®−ªà¥â−ë¬¨ ª®¬¬ãâ â¨¢−ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ ¨ ¥áâì ¯à¥¤¬¥â
¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï ¢ á®¢à¥¬¥−−®¬ §− ç¥−¨¨ íâ®£®
á«®¢ . �®íâ®¬ã ¬®¦−® ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® ¯®áâà®¥−¨¥ ¤¨ää¥à¥−-
æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï, − ç â®¥ �ìîâ®−®¬ ¨ ‹¥©¡−¨æ¥¬, ¥é¥
−¥ § ¢¥àè¥−®. �â® ¥é¥ ¯à¥¤áâ®¨â á¤¥« âì.
9.52. �®ª ¦¥¬, ª ª á¯¥æ¨ «¨§¨à®¢ âì ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¨§ ¯. 9.50,
çâ®¡ë ¯®«ãç¨âì ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ª á â¥«ì−®£® ¢¥ªâ®à  ¨ ¢á¥¢®§¬®¦-
−ëå â¨¯®¢ ¢¥ªâ®à−ëå ¯®«¥©, à áá¬®âà¥−−ëå ¢ëè¥,   â ª¦¥
®¯¨á âì ¯à®æ¥¤ãàë á®¯®áâ ¢«¥−¨ï ¢¥ªâ®à−ë¬ ¯®«ï¬ ª á â¥«ì-
−ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ä¨ªá¨à®¢ −−®© â®çª¥. �à¨ íâ®¬ ¢áî¤ã ¬ë ¡ã¤¥¬
áç¨â âì, çâ® K = R.

I. Š á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à ª ¬−®£®®¡à §¨î M ¢ â®çª¥ z:

A = C∞(M), P = A/µz = R,
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£¤¥ µz | ¨¤¥ « â®çª¨ z.
II. ‚¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M:

A = P = C∞(M).

‘®¯®áâ ¢«¥−¨¥ ¢¥ªâ®à−®¬ã ¯®«î X ∈ D(M) ª á â¥«ì−®£® ¢¥ª-
â®à  Xz ∈ TzM:

D(A) � X �→ Xz = h ◦ X ∈ D(A/µz),

£¤¥ h : A → A/µz | £®¬®¬®àä¨§¬ ä ªâ®à¨§ æ¨¨. ˆ−ë¬¨ á«®-
¢ ¬¨, Xz = D(h)(X).

III. ‚¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ ¢¤®«ì ¯®¤¬−®£®®¡à §¨ï N ⊂ M:

A = C∞(M), P = A/µN , £¤¥ µN = {f ∈ C∞(M) | f
∣∣
N
= 0}.

‡¤¥áì −ã¦−® ®¡à â¨âì ¢−¨¬ −¨¥ −  ¥áâ¥áâ¢¥−−ë© ¨§®¬®àä¨§¬
C∞(N) = A/µN . …á«¨ X ∈ D(M, N) = D(P ) ¨ z ∈ N, â®
µz ⊃ µN ¨ ®¯à¥¤¥«¥−  ¥áâ¥áâ¢¥−− ï ¯à®¥ªæ¨ï

h : P = A/µN → A/µz.

�à¨ íâ®¬ Xz = h ◦X = D(h)(X).
IV. ‚¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ ¢¤®«ì ®â®¡à ¦¥−¨ï ϕ : N → M:

A = C∞(M), P = C∞(N), ϕ = |F |,

£¤¥ F : A → P | −¥ª®â®àë© £®¬®¬®àä¨§¬ R- «£¥¡à. ‡¤¥áì
−ã¦−® ®¡à â¨âì ¢−¨¬ −¨¥ −  â®, çâ® áâàãªâãà  A-¬®¤ã«ï −   «-
£¥¡à¥ P = C∞(N) § ¤ ¥âáï ¯® ¯à ¢¨«ã

(f, g) �→ F (f)g = ϕ∗(f)g, f ∈ C∞(M), g ∈ C∞(N).

�ãáâì X ∈ Dϕ(M). …á«¨ z ∈ N ¨ h : P → Q = P/µz |
¥áâ¥áâ¢¥−− ï ¯à®¥ªæ¨ï, â® Xz = h ◦ X.

�â¢¥â¨¬ § ®¤−® −  ¢®§¬®¦−ë© ¢®¯à®á ç¨â â¥«ï: çâ® â -
ª®¥ −¥¯à¥àë¢−ë¥ ¢¥ªâ®à−ë¥ ¯®«ï −  M? �â® í«¥¬¥−âë
C∞(M)-¬®¤ã«ï D(C0(M)), £¤¥ C0(M) |  «£¥¡à  −¥¯à¥àë¢-
−ëå äã−ªæ¨© −  M, ¯®−¨¬ ¥¬ ï ª ª C∞(M)-¬®¤ã«ì. �− «®-
£¨ç−® ¬®¦−® ®¯à¥¤¥«¨âì ¨ ¢¥ªâ®à−ë¥ ¯®«ï ª« áá  Cm.
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9.53. ‡ ª −ç¨¢ ï ®¡áã¦¤¥−¨¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ¨  «£¥¡à ¨ç¥-
áª¨å ¢®¯à®á®¢, á¢ï§ −−ëå á ¨¤¥¥© ¢¥ªâ®à−®£® ¯®«ï, −ã¦−® ®â¬¥-
â¨âì, çâ® ¬®¤ã«ì D(M) ¢¥ªâ®à−ëå ¯®«¥© ¨«¨, ¡®«¥¥ ®¡é®, ¤¨ä-
ä¥à¥−æ¨à®¢ −¨© ª®¬¬ãâ â¨¢−®©  «£¥¡àë A ï¢«ï¥âáï −®á¨â¥«¥¬
¥é¥ ®¤−®© ®ç¥−ì ¢ ¦−®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë. � ¨¬¥−−®,
á«¥¤ãîé ï ¡¨«¨−¥©− ï ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ®¯¥à æ¨ï, ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé ï â®¦¤¥áâ¢ã Ÿª®¡¨, § ¤ ¥â −  D(A) áâàãªâãàã «£¥¡àë

‹¨.

�à¥¤«®¦¥−¨¥. Š®¬¬ãâ â®à [–,∇] def= –◦∇−∇◦– ¤¨ää¥à¥−-

æ¨à®¢ −¨© –, ∇ ∈ D(A) á−®¢  ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥¬.

� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®,

[–,∇](fg) =(– ◦ ∇ −∇ ◦–)(fg)

=–(f∇(g) + g∇(f))−∇(f–(g) + g–(f))

=–(f)∇(g) + f–(∇(g)) + –(g)∇(f) + g–(∇(f))
−∇(f)–(g)− f∇(–(g))−∇(g)–(f)− g∇(–(f))
=f–(∇(g))− f∇(–(g)) + g–(∇(f))− g∇(–(f))
=f [–,∇](g) + g[–,∇](f). �

�®áª®«ìªã ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç−®áâì ª®¬¬ãâ â®à  ®ç¥¢¨¤− , − ¬
®áâ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ®− ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â®¦¤¥áâ¢ã Ÿª®¡¨.

9.54. �à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì ∇,–′,–′′ ∈ D(A). ’®£¤ 

[∇, [–′,–′′]] = [[∇,–′],–′′] + [–′, [∇,–′′]].

� ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥,

[[∇,–′],–′′] + [–′, [∇,–′′]] = [[∇,–′],–′′]− [[∇,–′′],–′]

= [∇ ◦–′ −–′ ◦ ∇,–′′]− [∇ ◦–′′ −–′′ ◦ ∇,–′]

= ∇ ◦–′ ◦–′′ −–′ ◦ ∇ ◦–′′ −–′′ ◦ ∇ ◦–′ +–′′ ◦–′ ◦ ∇
−∇ ◦–′′ ◦–′ +–′′ ◦ ∇ ◦–′ +–′ ◦ ∇ ◦–′′ −–′ ◦–′′ ◦ ∇
−∇ ◦–′ ◦–′′ −–′′ ◦–′ ◦ ∇ −∇ ◦–′′ ◦–′ +–′ ◦–′′ ◦ ∇
= ∇ ◦ (–′ ◦–′′ −–′′ ◦–′)− (–′ ◦–′′ −–′′ ◦–′) ◦ ∇



�«£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨á«¥−¨¥ 179

= ∇ ◦ [–′,–′′]− [–′,–′′] ◦ ∇ = [∇, [–′,–′′]]. �

9.55. �¯¨á −¨¥ ¢¥ªâ®à−ëå ¯®«¥© ¢ â¥à¬¨− å «®ª «ì−ëå ª®®à-
¤¨− â, − ©¤¥−−®¥ ¢ ¯. 9.39, ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ®−¨ ï¢«ïîâáï (áª -
«ïà−ë¬¨) ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª .
‘ ¤àã£®© áâ®à®−ë, ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë© ®¯¥à â®à ¯¥à¢®£® ¯®àï¤-
ª  ®¡é¥£® ¢¨¤ – −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M § ¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬:

– =
n∑

i=1

αi
∂

∂xi
+ β, αi, β ∈ C∞U.

�¡à â¨¬ ¢−¨¬ −¨¥ −  â®, çâ® ¥£® á¢®¡®¤−ë© ç«¥− β ¨¬¥¥â
¢¯®«−¥ ¨−¢ à¨ −â−ë© á¬ëá«: β = –(1). �®íâ®¬ã ¬ë ¬®¦¥¬
ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® – ¥áâì ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë© ®¯¥à â®à ¯¥à¢®-
£® ¯®àï¤ª  ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  – − –(1) ¥áâì
¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥. �â® ¤ ¥â − ¬ ¡¥áª®®à¤¨− â−®¥  «£¥¡à ¨-
ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ (áª «ïà−ëå) «¨−¥©−®£® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£®
®¯¥à â®à  ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª . �−®, ®¤− ª®, −¥ ¢¯®«−¥ í«¥£ −â−®
¯® á¢®¥© ä®à¬¥ ¨ ¯® íâ®© ¯à¨ç¨−¥ −¥ ¯®§¢®«ï¥â ã£ ¤ âì  − -
«®£¨ç−®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à  ¢ëáè¥£®
¯®àï¤ª . ú�à¨ç¥è¥¬û ¥£® á íâ®© æ¥«ìî, § ¬¥â¨¢, çâ® ¯à ¢¨-
«® ‹¥©¡−¨æ  ¤«ï ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨ï – −–(1) íª¢¨¢ «¥−â−®
á«¥¤ãîé¥¬ã à ¢¥−áâ¢ã:

–(fg)− f–(g) = g–(f)− fg–(1)

¨«¨

[–, f ](g) = g[–, f ](1),

£¤¥ [–, f ] = – ◦ f − f ◦–| ª®¬¬ãâ â®à ®¯¥à â®à – ¨ ®¯¥à -
â®à  ã¬−®¦¥−¨ï −  f . �ãáâì â¥¯¥àì g = hs. ’®£¤ , ãç¨âë¢ ï,
à ¢¥−áâ¢® s[–, f ](1) = [–, f ](s), ¯®«ãç ¥¬

[–, f ](hs) = h[–, f ](s).
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�®á«¥¤−¥¥ à ¢¥−áâ¢® ¬®¦−® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ [[–, f ], h](s) = 0.
�®áª®«ìªã s | ¯à®¨§¢®«ì− ï äã−ªæ¨ï, íâ® ®§− ç ¥â, çâ® − ¬¨
¤®ª § −® á«¥¤ãîé¥¥

9.56. �à¥¤«®¦¥−¨¥. R-«¨−¥©−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

–: C∞(M)→ C∞(M)

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬ ®¯¥à â®-

à®¬ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , ª®£¤  ¤«ï «î¡ëå f, g ∈ C∞(M)

[[–, f ], g] = 0. (9.21)

‡ ¬¥â¨¬, çâ® (9.21) íª¢¨¢ «¥−â−® â®¬ã, çâ® ¤«ï «î¡®£® f ∈ A
ª®¬¬ãâ â®à [–, f ] ï¢«ï¥âáï C∞(M)-£®¬®¬®àä¨§¬®¬.

ƒ«ï¤ï −  ¯®á«¥¤−¥¥ à ¢¥−áâ¢®, ç¨â â¥«ì, − ¢¥à−®¥, ã¦¥ ¯®-
−¨¬ ¥â, ª ª ¤ âì ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à 
¯à®¨§¢®«ì−®£® ¯®àï¤ª  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì−®© ª®¬¬ãâ â¨¢−®©  «£¥-
¡àë A. �® ¯à¥¦¤¥ ç¥¬ ¤ âì â ª®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥, § ¬¥â¨¬, çâ®
¢ëà ¦¥−¨¥ [[–, f ], g] −¥ á¨¬¬¥âà¨ç−® ®â−®á¨â¥«ì−® f ¨ g, ¢ â®
¢à¥¬ï ª ª −  á ¬®¬ ¤¥«¥ f ¨ g ¢å®¤ïâ ¢ −¥£® à ¢−®¯à ¢−®:

[[–, f ], g] = – ◦ fg + fg–− g– ◦ f − f– ◦ g = [[–, g], f ].

�®íâ®¬ã ¬ë ¨§¬¥−¨¬ − è¨ ®¡®§− ç¥−¨ï, á®¯®áâ ¢¨¢ ª ¦¤®¬ã
í«¥¬¥−âã f ∈ A ®â®¡à ¦¥−¨¥

δf : HomK(A, A)→ HomK(A, A), δf(–)
def= [–, f ].

‚¢¨¤ã áª § −−®£® ¢ëè¥ ®¯¥à â®àë δf ¨ δg ª®¬¬ãâ¨àãîâ ¨ ãá«®-
¢¨¥ (9.21) ¯à¨−¨¬ ¥â ¢¨¤

(δg ◦ δf)(–) = 0 ∀f, g ∈ A.

ˆâ ª, â¥¯¥àì ¬ë ¬®¦¥¬ ¤ âì á«¥¤ãîé¥¥ ®á−®¢−®¥

9.57. �¯à¥¤¥«¥−¨¥. �ãáâì A | K- «£¥¡à . K-£®¬®¬®àä¨§¬
–: A → A − §ë¢ ¥âáï «¨−¥©−ë¬ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬ ®¯¥à â®-

à®¬ ¯®àï¤ª  � l, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå f0, . . . , fl ∈ A

(δf0 ◦ . . . ◦ δfl
)(–) = 0. (9.22)
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�¡®§− ç¨¬ ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ®¯¥à â®à®¢ ¯®-
àï¤ª  � l ¨§ A ¢ A ç¥à¥§ Di¨ l A. ’ ª ¦¥, ª ª ¨ D(A), íâ® ¬−®-
¦¥áâ¢® ãáâ®©ç¨¢® ®â−®á¨â¥«ì−® á«®¦¥−¨ï ¨ ã¬−®¦¥−¨ï −  í«¥-
¬¥−âë  «£¥¡àë A ¨ ¯®íâ®¬ã ¥áâ¥áâ¢¥−−® á− ¡¦ ¥âáï áâàãªâãà®©
A-¬®¤ã«ï. �®«¥¥ â®£®, −  íâ®¬ ¬−®¦¥áâ¢¥ ¬®¦−® § ¤ âì ¥é¥
®¤−ã áâàãªâãàã A-¬®¤ã«ï, ®¯à¥¤¥«¨¢ ¤¥©áâ¢¨¥ í«¥¬¥−â  f ∈ A
−  ®¯¥à â®à – ª ª ª®¬¯®§¨æ¨î – ◦ f . ’ ªãî áâàãªâãàã − §ë-
¢ îâ ¯à ¢®© ¨«¨, ¨−®£¤ , ¯«îá®¢®©,   ¤¥©áâ¢¨¥ í«¥¬¥−â  f ∈ A
−  ®¯¥à â®à – ç áâ® ®¡®§− ç îâ f+– ¢¬¥áâ® – ◦ f . Œ−®¦¥-
áâ¢®Di¨ l A, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ª ª ¬®¤ã«ì ®â−®á¨â¥«ì−® ¯à ¢®£®
ã¬−®¦¥−¨ï, ¬ë ®¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§ Di¨+l A. „¢¥ áâàãªâãàë ã¬−®-
¦¥−¨ï ¢ Di¨ l A ª®¬¬ãâ¨àãîâ, § ¤ ¢ ï â¥¬ á ¬ë¬ áâàãªâãàã
¡¨¬®¤ã«ï, ª®â®àë© ®¡®§− ç ¥âáïDi¨(+)l A.

9.58. “¯à ¦−¥−¨ï. 1. „®ª ¦¨â¥ ¯®á«¥¤−¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥.
� ¨¬¥−−®, ¯à®¢¥àìâ¥, çâ® ¬−®¦¥áâ¢® Di¨ l A ãáâ®©ç¨¢® ®â−®-
á¨â¥«ì−® ¯à ¢®£® ã¬−®¦¥−¨ï ¨ çâ® «¥¢®¥ ¨ ¯à ¢®¥ ã¬−®¦¥−¨ï
¢ Di¨ l A ª®¬¬ãâ¨àãîâ.

2. ‚ëïá−¨â¥, ¡ã¤¥â «¨ ¬−®¦¥áâ¢® D(A) ãáâ®©ç¨¢® ®â−®á¨-
â¥«ì−® ¯à ¢®£® ã¬−®¦¥−¨ï.

—â®¡ë ¢ë¢¥áâ¨ àï¤ ¥áâ¥áâ¢¥−−ëå ¨ ¯®«¥§−ëå á¢®©áâ¢ ¤¨ää¥-
à¥−æ¨ «ì−ëå ®¯¥à â®à®¢ − ¤ ª®¬¬ãâ â¨¢−ë¬¨  «£¥¡à ¬¨, − ¬
¯®− ¤®¡ïâáï á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§− ç¥−¨ï. �ãáâì κn = (1, 2, . . . , n)
| ã¯®àï¤®ç¥−−ë© − ¡®à æ¥«ëå ç¨á¥« ¨ κ = (i1, . . . , il), l � n,
| ¥£® ã¯®àï¤®ç¥−−®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢®. �®«®¦¨¬ ¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î
|κ| = l, aκ = ai1 · . . . ·ail ¨ δaκ = δai1

◦ . . .◦ δail
,   ã¯®àï¤®ç¥−−®¥

¤®¯®«−¥−¨¥ κ ¤® κn ¡ã¤¥¬ ®¡®§− ç âì ç¥à¥§ κ.

“¯à ¦−¥−¨¥. �ãáâì A | K- «£¥¡à  ¨ –,∇ | K-«¨−¥©−ë¥
®â®¡à ¦¥−¨ï ¨§ A ¢ A. ’®£¤ 

δa
κ

n (– ◦ ∇) =
∑
|κ|�n

δaκ(–) ◦ δa
κ
(∇), ai ∈ A, (9.23)

δa
κ

n (–)(b) =
∑
|κ|�n

(−1)|κ|aκ–(aκb), ai, b ∈ A. (9.24)
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„«ï á«ãç ï, ª®£¤ – ∈ Di¨m A, m < n, «¥¢ ï ç áâì ¯®á«¥¤-
−¥£® à ¢¥−áâ¢  á®£« á−® ®¯à¥¤¥«¥−¨î 9.57 ®¡à é ¥âáï ¢ −ã«ì
¨ ¥£® ¬®¦−® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:

–(aκnb) = −
∑
0<|κ|�n

(−1)|κ|aκ–(aκb). (9.25)

�â¨ ä®à¬ã«ë ¯®§¢®«ïîâ «¥£ª® ¤®ª § âì ¤¢  á«¥¤ãîé¨å
¢ ¦−ëå ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï.

9.59. �à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì ∇ ¨ – | ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¥

®¯¥à â®àë ¯®àï¤ª®¢ � l ¨ � m á®®â¢¥âáâ¢¥−−®. ’®£¤  ¨å

ª®¬¯®§¨æ¨ï – ◦ ∇ ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬ ®¯¥à â®à®¬

¯®àï¤ª  � l+m.

� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¯®«®¦¨¬ ¢ ä®à¬ã«¥ (9.23) n = m + l + 1.
’®£¤  ª ¦¤ë© ¨§ ¬®−®¬®¢ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¯®«ãç¥−−®£® à ¢¥−áâ¢ 
¡ã¤¥â ®¡à é âìáï ¢ −ã«ì á®£« á−® ®¯à¥¤¥«¥−¨î ¤¨ää¥à¥−æ¨-
 «ì−®£® ®¯¥à â®à , ¯®áª®«ìªã «¨¡® |κ| � m + 1 ¨ ¯®íâ®¬ã
δaκ(–) = 0, «¨¡® |κ| � l+1, ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥−−® δa

κ
(∇) = 0. �

9.60. �à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì I ⊂ A | ¯à®¨§¢®«ì−ë© ¨¤¥ «,

a ∈ Ik, – ∈ Di¨n A ¨ n < k. ’®£¤  –(a) ∈ Ik−n.

� „«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤«®¦¥−¨ï − ¬ ¤®áâ â®ç−® ®£à −¨ç¨âì-
áï á«ãç ¥¬ a = a1 · . . . ·ak, ai ∈ I. �ãáâì k = n+1. � áá¬®âà¨¬
à ¢¥−áâ¢® (9.25), ¯®«®¦¨¢ ¢ −¥¬ b = 1. ’®£¤  ª ¦¤®¥ ¨§ á« £ ¥-
¬ëå ¢ ¯à ¢®© ¥£® ç áâ¨ ¡ã¤¥â á®¤¥à¦ âì ¢ ª ç¥áâ¢¥ á®¬−®¦¨â¥«ï
å®âï ¡ë ®¤¨− ¨§ í«¥¬¥−â®¢ ai ∈ I ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, â ª¦¥ ¡ã¤¥â
¯à¨− ¤«¥¦ âì I. �¥à¥å®¤ ®â k = n+ r ª k = n + r + 1 ®áãé¥-
áâ¢«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �¯ïâì ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ä®à¬ã«®©
(9.25). Š ¦¤®¥ ¨§ á« £ ¥¬ëå ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤

ai1 · . . . · aim–(aj1 · . . . · ajk−m
).

�â®â ¬®−®¬ ¯à¨− ¤«¥¦¨â Im. …á«¨ m � k − n, â® ®− ¯à¨-
− ¤«¥¦¨â Ik−n. ‚ ¯à®â¨¢−®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ k − m > n, â®
–(aj1 · . . . · ajk−m

) ∈ Ik−m−n á®£« á−® ¯à¥¤¯®«®¦¥−¨î ¨−¤ãª-
æ¨¨, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, ¢¥áì ¬®−®¬ ¢ æ¥«®¬ ¯à¨− ¤«¥¦¨â Ik−n.
�
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„®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¤«ï  «£¥¡à £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© ®¯à¥-

¤¥«¥−¨¥ 9.57 á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡ëç−ë¬ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥¬ «¨−¥©−®£®

¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à . �ã¦−ë© − ¬ à¥§ã«ìâ â ¡ã¤¥â
á«¥¤®¢ âì ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¥¤«®¦¥−¨ï, á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ −¥£® ¨ â¥-
®à¥¬ë 9.62.

9.61. ‘«¥¤áâ¢¨¥. …á«¨ äã−ªæ¨¨ f ¨ g á®¢¯ ¤ îâ ¢ −¥ª®â®à®©

®ªà¥áâ−®áâ¨ U � z, â® ¤«ï «î¡®£® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥-

à â®à  – ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥−áâ¢® –(f)(z) = –(g)(z). ˆ− ç¥

£®¢®àï, ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¥ ®¯¥à â®àë ï¢«ïîâáï «®ª «ì−ë¬¨.

� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¯ãáâì –| ®¯¥à â®à ¯®àï¤ª  � l. �®áª®«ì-
ªã f − g ∈ µl+1

z ¤«ï «î¡®£® l, â® ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥−¨ï 9.60
–(f − g) ∈ µz. �

�â® á«¥¤áâ¢¨¥ ¯®§¢®«ï¥â ¤«ï «î¡®£® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£®
®¯¥à â®à  – ∈ Di¨ l C∞(M) ª®àà¥ªâ−® ®¯à¥¤¥«¨âì ¥£® ®£à -
−¨ç¥−¨¥ –

∣∣
U
: C∞(U) → C∞(U) −  «î¡ãî ®âªàëâãî ®¡« áâì

U ⊂ M, ¯®«®¦¨¢

–
∣∣
U
(f)(z) = –(g)(z), f ∈ C∞(U), g ∈ C∞(M), z ∈ U,

£¤¥ g | ¯à®¨§¢®«ì− ï äã−ªæ¨ï, á®¢¯ ¤ îé ï á f ¢ −¥-
ª®â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ â®çª¨ z. ‘®£« á−® íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥−¨î
–
∣∣
U
(f
∣∣
U
) = –(f)

∣∣
U

, ¥á«¨ f ∈ C∞(M). �ç¥¢¨¤−®, ®¯¥à â®à
®¤−®§− ç−® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®¢®ªã¯−®áâìî á¢®¨å ®£à −¨ç¥−¨© − 
ª àâë ¯à®¨§¢®«ì−®£®  â« á .

�áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® á¯à ¢¥¤«¨¢  á«¥¤ãîé ï

9.62. ’¥®à¥¬ . �ãáâì – ∈ Di¨l C∞(M) ¨ x1, . . . , xn | á¨-

áâ¥¬  «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â ¢ −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ U ⊂ M.

’®£¤  ®¯¥à â®à –
∣∣
U

¬®¦−® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥

–
∣∣
U
=

l∑
|σ|=0

ασ
∂ |σ|

∂xσ
, ασ ∈ C∞U.

� �ãáâì z ∈ U ¨ f ∈ C∞(M). � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì−ãî
§¢¥§¤ç âãî ®ªà¥áâ−®áâì Uz ⊂ U â®çª¨ z ¨ ¢ íâ®© ®ªà¥áâ−®áâ¨
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¯à¥¤áâ ¢¨¬, á®£« á−® ¯. 2.9, äã−ªæ¨î f ¢ ¢¨¤¥

f =
l∑

|σ|=0

∂ |σ|f

∂xσ
(z)
((x − z)σ

σ!

)
+ h(x),

£¤¥ h(x) ∈ µl+1
z ¨ (x − z)σ def= (x1 − a1)σ1 · . . . · (xn − an)σn.

�®íâ®¬ã

–(f)(z) = –
∣∣
U
(f
∣∣
U
)(z) =

l∑
|σ|=0

∂ |σ|f

∂xσ
(z)ασ(z),

£¤¥

ασ(x)
def= –

∣∣
U

((x− z)σ

σ!

)
.

�áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® äã−ªæ¨¨ ασ(x) ¯® ¯®áâà®¥−¨î ï¢«ïîâáï
£« ¤ª¨¬¨. �

—â®¡ë ¯®−ïâì, ª ª  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¤¨ää¥à¥−-
æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à  9.57 à ¡®â ¥â ¢ á«ãç ¥, ª®£¤   «£¥¡à  A
−¥ ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© äã−ªæ¨© −  £« ¤ª®¬ ¬−®£®®¡à §¨¨, ¯à®-
¤¥« ©â¥ á«¥¤ãîé¨¥

9.63. “¯à ¦−¥−¨ï. 1. �¯¨è¨â¥ ¬®¤ã«¨ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå
®¯¥à â®à®¢ ¤«ï  «£¥¡àë C∞(K). (‘¬. ¯à¨¬¥àë 9.35 ¨ 9.45.)

2. �à®¤¥« ©â¥ â® ¦¥ á ¬®¥ ¤«ï  «£¥¡àë úáà¥§ −−ëåû ¬−®£®-
ç«¥−®¢ A = K[X]/XnK[X], £¤¥ K = R ¨ K = Zm. (‘¬. ã¯à ¦-
−¥−¨¥ 2 ¨§ ¯. 9.45.)

3. ‚ ª« áá¨ç¥áª®© á¨âã æ¨¨ A = C∞(R) «î¡®© ¤¨ää¥à¥−-
æ¨ «ì−ë© ®¯¥à â®à ¯®àï¤ª  ¡®«ìè¥ ç¥¬ 1 ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤-
áâ ¢«¥− ª ª áã¬¬  ª®¬¯®§¨æ¨© ®¯¥à â®à®¢ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª .
‚ëïá−¨â¥, ¡ã¤¥â «¨ íâ® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï  «£¥¡à ¨§ ¤¢ãå ¯à¥¤ë-
¤ãé¨å ã¯à ¦−¥−¨©.

9.64. „¦¥âë ¯®àï¤ª  l ¢ â®çª¥. �à¨¢¥¤¥¬ ¥é¥ ®¤−® ¢ ¦−®¥
á«¥¤áâ¢¨¥ ¯à¥¤«®¦¥−¨ï 9.60. � ¯®¬−¨¬, çâ® ç¥à¥§ µl+1

z ®¡®§− -
ç ¥âáï (l+ 1)-ï áâ¥¯¥−ì ¨¤¥ «  µz, á®áâ®ïé¥£® ¨§ ¢á¥å äã−ªæ¨©
−  M, ®¡à é îé¨åáï ¢ −ã«ì ¢ â®çª¥ z.
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‘«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì – ∈ Di¨ l C∞(M), f, g ∈ C∞(M) ¨ z ∈ M.

’®£¤  –(f)(z) = –(g)(z), ¥á«¨ f = g mod µl+1
z .

� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ f − g ∈ µl+1
z ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®,

–(f − g) ∈ µz, â. ¥. –(f − g)(z) = 0. �
�â®â ä ªâ ¯®«¥§−® à áá¬ âà¨¢ âì, ¢¢¥¤ï ¢ à áá¬®âà¥−¨¥

¢¥ªâ®à−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® ¤¦¥â®¢ l-£® ¯®àï¤ª , ¨«¨ l-¤¦¥â®¢,

(£« ¤ª¨å) äã−ªæ¨© −  M ¢ â®çª¥ z (áà. á ¯. 9.27):

J l
zM

def= C∞(M)/µl+1
z .

�¡à § äã−ªæ¨¨ f ¯à¨ ¥áâ¥áâ¢¥−−®© ¯à®¥ªæ¨¨

C∞(M)→ C∞(M)/µl+1
z = J l

zM

− §ë¢ ¥âáï ¥¥ ¤¦¥â®¬ ¯®àï¤ª  l (¨«¨ l-¤¦¥â®¬) ¢ â®çª¥ z
¨ ®¡®§− ç ¥âáï [f ]lz. ‚ íâ¨å â¥à¬¨− å ãá«®¢¨¥ f = g mod µl+1

z

®§− ç ¥â, çâ® [f ]lz = [g]
l
z, ¨ ¯à¥¤ë¤ãé¥¥ á«¥¤áâ¢¨¥ ãâ¢¥à¦¤ ¥â,

çâ® –(f)(z) = –(g)(z), ¥á«¨ [f ]lz = [g]
l
z. ˆ−ë¬¨ á«®¢ ¬¨,

®â®¡à ¦¥−¨¥

h–,z : J l
zM → R, [f ]lz �→ –(f)(z),

®¯à¥¤¥«¥−® ª®àà¥ªâ−®. �−®, ®ç¥¢¨¤−®, R-«¨−¥©−®. ‚ ¦−®áâì
íâ®£® ®â®¡à ¦¥−¨ï § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® ®−® ¯®«−®áâìî ®¯à¥-
¤¥«ï¥â ®¯¥à â®à– ¢ â®çª¥ z.

“¯à ¦−¥−¨¥. �â®¡à ¦¥−¨¥ h–,z ï¢«ï¥âáï «¨−¥©−®© äã−ªæ¨¥©
−  ¯à®áâà −áâ¢¥ J l

zM. � ©¤¨â¥ ¡ §¨á ¯à®áâà −áâ¢  J l
zM, ¢ ª®-

â®à®¬ ª®¬¯®−¥−âë íâ®© äã−ªæ¨¨ áãâì ç¨á«  ασ(z), ãç áâ¢ãîé¨¥
¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë 9.62.

9.65. Œ−®£®®¡à §¨¥ ¤¦¥â®¢. ‘¥¬¥©áâ¢® «¨−¥©−ëå äã−ªæ¨®-
− «®¢ {h–,z}z∈M ®¤−®§− ç−® ®¯à¥¤¥«ï¥â ®¯¥à â®à –, â ª ª ª

–(f)(z) = h–,z([f ]lz). (9.26)

�®íâ®¬ã ã¬¥áâ−® áª®−áâàã¨à®¢ âì −®¢ë© ®¡ê¥ªâ, ®¡ê¥¤¨−ïî-
é¨© ®â¤¥«ì−ë¥ ®â®¡à ¦¥−¨ï h–,z ¢ ¥¤¨−®¥ æ¥«®¥. ‘ íâ®© æ¥«ìî
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−ã¦−®, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ®¡ê¥¤¨−¨âì ¨å ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï â ª
¦¥, ª ª íâ® ¡ë«® á¤¥« −® ¢ ¯. 9.28 ¤«ï l = 1:

J lM =
⋃

z∈M

J l
zM.

Œ−®¦¥áâ¢® J lM á− ¡¦ ¥âáï áâàãªâãà®© £« ¤ª®£® ¬−®£®-
®¡à §¨ï ¯®¤®¡−® â®¬ã, ª ª íâ® ¡ë«® á¤¥« −® ¢ëè¥ ¤«ï TM
¨ T ∗M. „¥â «¨ íâ®£® ¯®áâà®¥−¨ï ¡ã¤ãâ ¯à¨¢¥¤¥−ë ¢ ¯. 10.11.
�â® £« ¤ª®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ − §ë¢ ¥âáï ¬−®£®®¡à §¨¥¬ ¤¦¥â®¢

¯®àï¤ª  l (¨«¨ l-¤¦¥â®¢) ¬−®£®®¡à §¨ï M.
�â®¡à ¦¥−¨¥

πJl = πJlM : J
lM → M, J lM ⊃ J l

zM � θ �→ z ∈ M,

à áá« ¨¢ ¥â ¬−®£®®¡à §¨¥ J lM − ¤ M. �® íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥−¨î
π−1

Jl (z) = J l
zM. Šà®¬¥ â®£®, á® ¢áïª®© äã−ªæ¨¥© f ∈ C∞(M)

¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ á¢ï§ë¢ ¥âáï á¥ç¥−¨¥

sjl(f) : M → J lM, z �→ [f ]lz ∈ J l
zM ⊂ J lM,

íâ®£® à áá«®¥−¨ï. �−® − §ë¢ ¥âáï l-¤¦¥â®¬ äã−ªæ¨¨ f .
‚áïª¨© ®¯¥à â®à– ∈ Di¨ l C∞(M) ®¯à¥¤¥«ï¥â ®â®¡à ¦¥−¨¥

h– : J lM → M × R, J l
zM � θ �→ (z, h–,z(θ)).

�ãáâì πR : M ×R → R | ª −®−¨ç¥áª ï ¯à®¥ªæ¨ï. ’®£¤  ¢¢¨¤ã
(9.26) πR(h–([f ]lz)) = –(f)(z), ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®,

–(f) = πR ◦ h– ◦ sjl(f), (9.27)

£¤¥–(f) ¯®−¨¬ ¥âáï ª ª £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¨§ M ¢ R. �â® á®-
®â−®è¥−¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¢áï ¨−ä®à¬ æ¨ï ®¡ ®¯¥à â®à¥– § -
è¨äà®¢ −  ¢ ®â®¡à ¦¥−¨¨£« ¤ª¨å ¬−®£®®¡à §¨© h–. ‚ ¯. 11.47
¡ã¤¥â ¯®ª § −®, çâ® sjl

ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬ ®¯¥à â®à®¬
¯®àï¤ª  l, ®¡« áâì §− ç¥−¨© ª®â®à®£® ¥áâì ¬−®¦¥áâ¢® á¥ç¥−¨©
à áá«®¥−¨ï πJl. �â®â ®¯¥à â®à ¥áâ¥áâ¢¥−−® − §¢ âì ã−¨¢¥àá «ì-

−ë¬ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯®àï¤ª  l, ¯®áª®«ìªã ¢á¥
ª®−ªà¥â−ë¥ ®¯¥à â®àë ¯®«ãç îâáï ¨§ −¥£® ¯ãâ¥¬ ª®¬¯®§¨æ¨¨
á ®â®¡à ¦¥−¨ï¬¨ ¨§ J lM ¢ M × R. ‘¯¥æ¨ä¨ª  ®â®¡à ¦¥−¨©
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¢¨¤  h– ¨§ J lM ¢ M × R ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯¨á −  á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬.

� áá¬®âà¨¬ ¯à®¥ªæ¨î

π : M × R → M, (z, λ) �→ z.

�−  ï¢«ï¥âáï âà¨¢¨ «ì−ë¬ à áá«®¥−¨¥¬ − ¤ M á® á«®¥¬ R (á¬.
¯. 11.2). ’®£¤ , ª ª −¥âàã¤−® ¢¨¤¥âì, ®â®¡à ¦¥−¨ï ¢¨¤  h–
ï¢«ïîâáï ¬®àä¨§¬ ¬¨ ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï πJl ¢ ¢¥ªâ®à−®¥
à áá«®¥−¨¥ π (á¬. ¯. 11.4) ¨, ¢ ç áâ−®áâ¨, ®â®¡à ¦ îâ á«®©
π−1

Jl (z) = J l
zM ¢ á«®© π−1(z) = R. �â® ®â®¡à ¦¥−¨¥ á«®¥¢,

®ç¥¢¨¤−®, ¨ ¥áâì h–,z.
‚á¥ íâ¨ ä ªâë ®¡− àã¦¨¢ îâ äã−¤ ¬¥−â «ì−ãî à®«ì ¢¥ª-

â®à−ëå à áá«®¥−¨© ¢ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¬ ¨áç¨á«¥−¨¨. �® íâ®©
¨ ¬−®£¨¬ ¤àã£¨¬ ¯à¨ç¨− ¬, −¥ª®â®àë¥ ¨§ ª®â®àëå ¢áâà¥âïâáï
¯® å®¤ã ¤ «ì−¥©è¥£® ¨§«®¦¥−¨ï, â¥®à¨ï ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨©
ï¢«ï¥âáï −¥®¡å®¤¨¬®© ç áâìî ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï
− ¤ £« ¤ª¨¬¨ ¬−®£®®¡à §¨ï¬¨. �â  â¥®à¨ï ¡ã¤¥â à áá¬®âà¥− 
− ¬¨ ¢ £« ¢¥ 11.

‚¢¨¤ã ã−¨¢¥àá «ì−®áâ¨ ®¯¥à â®à  sjl
, ¢ëà ¦ ¥¬®© ä®à¬ã-

«®© (9.27), ¬−®£®®¡à §¨ï J lM ¨ −¥ª®â®àë¥ ¨å ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¥
®¡®¡é¥−¨ï «¥¦ â ¢ ®á−®¢¥ á®¢à¥¬¥−−®© £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© â¥®à¨¨
¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ãà ¢−¥−¨© ¢ ç áâ−ëå ¯à®¨§¢®¤−ëå. “−¨-
¢¥àá «ì−®áâì íâ®£® ®¯¥à â®à  ¯à®ï¢«ï¥âáï â ª¦¥ ¨ ¢ â®¬, çâ®
¬®¤ã«ì á¥ç¥−¨© à áá«®¥−¨ï

πJl : J lM → M

(á¬. ¯. 11.7) ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¬ ®¡ê¥ªâ®¬ äã−ªâ®à ¤¨ä-
ä¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï Di¨ l ¢ ª â¥£®à¨¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å
C∞(M)-¬®¤ã«¥© (á¬. ¯. 11.55).

9.66. ‚ëè¥ ¬ë ¤®ª § «¨, çâ® ¢ á«ãç ¥ ª®£¤  A = C∞(M)
|  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M, ®¯à¥¤¥«¥−¨¥
9.57 íª¢¨¢ «¥−â−® ®¡ëç−®¬ã ®¯à¥¤¥«¥−¨î «¨−¥©−®£® ¤¨ää¥-
à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® −  äã−ªæ¨¨, §− ç¥−¨ï-
¬¨ ª®â®à®£® â ª¦¥ ï¢«ïîâáï äã−ªæ¨¨ −  M, â. ¥. áª «ïà−®£®



188 ƒ« ¢  9

¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à . �¤− ª® ¨ á ¬ë© ®¡é¨© á«ã-
ç ©, á«ãç © ¬ âà¨ç−®£® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à , â ª¦¥
¬®¦¥â ¡ëâì ®¯¨á − ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨. � ¯®¬−¨¬, çâ® â ª®©
®¯¥à â®à – ®¡ëç−® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¬ âà¨æ , á®áâ ¢«¥−− ï
¨§ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ®¯¥à â®à®¢:

– =

–1,1 . . . –1,m
...

. . .
...

–k,1 . . . –k,m

 ,

£¤¥ –i,j | ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¥ ®¯¥à â®àë ¯®àï¤ª  � l,   ¤¥©-
áâ¢¨¥ íâ®£® ®¯¥à â®à  −  ¢¥ªâ®à-äã−ªæ¨î �f = (f1, . . . , fn) ®¯à¥-
¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ á¯®á®¡®¬:–1,1 . . . –1,m

...
. . .

...
–k,1 . . . –k,m

f1
...

fm

 =
–1,1(f1) + . . .+–1,m(fm)

...
–k,1(f1) + . . .+–k,m(fm)

 .

‚ £« ¢¥ 11 ¡ã¤¥â ¯®ª § −®, çâ® ¢¥ªâ®à-äã−ªæ¨¨ãª § −−®£® ¢¨¤ 
¥áâ¥áâ¢¥−−® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª á¥ç¥−¨ï m-¬¥à−®£® ¢¥ªâ®à−®£®
à áá«®¥−¨ï − ¤ M ¨ çâ® ª â¥£®à¨ï ¢á¥å ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨©
− ¤ M íª¢¨¢ «¥−â−  ª â¥£®à¨¨ ¯à®¥ªâ¨¢−ëå ¬®¤ã«¥© − ¤  «£¥-
¡à®© C∞(M). �â¨ ¨ á¤¥« −−ë¥ ¢ ¯. 9.50 − ¡«î¤¥−¨ï § áâ ¢«ïîâ
¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¥ ®¯¥à â®àë ®¡é¥£® ¢¨¤ 
¤®«¦−ë ¡ëâì ®â®¡à ¦¥−¨ï¬¨, á¢ï§ë¢ îé¨¬¨ ¬®¤ã«¨ − ¤ −¥ª®-
â®à®© ®á−®¢−®©  «£¥¡à®© A. ‡ ¬¥ç â¥«ì−®, çâ® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë
®¯à¥¤¥«¨âì ®¡é¥¥ ¯®−ïâ¨¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à , ¤®-
áâ â®ç−® ¯®¢â®à¨âì úáª «ïà−®¥û ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ 9.57. …¤¨−áâ¢¥−-
−®¥, −  çâ® ¯à¨ íâ®¬ −ã¦−® ®¡à â¨âì ¢−¨¬ −¨¥, íâ® â®â ä ªâ,
çâ® ¤«ï «î¡®£® -«¨−¥©−®£® ®â®¡à ¦¥−¨ï A-¬®¤ã«¥©–: P → Q
¨ a ∈ A ®¯à¥¤¥«¥− ª®¬¬ãâ â®à

δa(–)
def= [–, a] : P → Q,

£¤¥ í«¥¬¥−â a ∈ A ¯®−¨¬ ¥âáï ª ª ®¯¥à â®à ã¬−®¦¥−¨ï −  a
í«¥¬¥−â®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® A-¬®¤ã«ï. ˆ−ë¬¨ á«®¢ ¬¨,

δa(–)(p) = –(ap)− a–(p), p ∈ P.
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ˆâ ª, ¬®¦−® ¤ã¬ âì, çâ® á«¥¤ãîé¥¥ ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ®¯à¥-
¤¥«¥−¨¥ ¢ úáâ −¤ àâ−®©û á¨âã æ¨¨ íª¢¨¢ «¥−â−® ®¡ëç−®¬ã ¯®-
−ïâ¨î (¬ âà¨ç−®£®) ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à .
9.67. �¯à¥¤¥«¥−¨¥. �ãáâì A | ¯à®¨§¢®«ì− ï ª®¬¬ãâ â¨¢− ï
K- «£¥¡à , P, Q | A-¬®¤ã«¨. K-£®¬®¬®àä¨§¬ –: P → Q
− §ë¢ ¥âáï «¨−¥©−ë¬ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯®àï¤ª 

� l, ¤¥©áâ¢ãîé¨¬ ¨§ P ¢ Q, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå a0, . . . , al ∈ A

(δa0 ◦ . . . ◦ δal
)(–) = 0. (9.28)

’®â ä ªâ, çâ® ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© á¯¥æ¨ «¨§ æ¨¨ (K = R,
A = C∞(M), P ¨ Q | ¯à®¥ªâ¨¢−ë¥ A-¬®¤ã«¨) ¤ −−®¥ ®¯à¥-
¤¥«¥−¨¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡ëç−ë¬, ¡ã¤¥â ¤®ª § − ¢ £« ¢¥ 11 ¯®á«¥
ãáâ −®¢«¥−¨ï á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à−ë¬¨ à áá«®¥−¨ï¬¨ ¨ ¯à®¥ª-
â¨¢−ë¬¨ ¬®¤ã«ï¬¨.

�¡®§− ç¨¬ ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ®¯¥à â®à®¢
¯®àï¤ª  � l ¨§ P ¢ Q ç¥à¥§ Di¨l(P, Q). �â® ¬−®¦¥áâ¢® ãáâ®©-
ç¨¢® ®â−®á¨â¥«ì−® á«®¦¥−¨ï ¨ ®¡ëç−®£® («¥¢®£®) ã¬−®¦¥−¨ï
−  í«¥¬¥−âë  «£¥¡àë A:

(a–)(p) def= a ·–(p), a ∈ A, p ∈ P.

�®íâ®¬ã ®−® ¥áâ¥áâ¢¥−−®á− ¡¦ ¥âáïáâàãªâãà®©«¥¢®£® A-¬®¤ã-
«ï. �  −¥¬ â ª¦¥ ¬®¦−® § ¤ âì ¥é¥ ®¤−ã áâàãªâãàã A-¬®¤ã«ï,
®¯à¥¤¥«¨¢ ¤¥©áâ¢¨¥ í«¥¬¥−â  a ∈ A −  ®¯¥à â®à – ª ª ª®¬-
¯®§¨æ¨î – ◦ a. ’ ªãî áâàãªâãàã − §ë¢ îâ ¯à ¢®© ¨«¨, ¨−®-
£¤ , ¯«îá®¢®©,   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¤¥©áâ¢¨¥ í«¥¬¥−â  a ∈ A − 
®¯¥à â®à – ç áâ® ®¡®§− ç îâ a+– ¢¬¥áâ® – ◦ a. Œ−®¦¥áâ¢®
Di¨ l(P, Q), à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ª ª ¬®¤ã«ì ®â−®á¨â¥«ì−® ¯à ¢®-
£® ã¬−®¦¥−¨ï, ¬ë ®¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§ Di¨+l (P, Q). „¢¥ áâàãªâã-
àë ã¬−®¦¥−¨ï ¢ Di¨l(P, Q) ª®¬¬ãâ¨àãîâ, § ¤ ¢ ï â¥¬ á ¬ë¬
áâàãªâãàã ¡¨¬®¤ã«ï, ª®â®àë© ®¡®§− ç ¥âáï Di¨(+)l (P, Q). „«ï
ªà âª®áâ¨ ¢¬¥áâ® ®¡®§− ç¥−¨ï Di¨(+)l (A, Q) ¨á¯®«ì§ã¥âáï ®¡®-
§− ç¥−¨¥ Di¨(+)l Q.

…á«¨ h : P → Q | £®¬®¬®àä¨§¬A-¬®¤ã«¥©, â® á®®â¢¥âáâ¢¨¥
– �→ h ◦–, – ∈ Di¨l P , § ¤ ¥â £®¬®¬®àä¨§¬ A-¬®¤ã«ïDi¨ l P
¢ A-¬®¤ã«ìDi¨l Q. �®íâ®¬ã á®®â¢¥âáâ¢¨¥ P �→ Di¨ l P ï¢«ï¥âáï
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äã−ªâ®à®¬ −  ª â¥£®à¨¨ A-¬®¤ã«¥©. �¡®§− ç¨¬ ¥£® Di¨ l. �â®
| ¥é¥ ®¤¨− ¯à¨¬¥à  ¡á®«îâ−®£® äã−ªâ®à  ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£®
¨áç¨á«¥−¨ï (á¬. ¯. 9.51). ’ ª¨¥ äã−ªâ®àë®¯à¥¤¥«¥−ë − ¤ ¢á¥¬¨
 «£¥¡à ¬¨. ‚ë¡à ¢ −¥ª®â®àë© A-¬®¤ã«ì P , ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¯à¨-
¬¥à ®â−®á¨â¥«ì−®£® äã−ªâ®à  ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï
Di¨ l(P, ·) : Q �→ Di¨l(P, Q).

‚ë¢®¤ ä®à¬ã« (9.23){(9.25) ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¥¤«®¦¥-
−¨ï 9.59 ¡¥§ ¢áïª¨å ¨§¬¥−¥−¨© ¯¥à¥−®áïâáï á® á«ãç ï áª «ïà-
−ëå ®¯¥à â®à®¢ −  ®¡é¨© á«ãç ©. —â® ¦¥ ª á ¥âáï ¯à¥¤«®¦¥−¨ï
9.60, â® ¥£®  − «®£®¬ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ á«ã¦¨â á«¥¤ãîé¥¥

�à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì I ⊂ A | ¨¤¥ «, P, Q | A-¬®¤ã«¨,

p ∈ IkP , – ∈ Di¨n(P, Q) ¨ n < k. ’®£¤  –(p) ∈ Ik−nQ.

�¤− ª® ¨ ¤«ï −¥£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯¥à¥−®á¨âáï ¯à ªâ¨ç¥áª¨
¡¥§® ¢áïª¨å ¨§¬¥−¥−¨©.

“¯à ¦−¥−¨¥. 1. “¡¥¤¨â¥áì, çâ®

Di¨0(P, Q) = Di¨+0 (P, Q) = HomK(P, Q).

2. � áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥−¨ï A-¬®¤ã«¥© i+ ¨ i+, ª®â®àë¥ ª ª
®â®¡à ¦¥−¨ï −¥áãé¨å ¬−®¦¥áâ¢ ï¢«ïîâáï â®¦¤¥áâ¢¥−−ë¬¨:

i+ : Di¨ l(P, Q)→ Di¨+l (P, Q), i+(f) = f,

i+ : Di¨
+
l (P, Q)→ Di¨l(P, Q), i+(f) = f.

„®ª ¦¨â¥, çâ® ®−¨ ï¢«ïîâáï ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨
¯®àï¤ª  � l.

9.68. �¡à â¨¬ ¢−¨¬ −¨¥ −  â®, çâ® ¢áïª¨© ¤¨ää¥à¥−-
æ¨ «ì−ë© ®¯¥à â®à ¯®àï¤ª  � l ï¢«ï¥âáï  ¢â®¬ â¨ç¥-
áª¨ ¨ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯®àï¤ª  � m, ¥á«¨
l � m. �®íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥−® ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ ¢«®¦¥−¨¥ ¡¨¬®¤ã«¥©
Di¨(+)l (P, Q) ⊂ Di¨(+)m (P, Q). �¡®§− ç¨¬ ¯àï¬®© ¯à¥¤¥« æ¥¯®ç-
ª¨ ¢«®¦¥−¨©

Di¨(+)0 (P, Q) ⊂ . . . ⊂ Di¨(+)l (P, Q) ⊂ Di¨(+)l+1(P, Q) ⊂ . . .

ç¥à¥§ Di¨(+)(P, Q).
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Š ª ®â¬¥ç¥−® ¢ëè¥, ª®¬¯®§¨æ¨ï ¤¢ãå ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå
®¯¥à â®à®¢, ¥á«¨ ®−  ®¯à¥¤¥«¥− , ¥áâì á−®¢  ¤¨ää¥à¥−æ¨-
 «ì−ë© ®¯¥à â®à. �®íâ®¬ã ®â−®á¨â¥«ì−® ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨-
æ¨¨ ¡¨¬®¤ã«ì Di¨(+)(P, P ) ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ (−¥ª®¬¬ãâ â¨¢−ãî)
A- «£¥¡àã. �à¨ íâ®¬ Di¨(+)(P, Q) ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª
¯à ¢ë© Di¨(+)(P, P )- ¨ ª ª «¥¢ë© Di¨(+)(Q, Q)-¬®¤ã«ì.

9.69. ’¥¯¥àì ¬ë ¨¬¥¥¬ ¢á¥ −¥®¡å®¤¨¬®¥,çâ®¡ë®â¢¥â¨âì −  ¢®-
¯à®á, § ¤ −−ë© ¢ ¯. 9.20: á¯¥ªâà®¬ ª ª®©  «£¥¡àë ï¢«ï¥âáï
ª®ª á â¥«ì−®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ T ∗M. � ç−¥¬ á −¥®¡å®¤¨¬ëå  «-
£¥¡à ¨ç¥áª¨å ®¯à¥¤¥«¥−¨©.

�ãáâì A | K- «£¥¡à . “¯®¬ï−ãâ®¥ ¢ëè¥ (á¬. ¯. 9.68)
¢«®¦¥−¨¥ A-¬®¤ã«¥©Di¨k−1 A ⊂ Di¨k A ¯®§¢®«ï¥â ®¯à¥¤¥«¨âì
ä ªâ®à¬®¤ã«ì

Sk(A)
def= Di¨k A/Di¨k−1 A,

ª®â®àë© − §ë¢ ¥âáï ¬®¤ã«¥¬ á¨¬¢®«®¢ ¯®àï¤ª  k (¨«¨
k-á¨¬¢®«®¢). Š« áá á¬¥¦−®áâ¨ ®¯¥à â®à  – ∈ Di¨k A ¯® ¬®-
¤ã«î Di¨k−1A ¡ã¤¥¬ ®¡®§− ç âì ç¥à¥§ smblk– ¨ − §ë¢ âì
á¨¬¢®«®¬ –. �¯à¥¤¥«¨¬  «£¥¡àã á¨¬¢®«®¢  «£¥¡àë A, ¯®«®¦¨¢

S∗(A) =
∞
⊕

n=0
Sn(A).

�¯¥à æ¨ï ã¬−®¦¥−¨ï ¢ S∗(A) ¨−¤ãæ¨à®¢ −  ®¯¥à æ¨¥© ª®¬-
¯®§¨æ¨¨ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ®¯¥à â®à®¢. ’®ç−¥¥ £®¢®àï, ¤«ï
í«¥¬¥−â®¢ smbll– ∈ Sl(A) ¨ smblk ∇ ∈ Sk(A) ¯®«®¦¨¬ ¯®
®¯à¥¤¥«¥−¨î

smbll– · smblk ∇ def= smblk+l(– ◦ ∇) ∈ Sl+k(A).

�â® ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ª®àà¥ªâ−®, â ª ª ª −¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¯à¥¤-
áâ ¢¨â¥«¥© ¢ ª« áá å smbll– ¨ smblk ∇. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¥á«¨,
áª ¦¥¬, smbll– = smbll–′, â® –−–′ ∈ Di¨l−1 A ¨, á«¥¤®¢ -
â¥«ì−®, (–−–′) ◦ ∇ ∈ Di¨ l+k−1 A.

�à¥¤«®¦¥−¨¥. S∗(A) | ª®¬¬ãâ â¨¢− ï  «£¥¡à .
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� � ¬ −ã¦−® ã¡¥¤¨âìáï, çâ®

– ◦ ∇ −∇ ◦– = [–,∇] ∈ Di¨l+k−1 A,

¥á«¨ – ∈ Di¨l A ¨ ∇ ∈ Di¨k A. ‚®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨−¤ãªæ¨¥© ¯®
l+k. „«ï l+k = 0, â® ¥áâì ¤«ï l = k = 0, ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥ ®ç¥¢¨¤−®,
¯®áª®«ìªã áª «ïà−ë¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¥ ®¯¥à â®àë ¯®àï¤ª 
−ã«ì | íâ® ®¯¥à â®àë ã¬−®¦¥−¨ï −  í«¥¬¥−âë  «£¥¡àë A,
   «£¥¡à  A ª®¬¬ãâ â¨¢− . ˜ £ ¨−¤ãªæ¨¨ ®â l + k < n ª
l + k = n ®¡®á−®¢ë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¥© ä®à¬ã«®©, ¢ëâ¥ª îé¥©
¨§ ¢¥áì¬  ç áâ−®£® á«ãç ï (9.23):

δa(– ◦ ∇ −∇ ◦–)
= δa(–) ◦ ∇+– ◦ δa(∇)− δa(∇) ◦–−∇ ◦ δa(–)

= [δa(–),∇] + [–, δa(∇)].

�®àï¤ª¨ ®¯¥à â®à®¢ δa(–) ¨ δa(∇) à ¢−ë á®®â¢¥âáâ¢¥−−® l − 1
¨ k − 1. �®íâ®¬ã á®£« á−® ¯à¥¤¯®«®¦¥−¨î ¨−¤ãªæ¨¨ ¯®á«¥¤−¥¥
¢ëà ¦¥−¨¥ ¥áâì ®¯¥à â®à ¯®àï¤ª  � k + l − 2. ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®,
¯®àï¤®ª ®¯¥à â®à  [–,∇] −¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â l+ k − 1. �

‘«¥¤ã¥â ®¡à â¨âì ¢−¨¬ −¨¥ −  â®, çâ® S0(A) = A ¥áâì ¯®¤-
 «£¥¡à   «£¥¡àë S∗(A) ¨ ®¯¥à æ¨ï «¥¢®£® (¯à ¢®£®) ã¬−®¦¥−¨ï
¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ®¯¥à â®à®¢ −  í«¥¬¥−âë  «£¥¡àë A á¢®-
¤¨âáï ª ®¯¥à æ¨¨ «¥¢®£® (á®®â¢¥âáâ¢¥−−® ¯à ¢®£®) ã¬−®¦¥−¨ï
−  í«¥¬¥−âë íâ®© ¯®¤ «£¥¡àë. ‚¢¨¤ã ª®¬¬ãâ â¨¢−®áâ¨  «£¥¡àë
S∗(A) íâ¨ ®¯¥à æ¨¨ ã¬−®¦¥−¨ï á®¢¯ ¤ îâ.

9.70. �ãáâì â¥¯¥àì smbll– ∈ Sl(A) ¨ smblk ∇ ∈ Sk(A). ’®£¤ 
á®£« á−® ¯®á«¥¤−¥¬ã ¯à¥¤«®¦¥−¨î [–,∇] ∈ Di¨ l+k−1 A. � à¥
(smbll–, smblk ∇) ¬®¦−® á®¯®áâ ¢¨âì í«¥¬¥−â

{smbll–, smblk ∇} def= smblk+l−1[–,∇] ∈ Sk+l−1(A).

�â® ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ª®àà¥ªâ−®, â. ¥. −¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¯à¥¤-
áâ ¢¨â¥«¥© ¢ ª« áá å smbll– ¨ smblk ∇, çâ® ¯à®¢¥àï¥âáï â ª
¦¥, ª ª ª®àà¥ªâ−®áâì ã¬−®¦¥−¨ï ¢ S∗(A). �¯¥à æ¨ï { · , · }
K-«¨−¥©−  ¨ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç− . �−  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â®¦¤¥áâ¢ã
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Ÿª®¡¨, ¯®áª®«ìªã ª®¬¬ãâ â®à «¨−¥©−ëå ®¯¥à â®à®¢ ã¤®¢«¥-
â¢®àï¥â íâ®¬ â®¦¤¥áâ¢ã. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬ S∗(A) ¯à¥¢à é ¥âáï
¢  «£¥¡àã ‹¨ ®â−®á¨â¥«ì−® íâ®© ®¯¥à æ¨¨. …á«¨ s1, s2 ∈ S1(A),
â® ¨ {s1, s2} ∈ S1(A). ˆ− ç¥ £®¢®àï, S1(A) ⊂ S∗(A) ¥áâì ¯®¤ «-

£¥¡à  ‹¨.
“¯à ¦−¥−¨ï. 1. �ãáâì s = smbl1–. �®ª ¦¨â¥, çâ® á®®â¢¥â-
áâ¢¨¥

s ↔ –−–(1) ∈ D(A)
®¯à¥¤¥«¥−® ª®àà¥ªâ−® ¨ ãáâ − ¢«¨¢ ¥â ¨§®¬®àä¨§¬  «£¥¡à ‹¨
S1(A) ¨ D(A).

2. ‡ ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì−ë© í«¥¬¥−â s ∈ S∗(A). �®ª ¦¨-
â¥, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥

{s, · } : S∗(A)→ S∗(A), s1 �→ {s, s1},
ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥¬  «£¥¡àë S∗(A).
9.71. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ª®«ìæ® K |  «£¥¡à  − ¤ ¯®«¥¬
à æ¨®− «ì−ëå ç¨á¥« Q. ’®£¤  ¢áïª¨© í«¥¬¥−â a ∈ A ®¯à¥¤¥«ï¥â
£®¬®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à

™a : S∗(A)→ A, smblk(–) �→
[δk

a(–)]
k!
(1).

“¡¥¤¨¬áï ¢ íâ®¬. ‡ ¬¥â¨¬, ¢®-¯¥à¢ëå, çâ® δk
a(∇) = 0, ¥á«¨

∇ ∈ Di¨k−1 A. �®íâ®¬ã ®â®¡à ¦¥−¨¥™a ®¯à¥¤¥«¥−® ª®àà¥ªâ−®.
…£® K-«¨−¥©−®áâì ®ç¥¢¨¤− . „ «¥¥, ™a

∣∣
S0(A)

: S0(A) = A → A

ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥−−ë¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬, â ª çâ®™a(1S∗(A)) = 1A
(ã−¨â à−®áâì). � ª®−¥æ, ¥á«¨ – ∈ Di¨k A, ∇ ∈ Di¨l A, â® ¨§
ä®à¬ã«ë (9.23) á«¥¤ã¥â, çâ®

δk+l
a (– ◦ ∇) = Ck

k+l δ
k
a(–) ◦ δl

a(∇). (9.29)

’ ª ª ª δk
a(–) ∈ Di¨0A = A ¨ δl

a(∇) ∈ Di¨0A = A ¥áâì
®¯¥à â®àë ã¬−®¦¥−¨ï −  í«¥¬¥−âë [δk

a(–)](1) ¨ [δl
a(∇)](1)  «-

£¥¡àë A á®®â¢¥âáâ¢¥−−®, â® ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢−®áâì ®â®¡à ¦¥−¨ï
™a ¢ëâ¥ª ¥â −¥¯®áà¥¤áâ¢¥−−® ¨§ (9.29).

�à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì I ⊂ A | ¨¤¥ « ¨ š: A → A/I |

¥áâ¥áâ¢¥−− ï ¯à®¥ªæ¨ï. ’®£¤  š ◦ ™a = 0, ¥á«¨ a ∈ I2.
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� ˆ§ ä®à¬ã«ë (9.24) ¢ëâ¥ª ¥â, çâ®

[δk
a(–)](1) =

k∑
i=0

Ci
k ai–(ak−i).

�®íâ®¬ã ¥á«¨ a ∈ I2, â®

[δk
a(–)](1) = –(a

k) mod I2.

…á«¨, á¢¥àå â®£®, – ∈ Di¨k A, â® ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥−¨ï 9.60,
–(ak) ∈ Ik, k � 1, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®,š(™a(smblk–)) = 0. �

9.72. ’¥¯¥àì ¬ë ¬®¦¥¬ ®¯¨á âì K-á¯¥ªâà |S∗(A)|  «£¥¡àë
S∗(A). �ãáâì h ∈ |A|. ’®£¤  ª®¬¯®§¨æ¨ï

γh,a
def= h ◦ ™a : S∗(A)→ K

ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ K- «£¥¡à ¨, §− ç¨â, ï¢«ï¥âáï â®çª®©
á¯¥ªâà  |S∗(A)|.

‘«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì µh = kerh ¨

a − h(a) · 1A = b − h(b) · 1a mod µ2h.

’®£¤  γh,a = γh,b.

� ‡ ¬¥â¨¬, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, çâ® δλ·1A = 0 ¤«ï λ ∈ K. �®íâ®¬ã
™a = ™a−h(a)·1A, ™b = ™b−h(b)·1A ¨ ¬ë ¬®¦¥¬ ®£à −¨ç¨âìáï
á«ãç ¥¬ h(a) = h(b) = 0, çâ® à ¢−®§− ç−® â®¬ã, çâ® a, b ∈ µh.
„ «¥¥, á®£« á−® − è¨¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥−¨ï¬ a′ = a − b ∈ µ2h.
�®áª®«ìªã

δk
b (–) = δk

a+a′(–) =
k∑

s=0

Cs
k δs

a′(δk−s
a (–)),
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â®, ¯®«®¦¨¢ –s = k!
(k−s)!δ

k−s
a (–) ¨ áç¨â ï, çâ® – ∈ Di¨k A, ¬ë

− å®¤¨¬, çâ®

™b(smblk–) =
1
k!

[
δk
a+a′(–)

]
(1)

=
1
k!

[
δk
a(–)

]
(1) +

k∑
s=1

1
s!
[δs

a′(–s)] (1)

=™a(smblk–)+
k∑

s=1

™a′(smbls(–s)).

�®íâ®¬ã ¨§ ¯à¥¤«®¦¥−¨ï 9.71 á«¥¤ã¥â, çâ® h ◦™b = h ◦™a. �
� ¯®¬−¨¬, çâ® ¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î (á¬. ¯. 9.30) ª®ª á â¥«ì−ë¬

¯à®áâà −áâ¢®¬ ª á¯¥ªâàã |A| ¢ â®çª¥ h ∈ |A| − §ë¢ ¥âáï ä ªâ®à-

¬®¤ã«ì T ∗
h(A)

def= µh/µ2h. ‘«¥¤áâ¢¨¥ 9.72 ¯®§¢®«ï¥â ¯®áâà®¨âì
®â®¡à ¦¥−¨¥

ih : T ∗
h(A)→ |S∗(A)|,

¯®«®¦¨¢ ih([a]) = γh,a, a ∈ µh. ˆ−ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ª ¦¤®¬ã
úª®ª á â¥«ì−®¬ã ¢¥ªâ®àãû ª ú¬−®£®®¡à §¨îû |A| á®®â¢¥âáâ¢ã-
¥â â®çª  ú¬−®£®®¡à §¨ïû |S∗(A)|. ˆáá«¥¤ã¥¬ íâ® á®®â¢¥âáâ¢¨¥
¯®¤à®¡−¥¥.

9.73. �à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì K | ¯®«¥ ¨ ¢áïª¨© ª á â¥«ì-

−ë© ¢¥ªâ®à ξ ∈ ThA ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ú¢¥ªâ®à−®£® ¯®«ïû

X ∈ D(A), â. ¥. ¤«ï ¢áïª®£® ξ ∈ ThA áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¤¨ä-

ä¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥ X ∈ D(A), çâ® ξ = h◦X. ’®£¤  ®â®¡à ¦¥−¨¥

ih ¨−ê¥ªâ¨¢−®.

� ‘®£« á−® (9.11) ¢áïª®¬ã K-«¨−¥©−®¬ã ®â®¡à ¦¥−¨î
ϕ : T ∗

hA → K ¬®¦−® ¯®áâ ¢¨âì ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª á â¥«ì−ë©
¢¥ªâ®à ξϕ = νh(ϕ) ∈ ThA. �ãáâì â¥¯¥àì a, b ∈ µh ¨ [a] �= [b], £¤¥
[g] = g mod µ2h. ’ ª ª ª K | ¯®«¥, â® á®£« á−® ¯. 9.30 νh |
¨§®¬®àä¨§¬, ¨ ¯®íâ®¬ã ξϕ(a) �= ξϕ(b). �à®¤®«¦¨¬ ª á â¥«ì−ë©
¢¥ªâ®à ξϕ ¤® ¢¥ªâ®à−®£® ¯®«ï X ∈ D(A). ’®£¤  ¯à¥¤ë¤ãé¥¥
−¥à ¢¥−áâ¢® ¨−â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ª ª h(X(a)) �= h(X(b)). �â®-
¦¤¥áâ¢«ïï â¥¯¥àì D(A) ¨ S1(A) (á¬. ã¯à ¦−¥−¨¥ 1 ¨§ ¯. 9.70),
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¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® X(a) = ™a(X), X(b) = ™b(X), ¨ ¯®íâ®¬ã ¯®-
á«¥¤−¥¥ −¥à ¢¥−áâ¢® ¬®¦−® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

(h ◦ ™a)(X) �= (h ◦ ™b)(X).

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, γh,a �= γh,b, çâ® à ¢−®á¨«ì−® −ã¦−®¬ã − ¬
−¥à ¢¥−áâ¢ã ih([a]) �= ih([b]). �

�ç¥¢¨¤−®, çâ® ¯à¥¤¯®áë«ª¨ ¤®ª § −−®£® ¯à¥¤«®¦¥−¨ï ¢ë-
¯®«−ïîâáï ¤«ï  «£¥¡àë A = C∞(M). �®íâ®¬ã, ¯®«®¦¨¢
iz = ihz ¤«ï â®çª¨ z ∈ M, ¨¬¥¥¬

9.74. ‘«¥¤áâ¢¨¥. �â®¡à ¦¥−¨¥ iz : T ∗
z M → |S∗(C∞(M))|

¨−ê¥ªâ¨¢−®. �
�¡ê¥¤¨−ïï ®â®¡à ¦¥−¨ï iz ¯® ¢á¥¬ â®çª ¬ z ∈ M, ¯®«ãç ¥¬

¢«®¦¥−¨¥

i : T ∗M → |S∗(C∞(M))|, i
∣∣
TzM
= iz. (9.30)

9.75. �à¨¢¥¤¥¬ ¥é¥ −¥ª®â®àë¥ ä ªâë, ¯®«¥§−ë¥ ¯à¨ ¤ «ì-
−¥©è¥¬  − «¨§¥ K-á¯¥ªâà   «£¥¡àë S∗(A).

�ãáâì h̃ ∈ |S∗(A)|. �â®¦¤¥áâ¢¨¬ A á S0(A). ’®£¤ , ®ç¥¢¨¤-

−®, h
def= h̃

∣∣
A
∈ |A|.

“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ h̃ ∈ Im ih, â® h̃
∣∣
A
= h. “¡¥-

¤¨â¥áì, çâ® ¯à®¥ªæ¨ï πT ∗ : T ∗M → M ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬
®¯¨á −¨¥¬ ®â®¡à ¦¥−¨ï h̃ �→ h ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  A = C∞(M).
(’. ¥. ¥á«¨ h̃ = hθ, θ ∈ T ∗M, â® h = hz, £¤¥ z = πT ∗(θ).)

‡ ¬¥â¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¥á«¨ a ∈ A ¨ X ∈ D(A) = S1(A),
â® h̃(aX) = h(a)h̃(X). ‚ ç áâ−®áâ¨, h̃(aX) = 0, ¥á«¨ a ∈ µh.
�®íâ®¬ã ª®àà¥ªâ−® ®¯à¥¤¥«¥−® ®â®¡à ¦¥−¨¥ K-¬®¤ã«¥©˜̃

h : D(A)/µhD(A)→ K,
˜̃
h (X mod µhD(A)) = h̃(X).

‘ ¤àã£®© áâ®à®−ë, ®¯à¥¤¥«¥−® ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

τh : D(A)/µhD(A)→ ThA, X mod µhD(A) �→ h ◦ X.

‹¥¬¬ . …á«¨ A = C∞(M), â® τh | ¨§®¬®àä¨§¬ ¢¥ªâ®à−ëå

¯à®áâà −áâ¢ − ¤ R.
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� ˆ§ â¥®à¥¬ë ® á¯¥ªâà¥ 7.7 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® h = hz ¤«ï −¥ª®â®à®©
â®çª¨ z ∈ M, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, h ◦ X = Xz (á¬. ¯. II ¨§
9.52). ’ ª ª ª ¢áïª¨© ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à ξ ∈ ThA = TzM
¬®¦−®, ®ç¥¢¨¤−®, ¯à®¤®«¦¨âì ¤® ¢¥ªâ®à−®£® ¯®«ï −  M, â® τh

| áîàê¥ªâ¨¢−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥. ˆ−ê¥ªâ¨¢−®áâì τh ®§− ç ¥â, çâ®
¨§ à ¢¥−áâ¢  Xz = 0 á«¥¤ã¥â, çâ® X ∈ µhD(A) = µzD(M).
�®á«¥¤−¥¥ «¥£ª® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¨áå®¤ï ¨§ â®£®, çâ® ¥á«¨

X =
n∑

i=1

αi(x)
∂

∂xi

¢ −¥ª®â®à®© á¨áâ¥¬¥ «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â, â® αi(z) = 0, â. ¥.
ª®íää¨æ¨¥−âë αi, i = 1, . . . , n, ¯à¨− ¤«¥¦ â µz ú«®ª «ì−®û.
�

‘«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â ¬®¦¥â ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ −, çâ®¡ë áâà®-
£® ®¡®á−®¢ âì ¯®á«¥¤−¨© è £ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥© «¥¬-
¬ë.

“¯à ¦−¥−¨¥. �ãáâì X ∈ D(M) ¨ Xz = 0 ¤«ï −¥ª®â®à®©
â®çª¨ z ∈ M. „®ª ¦¨â¥, çâ® â®£¤  X =

∑n
i=1 fiXi + Y, fi ∈

C∞(M), Y, Xi ∈ D(M) £¤¥ fi (á®®â¢¥âáâ¢¥−−®, Xi) á®¢¯ ¤ ¥â á

αi (á®®â¢¥âáâ¢¥−−®,
∂

∂xi
), i = 1, . . . , n, ¢ −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨

â®çª¨ z,   Y ®¡à é ¥âáï ¢ −ã«ì ¢ íâ®© ®ªà¥áâ−®áâ¨.
’¥¯¥àì ¬ë ¬®¦¥¬ ¯®«−®áâìî ®¯¨á âì R-á¯¥ªâà  «£¥¡àë

á¨¬¢®«®¢ S∗(C∞(M)).

9.76. ’¥®à¥¬ . �â®¡à ¦¥−¨¥ i : T ∗M → |S∗(C∞(M))| ï¢«ï-

¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬, â. ¥. T ∗M ï¢«ï¥âáï R-á¯¥ªâà®¬  «£¥¡àë

S∗(C∞(M)).

� ˆ−ê¥ªâ¨¢−®áâì ®â®¡à ¦¥−¨ï i ¤®ª § −  ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 9.74.
„®ª ¦¥¬ áîàê¥ªâ¨¢−®áâì. �ãáâì ¢ ®¡®§− ç¥−¨ïå ¯. 9.75
A = C∞(M), h̃ ∈ |S∗(A)|, h = h̃

∣∣
A

¨ â®çª  z ∈ M â ª®¢ , çâ®

h = hz. ’®£¤  ThA = TzM ¨ ¢¢¨¤ã «¥¬¬ë 9.75 ®â®¡à ¦¥−¨¥ ˜̃h
¬®¦−® ¨−â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª R-«¨−¥©−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¨§ TzM
¢ R, â. ¥. ª ª ª®¢¥ªâ®à dzf ∈ T ∗M (á¬. ¯. 9.22). ‘®£« á−®
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®¯à¥¤¥«¥−¨î ˜̃h ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ®

γhz ,f(X) = (hz ◦ ™f)(X) = (hz ◦ X)(f)

= Xz(f) = dzf(Xz) =
˜̃
h(Xz) = h̃(X).

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, h̃
∣∣
S1(A)

= γhz ,f

∣∣
S1(A)

. �¨¦¥á«¥¤ãîé ï «¥¬¬ ,
¯à¥¤¯®áë«ª  ª®â®à®© ®ç¥¢¨¤−ë¬ ®¡à §®¬ ¢ë¯®«−ï¥âáï ¤«ï  «-
£¥¡àë C∞(M) ¡« £®¤ àï úà §¡¨¥−¨î ¥¤¨−¨æëû (á¬. «¥¬¬ã
4.18), ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® íâ®£® ¤®áâ â®ç−® ¤«ï ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï, çâ® h̃
¯à¨− ¤«¥¦¨â ®¡à §ã ®â®¡à ¦¥−¨ï i. �
9.77. ‹¥¬¬ . �ãáâì K- «£¥¡à  A â ª®¢ , çâ® ¤«ï «î¡®£®

− âãà «ì−®£® l ¢áïª¨© ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë© ®¯¥à â®à ¯®àï¤ª 

� l ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¬®−®¬®¢ ¢¨¤  aX1 ◦ . . . ◦Xs, £¤¥

Xi ∈ D(A), s � l. ’®£¤ , ¥á«¨ h̃1, h̃2 ∈ |S∗(A)|, h̃1
∣∣
A
= h̃2

∣∣
A

¨

h̃1
∣∣
S1(A)

= h̃2
∣∣
S1(A)

, â® h̃1 = h̃2.

� �¥à¥å®¤ï ª á¨¬¢®« ¬ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ®¯¥à â®à®¢, ¬ë
ã¡¥¦¤ ¥¬áï, çâ®  «£¥¡à  S∗(A) ¯®à®¦¤ ¥âáï á¢®¨¬ ¯®¤¬®¤ã-
«¥¬ S1(A) = D(A), â. ¥. çâ® «î¡®© á¨¬¢®« s = smblk(δ)
¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¬®−®¬®¢ as1 · . . . · sk, £¤¥
si = smbl1Xj, Xj ∈ D(A). ’ ª ª ª h̃i ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬
 «£¥¡à, â® hi(as1 · . . . · sk) = hi(a)hi(s1) · . . . · hi(sk) ¨ âà¥¡ã¥-
¬®¥ à ¢¥−áâ¢® h̃1(s) = h̃2(s) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â®£®, çâ® ¯® ãá«®¢¨î
h̃1(a) = h̃2(a) ¨ h̃1(s) = h̃2(s) ¤«ï ¢á¥å a ∈ A = S0(A) ¨
s ∈ D(A) = S1(A). �
9.78. “¯à ¦−¥−¨¥. �¯¨è¨â¥ R-á¯¥ªâà  «£¥¡àë á¨¬¢®«®¢ − 
ªà¥áâ¥ S∗(C∞(K)), ¨á¯®«ì§ãï ¨ ¬®¤¨ä¨æ¨àãï ¯® ¬¥à¥ −¥®¡å®-
¤¨¬®áâ¨ ª®−áâàãªæ¨¨, ¯®§¢®«¨¢è¨¥ − ¬ ®¯¨á âì á¯¥ªâà  «£¥¡àë
S∗(C∞(M)). ‚¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥−¨ï 9.71 íâ®â á¯¥ªâà ¥áâ¥áâ¢¥−−®
¨−â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª ª®ª á â¥«ì−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® −  ªà¥áâ¥.
9.79. �«£¥¡à  á¨¬¢®«®¢ ¢ ª®®à¤¨− â å. ’¥®à¥¬  9.76 ¯®-
§¢®«ï¥â ¨−â¥à¯à¥â¨à®¢ âì í«¥¬¥−âë  «£¥¡àë S∗(C∞(M)) ª ª
äã−ªæ¨¨ −  T ∗M. �¯¨è¥¬ íâã ¨−â¥à¯à¥â æ¨î ¢ â¥à¬¨− å á¯¥-
æ¨ «ì−ëå ª®®à¤¨− â (á¬. ¯. 9.24).
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�ãáâì (U, x) | «®ª «ì− ï ª àâ  −  M. ’®£¤  á®£« á−®
¯. 9.24 (T ∗U, T ∗x) | «®ª «ì− ï ª àâ  −  T ∗M. ‹®ª «¨§ æ¨ï
−  ®¡« áâì U ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ®¯¥à â®à®¢, ®¯à¥¤¥«¥−−ëå
−  M, ¯®à®¦¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî «®-
ª «¨§ æ¨î  «£¥¡àë S∗(C∞(M)), ª®â®à ï, ®ç¥¢¨¤−®, á®¢¯ ¤ ¥â
á S∗(C∞(U)). �®íâ®¬ã ¬ë ¬®¦¥¬ ®£à −¨ç¨âìáï ¨−â¥à¯à¥â æ¨¥©
¥¥ í«¥¬¥−â®¢ ª ª äã−ªæ¨© −  T ∗U. Œë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì
®¡®§− ç¥−¨ï ¯. 9.76.

�ãáâì θ = dzf ∈ T ∗U, f ∈ C∞(U) ¨ – ∈ Di¨k C∞(M).
�¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§ s äã−ªæ¨î −  T ∗M, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî á¨¬¢®-
«ã smblk–. ’®£¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î

s(θ) = γhz ,f (smblk(–)).

�â®¦¤¥áâ¢¨¬, ª ª ¨ ¢ëè¥, ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ X ∈ D(U) á ¥£®
á¨¬¢®«®¬. ‚ ¯. 9.76 ¡ë«® § ¬¥ç¥−®, çâ® γhz ,f (X) = Xz(f).
�®íâ®¬ã

s(θ) = Xz(f).

‚ ç áâ−®áâ¨, ¥á«¨ X =
∂

∂xi
, â® s(θ) =

∂f

∂xi
(z).

� ¯®¬−¨¬, çâ® á®£« á−® ®¯à¥¤¥«¥−¨î á¯¥æ¨ «ì−ëå ª®®à¤¨-
− â (x, p) ¢ T ∗U ª®®à¤¨− â  pi(θ) ¥áâì i-ï ª®¬¯®−¥−â  ª®¢¥ªâ®-
à  θ ®â−®á¨â¥«ì−® ¡ §¨á  {dzxi} ¢ T ∗

z M. ’ ª ª ª ¢ − è¥¬ á«ãç ¥

θ = dzf, â® pi(θ) =
∂f

∂xi

(z) ¨, §− ç¨â,

s ∂
∂xi

= pi.

‡ ¬¥â¨¬ ¤ «¥¥, çâ® â ª ª ª

smblk+l(– ◦ ∇) = smblk(–) · smbll(∇),

¥á«¨– ∈ Di¨k C∞(M), ∇ ∈ Di¨l C∞(M), â® s(–◦∇) = s– · s∇.

�®íâ®¬ã ¥á«¨ – =
∑

|σ|�h aσ
∂ |σ|

∂xσ
, â®

s– =
∑
|σ|=k

aσp
σ, £¤¥ pσ = pi1

1 · . . . · pin
n , ¥á«¨ σ = (i1, . . . , in).
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’ ª¨¬ ®¡à §®¬,  «£¥¡à  S∗(C∞(U)) ¨§®¬®àä−   «£¥¡à¥ ¯®«¨-
−®¬®¢ ®â ¯¥à¥¬¥−−ëå p1, . . . , pn á ª®íää¨æ¨¥−â ¬¨ ¢  «£¥¡à¥
C∞(U). ˆ§ íâ®£® −¥¯®áà¥¤áâ¢¥−−® ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥

9.80. �à¥¤«®¦¥−¨¥. �«£¥¡à  S∗(C∞(M)) ¨§®¬®àä−  ¯®¤ «£¥-

¡à¥  «£¥¡àë C∞(T ∗M), á®áâ®ïé¥© ¨§ äã−ªæ¨©, ®£à −¨ç¥−¨ï

ª®â®àëå −  á«®¨ T ∗
z M ª®ª á â¥«ì−®£® à áá«®¥−¨ï áãâì ¯®-

«¨−®¬ë. �«£¥¡à  C∞(T ∗M) ¨§®¬®àä−  £« ¤ª®¬ã § ¬ëª −¨î

 «£¥¡àë S∗(C∞(M)).

“¯à ¦−¥−¨ï. 1. „®ª ¦¨â¥, çâ® ®£à −¨ç¥−¨¥ ®â®¡à ¦¥−¨ï
s∗df : C

∞(T ∗M) → C∞(M) −  ¯®¤ «£¥¡àã S∗(C∞(M)) á®¢¯ -
¤ ¥â á ®â®¡à ¦¥−¨¥¬ ™f : C∞(T ∗M)→ C∞(M) (á¬. 9.71).

2. �ãáâì A | K- «£¥¡à , h ∈ |A| ¨ S+(A) =
∑

i>0 Si(A).
’®£¤  ®â®¡à ¦¥−¨¥

�h : S∗(A)→ K, �h
∣∣
A
= h, �h

∣∣
S+(A)

= 0,

ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ K- «£¥¡à, â. ¥. �h ∈ |S∗(A)|. �®ª ¦¨-
â¥, çâ® ¯à¨ A = C∞(M) ®â®¡à ¦¥−¨¥ |A| → |S∗(A)|, h �→ �h,
á®¢¯ ¤ ¥â á sdf ¤«ï f ≡ 0 (ª −®−¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥−¨¥ M ¢ T ∗M ).

3. � ©¤¨â¥  − «®£ ®â®¡à ¦¥−¨ï sdf ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì−ëå
K- «£¥¡à.

4. �¯¨è¨â¥  «£¥¡àã á¨¬¢®«®¢ S∗(C∞(K)), à¥ «¨§®¢ ¢ ¥¥
ª ª  «£¥¡àã äã−ªæ¨© −  á¯¥ªâà¥ |S∗(C∞(K))|.
9.81. ƒ ¬¨«ìâ®−®¢ ä®à¬ «¨§¬ −  T ∗M ¨ |S∗(A)|. �¯¨è¥¬
â¥¯¥àì ¤«ï A = C∞(M) áª®¡ªã {·, ·}, ®¯à¥¤¥«¥−−ãî ¢ 9.70,
¢ á¯¥æ¨ «ì−ëå «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â å. ‚¢¨¤ã ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç-
−®áâ¨ íâ¨å áª®¡®ª ¨ á®®â−®è¥−¨ï

{s, s1s2} = {s, s1}s2 + s1{s, s2} (9.31)

(á¬. ã¯à ¦−¥−¨¥ 2 ¨§ ¯. 9.70) íâã áª®¡ªã ¤®áâ â®ç−® ¢ëç¨-
á«¨âì ¤«ï ª®®à¤¨− â−ëå äã−ªæ¨©. ‚ ®¡®§− ç¥−¨ïå ¯à¥¤ë¤ãé¥-
£® ¯ã−ªâ  á®£« á−® ®¯à¥¤¥«¥−¨î ¨¬¥¥¬:

{s–, s∇} = s[–,∇]. (9.32)
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’ ª ª ª [f, g] = [g, f ] = 0, ¥á«¨ f, g ∈ C∞(U),
[ ∂

∂xi
,

∂

∂xj

]
= 0

¨
[ ∂

∂xi
, f
]
=

∂f

∂xi
, â®, á®£« á−® (9.32)

{f(x), g(x)} = 0, {pi, pj} = 0, {pi, f(x)} =
∂f(x)
∂xi

. (9.33)

„ «¥¥, −  ®á−®¢ −¨¨ (9.31) ¤«ï F = f(x)pσ, G = g(x)pτ ¨¬¥¥¬

{F, G} ={f(x)pσ, g(x)pτ}
={f(x), g(x)}pσpτ + {f(x), pτ}g(x)pσ

+ {pσ, g(x)}f(x)pτ + {pσ, pτ}f(x)g(x)
={pσ, g(x)}f(x)pτ − {pτ , f(x)}g(x)pσ.

‚¢¨¤ã ¯®á«¥¤−¥£® ¨§ à ¢¥−áâ¢ (9.33)

{pσ, g(x)} =
n∑

i=1

∂pσ

∂pi

∂g

∂xi
, {pτ , f(x)} =

n∑
i=1

∂pτ

∂pi

∂f

∂xi
.

‘®¡¨à ï ¢á¥ íâ¨ ä®à¬ã«ë ¢®¥¤¨−®, ¢ ¨â®£¥ ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîéãî
ä®à¬ã«ã

{F, G} =
n∑

i=1

(
∂F

∂pi

∂G

∂xi

− ∂G

∂pi

∂F

∂xi

)
, (9.34)

  íâ® áâ −¤ àâ− ï áª®¡ª  �ã áá®−  −  T ∗M. �®«¥¥ â®£®, íâ  ä®à-
¬ã«  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥  «£¥¡àë á¨¬¢®«®¢
XF

def= {F, ·}, £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¨−â¥à¯à¥â¨àã¥¬®¥ ª ª ¢¥ªâ®à−®¥
¯®«¥ −  ¥¥ R-á¯¥ªâà¥, â. ¥. −  T ∗M, ¨¬¥¥â ¢¨¤

XF =
n∑

i=1

(
∂F

∂pi

∂

∂xi
− ∂F

∂xi

∂

∂pi

)
; (9.35)

â ª¨¬ ®¡à §®¬, XF ï¢«ï¥âáï £ ¬¨«ìâ®−®¢ë¬ ¢¥ªâ®à−ë¬ ¯®-
«¥¬ −  T ∗M, ®â¢¥ç îé¨¬ äã−ªæ¨¨ ƒ ¬¨«ìâ®−  F . �â® ¤ ¥â
− ¬ ®á−®¢ −¨¥ − §¢ âì áª®¡ªã {·, ·} −   «£¥¡à¥ á¨¬¢®«®¢ S∗(A)
¯à®¨§¢®«ì−®© K- «£¥¡àë A áª®¡ª®© �ã áá®− ,   ¤¨ää¥à¥−-
æ¨à®¢ −¨¥ {s, ·}, s ∈ S∗(A), £ ¬¨«ìâ®−®¢ë¬ ¢¥ªâ®à−ë¬ ¯®«¥¬

−  |S∗(A)|. ˆâ ª, ¬ë ¥é¥ à § ¢¨¤¨¬ ¯®«ì§ã ®â â®çª¨ §à¥−¨ï
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−  ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨á«¥−¨¥ ª ª −   á¯¥ªâ ª®¬¬ãâ â¨¢−®©
 «£¥¡àë, ¢ëâ¥ª îé¥© ¨§ ã¢ ¦¥−¨ï ¯à¨−æ¨¯  − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨.
—¨â â¥«ì ¬®¦¥â, − ¯à¨¬¥à, à §¢«¥çìáï, à §¢¨¢ £ ¬¨«ìâ®−®¢ã
¬¥å −¨ªã −  £« ¤ª¨å ¬−®¦¥áâ¢ å ¨«¨ − ¤  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨¬¨
¯®«ï¬¨.
“¯à ¦−¥−¨¥. 1. �ãáâì F = F (x, p) ∈ C∞(T ∗M). “¡¥-
¤¨â¥áì, çâ® − å®¦¤¥−¨¥ äã−ªæ¨©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®-
¢¨î s∗df (F ) = 0, f ∈ C∞(M), à ¢−®á¨«ì−® à¥è¥−¨î ãà ¢−¥−¨©
ƒ ¬¨«ìâ®− |Ÿª®¡¨ ¨ − ©¤¨â¥  − «®£ íâ¨å ãà ¢−¥−¨© ¤«ï ¯à®-
¨§¢®«ì−®© K- «£¥¡àë A.

2. �¯¨è¨â¥ £ ¬¨«ìâ®−®¢ã ¬¥å −¨ªã −  ªà¥áâ¥K.
9.82. ˆâ ª, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨á«¥−¨¥
ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ ª« áá¨ç¥áª®© ª®−æ¥¯æ¨¨ − -
¡«î¤ ¥¬®áâ¨ ¨ à §¢¨¢ ¥âáï «¥£ª® ¨ ¥áâ¥áâ¢¥−−®, ¥á«¨ −¥ â¥àïâì
¨§ ¢¨¤ã íâ® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®.Š®¬¬ãâ â¨¢−®áâì  «£¥¡àë − ¡«î¤ -
¥¬ëå, ª ª íâ® ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì, ä®à¬ «¨§ã¥â äã−¤ ¬¥−â «ì−ãî
¤«ï ª« áá¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨ ¨¤¥î −¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ − ¡«î¤¥−¨©. �®-
«¥¥ ¨§ëáª −− ï à¥ «¨§ æ¨ï íâ®© ¨¤¥¨ ¯à¨ ¯®¬®é¨ ª®¬¬ãâ â¨¢-
−ëå £à ¤ã¨à®¢ −−ëå  «£¥¡à, ¯® âà ¤¨æ¨¨ − §ë¢ ¥¬ëå ä¨§¨-
ª ¬¨ áã¯¥à «£¥¡à ¬¨, −¥ ¯à¨¢−®á¨â −¨ª ª¨å ¤®¯®«−¨â¥«ì−ëå
âàã¤−®áâ¥©. ‚á¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï ¨ ª®−áâàãªæ¨¨ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì-
−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï ¤®á«®¢−® ¯¥à¥−®áïâáï −  íâ®â á«ãç ©,   â ª¦¥
−  «î¡ë¥ ¤àã£¨¥ á«ãç ¨, ª®£¤  ¯®−ïâ¨î ª®¬¬ãâ â¨¢−®áâ¨ ¬®¦−®
¯à¨¤ âì à §ã¬−ë© á¬ëá«.

‚ ª¢ −â®¢®© ä¨§¨ª¥, ª ª ¨§¢¥áâ−®, ¯à¨å®¤¨âáï ®âª § âì-
áï ®â ¯à¨−æ¨¯  −¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ − ¡«î¤¥−¨©. �ë«® ¡ë, ®¤− ª®,
−¥¯à ¢¨«ì−® ¯ëâ âìáï ¯à®ª¢ −â®¢ âì ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨-
á«¥−¨¥ á æ¥«ìî − ©â¨ ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢ 
¤«ï ®¯¨á −¨ï ª¢ −â®¢ëå ï¢«¥−¨© ¯ãâ¥¬ ¬¥å −¨ç¥áª®© § ¬¥−ë
ª®¬¬ãâ â¨¢−ë¥  «£¥¡à −  −¥ª®¬¬ãâ â¨¢−ë¥. —¨â â¥«ì ¬®¦¥â
ã¡¥¤¨âìáï ¢ íâ®¬, ¯®¯à®¡®¢ ¢ á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª¨¬ ®¡à §®¬ ¯¥à¥-
−¥áâ¨ −  −¥ª®¬¬ãâ â¨¢−ë¥  «£¥¡àë ®¯à¥¤¥«¥−¨ï ¨ ª®−áâàãªæ¨¨
− áâ®ïé¥© £« ¢ë. �¥ã¤ ç  ¯®¯ëâ®ª ¯®¤®¡−®£® à®¤  ¯à¨−¨¬ ¥â
¯®¨áâ¨−¥ ª â áâà®ä¨ç¥áª¨¥ à §¬¥àë, ¥á«¨ ¯ëâ âìáï ¯¥à¥−®á¨âì
¡®«¥¥ â®−ª¨¥ ¨ £«ã¡®ª¨¥ ª®−áâàãªæ¨¨. ‚á¥ íâ¨ ¨ ¬−®£¨¥ ¤àã£¨¥
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¤®¢®¤ë ãª §ë¢ îâ −  â®, çâ® ¢àï¤ «¨ ¬®¦−® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨
 ¤¥ª¢ â−® ä®à¬ «¨§®¢ âì ª¢ −â®¢ë© ¯à¨−æ¨¯ − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨
−  ï§ëª¥ −¥ª®¬¬ãâ â¨¢−®©  «£¥¡àë (¨«¨ −¥ª®¬¬ãâ â¨¢−®© £¥®-
¬¥âà¨¨).

‘¥©ç á ¥áâì ¢á¥ ®á−®¢ −¨ï ¯®« £ âì, çâ® íâ  æ¥«ì ¬®¦¥â ¡ëâì
¤®áâ¨£−ãâ  ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ −  ï§ëª¥ ¢â®à¨ç−®£® ¤¨ää¥-
à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï, ï¢«ïîé¥£®áï á¢®¥®¡à §−ë¬ á¨−â¥§®¬
®¡ëç−®£® (=¯¥à¢¨ç−®£®) ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï ¨ £®-
¬®«®£¨ç¥áª®©  «£¥¡àë. ‚® ¢áïª®¬ á«ãç ¥, −¥ ¢ë§ë¢ ¥â á®¬−¥-
−¨©, çâ® íâ® ¨áç¨á«¥−¨¥ ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ï§ëª®¬ £¥®¬¥-
âà¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ −¥«¨−¥©−ëå ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ãà ¢−¥−¨©
¢ ç áâ−ëå ¯à®¨§¢®¤−ëå.
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ƒ‹�„Šˆ… ��‘‘‹�…�ˆŸ

10.1. ‚−ãâà¥−−ïï áâàãªâãà  â®çª¨. Š®−æ¥¯æ¨ï − ¡«î¤ ¥¬®-
áâ¨, à §¢¨â ï ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å £« ¢ å, ¯à¥¤¯®« £ ¥â, çâ® â®çª  |
íâ® í«¥¬¥−â à−ë© ®¡ê¥ªâ, ª®â®àë© ¬®¦−® ¨−¤¨¢¨¤ã «¨§¨à®¢ âì
¯à¨ ¯®¬®é¨ ¤ −−®© á¨áâ¥¬ë ¯à¨¡®à®¢, â. ¥. § ¤ −−®©  «£¥¡àë
− ¡«î¤ ¥¬ëå A. �¤− ª® ®¯ëâ ¦¨§−¨ ¢ à¥ «ì−®¬ ä¨§¨ç¥áª®¬
¬−®£®®¡à §¨¨ ¯®¤áª §ë¢ ¥â, çâ® â®çª  ¬®¦¥â ¨¬¥âì âã ¨«¨ ¨−ãî
ú¢−ãâà¥−−îî áâàãªâãàãû, − ¯à¨¬¥à ®¡« ¤ âì â¥¬¯¥à âãà®©,
æ¢¥â®¬, ¢« ¦−®áâìî ¨ â. ¤. ¨ â. ¯. �à¨¤ −¨¥ â®ç−®£® ¬ â¥-
¬ â¨ç¥áª®£® á¬ëá«  á«®¢ ¬ ú¢−ãâà¥−−ïï áâàãªâãà û ï¢«ï¥âáï
á«¥¤ãîé¨¬ −¥®¡å®¤¨¬ë¬ è £®¬ ¢  − «¨§¥ ª« áá¨ç¥áª®£® ¬¥å -
−¨§¬  − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨. �â® ¬®¦−® á¤¥« âì ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¯®−ïâ¨ï
à áá«®¥−¨ï, ¨§ãç¥−¨¥ ª®â®à®£® á®áâ ¢«ï¥â ¯à¥¤¬¥â − áâ®ïé¥©
£« ¢ë.

A priori, ¬ë ¤®«¦−ë ¤®¯ãáâ¨âì ¤¢¥ ¢®§¬®¦−®áâ¨, á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨¥ â®¬ã, ª ª®© áâ âãá, ®â−®á¨â¥«ì−ë© ¨«¨  ¡á®«îâ−ë©,
¯à¨¤ ¥âáï ª®−æ¥¯æ¨¨ ¢−ãâà¥−−¥© áâàãªâãàë ¢ à ¬ª å ª« áá¨ç¥-
áª®£® ¬¥å −¨§¬  − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨. �â−®á¨â¥«ì−®áâì ¢−ãâà¥−−¥©
áâàãªâãàë ®§− ç ¥â, çâ® ®−  ¬®¦¥â ¡ëâì ¨§ãç¥−  −¥ ¢ëå®¤ï
¨§ à ¬®ª ª« áá¨ç¥áª®£® ¯®¤å®¤ , ¯ãâ¥¬ ¯à®áâ®£® ¤®¡ ¢«¥−¨ï ª
ã¦¥ ¨¬¥îé¨¬áï ¯à¨¡®à ¬ −®¢ëå. Œ â¥¬ â¨ç¥áª¨© á¬ëá« íâ®©
ª®−áâàãªæ¨¨ § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ®  «£¥¡à  − ¡«î¤ ¥¬ëå A
à áè¨àï¥âáï ¤® ¡®«ìè¥©  «£¥¡àë B ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¢«®¦¥−¨ï

204
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i : A ↪→ B. �à¨ íâ®¬ ¢−ãâà¥−−ïï áâàãªâãà , ª®â®à®© ®¡« -
¤ ¥â â®çª  z ∈ |A|, ®¯¨áë¢ ¥âáï ¥¥ ¯à®®¡à §®¬ |i|−1(z) ⊂ |B|
¯à¨ ®â®¡à ¦¥−¨¨ R-á¯¥ªâà®¢ |i| : |B| → |A| (á¬. ¯. 3.19).

�à¨¬¥à. �¥áæ¢¥â−ë© âà¥å¬¥à−ë© ¬¨à R3 ¬®¦−® á¤¥« âì æ¢¥â-
−ë¬, ¥á«¨ ¤®¡ ¢¨âì ª ¨−áâàã¬¥−â ¬, ¨§¬¥àïîé¨¬ ª®®à¤¨− -
âë â®çª¨, ¥é¥ ®¤¨− ¯à¨¡®à, ¨§¬¥àïîé¨© æ¢¥â, â. ¥. ç áâ®âã
í«¥ªâà®¬ £−¨â−®£® ¨§«ãç¥−¨ï. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨ íâ® ®§− ç ¥â, çâ®
 «£¥¡à  A = C∞(R3) § ¬¥−ï¥âáï  «£¥¡à®© B = A ⊗R C, £¤¥
C |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ú¬−®£®®¡à §¨¨ æ¢¥â®¢û, ª®-
â®à®¥ ¥áâ¥áâ¢¥−−® ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á R1+. ‚«®¦¥−¨¥ i : A → B
®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯à ¢¨«®¬

A � a �→ a ⊗ 1C ∈ A⊗R C.

‚®§¢à é ïáì ª ®¡é¥¬ã á«ãç î, § ¬¥â¨¬, çâ® |i|−1(z) = |Bz|,
£¤¥ Bz = B/(µz ·B). ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢−ãâà¥−−ïï áâàãªâãà  â®ç-
ª¨ z ∈ A − ¡«î¤ ¥¬  ¯à¨ ¯®¬®é¨  «£¥¡àë Az. �à¥¤¯®«®¦¥−¨¥,
çâ® ¢á¥ â®çª¨ z ∈ |A| à ¢−®¯à ¢−ë ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ª -
¦¤ ï ¨§ −¨å ®¡« ¤ ¥â â ª®© ¦¥ ¢−ãâà¥−−¥© áâàãªâãà®© (¬®¦¥â
− å®¤¨âìáï ¢ â ª®¬ ¦¥ á®áâ®ï−¨¨ ¨ â. ¯.), ª ª ¨ «î¡ ï ¤àã£ ï,
®§− ç ¥â, çâ® ¬ë ¨¬¥¥¬ ¢ á¢®¥¬ à á¯®àï¦¥−¨¨ à ¢−®§− ç−ë¥ ¤®-
¯®«−¨â¥«ì−ë¥ ¢®§¬®¦−®áâ¨ − ¡«î¤ âì §  â¥¬, çâ® ¯à®¨áå®¤¨â
ú¢−ãâà¨û à §«¨ç−ëå â®ç¥ª á¯¥ªâà  |A|. �â® à ¢−®á¨«ì−® â®¬ã,
çâ® ¢á¥  «£¥¡àë ú¤®¯®«−¨â¥«ì−ëå − ¡«î¤ ¥¬ëåû Az ®¤¨− ª®-
¢ë, â. ¥. ¨§®¬®àä−ë ¬¥¦¤ã á®¡®©. …á«¨ íâ® ãá«®¢¨¥ à¥ «¨§ã¥âáï
−¥ª®â®àë¬ à¥£ã«ïà−ë¬ ®¡à §®¬ (á¬. ¯. 10.9), â® ®â®¡à ¦¥−¨¥
|i| : |B| → |A| − §ë¢ ¥âáï «®ª «ì−® âà¨¢¨ «ì−ë¬ £« ¤ª¨¬ à á-

á«®¥−¨¥¬. ‚ ¯à¨¢¥¤¥−−®¬ ¢ëè¥ ¯à¨¬¥à¥ íâ® ãá«®¢¨¥ ¢ë¯®«−¥−®,
¨ ¢á¥  «£¥¡àë Az ¨§®¬®àä−ë C.

�  ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤, ®â−®á¨â¥«ì−ë¥ ¢−ãâà¥−−¨¥ áâàãªâãàë
−¥ ¤®¡ ¢«ïîâ −¨ç¥£® −®¢®£® ¢ ª« áá¨ç¥áªãî áå¥¬ã − ¡«î¤ -
¥¬®áâ¨, â ª ª ª «î¡ ï −¥âà¨¢¨ «ì− ï áâàãªâãà  â ª®£® â¨¯ 
ª®¬¯¥−á¨àã¥âáï ¯®¤å®¤ïé¨¬ à áè¨à¥−¨¥¬  «£¥¡àë A. �â®, ®¤-
− ª®, −¥ ¢á¥£¤  ã¤®¡−® ¤¥« âì, ¥á«¨ ¬−®£®®¡à §¨¥ M = |A|
¨£à ¥â à®«ì íªà − , −  ª®â®à®¬ ¢ëá¢¥ç¨¢ îâáï â®çª¨, ¨¬¥îé¨¥
à §−ë¥ ¢−ãâà¥−−¨¥ áâàãªâãàë. ’ ª, − ¯à¨¬¥à, ®¡áâ®¨â ¤¥«®
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¢ á«ãç ¥ à¥ «ì−®£® ä¨§¨ç¥áª®£® ¯à®áâà −áâ¢ . �®«¥¥ â®£®, íâ®â
¢®¯à®á ¯¥à¥áâ ¥â ¡ëâì â®«ìª® ¢®¯à®á®¬ ã¤®¡áâ¢ , ¥á«¨ ú¢−ã-
âà¥−−¨¥ áâàãªâãàëû â®ç¥ª −  − è¥¬ íªà −¥ M  ¡á®«îâ−ë ¢ â®¬
á¬ëá«¥, çâ® −¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯¨á −ë à áá¬®âà¥−−ë¬ ¢ëè¥ á¯®á®-
¡®¬, â. ¥. ¢ à ¬ª å ª« áá¨ç¥áª®£® ¯®¤å®¤ . ’ ª®¢ë¬¨ ï¢«ïîâáï
ª¢ −â®¢ë¥ ï¢«¥−¨ï, ¬−®£®ç¨á«¥−−ë¥ ¯®¯ëâª¨ ®¡êïá−¨âì ª®â®-
àë¥ ¢¢¥¤¥−¨¥¬ â ª − §ë¢ ¥¬ëå úáªàëâëå ¯ à ¬¥âà®¢û, â. ¥.
¤®¯®«−¨â¥«ì−ëå ª« áá¨ç¥áª¨å − ¡«î¤ ¥¬ëå, ®ª § «¨áì −¥á®-
áâ®ïâ¥«ì−ë¬¨.

‘ª § −−®¥ ¢ëè¥ ¯à¨§¢ −® ¯®¤ç¥àª−ãâì à®«ì ¬−®£®®¡à §¨ï
ª ª ã−¨¢¥àá «ì−®£® (− è¥ ä¨§¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà −áâ¢®) ¨«¨ á¯¥-
æ¨ «¨§¨à®¢ −−®£® (− ¯à¨¬¥à, ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢®
¬¥å −¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë) íªà − , −  ª®â®à®¬ ¢¨§ã «¨§¨àã¥âáï ¨−-
â¥à¥áãîé ï − á ¨−ä®à¬ æ¨ï.

�¡áã¦¤ ¥¬®¥ ¢ íâ®© £« ¢¥ ¯®−ïâ¨¥ à áá«®¥−¨ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
á¨âã æ¨¨, ª®£¤  â®çª¨ −  íªà −¥ ¨¬¥îâ ®¤¨− ª®¢ë¥ ¢−ãâà¥−−¨¥
áâàãªâãàë.

�¨¦¥, ¥á«¨ íâ® −¥ ®£®¢®à¥−® ®á®¡®, ¢á¥  «£¥¡àë ¯à¥¤¯®« -
£ îâáï £« ¤ª¨¬¨.

10.2. Š¢ §¨à áá«®¥−¨¥ ª ª à áè¨à¥−¨¥  «£¥¡à. ’¥®à¨î
à áá«®¥−¨© ã¤®¡−® ¯à¥¤¢ à¨âì ®¡áã¦¤¥−¨¥¬ ¡®«¥¥ ®¡é¥£® ¯®−ï-
â¨ï | ª¢ §¨à áá«®¥−¨ï. ‚  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â¥à¬¨− å ¥£® ¬®¦−®
áä®à¬ã«¨à®¢ âì â ª.

�¯à¥¤¥«¥−¨¥. ƒ« ¤ª®¥ ª¢ §¨à áá«®¥−¨¥ | íâ® ¢«®¦¥−¨¥ £« ¤-
ª¨å  «£¥¡à i : A ↪→ B. Œ−®£®®¡à §¨¥ || − §ë¢ ¥âáï ¡ §®© ª¢ §¨-
à áá«®¥−¨ï i, ¬−®£®®¡à §¨¥ |B| | â®â «ì−ë¬ ¯à®áâà −áâ¢®¬

ª¢ §¨à áá«®¥−¨ï,   ®â®¡à ¦¥−¨¥ |i| : |B| → |A| | ¯à®¥ªæ¨¥©.

10.3. �à¨¬¥à I. � áá«®¥−¨¥-¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥. �ãáâì A ¨ C |
£« ¤ª¨¥  «£¥¡àë. �®«®¦¨¬ B = A ⊗R C (§¤¥áì, ª ª ¨ ¢ëè¥,
ç¥àâ  á¢¥àåã ®§− ç ¥â £« ¤ª®¥ ¯®¯®«−¥−¨¥  «£¥¡àë, á¬. ¯. 3.37)
¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¢«®¦¥−¨¥ i : A → B ¯à ¢¨«®¬ a �→ a⊗1. Š®−ªà¥â-
−ë¬ ¯à¨¬¥à®¬ â ª®£® ª¢ §¨à áá«®¥−¨ï ¬®¦¥â á«ã¦¨âì à áá«®¥-
−¨¥ â®à  − ¤ ®ªàã¦−®áâìî, ª®â®à®¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¢«®¦¥−¨¥



ƒ« ¤ª¨¥ à áá«®¥−¨ï 207

 «£¥¡à i : A ↪→ B, £¤¥

B = {g ∈ C∞(R2) | g(x+ 1, y) = g(x, y + 1) = g(x, y)}
|  «£¥¡à  ¤¢®ïª® ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å äã−ªæ¨© ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥−−ëå,
  A | ¥¥ ¯®¤ «£¥¡à , á®áâ®ïé ï ¨§ äã−ªæ¨©, −¥ § ¢¨áïé¨å ®â
y. ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨

A ={f ∈ C∞(R) | f(x+ 1) = f(x)}, (10.1)

C ={f ∈ C∞(R) | f(y + 1) = f(y)}, (10.2)

â® «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® A ⊗C ∼= B.

�¨á. 10.1.

�à¨¬¥à II. �ãâë«ª  Š«¥©− , à áá«®¥−− ï − ¤ ®ªàã¦−®áâìî
(á¬. à¨á. 10.2). �â® ¢«®¦¥−¨¥  «£¥¡àë

A = {f ∈ C∞(R) | f(x+ 1) = f(x)}
£« ¤ª¨å ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å äã−ªæ¨© −  ¯àï¬®© ¢  «£¥¡àã

B = {g ∈ C∞(R2) | g(x+ 1, y) = −g(x, y + 1) = g(x, y)}
¯® ¯à ¢¨«ã f �→ g : g(x, y) = f(x).
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�¨á. 10.2.

�à¨¬¥à III. „¢ã«¨áâ−®¥ − ªàëâ¨¥ ®ªàã¦−®áâ¨. ‚«®¦¥−¨¥  «-
£¥¡àë

A = {f ∈ C∞(R) | f(x+ 1) = f(x)}

¢ á¥¡ï ¯® ¯à ¢¨«ã f �→ g : g(x) = f(2x).

�à¨¬¥à IV. �¤−®«¨áâ−®¥ à áá«®¥−¨¥ ¯àï¬®© − ¤ ®ªàã¦−®-
áâìî. �ãáâì B = C∞(R),   A ⊂ B á®áâ®¨â ¨§ â¥å äã−ªæ¨©
f ∈ B, ¤«ï ª®â®àëå äã−ªæ¨ï x �→ f(1/x) ¨ ¢á¥ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤-
−ë¥ ¨¬¥îâ ª®−¥ç−ë¥ ¯à¥¤¥«ë ¯à¨ x → 0. �¥âàã¤−® ¯®−ïâì,
çâ® A ∼= C∞(S1) ¨ ¯à¨ ¯®¤å®¤ïé¥¬ ¢ë¡®à¥ íâ®£® ¨§®¬®àä¨§¬ 
¤ −−®¬ã ¢«®¦¥−¨î ®â¢¥ç ¥â ®â®¡à ¦¥−¨¥

R → S1 = {(x, y) | x2 + y2 = 1} : t �→
(
1− t2

1 + t2
,
2t
1 + t2

)
.

�¡à §®¬ íâ®£® ®â®¡à ¦¥−¨ï ï¢«ï¥âáï ¢áï ®ªàã¦−®áâì ¡¥§ ®¤−®©
â®çª¨.
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�à¨¬¥à V. ‚ ¯ã−ªâ¥ 9.18 ®¯¨á −® ®â®¡à ¦¥−¨¥

πT : TM → M, (z, ξ) �→ z,

ª á â¥«ì−®£® ¯à®áâà −áâ¢  TM ¬−®£®®¡à §¨ï M −  á ¬® íâ®
¬−®£®®¡à §¨¥. �ç¥¢¨¤−®, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥  «£¥¡à
£« ¤ª¨å äã−ªæ¨© C∞(M)→ C∞(TM) ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä−ë¬
¢«®¦¥−¨¥¬ £« ¤ª¨å  «£¥¡à.

� ¨¡®«¥¥ ¢ ¦−ë¬ ª« áá®¬ £« ¤ª¨å ª¢ §¨à áá«®¥−¨© ï¢«ï-
îâáï à áá«®¥−¨ï (á¬. ¯¯. 10.9 ¨ 10.10) | ª¢ §¨à áá«®¥−¨ï,
®¡« ¤ îé¨¥ á¢®©áâ¢®¬ «®ª «ì−®© âà¨¢¨ «ì−®áâ¨. ˆ§ ¯à¨¢¥-
¤¥−−®£® á¯¨áª  ¯à¨¬¥àë I{III,V ®¡« ¤ îâ íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬,
  ¯à¨¬¥à IV | −¥â. —â®¡ë ¤ âì â®ç−®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ «®ª «ì−®©
âà¨¢¨ «ì−®áâ¨, − ¬ ¯®− ¤®¡ïâáï ¯®−ïâ¨¥ á«®ï ª¢ §¨à áá«®¥−¨ï
¨ ¯à®æ¥¤ãà  «®ª «¨§ æ¨¨.

10.4. ‘«®© ª¢ §¨à áá«®¥−¨ï. ƒ¥®¬¥âà¨ç¥áª¨, á«®¥¬ ª¢ §¨-
à áá«®¥−¨ï i : A → B − ¤ â®çª®©h ∈ |A| − §ë¢ ¥âáï ¥¥ ¯à®®¡à §
¯à¨ ®â®¡à ¦¥−¨¨ |i| : |B| → |A|.

‚ ¯à¨¬¥à å I{II á«®¥¬ ª¢ §¨à áá«®¥−¨ï ï¢«ï¥âáï ®ªàã¦-
−®áâì, ¢ ¯à¨¬¥à¥ III | ¯ à  â®ç¥ª,   ¢ ¯à¨¬¥à¥ IV, ¢ § ¢¨á¨¬®-
áâ¨ ®â ¢ë¡®à  â®çª¨ z, á«®© «¨¡® ¯ãáâ, «¨¡® á®áâ®¨â ¨§ ®¤−®©
â®çª¨. ˆ − ª®−¥æ, ¢ ¯à¨¬¥à¥ V á«®© TzM ¨§®¬®àä¥− ¯à®áâà −-
áâ¢ã Rn. �¡à â¨â¥ ¢−¨¬ −¨¥ −  â®, çâ® ¢ ¯à¨¬¥à å I ¨ II ¡ § 
¨ á«®© ª¢ §¨à áá«®¥−¨ï ®¤¨− ª®¢ë,   â®â «ì−ë¥ ¯à®áâà −áâ¢ 
à §«¨ç−ë.

�«£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ á«®ï − ¤ â®çª®© a ∈ |A| ¬®¦−®
áä®à¬ã«¨à®¢ âì â ª: íâ® ä ªâ®à «£¥¡à   «£¥¡àë B ¯® ¨¤¥ «ã,
¯®à®¦¤¥−−®¬ã ¬−®¦¥áâ¢®¬ i(µa), £¤¥ µa ⊂ A | ¬ ªá¨¬ «ì−ë©
¨¤¥ « â®çª¨ a.
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10.5. Š â¥£®à¨ï ª¢ §¨à áá«®¥−¨©. Œ®àä¨§¬ ª¢ §¨à áá«®¥-
−¨ï i1 : A → B1 ¢ ª¢ §¨à áá«®¥−¨¥ i2 : A → B2 | íâ®, ¯® ®¯à¥-
¤¥«¥−¨î, £®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à ϕ : B2 → B1, § ¬ëª îé¨© ª®¬-
¬ãâ â¨¢−ãî ¤¨ £à ¬¬ã

A
i1

����
��

��
� i2

���
��

��
��

B1 B2
ϕ

��

�ª¢¨¢ «¥−â− ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  −  ï§ëª¥ á¯¥ªâà®¢ (á¬. 8.6 ¨ 3.4)
á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¤®«¦−  ¡ëâì ª®¬¬ãâ â¨¢−®© ¤¨ £à ¬¬ 

|B1|
|ϕ|

��

|i1| ���
��

��
��

�
|B2|

|i2|����
��

��
��

|A|

�â® §− ç¨â, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ |ϕ| ¯¥à¥¢®¤¨â á«®¨ ®¤−®£® ª¢ §¨-
à áá«®¥−¨ï ¢ á«®¨ ¤àã£®£®: |ϕ|(|i1|−1(a)) ⊂ |i2|−1(a), ¨«¨, çâ® â®
¦¥ á ¬®¥, ϕ(B2 · i2(µa)) ⊂ B1 · i1(µa) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ a ∈ |A|.

‘®¢®ªã¯−®áâì ¢á¥å ª¢ §¨à áá«®¥−¨© − ¤ £« ¤ª®©  «£¥¡à®©
A = C∞(M) ¨ ¬®àä¨§¬®¢ ¬¥¦¤ã −¨¬¨ á®áâ ¢«ï¥â ª â¥£®à¨î

ª¢ §¨à áá«®¥−¨© − ¤ M, ®¡®§− ç ¥¬ãî QBM .
…á«¨ ϕ | ¨§®¬®àä¨§¬, ¨«¨, çâ® íª¢¨¢ «¥−â−®, |ϕ| | ¤¨ä-

ä¥®¬®àä¨§¬, â® ª¢ §¨à áá«®¥−¨ï i1 ¨ i2 − §ë¢ îâáï íª¢¨¢ -

«¥−â−ë¬¨.‚ â®¬ ç áâ−®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  £®¬®¬®àä¨§¬ ϕ áîàê¥ª-
â¨¢¥−, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á®¡áâ¢¥−−®¬ã ¢«®¦¥−¨î ¬−®£®®¡à §¨©
|B1| → |B2|, à áá«®¥−¨¥ i1 − §ë¢ ¥âáï ¯®¤à áá«®¥−¨¥¬ ª¢ §¨-
à áá«®¥−¨ï |i2|.

�à®áâ¥©è¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ ª¢ §¨à áá«®¥−¨ï á ¡ §®© M ¨ á«®-
¥¬ F á«ã¦¨â à áá«®¥−¨¥-¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ M × F á ¥áâ¥áâ¢¥−−®©
¯à®¥ªæ¨¥© −  ¯¥à¢ë© á®¬−®¦¨â¥«ì, ¨«¨, ¢  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â¥à-
¬¨− å, ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ ¢«®¦¥−¨¥  «£¥¡àë = C∞(M) ¢ ¯®¯®«−¥−-
−®¥ â¥−§®à−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ A ⊗ C, £¤¥ C = C∞(F ).
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Š¢ §¨à áá«®¥−¨¥, íª¢¨¢ «¥−â−®¥ ¢ ª â¥£®à¨¨ QBM ª¢ §¨-
à áá«®¥−¨î â ª®£® à®¤ , − §ë¢ ¥âáï âà¨¢¨ «ì−ë¬ à áá«®¥−¨¥¬.
Š¢ §¨à áá«®¥−¨¥, «®ª «ì−® ¨§®¬®àä−®¥ âà¨¢¨ «ì−®¬ã, − §ë-
¢ ¥âáï (¯à®áâ®) à áá«®¥−¨¥¬. ’®ç−ë© á¬ëá« íâ  äà §  ¯®«ãç¨â
¯®á«¥ â®£®, ª ª ¬ë ®¡êïá−¨¬, çâ® â ª®¥ «®ª «¨§ æ¨ï.

10.6. ‹®ª «¨§ æ¨ï. –¥«ì íâ®£® ¯ã−ªâ  | ®¯¨á −¨¥  «£¥¡à -
¨ç¥áª®© ª®−áâàãªæ¨¨, ¯®§¢®«ïîé¥© ¤ âì ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥
®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ®¯¥à æ¨¨ ®£à −¨ç¥−¨ï £« ¤ª®©  «£¥¡àë −  ®âªàë-
â®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢® (á¬. ¯. 3.23).

�ãáâìA | ª®¬¬ãâ â¨¢−®¥ ª®«ìæ® á ¥¤¨−¨æ¥© ¨ S | ¬ã«ìâ¨-

¯«¨ª â¨¢−®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢® ¢ A, â. ¥. S § ¬ª−ãâ® ®â−®á¨â¥«ì−®
ã¬−®¦¥−¨ï, á®¤¥à¦¨â 1 ¨ −¥ á®¤¥à¦¨â 0. ‚ ¬−®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ¯ à
¢¨¤  (a, s), £¤¥ a ∈ A, s ∈ S, à áá¬®âà¨¬ ®â−®è¥−¨¥ íª¢¨¢ -
«¥−â−®áâ¨

(a1, s1) ∼ (a2, s2) def⇐⇒ ∃s ∈ S : s(a1s2 − a2s1) = 0.

Š« áá íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨ ¯ àë (a, s) ®¡®§− ç ¥âáï
a

s
(¨«¨ a/s)

¨ − §ë¢ ¥âáï ä®à¬ «ì−®© ¤à®¡ìî; ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å â ª¨å ª« áá®¢
®¡®§− ç ¥âáï S−1A. ‘«®¦¥−¨¥ ¨ ã¬−®¦¥−¨¥ ä®à¬ «ì−ëå ¤à®¡¥©
¬®¦−® ¢¢¥áâ¨ á®£« á−® ®¡ëç−ë¬ ä®à¬ã« ¬:

a1
s1

· a2
s2
=

a1a2
s1s2

,
a1
s1
+

a2
s2
=

a1s2 + a2s1
s1s2

.

Œ−®¦¥áâ¢® S−1A, ¯à¥¢à é¥−−®¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¢ ª®«ìæ®, − §ë-
¢ ¥âáï «®ª «¨§ æ¨¥© ª®«ìæ  A ¯® ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢−®¬ã ¯®¤¬−®-

¦¥áâ¢ã S. ’à¨¢¨ «ì−ë¥ ¯à®¢¥àª¨ ¯à¥¤®áâ ¢«ïîâáï ç¨â â¥«î.
�¯à¥¤¥«¨¬ ª −®−¨ç¥áª¨© £®¬®¬®àä¨§¬ ι : A → S−1A á®®â-

−®è¥−¨¥¬ ι(a) = a/1. ‚®®¡é¥ £®¢®àï, ι −¥ ï¢«ï¥âáï −¨ ¬®−®-
¬®àä¨§¬®¬, −¨ í¯¨¬®àä¨§¬®¬.

�ãáâì â¥¯¥àì P | A-¬®¤ã«ì. „¥©áâ¢ãï ¯® ¯à¨¢¥¤¥−−®©
¢ëè¥ áå¥¬¥ ®¯à¥¤¥«¨¬ −  ¬−®¦¥áâ¢¥ ¯ à ¢¨¤  (p, s), £¤¥ p ∈ P ,
s ∈ S, ®â−®è¥−¨¥ íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨, ¯®«®¦¨¢

(p1, s1) ∼ (p2, s2)
def⇐⇒ ∃s ∈ S : s(p1s2 − p2s1) = 0.
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Š« áá íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨ ¯ àë (p, s) ®¡®§− ç ¥âáï
p

s
(¨«¨ p/s)

¨ â ª¦¥ − §ë¢ ¥âáï ä®à¬ «ì−®© ¤à®¡ìî; ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å â ª¨å
ª« áá®¢ ®¡®§− ç ¥âáï S−1P .

“¯à ¦−¥−¨ï. I. �à®¢¥àìâ¥, çâ® ®¯¥à æ¨ï á«®¦¥−¨ï í«¥¬¥−â®¢
S−1P ¨ ®¯¥à æ¨ï ã¬−®¦¥−¨ï í«¥¬¥−â  S−1P −  í«¥¬¥−â  «£¥¡àë
S−1A, ¢¢®¤¨¬ë¥ á«¥¤ãîé¨¬¨ ä®à¬ã« ¬¨:

p1
s1
+

p2
s2
=

p1s2 + p2s1
s1s2

,
a1
s1

· p2
s2
=

a1p2
s1s2

,

ª®àà¥ªâ−® ®¯à¥¤¥«¥−ë ¨ ¯à¥¢à é îâ S−1P ¢ S−1A-¬®¤ã«ì.
II. �ãáâì ϕ : P −→ Q | £®¬®¬®àä¨§¬ A-¬®¤ã«¥©. „®ª -

¦¨â¥, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ S−1(ϕ) : S−1P −→ S−1Q, § ¤ ¢ ¥¬®¥
ä®à¬ã«®©

S−1(ϕ)
(p
s

) def= ϕ(p)
s

, p ∈ P, s ∈ S,

ª®àà¥ªâ−® ®¯à¥¤¥«¥−® ¨ ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ S−1A-¬®-
¤ã«¥©.

�¥§î¬¨àãï à¥§ã«ìâ âë íâ®£® ¯ã−ªâ , ¬®¦−® áª § âì, çâ®
¯à¨¢¥¤¥−−ë¥ §¤¥áì ª®−áâàãªæ¨¨ á®¯®áâ ¢«ïîâ ¬ã«ìâ¨¯«¨ª -
â¨¢−®¬ã ¯®¤¬−®¦¥áâ¢ã S ⊂ A äã−ªâ®à ¨§ ª â¥£®à¨¨ A-¬®¤ã«¥©
¢ ª â¥£®à¨î S−1A-¬®¤ã«¥©.

I. …á«¨ ¢ A −¥â ¤¥«¨â¥«¥© −ã«ï ¨ S = A \ {0}, â® S−1A ¥áâì
¯®«¥ ç áâ−ëå ª®«ìæ  A.

II. �ãáâì A = Z ¨ S | ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å −¥®âà¨æ â¥«ì−ëå
áâ¥¯¥−¥© ç¨á«  10. ’®£¤  S−1A | ¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å à æ¨®− «ì−ëå
ç¨á¥«, ¤¥áïâ¨ç− ï § ¯¨áì ª®â®àëå ª®−¥ç− .

III. …á«¨ A = C∞(M), x ∈ M ¨ S = A \ µx, â® S−1A ¥áâì
ª®«ìæ® à®áâª®¢ £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  M ¢ â®çª¥ x (ç¨â â¥«¨,
§− ª®¬ë¥ á ¯®−ïâ¨¥¬ à®áâª , ¬®£ãâ ¤®ª § âì íâ®â ä ªâ ¢ ª ç¥-
áâ¢¥ ã¯à ¦−¥−¨ï; ®áâ «ì−ë¥, ¯à¨−ï¢ ¥£® §  ®¯à¥¤¥«¥−¨¥, ¬®£ãâ
¯®¯ëâ âìáï ¯®−ïâì ¥£® £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá«).
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10.7. �à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì U | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢®

¬−®£®®¡à §¨ï M,

A = C∞(M) ¨ S = {f ∈ A | f(x) �= 0 ∀x ∈ U}.
’®£¤  S−1A ∼= C∞(U),   ª −®−¨ç¥áª¨© £®¬®¬®àä¨§¬

ι : C∞(M) → C∞(U) á®¢¯ ¤ ¥â á £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ®£à −¨ç¥-

−¨ï: ι(f) = f
∣∣
U

.

� „«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï à áá¬®âà¨¬ ®â®¡à -
¦¥−¨¥ α : S−1A → C∞(U), ¤¥©áâ¢ãîé¥¥ ¯® ¯à ¢¨«ã

α

(
f

s

)
(x) =

f(x)
s(x)

, f ∈ A, s ∈ S, x ∈ U,

â. ¥. ¯à¥¢à é îé¥¥ ä®à¬ «ì−ãî ¤à®¡ì ¢ ®¡ëç−®¥ ç áâ−®¥ ¤¢ãå
äã−ªæ¨©. �â® ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ª®àà¥ªâ−®, ¯®áª®«ìªã í«¥¬¥−âë
s ∈ S −¥ ®¡à é îâáï ¢ −ã«ì ¢ â®çª å U. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®
α(f1/s1) = α(f2/s2). ’®£¤  äã−ªæ¨ï f1s2 − f2s1 â®¦¤¥áâ¢¥−−®
à ¢−  −ã«î −  U. �® «¥¬¬¥ II ¯ã−ªâ  4.17 áãé¥áâ¢ã¥â äã−ª-
æ¨ï s ∈ S, â®¦¤¥áâ¢¥−−® à ¢− ï −ã«î ¢−¥ U. �à®¨§¢¥¤¥−¨¥
íâ¨å ¤¢ãå äã−ªæ¨© ¡ã¤¥â â®¦¤¥áâ¢¥−−® à ¢−® −ã«î −  ¢á¥¬
¬−®£®®¡à §¨¨ M: s(f1s2 − f2s1) = 0 ª ª í«¥¬¥−â  «£¥¡àë A.
‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, ä®à¬ «ì−ë¥ ¤à®¡¨ f1/s1 ¨ f2/s2 à ¢−ë ¬¥¦-
¤ã á®¡®©. �â® ¤®ª §ë¢ ¥â ¨−ê¥ªâ¨¢−®áâì ®â®¡à ¦¥−¨ï α. …£®
áîàê¥ªâ¨¢−®áâì ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬ë. �
“¯à ¦−¥−¨¥. �à¨¢¥¤¨â¥ ¯à¨¬¥à â ª®© £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©, −® −¥
£« ¤ª®©  «£¥¡àë A ¨ â ª®£® ®âªàëâ®£® ¯®¤¬−®¦¥áâ¢  U ⊂ |A|,
çâ®  «£¥¡àë S−1A ¨ A|U −¥ ¨§®¬®àä−ë.

10.8. ‹¥¬¬ . �ãáâì U | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢® ¬−®£®-

®¡à §¨ï M ¨ f ∈ C∞(U). ’®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äã−ªæ¨ï

g ∈ C∞(M), −¨£¤¥ −  U −¥ ®¡à é îé ïáï ¢ −ã«ì, çâ® ¯à®-

¨§¢¥¤¥−¨¥ fg £« ¤ª® ¯à®¤®«¦ ¥âáï −  ¢á¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ M ¨,

á«¥¤®¢ â¥«ì−®, f = α(fg/g).

� ‘âà®£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ä ªâ  ¬®¦−® ¯®«ãç¨âì ¯à¨
¯®¬®é¨ â¥å−¨ª¨ úà §¡¨¥−¨ï ¥¤¨−¨æëû, ®¯¨á −−®© ¢ £« ¢¥ 2.
„¥â «¨ ¬ë ®áâ ¢«ï¥¬ ç¨â â¥«î ¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦−¥−¨ï. �
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’¥¯¥àì ¬ë ¢ á®áâ®ï−¨¨ ¤ âì áâà®£®¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥-
«¥−¨¥ à áá«®¥−¨ï. ‚− ç «¥ − ¯®¬−¨¬, çâ® á® ¢áïª¨¬ £®¬®¬®à-
ä¨§¬®¬ K- «£¥¡à ϕ : A −→ B á¢ï§ë¢ ¥âáï ®¯¥à æ¨ï § ¬¥−ë

ª®«¥æ. �−  á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¢áïª¨© B-¬®¤ã«ì R à áá¬ âà¨¢ -
¥âáï ª ª A-¬®¤ã«ì: a · r def= ϕ(a)r, a ∈ A, r ∈ R. ‚ ç áâ−®áâ¨,
¨  «£¥¡à  B ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª A-¬®¤ã«ì, ¯®íâ®¬ã ¤«ï
§ ¤ −−®£® ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢−®£® ¯®¤¬−®¦¥áâ¢  S ⊂ A ®¯à¥¤¥«¥−
S−1A-¬®¤ã«ì S−1B.

10.9. �¯à¥¤¥«¥−¨¥. �ãáâì A, B ¨ F | £« ¤ª¨¥  «£¥¡àë.
ˆ−ê¥ªâ¨¢−ë© £®¬®¬®àä¨§¬ i : A → B − §ë¢ ¥âáï à áá«®¥−¨-

¥¬ |B| − ¤ |A| á® á«®¥¬ |F |, ¥á«¨ ª ¦¤ ï â®çª  z ∈ |A|
®¡« ¤ ¥â ®âªàëâ®© ®ªà¥áâ−®áâìîUz ⊂ |A|, − ¤ ª®â®à®© «®ª «¨-
§ æ¨ï £®¬®¬®àä¨§¬  i íª¢¨¢ «¥−â−  à áá«®¥−¨î-¯à®¨§¢¥¤¥−¨î
S−1

z A → S−1
z A ⊗ F , £¤¥ Sz ⊂ A | ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢− ï á¨-

áâ¥¬ , ®â¢¥ç îé ï ¯®¤¬−®¦¥áâ¢ã Uz, â. ¥. á®áâ®ïé ï ¨§ ¢á¥å
í«¥¬¥−â®¢  «£¥¡àë A, §− ç¥−¨ï ª®â®àëå ¢ â®çª å Uz ®â«¨ç−ë
®â 0. ’®ç−¥¥ £®¢®àï, ¤®«¦¥− áãé¥áâ¢®¢ âì ¨§®¬®àä¨§¬  «£¥¡à
p : S−1

z B → S−1
z A ⊗ F , ¤¥« îé¨© ª®¬¬ãâ â¨¢−ë¬ âà¥ã£®«ì−¨ª

S−1
z A

S−1
z (i) ��

j ������������
S−1

z B

p������������

S−1
z A⊗ F

£¤¥ j | ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥ ¢áïª¨© í«¥¬¥−â
a ¢ a ⊗ 1. (� ¯®¬−¨¬ ¥é¥ à §, çâ® ç¥àâ  ®¡®§− ç ¥â £« ¤ª®¥
§ ¬ëª −¨¥  «£¥¡àë.)

� áá«®¥−¨¥ π âà¨¢¨ «ì−® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯à¥-
¤ë¤ãé¥¥ ãá«®¢¨¥ ( ªá¨®¬  «®ª «ì−®© âà¨¢¨ «ì−®áâ¨) ¢ë¯®«-
−ï¥âáï ¤«ï −¥£® ¯à¨ Ua =M.

ƒ¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© − «®£ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ®¯à¥¤¥«¥−¨ï ä®à¬ã«¨-
àã¥âáï −¥áª®«ìª® ¯à®é¥. �ª¢¨¢ «¥−â−®áâì ®¡®¨å ®¯à¥¤¥«¥−¨©
¢¯®«−¥ ®ç¥¢¨¤− .
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10.10. �¯à¥¤¥«¥−¨¥. �ãáâì E ¨ M | £« ¤ª¨¥ ¬−®£®®¡à -
§¨ï. ƒ« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ π : E → M − §ë¢ ¥âáï à áá«®¥−¨-

¥¬, ¥á«¨ ¤«ï −¥ª®â®à®£® ¬−®£®®¡à §¨ï F ¢ë¯®«−ï¥âáï á«¥-
¤ãîé¥¥ ãá«®¢¨¥: «î¡ ï â®çª  x ∈ M ®¡« ¤ ¥â ®ªà¥áâ−®áâìî
U ⊂ M, ¤«ï ª®â®à®© áãé¥áâ¢ã¥â âà¨¢¨ «¨§ãîé¨© ¤¨ää¥®-
¬®àä¨§¬ ϕ : π−1(U) → U × F , § ¬ëª îé¨© ª®¬¬ãâ â¨¢−ãî
¤¨ £à ¬¬ã

π−1(U)
ϕ

��

π
����

��
��

��
�

U × F

p
������

��
��

�

U

£¤¥ p | ¯à®¥ªæ¨ï −  ¯¥à¢ë© á®¬−®¦¨â¥«ì.

�à¨ íâ®¬ M − §ë¢ ¥âáï ¡ §®©, F | á«®¥¬,   E |
(â®â «ì−ë¬) ¯à®áâà −áâ¢®¬ à áá«®¥−¨ï π. ƒ®¢®àïâ â ª¦¥,

çâ® E à áá« ¨¢ ¥âáï − ¤ M á® á«®¥¬ F , ¨ ¯¨èãâ E
F→ M.

�à®áâà −áâ¢® à áá«®¥−¨ï π ®¡ëç−® ®¡®§− ç ¥âáï Eπ. “á«®¢¨¥
«®ª «ì−®© âà¨¢¨ «ì−®áâ¨ ®§− ç ¥â, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ π «®ª «ì-
−® ãáâà®¥−® ª ª ¯à®¥ªæ¨ï ¯àï¬®£® ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï ¬−®£®®¡à §¨©
−  ®¤¨− ¨§ á®¬−®¦¨â¥«¥©.

‘«®¥¬ à áá«®¥−¨ï π − ¤ â®çª®© x ∈ M − §ë¢ ¥âáï ¬−®¦¥-
áâ¢® πx = π−1(x). Š ¦¤ë© á«®© Eπ, á− ¡¦¥−−ë© áâàãªâãà®©
¯®¤¬−®£®®¡à §¨ï¬−®£®®¡à §¨ïE, ¤¨ää¥®¬®àä¥− ä¨ªá¨à®¢ −-
−®¬ã ú¢−¥è−¥¬ãû á«®î F .

10.11. …é¥ −¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢. ‚ −¨¦¥á«¥¤ãîé¨å ¯à¨¬¥-
à å ¬ë ¯à¨¢®¤¨¬ â®«ìª® £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ª®−áâàãªæ¨î. —¨â -
â¥«î à¥ª®¬¥−¤ã¥âáï ¢ ª ¦¤®¬ á«ãç ¥ ®¯¨á âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥
¢«®¦¥−¨¥ £« ¤ª¨å  «£¥¡à.

I. � áá«®¥−¨¥ ¯àï¬®© − ¤ ®ªàã¦−®áâìî (áà. ¯. 6.2). �à¥¤-
áâ ¢«ïï á¥¡¥ ®ªàã¦−®áâì ª ª ¬−®¦¥áâ¢® ª®¬¯«¥ªá−ëå ç¨á¥«, ¯®
¬®¤ã«î à ¢−ëå ¥¤¨−¨æ¥, ®â®¡à ¦¥−¨¥ R1 → S1 ¬®¦−® § ¤ âì
ä®à¬ã«®© t �→ eit. „«ï «î¡®© â®çª¨ x ∈ S1 ¢ ª ç¥áâ¢¥ U ¢ ãá«®-
¢¨¨ «®ª «ì−®© âà¨¢¨ «ì−®áâ¨ ¬®¦−® ¢§ïâì «î¡®¥ á®¤¥à¦ é¥¥ x
á®¡áâ¢¥−−®¥ ®âªàëâ®¥ ¬−®¦¥áâ¢®.
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‚ ¯à¨¢¥¤¥−−®¬ ¯à¨¬¥à¥ á«®¥¬ á«ã¦¨â −ã«ì¬¥à−®¥ ¬−®-
£®®¡à §¨¥ Z. � áá«®¥−¨ï á −ã«ì¬¥à−ë¬¨ á«®ï¬¨ − §ë¢ îâáï
− ªàëâ¨ï¬¨.

II. „àã£®© ¯à¨¬¥à − ªàëâ¨ï | ®â®¡à ¦¥−¨¥ Sn → RPn,
ª®â®à®¥ áâ ¢¨â ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ â®çª¥ x ∈ Sn ⊂ Rn ¯àï¬ãî, ¯à®-
å®¤ïéãî ç¥à¥§ íâã â®çªã ¨ − ç «® ª®®à¤¨− â (á¬. ®¯à¥¤¥«¥−¨ï
¢ ¯. 5.10). �â® à áá«®¥−¨¥ âà¨¢¨ «ì−® − ¤ ¤®¯®«−¥−¨¥¬ ª «î¡®©
£¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ RPn \ RPn−1. …£® á«®© á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå â®ç¥ª.

III. �âªàëâë© «¨áâ Œñ¡¨ãá  à áá« ¨¢ ¥âáï − ¤ ®ªàã¦−®-
áâìî á® á«®¥¬ ¯àï¬ ï: M

R→ S1. ‡¤¥áì M ¥áâì ¯®«®á  [0, 1]× R
á ®â®¦¤¥áâ¢«¥−−ë¬¨ â®çª ¬¨ (0, y) ¨ (1,−y) ¤«ï ª ¦¤®£® y ∈ R,
S1 ¥áâì ®âà¥§®ª [0, 1] á ®â®¦¤¥áâ¢«¥−−ë¬¨ ª®−æ ¬¨ 0 ¨ 1,   ¯à®-
¥ªæ¨ï π : M → S1 ãáâà®¥−  â ª: π(x, y) = x. � £«ï¤−® ¬®¦−®
á¥¡¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïâì (á¬. à¨á. 6.2), çâ® «¨áâ Œñ¡¨ãá  (áâ −¤ àâ−®
¢«®¦¥−−ë© ¢ R3) á¦¨¬ ¥âáï ª á¢®¥© áà¥¤−¥© «¨−¨¨ | á«®ï-
¬¨ − ¤ â®çª ¬¨ áà¥¤−¥© «¨−¨¨ á«ã¦ â ¯¥à¯¥−¤¨ªã«ïà−ë¥ ¥©
(®âªàëâë¥) ®âà¥§ª¨.

�à®¢¥à¨¬  ªá¨®¬ã «®ª «ì−®© âà¨¢¨ «ì−®áâ¨ ¤«ï íâ®£® ¯à¨-
¬¥à . …á«¨ a ∈ S1 | ¢−ãâà¥−−ïï â®çª  ®âà¥§ª  [0, 1], â® ¢ ª -
ç¥áâ¢¥ ®ªà¥áâ−®áâ¨ U ¬®¦−® ¢§ïâì ¨−â¥à¢ « ]0, 1[, ¥á«¨ ¦¥
a = 0, â® ¯®«®¦¨¬ U = {x ∈ S1

∣∣ x �= 1
2},   ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬

ϕ : π−1(U)→ U × R ®¯à¥¤¥«¨¬ â ª:

ϕ(x, y) =

{
(x, y), ¥á«¨ x < 1

2 ,

(x,−y), ¥á«¨ x > 1
2 .

IV. � áá«®¥−¨¥ ¥¤¨−¨ç−ëå ª á â¥«ì−ëå ¢¥ªâ®à®¢ ª áä¥à¥
π : T1S2 → S2. �à®áâà −áâ¢® íâ®£® à áá«®¥−¨ï

T1S
2 = {(x, y) ∈ R3 × R3

∣∣ |x| = 1, |y| = 1, x ⊥ y}
¥áâì ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥ ¢ R6. ‡ áâ ¢«ïï £àã¯¯ã ®àâ®£®− «ì−ëå
¯à¥®¡à §®¢ −¨© âà¥å¬¥à−®£® ¯à®áâà −áâ¢  ¤¥©áâ¢®¢ âì −  ä¨ª-
á¨à®¢ −−ë© ¥¤¨−¨ç−ë© ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à ª áä¥à¥, ¬ë ¯®-
«ãç¨¬ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ T1S

2 ∼= SO(3) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, ¤¨ä-
ä¥®¬®àä¨§¬ T1S2 ∼= RP 3. —¨â â¥«ì, ª®−¥ç−®, § ¬¥â¨«, çâ®
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¯à®áâà −áâ¢® à áá«®¥−¨ï T1S2 | íâ® ¥é¥ ®¤−  (¯ïâ ï) à¥ «¨§ -
æ¨ï ¬−®£®®¡à §¨ï, à áá¬®âà¥−−®£® ¢ − ç «¥ ª−¨£¨ ¢ ¯à¨¬¥à å
1.1{1.4. ‘«®¥¬ íâ®£® à áá«®¥−¨ï ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤−®, ®ªàã¦-
−®áâì.

„«ï ¯à®¢¥àª¨ «®ª «ì−®© âà¨¢¨ «ì−®áâ¨ ¤®ª ¦¥¬, çâ® à á-
á¬ âà¨¢ ¥¬®¥ à áá«®¥−¨¥ âà¨¢¨ «ì−® − ¤ «î¡®© ®âªàëâ®© ¯®-
«ãáä¥à®© ¢ S2. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¥á«¨ U | íâ  ¯®«ãáä¥à  ¨ S1

| ¥¥ £à −¨æ , â®, ®â®¦¤¥áâ¢«ïï â®çª¨ U ¨ S1 á ¨å à ¤¨ãá-
¢¥ªâ®à ¬¨, ¯®«®¦¨¬ ϕ(x, z) = x × z (¢¥ªâ®à−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥)
¤«ï x ∈ U ¨ z ∈ S1. �®áª®«ìªã ¢¥ªâ®àë x ∈ U ¨ z ∈ S1

−¨ª®£¤  −¥ ª®«¨−¥ à−ë, ®â®¡à ¦¥−¨¥ ϕ : U ×S1 → π−1(U) ¥áâì
¤¨ää¥®¬®àä¨§¬.

V. Š®¬¯®§¨æ¨ï à áá«®¥−¨ï S3 → RP 3, ®¯à¥¤¥«¥−−®£®
¢ ¯à¨¬¥à¥ II, á à áá«®¥−¨¥¬ RP 3 → S2, ®¯à¥¤¥«¥−−ë¬ ¢ ¯à¨-
¬¥à¥ IV, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© à áá«®¥−¨¥ S3 − ¤ S2 á® á«®¥¬
S1, − §ë¢ ¥¬®¥ à áá«®¥−¨¥¬ •®¯ä , áà ¢−¨â¥ á. ¯. 6.17(II).
�à®¢¥àªã ãá«®¢¨ï «®ª «ì−®© âà¨¢¨ «ì−®áâ¨ ¬ë ¯à¥¤®áâ ¢«ï¥¬
ç¨â â¥«î.

VI. ’ ¢â®«®£¨ç¥áª®¥ à áá«®¥−¨¥ − ¤ £à áá¬ −¨ −®¬. �ãáâì
Gn,k | ¬−®£®®¡à §¨¥ k-¬¥à−ëå «¨−¥©−ëå ¯®¤¯à®áâà −áâ¢
n-¬¥à−®£® ¯à®áâà −áâ¢ Rn (á¬. ¯à¨¬¥à IV ¨§ ¯. 5.10) ¨ En,k ¥áâì
¬−®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯ à (x, L), £¤¥ x ∈ L ∈ Gn,k, á− ¡¦¥−−®¥ áâàãª-
âãà®© ¯®¤¬−®£®®¡à §¨ï ¢ Rn × Gn,k. ‘®®â¢¥âáâ¢¨¥ (x, L) �→ L
§ ¤ ¥â ª¢ §¨à áá«®¥−¨¥

— = —n,k : En,k −→ Gn,k,

− §ë¢ ¥¬®¥ â ¢â®«®£¨ç¥áª¨¬.

“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ k = 1 â ¢â®«®£¨ç¥áª®¥ à á-
á«®¥−¨¥ En,1 → Gn,1 = RPn−1 íª¢¨¢ «¥−â−® ¯à®¥ªæ¨¨

π : RPn \ {Lo} → RPn−1,

£¤¥ L0 ¥áâì (n + 1)-ï ®áì ª®®à¤¨− â ¢ Rn+1 (=ú¢¥àâ¨ª «ì− ïû
¯àï¬ ï), ¨ π á®¯®áâ ¢«ï¥â ª ¦¤®© ú− ª«®−−®©û ¯àï¬®© ¥¥ ¯à®-
¥ªæ¨î −  Rn ∼= {xn+1 = 0}.
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—â®¡ë ¯®ª § âì, çâ® â ¢â®«®£¨ç¥áª®¥ ª¢ §¨à áá«®¥−¨¥ ã¤®-
¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î «®ª «ì−®© âà¨¢¨ «ì−®áâ¨, ¯®áâà®¨¬ ¯®ªàë-
â¨¥ ¬−®£®®¡à §¨ï Gn,k áâ −¤ àâ−®© á¨áâ¥¬®© ®ªà¥áâ−®áâ¥© UI,
£¤¥ I = {i1, . . . , ik}, 1 � i1 < . . . < ik � n. Š ¦¤®¥ ¬−®¦¥áâ¢®
UI á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å k-¯«®áª®áâ¥© ¢ Rn, ¯à®¥ªâ¨àãîé¨åáï¡¥§ ¢ë-
à®¦¤¥−¨ï −  Rk

I ¢¤®«ì Rn−k

I
, £¤¥ I = {1, . . . , n}\I,   á¨¬¢®« Rm

J ,
J = {j1, . . . , jm}, ®¡®§− ç ¥â m-¬¥à−®¥ ¯®¤¯à®áâà −áâ¢® ¢ Rn,
− âï−ãâ®¥ −  ¡ §¨á−ë¥ ¢¥ªâ®àë á −®¬¥à ¬¨ j1, . . . , jm. …á«¨
x ∈ L ¨ L ∈ UI, â® ¯ à¥ (x, L) ∈ En,k ¬®¦−® á®¯®áâ ¢¨âì ¯ àã
(x, L), £¤¥ x ∈ Rk

I
∼= Rk ¥áâì ¯à®¥ªæ¨ï x ¢¤®«ì Rn−k

I
−  Rk

I .
�â® á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ï¢«ï¥âáï âà¨¢¨ «¨§ãîé¨¬ ¤¨ää¥®¬®àä¨§-
¬®¬ â ¢â®«®£¨ç¥áª®£® à áá«®¥−¨ï − ¤ UI. �® íâ®© ¯à¨ç¨−¥—n,k

ï¢«ï¥âáï à áá«®¥−¨¥¬.

“¯à ¦−¥−¨¥. �à®¢¥àìâ¥, çâ® ¯à¨ k = 1, n = 2 ¬ë ¯®«ãç¨¬
−¥ çâ® ¨−®¥, ª ª à áá«®¥−¨¥ «¨áâ  Œñ¡¨ãá  − ¤ ®ªàã¦−®áâìî
¨§ ¯à¨¬¥à  III.

‚á¥ ¯¥à¥ç¨á«¥−−ë¥ à áá«®¥−¨ï −¥âà¨¢¨ «ì−ë. � ¯à¨¬¥à,
«¨áâ Œñ¡¨ãá  −¥®à¨¥−â¨àã¥¬ ¨ ¯®íâ®¬ã −¥ ¤¨ää¥®¬®àä¥− æ¨-
«¨−¤àã S1 × R. �¥âà¨¢¨ «ì−®áâì à áá«®¥−¨ï ¥¤¨−¨ç−ëå ª á -
â¥«ì−ëå ¢¥ªâ®à®¢ ª áä¥à¥ (¯à¨¬¥à IV) ¬®¦−® ãá¬®âà¥âì ¨áå®¤ï
¨§ â®£®, çâ® −  áä¥à¥ −¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à−®£® ¯®«ï, ¢á¥ ¢¥ª-
â®àë ª®â®à®£® ®â«¨ç−ë ®â −ã«ï, ¨«¨ ¦¥ ¥á«¨ §− âì ¯à®áâ¥©è¨¥
á¢®©áâ¢  äã−¤ ¬¥−â «ì−ëå £àã¯¯. ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¬−®£®®¡à §¨ï
RP 3 ¨ S2×S1 −¥ ¤¨ää¥®¬®àä−ë, ¨¡® ¨¬¥îâ à §«¨ç−ë¥ äã−¤ -
¬¥−â «ì−ë¥ £àã¯¯ë: π1(RP 3) = Z2, π1(S2 × S1) = Z. �âáî¤ 
á«¥¤ã¥â â ª¦¥ −¥âà¨¢¨ «ì−®áâì à áá«®¥−¨ï •®¯ä  (¯à¨¬¥à V).

VII. Š á â¥«ì−®¥ à áá«®¥−¨¥ πT : TM → M (á¬. ¯. 9.19).
…á«¨ (U, x) | «®ª «ì− ï ª àâ  −  M, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨©
âà¨¢¨ «¨§ãîé¨© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ U × Rn → π−1

T (U) ¥áâì ª®¬-
¯®§¨æ¨ï ¥áâ¥áâ¢¥−−ëå ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨©

U × Rn ←→ TU ¨ TU ←→ π−1
T (U),
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®¯¨á −−ëå ¢ ¯. 9.18 II ¨ IV:

(z, q) �→
n∑

i=1

qi
∂

∂xi

∣∣∣
z
∈ TzM ⊂ TU,

£¤¥ q = (q1, . . . , qn).

‚ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¬−®£®®¡à §¨ï M ª á â¥«ì−®¥ à áá«®¥−¨¥
¬®¦¥â ¡ëâì ª ª âà¨¢¨ «ì−ë¬, â ª ¨ −¥âà¨¢¨ «ì−ë¬. Œ−®£®-
®¡à §¨¥, ª á â¥«ì−®¥ à áá«®¥−¨¥ ª®â®à®£® âà¨¢¨ «ì−®, − §ë-
¢ ¥âáï ¯ à ««¥«¨§ã¥¬ë¬ | ¯à¨¬¥à®¬ ¬®¦¥â á«ã¦¨âì «î¡ ï
£àã¯¯  ‹¨.

“¯à ¦−¥−¨¥. �à¨¢¥¤¨â¥ ¯® 2{3 ¯à¨¬¥à  ¯ à ««¥«¨§ã¥¬ëå
¨ −¥¯ à ««¥«¨§ã¥¬ëå ¬−®£®®¡à §¨©.

VIII. Š®ª á â¥«ì−®¥ à áá«®¥−¨¥ πT ∗ : T ∗M → M (¯. 9.24).
‚ íâ®¬ á«ãç ¥, ª ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬, −¥®¡å®¤¨¬ ï âà¨¢¨ «¨§ æ¨ï
U × Rn → π−1

T ∗ (U) ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨©

U × Rn ←→ T ∗U ¨ T ∗U ←→ π−1
T ∗ (U),

®¯¨á −−ëå ¢ ¯. 9.24:

(z, q) �→
n∑

i=1

pidzxi

∣∣
z
∈ T ∗

z M ⊂ T ∗U,

£¤¥ p = (p1, . . . , pn).
IX. � áá«®¥−¨¥ l-¤¦¥â®¢ äã−ªæ¨© πJl : J lM → M. ˆá¯®«ì-

§ãï «®ª «ì−ãî ª àâã (U, x) −  M, ¯®áâà®¨¬ âà¨¢¨ «¨§ãîé¥¥
®â®¡à ¦¥−¨¥ U × RN → π−1

Jl (U) = J l(U), £¤¥ N | ç¨á«®
à §«¨ç−ëå ¯à®¨§¢®¤−ëå ¯®àï¤ª  � l, á®£« á−® ¯à ¢¨«ã

(z,pl) �→ [fpl]lz ∈ J l
zM ⊂ J lU,

£¤¥ fpl =
∑

σ�l

1
σ!

pσ(x−z)σ ¨pl = (pσ)|  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨© ¢¥ª-

â®à, ª®¬¯®−¥−âë ª®â®à®£® áãâì á¨¬¢®«ë pσ, |σ| � l, à §¬¥é¥−-
−ë¥ ¢ «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®¬ ¯®àï¤ª¥ ¨−¤¥ªá¨àãîé¨å ¨å ¬ã«ì-
â¨¨−¤¥ªá®¢. ”®à¬ã«  (2.4) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® l-¤¦¥âë äã−ªæ¨©
¢¨¤  fpl

¢ â®çª¥ z ¨áç¥à¯ë¢ îâ JzM. ”ã−ªæ¨¨ xi, i = 1, . . . , n,
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¨ pσ, |σ| � l, ®ç¥¢¨¤−®, ®¡à §ãîâ «®ª «ì−ãî ª àâã −  π−1
Jl (U),

¨ â ª¨¥ á¯¥æ¨ «ì−ë¥ ª àâë ®¡à §ãîâ £« ¤ª¨©  â« á −  J lM.
10.12. ‘¥ç¥−¨ï. ‘¥ç¥−¨¥¬ à áá«®¥−¨ï π : E → M − §ë¢ ¥âáï
£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ s : M → E, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ª ¦¤®© â®çª¥
x ∈ M í«¥¬¥−â á«®ï, ¢¨áïé¥£® − ¤ íâ®© â®çª®©: s(x) ∈ πx.
ˆ− ç¥ £®¢®àï, âà¥¡ã¥âáï, çâ®¡ë π ◦ s = idM . Œ−®¦¥áâ¢® ¢á¥å
á¥ç¥−¨© à áá«®¥−¨ï π ®¡®§− ç ¥âáï ç¥à¥§ •(π).

�   «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ ï§ëª¥, á¥ç¥−¨¥¬ à áá«®¥−¨ï i : A ↪→ B
¡ã¤¥â £®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à σ : B → A, «¥¢ë© ®¡à â−ë© ª i, â. ¥.
â ª®©, çâ® σ ◦ i = idA.

�à¨¬¥àë. I. � áá«®¥−¨¥ π : R1 → S1, ®¯¨á −−®¥ ¢ ¯à¨¬¥à¥
10.13 (I), −¥ ¨¬¥¥â −¨ ®¤−®£® á¥ç¥−¨ï. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¯à¥¤¯®-
«®¦¨¬, çâ® f : S1 → R1 | £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¨ π ◦ f = idS1.
ˆ§ ¯®á«¥¤−¥£® à ¢¥−áâ¢  á«¥¤ã¥â, çâ® π

∣∣
f(S1)
: f(S1)→ S1 ï¢«ï-

¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬ ¯®¤¬−®£®®¡à §¨ï f(S1) ⊂ R1 −  S1. ‘
¤àã£®© áâ®à®−ë, § ¬¥â¨¬, çâ® ®¡à § «î¡®£® −¥¯à¥àë¢−®£® ®â®-
¡à ¦¥−¨ï f : S1 → R1 ï¢«ï¥âáï ¨−â¥à¢ «®¬, ª®−æë ª®â®à®£®
áãâì ¬¨−¨¬ã¬ ¨ ¬ ªá¨¬ã¬ äã−ªæ¨¨ f . �® ¨−â¥à¢ « ¨ ®ªàã¦-
−®áâì −¥ £®¬¥®¬®àä−ë.

II. � áá«®¥−¨¥ T1S2 → S2 (¯à¨¬¥à 10.13 (IV)) −¥ ¨¬¥¥â
á¥ç¥−¨©. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¨§ − «¨ç¨ï á¥ç¥−¨ï f : S2 → T1S2 ¢ë-
â¥ª «® ¡ë áãé¥áâ¢®¢ −¨¥ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬  ϕ : S2×S1 → T1S2:
¤®áâ â®ç−® ¯®«®¦¨âì ϕ(x, α) à ¢−ë¬ ¢¥ªâ®àã, ¯®«ãç¥−−®¬ã
¨§ f(x) ¯®¢®à®â®¬ −  ã£®« α (áª ¦¥¬, ¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨,
¥á«¨ á¬®âà¥âì −  áä¥àã á− àã¦¨).

III. ‘¥ç¥−¨ï âà¨¢¨ «ì−®£® à áá«®¥−¨ï − ¤ M á® á«®¥¬ F
− å®¤ïâáï ¢® ¢§ ¨¬−® ®¤−®§− ç−®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á £« ¤ª¨¬¨
®â®¡à ¦¥−¨ï¬¨ ¨§ M ¢ F .

IV. ‘¥ç¥−¨ï ª á â¥«ì−®£® à áá«®¥−¨ï − ¤ ¬−®£®®¡à §¨¥¬
M ¥áâ¥áâ¢¥−−® ¨−â¥à¯à¥â¨àãîâáï ª ª ¢¥ªâ®à−ë¥ ¯®«ï −  íâ®¬
¬−®£®®¡à §¨¨ (á¬. ¯. 9.40). �®¤®¡−ë¬ ¦¥ ®¡à §®¬ á¥ç¥−¨ï ª®ª -
á â¥«ì−®£® à áá«®¥−¨ï − ¤ M ¥áâ¥áâ¢¥−−® áá®æ¨¨àãîâáïá ¤¨ä-
ä¥à¥−æ¨ «ì−ë¬¨ ä®à¬ ¬¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , ¨«¨ 1-ä®à¬ ¬¨.
�â® ¯®−ïâ¨¥ ¢¢®¤¨âáï ¨ ®¡áã¦¤ ¥âáï −¨¦¥ ¢ ¯¯. 11.41 { 11.44.
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�− «®£¨ç− ï á¨âã æ¨ï ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ¤«ï à áá«®¥−¨© ¤¦¥â®¢,
á¬. ¯¯. 9.65, 11.46 { 11.47.

“¯à ¦−¥−¨¥. �¯¨è¨â¥ á¥ç¥−¨ï sX, sdf ¨ sjl(f) ª á â¥«ì−®£®,
ª®ª á â¥«ì−®£® à áá«®¥−¨© ¨ à áá«®¥−¨ï l-¤¦¥â®¢ (á¬. 9.40,
9.25 ¨ 9.65 á®®â¢¥âáâ¢¥−−®) ¢ â¥à¬¨− å á¯¥æ¨ «ì−ëå «®ª «ì−ëå
ª®®à¤¨− â.

V. �¯¨è¥¬ −¥ª®â®àë¥ § ¬¥ç â¥«ì−ë¥ á¥ç¥−¨ï â ¢â®«®£¨ç¥-
áª®£® à áá«®¥−¨ï—n,k : En,k → Gn,k (á¬. ¯à¨¬¥à VI ¨§ ¯. 10.11).
�ãáâì Mk,n | ¯à®áâà −áâ¢® (k × n)-¬ âà¨æ, ¨¬¥îé¨å à −£ k.
…á«¨ J = (j1, . . . , jk), 1 � j1 < . . . < jk � n, ¨ M ∈ Mk,n,
â® MJ ®¡®§− ç ¥â (k × k)-¬ âà¨æã, ®¡à §®¢ −−ãî áâ®«¡æ ¬¨
¬ âà¨æë M, ¨¬¥îé¨¬¨ −®¬¥à  j1, . . . , jk. ’ ª ª ª M ¨¬¥¥â
à −£ k, â® å®âï ¡ë ®¤¨− ¨§ ¥¥ ¬¨−®à®¢ |MJ | ®â«¨ç¥− ®â −ã«ï.
�®íâ®¬ã

∑
J |MJ |2 > 0.

‡ ä¨ªá¨àã¥¬ I = (i1, . . . , ik) ¨ à áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîéãî
äã−ªæ¨î −  Mk,n:

νI(M) =
|MI |∑
J |MJ |2

.

�ç¥¢¨¤−®, νI ∈ C∞(Mk,n). �®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ g ∈ GL(k, R), â®

νI(gM) = |g|−1νI(M). (10.3)

�ãáâì, ¤ «¥¥, M̃I | ¬ âà¨æ , ¤®¯®«−¨â¥«ì− ï ª MI. �¡®-
§− ç¨¬ ç¥à¥§ Matk,n ¯à®áâà −áâ¢® ¢á¥å (k × n)-¬ âà¨æ − ¤ R.
�â®¡à ¦¥−¨¥

mI : Mk,n → Matk,n, mI(M) = νI(M)M̃IM, (10.4)

¢¢¨¤ã (10.3) ï¢«ï¥âáï GL(k, R)-íª¢¨¢ à¨ −â−ë¬, â. ¥.

mI(gM) = mI(M), g ∈ GL(k, R). (10.5)

�−®, ®ç¥¢¨¤−®, £« ¤ª®¥. Šà®¬¥ â®£®, mI(M) ∈ Mk,n, ¥á«¨
|MI| �= 0. ‚ ¯à®â¨¢−®¬ á«ãç ¥ mI(M) ¥áâì −ã«¥¢ ï ¬ âà¨æ .

� áá¬®âà¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥−−ãî ¯à®¥ªæ¨î

µ : Mk,n → Gn,k,
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£¤¥ µ(M) ¥áâì ¯®¤¯à®áâà −áâ¢® ¢ Rn, ¯®à®¦¤¥−−®¥ áâà®ª -
¬¨ ¬ âà¨æë M. �ç¥¢¨¤−®, çâ® ãá«®¢¨ï µ(M′) = µ(M) ¨
M′ = g(M) ¤«ï −¥ª®â®à®£® g ∈ GL(k, R) íª¢¨¢ «¥−â−ë. �®-
íâ®¬ã µ(mI(M)) = µ(M), ¥á«¨ mI(M) ∈ Mk,n, ¢ â®¬ ¨ â®«ìª®
â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  |MI | �= 0. ‘ ¤àã£®© áâ®à®−ë, ¯®á«¥¤−¥¥ ãá«®-
¢¨¥, ª ª −¥âàã¤−® ¢¨¤¥âì, à ¢−®á¨«ì−® â®¬ã, çâ® µ(M) ∈ UI

(á¬. ¯à¨¬¥à VI ¢ ¯. 10.11).
�¯à¥¤¥«¨¬ â¥¯¥àì á¥ç¥−¨¥

sI,i : Gn,k → En,k

â ¢â®«®£¨ç¥áª®£® à áá«®¥−¨ï—n,k, ¯®«®¦¨¢

sI,i(L) = (i-ï áâà®ª  ¬ âà¨æë mI(M), L),
£¤¥ L = µ(M). ‚¢¨¤ã (10.5) íâ® ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ª®àà¥ªâ−®. �®
¯®áâà®¥−¨î ¢¥ªâ®àë sI,1(L), . . . , sI,k(L) ¯à¨− ¤«¥¦ â L, ¥á«¨
L ∈ UI, ¨ ®¡à é îâáï ¢ −ã«ì ¢ ¯à®â¨¢−®¬ á«ãç ¥. Š ª ¯®ª §ë-
¢ ¥â ®¯à¥¤¥«ïîé ï ä®à¬ã«  (10.4), ¢á¥ á¥ç¥−¨ï sI,i ï¢«ïîâáï
£« ¤ª¨¬¨.

10.13. �®¤à áá«®¥−¨ï. ƒ®¢®àïâ, çâ® à áá«®¥−¨¥ η : Eη → M
ï¢«ï¥âáï ¯®¤à áá«®¥−¨¥¬ à áá«®¥−¨ï π : Eπ → M (®¡®§− ç¥−¨¥
η ⊂ π), ¥á«¨

(i) Eη | ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥ ¢ Eπ;
(ii) ®â®¡à ¦¥−¨¥ η ¥áâì ®£à −¨ç¥−¨¥ π −  Eη;

(iii) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x ∈ M á«®© ηx ¥áâì ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥
á«®ï πx.

“¯à ¦−¥−¨¥. „ ©â¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¯®¤à áá«®¥-
−¨ï.

�à¨¬¥àë. I. ’ ¢â®«®£¨ç¥áª®¥ à áá«®¥−¨¥ − ¤ £à áá¬ −¨ −®¬
(¯à¨¬¥à VI ¨§ 10.11) ï¢«ï¥âáï ¯®¤à áá«®¥−¨¥¬ âà¨¢¨ «ì−®£®
à áá«®¥−¨ï Rn × Gn,k → Gn,k.

II. � áá«®¥−¨¥ ¥¤¨−¨ç−ëå ª á â¥«ì−ëå ¢¥ªâ®à®¢ ª áä¥à¥
(¯à¨¬¥à IV ¨§ 10.13) −¥ ¨¬¥¥â á®¡áâ¢¥−−ëå ¯®¤à áá«®¥−¨©.
‚ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ®−® ï¢«ï¥âáï ¯®¤à áá«®¥−¨¥¬ ª á â¥«ì−®£®
à áá«®¥−¨ï − ¤ áä¥à®©.
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10.14. ‘ã¬¬  “¨â−¨. �® ¤¢ã¬ à áá«®¥−¨ï¬ η ¨ ζ − ¤ ®¤−¨¬
¨ â¥¬ ¦¥ ¬−®£®®¡à §¨¥¬M ¬®¦−® ¯®áâà®¨âì−®¢®¥ à áá«®¥−¨¥ π,
á«®© ª®â®à®£® − ¤ «î¡®© â®çª®© x ∈ M ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬
¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥¬ á«®¥¢ ¤¢ãå ¤ −−ëå à áá«®¥−¨©:

πx = ηx × ζx.

� áá«®¥−¨¥ π âà ¤¨æ¨®−−® − §ë¢ ¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¨«¨
áã¬¬®© “¨â−¨ à áá«®¥−¨© η ¨ ζ ¨ ®¡®§− ç ¥âáï η ⊕ ζ.

—â®¡ë ¯à¨¤ âì íâ®© ª®−áâàãªæ¨¨ â®ç−ë© á¬ëá«, −ã¦−®
®¡êïá−¨âì, ª ª¨¬ ®¡à §®¬ ¨§ ãª § −−ëå á«®¥¢ á®áâ ¢«ï¥âáï
¬−®£®®¡à §¨¥. Š ª ¢á¥£¤ , ¥áâì ¤¢  á¯®á®¡  íâ® á¤¥« âì.

�«£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ áã¬¬ë “¨â−¨ â ª®¢®: ¥á«¨ ¤¢ 
¤ −−ëå à áá«®¥−¨ï ®â¢¥ç îâ à áè¨à¥−¨ï¬  «£¥¡à i : A ↪→ B
¨ j : A ↪→ C, â® ¨å áã¬¬  “¨â−¨ | íâ® £®¬®¬®àä¨§¬

i ⊗ j : A ↪→ B ⊗A C,

¯¥à¥¢®¤ïé¨© a ¢ a(1⊗ 1) = i(a)⊗ 1 = 1⊗ j(a).
�¡à â¨¬ ¢−¨¬ −¨¥ −  â®, çâ® ¢ ®¯à¥¤¥«¥−¨¨ ãç áâ¢ã¥â â¥−-

§®à−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥  «£¥¡à B ¨ C, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ª ª ¬®¤ã-
«¨ − ¤ A,   −¥ − ¤ ¨áå®¤−ë¬ ¯®«¥¬. �â® ®§− ç ¥â, çâ® ã¬−®¦¥−¨¥
b ∈ B (á®®â¢¥âáâ¢¥−−® c ∈ C) −  ∈ A ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥−-
−ë¬ ®¡à §®¬ ª ª i(a)b (á®®â¢¥âáâ¢¥−−® j(a)c). �« £®¤ àï íâ®¬ã
¯¥à¥¬−®¦ îâáï ¨¬¥−−® á«®¨,   −¥ â®â «ì−ë¥ ¯à®áâà −áâ¢ .

ƒ¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ª®−áâàãªæ¨ï áã¬¬ë “¨â−¨ § ª«îç ¥âáï
¢ á«¥¤ãîé¥¬. �à®áâà −áâ¢® à áá«®¥−¨ï η ⊕ ζ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
ª ª

Eη⊕ζ = {(y, z) ∈ Eη × Eζ | η(y) = ζ(z)},
  ¯à®¥ªæ¨ï | ª ª ®â®¡à ¦¥−¨¥, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ¯ à¥ (y, z)
â®çªã η(y).

“¯à ¦−¥−¨¥. �à®¢¥àìâ¥, çâ® ®¡  ®¯à¥¤¥«¥−¨ï áã¬¬ë “¨â−¨
íª¢¨¢ «¥−â−ë, ¯à¨ç¥¬ á«®© ¯®«ãç ¥¬®£® à áá«®¥−¨ï − ¤ ¯à®-
¨§¢®«ì−®© â®çª®© ¡ §ë x − å®¤¨âáï ¢ ¥áâ¥áâ¢¥−−®© ¡¨¥ªæ¨¨
á ¬−®£®®¡à §¨¥¬ ηx × ζx.
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�®«¥§−®¥  «ìâ¥à− â¨¢−®¥ ®¯¨á −¨¥ áã¬¬ë “¨â−¨ á®áâ®¨â
¢ á«¥¤ãîé¥¬. �â®¡à ¦¥−¨¥

η × ζ : Eη ×Eζ → M × M, (e1, e2) �→ (η(e1), ζ(e2)),

ï¢«ï¥âáï à áá«®¥−¨¥¬ á® á«®¥¬ (ηu, ζv) ¢ â®çª¥ (u, v), u, v ∈
M. „¨ £®− «ì M– = {(z, z) | z ∈ M} ⊂ M × M ï¢«ï¥âáï,
®ç¥¢¨¤−®, ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥¬ ¢ M ×M. �â®¡à ¦¥−¨¥ z �→ (z, z)
®â®¦¤¥áâ¢«ï¥â ¥¥ á M. �â® ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¥, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì,
¢«¥ç¥â §  á®¡®© ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¥ (η×ζ)−1(M–) = Eη⊕ζ. �à¨ íâ®¬
¯à®¥ªæ¨ï η ⊕ ζ ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á η × ζ

∣∣
(η×ζ)−1(M–)

. �à®¥ªæ¨¨

pη : Eη × Eζ → Eη ¨ pζ : Eη × Eζ → Eζ ,

¡ã¤ãç¨ ®£à −¨ç¥−−ë¬¨ −  (η × ζ)−1(M–), ¯®à®¦¤ îâ £« ¤ª¨¥
áîàê¥ªâ¨¢−ë¥ ®â®¡à ¦¥−¨ï

pη : Eη⊕ζ → Eη ¨ pζ : Eη⊕ζ → Eζ

á®®â¢¥âáâ¢¥−−®. …á«¨ s ∈ •(η ⊕ ζ), â®, ®ç¥¢¨¤−®, sη
def= pη ◦ s ∈

•(η) ¨ sζ
def= pη ◦s ∈ •(ζ), ¯à¨ç¥¬ s(z) = (sη(z), sζ(z)) ∈ ηz×ζz.

�â® ãáâ − ¢«¨¢ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥−−ãî ¡¨¥ªæ¨î

•(η ⊕ ζ) = •(η)× •(ζ). (10.6)

10.15. �à¨¬¥àë ¯àï¬ëå áã¬¬. I. �ãáâì α : S11 ∪ S12 → S1,
S11 ¨ S12 | ª®¯¨¨ S1, ¥áâì âà¨¢¨ «ì−®¥,   β : S1 → S1 |
−¥âà¨¢¨ «ì−®¥ ¤¢ã«¨áâ−ë¥ − ªàëâ¨ï ®ªàã¦−®áâ¨. �¡®§− ç¨¬
ç¥à¥§ A  «£¥¡àã £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ®ªàã¦−®áâ¨, â. ¥.  «£¥¡àã
£« ¤ª¨å ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å äã−ªæ¨© −  ¯àï¬®©. ‚  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å
â¥à¬¨− å ®â®¡à ¦¥−¨¥α ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢«®¦¥−¨¥¬ i : A → A⊕A,
f �→ (f, f),   β ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢«®¦¥−¨¥¬ j : A → A, ¯¥à¥¢®¤ï-
é¨¬ f(x) ¢ f(2x). ‘¤¥« ¢ ®¤¨− ®¡å®¤ ¢¤®«ì ®ªàã¦−®áâ¨-¡ §ë
¨ ¯à®á«¥¤¨¢ §  ¢®§−¨ª îé¥© ¯¥à¥áâ −®¢ª®© â®ç¥ª á«®ï, −¥âàã¤-
−® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ®

1. α ⊕ α | âà¨¢¨ «ì−®¥ 4-«¨áâ−®¥ − ªàëâ¨¥ ®ªàã¦−®áâ¨,
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2. α ⊕ β ∼= β ⊕ β | 4-«¨áâ−®¥ − ªàëâ¨¥ ®ªàã¦−®áâ¨,
â®â «ì−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® ª®â®à®£® á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ª®¬-
¯®−¥−â á¢ï§−®áâ¨, ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå ï¢«ï¥âáï −¥âà¨¢¨-
 «ì−ë¬ ¤¢ã«¨áâ−ë¬ − ªàëâ¨¥¬.

“¯à ¦−¥−¨¥. �®«ãç¨â¥ â®â ¦¥ à¥§ã«ìâ â ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨,
à áá¬ âà¨¢ ï â¥−§®à−ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï  «£¥¡à A1 ¨ A2 − ¤ A, £¤¥
A1 = A2 = A = C∞(S1), ¯à¨ç¥¬ A1 ¨ A2 à áá¬ âà¨¢ îâáï ª ª
A-¬®¤ã«¨ á® áâàãªâãà®©, ¨−¤ãæ¨à®¢ −−®© ¢«®¦¥−¨ï¬¨ i ¨ j.

�¨á. 10.3. �àï¬ ï áã¬¬  ¤¢ãå «¨áâ®¢ Œñ¡¨ãá 

II. �àï¬ ï áã¬¬  ¤¢ãå «¨áâ®¢ Œñ¡¨ãá  (à¨á. 10.3), à á-
á¬ âà¨¢ ¥¬ëå ª ª à áá«®¥−¨ï − ¤ ®ªàã¦−®áâìî, âà¨¢¨ «ì− .
—â®¡ë ã¡¥¤¨âìáï ¢ íâ®¬, −ã¦−® ¢ âà¨¢¨ «ì−®¬ à áá«®¥−¨¨ − ¤
®ªàã¦−®áâìî á® á«®¥¬ R2 ãª § âì ¤¢  ®¡à §ãîé¨å ¯àï¬ãî áã¬-
¬ã ®¤−®¬¥à−ëå ¯®¤à áá«®¥−¨ï, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ¥áâì «¨áâ
Œñ¡¨ãá . „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¯à®áâà −áâ¢® íâ®£® ¤¢ã¬¥à−®£® à á-
á«®¥−¨ï ¤¨ää¥®¬®àä−® ®âªàëâ®¬ã ¯®«−®â®à¨îS1×D2. �à¥¤-
áâ ¢«ïï á¥¡¥ ¯®á«¥¤−¨© ¢«®¦¥−−ë¬ ¢ âà¥å¬¥à−®¥ ¯à®áâà −áâ¢®,
¢ë¡¥à¥¬ ¢ á«®¥ − ¤ ª ¦¤®© â®çª®© x ∈ S1 ¯ àã ¯¥à¯¥−¤¨-
ªã«ïà−ëå ®âà¥§ª®¢, £« ¤ª® § ¢¨áïé¨å ®â x ¨ à á¯®«®¦¥−−ëå
â ª, çâ®, ª®£¤  x ¤¥« ¥â ¯®«−ë© ®¡å®¤ ®ªàã¦−®áâ¨, ª ¦¤ë©
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¨§ íâ¨å ®âà¥§ª®¢ ¯®¢®à ç¨¢ ¥âáï −  180◦. �â¨ ®âà¥§ª¨ ®¯¨èãâ
¤¢  âà¥¡ã¥¬ëå «¨áâ  Œñ¡¨ãá .

III. �®ª ¦¨â¥, çâ® à áá«®¥−¨¥ 1-¤¦¥â®¢ (á¬. ¯. 9.28) ï¢«ï-
¥âáï áã¬¬®© “¨â−¨ âà¨¢¨ «ì−®£® M ×R → M ¨ ª®ª á â¥«ì−®£®
πT ∗ à áá«®¥−¨© (á¬. ¯. 9.24).
10.16. ˆ−¤ãæ¨à®¢ −−®¥ à áá«®¥−¨¥. …á«¨ § ¤ −® à áá«®¥−¨¥
π : Eπ → M ¨ £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¬−®£®®¡à §¨© f : N → M,
â® ¬®¦−® − ¤ ª ¦¤®© â®çª®© y ∈ N ú¯®¢¥á¨âìû íª§¥¬¯«ïà
¯à®áâà −áâ¢ πf(y). ’®, çâ® ¯à¨ íâ®¬ ¯®«ãç¨âáï, − §ë¢ ¥âáï à á-

á«®¥−¨¥¬, ¨−¤ãæ¨à®¢ −−ë¬ ¨§ π ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®â®¡à ¦¥−¨ï f .
�à¨¢¥¤¥¬ ¤¢  ¢ à¨ −â  â®ç−®£® ®¯à¥¤¥«¥−¨ï, á®®â¢¥âáâ¢ãî-

é¥£® íâ®© − £«ï¤−®© ª àâ¨−¥.
ƒ¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¯à®áâà −áâ¢® ¨−¤ãæ¨à®¢ −−®£® à áá«®¥−¨ï

¬®¦−® ®¯à¥¤¥«¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬

Ef∗(π)
def= {(y, z) | y ∈ N, z ∈ Eπ, π(z) = f(y)}.

�à®¥ªæ¨ï f∗(π) § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®© f∗(π)(y, z) = y. “¡¥¤¨¬áï,
çâ® ¯à¨ íâ®¬ ¢ë¯®«−ï¥âáï «®ª «ì− ï âà¨¢¨ «ì−®áâì.

„«ï â®çª¨ b ∈ N ®¡®§− ç¨¬ a = f(b) ¨ ¢ë¡¥à¥¬ ®ªà¥áâ-
−®áâì U â®çª¨ a ¢ M, − ¤ ª®â®à®© π âà¨¢¨ «ì−®. �ãáâì
ψ : π−1(U) → U × F | âà¨¢¨ «¨§ãîé¨© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬
¨ ψ | ¥£® ª®¬¯®§¨æ¨ï á ¯à®¥ªæ¨¥© U × F → F . �®«®¦¨¬
χ(y, z) = (y, ψ(z)). ’®£¤ 

χ : (f∗(π))−1(f−1(U))→ f−1(U)× F

| ¯®á«®©−ë© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬.
�£à −¨ç¥−¨¥ à áá«®¥−¨ï π −  ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥ N ⊂ M

ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬, −® ¢ ¦−ë¬ ç áâ−ë¬ á«ãç ¥¬ ®¯¥à æ¨¨ ¨−-
¤ãæ¨à®¢ −¨ï. �−® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

π
∣∣
N

def= π
∣∣
π−1(N)

: π−1(N)→ N. (10.7)

“¯à ¦−¥−¨¥. “¡¥¤¨â¥áì, çâ® π
∣∣
N
= i∗(π), £¤¥ i : N ↪→ M |

ª −®−¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥−¨¥.
�«£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¨−¤ãæ¨à®¢ −−®£® à áá«®¥−¨ï

§ ª«îç ¥âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬. �ãáâì i : A ↪→ B | à áá«®¥−¨¥,
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¯®−¨¬ ¥¬®¥ ª ª ¢«®¦¥−¨¥ £« ¤ª¨å  «£¥¡à,   ϕ : A → A1 |
£®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à, ®â¢¥ç îé¨© £« ¤ª®¬ã ®â®¡à ¦¥−¨î ¬−®-
£®®¡à §¨© |ϕ| : |A1| → |A|. �ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì A1 ¨ B ª ª
A-¬®¤ã«¨ á ã¬−®¦¥−¨¥¬, ¨−¤ãæ¨à®¢ −−ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨ ϕ
¨ i á®®â¢¥âáâ¢¥−−®. ’®£¤  ¨−¤ãæ¨à®¢ −−®¥ à áá«®¥−¨¥ |ϕ|∗(i)|
íâ® ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥  «£¥¡à A1 → A1 ⊗A B.
‡ ¬¥ç −¨¥. Š®¬¬ãâ â¨¢−®áâì ¤¨ £à ¬¬ë

A
ϕ

��

i




A1

|ϕ|∗(i)




B �� A1⊗AB

¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯®−ïâ¨¥ ¨−¤ãæ¨à®¢ −−®£® à áá«®¥−¨ï ®¡®¡é ¥â
áã¬¬ã “¨â−¨.
“¯à ¦−¥−¨¥. 1. „®ª ¦¨â¥ íª¢¨¢ «¥−â−®áâì  «£¥¡à ¨ç¥áª®£®
¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®¯à¥¤¥«¥−¨© ¨−¤ãæ¨à®¢ −−®£® à áá«®¥−¨ï.

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®â−®á¨â¥«ì−®¥ ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®«¥ X ¢¤®«ì
®â®¡à ¦¥−¨ï ¬−®£®®¡à §¨© ϕ : N → M (á¬. ¯. 9.47) ¬®¦¥â
¡ëâì ¨−â¥à¯à¥â¨à®¢ −® ª ª á¥ç¥−¨¥ ¨−¤ãæ¨à®¢ −−®£® à áá«®-
¥−¨ï ϕ∗(πTM), ¯®¤®¡−® â®¬ã ª ª ®¡ëª−®¢¥−−®¥ ¢¥ªâ®à−®¥ ¯®-
«¥ ¨−â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ª ª á¥ç¥−¨¥ sX ª á â¥«ì−®£® à áá«®¥−¨ï
(á¬ ¯. 9.40).

10.17. �à¨¬¥àë. I. �ãáâì µ | à áá«®¥−¨¥ «¨áâ  Œñ¡¨ãá  − ¤
®ªàã¦−®áâìî (10.11, III), fn : S1 → S1 | n-ªà â−®¥ − ªàëâ¨¥
®ªàã¦−®áâ¨ (áç¨â ï, çâ® S1 = {z ∈ C | |z| = 1}, ¬®¦−®
¯®«®¦¨âì fn(z) = zn, n ∈ Z). ’®£¤ 

f∗
n(µ) =

{
µ, ¥á«¨ n −¥ç¥â−®,
IS1 , ¥á«¨ n ç¥â−®.

(‡¤¥áì ¨ −¨¦¥ ç¥à¥§ IM ®¡®§− ç ¥âáï âà¨¢¨ «ì−®¥ à áá«®¥−¨¥
− ¤ M á® á«®¥¬ R.)

II. Šà¨â¥à¨© âà¨¢¨ «ì−®áâ¨ ¢ â¥à¬¨− å ¨−¤ãæ¨à®¢ −−ëå
à áá«®¥−¨©. � áá«®¥−¨¥ âà¨¢¨ «ì−® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
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�¨á. 10.4. f∗
n(µ) ¯à¨ n = 1, 2, 3.

®−® ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥−® ¨−¤ãæ¨à®¢ −¨¥¬ ¨§ à áá«®¥−¨ï − ¤
â®çª®©.

10.18. �¯à¥¤¥«¨¬ ª −®−¨ç¥áª¨© ¬®àä¨§¬ κ : Ef∗(π) → Eπ

à ¢¥−áâ¢®¬ κ(y, z) = z. �ç¥¢¨¤−®, κ ¢¯¨áë¢ ¥âáï ¢ á«¥¤ãîéãî
ª®¬¬ãâ â¨¢−ãî ¤¨ £à ¬¬ã:

Ef∗(π)
κ ��

f∗(π)




Eπ

π




N
f

�� M

â. ¥. ï¢«ï¥âáï f-¬®àä¨§¬®¬ à áá«®¥−¨ï f∗(π) ¢ à áá«®¥−¨¥ π.
‚®®¡é¥, ¥á«¨ § ¤ −ë à áá«®¥−¨ï π − ¤ M ¨ η − ¤ N ¨ £« ¤-

ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ f : N → M, â® f-¬®àä¨§¬®¬ ¨«¨ ¬®àä¨§-

¬®¬ − ¤ f ¨§ η ¢ π − §ë¢ ¥âáï ¢áïª®¥ £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥
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ψ : Eη → Eπ, ¤«ï ª®â®à®£® ª®¬¬ãâ â¨¢−  ¤¨ £à ¬¬ 

Eη
ψ

��

η




Eπ

π




N
f

�� M

�®−ïâ¨¥ f-¬®àä¨§¬  ®¡®¡é ¥â ¯®−ïâ¨¥ ¬®àä¨§¬®¢ à áá«®¥-
−¨© − ¤ M: ¯®á«¥¤−¨¥ áãâì −¥ çâ® ¨−®¥, ª ª ¬®àä¨§¬ë − ¤
®â®¡à ¦¥−¨¥¬ idM .

�à¨¬¥à. �â®¡à ¦¥−¨¥ T�: TM → TN, ¯®à®¦¤¥−−®¥ £« ¤-
ª¨¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬(¯. 9.18)�: M → N, ï¢«ï¥âáï�-¬®àä¨§¬®¬
πTM ¢ πTN.

� à  (f∗(π), η) ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬ ã−¨¢¥àá «ì−ë¬ á¢®©-
áâ¢®¬: ¤«ï ¢áïª®£® à áá«®¥−¨ï η − ¤ M, § ¤ −−®£® ¢¬¥áâ¥
á −¥ª®â®àë¬ f-¬®àä¨§¬®¬ ψ : η → π, áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨−áâ¢¥−−®¥
£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ χ, ¤¥« îé¥¥ ª®¬¬ãâ â¨¢−®© ¤¨ £à ¬¬ã

Eη

ψ

���������������������

χ ���
�

�
�

η

���
��

��
��

��
��

��
��

�

Ef∗(π) κ
��

f∗(π)




Eπ

π




N

f
�� M

�à®¢¥àª  ®ç¥−ì ¯à®áâ : ¥¤¨−áâ¢¥−−®áâì á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®,
çâ®, ¯®«ì§ãïáì ª®¬¬ãâ â¨¢−®áâìî ¤¨ £à ¬¬ë, ¬®¦−® ¤«ï ¯à®-
¨§¢®«ì−®£® y ∈ Eη − ©â¨ ¯à®¥ªæ¨¨ í«¥¬¥−â  χ(y) −  N ¨ Eπ.
‘ãé¥áâ¢®¢ −¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ï¢−®© ä®à¬ã«ë χ(y) = (η(y), ψ(y)).

ˆ¬¥¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ f̂ : •(π)→ •(f∗(π)), − -
§ë¢ ¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬ ¯®¤ê¥¬  á¥ç¥−¨©. ˆ¬¥−−®, ¤«ï ¢áïª®£®
s ∈ •(π) §− ç¥−¨¥ á¥ç¥−¨ï f̂ (s) ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ y ∈ N ¥áâì
¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î §− ç¥−¨¥ s ¢ â®çª¥ f(y). ’®ç− ï ä®à¬ã«  ¨¬¥¥â
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á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

f̂(s)(y) = (y, s(f(y))) ∈ Ef∗(π).

‘¥ç¥−¨¥ f̂(s) − §ë¢ ¥âáï ¯®¤−ïâ¨¥¬ á¥ç¥−¨ï s ¢¤®«ì f .

10.19. �¥£ã«ïà−ë¥ ¬®àä¨§¬ë. …á«¨ ¬ë à ¡®â ¥¬ á ¬−®£®-
®¡à §¨ï¬¨, â®çª¨ ª®â®àëå ®¡« ¤ îâ ®¤−®© ¨ â®© ¦¥ ú¢−ãâà¥−−¥©
áâàãªâãà®©û, â® ¥áâ¥áâ¢¥−−® ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥−¨¥ ¨ á¢ï§ë¢ î-
é¨¥ ¨å ¬®àä¨§¬ë ª ª ®â®¡à ¦¥−¨ï, á®åà −ïîé¨¥ ¨−ä®à¬ æ¨î
®¡ íâ®© áâàãªâãà¥. ‚ á ¬®¬ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ íâ  ¨¤¥ï ä®à¬ «¨§ã-
¥âáï ¢ë¤¥«¥−¨¥¬ á«¥¤ãîé¥£® ª« áá  ¬®àä¨§¬®¢ à áá«®¥−¨©.
ˆ¬¥−−®, ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¡®§− ç¥−¨ï¬¨ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ã−ªâ 
¨ − §®¢¥¬ f-¬®àä¨§¬ ψ à¥£ã«ïà−ë¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® z ∈ N
®â®¡à ¦¥−¨¥ á«®¥¢ ψz : ηz → πf(z) ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬.
‘«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ ãáâ − ¢«¨¢ ¥â á¯¥æ¨ä¨ªã à¥£ã«ïà−ëå
¬®àä¨§¬®¢.

’¥®à¥¬ . �ãáâì ψ : η → π | à¥£ã«ïà−ë© ¬®àä¨§¬ à áá«®¥−¨©

− ¤ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬ f : N → M. ’®£¤  ª −®−¨ç¥áª¨© ¬®àä¨§¬

χ : η → f∗(π), ®¯¨á −−ë© ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ã−ªâ¥, ï¢«ï¥âáï

íª¢¨¢ «¥−â−®áâìî à áá«®¥−¨© − ¤ N.

� „«ï «î¡®£® z ∈ N ®â®¡à ¦¥−¨¥ á«®¥¢ χz : ηz → f∗(π)z, ª ª
íâ® á«¥¤ã¥â ¨§ ª®−áâàãªæ¨¨ ®â®¡à ¦¥−¨ï χ, ª −®−¨ç¥áª¨ ®â®-
¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á ®â®¡à ¦¥−¨¥¬ ψ : ηz → πf(z) ¨ ¯®íâ®¬ã ï¢«ï¥âáï
¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬. ˆ§ íâ®£® ®ç¥¢¨¤−ë¬ ®¡à §®¬ á«¥¤ã¥â, çâ®
χ : Eη → Ef∗(π) | â ª¦¥ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬. �

�â® ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® à áá«®¥−¨ï, á¢ï§ −−ë¥
à¥£ã«ïà−ë¬¨ ¬®àä¨§¬ ¬¨ á ¤ −−ë¬ à áá«®¥−¨¥¬ π, ¨áç¥à¯ë-
¢ îâáï ¨−¤ãæ¨à®¢ −−ë¬¨ ¨§ −¥£® à áá«®¥−¨ï¬¨. ‚ á¢ï§¨ á íâ¨¬
¢®§−¨ª ¥â § ¬ −ç¨¢ ï ¨¤¥ï ¯®áâà®¨âì ¤«ï § ¤ −−®£® â¨¯  á«®-
¥¢ ã−¨¢¥àá «ì−®¥ à áá«®¥−¨¥, â. ¥. â ª®¥, çâ® ¢á¥ ®áâ «ì−ë¥
à áá«®¥−¨ï á íâ¨¬ ¦¥ á«®¥¬ ¨−¤ãæ¨àãîâáï ¨§ −¥£® ¯à¨ ¯®¬®-
é¨ ¢á¥¢®§¬®¦−ëå £« ¤ª¨å ®â®¡à ¦¥−¨©. ‡ ¬¥ç â¥«ì−®, çâ® íâ 
¨¤¥ï ¯®á«¥ − ¤«¥¦ é¥© ª®−ªà¥â¨§ æ¨¨ ¬®¦¥â ¡ëâì à¥ «¨§®¢ -
− . ‘«¥¤ãîé¨© ¯à¨¬¥à ¯®ª §ë¢ ¥â, ¢ ã¯à®é¥−−®¬ ¢¨¤¥, ª ª íâ®
¬®¦−® ¡ë«® ¡ë á¤¥« âì.
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ϕ

ϕ 2n

2n,nG

M

(M)

R

�¨á. 10.5. �â®¡à ¦¥−¨¥ ƒ ãáá 

10.20. �à¨¬¥à (®â®¡à ¦¥−¨¥ ƒ ãáá ). �ãáâì M | n-¬¥à−®¥
¬−®£®®¡à §¨¥. ‘®£« á−® â¥®à¥¬¥ “¨â−¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥£® ¯®£àã¦¥-
−¨¥ ¢ R2n, â. ¥. â ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ϕ : M → R2n, çâ® ¤«ï «î¡®©
â®çª¨ z ∈ M ¤¨ää¥à¥−æ¨ « dzϕ : TzM → Tϕ(z)R

2n ï¢«ï¥âáï
¨−ê¥ªæ¨¥©. �¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§ ra, a ∈ R2n, ®â®¡à ¦¥−¨¥ á¤¢¨£ 

R2n → R2n −  −a:

R2n � v �→ v − a ∈ R2n,

  £à áá¬ −®¢® ¬−®£®®¡à §¨¥ G2n,n ¡ã¤¥¬ ¯®−¨¬ âì ª ª ¬−®-
£®®¡à §¨¥ ¢á¥å n-¬¥à−ëå «¨−¥©−ëå ¯®¤¯à®áâà −áâ¢ ¢ TOR2n,
O = (0, . . . , 0) ∈ R2n. �â®¡à ¦¥−¨¥ ƒ ãáá  g : M → G2n,n á®¯®-
áâ ¢«ï¥â ª ¦¤®© â®çª¥ z ∈ M ®¡à § ª á â¥«ì−®£® ¯à®áâà −áâ¢ 
TzM ¯à¨ ®â®¡à ¦¥−¨¨

dz(rϕ(z) ◦ ϕ) : TzM → TOR2n.

�â®¡à ¦¥−¨¥ g ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ − ªàë¢ ¥âáï ¬®àä¨§¬®¬
à áá«®¥−¨© γ : πTM → —2n,n, £¤¥—2n,n : E2n,n → G2n,n | â ¢â®-
«®£¨ç¥áª®¥ à áá«®¥−¨¥, ®¯¨á −−®¥ ¢ ¯à¨¬¥à¥ VI ¯ã−ªâ  10.11.
‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ξ ∈ TzM, â®

γ(ξ) =
(
dz(rϕ(z) ◦ ϕ)(ξ), g(z)

)
∈ E2n,n.
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’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢¢¨¤ã â¥®à¥¬ë 10.19 ¢á¥ ª á â¥«ì−ë¥ à áá«®¥-
−¨ï ¨−¤ãæ¨àãîâáï ¨§ â ¢â®«®£¨ç¥áª®£®. �â®â ä ªâ ¨£à ¥â ¢ ¦-
−ãî à®«ì ¢ â¥®à¨¨ ¬−®£®®¡à §¨©. � ¯à¨¬¥à, ®− «¥¦¨â ¢ ®á−®¢¥
â¥®à¨¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å ª« áá®¢.
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11.1. Š ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥−® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥© £« ¢¥, á â®çª¨ §à¥−¨ï
¬¥å −¨§¬  − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨ á«®© − ¤ â®çª®© à áá«®¥−¨ï ®¯¨-
áë¢ ¥â ú¢−ãâà¥−−¥¥ ãáâà®©áâ¢®û íâ®© â®çª¨. �â® ¢−ãâà¥−−¥¥
ãáâà®©áâ¢® ¬®¦¥â ¨¬¥âì á®¡áâ¢¥−−ãî ¬ â¥¬ â¨ç¥áªãî áâàãªâã-
àã. � ¯à¨¬¥à, á«®¨ ª á â¥«ì−®£® à áá«®¥−¨ï ®¡« ¤ îâ ¥áâ¥-
áâ¢¥−−®© áâàãªâãà®© «¨−¥©−®£® ¯à®áâà −áâ¢ , ¨ íâ  áâàãªâãà 
¨¬¥¥â ®ç¥¢¨¤−ë© úä¨§¨ç¥áª¨© á¬ëá«û. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¥á«¨
¬−®£®®¡à §¨¥ M ¥áâì ª®−ä¨£ãà æ¨®−−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® −¥ª®â®-
à®© ¬¥å −¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë (á¬. ¯. 9.22), â® ¤«ï ä¨ªá¨à®¢ −−®©
â®çª¨ a ∈ M ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à ¨−â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ª ª ¢¥ªâ®à
áª®à®áâ¨ â®çª¨ á¨áâ¥¬ë ¢ ª®−ä¨£ãà æ¨¨ a. � áá«®¥−¨ï ¯®¤®¡−®-
£® â¨¯ , á® á«®ï¬¨ | «¨−¥©−ë¬¨ ¯à®áâà −áâ¢ ¬¨, − §ë¢ îâáï
¢¥ªâ®à−ë¬¨ (â®ç−®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ á¬. ¢ ¯. 11.2). �−¨ ®¡à §ãîâ
¢¥áì¬  ¨−â¥à¥á−ë© ¨ ¢ ¦−ë© ª« áá à áá«®¥−¨©. ‚ ç áâ−®áâ¨,
¯®¬¨¬® ª á â¥«ì−®£® à áá«®¥−¨ï, ª íâ®¬ã ª« ááã ¯à¨− ¤«¥¦ â
â ª¨¥ −ã¦−ë¥ ¤«ï − á à áá«®¥−¨ï, ª ª ª®ª á â¥«ì−®¥ ¨ à áá«®¥-
−¨¥ ¤¦¥â®¢ | ®¤¨− ¨§ ®á−®¢−ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¨§ãç¥−¨ï á®¢à¥¬¥−−®©
£¥®¬¥âà¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ãà ¢−¥−¨©.

‚¥ªâ®à−ë¥ à áá«®¥−¨ï ¬®£ãâ ¡ëâì  «£¥¡à ¨ç¥áª¨ ®¯¨á −ë
¡®«¥¥ ¯à®áâë¬, ç¥¬ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥, á¯®á®¡®¬. �ª §ë¢ ¥âáï,
çâ® ¯à¨ ¢ë¯®«−¥−¨¨ −¥ª®â®àëå ¥áâ¥áâ¢¥−−ëå ãá«®¢¨© à¥£ã-
«ïà−®áâ¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ à áè¨à¥−¨©  «£¥¡à A ↪→ B, ®â¢¥ç îé¨å
¢¥ªâ®à−®¬ã à áá«®¥−¨î, ¤®áâ â®ç−® à áá¬ âà¨¢ âì à áè¨à¥−¨ï

233
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¢¨¤  A ↪→ S(P ), £¤¥ S(P ) | ¯®«− ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï  «£¥¡à 
−¥ª®â®à®£® A-¬®¤ã«ï P , − ¤«¥¦ é¨¬ ®¡à §®¬ ¯®¯®«−¥−− ï.
’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ãç¥−¨¥ ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨© − ¤ ¬−®£®®¡à -
§¨¥¬ M á¢®¤¨âáï ª ¨§ãç¥−¨î ®¯à¥¤¥«¥−−®£® ª« áá  ¬®¤ã«¥© − ¤
 «£¥¡à®© A = C∞(M).

Œë − ç−¥¬ á £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®¯à¥¤¥«¥−¨ï ¢¥ªâ®à−®£® à á-
á«®¥−¨ï. ˆ§ãç¨¢ ¯à®áâ¥©è¨¥ á¢®©áâ¢  ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨©,
¬ë ¤®ª ¦¥¬ ®á−®¢−ãî â¥®à¥¬ã ®¡ íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨ ¯®−ïâ¨ï ¢¥ª-
â®à−®£® à áá«®¥−¨ï − ¤ M ¨ ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥−−®£® ¯à®¥ªâ¨¢−®-
£® ¬®¤ã«ï − ¤ A ¨ ¯®á«¥ íâ®£® á¬®¦¥¬ ®¡êïá−¨âì, ª ª ¢ ¤ −−®¬
ª®−â¥ªáâ¥ ¯®ï¢«ïîâáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥  «£¥¡àë ¬®¤ã«¥©.
11.2. ƒ¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï.
� áá«®¥−¨¥ π : E → M á® á«®¥¬ V − §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à−ë¬, ¥á«¨

1. V | «¨−¥©−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® (− ¤ R);
2. πx | «¨−¥©−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x ∈ M;
3. ¢ë¯®«−¥−® ¢¥ªâ®à−®¥ ãá«®¢¨¥ «®ª «ì−®© âà¨¢¨ «ì−®áâ¨:

¤«ï «î¡®© â®çª¨ x ∈ M − ©¤¥âáï ®ªà¥áâ−®áâì U ⊂ M, x ∈ U,
¨ âà¨¢¨ «¨§ãîé¨© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ϕ : π−1(U) → U × V ,
«¨−¥©−ë© −  ª ¦¤®¬ á«®¥, â. ¥. â ª®©, çâ® ¢á¥ ®â®¡à ¦¥−¨ï
ϕy : πy → V , y ∈ U, «¨−¥©−ë.

� §¬¥à−®áâìî ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï − §ë¢ ¥âáï à §¬¥à-
−®áâì ¥£® á«®ï. �ã«ì¬¥à−®¥ à áá«®¥−¨¥ − §ë¢ ¥âáï −ã«¥¢ë¬

¨ ®¡®§− ç ¥âáï OM . �¤−®¬¥à−®¥ âà¨¢¨ «ì−®¥ à áá«®¥−¨¥ − §ë-
¢ ¥âáï ¥¤¨−¨ç−ë¬ ¨ ®¡®§− ç ¥âáï IM .
11.3. �¤ ¯â¨à®¢ −−ë¥ ª®®à¤¨− âë ¢ ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨-
ïå. �ãáâì (U, x) | «®ª «ì− ï ª àâ  −  M, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï
¢¥ªâ®à−®¬ã ãá«®¢¨î «®ª «ì−®© âà¨¢¨ «ì−®áâ¨ 3 ®¯à¥¤¥«¥−¨ï
¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï 11.2, ϕ : π−1(U) → U × V | á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨© âà¨¢¨ «¨§ãîé¨© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ¨ ξ ∈ V . �â®¡à -
¦¥−¨¥

sϕ
ξ : U → π−1(U), U � x �→ ϕ−1(x, ξ) ∈ π−1(U),

®ç¥¢¨¤−®, ï¢«ï¥âáï á¥ç¥−¨¥¬ à áá«®¥−¨ï π
∣∣
U

. …á«¨ v1, . . . , vm

| ¡ §¨á m-¬¥à−®£® ¢¥ªâ®à−®£® ¯à®áâà −áâ¢  V , â® á¥ç¥−¨ï
ej = sϕ

εj
, 1 � j � m, â ª®¢ë, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ z ∈ U
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¢¥ªâ®àë e1(z) = ϕ−1(z, v1), . . . , em(z) = ϕ−1(z, vm) ®¡à §ãîâ
¡ §¨á «¨−¥©−®£® ¯à®áâà −áâ¢  π−1

U (z) ∼= V . �¨¦¥ (á¬. ¯. 11.7)
¡ã¤¥â ¯®ª § −®, çâ® á®¢®ªã¯−®áâì á¥ç¥−¨© ¯à®¨§¢®«ì−®£® ¢¥ª-
â®à−®£® à áá«®¥−¨ï π − ¤ M ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥−−®© áâàãªâãà®©
C∞(M)-¬®¤ã«ï, ¨−¤ãæ¨à®¢ −−®© áâàãªâãà®© «¨−¥©−®£® ¯à®-
áâà −áâ¢  ¢ á«®ïå πz. �®íâ®¬ã áª § −−®¥ ä ªâ¨ç¥áª¨ ®§− ç ¥â,
çâ® ¤«ï ¢ë¡à −−®© − ¬¨ ª®®à¤¨− â−®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ U ¬®¤ã«ì
á¥ç¥−¨© à áá«®¥−¨ï π|U á¢®¡®¤¥− ¨ ej = sϕ

εj
, 1 � j � m, ¥áâì

¥£® ¡ §¨á.
�ãáâì â¥¯¥àì z ∈ U ¨ (x1, . . . , xn) | ª®®à¤¨− â−ë¥ äã−ª-

æ¨¨ −  U. ‹î¡ ï â®çª  y ∈ πz ⊂ π−1(U) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï − ¡®à®¬
¨§ n+m ç¨á¥« (x1, . . . , xn, u1, . . . , um), £¤¥ (x1, . . . , xn)| ª®®à-
¤¨− âë â®çª¨ z,   (u1, . . . , um) | ª®®à¤¨− âë â®çª¨ y ®â−®á¨-
â¥«ì−® ¡ §¨á  e1|z, . . . , em|z. ”ã−ªæ¨¨ (x1, . . . , xn, u1, . . . , um)
®¡à §ãîâ á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨− â −  π−1(U) ¨ − §ë¢ îâáï  ¤ ¯â¨-

à®¢ −−ë¬¨ ª®®à¤¨− â ¬¨ à áá«®¥−¨ï π. ‚ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬
ª àâ  (π−1(U), x1, . . . , xn, u1, . . . , um) −  ¬−®£®®¡à §¨¨ E − §ë-
¢ ¥âáï  ¤ ¯â¨à®¢ −−®© ª àâ®©. ˆ − ª®−¥æ,  â« á, á®áâ®ïé¨©
¨§  ¤ ¯â¨à®¢ −−ëå ª àâ, â ª¦¥ − §ë¢ ¥âáï  ¤ ¯â¨à®¢ −−ë¬.
�¥âàã¤−® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¥á«¨ ª àâë (U, x) ¨ (U ′, x′) −  M
á®£« á®¢ −ë, â® á®£« á®¢ −ë ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨¬  ¤ ¯â¨-
à®¢ −−ë¥ ª àâë −  E. (—¨â â¥«î à¥ª®¬¥−¤ã¥âáï á¤¥« âì íâã
¯à®¢¥àªã á ¬®áâ®ïâ¥«ì−® ¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦−¥−¨ï.) �â®, ¢ ç áâ-
−®áâ¨, ®§− ç ¥â, çâ® ª ¦¤®¬ã  â« áã −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M ¬®¦−®
á®¯®áâ ¢¨âì  ¤ ¯â¨à®¢ −−ë©  â« á −  ¯à®áâà −áâ¢¥ à áá«®¥-
−¨ï E.

11.4. Œ®àä¨§¬ë ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨©. Œ®àä¨§¬®¬ ¢¥ª-

â®à−ëå à áá«®¥−¨© α : π → η − ¤ M − §ë¢ ¥âáï £« ¤ª®¥
®â®¡à ¦¥−¨¥ α : Eπ → Eη, ï¢«ïîé¥¥áï ¬®àä¨§¬®¬ à áá«®¥-
−¨© ¨ ¯®á«®©−® R-«¨−¥©−®¥ (â. ¥. ®â®¡à ¦¥−¨¥ αx ¤®«¦−® ¡ëâì
«¨−¥©−ë¬ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ ¡ §ë x ∈ M ). Œ−®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬®à-
ä¨§¬®¬ ¨§ π ¢ η ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§− ç âìMor(π, η),   ®¯à¥¤¥«¥−−ãî
â ª¨¬ ®¡à §®¬ ª â¥£®à¨î ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨© ®¡®§− ç¨¬ ç¥-
à¥§ VBM .
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�à¨ «®ª «ì−®¬ ¨§ãç¥−¨¨¬®àä¨§¬®¢ ã¤®¡− â ª ï â®çª  §à¥-
−¨ï: ¬®àä¨§¬ âà¨¢¨ «ì−ëå ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨© − ¤ M ¥áâì
−¥ çâ® ¨−®¥, ª ª £« ¤ª ï ®¯¥à â®à−®§− ç− ï äã−ªæ¨ï −  ¬−®-
£®®¡à §¨¨ M. ’®ç− ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï á®¤¥à-
¦¨âáï ¢ á«¥¤ãîé¥© ®ç¥¢¨¤−®© «¥¬¬¥.

11.5. ‹¥¬¬ . �ãáâì π : M × V → M ¨ η : M × W → M |

âà¨¢¨ «ì−ë¥ à áá«®¥−¨ï. ‚áïª®¬ã ¯®á«®©−®¬ã ®â®¡à ¦¥−¨î

ϕ : M ×V → M ×W , «¨−¥©−®¬ã −  á«®ïå, ¬®¦−® á®¯®áâ ¢¨âì

á¥¬¥©áâ¢® «¨−¥©−ëå ®¯¥à â®à®¢ ϕ̃ : M → Hom(V, W ), ¯®« £ ï

¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î §− ç¥−¨¥ ®¯¥à â®à  ϕ̃(x) −  ¢¥ªâ®à¥ v ∈ V
à ¢−ë¬ W -á®áâ ¢«ïîé¥© í«¥¬¥−â  ϕ(x, v) ∈ M × W . ’®£¤ 

á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥−â−ë:
( ) ®â®¡à ¦¥−¨¥ ϕ £« ¤ª®¥ (â. ¥. ϕ | ¬®àä¨§¬ à áá«®¥-

−¨©),
(¡) ®â®¡à ¦¥−¨¥ ϕ̃ £« ¤ª®¥ (¯à®áâà −áâ¢® Hom(V, W ) − -

¤¥«¥−® áâàãªâãà®© ¬−®£®®¡à §¨ï, ª ª ª®−¥ç−®¬¥à−®¥ ¢¥é¥-

áâ¢¥−−®¥ «¨−¥©−®¥ ¯à®áâà −áâ¢®).

11.6. �à¨¬¥àë ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨©. I. � áá«®¥−¨¥ «¨áâ 
Œñ¡¨ãá  − ¤ ®ªàã¦−®áâìî, à áá¬®âà¥−−®¥ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥© £« -
¢¥ (¯à¨¬¥à 10.11 (III)), ¬®¦−® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¢¥ªâ®à−®¥
à áá«®¥−¨¥, ¥á«¨ áç¨â âì ¥£® á«®¨ ®¤−®¬¥à−ë¬¨ «¨−¥©−ë-
¬¨ ¯à®áâà −áâ¢ ¬¨. �à¥¤áâ ¢«ïï  «£¥¡àã äã−ªæ¨© −  «¨áâ¥
Œñ¡¨ãá  ª ª ¯®¤ «£¥¡àã B ⊂ C∞(R2), ¢ë¤¥«¥−−ãî ãá«®¢¨¥¬
f(x + 1, y) = f(x,−y), ¬ë ¬®¦¥¬ § ¤ âì íâ® à áá«®¥−¨¥ ¢«®-
¦¥−¨¥¬  «£¥¡à A → B, ª®â®à®¥ ¯¥à¥¢®¤¨â äã−ªæ¨î f ¢ äã−ª-
æ¨î g, g(x, y) = f(x). ‡¤¥áì A = {f ∈ C∞(R) | f(x + 1) =
f(x)} |  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  ®ªàã¦−®áâ¨.

II. Š á â¥«ì−®¥ à áá«®¥−¨¥ πT : TM → M (á¬. ¯. 9.19).
�ç¥¢¨¤−®, âà¨¢¨ «¨§ãîé¨¥ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ë, ®¯¨á −−ë¥
¢ ¯. 10.11 (VII), ¯®á«®©−® «¨−¥©−ë. �®íâ®¬ã ª á â¥«ì−®¥ à á-
á«®¥−¨¥ ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à−ë¬.

III. Š®ª á â¥«ì−®¥ à áá«®¥−¨¥ πT ∗ : T ∗M → M (á¬. ¯. 9.24).
Š ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯à¨¬¥à¥, âà¨¢¨ «¨§ãîé¨¥ ¤¨ää¥®¬®à-
ä¨§¬ë, ®¯¨á −−ë¥ ¢ ¯. 10.11 (VIII), ®ç¥¢¨¤−®, «¨−¥©−ë.
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IV. ’à¨¢¨ «¨§ æ¨¨, ®¯¨á −−ë¥ ¢ ¯. 10.11 (IX), â ª¦¥ «¨−¥©-
−ë, â ª çâ® à áá«®¥−¨¥ l-¤¦¥â®¢ πJl : J lM → M | ¢¥ªâ®à−®¥.

‡ ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï âà¥å ¯®á«¥¤−¨å ¯à¨¬¥à®¢ á¯¥æ¨ «ì−ë¥
á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨− â, ®¯à¥¤¥«¥−−ë¥ ¢ ¯¯. 9.19, 9.24 ¨ 10.11 (IX)
á®®â¢¥âáâ¢¥−−®, ®ç¥¢¨¤−®, ï¢«ïîâáï  ¤ ¯â¨à®¢ −−ë¬¨.

“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨ï

πl,m : J lM → JmM, [f ]lz �→ [f ]mz , l � m,

τl : J lM → T ∗M, [f ]lz �→ dz(f), l � 1,

ï¢«ïîâáï ¢¥ªâ®à−ë¬¨ à áá«®¥−¨ï¬¨.

11.7. Œ®¤ã«ì á¥ç¥−¨© ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï. ‡ ¬¥ç â¥«ì-
−®© ®á®¡¥−−®áâìî ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨© ï¢«ï¥âáï â®, çâ® á®¢®-
ªã¯−®áâ¨¨å á¥ç¥−¨© ï¢«ïîâáï ¬®¤ã«ï¬¨ − ¤  «£¥¡à ¬¨ £« ¤ª¨å
äã−ªæ¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¡ §¨á−ëå ¬−®£®®¡à §¨©. ‚®§−¨ª -
îé ï â ª¨¬ ®¡à §®¬ á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à−ë¬¨ à áá«®¥−¨ï¬¨
¨ ¬®¤ã«ï¬¨, ª ¨§ãç¥−¨î ª®â®à®© ¬ë ¯à¨áâã¯ ¥¬, ¨¬¥¥â äã−¤ -
¬¥−â «ì−®¥ §− ç¥−¨¥.

‡ ¬¥â¨¬ á− ç « , çâ® ¬−®¦¥áâ¢® á¥ç¥−¨© «î¡®£® ¢¥ªâ®à−®£®
à áá«®¥−¨ï −¥¯ãáâ® | ®−® ¢á¥£¤  á®¤¥à¦¨â −ã«¥¢®¥ á¥ç¥−¨¥ s0,
®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ â ª: ¤«ï «î¡®© â®çª¨ z ∈ M §− ç¥−¨¥ s0(z) ¥áâì
−ã«ì «¨−¥©−®£® ¯à®áâà −áâ¢  πz.

ˆá¯®«ì§ãï «¨−¥©−ãî áâàãªâãàã ¢ á«®ïå πx, ¢ ¬−®¦¥áâ¢¥ á¥-
ç¥−¨© ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï ¬®¦−® ¢¢¥áâ¨ ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥−¨ï
¨ ã¬−®¦¥−¨ï −  äã−ªæ¨î:

(s1 + s2)(z) = s1(z) + s2(z), (fs)(z) = f(z)s(z)

¤«ï «î¡ëå á¥ç¥−¨© s, s1, s2, «î¡®© £« ¤ª®© äã−ªæ¨¨
f ∈ C∞(M) ¨ «î¡®© â®çª¨ z ∈ M. ˆ§ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï −¥¬¥¤«¥−−®
á«¥¤ã¥â, çâ® áã¬¬  ¤¢ãå á¥ç¥−¨© ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ á¥ç¥−¨ï − 
£« ¤ªãî äã−ªæ¨î áãâì á−®¢  (£« ¤ª¨¥) á¥ç¥−¨ï. �â¨ ®¯¥à æ¨¨
¯à¥¢à é îâ á®¢®ªã¯−®áâì ¢á¥å £« ¤ª¨å á¥ç¥−¨© à áá«®¥−¨ï π
¢ C∞(M)-¬®¤ã«ì, ®¡®§− ç ¥¬ë© •(π).

‚ á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬¥ ¢ëïá−ï¥âáï á¢ï§ì ¬¥¦¤ã £«®¡ «ì−ë¬
¨ ¯®â®ç¥ç−ë¬ ¯®¤å®¤®¬ ª à áá¬®âà¥−¨î á¥ç¥−¨© ¢¥ªâ®à−®£®
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à áá«®¥−¨ï. Š ª ¨ à −ìè¥, ç¥à¥§ µz ¬ë ®¡®§− ç ¥¬ ¬ ªá¨¬ «ì-
−ë© ¨¤¥ «  «£¥¡àë C∞(M), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© à ¢¥−áâ¢®¬

µz = {f ∈ C∞(M)
∣∣ f(z) = 0}

¨ − §ë¢ ¥¬ë© ¨¤¥ «®¬ â®çª¨ z.

11.8. ‹¥¬¬ . �ãáâì π | ¢¥ªâ®à−®¥ à áá«®¥−¨¥ − ¤ ¬−®£®-

®¡à §¨¥¬ M ¨ z ∈ M. ’®£¤ 

( ) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ y ∈ πz áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ á¥ç¥−¨¥

s ∈ •(π), çâ® s(z) = y;

(¡) ¥á«¨ s ∈ •(π) ¨ s(z) = 0, â® áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥

fi ∈ µz, si ∈ •(π), çâ® s ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ ª®−¥ç−®© áã¬¬ë

s =
∑

fisi.

� ( ) „«ï âà¨¢¨ «ì−®£® à áá«®¥−¨ï íâ® ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥, ®ç¥¢¨¤−®,
¢¥à−®. �®íâ®¬ã ¢ á¨«ã «®ª «ì−®© âà¨¢¨ «ì−®áâ¨ − ¤ −¥ª®â®à®©
®ªà¥áâ−®áâìî U â®çª¨ z áãé¥áâ¢ã¥â á¥ç¥−¨¥ s

∣∣
U
∈ •(π

∣∣
U
), ¤«ï

ª®â®à®£® s
∣∣
U
(z) = y. —â®¡ë ¯®«ãç¨âì â¥¯¥àì £«®¡ «ì−®¥ (â. ¥.

®¯à¥¤¥«¥−−®¥ − ¤ ¢á¥¬ M ) á¥ç¥−¨¥ à áá«®¥−¨ï π, ®¡« ¤ îé¥¥
â¥¬ ¦¥ á¢®©áâ¢®¬, ®áâ ¥âáï «¨èì ¤®¬−®¦¨âì s

∣∣
U

−  £« ¤ªãî
äã−ªæ¨î, −®á¨â¥«ì ª®â®à®© á®¤¥à¦¨âáï ¢ U,   §− ç¥−¨¥ ¢ â®çª¥
z à ¢−® 1.

(¡) ‘− ç «  à áá¬®âà¨¬ á«ãç © âà¨¢¨ «ì−®£® à áá«®¥−¨ï.
‚ íâ®¬ á«ãç ¥ (á¬. ¯. 11.3) áãé¥áâ¢ãîâ ¡ §¨á−ë¥ á¥ç¥−¨ï
e1, . . . , em ∈ •(π), §− ç¥−¨ï ª®â®àëå ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ z ∈ M
®¡à §ãîâ ¡ §¨á «¨−¥©−®£® ¯à®áâà −áâ¢  πz. „ −−®¥ á¥ç¥−¨¥ s
¬®¦−® à §«®¦¨âì ¯® ¡ §¨áã: s =

∑m
i=1 fiei. ˆ§ â®£®, çâ®

s(z) = 0, á«¥¤ã¥â, çâ® fi(z) = 0 ¤«ï ¢á¥å i = 1, . . . , m, ¯®íâ®¬ã
fi ∈ µz, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì. ‚ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì−®£® à áá«®-
¥−¨ï áãé¥áâ¢ãîâ â ª ï ®ªà¥áâ−®áâì U â®çª¨ z, â ª¨¥ á¥ç¥−¨ï
ei ∈ •(π

∣∣
U
) ¨ â ª¨¥ äã−ªæ¨¨ fi ∈ C∞(U), çâ® s

∣∣
U
=
∑m

i=1 fiei.
‚ë¡¥à¥¬ £« ¤ªãî äã−ªæ¨î f ∈ C∞(M) â ª, çâ® supp f ⊂ U
¨ f(z) = 1. �à®¤®«¦¨¢ äã−ªæ¨î ffi ∈ C∞(U) (á¥ç¥−¨¥
fei ∈ •(π

∣∣
U
)) â®¦¤¥áâ¢¥−−ë¬ −ã«¥¬ −  ¢á¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ M,

¬ë ¯®«ãç¨¬, ®ç¥¢¨¤−®, £« ¤ªãî äã−ªæ¨î (á®®â¢¥âáâ¢¥−−® á¥-
ç¥−¨¥) −  M. �à®¤®«¦ ï ®¡®§− ç âì íâ¨ ¯à®¤®«¦¥−¨ï ffi ¨ fei
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á®®â¢¥âáâ¢¥−−®, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ®

f2s =
m∑

i=1

(ffi)(fei)

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®,

s = (1− f2)s+
m∑

i=1

(ffi)(fei).

�áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® äã−ªæ¨¨ 1− f2, ff1, . . . , ffm ¯à¨− ¤-
«¥¦ â µz. �

„®ª § −− ï «¥¬¬  ¤®¯ãáª ¥â á«¥¤ãîéãî ª®¬¯ ªâ−ãî ¯¥à¥-
ä®à¬ã«¨à®¢ªã. �à¥¦¤¥ ç¥¬ ¥¥ ¯à¨¢¥áâ¨, − ¯®¬−¨¬, çâ® ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì−®áâì A-¬®¤ã«¥©

. . . → Pi−1
αi−1−→ Pi

αi−→ Pi+1 . . .

− §ë¢ ¥âáï â®ç−®© ¢ ç«¥−¥ Pi, ¥á«¨ Kerαi = Imαi−1. ’ ª ï
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâì − §ë¢ ¥âáï â®ç−®©, ¥á«¨ â®ç−  ¢ ª ¦¤®¬
ç«¥−¥.

11.9. ‘«¥¤áâ¢¨¥. „«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï π ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì−®áâì

0→ µz•(π)→ •(π)→ πz → 0,
£¤¥ ¯¥à¢ ï áâà¥«ª  | ¢ª«îç¥−¨¥,   ¢â®à ï á®¯®áâ ¢«ï¥â

¢áïª®¬ã á¥ç¥−¨î ¥£® §− ç¥−¨¥ ¢ â®çª¥ z ∈ M, â®ç− . ‘«¥¤®-

¢ â¥«ì−®, •(π)/µz•(π) ∼= πz. �

� ¯®¬−¨¬, çâ® ¢áïª®¬ã í«¥¬¥−âã h ∈ |A| á®¯®áâ ¢«ï¥âáï
¨¤¥ « µh = kerh ⊂ A. �®«ãç¥−−ë© ¢ëè¥ à¥§ã«ìâ â ¬®â¨¢¨-
àã¥â á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥: á«®¥¬ Ph A-¬®¤ã«ï P − ¤ â®çª®©
h ∈ |A| ¬ë − §ë¢ ¥âáï ä ªâ®à¬®¤ã«ì P/µhP . ‡− ç¥−¨¥¬ ph

í«¥¬¥−â  p ∈ P ¢ â®çª¥ h − §ë¢ ¥âáï ®¡à § p ¯à¨ £®¬®¬®àä¨§¬¥
ä ªâ®à¨§ æ¨¨ P → Ph. ‚ á«ãç ¥ A = C∞(M), h = hz ¤«ï

z ∈ M ¬ë ¯¨è¥¬ ¢ íâ®¬ ¦¥ á¬ëá«¥ Pz
def= P/µzP ¨ £®¢®à¨¬

® §− ç¥−¨¨ pz í«¥¬¥−â  p ∈ P ¢ â®çª¥ z.



240 ƒ« ¢  11

“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï á«ãç ï  «£¥¡àë £« ¤ª¨å
äã−ªæ¨© A = C∞(M) ¨ P = D(M), ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥−áâ¢®
D(M)z = TzM ¨ §− ç¥−¨¥ ¢¥ªâ®à−®£® ¯®«ï X ∈ D(M) ¢ â®çª¥
z ¥áâì −¥ çâ® ¨−®¥, ª ª ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à ¯®«ï X ¢ íâ®© â®çª¥
(á¬ ¯. 9.39). (ˆ−ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¨á¯®«ì§®¢ −¨¥ ¤«ï ¢¥ªâ®à−ëå
¯®«¥© ®¡®§− ç¥−¨ï Xz ¢ á¬ëá«¥ ãª § −−®£® ¯ã−ªâ  ¨ ¢ á¬ëá«¥
¯à¥¤ë¤ãé¥£® ®¯à¥¤¥«¥−¨ï −¥ ¯à¨¢®¤¨â ª ª®««¨§¨¨ | íâ® ®¤−®
¨ â® ¦¥.)

11.10. ‘«¥¤ãîé¨© ä ªâ ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®«¥§−ë¬ ¯à¨  − «¨§¥
áâàãªâãàë ¬®¤ã«¥© á¥ç¥−¨©.

�à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì á¥ç¥−¨ï s1, . . . , sl ∈ •(π) â ª®¢ë, çâ®

¤«ï «î¡®© â®çª¨ z ∈ M ¢¥ªâ®àë s1(z), . . . , sl(z) ¯®à®¦¤ îâ

á«®© πz. ’®£¤  íâ¨ á¥ç¥−¨ï ¯®à®¦¤ îâ ¨ ¬®¤ã«ì •(π).

� �ãáâì k | à §¬¥à−®áâì à áá«®¥−¨ï π. � áá¬®âà¨¬ ã¯®àï¤®-
ç¥−−ë© − ¡®à æ¥«ëå ç¨á¥« I = i1, . . . , ik, 1 � i1 < . . . < ik � l
¨ ¯®«®¦¨¬

UI = {z ∈ M | si1(z), . . . , sik(z) ∈ πz «¨−¥©−® −¥§ ¢¨á¨¬ë}.
�ç¥¢¨¤−®, çâ® ¬−®¦¥áâ¢® UI ®âªàëâ® ¨ á¥ç¥−¨ï si1|UI

, . . . , sik |UI

¯®à®¦¤ îâ C∞(UI)-¬®¤ã«ì •(π|UI
). Šà®¬¥ â®£®,

⋃
I UI =M.

„¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¤«ï ¢áïª®© â®çª¨ z ∈ M ¬®¦−® ¨§ á¥ç¥−¨©
s1(z), . . . , sl(z), ¯®à®¦¤ îé¨å á«®© πz, ¢ë¡à âì −¥ª®â®àãî ¥£®
¡ §ã, áª ¦¥¬ si1(z), . . . , sik(z). �â® ®§− ç ¥â, çâ® z ∈ UI.

„«ï «î¡®£® á¥ç¥−¨ï s ∈ •(π), ®ç¥¢¨¤−®, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à §«®-
¦¥−¨¥

s|UI
=

k∑
α=1

λI,αsiα |UI
, λI,α ∈ C∞(UI).

�ãáâì â¥¯¥àì äã−ªæ¨ï µI ∈ C∞(M), áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«ì− ï
¢−ãâà¨ UI ¨ à ¢− ï −ã«î ¢−¥ íâ®£® ¬−®¦¥áâ¢ , â ª®¢ , çâ®
äã−ªæ¨¨

νI,i =

{
µIλI,i −  UI ,

0 ¢−¥ UI
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ï¢«ïîâáï £« ¤ª¨¬¨ −  M. ’®£¤  äã−ªæ¨ï µ =
∑

I µI ¢áî¤ã
¯®«®¦¨â¥«ì−  −  M ¨

µIs =
∑

i

νI,isi.

�®íâ®¬ã

s =
1
µ

∑
I

µIs =
∑
I,i

νI,i

µ
si. �

11.11. ƒ¥®¬¥âà¨§ æ¨ï ¬®¤ã«¥©. ‘® ¢áïª¨¬ A-¬®¤ã«¥¬ P − ¤
ª®¬¬ãâ â¨¢−®© K- «£¥¡à®© A ¬®¦−® á¢ï§ âì £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨©
®¡ê¥ªâ

|P | =
⋃

h∈|A|

Ph (¨«¨ |P | =
⋃

z∈M

Pz , ¥á«¨ A = C∞(M)),

¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¥ªâ¨àãîé¨©áï −  |A|:
|P | ⊃ Ph � ph

πP�→ h ∈ |A|.
A-¬®¤ã«ì Ph = P/µhP ¬®¦−® ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ à áá¬ -
âà¨¢ âì ¨ ª ª ¬®¤ã«ì − ¤ A/µh, â. ¥. | ¢ á¨«ã ¨§®¬®àä¨§¬ 
A/µh = K | ª ª K-¬®¤ã«ì.

�à®¥ªæ¨ï πP ®ç¥−ì ¯®å®¦  −  à áá«®¥−¨¥ ¨, ª ª ¡ã¤¥â
¯®ª § −® −¨¦¥, íª¢¨¢ «¥−â−  ¢¥ªâ®à−®¬ã à áá«®¥−¨î, ¥á«¨
A = C∞(M) ¨ ¬®¤ã«ì P ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥− ¨ ¯à®¥ªâ¨¢¥−. �®-
íâ®¬ã ¬ë ¡ã¤¥¬ − §ë¢ âì ¥ñ ¯á¥¢¤®à áá«®¥−¨¥¬.

‚ á«ãç ¥ P = D(M) ª ¦¤®¬ã í«¥¬¥−âã X ∈ D(M) ¬®¦−®
á®¯®áâ ¢¨âì á¥ç¥−¨¥ sX : z �→ Xz ∈ TzM = D(M)z ª á â¥«ì−®-
£® à áá«®¥−¨ï πT . �ç¥¢¨¤−®, çâ® íâ  ª®−áâàãªæ¨ï −®á¨â ®¡é¨©
å à ªâ¥à ¨ ¯à¨£®¤−  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì−ëå ¯á¥¢¤®à áá«®¥−¨©: ¢áï-
ª®¬ã í«¥¬¥−âã p ∈ P ¬®¦−® á®¯®áâ ¢¨âì ®â®¡à ¦¥−¨¥

sp : |A| → |P |, h �→ ph.

�â® ¯®§¢®«ï¥â − ¬ −¥ä®à¬ «ì−® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì á¥¡¥ í«¥¬¥−âë
¬®¤ã«ï P ª ª á¥ç¥−¨ï ¯á¥¢¤®à áá«®¥−¨ï |P | â®ç−® â ª ¦¥,
ª ª í«¥¬¥−âë  «£¥¡àë A ¬ë ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ äã−ªæ¨ï¬¨ −  ¥ñ
á¯¥ªâà¥ |A|. �¤−  ¨§ ®á−®¢−ëå § ¤ ç ¤ −−®© £« ¢ë ¨ á®áâ®¨â
¢ â®¬, çâ®¡ë ¯®ª § âì, çâ® ¢¥ªâ®à−ë¥ à áá«®¥−¨ï ¯®«ãç îâáï
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¨§ ¯à®¥ªâ¨¢−ëå ¬®¤ã«¥© ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ®¯¨á −−®© ¯à®æ¥¤ãàë
¯®¤®¡−®, â®¬ã ª ª £« ¤ª¨¥ ¬−®£®®¡à §¨ï ¯®«ãç îâáï¨§ £« ¤ª¨å
 «£¥¡à.

�â®¡à ¦¥−¨ï ¢¨¤  sp : |A| → |P | − §ë¢ îâáï á¥ç¥−¨ï¬¨

¯á¥¢¤®à áá«®¥−¨ï πP . (‡ ¬¥â¨¬, çâ® ¬−®¦¥áâ¢® |P | −¥ − ¤¥«¥−®
−¨ª ª®© áâàãªâãà®©, ¯®§¢®«ïîé¥© ¨− ç¥ ¢ë¤¥«¨âì à §ã¬−ë©
ª« áá áà¥¤¨ ¢á¥å ®â®¡à ¦¥−¨© ¢¨¤  s : |A| → |P |, πP ◦ s =
id|A|.) Œ−®¦¥áâ¢® •(P ) ¢á¥å á¥ç¥−¨© ¯á¥¢¤®à áá«®¥−¨ï πP ¥áâì
A-¬®¤ã«ì ®â−®á¨â¥«ì−® ¥áâ¥áâ¢¥−−ëå ®¯¥à æ¨©

(sp1 + sp2) = sp1+p2 , p1, p2 ∈ P,

(asp) = sap, p ∈ P.

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ª ¦¤®¬ã A-¬®¤ã«î P ¬ë á®¯®áâ ¢¨«¨
A-¬®¤ã«ì •(P ) á¥ç¥−¨© ¯á¥¢¤®à áá«®¥−¨ï πP . ’¥¯¥àì ®¤− 
¨§ æ¥«¥© íâ®© £« ¢ë ¬®¦¥â ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢ −  ¡®«¥¥ â®ç-
−®: ¬ë å®â¨¬ ¤®ª § âì, çâ® ¥á«¨ A = C∞(M), â® ¤«ï «î¡®£®
ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥−−®£® ¯à®¥ªâ¨¢−®£®A-¬®¤ã«ïP ¯á¥¢¤®à áá«®-
¥−¨¥ πP ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à−ë¬ à áá«®¥−¨¥¬,   ¬®¤ã«¨ P ¨ •(P )
¥áâ¥áâ¢¥−−® ¨§®¬®àä−ë.

“¯à ¦−¥−¨¥. „®ª ¦¨â¥, çâ® á®®â¢¥âáâ¢¨¥ P �→ •(P ) ¥áâì
äã−ªâ®à ¢ ª â¥£®à¨¨ A-¬®¤ã«¥©.

‡ ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ í«¥¬¥−â p C∞(M)-¬®¤ã«ï P ¯à¨− ¤«¥-
¦¨â

⋂
z∈M µzP , â® ¥£® §− ç¥−¨¥ ¢ «î¡®© â®çª¥ z ∈ M à ¢−®

−ã«î. ’ ª¨¥ í«¥¬¥−âë − §ë¢ îâáï −¥¢¨¤¨¬ë¬¨, å®âï â®ç−¥¥
¡ë«® ¡ë − §ë¢ âì ¨å −¥− ¡«î¤ ¥¬ë¬¨. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¥á«¨
p ∈ P , â® p mod µz á®£« á−® ¯à¨−æ¨¯ã − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨ ¨−â¥à-
¯à¥â¨àã¥âáïª ª ª®¬¯®−¥−â  ¢−ãâà¥−−¥©áâàãªâãàëâ®çª¨ z ∈ M
¨ ¯à¨− ¤«¥¦−®áâì í«¥¬¥−â  p ¯¥à¥á¥ç¥−¨î

⋂
z∈M µzP ®§− ç ¥â

¯à¨−æ¨¯¨ «ì−ãî −¥− ¡«î¤ ¥¬®áâì íâ®© ª®¬¯®−¥−âë.
C∞(M)-¬®¤ã«ì P − §ë¢ ¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬, ¥á«¨⋂

z∈M µzP = 0, â. ¥. ¥á«¨ P −¥ á®¤¥à¦¨â −¥− ¡«î¤ ¥¬ëå í«¥-
¬¥−â®¢.

“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® £¥®¬¥âà¨ç−®áâì A-¬®¤ã«ï P à ¢-
−®á¨«ì−  â®¬ã, çâ® ¬®¤ã«¨ P ¨ •(P ) ¨§®¬®àä−ë.
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�«£¥¡à ¨ç¥áª ï ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ª  íâ®£® ¬®¦¥â ¡ëâì á¤¥« -
−  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �â®¡à ¦¥−¨¥

• = •P : P −→ P
/ ⋂

z∈M

µzP = •(P )

úã¡¨¢ ¥âû −¥¢¨¤¨¬ë¥ í«¥¬¥−âë ¨ á®¯®áâ ¢«ï¥â ª ¦¤®¬ã
C∞(M)-¬®¤ã«î P £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© ¬®¤ã«ì •(P ), ª®â®àë©
¢ ¤ «ì−¥©è¥¬ ¡ã¤¥â − §ë¢ âìáï £¥®¬¥âà¨§ æ¨¥© ¬®¤ã«ï P .
‘®®â¢¥âáâ¢¨¥ P �→ •(P ) ®¯à¥¤¥«ï¥â äã−ªâ®à ¨§ ª â¥£®à¨¨
ModC∞(M) ¢á¥å C∞(M)-¬®¤ã«¥© ¢ ª â¥£®à¨îGModC∞(M)
¢á¥å £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å C∞(M)-¬®¤ã«¥©. ‚ æ¥«®¬ àï¤¥ § ¤ ç à á-
á¬®âà¥−¨¥ ¯®¤ª â¥£®à¨¨GModC∞(M) ¢¬¥áâ® ¡®«ìè¥© ª â¥£®-
à¨¨ModC∞(M) ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®«¥§−ë¬ ¨ íää¥ªâ¨¢−ë¬.

“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯®¤ª â¥£®à¨ï GModC∞(M) ª -
â¥£®à¨¨ ModC∞(M) ãáâ®©ç¨¢  ®â−®á¨â¥«ì−® ®¯¥à æ¨¨ â¥−-
§®à−®£® ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï ¨ äã−ªâ®à  Hom,   ¨¬¥−−® ¯®ª -
¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ P, Q | £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ C∞(M)-¬®¤ã«¨,
â® ¨ P ⊗ Q, Hom∞

C (M)(P, Q) ¡ã¤ãâ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨
C∞(M)-¬®¤ã«ï¬¨.

‡− −¨¥ â®£®, ª ª ¢ àì¨àã¥âáïá«®© Ph ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®çª¨
h ∈ |A|, ¤ ¥â ¬−®£® ¯®«¥§−®© ¨−ä®à¬ æ¨¨ ® áâà®¥−¨¨ ¨áå®¤−®£®
¬®¤ã«ï P , áª ¦¥¬ ¥£® ®á®¡¥−−®áâ¥©¨ â. ¯. � ¯à¨¬¥à, ¬ë ¬®¦¥¬
£®¢®à¨âì ® −®á¨â¥«¥ ¬®¤ã«ï P :

suppP = {h ∈ |A| | Ph �= 0} ⊂ |A|,

£¤¥ ç¥àâ  ®§− ç ¥â § ¬ëª −¨¥ ¢ â®¯®«®£¨¨ ‡ à¨ááª®£®.

“¯à ¦−¥−¨¥. 1. Š á â¥«ì−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® TzM ¥áâ¥áâ¢¥−−®
à áá¬ âà¨¢ âì ª ª C∞(M)-¬®¤ã«ì, ®¯à¥¤¥«¨¢ ®¯¥à æ¨î ã¬−®-
¦¥−¨ï ¯à ¢¨«®¬ (f, ξ) �→ f(z)ξ, f ∈ C∞(M), ξ ∈ TzM. �®ª -
¦¨â¥, çâ® −®á¨â¥«ì íâ®£® ¬®¤ã«ï ¥áâì â®çª  z.

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® −®á¨â¥«ì C∞(M)-¬®¤ã«ï D(M, N)
(á¬. ¯. 9.46) ¢¥ªâ®à−ëå ¯®«¥© ¢¤®«ì ¯®¤¬−®£®®¡à §¨ï n ⊂ M
á®¢¯ ¤ ¥â á N.
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“ª § −− ï £¥®¬¥âà¨§ æ¨ï A-¬®¤ã«¥© ¯®§¢®«ï¥â «ãçè¥ ã¢¨-
¤¥âì ¨ ¯®−ïâì áâàãªâãàãà §«¨ç−ëå ª®−áâàãªæ¨© «¨−¥©−®© «£¥-
¡àë − ¤ A ª ª ¢ ®¡é¥¬, â ª ¨ ¢ ª®−ªà¥â−ëå á«ãç ïå. � ¯à¨¬¥à,
áâàãªâãàã −¥ª®â®à®£® £®¬®¬®àä¨§¬  A-¬®¤ã«¥© f : P → Q
¬®¦−® ã¢¨¤¥âì, ú¢ëç¨á«¨¢û ¥£® §− ç¥−¨ï ¢ à §−ëå â®çª å
á¯¥ªâà  |A|. �®¤ §− ç¥−¨¥¬ F ¢ â®çª¥ h ∈ |A| ¯®−¨¬ ¥âáï
®â®¡à ¦¥−¨¥ ä ªâ®à¬®¤ã«¥©

Fh : Ph → Qh.

‚¢¨¤ã â®£® çâ® F (µhP ) ⊂ µhQ, ¤ −−®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ £®-
¬®¬®àä¨§¬  Fh ª®àà¥ªâ−®. ‚ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© á¨âã æ¨¨, ª®-
£¤  A = C∞(M), ª ª ®¡ëç−®, ¨á¯®«ì§ãîâáï ®¡®§− ç¥−¨ï
Fz, Pz, Qz ¢¬¥áâ® Fhz , Phz , Qhz .

11.12. |P | ª ª â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà −áâ¢®. ˆ§ ®¡é¨å á®-
®¡à ¦¥−¨© − ¬ å®â¥«®áì ¡ë à áá¬ âà¨¢ âì |P | −¥ ¯à®áâ® ª ª
¬−®¦¥áâ¢®,   ª ª £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© ®¡ê¥ªâ. �à¨−æ¨¯ − ¡«î¤ -
¥¬®áâ¨ áâ¨¬ã«¨àã¥â − á ¯®¯ëâ âìáï ¨−â¥à¯à¥â¨à®¢ âì |P | ª ª
K-á¯¥ªâà −¥ª®â®à®© K- «£¥¡àë. �®−ïâì, ª ª íâ® ¤¥« ¥âáï,
¬®¦−® ¨§ £« ¢ë 9, − ¤«¥¦ é¨¬ ®¡à §®¬ ®¡®¡é¨¢ ª®−áâàãªæ¨¨,
¨á¯®«ì§®¢ −−ë¥ ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â®£®, çâ® ª®ª á â¥«ì−®¥
¬−®£®®¡à §¨¥ T ∗M ï¢«ï¥âáï R-á¯¥ªâà®¬  «£¥¡àë á¨¬¢®«®¢ S∗.
�− «¨§ ãª § −−ëå â ¬ ª®−áâàãªæ¨© ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¥áâ¥áâ¢¥−-
−ë¬ ª −¤¨¤ â®¬ −  à®«ì â ª®©  «£¥¡àë ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç¥-
áª ï  «£¥¡à  S(P ∗) ¬®¤ã«ï P ∗ = HomA(P, A). �® ®¯à¥¤¥«¥−¨î

S(P ∗) =
∑
k�0

Sk(P ∗),

£¤¥ Sk(P ∗) | á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï â¥−§®à− ï áâ¥¯¥−ì ¬®¤ã«ï P ∗.
‡ ¬¥â¨¬, çâ® ¢áïª¨© í«¥¬¥−â f ∈ P ∗ = S1(P ∗) ¬®¦−® à áá¬ -
âà¨¢ âì ª ª äã−ªæ¨î −  |P |, ¯®«®¦¨¢

f(ph)
def= f(p) mod µh ∈ A/µh = K, h ∈ |A|, p ∈ P.

‚¢¨¤ã â®£® çâ® f | £®¬®¬®àä¨§¬, íâ® ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ª®àà¥ªâ−®.
„ «¥¥, ¤«ï í«¥¬¥−â  f1 ⊗ . . . ⊗ fk ∈ (P ∗)⊗k, £¤¥ ç¥à¥§ (P ∗)⊗k
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®¡®§− ç¥−  k-ï â¥−§®à− ï áâ¥¯¥−ì A-¬®¤ã«ï P ∗, ¯®«®¦¨¬

(f1 ⊗ . . . ⊗ fk)(ph)
def= f1(ph) · . . . · fk(ph). ∈ K

�â  ä®à¬ã«  ¯®§¢®«ï¥â à áá¬ âà¨¢ âì í«¥¬¥−âë â¥−§®à−®£®
¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï (P ∗)⊗k ª ª äã−ªæ¨¨ −  |P |. ‡ ¬¥â¨¬, ®¤− ª®, çâ®
¥á«¨ í«¥¬¥−â ω ∈ (P ∗)⊗k ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥−, â® ω(ph) = 0 ¤«ï
«î¡®£® ph ∈ |P |. ˆ− ç¥ £®¢®àï, â ª®¬ã í«¥¬¥−âã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
äã−ªæ¨ï −  |P |, â®¦¤¥áâ¢¥−−® à ¢− ï −ã«î. �à®ä ªâ®à¨§®¢ ¢
â¥−§®à−ãî  «£¥¡àã (P ∗)⊗ =

∑
k�0(P

∗)⊗k ¯® ¥¥ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥-
áª®© ¯®¤ «£¥¡à¥, ¬ë ª ª à § ¨ ¯à¨¤¥¬ ª á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©  «£¥¡à¥
S(P ∗) ¨ ª ¨−â¥à¯à¥â æ¨¨ ¥¥ í«¥¬¥−â®¢, ª ª äã−ªæ¨© −  |P |.

�¨¦¥ íâ  ¨¤¥ï ¡®«¥¥ ¤¥â «ì−® ®¡áã¦¤ ¥âáï ¤«ï ¬®¤ã«¥© − ¤
 «£¥¡à®© £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© C∞(M). ’ ¬, ¢ ç áâ−®áâ¨, ¯®ª §ë-
¢ ¥âáï, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï π ¯à®áâà −áâ¢ 
|•(π)| ¨ Eπ á®¢¯ ¤ îâ.

�¡®§− ç¨¬ â¥¯¥àì ç¥à¥§ F(|P |)K- «£¥¡àã äã−ªæ¨© −  |P |,
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å í«¥¬¥−â ¬  «£¥¡àë S(P ∗). ”¨ªá æ¨ï íâ®©  «-
£¥¡àë ¯®§¢®«ï¥â ¯à¥¢à â¨âì |P | ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà −áâ¢®,
§ ¤ ¢ −  −¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî â®¯®«®£¨î ‡ à¨ááª®£®, â. ¥.
áç¨â ï ¡ §¨á−ë¬¨ § ¬ª−ãâë¬¨ ¬−®¦¥áâ¢ ¬¨ ¬−®¦¥áâ¢  −ã«¥©
äã−ªæ¨© ¨§ F(|P |).
“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨ï πP : |P | → |A|
¨ sp : |A| → |P |, p ∈ P , −¥¯à¥àë¢−ë ¢ íâ®© â®¯®«®£¨¨.

� «¨ç¨¥ â®¯®«®£¨¨ ‡ à¨ááª®£® −  |P | ¯®§¢®«ï¥â à áè¨à¨âì
ª« áá á¥ç¥−¨© ¯á¥¢¤®à áá«®¥−¨ï πP . ˆ¬¥−−®, −¥¯à¥àë¢−®¥ ®â®-
¡à ¦¥−¨¥ s : |A| → |P | − §ë¢ ¥âáï −¥¯à¥àë¢−ë¬ á¥ç¥−¨¥¬ ¯á¥¢-
¤®à áá«®¥−¨ï πP , ¥á«¨ πP ◦ s = id|A|. Œ−®¦¥áâ¢® ¢á¥å á¥ç¥−¨©
¯á¥¢¤®à áá«®¥−¨ï πP ®¡®§− ç ¥âáï •0(P ).

“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® áâàãªâãà  «¨−¥©−®£® − ¤ K ¯à®-
áâà −áâ¢  ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ á«®¥¢ Ph ⊂ |P | ¨−¤ãæ¨àã¥â áâàãªâãàã
A-¬®¤ã«ï ¢ •0(P ).

11.13. ”ã−ªâ®à á¥ç¥−¨©. ‘®¯®áâ ¢«¥−¨¥ ¢¥ªâ®à−®¬ã à áá«®-
¥−¨î ¥£® ¬®¤ã«ï á¥ç¥−¨© π �→ •(π) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬
¯à¥¢à é ¥âáï ¢ äã−ªâ®à. �ãáâì α ∈ Mor(π, η). �®«®¦¨¬
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•(α)(s) = α ◦ s ¤«ï «î¡®£® s ∈ •(π). ‹¥£ª® ¯®−ïâì, çâ®
•(a) : •(π)→ •(η) ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬ C∞(M)-¬®¤ã«¥©,   á®®â-
¢¥âáâ¢¨¥ α �→ •(α) ®¡« ¤ ¥â −¥®¡å®¤¨¬ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

(i) •(idπ) = id•(π) ¤«ï «î¡®£® π,
(ii) •(α ◦ β) = •(α) ◦•(β) ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì−®© ¯ àë ¬®àä¨§-

¬®¢ ζ
β→ π

α→ η.
“¯à ¦−¥−¨¥. �ãáâì P = •(π), Q = •(η), α ∈ Mor(π, η)
¨ F = •(α). �®ª ¦¨â¥, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ Fz : Pz → Qz

(á¬. ¯. 11.11) ª −®−¨ç¥áª¨ ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á αz : πz → ηz

¯à¨ ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨ïå Pz = πz, Qz = ηz, ®¯¨á −−ëå ¢ «¥¬¬¥
11.8.

ˆ§ãç¥−¨¥ äã−ªâ®à  •, á¢ï§ë¢ îé¥£® £¥®¬¥âà¨î ¢¥ªâ®à-
−ëå à áá«®¥−¨© á  «£¥¡à®© ª®«¥æ ¨ ¬®¤ã«¥©, á®áâ ¢«ï¥â ®¤¨−
¨§ ®á−®¢−ëå ¯à¥¤¬¥â®¢ − áâ®ïé¥© £« ¢ë. �®áà¥¤áâ¢®¬ íâ®£®
äã−ªâ®à  £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  à áá«®¥−¨© ¨ ®¯¥à æ¨¨ − ¤
−¨¬¨ ¨áç¥à¯ë¢ îé¨¬ ®¡à §®¬ ¢ëà ¦ îâáï −  ï§ëª¥  «£¥¡àë.
�à®áâ¥©è¥© ¨««îáâà æ¨¥© íâ®¬ã á«ã¦¨â á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥-
−¨¥.

�à¥¤«®¦¥−¨¥. ‚¥ªâ®à−®¥ à áá«®¥−¨¥ π âà¨¢¨ «ì−® â®£¤ 

¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¬®¤ã«ì •(π) á¢®¡®¤¥−.

� ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì ϕ : Eπ → M × V | âà¨¢¨ «¨§ãî-
é¨© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬,   v1, . . . , vn | ¡ §¨á «¨−¥©−®£® ¯à®-
áâà −áâ¢  V . �®«®¦¨¬ ei(x) = ϕ−1(x, vi). ’®£¤  e1, . . . , em

| ¡ §¨á ¬®¤ã«ï •(π). …á«¨, − ®¡®à®â, ¨§¢¥áâ−®, çâ® ¬®¤ã«ì
•(π) á¢®¡®¤¥− ¨ e1, . . . , em | ¥£® ¡ §¨á, â® ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬
ϕ : Eπ → M × Rn ¬®¦−® ®¯à¥¤¥«¨âì â ª:

ϕ(
m∑

i=1

λiei(x)) = (x;λ1, . . . , λm). �

‡ ¬¥ç −¨¥. „«ï ¢áïª®£® á¢®¡®¤−®£® C∞(M)-¬®¤ã«ï ª®−¥ç-

−®£® â¨¯  P , â. ¥. ¬®¤ã«ï, ®¡« ¤ îé¥£® ª®−¥ç−®© á¨áâ¥¬®©
®¡à §ãîé¨å, áãé¥áâ¢ã¥â à áá«®¥−¨¥, ¬®¤ã«ì á¥ç¥−¨© ª®â®à®-
£® ¥¬ã ¨§®¬®àä¥−. ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, á¢®¡®¤−ë© C∞(M)-¬®¤ã«ì
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à −£  m ¨§®¬®àä¥− •(π), £¤¥ π | à áá«®¥−¨¥-¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥
M × Rm → M.

11.14. �à®¥ªâ¨¢−ë¥ ¬®¤ã«¨. Ÿá−®, çâ® ¬®¤ã«¨ á¥ç¥−¨© ¢¥ª-
â®à−ëå à áá«®¥−¨© ¤®«¦−ë ®¡« ¤ âì −¥ª®â®à®© á¯¥æ¨ä¨ª®©,
¯à®¨áâ¥ª îé¥© ¨§ â®£®, çâ® ¢á¥ á«®¨ ª ¦¤®£® ®â¤¥«ì−®£® à á-
á«®¥−¨ï ®¤¨− ª®¢ë. …ñ − ¤® ãáâ −®¢¨âì, ¯®áª®«ìªã ¨¬¥−−® ®− 
ä®à¬ «¨§ã¥â áâ®«ì ¢ ¦−ãî ¤«ï − á £¨¯®â¥§ã ¨¤¥−â¨ç−®áâ¨ ¢−ã-
âà¥−−¨å áâàãªâãà â®ç¥ª (á¬. ¯. 10.1). �− , ª ª ¬ë ã¢¨¤¨¬
¢¯®á«¥¤áâ¢¨¨,  ¤¥ª¢ â−® ®¯¨áë¢ ¥âáï ¯®−ïâ¨¥¬ ¯à®¥ªâ¨¢−®áâ¨,
ª ¨§ãç¥−¨î ª®â®à®£® ¬ë á¥©ç á ¯¥à¥å®¤¨¬.

Œ®¤ã«ì P − ¤ ª®¬¬ãâ â¨¢−ë¬ ª®«ìæ®¬ A − §ë¢ ¥âáï ¯à®-

¥ªâ¨¢−ë¬, ¥á«¨ ®− ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï «î¡®£®
í¯¨¬®àä¨§¬  A-¬®¤ã«¥© ϕ : Q → R ¨ «î¡®£® £®¬®¬®àä¨§¬ 
ψ : P → R áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© £®¬®¬®àä¨§¬ χ : P → Q, çâ®
ϕ ◦ χ = ψ, â. ¥. ¤¨ £à ¬¬ 

P

ψ




χ

���
�

�
�

Q ϕ
�� R �� 0

ª®¬¬ãâ â¨¢− . ƒ®¬®¬®àä¨§¬ χ − §ë¢ ¥âáï ¯®¤−ïâ¨¥¬ ψ
¢¤®«ì ϕ. �à¨¬¥àë ¯à®¥ªâ¨¢−ëå ¬®¤ã«¥© ¡ã¤ãâ ¯à¨¢¥¤¥−ë −¨-
¦¥, ¯®á«¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á«¥¤ãîé¥£® ¯à¥¤«®¦¥−¨ï, ¢ ª®â®à®¬
á®¡à −ë ¢ ¦−¥©è¨¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ¯à®¥ªâ¨¢−ëå ¬®¤ã«¥©.

11.15. �à¥¤«®¦¥−¨¥. ‘«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  A-¬®¤ã«ï P íª¢¨-

¢ «¥−â−ë:
( ) P ¯à®¥ªâ¨¢¥−;
(¡) «î¡®© í¯¨¬®àä¨§¬ ϕ : Q → P ¯à®¨§¢®«ì−®£® A-¬®¤ã«ï

−  P ®¡« ¤ ¥â à áé¥¯«¥−¨¥¬, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© £®¬®-

¬®àä¨§¬ χ : P → Q, çâ® ϕ ◦ χ = idP ;
(¢) P ¨§®¬®àä¥− ¯àï¬®¬ã á« £ ¥¬®¬ã −¥ª®â®à®£® á¢®¡®¤−®£®

A-¬®¤ã«ï;
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(£) äã−ªâ®à HomA(P, ·) : Q �→ HomA(P, Q) −  ª â¥£®à¨¨

A-¬®¤ã«¥© â®ç¥−, â. ¥. ¯¥à¥¢®¤¨â â®ç−ë¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¨

¢ â®ç−ë¥.

� „®ª ¦¥¬, çâ® ( ) ⇒ (¡). „®áâ â®ç−® ¢ ®¯à¥¤¥«¥−¨¨ ¯à®¥ªâ¨¢-
−®áâ¨ ¯®«®¦¨âì R = P ¨ ψ = idP .

„®ª ¦¥¬, çâ® (¡) ⇒ (¢). �ãáâì ϕ : Q → P | í¯¨¬®à-
ä¨§¬ −¥ª®â®à®£® á¢®¡®¤−®£® A-¬®¤ã«ï −  P (â ª®© í¯¨¬®à-
ä¨§¬ ¬®¦−® ¯®áâà®¨âì, ¢§ï¢, − ¯à¨¬¥à, ¢ ª ç¥áâ¢¥ Q á¢®¡®¤-
−ë© ¬®¤ã«ì á ¡ §¨á®¬ {ep}p∈P , à ¢−®¬®é−ë¬ ¬−®¦¥áâ¢ã P ,
¨ ¯®«®¦¨¢ ϕ(ep) = p). ‚ á¨«ã (¡) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© £®¬®¬®à-
ä¨§¬ χ ∈ Hom(P, Q), çâ® χ ◦ ϕ = idP . ’®£¤  P ∼= Imχ,
  Q = Imχ ⊕ Kerϕ. ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, «î¡®© í«¥¬¥−â a ∈ Q
¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ª ª áã¬¬  χ(ϕ(a)) + [a − χ(ϕ(a))]; §¤¥áì ¯¥à-
¢®¥ á« £ ¥¬®¥ ¯à¨− ¤«¥¦¨â Imχ,   ¢â®à®¥ | Kerϕ. …á«¨ ¦¥
a ∈ Imχ∩Kerϕ, â® a = χ(p), p ∈ P , ¨ 0 = ϕ(a) = ϕ(χ(p)) = p.
‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, a = 0.

„®ª ¦¥¬, çâ® (¢)⇒ (£). ‡ ¬¥â¨¬ á− ç « , çâ® ¤«ï á¢®¡®¤−®£®
¬®¤ã«ï R äã−ªâ®à HomA(R, ·) â®ç¥−. �â® á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥-
«¥−¨ï á¢®¡®¤−®£® ¬®¤ã«ï: £®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ R ¢ ¤àã£®© ¬®¤ã«ì
®¤−®§− ç−® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬¨ §− ç¥−¨ï¬¨ −  ¡ §¨á−ëå í«¥-
¬¥−â å, ¯à¨ç¥¬ íâ¨ §− ç¥−¨ï ¬®£ãâ ¡ëâì «î¡ë¬¨. �ãáâì â¥¯¥àì
R = P ⊕ Q,   ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâì

S = {· · · → Sk
ϕk→ Sk+1 → . . . }

A-¬®¤ã«¥© â®ç− . ’®£¤  â®ç−  ¨ á«¥¤ãîé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâì
HomA(R,S):

· · · → HomA(R, Sk)→ HomA(R, Sk+1)→ . . . ,

ï¢«ïîé ïáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¨ HomA(P,S)
¢¨¤ 

· · · → HomA(P, Sk)→ HomA(P, Sk+1)→ . . . ,

¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¨HomA(Q,S), ¨¬¥îé¥© ¢¨¤

· · · → HomA(Q, Sk)→ HomA(Q, Sk+1)→ . . .
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ˆ− ç¥ £®¢®àï, ª ¦¤ë© ç«¥− ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¨ HomA(R,S)
¥áâì ¯àï¬ ï áã¬¬  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ç«¥−®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
−®áâ¥© HomA(P,S) ¨ HomA(Q,S) ¨ ª ¦¤ë© £®¬®¬®àä¨§¬
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¨ HomA(R,S) ¥áâì ¯àï¬ ï áã¬¬  á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨å £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¥© HomA(P,S)
¨ HomA(Q,S). �áâ ¥âáï ¯à¨¬¥−¨âì á«¥¤ãîé¥¥ ¯à®áâ®¥ ãâ¢¥à-
¦¤¥−¨¥: ¯àï¬ ï áã¬¬  ¤¢ãå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¥©¬®¤ã«¥© â®ç− 
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  â®ç−ë ®¡¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¨-
á« £ ¥¬ë¥.

� ª®−¥æ, ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨¬¯«¨ª æ¨¨ (£) ⇒ ( ) ¤®áâ -
â®ç−® ¯à¨¬¥−¨âì á¢®©áâ¢® (£) ª â®ç−®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì−®áâ¨

0 −→ Kerϕ −→ Q
ϕ−→ R −→ 0. �

“¯à ¦−¥−¨¥. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® P ⊂ R, £¤¥ P | ¯à®¥ªâ¨¢-
−ë©,   R | á¢®¡®¤−ë© ¬®¤ã«ì. Œ®¦−® «¨ ®âáî¤  § ª«îç¨âì,
çâ® R = P ⊕Q, £¤¥ Q ⊂ R | ¯®¤å®¤ïé¨© ¯®¤¬®¤ã«ì?

11.16. �à¨¬¥àë ¯à®¥ªâ¨¢−ëå ¬®¤ã«¥©. I. � ¤ ¯®«¥¬ ¢á¥
A-¬®¤ã«¨ á¢®¡®¤−ë ¨, §− ç¨â, ¢á¥ ¯à®¥ªâ¨¢−ë.

II. � ¤ ª®«ìæ®¬ æ¥«ëå ç¨á¥« Z â®¦¥ −¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¤àã£¨å
¯à®¥ªâ¨¢−ëå ¬®¤ã«¥©, ªà®¬¥ á¢®¡®¤−ëå (å®âï ¢ íâ®¬ á«ãç ¥
−¥ ¢á¥ ¬®¤ã«¨ á¢®¡®¤−ë). ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, Z-¬®¤ã«ì | íâ® â®
¦¥ á ¬®¥, çâ®  ¡¥«¥¢  £àã¯¯ ,   «î¡ ï ¯®¤£àã¯¯  á¢®¡®¤−®©
 ¡¥«¥¢®© £àã¯¯ë á¢®¡®¤− .

III. �à®áâ¥©è¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ ¯à®¥ªâ¨¢−®£®, −® −¥ á¢®¡®¤−®£®
¬®¤ã«ï ¬®¦¥â á«ã¦¨âì £àã¯¯  Z, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ª ª ¬®¤ã«ì
− ¤ ª®«ìæ®¬ Z ⊕ Z á ã¬−®¦¥−¨¥¬ (a, b) · x = ax.

IV. ƒ« ¢−ë¬ ¯à¨¬¥à®¬ ¯à®¥ªâ¨¢−ëå ¬®¤ã«¥© ¤«ï − á ¡ã¤ãâ
¬®¤ã«¨ á¥ç¥−¨© ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨©. �¡ íâ®¬ £®¢®à¨âáï −¨¦¥
(â¥®à¥¬  11.32).

“¯à ¦−¥−¨¥. �¯¨è¨â¥ ¯à®¥ªâ¨¢−ë¥ ¬®¤ã«¨ − ¤ ª®«ìæ ¬¨ ¢ë-
ç¥â®¢ Z/mZ ¨ − ¤ ª®«ìæ®¬ ¬ âà¨æ.
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11.17. �®¤à áá«®¥−¨ï. ƒ®¢®àïâ, çâ® ¢¥ªâ®à−®¥ à áá«®¥−¨¥
η : Eη → M ï¢«ï¥âáï ¯®¤à áá«®¥−¨¥¬ ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï
π : Eπ → M (®¡®§− ç¥−¨¥ η ⊂ π), ¥á«¨

1. Eη | ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥ ¢ Eπ;
2. ®â®¡à ¦¥−¨¥ η ¥áâì ®£à −¨ç¥−¨¥ π −  Eη;
3. ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x ∈ M á«®© ηx ¥áâì «¨−¥©−®¥ ¯®¤¯à®-

áâà −áâ¢® á«®ï πx.

�à¨¬¥àë. I. �ã«¥¢®¥ ¯®¤à áá«®¥−¨¥: ¯à®áâà −áâ¢® à áá«®¥−¨ï
á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡à §®¬ −ã«¥¢®£® á¥ç¥−¨ï.

II. „®ª ¦¥¬, çâ® ª á â¥«ì−®¥ à áá«®¥−¨¥ ¤¢ã¬¥à−®© áä¥àë
−¥ ¨¬¥¥â ®¤−®¬¥à−ëå ¯®¤à áá«®¥−¨©. „«ï íâ®£® ¯à¥¤¯®«®-
¦¨¬, çâ® â ª®¥ à áá«®¥−¨¥ ξ áãé¥áâ¢ã¥â. ’®£¤  ¤«ï £« ¤ª®©
®à¨¥−â¨àã¥¬®© § ¬ª−ãâ®© ªà¨¢®© • ⊂ S2 ¬®¦−® ®¯à¥¤¥«¨âì
æ¥«®ç¨á«¥−−ë© ¨−¢ à¨ −â ν(•), à ¢−ë© ç¨á«ã ¯®«ã®¡®à®â®¢,
ª®â®àë¥ ¤¥« ¥â ª á â¥«ì−ë© ¢¥ªâ®à ª ªà¨¢®© ¯® ®â−®è¥−¨î ª
á«®î ξ. —¨á«® ν(•) −¥ ¬¥−ï¥âáï ¯à¨ £« ¤ª®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ªà¨-
¢®© •, ¨ ¬¥−ï¥â §− ª ¯à¨ ¨§¬¥−¥−¨¨ ®à¨¥−â æ¨¨ ªà¨¢®©. �ãáâì
•+ | ¬ «¥−ìª ï ¯®«®¦¨â¥«ì−® ®à¨¥−â¨à®¢ −− ï ªà¨¢ ï ¨ •−

| â  ¦¥ á ¬ ï ªà¨¢ ï á ®âà¨æ â¥«ì−®© ®à¨¥−â æ¨¥©. ’®£¤ ,
®ç¥¢¨¤−®, ν(•+) = 2 ¨ ν(•−) = −2. �® −  áä¥à¥ ªà¨¢ ï •+

¬®¦¥â ¡ëâì £« ¤ª® ¯à®¤¥ä®à¬¨à®¢ −  ¢ •−. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥
¤®ª §ë¢ ¥â − è¥ ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥.

11.18. ‹®ª «ì−®¥ ãáâà®©áâ¢® ¯®¤à áá«®¥−¨©. �ãáâì ¢ ª -
¦¤®© â®çª¥ z ∈ M § ¤ −® «¨−¥©−®¥ ¯®¤¯à®áâà −áâ¢® ηz á«®ï πz.
„«ï â®£® çâ®¡ë â ª®¥ à á¯à¥¤¥«¥−¨¥ § ¤ ¢ «® −¥ª®â®à®¥ ¯®¤-
à áá«®¥−¨¥ à áá«®¥−¨ï π, −ã¦−®, çâ®¡ë, ¢®-¯¥à¢ëå, ¬−®¦¥áâ¢®⋃

z∈M ηz ¡ë«® ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥¬ ¢ Eπ ¨, ¢®-¢â®àëå, ¢ë¯®«-
−ï«®áì ãá«®¢¨¥ «®ª «ì−®© âà¨¢¨ «ì−®áâ¨ ¤«ï á¥¬¥©áâ¢  {ηz}.
‚ á«ãç ¥ âà¨¢¨ «ì−®£® à áá«®¥−¨ï π íâ¨ âà¥¡®¢ −¨ï ¬®¦−®
¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ âì ¢ ¢¨¤¥ á«¥¤ãîé¥© −¥á«®¦−®© «¥¬¬ë.

11.19. ‹¥¬¬ . �ãáâì π : M → Rn → M | ¯à®¥ªæ¨ï − 

¯¥à¢ë© á®¬−®¦¨â¥«ì ¨ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ z ∈ M § ¤ −® k-¬¥à−®¥

¯®¤¯à®áâà −áâ¢® ηz ⊂ πz
∼= Rn. �¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§ η̃ : M →
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Gn,k ®â®¡à ¦¥−¨¥ η̃(z) = ηz. ’®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ãá«®¢¨ï

íª¢¨¢ «¥−â−ë:
( ) á¥¬¥©áâ¢® {ηz}z∈M § ¤ ¥â ¯®¤à áá«®¥−¨¥ η ⊂ π;
(¡) ®â®¡à ¦¥−¨¥ η̃ £« ¤ª®¥.

� „®ª ¦¥¬, çâ® (¡) ⇒ ( ). �ãáâì a ∈ M ¨ e1, . . . , ek |
¡ §¨á ¯à®áâà −áâ¢  ηa. �® «¥¬¬¥ 11.8, áãé¥áâ¢ãîâ á¥ç¥−¨ï
s1, . . . , sk ∈ •(η) â ª¨¥, çâ® si(a) = ei. ‚ á¨«ã −¥¯à¥àë¢−®áâ¨
á¥ç¥−¨© si − ©¤¥âáï â ª ï ®ªà¥áâ−®áâì U â®çª¨ a, çâ® ¢¥ª-
â®àë s1(z), . . . , sk(z) «¨−¥©−® −¥§ ¢¨á¨¬ë ¯à¨ «î¡®¬ z ∈ U.
‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, ¢¥ªâ®àë s1(z), . . . , sk(z) á®áâ ¢«ïîâ ¡ §¨á ¯à®-
áâà −áâ¢  ηz. ’®£¤  ®â®¡à ¦¥−¨¥ η̃ (¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨ U ) ¬®¦−®
¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¤¢ãå £« ¤ª¨å ®â®¡à ¦¥−¨©

U � z �→
(
s1(z), . . . , sk(z)

)
�→ L

(
s1(z), . . . , sk(z)

)
∈ Gn,k,

£¤¥ L
(
s1(z), . . . , sk(z)

)
| ¯à®áâà −áâ¢®, − âï−ãâ®¥ −  ¢¥ªâ®àë

s1(z), . . . , sk(z). ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, ®â®¡à ¦¥−¨¥ η̃ £« ¤ª®¥.
„®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ( ) ⇒ (¡). �ãáâì ηz ∈ Gn,k £« ¤ª®

§ ¢¨á¨â ®â z. �®«ì§ãïáì áâ −¤ àâ−®© á¨áâ¥¬®© ª®®à¤¨− â−ëå
®ªà¥áâ−®áâ¥© −  Gn,k (á¬. 10.11 (VI)), «¥£ª® ¢ë¡à âì ¡ §¨á
s1(z), . . . , sk(z) ¯à®áâà −áâ¢  ηz, £« ¤ª® § ¢¨áïé¨© ®â â®çª¨ z,
¥á«¨ z − å®¤¨âáï ¢ −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ U â®çª¨ a ∈ M.

�¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ϕ : U × Rk → U × Rn ¯® ä®à¬ã«¥

ϕ(z, λ1, . . . λk) =
(
z,

k∑
i=1

λisi(z)
)
.

ˆ§ «¨−¥©−®© −¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢ s1(z), . . . , sk(z) á«¥¤ã¥â,
çâ® ϕ ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ì−ë© à −£.�® â®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ ® −¥ï¢−®©
äã−ªæ¨¨ (á¬. â¥®à¥¬ã 6.23 ¨ § ¬¥ç −¨¥ 6.24) ®¡à § Imϕ ®â®¡à -
¦¥−¨ï ϕ ¢ ¯à®áâà −áâ¢¥ U ×Rn ï¢«ï¥âáï ¯®¤¬−®£®®¡à §¨¥¬. �®
íâ® §− ç¨â (¯® ¯®áâà®¥−¨îϕ), çâ® {ηz}z∈M § ¤ ¥â ¯®¤à áá«®¥−¨¥
à áá«®¥−¨ï π. �

� áªàë¢ ï áâàãªâãàã ¯®¤à áá«®¥−¨© âà¨¢¨ «ì−®£® à áá«®-
¥−¨ï, «¥¬¬  â¥¬ á ¬ë¬ ¯®ª §ë¢ ¥â «®ª «ì−®¥ ãáâà®©áâ¢® ¯®¤-
à áá«®¥−¨© «î¡®£® à áá«®¥−¨ï. ‘¥©ç á ¬ë ¯à¨¬¥−¨¬ ¥¥ ¤«ï
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¨áá«¥¤®¢ −¨ï ¢®¯à®á  ®¡ ãá«®¢¨ïå, ¯à¨ ª®â®àëå ï¤à® ¨ ®¡à §
¬®àä¨§¬  ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨© ϕ ∈ Mor(π, η) ï¢«ïîâáï ¯®¤-
à áá«®¥−¨ï¬¨ ¢ π ¨ η á®®â¢¥âáâ¢¥−−®. �®¤ ï¤à®¬ (á®®â¢¥âáâ¢¥−-
−® ®¡à §®¬) ¬ë ¯®−¨¬ ¥¬ §¤¥áì ¬−®¦¥áâ¢®

⋃
z∈M Kerϕz ⊂ Eπ

¢¬¥áâ¥ á ®£à −¨ç¥−¨¥¬ −  íâ® ¬−®¦¥áâ¢® ¯à®¥ªæ¨¨ π (á®®â¢¥â-
áâ¢¥−−® ¬−®¦¥áâ¢®

⋃
z∈M Imϕz ⊂ Eη ¢¬¥áâ¥ á ®£à −¨ç¥−¨¥¬

¯à®¥ªæ¨¨ η).

11.20. �à¥¤«®¦¥−¨¥. ‘«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï −  ¬®àä¨§¬ ¢¥ª-

â®à−ëå à áá«®¥−¨© ϕ : π → η − ¤ ¬−®£®®¡à §¨¥¬ M íª¢¨¢ -

«¥−â−ë:
( ) dimKerϕx −¥ § ¢¨á¨â ®â x;
(¡) dim Imϕx −¥ § ¢¨á¨â ®â x;
(¢) Kerϕ | ¯®¤à áá«®¥−¨¥ π;
(£) Imϕ | ¯®¤à áá«®¥−¨¥ η.

� ˆ¬¯«¨ª æ¨¨ (¢) ⇒ ( ) ¨ (£) ⇒ (¡) ®ç¥¢¨¤−ë. �ª¢¨¢ «¥−â−®áâì
( ) ⇔ (¡) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â®£®, çâ® áã¬¬  dimKerϕx + dim Imϕx

¢á¥£¤  ¯®áâ®ï−−  (¨ à ¢−  à §¬¥à−®áâ¨ á«®ï π).
„®ª ¦¥¬, çâ® ¨§ (¡) á«¥¤ã¥â (£). �®áª®«ìªã ãâ¢¥à¦¤¥-

−¨¥ (£) «®ª «ì−®, ¤®áâ â®ç−® ¤®ª § âì ¥£® ¢ ®ªà¥áâ−®áâ¨ ª -
¦¤®© â®çª¨ ¡ §ë. ‚ë¡¥à¥¬ â ªãî ®ªà¥áâ−®áâì U ⊂ M ¤ −-
−®© â®çª¨, çâ® à áá«®¥−¨ï π

∣∣
U

¨ η
∣∣
U

âà¨¢¨ «ì−ë ¨, §− -
ç¨â, ¬®¦−® áç¨â âì, çâ® ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤¥«® á ¬®àä¨§¬®¬ ϕU

âà¨¢¨ «ì−ëå à áá«®¥−¨©, ¤¥©áâ¢ãîé¨¬ ¨§ πU : U × V → U
¢ ηU : U × W → U. �â®¬ã ¬®àä¨§¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £« ¤ª®¥
®â®¡à ¦¥−¨¥ ϕ̃U : U → Hom(V, W ), á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ â®çª¥ x
®¯¥à â®à ϕ̃(x), §− ç¥−¨¥ ª®â®à®£® −  ¢¥ªâ®à¥ v ∈ V à ¢−® W -
á®áâ ¢«ïîé¥© í«¥¬¥−â  ϕ(x, v) ∈ M×W . �® ãá«®¢¨î ®¯¥à â®à
ϕ̃x ¨¬¥¥â −¥ § ¢¨áïé¨© ®âx à −£, à ¢−ë©, áª ¦¥¬ r. �ãáâì ¢ ¤ −-
−®© â®çª¥ a ∈ U ¢¥ªâ®àë v1, . . . , vr â ª®¢ë, çâ® ¨å ®¡à §ë ¯à¨
ϕa «¨−¥©−® −¥§ ¢¨á¨¬ë. ’®£¤  ¨§ á®®¡à ¦¥−¨© −¥¯à¥àë¢−®áâ¨
¢ −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ â®çª¨ a ¢¥ªâ®àë ϕx(v1), . . . , ϕx(vr)
®¡à §ãîâ ¡ §¨á Imϕx, £« ¤ª® § ¢¨áïé¨© ®â x. �® «¥¬¬¥ 11.19
((¡) ⇒ (a)) Imϕ | ¯®¤à áá«®¥−¨¥ η.
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’¥¯¥àì ¯à¨¬¥−¨¬ ¯à¥¤ë¤ãé¨¥ à ááã¦¤¥−¨ï ª ¢ë¢®¤ã ¨¬-
¯«¨ª æ¨¨ ( )⇒ (¢). …á«¨ á¥¬¥©áâ¢® ®¯¥à â®à®¢ϕx ∈ Hom(V, W )
£« ¤ª® § ¢¨á¨â ®â x ¨ ¨¬¥¥â ¯®áâ®ï−−ë© à −£ r, â® Imϕx, ª ª
í«¥¬¥−â £à áá¬ −¨ −  GW,r, £« ¤ª® § ¢¨á¨â ®â x (¢ á¨«ã «¥¬¬ë
11.19, ( ) ⇒ (¡)). ‡ ¬¥â¨¬, çâ®Kerϕx = Ann Imϕ∗

x (− ¯®¬−¨¬,
çâ® Ann Imϕ∗

x ®¡®§− ç ¥â  −−ã«ïâ®à ®¡à §  ϕ∗
x, â. ¥. ¬−®¦¥-

áâ¢® á®¢¬¥áâ−ëå −ã«¥© ¢á¥å äã−ªæ¨®− «®¢ ¨§ Imϕ∗
x). ƒ« ¤ª®áâì

á¥¬¥©áâ¢  ϕ∗
x á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® ª®¬¯®−¥−âë íâ®£® ®¯¥à â®-

à  à ¢−ë ª®¬¯®−¥−â ¬ ϕx (¢ ¯®¤å®¤ïé¨å ¡ §¨á å). �®íâ®¬ã
Imϕ∗

x £« ¤ª® § ¢¨á¨â ®â x. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥
Ann: GV ∗,r → GV,dimV −r, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ª ¦¤®¬ã ¯®¤¯à®-
áâà −áâ¢ã ¥£®  −−ã«ïâ®à, £« ¤ª®¥. �
11.21. �àï¬ ï áã¬¬  ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨©. ‚ á«ãç ¥ ¢¥ª-
â®à−ëå à áá«®¥−¨© ª®−áâàãªæ¨î ¯àï¬®© áã¬¬ë (¯. 10.14) −ã¦-
−® á®£« á®¢ë¢ âì á «¨−¥©−®© áâàãªâãà®© −  á«®ïå. ƒ®¢®àïâ, çâ®
¢¥ªâ®à−®¥ à áá«®¥−¨¥ π ¥áâì ¯àï¬ ï áã¬¬  ¤¢ãå á¢®¨å ¯®¤à á-
á«®¥−¨© η ¨ ζ (®¡®§− ç¥−¨¥: π = η ⊕ ζ), ¥á«¨ á«®© − ¤ ª ¦¤®©
â®çª®© ¡ §ë x ∈ M ¥áâì ¯àï¬ ï áã¬¬  ¤¢ãå ¯®¤¯à®áâà −áâ¢:
πx = ηx ⊕ ζx.

…á«¨ § ¤ −ë ¤¢  ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨ï η ¨ ζ − ¤ ®¤−¨¬ ¨ â¥¬
¦¥ ¬−®£®®¡à §¨¥¬ M, â® ¢á¥£¤  ¬®¦−® ¯®áâà®¨âì à áá«®¥−¨¥ π,
à á¯ ¤ îé¥¥áï ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¤¢ãå á¢®¨å ¯®¤à áá«®¥−¨©,
¨§®¬®àä−ëå η ¨ ζ. ’ ª®¥ à áá«®¥−¨¥ π ®¯à¥¤¥«¥−® ®¤−®§− ç−®
á â®ç−®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ ; ®−® − §ë¢ ¥âáï ¢−¥è−¥© ¯àï¬®©

áã¬¬®© ¨«¨ áã¬¬®© “¨â−¨ à áá«®¥−¨© η ¨ ζ ¨ ®¡®§− ç ¥âáï â ª-
¦¥ η⊕ζ. Š ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì−ëå à áá«®¥−¨©, ¯à®áâà −áâ¢®
à áá«®¥−¨ï η ⊕ ζ ¬®¦−® ®¯à¥¤¥«¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

Eη⊕ζ = {(y, z) ∈ Eη × Eζ | η(y) = ζ(z)},

  ¯à®¥ªæ¨î | ª ª ®â®¡à ¦¥−¨¥, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ¯ à¥ (y, z)
â®çªã η(y). ‘«®© áã¬¬ë “¨â−¨ − ¤ ¯à®¨§¢®«ì−®© â®çª®© ¡ §ë x
− å®¤¨âáï ¢ ¥áâ¥áâ¢¥−−®© ¡¨¥ªæ¨¨ á ¯à®áâà −áâ¢®¬ ηx ⊕ ζx;
á ¯®¬®éìî íâ®© ¡¨¥ªæ¨¨ á«®¨ (η ⊕ ζ)x − ¤¥«ïîâáï «¨−¥©−®©
áâàãªâãà®©.
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11.22. �à¨¬¥àë ¯àï¬ëå áã¬¬. I. �ãáâì M | ¯®¤¬−®£®®¡à -
§¨¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà −áâ¢  E. ’®£¤  âà¨¢¨ «ì−®¥ à áá«®¥−¨¥
E × M → M à á¯ ¤ ¥âáï ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¤¢ãå ¯®¤à áá«®¥-
−¨©: ª á â¥«ì−®£® πT : TM → M ¨ −®à¬ «ì−®£® ν : NM → M.
‘«®© νz −®à¬ «ì−®£® à áá«®¥−¨ï − ¤ â®çª®© z ∈ M ¯® ®¯à¥¤¥-
«¥−¨î ï¢«ï¥âáï ®àâ®£®− «ì−ë¬ ¤®¯®«−¥−¨¥¬ ¯®¤¯à®áâà −áâ¢ 
TzM ¯à®áâà −áâ¢  TzE, £¤¥ ¯®á«¥¤−¥¥ ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á E.
‹î¡®¯ëâ−® ®â¬¥â¨âì, çâ®, − ¯à¨¬¥à, ¤«ï áä¥àë S2 ⊂ R3 à á-
á«®¥−¨¥ ν âà¨¢¨ «ì−®,   à áá«®¥−¨¥ πT −¥âà¨¢¨ «ì−® (¨¡® ®−®
−¥ ¨¬¥¥â −¨ ®¤−®£® á¥ç¥−¨ï, −¨£¤¥ −¥ ®¡à é îé¥£®áï ¢ −ã«ì
| á¬. ¯à¨¬¥à 10.11 (III)), â ª çâ® ¯àï¬ ï áã¬¬  âà¨¢¨ «ì−®£®
à áá«®¥−¨ï á −¥âà¨¢¨ «ì−ë¬ ¬®¦¥â ¡ëâì âà¨¢¨ «ì−®© | ä ªâ,
−  ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤ ã¤¨¢¨â¥«ì−ë©.

II. ‘ã¬¬  “¨â−¨ «¨áâ  Œñ¡¨ãá  á âà¨¢¨ «ì−ë¬ ®¤−®¬¥à-
−ë¬ (¥¤¨−¨ç−ë¬) à áá«®¥−¨¥¬ −¥âà¨¢¨ «ì− . ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥,
¯à®áâà −áâ¢® íâ®© áã¬¬ë ¥áâì ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ [0, 1] × R2 ⊂ R3

á ®â®¦¤¥áâ¢«¥−−ë¬¨ â®çª ¬¨ (0, y, z) ¨ (1,−y, z) ¤«ï «î¡ëå
y, z ∈ R. �â® ¬−®£®®¡à §¨¥ −¥®à¨¥−â¨àã¥¬® ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®,
−¥ ¤¨ää¥®¬®àä−® S1 × R2.

11.23. �à¥¤«®¦¥−¨¥. …á«¨ π = η ⊕ ζ, â® •(π) = •(η)⊕ •(ζ)
(¯àï¬ ï áã¬¬  ¯®¤¬®¤ã«¥©).

� ’à¥¡ã¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ (10.6) ¢¢¨¤ã ¥áâ¥áâ¢¥−-
−®£® ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨ï •(η)× •(ϕ) ¨ •(η) ⊕ •(ϕ). �

�à¨ ¨áá«¥¤®¢ −¨¨ á¢®©áâ¢ ¯à®¥ªâ¨¢−®áâ¨ ¬®¤ã«¥© á¥ç¥−¨©
áãé¥áâ¢¥−−ãî à®«ì ¨£à ¥â á«¥¤ãîé¥¥

11.24. �à¥¤«®¦¥−¨¥. ‚áïª®¥ ¯®¤à áá«®¥−¨¥ ¢¥ªâ®à−®£® à á-

á«®¥−¨ï ¢ë¤¥«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬.

� „®ª § â¥«ìáâ¢® ®á−®¢ë¢ ¥âáï −  ®¤−®¬ áâ −¤ àâ−®¬ â¥å−¨-
ç¥áª®¬ ¯à¨¥¬¥ | ¢¢¥¤¥−¨¨ áª «ïà−®£® ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï. ‡ ¤ âì
áª «ïà−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ −  à áá«®¥−¨¨ π | íâ® §− ç¨â, ¯®
®¯à¥¤¥«¥−¨î, § ¤ âì áª «ïà−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ ¢ á«®¥ − ¤ ª ¦¤®©
â®çª®© x ∈ M, ¯à¨ç¥¬ â ª, çâ®¡ë ®−® £« ¤ª® § ¢¨á¥«® ®â íâ®©
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â®çª¨. ’à¥¡®¢ −¨¥ £« ¤ª®áâ¨ áª «ïà−®£® ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï ¬®¦-
−® ä®à¬ã«¨à®¢ âì â ª: áª «ïà−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ «î¡ëå ¤¢ãå
£« ¤ª¨å á¥ç¥−¨© ¤®«¦−® ¡ëâì £« ¤ª®© äã−ªæ¨¥©.

‡ ¬¥ç −¨¥. ˆ§ãç¨¢ ª®−áâàãªæ¨î â¥−§®à−®£® ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï
¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨© (¯. 11.35), ç¨â â¥«ì ¯®©¬¥â, çâ® áª -
«ïà−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ −  ¢¥ªâ®à−®¬ à áá«®¥−¨¨ π ¥áâì −¥ çâ®
¨−®¥, ª ª £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï −  ¬−®£®®¡à §¨¨ Eπ⊗π, ®£à −¨ç¥-
−¨¥ ª®â®à®© −  ª ¦¤ë© á«®© ¥áâì ¯®«®¦¨â¥«ì−® ®¯à¥¤¥«¥−− ï
¡¨«¨−¥©− ï ä®à¬ .

�à¨¬¥à. ‘ª «ïà−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ −  ª á â¥«ì−®¬ à áá«®¥−¨¨
| íâ® à¨¬ −®¢  ¬¥âà¨ª  −  ¬−®£®®¡à §¨¨.

11.25. ‹¥¬¬ . �  «î¡®¬ ¢¥ªâ®à−®¬ à áá«®¥−¨¨ ¬®¦−® ¢¢¥áâ¨

áª «ïà−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥.

� „«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë § ¬¥â¨¬, ¢®-¯¥à¢ëå, çâ® −  âà¨-
¢¨ «ì−®¬ à áá«®¥−¨¨ § ¤ ç  à¥è ¥âáï âà¨¢¨ «ì−®: ¤®áâ â®ç−®
¢ ª ¦¤®¬ á«®¥ ¢§ïâì ®¤−® ¨ â® ¦¥ áª «ïà−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥.
�ãáâì, ¤ «¥¥, {Ui}i∈I | ¯®ªàëâ¨¥ ¬−®£®®¡à §¨ï M ®âªàëâë¬¨
¬−®¦¥áâ¢ ¬¨, − ¤ ª ¦¤ë¬ ¨§ ª®â®àëå à áá«®¥−¨¥ π âà¨¢¨ «ì−®,
¨ ¯ãáâì gi | −¥ª®â®à®¥ áª «ïà−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ −  à áá«®¥−¨¨
π
∣∣
Ui

. ‚ë¡¥à¥¬ à §¡¨¥−¨¥ ¥¤¨−¨æë {ei}i∈I, ¯®¤ç¨−¥−−®¥ ¯®ªàë-
â¨î {Ui}i∈I (á¬. 4.18), ¨ ¯®«®¦¨¬ ¤«ï y1, y2 ∈ πx

g(y1, y2) =
∑

ei(x)gi(y1, y2),

£¤¥ áã¬¬¨à®¢ −¨¥ à á¯à®áâà −ï¥âáï −  ¢á¥ ¨−¤¥ªáë i, ¤«ï ª®â®-
àëå x ∈ Ui. ‚á¥ −¥®¡å®¤¨¬ë¥ á¢®©áâ¢  äã−ªæ¨¨ g ¯à®¢¥àïîâáï
−¥¯®áà¥¤áâ¢¥−−®. �

�à®¤®«¦¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¥¤«®¦¥−¨ï. �ãáâì π | à á-
á«®¥−¨¥ − ¤ M ¨ η ⊂ π. ‚ë¡¥à¥¬ −  π −¥ª®â®à®¥ áª «ïà-
−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ g. � áá¬®âà¨¬ ¢ á«®¥ − ¤ ª ¦¤®© â®çª®©
x ∈ M ¯à®áâà −áâ¢® η⊥

x | ®àâ®£®− «ì−®¥ ¤®¯®«−¥−¨¥ ª η
¢ π ¢ á¬ëá«¥ áª «ïà−®£® ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï g. �ã¦−® ¯à®¢¥à¨âì
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«¨èì £« ¤ªãî § ¢¨á¨¬®áâì η⊥
x ®â x. �®áª®«ìªã íâ® á¢®©-

áâ¢® «®ª «ì−®¥, §¤¥áì ¬®¦−® áç¨â âì à áá«®¥−¨¥ π âà¨¢¨ «ì-
−ë¬, π : M × V → M. ’®£¤  ¨¬¥¥¬ £« ¤ª¨¥ ®â®¡à ¦¥−¨ï
η̃ : M → GV,k (á¬. ¯. 11.19) ¨ g̃ : M → (V ⊗ V )∗ (áª «ïà-
−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥). �¡®§− ç¨¬ ç¥à¥§ N ⊂ (V ⊗ V )∗ ¬−®¦¥áâ¢®
¢á¥å á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯®«®¦¨â¥«ì−® ®¯à¥¤¥«¥−−ëå ¡¨«¨−¥©−ëå
ä®à¬. ‘¯ à¨¢ −¨¥ GV,k×N → GV,n−k, ¯à¨ ª®â®à®¬ ¯ à¥ (L, ϕ)
á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ®àâ®£®− «ì−®¥ ¤®¯®«−¥−¨¥ ª L ¢ á¬ëá«¥ áª -
«ïà−®£® ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï ϕ, ¥áâì £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥. � ª®−¥æ,
®â®¡à ¦¥−¨¥ x �→ η⊥

x ¬®¦−® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨

M → M × M → GV,k × N → GV,n−k,

£¤¥ ¯¥à¢ ï áâà¥«ª  | ¤¨ £®− «ì−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ x �→ (x, x),
¢â®à ï | ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ ®â®¡à ¦¥−¨© η̃ ¨ g̃,   âà¥-
âìï | ®¯¨á −−®¥ ¢ëè¥ á¯ à¨¢ −¨¥. ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, áª¢®§−®¥
®â®¡à ¦¥−¨¥ £« ¤ª®¥, ¨ ¢¢¨¤ã «¥¬¬ë 11.19, ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ ¤®ª -
§ −®. �
11.26. ˆ−¤ãæ¨à®¢ −−ë¥ ¢¥ªâ®à−ë¥ à áá«®¥−¨ï. ƒ¥®¬¥âà¨-
ç¥áª ï ª®−áâàãªæ¨ï ¨−¤ãæ¨à®¢ −−®£® à áá«®¥−¨ï ¤«ï ¢¥ªâ®à-
−ëå à áá«®¥−¨© −¨ç¥¬ −¥ ®â«¨ç ¥âáï ®â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ª®−-
áâàãªæ¨¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ (á¬. 10.16).

�à¨¢¥¤¥¬ ®¤¨− å à ªâ¥à−ë© ¯à¨¬¥à ¨−¤ãæ¨à®¢ −−®£® ¢¥ª-
â®à−®£® à áá«®¥−¨ï. �ãáâì π : E → M | −¥ª®â®à®¥ à áá«®¥−¨¥
¨ πT ∗ : T ∗M → M | ª®ª á â¥«ì−®¥ à áá«®¥−¨¥ ¥£® ¡ §ë. ’®£¤ 
á¥ç¥−¨ï ¨−¤ãæ¨à®¢ −−®£® à áá«®¥−¨ï π∗(λ) − §ë¢ îâáï £®à¨-

§®−â «ì−ë¬¨ 1-ä®à¬ ¬¨ −  ¯à®áâà −áâ¢¥ à áá«®¥−¨ï E (á¬. ¯.
11.41). �¡à â¨â¥ ¢−¨¬ −¨¥ −  â®, çâ® •(π∗(λ)) ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï
¢ ¬®¤ã«ì 1-ä®à¬ −  ¬−®£®®¡à §¨¨ E.

‘«¥¤ãîé¨© ä ªâ ï¢«ï¥âáï ®¤−¨¬ ¨§ æ¥−âà «ì−ëå ¢ â¥®à¨¨
¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨©.

11.27. ’¥®à¥¬ . ‚áïª®¥ ¢¥ªâ®à−®¥ à áá«®¥−¨¥ á® á¢ï§−®© ¡ §®©

¨−¤ãæ¨àã¥âáï â ¢â®«®£¨ç¥áª¨¬ − ¤ − ¤«¥¦ é¨¬ ¬−®£®®¡à §¨-

¥¬ ƒà áá¬ −− .
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� �ãáâì η : Eη → M, dimM = n, dimEη = n + k. �¡®§− ç¨¬
ç¥à¥§ oz : ηz → Tz(ηz) ⊂ Tz(Eη) ª −®−¨ç¥áª®¥ ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¥
¢¥ªâ®à−®£® ¯à®áâà −áâ¢  ηz á® á¢®¨¬ ª á â¥«ì−ë¬ ¯à®áâà −-
áâ¢®¬ ¢ −ã«¥ ¨ à áá¬®âà¨¬ áãé¥áâ¢ãîé¥¥ á®£« á−® í«¥¬¥−â à−®©
â¥®à¥¬¥ “¨â−¨ ¯®£àã¦¥−¨¥ φ : Eη → R2(n+k) ¬−®£®®¡à §¨ï Eη

¢ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà −áâ¢®. �â® ®§− ç ¥â, çâ® ¢á¥ ¤¨ää¥à¥−-
æ¨ «ë

dyφ : Ty(Eη)→ Tφ(y)R
2(n+k), y ∈ Eη ,

¨−ê¥ªâ¨¢−ë.

φ

η
2(n+k)

2(n+k),kG

M

E R

�¨á. 11.1.

�¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ƒ ãáá  g : M → G2(n+k),k, á®¯®-
áâ ¢¨¢ â®çª¥ z ∈ M k-¬¥à−®¥ ¯®¤¯à®áâà −áâ¢® ª á â¥«ì−®£®
¯à®áâà −áâ¢  TO(R2(n+k)) ∼= R2(n+k), O = (0, . . . , 0), ï¢«ïîé¥¥-
áï ®¡à §®¬ ¯®¤¯à®áâà −áâ¢  Tz(ηz) ⊂ Tz(Eη) ¯à¨ ®â®¡à ¦¥−¨¨

dz(rφ(z) ◦ φ) : Tz(Eη) → TO(R2(n+k)).

‡¤¥áì z ¯®−¨¬ ¥âáï ª ª â®çª  ¬−®£®®¡à §¨ï Eη | −ã«¥¢®©
í«¥¬¥−â á«®ï ηz,   ra : v �→ v − a, a, v,∈ R2(n+k), ï¢«ï¥âáï
®â®¡à ¦¥−¨¥¬ á¤¢¨£  ¯à®áâà −áâ¢  R2(n+k) −  ¢¥ªâ®à −a. �â®-
¡à ¦¥−¨¥ g − ªàë¢ ¥âáï ¬®àä¨§¬®¬ ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨©

γ : η → —2(n+k),k, γz = dz(rφ(z) ◦ φ) ◦ oz.
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�ç¥¢¨¤−®, çâ® ¤«ï «î¡®£® z ∈ M ®â®¡à ¦¥−¨¥ γz ï¢«ï¥âáï
¨§®¬®àä¨§¬®¬ á«®ï ηz −  á«®© ¢ â®çª¥ g(z) ∈ G2(n+k),k. ’¥®-
à¥¬  10.19 â¥¯¥àì ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® à áá«®¥−¨ï η ¨ g∗(—2(n+k),k)
¨§®¬®àä−ë. �

11.28. ‘«¥¤áâ¢¨¥. C∞(M)−¬®¤ã«ì •(π), π : Eπ → M, ¯®-

à®¦¤ ¥âáï −¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ N á¥ç¥−¨ï¬¨ à áá«®¥−¨ï π, £¤¥

N = N(n, k) | −¥ª®â®à®¥ − âãà «ì−®¥ ç¨á«®, § ¢¨áïé¥¥

â®«ìª® ®â à §¬¥à−®áâ¥© á«®ï ¨ ¡ §ë (k ¨ n á®®â¢¥âáâ¢¥−−®)

à áá«®¥−¨ï π.

� ‡ ¬¥â¨¬, çâ® á¥ç¥−¨ï sI,i â ¢â®«®£¨ç¥áª®£® à áá«®¥−¨ï —m,l,
®¯¨á −−ë¥ ¢ ¯à¨¬¥à¥ V ¯. 10.12, ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¯à¥¤¯®-
áë«ª ¬ ¯à¥¤«®¦¥−¨ï 11.10. �®íâ®¬ã á¥ç¥−¨ï f̂(sI,i) «î¡®£®
¨−¤ãæ¨à®¢ −−®£® à áá«®¥−¨ï f∗(—m,l) (á¬. ª®−¥æ ¯. 10.16)
â ª¦¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ íâ¨¬ ¯à¥¤¯®áë«ª ¬ ¨, §− ç¨â, ¯®à®-
¦¤ îâ ¬®¤ã«ì •(f∗(—m,l)). �® ¢¢¨¤ã â¥®à¥¬ë 11.27 ¢áï-
ª®¥ k-¬¥à−®¥ ¢¥ªâ®à−®¥ à áá«®¥−¨¥ − ¤ n-¬¥à−®© ¡ §®© ¨−-
¤ãæ¨àã¥âáï −¥ª®â®àë¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥¬ ƒ ãáá  g ¨§ â ¢â®-
«®£¨ç¥áª®£® à áá«®¥−¨ï —2(n+k),k. �®íâ®¬ã á¥ç¥−¨ï ĝ(sI,i),
1 � i � k, I = {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , 2(n+ k)}, á®£« á−® ¯à¥¤-
«®¦¥−¨î 11.10 ¯®à®¦¤ îâ ¬®¤ã«ì •(π). ˆå ç¨á«® à ¢−®, ®ç¥-
¢¨¤−®, kCk

2(n+k), ¨ ¬ë ¬®¦¥¬ ¯®«®¦¨âì N(n, k) à ¢−ë¬ íâ®¬ã
ç¨á«ã. �

Œë ¯®¤£®â®¢¨«¨ ¢á¥ −¥®¡å®¤¨¬®¥, çâ®¡ë áä®à¬ã«¨à®¢ âì
¨ ¤®ª § âì ¤¢¥ ®á−®¢−ë¥ â¥®à¥¬ë íâ®© £« ¢ë (11.29 ¨ 11.32),
¢ ª®â®àëå ¤ ¥âáï ¨áç¥à¯ë¢ îé¨© ®â¢¥â −  ¢®¯à®á ®¡  «£¥¡à -
¨ç¥áª®© ¯à¨à®¤¥ ¬®¤ã«¥© á¥ç¥−¨© £« ¤ª¨å ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥-
−¨©.

11.29. ’¥®à¥¬ . „«ï «î¡®© ¯ àë π, η ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥-

−¨© − ¤ ¬−®£®®¡à §¨¥¬ M äã−ªâ®à á¥ç¥−¨© • ®áãé¥áâ¢«ï¥â

¢§ ¨¬−®-®¤−®§− ç−®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥

Mor(π, η) ∼= HomC∞(M)(•(π),•(η)).
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� �ã¦−® ¤®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® C∞(M)-£®¬®¬®àä¨§¬  ¬®-
¤ã«¥© F : •(π)→ •(η) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨−áâ¢¥−−ë© ¬®àä¨§¬ à á-
á«®¥−¨© ϕ : π → η, ¤«ï ª®â®à®£® •(ϕ) = F .

„®ª ¦¥¬ ¢− ç «¥ ¥¤¨−áâ¢¥−−®áâì. �ãáâì ϕ, ψ ∈ Mor(π, η)
¨ •(ϕ) = •(ψ). �â® ®§− ç ¥â, çâ® ϕ, ψ : Eπ → Eη, ¯à¨ç¥¬
ϕ◦s = ψ◦s ¤«ï «î¡®£® á¥ç¥−¨ï s ∈ •(π), â. ¥. ϕ(s(x)) = ψ(s(x))
¤«ï «î¡ëå s ∈ •(π) ¨ x ∈ M. � ¯®áª®«ìªã ¯® «¥¬¬¥ 11.8( )
«î¡ ï â®çª  ¯à®áâà −áâ¢  Eπ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥−  ¢ ¢¨¤¥
s(x), ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ϕ = ψ.

�ãáâì â¥¯¥àì ¤ − £®¬®¬®àä¨§¬ F : •(π)→ •(η) ¨ âà¥¡ã¥âáï
®¯à¥¤¥«¨âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ϕ : Eπ → Eη, â. ¥.
®¯à¥¤¥«¨âì ¥£® §− ç¥−¨¥ ϕ(y) ∈ Eη ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ y ∈ Eπ.
’®çª  y «¥¦¨â ¢ −¥ª®â®à®¬ á«®¥: y ∈ πx. ‚ë¡¥à¥¬ á®£« á−®
«¥¬¬¥ 11.8( ) â ª®¥ á¥ç¥−¨¥ s ∈ •(π), çâ® s(x) = y, ¨ ¯®«®¦¨¬:

ϕ(y) = F (s)(x).

�à¨ íâ®¬ −ã¦−® ¯à®¢¥à¨âì:
( ) ª®àà¥ªâ−®áâì ®¯à¥¤¥«¥−¨ï,
(¡) â®â ä ªâ, çâ® ϕ | ¬®àä¨§¬ à áá«®¥−¨©,
(¢) à ¢¥−áâ¢® •(ϕ) = F .
( ) �ãáâì s1 ¨ s2 | ¤¢  â ª¨å á¥ç¥−¨ï à áá«®¥−¨ï π, çâ®

s1(x) = s2(x). ˆ§ «¥¬¬ë 11.8(¡) ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® s1−s2 ∈ µx•(π).
‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, F (s1 − s2) ∈ µx•(η) ¨ F (s1)(x) = F (s2)(x).

(¡) ‡¤¥áì § á«ã¦¨¢ ¥â ¯à®¢¥àª¨ «¨èì £« ¤ª®áâì ®â®¡à ¦¥-
−¨ï ϕ : Eπ → Eη. „®áâ â®ç−® ¤®ª § âì £« ¤ª®áâì ®â®¡à ¦¥−¨ï
ϕU = ϕ

∣∣
π−1(U) ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì−®£® ®âªàëâ®£® ¬−®¦¥áâ¢  U ⊂ M,

− ¤ ª®â®àë¬ π ¨ η âà¨¢¨ «ì−ë. „«ï íâ®£® § ¬¥â¨¬, çâ®

ϕU (t(x)) = FU(t)(x), (11.1)

£¤¥ t ∈ •(π
∣∣
U
),   FU : •(π

∣∣
U
) → •(η

∣∣
U
) | «®ª «¨§ æ¨ï £®-

¬®¬®àä¨§¬  F −  ¯®¤¬−®¦¥áâ¢¥ U (â. ¥. ¯® ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢-
−®© á¨áâ¥¬¥ äã−ªæ¨©, −¥ ®¡à é îé¨åáï ¢ −ã«ì ¢ â®çª å U;
á¬. ¯. 10.6). „ «¥¥, ¢ë¡à ¢ ¡ §¨áë á¢®¡®¤−ëå C∞(U)-¬®¤ã«¥©
•(π
∣∣
U
) ¨ •(η

∣∣
U
), ¬ë á¬®¦¥¬ § ¯¨á âì £®¬®¬®àä¨§¬ FU á ¯®¬®-

éìî ¬ âà¨æë − ¤ ª®«ìæ®¬ C∞(U). ‚ á¨«ã à ¢¥−áâ¢  (11.1) íâ 
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¦¥ ¬ âà¨æ  ¥áâì § ¯¨áì ¢ ª®®à¤¨− â å ¬®àä¨§¬  ϕU (á¬. «¥¬¬ã
11.5). �®áª®«ìªã í«¥¬¥−âë íâ®© ¬ âà¨æë ¯à¨− ¤«¥¦ â C∞(U),
®â®¡à ¦¥−¨¥ ϕU £« ¤ª®¥.

(¢) „«ï «î¡®£® s ∈ •π ¨¬¥¥¬

(•(ϕ)(s))(x) = (ϕ ◦ s)(x) = ϕ(s(x)) = F (s)(x),

â. ¥. •(ϕ)(s) = F (s). �
11.30. ‹¥¬¬ . …á«¨ ϕ : ζ → π | ¬®àä¨§¬ ¢¥ªâ®à−ëå à á-

á«®¥−¨©, ¯à¨ç¥¬ ϕx ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬ «¨−¥©−ëå ¯à®áâà −áâ¢

ζx
∼= πx − ¤ «î¡®© â®çª®© x ∈ M, â® ϕ | ¨§®¬®àä¨§¬

à áá«®¥−¨©.

� „«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë ¤®áâ â®ç−® ¯à®¢¥à¨âì £« ¤ª®áâì
®¡à â−®£® ®â®¡à ¦¥−¨ïϕ−1 : Eπ → Eζ (¢á¥ ®áâ «ì−®¥ ®ç¥¢¨¤−®).
„«ï íâ®£® ¯® â¥®à¥¬¥ ®¡ ®¡à â−®© äã−ªæ¨¨ (¯. 6.21) ¤®áâ â®ç−®
¯®ª § âì, çâ® ¤¨ää¥à¥−æ¨ « dyϕ ¢ «î¡®© â®çª¥ y ∈ Eζ ¥áâì
¨§®¬®àä¨§¬ ª á â¥«ì−ëå ¯à®áâà −áâ¢. ’ ª ª ª à §¬¥à−®áâ¨
¬−®£®®¡à §¨© Eζ ¨ Eπ à ¢−ë, â® à ¢−ë à §¬¥à−®áâ¨ ª á â¥«ì-
−ëå ¯à®áâà −áâ¢ TyEζ ¨ Tϕ(y)Eπ. ‡− ç¨â ¤¨ää¥à¥−æ¨ « dyϕ
ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬, ¥á«¨ ®− ¨−ê¥ªâ¨¢¥−. —â®¡ë ã¡¥¤¨âìáï
¢ ¯®á«¥¤−¥¬ § ¬¥â¨¬, çâ® dϕ(y)π ◦ dyϕ = dyζ â ª ª ª π ◦ ϕ = ζ.
�®íâ®¬ã

v ∈ kerdyϕ ⇒ v ∈ kerdyζ ⇔ v ∈ Ty(ζz), z = ζ(y).

�® ϕ
∣∣
ζz
= ϕz ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã á«®ï¬¨ ζz ¨ πz, â ª çâ®

v = 0. �

11.31. ‘«¥¤áâ¢¨¥. …á«¨ F ∈ HomC∞(M)(•(ζ),•(π)) ¨ ¤«ï

«î¡®© â®çª¨ x ∈ M ¨−¤ãæ¨à®¢ −−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

Fx : •(ζ)/µx•(ζ)→ •(π)/µx•(π)

ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ «¨−¥©−ëå ¯à®áâà −áâ¢, â® F | ¨§®-

¬®àä¨§¬ ¬®¤ã«¥©.

� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, çâ®¡ë á¢¥áâ¨ íâ® ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥ ª â®«ìª® çâ®
¤®ª § −−®© «¥¬¬¥, ¤®áâ â®ç−® § ¬¥â¨âì, çâ® F = •(ϕ) ¤«ï
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−¥ª®â®à®£® ϕ ∈ Mor(ζ, π), ¯à¨ç¥¬ Fx = ϕx ¢ ª ¦¤®© â®çª¥
x ∈ M. �

11.32. ’¥®à¥¬ . …á«¨ M | á¢ï§−®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥, â®

C∞(M)-¬®¤ã«ì P ¨§®¬®àä¥− ¬®¤ã«î á¥ç¥−¨© •(π) £« ¤ª®£®

¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï π − ¤ M â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

P ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥− ¨ ¯à®¥ªâ¨¢¥−.

� �. �à¥¦¤¥ ¢á¥£® ¢á¯®¬−¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à−®£® à á-

á«®¥−¨ï π − ¤ ¬−®£®®¡à §¨¥¬ M ¬®¤ã«ì •(π) ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥−

(á«¥¤áâ¢¨¥ 11.28).

�. �®ª ¦¥¬, çâ® ¬®¤ã«ì •(π) ¯à®¥ªâ¨¢¥−.
� ‚¢¨¤ã � áãé¥áâ¢ã¥â ª®−¥ç− ï á¨áâ¥¬  á¥ç¥−¨© s1, . . . , sN,
¯®à®¦¤ îé ï •(ξ). � áá¬®âà¨¬ á¢®¡®¤−ë© ¬®¤ã«ì Q à −£  N,
¯®à®¦¤¥−−ë© í«¥¬¥−â ¬¨ e1, . . . , eN, ¨ â ª®© ¥£® £®¬®¬®àä¨§¬
F : Q → •(ξ), çâ® F (ei) = si, i = 1, . . . , N. �® ¯®áâà®¥−¨î
F | í¯¨¬®àä¨§¬. ‡ ¬¥â¨¬, çâ® Q = •(η) ¤«ï −¥ª®â®à®£®
âà¨¢¨ «ì−®£® à áá«®¥−¨ï η, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, ¯® â¥®à¥¬¥ 11.29
áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ¬®àä¨§¬ ϕ ∈ Mor(π, η), çâ® F = •(ϕ).

�® «¥¬¬¥ 11.8 ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ z ∈ M ®â®¡à ¦¥−¨¥ φz

áîàê¥ªâ¨¢−®, â ª ª ª F | í¯¨¬®àä¨§¬. �®íâ®¬ã ¯à¨¬¥−¨¬®
¯à¥¤«®¦¥−¨¥ 11.20, ¨§ ª®â®à®£® ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ®Kerϕ ï¢«ï-
¥âáï ¯®¤à áá«®¥−¨¥¬ ¢ η. ‚ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥−¨ï 11.24 ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
¯àï¬®¥ à §«®¦¥−¨¥ η = Kerϕ⊕ζ, £¤¥ ζ | −¥ª®â®à®¥ ¯®¤à áá«®-
¥−¨¥ ¢ π. �âáî¤  ¯® ¯à¥¤«®¦¥−¨î 11.23 •(η) = •(Kerϕ)⊕•(ζ),
â. ¥. ¬®¤ã«ì •(ζ) ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ á¢®¡®¤−®£® ¬®-
¤ã«ï. ‘«¥¤®¢ â¥«ì−® (á¬. ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ 11.15), ¬®¤ã«ì •(ζ)
¯à®¥ªâ¨¢¥−.

�à®¢¥à¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ ϕ, ®£à −¨ç¥−−®¥ −  ¯à®-
áâà −áâ¢® à áá«®¥−¨ï ζ, ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ζ −  π. „¥©-
áâ¢¨â¥«ì−®, ϕz : ζz → πz | «¨−¥©−ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ¤«ï «î¡®©
â®çª¨ z ∈ M, ¨ ®áâ ¥âáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï «¥¬¬®© 11.30. ˆ§ â®-
£®, çâ® ζ ∼= π, ¢ëâ¥ª ¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¬®¤ã«¥© •(ζ) ∼= •(π) ¨,
â¥¬ á ¬ë¬, ¨áâ¨−−®áâì ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï �. �
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‚. „®ª ¦¥¬, çâ® ¢áïª¨© ¯à®¥ªâ¨¢−ë© ¬®¤ã«ì ª®−¥ç−®£®

â¨¯  ¨§®¬®àä¥− ¬®¤ã«î á¥ç¥−¨© £« ¤ª®£® ¢¥ªâ®à−®£® à á-

á«®¥−¨ï.
� �ãáâì P | ¯à®¥ªâ¨¢−ë© C∞(M)-¬®¤ã«ì ª®−¥ç−®£® â¨¯ .
’®£¤  (á¬. ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ 11.15 ¨ § ¬¥ç −¨¥ ¢ ¯. 11.13) ¬®¦−®
− ¯¨á âì •(η) = P ′ ⊕ Q, £¤¥ η | −¥ª®â®à®¥ âà¨¢¨ «ì−®¥ à á-
á«®¥−¨¥ − ¤ M,   P ′ ¨ Q | ¯®¤¬®¤ã«¨ ¬®¤ã«ï á¥ç¥−¨© •(η),
¯à¨ç¥¬ P ′ ∼= P . �®áª®«ìªã ¬®¤ã«ì P ¨−â¥à¥áã¥â − á â®«ìª®
á â®ç−®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ , ¢ ¤ «ì−¥©è¥¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì P
¢¬¥áâ® P ′.

�¡®§− ç¨¬ Pz = {p(z) | p ∈ P}. �â® R-«¨−¥©−®¥ ¯®¤¯à®-
áâà −áâ¢® ¢ ηz. �− «®£¨ç−® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯à®áâà −áâ¢® Qz. Œë
ãâ¢¥à¦¤ ¥¬, çâ® ηz = Pz ⊕ Qz.

‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì y ∈ ηz. ‚®§ì¬¥¬ â ª®¥ á¥ç¥−¨¥ s ∈ •(η),
çâ® s(z) = y, ¨ ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¥£® ¢ ¢¨¤¥ p + q, £¤¥ p ∈ P ,
q ∈ Q. ’®£¤  y = p(z) + q(z) ∈ Pz + Qz. ‘ ¤àã£®© áâ®à®−ë,
¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® y ∈ Pz ∩ Qz, â. ¥. çâ® y = p(z) = q(z), £¤¥
p ∈ P , q ∈ Q. ’®£¤  (p − q)(z) = 0 ¨ ¯® «¥¬¬¥ 11.8(¡)

p − q =
∑

i

fisi =
∑

i

fipi +
∑

i

fiqi

¤«ï −¥ª®â®àëå fi ∈ µz, pi ∈ P , qi ∈ Q. ˆ§ ¯®á«¥¤−¥£® à ¢¥−áâ¢ 
¢¢¨¤ã á®®â−®è¥−¨ï P ∩ Q = 0 § ª«îç ¥¬, çâ® p =

∑
i fipi.

‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, p(z) = 0, â. ¥. y = 0. ˆâ ª, ηz = Pz ⊕Qz.
Œë å®â¨¬ ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ®¡ê¥¤¨−¥−¨¥ ¯®¤¯à®-

áâà −áâ¢ Pz ®¡à §ã¥â ¯®¤à áá«®¥−¨¥ ¢ η,   ¬®¤ã«ì P á®áâ®¨â
¨§ ¥£® £« ¤ª¨å á¥ç¥−¨©. �®ª ¦¥¬ á− ç « , çâ® dimPz −¥ § ¢¨-
á¨â ®â z. �ãáâì dimPz = r ¢ −¥ª®â®à®© â®çª¥ z ∈ M ¨ §− ç¥−¨ï
á¥ç¥−¨© p1, . . . , pr ∈ P ¢ íâ®© â®çª¥ ¯®à®¦¤ îâPz. ˆ§ £« ¤ª®áâ¨
(¤ ¦¥ ¨§ −¥¯à¥àë¢−®áâ¨) á¥ç¥−¨© á«¥¤ã¥â «¨−¥©− ï −¥§ ¢¨á¨-
¬®áâì ¢¥ªâ®à®¢ p1(y), . . . , pr(y) ¤«ï â®ç¥ª y, «¥¦ é¨å ¢ −¥ª®-
â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ U â®çª¨ z. ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®, dimPy � dimPz.

�®áª®«ìªã â ª®¥ ¦¥ à ááã¦¤¥−¨¥ ¯à¨¢®¤¨â ª −¥à ¢¥−áâ¢ã
dimQy � dimQz ¢ −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ â®çª¨ z,   ¢ á¨«ã áª -
§ −−®£® ¢ëè¥ áã¬¬  dimPy+dimQy ¯®áâ®ï−− , ¬ë § ª«îç ¥¬,
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çâ® dimPy ¥áâì «®ª «ì−® ¯®áâ®ï−− ï äã−ªæ¨ï ¯¥à¥¬¥−−®© y,
â. ¥. ¢¢¨¤ã á¢ï§−®áâ¨ M íâ® ¯à®áâ® ª®−áâ −â .

ˆ¬¥ï ¢ ¢¨¤ã «¥¬¬ã 11.5, ¤®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¯®¤¯à®áâà −-
áâ¢® Pz, ª ª â®çª  ¢ GV,r, £¤¥ V | á«®© à áá«®¥−¨ï η, £« ¤ª®
§ ¢¨á¨â ®â z (§¤¥áì ¢¢¨¤ã «®ª «ì−®£® å à ªâ¥à  § ¤ ç¨ ¬®¦−®
áç¨â âì à áá«®¥−¨¥ η âà¨¢¨ «ì−ë¬). ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¢ë¡¥à¥¬ ¡ -
§¨á p1(a), . . . , pr(a) ¯à®áâà −áâ¢ Pa ¢ −¥ª®â®à®© â®çª¥ a ∈ M.
’®£¤  ¢¥ªâ®àë p1(z), . . . , pr(z) á®áâ ¢ïâ ¡ §¨á ¯à®áâà −áâ¢  Pz

¤«ï ¢á¥å â®ç¥ª z, ¯à¨− ¤«¥¦ é¨å −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ â®ç-
ª¨ a. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, á¥¬¥©áâ¢® Pz «®ª «ì−® ®¡« ¤ ¥â ¡ §¨á®¬,
£« ¤ª® § ¢¨áïé¨¬ ®â z, ¨, §− ç¨â, ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ á¥¬¥©áâ¢®¬
¢ £à áá¬ −¨ −¥ GV,r.

�¡®§− ç¨¬ à áá«®¥−¨¥, á«®ï¬¨ ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï ¯à®-
áâà −áâ¢  Pz, ¡ãª¢®© π. �® ¯®áâà®¥−¨î P ⊂ •(π). „®ª ¦¥¬
®¡à â−®¥ ¢ª«îç¥−¨¥. �ãáâì s ∈ •(π) ⊂ •(η). � ©¤ãâáï â ª¨¥
í«¥¬¥−âë p ∈ P ¨ q ∈ Q, çâ® s = p+ q. �®áª®«ìªã Pz ∩Qz = 0,
¨§ à ¢¥−áâ¢  p(z)+q(z) = s(z) á«¥¤ã¥â, çâ® q(z) = 0 ¤«ï «î¡®£®
z ∈ M. �®íâ®¬ã q = 0 ¨ s = p ∈ P . �

ˆâ ª, P = •(π), ¨ â¥®à¥¬  ¯®«−®áâìî ¤®ª § − . �
‡ ¬¥ç −¨¥. �à¨¢¥¤¥−−®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¬®-
¤ã«ì •(ξ) ¯à®¥ªâ¨¢¥− ¨ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¡ §¨á−®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥
−¥á¢ï§−®. ‘ ¤àã£®© áâ®à®−ë, ¢áïª¨© ¯à®¥ªâ¨¢−ë© ¬®¤ã«ì − ¤
C∞(M) ®ç¥¢¨¤−ë¬ ®¡à §®¬ á¢®¤¨âáï ª ¯àï¬®© áã¬¬¥ ¬®¤ã«¥©
¢¨¤  •(πα), £¤¥ πα | −¥ª®â®à®¥ ¢¥ªâ®à−®¥ à áá«®¥−¨¥ − ¤ á¢ï§-
−®© ª®¬¯®−¥−â®© Mα ¬−®£®®¡à §¨ï M. �à¨ íâ®¬ à §¬¥à−®áâì
à áá«®¥−¨ï πα ¬®¦¥â ¬¥−ïâìáï ®â ª®¬¯®−¥−âë ª ª®¬¯®−¥−â¥.
11.33. �ª¢¨¢ «¥−â−®áâì ¤¢ãå ª â¥£®à¨©. ‚ á®¢®ªã¯−®áâ¨ ¤¢¥
â¥®à¥¬ë 11.29 ¨ 11.32 ãáâ − ¢«¨¢ îâ íª¢¨¢ «¥−â−®áâì ª â¥£®-
à¨¨ VBM ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨© − ¤ ¬−®£®®¡à §¨¥¬ M ¨ ª -
â¥£®à¨¨Modpf C∞(M) ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥−−ëå ¯à®¥ªâ¨¢−ëå ¬®-
¤ã«¥© − ¤ £« ¤ª®©  «£¥¡à®© C∞(M). �â®â à¥§ã«ìâ â ¯®«−®áâìî
 − «®£¨ç¥− à¥§ã«ìâ âã ¯. 7.19 ®¡ íª¢¨¢ «¥−â−®áâ¨ ª â¥£®à¨¨
¬−®£®®¡à §¨© ¨ ª â¥£®à¨¨ £« ¤ª¨å R- «£¥¡à. …£® ¬®¦−® ¨á-
¯®«ì§®¢ âì¢ ®¡¥ áâ®à®−ë, â® ¥áâì ¯à¨¬¥−ïâì  «£¥¡àã ª £¥®¬¥âà¨¨
¨ £¥®¬¥âà¨î ª  «£¥¡à¥.
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‚®â ¯à¨¬¥à: ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï π áãé¥-

áâ¢ã¥â â ª®¥ ¢¥ªâ®à−®¥ à áá«®¥−¨¥ η, çâ® à áá«®¥−¨¥ π ⊕ η
âà¨¢¨ «ì−®. �â®â ã¤¨¢¨â¥«ì−ë© á â®çª¨ §à¥−¨ï £¥®¬¥âà¨¨ ä ªâ
¯®á«¥ ¯à¨¬¥−¥−¨ï â¥®à¥¬ë 11.32 á¢®¤¨âáï ª ®¯à¥¤¥«¥−¨î ¯à®-
¥ªâ¨¢−®£® ¬®¤ã«ï.

�¨¦¥ (á¬. ¯. 11.38) ¡ã¤¥â ¯à¨¢¥¤¥− ¯à¨¬¥à ãâ¢¥à¦¤¥−¨ï
(â¥−§®à−ë© ª¢ ¤à â ®¤−®¬¥à−®£® ¯à®¥ªâ¨¢−®£® ¬®¤ã«ï − ¤

C∞(M) ¨§®¬®àä¥− C∞(M)), ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ª®â®à®£®, − -
®¡®à®â, ã¬¥áâ−® ¨á¯®«ì§®¢ âì £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥  à£ã¬¥−âë (¢¢¥-
¤¥−¨¥ áª «ïà−®£® ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï −  ¯à®áâà −áâ¢¥ à áá«®¥−¨ï).

‚ á«¥¤ãîé¨å ¯ã−ªâ å ¬ë ®¡áã¦¤ ¥¬ ¤¢¥ ®¯¥à æ¨¨ − ¤
¢¥ªâ®à−ë¬¨ à áá«®¥−¨ï¬¨ | â¥−§®à−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ ¨ ¨−¤ã-
æ¨à®¢ −¨¥ | ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¯¥à æ¨¨ − ¤ ¯à®¥ªâ¨¢−ë¬¨
¬®¤ã«ï¬¨.

11.34. �à¥¤«®¦¥−¨¥. ’¥−§®à−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ ¤¢ãå ¯à®¥ªâ¨¢-

−ëå ¬®¤ã«¥© − ¤ ª®¬¬ãâ â¨¢−ë¬ ª®«ìæ®¬ ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ª-

â¨¢−ë¬ ¬®¤ã«¥¬.

� Š ª ¨§¢¥áâ−®, ¤«ï «î¡ëå A-¬®¤ã«¥© P , Q, R ¢ë¯®«−ï¥âáï
â®¦¤¥áâ¢®

HomA(P ⊗A Q, R) ∼= HomA(P,HomA(Q, R)),

â. ¥. äã−ªâ®àHomA(P ⊗Q, ·) ï¢«ï¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨¥© äã−ªâ®à®¢
HomA(P, ·) ¨ HomA(Q, ·). �áâ ¥âáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï íª¢¨¢ -
«¥−â−®áâìî ãâ¢¥à¦¤¥−¨© ( ) ¨ (£) ¨§ ¯à¥¤«®¦¥−¨ï 11.15. �
11.35. ’¥−§®à−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ à áá«®¥−¨©. �ãáâì η ¨ ζ |
¢¥ªâ®à−ë¥ à áá«®¥−¨ï − ¤ ¬−®£®®¡à §¨¥¬M. ‘«®¥¬ à áá«®¥−¨ï
π = η ⊗ ζ (â¥−§®à−®£® ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï η ¨ ζ) − ¤ â®çª®© z ∈ M
á«ã¦¨â, ¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î, «¨−¥©−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® πz = ηz ⊗ ζz.
‘âàãªâãà  £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï −  ¯à®áâà −áâ¢¥ à áá«®¥−¨ï
Eπ =

⋃
z∈M πz ¢¢®¤¨âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

�®ªà®¥¬ ¬−®¦¥áâ¢® E ª®®à¤¨− â−ë¬¨ ®ªà¥áâ−®áâï¬¨ ¢¨¤ 
π−1(U), £¤¥ U | ª®®à¤¨− â− ï (â. ¥. ¤¨ää¥®¬®àä− ï Rn)
®¡« áâì ¢ M, − ¤ ª®â®à®© ®¡  à áá«®¥−¨ï η ¨ ζ âà¨¢¨ «ì−ë.
�ãáâì V | ú¢−¥è−¨©û á«®© à áá«®¥−¨ï η, W | ú¢−¥è−¨©û
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á«®© à áá«®¥−¨ï ζ, a ϕ : η−1(U)→ U×V ¨ ψ : ζ−1(U)→ U×W
| âà¨¢¨ «¨§ãîé¨¥ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ë. Š àâã

χ : π−1(U)→ U × (V ⊗ W )

¯®áâà®¨¬ â ª. �ãáâì u ∈ π−1(U). ’®£¤  u ∈ ηz ⊗ ζz ¤«ï −¥ª®-
â®à®© â®çª¨ z ∈ M. �â®¡à ¦¥−¨ï ϕ ¨ ψ, ®£à −¨ç¥−−ë¥ −  á«®©
− ¤ z, ¤ îâ ¨§®¬®àä¨§¬ë ηz → V ¨ ζz → W ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®,
¨§®¬®àä¨§¬ ηz ⊗ ζz → V ⊗W . �¡®§− ç ï ®¡à § í«¥¬¥−â  u ¯à¨
íâ®¬ ¨§®¬®àä¨§¬¥ ç¥à¥§ v, ¯®«®¦¨¬ χ(u) = (z, v).

“¯à ¦−¥−¨¥. �à®¢¥àìâ¥, çâ® á®¢®ªã¯−®áâì ¢á¥å ª àâ ®¯¨á −-
−®£® ¢¨¤  ®¡à §ã¥â £« ¤ª¨©  â« á −  Eπ.

ˆâ ª, à áá«®¥−¨¥ η ⊗ ζ ®¯à¥¤¥«¥−®. ‡ ¬¥â¨¬, çâ®  ªá¨®¬ 
«®ª «ì−®© âà¨¢¨ «ì−®áâ¨ ¢ë¯®«−ï¥âáï ¤«ï −¥£® ¯® ¯®áâà®¥−¨î.

—¥à¥§ η⊗k ã¤®¡−® ®¡®§− ç âì k-î â¥−§®à−ãî áâ¥¯¥−ì à á-
á«®¥−¨ï η.
�à¨¬¥à. π⊗k

T ⊗π⊗l
T ∗ ¥áâì à áá«®¥−¨¥ k à § ª®−âà ¢ à¨ −â−ëå ¨ l

à § ª®¢ à¨ −â−ëå â¥−§®à®¢.

11.36. �à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì P ¨ Q | ¯à®¥ªâ¨¢−ë¥ ¬®¤ã«¨

− ¤ ª®¬¬ãâ â¨¢−®©  «£¥¡à®© A, â®£¤  ¬®¤ã«ì HomA(P, Q)
â ª¦¥ ¯à®¥ªâ¨¢¥−. �− ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥−, ¥á«¨ ª®−¥ç−® ¯®à®-

¦¤¥−ë P ¨ Q.

� ‡ ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ R ¨ S | (ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥−−ë¥) á¢®¡®¤-
−ë¥ ¬®¤ã«¨, â® HomA(R, S) â ª¦¥ (ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥−) ¨ á¢®-
¡®¤¥−. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¥á«¨ {ri} ¨ {sj} | á¢®¡®¤−ë¥ ®¡à -
§ãîé¨¥ ¬®¤ã«¥© R ¨ S á®®â¢¥âáâ¢¥−−®, â® A-£®¬®¬®àä¨§¬ë
hi,j ∈ HomA(R, S), ®¯à¥¤¥«¥−−ë¥ ¯® ¯à ¢¨«ã hi,j(ri) = δi,jsj,
£¤¥ δi,j | á¨¬¢®« Šà®−¥ª¥à , áãâì á¢®¡®¤−ë¥ ®¡à §ãîé¨¥
HomA(R, S).

�ãáâì â¥¯¥àì R ¨ S | á¢®¡®¤−ë¥ A-¬®¤ã«¨, ¯àï¬ë¬¨
á« £ ¥¬ë¬¨ ª®â®àëå ï¢«ïîâáï P ¨ Q á®®â¢¥âáâ¢¥−−®. �ãáâì

αP : P ↪→ R ¨ βP : R → P, αP ◦ βP = idP ,

¨  − «®£¨ç−® αQ, βQ ¤«ï Q, | ¨−ê¥ªæ¨ï ¨ ¯à®¥ªæ¨ï, à¥ «¨-
§ãîé¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à §«®¦¥−¨ï ¬®¤ã«¥© R ¨ S ¢ ¯àï¬ë¥
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áã¬¬ë. ’®£¤  A-£®¬®¬®àä¨§¬

HomA(P, Q) � h �→ αQ ◦ h ◦ βP ∈ HomA(R, S)

¥áâì ¢«®¦¥−¨¥ HomA(P, Q) ¢ á¢®¡®¤−ë© ¬®¤ã«ì HomA(R, S),
®¡à § ª®â®à®£® ¢¬¥áâ¥ á ï¤à®¬ ¯à®¥ªæ¨¨

HomA(R, S) � H �→ βQ ◦ H ◦ αP ∈ HomA(P, Q)

à¥ «¨§ãîâ HomA(P, Q) ª ª ¯àï¬®¥ á« £ ¥¬®¥ ¢ á¢®¡®¤−®¬
A-¬®¤ã«¥HomA(R, S). �

ˆ¬¥¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

ι : P ∗ ⊗A Q → HomA(P, Q), £¤¥ P ∗ = HomA(P, A), (11.2)

®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ à ¢¥−áâ¢®¬ ι(p∗ ⊗ q)(p) = p∗(p)q. ‚ á«ãç ¥ ª®£¤ 
¬®¤ã«¨ P ¨ Q ¯à®¥ªâ¨¢−ë ¨ ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥−ë, ι ï¢«ï¥âáï
¨§®¬®àä¨§¬®¬. �â®â ä ªâ ®ç¥¢¨¤−ë¬ ®¡à §®¬¤®ª §ë¢ ¥âáï ¤«ï
ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥−−ëå á¢®¡®¤−ëå ¬®¤ã«¥©. �  ¯à®¨§¢®«ì−ë¥
ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥−−ë¥ ¯à®¥ªâ¨¢−ë¥ A-¬®¤ã«¨ ®− ¯¥à¥−®á¨âáï
à ááã¦¤¥−¨¥¬, ¯®¤®¡−ë¬ ¨á¯®«ì§®¢ −−®¬ã ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥
¯à¥¤«®¦¥−¨ï 11.36.

11.37. ‘® ¢áïª¨¬ ¢¥ªâ®à−ë¬ à áá«®¥−¨¥¬ ζ ¬®¦−® á¢ï§ âì
¤¢®©áâ¢¥−−®¥ à áá«®¥−¨¥ ζ∗, á«®© ζ∗z ¢ â®çª¥ z ∈ M ª®â®à®£®
¥áâì ¢¥ªâ®à−®¥ ¯à®áâà −áâ¢®, ¤¢®©áâ¢¥−−®¥ ª ζz. �ªªãà â−®¥
¯®áâà®¥−¨¥ á¯¥æ¨ «ì−®£® £« ¤ª®£®  â« á  −  Eζ∗ =

⋃
z∈M ζ∗

z ¨
âà¨¢¨ «¨§ãîé¨å¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¯®¢â®àï¥â ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¤®-
á«®¢−® ¯®áâà®¥−¨¥ ª®ª á â¥«ì−®£® à áá«®¥−¨ï ¯® ª á â¥«ì−®¬ã
¯à®áâà −áâ¢ã (á¬. ¯. 9.24) ¨ ¯®íâ®¬ã ®¯ãáª ¥âáï.

�à¨¬¥à. π∗
T = πT ∗.

„«ï ¢áïª®£® ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï ζ ®¯à¥¤¥«¥−® ¥áâ¥áâ¢¥−-
−®¥ á¯ à¨¢ −¨¥

(•(ζ),•(ζ∗))→ C∞(M), (s, s∗)(z) def= (s(z), s∗(z)),

s ∈ •(ζ), s∗ ∈ •(ζ∗), z ∈ M.
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“¯à ¦−¥−¨¥. ‚®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ãá«®¢¨¥¬ «®ª «ì−®© âà¨¢¨-
 «ì−®áâ¨, ¢å®¤ïé¨¬ ¢ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ à áá«®¥−¨ï, ¯®ª ¦¨â¥, çâ®
(s, s∗)(z) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì−® ¥áâì £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï.

�â® á¯ à¨¢ −¨¥ ¢ á«ãç ¥ ζ = πTM ¯à¥¢à é ¥âáï, ¢ á¨«ã
à ¢¥−áâ¢  (πTM)∗ = πT ∗M , ¢ á¯ à¨¢ −¨¥

(•(πTM),•(πT ∗M ))→ C∞(M).

Œ¥âà¨ª  −  ζ ¯®§¢®«ï¥â ®â®¦¤¥áâ¢¨âì ζ ¨ ζ∗ ¤«ï «î¡®©
â®çª¨ z ∈ M. ‹¥¬¬  11.30 ¯®§¢®«ï¥â ¢¢¨¤ã íâ®£® ãâ¢¥à¦¤ âì,
çâ® ¢¥ªâ®à−ë¥ à áá«®¥−¨ï ζ ¨ ζ∗ ¨§®¬®àä−ë.

„¥©áâ¢ãï  ¡á®«îâ−® ¢ íâ®¬ ¦¥ ¤ãå¥, ¤«ï ¯ àë ¢¥ªâ®à−ëå
à áá«®¥−¨© η ¨ ζ ¬®¦−® ¯®áâà®¨âì à áá«®¥−¨¥ Hom(η, ζ), á«®©
ª®â®à®£® ¢ â®çª¥ z ∈ M ¥áâì HomR(ηz, ζz). Š®−áâàãªæ¨ï ¯®-
¢â®àï¥â  − «®£¨ç−ãî ¤«ï â¥−§®à−®£® ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï à áá«®¥−¨©
(¯. 11.35). …á«¨ ¦¥ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ¨§®¬®àä¨§-
¬®¬ ¢¥ªâ®à−ëå ¯à®áâà −áâ¢ HomR(ηz, ζz) = η∗

z ⊗ ζz, â® áã-
é¥áâ¢®¢ −¨¥ ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï Hom(η, ζ) ¬®¦−® ¤®ª § âì
¨áå®¤ï ¨§ áãé¥áâ¢®¢ −¨ï à áá«®¥−¨ï η∗ ⊗ ζ, ¢ëâ¥ª îé¥£® ¨§
áª § −−®£® ¢ëè¥ ¨ ¨§ ¯. 11.35.

11.38. �à¨¬¥à. ’¥−§®à−ë© ª¢ ¤à â «¨áâ  Œñ¡¨ãá , à áá¬ -
âà¨¢ ¥¬®£® ª ª ®¤−®¬¥à−®¥ ¢¥ªâ®à−®¥ à áá«®¥−¨¥ − ¤ ®ªàã¦−®-
áâìî (¯à¨¬¥à 11.6 (III)), ¥áâì IS1 | âà¨¢¨ «ì−®¥ ®¤−®¬¥à−®¥
à áá«®¥−¨¥. �â®â à¥§ã«ìâ â ¬®¦−® ¨«¨ −¥¯®áà¥¤áâ¢¥−−® ¯®«ã-
ç¨âì ¨§ ª®−áâàãªæ¨¨ «¨áâ  Œñ¡¨ãá  ¨ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï â¥−§®à−®£®
¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï (à¥ª®¬¥−¤ã¥¬ ç¨â â¥«î íâ® ¯à®¤¥« âì), ¨«¨ ¢ë-
¢¥áâ¨ ¨§ á«¥¤ãîé¥£® ¡®«¥¥ ®¡é¥£® ä ªâ : â¥−§®à−ë© ª¢ ¤à â

«î¡®£® ®¤−®¬¥à−®£® à áá«®¥−¨ï ¨§®¬®àä¥− ¥¤¨−¨ç−®¬ã à áá«®-

¥−¨î. „«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  −ã¦−® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ã¯®¬ï−ãâë¬¨
¢ëè¥ ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¨

ζ ⊗ ζ ∼= ζ∗ ⊗ ζ ∼= Hom(ζ, ζ).

�® à áá«®¥−¨¥ Hom(ζ, ζ) ¤«ï ®¤−®¬¥à−®£® ζ âà¨¢¨ «ì−®: ¤¨ä-
ä¥®¬®àä¨§¬ ϕ−1 : M ×R → EHom(ζ,ζ), ®¡à â−ë© âà¨¢¨ «¨§ãî-
é¥¬ã, ¬®¦−® § ¤ âì ä®à¬ã«®© ϕ−1(a, λ)y = λy ¤«ï ¢á¥å a ∈ M,
λ ∈ R, y ∈ Eπ.
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‡ ¬¥â¨¬, − ª®−¥æ, çâ® â¥−§®à−®¥ ã¬−®¦¥−¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â
−  ¬−®¦¥áâ¢¥ ª« áá®¢ ¨§®¬®àä−ëå ®¤−®¬¥à−ëå ¢¥ªâ®à−ëå à á-
á«®¥−¨© V 1(M) − ¤ ¬−®£®®¡à §¨¥¬ M áâàãªâãàã £àã¯¯ë. �®-
àï¤®ª «î¡®£® −¥¥¤¨−¨ç−®£® í«¥¬¥−â  íâ®© £àã¯¯ë à ¢¥− 2. ’ ª,
− ¯à¨¬¥à, V 1(S1) = Z2, ¯à¨ç¥¬ ¤¢  í«¥¬¥−â  íâ®© £àã¯¯ë
à¥ «¨§ãîâáï æ¨«¨−¤à®¬ ¨ «¨áâ®¬ Œñ¡¨ãá .

‚ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥ ãáâ − ¢«¨¢ ¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥−− ï á¢ï§ì
äã−ªâ®à  • á äã−ªâ®à ¬¨ ⊗ ¨ Hom.

11.39. ’¥®à¥¬ . ”ã−ªâ®à • á®åà −ï¥â â¥−§®à−®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥-

−¨¥ ¨ äã−ªâ®à Hom, â. ¥.

•(π ⊗ η) ∼= •(π)⊗ •(η),
•(Hom(π, η)) ∼= HomC∞(M)(•(π),•(η))

¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨© π ¨ η − ¤ ¬−®£®®¡à §¨-

¥¬ M (§¤¥áì ¨ −¨¦¥ â¥−§®à−ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï C∞(M)-¬®¤ã«¥©

¡¥àãâáï − ¤ ª®«ìæ®¬ C∞(M)).

� …áâ¥áâ¢¥−−ë¥ ¨§®¬®àä¨§¬ë

Hom(π, η) ∼= π∗ ⊗ η, HomC∞(M)(•(π),•(η)) ∼= •(π∗ ⊗ •(η)
(á¬. ¯. 11.36) ¢¬¥áâ¥ á ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬¨ ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨ï¬¨
π∗∗ = π, •(π)∗∗ = •(π), ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥ â¥®-
à¥¬ë ¤®áâ â®ç−® ¤®ª § âì â®«ìª® ¤«ï â¥−§®à−®£® ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï.

Œë ¯®áâà®¨¬ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¨§ •(π)⊗ •(η) ¢ •(π ⊗ η) ¨ ¯®-
ª ¦¥¬, çâ® ®−® ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬.

�ãáâì s ∈ •(π), t ∈ •(η). �¯à¥¤¥«¨¬ á¥ç¥−¨¥ s⊗t ∈ •(π⊗η)
ä®à¬ã«®© (s⊗ t)(x) = s(x)⊗ t(x). ˆ§ ª®−áâàãªæ¨¨ à áá«®¥−¨ï
π ⊗ η «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® â ª¨¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¥−−®¥ ®â®¡à ¦¥-
−¨¥ s⊗ t ¥áâì £« ¤ª®¥ á¥ç¥−¨¥ à áá«®¥−¨ï π ⊗ η. �ç¥¢¨¤−®, çâ®
á®¯®áâ ¢«¥−¨¥ ¯ à¥ (s, t) á¥ç¥−¨ï s⊗ t £®¬®¬®àä−® ¯® ®¡®¨¬  à-
£ã¬¥−â ¬ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, ®¯à¥¤¥«ï¥â £®¬®¬®àä¨§¬ C∞(M)-
¬®¤ã«¥© ι : •(π)⊗•(η)→ •(π⊗ η). � áá¬®âà¨¬ §− ç¥−¨¥ íâ®£®
£®¬®¬®àä¨§¬  ¢ −¥ª®â®à®© â®çª¥ x ∈ M ‚¥à−¥¬áï ª £®¬®¬®à-
ä¨§¬ã ι,

ιx : •(π)⊗ •(η)/µx

(
•(π)⊗ •(η)

)
→ πx ⊗ ηx,
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¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ®− ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ «¨−¥©−ëå ¯à®-
áâà −áâ¢. ‡ ¬¥â¨¬, çâ® ιx([

∑
si ⊗ ti]) =

∑
si(x) ⊗ ti(x), £¤¥

ª¢ ¤à â−ë¥ áª®¡ª¨ ®¡®§− ç îâ ª« áá í«¥¬¥−â  ¢ ä ªâ®à¯à®-
áâà −áâ¢¥.

�. ‘îàê¥ªâ¨¢−®áâì ιx. �à®¨§¢®«ì−ë© í«¥¬¥−â ¯à®áâà −áâ¢ 
πx ⊗ ηx ¨¬¥¥â ¢¨¤

∑
yi ⊗ zi, yi ∈ πx, zi ∈ ηx. �® «¥¬¬¥ 11.8( )

áãé¥áâ¢ãîâ á¥ç¥−¨ï si ∈ •(π), ti ∈ •(η), §− ç¥−¨ï ª®â®àëå
¢ â®çª¥ x áãâì á®®â¢¥âáâ¢¥−−® yi ¨ zi. ’®£¤  ιx([

∑
si ⊗ ti]) =∑

yi ⊗ zi.
�. ˆ−ê¥ªâ¨¢−®áâì ιx. �ã¦−® ¤®ª § âì, çâ® ¥á«¨ si ∈ •(π),

ti ∈ •(η) ¨
∑

si(x) ⊗ ti(x) = 0 ¢ ¯à®áâà −áâ¢¥ πx ⊗ ηx, â®
− ©¤ãâáï â ª¨¥ á¥ç¥−¨ï pi ∈ •(π), qi ∈ •(η) ¨ äã−ªæ¨¨ fi ∈
µx, çâ®

∑
si ⊗ ti =

∑
fipi ⊗ qi ¢ •(π) ⊗ •(η). ‚ á«¥¤ãîé¥©

«¥¬¬¥ ¢ëïá−ï¥âáï áâàãªâãà  −ã«¥¢ëå í«¥¬¥−â®¢ ¢ â¥−§®à−®¬
¯à®¨§¢¥¤¥−¨¨ «¨−¥©−ëå ¯à®áâà −áâ¢.

11.40. ‹¥¬¬ . �ãáâì V ¨ W | «¨−¥©−ë¥ ¯à®áâà −áâ¢ 

− ¤ ®¤−¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ ¯®«¥¬, vi ∈ V , wi ∈ W | −¥−ã«¥¢ë¥

¢¥ªâ®àë ¨
∑m

i=1 vi ⊗ wi = 0 ¢ V ⊗ W . ’®£¤  − ©¤ãâáï â ª®¥

− âãà «ì−®¥ ç¨á«® k, 1 � k � m, ¨ â ª¨¥ í«¥¬¥−âë ¯®«ï aij,

1 � i � k, k < j � m, çâ® ¯®á«¥ −¥ª®â®à®© ¯¥à¥−ã¬¥à æ¨¨

{1, . . . , m} → {1, . . . , m},

®¤−®© ¨ â®© ¦¥ ¤«ï vi ¨ wi, ¡ã¤ãâ á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥−áâ¢ 

vj =
k∑

i=1

aijvi, j = k + 1, . . . , m;

wi = −
m∑

j=k+1

aijwj, i = 1, . . . , k.

� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¥á«¨ í«¥¬¥−âë v1,. . . , vm «¨−¥©−® −¥§ ¢¨á¨-
¬ë, â® ¨§ à ¢¥−áâ¢ 

∑
vi ⊗ wi = 0 á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ wi à ¢−ë 0.

‚ ¯à®â¨¢−®¬ á«ãç ¥ ¢ë¡¥à¥¬ ¨§ v1,. . . , vm ¬ ªá¨¬ «ì−ãî
«¨−¥©−® −¥§ ¢¨á¨¬ãî á¨áâ¥¬ã. �ãáâì íâ® ¡ã¤¥â v1,. . . , vk.
„«ï j = k + 1, . . . , m § ¯¨è¥¬ à §«®¦¥−¨¥ ¯® íâ®¬ã ¡ §¨áã:
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vj =
∑k

i=1 aijvi. ’®£¤ 
m∑

i=1

vi ⊗ wi =
k∑

i=1

vi ⊗ wi +
m∑

j=k+1

( k∑
i=1

aijvi

)
⊗ wj

=
k∑

i=1

vi ⊗
(
wi +

m∑
j=k+1

aijwj

)
.

�âáî¤  wi = −
∑m

j=k+1 aijwi, ¨ «¥¬¬  ¤®ª § − . �
�à¨¬¥−¨¬ «¥¬¬ã ¢ á¨âã æ¨¨, á«®¦¨¢è¥©áï ã − á ¯à¨ ¤®ª -

§ â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë. �®«ãç¨¬

sj =
k∑

i=1

aijsi + s′j , j = k + 1, . . . , m; s′j ∈ µx•(π);

ti = −
m∑

j=k+1

aijti + t′i, i = 1, . . . , k; t′i ∈ µx•(η).

�âáî¤ 
m∑

i=1

si ⊗ ti =
k∑

i=1

si ⊗
(
−

m∑
j=k+1

aijtj + t′i
)
+

m∑
j=k+1

( k∑
i=1

aijsi + s′j
)
⊗ tj

=
k∑

i=1

si ⊗ t′i +
m∑

j=k+1

s′j ⊗ tj ∈ µx

(
•(π)⊗ •(η)

)
,

çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.
ˆâ ª, ι | ¨§®¬®àä¨§¬ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x ∈ M. ˆ§ íâ®£® ¬ë

å®â¨¬, ¯®«ì§ãïáì «¥¬¬®© 11.30, § ª«îç¨âì, çâ® ι | ¨§®¬®à-
ä¨§¬ ¬®¤ã«¥©. �® ®¡  ¬®¤ã«ï, ä¨£ãà¨àãîé¨¥ ¢ íâ®¬ á«¥¤áâ¢¨¨,
¤®«¦−ë ¡ëâì ¬®¤ã«ï¬¨ á¥ç¥−¨© −¥ª®â®àëå ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥-
−¨©. ‚ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á¨âã æ¨¨ á®¬−¨â¥«ì−ë© ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥
¬®¤ã«ì •(π) ⊗ •(η), ®ç¥¢¨¤−®, ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥− ¨ ¢ á¨«ã â¥-
®à¥¬ë 11.32 ¨ ¯à¥¤«®¦¥−¨ï 11.34 ¯à®¥ªâ¨¢¥−. ‘«¥¤®¢ â¥«ì−®,
¯® ®á−®¢−®© â¥®à¥¬¥ 11.32 ®− ¨§®¬®àä¥− −¥ª®â®à®¬ã ¬®¤ã-
«î á¥ç¥−¨©, ¨ ã¯®¬ï−ãâ®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ ª −¥¬ã ¯à¨¬¥−¨¬®. �â®
§ ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë. �
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11.41. „¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¥ 1-ä®à¬ë. ‡ ä¨ªá¨àã¥¬ ¬−®£®-
®¡à §¨¥ M. Œ®¤ã«ì £« ¤ª¨å á¥ç¥−¨© •(πT ∗) à áá«®¥−¨ï
πT ∗ = πT ∗M − §ë¢ ¥âáï ¬®¤ã«¥¬ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå 1-ä®à¬

¬−®£®®¡à §¨ï M ¨ ®¡®§− ç ¥âáï ˜1(M). �«¥¬¥−âë íâ®£® ¬®¤ã-
«ï, â. ¥. £« ¤ª¨¥ á¥ç¥−¨ï à áá«®¥−¨ï πT ∗, − §ë¢ îâáï ¤¨ää¥-

à¥−æ¨ «ì−ë¬¨ 1-ä®à¬ ¬¨ −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M.
‘®£« á−® ¯. 9.25 ¢áïª®© äã−ªæ¨¨ f ∈ C∞(M) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â

á¥ç¥−¨¥

sdf : M → T ∗M, sdf (z) = dz(f).

‘¥ç¥−¨ï â ª®£® à®¤  − §ë¢ îâáï ¤¨ää¥à¥−æ¨ « ¬¨ £« ¤ª¨å
äã−ªæ¨©, ¨ íâ® ¯à®áâ¥©è¨¥ ¯à¨¬¥àë ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ä®à¬.

�  ¢áïª¨© í«¥¬¥−â C∞(M)-¬®¤ã«ï ˜1(M) ¬®¦−® á¬®âà¥âì
á ¤¢ãå â®ç¥ª §à¥−¨ï | £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©, à áá¬ âà¨¢ ï ¥£® ª ª
®â®¡à ¦¥−¨¥ ¨§ M ¢ T ∗M, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥−−ë¬
ãá«®¢¨ï¬, ¨«¨ áã£ã¡®  «£¥¡à ¨ç¥áª®©, § ¡ë¢ ï ¯à® íâã ¥£®
£¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ¯à¨à®¤ã. —â®¡ë ¯®¤ç¥àª−ãâì ä¨ªá æ¨î â®çª¨
§à¥−¨ï, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¤«ï ¤¨ää¥à¥−æ¨ «  äã−ªæ¨¨ f ¨á¯®«ì§®¢ âì
®¡®§− ç¥−¨¥ sdf, à áá¬ âà¨¢ ï ¥£® ª ª á¥ç¥−¨¥, ¨ ®¡®§− ç¥−¨¥ df,
à áá¬ âà¨¢ ï ¥£® ª ª í«¥¬¥−â ¬®¤ã«ï ˜1(M).

Š ª á«¥¤ã¥â ¨§ ã¯à ¦−¥−¨ï ¯. 9.22, ®â®¡à ¦¥−¨¥

d : C∞(M)→ ˜1(M), f �→ df,

ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥¬  «£¥¡àë C∞(M) á® §− ç¥−¨ï-
¬¨ ¢ C∞(M)-¬®¤ã«¥ ˜1(M). �−® − §ë¢ ¥âáï ã−¨¢¥àá «ì−ë¬

¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥¬. ‘¬ëá« íâ®© â¥à¬¨−®«®£¨¨ áâ −¥â ïá¥−
¨§ ¤ «ì−¥©è¥£®.

�ãáâì â¥¯¥àì (U, x)| −¥ª®â®à ï ª àâ  −  M ¨ (π−1
T ∗ (U), T ∗x)

| á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥© á¯¥æ¨ «ì− ï ª àâ  −  T ∗M. � ¯®¬−¨¬
(á¬. ¯. 9.24), çâ® ç¥à¥§ T ∗x ®¡®§− ç ¥âáï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨− â−ëå
äã−ªæ¨© {xi, pj}, £¤¥ xi ¤«ï (z, θ) ∈ T ∗U ¥áâì i-ï ª®®à¤¨− â 
â®çª¨ z,   pj | j-ï ª®¬¯®−¥−â  ¢ à §«®¦¥−¨¨ ª®¢¥ªâ®à  θ
¯® ¡ §¨áã dxi. ‚ ¯à¥¤¥« å íâ®© á¯¥æ¨ «ì−®© ª àâë ¢áïª®¥
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£« ¤ª®¥ á¥ç¥−¨¥ s ¨¬¥¥â ª®®à¤¨− â−®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥−¨¥

xi = xi, i = 1, . . . , n,

pj = pj(x), j = 1, . . . , n,

£¤¥ pj(x) ∈ C∞(U). ‘¥ç¥−¨¥ sdxi ∈ •(T ∗U) = ˜1(U), ª ª ¨ ¢ë-
è¥, ¡ã¤¥¬ ®¡®§− ç âì ç¥à¥§dxi. ˆ§ áª § −−®£® á«¥¤ã¥â, çâ® á¥ç¥-
−¨ï dxi, i = 1, . . . , n ®¡à §ãîâ ¡ §¨á á¢®¡®¤−®£® C∞(U)-¬®¤ã«ï
˜1(U). ‚ ç áâ−®áâ¨, ¯®áª®«ìªã ®£à −¨ç¥−¨¥ «î¡®© ¤¨ää¥à¥−-
æ¨ «ì−®© ä®à¬ë ω ∈ ˜1(M) −  U ¥áâì ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì− ï
ä®à¬  ¨§ ˜1(U), â® ¢ ¯à¥¤¥« å íâ®© ª àâë ¥¥ ¬®¦−® ¯à¥¤áâ -
¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ω =

∑
i pi(x)dxi. „«ï ¤¨ää¥à¥−æ¨ «  df, ®ç¥¢¨¤−®,

¨¬¥¥¬

df =
∑ ∂f

∂xi

dxi

(á¬. ã¯à ¦−¥−¨¥ ¨§ ¯. 9.25).
�®áª®«ìªã ¢¥ªâ®à−ë¥ ¯®«ï ¬®¦−® ¨−â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª

á¥ç¥−¨ï ª á â¥«ì−®£® à áá«®¥−¨ï (á¬. ¯. 9.40), â® á®£« á−®
®¯à¥¤¥«¥−¨î ¬®¤ã«ï ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ä®à¬ á¯ à¨¢ −¨¥

(•(πTM),•(πT ∗M))→ C∞(M)

¬®¦−® ¯®−¨¬ âì ª ª á¯ à¨¢ −¨¥

(D(M),˜1(M))→ C∞(M). (11.3)

‚®§¢à é ïáì ª «®ª «ì−ë¬ ª®®à¤¨− â ¬, − ¯®¬−¨¬, çâ® ¤«ï
«î¡®© â®çª¨ z ∈ U ⊂ M ¡ §¨á dzx1, . . . , dzxn «¨−¥©−®£® ¯à®-
áâà −áâ¢ T ∗

z M ¯® ®¯à¥¤¥«¥−¨î ï¢«ï¥âáï ¤¢®©áâ¢¥−−ë¬ ª ¡ §¨áã

∂

∂x1

∣∣∣
z
, . . . ,

∂

∂xn

∣∣∣
z

«¨−¥©−®£® ¯à®áâà −áâ¢  TzM. �®íâ®¬ã ¥á«¨ ¢ á¯¥æ¨ «ì−ëå
«®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â å

X =
∑

i

αi(x)
∂

∂xi
, ω =

∑
i

pi(x)dxi,
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â® ®£à −¨ç¥−¨¥ (X, ω)
∣∣
U

à¥§ã«ìâ â  á¯ à¨¢ −¨ï (11.3) ä®à-
¬ë ω ¨ ¢¥ªâ®à−®£® ¯®«ï X −  ®¡« áâì U ¥áâì äã−ªæ¨ï∑

i αipi(x) ∈ C∞(U). ‚ ç áâ−®áâ¨, ¤«ï ω = df ¨¬¥¥¬

(X, df)
∣∣
U
=
∑

i

αi
∂f

∂xi
= X(f)

∣∣
U
.

11.42. “−¨¢¥àá «ì−®¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥. ‚ëè¥ ¬ë ¨§¬¥-
−¨«¨ − è¨¬ ¯à¨−æ¨¯ ¬, ¤ ¢ ®¯¨á â¥«ì−®¥,   −¥ ª®−æ¥¯âã «ì−®¥
®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¬®¤ã«ï ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå 1-ä®à¬ ˜1(M). ‘¥©-
ç á íâ® ¯à¥£à¥è¥−¨¥ ¡ã¤¥â ¨á¯à ¢«¥−®.

�ãáâì M | −¥ª®â®à ï ª â¥£®à¨ï ¬®¤ã«¥© − ¤  «£¥¡à®© A.
� à  (δ,˜), £¤¥ ˜| ®¡ê¥ªâ M ¨ δ ∈ D(˜), − §ë¢ ¥âáï ã−¨¢¥à-

á «ì−ë¬ ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥¬ ¢ ª â¥£®à¨¨ M, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£®
¬®¤ã«ï P ¨§ M á®®â¢¥âáâ¢¨¥

HomA(˜, P ) � h �→ h ◦ δ ∈ D(P )

ãáâ − ¢«¨¢ ¥â ¨§®¬®àä¨§¬ A-¬®¤ã«¥©HomA(˜, P ) ¨ D(P ).

�à¥¤«®¦¥−¨¥. “−¨¢¥àá «ì−®¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥ ®¤−®§− ç−®

á â®ç−®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ , â. ¥. ¥á«¨ (δ′,˜′) | ¤àã£®¥

ã−¨¢¥àá «ì−®¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ¨§®-

¬®àä¨§¬ A-¬®¤ã«¥© γ : ˜→ ˜′, çâ® δ′ = γ ◦ δ.

� ‚¢¨¤ã ã−¨¢¥àá «ì−®áâ¨ δ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© £®¬®¬®àä¨§¬
γ : ˜ → ˜′, çâ® δ′ = γ ◦ δ. �− «®£¨ç−®, δ = γ′ ◦ δ′ ¤«ï −¥-
ª®â®à®£® γ′ ∈ HomA(˜′,˜). �®íâ®¬ã δ = γ′ ◦ γ ◦ δ ¨ Im δ ⊂ ˜0,
£¤¥

˜0 = {ω ∈ ˜ | γ′(γ(ω)) = ω} ⊂ ˜.

�ãáâì α : ˜ → ˜/˜0 | ¥áâ¥áâ¢¥−− ï ¯à®¥ªæ¨ï. ’®£¤ , ®ç¥¢¨¤-
−®, 0 = α ◦ δ ∈ D(˜/˜0). �®íâ®¬ã α = 0 ¢¢¨¤ã ã−¨¢¥àá «ì-
−®áâ¨ δ. �® â ª ª ª α | áîàê¥ªæ¨ï, ¯®á«¥¤−¥¥ ®§− ç ¥â, çâ®
˜ = ˜0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, γ′ ◦ γ = id˜.

‘¨¬¬¥âà¨ç−®, γ′ ◦ γ′ = id˜′, ¨, §− ç¨â, γ ¨ γ′ | ¢§ ¨¬−®
®¡à â−ë¥ ¨§®¬®àä¨§¬ë. �
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11.43. ’¥®à¥¬ . � à  (d,˜1(C∞(M))) ï¢«ï¥âáï ã−¨¢¥à-

á «ì−ë¬ ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥¬ ¢ ª â¥£®à¨¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å

C∞(M)-¬®¤ã«¥©.

� � áá¬®âà¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥−−ë© £®¬®¬®àä¨§¬

ηP : HomC∞(M)(˜
1(M), P )→ D(P ), h �→ h ◦ d,

¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ®− ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬, ¥á«¨ ¬®¤ã«ì P
£¥®¬¥âà¨ç¥−. �®áâà®¨¬ á íâ®© æ¥«ìî ®¡à â−ë© £®¬®¬®àä¨§¬

νP : D(P )→ HomC∞(M)(˜1(M), P ), X �→ hX .

„«ï íâ®£® − ¬ ¯®− ¤®¡¨âáï â®â ä ªâ, çâ® ¢áïª ï ä®à¬ 
ω ∈ ˜1(M) ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥ ω =

∑
i fidgi, ª®â®àë© −¥§ -

¢¨á¨¬® ¤®ª §ë¢ ¥âáï −¨¦¥ (á«¥¤áâ¢¨¥ 11.49). �®«®¦¨¬

hX(ω)
def=
∑

i

fiX(gi)

¨ ¤®ª ¦¥¬ ª®àà¥ªâ−®áâì íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥−¨ï.
�ãáâì z ∈ M ¨ f =

∑
i cigi, £¤¥ ci = fi(z) ∈ R. ’®£¤ ,

®ç¥¢¨¤−®, ωz =
∑

i cidzgi = dzf .Šà®¬¥ â®£®,

hX(ω)(z) =
∑

i

fi(z)Xz(gi) = Xz(
∑

i

cigi) = Xz(f).

‡¤¥áì Xz ®¡®§− ç ¥â ª®¬¯®§¨æ¨î C∞(M)
X→ P → Pz (á¬. ª®−¥æ

¯. 11.11), ¯®íâ®¬ã §− ç¥−¨¥ hX(ω) ¢ ¯à®¨§¢®«ì−®© â®çª¥ z ∈ M
®¯à¥¤¥«¥−® ª®àà¥ªâ−®, â. ¥. −¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¯à¥¤áâ ¢«¥−¨ï
ω =

∑
i fidgi. ’ ª ª ª ¬®¤ã«ì P £¥®¬¥âà¨ç¥−, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â,

çâ® hX(ω) ®¯à¥¤¥«¥−® ª®àà¥ªâ−®.
…á«¨ ω = dg, â®, á®£« á−® ®¯à¥¤¥«¥−¨î, hX(dg) = X(g),

â. ¥. X = hX ◦ d ⇔ ηP ◦ νP = idD(P ). …á«¨ ¦¥ X = h ◦ d, â®

hX(ω) =
∑

i

fih(dgi) = h(
∑

i

fidgi) = h(ω),

â. ¥. hX = h ⇔ νP ◦ ηP = idD(P ). �
„®ª § −− ï â¥®à¥¬  ®¯à¥¤¥«ï¥â á¯ à¨¢ −¨¥(

˜1(M), D(P )
)
→ P, (ω, X) �→ hX(ω).
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…£® à¥§ã«ìâ â ã¤®¡−® § ¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥ ω(X) = hX(ω).

“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï P = C∞(M) íâ® á¯ à¨¢ −¨¥
á®¢¯ ¤ ¥â á ¢¢¥¤¥−−ë¬ ¢ ¯. 11.41.

11.44. „¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¥ ä®à¬ë ª®−æ¥¯âã «ì−®. „®ª -
§ −− ï â¥®à¥¬  ¯®ª §ë¢ ¥â, ª ª¨¬ ¤®«¦¥− ¡ëâì ú¯à ¢¨«ì−ë©û,
â. ¥. ª®−æ¥¯âã «ì−ë©¯®¤å®¤ ª â¥®à¨¨¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ä®à¬
− ¤ ¯à®¨§¢®«ì−®©  «£¥¡à®© A. ˆ¬¥−−®, ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¥
1-ä®à¬ë á«¥¤ã¥â ¯®−¨¬ âì ª ª í«¥¬¥−âë A-¬®¤ã«ï ˜, ª®â®àë©
ï¢«ï¥âáï ®¡« áâìî §− ç¥−¨© ã−¨¢¥àá «ì−®£® ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ -
−¨ï δ : A → ˜. �â®â ¬®¤ã«ì, ¨ íâ® ®ç¥−ì ¢ ¦−® ¯®¤ç¥àª−ãâì,
§ ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ª â¥£®à¨¨ M A-¬®¤ã«¥© (á¬. ¯. 11.42) ¨ − -
§ë¢ ¥âáï ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¬ ®¡ê¥ªâ®¬ ¤«ï äã−ªâ®à  D ¢ íâ®©
ª â¥£®à¨¨.

“¯à ¦−¥−¨¥. �à¨¢¥¤¨â¥ ¯à¨¬¥à ª â¥£®à¨¨ C∞(M)-¬®¤ã«¥©,
¢ ª®â®à®© äã−ªâ®à D −¥¯à¥¤áâ ¢¨¬, â. ¥. −¥ ¤®¯ãáª ¥â ã−¨¢¥à-
á «ì−®£® ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨ï.

‚ ª â¥£®à¨¨ ¢á¥å A-¬®¤ã«¥© − ¤ ¯à®¨§¢®«ì−®© ª®¬¬ãâ â¨¢-
−®© K- «£¥¡à®© A äã−ªâ®à D ¯à¥¤áâ ¢¨¬. ‘®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥
ã−¨¢¥àá «ì−®¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥ ®¡®§− ç¨¬

dalg : A → ˜alg(A).
„®ª § â¥«ìáâ¢® ¥£® áãé¥áâ¢®¢ −¨ï | â¨¯¨ç−®¥ â¥®à¥â¨ª®-
ª â¥£®à−®¥ à ááã¦¤¥−¨¥. ˆ¬¥−−®, à áá¬®âà¨¬ á¢®¡®¤−ë©
A-¬®¤ã«ì ˜̃, ¯®à®¦¤¥−−ë© ¢á¥¢®§¬®¦−ë¬¨ á¨¬¢®« ¬¨ d̃a,
a ∈ A. �ãáâì ˜̃0 | ¥£® ¯®¤¬®¤ã«ì, ¯®à®¦¤¥−−ë© ¢á¥¢®§¬®¦-
−ë¬¨ í«¥¬¥−â ¬¨ ¢¨¤ 

d̃(ka)− kd̃a, d̃(ab)− ad̃b− bd̃a, k ∈ K, a, b ∈ A.

’®£¤ 

˜alg(A) = ˜̃/˜̃0 ¨ dalga = d̃a mod ˜̃0, a ∈ A.

…á«¨ A = C∞(M), â® ˜alg(A) �= ˜1(M). � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨
M = R, â® dalge

x − exdalgx �= 0. Œ®¦−®, ®¤− ª®, ¤®ª § âì, çâ®
˜1(M) ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨§ æ¨¥© ¬®¤ã«ï ˜alg(A).
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�− «®£¨ç−ë¥ ä ªâë ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¨ ¤«ï ¤àã£¨å äã−ªâ®à®¢
¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨á«¥−¨ï. „«ï äã−ªâ®à Di¨ l ®−¨ ®¡áã-
¦¤ îâáï −¨¦¥.

11.45. �®¢¥¤¥−¨¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ä®à¬ ¯à¨ ®â®¡à ¦¥-
−¨¨ ¬−®£®®¡à §¨©. �ãáâì F : M → N | −¥ª®â®à®¥ ®â®¡à ¦¥-
−¨¥ ¬−®£®®¡à §¨©. ‡ ¬¥â¨¬, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï

d ◦ F ∗ : C∞(N)→ ˜1(M)
ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨¥¬  «£¥¡àë C∞(N) ¢ C∞(N)-¬®-
¤ã«¥˜1(M). � ¯®¬−¨¬, çâ® áâàãªâãà C∞(N)-¬®¤ã«ï ¢˜1(M)
®¯à¥¤¥«¥−  ã¬−®¦¥−¨¥¬

(f, ω) �→ F ∗(f)ω, f ∈ C∞(N), ω ∈ ˜1(M).
“¯à ¦−¥−¨¥. „®ª ¦¨â¥, çâ® ®â−®á¨â¥«ì−® â ª ¢¢¥¤¥−−®£®
ã¬−®¦¥−¨ï ˜1(M) ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ C∞(N)-¬®¤ã«¥¬.

�®íâ®¬ã á®£« á−® â¥®à¥¬¥ 11.43 áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© £®¬®¬®à-
ä¨§¬ C∞(N)-¬®¤ã«¥©

hd◦F∗ : ˜1(N)→ ˜1(M),
çâ® hd◦F∗ ◦ d = d ◦ F ∗. „«ï ªà âª®áâ¨ ¡ã¤¥¬ ®¡®§− ç âì hd◦F∗

â ª¦¥ ç¥à¥§ F ∗. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯à¥¤¥«¥−® R-«¨−¥©−®¥ ®â®-
¡à ¦¥−¨¥

F ∗ : ˜1(N)→ ˜1(M),
®¡« ¤ îé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

(i) F ∗ ◦ d = d ◦ F ∗;
(ii) F ∗(fω) = F ∗(f)F ∗(ω), ¥á«¨ f ∈ C∞(N), ω ∈ ˜1(N).

‘®£« á−® (i) ¨ (ii)

F ∗(ω) =
∑

i

F ∗(fi)dF ∗(gi), ¥á«¨ ω =
∑

i

fidgi.

“¯à ¦−¥−¨ï. �®ª ¦¨â¥, çâ®
1. G∗ ◦ F ∗ = (F ◦ G)∗, ¥á«¨ L

G→ M
F→ N;

2. (F ∗)−1 = (F−1)∗;
3. F ∗(ω)z(ξ) = ωF (z)(dzF (ξ)), ¨«¨, çâ® íª¢¨¢ «¥−â−®,

F ∗(ω)z = (dzF )∗(ωF (z)), £¤¥ z ∈ M ¨ ω ∈ ˜1(N).



‚¥ªâ®à−ë¥ à áá«®¥−¨ï ¨ ¯à®¥ªâ¨¢−ë¥ ¬®¤ã«¨ 277

11.46. �«£¥¡àë ¤¦¥â®¢ J l(M). ’¥¯¥àì¬ë ¢¥à−¥¬áï ª á«ãç î
A = C∞(M) ¨ ¯®  − «®£¨¨ á ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬¨ 1-ä®à¬ ¬¨
®¯à¥¤¥«¨¬ ¤«ï ª ¦¤®£® − âãà «ì−®£® l C∞(M)-¬®¤ã«ì J l(M)
ª ª ¬®¤ã«ì á¥ç¥−¨© ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï πJl : J lM → M
(á¬. ¯à¨¬¥à IX ¯. 10.11). �«¥¬¥−âë íâ®£® ¬®¤ã«ï − §ë¢ îâáï
l-¤¦¥â ¬¨ −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M.

‘®£« á−® ¯. 9.65 ¢áïª®© äã−ªæ¨¨ f ∈ C∞(M) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
á¥ç¥−¨¥

sjl(f) : M → J lM, z �→ [f ]lz.
‘¥ç¥−¨ï â ª®£® à®¤  − §ë¢ îâáï l-¤¦¥â ¬¨ £« ¤ª¨å äã−ªæ¨©.

‡ ¬¥â¨¬, çâ® ®¯¥à æ¨ï ã¬−®¦¥−¨ï ¢  «£¥¡à¥ C∞(M) ¨−¤ã-
æ¨àã¥â áâàãªâãàã  «£¥¡àë ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ á«®¥¢ à áá«®¥−¨ï πJl.
„¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¯ãáâì z ∈ M, f, g ∈ C∞(M) ¨ h ∈ µl+1

z . ’®£¤ 

fg = f(g + h) mod µl+1
z . �®íâ®¬ã ä®à¬ã«  [f ]lz · [g]lz

def= [fg]lz
ª®àà¥ªâ−® ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ í«¥¬¥−â®¢ á«®ï J1z M.
�â® ã¬−®¦¥−¨¥ ¨−¤ãæ¨àã¥â ¢ J l(M) = •(πJl) áâàãªâãàã
C∞(M)- «£¥¡àë.

� «¨ç¨¥ ã¬−®¦¥−¨ï ¯®§¢®«ï¥â, ¢ ç áâ−®áâ¨, ¤ âì ¡®«¥¥ ¯à®-
áâãî ¨ − £«ï¤−ãî ¨−â¥à¯à¥â æ¨î § ¯¨á¨ ¤¦¥â®¢ ¢ ª®®à¤¨− â å.
�®«®¦¨¬ δxi = jl(xi) − xijl(1) ¨ δσ = δxi1 · . . . · δxik, ¥á«¨
σ = (i1, . . . , ik), 0 < |σ| � l. �®«®¦¨¬ â ª¦¥ δx∅ = jl(1). ’®£¤ 
á¥ç¥−¨ï δσ, σ| � l, ®¡à §ãîâ ¡ §¨á à áá«®¥−¨ï πJl − ¤ U.
�â® áà §ã ¦¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® l-¤¦¥âë ¯®«¨−®¬®¢
(x − z)σ, σ| � l, ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¢ J l

zM. ˆâ ª, ¢áïª¨© ¤¦¥â
¯®àï¤ª  l −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M ¢ á¯¥æ¨ «ì−®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨− â,
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å «®ª «ì−®© ª àâ¥ (U, x), ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á −
¢ ¢¨¤¥

∑
|σ|�l ασδxσ.

11.47. �«£¥¡àë ¤¦¥â®¢ J l(M) ª ª ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¥ ®¡ê¥ª-
âë. �® ®â−®è¥−¨î ª ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬ ®¯¥à â®à ¬ −   «£¥-
¡à¥ C∞(M)  «£¥¡àë ¤¦¥â®¢ J l(M) ¨£à îâ à®«ì,  − «®£¨ç−ãî
à®«¨ ¬®¤ã«ï ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ä®à¬ ˜1(M) ¯® ®â−®è¥−¨î
ª ¤¨ää¥à¥−æ¨à®¢ −¨ï¬. ‘å¥¬  à ááã¦¤¥−¨©, ¨á¯®«ì§ã¥¬ ï¤«ï
¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®£® ä ªâ , ¯®çâ¨ ¤®á«®¢−® ¯®¢â®àï¥â ¨á¯®«ì-
§®¢ −−ãî − ¬¨ ¢ ¯. 11.41.
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‡ ¡ë¢ ï ® â®¬, çâ® ¬®¤ã«ì J l(M) ®¯à¥¤¥«¥− − ¬¨ ª ª
¬®¤ã«ì á¥ç¥−¨© à áá«®¥−¨ï J lM, ¨ à áá¬ âà¨¢ ï ¥£® í«¥¬¥−âë
á ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥−¨ï, ¡ã¤¥¬ ®¡®§− ç âì ¤¦¥â
äã−ªæ¨¨ f ∈ C∞(M) ç¥à¥§ jl(f).

11.48. ’¥®à¥¬ . ‘ãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ª®−¥ç−ë© − ¡®à äã−ªæ¨©

f1, . . . , fm ∈ C∞(M), çâ® l-¤¦¥âë jl(f1), . . . , jl(fm) ¯®à®¦¤ -

îâ C∞(M)-¬®¤ã«ì J l(M).

� …á«¨ M = Rk, â® ¢ ª ç¥áâ¢¥ â ª¨å äã−ªæ¨© ¬®¦−® ¢§ïâì
¢á¥ ¬®−®¬ë ¢¨¤  xσ, |σ| � l, £¤¥ x | áâ −¤ àâ− ï ¤¥ª àâ®¢ 
ª àâ  ¢ Rk. ‚ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ à áá¬®âà¨¬ ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® k
ª ª®¥-−¨¡ã¤ì ¯®£àã¦¥−¨¥ F : M → Rk (â¥®à¥¬  “¨â−¨). ’®-
£¤  á¨áâ¥¬  äã−ªæ¨© F ∗(xσ), |σ| � l, ®¡« ¤ ¥â âà¥¡ã¥¬ë¬
á¢®©áâ¢®¬. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¢¢¨¤ã á«¥¤áâ¢¨ï 11.28 ¤®áâ â®ç−®
¯®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ z ∈ M l-¤¦¥âë [F ∗(xσ)]lz ¯®à®-
¦¤ îâ J l

zM. �® ¯®áª®«ìªã F | ¯®£àã¦¥−¨¥, ¤¨ää¥à¥−æ¨ «
dzF ¨−ê¥ªâ¨¢¥−, â ª çâ® (dzF )∗ | áîàê¥ªæ¨ï. �®íâ®¬ã áà¥¤¨
¤¨ää¥à¥−æ¨ «®¢ dzF ∗(xi), i = 1, . . . , k, − ©¤¥âáï n = dimM
−¥§ ¢¨á¨¬ëå, áª ¦¥¬ dzF ∗(x1), . . . , dzF ∗(xn). �®íâ®¬ã äã−ª-
æ¨¨ F ∗(x1), . . . , F ∗(xn) ¡ã¤ãâ ®¡à §®¢ë¢ âì á¨áâ¥¬ã «®ª «ì−ëå
ª®®à¤¨− â ¢¡«¨§¨ â®çª¨ z. Š ª ¯®ª §ë¢ ¥â á«¥¤áâ¢¨¥ 2.9 ¨§
®¡®¡é¥−−®© «¥¬¬ë �¤ ¬ à , ¨å ¬®−®¬ë áâ¥¯¥−¨ � l ¯®à®¦¤ -
îâ J l

zM. �
11.49. ‘«¥¤áâ¢¨¥. ‘ãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ª®−¥ç−ë© − ¡®à äã−ª-

æ¨© f1, . . . , fm ¨§ C∞(M), çâ® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ë df1, . . . , dfm

¯®à®¦¤ îâ C∞(M)-¬®¤ã«ì ˜1(M).

� � áá¬®âà¨¬ äã−ªæ¨¨ â ª¨¥ f1, . . . , fm, çâ® ¨å ¤¨ää¥à¥−-
æ¨ «ë ¯®à®¦¤ îâ J 1(M). ’®£¤  ¨å ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ë ¯®à®-
¦¤ îâ ˜1(M). „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ª −®−¨ç¥áª®¥ ¯àï¬®¥ à §«®¦¥-
−¨¥ J1z M = R ⊕ T ∗M (á¬. á«¥¤áâ¢¨¥ 9.27) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®
à áá«®¥−¨¥ πJ1 ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© “¨â−¨ à áá«®¥−¨ï
IM : M × R → M ¨ πT ∗. �®íâ®¬ã, ¯¥à¥å®¤ï ª ¬®¤ã«ï¬ ¨å
á¥ç¥−¨©, ¬ë ¢¨¤¨¬, á®£« á−® ¯à¥¤«®¦¥−¨î 11.23, çâ®

J 1(M) = C∞(M)⊕ ˜1(M).
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‘«¥¤®¢ â¥«ì−® ®¡à §ë í«¥¬¥−â®¢, ¯®à®¦¤ îé¨å J 1(M), ¯à¨
¯à®¥ªæ¨¨ J 1(M)→ ˜1(M) ¯®à®¦¤ îâ˜1(M). �áâ «®áì § ¬¥-
â¨âì, çâ® ®¡à §®¬ j1(f) ¯à¨ íâ®© ¯à®¥ªæ¨¨ ï¢«ï¥âáï df . �

11.50. �à¥¤«®¦¥−¨¥. R-£®¬®¬®àä¨§¬ jl : C∞(M) → J l(M),
f �→ jl(f), ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯®àï¤ª 

l, â. ¥. ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¯à¥¤¥«¥−¨î 9.57.

� � ¬ −ã¦−® ¤®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå äã−ªæ¨© g0, . . . , gl ¢ë-
¯®«−¥−® à ¢¥−áâ¢®

(
δg0 ◦ . . . ◦ δgl

)
(jl) = 0. �ãáâì θ ∈ J l(M) ¨

– = θ · jl : C∞(M)→ J l(M), –(f) = θ · jl(f).

’®£¤ 

δg(–)(f) = θ · jl(gf) − gθ · jl(f) = θ · jl(g) · jl(f) − θ · gjl(f)

=
[
jl(g)− gjl(1)

]
· θ · jl(f) = δl(g) · θ · jl(f)

= δl(g) ·–(f),

£¤¥ δl(g) = [jl(g)− gjl(1)]. �®íâ®¬ã[(
δg0 ◦ . . . ◦ δgl

)
(jl)
]
(f) = δl(g0) · . . . · δl(gl) · jl(f).

ˆáª®¬ë© à¥§ã«ìâ â ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â®£®, çâ® δl(g0) · . . . · δl(gl) = 0.
„«ï ¥£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  § ¬¥â¨¬, çâ® ®¡à § í«¥¬¥−â  δl(g) ¯à¨
¥áâ¥áâ¢¥−−®© ¯à®¥ªæ¨¨

J l(M)→ J 0(M) = C∞(M), jl(f) �→ j0(f),

à ¢¥− δ0(g) = 0. �â® ®§− ç ¥â, çâ® §− ç¥−¨¥ á¥ç¥−¨ï δl(g)
¢ «î¡®© â®çª¥ z ∈ M ¯à¨− ¤«¥¦¨â µzJ l

zM = µz/µl+1
z . �®íâ®¬ã

δl(g0) · . . . · δl(gl) ∈ µl+1
z J l

zM = µl+1
z /µl+1

z .

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, δl(g0) · . . . · δl(gl)| −ã«¥¢®¥ á¥ç¥−¨¥ à áá«®¥−¨ï
πJl, â. ¥. −ã«¥¢®© í«¥¬¥−â ¬®¤ã«ï J l(M). �

�¯¥à â®à jl : C∞(M) → J l(M) − §ë¢ ¥âáï ã−¨¢¥àá «ì−ë¬

¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯®àï¤ª  � l −  ¬−®£®®¡à -
§¨¨ M. ‘¬ëá« á«®¢  úã−¨¢¥àá «ì−ë©û áâ −¥â ïá¥− ¨§ ¤ «ì−¥©-
è¥£®.
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…á«¨ P | £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© C∞(M)-¬®¤ã«ì, â® ®¯à¥¤¥«¥−®
¥áâ¥áâ¢¥−−®¥ á¯ à¨¢ −¨¥

(Di¨l P,J l(M))→ P.

„¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¯ãáâì – ∈ Di¨ l P , — ∈ J l(M), z ∈ M ¨ f ∈
C∞(M) | â ª ï £« ¤ª ï äã−ªæ¨ï, çâ® —(z) = [f ]lz. �®«®¦¨¬
(–,—)(z) = –(f)(z) ∈ Pz. ‚ á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 9.64 (–,—)(z) −¥
§ ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  äã−ªæ¨¨ f .

“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, ¯®¤®¡−® â®¬ã ª ª íâ® á¤¥« −® ¯à¨
¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 11.43, çâ® á®¢®ªã¯−®áâì –(f)(z) ∈ Pz

®¯à¥¤¥«ï¥â í«¥¬¥−â (–,—) ∈ P .
�à®¨§¢®«ì−®¬ã ®¯¥à â®àã – ∈ Di¨ l P ¬®¦−® á®¯®áâ -

¢¨âì £®¬®¬®àä¨§¬ C∞(M)-¬®¤ã«¥© h– : J l(M) → P , ¯®«®-
¦¨¢ h–(—) = (–,—). Š ª á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï á¯ à¨¢ −¨ï,
(–, jl(f)) = –(f). �®íâ®¬ã, ®ç¥¢¨¤−®, jl ◦ h– = –. ‘ ¤àã£®©
áâ®à®−ë, ¥á«¨ h : J l(M) → P | ¯à®¨§¢®«ì−ë© C∞(M)-£®¬®-
¬®àä¨§¬, â® ª®¬¯®§¨æ¨ï

–h = h ◦ jl : C∞(M)→ P

¡ã¤¥â, á®£« á−® 9.59, 9.67, ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯®-
àï¤ª  � l. �à¨ íâ®¬, ®ç¥¢¨¤−®, h–h

= h. ˆâ ª, − ¬¨ ¤®ª § −®
á«¥¤ãîé¥¥ ¢ ¦−®¥

11.51. �à¥¤«®¦¥−¨¥. „«ï «î¡®£® £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® C∞(M)-
¬®¤ã«ï P á®®â¢¥âáâ¢¨¥

HomC∞(M)(J l(M), P ) � h �→ h ◦ jl ∈ Di¨ l P

®¯à¥¤¥«ï¥â ¥áâ¥áâ¢¥−−ë© ¨§®¬®àä¨§¬ C∞(M)-¬®¤ã«¥©

HomC∞(M)(J l(M), P ) ∼= Di¨ l P . ˆ− ç¥ £®¢®àï, äã−ªâ®à

Di¨ l ¢ ª â¥£®à¨¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å C∞(M)-¬®¤ã«¥© ¯à¥¤áâ -

¢¨¬ ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© C∞(M)-¬®¤ã«ì J l(M) ï¢«ï¥âáï ¤«ï

−¥£® ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¬ ®¡ê¥ªâ®¬. �

�â® ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ ®¡êïá−ï¥â, ¯®ç¥¬ã ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë©
®¯¥à â®à jl : C∞(M) → J l(M) − §ë¢ ¥âáï ã−¨¢¥àá «ì−ë¬.
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‡ ¬¥â¨¬, çâ® §¤¥áì, ¯® â¥¬ ¦¥ ¯à¨ç¨− ¬, çâ® ¨ ¢ á«ãç ¥ ¤¨ää¥-
à¥−æ¨ «ì−ëå ä®à¬, ¯à¥¤¯®«®¦¥−¨¥ ® £¥®¬¥âà¨ç−®áâ¨ P ¢¥áì¬ 
¯® áãé¥áâ¢ã ¨ ¡¥§ −¥£® ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ 11.51 −¥ ¢¥à−®.

‡− ç¥−¨¥ ¯à¥¤«®¦¥−¨ï 11.51 á®áâ®¨â ¥é¥ ¨ ¢ â®¬, çâ®
®−® ãª §ë¢ ¥â, ª ª ¯à ¢¨«ì−® ¢¢¥áâ¨ ¯®−ïâ¨¥ ¤¦¥â  ¢ ¤¨ä-
ä¥à¥−æ¨ «ì−®¬ ¨áç¨á«¥−¨¨ − ¤ ¯à®¨§¢®«ì−®© ª®¬¬ãâ â¨¢−®©
K- «£¥¡à®© A. „«ï íâ®£®, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, − ¤® ¢ë¡à âì á®®â-
¢¥âáâ¢ãîéãî ª â¥£®à¨î A-¬®¤ã«¥©, áª ¦¥¬ M (á¬. ¯. 11.42) ¨
§ â¥¬ ®¯à¥¤¥«¨âì ¬®¤ã«ì l-¤¦¥â®¢J l()MA

“¯à ¦−¥−¨¥. �¯¨è¨â¥ ¬®¤ã«¨ ¤¦¥â®¢ −  ªà¥áâ¥ J l(K).

11.52. ‡ ¬¥−  ª®«¥æ. „«ï â®£® çâ®¡ë ¯¥à¥¢¥áâ¨ −   «£¥¡à ¨-
ç¥áª¨© ï§ëª ª®−áâàãªæ¨î ¨−¤ãæ¨à®¢ −−®£® à áá«®¥−¨ï, −¥®¡-
å®¤¨¬® ¯®−ïâì, ª ª¨¥ á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¬®¤ã«ï¬¨ − ¤ ¤¢ã¬ï à §-
«¨ç−ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ ¨−¤ãæ¨àãîâáï −¥ª®â®àë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬
¬¥¦¤ã −¨¬¨.

�ãáâì ϕ : A → B | £®¬®¬®àä¨§¬ ª®«¥æ ¨ P | ¬®¤ã«ì
− ¤ A. ƒ®¬®¬®àä¨§¬ ϕ ¯®§¢®«ï¥â à áá¬ âà¨¢ âì B ª ª A-¬®-
¤ã«ì á ã¬−®¦¥−¨¥¬ a · b = ϕ(a)b ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, ®¯à¥¤¥«¨âì
A-¬®¤ã«ì ϕ∗(P ) = B ⊗A P . �®« £ ï b1(b2 ⊗ p) = b1b2 ⊗ p, ¬ë
¯à¥¢à é ¥¬ ϕ∗(P ) ¢ B-¬®¤ã«ì. ‘®¯®áâ ¢«¥−¨¥ P �→ ϕ∗(P ) «¥£-
ª® ¤®áâà ¨¢ ¥âáï ¤® äã−ªâ®à  ¨§ModA ¢ModB, − §ë¢ ¥¬®£®
äã−ªâ®à®¬ § ¬¥−ë ª®«¥æ.

�à¥¤«®¦¥−¨¥. ”ã−ªâ®à § ¬¥−ë ª®«¥æ á®åà −ï¥â ¯à®¥ªâ¨¢-

−®áâì.

� �®ª ¦¥¬, çâ® ¨§ ¯à®¥ªâ¨¢−®áâ¨ A-¬®¤ã«ï P á«¥¤ã¥â ¯à®-
¥ªâ¨¢−®áâì B-¬®¤ã«ï ϕ∗(P ), ¯®«ì§ãïáì á¢®©áâ¢®¬ (£) ¨§ ¯à¥¤-
«®¦¥−¨ï 11.15. „«ï ¯à®¨§¢®«ì−®£® B-¬®¤ã«ï Q ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
¨§®¬®àä¨§¬  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯

HomA(P ⊗A B, Q) ∼= HomA(P,HomA(B, Q)). (11.4)

’®ç−¥¥, í«¥¬¥−âë

γ ∈ HomA(P ⊗A B, Q) ¨ δ ∈ HomA(P,HomA(B, Q)),
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á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¤àã£ ¤àã£ã ¯à¨ íâ®¬ ¨§®¬®àä¨§¬¥, á¢ï§ −ë
á®®â−®è¥−¨ï¬¨

γ(p ⊗ b) = δ(p)(b), p ∈ P, b ∈ B.

…á«¨, ¢ ç áâ−®áâ¨, γ ∈ HomB(P ⊗A B, Q), â® ¤«ï «î¡ëå p ∈ P ,
b1, b2 ∈ B ¨¬¥¥¬

γ(p ⊗ b1b2) = b1γ(p ⊗ b2)

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®,

δ(p)(b1b2) = b1 · δ(p)(b2),
â. ¥. δ(p) ∈ HomB(B, Q) ∼= Q. �â® à ááã¦¤¥−¨¥ ¯à®å®¤¨â
¨ ¢ ®¡à â−ãî áâ®à®−ã. ‡− ç¨â, ¨§®¬®àä¨§¬ (11.4) ¨−¤ãæ¨àã¥â
¨§®¬®àä¨§¬

HomB(P ⊗A B, Q) ∼= HomA(P, Q).

�â®â ¨§®¬®àä¨§¬ ¥áâ¥áâ¢¥− ¯® Q, â. ¥. ¤®áâà ¨¢ ¥âáï ¤® ¨§®-
¬®àä¨§¬  äã−ªâ®à®¢ −  ª â¥£®à¨¨ B-¬®¤ã«¥© á® §− ç¥−¨ï¬¨
¢ ª â¥£®à¨¨  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯

HomB(P ⊗A B, ·) ∼= HomA(P, ·),
¨§ ª®â®à®£® ¯® ¯à¥¤«®¦¥−¨î 11.15 á«¥¤ã¥â ¯à®¥ªâ¨¢−®áâì B-
¬®¤ã«ï P ⊗A B. �
11.53. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨© ¯ à äà § ¨−¤ãæ¨à®¢ −−ëå à áá«®¥-
−¨©. “áâ −®¢¨¬ â¥¯¥àì  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© á¬ëá« ¯à®æ¥¤ãàë ¨−-
¤ãæ¨à®¢ −¨ï ¤«ï ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨©. �ãáâì ϕ : N → M |
£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¬−®£®®¡à §¨©,

� = ϕ∗ : C∞(M)→ C∞(N)

| á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨©£®¬®¬®àä¨§¬ ª®«¥æ äã−ªæ¨© ¨�∗ | äã−ª-
â®à § ¬¥−ë ª®«¥æ. ‘®£« á−® ¯à¥¤«®¦¥−¨î 11.52 äã−ªâ®à �∗
á®åà −ï¥â á¢®©áâ¢® ¯à®¥ªâ¨¢−®áâ¨; ªà®¬¥ â®£®, ®−, ®ç¥¢¨¤−®,
á®åà −ï¥â á¢®©áâ¢® ª®−¥ç−®© ¯®à®¦¤¥−−®áâ¨. �®íâ®¬ã ¬®¦-
−® à áá¬®âà¥âì ®£à −¨ç¥−¨¥ �∗ −  ¯®¤ª â¥£®à¨î ¯à®¥ªâ¨¢−ëå
C∞(M)-¬®¤ã«¥© ª®−¥ç−®£® â¨¯ 

�∗ : Modpf C∞(M)→ Modpf C∞(N).
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11.54. ’¥®à¥¬ . „«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï π − ¤ M
¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨§®¬®àä¨§¬ C∞(N)-¬®¤ã«¥©

•(ϕ∗(π)) ∼= �∗(•(π)).

�â®â ¨§®¬®àä¨§¬ ¬®¦−® ¢ë¡à âì ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ¯® π, â ª

çâ® äã−ªâ®àë • ◦ ϕ∗ ¨ �∗ ◦ • ¨§®¬®àä−ë, ¨ ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥

ª®¬¬ãâ â¨¢−  á«¥¤ãîé ï äã−ªâ®à− ï ¤¨ £à ¬¬ :

VBM

•




ϕ∗
�� VBN

•




Modpf C∞(M)
�∗

�� Modpf C∞(N)

� �¨¦¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ááë« âìáï −  ¯®¤−ïâ¨¥ á¥ç¥−¨© �ϕ, ®¯à¥¤¥«¥−-
−®¥ ¢ ¯. 10.18. �ãáâì A = C∞(M), B = C∞(N). �â®¡à ¦¥−¨¥

B × •(π)→ •(ϕ∗(π)),

ª®â®à®¥ ¯ à¥ (f, s) áâ ¢¨â ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ á¥ç¥−¨¥ f · �ϕ(s), £®¬®-
¬®àä−® − ¤ A ¯® ª ¦¤®¬ã  à£ã¬¥−âã (§¤¥áì B-¬®¤ã«ì •(ϕ∗(π))
à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª A-¬®¤ã«ì: ã¬−®¦¥−¨¥ ¢¢®¤¨âáï á ¯®¬®éìî
£®¬®¬®àä¨§¬  ª®«¥æ ϕ). �â® ®â®¡à ¦¥−¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â, á«¥¤®¢ -
â¥«ì−®, A-£®¬®¬®àä¨§¬

ν : B ⊗A •(π)→ •(ϕ∗(π)).

‡ ¬¥â¨¬, çâ® −  á ¬®¬ ¤¥«¥ ν ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬
−¥ â®«ìª® − ¤ A, −® ¨ − ¤ B. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¤«ï f, g ∈ B
¨ s ∈ •(π) ¢ë¯®«−ï¥âáï à ¢¥−áâ¢®

ν(fg ⊗ s) = fg �ϕ(s) = fν(g ⊗ s),

£¤¥ �ϕ | ¯®¤−ïâ¨¥ á¥ç¥−¨©, ®¯à¥¤¥«¥−−®¥ ¢ ¯. 10.18.
„®ª ¦¥¬, çâ® ν | ¨§®¬®àä¨§¬. Œ®¤ã«ì B ⊗A •(π) ª®−¥ç-

−® ¯®à®¦¤¥− ¨ ¯à®¥ªâ¨¢¥−, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, ¯® â¥®à¥¬¥ 11.32 ®−
¨§®¬®àä¥− ¬®¤ã«î á¥ç¥−¨© −¥ª®â®à®£®à áá«®¥−¨ï − ¤ N ¨ ª −¥-
¬ã ¯à¨¬¥−¨¬  «¥¬¬  11.30. ‚®á¯®«ì§ã¥¬áï íâ¨¬ ¨ à áá¬®âà¨¬
§− ç¥−¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬  ν ¢ −¥ª®â®à®© â®çª¥ w ∈ N

νw : B ⊗A •(π)/µw ⊗A •(π)→ (ϕ∗(π))w ∼= πϕ(w).
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“ç¨âë¢ ï ®â®¦¤¥áâ¢«¥−¨¥ (ϕ∗(π))w á πϕ(w) ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥−áâ¢®

νw([g ⊗ s]) = g(w)s(ϕ(w)).

�â®¡à ¦¥−¨¥ νw í¯¨¬®àä−®, ¨¡® ¤«ï «î¡®£® z ∈ πϕ(w) ¬®¦−®
¯® «¥¬¬¥ 11.8( ) − ©â¨ â ª®¥ s, çâ® s(ϕ(w) = z, ¨ â®£¤  ¬ë
¯®«ãç¨¬ νw([1⊗ s]) = z.

�à®¢¥à¨¬ ¬®−®¬®àä−®áâì νw. �ãáâì
∑

i gi ⊗ si | â ª®©
í«¥¬¥−â B ⊗A •(π), çâ®

∑
i gi(w)si(ϕ(w)) = 0. �¡®§− ç¨¬

gi(w) = βi ∈ R ¨ ¯®«®¦¨¬ gi = gi − βi. ’®£¤  ¯à¥¤ë¤ãé¥¥
à ¢¥−áâ¢® ¬®¦−® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

∑
i βisi ∈ µϕ(w)•(π), â. ¥.∑

i

βisi =
∑

j

fjtj, £¤¥ fj ∈ µϕ(w),

ti ∈ •(π). �® ®¯à¥¤¥«¥−¨î A-¬®¤ã«ì−®© áâàãªâãàë ¢ B

g ⊗ ft = ϕ∗(f)g ⊗ t ¤«ï «î¡ëå g ∈ B, f ∈ A, t ∈ •(π),

¯®íâ®¬ã ¬®¦−® ¯à®¤¥« âì á«¥¤ãîé¨¥ â®¦¤¥áâ¢¥−−ë¥ ¯à¥®¡à -
§®¢ −¨ï:

∑
i

gi ⊗ si =
∑

i

gi ⊗ si +
∑

i

βi ⊗ si

=
∑

i

gi ⊗ si + 1⊗
∑

i

bisi

=
∑

i

gi ⊗ si + 1⊗
∑

j

fjtj

=
∑

i

gi ⊗ si +
∑

j

ϕ∗(fj)⊗ tj ∈ µw ⊗ •(π)

(¯®á«¥¤−¥¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®, ¯®áª®«ìªã ϕ∗(fj) ∈ ϕ∗(µϕ(w)) ⊂ µw).
ˆâ ª, νw | ¨§®¬®àä¨§¬ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ w ∈ N, ¨, á«¥¤®-

¢ â¥«ì−®, ν | ¨§®¬®àä¨§¬ B-¬®¤ã«¥©. …£® ¥áâ¥áâ¢¥−−®áâì ¯® π
®ç¥¢¨¤− . ’¥®à¥¬  ¤®ª § − . �
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“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® C∞(N)-¬®¤ã«ì Dϕ(M) ¢¥ªâ®à-
−ëå ¯®«¥© ¢¤®«ì ®â®¡à ¦¥−¨ï ϕ : N → M (á¬. ¯. 9.47) ¥áâ¥-
áâ¢¥−−® ¨§®¬®àä¥− ¬®¤ã«î •(ϕ∗(πT ∗)).

’¥¯¥àì ã¬¥áâ−® á¯à®á¨âì, çâ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯®¤ê-
¥¬ á¥ç¥−¨© −   «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ ï§ëª¥, â. ¥. ª ª ®â®¡à ¦¥−¨¥
•(π)→ B ⊗A •(π)? ‹¥£ª® ãá¬®âà¥âì ¨§ ®¯à¥¤¥«¥−¨©, çâ® ¯®¤ê-

¥¬ á¥ç¥−¨© ¥áâì ®â®¡à ¦¥−¨¥, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥ ¢áïª¨© í«¥¬¥−â

s ∈ •(π) ¢ 1⊗ s.

11.55. ‚¥ªâ®à−ë¥ ¯á¥¢¤®à áá«®¥−¨ï ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¬®-
¤ã«¨. �ãáâì M | £« ¤ª®¥ ¬−®£®®¡à §¨¥ ¨ F = C∞(M). ’¥®-
à¥¬  11.32 ¯®§¢®«ï¥â ¯à¨¤ âì £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá« ¯®−ïâ¨î
ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥−−®£® ¯à®¥ªâ¨¢−®£® F-¬®¤ã«ï. ‘¥©ç á ¬ë,
¯à®¤®«¦ ï â¥¬ã ¯¯. 11.11{11.12, å®â¨¬ ¢ëïá−¨âì, − áª®«ìª®
¯®¤¤ îâáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¬ã ¨áâ®«ª®¢ −¨î ¯à®¨§¢®«ì−ë¥ ¬®¤ã-
«¨ − ¤ F .

‚ ¯. 11.11 ¯à®¨§¢®«ì−®¬ã ¬®¤ã«î P − ¤ ¯à®¨§¢®«ì−®©
ª®¬¬ãâ â¨¢−®© K- «£¥¡à®© A ¡ë«® á®¯®áâ ¢«¥−® ¯á¥¢¤®à á-
á«®¥−¨¥ πP . �à¨ íâ®¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥  «£¥¡àë äã−ªæ¨© F(|P |) − 
â®â «ì−®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥ à áá«®¥−¨ï à áá¬ âà¨¢ « áì á¨¬¬¥âà¨-
ç¥áª ï  «£¥¡à  S(P ∗), ª®â®à ï ¨ § ¤ ¢ «  −  −¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ã-
îéãî â®¯®«®£¨î ‡ à¨ááª®£®. �¤− ª® ¢ á«ãç ¥ A = C∞(M),
¥á«¨ ¬ë −¥ å®â¨¬ ã©â¨ á«¨èª®¬ ¤ «¥ª® ®â ª â¥£®à¨¨ £« ¤-
ª¨å ¬−®£®®¡à §¨©, ¥áâ¥áâ¢¥−−® à áá¬®âà¥âì £« ¤ª®¥ § ¬ëª −¨¥
F(|P |) = S(P ∗) á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©  «£¥¡àë S(P ∗)| â ª ¦¥, ª ª
íâ® ¡ë«® á¤¥« −® ¢ á«ãç ¥ ª®ª á â¥«ì−®£® à áá«®¥−¨ï ¨  «-
£¥¡àë á¨¬¢®«®¢. ‚®§−¨ª ¥â ¯à¥¤¯®«®¦¥−¨¥, çâ® à áá¬®âà¥¢,
¤«ï ¯à®¨§¢®«ì−®£® ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥−−®£®, −® −¥ ®¡ï§ â¥«ì−®
¯à®¥ªâ¨¢−®£® C∞(M)-¬®¤ã«ï P ¯ àã |P |,F(|P |), ¬ë ¯®«ãç¨¬
£« ¤ª®¥ ¬−®¦¥áâ¢® (á¬. ¯. 7.13), −® ®¡áã¦¤¥−¨¥ íâ®£® −¥ ¢å®¤¨â
¢ − è¨ ¯« −ë.

11.56. “¯à ¦−¥−¨ï. 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®¯à¥¤¥«¥−−ë¥
¢ ¯. 11.11 ®â®¡à ¦¥−¨ï πP : |P | → |A| ¨ sp : |A| → |P |, p ∈ P ,
−¥¯à¥àë¢−ë ¢ â®¯®«®£¨¨ ‡ à¨ááª®£®, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©  «£¥¡à¥
äã−ªæ¨© S(P ∗).
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2. �ãáâìP = D(C∞(K))| ¬®¤ã«ì ¢¥ªâ®à−ëå ¯®«¥© −  ªà¥-
áâ¥ (á¬. ã¯à ¦−¥−¨ï 7.14, 9.35, 9.45, 9.78). � ©¤¨â¥ |P |.

’¥¯¥àì ¯®¤ −¥¯à¥àë¢−ë¬¨ á¥ç¥−¨ï¬¨ ¯á¥¢¤®à áá«®¥−¨ï πP

¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®−¨¬ âì á¥ç¥−¨ï, −¥¯à¥àë¢−ë¥ ¢ â®¯®«®£¨¨ ‡ à¨á-
áª®£®, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© § ¬ëª −¨î F(|P |) = S(P ∗) á¨¬¬¥âà¨-
ç¥áª®©  «£¥¡àë. Œ−®¦¥áâ¢® ¢á¥å â ª¨å −¥¯à¥àë¢−ëå á¥ç¥−¨©
®¡à §ã¥â ¬®¤ã«ì − ¤ ª®«ìæ®¬ C∞(M), ª®â®àë© ¬ë ®¡®§− ç¨¬
ç¥à¥§ •c(π). ‘®®â¢¥âáâ¢¨¥ p �→ sp ®¯à¥¤¥«ï¥â £®¬®¬®àä¨§¬
C∞(M)-¬®¤ã«¥©

S : P → •c(π).

‚ á¨«ã â¥®à¥¬ë 11.32 ¤«ï ¯à®¥ªâ¨¢−®£® ª®−¥ç−® ¯®à®¦¤¥−−®£®
¬®¤ã«ï P íâ®â £®¬®¬®àä¨§¬ ï¢«ï¥âáï ¬®−®¬®àä¨§¬®¬ ¨ ¥£®
®¡à § á®¢¯ ¤ ¥â á ¯®¤¬®¤ã«¥¬ £« ¤ª¨å á¥ç¥−¨© ¢ •c(π).

�¥à¥©¤¥¬ â¥¯¥àì ª à áá¬®âà¥−¨î ¯à¨¬¥à®¢ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å
¨ −¥£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ¬®¤ã«¥© − ¤  «£¥¡à ¬¨ £« ¤ª¨å äã−ªæ¨©.

11.57. �à¨¬¥àë. �. ƒ¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ −¥¯à®¥ªâ¨¢−ë¥ ¬®¤ã«¨.

I. ƒ« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥ ¬−®£®®¡à §¨© ϕ : M → N ¯®à®¦¤ -
¥â £®¬®¬®àä¨§¬ ª®«¥æ £« ¤ª¨å äã−ªæ¨© −  −¨å ϕ∗ : B → A
¨, á«¥¤®¢ â¥«ì−®, ¯à¥¢à é ¥â A ¢ B-¬®¤ã«ì. �à®áâ ï ¯à®¢¥à-
ª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® íâ®â ¬®¤ã«ì ¢á¥£¤  £¥®¬¥âà¨ç¥−. �¤− ª®
¯à®¥ªâ¨¢−ë¬ ®− ï¢«ï¥âáï «¨èì ¢ ¨áª«îç¨â¥«ì−ëå á«ãç ïå
(− ¯à¨¬¥à, ª®£¤  ϕ | ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬). �à®áâ¥©è¨© ¯à¨¬¥à
£¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® −¥¯à®¥ªâ¨¢−®£® ¬®¤ã«ï â ª®£® á®àâ  ¬®¦−® ¯®-
«ãç¨âì, ¢§ï¢ ¢ ª ç¥áâ¢¥ M ¬−®£®®¡à §¨¥, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ®¤−®©
â®çª¨.

‡ ¤ ç . �¯¨á âì ¢á¥ £« ¤ª¨¥ ®â®¡à ¦¥−¨ï ϕ, ¤«ï ª®â®àëå
B-¬®¤ã«ì A ¯à®¥ªâ¨¢¥−.

II. ‹¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¨¤¥ « µa «î¡®© â®çª¨ a ∈ M, à á-
á¬ âà¨¢ ¥¬ë© ª ª C∞(M)-¬®¤ã«ì, ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬.
�ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ®− ¯à®¥ªâ¨¢¥− ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥,
ª®£¤  dimM = 1.
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‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, §− ç¥−¨¥ ¬®¤ã«ï µa ¢ â®çª¥ b ∈ M | íâ®
ä ªâ®à¯à®áâà −áâ¢® µa/µaµb. …£® à §¬¥à−®áâì

dimµa/µaµb =

{
dimM, ¥á«¨ b = a,

1, ¥á«¨ b �= a.

(�¥à¢ë© ä ªâ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â®£®, çâ® µa/µ2a ¥áâì −¥ çâ® ¨−®¥,
ª ª ª®ª á â¥«ì−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® ª ¬−®£®®¡à §¨î M ¢ â®çª¥ a
(á¬. ¯. 9.27. ‚â®à®© «¥£ª® ¢ë¢®¤¨âáï ¨§ «¥¬¬ë 2.11.)

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, à §¬¥à−®áâì á«®ï ¢¥ªâ®à−®£® á«®¥−¨ï, ®â-
¢¥ç îé¥£® ¨¤¥ «ã µa, ¯®áâ®ï−−  ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  dimM = 1,
¨ −¥¯®áâ®ï−− , ¥á«¨ dimM > 1.

‚ ¯à¨à®¤¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¤¢  à §«¨ç−ëå á¢ï§−ëå ®¤−®¬¥à−ëå
¬−®£®®¡à §¨ï ¡¥§ ªà ï: ¯àï¬ ï R1 ¨ ®ªàã¦−®áâì S1. Š ª¨¥ ¢¥ª-
â®à−ë¥ à áá«®¥−¨ï ®â¢¥ç îâ ¬®¤ã«î µa ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ íâ¨å ¤¢ãå
á«ãç ¥¢? �¥®¦¨¤ −−ë© −  ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤ ®â¢¥â § ª«îç ¥âáï
¢ á«¥¤ãîé¥¬: ¤«ï ¯àï¬®© íâ® âà¨¢¨ «ì−®¥ à áá«®¥−¨¥ IR1,   ¤«ï
®ªàã¦−®áâ¨ íâ® à áá«®¥−¨¥ ¢ ¢¨¤¥ «¨áâ  Œñ¡¨ãá , ®¯¨á −−®¥
¢ ¯à¨¬¥à¥ 11.6 (I). „®ª ¦¥¬ íâ®.

�ãáâì F = C∞(R1) ¨ a ∈ R1 | ¯à®¨§¢®«ì− ï â®çª .
ˆ§ ¯. 2.10 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ®â®¡à ¦¥−¨¥ F → µa, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥
¢áïªãî äã−ªæ¨î f ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ (x − a)f, ®áãé¥áâ¢«ï¥â
¨§®¬®àä¨§¬ ¬®¤ã«¥© F → µa. �®íâ®¬ã µa

∼= F ∼= •(IR1 ).
„«ï F = C∞(S1) ¨ a ∈ S1 íâ® à ááã¦¤¥−¨¥ −¥ ¯à®å®-

¤¨â, ¨¡® −  ®ªàã¦−®áâ¨ ¬ ªá¨¬ «ì−ë© ¨¤¥ « µa −¥ ï¢«ï¥âáï
£« ¢−ë¬ (−¥â £« ¤ª®© äã−ªæ¨¨, ª®â®à ï ®¡à é ¥âáï ¢ −ã«ì
à®¢−® ¢ ®¤−®© â®çª¥ ¨ ¨¬¥¥â ¢ −¥© −¥−ã«¥¢ãî ¯à®¨§¢®¤−ãî).
ˆ§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã µa ¨ ¬®¤ã«¥¬ á¥ç¥−¨© −¥âà¨¢¨ «ì−®£® ®¤-
−®¬¥à−®£® ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï π, ¯à®áâà −áâ¢® ª®â®à®£® Eπ

¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© «¨áâ Œñ¡¨ãá , ¬®¦−® ¯®áâà®¨âì â ª. �®-
áª®«ìªã á«®¨ à áá«®¥−¨ï Eπ áãâì ¯àï¬ë¥, −  ¬−®¦¥áâ¢¥ á¥ç¥−¨©
¥áâì ª®àà¥ªâ−® ®¯à¥¤¥«¥−−®¥ ã¬−®¦¥−¨¥. ‡ ä¨ªá¨àã¥¬ á¥ç¥−¨¥
f0 ∈ •(π), ¨¬¥îé¥¥ ¯à®áâ®© −ã«ì ¢ â®çª¥ a ¨ −¥ ¨¬¥îé¥¥
¤àã£¨å −ã«¥©. ’®£¤  ®â®¡à ¦¥−¨¥, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥ ¢áïªãî äã−ª-
æ¨î f ∈ •(π) ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨¥ f0f, § ¤ ¥â ¨áª®¬ë© ¨§®¬®àä¨§¬
•(π)→ F .
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�. �¥£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¬®¤ã«¨.

III. C∞(M)-¬®¤ã«ì ¤¦¥â®¢ ¯®àï¤ª  l-th J l
zM =

C∞(M)/µl+1
z (á¬. ¯. 9.64) −¥ ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬, ¥á«¨

l � 1. �à¨ç¨−  íâ®£® ¢ â®¬, çâ®:
(i) µz′ · J l

zM = J l
zM, ¥á«¨ z′ �= z;

(ii) µz · J l
zM = µz/µl+1

z .
�áâ ¢«ïï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ç¨â â¥«î ¬ë § ª«îç ¥¬ ®âáî¤ ,
çâ® ⋂

z′∈M

µz′ · J l
zM = µz/µ

l+1
z .

�®á«¥¤−¨© ¬®¤ã«ì á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å −¥¢¨¤¨¬ëå í«¥¬¥−â®¢ J l
zM

(á¬. 11.11) ¨ −¥ âà¨¢¨ «¥− ¯à¨ l � 1.
� ¯à®â¨¢, C∞(M)-¬®¤ã«¨ TzM = D(M)/µzD(M) (á¬.

«¥¬¬ã 9.75) ¨ T ∗
z M = ˜1(M)/µz˜1(M) ï¢«ïîâáï £¥®¬¥âà¨ç¥-

áª¨¬¨. ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ P | ®¤¨− ¨§ −¨å, â® µz′ · P = P ¤«ï
z′ �= z ¨ µz · P = 0 (¤®ª ¦¨â¥ íâ®) ¨ ¯®íâ®¬ã

⋂
z′∈M µz′ · P = 0.

IV. �ãáâì A = C∞(R) ¨ I | ¨¤¥ « ¢ A, á®áâ®ïé¨© ¨§ ¢á¥å
äã−ªæ¨© á ª®¬¯ ªâ−ë¬ −®á¨â¥«¥¬. —¨â â¥«ì ¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦-
−¥−¨ï ¬®¦¥â ¤®ª § âì, çâ® ¬®¤ã«ì P = A/I ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬
P =

⋂
x∈R µxP ¨, áâ «® ¡ëâì, ®â®¡à ¦¥−¨¥ S (á¬. ¯. 11.56) ¤«ï

−¥£® ¥áâì â®¦¤¥áâ¢¥−−ë© −ã«ì.
’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¯®á«¥¤−¥¬ ¯à¨¬¥à¥ ¬®¤ã«ì P æ¥«¨ª®¬

á®áâ®¨â ¨§ −¥¢¨¤¨¬ëå (−¥− ¡«î¤ ¥¬ëå) í«¥¬¥−â®¢.

11.58. ‚¥ªâ®à−ë¥ à áá«®¥−¨ï ª ª ª¢ §¨à áá«®¥−¨ï. ’¥¯¥àì
¬ë ¢ á®áâ®ï−¨¨ ¢ë¯®«−¨âì ¤ −−®¥ à −¥¥ ®¡¥é −¨¥ ¨ ®¡êïá−¨âì
á¢ï§ì ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¨ç¥áª®© âà ªâ®¢ª®© ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï
ª ª ¬®¤ã«ï ¨ âà ªâ®¢ª®© ª¢ §¨à áá«®¥−¨ï ª ª ¢«®¦¥−¨ï £« ¤ª¨å
 «£¥¡à.

�à¥¤«®¦¥−¨¥. �«£¥¡à  äã−ªæ¨© −  â®â «ì−®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥

¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï π ¨§®¬®àä−  £« ¤ª®¬ã § ¬ëª −¨î ¯®«-

−®© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©  «£¥¡àë ¬®¤ã«ï á¥ç¥−¨© •(π).

� �®áª®«ìªã ¬®¤ã«¨ á¥ç¥−¨© ¤ −−®£® à áá«®¥−¨ï π ¨ á®¯àï-
¦¥−−®£® π∗ ¨§®¬®àä−ë (á¬. § ¬¥ç −¨¥ ¢ ¯. 11.38), ¤®áâ â®ç−®
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¯®áâà®¨âì ¨§®¬®àä¨§¬  «£¥¡àë C∞(Eπ) ¨ £« ¤ª®£® § ¬ëª -
−¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©  «£¥¡àë ¬®¤ã«ï •(π∗). ’ ª®© ¨§®¬®àä¨§¬
áâà®¨âáï ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬. ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¢áïª®¥ á¥ç¥−¨¥
s ∈ •(π∗) = S1(•(π∗)) § ¤ ¥â «¨−¥©−ãî äã−ªæ¨î −  á«®ïå
à áá«®¥−¨ï Eπ. �«¥¬¥−âë S2(•(π∗)) á®®â¢¥âáâ¢ãîâ äã−ªæ¨ï¬
−  Eπ, ª¢ ¤à â¨ç−ë¬ −  á«®ïå, í«¥¬¥−âë S3(•(π∗)) | äã−ª-
æ¨ï¬ −  Eπ, ªã¡¨ç−ë¬ −  á«®ïå, ¨ â. ¤. �â®, ®ç¥¢¨¤−®, £« ¤ª¨¥
äã−ªæ¨¨. ‚áî á¨¬¬¥âà¨ç¥áªãî  «£¥¡àã S(•(π∗)) ¬®¦−® à á-
á¬ âà¨¢ âì ª ª  «£¥¡àã äã−ªæ¨©, ¯®«¨−®¬¨ «ì−ëå −  á«®ïå
à áá«®¥−¨ï Eπ. � ª®−áâàãªæ¨ï £« ¤ª®£® § ¬ëª −¨ï (á¬. ¯.
3.37) ¤®¯®«−¨â ¯®«¨−®¬¨ «ì−ë¥ äã−ªæ¨¨ ¤® ¬−®¦¥áâ¢  ¢á¥å
£« ¤ª¨å äã−ªæ¨©. �

Œë § ¢¥àè¨¬ íâã £« ¢ã, ¤®ª § ¢ íª¢¨¢ «¥−â−®áâì ¤¢ãå ®¯à¥-
¤¥«¥−¨© ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à , áâ −¤ àâ−®£® ¨  «£¥-
¡à ¨ç¥áª®£® (á¬. ¯. 9.67) ¢ ª« áá¥ ¯à®¥ªâ¨¢−ëå C∞(M)-¬®¤ã«¥©
¨ ¯®áâà®¨¢ ¤«ï äã−ªâ®à  Q �→ Di¨ l(P, Q), £¤¥ ¬®¤ã«ì P | ¯à®-
¥ªâ¨¢¥−, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨© ®¡ê¥ªâ ¢ ª â¥£®à¨¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å
C∞(M)-¬®¤ã«¥©.
11.59. � áá«®¥−¨ï ¤¦¥â®¢ J lP . �ãáâì P | ¯à®¥ªâ¨¢−ë©
C∞(M)-¬®¤ã«ì, â. ¥. ¬®¤ã«ì á¥ç¥−¨© −¥ª®â®à®£® ¢¥ªâ®à−®£®
à áá«®¥−¨ï πP : E → M, ¨ µz ∈ C∞(M) | ¬ ªá¨¬ «ì−ë©
¨¤¥ «, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© â®çª¥ z ∈ M. ‡ ¬¥â¨¬, çâ® µl+1

z P
¥áâì ¯®¤¬®¤ã«ì ¬®¤ã«ï P , ¯®íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥− ä ªâ®à¬®¤ã«ì
J l

zP
def= P/µl+1

z P . �¡à § í«¥¬¥−â  p ∈ P ¯à¨ ®â®¡à ¦¥−¨¨
ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ®¡®§− ç ¥âáï [p]lz ∈ J l

zP .
�®«¥§−® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢¥ªâ®à−®¥ ¯à®áâà −áâ¢® J l

zP ï¢«ï¥âáï
â ª¦¥ ¨ J l

zM-¬®¤ã«¥¬ ®â−®á¨â¥«ì−® ®¯¥à æ¨¨ ã¬−®¦¥−¨ï

[f ]lz[p]
l
z
def= [fp]lz, f ∈ C∞(M), p ∈ P.

“¯à ¦−¥−¨¥. „®ª ¦¨â¥ ª®àà¥ªâ−®áâì íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥−¨ï.
�®«®¦¨¬ J lP

def=
⋃

z∈M J l
zP . � è  ¡«¨¦ ©è ï æ¥«ì á®áâ®¨â

¢ â®¬, çâ®¡ë á− ¡¤¨âì J lP áâàãªâãà®© £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï
â ª, çâ®¡ë ¥áâ¥áâ¢¥−− ï ¯à®¥ªæ¨ï

πJlP : J
lP → M, J l

zP �→ z ∈ M,
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§ ¤ ¢ «  −  £« ¤ª®¬ ¬−®£®®¡à §¨¨ J lP áâàãªâãàã ¢¥ªâ®à−®-
£® à áá«®¥−¨ï − ¤ M. �â® ¢¥ªâ®à−®¥ à áá«®¥−¨¥ − §ë¢ ¥âáï
à áá«®¥−¨¥¬ ¤¦¥â®¢ ¯®àï¤ª  l (¨«¨ l-¤¦¥â®¢) à áá«®¥−¨ï πP .

� áá¬®âà¨¬ −  â®â «ì−®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥ E à áá«®¥−¨ï πP

 ¤ ¯â¨à®¢ −−ë©  â« á (á¬. ¯. 11.3). …£® ª àâë ¨¬¥îâ ¢¨¤
(π−1(U), x, u), £¤¥ (U, x) | ª àâ  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®  â« á 
−  M ¨ u = u1, . . . , um, m = dimπP , | ¯®á«®©−ë¥ ª®®à-
¤¨− âë. ’®£¤  á®£« á−® ¯. 11.13 «®ª «¨§ æ¨ï PU = •(πP

∣∣
U
)

¥áâì á¢®¡®¤−ë© C∞(U)-¬®¤ã«ì. �ãáâì e1, . . . , em | ¥£® ¯à®¨§-
¢®«ì−ë© ¡ §¨á. ’®£¤  ®£à −¨ç¥−¨¥ «î¡®£® í«¥¬¥−â  q ∈ P −  U
¬®¦−® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥

q
∣∣
U
=

m∑
i=1

f iei, £¤¥ f i ∈ C∞(U).

ˆ− ç¥ £®¢®àï, ¢  ¤ ¯â¨à®¢ −−ëå ª®®à¤¨− â å á¥ç¥−¨¥ ¢¥ªâ®à-
−®£® à áá«®¥−¨ï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à-äã−ªæ¨¥© (f1, . . . , fm)
®â ¯¥à¥¬¥−−ëå (x1, . . . , xn). �âáî¤  áà §ã ¦¥ á«¥¤ã¥â, çâ® [q]lz
®¤−®§− ç−® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï m-¢¥ªâ®à®¬ ([f1]lz, . . . , [f

m]lz) ¨ ¯®-
íâ®¬ã − ¡®à ç¨á¥« ç¨á¥«

(x1, . . . , xn, u
1, . . . , um, . . . , pi

σ, . . . ), |σ| � l,

£¤¥ (uj, . . . , pj
σ, . . . ) | á¯¥æ¨ «ì−ë¥ «®ª «ì−ë¥ ª®®à¤¨− âë l-

¤¦¥â  äã−ªæ¨¨ f j in J lM (á¬. ¯. 10.11, IX), ®¤−®§− ç−® ®¯à¥-
¤¥«ï¥â â®çªã [q]lz ∈ π−1

JlP
(U). �ç¥¢¨¤−®, äã−ªæ¨¨

xi, uj, pj
σ, 1 � i � n, 1 � j � m, 0 < |σ| � l,

®¡à §ãîâ á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨− â ¢ ®¡« áâ¨ π−1
JlP
(U) ⊂ J lP , § ¤ -

¢ ï â¥¬ á ¬ë¬ −  −¥© áâàãªâãàë ª àâë. Š àâë â ª®£® à®¤ 
− §ë¢ îâáï á¯¥æ¨ «ì−ë¬¨ ª àâ ¬¨ ¢ J lP .
“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® á¯¥æ¨ «ì−ë¥ ª àâë −  J lP , á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨¥ á®£« á®¢ −−ë¬ ª àâ ¬ −  M, á®£« á®¢ −ë ¬¥¦¤ã
á®¡®©. ˆ−ë¬¨ á«®¢ ¬¨, íâ¨ ª àâë ®¡à §ãîâ  â« á, ®¯à¥¤¥«ïï
â¥¬ á ¬ë¬ áâàãªâãàã £« ¤ª®£® ¬−®£®®¡à §¨ï −  J lP .

�ç¥¢¨¤−®, ¯à®¥ªæ¨ï

πJlP : J
lP → M, J l

zP �→ z ∈ M,
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ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®©. ‘¯¥æ¨ «ì−ë¥ ª àâë, ®¯¨á −−ë¥ ¢ëè¥, ¯à¥¤-
áâ ¢«ïîâ á®¡®© ¯àï¬ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥−¨ï ¢¨¤  U × RmN , £¤¥ N
| ç¨á«® à §«¨ç−ëå ¯à®¨§¢®¤−ëå ¯®àï¤ª  � l (á¬. ¯à¨¬¥à IX
¨§ ¯. 10.11). �®íâ®¬ã πJlP ï¢«ï¥âáï à áá«®¥−¨¥¬. �®«¥¥ â®£®,
âà¨¢¨ «¨§ãîé¨¥ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ë π−1

JlP
(U) → U × RmN «¨-

−¥©−ë −  ª ¦¤®¬ á«®¥, â ª çâ® πJlP | ¢¥ªâ®à−®¥ à áá«®¥−¨¥
− ¤ M.

11.60. �ãáâì, ¯®-¯à¥¦−¥¬ã, A = C∞(M), z ∈ M ¨ P, Q |
¯à®¥ªâ¨¢−ë¥ C∞(M)-¬®¤ã«¨, ª®â®àë¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¢¥ªâ®à-
−ë¥ à áá«®¥−¨ï πP ¨ πQ − ¤ M á®®â¢¥âáâ¢¥−−®. ˆ¬¥¥â ¬¥áâ®
á«¥¤ãîé¥¥ ®¡®¡é¥−¨¥ á«¥¤áâ¢¨ï 9.61.

11.61. �à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì p1, p2 ∈ P , – ∈ Di¨l(P, Q)
¨ p1 − p2 ∈ µl+1

z P . ’®£¤  –(p1)(z) = –(p2)(z). ‚ ç áâ−®áâ¨,

¥á«¨ í«¥¬¥−âë p1, p2 ∈ P á®¢¯ ¤ îâ ¢ −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ-

−®áâ¨ U � z, â® ¤«ï «î¡®£® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à 

– ∈ Di¨(P, Q) ¨¬¥¥¬ –(p1)(z) = –(p2)(z). ˆ− ç¥ £®¢®àï,

¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¥ ®¯¥à â®àë, ¤¥©áâ¢ãîé¨¥ −  á¥ç¥−¨ï ¢¥ª-

â®à−ëå à áá«®¥−¨©, â ª¦¥ ï¢«ïîâáï «®ª «ì−ë¬¨.

� „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¥á«¨ p1 − p2 ∈ µl+1
z P , â® á®£« á−® ¯à¥¤«®-

¦¥−¨î 9.67 –(p1 − p2) ∈ µzQ. …á«¨ ¦¥ í«¥¬¥−âë p1, p2 ∈ P
á®¢¯ ¤ îâ ¢ −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ U � z, â® p1 − p2 ∈ µl+1

z P
¤«ï «î¡®£® l. �

�â® ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ ¯®§¢®«ï¥â ¤«ï «î¡®£® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£®
®¯¥à â®à  – ∈ Di¨(P, Q) ¨ ¯à®¨§¢®«ì−®© ®âªàëâ®© ®¡« áâ¨
U ⊂ M ª®àà¥ªâ−® ®¯à¥¤¥«¨âì ®£à −¨ç¥−¨¥ –

∣∣
U
: P
∣∣
U
→ Q

∣∣
U

,
¯®«®¦¨¢

–
∣∣
U
(�p)(z) = –(p)(z), �p ∈ P

∣∣
U
, p ∈ P, z ∈ U,

£¤¥ p | ¯à®¨§¢®«ì−ë© í«¥¬¥−â ¬®¤ã«ï P , á®¢¯ ¤ îé¨© á �p
¢ −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ â®çª¨ z. ‘®£« á−® íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥-
−¨î –U(p

∣∣
U
)(z) = –(p)

∣∣
U
(z), ¥á«¨ p ∈ P . �ç¥¢¨¤−®, ®¯¥à -

â®à– ®¤−®§− ç−® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®¢®ªã¯−®áâìî á¢®¨å ®£à −¨ç¥-
−¨© −  ª àâë ¯à®¨§¢®«ì−®£®  â« á  −  ¬−®£®®¡à §¨¨ M.
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‡ ä¨ªá¨àã¥¬ â¥¯¥àì á¨áâ¥¬ã «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨− â
x1, . . . , xn ¢ −¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ−®áâ¨ U ⊂ M, â ª®©, çâ® ¢¥ª-
â®à−ë¥ à áá«®¥−¨ï πP

∣∣
U

¨ πQ

∣∣
U

âà¨¢¨ «ì−ë. �ãáâì e1, . . . , em

¨ ε1, . . . , εk | ¡ §¨áë ¬®¤ã«¥© P
∣∣
U

¨ Q
∣∣
U

á®®â¢¥âáâ¢¥−−®. ’®£¤ 
®£à −¨ç¥−¨¥ «î¡ëå í«¥¬¥−â®¢ p ∈ P ¨ q ∈ Q −  U ¯à¥¤-
áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ p

∣∣
U
=
∑m

i=1 f
iei ¨ q

∣∣
U
=
∑k

r=1 g
rεr, £¤¥

f i, gr ∈ C∞(U).
”¨ªá æ¨ï ¡ §¨á®¢ e1, . . . , em ¨ ε1, . . . , εr ¯®§¢®«ï¥â ®¯à¥¤¥-

«¨âì C∞(U)-«¨−¥©−ë¥ ®â®¡à ¦¥−¨ï

αi : C∞(U)→ P
∣∣
U
, f �→ fei, 1 � i � m

βj : Q
∣∣
U
→ C∞(U),

k∑
r=1

grεr �→ gj, 1 � j � r.

Š®¬¯®§¨æ¨ï–i,j
def= βj ◦–◦αi : C∞(U)→ C∞(U) ï¢«ï¥âáï, á®-

£« á−® 9.67, 9.59 ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯®àï¤ª  � l.
„«ï áª «ïà−ëå ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ®¯¥à â®à®¢ ¬ë ã¦¥ ¤®ª § -
«¨, çâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ 9.57 á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡ëç−ë¬.
’¥¯¥àì ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¤¥©áâ¢¨¥ ®¯¥à â®à  –

∣∣
U

−  p
∣∣
U

, â. ¥. − 
¢¥ªâ®à-äã−ªæ¨î (f1, . . . , fm), ®¯¨áë¢ ¥âáï ä®à¬ã«®©–1,1 . . . –1,m

...
. . .

...
–k,1 . . . –k,m

f1
...

fm

 =
–1,1(f1) + . . .+–1,m(fm)

...
–k,1(f1) + . . .+–k,m(fm)

 .

ˆ§ −¥¥ á«¥¤ã¥â, çâ® áâ −¤ àâ−®¥ ¯®−ïâ¨¥ ¬ âà¨ç−®£® ¤¨ää¥à¥−-
æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à  ï¢«ï¥âáï ç áâ−ë¬ á«ãç ¥¬ ®¡é¥£®  «£¥¡à -
¨ç¥áª®£® ®¯à¥¤¥«¥−¨ï 9.67, ¯®áª®«ìªã ¤«ï áª «ïà−ëå ¤¨ää¥-
à¥−æ¨ «ì−ëå ®¯¥à â®à®¢ (¢ ¤ −−®¬ ª®−â¥ªáâ¥ ¤«ï–i,j) íâ®â ä ªâ
¡ë« ãáâ −®¢«¥− à −¥¥ (á¬. ¯. 9.62). Œ âà¨ç−ë¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨-
 «ì−ë¥ ®¯¥à â®àë ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ª®®à¤¨− â−®¥ ®¯¨á −¨¥
¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï 9.67 − ¤
®á−®¢−®©  «£¥¡à®© A = C∞(M), ®â®¡à ¦ îé¨åá¥ç¥−¨ï ®¤−®£®
¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï ¢ á¥ç¥−¨ï ¤àã£®£®.
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11.62. Œ®¤ã«¨ ¤¦¥â®¢ J l(P ). Œ®¤ã«ì £« ¤ª¨å á¥ç¥−¨© ¢¥ª-
â®à−®£® à áá«®¥−¨ï πJlP − §ë¢ ¥âáï ¬®¤ã«¥¬ l-¤¦¥â®¢ à á-

á«®¥−¨ï πP ¨ ®¡®§− ç ¥âáï J l(P ). �«¥¬¥−âë íâ®£® ¬®¤ã-
«ï − §ë¢ îâáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ l-¤¦¥â ¬¨ ¬®¤ã«ï P ¨«¨
¯à®áâ® l-¤¦¥â ¬¨. �®«¥§−® ®â¬¥â¨âì, çâ® J l(P ) ï¢«ï¥âáï
J l(M)-¬®¤ã«¥¬ ®â−®á¨â¥«ì−® ®¯¥à æ¨¨ ã¬−®¦¥−¨ï

(θ ·—)(z) def= θ(z)—(z), θ ∈ J l(M), — ∈ J l(P ),

£¤¥ áâ®ïé¥¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ã¬−®¦¥−¨¥

J l
zM × J l

zP → J l
zP

¡ë«® ®¯à¥¤¥«¥−® ¢ ¯. 11.59.
Š ª ¨ ¢ áª «ïà−®¬ á«ãç ¥, ¢áïª®¬ã í«¥¬¥−âã ¬®¤ã«ï P

¬®¦−® á®¯®áâ ¢¨âì á¥ç¥−¨¥ jl(p) à áá«®¥−¨ï πJlP , ¯®«®¦¨¢
jl(p)(z) = [p]lz. �ãáâì ¢  ¤ ¯â¨à®¢ −−ëå «®ª «ì−ëå ª®®à¤¨-
− â å p ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à-äã−ªæ¨¥© (f1, . . . , fm). ’®£¤ 
¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á¯¥æ¨ «ì−ëå ª®®à¤¨− â å −  J lP á¥ç¥−¨¥
jl(p) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à-äã−ªæ¨¥©

(f1, . . . , fm, . . . ,
∂ |σ|f i

∂xσ
, . . . ), |σ| � l.

ˆ§ ª®®à¤¨− â−®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥−¨ï á¥ç¥−¨ï jl(p) ¢¨¤−®, ¢®-
¯¥à¢ëå, çâ® íâ® á¥ç¥−¨¥ £« ¤ª®¥, â. ¥. jl(p) ∈ J l(P ), ¨, ¢®-
¢â®àëå, çâ® R-«¨−¥©−®¥ ®â®¡à ¦¥−¨¥

jl : P → J l(P ), p �→ jl(p),

¥áâì ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë© ®¯¥à â®à ¯®àï¤ª  � l.

“¯à ¦−¥−¨¥. „®ª ¦¨â¥ íâ®, −¥ ¯à¨¡¥£ ï ª ª®®à¤¨− â ¬.
�¯¥à â®à jl − §ë¢ ¥âáï ã−¨¢¥àá «ì−ë¬ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬

®¯¥à â®à®¬ ¯®àï¤ª  l ¢ à áá«®¥−¨¨ πP .

11.63. �à¥¤«®¦¥−¨¥. �ãáâì P | ¯à®¥ªâ¨¢−ë© C∞(M)-¬®-

¤ã«ì. ‘ãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ª®−¥ç−ë© − ¡®à p1, . . . , pm ∈ P , çâ®

l-¤¦¥âë jl(p1), . . . , jl(pm) ¯®à®¦¤ îâ C∞(M)-¬®¤ã«ì J l(P ).
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� � áá¬®âà¨¬ ª ªãî-−¨¡ã¤ì ª®−¥ç−ãî á¨áâ¥¬ã �p1, . . . , �pk ∈ P ,
¯®à®¦¤ îéãî P (á«¥¤áâ¢¨¥ 11.28), ¨ −¥ª®â®àãî á¨áâ¥¬ã äã−ª-
æ¨© f1, . . . , fs, l-¤¦¥âë ª®â®àëå ¯®à®¦¤ îâ J l(M) (¯à¥¤«®¦¥-
−¨¥ 11.48). ’®£¤  l-¤¦¥âë jl(fi�pj), 1 � i � s, 1 � j � k,
¯®à®¦¤ îâ J l(P ). —â®¡ë ã¡¥¤¨âáï ¢ íâ®¬, ¤®áâ â®ç−®, ¢¢¨¤ã
¯à¥¤«®¦¥−¨ï 11.10, ¯®ª § âì, çâ® l-¤¦¥âë [fi�pj ]lz ¯®à®¦¤ îâ
á«®© J l

zP ¤«ï «î¡®£® z ∈ M. �® «î¡®© í«¥¬¥−â íâ®£® á«®ï
¨¬¥¥â ¢¨¤ [p]lz ¤«ï −¥ª®â®à®£® p ∈ P . �ãáâì

p =
∑

j

gj �pj , gj ∈ C∞(M), ¨ [gj]lz =
∑

i

λji[fj]lz, λji ∈ R.

’®£¤ 

[p]lz =
∑

j

[gj �pj]lz =
∑

j

[gj]lz[�pj]lz

=
∑
i,j

λji[fi]lz[�pj]lz =
∑
i,j

λji[fi�pj ]lz. �

�ãáâì Q | ¯à®¨§¢®«ì−ë© £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© C∞(M)-¬®¤ã«ì.
�®«ì§ãïáì ¯à¨¢¥¤¥−−®© ¢ ¯. 11.50 áå¥¬®©, ®¯à¥¤¥«¨¬ á¯ à¨¢ -
−¨¥ (

Di¨ l(P, Q),J l(P )
)
→ Q.

� áá¬®âà¨¬ â®çªã z ∈ M ¨ ¤«ï ¤¦¥â  — ∈ J l(M) ¢ë¡¥-
à¥¬ â ª®© í«¥¬¥−â p ∈ P , çâ® —(z) = [p]lz. „«ï ¯à®¨§¢®«ì-
−®£® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ®¯¥à â®à  – ∈ Di¨ l(P, Q) ¯®«®¦¨¬
(–,—)(z) = –(p)(z) ∈ Qz. ‚ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥−¨ï 11.61 (–,—)(z)
−¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï ¢ ª« áá¥ [p]lz.

…á«¨ — =
∑

i hijl(pi) (á¬. ¯à¥¤«®¦¥−¨¥ 11.63), â® ¢ ª ç¥-
áâ¢¥ p ¬®¦−®, ®ç¥¢¨¤−®, ¢§ïâì

∑
i λipi, £¤¥ λi = hi(z) ∈ R.

�®íâ®¬ã

–(p)(z) =
∑

i

λi–(pi)(z) =
[∑

i

hi–(pi)
]
(z).

‚¢¨¤ã £¥®¬¥âà¨ç−®áâ¨ ¬®¤ã«ï Q ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

(–,—) =
∑

i

hi–(pi) ∈ Q.
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�â® ¤®ª §ë¢ ¥â áãé¥áâ¢®¢ −¨¥ á¯ à¨¢ −¨ï.
„¥©áâ¢ãï, ª ª ¨ ¢ ¯. 11.50, á®¯®áâ ¢¨¬ ¯à®¨§¢®«ì−®¬ã

®¯¥à â®àã– ∈ Di¨ l(P, Q) £®¬®¬®àä¨§¬ C∞(M)-¬®¤ã«¥©

h– : J l(P )→ Q, h–(—) = (–,—).

Š ª á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥−¨ï á¯ à¨¢ −¨ï, (–, jl(p)) = –(p).
�®íâ®¬ã, ®ç¥¢¨¤−®, jl ◦ h– = –. ‘ ¤àã£®© áâ®à®−ë, ¥á«¨
h : J l(P )→ Q | ¯à®¨§¢®«ì−ë© C∞(M)-£®¬®¬®àä¨§¬, â® ª®¬-
¯®§¨æ¨ï

–h = h ◦ jl : P → Q

¡ã¤¥â, á®£« á−® ¯¯. 9.59, 9.67, ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¬ ®¯¥à â®-
à®¬ ¯®àï¤ª  � l. �à¨ íâ®¬, ®ç¥¢¨¤−®, h–h

= h. ˆâ ª, − ¬¨
ãáâ −®¢«¥− á«¥¤ãîé¨© ¢ ¦−ë© ä ªâ.

11.64. ’¥®à¥¬ . ‡ ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¥ªâ¨¢−ë© C∞(M)-¬®-

¤ã«ì P . „«ï «î¡®£® £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® C∞(M)-¬®¤ã«ï Q á®-

®â¢¥âáâ¢¨¥

HomC∞(M)(J l(P ), Q) � h �→ h ◦ jl ∈ Di¨ l(P, Q)

®¯à¥¤¥«ï¥â ¥áâ¥áâ¢¥−−ë© ¨§®¬®àä¨§¬ C∞(M)-¬®¤ã«¥©

HomC∞(M)(J l(P ), Q) ∼= Di¨l(P, Q).

ˆ− ç¥ £®¢®àï, ®â−®á¨â¥«ì−ë© äã−ªâ®à ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£®

¨áç¨á«¥−¨ï Q �→ Di¨ l(P, Q) ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ª â¥£®à¨¨ £¥®¬¥-

âà¨ç¥áª¨å C∞(M)-¬®¤ã«¥© ¨ C∞(M)-¬®¤ã«ì J l(P ) ï¢«ï¥âáï

¤«ï −¥£® ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¬ ®¡ê¥ªâ®¬. �
„®ª § −− ï â¥®à¥¬  ¯®§¢®«ï¥â ¨§¬¥−¨âì â®çªã §à¥−¨ï

¨ ®¯à¥¤¥«¨âì ¬®¤ã«ì J l(P ) (¢¬¥áâ¥ á ®¯¥à â®à®¬ jl : P →
J l(P )) ª ª ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨© ®¡ê¥ªâ äã−ªâ®à  Q �→ Di¨l(P, Q)
−  ª â¥£®à¨¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å C∞(M)-¬®¤ã«¥©. ’ ª®© ¯®¤å®¤
ï¢«ï¥âáï ª®−æ¥¯âã «ì−ë¬, ¨ ¥£® ¯®«ì§  á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ®−
−¥¬¥¤«¥−−® ¯¥à¥−®á¨âáï −  ¯à®¨§¢®«ì−ë¥  «£¥¡àë ¨ ª â¥£®à¨¨
¬®¤ã«¥© − ¤ −¨¬¨. � §ã¬¥¥âáï, ¢®¯à®á áãé¥áâ¢®¢ −¨ï ¯à¨ íâ®¬
ª ¦¤ë© à § ¤®«¦¥− à¥è âìáï ®â¤¥«ì−®. �¤− ª® ¤«ï â ª − §ë-
¢ ¥¬ëå ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−® § ¬ª−ãâëå ª â¥£®à¨©, ªã¤  ¢å®¤ïâ



296 ƒ« ¢  11

− ¨¡®«¥¥ ¨−â¥à¥á−ë¥ ª â¥£®à¨¨ ¬®¤ã«¥©, ®− ¤®¯ãáª ¥â ã−¨¢¥à-
á «ì−®¥ à¥è¥−¨¥. ‚ ç áâ−®áâ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¬®¦−® ®¯à¥¤¥«¨âì
J l(P ) ¤«ï «î¡®£® £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£®, −¥ ®¡ï§ â¥«ì−® ¯à®¥ªâ¨¢-
−®£® ¬®¤ã«ï P .
“¯à ¦−¥−¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® A-¬®¤ã«ì Di¨l(P, Q) £¥®¬¥âà¨-
ç¥−, ¥á«¨ £¥®¬¥âà¨ç¥− ¬®¤ã«ì Q.

11.65. ‚ íâ®© ª−¨£¥ ¬ë ¨¬¥«¨ ¤¥«® á £« ¤ª¨¬¨ ¬−®£®®¡à -
§¨ï¬¨, £« ¤ª¨¬¨ äã−ªæ¨ï¬¨, £« ¤ª¨¬¨ ¢¥ªâ®à−ë¬¨ ¯®«ï¬¨,
£« ¤ª¨¬¨ á¥ç¥−¨ï¬¨ ¢¥ªâ®à−ëå à áá«®¥−¨© ¨ â. ¯. � ª ª ¦¥
¡ëâì á  − «®£¨ç−ë¬¨ ®¡ê¥ªâ ¬¨, áª ¦¥¬, ª« áá  Cm? �â¨
¨ ¤àã£¨¥ ¯®−ïâ¨ï áâ −¤ àâ−®£®  − «¨§  −¥âàã¤−® ¢¢¥áâ¨ ¢ à ¬ª¨
à §¢¨â®£® ¢ëè¥ ¯®¤å®¤ , ¯¥à¥å®¤ï ª ¤àã£¨¬ äã−ªæ¨®− «ì−ë¬
 «£¥¡à ¬ ¨ ¨á¯®«ì§ãï ¯à®æ¥¤ãàã § ¬¥−ë ª®«¥æ. �®«¥¥ â®£®, − 
íâ®¬ ¯ãâ¨ â¥®à¨î ¬®¦−® á¤¥« âì ¡®«¥¥ â®ç−®© ¨ £¨¡ª®©, ç¥¬ ¯à¨
âà ¤¨æ¨®−−®¬ ¯®¤å®¤¥.
“¯à ¦−¥−¨¥. 1. �ãáâì P | ¬®¤ã«ì £« ¤ª¨å, â. ¥. ª« áá  C∞,
á¥ç¥−¨© −¥ª®â®à®£® £« ¤ª®£® ¢¥ªâ®à−®£® à áá«®¥−¨ï πP . „ ©â¥
 «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥−¨¥ ¬®¤ã«ï á¥ç¥−¨© íâ®£® à áá«®¥−¨ï
ª« áá  Cm (− ¯à¨¬¥à, −¥¯à¥àë¢−ëå).

2. �¯à¥¤¥«¨â¥ ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨ ¢¥ªâ®à−ë¥ ¯®«ï (¤¨ä-
ä¥à¥−æ¨ «ì−ë¥ ®¯¥à â®àë) ª« áá  Cm −  £« ¤ª®¬ ¬−®£®®¡à -
§¨¨ M.
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…á«¨ ¯à®¤®«¦¨âì ¯ãâì, − ¬¥ç¥−−ë© ¢ íâ®© ª−¨£¥, ¨ ¯à®-
 − «¨§¨à®¢ âì, ¢ ª ª®© ¬¥à¥ á®¢à¥¬¥−− ï ¬ â¥¬ â¨ª  á®®â-
¢¥âáâ¢ãîâ ¯à¨−æ¨¯ã − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨, ¬®¦−® ¯à¨©â¨ ª ¢ë¢®¤ã,
çâ® ¬−®£®¥ ¢ −¥© ¯®¯à®áâã ª®−æ¥¯âã «ì−® −¥á®áâ®ïâ¥«ì−®. �â®
−¥¨§¡¥¦−® ¯à¨¢®¤ïâ ª âàã¤−®áâï¬, ¯à¨−æ¨¯¨ «ì−®áâì ª®â®-
àëå ¯® ¯à¨¢ëçª¥ ¨£−®à¨àã¥âáï ¢áïª¨© à §, ª®£¤  áâ «ª¨¢ îâáï
á íªá¯¥à¨¬¥−â «ì−®© ¯à®¢¥àª®©. …á«¨, − ¯à¨¬¥à, â¥®à¨ï ¬¥àë
ï¢«ï¥âáï ¯à ¢¨«ì−®© â¥®à¨¥© ¨−â¥£à¨à®¢ −¨ï, â® ¯®ç¥¬ã ¦¥ −¨
ª ç¥¬ã ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì−®¬ã −¥ ¯à¨¢®¤ïâ ¢á¥ ¯®¯ëâª¨ ¯®áâà®¨âì
−  ¥ñ ®á−®¢¥ â¥®à¨î ª®−â¨−ã «ì−®£® ¨−â¥£à « , áãé¥áâ¢®¢ −¨¥
ª®â®à®£® ¢¯®«−¥ ¯®¤â¢¥à¦¤¥−® íªá¯¥à¨¬¥−â «ì−®?

�¥¨§¡¥¦−ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¢á¥£® íâ®£® ï¢«ï¥âáï â®â ä ªâ, çâ®
ä¨§¨ª ¬ ¢ á¢®¨å â¥®à¨ïå ¯à¨å®¤¨âáï ¯®«ì§®¢ âìáï ú−¥− ¡«î-
¤ ¥¬®©û ¬ â¥¬ â¨ª®©, çâ® ¨ ¯à¨¢®¤¨â ª ¨§¢¥áâ−ë¬ âàã¤−®áâï¬,
áª ¦¥¬, ¢ ª¢ −â®¢®© â¥®à¨¨ ¯®«ï, ª®â®àë¥ −¥ª®â®àë¥ ¤ ¦¥ ®¡ê-
ï¢«ïîâ ¥ñ ¨¬¬ −¥−â−®© å à ªâ¥à¨áâ¨ª®©. �à¨−ïâ® áç¨â âì, çâ®
¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬ ®á−®¢ −¨¥¬ ª¢ −â®¢®© ¬¥å −¨ª¨ ï¢«ï¥âáï â¥®-
à¨ï á ¬®á®¯àï¦¥−−ëå ®¯¥à â®à®¢¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥.
�®ç¥¬ã ¦¥ â®£¤ , ª ª ¢ëà §¨â¥«ì−® ¯¨á « �. „¨à ª, úä¨§¨ç¥-
áª¨ áãé¥áâ¢¥−−ë¥ ¢ ª¢ −â®¢®© â¥®à¨¨ ¯®«ï ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï − -
áâ®«ìª® á¨«ì−ë, çâ® ¢ë¡¨¢ îâ ¢áïª¨© èàñ¤¨−£¥à®¢áª¨© ¢¥ªâ®à
á®áâ®ï−¨ï ¨§ £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà −áâ¢  ¢ − ¨¬¥−ìè¨© ¢®§¬®¦-
−ë© ¯à®¬¥¦ãâ®ª ¢à¥¬¥−¨û? Š®−áâ â¨à®¢ ¢ íâ®, á«¥¤ã¥â «¨¡®
®âª § âìáï ®â ¯®¯ëâ®ª − ¯¨á âì ãà ¢−¥−¨¥ ˜àñ¤¨−£¥à  ¢ ª®−-
â¥ªáâ¥ â¥®à¨¨ ¯®«ï, «¨¡® ãá®¬−¨âìáï ¢ ¯à ¢®¬¥à−®áâ¨ áç¨â âì
£¨«ì¡¥àâ®¢ë ¯à®áâà −áâ¢  ®á−®¢®© ª¢ −â®¢®© ¬¥å −¨ª¨. ‘ ¬
„¨à ª á ¡®«ìè®© −¥®å®â®©, ª ª ®− á ¬ íâ® ¯à¨§− ¥â, ¯à¨−¨¬ ¥â
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¯¥à¢ãî  «ìâ¥à− â¨¢ã, ¨ íâ®â ®âª § | ¢ë−ã¦¤¥−−ë©, ¯®áª®«ìªã
¬ â¥¬ â¨ª  â®£® ¢à¥¬¥−¨ ¯à¥¤®áâ ¢«ï«  ¥¬ã ¢®§¬®¦−®áâì à §-
¬ëè«ïâì ® à¥è¥−¨ïå ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ãà ¢−¥−¨©, ¯®«ì§ãïáì
«¨èì ®£à −¨ç¥−−ë¬ ¨ −¥ «®ª «¨§ã¥¬ë¬ ï§ëª®¬ £¨«ì¡¥àâ®¢ëå
¯à®áâà −áâ¢ (á¬. í¯¨£à ä ª ¯à¥¤¨á«®¢¨î). ‘ ¤àã£®© áâ®à®−ë,
¯®áª®«ìªã ä®à¬ «¨§¬ £¨«ì¡¥àâ®¢ëå ¯à®áâà −áâ¢ −¥ á®¤¥à¦¨â
−¨ª ª®£® ¬¥å −¨§¬ , ¯®§¢®«ïîé¥£® ®â«¨ç¨âì ®¤¨− £¨«ì¡¥àâ®¢
¢¥ªâ®à ®â ¤àã£®£®, −¨ ® ª ª®¬ á®¡«î¤¥−¨¨ ¯à¨−æ¨¯  − ¡«î¤ ¥-
¬®áâ¨ ¢ ¥£® à ¬ª å −¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨ à¥ç¨. �®íâ®¬ã ¡®«¥¥ ¯à¨−-
æ¨¯¨ «ì−ë¬ ¡ë« ¡ë ¢ë¡®à ¢â®à®©  «ìâ¥à− â¨¢ë. �â  ¯®á«¥¤-
−ïï, ®¤− ª®, âà¥¡ã¥â ¢ëïá−¥−¨ï ¬−®£¨å ¤àã£¨å ¢¥é¥©, áà¥¤¨
ª®â®àëå, − ¯à¨¬¥à ¢®¯à®á ® â®¬, ª ª ¬®¦−® − ¡«î¤ âì à¥è¥-
−¨ï ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ëå ãà ¢−¥−¨© ¢ ç áâ−ëå ¯à®¨§¢®¤−ëå,  
íâ® ª ª à § ¬¥−ìè¥ ¢á¥£® ¨−â¥à¥áã¥â á¯¥æ¨ «¨áâ®¢, ¨§ãç îé¨å
¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë¥ ãà ¢−¥−¨ï. �®¤®¡− ï ¯®áâ −®¢ª  ¢®¯à®á 
¯®ª § « áì ¡ë ¨¬ ¯à®áâ® ªãàì¥§−®©.

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì− ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï ä®à¬ -
«¨§ æ¨ï ¬¥å −¨§¬  − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨ ¢ â®¬ ¨«¨ ¨−®¬ ¥£®  á¯¥ªâ¥
§ ç áâãî âà¥¡ã¥â ¯¥à¥á¬®âà  â¥å à §¤¥«®¢ ¬ â¥¬ â¨ª¨, ª®â®àë¥,
ª § «®áì ¡ë, ãáâ −®¢«¥−ë à § ¨ − ¢á¥£¤ . �á−®¢− ï âàã¤−®áâì,
ª®â®àãî − ¤® ¯à¥®¤®«¥âì á íâ®© æ¥«ìî, á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¡ë
− ©â¨ âà¥¡ã¥¬®¥ à¥è¥−¨¥ ¢ à ¬ª å ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨-
á«¥−¨ï, ¨§¡¥£ ï á®¡« §−®¢ äã−ªæ¨®− «ì−®£®  − «¨§ , â¥®à¨¨
¬¥àë ¨  − «®£¨ç−ëå ç¨áâ® â¥®à¥â¨ª®-¬−®¦¥áâ¢¥−−ëå ¯®áâà®-
¥−¨©. � ¯à¨¬¥à, ¬ë ¤®«¦−ë ®âª § âìáï ®â â¥®à¨¨ ¬¥àë ª ª
â¥®à¨¨ ¨−â¥£à¨à®¢ −¨ï ¢ ¯®«ì§ã ç¨áâ® ª®£®¬®«®£¨ç¥áª®£® ¯®¤-
å®¤ . �á−®¢−ë¥ ¯®−ïâ¨ï â¥®à¨¨ ¬¥àë ¬®¦−® ¨§«®¦¨âì −  ®¤−®©
áâà −¨æ¥. —â®¡ë ®¡êïá−¨âì, çâ® â ª®¥ ª®£®¬®«®£¨¨ ¤¥ � ¬ , ¨å
(áâà −¨æ) ¯®âà¥¡ã¥âáï £®à §¤® ¡®«ìè¥. Š®−æ¥¯âã «ì− ï ¤¨áâ −-
æ¨ï, à §¤¥«ïîé ï ®á−®¢ë íâ¨å ¤¢ãå â¥®à¨©, ¤ ¥â ¯à¥¤áâ ¢«¥−¨¥
® â®¬, áª®«ì −¥¯à®áâ®© ¬®¦¥â ®ª § âìáï â ª®£® à®¤  ¯à®¡«¥¬ .

Š ª, ®â¯à ¢«ïïáì ®â ¯®¤®¡−®£® ¯¥à¥á¬®âà , ¬®¦−® ¯à¨©â¨
ª ã¯®¬¨− ¢è¥¬ãáï ã¦¥ ¢® ¢¢¥¤¥−¨¨ ¢â®à¨ç−®¬ã ¤¨ää¥à¥−æ¨-
 «ì−®¬ã ¨áç¨á«¥−¨î ¨ ¥£® ®á−®¢−ë¬ ¯à¨«®¦¥−¨ï¬, â ª¨¬, ª ª
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ª®£®¬®«®£¨ç¥áª ï ä¨§¨ª , â. ¥. ª« áá¨ç¥áª ï ¨ ª¢ −â®¢ ï â¥®-
à¨ï ¯®«ï, ¨§«®¦¥−− ï −  íâ®¬ ¥áâ¥áâ¢¥−−®¬ ¤«ï −¥ñ ï§ëª¥,  ¢â®à
¯à¥¤¯®« £ ¥â ¯®áâ¥¯¥−−® à áá¬®âà¥âì ¢ á¥à¨¨ ª−¨£, − ¤ ª®â®à®©
®− − ç « à ¡®â âì. �à¥¤áâ ¢«¥−¨¥ ® â®¬, çâ® ã¦¥ á¤¥« −® ¨ çâ®
¥éñ ¯à¥¤áâ®¨â, ç¨â â¥«ì ¬®¦¥â ¯®«ãç¨âì ¨§ ¯à¨¢®¤¨¬®© −¨¦¥
¡¨¡«¨®£à ä¨¨.
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�. Œ. ‚¨−®£à ¤®¢

��ˆ�–ˆ� ���‹	„�…Œ�‘’ˆ, ’…��ˆŸ
Œ��†…‘’‚ ˆ ú�‘��‚��ˆŸ

Œ�’…Œ�’ˆŠˆû

�à¨¢®¤¨¬ë¥ −¨¦¥ § ¬¥ç −¨ï ®¡é¥£® å à ªâ¥à  ¯à¨§¢ −ë
¢¯¨á âì à áá¬®âà¥−−ë¥ ¢ íâ®© ª−¨£¥ ¢®¯à®áë ¢ ®¡éãî ¯¥àá¯¥ª-
â¨¢ã − ¡«î¤ ¥¬®© ¬ â¥¬ â¨ª¨.

�à®¯®§¨æ¨®− «ì−ë¥ ¨ ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë. …á«¨ ä¨§¨ª ®¯¨-
áë¢ ¥â ¯à¨à®¤ã ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¯à¨¡®à®¢, ¨¬¥îé¨å R-§− ç−ë¥
èª «ë, â® ú®¡ëç−ë© ç¥«®¢¥ªû ¤¥« ¥â íâ® ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¢ë-
áª §ë¢ −¨©. ˆá¯®«ì§ãï í«¥¬¥−â à−ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ª®−êî−ªæ¨¨,
¤¨§êî−ªæ¨¨ ¨ ®âà¨æ −¨ï, ¨§ § ¤ −−ëå ¢ëáª §ë¢ −¨© ¬®¦−®
®¡à §®¢ âì −®¢ë¥. ‘¨áâ¥¬  ¢ëáª §ë¢ −¨©, § ¬ª−ãâ ï ®â−®á¨-
â¥«ì−® íâ¨å ®¯¥à æ¨©, − §ë¢ ¥âáï ¯à®¯®§¨æ¨®− «ì−®©  «£¥¡à®©.
’ ª¨¬ ®¡à §®¬, áà¥¤áâ¢  − ¡«î¤¥−¨ï −¥ ¢®®àã¦ñ−−®£® ¤®¯®«-
−¨â¥«ì−ë¬¨ ¯à¨¡®à ¬¨ ¨−¤¨¢¨¤ãã¬  ä®à¬ «¨§ãîâáï ¯®−ïâ¨¥¬
¯à®¯®§¨æ¨®− «ì−®©  «£¥¡àë. �®áª®«ìªã ¢áïª¨© −®à¬ «ì−ë©
ç¥«®¢¥ª §− ¥â, çâ® −  á ¬®¬ ¤¥«¥ ®− − ¡«î¤ ¥â, â. ¥. ¯®«ãç ¥â
¨−ä®à¬ æ¨î ®¡ ®ªàã¦ îé¥© − á ¯à¨à®¤¥, ¯à¨ ¯®¬®é¨ á¢®¨å
£« §, ãè¥© ¨ ¤àã£¨å ®à£ −®¢ çã¢áâ¢, íâ® ¯®á«¥¤−¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥
−ã¦¤ ¥âáï ¢ à §êïá−¥−¨¨.

301
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‚®-¯¥à¢ëå, ®¡à § ¨−¤¨¢¨¤ãã¬ , ¨¬¥îé¥£® ¢ ª ç¥áâ¢¥
áà¥¤áâ¢ − ¡«î¤¥−¨ï «¨èì á®¡áâ¢¥−−ë¥ ®à£ −ë çã¢áâ¢, ¬ë ¨á-
¯®«ì§®¢ «¨, çâ®¡ë ¯®¤ç¥àª−ãâì −¥®¡å®¤¨¬®áâì ¢¢¥áâ¨ ¯à¥¤áâ -
¢«¥−¨¥ ®¡ ®á−®¢−®¬, ¨§− ç «ì−®¬ ¬¥å −¨§¬¥ ®¡à ¡®âª¨ ¨−ä®à-
¬ æ¨¨, ª®â®àë© ¢ ¤ «ì−¥©è¥¬ ¡ã¤¥â − §ë¢ âìáï ¯à¨¬¨â¨¢−ë¬.
‘â «® ¡ëâì, ¯à®¯®§¨æ¨®− «ì−ë¥  «£¥¡àë ¬ë ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥¬
á ¯à¨¬¨â¨¢−ë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨ − ¡«î¤¥−¨ï.

„ «¥¥, − ¯®¬−¨¬, çâ® ¢áïªãî ¯à®¯®§¨æ¨®− «ì−ãî  «£¥¡àã
A, ª ª ¨§¢¥áâ−®,¬®¦−® ¯à¥¢à â¨âì ¢ ã−¨â à−ãîª®¬¬ãâ â¨¢−ãî
 «£¥¡àã − ¤ ¯®«¥¬ Z2 ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î 2, á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬
¢¢¥¤ï ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥−¨ï ¨ ã¬−®¦¥−¨ï:

pq
def= p ∧ q,

p + q
def= (p ∧ �q) ∨ (�p ∧ q),

£¤¥ ∨ ¨ ∧ | ¯à®¯®§¨æ¨®− «ì−ë¥ á¢ï§ª¨, ª®−êî−ªæ¨ï ¨ ¤¨§ê-
î−ªæ¨ï á®®â¢¥âáâ¢¥−−®,   ç¥àâ  ®§− ç ¥â ®âà¨æ −¨¥. ‚á¥ í«¥-
¬¥−âë ¯®«ãç¥−−®© â ª¨¬ ®¡à §®¬  «£¥¡àë ¨¤¥¬¯®â¥−â−ë, â. ¥.
a2 = a. � §®¢¥¬ ¡ã«¥¢®© ¢áïªãî ã−¨â à−ãî ª®¬¬ãâ â¨¢−ãî Z2-
 «£¥¡àã, ¢á¥ í«¥¬¥−âë ª®â®à®© ¨¤¥¬¯®â¥−â−ë. �¡à â−®, ¢áïªãî
¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã ¬®¦−® ¯®−¨¬ âì ª ª ¯à®¯®§¨æ¨®− «ì−ãî ®â−®-
á¨â¥«ì−® ®¯¥à æ¨©

p ∧ q
def= pq,

p ∨ q
def= p + q + pq,

�p def= 1 + p.

�â® ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯® áãé¥áâ¢ã −¥â −¨ª ª®£® à §«¨ç¨ï ¬¥¦¤ã
¯à®¯®§¨æ¨®− «ì−ë¬¨ ¨ ¡ã«¥¢ë¬¨  «£¥¡à ¬¨, ¨ ã¯®âà¥¡«¥−¨¥
®¤−®£® ¨§ íâ¨å ¤¢ãå â¥à¬¨−®¢ ¯à¨§¢ −® «¨èì ¯®¤ç¥àª−ãâì, ®
ª ª¨å ®¯¥à æ¨ïå ¨¤¥â à¥çì ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ ª®−â¥ªáâ¥. ’ ª¨¬
®¡à §®¬, á¤¥« −−®¥ ¢ëè¥ ãâ¢¥à¦¤¥−¨¥ ¬®¦−® íª¢¨¢ «¥−â−ë¬
®¡à §®¬ ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ âì â ª: ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë ï¢«ïîâáï

¯à¨¬¨â¨¢−ë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨ − ¡«î¤¥−¨ï.
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�ã«¥¢ë á¯¥ªâàë. �à¥¨¬ãé¥áâ¢® ¯®á«¥¤−¥© ä®à¬ã«¨à®¢ª¨
¢ â®¬, çâ® ®−  ¯®§¢®«ï¥â áà §ã ¦¥ ãá¬®âà¥âì ¯®à §¨â¥«ì−ãî
 − «®£¨î á ¬¥å −¨§¬®¬ − ¡«î¤¥−¨ï ¢ ª« áá¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¥
¢ â®¬ ¢¨¤¥, ª ª ®− ¨−â¥à¯à¥â¨à®¢ − ¢ íâ®© ª−¨£¥. ˆ¬¥−−®, ¢ ¯®-
á«¥¤−¥¬ R-§− ç−ë¥ èª «ë −ã¦−® § ¬¥−¨âì −  Z2-§− ç−ë¥ (â. ¥.
−  â¥, ª®â®àë¥ ú¯®ª §ë¢ îâû â®«ìª® ú¤ û ¨ ú−¥âû) ¨ ¤®¡ ¢¨âì
ãá«®¢¨¥ ¨¤¥¬¯®â¥−â−®áâ¨. �â   − «®£¨ï ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® â®,

çâ® ¬®¦−® − ¡«î¤ âì ¯à¨ ¯®¬®é¨ −¥ª®â®à®© ¡ã«¥¢®©  «£¥-

¡àë A, ï¢«ï¥âáï ¥ñ Z2-á¯¥ªâà®¬, â. ¥. á®¢®ªã¯−®áâìî ¢á¥å

¥ñ £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ª ª ã−¨â à−®© Z2- «£¥¡àë ¢ ã−¨â à−ãî

Z2- «£¥¡àã Z2.
�¡®§− ç¨¬ ã¯®¬ï−ãâë© á¯¥ªâà SpecZ2 ¨ § ¬¥â¨¬, çâ® ®−

®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥−−®© â®¯®«®£¨¥© | â®¯®«®£¨¥© ‡ à¨ááª®£®.
�®íâ®¬ã â®ç−¥¥ ¡ë«® ¡ë áª § âì, çâ® ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë ¯®§¢®«ïîâ
− ¡«î¤ âì â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà −áâ¢  ¢¨¤  SpecZ2, ª®â®àë¥
¯® íâ®© ¯à¨ç¨−¥ ¡ã¤ãâ ¤ «¥¥ − §ë¢ âìáï ¡ã«¥¢ë¬¨ ¯à®áâà −-

áâ¢ ¬¨.
‚ á¢ï§¨ á ¯®á«¥¤−¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥−−® á¯à®á¨âì, ®¡« ¤ îâ «¨

á¯¥ªâàë ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ¤àã£¨¬¨, ®â«¨ç−ë¬¨ ®â â®¯®«®£¨ç¥-
áª®©, áâàãªâãà ¬¨, − ¯à¨¬¥à ¤¨ää¥à¥−æ¨àã¥¬®©, ª ª íâ® ¨¬¥-
¥â ¬¥áâ® ¤«ï á¯¥ªâà®¢ R- «£¥¡à. —¨â â¥«ì, á¯à ¢¨¢è¨©áï á
ã¯à ¦−¥−¨¥¬ 4 ¨§ ¯. 9.45, ã¦¥ §− ¥â, çâ® ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥
¨áç¨á«¥−¨¥ − ¤ ¡ã«¥¢ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ âà¨¢¨ «ì−® ¢ â®¬ á¬ëá«¥,
çâ® ¢áïª¨© ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−ë© ®¯¥à â®à − ¤ â ª®©  «£¥¡à®©
¨¬¥¥â −ã«¥¢®© ¯®àï¤®ª, â. ¥. ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ¬®¤ã-
«¥© − ¤ íâ®©  «£¥¡à®©. �â® ®§− ç ¥â, ¢ ç áâ−®áâ¨, çâ® ä¥−®¬¥−

¤¢¨¦¥−¨ï −¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨  ¤¥ª¢ â−® ®¯¨á −

¨ ¨áá«¥¤®¢ − ç¨áâ® «®£¨ç¥áª¨¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨, ¨«¨, £®¢®àï ¯®-
¯à®áâã, −  ¯®¢á¥¤−¥¢−®¬ ï§ëª¥ (á¬. ª« áá¨ç¥áª¨¥ «®£¨ç¥áª¨¥
¯ à ¤®ªáë −  íâã â¥¬ã).

�à¨¢®¤¨¬ ï −¨¦¥ æ¥−âà «ì− ï ¢ â¥®à¨¨ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à â¥®-
à¥¬  ‘â®ã−  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® á¯¥ªâàë ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ®¡« ¤ îâ
«¨èì ®¤−®© −¥§ ¢¨á¨¬®© áâàãªâãà®© | â®¯®«®£¨ç¥áª®©. ‚ ¥ñ
ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¯®«¥ Z2 á− ¡¦¥−® ¤¨áªà¥â-
−®© â®¯®«®£¨¥©.
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’¥®à¥¬  ‘â®ã− . ‚áïª®¥ ¡ã«¥¢® ¯à®áâà −áâ¢® ï¢«ï¥âáï  ¡á®-

«îâ−® −¥á¢ï§−ë¬ ª®¬¯ ªâ−ë¬ å ãá¤®àä®¢ë¬ ¯à®áâà −áâ¢®¬

¨ ®¡à â−®. ‚áïª ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  á®¢¯ ¤ ¥â á  «£¥¡à®©

®âªàëâ®-§ ¬ª−ãâëå ¬−®¦¥áâ¢ á¢®¥£® á¯¥ªâà  ®â−®á¨â¥«ì−®

â¥®à¥â¨ª®-¬−®¦¥áâ¢¥−−ëå ®¯¥à æ¨© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© à §−®-

áâ¨ ¨ ¯¥à¥á¥ç¥−¨ï.

� ¯®¬−¨¬, çâ®  ¡á®«îâ− ï −¥á¢ï§−®áâì −¥ª®â®à®© â®¯®«®-
£¨¨ ®§− ç ¥â, çâ® ¬−®¦¥áâ¢ , ï¢«ïîé¨¥áï ¢ −¥© ®¤−®¢à¥¬¥−−®
®âªàëâë¬¨ ¨ § ¬ª−ãâë¬¨, ®¡à §ãîâ ¡ §ã íâ®© â®¯®«®£¨¨. �®-
ï¢«¥−¨¥ íâ¨å ®¤−®¢à¥¬¥−−® ®âªàëâëå ¨ § ¬ª−ãâëå ¬−®¦¥áâ¢
¢ ¡ã«¥¢ëå ¯à®áâà −áâ¢ å ®¡êïá−ï¥âáï â¥¬, çâ® ¢áïª ï ¯à®¯®-
§¨æ¨®− «ì− ï  «£¥¡à  ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥−−®© ¤¢®©áâ¢¥−−®áâìî.
ˆ¬¥−−®, ®¯¥à æ¨ï ®âà¨æ −¨ï ®â®¡à ¦ ¥â ¥ñ −  á¥¡ï, ¯¥à¥áâ -
¢«ïï ¯à¨ íâ®¬ ®¯¥à æ¨¨ ª®−êî−ªæ¨¨ ¨ ¤¨§êî−ªæ¨¨. �¡à â¨¬
â ª¦¥ ¢−¨¬ −¨¥ −  â®, çâ® â¥®à¥¬  ‘â®ã−  ï¢«ï¥âáï ¡«¨§−¥æ®¬
â¥®à¥¬ë ® á¯¥ªâà¥ (á¬. ¯¯. 7.2, 7.7). ˆå ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íªá¯«ã-
 â¨àãîâ ®¤−ã ¨ âã ¦¥ ¨¤¥î, ®â«¨ç ïáì «¨èì ¢ â¥å â¥å−¨ç¥áª¨å
¤¥â «ïå, ª®â®àë¥ ®âà ¦ îâ á¯¥æ¨ä¨ªã à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ª« á-
á®¢  «£¥¡à. —¨â â¥«ì ¬®¦¥â ¯®¯à®¡®¢ âì ¤®ª § âì íâã â¥®à¥¬ã
¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦−¥−¨ï, § ¬¥â¨¢, çâ® í«¥¬¥−âë ¨áå®¤−®© ¡ã«¥¢®©
 «£¥¡àë ¥áâ¥áâ¢¥−−® ®â®¦¤¥áâ¢«ïîâáï á ®âªàëâ®-§ ¬ª−ãâë¬¨
¯®¤¬−®¦¥áâ¢ ¬¨ á¢®¥£® á¯¥ªâà ,   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¯¥à æ¨¨
ª®−êî−ªæ¨¨, ¤¨§êî−ªæ¨¨ ¨ ®âà¨æ −¨ï áâ −®¢ïâáï ¯à¨ íâ®¬
â¥®à¥â¨ª®-¬−®¦¥áâ¢¥−−ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¯¥à¥á¥ç¥−¨ï, ®¡ê¥¤¨-
−¥−¨ï ¨ ¤®¯®«−¥−¨ï á®®â¢¥âáâ¢¥−−®.�¥âàã¤−® ¢¨¤¥âì, çâ® á¯¥ª-
âà®¬ ª®−¥ç−®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ï¢«ï¥âáï ª®−¥ç−®¥ ¬−®¦¥áâ¢®,
á− ¡¦¥−−®¥ ¤¨áªà¥â−®© â®¯®«®£¨¥©. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢áïª ï ª®-
−¥ç− ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ®ª §ë¢ ¥âáï ¨§®¬®àä−®©  «£¥¡à¥ ¢á¥å
¯®¤¬−®¦¥áâ¢ −¥ª®â®à®£® ¬−®¦¥áâ¢ .

úƒ« § û ¨ úãè¨û. �®á«¥ ¢á¥å íâ¨å ¯à¨£®â®¢«¥−¨© à®«ì ú£« §û
¨ úãè¥©û¢ ¯à®æ¥áá¥ − ¡«î¤¥−¨ï ¬®¦−® ¯à¥¤áâ ¢¨âì á¥¡¥ á«¥¤ã-
îé¨¬ ®¡à §®¬. �à¥¦¤¥ ¢á¥£® úáëà ïû ¨−ä®à¬ æ¨ï, ä¨ªá¨àã¥-
¬ ï ®¤−¨¬ ¨§ − è¨å ®à£ −®¢ çã¢áâ¢, § ¯¨áë¢ ¥âáï − è¨¬ ¬®§£®¬
¨ § â¥¬ ®â¯à ¢«ï¥âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨©à §¤¥« ¯ ¬ïâ¨. Œ®¦−®
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¤ã¬ âì, çâ® ¢ ¯à®æ¥áá¥ § ¯¨á¨ úáëà ïû ¨−ä®à¬ æ¨ï à §¡¨¢ -
¥âáï −  í«¥¬¥−â à−ë¥ ¡«®ª¨, ú¬ ªà®áëû ¨ â. ¯., ª®â®àë¥ á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ®¡à §®¬ ¬ àª¨àãîâáï áà¥¤áâ¢ ¬¨ ¯®¢á¥¤−¥¢−®£®
ï§ëª . �â¨ ¬ àª¨à®¢ª¨ −¥®¡å®¤¨¬ë ¤«ï ¯®á«¥¤ãîé¥£® ¬ −¨¯ã-
«¨à®¢ −¨ï ¯®áâã¯¨¢è¥© ¨−ä®à¬ æ¨¥©. ‘¨áâ¥¬  ¯à¥¤«®¦¥−¨©,
®¡à §ãîé ï −¥ª®â®à®¥ ®¯¨á −¨¥, ¯®à®¦¤ ¥â ¨¤¥ « ã¯à ¢«ïî-
é¥© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë, ¢ë¤¥«ïîé¨© ¢ ¥ñ á¯¥ªâà¥ á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¥¥ § ¬ª−ãâ®¥ ¯®¤¬−®¦¥áâ¢®. �à¥¤áâ ¢¨¢, çâ® á ª ¦¤®© â®çª®©
íâ®£® á¯¥ªâà  á¢ï§ − í«¥¬¥−â à−ë© ¡«®ª, ¬ àª¨à®¢ −−ë©  á-
á®æ¨¨à®¢ −−ë¬ á −¥© ¬ ªá¨¬ «ì−ë¬ ¨¤¥ «®¬, ¬®¦−® ¯à¨©â¨
ª ¢ë¢®¤ã, çâ® ¢áïª®¬ã § ¬ª−ãâ®¬ã ¯®¤¬−®¦¥áâ¢ã á¯¥ªâà  á®-
®â¢¥âáâ¢ã¥â −¥ª®â®àë© ®¡à §, ¯®¤®¡−® â®¬ã ª ª ªà¨¬¨− «¨áâ
á®§¤ ¥â ä®â®à®¡®â −  ®á−®¢ −¨¨ à §à®§−¥−−ëå ¤¥â «¥©, á®®¡-
é¥−−ëå ¥¬ã á¢¨¤¥â¥«ï¬¨. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬,  ¡áâà £¨àãïáì ®â
ú¬ â¥à¨ «ì−®£®û á®¤¥à¦ −¨ï í«¥¬¥−â à−ëå ¡«®ª®¢ (íâ® ¬®¦¥â
¡ëâì úä®â®£à ä¨ïû  â®¬¨ç¥áª®£® äà £¬¥−â  §à¨â¥«ì−®£® ¨«¨
§¢ãª®¢®£® ®¡à §  ¨ â. ¯.), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á®£« á−® ®¯¨á −−®©
áå¥¬¥ â®çª ¬ á¯¥ªâà  ã¯à ¢«ïîé¥© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë, ¬ë ¬®¦¥¬
áç¨â âì, çâ® ¢á¥, çâ® ¬®¦−® − ¡«î¤ âì −  ¯à¨¬¨â¨¢−®¬ ãà®¢−¥,
â ¢â®«®£¨ç¥áª¨ ¨áç¥à¯ë¢ ¥âáï â®çª ¬¨ íâ®£® á¯¥ªâà .

�ã«¥¢ë  «£¥¡àë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯à¨¬¨â¨¢−®¬ã ãà®¢−î.
Ÿá−®, çâ® ¢áïª ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨ áâà®£ ï ª®−æ¥¯æ¨ï − ¡«î¤ ¥-
¬®áâ¨ ¤®«¦−  ¨áå®¤¨âì ¨§ −¥ª®â®à®© ª®−æ¥¯æ¨¨ − ¡«î¤ â¥«ï,
¯®−¨¬ ¥¬®£® ª ª á¢®¥£® à®¤  ¬¥å −¨§¬ ¯®«ãç¥−¨ï ¨ ¯¥à¥à ¡®â-
ª¨ ¨−ä®à¬ æ¨î. ˆ−ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¯®−ïâ¨¥ − ¡«î¤ â¥«ï ¤®«¦−®
¡ëâì ä®à¬ «¨§®¢ −® ¯à¨¬¥à−® ¢ â ª®¬ ¦¥ ¤ãå¥, ª ª, áª ¦¥¬,
¯®−ïâ¨¥  «£®à¨â¬  ä®à¬ «¨§ã¥âáï ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¬ è¨−ë ’ìî-
à¨−£ . —â®¡ë −¥ ®ª § âìáï  ¯à¨®à−®© ¬¥â ä¨§¨ç¥áª®© áå¥¬®©,
¢áïª ï â ª ï ä®à¬ «¨§ æ¨ï, ®ç¥¢¨¤−®, ¤®«¦−  ãç¨âë¢ âì úíªá-
¯¥à¨¬¥−â «ì−ë¥ ¤ −−ë¥û. ’ ª®¢ë¥ ¬®¦−® − ©â¨ ¢ ¯à ªâ¨ª¥
ª®−áâàã¨à®¢ −¨ï ¨ í¢®«îæ¨¨ á®¢à¥¬¥−−ëå ª®¬¯ìîâ¥à−ëå á¨-
áâ¥¬ ¨ â¥®à¥â¨ç¥áª¨å ¨¤¥ïå, áâ®ïé¨å §  −¨¬¨. �®íâ®¬ã á íâ®©
æ¥«ìî ¯®«¥§−® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ®â¤¥«ì−®£® ¬ â¥¬ â¨ª  ¨«¨, ¥éñ
«ãçè¥, ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¥ á®®¡é¥áâ¢®, ¯®−¨¬ ¥¬®¥ ¢ ¤ãå¥ −®®áä¥-
àë ‚¥à− ¤áª®£®, ª ª á¢®¥£® à®¤  ª®¬¯ìîâ¥à. ’®£¤ , ¨¬¥ï ¢ ¢¨¤ã,
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çâ® ®¯¥à æ¨®−− ï á¨áâ¥¬  ¢áïª®£® á®¢à¥¬¥−−®£® ª®¬¯ìîâ¥à 
ï¢«ï¥âáï ¯à®£à ¬¬®©, − ¯¨á −−®© −  ï§ëª¥ ¤¢®¨ç−ëå ª®¤®¢,
¬®¦−® áª § âì, çâ® −¨ª ª®©  «ìâ¥à− â¨¢ë ª®−¥ç−®© ¡ã«¥¢®©
 «£¥¡à¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¬¥å −¨§¬ , ®¯¨áë¢ îé¥£® ¨−ä®à¬ æ¨î − 
íâ®¬ ¯à¨¬¨â¨¢−®¬ ãà®¢−¥, −¥ áãé¥áâ¢ã¥â. Š ª ¨§ ç¨áâ® ¯à ªâ¨-
ç¥áª¨å á®®¡à ¦¥−¨©, â ª ¨ ¨§ á®®¡à ¦¥−¨© â¥®à¥â¨ç¥áª®© ¯à®-
áâ®âë ¡ë«® ¡ë −¥ã¤®¡−® ®£à −¨ç¨âì à §¬¥àë íâ®©  «£¥¡àë â¥¬
¨«¨ ¨−ë¬ ç¨á«®¬, áª ¦¥¬ ç¨á«®¬ í«¥¬¥−â à−ëå ç áâ¨æ ¢® ¢á¥-
«¥−−®©. �®íâ®¬ã ¥áâ¥áâ¢¥−−® ¢§ïâì á¢®¡®¤−ãî ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã
á® áç¥â−ë¬ ç¨á«®¬ ®¡à §ãîé¨å. �®−ïâ¨¥ ãà®¢−ï − ¡«î¤ ¥¬®-
áâ¨, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ï¢«ï¥âáï ¢ ¦−ë¬ ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¬  − «¨§¥
á ¬®£® ¯®−ïâ¨ï − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨, ¨ ¬ë ¥éñ à § ¥£® ®¡áã¤¨¬ −¨¦¥.

Š ª â¥®à¨ï ¬−®¦¥áâ¢ ®ª § « áì ¢ ®á−®¢ −¨ïå ¬ â¥¬ â¨ª¨.
Š ª ¬ë ¢¨¤¥«¨, ¢áïª ï ª®−¥ç− ï ¯à®¯®§¨æ¨®− «ì− ï  «£¥¡à 
ª −®−¨ç¥áª¨ ¨§®¬®àä−   «£¥¡à¥ ¢á¥å ¯®¤¬−®¦¥áâ¢ á¯¥ªâà   á-
á®æ¨¨à®¢ −−®© á −¥© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë. �â®â á¯¥ªâà ª®−¥ç¥−,
¨ ¥£® â®¯®«®£¨ï ¤¨áªà¥â− . �® íâ®© ¯à¨ç¨−¥ ® â®¯®«®£¨¨ ¬®¦-
−® § ¡ëâì, −¨ç¥£® ¯à¨ íâ®¬ −¥ ¯®â¥àï¢. �®«¥¥ â®£®, ª ¦¤ë©
ª®−ªà¥â−ë© ¨−¤¨¢¨¤ãã¬, ®á®¡¥−−® ¥á«¨ ®− −¥ §− ª®¬ á â¥®-
à¨¥© ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à, ã¢¥à¥− ¨ ï¢−® çã¢áâ¢ã¥â ú¢á¥¬¨ á¢®¨¬¨
¯®à ¬¨û, çâ® − ¡«î¤ ¥â ¨¬¥−−® ¯®¤¬−®¦¥áâ¢ ,   â®ç−¥¥ ®¯à¥-
¤¥«ï¥¬ë¥ ¨¬¨ úä®â®à®¡®âëû. �®íâ®¬ã â ª®¥ −¥¯®áà¥¤áâ¢¥−−®¥
ú¬ â¥à¨ «ì−®¥û ®éãé¥−¨¥ ï¢«ï¥âáï ¨áâ®ç−¨ª®¬ â®© ¬ëá«¨,
çâ® ¯¥à¢¨ç−ë¬¨ ª¨à¯¨ç¨ª ¬¨ â®ç−®£®  ¡áâà ªâ−®£® ¬ëè«¥−¨ï
ï¢«ïîâáï úâ®çª¨û (úí«¥¬¥−âëû), á£àã¯¯¨à®¢ −−ë¥ ¢ úá®®¡-
é¥áâ¢ û | ¬−®¦¥áâ¢ . �à¨−ï¢,   â®ç−¥¥ ®éãâ¨¢ íâã ¨¤¥î
¯¥à¢¨ç−®áâ¨ ª®−æ¥¯æ¨¨ ¬−®¦¥áâ¢  ¯®¤ ¤ ¢«¥−¨¥¬ ¤¨ªâ â  − -
è¨å −¥¯®áà¥¤áâ¢¥−−ëå ®éãé¥−¨©, ¬ë ®ª §ë¢ ¥¬áï ¢ë−ã¦¤¥−ë
¯®«®¦¨âì â¥®à¨î ¬−®¦¥áâ¢ ¢ ®á−®¢ −¨¥ â®ç−®£® §− −¨ï, â. ¥.
¬ â¥¬ â¨ª¨. �  ¯à¨¬¨â¨¢−®¬ ãà®¢−¥ ª®−¥ç−ëå ¬−®¦¥áâ¢ íâ®â
¢ë¡®à, ¢¢¨¤ã áª § −−®£® ¢ëè¥, −¥ ¯à¨¢®¤¨â ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î á
¯à¨−æ¨¯®¬ − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨, â ª ª ª ¢áïª®¥ ª®−¥ç−®¥ ¬−®¦¥áâ¢®
¥¤¨−áâ¢¥−−ë¬ ¨ ¥áâ¥áâ¢¥−−ë¬ ®¡à §®¬ ¨−â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ª ª
á¯¥ªâà −¥ª®¥© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë. �¤− ª® ¥á«¨ ¬ë ¢ëå®¤¨¬ § 
¯à¥¤¥«ë ª« áá  ª®−¥ç−ëå ¬−®¦¥áâ¢, á¨âã æ¨ï à¥§ª® ¬¥−ï¥âáï:
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¯®−ïâ¨¥ − ¡«î¤ ¥¬®£® ¬−®¦¥áâ¢ , â. ¥. ¡ã«¥¢  ¯à®áâà −áâ¢ ,
¯¥à¥áâ ¥â á®¢¯ ¤ âì á ¯®−ïâ¨¥¬ ¬−®¦¥áâ¢  ¢®®¡é¥. �®íâ®¬ã
ã¢ ¦¥−¨¥ ¯à¨−æ¨¯  − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨ § áâ ¢«ï¥â − á ®âª § âì-
áï ®â ¨¤¥¨ à áá¬ âà¨¢ âì â¥®à¨î ¬−®¦¥áâ¢ ª ª ä®à¬ «ì−®-
«®£¨ç¥áª®¥ ®á−®¢ −¨¥ ¬ â¥¬ â¨ª¨ ¨ ¯®ª¨−ãâì íâ®â ¢®á¯¥âë©
ƒ¨«ì¡¥àâ®¬ à ©. �«®¤®â¢®à−®áâì íâ®£® è £ , ¯®¬¨¬® ¯à®ç¥£®,
¢¨¤−  ¨§ â®£®, çâ® ¯®§¢®«ï¥â áà §ã ¦¥ ¨§¡¥¦ âì ¬−®£¨å ¨¬-
¬ −¥−â−ëå ¯ à ¤®ªá®¢ â¥®à¨¨ ¬−®¦¥áâ¢. � ¯à¨¬¥à,  − «®£®¬
ú¬−®¦¥áâ¢  ¢á¥å ¬−®¦¥áâ¢û ¢ − ¡«î¤ ¥¬®© ¬ â¥¬ â¨ª¥ ï¢«ï¥â-
áï ú¡ã«¥¢® ¯à®áâà −áâ¢® ¢á¥å ¡ã«¥¢ëå ¯à®áâà −áâ¢û. �®á«¥¤-
−ïï ¦¥ ª®−áâàãªæ¨ï ®ç¥¢¨¤−ë¬ ®¡à §®¬ −¥ ¨¬¥¥â á¬ëá« , â ª
ª ª −¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â −¨ª ª®© â®¯®«®£¨¨ ¢ ú¡ã«¥¢®¬ ¯à®áâà −áâ¢¥
¢á¥å ¡ã«¥¢ëå ¯à®áâà −áâ¢û. ˆ«¨ ¦¥ ú− ¡«î¤ ¥¬ë©û ¢ à¨ −â
ú¬−®¦¥áâ¢ , (−¥) á®¤¥à¦ é¥£® á¥¡ï ª ª í«¥¬¥−âû, â. ¥. ú¡ã«¥¢ 
¯à®áâà −áâ¢ , (−¥) á®¤¥à¦ é¥£® á¥¡ï ª ª í«¥¬¥−âû, − áâ®«ìª®
ªà á−®à¥ç¨¢, çâ® −¥ âà¥¡ã¥â ¤ «ì−¥©è¨å ª®¬¬¥−â à¨¥¢. ‚ á¢ï-
§¨ á íâ¨¬ ¬®¦−® ¤®¯®«−¨â¥«ì−® § ¬¥â¨âì, çâ® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë
− ¡«î¤ âì (−  ¯à¨¬¨â¨¢−®¬ ãà®¢−¥!) ¡ã«¥¢ë ¯à®áâà −áâ¢  ª ª
á ¬®áâ®ïâ¥«ì−ë¥ ®¡ê¥ªâë, −¥®¡å®¤¨¬  ®â¤¥«ì− ï, à §«¨ç îé ï
¨å ¡ã«¥¢   «£¥¡à .
� ¡«î¤ ¥¬ë¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ áâàãªâãàë (£àã¯¯ë �ã«ï).
’¥¯¥àì ã¬¥áâ−® á¯à®á¨âì, çâ® ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© − ¡«î¤ ¥-
¬ë¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ áâàãªâãàë. …á«¨, − ¯à¨¬¥à, à¥çì ¨¤ñâ ®
− ¡«î¤ ¥¬®© ¢ ú¡ã«¥¢®¬û á¬ëá«¥ £àã¯¯¥, â® ¯®¤ â ª®¢®© ¥áâ¥-
áâ¢¥−−® ¯®−¨¬ âì â®¯®«®£¨ç¥áªãî £àã¯¯ã, −®á¨â¥«¥¬ ª®â®à®©
ï¢«ï¥âáï −¥ª®â®à®¥ ¡ã«¥¢® ¯à®áâà −áâ¢®. ’ ªãî £àã¯¯ã ã¬¥áâ−®
− §¢ âì ¡ã«¥¢®©. ˆ−ë¬¨ á«®¢ ¬¨, £àã¯¯  �ã«ï | íâ® £àã¯¯®¢ ï
áâàãªâãà  −  á¯¥ªâà¥ −¥ª®â®à®©  «£¥¡àë �ã«ï. ˆ§¬¥−¨¢ ¢ íâ®¬
®¯à¥¤¥«¥−¨¨ ª®−æ¥¯æ¨î − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨ á ú¡ã«¥¢®©û −  ª« á-
á¨ç¥áªãî, ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª ¯®−ïâ¨î £àã¯¯ë ‹¨, â. ¥. £àã¯¯®¢®©
áâàãªâãàë −  á¯¥ªâà¥ ª« áá¨ç¥áª®©  «£¥¡àë − ¡«î¤ ¥¬ëå.
� ¡«î¤¥−¨¥ − ¡«î¤ ¥¬ëå: à §«¨ç−ë¥ ãà®¢−¨ − ¡«î¤ ¥-
¬®áâ¨. �®¤®¡−® â®¬ã ª ª ®¯¥à æ¨®−− ï á¨áâ¥¬  ª®¬¯ìîâ¥à 
¬ −¨¯ã«¨àã¥â ¯à®£à ¬¬ ¬¨ á«¥¤ãîé¥£® ãà®¢−ï, ¬®¦−® ¯à¥¤-
áâ ¢¨âì á¥¡¥ ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã ¯à¨¬¨â¨¢−®£® ãà®¢−ï (á¬. ¢ëè¥),
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â®çª¨ á¯¥ªâà  ª®â®à®© ¬ àª¨àãîâ ¤àã£¨¥ â ª¨¥ ¦¥  «£¥¡àë.
ˆ−ë¬¨ á«®¢ ¬¨, à¥çì ¨¤¥â ® ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥, − ¡«î¤ îé¥©
¤àã£¨¥ ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë. ˆâ¥à¨àãï íâã ¯à®æ¥¤ãàã, ¬®¦−® ¯à¨©-
â¨ ª ú− ¡«î¤ ¥¬ë¬ ®¡ê¥ªâ ¬û, ª®â®àë¥, ¥á«¨ § ¡ëâì ® ¬−®-
£®áâã¯¥−ç â®áâ¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© áå¥¬ë − ¡«î¤¥−¨ï, − ¨¢−®
¢®á¯à¨−¨¬ îâáï ª ª ¬−®¦¥áâ¢ , ¡®«¥¥ ¬®é−ë¥, ç¥¬ ª®−¥ç−ë¥
¨«¨ áçñâ−ë¥. � ¯à¨¬¥à, ®â¯à ¢«ïïáì ®â ¯à¨¬¨â¨¢−®£® ãà®¢−ï,
¬®¦−® ¢¢¥áâ¨ ¢ − ¡«î¤ ¥¬ãî ¬ â¥¬ â¨ªã â®, çâ® ¢ ú−¥− ¡«î-
¤ ¥¬®©û á¢ï§ −® á ¨á¯®«ì§®¢ −¨¥¬ ¬−®¦¥áâ¢ ª®−â¨−ã «ì−®©
¬®é−®áâ¨. Œ®¦−® − ¤¥ïâìáï, çâ® −  íâ®¬ ¯ãâ¨ ®ª ¦¥âáï ¢®§-
¬®¦−ë¬, ¢ ç áâ−®áâ¨, ª®−áâàãªâ¨¢−® ä®à¬ «¨§®¢ âì − ¡«î¤ ¥-
¬®áâì £« ¤ª¨å R- «£¥¡à, ª®â®àë¥, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ä®à¬ «¨§ãîâ
¯à®æ¥¤ãàã − ¡«î¤¥−¨ï ¢ ª« áá¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¥.

„®«®© â¥®à¨î ¬−®¦¥áâ¢? �¥ã¤ ç  ¬−®£®ç¨á«¥−−ëå ¯®¯ëâ®ª
¯®«®¦¨âì â¥®à¨î ¬−®¦¥áâ¢ ¢ ä®à¬ «ì−®-«®£¨ç¥áª¨¥ ®á−®¢ −¨ï
¬ â¥¬ â¨ª¨,   â ª¦¥ á®®¡à ¦¥−¨ï − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨, ¯à¨¢¥¤¥−-
−ë¥ ¢ëè¥, ¯®§¢®«ïîâ á ã¢¥à¥−−®áâìî ®â¢¥à£−ãâì íâã ¨¤¥î.
Œë ¬®¦¥¬ â ª¦¥ § ¬¥â¨âì, çâ® ®−  − àãè ¥â ä¨§¨®«®£¨ç¥áª¨¥
®á−®¢ë ç¥«®¢¥ç¥áª®£® ¬ëè«¥−¨ï, ª®â®à®¥ ¡ §¨àã¥âáï −  £ à¬®-
−¨ç−®¬ (¢ ¨¤¥ «¥) ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¨ «¥¢®£® ¨ ¯à ¢®£® ¯®«ãè à¨©
£®«®¢−®£® ¬®§£ . Š ª ¨§¢¥áâ−®, «¥¢®¥ ¨§ −¨å ï¢«ï¥âáï ¡«®ª®¬
à æ¨®− «ì−®£® ¬ëè«¥−¨ï, ª®â®àë© ¢ëç¨á«ï¥â, à ááã¦¤ ¥â «®-
£¨ç¥áª¨ ¨ ¯à¨−¨¬ ¥â ¯à £¬ â¨ç−ë¥ à¥è¥−¨ï. „¢®©áâ¢¥−−ë¬
®¡à §®¬, ú¨àà æ¨®− «ì−®¥û ¬ëè«¥−¨¥, â. ¥. ¨−âã¨æ¨ï, ¯à¥¤-
çã¢áâ¢¨ï, í¬®æ¨¨, ¢®®¡à ¦¥−¨¥ ¨ £¥®¬¥âà¨ï, ï¢«ï¥âáï ¯à®¤ãª-
æ¨¥© ¯à ¢®£® ¯®«ãè à¨ï. …á«¨ ¨−â¥à¥áãîé ï − á ¯à®¡«¥¬ 
¤®áâ â®ç−® á«®¦−  ¤«ï ¯àï¬®£® «®£¨ç¥áª®£®  − «¨§ , ¬ë ®¡à -
é ¥¬áï ª − è¥© ¨−âã¨æ¨¨ á ¢®¯à®á®¬, çâ® ¦¥ ¤¥« âì. Œë
â ª¦¥ §− ¥¬, çâ® ¤«ï ¯®«ãç¥−¨ï ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì−®£® à¥§ã«ìâ -
â  ¨−âã¨â¨¢−®¥ à¥è¥−¨¥ ¤®«¦−® ¡ëâì ¯®¤¢¥à£−ãâ® «®£¨ç¥áª®¬ã
ª®−âà®«î ¨, ¢®§¬®¦−®, ®âª®àà¥ªâ¨à®¢ −® −  íâ®© ®á−®¢¥. ’ -
ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¯à¨−ïâ¨ï à¥è¥−¨ï, ¯®¨áª  à¥è¥−¨ï
−¥ª®â®à®© ¯à®¡«¥¬ë ¨ â. ¯. ¯à®¨áå®¤¨â ú¯¥à¥¤ ç  ã¯à ¢«¥−¨ïû
®â ®¤−®£® ¯®«ãè à¨ï ª ¤àã£®¬ã, ¨ ¯®¤®¡−ë¥ ¨â¥à æ¨¨ ¬®£ãâ
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®ª § âìáï ¬−®£®ªà â−ë¬¨. ‚áñ íâ®, à §ã¬¥¥âáï, ¢ ¯®«−®© ¬¥-
à¥ ª á ¥âáï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¯à®¡«¥¬. ‹¥¢®¥ ¯®«ãè à¨¥, â. ¥.
 «£¥¡à®- − «¨â¨ç¥áª¨© ¡«®ª − è¥£® ¬®§£ , −¥ ¢ á®áâ®ï−¨¨ − ©-
â¨ à¥è¥−¨¥ ¯à®¡«¥¬ë, á«®¦−®áâì ª®â®à®© ¯à¥¢ëè ¥â, áª ¦¥¬,
¢®§¬®¦−®áâ¨ − è¥© ¯ ¬ïâ¨. „¥©áâ¢¨â¥«ì−®, ¨§ ¢áïª®© ¯à¥¤-
¯®áë«ª¨ ¬®¦−® ¨§¢«¥çì ®ç¥−ì ¬−®£® «®£¨ç¥áª¨ ¯à ¢¨«ì−ëå
¢ë¢®¤®¢. �®íâ®¬ã ¯à¨ ç¨áâ® «®£¨ç¥áª¨-ä®à¬ «ì−®¬ ¯®¤å®¤¥
ç¨á«® æ¥¯®ç¥ª, á®áâ ¢«¥−−ëå ¨§ §¢¥−ì¥¢ â¨¯  ¯®áë«ª -¢ë¢®¤,
à áâ¥â á ¨å ¤«¨−®© ¯® ¬¥−ìè¥© ¬¥à¥ íªá¯®−¥−æ¨ «ì−®, â®£¤  ª ª
â¥ ¨§ −¨å, ª®â®àë¥ ¯à¨¢®¤ïâ ª à¥è¥−¨î, ®¡à §ãîâ ¨áç¥§ îé¥
¬ «ãî ¤®«î ®â íâ®£® ç¨á« . ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ ¯à ¢¨«ì−ë¥
á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ ¯à ¢¨«ì−ëå ¯à¥¤¯®áë«®ª ¨§¢«¥ª îâáï − ã£ ¤,  
−¨ç¥£® «ãçè¥£® «¥¢®¥ ¯®«ãè à¨¥¤¥« âì −¥ ã¬¥¥â, à á¯à®áâà −¥-
−¨¥ íâ®© ú«®£¨ç¥áª®© ¢®«−ëû ¢® ¢á¥ áâ®à®−ë ¯¥à¥¯®«−ï¥â − èã
¯ ¬ïâì áãé¥áâ¢¥−−® à −ìè¥, ç¥¬ ®−  ¤®áâ¨£−¥â à §ëáª¨¢ ¥¬®£®
− ¬¨ ®áâà®¢ . …¤¨−áâ¢¥−−ë¬ ¢ëå®¤®¬ ¨§ íâ®© á¨âã æ¨¨ ï¢«ï¥â-
áï − ¯à ¢«¥−¨¥ íâ®© ¢®«−ë ¢ − ¤«¥¦ é¥¥ àãá«®, â. ¥. ¢ë¡®à − 
ª ¦¤®¬ è £¥ â¥å «®£¨ç¥áª¨å å®¤®¢, ª®â®àë¥ ¡®«¥¥ ¨«¨ ¬¥−¥¥ − -
¯àï¬ãî ¬®£ãâ ¢¥áâ¨ ª à¥è¥−¨î. �® çâ® ®§− ç ¥â ú− ¯àï¬ãîû?
�â® §− ç¨â, çâ® ¤®«¦−  ¡ëâì ¯®áâà®¥−  ¯ −®à ¬  ¯à®¡«¥¬ë, − 
ª®â®à®© ¬®¦−® ¯à®ç¥àâ¨âì ¢®§¬®¦−ë¥ ¯ãâ¨ ¥ñ à¥è¥−¨ï. ‘âà®¨-
â¥«ìáâ¢® â ª®© ¯ −®à ¬ë, ¨− ç¥ £®¢®àï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®¡à § 
¯à®¡«¥¬ë, ¯à®¨áå®¤¨â ã¦¥ ¢ ¯à ¢®¬ ¯®«ãè à¨¨, ª®â®à®¥ ¨ á®-
§¤ −® ¯à¨à®¤®©¤«ï ¢ë¯®«−¥−¨ï¯®¤®¡−®£® à®¤  à ¡®â.� §®¢ë¬
áâà®¨â¥«ì−ë¬ ¬ â¥à¨ «®¬, ¢ â®¬ çâ® ª á ¥âáï ¬ â¥¬ â¨ª¨, á«ã-
¦ â ¬−®¦¥áâ¢ . �â® | ¬−®¦¥áâ¢  ¢ − ¨¢−®¬ á¬ëá«¥, â ª ª ª
®−¨ ®¡¨â îâ ¢ ¯à ¢®¬ ¯®«ãè à¨¨. �®íâ®¬ã ¢áïª ï ¯®¯ëâª 
ä®à¬ «¨§®¢ âì ¨å, ¯¥à¥¬¥é ï ¨§ ¯à ¢®£® ¯®«ãè à¨ï ¢ «¥¢®¥,
ï¢«ï¥âáï − ¤àã£ â¥«ìáâ¢®¬ − ¤ ¯à¨à®¤®© ¨ ª ª â ª®¢ ï ¤®«¦-
−  ¡ëâì ®â¢¥à£−ãâ . ˆâ ª, ®áâ ¢¨¬ â¥®à¨î ¬−®¦¥áâ¢ ¢ ¯à ¢®¬
¯®«ãè à¨¨, ¢ â®© ¥ñ − ¨¢−®© ä®à¬¥, ¡« £®¤ àï ª®â®à®© ®− 
®ª § « áì áâ®«ì ¯®«¥§−®©.

ˆ−ä¨−¨â¥§¨¬ «ì− ï − ¡«î¤ ¥¬®áâì. ‚ëè¥ ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë
¡ë«¨ à áá¬®âà¥−ë ª ª  − «®£¨ £« ¤ª¨å  «£¥¡à. �® ¬ë ¬®¦¥¬
®¡à â¨âì ¯à¨®à¨â¥âë ¨ á¤¥« âì ¢áñ − ®¡®à®â. ‚ â ª®¬ à ªãàá¥
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®¯¥à æ¨¨, ¨«¨, «ãçè¥ áª § âì, äã−ªâ®àë ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£®
¨áç¨á«¥−¨ï, ¯à¥¤áâ −ãâ  − «®£ ¬¨ «®£¨ç¥áª¨å ®¯¥à æ¨©,   ®−®
á ¬® | ¬¥å −¨§¬®¬ ¬ −¨¯ã«¨à®¢ −¨ï ¨−ä¨−¨â¥§¨¬ «ì−ë¬¨
®¯¨á −¨ï¬¨. �â¨¬ ¬ë å®â¥«¨ ¡ë ¯®¤ç¥àª−ãâì ¨−ä¨−¨â¥§¨¬ «ì-
−ë©  á¯¥ªâ, á¢ï§ −−ë© á ¯à®¡«¥¬®© − ¡«î¤ ¥¬®áâ¨.

�¥ª®â®àë¥ ú¯¥à¢¨ç−ë¥û äã−ªâ®àë ¡ë«¨ ®¯¨á −ë ¢ íâ®©
ª−¨£¥. �®«−ë© ¨å á¯¨á®ª ¢¬¥áâ¥ á ¯à ¢¨« ¬¨ á®ç¥â −¨ï ¥áâ¥-
áâ¢¥−−® ¯®−¨¬ âì ª ª  «£¥¡àã «®£¨ª¨ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®£® ¨áç¨-
á«¥−¨ï. � ¡®âã, á¢ï§ −−ãî á ¯®«−®© ä®à¬ «¨§ æ¨¥© íâ®© ¨¤¥¨,
¥éñ ¯à¥¤áâ®¨â § ¢¥àè¨âì.

‚ § ª«îç¥−¨¥ áâ®¨â ®â¬¥â¨âì, çâ®, ¢ëà ¦ ïáì −¥ä®à¬ «ì−®,
¢ ¢®®¡à ¦ ¥¬®¬ ª®¬¯ìîâ¥à¥, ª®â®àë© ®¯¥à¨àã¥â á − ª®¯«¥−−ë¬
¤® á¨å ¯®à ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬ §− −¨¥¬, ¯à®£à ¬¬  ú„¨ää¥à¥−-
æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨á«¥−¨¥û § ¢¥¤®¬® −¥ á®áâ ¢«ï¥â ç áâì ¥£® ®¯¥à -
æ¨®−−®© á¨áâ¥¬ë ¨, áâ «® ¡ëâì, − å®¤¨âáï −  ¡®«¥¥ ¢ëá®ª®¬
¯® áà ¢−¥−¨î á ¯à¨¬¨â¨¢−ë¬ (á¬. ¢ëè¥) ãà®¢−¥. �â® ®§− ç ¥â,
çâ® ¯®áâà®¥−−ë¥ −  ¥£® ®á−®¢¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ®¡à §ë −¥«ì§ï
âà ªâ®¢ âì á«¨èª®¬ ¬ â¥à¨ «ì−®. ‡  −¨¬¨ á«¥¤ã¥â ®áâ ¢¨âì
â®â áâ âãá − ¨¢−®áâ¨, ® ª®â®à®¬ ¬ë £®¢®à¨«¨ ¢ëè¥. Š®−áâàãª-
â¨¢−®¥ ¤¨ää¥à¥−æ¨ «ì−®¥ ¨áç¨á«¥−¨¥, à §¢¨â®¥ ¢ à ¬ª å ª®−-
áâàãªâ¨¢−®© «®£¨ª¨, ¨««îáâà¨àã¥â, çâ® ¬®¦¥â ¯à®¨§®©â¨, ¥á«¨
¯à®¨£−®à¨à®¢ âì íâ® ¯à¥¤®áâ¥à¥¦¥−¨¥.
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