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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñïîðû î ñîäåðæàíèè îáðàçîâàíèÿ âåäóòñÿ, íàâåðíî, ñî âðåìåíè
âîçíèêíîâåíèÿ ïåðâûõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Â ïîñëåäíèå ãîäû â íà-
øåé ñòðàíå ýòè ñïîðû ïðèîáðåëè íîâîå çâó÷àíèå. Îíè ñâÿçàíû ñ îñ-
ëàáëåíèåì äèêòàòà ãîñóäàðñòâà â âîïðîñàõ îáÿçàòåëüíîñòè øêîëüíûõ
ïðîãðàìì è ïîÿâëåíèåì øêîë ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Îñòàâèì â ñòîðîíå
ñëîæíûé è âàæíûé âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè ìåæäó ãóìàíèòàðíûìè è
åñòåñòâåííûìè ïðåäìåòàìè â îáðàçîâàíèè, ñäåëàâ íåáîëüøóþ ðåïëè-
êó. Àâòîð ñ÷èòàåò, ÷òî âåäóùåå ïîëîæåíèå Ñîâåòñêîãî Ñîþçà â îáëàñ-
òè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, äîñòèãíóòîå â
1960-å ãã., áûëî îáóñëîâëåíî íàðÿäó ñ äðóãèìè ôàêòîðàìè è òåì, ÷òî
øêîëüíèêè ðåøàëè «àáñòðàêòíûå», «äàëåêèå îò æèçíè», «íåíóæ-
íûå» çàäà÷è, êîòîðûå ðàçâèâàëè èõ óìñòâåííûå ñïîñîáíîñòè. Çàêîí
áîëüøèõ ÷èñåë ïîçâîëÿë èç ìèëëèîíîâ ó÷åíèêîâ âûáðàòü íåñêîëüêî
òûñÿ÷ òåõ, ÷üè ñïîñîáíîñòè â ñîåäèíåíèè ñ áîëüøèìè êàïèòàëîâëî-
æåíèÿìè â ôèçèêó è êîñìîíàâòèêó îáåñïå÷èâàëè ïðåâîñõîäñòâî ñòðà-
íû â íàçâàííûõ îáëàñòÿõ. Áîëüøèíñòâî æå øêîëüíèêîâ ñâîè ïðè-
îáðåòåííûå çíàíèÿ ïî ìàòåìàòèêå, ôèçèêå, õèìèè òàê è íå èñïîëüçî-
âàëè. Êîíå÷íî, ÷åëîâåê áûñòðî çàáûâàåò òå çíàíèÿ, êîòîðûìè íå
ïîëüçóåòñÿ â ïîâñåäíåâíîé äåÿòåëüíîñòè, íî ñ íèì íàâñåãäà îñòàåòñÿ
åãî óìñòâåííîå ðàçâèòèå. Ïîýòîìó íåëüçÿ ãîâîðèòü î íèçêîì êîýôôè-
öèåíòå ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ èçó÷åíèÿ åñòåñòâåííûõ íàóê â øêîëå, ïîñ-
êîëüêó ýòî èçó÷åíèå ïîâûøàëî ñîîáðàçèòåëüíîñòü äåòåé, óðîâåíü èõ
ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ.

Ãëàâíîå ìàòåìàòè÷åñêîåì ñîáûòèå XX â. – ïîÿâëåíèå êîìïüþ-
òåðà. Áëàãîäàðÿ åìó ñòàëî âîçìîæíûì èññëåäîâàíèå êèáåðíåòè÷åñ-
êèõ, èëè áîëüøèõ, ñèñòåì, ðåøåíèå çàäà÷, ñîñòîÿùåå èç àíàëèçà îã-
ðîìíîãî ÷èñëà âàðèàíòîâ è âûáîðà èç íèõ ëó÷øåãî. Åñëè äî 70-õ ãã.
ðàáîòà, ñâÿçàííàÿ ñ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêîé, áûëà äîñòàòî÷íî
ðåäêîé, òî ñ 1975 ã., â ñâÿçè ñ ïðîèçâîäñòâîì ïåðñîíàëüíûõ ÝÂÌ
îíà ïåðåñòàëà áûòü ýêçîòè÷åñêîé. Íå ñëó÷àéíî êîìïàíèè IBM,
Microsoft, Intel, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêîé, âîøëè â
÷èñëî êðóïíåéøèõ êîìïàíèé ìèðà êàê ïî îáîðîòó äåíåæíûõ
ñðåäñòâ, òàê è ïî ÷èñëó ðàáîòàþùèõ ñïåöèàëèñòîâ.

Ê ñîæàëåíèþ, ñòðàíû ÑÍÃ îêàçàëèñü â ñòîðîíå îò êîìïüþòåð-
íîãî ïðîãðåññà. Åñòü ëè âîçìîæíîñòü ïîïàñòü íà ìàãèñòðàëüíûé
ïóòü ðàçâèòèÿ? Ïðîôåññîð Ð. Ô. Àáäååâ, íàïðèìåð, óáåæäåí, ÷òî
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îíà ñóùåñòâóåò. Îí ïèøåò: «Ñåé÷àñ äëÿ ýòîãî îòêðûâàåòñÿ áëàãîï-
ðèÿòíàÿ âîçìîæíîñòü: èç-çà çíà÷èòåëüíîãî ðîñòà ìîùíîñòåé ÝÂÌ
íàìå÷àåòñÿ êàðäèíàëüíàÿ çàìåíà ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Òðå-
áóþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûå èäåè, íîâàÿ ìàòåìàòèêà, ñâåæèå àë-
ãîðèòìû – ó îòå÷åñòâåííûõ êîìïüþòåðùèêîâ ïîÿâëÿåòñÿ øàíñ íàé-
òè ìåñòî â êðóïíåéøåé ìèðîâîé èíäóñòðèè ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà»
[1, ñ. 75]. Íî ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè áóäó-
ùèõ ñïåöèàëèñòîâ íà÷íóò ãîòîâèòü óæå â ñðåäíåé øêîëå.

Ìàòåìàòèêà çà ïîñëåäíèå ãîäû ñóùåñòâåííî èçìåíèëàñü. Èí-
òåíñèâíî ðàçâèâàþòñÿ åå äèñêðåòíûå ðàçäåëû. Îíà ñòàëà áîëåå àë-
ãîðèòìèçèðîâàííîé, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ åå îá-
ëàñòÿõ èñïîëüçóåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà. «Òîëüêî â ìàòåìà-
òè÷åñêîì îáðàçîâàíèè ïåðåìåí ïî÷òè íå âèäíî. Â îáùèõ êóðñàõ
àëãîðèòìè÷åñêèå âîïðîñû çàòðàãèâàþòñÿ ïðèìåðíî â òîé æå ìåðå,
êàê 20 ëåò íàçàä. Ñëîæíîñòíûå àñïåêòû àëãîðèòìîâ îáû÷íî âîâñå
èãíîðèðóþòñÿ. Îáëàñòè ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè â ïðîãðàììå îáó-
÷åíèÿ ñóùåñòâóþò êàê áû îòäåëüíî â äîïîëíåíèå ê îñíîâíîìó êóð-
ñó èëè âîâñå îòñóòñòâóþò. Ãîñïîäñòâóþùàÿ òî÷êà çðåíèÿ, âèäèìî,
òàêîâà: â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü êëàññè÷åñêóþ ìà-
òåìàòè÷åñêóþ ïîäãîòîâêó, îñòàëüíîå ïðèëîæèòñÿ. Ñòûêîâêà ìàòå-
ìàòèêè è èíôîðìàòèêè ïðàêòè÷åñêè íå ïðîèñõîäèò» [200, ñ. 122].

Íîâûå òðåáîâàíèÿ ê îáó÷åíèþ ìàòåìàòèêå ïðåäúÿâëÿåò è èçó-
÷åíèå â øêîëàõ è âóçàõ èíôîðìàòèêè, òåîðåòè÷åñêîé îñíîâîé êîòî-
ðîé ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. Ê ñîæàëåíèþ, ïî ìíåíèþ àâ-
òîðà, â øêîëå â ñèëó ðàçëè÷íûõ ïðè÷èí èçó÷àåòñÿ â îñíîâíîì íåï-
ðåðûâíàÿ ìàòåìàòèêà è íåäîñòàòî÷íîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
äèñêðåòíîé, ñóùåñòâóåò åå íåäîîöåíêà. Ìàëî ìåñòà îòâåäåíî äèñ-
êðåòíîé ìàòåìàòèêå è â ðàçðàáàòûâàåìûõ íîâûõ ïðîãðàììàõ [174].

Ïðèìåðíî òàêîå æå ïîëîæåíèå è â Ðîññèè. Â ïðîåêòå «Êîíöåï-
öèÿ ñòðóêòóðû è ñîäåðæàíèÿ îáùåãî ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ (â 12-é
øêîëå)» â êà÷åñòâå îäíîãî èç îñíîâíûõ áëîêîâ âûäåëåí «Àíàëèç
äàííûõ». Èç äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â íåì ïðåäïîëàãàåòñÿ òîëüêî
«ïîäãîòîâêà â îáëàñòè êîìáèíàòîðèêè ñ öåëüþ ñîçäàíèÿ àïïàðàòà
äëÿ ðåøåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ çàäà÷ è ëîãè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ó÷àùèõ-
ñÿ» [95, ñ. 16]. Îòìå÷àÿ ðîëü äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ïðè ñîçäàíèè
ìîäåëåé â ãóìàíèòàðíûõ íàóêàõ, àâòîðû ïðîåêòà áåçîñíîâàòåëüíî
óòâåðæäàþò: «Â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ ãëàâíóþ ðîëü èãðàþò â íàñ-
òîÿùåå âðåìÿ êîëè÷åñòâåííûå îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ è ñî-
îòâåòñòâåííûå êîëè÷åñòâåííûå ìîäåëè, äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîòîðûõ
íåîáõîäèìû òðàäèöèîííûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè, íàðÿäó ñ íà÷àëà-
ìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ýëåìåíòàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè» [95, ñ. 18]. Íî åñëè ýòî âåðíî, òî ïî÷å-
ìó æå íå ó÷èòûâàþòñÿ ïîòðåáíîñòè áóäóùèõ ãóìàíèòàðèåâ â äèñ-
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êðåòíîé ìàòåìàòèêå, êîòîðàÿ çäåñü æå ïðèçíàíà? Íå âñå ñïåöèà-
ëèñòû ñîãëàñíû ñ ïðèâåäåííûìè â ïðîåêòå ïîëîæåíèÿìè. Òàê, â ðà-
áîòå À. È. Íîâèêîâà «Ê âîïðîñó î ðåôîðìå ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ» óêàçûâàåòñÿ íà ïðåóâåëè÷åíèå ðîëè âåðîÿòíîñòíûõ
ìåòîäîâ è ïðåäëàãàåòñÿ «âîññòàíîâèòü â ïðîãðàììå ïî ìàòåìàòèêå
(â áàçîâîì êîìïëåêñå) òàêèå ðàçäåëû, êàê „Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñ-
êîé èíäóêöèè“, „Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè“ è ââåñòè ðàçäåë „Ýëå-
ìåíòû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ“» [145, ñ. 4].

Ôàêòè÷åñêîå îòñóòñòâèå äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â øêîëüíîé
ïðîãðàììå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ó ó÷àùèõñÿ ïëîõî ôîðìèðóåòñÿ
äèñêðåòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ìûøëåíèå. Êîñâåííûì ïîäòâåðæäåíè-
åì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ëåãêàÿ äèñêðåòíàÿ çàäà÷à: «Â øàõìàòíîì
òóðíèðå áûëî ñûãðàíî 45 ïàðòèé. Îïðåäåëèòå ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ
òóðíèðà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé ó÷àñòíèê ñûãðàë ñ êàæäûì ïî
îäíîé ïàðòèè», êîòîðàÿ î÷åíü ïðîñòî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ,
îòíåñåíà â ó÷åáíèêå àëãåáðû äëÿ 8 êëàññà [118, ñ. 137] ê çàäà÷àì
ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè.

Â øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ, îñîáåííî äëÿ ìëàäøèõ êëàññîâ, çàäà÷è
íà ñîîáðàçèòåëüíîñòü, êîòîðûå òðåáóþò íåñòàíäàðòíîãî ïîäõîäà,
âñòðå÷àþòñÿ ðåäêî. À âåäü ýòî ñàìîå áëàãîïðèÿòíîå âðåìÿ äëÿ ðàçâè-
òèÿ ñîîáðàçèòåëüíîñòè. Â êà÷åñòâå èñêëþ÷åíèÿ ìîæíî íàçâàòü ó÷åá-
íèêè àâòîðñêèõ êîëëåêòèâîâ, âîçãëàâëÿåìûõ Ø. À. Àëèìîâûì,
Í. ß. Âèëåíêèíûì, Ò. Ì. ×åáîòàðåâñêîé [4, 38, 39, 67, 82, 191].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîãðàììà ïî ìàòåìàòèêå ñòàðøåé øêî-
ëû (9–11 êëàññû) â ÑØÀ ñîäåðæèò áîëüøîé ðàçäåë äèñêðåòíîé ìà-
òåìàòèêè, âêëþ÷àþùèé ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ è àëãîðèòìîâ,
ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [197]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñåð-
òèôèêàòà ó÷èòåëÿ íåîáõîäèìà ñäà÷à òåñòîâ, ñîäåðæàùèõ âîïðîñû è
çàäà÷è ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå [198].

Îáñóæäåíèþ âîïðîñîâ îáó÷åíèÿ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è ïîñ-
âÿùåíà ýòà êíèãà. Â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê òåîðåòè÷åñêèå, òàê è
ïðàêòè÷åñêèå àñïåêòû îáó÷åíèÿ, ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäè-
÷åñêèå ïðèåìû.
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ÃËÀÂÀ 1

ÈÑÒÎÐÈÊÎ-ÔÈËÎÑÎÔÑÊÈÅ ÀÑÏÅÊÒÛ
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÉ

È ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà – îáëàñòü ìàòåìàòèêè, çàíèìàþùàÿñÿ
èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ñòðóêòóð êîíå÷íîãî õàðàêòåðà. Â îòëè÷èå îò
äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè êëàññè÷åñêàÿ, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàåò
íåïðåðûâíûå îáúåêòû. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà èìååò ñâîè ìåòîäû
èññëåäîâàíèÿ, ñïåöèôèêà êîòîðûõ îáóñëîâëèâàåòñÿ â îñíîâíîì îò-
êàçîì îò ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè. Äåëåíèå ìàòåìàòèêè íà íåïðå-
ðûâíóþ è äèñêðåòíóþ âî ìíîãîì óñëîâíî. «Äèàëåêòèêà ðàññìàòðè-
âàåìûõ ïðîòèâîïîëîæíîñòåé âíîñèò âàæíûé âêëàä â îáùóþ ãàðìî-
íèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîçíàíèÿ, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ íå â
ñèììåòðè÷åñêîì ñèíòåçå ïðîòèâîïîëîæíîñòåé, à â ðàçðåøåíèè ïðî-
òèâîðå÷èé ìåæäó áåäíûì, îòâëå÷åííî-àáñòðàêòíûì, ôîðìàëèçî-
âàííûì è æèçíåííûì, áîãàòûì, ñîäåðæàòåëüíûì» [88, ñ. 72].

Ðåàëüíûé ìèð, â ñóùíîñòè, ïðîòèâîðå÷èâ: îí ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé åäèíñòâî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí – äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâ-
íîãî, êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî è ò. ä. Åñòåñòâåííî, ÷òî ìàòåìàòè-
êà, èçó÷àþùàÿ êîëè÷åñòâåííûé àñïåêò ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëü-
íîñòè, òàêæå äîëæíà îòðàæàòü ýòó ïðîòèâîðå÷èâîñòü. «×åðåç âñþ
èñòîðèþ ìàòåìàòèêè òàê æå, êàê ÷åðåç âñå ôèëîñîôñêèå ðàññóæäå-
íèÿ î ïðèðîäå, ïðîõîäèò, êàê èçâåñòíî, ðàçëè÷èå ìåæäó äèñêðåò-
íîé âåëè÷èíîé àðèôìåòèêè è íåïðåðûâíîé âåëè÷èíîé ãåîìåò-
ðèè», – ïèñàë âåëèêèé ìàòåìàòèê Ô. Êëåéí [86, ñ. 434]. Íåïðåðûâ-
íîñòü è îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðåäïîñûëêîé âîç-
íèêíîâåíèÿ êîíòèíóàëüíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, à åãî ðàçðûâ-
íîñòü è íåîäíîðîäíîñòü – äèñêðåòíûõ ðàçäåëîâ. Êðèòèêóÿ ïîïûòêè
ïðîòèâîïîñòàâëåíèÿ íåïðåðûâíîãî äèñêðåòíîìó è ïîïûòêè ñâåäå-
íèÿ èõ äðóã ê äðóãó, Ãåãåëü óòâåðæäàë: «Âçÿòûå ñî ñòîðîíû îäíîé
òîëüêî äèñêðåòíîñòè, ñóáñòàíöèÿ, ìàòåðèÿ, ïðîñòðàíñòâî, âðåìÿ
è ò. ä. áåçóñëîâíî ðàçäåëåíû; èõ ïðèíöèïîì ñëóæèò „îäíî“. Âçÿòîå
æå ñî ñòîðîíû íåïðåðûâíîñòè, ýòî „îäíî“ åñòü ëèøü íå÷òî ñíÿòîå;
äåëåíèå îñòàåòñÿ äåëèìîñòüþ, îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü äåëèòü êàê
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âîçìîæíîñòü, íèêîãäà â äåéñòâèòåëüíîñòè íå ïðèâîäÿùàÿ ê ýòî-
ìó… Òàê êàê êàæäàÿ èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ñîäåðæèò â
ñàìîé ñåáå äðóãóþ è íè îäíó èç íèõ íåëüçÿ ìûñëèòü áåç äðóãîé, òî
ñëåäóåò, ÷òî íè îäíî èç ýòèõ îïðåäåëåíèé, îòäåëüíî âçÿòîå, íå èñ-
òèííî, à èñòèííî ëèøü èõ åäèíñòâî» [50, ñ. 271].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî è â òåîðèè ïîçíàíèÿ ñóùåñòâóåò ñâîé
«ëîãè÷åñêèé àòîìèçì», èäåè êîòîðîãî íàèáîëåå ïîëíî âûðàæåíû
Ë. Âèòãåíøòåéíîì [40], ñîãëàñíî êîòîðîìó ñóùåñòâóþò «àòîìû
çíàíèÿ», è âåñü ìèð ìîæåò áûòü îïèñàí ëîãè÷åñêèìè ïðåäëîæåíèÿ-
ìè, ñîñòàâëåííûìè èç ýòèõ àòîìîâ.

Ðàññìàòðèâàÿ âçàèìîäåéñòâèå äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî â
ïðîöåññå íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ, ñîâåòñêèé ôèëîñîô È. Á. Íîâèê âûñ-
êàçàë òåçèñ î ïóëüñèðóþùåì õàðàêòåðå ïðîòèâîðå÷èÿ ïðåðûâíîñòè
è íåïðåðûâíîñòè êàê óñëîâèè àêêóìóëÿöèè çíàíèé. «Â ðåàëüíîì
áûòèè íè ïðåðûâíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íîé ïî îòíîøåíèþ ê íåï-
ðåðûâíîñòè, íè íåïðåðûâíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íîé ïî îòíîøå-
íèþ ê ïðåðûâíîñòè. Îäíàêî â ëîãè÷åñêîì ïðîöåññå ïîçíàíèÿ íà
êàæäîì åãî ýòàïå ýòè ïðîòèâîïîëîæíîñòè îêàçûâàþòñÿ íåðàâíîç-
íà÷íûìè: òî îäíà, òî äðóãàÿ ñòîðîíû ïðîòèâîðå÷èÿ ÿâëÿþòñÿ ìåòî-
äè÷åñêè âåäóùèìè... Â íàó÷íîì ïîçíàíèè ïðîèñõîäèò êàê áû ïåðå-
ëèâ ôîðì îáúåäèíåíèÿ ïðåðûâíîñòè è íåïðåðûâíîñòè» [143, c. 17].
Âîïðîñû âçàèìîîòíîøåíèÿ íåïðåðûâíîñòè è äèñêðåòíîñòè â ìàòå-
ìàòèêå ðàññìàòðèâàëèñü Ì. Ä. Àõóíäîâûì, Â. Ñ. Ãîòòîì è
Ô. Â. Íåäçåëüñêèì, À. Ôðåíêåëåì è È. Áàð-Õèëëåëîì [13, 58,
186], ïîïóëÿðíîå èçëîæåíèå íåêîòîðûõ àñïåêòîâ ýòîãî âçàèìîîò-
íîøåíèÿ ïðåäëîæåíî Ñ. Áàððîì [15]. Ðàçâèòèþ àòîìèñòè÷åñêèõ
ïðåäñòàâëåíèé â ôèëîñîôèè è åñòåñòâîçíàíèè ïîñâÿùåíà êíèãà
Â. Ï. Çóáîâà [76].

Îáðàòèìñÿ ê èñòîêàì ÷åëîâå÷åñêîãî îáùåñòâà. «Ìû îáíàðó-
æèì â ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè äâå îáùèå è âçàèìíî ïðîòè-
âîïîëîæíûå ôîðìû ñóùåñòâîâàíèÿ: äèñêðåòíîñòü è íåïðåðûâ-
íîñòü, îòäåëüíûå ïðåäìåòû, ïåðåñòàþùèå áûòü ñàìèìè ñîáîé, åñëè
èõ äåëèòü íà ÷àñòè, è òàêèå ïðåäìåòû è ñðåäû, êîòîðûå íå ðàçäåëå-
íû íà ÷àñòè, íî äîñòàòî÷íî ëåãêî äåëÿòñÿ, íå ïåðåñòàâàÿ áûòü òåì
æå ñàìûì. Ýòè îáùèå ôîðìû âîçíèêàëè â äåÿòåëüíîñòè äðåâíèõ
ëþäåé â âèäå, íàïðèìåð, òîïîðîâ è ñòðåë, äåëèòü êîòîðûå çíà÷èëî
ëîìàòü, è â âèäå âîäû èëè çåðíà â åãî ìàññå, êîòîðûå ëåãêî äåëèòü»
[3, ñ. 64–65].

Çàðîæäåíèå ìàòåìàòèêè ïðîèñõîäèëî â ñàìîì íà÷àëå ôîðìèðî-
âàíèÿ ÷åëîâå÷åñòâà, êîãäà îíî íàõîäèëîñü íà íèçøåé ñòóïåíè ðàç-
âèòèÿ. Ðóññêèé ìàòåìàòèê Â. Â. Áîáûíèí ñ÷èòàë, ÷òî ïîñêîëüêó
ïåðâîáûòíûé ÷åëîâåê îáû÷íî âûõâàòûâàë îäèí ïðåäìåò èç ìíî-
æåñòâà, òî îí ïîñòåïåííî ñòàë ðàçëè÷àòü ïîíÿòèÿ «åäèíèöà» è
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«ìíîãî» [23]. Â äàëüíåéøåì â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ îïðåäåëÿòü
êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ ïîÿâèëèñü è äðóãèå ÷èñëà. Ïåðâî-
áûòíàÿ ìàòåìàòèêà áûëà äèñêðåòíîé. Â ýòî æå âðåìÿ ïðîèñõîäèò è
ïåðâîå ñîïðèêîñíîâåíèå íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî: íåïðåðûâ-
íîå ðàññòîÿíèå èçìåðÿåòñÿ øàãàìè. Ñëåäóþùåå òàêîå âçàèìîäåé-
ñòâèå ïðîèñõîäèò ïðè ïîÿâëåíèè ïîíÿòèÿ äðîáè. Îíà, ÿâëÿÿñü îò-
íîøåíèåì öåëûõ ÷èñåë, íå ìîãëà âîçíèêíóòü ïðè èõ äåëåíèè, ïîñ-
êîëüêó öåëûå ïðåäìåòû (òîïîðû, ñòðåëû è ò. ä.) íåâîçìîæíî áûëî
äåëèòü áåç ðàçðóøåíèÿ. Äðîáè âîçíèêàëè ïðè èçìåðåíèè íåïðå-
ðûâíûõ âåëè÷èí: äëèíû, ïëîùàäåé, îáúåìîâ.

Ìàòåìàòèêà ñòðàí Äðåâíåãî Âîñòîêà íîñèëà â îñíîâíîì ïðè-
êëàäíîé õàðàêòåð è ñëóæèëà äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Òà-
êèìè ÿâëÿëèñü, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è çàðîæäàþùåéñÿ àñòðîíîìèè,
ñâÿçàííûå ñ äâèæåíèåì íåáåñíûõ òåë. Ïðè ðàñ÷åòå òðàåêòîðèé è
ïåðèîäîâ îáðàùåíèÿ òåë ñîñòàâëÿëèñü ðàçëè÷íûå òàáëèöû, ò. å.
ïðîèñõîäèëà çàìåíà íåïðåðûâíîãî äâèæåíèÿ åãî äèñêðåòíûìè àíà-
ëîãàìè. Êíèãè (ïàïèðóñû, ãëèíÿíûå òàáëè÷êè), äîøåäøèå äî íàñ ñ
òåõ âðåìåí, ñîäåðæàò, êàê ïðàâèëî, ðàçëè÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå
ïðèåìû áåç äîêàçàòåëüñòâ èõ ñïðàâåäëèâîñòè. Îäíàêî â ýòèõ èñòî÷-
íèêàõ èíîãäà âñòðå÷àþòñÿ è çàäà÷è, äàëåêèå îò ïðàêòè÷åñêîãî èñ-
ïîëüçîâàíèÿ. Òàê, â III â. í. ý. êèòàéñêèé ìàòåìàòèê Ëþ Õóýé àï-
ïðîêñèìèðîâàë ñíèçó ïëîùàäü êðóãà ïëîùàäÿìè âïèñàííûõ ìíî-
ãîóãîëüíèêîâ, ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóÿ íàèâíîå ïîíÿòèå ïðåäåëà.
Ýòî ïîçâîëèëî åìó äîñòàòî÷íî òî÷íî îïðåäåëèòü ÷èñëî �. Â ñî÷èíå-
íèÿõ êèòàéñêèõ ìàòåìàòèêîâ ìîæíî íàéòè è òàêèå ýëåìåíòû äèñ-
êðåòíîé ìàòåìàòèêè, êàê êîìáèíàòîðèêà è ðåøåíèå ëèíåéíûõ
ñðàâíåíèé.

Ìàòåìàòèêà Äðåâíåé Ãðåöèè òàêæå ñëóæèëà äëÿ ðåøåíèÿ ïîâ-
ñåäíåâíûõ çàäà÷. Â òî æå âðåìÿ â ñèëó íàêîïëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
çíàíèé, ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ôàêòîâ è
ïðèåìîâ ìàòåìàòèêà ïåðåõîäèò â êà÷åñòâåííî íîâûé ïåðèîä ñâîåãî
ðàçâèòèÿ: îíà ñòàíîâèòñÿ íàóêîé. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî âðåìåíè ìîæíî
óæå ãîâîðèòü î âçàèìîñâÿçè íåïðåðûâíîé è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.

Îñíîâàíèåì äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ÿâëÿ-
ëèñü ïðîèñõîäÿùèå â ïðèðîäå íåïðåðûâíûå ïðîöåññû. Àðèñòîòåëü
â IV â. äî í. ý. ðàññìàòðèâàë äâå êàòåãîðèè âåëè÷èí: «ðàçäåëüíûå»,
â êîòîðûå âõîäÿò ÷èñëà, è «ñïëîøíûå», ñîäåðæàùèå äëèíó, ïëî-
ùàäè, îáúåìû. Îí ïðîòèâîïîñòàâëÿë äèñêðåòíóþ ïðèðîäó ÷èñåë
íåïðåðûâíîìó èçìåíåíèþ íàáëþäàåìûõ â ïðèðîäå âåëè÷èí. Àðèñ-
òîòåëü òàê îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíîñòü: «ß ãîâîðþ î íåïðåðûâíîì â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöà êàæäîé èç äâóõ âåùåé, ïî êîòîðîé îíè
ñîïðèêàñàþòñÿ è êîòîðàÿ èõ ñâÿçûâàåò âìåñòå, ñòàíîâèòñÿ îäíîé è
òîé æå; òàê ÷òî ÿñíî, ÷òî íåïðåðûâíîñòü èìååòñÿ òàì, ãäå åñòåñòâåí-
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íî îáðàçóåòñÿ ÷òî-òî îäíî áëàãîäàðÿ ñîïðèêàñàíèþ... Ïîýòîìó òî÷-
êà – íå òî æå ñàìîå, ÷òî åäèíèöà, èáî òî÷êàì ñâîéñòâåííî ñîïðèêà-
ñàòüñÿ, à åäèíèöàì íåò, îíè ëèøü èäóò ïîäðÿä; è ìåæäó òî÷êàìè
áûâàåò ÷òî-òî â ïðîìåæóòêå, à ìåæäó åäèíèöàìè íåò» [8]. Â òî æå
âðåìÿ îí ïèøåò: «Íåâîçìîæíî, ÷òîáû ÷òî-ëèáî íåïðåðûâíîå ñîñòî-
ÿëî èç íåäåëèìûõ ÷àñòåé, íàïðèìåð ëèíèÿ èç òî÷åê, åñëè ëèíèÿ
íåïðåðûâíà, à òî÷êà íåäåëèìà» [9, ñ. 179], è «êàê ìîãóò òî÷êè îòäå-
ëèòüñÿ è îñâîáîäèòüñÿ îò ñâîèõ òåë, åñëè ëèíèè íåðàçäåëèìû íà
òî÷êè?» [9, ñ. 387]. Àðèñòîòåëü ïðèçûâàåò îòëè÷àòü ãåîìåòðèþ, íà-
óêó î íåïðåðûâíûõ âåëè÷èíàõ, îò àðèôìåòèêè, íàóêè î äèñêðåò-
íûõ âåëè÷èíàõ, è òðåáîâàë íå ñìåøèâàòü ýòè íàóêè. Ïðåäñòàâëå-
íèÿ, áëèçêèå ê ïðåäñòàâëåíèÿì Àðèñòîòåëÿ, ñîõðàíèëèñü íà ïðîòÿ-
æåíèè ìíîãèõ âåêîâ.

Â ìàòåìàòèêå âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ àáñòðàêöèè, íå èìåþùèå
îïîðû â ïîâñåäíåâíîì îïûòå è, êàçàëîñü áû, ïðîòèâîðå÷àùèå åìó.
Öåëûõ ÷èñåë äëÿ èçìåðåíèÿ äëèíû îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî, è
âñëåäñòâèå ýòîãî ïîÿâëÿþòñÿ äðîáè, ò. å. ðàçâèòèå ïîíÿòèÿ î ÷èñëå
íà÷èíàåòñÿ ñ âçàèìîäåéñòâèÿ íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî. Ðàöèî-
íàëüíûìè äðîáÿìè ïîëüçîâàëèñü ìàòåìàòèêè øêîëû Ïèôàãîðà â
VI â. äî í. ý., èõ ìàòåìàòèêà èìåëà äèñêðåòíûé õàðàêòåð. Îòêðû-
òèå íåñîèçìåðèìîñòè îòðåçêîâ ïðèâåëî ê êðèçèñó â ìàòåìàòèêå.
Ïèôàãîðèéöû ñäåëàëè âûâîä î íåâîçìîæíîñòè òî÷íîãî âû÷èñëå-
íèÿ äëèíû. Îíè âïëîòíóþ ïîäîøëè ê îòêðûòèþ èððàöèîíàëüíûõ
÷èñåë, íî ïîñëåäíèé øàã íå áûë ñäåëàí. Ìàòåìàòèêè ïåðåøëè íà
ñòîðîíó íåïðåðûâíîãî, â ðåçóëüòàòå ìàòåìàòèêà ñòàëà ñòðîèòüñÿ íà
ãåîìåòðè÷åñêîé îñíîâå.

Îäíàêî ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé äëÿ ðåøåíèÿ
ïîäîáíûõ ïðîáëåì íåîáõîäèìî áûëî èñïîëüçîâàòü áåñêîíå÷íûå è
íåïðåðûâíûå ïðîöåññû, ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû. Ðàçâèòèå äðåâíåã-
ðå÷åñêîé ìàòåìàòèêè íå ïîçâîëÿëî ñäåëàòü ýòî, õîòÿ íåêîòîðûå
ó÷åíûå óæå ïðåäïðèíÿëè ïåðâûå øàãè â íóæíîì íàïðàâëåíèè.

Àíàêñîãîð â V â. äî í. ý. âïåðâûå ââåë â ìàòåìàòèêó ïîíÿòèå ïî-
òåíöèàëüíî áåñêîíå÷íî ìàëîãî è ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íî áîëüøîãî.
Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü åìó àòîìèñòû ðàññìàòðèâàëè «íåäåëèìûå» âå-
ëè÷èíû, ò. å. òàêèå, êîòîðûå õîòü è î÷åíü ìàëû, íî íå áåñêîíå÷íî ìà-
ëû. Òàê, Äåìîêðèò ñâîäèë íåïðåðûâíîå ê äèñêðåòíîìó. Òî÷êè îí
ïðåäñòàâëÿë êàê àòîìû ïðîñòðàíñòâà, èìåþùèå ìàëûé, íî êîíå÷íûé
îáúåì. Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå áûëî åñòåñòâåííûì äëÿ òîãî âðåìåíè:
âåäü ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû åùå íå îòðûâàþòñÿ îò ðåàëüíûõ òåë, à
ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå ìûñëÿòñÿ ñîñòîÿùèìè èç àòîìîâ, òî Äåìîêðèò
ñ÷èòàë ñîñòîÿùèìè èç àòîìîâ è ôèãóðû. Îí âû÷èñëèë îáúåì êîíóñà,
ïðåäñòàâëÿÿ åãî êàê îáúåäèíåíèå àòîìíûõ ñëîåâ. Â ýòîì âèäÿòñÿ áó-
äóùèå ïðèåìû èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Îäíîâðåìåííî Äåìîêðèò

9



âûñêàçàë èäåþ î òîì, ÷òî îòíîøåíèå ìàëûõ îòðåçêîâ ïóòè ê ïðîìå-
æóòêàì âðåìåíè èõ ïðîõîæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì, ò. å.
ðàññìàòðèâàë ïîíÿòèå, áëèçêîå ê ïðîèçâîäíîé.

Â ýòî æå âðåìÿ ïîÿâèëèñü àïîðèè Çåíîíà Ýëåéñêîãî, ò. å. ëîãè-
÷åñêèå ïàðàäîêñû, ñâÿçàííûå ñ ïîïûòêàìè ïîëó÷àòü íåïðåðûâíûå
âåëè÷èíû ñ ïîìîùüþ îáúåäèíåíèÿ âåëè÷èí áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Äâå
àïîðèè (î íåâîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ, ïîñêîëüêó äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïðîéòè ïóòü, íóæíî ïðîéòè åãî ïîëîâèíó, à äëÿ ýòîãî ïðîéòè ïîëî-
âèíó ïîëîâèíû è ò. ä.; î íåâîçìîæíîñòè Àõèëëà äîãíàòü ÷åðåïàõó,
ïîñêîëüêó â òîò ìîìåíò, êîãäà îí äîéäåò äî ìåñòà, ãäå ÷åðåïàõà áû-
ëà ðàíüøå, îíà áóäåò íàõîäèòüñÿ â íîâîì ìåñòå) áûëè íàïðàâëåíû
ïðîòèâ âîçìîæíîñòè áåñêîíå÷íîé äåëèìîñòè. «Çåíîí ïûòàëñÿ îò-
ðèöàòü ñóùåñòâîâàíèå äâèæåíèÿ. Àðèñòîòåëü íå íàìåðåâàëñÿ â
ïðîòèâîâåñ åìó äîêàçûâàòü, ÷òî äâèæåíèå ñóùåñòâóåò. Äâèæåíèå –

â ýòîì îí áûë óáåæäåí – íå òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâ. Îíî åñòü íåîñïî-
ðèìûé ôàêò. Àðèñòîòåëü õîòåë ïîêàçàòü èíîå: ëèøü ïðåäïîëàãàÿ
ñóùåñòâîâàíèå íåäåëèìûõ, ïðèõîäÿò ê îòðèöàíèþ äâèæåíèÿ, ò.å. ê
êîíôëèêòó ñ î÷åâèäíîñòüþ. Âûâîäû Çåíîíà ïðàâèëüíû ëèøü ïðè
îïðåäåëåííûõ ïðåäïîñûëêàõ: äà, åñëè ñóùåñòâóþò íåäåëèìûå,
äâèæåíèå íåâîçìîæíî. Íî äâèæåíèå åñòü, ñëåäîâàòåëüíî, íåäåëè-
ìûõ íåò» [75, ñ. 125].

Ýòè ïàðàäîêñû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ñòðîãèõ äîêàçàòåëüñòâ íåäîñ-
òàòî÷íî èñïîëüçîâàòü íàèâíûå àòîìèñòè÷åñêèå âçãëÿäû è âìåñòå ñ
ñóæäåíèÿìè î íåïðåðûâíîñòè è áåñêîíå÷íî ìàëûõ íóæíî êàê-òî
èñïîëüçîâàòü ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû.

Îäíèì èç ñàìûõ ðàííèõ ìåòîäîâ ïîäîáíîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ìå-
òîä âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäåé êðèâîëèíåéíûõ ôèãóð, ðàçðàáîòàííûé
â V â. äî í. ý. Àíòèôîíòîì. Ýòîò ìåòîä â äàëüíåéøåì áûë óñîâåð-
øåíñòâîâàí Åâäîêñîì è Åâêëèäîì è âîøåë â ëèòåðàòóðó ïîä íàçâà-
íèåì «ìåòîäà èñ÷åðïûâàíèÿ». Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëå-
íèÿ ïëîùàäè ôèãóðû â íåå âïèñûâàëàñü òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôèãóð, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ïëîùàäÿìè èññëåäóåìîé ôèãóðû è âïè-
ñàííîé ìîãëà áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Äàëåå äîêàçûâà-
ëàñü îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó ïëîùàäåé âïèñûâàåìûõ ôèãóð. Çàòåì
íàõîäèëñÿ ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòèõ ïëîùàäåé, â êàæäîì
ñëó÷àå ïîäòâåðæäàëàñü åãî åäèíñòâåííîñòü. Ýòîò ïðåäåë è ïðèíè-
ìàëñÿ çà ïëîùàäü ôèãóðû. Ôàêòè÷åñêè Åâäîêñ çàìåíèë íåïðåðûâ-
íóþ ôóíêöèþ ïëîùàäè âïèñûâàåìûõ ôèãóð íà åå îòäåëüíûå äèñ-
êðåòíûå çíà÷åíèÿ. Ïîäîáíûì îáðàçîì âû÷èñëÿëèñü äëèíà è îáúå-
ìû. Ìåòîä èñ÷åðïûâàíèÿ, ïîæàëóé, ïåðâûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ
äèñêðåòíûõ ðàññóæäåíèé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäåëüíûõ ïåðåõî-
äîâ. «Ïðèíöèï èñ÷åðïûâàíèÿ» Åâäîêñà, ïðèâîäèìûé Åâêëèäîì,
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé äèñêðåòíîãî ïîäõîäà ê ïîëó÷åíèþ

10



ñêîëü óãîäíî ìàëîé âåëè÷èíû: «Åñëè îò áîëüøåé èç äâóõ çàäàííûõ
íåðàâíûõ âåëè÷èí îòíèìàåòñÿ áîëüøå ïîëîâèíû è ýòî äåëàåòñÿ
ïîñòîÿííî, òî îñòàåòñÿ íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ áóäåò ìåíüøå
çàäàííîé ìåíüøåé âåëè÷èíû» [69, ñ. 102].

Ìåòîä èñ÷åðïûâàíèÿ áûë â àíòè÷íîé ìàòåìàòèêå îáùåóïîòðåáè-
òåëüíûì. Åãî, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàë Àðõèìåä äëÿ âû÷èñëåíèÿ
îáúåìîâ òåë âðàùåíèÿ. Àðõèìåä çàìåíÿë òåëî âðàùåíèÿ íà îáúåäèíå-
íèå êîíå÷íîãî ÷èñëà âïèñàííûõ è îïèñàííûõ öèëèíäðîâ, íàõîäèë
ñóììó èõ îáúåìîâ è ïîêàçûâàë, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ýòèìè îáúåìàìè
ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Ïî ñóùåñòâó, Àðõèìåä èñïîëüçîâàë
èíòåãðàëüíûå ñóììû Äàðáó, è åãî âìåñòå ñ Äåìîêðèòîì ïî ïðàâó
ìîæíî ñ÷èòàòü ïðåäøåñòâåííèêîì èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòðîãîñòü ìåòîäà èñ÷åðïûâàíèÿ áûëà íåïðåâ-
çîéäåííîé íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ âåêîâ. Âìåñòå ñ òåì ìåòîä îïè-
ðàëñÿ íà èíòóèòèâíûå ïîíÿòèÿ ïëîùàäè, äëèíû, îáúåìà, â íåì íå
îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ ïðåäåëà, èíòåãðàëà, áåñêîíå÷íîé ñóììû, íå
äîêàçàíû ìíîãèå èç èñïîëüçóåìûõ òåîðåì.

Â ïåðâûõ ñòîëåòèÿõ íîâîé ýðû ïðîèñõîäèò óïàäîê, à ïîòîì è
ïðåêðàùåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Ýòî ñâÿçàíî ñ ìíîãî-
÷èñëåííûìè âîéíàìè, íàøåñòâèåì âàðâàðîâ, óñèëåíèåì õðèñòèàí-
ñêîé ðåëèãèè, êîòîðàÿ ñ÷èòàëà íåíóæíûìè è äàæå âðåäíûìè âñÿ-
êèå íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ. Íî, íà÷èíàÿ ñ VII â., â Ñðåäíåé Àçèè è
íà Áëèæíåì Âîñòîêå îáðàçîâàëîñü íåñêîëüêî êðóïíûõ ãîñóäàðñòâ,
îôèöèàëüíûì ÿçûêîì êîòîðûõ ñòàë àðàáñêèé ÿçûê. Çäåñü ñòàëà
ðàçâèâàòüñÿ ìàòåìàòèêà, êîòîðàÿ âîáðàëà â ñåáÿ ëó÷øèå äîñòèæå-
íèÿ àíòè÷íîé ìàòåìàòèêè. Êðîìå òîãî, îíà èñïûòûâàëà âëèÿíèå
ìàòåìàòèêè Êèòàÿ è Èíäèè. Èç èíòåðåñóþùåãî íàñ âîïðîñà îòìå-
òèì èñïîëüçîâàíèå â XV â. àðàáñêèì ìàòåìàòèêîì àëü-Êàøè èòåðà-
öèîííûõ ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèíóñîâ ìàëûõ óãëîâ. Â ýòîì
ñëó÷àå âû÷èñëåíèå ñèíóñîâ ñâîäèëîñü ê äèñêðåòíîìó ïðîöåññó,
äëèòåëüíîñòü êîòîðîãî çàâèñåëà îò æåëàåìîé òî÷íîñòè âû÷èñëå-
íèé. Ïðîäîëæàëà ðàçâèâàòüñÿ ìàòåìàòèêà â Êèòàå è Èíäèè. Çàäà-
÷è àñòðîíîìèè âûçâàëè íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè èíòåðïîëÿöèîí-
íûõ ôîðìóë, êîòîðûå ïî äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè ñòðîèëè
åå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå. Ïðèìåðíî â 600 ã. Ëþ ×æî ïðèìåíèë
äëÿ èíòåðïîëÿöèè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí. Äîëãîå âðåìÿ òàêàÿ èí-
òåðïîëÿöèÿ óäîâëåòâîðÿëà àñòðîíîìîâ, íî â êîíöå XIII â. ôîðìóëó
êóáè÷åñêîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïðåäëîæèë Ãî Øîó-öçèíü. Â Åâðî-
ïå èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû ïîÿâèëèñü â XVII â.

Âîçðîæäåíèå ìàòåìàòèêè â Åâðîïå íà÷àëîñü â XIV â., õîòÿ íå-
êîòîðûå ðàáîòû ïîÿâëÿëèñü óæå â XII â. Ê ñåðåäèíå XIV â. îòíî-
ñèòñÿ «Òðàêòàò î êîíòèíóóìå» Áðàäâàðäèíà, ïîñâÿùåííûé ñîîòíî-
øåíèþ ìåæäó íåïðåðûâíûì è äèñêðåòíûì. Ó÷åíûé ïîäðîáíî ðàñ-
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ñìàòðèâàåò è àíàëèçèðóåò êîíöåïöèè, ñóùåñòâîâàâøèå ðàíåå è
ñóùåñòâóþùèå â åãî âðåìÿ. Îí ñïîðèò ñî ñòîðîííèêàìè äèñêðåòíîé
ãåîìåòðèè è ñòîðîííèêàìè èäåè àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè, îòñòàè-
âàåò êîíöåïöèþ Àðèñòîòåëÿ è åãî ñòîðîííèêîâ, êîòîðûå óòâåðæäà-
þò, ÷òî êîíòèíóóì ñîñòàâëÿåòñÿ íå èç àòîìîâ, à èç ÷àñòåé, êîòîðûå
äåëèìû áåç êîíöà. Àâòîð çàÿâëÿåò: «Âñå íàóêè îêàçûâàþòñÿ èñòèí-
íûìè, êîãäà íå ïðåäïîëàãàþò, ÷òî êîíòèíóóì ñîñòàâëÿåòñÿ èç íåäå-
ëèìûõ» [77, c. 430]. Ïîäîáíûõ âçãëÿäîâ ïðèäåðæèâàëèñü àëü-Ãà-
çàëè, Îðåì è äðóãèå. Â äàëüíåéøåì èäåè Áðàäâàðäèíà, êîòîðûé
ðàññìàòðèâàë ðåàëüíîñòü êàê «÷èñòóþ íåïðåðûâíîñòü», íàøëè ðàç-
âèòèå â òåîðèÿõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Î. Êîøè, Ð. Äåäåêèíäà,
Ê. Âåéåðøòðàññà.

Âîïðîñ î ñòðîåíèè êîíòèíóóìà áûë, ïîæàëóé, îñíîâíûì â ñðåä-
íåâåêîâîé ìàòåìàòèêå. Â îòëè÷èå îò ñòîðîííèêîâ Àðèñòîòåëÿ ôèíè-
òèñòû (Êýòòîí, Áîíåò, Íèêîëàé èç Îòðåêóëà è äðóãèå) ñ÷èòàëè, ÷òî
êîíòèíóóì ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåäåëèìûõ, à ïî ìíåíèþ Ðè-
ìèíè, Áàññîëÿ, – èç áåñêîíå÷íîãî. Ìíîãèå ìàòåìàòèêè ïðèçûâàëè
ðàçëè÷àòü ôèçè÷åñêóþ (ðåàëüíóþ) è ìàòåìàòè÷åñêóþ (ìûñëåííóþ)
äåëèìîñòè. Íàïðèìåð, Íèêîëàé Îðåì ïèñàë: «Äåëèìîå ãîâîðèòñÿ â
äâóõ ñìûñëàõ: â ñìûñëå ðåàëüíîãî ðàçäåëåíèÿ ÷àñòåé è â ñìûñëå ðàç-
ëè÷åíèÿ â óìå. È íå ñëåäóåò ïîëàãàòü, ÷òî âñÿêàÿ âåëè÷èíà (èëè âñÿ-
êèé êîíòèíóóì) äåëèìà ïåðâûì îáðàçîì, ïîòîìó ÷òî ôèçè÷åñêè íå-
âîçìîæíî ðàçäåëèòü íåáî òàê, êàê ðàçäåëÿþò ïîëåíî, îáîñîáëÿÿ îäíó
÷àñòü îò äðóãîé. Òàêæå, ðàçäåëÿÿ ïîëåíî, êàìåíü èëè äðóãîå ìàòåðè-
àëüíî ðàçðóøèìîå òåëî, ìîæíî äîéòè äî ñòîëü ìàëîé ÷àñòè, ÷òî åå
óæå íåëüçÿ áûëî ðàçäåëèòü áåç ðàçðóøåíèÿ ñóáñòàíöèè. Íàîáîðîò,
âñÿêèé êîíòèíóóì èëè âåëè÷èíà â ñìûñëå ðàçëè÷åíèÿ â óìå äåëèìû
íà ÷àñòè, âñåãäà äåëèìûå; òàê àñòðîíîìû äåëÿò íåáåñíûå êðóãè íà
ãðàäóñû, ãðàäóñû – íà ìèíóòû, ìèíóòû – íà ñåêóíäû, ñåêóíäû – íà
òåðöèè, äàëåå – íà êâàðòû è äàëåå – íà êâèíòû. È òàê ìîæíî â âîîáðà-
æåíèè ïðîäîëæàòü áåç êîíöà» [213, ñ. 189].

Âçãëÿäû Áðàäâàðäèíà ðàçâèë Áóðèäàí â òðàêòàòå «Î êîíòèíó-
óìå». Áóðèäàí, â ÷àñòíîñòè, ñ÷èòàë ãðàíèöåé òåëà ñêîëü óãîäíî
òîíêèé ñëîé, à íå ãåîìåòðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü. Èíòåðåñíî, ÷òî ïî-
äîáíûõ ïðåäñòàâëåíèé ïðèäåðæèâàëñÿ è Í. È. Ëîáà÷åâñêèé. Îí
ïèñàë, ÷òî îòäåëåíèå äâóõ òåë À è Â, êîòîðûå êàñàþòñÿ ïîâåðõíîñ-
òíî, íàõîäÿñü íà äâóõ ñòîðîíàõ ñå÷åíèÿ S, «äîëæíî ïðîèñõîäèòü ñ
ïîìîùüþ ïîñòóïàòåëüíûõ ñå÷åíèé S1, S2 ê S è ìîæåò ïðîäîëæàòü-
ñÿ, ïîêóäà äîõîäèì â äâóõ òåëàõ äî òîíêîñòè áóìàæíîãî ëèñòà èëè
êàê äàëåêî âîîáðàæåíèå â ñîñòîÿíèè ñëåäîâàòü åùå çà äåëåíèåì»
[115, ñ. 174–175]. Àíàëîãè÷íî, åñëè äâà òåëà «êàñàþòñÿ ëèíåéíî»,
òî ñëåäóåò äîâîäèòü ñå÷åíèÿ äî «òîíêîñòè âîëîñà èëè ÷åðòû íà áó-
ìàãå», à åñëè êàñàþòñÿ â òî÷êå – äî «ìàëîñòè ïåñ÷èíêè» [Òàì æå].
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Âçãëÿäîâ, áëèçêèõ ê âçãëÿäàì Áðàäâàðäèíà, Áóðèäàíà è Îðå-
ìà, ïðèäåðæèâàëñÿ è Ëåîíàðäî äà Âèí÷è. Îí ïèñàë: «Òî, ÷òî äåëè-
ìî àêòóàëüíî, äåëèìî è ïîòåíöèàëüíî, îäíàêî íå âñå âåëè÷èíû, äå-
ëèìûå ïîòåíöèàëüíî, áóäóò äåëèìû àêòóàëüíî»[111, c. 78]. Òåì íå
ìåíåå Ëåîíàðäî äà Âèí÷è íà ïðàêòèêå ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàë
íåäåëèìûå âåëè÷èíû. Òàê, ïðè èññëåäîâàíèè âûòåêàíèÿ âîäû èç
ñîñóäà îí çàìåíÿë âîäó ïðîñîì, ñäåëàâ ïðè ýòîì õàðàêòåðíîå çàìå-
÷àíèå: «È åñëè òû ñêàæåøü, ÷òî ýòîò îïûò íå õîðîø, ïîñêîëüêó âî-
äà ñàìà ïî ñåáå – âåëè÷èíà åäèíàÿ è íåïðåðûâíàÿ, à ïðîñî – äèñ-
êðåòíàÿ è ïðåðûâèñòàÿ, íà ýòî ÿ òåáå îòâå÷ó: ÿ õî÷ó ïîçâîëèòü ñåáå
òàêóþ âîëüíîñòü, îáùóþ ñ ìàòåìàòèêàìè, à èìåííî: ïîäîáíî òîìó,
êàê îíè äåëÿò âðåìÿ íà ãðàäóñû, ïðåâðàùàÿ åãî èç âåëè÷èíû íåïðå-
ðûâíîé â ïðåðûâíóþ, òàê è ÿ äåëàþ òî æå, ïðèðàâíèâàÿ ïðîñî èëè
ïåñîê ê âîäå» [111, ñ. 383].

Àòîìèñòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì ñëåäîâàë è Êàâàëüåðè: â ñâîåé
ãåîìåòðèè íåäåëèìûõ îí ïðåäñòàâëÿë íåïðåðûâíîå ñîñòîÿùèì èç
äèñêðåòíûõ, õîòÿ è áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí. Ìåòîäû Êàâàëüåðè
ïîçâîëÿëè åìó âû÷èñëÿòü ïëîùàäè è îáúåìû ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð.

Ëåéáíèö ñ÷èòàë, ÷òî «ñóùåñòâóþò íåäåëèìûå èëè íåïðîòÿæåí-
íûå ýëåìåíòû; èíà÷å íåâîçìîæíî áûòü íè íà÷àëó, íè êîíöó äâèæå-
íèÿ» [212, ñ. 68]. Äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ îí èñïîëüçóåò ïîíÿòèå
conatus, âïåðâûå ïðèìåíåííîå Ãîááñîì è Âàëëèñîì. Îíî îçíà÷àåò
äâèæåíèå, ïðîèñõîäÿùåå â íåçíà÷èòåëüíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè
íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì ðàññòîÿíèè. Âçãëÿäû Ëåéáíèöà íà äâèæåíèå
áûëè áëèçêè âçãëÿäàì «çåíîíèñòîâ» XIV â., êîòîðûå ñ÷èòàëè, ÷òî
äâèæåíèå ñîñòîèò èç íåäåëèìûõ «àòîìîâ» äâèæåíèÿ. Îí íå ïðèíÿë
òåîðèþ ñêà÷êîîáðàçíîãî äâèæåíèÿ: «äâèæåíèå íåïðåðûâíî, ò. å.
îíî íå ïðåðûâàåòñÿ ïàóçàìè ïîêîÿ… Âåäü åñëè òåëî ïîêîèòñÿ è îò-
ñóòñòâóåò ïðè÷èíà íîâîãî äâèæåíèÿ, òî îíî áóäåò ïîêîèòüñÿ è
äàëüøå. È íàîáîðîò, åñëè îíî äâèæåòñÿ, òî îíî âñåãäà áóäåò äâè-
ãàòüñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî» [212, ñ. 68].

Ëåéáíèö ïîëàãàë, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ïðèðîäû îïè-
ñûâàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè è ÷òî «â ïðèðîäå íèêîãäà íå
âñòðå÷àåòñÿ íè îäíîãî òàêîãî ñëó÷àÿ», êîãäà çàêîí íåïðåðûâíîñòè
íàðóøàëñÿ áû «â ïðèíöèïàõ è ïðîñòûõ âåùàõ», õîòÿ âîçìîæíî åãî
íàðóøåíèå «â ñëîæíûõ òåëàõ». Îäíàêî òàêîå íàðóøåíèå, ïî åãî
ìíåíèþ, ïðîñòî ñëåäñòâèå íåäîñòàòêà çíàíèé ÷åëîâåêà, íåñïîñîá-
íîãî óâèäåòü â õàîñå è ïðåðûâíîñòè ïîðÿäîê è çàêîíîìåðíîñòü
[110, ñ. 209].

Ëåéáíèö ïûòàëñÿ ïðèìåíÿòü íåïðåðûâíîñòü â ïñèõîëîãèè. Â
ñîçäàííîì èì ó÷åíèè î áåññîçíàòåëüíîì îí ââåë àíàëîãè áåñêîíå÷-
íî ìàëûõ èç àíàëèçà: ìàëûå èëè ñìóòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è âïå÷àò-
ëåíèÿ. Î ââîäèìûõ Ëåéáíèöåì ýëåìåíòàõ Ë. Ôåéåðáàõ ïèñàë:
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«Ýòè ìàëûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ñîñòàâëÿþò êàê áû îñíîâíîé ìàòåðèàë
è ïåðâè÷íûå ýëåìåíòû íàøèõ ñòðàäàíèé è óäîâîëüñòâèé; îíè îáóñ-
ëîâëèâàþò òå ìåëêèå ðàçäðàæåíèÿ, ïðóæèíû è ïîáóäèòåëüíûå
ïðè÷èíû, êîòîðûå îáðàçóþò ñèëüíûå, ÷óâñòâóåìûå íàìè âëå÷åíèÿ,
è ëåæàò â îñíîâå òîãî áåñïîêîéñòâà, êîòîðîå íàñ íèêîãäà íå ïîêèäà-
åò â æèçíè» [183, ñ. 297].

Â XV–XVI ââ. àðèôìåòèêà ïðîòèâîïîñòàâëÿåòñÿ ãåîìåòðèè:
àðèôìåòèêà èçó÷àåò äèñêðåòíûå âåëè÷èíû, à ãåîìåòðèÿ – íåïðåðûâ-
íûå. Âçãëÿäû ôèëîñîôîâ è ìàòåìàòèêîâ òîãî âðåìåíè áëèçêè âçãëÿ-
äàì Àðèñòîòåëÿ. Äæ. Ñàâîíàðîëà ïèñàë â 1492 ã.: «Ìàòåìàòèêà – íà-
óêà, êîòîðàÿ àáñòðàãèðóåòñÿ îò ÷óâñòâåííîé, à íå ðàññóäî÷íîé ìàòå-
ðèè, – äåëèòñÿ íà äâå ÷àñòè. Åñëè àáñòðàêòíîå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåç
ñâîåãî ïîëîæåíèÿ, èìååì åäèíèöû è ÷èñëà, êîòîðûå òðàêòóåò Àðèô-
ìåòèêà. Åñëè ðàññóæäàåòñÿ î òîì, ÷òî èìååò ïîëîæåíèå, ïîëó÷èì âå-
ëè÷èíû, êîòîðûå èçó÷àåò Ãåîìåòðèÿ» [54, ñ. 60]. Îí ñ÷èòàë ãåîìåò-
ðèþ çàâèñèìîé îò àðèôìåòèêè. «Ïîçäíåå, êîãäà ñòàíåò ãîñïîäñòâî-
âàòü ìåõàíè÷åñêàÿ êàðòèíà ìèðà, ïðèîðèòåò áóäåò íà ñòîðîíå
ãåîìåòðèè. Ãàëèëåé íàïèøåò, ÷òî êíèãó ôèëîñîôèè ñîñòàâëÿåò òî,
÷òî ïîñòîÿííî îòêðûòî íàøèì ãëàçàì, à áóêâàìè ýòîé êíèãè ñëóæàò
òðåóãîëüíèêè, ÷åòûðåõóãîëüíèêè, êðóãè, øàðû, êîíóñû, ïèðàìèäû è
äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ôèãóðû» [54, ñ. 61]. Îäíàêî â ðàáîòàõ
Ð. Áîìáåëëè, Ñ. Ñòåâåíà, Ô. Âèåòà â ìàòåìàòèêó ïîñòåïåííî ïðîíè-
êàþò èäåè î âçàèìíûõ ñâÿçÿõ ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé.

Ìíîãèå ôèëîñîôû (Äåêàðò, Ñïèíîçà, Ëîêê, Ãîëüáàõ, Êàíò è
äðóãèå) èíîãäà âìåñòî íåïðåðûâíîñòè ôàêòè÷åñêè ðàññìàòðèâàëè
äåëèìîñòü (êîíå÷íóþ è áåñêîíå÷íóþ), ÷òî ÷àñòî ïðèâîäèò ê ïàðà-
äîêñàì. Íàïðèìåð, ïðîòÿæåííîñòü áåñêîíå÷íî äåëèòñÿ íà ÷àñòè,
ñëåäîâàòåëüíî, îíà íåïðåðûâíàÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì áåçðàçìåðíûõ ðàçäåëåííûõ òî÷åê, ñëå-
äîâàòåëüíî, îíà äèñêðåòíàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèñõîäèò îòîæäåñ-
òâëåíèå íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî. Ïîäðîáíî îá ýòîì íàïèñàíî â
êíèãå Â. Ñ. Ãîòòà è Ô. Â. Íåäçåëüñêîãî [58].

Â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ àñòðîíîìè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ïðè
äàëüíèõ ìîðñêèõ ïóòåøåñòâèÿõ ñòàëà èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ òðè-
ãîíîìåòðèÿ. Ñ ðåøåíèÿ â ðàäèêàëàõ óðàâíåíèé 3-é è 4-é ñòåïåíåé
íà÷àëîñü âîçðîæäåíèå àëãåáðû. Ââåäåíèå Äåêàðòîì è Ôåðìà â ñå-
ðåäèíå XVII â. ñèñòåìû êîîðäèíàò äàëî ñèëüíûé òîë÷îê ðàçâèòèþ
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â 1623 ã. íåìåöêèì ïðîôåññîðîì Øèê-
êàðòîì áûëà ïîñòðîåíà ïåðâàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàøèíà.

Èäåè ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè áûëè ïðèñóùè åùå äðåâ-
íèì ìàòåìàòèêàì, îäíàêî åå ñèñòåìàòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå è èçó÷å-
íèå íà÷àëîñü â XVII â. â ñâÿçè ñ ïðîíèêíîâåíèåì â ìàòåìàòèêó ïî-
íÿòèÿ ïåðåìåííîé. Â ðàáîòàõ Äåêàðòà, Ôåðìà, Íüþòîíà, Ëåéáíèöà
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ïîíÿòèå ôóíêöèè ïî ñóùåñòâó áûëî èíòóèòèâíûì è íîñèëî èëè ãåî-
ìåòðè÷åñêèé, èëè ìåõàíè÷åñêèé õàðàêòåð. ßâíîå îïðåäåëåíèå ôóí-
êöèè âïåðâûå äàë Áåðíóëëè â 1718 ã.: «Ôóíêöèåé ïåðåìåííîé âå-
ëè÷èíû íàçûâàþò êîëè÷åñòâî, îáðàçîâàííîå êàêèì óãîäíî ñïîñî-
áîì èç ýòîé ïåðåìåííîé âåëè÷èíû è ïîñòîÿííûõ» [52]. Òàêîå
îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿëî ðàññìàòðèâàòü ëþáûå ôóíêöèè, â òîì ÷èñ-
ëå è äèñêðåòíûå, íî íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò èçó÷àëèñü òîëüêî òå
èç íèõ, êîòîðûå ìîæíî çàäàòü àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè.
Ëèøü âî 2-é ïîëîâèíå XIX â. ïîÿâèëîñü ñîâðåìåííîå îïðåäåëåíèå
ôóíêöèè, îïèðàþùååñÿ íà ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ. Ñ ýòîãî âðå-
ìåíè ïîñòåïåííî ñòàëè ðàññìàòðèâàòü è äèñêðåòíûå ôóíêöèè.

Áåç ñîìíåíèÿ, ãëàâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñîáûòèå XVII â. – ýòî
ñîçäàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèé. Êàê
óæå îòìå÷àëîñü, ïîïûòêè àíàëèçà áåñêîíå÷íî ìàëûõ áûëè óæå â
Äðåâíåé Ãðåöèè. Â òå÷åíèå äâóõ òûñÿ÷ ëåò ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ
èíòåíñèâíîñòè ïðîèñõîäèëî íàêîïëåíèå ôàêòîâ è èõ îñìûñëåíèå.
Âàæíûì ýòàïîì ñòàëî ââåäåíèå Äåêàðòîì ïåðåìåííîé âåëè÷èíû â
1-é ïîëîâèíå XVII â.

Íàèáîëåå ðàííÿÿ ôîðìà àíàëèçà áåñêîíå÷íî ìàëûõ – òåîðèÿ
ôëþêñèé Íüþòîíà, ñîçäàííàÿ â 60–70-õ ãã. XVII â. Â 1684 ã. îá àíà-
ëèçå áåñêîíå÷íî ìàëûõ îïóáëèêîâàë ñâîþ ðàáîòó Ëåéáíèö. Ôóí-
êöèè, ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîò ïåðèîä, áûëè íåïðåðûâíûìè. Ëåé-
áíèö äàë ðàñïëûâ÷àòóþ ôîðìóëèðîâêó ïðèíöèïà íåïðåðûâíîñòè:
«Åñëè ñðåäè äàííûõ èëè ïðèíÿòûõ ÿâëåíèé ðàçëè÷èå äâóõ ÿâëå-
íèé ìîæåò ñòàòü ìåíüøå âñÿêîé äàííîé âåëè÷èíû, òî îíà âìåñòå ñ
òåì íåîáõîäèìî ñòàíåò ìåíüøå âñÿêîé äàííîé âåëè÷èíû è ó èñêî-
ìûõ èëè ïîñëåäóþùèõ, âûòåêàþùèõ èç äàííûõ» [52, ñ. 22]. Ïðåä-
ñòàâëåíèÿ Ëåéáíèöà î íåïðåðûâíîñòè îïèðàëèñü íà îáðàç ïëàâíîé
êðèâîé. Íüþòîí æå íàçûâàë èçó÷àåìûå ôóíêöèè «ôëþåíòàìè», ò.
å. «òåêóùèìè» âåëè÷èíàìè. Åãî ôóíêöèè íåïðåðûâíî çàâèñåëè îò
âðåìåíè. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè äàë â
1823 ã. Êîøè. Îò Íüþòîíà ïîøëî ïðåäñòàâëåíèå î áåñêîíå÷íî ìà-
ëûõ êàê î íåîãðàíè÷åííî óáûâàþùèõ ïåðåìåííûõ âåëè÷èíàõ. Ýòà
êîíöåïöèÿ ñòàëà ãîñïîäñòâóþùåé â XIX â., êîãäà áûëà ñîçäàíà
ñòðîãàÿ òåîðèÿ ïðåäåëîâ.

Ïðîáëåìà îáîñíîâàíèÿ àíàëèçà îêàçàëàñü íå ïîä ñèëó íè Íüþ-
òîíó, íè Ëåéáíèöó. Ãëóáîêîå íàó÷íîå îáîñíîâàíèå áûëî äàíî ëèøü
â XIX â. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíî îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, ïðèíàä-
ëåæàùåå Êîøè è èñïîëüçóþùåå ÿçûê (���)-îêðåñòíîñòåé. Êðîìå
òîãî, Êîøè ôîðìóëèðóåò îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ïîç-
æå ïîÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, ïðèíàäëåæà-
ùåå Ãåéíå. Â íåì ñíà÷àëà ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè, ò. å. ïðåäåëà äèñêðåòíîé ôóíêöèè, à çàòåì èç íåï-

15



ðåðûâíîé ôóíêöèè âûäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, è ïðåäåë íåïðåðûâíîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ïðåäåëîâ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Âî 2-é ïîëîâèíå XIX â. ðóññêèé ìàòåìàòèê Í. Â. Áóãàåâ, îïè-
ðàÿñü íà àíàëîãèè ìåæäó íåêîòîðûìè îïåðàöèÿìè òåîðèè ÷èñåë è
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïûòàëñÿ ïîñòðîèòü àðèòìîëîãèþ: íàóêó
î «ïðåðûâíûõ» ôóíêöèÿõ. Îí ïèñàë: «Èçìåíÿòüñÿ âåëè÷èíû ìî-
ãóò íåïðåðûâíî èëè ïðåðûâíî… Ñîîáðàçíî ñ ýòèìè äâóìÿ ñïîñîáà-
ìè èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâ, ôóíêöèè ðàçäåëÿþòñÿ íà íåïðåðûâíûå è
ïðåðûâíûå, à ñàìà ìàòåìàòèêà ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ãðîìàäíûõ ðàç-
äåëà: òåîðèþ íåïðåðûâíûõ è òåîðèþ ïðåðûâíûõ ôóíêöèé… Ïðå-
ðûâíîñòü ãîðàçäî ðàçíîîáðàçíåå íåïðåðûâíîñòè. Ìîæíî äàæå ñêà-
çàòü, ÷òî íåïðåðûâíîñòü åñòü ïðåðûâíîñòü, â êîòîðîé èçìåíåíèå
èäåò ÷åðåç áåñêîíå÷íî ìàëûå è ðàâíûå ïðîìåæóòêè. Ðàçíîîáðàçèå
ôîðì, ïîä êîòîðûìè ÿâëÿåòñÿ ïðåðûâíîñòü, âåäåò ê òîìó, ÷òî íàó÷-
íûå âîïðîñû àðèòìîëîãèè ÷àñòî áûâàþò ñëîæíåå è òðóäíåå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âîïðîñîâ àíàëèçà» [31, ñ. 86]. Äëÿ «ïðåðûâíûõ»
ôóíêöèé Áóãàåâ ñòðîèò àíàëîãè ïîíÿòèé èíòåãðàëà è äèôôåðåíöè-
àëà. Îí ñ÷èòàë, ÷òî ïðåðûâíûå çàäà÷è áîëåå èíäèâèäóàëüíû, ÷åì
íåïðåðûâíûå, â òî æå âðåìÿ ïîä÷åðêèâàÿ âçàèìîñâÿçü è âçàèìîäî-
ïîëíÿåìîñòü àíàëèòè÷åñêîãî è àðèòìîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäîâ. «Ìû
âèäåëè, ÷òî â îáëàñòè ÷èñòîé ìàòåìàòèêè íåïðåðûâíîñòü è ïðåðûâ-
íîñòü ñóòü äâà ïîíÿòèÿ, íåñâîäèìûõ îäíî ê äðóãîìó. Ïîëíîå ïîíè-
ìàíèå íàó÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêòîâ âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëî-
âèè, ÷òî äâà ýòèõ ñïîñîáà èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû â ðàâíîé ìåðå ïðè-
íèìàåìû âî âíèìàíèå. Ïðè ïðàâèëüíîé îöåíêå è êëàññèôèêàöèè
ôàêòîâ ÷èñòîé ìàòåìàòèêè ìåæäó íèìè äîëæíû óñòàíàâëèâàòüñÿ
íå ïðîòèâîðå÷èÿ, à ãàðìîíèÿ» [31, ñ. 92–93].

Âîïðîñàìè âçàèìîñâÿçè íåïðåðûâíîñòè è äèñêðåòíîñòè â ìàòå-
ìàòèêå çàíèìàëñÿ è ó÷åíèê Áóãàåâà – Ï. À. Ôëîðåíñêèé. Âî ââåäå-
íèè ê äèññåðòàöèè «Èäåÿ ïðåðûâíîñòè êàê ýëåìåíò ìèðîñîçåðöà-
íèÿ» îí îáúÿñíÿåò ðàñïðîñòðàíåíèå íåïðåðûâíûõ ìåòîäîâ ïëîäîò-
âîðíîñòüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, îòìå÷àÿ, ÷òî
çàäà÷è, â êîòîðûõ èìåëàñü î÷åâèäíàÿ ïðåðûâíîñòü, ðàññìàòðèâà-
ëèñü êàê êóðüåç. Ôëîðåíñêèé ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî èäåÿ íåïðåðûâ-
íîñòè îâëàäåëà âñåìè íàóêàìè îò áîãîñëîâèÿ äî ìåõàíèêè, è ïðî-
òåñòîâàòü ïðîòèâ íåå çíà÷èëî âïàäàòü â åðåñü. «Íî âïîëíå åñòåñ-
òâåííî, ÷òî âèíîâíèöà òàêîãî ñîáëàçíà – ìàòåìàòèêà – çàõî÷åò
ïîïðàâèòü îäíîñòîðîííîñòü, êîòîðóþ îíà âûçâàëà, õîòÿ è íåïðåä-
íàìåðåííî. Åñëè ìàòåìàòèêà ïîä÷åðêíóëà èäåþ íåïðåðûâíîñòè è
êîíêðåòèçàöèÿ ýòîé èäåè âûçâàëà îäíîáîêîñòü ìèðîñîçåðöàíèÿ è
âìåñòå ñ òåì ðÿä ïîó÷èòåëüíûõ äèññîíàíñîâ è äàæå ãëóáîêî ôàëü-
øèâûõ íîò, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî êðèòèêà òàêîé èäåè óíè÷òîæèò
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îäíîñòîðîííîñòü, åñëè îíà íåçàêîííà, è ñàíêöèîíèðóåò åå, åñëè îíà
íåîáõîäèìà» [184, ñ. 162].

Â êîíöå XIX â. Êàíòîð è Äåäåêèíä íà îñíîâàíèè òåîðèè ìíî-
æåñòâ è íåïðåðûâíîñòè ñîçäàëè òåîðèþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ïðîñòðàíñòâî òåïåðü ïîíèìàëîñü êàê ìíîæåñòâî òî÷åê. Ïóòåì ââå-
äåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ðàçðûâíàÿ îáëàñòü ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë äîïîëíÿëàñü äî ïðåâðàùåíèÿ åå â íåïðåðûâíóþ. Òåïåðü, êîã-
äà ìàòåìàòèê ãîâîðèò î äåéñòâèòåëüíîì ÷èñëå, îí ïîäðàçóìåâàåò
èëè áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü, èëè àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ëþ-
áîãî çíàêà ýòîé äðîáè. Âîçíèêàåò èíòåðåñíàÿ ôèëîñîôñêàÿ ïðîáëå-
ìà. «Â êàíòîðîâñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ äîêàçûâàþòñÿ äâà îñíîâîïî-
ëàãàþùèõ ðåçóëüòàòà: 1) êîëè÷åñòâî èìåí àëãîðèòìîâ (à ñëåäîâà-
òåëüíî, è ñàìèõ àëãîðèòìîâ) ñ÷åòíî è 2) êîëè÷åñòâî äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë îòðåçêà [0,1] – íåñ÷åòíî» [74, ñ. 188]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äîñòóïíûì äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ â ïðÿìîì
ñìûñëå íè÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ íåäîñòóïíûì äëÿ íåãî ìíîæåñòâîì
ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ.

Í. Í. Ëóçèí ïèñàë, ÷òî «äî ïîÿâëåíèÿ ðàáîò Êàíòîðà, ñ êîòîðî-
ãî íà÷àëñÿ ïåðåâîä âñåõ ïîíÿòèé ìàòåìàòèêè íà ÿçûê òåîðèè ìíî-
æåñòâ, êîíòèíóóì ìûñëèëè êàê ÷èñòî áåñòî÷å÷íóþ ïðîòÿæåííîñòü»
[116, ñ. 32]. Êàíòîð âîññòàíîâèë èäåþ äèñêðåòíîñòè. Íåïðåðûâíîå
îïÿòü áûëî ñâåäåíî ê äèñêðåòíîìó. Â ÷àñòíîñòè, Êàíòîð ñ÷èòàåò
áîëåå óäîáíûì çàäàíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé, ïðåäëàãàåìîå Ãåéíå, ÷åì Äåäåêèíäîì ñ ïîìîùüþ ñå-
÷åíèé, ò. å. â ýòîì ñëó÷àå îí îòäàåò ïðåäïî÷òåíèå äèñêðåòíîìó
ïåðåä íåïðåðûâíûì [80, ñ. 328–329]. Çíàìåíèòàÿ «äèàãîíàëüíàÿ
ïðîöåäóðà» Êàíòîðà, äîêàçûâàþùàÿ íåñ÷åòíîñòü êîíòèíóóìà, çàê-
ëþ÷àåòñÿ â ïîïûòêå ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó äåéñòâè-
òåëüíîìó ÷èñëó öåëîå, ò. å. ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåí-
òàìè íåïðåðûâíîãî ìíîæåñòâà è äèñêðåòíîãî. Ïîñêîëüêó òàêîå ñî-
îòâåòñòâèå îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì, òî èç ýòîãî ñëåäóåò
òðåáóåìûé âûâîä. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì Êàíòîð äèñêðåòèçîâàë áåñ-
êîíå÷íîñòü, ïðåâðàòèâ åå èç àìîðôíîé â óïîðÿäî÷åííóþ.

Âî 2-é ïîëîâèíå ÕIÕ â. Âåéåðøòðàññîì è äðóãèìè áûëà ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàíà âîçìîæíîñòü ïîëíîé «àðèôìåòèçàöèè» àíàëèçà è
òåîðèè ôóíêöèé. Ýòî ïîçâîëèëî À. Ïóàíêàðå ñ ãîðäîñòüþ çàÿâèòü
íà Âòîðîì ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå î òîì, ÷òî
ìàòåìàòèêà îáðåëà íàäåæíûé è ïðî÷íûé ôóíäàìåíò. «Òåïåðü â ìà-
òåìàòèêå îñòàþòñÿ òîëüêî öåëûå ÷èñëà è êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷-
íûå ñèñòåìû öåëûõ ÷èñåë… Ìàòåìàòèêà ïîëíîñòüþ àðèôìåòèçèðî-
âàíà… Ìû ìîæåì ñåãîäíÿ ñêàçàòü, ÷òî äîñòèãíóòà àáñîëþòíàÿ
ñòðîãîñòü» [214]. Îäíàêî âñêîðå ðàçðàçèëñÿ íîâûé êðèçèñ ìàòåìà-
òèêè, ñâÿçàííûé ñ åå îñíîâàíèÿìè, îäíîé èç ïðè÷èí êîòîðîãî ÿâëÿ-
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ëîñü ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó íåïðåðûâíûì è äèñêðåòíûì. «Ïðåîäîëå-
íèå ïðîïàñòè ìåæäó îáëàñòüþ äèñêðåòíîãî è îáëàñòüþ íåïðåðûâ-
íîãî, èëè ìåæäó àðèôìåòèêîé è ãåîìåòðèåé, åñòü îäíà èç ãëàâíûõ,
ïîæàëóé, äàæå ñàìàÿ ãëàâíàÿ ïðîáëåìà îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè», –

ïèñàëè À. Ôðåíêåëü è È. Áàð-Õèëëåë [186].
Çàðîæäåíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòè êàê íàóêè â XVII â. ñâÿçàíî ñ

ðàñïðîñòðàíåíèåì àçàðòíûõ èãð. Åå ðàçâèòèþ ñïîñîáñòâîâàëè ðàñ-
øèðÿþùèåñÿ ïîòðåáíîñòè ñòðàõîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðîñòîì òîðãî-
âûõ ñâÿçåé è ìîðñêèõ ïóòåøåñòâèé. Âíà÷àëå ýòî áûëà äèñêðåòíàÿ
äèñöèïëèíà. Îäíàêî ïîòðåáíîñòè íàóêè è òåõíèêè ïðèâåëè ê òîìó,
÷òî â êîíöå XIX â. â ðÿäå çàäà÷ âåðîÿòíîñòü íà÷èíàåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëó÷åííûå ðàíåå õàðàêòåðèñ-
òèêè âåðîÿòíîñòè äëÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ ïåðåíîñÿòñÿ íà íåïðåðûâ-
íûé ñëó÷àé, à â íà÷àëå XX â. òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ñòðîèòñÿ íà áàçå
òåîðèè ìíîæåñòâ è òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî.

Êëàññè÷åñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç äëèòåëüíîå âðåìÿ ðàçðà-
áàòûâàëñÿ íà íå÷åòêîé ëîãè÷åñêîé áàçå, ÷òî âûçûâàëî íåóäîâëåò-
âîðåíèå íåêîòîðûõ ìàòåìàòèêîâ. Ýòî ïðèâåëî ê âîçíèêíîâåíèþ â
íà÷àëå ÕÕ â. êîíñòðóêòèâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â àíàëèçå
èñêëþ÷àåòñÿ ïîíÿòèå àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè, èçó÷àþòñÿ òîëüêî
òå îáúåêòû, êîòîðûå ïîòåíöèàëüíî îñóùåñòâèìû, ò. å. ñóùåñòâóåò
«àëãîðèôì, äàþùèé âîçìîæíîñòü ïî ëþáîé èñõîäíîé „êîíêðåòíîé
èíôîðìàöèè“ ïîñòðîèòü èñêîìóþ „êîíêðåòíóþ èíôîðìàöèþ“, ò.å.
ïîñòðîèòü çíàêîñî÷åòàíèå îïðåäåëåííîãî òèïà, íàõîäÿùååñÿ â îï-
ðåäåëåííîì îòíîøåíèè ê ïðåäúÿâëåííîìó èñõîäíîìó çíàêîñî÷åòà-
íèþ» [199, ñ. 27].

Â íà÷àëå XX â. óñèëèëñÿ èíòåðåñ ê ìàòåìàòè÷åñêèì âîïðîñàì,
îòíîñÿùèìñÿ ê âçàèìîñâÿçè íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ
è ôóíêöèé. Â ýòî âðåìÿ ïðîèñõîäÿò ðåâîëþöèîííûå ïåðåìåíû â òå-
îðåòè÷åñêîé ôèçèêå. Ì. Ïëàíê áûë âûíóæäåí îòêàçàòüñÿ îò ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ïðåäïîñûëîê êëàññè÷åñêîé ôèçèêè: ïðèíöèïà íåï-
ðåðûâíîãî ïåðåõîäà èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå, ðàâíîìåðíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè, åå íåïðåðûâíîãî ïîãëîùåíèÿ è èñïóñêà-
íèÿ. Âçàìåí îí âûäâèíóë ãèïîòåçó î äèñêðåòíîñòè ôèçè÷åñêîãî
äåéñòâèÿ, êîòîðàÿ ñûãðàëà îãðîìíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì ðàçâèòèè
êâàíòîâîé òåîðèè. «1900 ãîä, êîãäà Ïëàíê âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàë
ãèïîòåçó êâàíòîâ ýíåðãèè, áûë íå òîëüêî ãîäîì íîâîãî ñòîëåòèÿ â
êàëåíäàðíîì ëåòîèñ÷èñëåíèè, íî è íà÷àëîì íîâîé ýðû â ðàçâèòèè
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè» [201]. Óæå ÷åðåç 5 ëåò Ýéíøòåéí ââåë äèñ-
êðåòíîñòü òóäà, ãäå, êàçàëîñü, âðÿä ëè îíà ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü –

â ñâåòîâûå ÿâëåíèÿ. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ðàñ-
ñìàòðèâàëà âîïðîñ î ñèíòåçå äèñêðåòíîñòè è íåïðåðûâíîñòè â ôîð-
ìå êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîé äâîéñòâåííîñòè.
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Êðîìå òîãî, â XX â. íà÷èíàþò èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ òåëåôîí-
íûå êîììóíèêàöèè, ðàäèî, à çàòåì è òåëåâèäåíèå. Äàòñêèé èíæåíåð
Ýðëàíã â 1906 ã., ðåøàÿ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ðàáîòû òåëåôîííîé
ñòàíöèè, ñòàë îñíîâàòåëåì íîâîãî íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòè-
êå: òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Èñïîëüçóÿ äîïóùåíèå, ÷òî âå-
ðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ çàÿâêè íà òåëåôîííîé ñòàíöèè â ìàëûé ïðîìå-
æóòîê âðåìåíè ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå ïðîìåæóòêà, Ýðëàíã ñâåë
îïèñàíèå äèñêðåòíîãî ïðîöåññà ïîÿâëåíèÿ çàÿâîê ê ñèñòåìå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ çàÿâêè â ýòîì ñëó-
÷àå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè. Îäíàêî íà ïðàêòèêå îáû÷íî ðàñ-
ñìàòðèâàþò ïðåäåëüíûé ñëó÷àé óñòàíîâèâøåéñÿ ðàáîòû ëèíèè ïðè
áåñêîíå÷íîì âðåìåíè. Òîãäà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïðåâðàùàåòñÿ â ëåãêóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïðè ïåðåäà÷å íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà ÷àñòî íåâîçìîæíî ïåðå-
äàòü åãî ïîëíîñòüþ, â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïåðåäàþòñÿ òîëüêî îòäåëüíûå
åãî çíà÷åíèÿ ÷åðåç îïðåäåëåííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Âîçíèêàåò
âàæíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ âñåãî ñèãíàëà ñ íàèìåíüøèìè èñêà-
æåíèÿìè ïî åãî îòäåëüíûì äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì. Ýòà çàäà÷à ïðè-
âëåêëà âíèìàíèå Â. À. Êîòåëüíèêîâà â 1933 ã., à ÷åðåç ïÿòíàäöàòü
ëåò åå âàæíîñòü ïîä÷åðêíóë Ê. Øåííîí. Êîòåëüíèêîâ ïîëó÷èë íåî-
æèäàííûé íà ïåðâûé âçãëÿä ðåçóëüòàò: äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, èñïîëüçóåìûõ â ñâÿçè, ýòè ôóíêöèè ïîë-
íîñòüþ âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ñâîèì äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì.

Íîâûé ýòàï âçàèìîïðîíèêíîâåíèÿ íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ
ìåòîäîâ íà÷àëñÿ ïîñëå âòîðîé ìèðîâîé âîéíû. Åãî âîçíèêíîâåíèå
îáóñëîâëåíî äâóìÿ îñíîâíûìè ïðè÷èíàìè. Âî-ïåðâûõ, óâåëè÷åíèå
ìàñøòàáîâ ïðîèçâîäñòâà, íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ìåæîòðàñëåâûõ
è ìåæãîñóäàðñòâåííûõ ñâÿçåé ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ
òàê íàçûâàåìûõ êèáåðíåòè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò-
ñÿ áîëüøèì ÷èñëîì ñîñòàâëÿþùèõ èõ ýëåìåíòîâ è ñâÿçåé ìåæäó íè-
ìè, ñëîæíîé èåðàðõèåé. Âî-âòîðûõ, ïîÿâèëàñü ìîùíàÿ âû÷èñëè-
òåëüíàÿ òåõíèêà, ñïîñîáíàÿ èññëåäîâàòü ñèñòåìû. Ñëåäóåò çàìå-
òèòü, ÷òî ìíîãèå ñïåöèàëèñòû ïðîñìîòðåëè íà÷àëî íîâîãî ýòàïà
ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè. Íàïðèìåð, â êîíöå 30-õ ãã., íåçàäîëãî äî ïî-
ÿâëåíèÿ êîìïüþòåðîâ, îäèí èç êðóïíåéøèõ ìàòåìàòèêîâ XX â.
À. Ëåáåã ïèñàë: «...åñëè âñå çàêîí÷åííûå òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ,
åäèíñòâåííûå, êîòîðûå äîïóñêàëèñü äðåâíèìè, è ñîõðàíèëè ñâîå
ìàòåìàòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ...òî èõ ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå óìåíüøè-
ëîñü, à ïîðîé è ñîâåðøåííî èñ÷åçëî» [108, ñ. 42–43]. Ëåáåã îòðèöàë
ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå òåõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, êîòîðûå íå áûëè
ñâÿçàíû ñ áåñêîíå÷íûìè ïðîöåññàìè è ïðåäåëüíûìè ïåðåõîäàìè.
Íå ñëó÷àéíî èçâåñòíûé ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê È. Ì. ßãëîì íàçâàë
ýòî êóðüåçîì [208, ñ. 128–129].
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Ñ ïîÿâëåíèåì è ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ìîäåëèðî-
âàíèå ñëîæíûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â íåïðåðûâíûõ ñðåäàõ,
÷àñòî ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåõîäîâ îò îäíèõ ìîäåëåé ê
äðóãèì. Ñðåäè ýòèõ ìîäåëåé åñòü è íåïðåðûâíûå, è äèñêðåòíûå. Â
ýòîé öåïî÷êå èñõîäíîé ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ (àòîìîâ, ìîëåêóë, ýëåê-
òðîíîâ, èîíîâ, ôîòîíîâ è ò. ä.). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñè-
òóàöèþ, êîãäà ñïëîøíàÿ ñðåäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçðåæåííûé
ãàç íå î÷åíü âûñîêîé òåìïåðàòóðû [209, ñ. 63]. Îñíîâíûì ýëåìåí-
òàðíûì ïðîöåññîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñòîëêíîâåíèå äâóõ ìîëåêóë, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ êàê èäåàëüíî óïðóãèå øàðû ìàëîãî ðàäèóñà. Îäíà-
êî îáúåì èíôîðìàöèè, òðåáóþùåéñÿ äëÿ äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ ñðå-
äû, íåîáû÷àéíî âåëèê. Ïîýòîìó ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä îò äèñêðåò-
íîé ìîäåëè ñèñòåìû N ÷àñòèö, ãäå N î÷åíü âåëèêî, õîòü è êîíå÷íî,
ê êîíòèíóàëüíîé ìîäåëè, â êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö îïèñû-
âàåòñÿ ôóíêöèåé Áîëüöìàíà, íåïðåðûâíî çàâèñÿùåé îò 7 ïàðàìåò-
ðîâ. Äàëåå ïåðåõîäÿò ê «áîëåå ïðîñòîìó» áåñêîíå÷íîìó îáúåêòó,
ñîäåðæàùåìó 4 ïàðàìåòðà. È, íàêîíåö, ðàçáèâàÿ ïîëó÷åííîå ÷åòû-
ðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íà ïîäîáëàñòè (ÿ÷åéêè), ïðèõîäÿò ê ñèñ-
òåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ N íåèçâåñòíûìè. ß÷åéêó ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê êðóïíóþ ÷àñòèöó. Òàêèì îáðàçîì, ñýêîíîìèâ â èí-
ôîðìàöèè è ïîòåðÿâ â òî÷íîñòè, ñ ïîìîùüþ ïðîìåæóòî÷íûõ íåïðå-
ðûâíûõ ìîäåëåé ïåðåõîäÿò îò èñõîäíîé äèñêðåòíîé ôèçè÷åñêîé
ìîäåëè ê äèñêðåòíîé ðàñ÷åòíîé ìîäåëè «êðóïíûõ ÷àñòèö».

Êîíòèíóàëèçàöèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé äèñêðåòíîé ìîäåëè ÷àñòî
ïðèìåíÿåòñÿ òàì, ãäå èçó÷àåìûå õàðàêòåðèñòèêè èìåþò íå èíäèâè-
äóàëüíûé, à ñòàòèñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷àñòî
íåïðåðûâíóþ âåëè÷èíó óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äèñêðåòíûõ. Èìåííî òàê, ðàññìàòðèâàÿ ñèëó êàê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü óäàðîâ, Íüþòîí ïîëó÷èë ôîðìóëó äëÿ öåíòðîñòðåìè-
òåëüíîé ñèëû ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî îêðóæíîñòè.

Äæ. ôîí Íåéìàí âûäâèãàåò èäåþ ãèáðèäíîé àíàëîãî-öèôðîâîé
ìàøèíû, êîòîðàÿ ïîçâîëèò óìåíüøèòü òðóäíîñòè, ãíåçäÿùèåñÿ â
äèàëåêòèêå äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî [139, c. 125].

Âîçìîæíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ñ èõ
ïîìîùüþ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ, äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåã-
ðàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ ðåøåíèÿ àëãîðèòìèçèðó-
åòñÿ, ïðåâðàùàåòñÿ â äèñêðåòíûé, è ýòî åñòåñòâåííî. Åùå Ã. Âåéëü
ïèñàë: «Ïðåäñòàâëåíèå îá èòåðàöèè – ðÿäå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë – ñî-
ñòàâëÿåò îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ» [36, ñ. 127]. ×àñòî ðå-
øåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, íî ýòè ôóíêöèè ìàøèíà ïðåäñòàâëÿåò èõ
äèñêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè â âèäå òàáëèö. Ñâÿçü äèñêðåòíîãî è íå-
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ïðåðûâíîãî õîðîøî âèäíà íà ïðèìåðå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ðÿä
Òåéëîðà. Çäåñü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèñ-
êðåòíîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ. Åùå îäíèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèå óðàâíåíèé èëè ïîëó÷åíèå çíà÷åíèé èððàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ (ìåòîäà
Íüþòîíà, ìåòîäà õîðä è ò. ä.). Âîïðîñû äèñêðåòèçàöèè âû÷èñëè-
òåëüíûõ ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ
âîïðîñàìè ñîîòíîøåíèÿ àêòóàëüíîé è ïîòåíöèàëüíîé áåñêîíå÷íîñ-
òè [83, 177].

Âåñüìà âàæíà ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à èíòåðïîëÿ-
öèè, êîãäà ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè â íåêîòîðîì êîíå÷íîì è äèñêðåò-
íîì ïîäìíîæåñòâå åå òî÷åê ïîëó÷àþò îöåíêè ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè
íà âñåì ìíîæåñòâå. Â çàäà÷å îá îïòèìàëüíîé êâàäðàòóðå ïðè òîé æå
ëîêàëüíîé èíôîðìàöèè, ÷òî è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, âû÷èñëÿåòñÿ
ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà íà âñåì îòðåçêå.

Â àíàëèçå ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ è ñïåöèàëü-
íûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ÷àñòî íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ
â êîíêðåòíûõ òî÷êàõ. Ýòèìè âîïðîñàìè çàíèìàëñÿ åùå ×åáûøåâ,
êîòîðûé, â ÷àñòíîñòè, äàë ðåøåíèå î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè
ôóíêöèé 1/t è t1/2 ïîëèíîìàìè ñòåïåíè n è ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿ-
ìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíê-
öèé – îäèí èç áóðíî ðàçâèâàþùèõñÿ ðàçäåëîâ âû÷èñëèòåëüíîé ìà-
òåìàòèêè.

Íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, âîçíèêàþùèå ïðè èññëåäî-
âàíèè êèáåðíåòè÷åñêèõ ñèñòåì, çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ è íåïðåðûâ-
íûõ, è äèñêðåòíûõ ôóíêöèé. Òàê, â ìèêðîýëåêòðîíèêå èíòåãðàëü-
íàÿ ñõåìà ÷àñòî ìîæåò áûòü çàäàíà â âèäå äèñêðåòíîãî îáúåêòà –

ãðàôà, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé íåïðåðûâíûìè
ôóíêöèÿìè. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè òàêèõ ìîäåëåé ñî-
÷åòàþòñÿ íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå ìåòîäû.

Ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê íå-
ïðåðûâíûå, è êàê äèñêðåòíûå. Íàïðèìåð, â çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïëàíîâ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì. Âìåñòå ñ òåì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî èñêàòü ñðå-
äè íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà ïëàíîâ. Íà ýòîì
îñíîâàí èçâåñòíûé àëãîðèòì ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Îäíàêî ñ ïîìîùüþ
äèñêðåòíîãî ïîäõîäà íå óäàëîñü äîêàçàòü ïîëèíîìèàëüíóþ ðàçðå-
øèìîñòü çàäà÷è. À ìåòîä ýëëèïñîèäîâ, îñíîâàííûé íà íåïðåðûâ-
íûõ äåôîðìàöèÿõ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé, ïîçâîëèë ýòî ñäåëàòü.
Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â çàìåíå òåêóùåãî ýëëèïñîèäà ìåíüøèì, êîòî-
ðûé òîæå ñîäåðæèò íåêîòîðîå ðåøåíèå (åñëè îíî ñóùåñòâóåò).
Ïîñëå äîñòàòî÷íîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà èòåðàöèé ìîæíî ëèáî îáíàðó-
æèòü ðåøåíèå, ëèáî ïîêàçàòü åãî îòñóòñòâèå.
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Åùå îäèí ïðèìåð òàêîãî ðîäà – ôóíêöèè Ðàäàìàõåðà, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ êîýôôèöèåíòàìè äâîè÷íûõ ðàçëîæåíèé âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë. Ýòè ôóíêöèè ðàçðûâíû êàê ôóíêöèè âåùåñòâåííîé ïåðåìåí-
íîé, íî ñòàíîâÿòñÿ íåïðåðûâíûìè â 2-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ êîìïüþòåðû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñ-
òðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ èçîáðàæåíèé, èõ ñëîæíûõ ïðîåêöèé, äåôîðìà-
öèé è ïåðåìåùåíèé ïðè êèíîïðîèçâîäñòâå, íà òåëåâèäåíèè, â ïðî-
åêòèðîâàíèè è ò. ä. Ýòî ïðèâåëî ê ðàçâèòèþ êîìïüþòåðíîé ãðàôè-
êè. Ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ, ïåðåäàâàåìûõ êîìïüþòåðîì,
âîñïðîèçâîäÿòñÿ íåïðåðûâíûå îáúåêòû.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè ëþáàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñ-
öèïëèíà èçó÷àåò êàê íåïðåðûâíûå, òàê è äèñêðåòíûå ìàòåìàòè-
÷åñêèå ìîäåëè. Â àëãåáðå íàðÿäó ñ êîíå÷íûìè ãðóïïàìè ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå è òîïîëîãè÷åñêèå. Òåîðèÿ ÷èñåë èçó÷àåò
öåëûå ÷èñëà è ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåò óïðàâëåíèå íåïðåðûâíûìè è
äèñêðåòíûìè ïðîöåññàìè. Äàæå â àíàëèçå íàðÿäó ñ íåïðåðûâíû-
ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè èçó÷àþòñÿ äèñêðåòíûå. Òàêèå ïðèìåðû
ìîæíî ïðîäîëæèòü.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìàòåìàòèêà ðàçðàáàòûâàåò ìåòîäû äëÿ áîëåå
ñîâåðøåííîãî îâëàäåíèÿ ïðèðîäíîé íåïðåðûâíîñòüþ, áåñêîíå÷-
íîñòüþ, íåîïðåäåëåííîñòüþ ïîñðåäñòâîì äèñêðåòíîãî, êîíå÷íîãî è
îïðåäåëåííîãî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîâåðøåííûé, îòëè÷íî ðàçðàáî-
òàííûé àïïàðàò íåïðåðûâíîé ìàòåìàòèêè ÷àñòî óñïåøíî ïðèìåíÿ-
åòñÿ â äèñêðåòíûõ äèñöèïëèíàõ, ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíèåì êè-
áåðíåòè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîÿâèâøèõñÿ îòíîñèòåëüíî íåäàâíî. È ýòî
îäíî èç ïðîÿâëåíèé åäèíñòâà ìàòåìàòèêè.
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ÃËÀÂÀ 2

ÏÅÄÀÃÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ È ÏÑÈÕÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ
ÂÎÏÐÎÑÛ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÈ È ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÑÒÈ

ÏÐÈ ÎÁÓ×ÅÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âûñøàÿ íåðâíàÿ äåÿòåëüíîñòü ÷åëîâåêà îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòè÷åñ-
êè ðàáîòîé îãðîìíîãî ÷èñëà «äèñêðåòíûõ óñòðîéñòâ» – íåéðîíîâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ ëèøü â îäíîì èç äâóõ âîçìîæ-
íûõ ñîñòîÿíèé âîçáóæäåíèÿ è òîðìîæåíèÿ. Ïîýòîìó ïðè àíàëèçå èí-
ôîðìàöèîííîé ñóùíîñòè ïðîöåññà ìûøëåíèÿ ñëåäóåò îáðàùàòü îñî-
áîå âíèìàíèå íà äèñêðåòíûå ôîðìû çàäàíèÿ è ïåðåðàáîòêè èíôîðìà-
öèè. Îáúÿñíÿÿ ïðè÷èíó èñïîëüçîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ïðè
îïèñàíèè ïðîöåññà ìûøëåíèÿ, àêàäåìèê Í. Ì. Àìîñîâ ïèñàë: «Ëþ-
áîé èíòåëëåêò ôóíêöèîíèðóåò äèñêðåòíî. Åñëè ãîâîðèòü òî÷íåå, òî
ýòî ñî÷åòàíèå íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ. Âïðî÷åì, ñó-
ùåñòâóþò ëè âîîáùå ÷èñòî íåïðåðûâíûå ïðîöåññû? Âî âñÿêîì ñëó-
÷àå, â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ ëþáîå íåïðåðûâíîå åñòü òîëüêî ñòàòèñòèêà
áîëüøîãî ÷èñëà îòäåëüíûõ ñîáûòèé» [5, ñ. 85].

Ìíîãèå àñïåêòû ÷åëîâå÷åñêîãî ìûøëåíèÿ ìîæíî îïèñàòü ñ ïî-
ìîùüþ áóëåâûõ ôóíêöèé, òåîðèè ãðàôîâ è äðóãèõ ðàçäåëîâ äèñêðåò-
íîé ìàòåìàòèêè. Íå ñëó÷àéíî ñòàëî îáû÷íûì ñîïîñòàâëåíèå ìîçãà è
ÝÂÌ. Ìîçã è âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàøèíà – «ýòî äåéñòâèòåëüíî ìåõà-
íèçìû îäíîãî òèïà – â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè äîñòèãàþò ñõîäíûõ ðå-
çóëüòàòîâ ñ ïîìîùüþ ñõîäíûõ â ñâîåé îñíîâå ñðåäñòâ» [45, ñ. 33].

Âìåñòå ñ òåì ñëåäóåò îòìåòèòü îãðàíè÷åííîñòü òîëüêî äèñêðåò-
íîãî ïîäõîäà. Äèñêðåòíûå ìàøèííûå ìîäåëè, êàê è ëþáûå ìîäåëè,
âñåãäà áóäóò âûãëÿäåòü óïðîùåííî ïî îòíîøåíèþ ê îðèãèíàëó, èáî
ìàøèíû íå ìîãóò ìîäåëèðîâàòü âñå ñîäåðæàíèå ïñèõè÷åñêîãî ïðî-
öåññà. Ñ èõ ïîìîùüþ, íàïðèìåð, òðóäíî ñìîäåëèðîâàòü èíòóèöèþ,
âîîáðàæåíèå, ïðåä÷óâñòâèå, ñèìïàòèè è ò. ä. Ã. Áèðêãîôô ïèñàë:
«È ïðàâäà, õîòÿ ìîæíî äóìàòü î ëþäÿõ êàê î ãèáðèäíûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìàøèíàõ, â äåéñòâèòåëüíîñòè îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
íå÷òî ãîðàçäî áîëüøåå. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ëþäüìè äàæå ãèáðèäíûå
(ïîñëåäîâàòåëüíîñòíûå) âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû îêàçûâàþòñÿ
âåñüìà îãðàíè÷åííûìè, åñëè èõ ðàññìàòðèâàòü êàê ëè÷íîñòè. Îíè

23



èìåþò ðóòèííûé óì: îíè äîãìàòè÷íû, ëèøåíû âîîáðàæåíèÿ è ïðè-
âÿçàíû ê øàáëîíó. Îíè íå ñïîñîáíû âîñïðèíèìàòü äàæå î÷åâèä-
íåéøèå êîëè÷åñòâåííûå ôàêòû îá îêðóæàþùåì êîíòèíóóìå, åñëè
òîëüêî îíè íå ñíàáæåíû ñïåöèàëüíûì àðèôìåòè÷åñêèì óñòðîé-
ñòâîì (è íå êîíñóëüòèðóþòñÿ ñ ÷èñëåííûì àíàëèòèêîì)» [21,
ñ. 51]. Ìåæäó ÷åëîâåêîì è ìàøèíîé íå êîëè÷åñòâåííîå, à êà÷åñ-
òâåííîå ðàçëè÷èå.

Êðîìå òîãî, êàê îòìå÷àë Òüþðèíã, äèñêðåòíûå ìîäåëèðóþùèå
óñòðîéñòâà, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóþò: «Â äåéñòâèòåëüíîñòè
âñÿêîå äâèæåíèå íåïðåðûâíî. Îäíàêî èìååòñÿ ìíîãî âèäîâ ìàøèí,
êîòîðûå óäîáíî ñ÷èòàòü ìàøèíàìè ñ äèñêðåòíûìè ñîñòîÿíèÿìè»
[178, ñ. 28].

Ìíîãèå ñïåöèàëèñòû îáðàùàþò âíèìàíèå íà íåäîñòàòî÷íîñòü
äèñêðåòíîãî ïîäõîäà, íåâîçìîæíîñòü ñâåäåíèÿ ïðîöåññà ìûøëå-
íèÿ òîëüêî ê ìàòåìàòè÷åñêèì è ëîãè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì. Íàïðè-
ìåð, ôèçèê Ä. Áîì çàìå÷àåò: «Ïðîöåññû ìûøëåíèÿ è êâàíòîâûå
ñèñòåìû ïîäîáíû äðóã äðóãó â òîì îòíîøåíèè, ÷òî èõ íåëüçÿ ðàçëî-
æèòü íà ñëèøêîì ìåëêèå íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû, òàê êàê „âíóòðåí-
íÿÿ“ ïðèðîäà êàæäîãî ýëåìåíòà íå åñòü ñâîéñòâî, ñóùåñòâóþùåå
îòäåëüíî è íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ýëåìåíòîâ, à, íàîáîðîò, ýòî ñâîé-
ñòâî âîçíèêàåò ÷àñòè÷íî èç ñâÿçè îäíîãî ýëåìåíòà ñ äðóãèì... Â
ïðîöåññå ìûøëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ íå ðàçäåëåíû, à
òåêóò íåïðåðûâíî è íåäåëèìî... Îñíîâíîé ïðîöåññ ìûøëåíèÿ, âå-
ðîÿòíî, íå ìîæåò áûòü èçîáðàæåí êàê ëîãè÷åñêèé» [26, ñ.
205–206]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññ ìûøëåíèÿ â îòëè÷èå îò ìàòå-
ìàòèêè, ãäå, íàïðèìåð, ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ñòàíîâèòñÿ ÷åòêèì
ëèøü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýëåìåíòû äàííîãî ìíîæåñòâà ìîæíî
ðàçëè÷àòü è ðàññìàòðèâàòü ïî îòäåëüíîñòè, íå ÿâëÿåòñÿ äèçúþí-
êòíûì. ×åëîâåê ëèøü äèçúþíêòíî ñ ïîìîùüþ âîïðîñîâ ñåáå óïðàâ-
ëÿåò êîíòèíóàëüíûì ïîòîêîì ìûñëè. Êðîìå òîãî, ìàòåìàòè÷åñêàÿ
è ïñèõîëîãè÷åñêàÿ äèñêðåòíîñòè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, ïîñ-
êîëüêó äèñêðåòíûé îáúåêò â ìàòåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé àá-
ñòðàêöèåé, à â íåéðîíå ìåæäó ñìåæíûìè èìïóëüñàìè ñóùåñòâóþò
íåïðåðûâíûå áèîôèçè÷åñêèå, áèîõèìè÷åñêèå è äðóãèå ïðîöåññû.

Âîñïðèÿòèå ïåðâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé «åäèíèöà» è
«ìíîãî», êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè, ïðîèñõîäèò ó ðåáåíêà
òàê æå, êàê, ïî ìíåíèþ ðóññêîãî ìàòåìàòèêà Â. Â. Áîáûíèíà, ýòî
ïðîèñõîäèëî ó ïåðâîáûòíîãî ÷åëîâåêà (ñì. Ãëàâó 1). Â äàëüíåé-
øåì â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ îïðåäåëÿòü êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ
îáúåêòîâ ðåáåíîê íà÷èíàåò âîñïðèíèìàòü è äðóãèå ÷èñëà. Íà÷àëü-
íàÿ äåòñêàÿ ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé. Ðåáåíîê íà ïðàêòèêå
âîñïðèíèìàåò òðè ïåðâè÷íûõ ïîíÿòèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòî-
ðûå ïðåäëîæèë â 1889 ã. Äæ. Ïåàíî: «åäèíèöà», «ñëåäóåò çà», «íà-
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òóðàëüíîå ÷èñëî». Àíàëîãèþ ñ ïåðâîáûòíûìè ëþäüìè ìîæíî ïðî-
äîëæèòü. Ïðè ñ÷åòå ðåáåíîê òàêæå ÷àñòî çàãèáàåò ïàëüöû, êàê è
îïèñàííûå Í. Í. Ìèêëóõî-Ìàêëàåì ïàïóàñû Íîâîé Ãâèíåè [132,
ñ. 141]. Ýòî äàëî ïîâîä Æ. Ïèàæå ïîèðîíèçèðîâàòü: «Ïîäóìàéòå î
çàïîçäàëîì ââåäåíèè Êàíòîðîì îïåðàöèè ïðèâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ âî
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
ãëàâíûõ îïåðàöèé ïðè ôîðìèðîâàíèè ïîíÿòèÿ öåëîãî ÷èñëà ó ðå-
áåíêà è ó äèêàðÿ» [154, ñ. 13]. Ðåáåíîê íà÷èíàåò îòëè÷àòü äèñêðåò-
íîå è íåïðåðûâíîå ïðèìåðíî òàê, êàê è ïåðâîáûòíûé ÷åëîâåê. Îä-
íàêî Ïèàæå îòìå÷àåò, ÷òî â âîçðàñòå 2–8 ëåò ðåáåíîê ðàññóæäàåò
êîíôèãóðàöèÿìè, ò. å. åãî ìûøëåíèå äèñêðåòíî, è îí íà÷èíàåò
ìûñëåííî ïðåäñòàâëÿòü íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó ïåðåìåùåíèé ëèøü
ïîñëå òîãî, êàê íàó÷èòñÿ âûïîëíÿòü ýòè ïåðåìåùåíèÿ ìàòåðèàëüíî.
Ïîýòîìó ïðè ñðàâíåíèè îòðåçêîâ ðàçóì ðåáåíêà íå èäåò äàëüøå
êîíêðåòíîãî ïðèáëèçèòåëüíîãî äåëåíèÿ. Îí áóäåò óòâåðæäàòü, ÷òî
áîëüøîé îòðåçîê ðàâåí ïðèìåðíî ïÿòè (èíîãäà ïÿòè ñ ïîëîâèíîé)
ìàëûì. Ðåáåíîê ðàíî âûó÷èâàåòñÿ ñ÷èòàòü. Íî, êàê óòâåðæäàåò èç-
âåñòíûé ìàòåìàòèê Ã. Ôðîéäåíòàëü, îí åùå íå ïîíèìàåò çàâèñèìîñ-
òè ìåæäó ñ÷åòîì è êîëè÷åñòâîì. «Ðåáåíîê îáðåòàåò ïîðÿäêîâîå
÷èñëî è â êàêîé-òî ìîìåíò êîíñòàòèðóåò åãî èíâàðèàíòíîñòü ïðè
âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèÿõ (íàïðèìåð, ïðè ïåðåñòàíîâ-
êàõ); îí íå ôîðìèðóåò êîíêðåòíîå ÷èñëî – òàêæå íå áåññîçíàòåëü-
íî – êàê êëàññ âçàèìíî ýêâèâàëåíòíûõ ìíîæåñòâ» [188, ñ. 119].

Áîëüøèíñòâî èññëåäîâàòåëåé ñ÷èòàþò, ÷òî çàêëàäûâàíèå íà÷àë
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ ïðîèñõîäèò íà îñíîâå îùóùåíèé, âîñ-
ïðèÿòèé è ïðåäñòàâëåíèé, ò. å. ÷óâñòâ, à íå ðàçóìà. Îñîáåííî áîëü-
øîå çíà÷åíèå èìååò çðåíèå. Â ÷àñòíîñòè, Áèðêãîôô ïèøåò: «Áëåñ-
òÿùèå äîñòèæåíèÿ ãðå÷åñêîé ìàòåìàòèêè çàâèñåëè îò ñî÷åòàíèÿ ëî-
ãèêè ñî çðèòåëüíûì âîîáðàæåíèåì, áåç ïðåäïî÷òåíèÿ òîé èëè èíîé
ñîñòàâëÿþùåé... Äàæå îãðàíè÷åííîå ÷åðíî-áåëûìè îáðàçàìè ÷åëî-
âå÷åñêîå çðåíèå ñïîñîáíî äåëàòü ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì èäåíòèôèêà-
öèÿ ïîäìíîæåñòâ âîçáóæäåííûõ íåéðîíîâ» [21, ñ. 39, 51].

Â ïðîöåññå âîñïðèÿòèÿ â êîðå ãîëîâíîãî ìîçãà ñîçäàåòñÿ ìîäåëü
îáúåêòà (íîñèòåëÿ èíôîðìàöèè), êîòîðóþ Í. Ì. Àìîñîâ íàçûâàë
êîðêîâîé ìîäåëüþ [6, ñ. 44]. Îáùóþ ñõåìó ýòîãî ïðîöåññà ìîæíî
èçîáðàçèòü òàê: îáúåêò (íîñèòåëü èíôîðìàöèè) – åãî ñèãíàëû – êî-
äèðîâàíèå ñèãíàëîâ – âîñïðèÿòèå – ðàñøèôðîâêà ñèãíàëà – îáðàç
(êîðêîâàÿ ìîäåëü). Îäíàêî êîðêîâûå ìîäåëè, â ñèëó îñîáåííîñòåé
÷åëîâå÷åñêîé ïñèõèêè, õàðàêòåðèçóþòñÿ íåóñòîé÷èâîñòüþ. Ñ îä-
íîé ñòîðîíû, ýòî õîðîøî, ïîñêîëüêó âñå âðåìÿ ïðîèñõîäèò îáíîâ-
ëåíèå, èñïðàâëåíèå, óëó÷øåíèå ìîäåëè, ñ äðóãîé – ðàáîòàòü ñ íåóñ-
òîé÷èâîé ìîäåëüþ íåóäîáíî. Ïîýòîìó â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ áîëü-
øîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò ïðåîáðàçîâàíèå êîðêîâûõ ìîäåëåé â
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íàãëÿäíûå ìîäåëè, ê êîòîðûì îáó÷àþùèéñÿ áóäåò ïîñòîÿííî îáðà-
ùàòüñÿ âî âðåìÿ íåêîòîðîãî ôðàãìåíòà îáó÷åíèÿ. Òàê, öèôðà ÿâëÿ-
åòñÿ ìîäåëüþ ÷èñëà, ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû è òåëà – ìîäåëÿìè ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ãðàôè÷åñêèå ìîäåëè, ÷àñòè÷íî ñîõðàíÿþ-
ùèå èñòèííûå ñòðóêòóðíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè
îáúåêòà, ïîëó÷àþòñÿ ïðè âîñïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâåííîé êîð-
êîâîé ìîäåëè íà ïëîñêîñòè.

Ïðè âîñïðèÿòèè ÷åëîâåê ÷àñòî äîëæåí ðàñïîçíàòü ïîëó÷åííûé
îáðàç è îòíåñòè åãî ê íåêîòîðîìó êëàññó. Ñàìûé ïðîñòîé ïóòü äëÿ
ýòîãî – ñðàâíåíèå îáðàçà ñ ýòàëîíîì. Ïðè ðàñïîçíàâàíèè, íàïðè-
ìåð, áóêâû îáðàç, ïîðîæäàåìûé âíåøíèì ñèãíàëîì, ñðàâíèâàåòñÿ
ñî âñåìè ýòàëîíàìè îäíîâðåìåííî. Âîçáóæäàþòñÿ âñå âîçìîæíûå
ýòàëîíû áóêâ, è òîò èç íèõ, êîòîðûé ðåàãèðóåò íà îáðàç ñèëüíåå
äðóãèõ, è åñòü èñêîìûé ýòàëîí. Â òî æå âðåìÿ, åñëè ÷åëîâåêó äàòü
îùóïûâàòü âûïóêëóþ, íåâèäèìóþ äëÿ íåãî áóêâó, îí ÷àñòî íàçîâåò
åå, ïðîèçâåäÿ îùóïûâàíèå íå ïîëíîñòüþ. Ïðè òàêîì âîñïðèÿòèè
÷åëîâåê ïîëüçóåòñÿ ïîñòðîåííûì èì äèñêðåòíûì íàáîðîì õàðàê-
òåðíûõ ïðèçíàêîâ, ïðè÷åì îí ìîæåò èñïîëüçîâàòü íå âñå ïðèçíàêè.
Èíîãäà ÷åëîâåêó ïðèõîäèòñÿ âîñïðèíèìàòü îáðàçû, äëÿ êîòîðûõ ó
íåãî íå ñóùåñòâóåò ýòàëîíîâ. (Íàèáîëåå õàðàêòåðíûé ïðèìåð –

âîñïðèÿòèå àáñòðàêòíîé æèâîïèñè.) Ïðè ýòîì îí âûäåëÿåò êà-
êèå-òî ôðàãìåíòû îáðàçîâ, îáëàäàþùèå íåêîòîðîé îòëè÷èòåëüíîé
îñîáåííîñòüþ. Âî âñåõ îïèñàííûõ âûøå ñëó÷àÿõ ïðîèñõîäèò îðãà-
íèçàöèÿ è óïîðÿäî÷åíèå èíôîðìàöèè.

Íåîæèäàííîñòü, ïðèñóòñòâèå êàêîé-íèáóäü íåîáû÷íîé èíôîð-
ìàöèè â ïîòîêå ïðèâû÷íîé óõóäøàåò ïðîöåññ âîñïðèÿòèÿ. Òàê, â
îïûòàõ Áðóíåðà è Ïîñòíåðà [29, ñ. 90] ïî ðàñïîçíàâàíèþ êàðò âðå-
ìÿ îò âðåìåíè ïîÿâëÿëèñü ñòðàííûå êàðòû, íàïðèìåð, êðàñíûå
øåñòåðêè ïèê èëè òðåôåé. Âðåìÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ýòèõ êàðò áûëî
íàìíîãî áîëüøå îáû÷íîãî. Îäíàêî ïðè ïîâòîðíîì ïîÿâëåíèè òà-
êèõ êàðò ýòî âðåìÿ ïîñòåïåííî óìåíüøàëîñü.

Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ó÷èòåëü ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì èíôîðìà-
öèè äëÿ îáó÷àåìîãî. Îí ïåðåäàåò èíôîðìàöèþ (â îñíîâíîì íåïðå-
ðûâíóþ) â âèäå çàêîäèðîâàííûõ äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ (ñëîâ).
Êðîìå ýòîãî, îáó÷àåìûé ÷àñòî ïðîèçâîäèò ïåðåêîäèðîâêó ñèãíàëà
(íàïðèìåð, ñîñòàâëÿåò êîíñïåêò ëåêöèè), ïðè êîòîðîé òîæå ïðî-
èñõîäèò ïîòåðÿ èëè èñêàæåíèå èíôîðìàöèè. Ñóùåñòâåííûì ÿâëÿ-
åòñÿ ðàñøèôðîâêà ñèãíàëîâ ñ íàèìåíüøåé ïîòåðåé èíôîðìàöèè.
Íî çà äèñêðåòíûìè ñèìâîëàìè ÿçûêà ñòîèò êîíòèíóàëüíîå ìíîãîç-
íà÷íîå ñîäåðæàíèå. (Íå ñëó÷àéíî â ïðîèçâåäåíèÿõ áîëüøèõ ïèñà-
òåëåé è ïîýòîâ ðàçíûå ëþäè ÷àñòî íàõîäÿò ðàçíûé ñìûñë.) Â ñâÿçè
ñ ýòèì âàæíîå çíà÷åíèå â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ïðèîáðåòàþò ïîâòîðÿ-
åìîñòü ñèãíàëà è èçáûòî÷íîñòü èíôîðìàöèè.
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Ñàì ïðîöåññ îáó÷åíèÿ òàêæå èìååò íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå
ñâîéñòâà. «Äëÿ ïåäàãîãè÷åñêîãî ïðîöåññà õàðàêòåðíî åäèíñòâî
íåïðåðûâíîñòè è äèñêðåòíîñòè: ñ îäíîé ñòîðîíû, âîçðàñòàíèå êî-
ëè÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé â ðàçâèòèè îáó÷àåìûõ, à ñ äðóãîé – êà÷åñ-
òâåííûé ïåðåõîä – „ñêà÷êè“» [171, ñ. 11].

Âñÿêèé ðåàëüíûé ïðåîáðàçîâàòåëü èíôîðìàöèè îáëàäàåò, ïî
êðàéíåé ìåðå, òðåìÿ îãðàíè÷åíèÿìè, äåëàþùèìè âîçìîæíûì äèñ-
êðåòíûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ åãî ðàáîòû: ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ, ðàçðå-
øàþùåé ñèëîé è ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ [53]. Ñ îäíîé ñòîðîíû,
íàçâàííûå îãðàíè÷åíèÿ âåäóò ê íåîáõîäèìîñòè ðàñ÷ëåíåíèÿ íà ýëå-
ìåíòû âñÿêîé äàæå íåïðåðûâíîé èíôîðìàöèè. Íåîáõîäèìî çàáî-
òèòüñÿ, ÷òîáû â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ïîðöèè èíôîðìàöèè íå ïðåâîñ-
õîäèëè ïîðîãà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ó÷åíèêà: ñëèøêîì áîëüøèå ïîð-
öèè çàòðóäíÿþò èõ âîñïðèÿòèå ó÷åíèêîì. Â òî æå âðåìÿ èç-çà
îãðàíè÷åíèé ÷àñòî äèñêðåòíàÿ èíôîðìàöèÿ âîñïðèíèìàåòñÿ êàê
íåïðåðûâíàÿ, íàïðèìåð, ôîòîãðàôèè â ãàçåòå, ñîñòîÿùèå èç îò-
äåëüíûõ òî÷åê. Çðèòåëüíûé îáðàç ñîõðàíÿåòñÿ â ãëàçó â òå÷åíèå
150 ìèëëèñåêóíä ïîñëå òîãî, êàê íà ãëàç íå äåéñòâóåò ñâåò. Ýòî ïðè-
âîäèò, â ÷àñòíîñòè, ê íåïðåðûâíîìó âîñïðèÿòèþ êàäðîâ â êèíî.

Ïðè ðåøåíèè ðàçíûõ íåïðåðûâíûõ çàäà÷ âîñïðèÿòèÿ ìîçã ÷àñ-
òî ñàì ðàçáèâàåò èõ íà ìåíüøèå ïîäçàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì
ïîêàçàí ðèñóíîê, íà êîòîðîì èçîáðàæåíû ãåîìåòðè÷åñêèå òåëà,
÷àñòè÷íî çàñëîíÿþùèå äðóã äðóãà. Ñïðàøèâàåòñÿ, êàê íóæíî ñî-
ïîñòàâëÿòü ðàçíûå ëèíèè íà ðèñóíêå, ÷òîáû îïðåäåëèòü îòäåëüíûå
òåëà? Ãóìàí, ïðîàíàëèçèðîâàâ ðåøåíèå ðÿäà çàäà÷ òàêîãî òèïà
[210], âûÿñíèë, ÷òî ïðîèñõîäèò àâòîìàòè÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ íåï-
ðåðûâíîãî èçîáðàæåíèÿ, ïðè÷åì íàèáîëüøåå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
àíàëèçó ïåðåñå÷åíèé, êîòîðûå íåñóò ìàêñèìàëüíóþ èíôîðìàöèþ.
Íî ÷àñòî äèñêðåòíîãî àíàëèçà ôðàãìåíòîâ íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî,
÷òîáû ñäåëàòü âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè òðåõìåðíîãî òåëà. Ðèñóíêè
Ïåíðîóçà, Ýñõåðà, Àëüáåðñà [114, ñ. 39–41]) çàäàþò «íåâîçìîæíûå
ôèãóðû», ôðàãìåíòû êîòîðûõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü, íî íåïðåðûâ-
íîå ñîåäèíåíèå ýòèõ ôðàãìåíòîâ íåâîçìîæíî. Äëÿ âûÿñíåíèÿ ýòîé
íåâîçìîæíîñòè íåîáõîäèì íåïðåðûâíûé ïåðåõîä îò îäíîãî ôðàã-
ìåíòà ê äðóãîìó.

Ïðîáëåìà äèñêðåòèçàöèè åùå áîëåå âàæíà ïðè âîñïðèÿòèè ðå-
÷è. Èëëþçèåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìû ñëûøèì îòäåëüíûå ñëîâà. Óñ-
òíàÿ ðå÷ü, êàê ïðàâèëî, ñîñòîèò èç íåÿñíûõ çâóêîâ, íåâíÿòíî ïðî-
èçíåñåííûõ ñëîãîâ, ïàóç, ñêîðîãîâîðîê. Âèäèìîé ñâÿçè ìåæäó ðàç-
ðûâàìè ðå÷è íåò. ×åëîâå÷åñêèé ìîçã ñàì ïðîèçâîäèò íóæíóþ
ñèãìåíòèçàöèþ ðå÷è, âûäåëÿåò è àíàëèçèðóåò ïðîèçíîñèìîå. Åñëè
æå ñîáåñåäíèê ãîâîðèò íà èíîñòðàííîì ÿçûêå, òî íà÷èíàþùèé ñëó-
øàòåëü, äàæå îâëàäåâøèé íåîáõîäèìûì ñëîâàðíûì çàïàñîì ÿçûêà,
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âîñïðèíèìàåò ðå÷ü êàê ñïëîøíîé ïîòîê. Ýòî òðåáóåò îò ó÷èòåëÿ
(îñîáåííî â ìëàäøèõ êëàññàõ) õîðîøåé äèêöèè, ìåäëåííîãî è
âíÿòíîãî âûãîâàðèâàíèÿ ïðåäëîæåíèé, íåñóùèõ îñíîâíóþ èíôîð-
ìàöèþ óðîêà, ÷åòêîé àðòèêóëÿöèè.

Â ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ñëåäóåò äèñêðåòèçèðîâàòü ðåøåíèå çàäà÷,
ò. å. ðàçáèâàòü èõ íà îòäåëüíûå ïîäçàäà÷è. Åùå Ð. Äåêàðò ó÷èë ðàñ-
÷ëåíÿòü êàæäóþ èçó÷àåìóþ çàäà÷ó íà ñòîëüêî ÷àñòåé, íà ñêîëüêî
ìîæíî, ÷òîáû èõ áûëî ëåãêî ðåøàòü [64, ñ. 272]. Èåðàðõè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà âûäåëåíèÿ ïîäçàäà÷, êàê ïðàâèëî, îáëåã÷àåò ðåøåíèå è
ïîçâîëÿåò ó÷åíèêó ïðîâîäèòü åãî ñîçíàòåëüíî. Íî ýòî ìîæåò ïðî-
èçîéòè ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ÷åòêî îñîçíàåò èåðàðõèþ,
âêëþ÷åíèå ìåíüøèõ çàäà÷ â áîëüøèå, âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü ðåøå-
íèå âòîðûõ èç ðåøåíèÿ ïåðâûõ. Èíà÷å ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóà-
öèÿ, îïèñàííàÿ â ðóññêîé ïîãîâîðêå: èç-çà äåðåâüåâ ëåñà íå âèäíî.
Íå ñëó÷àéíî Ëåéáíèö ïèñàë: «Ýòî ïðàâèëî Äåêàðòà ìàëîýôôåê-
òèâíî, ïîñêîëüêó èñêóññòâî ðàçäåëåíèÿ... îñòàåòñÿ íåïîääàþùèì-
ñÿ èñòîëêîâàíèþ. Ðàçäåëÿÿ çàäà÷ó íà íåïîäõîäÿùèå ÷àñòè, íåî-
ïûòíûé ðåøàþùèé ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èòü ñâîè çàòðóäíåíèÿ»
[211, ñ. 331]. Ðîëü ó÷èòåëÿ è çàêëþ÷àåòñÿ â îáó÷åíèè ó÷åíèêà óìå-
íèþ ýôôåêòèâíî ðàçäåëÿòü çàäà÷ó.

Äðóãàÿ ñòåïåíü äèñêðåòèçàöèè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è – äèñêðåòè-
çàöèÿ ïðîöåññà ìûøëåíèÿ – îïèñàíà Ä. Ïîéà: «Ìû áóäåì ðàçëè-
÷àòü 4 ñòóïåíè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ìû äîëæíû ïîíÿòü
çàäà÷ó; ìû äîëæíû ÿñíî óâèäåòü, ÷òî â íåé ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.
Âî-âòîðûõ, ìû äîëæíû óñìîòðåòü, êàê ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ðàç-
ëè÷íûå ýëåìåíòû çàäà÷è, êàê íåèçâåñòíîå ñâÿçàíî ñ äàííûìè. Ýòî
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î ðåøåíèè, ÷òîáû ñîñ-
òàâèòü ïëàí. Â-òðåòüèõ, ìû îñóùåñòâëÿåì íàø ïëàí. Â-÷åòâåðòûõ,
îãëÿäûâàÿñü íàçàä íà ïîëó÷åííîå ðåøåíèå, ìû âíîâü èçó÷àåì è
àíàëèçèðóåì åãî» [155, ñ. 16].

Âûÿâëåíèå ýòèõ ÷åòûðåõ óðîâíåé ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çà-
äà÷ äàåò ïðåäñòàâëåíèå î õîäå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ïîçíàíèÿ. Ïåðâûé óðîâåíü – ýòî ïîñòàíîâêà çàäà÷è, âòî-
ðîé – ïîñòðîåíèå ìîäåëè. Òðåòèé óðîâåíü – èññëåäîâàíèå ìîäåëè –

åñòü ÷èñòî àíàëèòè÷åñêèé óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ,
óðîâåíü îïåðèðîâàíèÿ ñî çíàêàìè, ñèìâîëàìè. ×åòâåðòûé æå óðî-
âåíü – ýòî, êàê ïèøåò Ä. Ïîéà, ýâðèñòè÷åñêèé óðîâåíü ìûøëåíèÿ,
èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Íà äàííîì óðîâíå âñïûõèâà-
þò íåîáúÿñíèìûå è «÷óäîòâîðíûå èäåè».

Áîëüøîå çíà÷åíèå â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ èìååò çàïîìèíàíèå ìà-
òåðèàëà. Ðóññêàÿ ïîñëîâèöà ãëàñèò: «Ïîâòîðåíèå – ìàòü ó÷åíèÿ»,
÷òî íåñîìíåííî òàê, íî áóêâàëüíîå ñëåäîâàíèå ïîñëîâèöå ïðåâðà-
ùàåò îáó÷åíèå â çàíóäëèâûé ïðîöåññ.
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Ðàññìîòðèì çàó÷èâàíèå ñïèñêîâ (ñëîâ, ñèìâîëîâ, áóêâ, öèôð è
ò. ä.), êîòîðûå íåñóò íåóïîðÿäî÷åííóþ èíôîðìàöèþ äëÿ îáó÷àåìî-
ãî. Îïûòû, ïðîäåëàííûå èññëåäîâàòåëÿìè [133, ñ. 132–148], ãîâî-
ðÿò, ÷òî îáó÷àåìûå ñëåäóþò â îñíîâíîì äâóì ïðàâèëàì. Âî-ïåð-
âûõ, îíè ïûòàþòñÿ íàñûòèòü ñìûñëîì ïðåäëîæåííûå êîìáèíàöèè
(âñïîìíèòå ìíåìîíè÷åñêèå ïðàâèëà äëÿ çàïîìèíàíèÿ öâåòîâ ðàäó-
ãè èëè ÷èñëà p) èëè ïðèäóìàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó ìîæíî ýòè êîì-
áèíàöèè âîññòàíîâèòü. Âî-âòîðûõ, îíè äèñêðåòèçèðóþò ïðåäëî-
æåííûé ìàòåðèàë, ïðîÿâëÿþò òåíäåíöèþ ê óñâîåíèþ åãî îòðåçêà-
ìè, îðãàíèçîâàííûìè êàê ñìûñëîâûå åäèíèöû. «Ðåçóëüòàòîì ýòîé
ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ èåðàðõè÷åñêàÿ îðãàíèçàöèÿ çàïîìèíàåìîãî
ñïèñêà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ðàñïàäàåòñÿ, ñêàæåì, íà 4 ÷àñòè,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ â ñâîþ î÷åðåäü äåëèòñÿ íà áîëåå ìåëêèå ÷àñòè, à
ïîñëåäíèå, âîçìîæíî, ñîñòîÿò èç ñëîâ, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå áåñ-
ñìûñëåííûõ ñëîãîâ» [133, ñ. 138]. Êàçàëîñü áû, ñîçäàíèå ñëîæíûõ
èåðàðõèé óâåëè÷èâàåò ÷èñëî íåîáõîäèìûõ àññîöèàöèé, îäíàêî ñëå-
äóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âîñïðèÿòèå ÷åëîâåêà èìååò äîâîëüíî óçêèå
ãðàíèöû. «Íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî åäèíèö, êîòîðîå ìîæåò çàïîì-
íèòü ñðåäíèé ÷åëîâåê ïîñëå îäíîãî ïðåäúÿâëåíèÿ, ðàâíî ïðèìåðíî
ñåìè, à åñëè ìû õîòèì îáåñïå÷èòü óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî îí íèêîã-
äà íå îøèáåòñÿ, íàì ïðèäåòñÿ ñîêðàòèòü ýòî ÷èñëî äî ÷åòûðåõ èëè
ïÿòè. Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî îêîëî ÷åòûðåõ èëè ïÿòè ñèìâîëîâ
(ñëîâ, ýëåìåíòîâ, ïóíêòîâ, ñïèñêîâ, ïðåäìåòîâ, ãðóïï, ìûñëåé,
èäåé è ò. ä.) ìîæåò áåç çàòðóäíåíèé ñôîðìèðîâàòüñÿ â íàøåì ñîç-
íàíèè îäíîâðåìåííî êàê íîâûé ðÿä, êîòîðîìó ìû ìîæåì äàòü íàç-
âàíèå... Ïîýòîìó, êîãäà çàó÷èâàþùèé ãðóïïèðóåò è ïåðåèìåíîâû-
âàåò ýëåìåíòû ñïèñêà, îí òåì ñàìûì ýôôåêòèâíî ñîêðàùàåò äëèíó
ñïèñêà» [133, ñ. 140].

Êðîìå òîãî, êàê ïîêàçàë àêàäåìèê À. Í. Ëåîíòüåâ [112, ñ. 430],
ïðèìåíåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ çíàêîâ (êàðòèíîê) äàåò ïîâûøåíèå êà-
÷åñòâà çàïîìèíàåìûõ ñëîâ äî 80 % ó øêîëüíèêîâ. Áîëüøîå çíà÷åíèå
â ïðîöåññå çàïîìèíàíèÿ èìååò ðèòì, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ïîâòîðÿþ-
ùèåñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå è ñìûñëîâûå îòíîøåíèÿ ìåæäó
îáúåêòàìè è ÿâëåíèÿìè. Ðèòìè÷åñêàÿ îðãàíèçàöèÿ ïðèäàåò óñòîé÷è-
âîñòü ïðîöåññó çàïîìèíàíèÿ, óìåíüøàåò çàáûâàåìîñòü [66]. Î çíà÷å-
íèè óïîðÿäî÷åíèÿ â ïðîöåññå çàïîìèíàíèÿ ïèøåò è À. Ïóàíêàðå:
«Ìàòåìàòè÷åñêîå ðàññóæäåíèå íå åñòü ïðîñòàÿ ñîâîêóïíîñòü ñèëëî-
ãèçìîâ, ýòî ñèëëîãèçìû, ïîìåùåííûå â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå, è ïî-
ðÿäîê, â êîòîðîì ýòè ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû, ãîðàçäî áîëåå âàæåí,
÷åì ñàìè ýëåìåíòû. Åñëè ÿ ÷óâñòâóþ ýòîò ïîðÿäîê, òàê ÷òî âèæó ðàñ-
ñóæäåíèÿ â öåëîì, òî ìíå íå ñòðàøíî çàáûòü îäèí èç ýëåìåíòîâ: êàæ-
äûé èç íèõ ñòàíåò íà ìåñòî, êîòîðîå åìó ïðèãîòîâëåíî, ïðè÷åì áåç
âñÿêîãî óñèëèÿ ñî ñòîðîíû ïàìÿòè» [159, ñ. 137].
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Âîñïðèÿòèå äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè îáó÷àåìûìè îòëè÷àåòñÿ
îò âîñïðèÿòèÿ íåïðåðûâíîé. Íàïðèìåð, âî âðåìÿ ðàáîòû íà ïåð-
âîì êóðñå ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÁÃÓ àâòîð çà-
ìåòèë, ÷òî äàæå òå ñòóäåíòû, êîòîðûå ëåãêî ðåøàþò ñëîæíûå
íåïðåðûâíûå çàäà÷è, ÷àñòî ïðèõîäÿò â çàòðóäíåíèå ïðè ðåøåíèè
îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ äèñêðåòíûõ. Îáúÿñíåíèå ýòîìó, âèäèìî,
ñëåäóþùåå. Ê 14–15 ãîäàì óìñòâåííîå ðàçâèòèå äåòåé ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî îíè íà÷èíàþò âîñïðèíèìàòü ôîðìàëüíûå îòíîøåíèÿ
[29, ñ. 360–362]. Ó÷åíèêè ëó÷øå ïîíèìàþò àáñòðàêöèè, ñïîñîáíû
ïåðåéòè îò äåéñòâèé ïî ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ê îáîáùåíè-
ÿì, ïîñòðîåíèÿì îáùèõ ïðàâèë è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îï-
ðåäåëåííîãî òèïà. Ìíîãèå èç íèõ ïðåäïî÷èòàþò ïîëüçîâàòüñÿ ãî-
òîâûìè ïðèåìàìè, ôîðìóëàìè è àëãîðèòìàìè, íåæåëè äóìàòü.
Òàê, áîëüøèíñòâî øêîëüíèêîâ ëó÷øå ðåøàåò àëãåáðàè÷åñêèå çà-
äà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ ëåã÷å àëãîðèòìèçèðîâàòü, ÷åì ãåîìåòðè-
÷åñêèå. Ïîýòîìó çàäà÷è, êîòîðûå íå óêëàäûâàþòñÿ â çàäàííûå
ñõåìû, âûçûâàþò ó íèõ çàòðóäíåíèÿ. Çàäà÷è ïî äèñêðåòíîé ìàòå-
ìàòèêå áîëåå èíäèâèäóàëüíû, ÷åì çàäà÷è, íàïðèìåð, ïî àëãåáðå;
ïðàêòè÷åñêè êàæäóþ çàäà÷ó, â ÷àñòíîñòè, ïî òåîðèè ãðàôîâ íóæ-
íî ðåøàòü îòäåëüíî, ïîëüçóÿñü ïðè ýòîì îáùèìè äëÿ âñåõ çàäà÷
ôàêòàìè òåîðèè. Ïîýòîìó èçó÷åíèå äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè íåîá-
õîäèìî äëÿ áóäóùèõ ó÷èòåëåé, ïîñêîëüêó îíî íå òîëüêî äàåò èì
íåîáõîäèìûé â áóäóùåì îáúåì çíàíèé, íî è ðàçâèâàåò èõ óì-
ñòâåííûå ñïîñîáíîñòè.

Ó÷åò ïñèõîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé âîñïðèÿòèÿ íåïðåðûâíîãî
è äèñêðåòíîãî ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå ïîçâîëèò óëó÷øèòü ýòî
îáó÷åíèå è ïîâûñèòü åãî êà÷åñòâî.
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ÃËÀÂÀ 3

ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÅ ÈÇÓ×ÅÍÈÈ
ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Îòêðûòèÿ Íüþòîíà è Ëåéáíèöà âûâåëè íà ëèäèðóþùèå ïîçè-
öèè íåïðåðûâíóþ ìàòåìàòèêó. Îäíàêî ñ òåõ ïîð â ìàòåìàòè÷åñêîì
ìèðå êîå-÷òî èçìåíèëîñü. Óâåëè÷åíèå ìàñøòàáîâ ïðîèçâîäñòâà, íà-
ó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ìåæîòðàñëåâûõ è ìåæãîñóäàðñòâåííûõ ñâÿ-
çåé ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ òàê íàçûâàåìûõ êèáåðíåòè-
÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëüøèì ÷èñëîì ñîñòàâ-
ëÿþùèõ èõ ýëåìåíòîâ è ñâÿçåé ìåæäó íèìè, ñëîæíîé èåðàðõèåé.
ßçûêîì îïèñàíèÿ òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà,
ïðè÷åì ìíîãî÷èñëåííûå è ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è ìîãóò áûòü îïèñà-
íû îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì ÷èñëîì äèñêðåòíûõ ìîäåëåé.

Ïîÿâëåíèå êîìïüþòåðà ïðèâåëî ê èçó÷åíèþ èíôîðìàòèêè â
øêîëàõ è âóçàõ. Êîìïüþòåð ðàáîòàåò äèñêðåòíî; àëãîðèòìû, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðûõ îí ðåøàåò çàäà÷è, ñîñòîÿò èç äèñêðåòíûõ øàãîâ è
ñïëîøü è ðÿäîì îñíîâàíû íà äèñêðåòíîé ìîäåëè çàäà÷è. Ñåãîäíÿ
äëÿ òîãî, ÷òîáû áûòü ñîâðåìåííûì ÷åëîâåêîì, ñïîñîáíûì âîéòè â
íîâûé «êîìïüþòåðíûé» ìèð, â êîòîðîì ïðèäåòñÿ èñêàòü ëó÷øèå
ðåøåíèÿ è êðàò÷àéøèå ïóòè â ëàáèðèíòå âîçìîæíîñòåé, âûïóñêíèê
âóçà äîëæåí íå òîëüêî çíàòü ýëåìåíòû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, íî
è óìåòü äóìàòü íà ÿçûêå äèñêðåòíûõ ìîäåëåé.

Ïåðâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, âîñïðèíèìàåìûå ðåáåíêîì,
ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè. Â øêîëå æå ïîñëå çíàêîìñòâà ñ öåëûìè
÷èñëàìè äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà íàäîëãî èñ÷åçàåò èç îáÿçàòåëüíîé
ïðîãðàììû. Â ïðîãðàììå åñòü èíôîðìàòèêà, íî îíà äî ñèõ ïîð îñ-
òàåòñÿ ïðåäìåòîì, ïî÷òè ëèøåííûì òåîðåòè÷åñêîé áàçû, êîòîðóþ
äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà êàê ðàç è ñîñòàâëÿåò.

Ìèíèñòåðñòâî îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü ñäåëàëî ïåð-
âûé øàã ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â øêîëü-
íóþ èíôîðìàòèêó: â ïðîãðàììó äëÿ øêîë ñ óãëóáëåííûì è ïîâû-
øåííûì óðîâíåì èçó÷åíèÿ èíôîðìàòèêè âêëþ÷åí áîëüøîé ðàçäåë
ïî òåîðèè ãðàôîâ [79, ñ. 30–37; 97]. Ïîäãîòîâëåíî è èçäàíî ó÷åáíîå
ïîñîáèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ïðîãðàììå [97]. Õîòåëîñü áû íàäå-
ÿòüñÿ, ÷òî ýòîò øàã íå îêàæåòñÿ ïîñëåäíèì. Íî äàæå ïðè ñóùåñòâó-
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þùåì ïîëîæåíèè åñòü ìíîãî âîçìîæíîñòåé äëÿ çíàêîìñòâà è èçó÷å-
íèÿ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.

Ïåðâîíà÷àëüíî ýòî ìîæíî îñóùåñòâëÿòü óæå â äåòñêîì ñàäó.
Ðèñóíêè (ãðàôû) ïîìîãóò çàäàòü êîíå÷íûå ìíîæåñòâà è îòíîøåíèÿ
ìåæäó èõ ýëåìåíòàìè. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò ïåðâîå çíàêîìñòâî äå-
òåé ñ îñíîâàìè ìîäåëèðîâàíèÿ: âåäü òå òî÷êè, êîòîðûìè îáîçíà÷à-
þò, íàïðèìåð, ëþäåé, îïðåäåëÿþò èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà, íåîáõî-
äèìûå äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è, ìîæåò áûòü, ïîë, îòíîøå-
íèå ðîäñòâà, ïðîôåññèþ, è íå ó÷èòûâàþò íåíóæíûå. Îïèñàíèå
ðàçëè÷íûõ ñîîòâåòñòâèé ãîòîâèò ðåáåíêà ê âîñïðèÿòèþ ïîíÿòèÿ
«ôóíêöèÿ». Îïûò çíàêîìñòâà äåòåé ñ ýëåìåíòàìè òåîðèè ãðàôîâ â
äåòñêîì ñàäó îïèñàíû Ô. è Æ. Ïàïè [151].

Â ìëàäøèõ è ñðåäíèõ êëàññàõ òàêæå ñëåäóåò ïðîäîëæàòü ðåøå-
íèå çàäà÷ íà óñòàíîâëåíèå ñîîòâåòñòâèé, ÷òî ïîçâîëèò â äàëüíåé-
øåì ïîäâåñòè øêîëüíèêîâ ê èäåå ñðàâíåíèÿ ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ
(íà ôàêóëüòàòèâàõ â ñòàðøèõ êëàññàõ) ñ ïîìîùüþ óñòàíîâëåíèÿ
ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó èõ ýëåìåíòàìè.

Ñ ïåðâîãî æå êëàññà ìîæíî çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ àëãîðèò-
ìû ðåøåíèÿ çàäà÷ è ïðèìåðîâ. Âíà÷àëå ýòî áóäóò ïðîñòûå ïðèìåðû
âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé èëè ñðàâíåíèÿ ÷èñåë. Â âåðøè-
íàõ ãðàôîâ áóäóò çàïèñàíû íåêîòîðûå ÷èñëà, à íà ðåáðàõ – òå îïåðà-
öèè, êîòîðûå íóæíî âûïîëíèòü íàä íèìè. Â äàëüíåéøåì àëãîðèòìû
ìîæíî óñëîæíÿòü. Â ÷àñòíîñòè, â âåðøèíàõ ìîæíî ïèñàòü íå êîíêðåò-
íûå ÷èñëà, à ïåðåìåííûå, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷å-
íèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ äåéñòâèé áóäóò ìåíÿòüñÿ â
çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, è øêîëüíèêó ñòàíåò ÿñíî, ÷òî àë-
ãîðèòì ðåøàåò íå êîíêðåòíóþ, à ìàññîâóþ çàäà÷ó. Â äàëüíåéøåì â àë-
ãîðèòìû ìîãóò áûòü âñòðîåíû íå òîëüêî àðèôìåòè÷åñêèå, íî è ëîãè-
÷åñêèå îïåðàöèè, ò. å. ñõåìû ïðåâðàòÿòñÿ â áëîê-ñõåìû àëãîðèòìîâ.
Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ áëîê-ñõåìû ìîæíî çàäàòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Áîëüøîå ÷èñëî áëîê-ñõåì àëãîðèòìîâ, îòíî-
ñÿùèõñÿ ê øêîëüíîé ìàòåìàòèêå, äàíî â êíèãå Á. Ñ. Êàïëàíà,
Í. Ê. Ðóçèíà, À. À. Ñòîëÿðà «Ìåòîäû îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå» [81].

Ïðè èçó÷åíèè èíôîðìàòèêè ðîëü ãðàôîâ êàê ÿçûêà ñóùåñòâåí-
íî âîçðàñòàåò. Ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ ìîæíî îïèñûâàòü ñëîæíûå àëãî-
ðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷, ïðè÷åì ýòî îïèñàíèå îáëàäàåò áîëüøîé íàã-
ëÿäíîñòüþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, c ïîìîùüþ ãðàôîâ ìîæíî îáúÿñíÿòü
ñòðîåíèå ðàçëè÷íûõ èñïîëüçóåìûõ â ïðîãðàììèðîâàíèè ñòðóêòóð,
íàïðèìåð, î÷åðåäåé, ñòåêîâ, äåêîâ, êó÷ è ò. ä. è îïåðàöèé íàä íèìè.

Èçó÷åíèå ýëåìåíòîâ áóëåâûõ ôóíêöèé è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè íå-
ñîìíåííî îáëåã÷èò â áóäóùåì ó÷åíèêó âîñïðèÿòèå òåîðèè ìíîæåñòâ, à
ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè ïîìîãóò ëó÷øå ïîíÿòü òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé
[7]. Êðîìå òîãî, ýëåìåíòû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ìîãóò ñóùåñòâåííî èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ìåòîäè÷åñêèõ çàäà÷ îáó÷åíèÿ ìà-
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òåìàòèêå: îáó÷åíèå ïîíÿòèÿì «ôóíêöèÿ», «ìîäåëü», «íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ», «ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ»è ò. ä. (ñì. Ãëàâó 7).

Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå äèñêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â
ðåàëüíîé æèçíè âûçûâàåò íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ äèñêðåòíîé ìàòå-
ìàòèêè ïðàêòè÷åñêè íà âñåõ åñòåñòâåííûõ ôàêóëüòåòàõ. (Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî ýòè ìîäåëè ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ è â ãóìàíèòàðíûõ íàóêàõ.)
Íå ñëó÷àéíî ñóùåñòâóþò òàêèå êíèãè êàê «Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà
äëÿ èíæåíåðà» è «Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ ïðîãðàììèñòîâ» [105,
146]. Ñõåìà èçó÷åíèÿ íà òåõíè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ
äîëæíà áûòü, ïî-âèäèìîìó, ñëåäóþùåé: 1) òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû äèñ-
êðåòíîé ìàòåìàòèêè (êîìáèíàòîðèêà, áóëåâû ôóíêöèè, òåîðèÿ ãðàôîâ
è ò. ä.); 2) ðàñïðîñòðàíåííûå äèñêðåòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è
óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû èõ èññëåäîâàíèÿ, ïðè÷åì æåëàòåëüíî ðàññìàò-
ðèâàòü â ïàðå ìîäåëü è ìåòîä, åå èçó÷àþùèé (ëèíåéíûå îïòèìèçàöè-
îííûå ìîäåëè è ñèìïëåêñ-ìåòîä, çàäà÷à êîììèâîÿæåðà è ìåòîä âåòâåé
è ãðàíèö, çàäà÷à î òðàåêòîðèè è äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, çà-
äà÷à î íàçíà÷åíèÿõ è âåíãåðñêèé àëãîðèòì, òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à è ìå-
òîä ïîòåíöèàëîâ è ò. ä.); 3) ïðèåìû ñâåäåíèÿ ðåàëüíûõ ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â îòðàñëè, ê óíèâåðñàëüíûì ìîäåëÿì;
4) ïðèåìû êîìïüþòåðíîãî èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåííûõ â îòðàñëè
ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ïàêåòîâ ñòàíäàðòíûõ ïðîãðàìì.

Íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ íàðÿäó ñ âîïðîñàìè, íàçâàí-
íûìè â ïåðâîì è âòîðîì ïóíêòàõ ïðåäûäóùåãî àáçàöà, îáÿçàòåëüíî
äîëæíà èçó÷àòüñÿ ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ àëãîðèòìîâ. Åå ñîäåðæàíèå
äîëæíû ñîñòàâëÿòü: óíèâåðñàëüíûå çàäà÷è, ïðèñóòñòâóþùèå ïðà-
êòè÷åñêè â ëþáîé äèñêðåòíîé çàäà÷å (ñîðòèðîâêà, èñ÷åðïûâàþùèé
ïîèñê, ýôôåêòèâíûå ñòðóêòóðû äàííûõ è ò. ä.); ïðèåìû ñâåäåíèÿ
ñëîæíûõ çàäà÷ ê áîëåå ïðîñòûì (äåêîìïîçèöèÿ, ïðèíöèï «ðàçäå-
ëÿé è âëàñòâóé», ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ è ò. ä.); îöåíêà òðóäî-
åìêîñòè àëãîðèòìîâ è NP-ïîëíîòà.

Áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò èçó÷åíèå äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè íà ïå-
äàãîãè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ: âåäü ñòóäåíòû ýòèõ ôàêóëüòåòîâ ÷åðåç íå-
êîòîðîå âðåìÿ îïðåäåëÿò îòíîøåíèå ê íåé â øêîëàõ. Ðåêòîð Ìîñêîâ-
ñêîãî îáëàñòíîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà àêàäåìèê Â. Ë. Ìàò-
ðîñîâ çàìå÷àåò: «Â íàøå âðåìÿ – âðåìÿ áóðíîãî ðàçâèòèÿ äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè – âûïóñêíèê ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ïåäàãîãè÷åñêî-
ãî èíñòèòóòà íå âëàäååò åå îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè. Ñóùåñòâóþùèå
êóðñû ïî èíôîðìàòèêå è âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå íå ìåíÿþò ñóòè äå-
ëà, ïîñêîëüêó ïîñâÿùåíû áîëåå òåõíè÷åñêîé ñòîðîíå âîïðîñà, ÷åì îñ-
íîâîïîëàãàþùèì ïîíÿòèÿì» [122, ñ. 1]). Èíîãäà â âóçàõ íåäîñòàòî÷-
íî ïîëíî èçó÷àþòñÿ äàæå òå ðàçäåëû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, êîòî-
ðûå âõîäÿò â ãîñóäàðñòâåííûå øêîëüíûå ïðîãðàììû. Äëÿ
ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ïîäãîòîâêè ó÷èòåëåé íåîáõîäèìà êîððåêöèÿ
ïðîãðàìì ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñîâ íà èçó÷åíèå äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.
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Âìåñòå ñ èçó÷åíèåì ýëåìåíòîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè äîëæíà èçó-
÷àòüñÿ è ìåòîäèêà åå ïðåïîäàâàíèÿ ó÷åíèêàì, ïîñêîëüêó «òîëüêî ìå-
òîäèêà ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè ãîòîâèò ñòóäåíòîâ ê îáó÷åíèþ ó÷à-
ùèõñÿ óìåíèÿì àáñòðàãèðîâàòü, ìîäåëèðîâàòü, îáîáùàòü, àëãîðèò-
ìèçèðîâàòü, âû÷èñëÿòü, èñêàòü ðàöèîíàëüíûå ïóòè ðåøåíèÿ
áîëüøèõ è ìàëûõ ïðîáëåì, ðåøàòü ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è, ïðîâîäèòü
äîêàçàòåëüñòâî, àíàëèç, èññëåäîâàíèå, ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ôèãóð è èõ ñå÷åíèé, óñòàíàâëèâàòü ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñè-
ìîñòü, âûïîëíÿòü ðàçëè÷íûå îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ
è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ìíîãîìó äðóãîìó» [142, ñ. 8].

Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì âîçðàñòàåò ðîëü ïîñëåâóçîâñêîé ïåðåïîäãî-
òîâêè ó÷èòåëåé. Îíà ïîçâîëèò îçíàêîìèòü ñëóøàòåëåé (õîòÿ áû ôðàã-
ìåíòàðíî) ñ íåêîòîðûìè ðàçäåëàìè äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, êîòîðûå
èì íåèçâåñòíû ïî èíñòèòóòó. Ñëåäóåò îòìåòèòü óñèëèÿ ìèíñêèõ èíñòè-
òóòîâ ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè ó÷èòåëåé â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Â òàáë. 1–5, ðàñïîëîæåííûõ íèæå, ïîêàçàíû ðàçäåëû è ýëåìåí-
òû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè íà ðàçíûõ ýòàïàõ åå èçó÷åíèÿ è ðåøàå-
ìûå ñ åå ïîìîùüþ çàäà÷è.

Òàáëèöà 1
Äîøêîëüíîå îáðàçîâàíèå

Çíàíèÿ Ïðîïåäåâòèêà Ðàçâèòèå
ñîîáðàçèòåëüíîñòè Âîñïèòàíèå

Åäèíèöà
Ìíîãî
Ñëåäóåò çà
Íàòóðàëüíîå ÷èñëî
Íàòóðàëüíûé ðÿä
Ñëîæåíèå è âû÷è-
òàíèå íåáîëüøèõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Íàèïðîñòåéøèå
ìîäåëè
Ñîîòâåòñòâèÿ
(ôóíêöèè)
Îòíîøåíèÿ
Ãðàôû

Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëåé
äëÿ îïèñàíèÿ ñèòóàöèé
è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
Ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ
êîìáèíàöèé (âàðèàíòîâ)

Âîñïèòàíèå ÷åò-
êîñòè è ñòðîãîñ-
òè ìûøëåíèÿ

Òàáëèöà 2
Íà÷àëüíîå øêîëüíîå îáðàçîâàíèå

Çíàíèÿ Ïðîïåäåâòèêà

Ð
àç

âè
òè

å
ñî

îá
ðà

çè
òå

ë
üí

îñ
òè

è
ë
îã

è
÷å

ñê
îã

î
ì
û

ø
ë
åí

è
ÿ Âîñïèòàíèå

Àðèôìåòè÷åñêèå äåéñò-
âèÿ íàä íåáîëüøèìè
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè
Àðèôìåòè÷åñêèå äåéñò-
âèÿ íàä ìíîãîçíà÷íûìè
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè
Îïðåäåëåíèå öåëî÷èñ-
ëåííîãî âðåìåíè íà öè-
ôåðáëàòå
Èçìåðåíèå äëèí îòðåçêîâ
Çíàêîìñòâî ñ âåñàìè

Íàèïðîñòåéøèå ìîäåëè
Àëãîðèòìû
Ñîîòâåòñòâèÿ (ôóíêöèè)
Îòíîøåíèÿ
Ãðàôû
Ðàçëîæåíèå çàäà÷ íà
ïðîñòåéøèå (äåêîìïî-
çèöèÿ)

Âîñïèòàíèå ñòðîãîñòè
ìûøëåíèÿ, àêêóðàòíîñ-
òè ïðè äåêîìïîçèöèè,
òî÷íîñòè â ôîðìóëèðîâ-
êå îïðåäåëåíèé è ïîñòà-
íîâêå çàäà÷.
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Ñðåäíåå ñïåöèàëüíîå îáðàçîâàíèå
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Ìàòåìàòèêà Èíôîðìàòèêà

Ìîäåëü
Àëãîðèòì
Ýëåìåíòû êîäèðî-
âàíèÿ
Ìàòðèöû è
îïåðàöèè íàä íèìè
Ýëåìåíòû äèñêðåò-
íîé ìàòåìàòèêè

Ìîäåëü
Àëãîðèòì
Ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ
Ãåíåðàöèÿ ïåðåñòàíîâîê è
ñî÷åòàíèé
Ñòðóêòóðû äàííûõ
Ñîðòèðîâêà è ïîèñê
Ñïîñîáû èññëåäîâàíèÿ äè-
ñêðåòíûõ ìîäåëåé
Ñâåäåíèå ðåàëüíûõ çàäà÷
â îòðàñëè ê äèñêðåòíûì
ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì
Èññëåäîâàíèå äèñêðåòíûõ
ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ïàêå-
òîâ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì

Ïðåäñòàâëåíèå àëãî-
ðèòìîâ â âèäå áëîê-
ñõåì
Èëëþñòðàöèÿ ñòðîå-
íèÿ ñòðóêòóð äàííûõ
è îïåðàöèé íàä íèìè
Îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ
äèñêðåòíîé ìàòåìà-
òèêè ñèòóàöèé â èçó-
÷àåìûõ äèñöèïëèíàõ

Òàáëèöà 5

Âûñøåå îáðàçîâàíèå

Ìàòåìàòè÷åñêèå, ïåäàãîãè÷åñêèå , òåõíè÷åñêèå è ýêîíîìè÷åñêèå ôàêóëüòåòû

1. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè (êîìáèíàòîðèêà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ëîãèêà, áóëåâû ôóíêöèè, ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, òåîðèÿ ãðàôîâ è ò. ä.)
2. Óíèâåðñàëüíûå äèñêðåòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ñïîñîáû èõ èññëåäîâà-
íèÿ (ëèíåéíûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è è ñèìïëåêñ-ìåòîä, ïîòîêîâûå çàäà÷è è
àëãîðèòì Ôîðäà–Ôàëêåðñîíà, çàäà÷à êîììèâîÿæåðà è ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö,
òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à è ìåòîä ïîòåíöèàëîâ, çàäà÷à î òðàåêòîðèè è äèíàìè÷åñêîå
ïðîãðàììèðîâàíèå, öåëî÷èñëåííûå ëèíåéíûå çàäà÷è è ìåòîä îòñå÷åíèé è ò. ä.)

Ìàòåìàòè÷åñêèå
ôàêóëüòåòû

Ïåäàãîãè÷åñêèå
ôàêóëüòåòû

Òåõíè÷åñêèå è ýêîíîìè÷åñêèå
ôàêóëüòåòû

1. Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ
àëãîðèòìîâ (ýôôåêòèâ-
íûå ñïîñîáû ñâåäåíèÿ
äèñêðåòíûõ îïòèìèçàöè-
îííûõ çàäà÷ ê áîëåå ïðî-
ñòûì, ýôôåêòèâíûå ñïî-
ñîáû ðåøåíèÿ ïðîñòûõ –
àòîìàðíûõ – çàäà÷)
2. Òåîðèÿ NP-ïîëíîòû

1. Ìåòîäèêà ïðåïîäà-
âàíèÿ äèñêðåòíîé ìà-
òåìàòèêè â øêîëå
2. Ïðàêòè÷åñêàÿ ñâÿçü
äèñêðåòíîé ìàòåìàòè-
êè è èíôîðìàòèêè

1. Èñïîëüçîâàíèå äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè äëÿ îïèñàíèÿ ñèòó-
àöèé â èçó÷àåìûõ äèñöèïëè-
íàõ
2. Îáó÷åíèå ïðèåìàì ñâåäåíèÿ
ðåàëüíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ
çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â îòðàñ-
ëè, ê äèñêðåòíûì ìàòåìàòè÷åñ-
êèì ìîäåëÿì
3. Êîìïüþòåðíîå èññëåäîâàíèå
íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ â
îòðàñëè äèñêðåòíûõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ïà-
êåòîâ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì
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ÃËÀÂÀ 4

ÑÈÑÒÅÌÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÈÇÓ×ÅÍÈÞ
ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÈ È ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ïàðàëëåëüíî ðàññìàòðèâàòü äâå ñèñòåìû
îáó÷åíèÿ: ñèñòåìó îáó÷åíèÿ èíôîðìàòèêå è ñèñòåìó îáó÷åíèÿ äèñ-
êðåòíîé ìàòåìàòèêå. Ïîâîäîì äëÿ òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
äâà îáñòîÿòåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìíîãî ïîäõîäà
ýòè ñèñòåìû èìåþò ìíîãî îáùåãî. Âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóåò ãëóáîêàÿ
âçàèìîñâÿçü ìåæäó ïðåïîäàâàíèåì ýòèõ ðàçäåëîâ. Ïðè îáó÷åíèè
èíôîðìàòèêå ìîæíî âûäåëèòü äâà âçàèìîñâÿçàííûõ àñïåêòà: îáó-
÷åíèå îáùåíèþ ñ êîìïüþòåðîì è îáó÷åíèå èñïîëüçóåìîé ïðè ýòîì
ìàòåìàòèêå. Ôóíäàìåíòîì èíôîðìàòèêè ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíàÿ ìà-
òåìàòèêà, õîðîøåå çíàíèå êîòîðîé îáëåã÷àåò øêîëüíèêàì îñâîåíèå
êîìïüþòåðà è èñïîëüçîâàíèå åãî äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.
Êðîìå òîãî, äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàç-
âèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé ó÷åíèêîâ, ïîâû-
øåíèÿ èõ èíòåëëåêòà.

Îáó÷åíèå è èíôîðìàòèêå, è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîöåëåâîé, ìíîãîóðîâíåâûé, ìíîãîôóíêöè-
îíàëüíûé ïðîöåññ, ñîñòîÿùèé â öåëåíàïðàâëåííîì âîçäåéñòâèè íà
ýëåìåíòû ñèñòåìû îáó÷åíèÿ è èõ ñâÿçè. Îíà îäíîâðåìåííî ÿâëÿåò-
ñÿ áîëüøîé è ñëîæíîé. Áîëüøàÿ ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷è-
òåëüíûì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ, ñëîæíîé èåðàðõèåé è îãðîìíûì
÷èñëîì ñâÿçåé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñâåäåíèÿ î íåé, íàáëþäà-
òåëü äîëæåí ðàññìàòðèâàòü åå ïî ÷àñòÿì. Îñíîâíûìè ïðèçíàêàìè
ñëîæíîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñîñòàâíîé öåëè, ñóùåñ-
òâîâàíèÿ îäíîâðåìåííî ìíîãèõ ñòðóêòóð, íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîå-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îäíîâðåìåííîå è ïàðàëëåëüíîå ðåøå-
íèå ðàçëè÷íûõ çàäà÷, ìíîãîêðèòåðèàëüíîñòü, íàëè÷èå ïîìåõ, çàò-
ðóäíÿþùèõ àíàëèç ïðîöåññîâ.

Ñóùåñòâóåò îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, ïîñâÿùåííàÿ òåîðèè ñèñòåì è
ñèñòåìíîìó àíàëèçó. Îòìåòèì ðàáîòû Â. Ã. Àôàíàñüåâà, È. Â. Áëàó-
áåðãà è Ý. Ã. Þäèíà, Á. Â. Áóñëåíêî, Â. Í. Ñàäîâñêîãî, Ì. È. Ñåòðî-
âà, Â. Ñ. Òþõòèíà [11, 22, 32, 166, 169, 179]. Ðàçëè÷íûå àñïåêòû èñ-
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ïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìíîãî àíàëèçà â ïåäàãîãèêå ðàññìàòðèâàëèñü
Â. Ê. Äüÿ÷åíêî, Þ. À. Êîíàðæåâñêèì, Ã. È. Ëåãîíüêèì, È. ß. Ëåð-
íåðîì, Ë. Ì. Ïàí÷åøíèêîâîé è äðóãèìè [68, 91, 109, 113, 150].

Â êàæäîé ñèñòåìå ñëåäóåò îòëè÷àòü åå ñîñòàâ è ñòðóêòóðó. Ñîñ-
òàâ – ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, â íåå âõîäÿùèõ. Ïðè îáó÷åíèè
ìîæíî âûäåëèòü àêòèâíûå ýëåìåíòû (ó÷åíèêè, êîòîðûõ íåîáõîäè-
ìî îáó÷èòü; ó÷èòåëÿ, âûïîëíÿþùèå ïðîöåññ îáó÷åíèÿ; ìåòîäèñòû,
ïîäãîòàâëèâàþùèå ó÷åáíûå ïîñîáèÿ è ïðîãðàììû; àäìèíèñòðàòî-
ðû, îáåñïå÷èâàþùèå è êîíòðîëèðóþùèå ïðîöåññ îáó÷åíèÿ), ñëó-
æåáíûå ýëåìåíòû (âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà, ïðîãðàììû îáó÷åíèÿ,
ó÷åáíèêè è ìåòîäè÷åñêèå ïîñîáèÿ). Ñòðóêòóðà – ýòî ñïîñîá ñâÿçè
ýòèõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ óñïåøíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû îíà äîëæíà áûòü öå-
ëîñòíîé. Ïîä ýòèì ñëåäóåò ïîíèìàòü òî, ÷òî öåëîñòíàÿ ñèñòåìà íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì îáúåêòîâ, åå ñîñòàâëÿþùèõ, à
îáúåäèíåíèå ýòèõ îáúåêòîâ, èõ âçàèìîäåéñòâèå îáóñëîâëèâàåò íàëè-
÷èå íîâûõ èíòåãðàòèâíûõ êà÷åñòâ, íå ñâîéñòâåííûõ îáðàçóþùèì åå
÷àñòÿì. Öåëîñòíàÿ ñèñòåìà âîçäåéñòâóåò íà ñâîè ñîñòàâëÿþùèå è ïðå-
îáðàçóåò èõ ñîãëàñíî ñâîåé ïðèðîäå. Ïðè ýòîì ÷àñòî èçìåíÿþòñÿ íå
òîëüêî èñõîäíûå ýëåìåíòû, íî ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ è íîâûå.

Öåëîñòíîñòü ñèñòåìû âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì
åäèíîé öåëè ó âñåõ åå àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ. «Êîíöåïòóàëüíûå ïîä-
õîäû ê êóðñó „Èíôîðìàòèêà“ â ðåôîðìèðóåìîé îáùåîáðàçîâà-
òåëüíîé øêîëå Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü» îïðåäåëÿþò îáùóþ öåëü
èçó÷åíèÿ êóðñà «Èíôîðìàòèêà», ÷òîáû «ïîäãîòîâèòü âûïóñêíèêà
îáùåîáðàçîâàòåëüíîé øêîëû ê ïîëíîöåííîé æèçíè â ñîâðåìåííîì
îáùåñòâå, ãäå óðîâåíü âëàäåíèÿ èíôîðìàöèîííûìè òåõíîëîãèÿìè
îïðåäåëÿåò êà÷åñòâåííûé óðîâåíü åãî æèçíè… Îáùåîáðàçîâàòåëü-
íàÿ áàçîâàÿ øêîëà äîëæíà è èìååò âîçìîæíîñòü îáåñïå÷èâàòü ïîä-
ãîòîâêó ó÷àùèõñÿ äî óðîâíÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîëüçîâàòåëÿ. Ïîä
ýòèì ïîíèìàåòñÿ ñïîñîáíîñòü âûïóñêíèêà ïîëüçîâàòüñÿ ãîòîâûìè
ïðîãðàììàìè è ôàêòè÷åñêè îáõîäèòüñÿ áåç ïîìîùè ïðîãðàììèñ-
òà… Îñîáåííîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò äåòè, ïðîÿâèâøèå ñêëîí-
íîñòü ê ðàáîòå çà êîìïüþòåðîì íà ñëåäóþùåì óðîâíå, – ïàðàïðîã-
ðàììèñò. Ýòî îçíà÷àåò âëàäåíèå ÿçûêàìè ñâåðõâûñîêîãî óðîâíÿ,
óìåíèå íàñòðàèâàòü óíèâåðñàëüíûå ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà íà êîí-
êðåòíûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è, ñïîñîáíîñòü ïåðåõîäèòü îò àáñòðàê-
òíîãî ê êîíêðåòíîìó è íàîáîðîò» [94, ñ. 105].

Íà âçãëÿä àâòîðà, öåëü îáó÷åíèÿ èíôîðìàòèêå äîëæíà áûòü áî-
ëåå îáùåé. Ñ îäíîé ñòîðîíû, çà ïîñëåäíèå ãîäû èíôîðìàòèêà èç
ïðèêëàäíîé íàóêè î ìåòîäàõ è ñðåäñòâàõ àâòîìàòèçàöèè îáðàáîòêè
äàííûõ ïðåâðàòèëàñü â ôóíäàìåíòàëüíóþ íàóêó îá èíôîðìàöèè è
èíôîðìàöèîííûõ ïðîöåññàõ â ïðèðîäå, îáùåñòâå è òåõíèêå, ñ äðó-
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ãîé – âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà è ñðåäñòâà òåëåêîììóíèêàöèé ïðè-
îáðåëè áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ïîâñåäíåâíîé æèçíè. Ïîýòîìó
îáó÷åíèå èíôîðìàòèêå – ýòî ôîðìèðîâàíèå ó îáó÷àåìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ î ñîâðåìåííîì ïîäõîäå ê èçó÷åíèþ ðåàëüíîãî ìèðà, î øèðî-
êîì èñïîëüçîâàíèè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè â íàó÷íûõ èññëåäîâà-
íèÿõ è ïîâñåäíåâíîé æèçíè, îáó÷åíèå ó÷àùèõñÿ óìåíèþ âëàäåòü
êîìïüþòåðîì êàê ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Öåëüþ èçó÷åíèÿ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå
ó÷àùèõñÿ çíàíèÿìè äëÿ ïðîäóêòèâíîé äåÿòåëüíîñòè â ñîâðåìåí-
íîì èíôîðìàöèîííîì ìèðå, âîîðóæåíèå èõ ìîùíûì ñðåäñòâîì èñ-
ñëåäîâàíèÿ ðåàëüíîãî ìèðà ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè,
ðàçâèòèå óìñòâåííûõ ñïîñîáíîñòåé.

Èíôîðìàòèêà è äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà ïðåñëåäóþò åùå îäíó
öåëü – ôîðìèðîâàíèå äâóõ âçàèìîäîïîëíÿþùèõ ñòèëåé ìûøëåíèÿ
ó÷åíèêîâ [28]. Ëîãèêî-àëãîðèòìè÷åñêîå ìûøëåíèå ïðåäïîëàãàåò
óìåíèå ñòðîèòü ëîãè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ äàííûõ è äå-
ëàòü çàïðîñû ê ïîèñêîâûì ñèñòåìàì; ìûñëèòü èíäóêòèâíî è äåäóê-
òèâíî ïðè àíàëèçå ñâîèõ çàòðóäíåíèé â ðàáîòå ñ ÝÂÌ; ôîðìàëèçî-
âàòü ñâîè íàìåðåíèÿ âïëîòü äî çàïèñè íà îäíîì èç àëãîðèòìè÷åñ-
êèõ ÿçûêîâ. Ñèñòåìíî-êîìáèíàòîðíîå ìûøëåíèå ïîäðàçóìåâàåò
âèäåíèå ïðåäìåòîâ è ÿâëåíèé â öåëîñòíîñòè, âçàèìîñâÿçè; ñïîñîá-
íîñòü èìåòü íåñêîëüêî âçàèìîäîïîëíÿþùèõ òî÷åê çðåíèÿ íà îäèí
ïðåäìåò; óìåíèå ìàíèïóëèðîâàòü ïîíÿòèéíûìè è îðóäèéíûìè
ñðåäñòâàìè èç ðàçëè÷íûõ äèñöèïëèí ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé.

Ê ñîæàëåíèþ, îáó÷åíèå ñèñòåìíî-êîìáèíàòîðíîìó ìûøëåíèþ
ÿâëÿåòñÿ ðåäêîñòüþ è â ñðåäíåé, è â âûñøåé øêîëå, ãäå îáó÷àåìûì
÷àñòî ïðåäëàãàþò îïðåäåëåííûé íàáîð çíàíèé, íå çàáîòÿñü î ìåæ-
ïðåäìåòíûõ ñâÿçÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå èíôîðìàòèêà äîëæíà ñëóæèòü
èíòåãðèðóþùåé, îáúåäèíÿþùåé äèñöèïëèíîé.

Öåëü – ýòî ðåçóëüòàò, êîòîðûé æåëàòåëüíî äîñòè÷ü â áóäóùåì.
Êàê âî âñåõ ñëîæíûõ ñèñòåìàõ «ãëîáàëüíàÿ» öåëü ôîðìóëèðóåòñÿ
â äîñòàòî÷íî îáùåì âèäå, â àáñòðàêòíûõ ïîíÿòèÿõ. Êàæäûé ýëå-
ìåíò ñèñòåìû äîëæåí äåéñòâîâàòü âî èìÿ äîñòèæåíèÿ îñíîâíîé öå-
ëè. Îäíàêî íåîáõîäèìî ñóìåòü äåêîìïîçèðîâàòü «ãëîáàëüíóþ»
öåëü íà áîëåå êîíêðåòíûå äëÿ ïîäñèñòåì è ýëåìåíòîâ.

Äëÿ öåëîñòíîé ñèñòåìû íåäîñòàòî÷íî ñîâåðøåíñòâîâàíèå îò-
äåëüíûõ åå ÷àñòåé. Îòñóòñòâèå åäèíñòâà ÷àñòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
óëó÷øåíèå êîíêðåòíûõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû íå ïðèâîäèò ê óëó÷øå-
íèþ ñèñòåìû â öåëîì. Íàïðèìåð, íàëè÷èå â øêîëå ñàìûõ ñîâðå-
ìåííûõ êîìïüþòåðîâ íå ïðèíåñåò áîëüøîé ïîëüçû, åñëè â ýòîé
øêîëå íå áóäóò ðàáîòàòü ó÷èòåëÿ âûñîêîé êâàëèôèêàöèè.

Â ëþáîé ñèñòåìå ìåæäó åå îòäåëüíûìè ÷àñòÿìè ñóùåñòâóþò
òåñíûå âçàèìîñâÿçè. Áîëåå ïîäãîòîâëåííûå ó÷åíèêè òðåáóþò áîëåå
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êâàëèôèöèðîâàííûõ ïðåïîäàâàòåëåé. Íàëè÷èå êîíêðåòíûõ
øêîëüíûõ èëè âóçîâñêèõ ïðîãðàìì îïðåäåëÿåò ñîäåðæàíèå çíàíèé
è ïîâåäåíèå ó÷èòåëåé, àäìèíèñòðàöèè è ïðåïîäàâàòåëåé âóçîâ. Â
ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîãðàìì ó÷èòåëü, ñêîðåå âñåãî,
âûáåðåò òó, ðàçäåëû êîòîðîé ëó÷øå çíàêîìû åìó ïî îáó÷åíèþ â èí-
ñòèòóòå. Âîçìîæíîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ñèëüíî âëèÿþò íà
ñòðàòåãèþ ó÷èòåëÿ â âûáîðå ñîäåðæàíèÿ îáó÷åíèÿ, ïðèåìîâ îáùå-
íèÿ ñ êîìïüþòåðîì, ïîäáîðå çàäà÷ è ñèòóàöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìî-
äåëåé è èõ èññëåäîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå ñîñòàâëÿþùèõ ïîäñèñòåì íà ôóíêöèîíè-
ðîâàíèå ñèñòåìû è âîçìîæíûå ñïîñîáû åãî óëó÷øåíèÿ. Ðàçëè÷íûå
ñïîñîáíîñòè ó÷åíèêîâ âñåãäà âûçûâàþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ó
ó÷èòåëåé, êîòîðûì ïðèõîäèòñÿ èëè êàê-òî äèôôåðåíöèðîâàòü îáó-
÷åíèå âíóòðè êëàññà, èëè àäðåñîâàòü ñâîå îáó÷åíèå ê óñðåäíåííîìó
ó÷åíèêó, ÷òî ðàñõîëàæèâàåò ëó÷øèõ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà õîðî-
øî ðàáîòàëà, íåîáõîäèìà îäíîâðåìåííàÿ ñîâìåñòèìîñòü åå îäíîïî-
ðÿäêîâûõ ýëåìåíòîâ è ñîâìåñòèìîñòü ýëåìåíòîâ è ñèñòåìû â öåëîì.
Ïîýòîìó ñëåäóåò êàêèì-òî îáðàçîì ñîçäàâàòü ïðèìåðíî ðàâíîöåí-
íûå êîëëåêòèâû ó÷åíèêîâ, ÷òî ïðèíåñåò ïîëüçó è ó÷åíèêàì è ó÷è-
òåëÿì. Âûõîä èç ýòîãî ïîëîæåíèÿ – ñîçäàíèå ñïåöèàëèçèðîâàííûõ
øêîë, ãèìíàçèé, ëèöååâ, êëàññîâ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî âîçìîæíî
òîëüêî äëÿ êðóïíûõ ãîðîäîâ. Ïðè èçó÷åíèè èíôîðìàòèêè òàêæå
íóæíà äèôôåðåíöèàöèÿ øêîëüíèêîâ, ïîñòàíîâêà ðàçëè÷íûõ çàäà÷
äëÿ ðàçíûõ ãðóïï îáó÷àåìûõ.

Áîëüøèíñòâî øêîëüíèêîâ íåîáõîäèìî îáó÷àòü íà ïîëüçîâà-
òåëüñêîì óðîâíå, ò. å. ó÷èòü ðàáîòå ñ ÝÂÌ, ðåøåíèþ ïðîñòåéøèõ
çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ïàêåòîâ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïðèêëàäíûõ ïðî-
ãðàìì, ïðèìåíåíèþ ðàçëè÷íûõ òåêñòîâûõ è ãðàôè÷åñêèõ ðåäàêòî-
ðîâ, èñïîëüçîâàíèþ ýëåêòðîííîé ïî÷òû è Èíòåðíåòà.

Îáó÷åíèå ó÷åíèêîâ ñ ïîâûøåííûìè ñïîñîáíîñòÿìè äîëæíî
áûòü îðèåíòèðîâàíî íà ôîðìèðîâàíèå àëãîðèòìè÷åñêîãî ìûøëå-
íèÿ, îáó÷åíèå èõ ñïîñîáàì îáðàáîòêè èíôîðìàöèè, ïîñòðîåíèþ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ìåòîäàì àíàëèçà ýòèõ ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ
ÝÂÌ. (Ðåøåíèå ýòèõ âîïðîñîâ ñóùåñòâåííî ñâÿçàíî ñ äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêîé.) Ó÷èòåëþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü ïîâûøåííûé èíòåðåñ
ê êîìïüþòåðó ó øêîëüíèêîâ íà ñîçäàíèå àòìîñôåðû òâîð÷åñòâà, íà
ðåøåíèå íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷. Êîìïüþòåð äàåò ñîòíè âîçìîæíîñ-
òåé ó÷èòåëþ èçáåæàòü ñêóêè íà ñâîèõ çàíÿòèÿõ.

Ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè íåîáõîäèìî ñîçäàíèå ïðîãðàìì òðåõ
òèïîâ: äëÿ áàçîâûõ øêîë, äëÿ øêîë ãóìàíèòàðíîãî ïðîôèëÿ, äëÿ
øêîë åñòåñòâåííîãî ïðîôèëÿ. Â êàæäîé èç ýòèõ ïðîãðàìì áóäåò
ñâîé îáúåì çíàíèé ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è ñâîè òðåáîâàíèÿ ê
èõ óñâîåíèþ. Ïðîãðàììû ïî ìàòåìàòèêå â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ
äîëæíû áûòü òåñíî ñîãëàñîâàíû ñ ïðîãðàììàìè ïî èíôîðìàòèêå.
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Êëþ÷åâûì çâåíîì â ëþáîé ñèñòåìå îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ó÷èòåëü.
Ê ñîæàëåíèþ, â ñâîåì áîëüøèíñòâå ó÷èòåëü èíôîðìàòèêè â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ íå ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì ó÷èòåëåì, è íå ïî ñâîåé âèíå.
×àñòî îí îêàí÷èâàë èíñòèòóò â òî âðåìÿ, êîãäà èíôîðìàòèêà òîëü-
êî çàðîæäàëàñü êàê øêîëüíûé ïðåäìåò, è ïîýòîìó íå áûëî ÿñíî,
÷åìó ó÷èòü ïðåïîäàâàòåëåé èíôîðìàòèêè. Èíîãäà ó÷èòåëü ïîïàäàë
â øêîëó ñ îòñóòñòâèåì êîìïüþòåðîâ, è åãî íåáîëüøèå íàâûêè ðàáî-
òû ñ íèìè áûñòðî óòðà÷èâàëèñü. Âïðî÷åì, ýòè ïðè÷èíû îñòàþòñÿ è
â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Äîñòóïíîñòü èíôîðìàöèè äëÿ øêîëüíèêîâ ñ
ïîìîùüþ íîâûõ òåõíîëîãèé ìîæåò ïðèâåñòè ê èíôîðìàöèîííûì
ïåðåãðóçêàì èëè ê èíôîðìàöèîííîìó çàñîðåíèþ. Ó÷èòåëü ìîæåò
íàó÷èòü øêîëüíèêà ïðàâèëüíî îòáèðàòü è îöåíèâàòü èíôîðìàöèþ.
Êîëè÷åñòâî ïåðåðàáàòûâàåìîé èíôîðìàöèè äîëæíî ðàñòè íåçíà÷è-
òåëüíî ïðè åå êà÷åñòâåííîì ðîñòå. Íî ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè ëèøü â
òîì ñëó÷àå, åñëè îí ïîëüçóåòñÿ àâòîðèòåòîì ó ó÷åíèêà. Íî èíîãäà
øêîëüíèê îáðàùàåòñÿ ñ êîìïüþòåðîì óâåðåííåå ñâîåãî ó÷èòåëÿ.
Ïîýòîìó íåîáõîäèìî çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå ÷àñîâ íà èçó÷åíèå
èíôîðìàòèêè â ïåäàãîãè÷åñêèõ âóçàõ è óíèâåðñèòåòàõ, äîëæíà
áûòü ñóùåñòâåííàÿ ïðèâÿçêà ïðîãðàìì âóçîâ ê ðàçëè÷íûì ïðî-
ãðàììàì øêîëüíîé èíôîðìàòèêè.

Áîëüøîå çíà÷åíèå â ñèñòåìå îáó÷åíèÿ èíôîðìàòèêå èìååò ÷åò-
êàÿ ñèñòåìà ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè. Â æèçíè ïðîèñõîäèò ïîñ-
òîÿííîå îáíîâëåíèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, ñîâåðøåíñòâóåòñÿ
ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå, âîçíèêàþò íîâûå èíôîðìàöèîííûå
òåõíîëîãèè. Ðåãóëÿðíàÿ ïåðåïîäãîòîâêà ó÷èòåëåé ïîçâîëèò èì çíà-
êîìèòüñÿ ñ ïîÿâëÿþùèìèñÿ âîçìîæíîñòÿìè. Ïîâûøåíèå êâàëèôè-
êàöèè îäèí ðàç â ïÿòü ëåò ÿâíî íå ìîæåò óñïåòü çà îáíîâëåíèåì èí-
ôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Ñîçäàíèå äèñòàíöèîííîé ñèñòåìû íåï-
ðåðûâíîé ïîääåðæêè øêîëüíûõ ó÷èòåëåé èíôîðìàòèêè ñ
ïîìîùüþ Èíòåðíåòà ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîìî÷ü èì â îçíàêîìëå-
íèè ñ ïðîèñõîäÿùèìè â èíôîðìàòèêå èçìåíåíèÿìè.

Ïðàêòè÷åñêè òî æå ñàìîå, ÷òî îá ó÷èòåëÿõ èíôîðìàòèêè, ìîæ-
íî ñêàçàòü è îá ó÷èòåëÿõ ìàòåìàòèêè. Äëÿ óñïåøíîãî îáó÷åíèÿ ó÷å-
íèêîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå åå äîëæíû õîðîøî çíàòü ñàìè ó÷èòå-
ëÿ. Ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî ïåäàãîãè÷åñêèõ âóçîâ ðåñïóáëèêè ïðå-
âðàòèëèñü â óíèâåðñèòåòû, òî îíè îáÿçàíû ãîòîâèòü ñòóäåíòîâ ïî
íîâûì ïðîãðàììàì, â êîòîðûõ äîñòàòî÷íî ïîëíî ïðåäñòàâëåíû
äèñêðåòíûå ïðåäìåòû. Îäíàêî ðàñïëûâ÷àòîñòü íàçâàíèé ïðåäìå-
òîâ, ñëó÷àþùååñÿ îòñóòñòâèå ïðîãðàìì, íå âñåãäà âûñîêàÿ äèñêðåò-
íàÿ êâàëèôèêàöèÿ ëåêòîðîâ ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ÷àñòî äèñêðåòíûå
äèñöèïëèíû ÷èòàþòñÿ ôîðìàëüíî, è ëèøü ïîòîìó, ÷òî â óíèâåðñè-
òåòàõ èõ íóæíî ÷èòàòü. Â íåêîòîðûõ ïåäàãîãè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòàõ
ñòóäåíòîâ íå ó÷àò äàæå òåì åå ðàçäåëàì, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â
øêîëüíûõ ïðîãðàììàõ ïî ìàòåìàòèêå è èíôîðìàòèêå.
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Áîëüøèíñòâî ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè Áåëàðóñè ÿâëÿþòñÿ âûïóñ-
êíèêàìè ïåäàãîãè÷åñêèõ âóçîâ, ìíîãèå èç íèõ îêîí÷èëè ýòè âóçû
äàâíî, ïîýòîìó òðóäíî îæèäàòü, ÷òî îíè ñìîãóò êà÷åñòâåííî íàó-
÷èòü øêîëüíèêîâ òîìó, ÷åìó èõ íå íàó÷èëè â ñâîå âðåìÿ. Êðîìå òî-
ãî, îòêðûòèå âî ìíîãèõ øêîëàõ êëàññîâ ñ óãëóáëåííûì èçó÷åíèåì
ìàòåìàòèêè («ëèöåéñêèõ» êëàññîâ) ïðèâåëî ê äåâàëüâàöèè ýòîãî
ïîíÿòèÿ êàê èç-çà äåôèöèòà ó÷èòåëüñêèõ êàäðîâ âûñîêîé êâàëèôè-
êàöèè, òàê è èç-çà îòñóòñòâèÿ íóæíîãî êîëè÷åñòâà ó÷åíèêîâ ñ ïîâû-
øåííûìè ñïîñîáíîñòÿìè. Äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ïîäãîòîâêè
ó÷èòåëåé íåîáõîäèìî ìåíÿòü ïðîãðàììû îáó÷åíèÿ â ñòîðîíó óâåëè-
÷åíèÿ ýëåìåíòîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò
èíñòèòóòû ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè ó÷èòåëåé äëÿ ïåðåïîäãîòîâ-
êè âûïóñêíèêîâ âóçîâ ïðîøëûõ ëåò.

Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì ðàíåå çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò ðîëü àäìè-
íèñòðàòîðîâ ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ. Îò íèõ ñóùåñòâåííî çàâèñèò ñîäåð-
æàíèå ïðîãðàìì, êîëè÷åñòâî ÷àñîâ, îòâîäèìûõ íà èíôîðìàòèêó è
ìàòåìàòèêó â øêîëå è â âóçå, êîëè÷åñòâî ÷àñîâ íà îòäåëüíûå ðàçäåëû
ïðîãðàììû, îðãàíèçàöèÿ ðàáîòû èíñòèòóòîâ ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêà-
öèè. Ïðîôåññîð Ñ. À. Áåøåíêîâ ïèøåò: «Íåïðîäóìàííûé ìèíèñòåð-
ñêèé öèðêóëÿð ìîæåò ïðèâåñòè ê ðåçêîìó îáâàëó âñåé èíôðàñòðóêòó-
ðû, ñâÿçàííîé ñ ïðîöåññîì èíôîðìàòèçàöèè øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ,
ôóíäàìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàòèêà» [20, ñ. 11]. Äåêàíû è
çàâåäóþùèå êàôåäð ìîãóò ñãëàäèòü íå÷åòêîå ñîãëàñîâàíèå øêîëüíûõ
è âóçîâñêèõ ïðîãðàìì ñ ïîìîùüþ ÷òåíèÿ ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ äëÿ
ðàçäåëîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Åùå áîëüøåå çíà÷åíèå ïðèíàäëå-
æèò àäìèíèñòðàòîðó â âûðàáîòêå ñòðàòåãè÷åñêèõ ðåøåíèé. Îí îáÿ-
çàí îáëàäàòü èíòóèöèåé, óìåíèåì äåëàòü ïðàâèëüíûé âûáîð ñðåäè
âîçìîæíûõ àëüòåðíàòèâ ðàçâèòèÿ. Óäà÷íîå ïðîãíîçèðîâàíèå è îöåí-
êà èì çíà÷åíèÿ òîëüêî ÷òî ïîÿâèâøèõñÿ íîâèíîê äàñò âîçìîæíîñòü
ñèñòåìå ïîäãîòîâèòüñÿ ê øèðîêîìó èñïîëüçîâàíèþ ýòèõ íîâèíîê â
áóäóùåì. Îò àäìèíèñòðàòîðîâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò åùå îäèí àñïåêò
öåëîñòíîñòè – óïðàâëåí÷åñêèé, ïîñêîëüêó ñèñòåìà äîëæíà ñóùåñòâî-
âàòü è ðàçâèâàòüñÿ äîëãîå âðåìÿ.

Ñèñòåìà îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ èåðàðõè÷íîé, îíà – îäèí èç êîìïî-
íåíòîâ áîëåå øèðîêîé ñèñòåìû, è êàæäàÿ åå ÷àñòü ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ â ñâîþ î÷åðåäü èç ìåíüøèõ ïîäñèñòåì.

Èåðàðõè÷íîñòü ïðåäïîëàãàåò âîçìîæíîñòü êîîðäèíàòîðà áîëåå
âûñîêîãî óðîâíÿ êîíòðîëèðîâàòü è îêàçûâàòü âëèÿíèå íà ðàáîòó
ýëåìåíòîâ áîëåå íèçêîãî. Âî âðåìÿ îáó÷åíèÿ ó÷èòåëü ïðè íàëè÷èè
ñïåöèàëüíîãî êëàññà ìîæåò ïðîâåðÿòü ðàáîòó ó÷åíèêîâ ñî ñâîåãî
ðàáî÷åãî ìåñòà è ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîìîãàòü èì. Òåì íå ìåíåå
êîìïîíåíòû ñèñòåìû îáëàäàþò îòíîñèòåëüíîé ñàìîñòîÿòåëüíîñ-
òüþ. Îòäåëüíûå ó÷åíèêè ìîãóò ïî-ðàçíîìó îòíîñèòüñÿ ê ó÷åíèþ,
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ó÷èòåëÿ – âûáèðàòü ðàçëè÷íûå àëüòåðíàòèâíûå ïðîãðàììû è ñïî-
ñîáû âåäåíèÿ óðîêà, àäìèíèñòðàòîðû – îñíàùàòü øêîëó ðàçëè÷íîé
òåõíèêîé. Êðîìå òîãî, ëþäè îáëàäàþò ðàçíûìè ñïîñîáíîñòÿìè.

Îáó÷åíèå ëþáîé äèñöèïëèíå äîëæíî áûòü äèíàìè÷åñêèì, òàê
êàê â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ðàçëè÷íàÿ ñòåïåíü óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà
øêîëüíèêàìè, âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì âîïðîñû è òðóäíîñòè, íàêîï-
ëåíèå çíàíèé è íàâûêîâ òðåáóþò îò ïðåïîäàâàòåëÿ óìåíèÿ àäàïòè-
ðîâàòüñÿ, èçìåíÿòü ñâîå ïîâåäåíèå â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé ñè-
òóàöèè. Áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò äåéñòâèÿ ó÷èòåëÿ ïî ïðèâèòèþ
èíòåðåñà ó÷åíèêîâ ê îáó÷åíèþ, âîñïèòàíèþ ó íèõ ñïîñîáíîñòè ê ñà-
ìîîöåíêå è ïîòðåáíîñòè ê äîïîëíèòåëüíûì çíàíèÿì. Ó áîëüøèí-
ñòâà äåòåé èíòåðåñ ê êîìïüþòåðó âîçíèêàåò êàê èíòåðåñ ê èãðàì íà
íåì. Âíà÷àëå èõ ìàëî èíòåðåñóåò ïðîöåññ îáó÷åíèÿ äèàëîãó ñ êîì-
ïüþòåðîì. Îò ó÷èòåëÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò, ñìåíèòñÿ ëè ýòîò íà-
÷àëüíûé ïîòðåáèòåëüñêèé èíòåðåñ ó÷àùèõñÿ ñîçíàòåëüíûì è óñ-
òîé÷èâûì èíòåðåñîì ê òâîð÷åñòâó ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ, àëãîðèòìèçà-
öèè ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çàäà÷, ê êðàñîòå ëîãè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé.

Áîëåå òîãî, ñàìè ñèñòåìû îáó÷åíèÿ èíôîðìàòèêå è äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêå ÿâëÿþòñÿ èíòåíñèâíî èçìåíÿþùèìèñÿ, äèíàìè÷åñêè-
ìè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íàçâàííûå äèñöèïëèíû – îòíîñèòåëüíî
íîâûå, åùå íå óñòàíîâèâøèåñÿ, èõ ñîäåðæàíèå âûçûâàåò ñïîðû,
ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷åìó è êàê ó÷èòü. Íå ñëó÷àéíî â Ðåñïóáëèêå Áåëà-
ðóñü ñóùåñòâóþò òðè àëüòåðíàòèâíûå ïðîãðàììû äëÿ óãëóáëåííîãî
èçó÷åíèÿ èíôîðìàòèêè [79]. Èçìåíåíèÿ â ñîäåðæàíèè îáó÷åíèÿ
âûçûâàþòñÿ è ïîñòîÿííûìè èçìåíåíèÿìè òåõíè÷åñêèõ è ïðîãðàì-
ìíûõ ñðåäñòâ. Ïîýòîìó äëÿ óñòîé÷èâîé ðàáîòû ñèñòåìû áîëüøîå
çíà÷åíèå èìåþò ïðîãðàììû îáó÷åíèÿ. Íåëüçÿ ñâîäèòü èíôîðìàòè-
êó òîëüêî ê «ïîëèòåõíè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé» (ïî âûðàæåíèþ àêà-
äåìèêà Â. Ñ. Ëåäíåâà [78]) êèáåðíåòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Êîìïü-
þòåð ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê èíñòðóìåíò äëÿ ðåøåíèÿ îïðåäå-
ëåííûõ çàäà÷.

Ïðîãðàììû äîëæíû èìåòü ÿäðî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñóùåñòâåííî
íå èçìåíÿþùååñÿ â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïðîìåæóòêà âðå-
ìåíè, à ñ äðóãîé – ñïîñîáíîå îáåñïå÷èâàòü àäàïòàöèþ îáó÷àåìûõ ê
ïðîèñõîäÿùèì â èíôîðìàòèêå èçìåíåíèÿì. Ïîýòîìó â ëþáîé ïðî-
ãðàììå ïî èíôîðìàòèêå íåîáõîäèìî ïðèñóòñòâèå óíèâåðñàëüíûõ
äëÿ èíôîðìàòèêè ýëåìåíòîâ, íå ñâÿçàííûõ íè ñ ÿçûêîì êîäèðîâà-
íèÿ, èñïîëüçóåìûì â ýòîé ïðîãðàììå, íè ñ òèïîì âû÷èñëèòåëüíîé
òåõíèêè, íà êîòîðóþ ðàññ÷èòàíà ðåàëèçàöèÿ ïðîãðàììû. Â ïðî-
ãðàììå äîëæíû áûòü òàêèå îáùåìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, êàê «èí-
ôîðìàöèÿ», «ìîäåëü», «àëãîðèòì». Ýëåìåíòàìè ïðîãðàìì, â ÷àñ-
òíîñòè, ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ñòðóêòóðû äàííûõ, ïðèíöèïû ìîäåëèðîâà-
íèÿ ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñòðóêòóð, óíèâåðñàëüíûå çàäà÷è (íàïðèìåð,
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çàäà÷è ñîðòèðîâêè), óíèâåðñàëüíûå àëãîðèòìû (íàïðèìåð, àëãî-
ðèòì èñ÷åðïûâàþùåãî ïîèñêà ñ âîçâðàùåíèåì). Ñëåäóåò óäåëÿòü
ïîâûøåííîå âíèìàíèå èçó÷åíèþ ïðîñòûõ, íî ðàñïðîñòðàíåííûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è çàäà÷, êîòîðûå ÷àñòî ñëóæàò ñîñòàâëÿþ-
ùèìè ÷àñòÿìè ñëîæíûõ ìîäåëåé. Ê òàêèì çàäà÷àì ìîæíî, íàïðè-
ìåð, îòíåñòè çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè, çàäà÷ó î íàç-
íà÷åíèè, çàäà÷ó êîììèâîÿæåðà. ßçûêîì äëÿ èçó÷åíèÿ òàêèõ çàäà÷
ìîæåò ñëóæèòü òåîðèÿ ãðàôîâ.

Â ñóùåñòâóþùèõ ïðîãðàììàõ ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ñðåäíåé îáùå-
îáðàçîâàòåëüíîé øêîëû ýëåìåíòàì äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè óäåëÿ-
åòñÿ íåçíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå. Òàê, â ïðîãðàììàõ ïî ìàòåìàòèêå
ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàöèè íàä öåëûìè ÷èñëàìè è èõ äåëèìîñòü
[121, ñ. 24], ïðîãðåññèè [121, ñ. 103], à â êëàññàõ ñ óãëóáëåííûì
èçó÷åíèåì ìàòåìàòèêè – åùå ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ, ýëåìåíòû
êîìáèíàòîðèêè è äèñêðåòíîé âåðîÿòíîñòè, ïðè÷åì ïîñëåäíèé ìàòå-
ðèàë íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì äëÿ èçó÷åíèÿ [121, ñ. 189].

Íåîáõîäèìî ñîçäàíèå ñèñòåìû îáó÷åíèÿ äèñêðåòíîé ìàòåìà-
òèêå. Æåëàòåëüíî âêëþ÷åíèå â ïðîãðàììó îáùåîáðàçîâàòåëüíîé
øêîëû êîìáèíàòîðèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Íåêîòîðûå
âîïðîñû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû â ïðî-
ãðàììàõ ïî èíôîðìàòèêå. Íàïðèìåð, â ïðîãðàììó ïî èíôîðìà-
òèêå äëÿ 8–9 êëàññîâ øêîë ñ óãëóáëåííûì èçó÷åíèåì èíôîðìàòè-
êè âõîäÿò ýëåìåíòû öåëî÷èñëåííîé àðèôìåòèêè è êîìáèíàòîðè-
êè [79, ñ. 27, 29], â àëüòåðíàòèâíûå ïðîãðàììû äëÿ 10–11 êëàññîâ
òàêèõ øêîë – ýëåìåíòû öåëî÷èñëåííîé àðèôìåòèêè, òåîðèè ãðà-
ôîâ è êîìáèíàòîðèêè [79, ñ. 36, 44, 46]. Ýëåìåíòû äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè ñëåäóåò ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòü íà óðîêàõ èíôîð-
ìàòèêè ïðè ïîñòðîåíèè è èññëåäîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
Êðîìå òîãî, êàê â îáû÷íûõ, òàê è â ñïåöèàëèçèðîâàííûõ øêîëàõ
æåëàòåëüíî ñóùåñòâîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ è ôàêóëüòà-
òèâîâ. Èç ðàçäåëîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè çäåñü ìîãóò èçó÷àòüñÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, áóëåâû ôóíêöèè, ýëåìåíòû êîäèðîâà-
íèÿ, äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü, òåîðèÿ ãðàôîâ. Äèñêðåòíàÿ ìàòå-
ìàòèêà èìååò îäíó çíà÷èòåëüíóþ îñîáåííîñòü ïðè èçó÷åíèè åå â
øêîëå: îíà äàåò âîçìîæíîñòü äëÿ ðàññìîòðåíèÿ èãðîâûõ ñèòóà-
öèé è ñîñòàâëåíèÿ çàíèìàòåëüíûõ çàäà÷, ñ äàëüíåéøèì ðåøåíè-
åì ýòèõ çàäà÷ íà êîìïüþòåðå.

Ñâÿçûâàþùèì çâåíîì ìåæäó ó÷åíèêîì è ó÷èòåëåì, êðîìå êîì-
ïüþòåðà, ÿâëÿåòñÿ ó÷åáíèê. Îí âàæåí êàê äëÿ øêîëüíèêà, òàê è
äëÿ ó÷èòåëÿ, ïîñêîëüêó â íåì, âîçìîæíî, èçëîæåí ìàòåðèàë, íåç-
íàêîìûé ó÷èòåëþ ïî îáó÷åíèþ â âóçå. Íåîáõîäèìî øèðîêî ïîëüçî-
âàòüñÿ óíèêàëüíîé âîçìîæíîñòüþ, ïðåäîñòàâëåííîé, ïîæàëóé,
òîëüêî ó÷åáíèêó ïî èíôîðìàòèêå: ïðåäëàãàòü â êà÷åñòâå çàäà÷ äëÿ
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ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàíèìàòåëüíûå, èãðîâûå çà-
äà÷è, êîòîðûå ïðîáóæäàþò èíòåðåñ øêîëüíèêîâ ê èíôîðìàòèêå è,
áîëåå òîãî, ðàçâèâàþò èõ ñîîáðàçèòåëüíîñòü è ïîâûøàþò èíòåë-
ëåêò. Ïîïûòêà ñîçäàíèÿ ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî âû-
øåíàçâàííûì ïðèíöèïàì, ïðåäïðèíÿòà Â. Ì. Êîòîâûì è
Î. È. Ìåëüíèêîâûì [97].

Ëþáàÿ ñîöèàëüíàÿ ñèñòåìà æèâåò â îáÿçàòåëüíîì âçàèìîäåé-
ñòâèè ñ äðóãèìè ñèñòåìàìè, ñ âíåøíåé ñðåäîé. Ñèñòåìà âûíóæäå-
íà ïðèñïîñàáëèâàòüñÿ ê âíåøíåé ñðåäå, ìåíÿÿ ñïîñîáû ôóíêöèî-
íèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ, èõ ñâÿçè, ÷àñòíûå öåëè è ñïîñîáû èõ äîñ-
òèæåíèÿ, íî ñîõðàíÿÿ ñâîþ öåëîñòíîñòü. Îíà äîëæíà ðåàãèðî-
âàòü íà ïîÿâëåíèå íîâîé òåõíèêè, íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ìàòå-
ðèàëüíûõ ñðåäñòâ, èçìåíåíèå ïðîãðàìì ïðåïîäàâàíèÿ, îáùåñ-
òâåííîå îòíîøåíèå ê èíôîðìàòèêå è íà äðóãèå áëàãîïðèÿòíûå è
íåáëàãîïðèÿòíûå âîçäåéñòâèÿ. Â òî æå âðåìÿ ñèñòåìà ñàìà ìîæåò
îêàçûâàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà îêðóæàþùóþ äåéñòâèòåëü-
íîñòü è âèäîèçìåíÿòü åå.

Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè ìåíÿþò ïðîöåññ îáó÷åíèÿ, äåëà-
þò åãî áîëåå èíòåðåñíûì è äèíàìè÷íûì. Îíè ïîìîãàþò ðàçâèòèþ
ñàìîñòîÿòåëüíîñòè, ïîçíàâàòåëüíûõ èíòåðåñîâ è ñïîñîáíîñòåé, óò-
âåðæäåíèþ èññëåäîâàòåëüñêîãî ïîäõîäà â îáó÷åíèè. Î ðîëè ìèðî-
âîé èíôîðìàöèîííîé ìàãèñòðàëè â ñîâðåìåííîì îáðàçîâàíèè ãîâî-
ðèò è Áèëë Ãåéòñ: «Ìàãèñòðàëü, ïî-âèäèìîìó, îòêðîåò ïåðåä íàìè
áåñêðàéíåå ìîðå èíôîðìàöèè, äîñòóïíîé â ëþáîå âðåìÿ è â ëþáîì
ìåñòå, êîãäà è ãäå ìû ïîæåëàåì åþ âîñïîëüçîâàòüñÿ. Íåêîòîðûå
îïàñàþòñÿ, ÷òî èíôîðìàöèîííàÿ òåõíîëîãèÿ ïðèâåäåò ê äåãóìàíè-
çàöèè îáðàçîâàíèÿ… Òåõíîëîãèÿ, íàïðîòèâ, ñïîñîáíà ãóìàíèçèðî-
âàòü ñðåäó îáðàçîâàíèÿ. Âûíóæäàÿ ïîñòîÿííî ó÷èòüñÿ, îíà ïðåâðà-
òèò ýòîò ïðîöåññ â óäîâîëüñòâèå è ñðàçó æå äàñò ïî÷óâñòâîâàòü ïðà-
êòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû» [51, ñ. 312].

Âìåñòå ñ òåì íåîäíîêðàòíî ïîÿâëÿþòñÿ ñîîáùåíèÿ î êîìïüþ-
òåðíûõ ïðåñòóïëåíèÿõ, óãîëîâíûõ è ïîëèòè÷åñêèõ. Ðåãóëÿðíî
ïðîèñõîäÿò êîìïüþòåðíûå âçëîìû áàíêîâñêèõ ñåéôîâ, âîðîâñòâî
êðóïíûõ ñóìì äåíåã, ïðîöâåòàåò êîìïüþòåðíûé øïèîíàæ. Ìíîãèå
êîìïüþòåðíûå ïðåñòóïëåíèÿ (íàïðèìåð, ñîçäàíèå êîìïüþòåðíûõ
âèðóñîâ) ïðîèñõîäÿò äàæå íå ðàäè âûãîäû, à èç-çà ëþáîïûòñòâà,
âñëåäñòâèå íèçêîãî óðîâíÿ îòâåòñòâåííîñòè èõ ñîâåðøàþùèõ. Èí-
òåðíåò íàñûùåí íèçêîïðîáíûìè è ïîðíîãðàôè÷åñêèìè òåêñòàìè è
èçîáðàæåíèÿìè, â íåì áåç îñîáîãî òðóäà ìîæíî íàéòè èíôîðìàöèþ
î ïîäãîòîâêå è ñîâåðøåíèè òåððîðèñòè÷åñêèõ àêòîâ. Âûñîêîå ïðî-
ãðàììèñòñêîå ìàñòåðñòâî ÷àñòî íå ñî÷åòàåòñÿ ñ íðàâñòâåííûìè êà-
÷åñòâàìè è ýòè÷åñêèìè íîðìàìè. Ïîýòîìó ïðè îáó÷åíèè èíôîðìà-
òèêå áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò âîñïèòàòåëüíûé àñïåêò. «Âîî-
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ðóæèâ ìîëîäåæü ñàìûìè ñîâðåìåííûìè çíàíèÿìè ïî
ïðîãðåññèâíûì êîìïüþòåðíûì òåõíîëîãèÿì è ïðè ýòîì íå óäåëÿÿ
âíèìàíèÿ ôîðìèðîâàíèþ ñïåöèôè÷åñêèõ íðàâñòâåííûõ êà÷åñòâ
ïîëüçîâàòåëÿ ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà, ìû ïîðîäèì ìîíñòðà,
ïîñëåäñòâèÿ äåÿòåëüíîñòè êîòîðîãî äëÿ îáùåñòâà áóäóò íåïðåäñêà-
çóåìû» [47, ñ. 23].

Â âóçàõ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïîëó÷åííûå çíàíèÿ ïî èíôîðìà-
òèêå ïðè èçó÷åíèè äðóãèõ ïðåäìåòîâ. Íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëü-
òåòàõ ÁÃÓ â ïîñëåäíèå ãîäû ðàñïðîñòðàíèëàñü òåíäåíöèÿ ïîëó÷å-
íèÿ âòîðîãî (êàê ïðàâèëî, ýêîíîìè÷åñêîãî èëè þðèäè÷åñêîãî) îá-
ðàçîâàíèÿ. Ìíîãèå âûïóñêíèêè ôàêóëüòåòîâ óñïåøíî ðàáîòàþò íà
ñòûêå äâóõ ïîëó÷åííûõ ñïåöèàëüíîñòåé. Êðîìå òîãî, åùå áóäó÷è
ñòóäåíòàìè, îíè ÷àñòî ïîäðàáàòûâàþò â ôèðìàõ, èçäàòåëüñòâàõ,
àãåíòñòâàõ è ò. ä. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì
àñïåêòîì ïðè èçó÷åíèè èíôîðìàòèêè: ó ñòóäåíòîâ ïîÿâëÿþòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûå ìîòèâàöèè â îâëàäåíèè ïðåäìåòîì; ñ äðóãîé – ðàáî-
òà èíîãäà îòíèìàåò ìíîãî âðåìåíè, ÷òî íàíîñèò óùåðá îáðàçîâàíèþ
â öåëîì. Îíî ñòàíîâèòñÿ îäíîáîêèì. Èç-çà íåäîñòàòêà âðåìåíè ñòó-
äåíò èçó÷àåò ëèøü òî, ÷òî, íà åãî âçãëÿä, ïðèíåñåò áîëüøóþ ïîëüçó
â íàñòîÿùåì è áóäóùåì. Îäíàêî îòñóòñòâèå îïûòà ÷àñòî íå ïîçâî-
ëÿåò åìó ïðàâèëüíî îöåíèòü ñâîè ïîòåíöèàëüíûå ïåðñïåêòèâû è
ïîòðåáíîñòè è ïðèâîäèò ê íåäîîöåíêå âàæíûõ ðàçäåëîâ ïðîãðàììû
îáó÷åíèÿ.

Íàèáîëåå âàæíûì äëÿ ïðåïîäàâàíèÿ èíôîðìàòèêè ÿâëÿåòñÿ
åãî âçàèìîñâÿçü ñ ïðåïîäàâàíèåì ìàòåìàòèêè. Ê ñîæàëåíèþ, ñðåä-
íÿÿ øêîëà îðèåíòèðîâàíà íà èçó÷åíèå íåïðåðûâíîé ìàòåìàòèêè, â
òî âðåìÿ êàê èíôîðìàòèêà â îñíîâíîì ñâÿçàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìàòåìàòèêè äèñêðåòíîé. Ðàñøèðåíèå ðàçäåëîâ äèñêðåòíîé ìàòåìà-
òèêè â øêîëüíîé ïðîãðàììå ïðèâåëî áû ê áîëåå ãëóáîêîìó îâëàäå-
íèþ èíôîðìàòèêîé, ôîðìèðîâàíèþ äèñêðåòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìûøëåíèÿ, îáëåã÷èëî áû äàëüíåéøåå èçó÷åíèå èíôîðìàòèêè ñòó-
äåíòàì, êîòîðûå âûáðàëè åå â êà÷åñòâå ñâîåé ïðîôåññèè. Ýëåìåíòû
òåîðèè ãðàôîâ â ó÷åáíîì ïîñîáèè Â. Ì. Êîòîâà è Î. È. Ìåëüíèêî-
âà ñëóæàò äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð äàí-
íûõ, íàïðèìåð, î÷åðåäè, ñòåêà, êó÷è [97]. Òàì æå äëÿ ïîñòðîåíèÿ è
èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàôîâûå ìîäåëè.

Êîìïüþòåð ìîæíî ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòü â ïðîöåññå îáó÷å-
íèÿ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå. Òàê, Ë. Í. Ìåéåðîâè÷ ïðåäëàãàåò
ñòðîèòü íà óðîêàõ ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû [123],
Ï. Ë. Ãðàùåíêî – ñëó÷àéíûå ÷èñëà [60], À. È. Ïàâëîâñêèé è
À. Å. Ïóïöåâ – ðåøàòü çàäà÷è öåëî÷èñëåííîé àðèôìåòèêè [148]. Â
Áðÿíñêîì ãîñïåäóíèâåðñèòåòå êîìïüþòåð èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøå-
íèè ðàçëè÷íûõ ãðàôîâûõ çàäà÷: ïîèñêà ýëåìåíòîâ ãðàôà ñ çàäàí-
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íûìè ñâîéñòâàìè, ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôà ñîãëàñíî ñïåöèàëüíûì
ïðàâèëàì è äð. [157].

Àêàäåìèê Â. À. Ëåäíåâ ñ÷èòàåò èíôîðìàòèêó áàçîé êèáåðíåòè-
÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, íàïðàâëåííîãî íà èçó÷åíèå ñàìîóïðàâëÿþ-
ùèõ ñèñòåì è èíôîðìàöèîííûõ ïðîöåññîâ [78]. Ïðåäñòàâëÿåò èí-
òåðåñ ïðîãðàììà ôàêóëüòàòèâà, ïðåäëîæåííàÿ Ñ. È. Íîâèêîâûì
äëÿ ó÷åíèêîâ 7 êëàññà, ñâÿçûâàþùàÿ ìàòåìàòèêó, ôèçèêó è èíôîð-
ìàòèêó. Îíà ðàññ÷èòàíà íà 38 ÷àñîâ è ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ðàçäå-
ëû: «Ââåäåíèå», «Ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ», «Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ëîãèêè», «Îñíîâíûå çàêîíû àëãåáðû âûñêàçûâàíèé», «Àëãåá-
ðà ëèíåéíî-êîíòàêòíûõ öåïåé», «Ýëåìåíòû âû÷èñëèòåëüíîé
òåõíèêè», «Àâòîìàòè÷åñêîå óïðàâëåíèå è ðåãóëèðîâàíèå», «Ôèçè-
êà ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé óïðàâëåíèÿ» [176, ñ. 84].

Ïðîöåññ îáó÷åíèÿ èíôîðìàòèêå è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå äîë-
æåí ïîä÷èíÿòüñÿ ïðèíöèïó ïðååìñòâåííîñòè, êîòîðûé îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê «ñâÿçü ìåæäó ÿâëåíèÿìè â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ â ïðèðîäå, îá-
ùåñòâå è ïîçíàíèè, êîãäà íîâîå, ñíèìàÿ ñòàðîå, ñîõðàíÿåò â ñåáå
íåêîòîðûå åãî ýëåìåíòû» [25, ñ. 195]. Ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíî ðàñ-
ñìîòðåí À. Ï. Ñìàíöåðîì è Ë. Â. Ïåâçíåð [152, 171, 172]. Òîëüêî
íåïðåðûâíîå îáó÷åíèå ïîçâîëèò, ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàÿ ñëîæ-
íîñòü èçó÷àåìûõ âîïðîñîâ, äàòü ãëóáîêèå çíàíèÿ è ïðî÷íûå íàâû-
êè. Ñàì ïðîöåññ äîëæåí ñîñòîÿòü èç îòíîñèòåëüíî ñàìîñòîÿòåëü-
íûõ ìåëêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå èìåþò ñâîè öåëè è çàäà÷è. Òàêèå
ïîñëåäîâàòåëüíî ñìåíÿþùèå äðóã äðóãà ýòàïû îáðàçóþò êîíêðåò-
íûå ñîñòîÿíèÿ êàê ïåðåõîäíûå îáùåãî ïðîöåññà è âûñòóïàþò êàê
ïðîÿâëåíèå äèàëåêòè÷åñêîãî åäèíñòâà íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíî-
ãî. Â òî æå âðåìÿ ïðîöåññ äîëæåí íîñèòü óñòîé÷èâûé õàðàêòåð è
ñîñòîÿòü èç ïîâòoðÿþùèõñÿ ÷àñòåé è óñòàíîâèâøèõñÿ ñâÿçåé ìåæ-
äó íèìè.

Ê ñîæàëåíèþ, â Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü èíôîðìàòèêó íà÷èíàþò
ó÷èòü òîëüêî â 8 êëàññå, à ñòàðøåêëàññíèêè èçó÷àþò åå ëèøü â ñïå-
öèàëèçèðîâàííûõ øêîëàõ è êëàññàõ. Ìíîãèå ó÷èòåëÿ âûðàæàþò
íåóäîâëåòâîðåííîñòü òåì, ÷òî «äëÿ ó÷àùèõñÿ X–XI êëàññîâ áûëà
ðàçðóøåíà íåïðåðûâíàÿ öåïî÷êà îáðàçîâàíèÿ „øêîëà – ïðîôåññè-
îíàëüíîå îáó÷åíèå – âóç“, îñíîâîïîëàãàþùèé ïðèíöèï íåïðåðûâ-
íîñòè îáðàçîâàíèÿ áûë îòáðîøåí» [135]. Â Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
òîëüêî «â áëèæàéøèå ãîäû ïëàíèðóåòñÿ îñóùåñòâèòü ïåðåõîä ê
íåïðåðûâíîìó èçó÷åíèþ èíôîðìàòèêè â ñðåäíåé îáùåîáðàçîâà-
òåëüíîé øêîëå, ïðåäóñìàòðèâàþùèé òðè ýòàïà: ïðîïåäåâòè÷åñêèé
(I–VI êëàññû); áàçîâûé (VI–IX êëàññû), îáåñïå÷èâàþùèé èçó÷å-
íèå èíôîðìàòèêè íà ìèíèìàëüíîì îáÿçàòåëüíîì óðîâíå; äèôôå-
ðåíöèðîâàííûé (X–XI êëàññû) – â âèäå îáÿçàòåëüíîãî äëÿ âñåõ
øêîë ïðîôèëüíîãî êóðñà èíôîðìàòèêè» [104], õîòÿ ðåøåíèå îá
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ýòîì ïðèíÿòî åùå â 1995 ã. è åñòü ñïåöèàëüíûå ïðîãðàììû [57]. Ñó-
ùåñòâóåò è îïûò èçó÷åíèÿ èíôîðìàòèêè, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî êëàññà.
Â ßêóòñêîé ãîðîäñêîé êîììåð÷åñêîé øêîëå â 1–5 êëàññàõ ïðèâèâà-
þò íàâûêè â îáðàáîòêå òåêñòà è èçîáðàæåíèé, çíàêîìÿò ñ ïîíÿòèåì
«àëãîðèòìà», â 6–9 – äàþò ñâåäåíèÿ îá èíôîðìàöèîííûõ ïðîöåññàõ
è ó÷àò ïðîãðàììèðîâàòü íà ÿçûêå Basik, â 10–11 – ïðîèñõîäèò óã-
ëóáëåííîå èçó÷åíèå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çíàêîìñòâî ñ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ëîãèêîé è îñíîâíûìè íàïðàâëåíèÿìè êîìïüþòåðíûõ
òåõíîëîãèé [85].

Åñòü ïðåäëîæåíèÿ î ââåäåíèè èíôîðìàòèêè êàê ñêâîçíîãî
øêîëüíîãî ïðåäìåòà è â Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü. Òàê, â êîíöåïöèè
ãðóïïû, âîçãëàâëÿåìîé Å. Ë. Ìèíÿéëîâîé, ïðåäëàãàåòñÿ îáó÷àòü
â íà÷àëüíîé øêîëå «ïðàêòè÷åñêîìó íàâûêó îáùåíèÿ ñ òåõíè-
êîé», â ñðåäíåé – «òåîðåòè÷åñêèì è ïðàêòè÷åñêèì óìåíèÿì äëÿ
îâëàäåíèÿ ñîâðåìåííûìè ñðåäñòâàìè ìàññîâîé êîììóíèêàöèè»,
â ñòàðøåé – «1) ìàòåìàòè-÷åñêèì ìåòîäàì ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ
è ðåøåíèÿ çàäà÷; 2) ìåòîäàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ; 3) îñíîâàì
ýëåêòðîíèêè èëè ôèçè÷åñêèì ïðèíöèïàì ðàáîòû ÝÂÌ; 4) ðàáîòå
ñ èíôîðìàöèåé â ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ»
[134]. Àâòîð äàííîé êíèãè ïîääåðæèâàåò ýòó êîíöåïöèþ ñ íå-
áîëüøèì óòî÷íåíèåì: îí íå ñîãëàñåí ñ òåì, ÷òî â íà÷àëüíûõ êëàñ-
ñàõ íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü àëãîðèòìû. Ïîíÿòèå «àëãîðèòì» äîë-
æíî ïðèñóòñòâîâàòü è â ìëàäøèõ êëàññàõ íà íåôîðìàëüíîì óðîâ-
íå êàê ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ (íå îáÿçàòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêèõ) è
âíåäðÿòüñÿ â ñîçíàíèå ó÷åíèêà íå òîëüêî íà çàíÿòèÿõ ïî èíôîð-
ìàòèêå, íî è íà äðóãèõ óðîêàõ. Îïûò ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïðåïî-
äàâàíèÿ èíôîðìàòèêè â ìëàäøèõ êëàññàõ îïèñàí Ã. Â. Ãóòîâñêîé
è Ë. È. Êàëèòîé [62].

Îäíàêî àêàäåìèê À. À. Êóçíåöîâ, ïîääåðæèâàÿ èäåþ íåïðå-
ðûâíîãî îáó÷åíèÿ èíôîðìàòèêå â øêîëå, ñîìíåâàåòñÿ â âîçìîæ-
íîñòè «èäåàëüíî âûñòðîèòü ñèñòåìó íåïðåðûâíîãî îáðàçîâàíèÿ â
îáëàñòè èíôîðìàòèêè â øêîëå ñ 1 ïî 12 êëàññû. Ñåé÷àñ ýòî âðÿä ëè
âîçìîæíî. Ãëàâíîå ïðåïÿòñòâèå – îòñóòñòâèå âðåìåíè â ó÷åáíîì
ïëàíå øêîëû… Êîíå÷íî, ñî âðåìåíåì ïîñòîÿííî ðàñòóùàÿ ðîëü èí-
ôîðìàòèêè â îáðàçîâàíèè áóäåò îñîçíàíà â ïîëíîé ìåðå, è åå ìåñòî
â ó÷åáíîì ïëàíå øêîëû áóäåò àäåêâàòíî ýòîé ðîëè. Ñåé÷àñ æå âàæ-
íî, ÷òîáû èíôîðìàòèêà áûëà ïðåäñòàâëåíà íà âñåõ ñòóïåíÿõ
øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ» [103, ñ. 6]. À. À. Êóçíåöîâ ïðåäëàãàåò îï-
ðåäåëèòü ïðèîðèòåòû äëÿ êàæäîé ñòàäèè îáó÷åíèÿ èíôîðìàòèêå. Â
íà÷àëüíîé øêîëå ïðèîðèòåòíàÿ öåëü – «ñôîðìèðîâàòü ó øêîëüíè-
êîâ ïåðâîíà÷àëüíûå íàâûêè èñïîëüçîâàíèÿ ñðåäñòâ èíôîðìàöèîí-
íûõ è êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé â ïîçíàâàòåëüíîé è ïðàêòè-
÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè» [103, ñ. 6]. Ê ýòîé öåëè ìîæíî äîáàâèòü áî-
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ëåå ÷àñòíûå, íî âàæíûå öåëè: ïåðâè÷íîå ôîðìèðîâàíèå ïîíÿòèé
«èíôîðìàöèÿ», «ìîäåëü», «àëãîðèòì».

Ñèñòåìà îáó÷åíèÿ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå âêëþ÷àåòñÿ â ñèñòå-
ìó îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå, êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò ðÿäîì ñ ñèñòåìîé îáó-
÷åíèÿ èíôîðìàòèêå è âìåñòå ñ íåé âõîäèò â ñèñòåìó øêîëüíîãî îáó-
÷åíèÿ. Ñîäåðæàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ïîâûøàåò èíòåë-
ëåêòóàëüíûé óðîâåíü ó÷åíèêà, ðåøåíèå äèñêðåòíûõ çàäà÷ íà
ñîîáðàçèòåëüíîñòü ðàçâèâàåò åãî ëîãè÷åñêîå ìûøëåíèå, à ýòî ñïî-
ñîáñòâóåò óñâîåíèþ ïðåäìåòîâ ãóìàíèòàðíîãî öèêëà.

Îáó÷åíèå äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå ôàêòè÷åñêè íà÷èíàåòñÿ â
ìëàäøèõ êëàññàõ èëè äàæå â äåòñêîì ñàäó: âåäü öåëûå ÷èñëà, îïå-
ðàöèè íàä íèìè, èõ ñðàâíåíèå – ýòî ýëåìåíòû äèñêðåòíîé ìàòåìà-
òèêè. Ñ äåòüìè ìîæíî ðåøàòü ðàçëè÷íûå èãðîâûå çàäà÷è íà îòîá-
ðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâèÿ, ïåðå÷èñëåíèÿ [151]. Â øêîëå äèñêðåòíàÿ
ìàòåìàòèêà äîëæíà ïàðàëëåëüíî ïðèñóòñòâîâàòü êàê â îáÿçàòåëü-
íûõ êóðñàõ, òàê è íà ôàêóëüòàòèâàõ è â êðóæêàõ. Â êðóæêàõ â
ñðåäíèõ êëàññàõ æåëàòåëüíî èãðîâîå, äèàëîãîâîå, çàíèìàòåëüíîå
îáó÷åíèå, äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèâèòü äåòÿì èíòåðåñ ê äàëüíåéøåìó
îáó÷åíèþ [124, 128]. Â ñòàðøèõ êëàññàõ èññëåäîâàíèå äèñêðåòíûõ
ìîäåëåé äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà.

Æåëàòåëüíî ïàðàëëåëüíîå îáó÷åíèå íåïðåðûâíîé è äèñêðåò-
íîé ìàòåìàòèêå, ïîä÷åðêèâàíèå, ãäå âîçìîæíî, ñâÿçåé ìåæäó íè-
ìè. Íàïðèìåð, ïðè ïåðâîì çíàêîìñòâå ñ ôóíêöèåé ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, òåì áîëåå ÷òî ñ ïî-
ìîùüþ ïåðâûõ ïðîùå îçíàêîìèòü øêîëüíèêîâ ñ òàêèìè
ïîíÿòèÿìè, êàê «îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóí-
êöèè», «îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ» è ò. ä. Èñïîëüçîâàíèå äèñêðåòíîñòè
âîçìîæíî è ïðè ðàññìîòðåíèè ïîíÿòèÿ «ïðåäåëà». Ñ ïîìîùüþ äèñ-
êðåòíûõ, íàïðèìåð, ãðàôîâûõ ìîäåëåé ìîæíî ïîêàçûâàòü çíà÷å-
íèå ìàòåìàòèêè äëÿ èçó÷åíèÿ ðåàëüíîãî ìèðà.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà îáó÷åíèÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ, âñå âðå-
ìÿ èçìåíÿÿñü, íåîáõîäèìî ïîñòîÿííî àíàëèçèðîâàòü ðàçëè÷íûå åå
àñïåêòû, òåñíî ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé.

Ìîðôîëîãè÷åñêèé, ñòðóêòóðíûé, ôóíêöèîíàëüíûé àñïåêòû
àíàëèçà îïðåäåëÿþò ñîñòàâ ñèñòåìû, âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïîäñèñ-
òåìàìè è ýëåìåíòàìè, ìåõàíèçìû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ. (Ñ êàêîãî êëàññà ñëåäóåò íà÷èíàòü èçó÷åíèå èíôîð-
ìàòèêè? Êàêèìè çíàíèÿìè äîëæíû îáëàäàòü øêîëüíèêè ïîñëå
îáó÷åíèÿ? Ïî êàêîìó ïðèçíàêó äåëèòü ó÷åíèêîâ íà êëàññû äëÿ
îáû÷íîãî è óãëóáëåííîãî èçó÷åíèÿ? Êàêîå îïòèìàëüíîå ÷èñëî
ó÷åíèêîâ â êëàññå? Êàêèå ïðîãðàììû íåîáõîäèìû äëÿ ïîäãîòîâ-
êè ó÷èòåëåé â âóçå? Êàêèå êîìïüþòåðû íóæíû äëÿ îáó÷åíèÿ è
êàê âëèÿåò íàëè÷èå êîìïüþòåðîâ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé? Êàê îñó-
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ùåñòâëÿòü îáðàòíóþ ñâÿçü â ñèñòåìå? Êàê âëèÿåò âçàèìîäåéñòâèå
ñ âíåøíåé ñðåäîé?)

Î÷åíü âàæåí ãåíåòè÷åñêèé àñïåêò àíàëèçà, ïîçâîëÿþùèé îïðå-
äåëèòü ïåðñïåêòèâû ñèñòåìû, íàéòè óñëîâèÿ åå îïòèìàëüíîãî ðàç-
âèòèÿ è ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Íåîáõîäèìî ïîïûòàòüñÿ ñïðîãíîçèðî-
âàòü, êàêèìè áóäóò îòâåòû íà ïîñòàâëåííûå âûøå âîïðîñû íå ñåé-
÷àñ, à ÷åðåç 3, 5, 10 ëåò, è íà îñíîâàíèè îòâåòîâ ñîçäàâàòü
áëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ óæå ñåé÷àñ.

Óïðàâëåíèå ñèñòåìîé ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü åå êà÷åñòâåííî, íåñ-
ìîòðÿ íà íåáëàãîïðèÿòíûå äåñòàáèëèçèðóþùèå âîçäåéñòâèÿ, ïîä-
äåðæàòü åå ðàâíîâåñèå ñî ñðåäîé è äîáèòüñÿ îïðåäåëåííîãî ïîëî-
æèòåëüíîãî ýôôåêòà. Óïðàâëåíèå åñòü ïåðåäà÷à è ïåðåðàáîòêà èí-
ôîðìàöèè â ñèãíàëû, íàïðàâëÿþùèå è êîððåêòèðóþùèå
äåÿòåëüíîñòü ìàøèíû, îðãàíèçìà, èíäèâèäóóìà, ó÷ðåæäåíèÿ è
ò. ä. Ñóùåñòâåííûì äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èõ ñàìîóïðàâëå-
íèå. Âàæíàÿ îñîáåííîñòü ñàìîóïðàâëÿåìûõ ñèñòåì – íàëè÷èå â íèõ
îáðàòíîé ñâÿçè. Äåéñòâèå, ïîðîæäàÿ êàêîé-ëèáî ðåçóëüòàò, èñïû-
òûâàåò íà ñåáå åãî âëèÿíèå è ñàìî èçìåíÿåòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ýòî-
ãî âëèÿíèÿ. Ïîñòóïëåíèå èíôîðìàöèè ñ «âûõîäà» ñèñòåìû ïîçâî-
ëÿåò ñðàâíèâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ òðåáóåìûìè è â ñëó÷àå
íåîáõîäèìîñòè ñêîððåêòèðîâàòü âîçäåéñòâèå ñ öåëüþ ïîëó÷èòü
íóæíûé ðåçóëüòàò.

Â ñèñòåìå îáó÷åíèÿ ãëàâíîé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ó÷èòåëåì è
ó÷åíèêîì. Â ñïåöèàëüíûõ êëàññàõ îíà ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Ñóùåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ è îöåíêà ó÷èòåëÿ-
ìè ïðåäëàãàåìûõ ïðîãðàìì îáó÷åíèÿ, âûñêàçûâàíèå ñâîèõ çàìå-
÷àíèé è ïðåäëîæåíèé ñ äàëüíåéøåé êîððåêòèðîâêîé ïðîãðàìì è
ó÷åáíèêîâ.

Ñèñòåìíûé ïîäõîä ê ïðåïîäàâàíèþ èíôîðìàòèêè è äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè ïîçâîëèò áîëåå ãëóáîêî ïðîàíàëèçèðîâàòü òðóäíîñòè
ïðîöåññà, îïðåäåëèòü åãî ñëîæíûå ìåñòà è, ñäåëàâ íåîáõîäèìûå èç-
ìåíåíèÿ, ïîâûñèòü êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ.
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ÃËÀÂÀ 5

ÌÅÒÎÄÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ ÀÑÏÅÊÒÛ
ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß È ÈÇÓ×ÅÍÈß

ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äèñêðåòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïîëó÷è-
ëè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå. Êàê îòìå÷àåò Ê. À. Ðûáíèêîâ, ïîñëå
âòîðîé ìèðîâîé âîéíû «êðóïíåéøèå âîåííûå è ïðîìûøëåííûå îð-
ãàíèçàöèè ÑØÀ, èõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèå ïîäðàçäåëåíèÿ ðàçâîðà-
÷èâàþò èññëåäîâàíèÿ êîìáèíàòîðíîãî õàðàêòåðà èëè àêòèâíî èì
ñîäåéñòâóþò. À â ïÿòèäåñÿòûå ãîäû, â èõ êîíöå, â ìàòåìàòè÷åñêîé
íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ïðîèçîøåë íàñòîÿùèé êîìáèíàòîðíûé
„âçðûâ“» [165, ñ. 6]. Ýòî âî ìíîãîì ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì êèáåðíåòè-
÷åñêèõ ñèñòåì, èìåþùèõ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â íàóêå, òåõíè-
êå, ýêîíîìèêå, âîåííîì äåëå è ò. ä. Êîíå÷íî, òàêèå ñèñòåìû ñóùåñ-
òâîâàëè è ðàíåå, íî â ïîñëåäíåå âðåìÿ èõ èçó÷åíèå ñòàëî áîëåå àê-
òóàëüíûì â ñâÿçè ñ óâåëè÷åíèåì ìàñøòàáîâ ïðîèçâîäñòâà,
ðàñøèðåíèåì ýêîíîìè÷åñêèõ ñâÿçåé, ñîçäàíèåì ìåæãîñóäàðñòâåí-
íûõ îáúåäèíåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èññëåäîâàíèå òàêèõ ñèñòåì, â
âèäó èõ ìàñøòàáíîñòè, ñòàëî âîçìîæíûì ëèøü ñ ïîÿâëåíèåì ìîù-
íîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Êèáåðíåòè÷åñêèå, èëè áîëüøèå, ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè
îáúåêòàìè êèáåðíåòèêè – íàóêè îá îáùèõ çàêîíîìåðíîñòÿõ ïðîöåñ-
ñîâ óïðàâëåíèÿ â ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ñïîñîáàõ ïîëó-
÷åíèÿ, õðàíåíèÿ, ïåðåäà÷è è ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè. Âîçíèêàåò
âîïðîñ: ïî÷åìó äèñêðåòíûå ôîðìû õðàíåíèÿ, ïåðåäà÷è è îáðàáîò-
êè èíôîðìàöèè ñòàëè ïðåîáëàäàþùèìè â êèáåðíåòèêå? Äëÿ ýòîãî
èìååòñÿ ìíîãî ïðè÷èí. Â ÷àñòíîñòè, äèñêðåòíûé ñïîñîá õðàíåíèÿ
èíôîðìàöèè î÷åíü ýêîíîìíûé, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü íå-
áîëüøîå ÷èñëî õðàíÿùèõ ýëåìåíòîâ. Êðîìå òîãî, èíôîðìàöèÿ, êî-
òîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ èëè ïåðåäàåòñÿ â äèñêðåòíîì âèäå, óñòîé÷è-
âà îòíîñèòåëüíî ïîìåõ. Ïîýòîìó â êèáåðíåòèêå ðàñïðîñòðàíåíû
äèñêðåòíûå óïðàâëÿþùèå ñèñòåìû, ïàðàìåòðû êîòîðûõ çàäàþòñÿ
êàê äèñêðåòíûå âåëè÷èíû. Äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñîñòîÿíèå
ýëåìåíòîâ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè, äëÿ
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àíàëèçà âûáèðàþòñÿ ìãíîâåííûå ñîñòîÿíèÿ, à äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèé – ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ.

Áîëåå òîãî, àêàäåìèê À. Í. Êîëìîãîðîâ ñ÷èòàë, ÷òî «äèñêðåò-
íûå ìåõàíèçìû ÿâëÿþòñÿ âåäóùèìè â ïðîöåññàõ ïåðåðàáîòêè èí-
ôîðìàöèè è óïðàâëåíèÿ â æèâûõ îðãàíèçìàõ» [84, ñ. 22]. Îí áûë
óâåðåí, ÷òî «ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ ïîëíîöåííûõ
æèâûõ ñóùåñòâ, ïîñòðîåííûõ ïîëíîñòüþ íà äèñêðåòíûõ ìåõàíèç-
ìàõ ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè è óïðàâëåíèÿ, íå ïðîòèâîðå÷èò ïðè-
íöèïàì ìàòåðèàëèñòè÷åñêîé äèàëåêòèêè» [84, ñ. 22]. Ñ íèì ñîãëà-
ñåí è àêàäåìèê Â. Ì. Ãëóøêîâ: «Äëÿ àíàëèçà èíôîðìàöèîííîé
ñóùíîñòè ïðîöåññà ìûøëåíèÿ îñîáóþ ðîëü ïðèîáðåòàþò äèñêðåò-
íûå ôîðìû çàäàíèÿ èíôîðìàöèè, ïðè êîòîðûõ èíôîðìàöèÿ åñòåñ-
òâåííûì îáðàçîì ðàçäåëÿåòñÿ íà ýëåìåíòàðíûå ïîðöèè» [53, ñ. 37].
Â òî æå âðåìÿ ðàáîòû Äæ. ôîí Íåéìàíà è Âèãíåðà (ñì. íèæå) ïî-
êàçàëè îãðàíè÷åííîñòü òîëüêî äèñêðåòíîãî ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâà-
íèþ æèâûõ ñóùåñòâ.

Òåðìèí «ìîäåëü» â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èìååò åäèíîé òðàêòîâ-
êè. Â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ ïîä ìîäåëÿìè íåðåäêî ïîíèìàþò äîñòà-
òî÷íî ðàçíûå îáúåêòû. Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ïîä ìîäåëüþ ïî-
íèìàåòñÿ èñêóññòâåííî ñîçäàííûé îáúåêò, íà êîòîðûé îòîáðàæàþò-
ñÿ îñíîâíûå ýëåìåíòû ðåàëüíî ñóùåñòâóþùåãî îáúåêòà èëè
ÿâëåíèÿ â öåëÿõ èçó÷åíèÿ ïîñëåäíåãî. Ðîëü ìîäåëåé â ñîâðåìåííîé
íàóêå âåëèêà. Áåç ìîäåëåé âîçìîæíî òîëüêî îïèñàíèå äåéñòâèòåëü-
íîñòè áåç ïðîíèêíîâåíèÿ â ñóùíîñòü ÿâëåíèé. «Îòíîøåíèå òåîðèè
(Ò) ê ðåàëüíîñòè (Ð) âñåãäà îïîñðåäóåòñÿ ìîäåëüþ (Ì). Ýòî íå
äâó÷ëåííîå îòíîøåíèå Ò�Ð, à òðåõ÷ëåííîå îòíîøåíèå Ò�Ì�Ð.
Òåîðèÿ ñ ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàåò ìîäåëü, íî ìîäåëü
âñåãäà ëèøü áîëåå èëè ìåíåå ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîñòè, à ïîýòîìó
òåîðèÿ ìîæåò òîëüêî ïðèáëèçèòåëüíî îòðàæàòü ðåàëüíîñòü» [65, ñ.
32]. Ôèëîñîôñêèå è ìåòîäîëîãè÷åñêèå âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿ
ðàññìàòðèâàëèñü Þ. À. Ãàñòåâûì, À. À. Ãîðåëîâûì, È. Ã. Êîäðÿ-
íó, Í. Ì. Ìàìåäîâûì, Ê. Å. Ìîðîçîâûì, È. Á. Íîâèêîì,
À. Ì. Óåìîâûì, Â. À. Øòîôôîì è äðóãèìè [48, 49, 56, 65, 87, 127,
129, 136, 144, 180, 203, 204].

Åñëè èñêóññòâåííûé îáúåêò çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ ñèìâîëîâ è ñîîòíîøåíèé, òî ãîâîðÿò î ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
Òàêàÿ ìîäåëü ñî÷åòàåò äîñòîèíñòâà êàê òåîðèè, òàê è ýêñïåðèìåíòà.
Àêàäåìèê À. À. Ñàìàðñêèé îòìå÷àåò, ÷òî «ðàáîòà íå ñ ñàìèì îáúåê-
òîì (ÿâëåíèåì, ïðîöåññîì), à ñ åãî ìîäåëüþ äàåò âîçìîæíîñòü áåç-
áîëåçíåííî, îòíîñèòåëüíî áûñòðî è áåç ñóùåñòâåííûõ çàòðàò èññëå-
äîâàòü åãî ïîâåäåíèå â ëþáûõ ìûñëåííûõ ñèòóàöèÿõ (ïðåèìóùåñ-
òâà òåîðèè). Â òî æå âðåìÿ âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ
ìîäåëÿìè ïîçâîëÿþò, îïèðàÿñü íà ìîùü ñîâðåìåííûõ âû÷èñëè-
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òåëüíûõ ìåòîäîâ è òåõíè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ èíôîðìàòèêè, èçó-
÷àòü îáúåêòû â äîñòàòî÷íîé ïîëíîòå, íåäîñòóïíîé ÷èñòî òåîðåòè-
÷åñêèì ïîäõîäàì (ïðåèìóùåñòâà ýêñïåðèìåíòà)» [167, ñ. 6]. Ïðî-
ñòåéøèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âñòðå÷àþòñÿ óæå â äåòñêîì ñàäó è
â íà÷àëüíûõ êëàññàõ ïðè èçó÷åíèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ìî-
äåëèðîâàíèå øèðîêî ïðåäñòàâëåíî â êóðñå èíôîðìàòèêè. Åñëè â
àðèôìåòèêå è ôèçèêå øêîëüíèê èçó÷àåò â îñíîâíîì ãîòîâûå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìîäåëè, òî â èíôîðìàòèêå îí ÷àñòî äîëæåí ñòðîèòü èõ
ñàì. Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ïðîöåäóðîé äëÿ ó÷åíè-
êîâ [173], âïðî÷åì, êàê è äëÿ ñòóäåíòîâ âóçîâ. Âîïðîñû ïîñòðîå-
íèÿ è èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé âñòðå÷àþòñÿ ïðàêòè÷åñêè
ïðè îáó÷åíèè âñåì ñïåöèàëüíîñòÿì.

Ïðè èçó÷åíèè äèñêðåòíûõ ìîäåëåé íóæíî íà÷èíàòü ñ îñîáåí-
íîñòåé, ïðèñóùèõ âñåì ìîäåëÿì. Ïåðâîíà÷àëüíî ñëåäóåò âûáðàòü
ÿçûê, îïèñûâàþùèé îáúåêò. Â êà÷åñòâå ÿçûêà ìîãóò ñëóæèòü àë-
ãåáðàè÷åñêèå èëè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, áóëåâû ôóí-
êöèè, ãðàôû è ò. ä. Øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû è âñåâîçìîæíûå êîì-
áèíàöèè ñðåäñòâ îïèñàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü – ýòî ïåðåâîä ñ
îäíîãî ÿçûêà íà äðóãîé, íî ïåðåâîä óïðîùåííûé. «Îðèãèíàë íå
òîëüêî ïåðåâîäèòñÿ íà äðóãîé ÿçûê, íî è ñîêðàùàåòñÿ, òàê ÷òî òî,
÷òî ïîëó÷àåòñÿ â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïîñëå ïåðåâîäà è ñîêðàùåíèÿ, îêà-
çûâàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêè ðàâíîìåðíî ñæàòûì... Òîíêîñòè ïðè òà-
êîì ñîêðàùåíèè ìîãóò áûòü ïîòåðÿíû, íî âñå, ÷òî åñòü â îðèãèíàëå,
÷åì-òî ïðåäñòàâëåíî â ïåðåâîäå è â óìåíüøåííîì ìàñøòàáå ñîõðà-
íÿåòñÿ» [156, ñ. 50]. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ýòàïû ïîñòðîåíèÿ è
èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè.

Êàê ïðàâèëî, ïîñòðîåíèå ìîäåëè íà÷èíàåòñÿ ñ óòî÷íåíèÿ ïîñòà-
íîâêè çàäà÷è. ×àñòî çàêàç÷èê èññëåäîâàíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè-
êîì, ïëîõî çíàåò èññëåäóåìûé îáúåêò èëè ÿâëåíèå, ñìóòíî ïðåä-
ñòàâëÿåò, ÷òî æå îí õî÷åò ïîëó÷èòü. Ïîýòîìó ìàòåìàòèê äîëæåí
ñäåëàòü ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç îáúåêòà. Â ñëó÷àå èçó÷åíèÿ ÿâëå-
íèÿ íåîáõîäèìî êà÷åñòâåííîå èñòîëêîâàíèå åãî ñóòè íà îñíîâàíèè
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, äàæå åñëè ïîëíîé òåîðèè åùå íå ñó-
ùåñòâóåò. Ïîñòðîåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ íå÷åòêî âûðàæåííîé èäåè.
Ïðîèñõîäèò ýêñïëèêàöèÿ, ò. å. çàìåíà ïîíÿòèÿ äðóãèì, áëèçêèì
åìó, íî äîïóñêàþùèì óæå îïðåäåëåíèå â ñòðîãîé ôîðìå. Èíîãäà
òàêîå èñòîëêîâàíèå ñëåäóåò äåëàòü äàæå áåç ìàòåìàòèêè, õîòÿ ýòî
î÷åíü óïðîùàåò ÿâëåíèå. Íàïðèìåð, À. Ýääèíãòîí âûñêàçûâàë íå-
óäîâëåòâîðåíèå òåì, ÷òî ïðè ïîïóëÿðíîì èçëîæåíèè òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè åìó ïðèõîäèòñÿ îòêàçûâàòüñÿ îò ìàòåìàòèêè. «Ïîäîá-
íî òîìó, êàê â ñëîâàõ ïîýòà çâó÷èò èñòèíà, êîòîðóþ íå ìîãóò óëî-
âèòü êîììåíòàòîðû â ñâîèõ íåóêëþæèõ îáúÿñíåíèÿõ, òàê
ãåîìåòðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, ñîâåðøåííàÿ â ñâîåé âíóòðåííåé ãàð-
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ìîíèè, âûðàæàåò íåêîòîðóþ èñòèíó, êîòîðàÿ òåðÿåòñÿ â ìîåì îöå-
íî÷íîì, î÷èùåííîì îò ìàòåìàòèêè èçëîæåíèè» [206, ñ. 8].

Âîçìîæíà äèñêðåòèçàöèÿ ïðîöåññà ìîäåëèðîâàíèÿ, êîãäà êàæ-
äàÿ ïîñëåäóþùàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì ïðåäûäóùåé. Â
ýòîì ñëó÷àå ïåðâûå ìîäåëè, ÿâëÿÿñü âåñüìà óïðîùåííûìè, ïîìîãà-
þò ïîíÿòü ñòðóêòóðó ìîäåëèðóåìîãî îáúåêòà, åãî âíóòðåííèå è
âíåøíèå ñâÿçè. Ïî ýòîìó ïîâîäó Ð. Áåëëìàí ïèñàë: «Îñíîâíàÿ
öåëü ñîçäàíèÿ ïîäîáíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé... ñîñòîèò íå
ñòîëüêî â ïîëó÷åíèè ÷èñåë, êîòîðûå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿþòñÿ
ñîìíèòåëüíûìè èç-çà íåäîñòàòêà íàøèõ çíàíèé... ñêîëüêî â îïðå-
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äåëåíèè ñàìîé ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàåìîãî ÿâëåíèÿ. Âî ìíîãèõ
ïðîöåññàõ áîëåå âàæíû îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷åì êîíêðåòíûå çíà-
÷åíèÿ êîíñòàíò» [16, ñ. 25].

Ñëåäóåò ó÷èòü ñòóäåíòîâ âûäåëÿòü ïðè èññëåäîâàíèè îñíîâíûå
÷àñòè, îñîáåííîñòè, ñâÿçè, ïðåíåáðåãàÿ âòîðîñòåïåííûìè. Íóæíî
óêàçàòü óïðàâëÿåìûå ïåðåìåííûå, ò. å. òå, êîòîðûå ìîæíî èçìå-
íÿòü â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ, è íåóïðàâëÿåìûå ïàðàìåòðû. Â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âûäåëåíèå óïðàâëÿåìûõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåò-
ñÿ îòíîñèòåëüíî ëåãêîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó àïðèîðè ÿñíî, ñ ïî-
ìîùüþ êàêèõ âîçäåéñòâèé ìîæíî âëèÿòü íà ñèòóàöèþ. Âìåñòå ñ òåì
ìîãóò âîçíèêíóòü òðóäíîñòè ñ óñòàíîâëåíèåì ãðàíèö èçìåíåíèÿ óï-
ðàâëÿåìûõ ïåðåìåííûõ. Áîëåå òÿæåëîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à âûÿâëå-
íèÿ íåóïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ, ïîñêîëüêó èõ, êàê ïðàâèëî, î÷åíü
ìíîãî, è ïîýòîìó íóæíî ó÷èòûâàòü ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ, íàèáî-
ëåå âàæíûå äëÿ äàííîé çàäà÷è.

Íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü êîíå÷íóþ öåëü èññëåäîâàíèÿ. Âîçìîæ-
íî, ýòî áóäåò ïîëó÷åíèå ëó÷øåãî ðåçóëüòàòà ïðè îïðåäåëåííûõ îã-
ðàíè÷åíèÿõ, èëè èññëåäîâàíèå âçàèìîñâÿçåé, õàðàêòåðèçóþùèõ
ñèñòåìó, èëè îïðåäåëåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ îáúåêòà è ò. ä. Â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âìåñòå ñ êîíêðåòíûìè öåëÿìè ìîãóò ñóùåñòâî-
âàòü è òàêèå óñòàíîâêè, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî â ïîñòàíîâêå çà-
äà÷è íå îòðàæåíû. Êðîìå òîãî, áîëüøèíñòâî ðåàëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿ-
þòñÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûìè, ò. å. òàêèìè, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî
äîáèòüñÿ íåñêîëüêèõ, ÷àñòî ïðîòèâîðå÷àùèõ äðóã äðóãó öåëåé. Âû-
áîð öåëè èññëåäîâàíèÿ ñóùåñòâåííî îïðåäåëèò è ïîñòðîåííóþ ìî-
äåëü, è ñïîñîáû åå èññëåäîâàíèÿ. Â ñèòóàöèÿõ, êîãäà íåîáõîäèìî
îïòèìèçèðîâàòü íåñêîëüêî êðèòåðèåâ, ñëåäóåò óñòàíîâèòü èõ ïðè-
îðèòåòû. Õ. Òàõà ïðåäëàãàåò èñïîëüçîâàòü òðè óðîâíÿ àáñòðàêöèè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäó îò ñèñòåìû-îðèãèíàëà ê åå ìîäåëè.
«Óïðîùåííûé îáðàç ðåàëüíîé ñèñòåìû îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû îðè-
ãèíàëà òåì, ÷òî â íåì íàõîäÿò îòðàæåíèÿ òîëüêî äîìèíèðóþùèå
ôàêòîðû (ïåðåìåííûå, îãðàíè÷åíèÿ è ïàðàìåòðû), îïðåäåëÿþùèå
îñíîâíóþ ëèíèþ ïîâåäåíèÿ ðåàëüíîé ñèñòåìû. Ìîäåëü, áóäó÷è
äàëüíåéøèì óïðîùåíèåì îáðàçà ñèñòåìû-îðèãèíàëà, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû ñîîòíîøåíèÿ
â âèäå öåëåâîé ôóíêöèè è ñîâîêóïíîñòè îãðàíè÷åíèé» [175, ñ. 12].

Ïðè ïîñòðîåíèè áëèçêèå, íî ðàçíûå îáúåêòû ÷àñòî çàäàþòñÿ
îäíîé ìîäåëüþ. Ñóùåñòâóåò ñîâîêóïíîñòü óñëîâèé, îïðåäåëÿåìûõ
êàê èíòåðâàë àáñòðàêöèè îòîæäåñòâëåíèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ
îáúåêòû ðàññìàòðèâàåìîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè íåðàçëè÷èìû. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, íåêîòîðûå îáúåêòû ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ
ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå ñòóäåíòîâ íà òî,
÷òî ïðàâèëüíûé âûáîð ñðåäñòâ îïèñàíèÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè
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èññëåäîâàíèè. Òàê, íàïðèìåð, çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ è â âèäå ìàòðè÷íî-ãðàôî-âîé çàäà÷è. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èñ-
ñëåäîâàíèå áóäåò áîëåå ïðîñòûì.

Î÷åíü âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñòåïåíè òî÷íîñòè è ïîäðîá-
íîñòè ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè. Ìîäåëü – ýòî ãîìîìîðôíîå îòîáðà-
æåíèå ðåàëüíîãî îáúåêòà íà èñêóññòâåííûé. Ñóòü ãîìîìîðôèçìà â
ïåðåõîäå îò áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì îòíîøåíèé ê áîëåå ïðîñòûì ïðè
ñîõðàíåíèè ñóùåñòâåííûõ îñîáåííîñòåé ýòèõ îòíîøåíèé. (Âîïðî-
ñû ãîìîìîðôèçìà ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû
Þ. À. Ãàñòåâûì [48].) Êîíå÷íî, ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè íåâîçìîæ-
íî îáîéòèñü áåç îãðóáëåíèÿ äåéñòâèòåëüíîñòè. Òàê, â òåîðèè êîíå÷-
íûõ àâòîìàòîâ, êîòîðûå ìîäåëèðóþò ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå àñ-
ïåêòû ðàáîòû äèñêðåòíûõ ñèñòåì, îòâëåêàþòñÿ îò ìîùíîñòè ñèãíà-
ëîâ, íå ó÷èòûâàþò åå ïîòåðè ïðè ïåðåäà÷å, ïðåíåáðåãàþò èíåðöèåé
ýëåìåíòîâ, âîçìîæíûì èõ îòêàçîì è ò. ä.

Ñóùåñòâóþò äâå êðàéíîñòè ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè: îäíà èç
íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â êà÷åñòâå ìîäåëè âçÿòü ñàì ðåàëüíûé
îáúåêò, äðóãàÿ – âçÿòü åäèíè÷íûé îáúåêò. Äëÿ õîðîøåé ðàáîòû
íóæíî íàéòè çîëîòóþ ñåðåäèíó ìåæäó ýòèìè êðàéíîñòÿìè. Êîíå÷-
íî, ÷àñòî õî÷åòñÿ áîëåå òî÷íî îïèñàòü ñèòóàöèþ. Íî ïåðåãðóæåí-
íîñòü ìîäåëè äåòàëÿìè ïðèâîäèò ê åå ãðîìîçäêîñòè, íåâîçìîæíîñ-
òè åå èññëåäîâàíèÿ äàæå ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ìàøèí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óïðîùåíèå ìîäåëè îáëåã÷àåò èññëåäîâà-
íèå, íî ðåçóëüòàòû ìîãóò ïëîõî ñîîòâåòñòâîâàòü ðåàëüíîìó îáúåê-
òó. Âåñüìà îáðàçíî î ïîèñêå êîìïðîìèññà ìåæäó óïðîùåííûìè è
óñëîæíåííûìè ìîäåëÿìè ïèñàë È. Á. Íîâèê: «Êàê æå îáíàðóæèòü
îïòèìàëüíûé ïóòü ìåæäó Ñöèëëîé íåïðîäóêòèâíîãî ñâåðõóïðîùå-
íèÿ è Õàðèáäîé ñâåðõóñëîæíåííîé ñïåöèôèêàöèè ðåàëüíûõ ÿâëå-
íèé? Ñîâðåìåííîå íàó÷íîå ïîçíàíèå íóæäàåòñÿ â õèòðîóìíîì
Îäèññåå, êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, ñóìåë ïðîïëûòü ìåæäó Ñöèëëîé
è Õàðèáäîé. Íî, âñïîìíèâ „ýëëèíà-îïòèìèçàòîðà“, ìû íå äîëæíû
óïóñêàòü èç âèäó è äàííûé åìó ìóäðîé áîãèíåé ñîâåò: Ñöèëëà è Õà-
ðèáäà íå ðàâíîîïàñíû, è, åñëè íåëüçÿ áåç æåðòâ, íàäî ïëûòü áëèæå
ê Ñöèëëå, ïîñêîëüêó îíà òðåáóåò ñåáå â æåðòâó òîëüêî 6 ÷åëîâåê, â
òî âðåìÿ êàê Õàðèáäà ãóáèò âåñü êîðàáëü. Ýòîò ñîâåò ìóäðîé áîãè-
íè ïî-ñâîåìó àêòóàëåí è ñåé÷àñ: „êðàéíîñòè Ñöèëëû“ – ïåðåóïðî-
ùåíèÿ íå ïîãóáÿò êîðàáëü íàóêè, â òî âðåìÿ êàê „íåîâèòàëè÷åñêàÿ
Õàðèáäà“ ãðîçèò ïðîãëîòèòü åãî öåëèêîì» [144, ñ. 63]. Â ðÿäå ñëó-
÷àåâ êîìïðîìèññ ìåæäó ñëîæíîñòüþ è ïðîñòîòîé íàõîäèòñÿ ïóòåì
ïðîá è îøèáîê.

Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé – äåëî âåñüìà ñëîæíîå. Ã. Âàãíåð ïèøåò:
«Ê âåëèêîìó ñîæàëåíèþ, äåéñòâèòåëüíî íåâîçìîæíî ïðåäëîæèòü
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óíèâåðñàëüíîãî ðåöåïòà, ïîçâîëÿþùåãî áåçîøèáî÷íî âûáèðàòü è
ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü â ëþáîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå. Îä-
íàêî ïî ýòîìó ïîâîäó íå ñëåäóåò èñïûòûâàòü îñîáîãî áåñïîêîéñòâà.
Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî áîëüøèíñòâî ñòóäåíòîâ, ïîëó÷èâøèõ
ïîäãîòîâêó ëèáî â îáëàñòè åñòåñòâåííûõ èëè òåõíè÷åñêèõ íàóê, ëè-
áî â îáëàñòè ìàòåìàòèêè, ýêîíîìèêè èëè àäìèíèñòðàòèâíîãî ðóêî-
âîäñòâà, íå èñïûòûâàþò îñîáûõ çàòðóäíåíèé ïðè ïîñòðîåíèè ìîäå-
ëåé ïðè óñëîâèè, åñëè îíè èìåþò ê ýòîìó ñêëîííîñòü» [33, ñ. 22].
Ìîæíî ñîãëàñèòüñÿ ñ ïåðâûì ïðîöèòèðîâàííûì ïðåäëîæåíèåì.
Îêîí÷àíèå âòîðîãî ôàêòè÷åñêè ãîâîðèò î òîì, ÷òî óìåíèå ïîñòðî-
èòü ìîäåëü íàõîäèòñÿ íà ãðàíè íàóêè è èñêóññòâà. Êîíå÷íî, æåëà-
òåëüíî, ÷òîáû ÷åëîâåê èìåë ñêëîííîñòü ê òîìó äåëó (ìàòåìàòèêå,
òåõíèêå, ýêîíîìèêå, ëèòåðàòóðå è ò. ä.), êîòîðûì îí çàíèìàåòñÿ. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû åãî äåÿòåëüíîñòè áóäóò áîëåå ÷åì
ñêðîìíûìè.

Íåêîòîðûå ñïåöèàëèñòû âîîáùå ñ÷èòàþò, ÷òî äëÿ óñïåøíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ íå îáÿçàòåëüíî çíàòü ñóùíîñòü ìîäåëèðóåìîãî ïðî-
öåññà. «Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ýòà ñóùíîñòü è âîâñå åùå íåèçâåñòíà,
à òåì íå ìåíåå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì â ñëó÷àå, åñëè èçâåñòíû îï-
ðåäåëåííûå ñâÿçè ðàçíûõ ÷àñòåé èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ, ñîçäàòü ìàòå-
ìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, äîñòàòî÷íî õîðîøî îòðàæàþùóþ âíåøíèå
íóæíûå ñòîðîíû èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ è òåì ñàìûì ïîëó÷èòü âîç-
ìîæíîñòü èçó÷àòü åãî è ïðåäâèäåòü, ïðåäñêàçûâàòü åãî äàëüíåéøåå
ðàçâèòèå» [102, ñ. 38]. Äà, â ðÿäå ñëó÷àåâ äåéñòâèòåëüíî ìîæíî
ñîçäàòü «äîñòàòî÷íî» õîðîøóþ ìîäåëü, äà è ÷òî äåëàòü, åñëè ïî
ðàçíûì ïðè÷èíàì ñîçäàòåëþ ìîäåëè íå ÿñíà ñóùíîñòü ÿâëåíèÿ. (Î
òàêèõ ìîäåëÿõ áóäåò ñêàçàíî íèæå.) Íî ïîñòðîåíèå óäà÷íûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âîçìîæíî ëèøü ïðè õîðîøåì çíàíèè ìàòåìà-
òèêè, îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðè íàëè÷èè îïðåäåëåííîãî îïûòà.
Â ñâîå âðåìÿ íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÁÃÓ îòêðû-
ëàñü ñïåöèàëèçàöèÿ «Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýëåêòðîíèêà». Ýòî áûëî
âûçâàíî òåì, ÷òî âûïóñêíèêè ôàêóëüòåòà, ðàñïðåäåëåííûå â îáúå-
äèíåíèå «Èíòåãðàë», çàíèìàþùååñÿ êîíñòðóèðîâàíèåì è âûïóñ-
êîì ýëåêòðîííîé àïïàðàòóðû, ìîãëè óñïåøíî ñïðàâëÿòüñÿ ñî ñâîè-
ìè îáÿçàííîñòÿìè òîëüêî ïîñëå íåñêîëüêèõ ëåò ðàáîòû. Ñïåöèàëè-
çàöèÿ ïîçâîëèëà ñîêðàòèòü âðåìÿ àäàïòàöèè ìîëîäîãî ñïåöèàëèñòà
ê ïðîèçâîäñòâó.

Ïîñêîëüêó ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ìîæåò îêàçàòüñÿ ÷åðåñ÷óð óï-
ðîùåííîé è ïîýòîìó ïëîõî îïèñûâàþùåé ðåàëüíûé îáúåêò, æåëà-
òåëüíî îñóùåñòâëÿòü ïðîâåðêó ìîäåëè íà àäåêâàòíîñòü îáúåêòó, ò.
å. ïðîèçâîäèòü àäåêâàòíûå âîçäåéñòâèÿ íà îáúåêò è ìîäåëü è ñðàâ-
íèâàòü ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî íå âñåãäà âîç-
ìîæíî, òàê êàê ìîäåëèðóåìûé îáúåêò ìîæåò åùå íå ñóùåñòâîâàòü
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èëè ïðîâåðêà âîçäåéñòâèé íà ñóùåñòâóþùåì îáúåêòå ïðèâîäèò ê
åãî èçìåíåíèþ.

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå ñòóäåíòîâ, ÷òî ìàòåìàòèêè óæå ïîñ-
òðîèëè îãðîìíîå ÷èñëî ìîäåëåé. Âîçìîæíî, äëÿ îáúåêòà, áëèçêîãî
ê èññëåäóåìîìó, óæå ñóùåñòâóåò ìîäåëü, è íóæíî òîëüêî ðàññìîò-
ðåòü, êàê ïîâëèÿþò îòëè÷èÿ îáúåêòîâ íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò. Åñëè
æå îáúåêò ðàíåå íå èçó÷àëñÿ, òî, ñêîðåå âñåãî, îòäåëüíûå åãî ÷àñòè
ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ìîäåëåé.

Èíîãäà ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü ìîäåëè îáúåêòîâ èëè ñèòóàöèé, î
ñòðóêòóðå êîòîðûõ ìàëî èçâåñòíî. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ âûäâèãàþòñÿ
ðàçëè÷íûå ãèïîòåçû î ñòðîåíèè îáúåêòà, åãî âíóòðåííèõ ñâÿçÿõ,
ðåàêöèè îáúåêòà íà âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ, îáúåêò çàìåíÿåòñÿ «èñ-
êóññòâåííîé äåéñòâèòåëüíîñòüþ», êîòîðàÿ è ìîäåëèðóåòñÿ. Îäíà-
êî íåäîñòàòîê èíôîðìàöèè ÷àñòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìîäåëè íå
ìîãóò ïîëíîñòüþ îïèñàòü ïîâåäåíèå îáúåêòà. Íåâîçìîæíî ïîñòðî-
èòü òî÷íóþ ìîäåëü ìàëîèçó÷åííîãî îáúåêòà èëè ÿâëåíèÿ. Ïëàíå-
òàðíàÿ ìîäåëü ñòðîåíèÿ àòîìà Ðåçåðôîðäà íå ïîçâîëÿëà îáúÿñíèòü
óñòîé÷èâîñòü àòîìà, ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè àòîìà âîäîðîäà
Áîðà íå óäàëîñü èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé áîëåå ñëîæ-
íûõ àòîìîâ. Ïî ìåðå ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñâåäåíèé î ñòðîå-
íèè îáúåêòà ìîæåò óòî÷íÿòüñÿ è åãî ìîäåëü. Òàê, ïîñëå îòêðûòèÿ
ïðîòîíîâ è íåéòðîíîâ áûëà óòî÷íåíà ïëàíåòàðíàÿ ìîäåëü àòîìà.

Èç-çà íåäîñòàòêà èíôîðìàöèè âîçìîæíî ïîñòðîåíèå íåñêîëü-
êèõ ìîäåëåé, ïî-ðàçíîìó îïèñûâàþùèõ îäíî è òî æå. Íàèáîëåå èç-
âåñòíûå ïðèìåðû: ìîäåëè ñîëíå÷íîé ñèñòåìû Ïòîëåìåÿ è Êîïåðíè-
êà, ìîäåëè åå âîçíèêíîâåíèÿ Áþôôîíà, Êåïëåðà è Øìèäòà, ìîäå-
ëè àòîìà Òîìñîíà, Áîðà è Ðåçåðôîðäà, ìîäåëè çàðîæäåíèÿ æèçíè
íà Çåìëå Ðèõòåðà è Îïàðèíà.

Ïîêàçàòåëüíà ïîëåìèêà, âîçíèêøàÿ ìåæäó íîáåëåâñêèìè ëàó-
ðåàòàìè Ý. Øðåäèíãåðîì è Ì. Áîðíîì â 50-õ ãã. XÕ â. îòíîñèòåëü-
íî âîëíîâîé èëè êâàíòîâîé ïðèðîäû ñâåòà [27, ñ. 252–266; 202, ñ.
261–284]. Äëÿ åå îïèñàíèÿ áûëè ïîñòðîåíû äâå ìîäåëè: íåïðåðûâ-
íàÿ è äèñêðåòíàÿ. Øðåäèíãåð ñ÷èòàë, ÷òî íèêàêèõ ÷àñòèö è êâàí-
òîâ â ôèçè÷åñêîì ìèðå íå ñóùåñòâóåò, îíè ÿâëÿþòñÿ èëëþçèÿìè,
îñíîâàííûìè íà íåïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè ïîñòðîåííîé ìîäå-
ëè. «Êâàíòîâûå çàêîíû, óñòàíîâëåííûå Ïëàíêîì ïåðâîíà÷àëüíî
äëÿ îïðåäåëåííîãî âèäà ýíåðãèè èëè, âåðíåå, äëÿ îïðåäåëåííîãî
âèäà îáìåíà ýíåðãèåé è èìïóëüñîì – ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷å-
íèÿ, – ÷óäîâèùíî îáîáùåíû è ñîäåðæàò êîðïóñêóëÿðíóþ òåîðèþ
îáû÷íîé ìàòåðèè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé» [202, ñ. 257]. Øðåäèíãåð îò-
âåðãàë òàêæå èäåþ ñóùåñòâîâàíèÿ àòîìîâ. Áîðí, âîçðàæàÿ Øðå-
äèíãåðó, ãîâîðèë: «Èäåÿ àòîìèçìà ñî âðåìåíè åå âîçðîæäåíèÿ Äà-
íèåëåì Áåðíóëëè (1738) â êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ãàçîâ è Äàëüòîíîì
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(1808) â õèìèè îêàçàëàñü ñòîëü ïëîäîòâîðíîé è äåéñòâåííîé, ÷òî
ïîïûòêà Øðåäèíãåðà îòáðîñèòü åå êàæåòñÿ ìíå ñòîëü äåðçêîé è âî
âñÿêîì ñëó÷àå îíà ÿâëÿåòñÿ ÿâíûì íàðóøåíèåì èñòîðè÷åñêîé íåï-
ðåðûâíîñòè» [27, ñ. 255]. Ïðèìå÷àòåëüíà ñëåäóþùàÿ ôðàçà Áîðíà:
«Òàêîå íàðóøåíèå áûëî áû îïðàâäàíî, åñëè áû îí ìîã ïðåäñòàâèòü
ëó÷øóþ è áîëåå äåéñòâåííóþ çàìåíó» [27, ñ. 255]. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé îáúåêòîâ, î êîòîðûõ èçâåñòíî ìàëî,
âàæíî íå òî, íàñêîëüêî àäåêâàòíî ìîäåëü îïèñûâàåò îáúåêò, à òî,
êàê îíà îïèñûâàåò ïîâåäåíèå îáúåêòà. «Ëþáîé èç íàñ, ôèçèêîâ-òå-
îðåòèêîâ, âêëþ÷àÿ, êîíå÷íî Øðåäèíãåðà, ðàçðåøàë áû êîíêðåò-
íûå ôèçè÷åñêèå ïðîáëåìû ñ ïîìîùüþ îäíèõ è òåõ æå èëè, ïî êðàé-
íåé ìåðå, ýêâèâàëåíòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, åñëè îíè ïðèâî-
äÿò ê öåëè» [27, ñ. 253]. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè òàêîãî ïîëîæåíèÿ
âñïîìíèì, ÷òî ìîäåëü ñîëíå÷íîé ñèñòåìû Ïòîëåìåÿ, íå ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ äåéñòâèòåëüíîìó åå ñòðîåíèþ, èñïîëüçîâàëàñü â òå÷åíèå
ìíîãèõ âåêîâ, ïîñêîëüêó îíà ïîçâîëÿëà îðèåíòèðîâàòüñÿ âî âðåìÿ
ìîðñêèõ ïóòåøåñòâèé.

Òî÷êó çðåíèÿ Áîðíà ïîääåðæàë Ýéíøòåéí. «Âîëíîâûå ïîëÿ äå
Áðîéëÿ – Øðåäèíãåðà íå äîëæíû òðàêòîâàòüñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå
îïèñàíèå ðåàëüíîãî ïðîòåêàíèÿ ñîáûòèÿ âî âðåìåíè è â ïðîñòðàí-
ñòâå, õîòÿ îíè äåéñòâèòåëüíî èìåþò îòíîøåíèå ê òàêîìó ñîáûòèþ.
Îíè ÿâëÿþòñÿ ñêîðåå ìàòåìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì òîãî, ÷òî ìû ìî-
æåì äåéñòâèòåëüíî çíàòü î ñèñòåìå. Îíè ñëóæàò òîëüêî äëÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ âûñêàçûâàíèé è ïðåäñêàçàíèé îòíîñè-
òåëüíî ðåçóëüòàòîâ âñåõ èçìåðåíèé, êîòîðûå ìîæíî ïðîâåñòè íàä
ñèñòåìîé» [207, ñ. 74].

Â ýòîé ñèòóàöèè ìíîãèì øêîëüíèêàì, äà è ñòóäåíòàì, ïðèñóùå
ñëåäóþùåå çàáëóæäåíèå: îíè íå ïîíèìàþò, ÷òî ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ
ëèøü ãèïîòåòè÷åñêèì îïèñàíèåì îáúåêòà, à êàê îí óñòðîåí íà ñà-
ìîì äåëå, íåèçâåñòíî. Îíè ñ÷èòàþò, íàïðèìåð, ÷òî â öåíòðå àòîìà
íàõîäèòñÿ øàðèê-ÿäðî, âîêðóã êîòîðîãî êðóòÿòñÿ øàðèêè-ýëåêòðî-
íû. Ðîëü ïðåïîäàâàòåëÿ – ðàçúÿñíÿòü ðàçíèöó ìåæäó ìîäåëüþ è
ðåàëüíîñòüþ. Ó÷åáíèêè òàêæå äîëæíû îáðàùàòü âíèìàíèå íà ýòó
ðàçíèöó. Òàê, â øêîëüíîì ó÷åáíèêå ïî ôèçèêå ïî ïîâîäó êîðïóñêó-
ëÿðíî-âîëíîâîãî äóàëèçìà ñâåòà íàïèñàíî: «Ìû íå ìîæåì ïðåäñòà-
âèòü ñåáå íàãëÿäíî, êàê ýòî ïðîèñõîäèò. Íî òåì íå ìåíåå – ýòî ôàêò.
Ìû ëèøåíû âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëÿòü ñåáå íàãëÿäíî â ïîëíîé ìå-
ðå ïðîöåññû â ìèêðîìèðå, òàê êàê îíè ñîâåðøåííî îòëè÷íû îò òåõ
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ÿâëåíèé, êîòîðûå ëþäè íàáëþäàëè íà ïðîòÿæå-
íèè ìèëëèîíîâ ëåò è îñíîâíûå çàêîíû êîòîðîãî áûëè ñôîðìóëèðî-
âàíû ê êîíöó XIX âåêà» [137, ñ. 166]. Â òî æå âðåìÿ î äóàëüíîé
ïðèðîäå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â ýòîì ó÷åáíèêå ïðàêòè÷åñêè íå ãî-
âîðèòñÿ.

60



Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ïëîõî èçó÷åííûõ îáúåêòîâ ñëåäóåò
áûòü ãîòîâûì ê íå î÷åíü õîðîøèì ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé. Îò-
ñóòñòâèå äîñòîâåðíûõ çíàíèé îá îáúåêòå, íàëè÷èå íåîïðåäåëåííîñ-
òè îòíîñèòåëüíî èñòèííîãî ñîñòîÿíèÿ åãî ýëåìåíòîâ, èõ âçàèìîäåé-
ñòâèé ñ âíåøíåé ñðåäîé ìîãóò ïðèâåñòè ê åñòåñòâåííûì è, ïî-âèäè-
ìîìó, íåèçáåæíûì ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ îøèáêàì â ïðèíÿòèè
ðåøåíèé. Òåì íå ìåíåå è òàêèå èññëåäîâàíèÿ èìåþò ñìûñë.

Ó äèñêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé åñòü è ñâîè îñîáåííîñ-
òè, ñâÿçàííûå ñ äèñêðåòíîñòüþ. Ðåàëüíûé ìèð îäíîâðåìåííî è íåï-
ðåðûâåí, è äèñêðåòåí, à åãî îïèñàíèÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ìîäå-
ëåé ÿâëÿþòñÿ ëèøü àáñòðàêöèåé. Åñòåñòâåííî, ÷òî èäåè íåïðåðûâ-
íîñòè è äèñêðåòíîñòè ïðîíèêàþò â òå îáëàñòè ìàòåìàòèêè, ãäå îíè
ðàíüøå îòñóòñòâîâàëè, îáîãàùàÿ ýòè îáëàñòè. Íåîáõîäèìî îáðà-
òèòü âíèìàíèå ñòóäåíòîâ íà âçàèìîñâÿçü íåïðåðûâíîñòè è äèñêðåò-
íîñòè. Âî-ïåðâûõ, íåêîòîðûå ìîäåëè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ îä-
íîâðåìåííî êàê äèñêðåòíûå è êàê íåïðåðûâíûå. Íàïðèìåð, âñå îã-
ðàíè÷åíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðîì
ìîæåò íàõîäèòüñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, äèñêðåòíîå, ò. å. ìîäåëü
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê äèñêðåòíóþ. Îäíàêî ïðè èññëåäîâàíèè
ìîäåëè íà ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðîâ îïÿòü ñëåäó-
åò ïåðåéòè ê íåïðåðûâíîé òðàêòîâêå.

Âî-âòîðûõ, ìíîãèå íåïðåðûâíûå ìîäåëè ìîæíî ïðåâðàòèòü â
äèñêðåòíûå ïóòåì ââåäåíèÿ íåêîòîðîãî øàãà èçìåíåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ. Òàê, çàäà÷ó ïîèñêà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ëåãêî ïðåäñòàâèòü êàê çàäà÷ó ïîèñêà òðàåêòîðèè, îò-
ðåçêè êîòîðîé ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò, ïðè÷åì íà ýòèõ îòðåç-
êàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü îïðåäåëåííûå äèñêðåòíûå òî÷êè. Ôàê-
òè÷åñêè â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò çàìåíà ïîñòðîåííîé ìîäåëè íà
áîëåå ïðîñòóþ. Îäíàêî íè÷åãî ïëîõîãî çäåñü íå ïðîèñõîäèò, ïîñ-
êîëüêó ñ ïîìîùüþ óìåíüøåíèÿ øàãà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, êàê
ïðàâèëî, ìîæíî ïîäîéòè ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ñòàðîé ìîäåëè. Âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ òàêîé ïåðåõîä ïðîñòî íåîáõîäèì, ïîñêîëüêó àíà-
ëèç íåïðåðûâíîé ìîäåëè ïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ.

Â-òðåòüèõ, ñóùåñòâóþò ìîäåëè, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò è äèñ-
êðåòíîñòü, è íåïðåðûâíîñòü. Ìîäåëü ìîæåò ñîñòîÿòü èç äèñêðåò-
íûõ ýëåìåíòîâ, ñâÿçè ìåæäó êîòîðûìè îïèñûâàþòñÿ íåïðåðûâíû-
ìè ôóíêöèÿìè. Òàêèìè, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå ìîäåëè
èíòåãðàëüíûõ ñõåì.

Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ âîçìîæíî îïèñàíèå ÿâëåíèÿ ñ ïî-
ìîùüþ è íåïðåðûâíîé, è äèñêðåòíîé ìîäåëè. Ñóùåñòâóþò, íàïðè-
ìåð, äèñêðåòíàÿ è íåïðåðûâíàÿ ìîäåëè äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà â
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ [43, ñ. 18]. Ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ ìîäå-
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ëåé ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçëè÷íûì ðåçóëüòàòàì. Íàèáîëåå ÿðêèé
ïðèìåð – èñïîëüçîâàíèå íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ïðè
èññëåäîâàíèè ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèõñÿ àâòîìàòîâ. Â êîíñòðóêöèè,
ïðåäëîæåííîé Íåéìàíîì [140, ñ. 59], ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà óíè-
âåðñàëüíîé ìàøèíå Òüþðèíãà, ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü äèñêðåòíûå
çíà÷åíèÿ. Íîáåëåâñêèé ëàóðåàò Å. Âèãíåð ðàññìàòðèâàë ìîäåëü, â
êîòîðîé âñå ïåðåìåííûå íåïðåðûâíû. «Èìåííî äèñêðåòíîñòü ìíî-
æåñòâà äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé åãî ñèñòåìû ïîçâîëÿåò Íåéìàíó ïîñ-
òóëèðîâàòü èäåàëüíîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû è íàéòè òàêóþ çàìåíó
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, êîòîðàÿ äåëàåò ñàìîâîñïðîèçâåäåíèå âîç-
ìîæíûì. Äëÿ íàñ æå ïåðâîñòåïåííóþ âàæíîñòü èìååò âîïðîñ î òîì,
ìîæíî ëè îæèäàòü, ÷òî è ðåàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäóò ïðè-
âîäèòü ê ðàçìíîæåíèþ îïèñûâàåìûõ ñèñòåì» [37, ñ. 167]. Âûâîä,
ñäåëàííûé Âèãíåðîì, ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòó Íåéìàíà: «Øàíñû
íà ñóùåñòâîâàíèå íàáîðà „æèâûõ“ ñîñòîÿíèé, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî
ïîäîáðàòü òàêóþ ïèòàòåëüíóþ ñðåäó, ÷òî ëþáîå âçàèìîäåéñòâèå ñ
íåé âñåãäà ïðèâîäèò ê ðàçìíîæåíèþ, ïî-ïðåæíåìó îñòàþòñÿ íóëå-
âûìè» [37, ñ. 167]. Íî è ñàì Íåéìàí çàäóìûâàëñÿ î ïðàâîìî÷íîñòè
ñâîåãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñàìîâîñïðîèçâîäÿ-
ùèõñÿ àâòîìàòîâ Íåéìàí ñòàâèò òàêîé âîïðîñ: «Ïî÷åìó öèôðîâîå
ïðåäñòàâëåíèå, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, íèêîãäà íå èñïîëüçóåòñÿ â
ïðèðîäå, à âìåñòî íåãî èñïîëüçóåòñÿ èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå?»
[141, ñ. 68].Îí ïðåäïîëàãàåò, ÷òî îòâåò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñõå-
ìà ñ ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèåé îáëàäàåò áîëüøåé íàäåæíîñòüþ, ÷åì
öèôðîâàÿ ñõåìà. Ñêîðåå âñåãî, Íåéìàí íàäåÿëñÿ âïîñëåäñòâèè ïî-
ëó÷èòü è íåïðåðûâíóþ ìîäåëü ñàìîâîñïðîèçâåäåíèÿ [19, ñ. 47].

Íåîáõîäèìî îáðàùàòü âíèìàíèå ñòóäåíòîâ íà òî, ÷òî ñòåïåíü
äåòàëèçàöèè ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà âðåìÿ
åå èçó÷åíèÿ. Ïðè î÷åíü ïîäðîáíîì îïèñàíèè îáúåêòà ýòî âðåìÿ ìî-
æåò îêàçàòüñÿ ñîâåðøåííî íåïðèåìëåìûì. Åãî æåëàòåëüíî çíàòü äî
íà÷àëà ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê êàê ñîçäàíèå êîìïüþòåðíûõ ïðî-
ãðàìì òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ óñèëèé. Óìåíüøèòü âðåìÿ èññëåäîâà-
íèÿ ìîæíî òðåìÿ ñïîñîáàìè: óïðîùåíèåì ìîäåëè, óïðîùåíèåì àë-
ãîðèòìà èëè ñîçäàíèåì áîëåå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà. Â ïåðâûõ
äâóõ ñëó÷àÿõ óõóäøàåòñÿ êà÷åñòâî èññëåäîâàíèÿ, íî, âîçìîæíî,
ïîëó÷åííîå êà÷åñòâî âïîëíå ïðèåìëåìî äëÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé.

Èññëåäîâàíèå äèñêðåòíûõ ìîäåëåé, êàê ïðàâèëî, äîëæíî äàòü
êîíêðåòíóþ ðåêîìåíäàöèþ ïîâåäåíèÿ ÷åëîâåêà â òåõ èëè èíûõ ñè-
òóàöèÿõ. Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ìàòåìàòèêè ÷àñòî áåññèëüíû ïðè
èçó÷åíèè íåêîòîðûõ ìîäåëåé. Ïðîôåññîð Å. Ñ. Âåíòöåëü ïèøåò:
«Ïðèåìû, êîòîðûìè îíà [ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà] ïîëüçóåòñÿ,
íàñòîëüêî íîâû è íåïðèâû÷íû, ÷òî çà÷àñòóþ øîêèðóþò ìàòåìàòè-
êîâ-ïðîôåññèîíàëîâ. Òàê íàçûâàåìûå „ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû ðå-
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øåíèÿ çàäà÷“, „ýêñïåðòíûå îöåíêè“, „øêàëû ïðåäïî÷òåíèÿ“, ìíî-
ãîå òîìó ïîäîáíîå ëåãêî îáúÿâèòü „íàõîäÿùèìñÿ âíå ìàòåìàòèêè“,
÷òî ÷àñòî è äåëàåòñÿ. Îäíàêî îáúÿâèòü òîò èëè èíîé ïðèåì íåäî-
ïóñòèìûì è íå ïðåäëîæèòü âçàìåí íè÷åãî äðóãîãî – íå ëó÷øèé âû-
õîä èç ïîëîæåíèÿ. Âîëåé-íåâîëåé ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ âñåìè
äîñòóïíûìè íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðèåìàìè, â òîì ÷èñëå è òàêèìè,
îò êîòîðûõ íàøè ïðåäêè-ìàòåìàòèêè, êàê ãîâîðèòñÿ, „ïåðåâåðíó-
ëèñü áû â ãðîáàõ“» [61, ñ. 106].

Ïîñòðîåííûå ìîäåëè ÷àñòî íà÷èíàþò æèòü ñàìîñòîÿòåëüíîé æèç-
íüþ. Îíè êàê áû îáîñîáëÿþòñÿ îò ïîðîäèâøèõ èõ îáúåêòîâ è ñèòóà-
öèé, ïðåâðàùàþòñÿ â îòäåëüíûå çàäà÷è, êîòîðûå â ñëó÷àå íåîáõîäè-
ìîñòè èçìåíÿþòñÿ, óïðîùàþòñÿ èëè óñëîæíÿþòñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî äèñêðåòíûå ìîäåëè ÷àñòî èìåþò ìíîãî èíòåðïðåòàöèé. Åùå â
1958 ã. íà 10-ì ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå â ÑØÀ áûëî
îòìå÷åíî, ÷òî «ìíîãî÷èñëåííûå è ðàçíîîáðàçíûå äèñêðåòíûå çàäà÷è,
êàê ïðàâèëî, ìîãóò áûòü îïèñàíû íåìíîãî÷èñëåííûìè êîìáèíàòîð-
íûìè ìîäåëÿìè» [165, ñ. 7]. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Ïðî-
ñòåéøèå çàäà÷è î äèåòå, ñìåøèâàíèè íåôòåïðîäóêòîâ, âûïóñêå ïðî-
äóêöèè è ìíîãèå äðóãèå ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, çàäà÷ó êîììèâîÿæåðà ìîæíî òðàêòîâàòü êàê çàäà÷ó î
ðàöèîíàëüíîì ìàðøðóòå îáúåçäà ãîðîäîâ è êàê çàäà÷ó î ïåðåíàëàäêå
ñòàíêà-àâòîìàòà, ñ ïîìîùüþ îäíîãî è òîãî æå ãðàôà ìîæíî èçîáðà-
çèòü è êàðòó æåëåçíûõ äîðîã, è îòíîøåíèÿ ìåæäó ëþäüìè, è ñòðîå-
íèå èíòåãðàëüíîé ñõåìû. Òàêîå ñâîéñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
âûðàæàåò àáñòðàêòíîñòü ìàòåìàòèêè. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ æèçíü ìîäå-
ëåé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èíîãäà òåðìèíû «ìîäåëü» è «çàäà÷à» ôàê-
òè÷åñêè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñèíîíèìû [175].

Íåêîòîðûå ñïåöèàëèñòû ñ÷èòàþò, ÷òî ïðåäìåòîì ìàòåìàòèêè
ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé [102, ñ. 45], è äëÿ ýòîãî
åñòü âåñêèå îñíîâàíèÿ. Äëÿ ìàòåìàòèêà âàæíà íå ïðèðîäà ðàññìàò-
ðèâàåìûõ îáúåêòîâ, à êîëè÷åñòâåííûå è êà÷åñòâåííûå ñâÿçè âíóò-
ðè èõ è ìåæäó íèìè. Ñîäåðæàíèå ìàòåìàòèêè íå ìåíÿåòñÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò òîãî, êòî åå èñïîëüçóåò: ÷èñòûé ìàòåìàòèê, êîòîðîãî èíòå-
ðåñóåò ëèøü ìàòåìàòè÷åñêàÿ èñòèíà, èëè èíæåíåð, êîòîðîìó
íåîáõîäèìî ðåøèòü êîíêðåòíóþ ïðîèçâîäñòâåííóþ çàäà÷ó. Îäíà-
êî íàáîð ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ, èõ ñîäåðæàíèå, ñòåïåíü ñòðîãîñ-
òè äîêàçàòåëüñòâ, ïîäáîð ïðèìåðîâ çàâèñÿò îò áóäóùåé ñïåöèàëü-
íîñòè ñòóäåíòîâ.

Íà ïåäàãîãè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ íóæíî, âî-ïåðâûõ, èçó÷àòü òå
äèñêðåòíûå ìîäåëè, êîòîðûå ïîïàëè â ðàçëè÷íûå ïðîãðàììû äëÿ
ñðåäíèõ øêîë. Íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü è
óïðîùåííûå ìîäåëè, ñ êîòîðûìè áóäóùèå ó÷èòåëÿ ñìîãóò çíàêî-
ìèòü ó÷åíèêîâ. Âî-âòîðûõ, íóæíî èçó÷àòü ìîäåëè, ïîìîãàþùèå
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ðàçâèâàòü óìñòâåííûå ñïîñîáíîñòè øêîëüíèêîâ è îäíîâðåìåííî
ðåøàòü ìåòîäè÷åñêèå çàäà÷è ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè. Òàêèå ìî-
äåëè ìîæíî âñòðåòèòü â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå, áóëåâîé àëãåáðå,
êîìáèíàòîðèêå, òåîðèè ãðàôîâ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ èçó÷åíèå êàæäîé
ìîäåëè öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü ïàðàëëåëüíî ñ åå íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàíåííîé èíòåðïðåòàöèåé. Åñëè âîçìîæíî, ñëåäóåò ðàññìàò-
ðèâàòü îáîáùåíèÿ ìîäåëè, êîòîðûå íå âêëàäûâàþòñÿ â äàííóþ èí-
òåðïðåòàöèþ. Íàïðèìåð, ãðàôîâàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé êàæäîìó
ðåáðó ãðàôà ïðèïèñàíî íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, âîçíèêàåò
èç çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ãîðîäàìè.
Îñëàáèâ óñëîâèÿ, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðèïèñàííûå ÷èñëà ìîãóò ïðèíèìàòü
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ìû óæå íå ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðåæíåé
èíòåðïðåòàöèåé, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãîðîäàìè ïîëîæè-
òåëüíû. Â äàííîì ïðèìåðå ìîæíî ïðåäëîæèòü íîâóþ èíòåðïðåòà-
öèþ: çàäà÷ó î ïåðåâîçêàõ íàèìåíüøåé ñóììàðíîé ñòîèìîñòè, â êî-
òîðîé ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè ìåæäó íåêîòîðûìè ãîðîäàìè â ïðîöåññå
ðåøåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ îòðèöàòåëüíîé.

Íà òåõíè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ íåîáõîäèìî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðèåìû ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé, âîçíèêàþùèõ â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îòðàñëÿõ õîçÿéñòâà, è èçó÷àòü íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-
íûå ìîäåëè â ýòèõ îòðàñëÿõ. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òî÷íîñòè
èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè è î ñòðîãîñòè äîêàçàòåëüñòâ. Ïîñêîëüêó ìî-
äåëü – óïðîùåííîå îòðàæåíèå îáúåêòà, òî â ðÿäå ñëó÷àåâ íà òåõíè-
÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ íåò íåîáõîäèìîñòè ïðîâîäèòü î÷åíü òî÷íûå èñ-
ñëåäîâàíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ, íàïðèìåð, îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïîãðåøíîñòè ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ìîãóò îêà-
çàòüñÿ ñóùåñòâåííûìè è ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ìîäåëè òî÷íîå çíà-
÷åíèå íå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òàêîìó çíà÷åíèþ äëÿ îáúåêòà. Ïîý-
òîìó ÷àñòî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïðèáëèæåííûìè èëè ýâðèñòè÷åñ-
êèìè àëãîðèòìàìè. Äîêàçàòåëüñòâà òàêæå ìîãóò áûòü ýñêèçíûìè, ñ
ïðîïóñêàìè íàèáîëåå ñëîæíûõ ÷àñòåé. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî
ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ âàæíåéøèõ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ñîçäàíû ïà-
êåòû ïðîãðàìì äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ, è áóäóùåãî èíæåíåðà íóæíî
íàó÷èòü îïðåäåëÿòü òî ìåñòî, ãäå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàð-
òíîé ïðîãðàììîé èç ïàêåòà.

Íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ âàæíî ïîäðîáíî è ñòðîãî èçó-
÷àòü èçâåñòíûå ìîäåëè, ïîñêîëüêó ãëàâíûì ÿâëÿåòñÿ îáó÷åíèå ìåòî-
äèêå èññëåäîâàíèé. Îäíàêî è çäåñü âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå íåêîòî-
ðûõ òåîðåì áåç äîêàçàòåëüñòâ èëè äîêàçàòåëüñòâî èõ â óïðîùåííîé
ôîðìóëèðîâêå, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòî èñ÷åçàþò òåõíè÷åñêèå
ñëîæíîñòè è òåîðåìà ñòàíîâèòñÿ ïðîçðà÷íåå â èäåéíîì ñìûñëå.

Ïðîáëåìà âçàèìîñâÿçè ìàòåìàòèêè è ðåàëüíîãî ìèðà ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ìåòîäîëîãèè ìàòåìàòèêè [164]. Ðàñ-
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ñìîòðèì âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè äèñêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé è äåéñòâèòåëüíîñòè.

Òî, ÷òî ïðîèñõîæäåíèå òàêèõ ìîäåëåé ñâÿçàíî ñ ýêîíîìèêîé,
òåõíèêîé, ïðîèçâîäñòâîì, íå âûçûâàåò ñîìíåíèé. Êàê ãîâîðèëîñü
ðàíåå, óïðîùåíèå îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ èëè ÿâëåíèé â ìî-
äåëÿõ ïðîèñõîäèò ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì. Îäíà èç íèõ òà, ÷òî â
ìîäåëè äîëæíû áûòü îòðàæåíû íàèáîëåå âàæíûå ñâîéñòâà ðåàëü-
íîãî îáúåêòà, íåñóùåñòâåííûå ýëåìåíòû è ñâÿçè îòáðàñûâàþòñÿ,
÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü ìîäåëü. Âòîðàÿ ïðè÷èíà óïðîùåíèÿ – ìàòå-
ìàòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè èññëåäîâàòåëÿ. Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ìî-
æåò õîðîøî ïåðåäàòü ñòðóêòóðó è ñâîéñòâà îáúåêòà, íå ñîäåðæàòü
íè÷åãî ëèøíåãî, íî îêàçàòüñÿ ñëèøêîì ñëîæíîé, è ìàòåìàòèê íå
ñóìååò åå èçó÷èòü. Â ýòîì ñëó÷àå îí áóäåò óïðîùàòü åå, óõîäÿ äàëü-
øå îò èññëåäóåìîãî îáúåêòà äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêàæåòñÿ â ñèëàõ åå
àíàëèçèðîâàòü. Åùå îäíà ïðè÷èíà óïðîùåíèÿ ìîäåëåé – îòñóòñòâèå
ó èññëåäîâàòåëÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè íåîáõîäèìîé ìîùíîñòè.
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ðåàëüíûé îáúåêò, ñèëüíî
çàâèñèò îò èññëåäîâàòåëÿ, åå ïîñòðîèâøåãî. Ìåæäó ìîäåëÿìè è ðå-
àëüíûìè îáúåêòàìè íåò îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ. Îäíîìó îáúåê-
òó ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìíîæåñòâî ìîäåëåé, è îäíà ìîäåëü ìîæåò
èìåòü íåñêîëüêî èíòåðïðåòàöèé.

Ïîñòðîåííûå ìîäåëè î÷åíü ÷àñòî îáîñàáëèâàþòñÿ îò ïîðîäèâ-
øèõ îáúåêòîâ, íà÷èíàþò æèòü ñàìîñòîÿòåëüíîé æèçíüþ, âèäîèçìå-
íÿÿñü, óñëîæíÿÿñü èëè óïðîùàÿñü. Ïðè ýòîì îíè ÷àñòî ïåðåñòàþò
îïèñûâàòü ðåàëüíóþ äåéñòâèòåëüíîñòü, à îïèñûâàþò ïñåâäîðåàëü-
íóþ. Ðàññìîòðèì ñêàçàííîå âûøå íà ïðèìåðå òåîðèè ðàñïèñàíèé
(ðàçäåë äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, çàíèìàþùèéñÿ óïîðÿäî÷åíèåì
ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ âî âðåìåíè). Ïðàêòè÷åñêàÿ íåîáõîäèìîñòü
ñîñòàâëåíèÿ õîðîøèõ ðàñïèñàíèé î÷åâèäíà: òàêèå ðàñïèñàíèÿ
íóæíû íà ïðåäïðèÿòèÿõ, â ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ, âîèíñêèõ ÷àñòÿõ,
êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ è ìíîãîì äðóãîì. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âñÿ ÷å-
ëîâå÷åñêàÿ æèçíåäåÿòåëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ õîðîøèìè èëè ïëîõè-
ìè ðàñïèñàíèÿìè. Ïðàêòèêè, åñòåñòâåííî, æäóò îò ìàòåìàòèêîâ
êîíêðåòíûõ ðåêîìåíäàöèé ïî ñîñòàâëåíèþ ðàñïèñàíèé. Îäíàêî
ïîñòàâëåííûå çàäà÷è íàñòîëüêî ñëîæíû, ÷òî îñòàþòñÿ òàêîâûìè
äàæå ïîñëå óïðîùåíèÿ.

Â ýòîé ñèòóàöèè îñîáåííî ïðîÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷èå ìåæäó ìàòåìà-
òèêîì-ïðàêòèêîì è ìàòåìàòèêîì-òåîðåòèêîì. Ïðàêòèê îñòàíàâëè-
âàåòñÿ íà íóæíîé ìîäåëè è íà÷èíàåò åå èçó÷àòü äëÿ òîãî, ÷òîáû
÷òî-òî ïîðåêîìåíäîâàòü çàêàç÷èêó. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè îí
áóäåò èñïîëüçîâàòü óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êîìáèíàòîð-
íûõ çàäà÷ (ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâà-
íèå, ìåòîä ìèíîðàíòíîé ôóíêöèè, äðóãèå ìåòîäû), ñëó÷àéíûé ïî-
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èñê, ðàçëè÷íûå ýâðèñòèêè è ò. ä. Â êîíöå êîíöîâ ìàòåìàòèê ïîëó-
÷èò, ñêîðåå âñåãî, íå îïòèìàëüíîå, íî âïîëíå ïðèãîäíîå äëÿ
ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåøåíèå. Òåîðåòèêó âñå ýòî íå èíòå-
ðåñíî. Îí áóäåò óïðîùàòü ïîëó÷åííóþ ìîäåëü äî òåõ ïîð, ïîêà
îíà, îñòàâàÿñü âñå åùå ñëîæíîé, íå ñòàíåò ïðèãîäíîé äëÿ òî÷íîãî
èëè ïðèáëèæåííîãî èññëåäîâàíèÿ. Â ýòîé ìîäåëè áóäóò âñå âíåø-
íèå àòðèáóòû ðåàëüíîé ñèòóàöèè (ñòàíêè, äåòàëè, êîíâåéåð, óñ-
òðîéñòâà ïåðåíîñà, äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ è ò. ä.), ñèòóàöèÿ
áóäåò âåñüìà ïîõîæåé íà ïðàâäîïîäîáíóþ, íî íà ñàìîì äåëå ìîäåëü
îêàçûâàåòñÿ î÷åíü äàëåêîé îò ðåàëüíîé æèçíè. Äëÿ ïîñòðîåííîé
ìîäåëè òåîðåòèê íàéäåò ñâîè îðèãèíàëüíûå, êðàñèâûå ìåòîäû èñ-
ñëåäîâàíèÿ, ïîëó÷èò ðåçóëüòàòû, ðàíåå íèêåì íå ïîëó÷åííûå.

Âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè ÷èñòîé ìàòåìàòèêè è ïðèêëàäíîé – îäèí
èç ñàìûõ äèñêóññèîííûõ âîïðîñîâ â ìàòåìàòèêå. Áîëüøèíñòâî ìà-
òåìàòèêîâ ïîëàãàþò, ÷òî «÷èñòàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà – ðàç-
íûå ÷àñòè îäíîé è òîé æå íàóêè, ðàçíûå ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèþ, ïî
çíà÷èìîñòè, ïî òîé ðîëè, êîòîðóþ îíè èãðàþò â æèçíè ñîâðåìåííî-
ãî îáùåñòâà» [102, ñ. 74]. Ïðîôåññîð Ë. Ä. Êóäðÿâöåâ ñ÷èòàåò, ÷òî
«ïîä ÷èñòîé ìàòåìàòèêîé îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ òà ÷àñòü ìàòåìàòèêè,
â êîòîðîé èçó÷àþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû ñàìè ïî ñåáå, áåç
ñâÿçè ñ òåìè ðåàëüíûìè ÿâëåíèÿìè, êîòîðûå îíè ìîãóò ìîäåëèðî-
âàòü. Ê ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå îòíîñèòñÿ òà ÷àñòü ìàòåìàòèêè, â
êîòîðîé èçó÷àþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû, ìîäåëèðóþùèå òå
èëè èíûå ðåàëüíûå ÿâëåíèÿ» [102, ñ.76].

×èñòàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà òåñíî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì,
è âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåâîçìîæíî ïîíÿòü, ãäå êîí÷àåòñÿ îäíà èç íèõ
è íà÷èíàåòñÿ äðóãàÿ. Âåðíåìñÿ ê òåîðèè ðàñïèñàíèé. Åñëè èñõî-
äèòü èç êðóãà çàäà÷, êîòîðûå îíà äîëæíà ðåøàòü, òî ýòî ïðèêëàä-
íàÿ äèñöèïëèíà. Íî ïîñòåïåííî îíà ïðèîáðåòàåò êà÷åñòâà ÷èñòîé
ìàòåìàòèêè, ïîñêîëüêó òå ïñåâäîðåàëüíûå ìîäåëè, êîòîðûå îíà
èçó÷àåò, äàëåêè îò æèçíåííûõ çàäà÷. Âïðî÷åì, â òåîðèè ðàñïèñà-
íèé, êàê ïðàêòè÷åñêè â êàæäîé ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíå, ñó-
ùåñòâóþò ðàçäåëû èëè çàäà÷è, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ óæå ñåé÷àñ.
Ëþáàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðàçâèâàåòñÿ ïî ñâîèì âíóòðåííèì
çàêîíàì, â íåé ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå àáñòðàêöèè, îáîáùåíèÿ. Íåêîòî-
ðûå ìàòåìàòèêè âíóòðè áîëüøîé òåîðèè âûáèðàþò êàêîé-íèáóäü
ìàëåíüêèé ó÷àñòîê, îïèñàíèå êîòîðîãî äîâîäÿò äî ìåëü÷àéøèõ
ïîäðîáíîñòåé, ò. å. ïðîèñõîäèò ãëóáîêàÿ ñïåöèàëèçàöèÿ ìàòåìàòè-
êîâ, çàíèìàþùèõñÿ òåîðèåé. Äóìàåòñÿ, â ýòîì íåò íè÷åãî ïëîõîãî:
ëþáîå ñîîòíîøåíèå, ïîòåíöèàëüíî ñóùåñòâóþùåå â ìàòåìàòèêå,
èìååò ïðàâî áûòü îïèñàííûì. Îäíàêî À. Ïóàíêàðå ïèñàë: «Ìû íå
ìîæåì ïîçíàòü âñå ôàêòû; íåîáõîäèìî âûáèðàòü òå, êîòîðûå äîñ-
òîéíû áûòü ïîçíàííûìè» [160, ñ. 281].
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Âñå ýòî ïðîèñõîäèò è ñ äèñöèïëèíàìè, ñâÿçàííûìè ñ äèñêðåòíû-
ìè ìîäåëÿìè. Åäèíñòâåííàÿ îñîáåííîñòü â ýòîì ñëó÷àå òî, ÷òî ìàòå-
ìàòèêè âñåãäà ìîãóò ïðèäóìàòü âðîäå áû ðåàëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ
íîâûõ èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ. Ïðîèñõîäèò îáðàòíûé ïî îòíîøåíèþ ê
ïîñòðîåíèþ ìîäåëåé ïðîöåññ: íå ïî ðåàëüíîé ñèòóàöèè ñòðîèòñÿ ìî-
äåëü, à ê ãîòîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ïîäãîíÿåòñÿ ïñåâäîæèçíåí-
íàÿ ñèòóàöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ òåîðèè. Ïîÿâ-
ëÿþòñÿ çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííûå êàê ïðèêëàäíûå ïðîáëåìû, íî
èìåþùèå íåçíà÷èòåëüíûå ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ. Ðåøåíèå òàêèõ
çàäà÷ òðåáóåò áîëüøîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàñòåðñòâà. Îäíàêî èõ èñ-
ñëåäîâàíèå èíîãäà èìååò çíà÷èòåëüíîå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïîñ-
êîëüêó äëÿ ðåøåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ðàçðàáàòûâàòü ñïåöèàëüíûå ìåòî-
äû, ïîëåçíûå äëÿ äàííîé äèñöèïëèíû.

Â ðàìêàõ òåîðèè ðàñïèñàíèé ðàçðàáîòàíà ñòðîãàÿ è ñîëèäíàÿ
òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàñïèñàíèé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ìíîãî ãëóáî-
êèõ è êðàñèâûõ ðåçóëüòàòîâ. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòà òåîðèÿ èìååò
ïðèêëàäíîå ïðèìåíåíèå: âåäü íà ïðàêòèêå âñå äëèòåëüíîñòè îïåðà-
öèé çàäàþòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî, è, ìîæåò áûòü, ñîâîêóïíîñòü íå-
áîëüøèõ êîëåáàíèé çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî îï-
òèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïåðåñòàíåò áûòü îïòèìàëüíûì. Äåéñòâè-
òåëüíî, ýòî òàê, íî îòêëîíåíèå îáùåãî âðåìåíè îáðàáîòêè ïðè
áûâøåì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè îò âðåìåíè îáðàáîòêè ïðè íîâîì
ïðàêòè÷åñêè íåâåëèêî.

Ðàçâèòèå ÷èñòîé ìàòåìàòèêè ÷àñòî èíèöèèðóåòñÿ çíàìåíèòûìè
çàäà÷àìè, ñóùåñòâóþùèìè â ýòîé äèñöèïëèíå. Íàïðèìåð, â òåîðèè
ãðàôîâ òàêîé çàäà÷åé äî åå ðåøåíèÿ áûëà çàäà÷à ðàñêðàñêè ãåîãðà-
ôè÷åñêîé êàðòû ÷åòûðüìÿ êðàñêàìè. Áîëüøîé èíòåðåñ ê òåîðèè
ãðàôîâ, âîçíèêøèé â ñâÿçè ñ çàäà÷åé ÷åòûðåõ êðàñîê, ñïîñîáñòâî-
âàë ïîëó÷åíèþ ìíîãèõ ñåðüåçíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîñêîëüêó îíè êàçà-
ëèñü ïîëåçíûìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
çàäà÷à íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñåðüåçíîé, òàê êàê ðàñêðàñêà êàðòû
ïÿòüþ êðàñêàìè íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé.

Ïðåâðàùåíèå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè â ÷èñ-
òóþ –îáúåêòèâíûé ïðîöåññ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà âîçíèêà-
åò, êàê ïðàâèëî, ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ïî ìåðå ðàçâèòèÿ
äèñöèïëèíû îíà íà÷èíàåò ðàçâèâàòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî è âñå äàëü-
øå è äàëüøå óõîäèòü îò ïðàêòèêè. Âíóòðåííÿÿ ëîãèêà ðàçâèòèÿ ìî-
æåò ñòàâèòü ïåðåä íåé òàêèå çàäà÷è, êîòîðûå äàëåêè îò ïðàêòèêè è,
âîçìîæíî, íèêîãäà íå ïîíàäîáÿòñÿ. Ýòî âåðíî äàæå äëÿ òàêîé ïðè-
êëàäíîé íàóêè, êàê ìåõàíèêà. Ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð, ñîòíè èçÿù-
íûõ è ãëóáîêèõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðàñïðåäåëåíèþ íàïðÿæåíèé â
îêðåñòíîñòÿõ îäíîé òðåùèíû. Íî íà ïðàêòèêå ïðè ðàçðóøåíèè
êîíñòðóêöèé âîçíèêàåò íå îäíà òðåùèíà, à ñîòíè.
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Ó ìàòåìàòèêîâ ðàçëè÷íîå îòíîøåíèå ê òàêîìó ïîëîæåíèþ.
Àêàäåìèê À. Í. Êðûëîâ ïèñàë, ÷òî «ãåîìåòðà, êîòîðûé ñîçäàåò íî-
âûå ìàòåìàòè÷åñêèå âûâîäû, ìîæíî óïîäîáèòü íåêîìó âîîáðàæàå-
ìîìó óíèâåðñàëüíîìó èíñòðóìåíòàëüùèêó, êîòîðûé ãîòîâèò íà
ñêëàä èíñòðóìåíò íà âñÿêóþ ïîòðåáó… Ãåîìåòð ñîçäàåò ìåòîäû ðå-
øåíèÿ âîïðîñîâ, íå òîëüêî âîçíèêàþùèå âñëåäñòâèå ñîâðåìåííûõ
íàäîáíîñòåé, íî è äëÿ áóäóùèõ, êîòîðûå âîçíèêíóò, ìîæåò áûòü,
çàâòðà, ìîæåò áûòü, ÷åðåç òûñÿ÷ó ëåò» [101, ñ. 305]. Àâòîðó áëèæå
òî÷êà çðåíèÿ À. Ïó-àíêàðå: «Ñëó÷àåòñÿ, ÷òî ôèçèê èëè èíæåíåð
ïðåäëàãàþò ìàòåìàòèêó âû÷èñëèòü êàêîå-íèáóäü ÷èñëî, êîòîðîå èì
íóæíî çíàòü äëÿ òîãî èëè èíîãî ïðèìåíåíèÿ. Ñëåäóåò ëè îòñþäà,
÷òî âñå ìû, ìàòåìàòèêè, äîëæíû îãðàíè÷èòüñÿ îæèäàíèåì òàêèõ
òðåáîâàíèé è, âìåñòî òîãî ÷òîáû ñâîáîäíî êóëüòèâèðîâàòü óäî-
âîëüñòâèÿ, íå èìåòü äðóãîé çàáîòû, êàê ïðèìåíÿòüñÿ êî âêóñàì íà-
øåé êëèåíòóðû? Ìîæíî ëè îïðàâäàòü òàêîé âçãëÿä? Êîíå÷íî, íåò!
Åñëè áû ìû íå êóëüòèâèðîâàëè òî÷íûõ íàóê ðàäè íèõ ñàìèõ, òî ìû
íå ñîçäàëè áû ìàòåìàòè÷åñêîãî îðóäèÿ èññëåäîâàíèÿ, è â òîò äåíü,
êîãäà îò ôèçèêà ïðèøåë áû òðåáîâàòåëüíûé ïðèêàç, ìû îêàçàëèñü
áû áåçîðóæíûìè» [160, ñ. 295].
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ÃËÀÂÀ 6

ÌÅÒÎÄÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÎÏÐÎÑÛ ÎÖÅÍÊÈ ÊÎÌ-
ÁÈÍÀÒÎÐÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Âîïðîñû îöåíêè êîìáèíàòîðíûõ àëãîðèòìîâ çàíèìàþò âàæíîå
ìåñòî â ïðèêëàäíîé òåîðèè àëãîðèòìîâ. Íå ñëó÷àéíî íà Ìåæäóíà-
ðîäíîì ñèìïîçèóìå «Àëãîðèòìû â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå è åå
ïðèëîæåíèÿõ» â 1979 ã. ââåäåíèå âðåìåíè êàê îöåíêè ñëîæíîñòè
àëãîðèòìîâ áûëî îòíåñåíî ê îñíîâíûì îòêðûòèÿì îáùåé òåîðèè
àëãîðèòìîâ [182, ñ. 13].

Ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì
êîíñòðóêòèâíûì ñðåäñòâîì ïîëó÷åíèÿ íóæíîãî ðåçóëüòàòà. Ðåà-
ëèçàöèÿ àëãîðèòìà íà ÝÂÌ, íåñìîòðÿ íà âîçðàñòàþùèå ñ êàæ-
äûì ãîäîì âîçìîæíîñòè òåõíèêè, òðåáóåò ýêîíîìíîãî èñïîëüçî-
âàíèÿ ìàøèííûõ ðåñóðñîâ. Âñå ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè
îáó÷åíèÿ îöåíêå àëãîðèòìîâ ñòóäåíòîâ ðàçíûõ ñïåöèàëüíîñòåé.
Âîçìîæíî çíàêîìñòâî è øêîëüíèêîâ ñ ïîíÿòèåì ýôôåêòèâíîñòè
àëãîðèòìîâ. Îá ýòîì ãîâîðÿò, â ÷àñòíîñòè, À. È. Ïàâëîâñêèé è
À. Å. Ïóïöåâ [149].

Ïðåïîäàâàòåëþ ñëåäóåò îòòàëêèâàòüñÿ îò ñëåäóþùèõ íàãëÿä-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé îá àëãîðèòìàõ, îòìå÷åííûõ À. Í. Êîëìîãîðî-
âûì: «1). Àëãîðèòì Ã, ïðèìåíåííûé êî âñÿêîìó „óñëîâèþ” (“íà-
÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ”) À íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå A(Ã) („îáëàñòè
ïðèìåíèìîñòè” àëãîðèòìà Ã), äàåò „ðåøåíèå” (“çàêëþ÷èòåëüíîå
ñîñòîÿíèå”) Â. 2). Àëãîðèòìè÷åñêèé ïðîöåññ ðàñ÷ëåíÿåòñÿ íà îò-
äåëüíûå øàãè çàðàíåå îãðàíè÷åííîé ñëîæíîñòè; êàæäûé øàã ñîñ-
òîèò â „íåïîñðåäñòâåííîé ïåðåðàáîòêå” âîçíèêøåãî ê ýòîìó øàãó
ñîñòîÿíèÿ S â ñîñòîÿíèå S* = WÃ(S). 3). Ïðîöåññ ïåðåðàáîòêè À0 = À
â À1 = WÃ(À

0), À1 â À2 = WÃ(À
1) è ò. ä. ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïî-

êà ëèáî íå ïðîèçîéäåò áåçðåçóëüòàòíàÿ îñòàíîâêà (åñëè îïåðàòîð
WÃ íå îïðåäåëåí äëÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ), ëèáî íå ïîÿâèòñÿ
ñèãíàë î ïîëó÷åíèè ”ðåøåíèÿ“. Ïðè ýòîì íå èñêëþ÷àåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü íåîãðàíè÷åííîãî ïðîäîëæåíèÿ ïðîöåññà (åñëè íèêîãäà íå ïî-
ÿâèòñÿ ñèãíàë î ðåøåíèè). 4). Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïåðåðàáîòêà S â
S* = WÃ(S) ïðîèçâîäèòñÿ ëèøü íà îñíîâàíèè èíôîðìàöèè î âèäå
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çàðàíåå îãðàíè÷åííîé „àêòèâíîé ÷àñòè“ ñîñòîÿíèÿ S è çàòðàãèâàåò
ëèøü ýòó àêòèâíóþ ÷àñòü» [89, ñ. 24].

Õîòÿ Êîëìîãîðîâ ïèøåò, ÷òî «ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòðîãîå îïðåäå-
ëåíèå, îòîáðàæàþùåå ýòè íàãëÿäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ â òî÷íûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ», ýòî ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ñëåäóåò äàâàòü
ëèøü â òåîðåòè÷åñêîì êóðñå òåîðèè àëãîðèòìîâ íà ìàòåìàòè÷åñêèõ
ôàêóëüòåòàõ. Â ñëó÷àå ïðèêëàäíîãî êóðñà òåîðèè àëãîðèòìîâ äîñ-
òàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ïðèâåäåííûìè âûøå ïðèíöèïàìè, ó÷èòûâàÿ
ëèøü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøèíñòâî ñïåöèàëèñòîâ òðåáóþò
îò àëãîðèòìà êîíå÷íîñòè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî «àëãîðèòì – ýòî êî-
íå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷íî ñôîðìóëèðîâàííûõ ïðàâèë,
ôîðìàëüíîå èñïîëíåíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïî-
ëó÷èòü èñêîìûé ðåçóëüòàò, îñíîâûâàÿñü íà âàðüèðóåìûõ èñõîä-
íûõ äàííûõ» [147, ñ. 7].

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àëãîðèòìû, ñâÿçàííûå ñ àíàëèçîì
äèñêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïîñòðîåííûå àëãîðèòìû ðå-
øàþò íå êîíêðåòíûå, à ìàññîâûå çàäà÷è. «Ïîä ìàññîâîé çàäà÷åé
(èëè ïðîñòî çàäà÷åé) ìû áóäåì ïîíèìàòü íåêîòîðûé îáùèé âîïðîñ,
íà êîòîðûé ñëåäóåò äàòü îòâåò. Ìàññîâàÿ çàäà÷à Ï îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùåé èíôîðìàöèåé: îáùèì ñïèñêîì âñåõ åå ïàðàìåòðîâ;
ôîðìóëèðîâêîé òåõ ñâîéñòâ, êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü îòâåò.
Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à I ïîëó÷àåòñÿ èç ìàññîâîé, åñëè âñåì ïàðà-
ìåòðàì çàäà÷è Ï ïðèñâîèòü êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ» [63, ñ. 16]. Ñ
ýòèì ïîëîæåíèåì íåîáõîäèìî çíàêîìèòü ó÷åíèêîâ óæå â ñðåäíåé
øêîëå, íà÷èíàÿ ñ ìëàäøèõ êëàññîâ, ÷òîáû áóäóùèå ñòóäåíòû âîñ-
ïðèíèìàëè åãî êàê î÷åâèäíîå.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè àëãîðèòìîâ èññëåäîâàíèå
ìîäåëåé, ñîäåðæàùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî ñîñòàâíûõ ýëåìåíòîâ è êî-
íå÷íîå ÷èñëî âîçäåéñòâèé íà íèõ, íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà, ïîñêîëü-
êó ìîæíî ïåðåáðàòü âñå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ, ìíîæåñòâî êîòîðûõ
êîíå÷íî, è âûáðàòü ñðåäè íèõ ëó÷øåå. (Íåêîòîðûå ó÷åíûå íà îñíî-
âàíèè ýòîãî ãîâîðÿò î íåíóæíîñòè èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ìîäåëåé,
ïðåäëàãàÿ îñâîáîäèâøèåñÿ ñðåäñòâà ïåðåäàòü íà ðàçâèòèå âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìàøèí, êîòîðûå è ðåøàò âîçíèêøèå çàäà÷è ïåðåáîðîì.)
Íî ÷èñëî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ äàæå íå-
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ àñòðîíîìè÷åñêèì, è ïåðåáðàòü èõ
äàæå ñ ïîìîùüþ ñâåðõìîùíîé ÝÂÌ çà ðåàëüíîå âðåìÿ íåâîçìîæ-
íî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, çàäà÷ó êîììèâîÿæåðà, êîòîðàÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â ïîèñêå êðàò÷àéøåãî ìàðøðóòà ïîñåùåíèÿ âñåõ ãîðîäîâ è
âîçâðàùåíèÿ â èñõîäíûé ãîðîä ïðè èçâåñòíûõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó
ãîðîäàìè. Åñëè ÷èñëî ãîðîäîâ â çàäà÷å áóäåò ðàâíî 25, òî ÷èñëî
âñåâîçìîæíûõ ìàðøðóòîâ èõ îáúåçäà ïðèìåðíî – 1024. ÝÂÌ, êîòî-
ðàÿ èññëåäóåò 10 ìëðä âàðèàíòîâ â ñåêóíäó (çàìåòèì, ÷òî òàêèõ
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ÝÂÌ åùå íå ñóùåñòâóåò), íàéäåò ëó÷øåå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ïåðå-
áîðà çà 300 000 ëåò. Íî ÷èñëî ïóíêòîâ â çàäà÷àõ êîììèâîÿæåðà,
âîçíèêàþùèõ â ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîäåëÿõ, êîëåáëåòñÿ îò íåñ-
êîëüêèõ ñîòåí äî íåñêîëüêèõ òûñÿ÷. Óâåëè÷åíèå âû÷èñëèòåëüíîé
ìîùíîñòè ÝÂÌ òîæå íå áåñïðåäåëüíî, ïîñêîëüêó ñêîðîñòü ïåðåäà-
÷è èíôîðìàöèè îãðàíè÷åíà ñêîðîñòüþ ñâåòà. Òàêîé ïðèìåð ïîêà-
æåò ñòóäåíòàì íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè õîðîøèõ àëãîðèòìîâ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ.

Íàðÿäó ñ áûñòðîäåéñòâèåì âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé àëãîðèòìà
ÿâëÿåòñÿ ïàìÿòü, íåîáõîäèìàÿ ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà. Îíà îï-
ðåäåëÿåòñÿ îáúåìîì (ðàçìåðîì) îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ, èñ-
ïîëüçóåìîé â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé. Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà,
êàê ïðàâèëî, ñëåäóåò ïðîàíàëèçèðîâàòü âñå èñõîäíûå äàííûå çàäà-
÷è. Ïîýòîìó ÷èñëî øàãîâ âû÷èñëåíèÿ íå ìîæåò áûòü ïî ïîðÿäêó
ìåíüøå îáúåìà ïàìÿòè. Âðåìÿ áîëåå òî÷íî îòðàæàåò ñëîæíîñòü àë-
ãîðèòìà. (Ïðè îáó÷åíèè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òàêèå ïðèìåðû,
êîãäà ïðè ïîìîùè óâåëè÷åíèÿ èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè â íåñêîëüêî
ðàç âðåìÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà óìåíüøàåòñÿ íà ïîðÿäîê.) Â äàëü-
íåéøåì áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü èëè
òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà.

Íåîáõîäèìîñòü îöåíêè áûñòðîäåéñòâèÿ àëãîðèòìîâ íå âûçûâà-
åò ñîìíåíèé ó ñòóäåíòîâ. Îíè íàçûâàþò âñåãäà 2 ïðè÷èíû: åñëè äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ, òî íóæíî âûá-
ðàòü ñðåäè íèõ ëó÷øèé; ïðè ðàçðàáîòêå íîâîãî àëãîðèòìà èññëåäî-
âàòåëü äîëæåí ñðàâíèòü åãî ñ ñóùåñòâóþùèìè. Íî åñòü åùå îäíà
ïðè÷èíà, î êîòîðîé ñòóäåíòû ÷àñòî íå ïîäîçðåâàþò. Êàê ïðàâèëî,
çàêàç÷èê ïðè ðåøåíèè ïðîèçâîäñòâåííîé çàäà÷è óêàçûâàåò âðåìÿ,
çà êîòîðîå çàäà÷à äîëæíà áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ êîíêðåò-
íîé ìîäåëè. Ïðîãðàììèðîâàíèå àëãîðèòìà è îòëàäêà ïðîãðàììû –

âåñüìà ñëîæíûå ïðîöåññû, òðåáóþùèå çíà÷èòåëüíûõ óñèëèé è
áîëüøîãî âðåìåíè. Î÷åíü ïëîõî, åñëè íåñêîëüêî ìåñÿöåâ óïîðíîãî
òðóäà ïðîïàäåò èç-çà òîãî, ÷òî âðåìÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íà
ÝÂÌ îêàæåòñÿ áîëüøå çàäàííîãî. Ïîýòîìó àëãîðèòìû íåîáõîäèìî
îöåíèâàòü è äëÿ âîçìîæíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ âðåìåíè âûïîëíå-
íèÿ èññëåäîâàíèé.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ – îöåíèâàíèå òðóäîåìêîñòè àëãî-
ðèòìà ñ ïîìîùüþ âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî äëÿ ðåàëèçàöèè åãî íà
êîíêðåòíîé ÝÂÌ. Â ýòîì ñëó÷àå çàïîëíÿþòñÿ òàáëèöû, â êîòîðûõ
óêàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå, íàèìåíüøåå è ñðåäíåå âðåìÿ ðåàëèçàöèè
àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷ ðàçíîé ðàçìåðíîñòè. Òàêîé ïîäõîä èìååò îï-
ðåäåëåííûå íåäîñòàòêè.

Âî-ïåðâûõ, ôàêòè÷åñêè îöåíèâàåòñÿ íå àëãîðèòì, à ïðîãðàì-
ìà. Êà÷åñòâî ïðîãðàììû âî ìíîãîì çàâèñèò îò ìàñòåðñòâà ïðî-
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ãðàììèñòà, åãî óìåíèÿ ïðîãðàììèðîâàòü çàäà÷è îïðåäåëåííîãî
òèïà è óìåíèÿ îáùàòüñÿ ñ äàííîé ÝÂÌ. Âïðî÷åì, îöåíêà ïðî-
ãðàììû äëÿ àäìèíèñòðàòîðîâ ñêîðåå äîñòîèíñòâî, ÷åì íåäîñòà-
òîê. Àâòîðó äàííîé ìîíîãðàôèè ïðèõîäèëîñü ñëûøàòü òàêîé
ñîìíèòåëüíûé àôîðèçì îò îäíîãî êðóïíîãî ðóêîâîäèòåëÿ: «Ëó÷-
øå ïëîõàÿ ïðîãðàììà, ÷åì õîðîøèé àëãîðèòì». Â êàêîé-òî ìåðå
åãî ìîæíî ïîíÿòü: äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñëîæíîãî àëãîðèòìà
íóæíî çàòðàòèòü ìíîãî óñèëèé.

Âî-âòîðûõ, âðåìÿ ðåàëèçàöèè çàâèñèò îò ìîäåëè ÝÂÌ. Ìîæíî
ïðèáëèçèòåëüíî îöåíèòü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà íà äðóãîé
ìàøèíå, íî åñëè áûñòðîäåéñòâèå ÝÂÌ äîñòàòî÷íî ëåãêî ó÷åñòü ïðè
òàêîì ïåðåõîäå, òî äðóãèå åå îñîáåííîñòè, íàïðèìåð, îñîáåííîñòè
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ, ó÷èòûâàþòñÿ ïëîõî, ïîñêîëüêó èõ
âëèÿíèå íà âðåìÿ ÷àñòî çàâèñèò îò ñòðîåíèÿ àëãîðèòìà. Íàïðèìåð,
äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñèììåòðè÷íîñòè ñëîâà äëèíû n
îòíîñèòåëüíî åãî ñåðåäèíû íà ìàøèíå Òüþðèíãà òðåáóåòñÿ íå ìåíü-
øå ñn2 ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, òîãäà êàê íà ëþáîé ÝÂÌ, èìåþùåé
äîñòóï ê ïàìÿòè ïî àäðåñó è äîïóñêàþùåé îïåðàöèè íàä àäðåñàìè,
ìîæíî ðåøèòü ýòó çàäà÷ó çà ëèíåéíîå âðåìÿ [105, ñ. 353].

Â-òðåòüèõ, íàçâàííûå âûøå òàáëèöû ñëåäóåò çàïîëíèòü. Äëÿ
ýòîãî íóæíî ðåøèòü îïðåäåëåííîå ÷èñëî çàäà÷ ðàçíîé ðàçìåðíîñ-
òè. Ïðîèçâîäñòâåííèê ìîæåò âçÿòü ýòè çàäà÷è íà ñâîåì ïðîèçâîä-
ñòâå. Â ýòîì ñëó÷àå, âîçìîæíî, òàáëèöû áóäóò íåñòè èñêàæåííóþ
èíôîðìàöèþ î âðåìåíè ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ â íåðîäñòâåí-
íûõ îòðàñëÿõ. Ìîæíî ñãåíåðèðîâàòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ñëó÷àé-
íûõ çàäà÷. Òîãäà ïðèäåòñÿ ðàçðàáàòûâàòü àëãîðèòì èõ ñîçäàíèÿ è
òðàòèòü âðåìÿ íà ãåíåðàöèþ. Êàê â òîì, òàê è äðóãîì ñëó÷àÿõ çàäà-
÷è ïðèäåòñÿ ïðîñ÷èòàòü íà ÝÂÌ, çàòðàòèâ âðåìÿ è ìàòåðèàëüíûå
ðåñóðñû. Èññëåäîâàòåëþ òàêæå ïðåäñòîèò ðåøèòü íåïðîñòîé âîï-
ðîñ î êîëè÷åñòâå çàäà÷ êàæäîé ðàçìåðíîñòè äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñ-
òðîåííàÿ òàáëèöà îêàçàëàñü äîñòîâåðíîé.

Ïîýòîìó îöåíèâàòü òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà âðåìåíåì ðàáîòû
êîíêðåòíîé ÝÂÌ íåóäîáíî êàê äëÿ òåîðèè, òàê è äëÿ ïðàêòèêè.
Ëó÷øå âîñïîëüçîâàòüñÿ êàêîé-ëèáî àáñòðàêòíîé ìîäåëüþ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìàøèíû. Â òåîðèè àëãîðèòìîâ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò-
ñÿ ìàøèíà Òüþðèíãà. Âíåøíÿÿ ïàìÿòü ìàøèíû ñîñòîèò èç áåñêî-
íå÷íîé ëåíòû, â êàæäîé ÿ÷åéêå êîòîðîé ìîæåò áûòü íàïèñàí îäèí
ñèìâîë èç âíåøíåãî àëôàâèòà. Óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî ìàøèíû
íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé âíóòðåííåãî àëôàâèòà. Îíî âîñ-
ïðèíèìàåò ñèìâîë, çàïèñàííûé â îäíîé ÿ÷åéêå, ïîñëå ÷åãî â ýòîé
ÿ÷åéêå çàïèñûâàåòñÿ íåêîòîðûé íîâûé ñèìâîë, ëåíòà ïåðåäâèãàåò-
ñÿ íà îäíó ÿ÷åéêó èëè îñòàåòñÿ íà ìåñòå, à óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî
ïåðåõîäèò â íîâîå ñîñòîÿíèå.
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Â ó÷åáíûõ öåëÿõ äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ãîðàçäî
óäîáíåå âîñïîëüçîâàòüñÿ äðóãîé ìîäåëüþ ÝÂÌ, áîëåå áëèçêîé ê
ðåàëüíûì âû÷èñëèòåëüíûì ìàøèíàì. Çàäàäèì ýòó ìîäåëü, êîòî-
ðàÿ â äàëüíåéøåì áóäåò íàçûâàòüñÿ àáñòðàêòíîé ÝÂÌ.

Àáñòðàêòíàÿ ìàøèíà ìîæåò âûïîëíÿòü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðà-
öèè, ñðàâíåíèÿ, ïåðåñûëêè, îïåðàöèè óñëîâíîé è áåçóñëîâíîé ïåðå-
äà÷è óïðàâëåíèÿ. Ýòè îïåðàöèè ñ÷èòàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè. Êàæäàÿ
èç ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé âûïîëíÿåòñÿ çà îäíî è òî æå âðåìÿ. Ïà-
ìÿòü ÝÂÌ ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÿ÷ååê, èìåþùèõ àäðåñà. Êî
âñåì ÿ÷åéêàì åñòü ïðÿìîé äîñòóï, ò. å., çíàÿ íîìåð ÿ÷åéêè, ìîæíî íå-
ïîñðåäñòâåííî ïîïàñòü â ýòó ÿ÷åéêó. Â íåå ìîæíî ïîìåñòèòü òîëüêî
îäíî ÷èñëî, íåçàâèñèìî îò åãî âåëè÷èíû, êîòîðàÿ íåîãðàíè÷åííà.

Ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü âîçìîæíîñòü è îáðàòèòü âíèìàíèå ñòó-
äåíòîâ íà ñîîòâåòñòâèå àáñòðàêòíîé è ðåàëüíûõ ÝÂÌ. Îáû÷íî ñòó-
äåíòû ñàìè íàçûâàþò ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ ìàøèí, òàê êàê îíè óæå
èìåþò íåêîòîðûé îïûò ðàáîòû ñ íèìè.

Íà ðåàëüíûõ ìàøèíàõ ñêîðîñòè âûïîëíåíèÿ ðàçëè÷íûõ îïåðà-
öèé îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äàæå ñêîðîñòè âû-
ïîëíåíèÿ îäíîé è òîé æå îïåðàöèè äëÿ ðàçíûõ ÷èñåë, íàïðèìåð,
äåëåíèå íà 2 ïðîèçâîäèòñÿ áûñòðåå, ÷åì äåëåíèå íà 3. Êîëè÷åñòâî
ôèçè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ (áàéòîâ) ïàìÿòè êîíå÷íî. Çíàÿ èõ ðàñïîëî-
æåíèå, â ýòè ÿ÷åéêè ìîæíî ïîïàñòü íåïîñðåäñòâåííî. Êîíå÷íî, â
ÿ÷åéêàõ íåëüçÿ õðàíèòü ñâåðõáîëüøèå ÷èñëà, íî ëþáîå ÷èñëî, âîç-
íèêàþùåå â ðåàëüíîé çàäà÷å, ìîæåò áûòü ïîìåùåíî â îäíó ÿ÷åéêó.

Àáñòðàêòíàÿ ÝÂÌ, êàê è ëþáàÿ ìîäåëü, – óïðîùåííîå îòðàæåíèå
îáúåêòà. Ïîýòîìó âîçìîæíû è äðóãèå ìîäåëè ÝÂÌ [105, ñ. 354].

Àëãîðèòìû ìîæíî çàïèñûâàòü â òåðìèíàõ ýëåìåíòàðíûõ îïåðà-
öèé. Îäíàêî òàêàÿ çàïèñü áóäåò ïåðåãðóæåíà íåïðèíöèïèàëüíûìè
äåòàëÿìè, çàòåìíÿþùèìè îñíîâíûå èäåè àëãîðèòìà.

Ïîýòîìó äëÿ ó÷åáíûõ öåëåé àëãîðèòìû ñëåäóåò çàïèñûâàòü â
âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïóíêòîâ. Êàæäûé ïóíêò ñîäåðæèò èí-
ñòðóêöèè, êîòîðûå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü. Ýòè èíñòðóêöèè ìîãóò
áûòü íàïèñàíû íà ðóññêîì (áåëîðóññêîì) èëè óñëîâíîì (àëãîðèò-
ìè÷åñêîì) ÿçûêå. Ñòåïåíü ïîäðîáíîñòè èíñòðóêöèé çàâèñèò îò
óðîâíÿ ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ. Åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå, ïðåäúÿâ-
ëÿåìîå ê èíñòðóêöèÿì, ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ äîëæíà â
ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè.
Àëãîðèòì, çàïèñàííûé íà óñëîâíîì ÿçûêå, òðóäíåå äëÿ âîñïðèÿòèÿ
îáó÷àåìûõ, ïîýòîìó åãî èíñòðóêöèè ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ êîì-
ìåíòàðèÿìè, îïèñûâàþùèìè íà ðóññêîì ÿçûêå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ â
êàæäîì ïóíêòå.

Ïîñêîëüêó âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé îïåðàöèè ñ÷èòàåòñÿ ïîñòî-
ÿííûì äëÿ ìîäåëè, òî âðåìÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïðîïîðöèî-

73



íàëüíî ÷èñëó ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, òðóäîåì-
êîñòü àëãîðèòìà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ îïåðà-
öèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà.

Íóæíî îáðàòèòü âíèìàíèå ñòóäåíòîâ, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ñðà-
çó æå âûçûâàåò íåñêîëüêî âîïðîñîâ. Âî-ïåðâûõ, î÷åâèäíî, ÷òî âðå-
ìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà çàâèñèò îò ðàçìåðà çàäà÷è. Ðåøåíèå çàäà÷
áîëüøåé ðàçìåðíîñòè òðåáóåò àíàëèçà áîëüøåãî îáúåìà èíôîðìà-
öèè, îïèñûâàþùåé èõ óñëîâèÿ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü
òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà êàê ôóíêöèþ îò îáúåìà ýòîé èíôîðìàöèè.
Èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è êîäèðóþòñÿ è ðàçìåùàþòñÿ â ïàìÿòè
ÝÂÌ. ×èñëî ÿ÷ååê ïàìÿòè, çàíÿòîå èìè, íàçûâàåòñÿ âõîäîì çàäà-
÷è. Ñëåäîâàòåëüíî, òðóäîåìêîñòü äîëæíà áûòü ôóíêöèåé îò âåëè-
÷èíû âõîäà.

Âî-âòîðûõ, äàæå çàäà÷è îäíîé âåëè÷èíû ìîãóò ðåøàòüñÿ çà
ðàçíîå âðåìÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì òàêóþ ïðîñòóþ çàäà-
÷ó: îïðåäåëèòü, åñòü ëè ñðåäè çàäàííûõ ñòà öåëûõ ÷èñåë õîòÿ áû
îäíî ÷åòíîå ÷èñëî. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðîñò. Ìû áåðåì
ïî î÷åðåäè ÷èñëà è äåëèì èõ íà 2. Êàê òîëüêî äåëåíèå íàöåëî ïðî-
èçîøëî, äåëàåì âûâîä, ÷òî ÷åòíîå ÷èñëî ñðåäè çàäàííûõ ñóùåñòâó-
åò. Åñëè íè îäíî ÷èñëî íå ðàçäåëèëîñü íàöåëî, òî ÷åòíûõ ÷èñåë íåò.
Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íàì ìîæåò ïîâåçòè, è ÷åòíûì îêàæåòñÿ
ïåðâîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå ìû îáîéäåìñÿ îäíèì äåëåíèåì. Åñëè
æå íàì íå ïîâåçåò, òî äåëèòü ïðèäåòñÿ ñòî ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, âðå-
ìÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà âî ìíîãîì çàâèñèò è îò ñòðóêòóðû çàäà÷è.
Ýòî òàêæå äîëæíî áûòü îòðàæåíî êàêèì-òî îáðàçîì â îïðåäåëåíèè
òðóäîåìêîñòè.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ äâà ñïîñîáà îöåíêè:
îöåíêà â õóäøåì è îöåíêà â ñðåäíåì. Ôóíêöèÿ f(n) ÿâëÿåòñÿ îöåí-
êîé â õóäøåì, åñëè ëþáàÿ çàäà÷à ñ âåëè÷èíîé âõîäà n áóäåò ðåøå-
íà àáñòðàêòíîé ÝÂÌ íå áîëåå ÷åì çà f(n) øàãîâ. Îöåíêà â ñðåä-
íåì âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà íåîáõîäèìîãî äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è ÷èñëà øàãîâ ïî âñåì âõîäàì. Îäíà è âòîðàÿ îöåíêè èìåþò
ñâîè äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè. Ïðè ðåøåíèè åäèíè÷íîé çàäà÷è
ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé â õóäøåì, ïîñêîëüêó ýòà çàäà÷à ìî-
æåò îêàçàòüñÿ ïëîõîé. Åñëè æå ðåøàåìûõ çàäà÷ ìíîãî, òî ïðåäïî÷-
òèòåëüíî èñïîëüçîâàòü îöåíêó â ñðåäíåì. Íà âîïðîñ, êàêàÿ èç îöå-
íîê, ïî èõ ìíåíèþ, íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíà, ñòóäåíòû ÷àñòî äàþò
íåïðàâèëüíûé îòâåò: îöåíêà â ñðåäíåì. Íà ñàìîì äåëå áîëåå ðàñ-
ïðîñòðàíåíû îöåíêè â õóäøåì. Ýòî âûçâàíî òåì, ÷òî òàêèå îöåíêè
ëåã÷å ïîëó÷èòü, âåäü îöåíèâàòü ïðèõîäèòñÿ õóäøèé, íî åäèíñòâåí-
íûé âàðèàíò.

Ñóùåñòâóåò åùå îöåíêà «ïî÷òè âñåãäà». Â ýòîì ñëó÷àå îöåíèâà-
þòñÿ â õóäøåì âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà
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ìíîæåñòâà âõîäîâ, ïðè÷åì äîëÿ íåîöåíèâàåìûõ âõîäîâ ñ ðîñòîì
ðàçìåðíîñòè çàäà÷è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ñòóäåíòû äîëæíû ïîíÿòü, ÷òî ñëåäóåò ïûòàòüñÿ ñòðîèòü àëãî-
ðèòìû, îöåíêà êîòîðûõ èìååò íàèìåíüøèé ïîðÿäîê, äàæå åñëè â
ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü áîëüøèé êîýôôèöèåíò. Îáúÿñ-
íÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî àëãîðèòìû ñîçäàþòñÿ â îñíîâíîì äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ, è, íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-
ðîãî ðàçìåðà, àëãîðèòì, îöåíêà êîòîðîãî èìååò ìåíüøèé ïîðÿäîê,
áóäåò ðàáîòàòü áûñòðåå. Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð, èëëþñòðèðóþ-
ùèé ýòî. Òàê, 80n2 áóäåò ìåíüøå 5n3, íà÷èíàÿ ñ n=16. Ïðè ïîñòðîå-
íèè àëãîðèòìà ñíà÷àëà íóæíî ñòðåìèòüñÿ ïîíèçèòü ïîðÿäîê åãî
ôóíêöèè òðóäîåìêîñòè, à çàòåì óæå ïîïðîáîâàòü óìåíüøèòü êîýô-
ôèöèåíò. (Íà ñàìîì äåëå íà ïðàêòèêå çà êîýôôèöèåíòàìè ïðàêòè-
÷åñêè íå ñëåäÿò, òàê êàê îáúåêòèâíóþ èíôîðìàöèþ î òðóäîåìêîñòè
àëãîðèòìà íåñåò ïîðÿäîê ôóíêöèè, à êîýôôèöèåíòû, êàê ïðàâèëî,
çàâèñÿò îò ìàñòåðñòâà ïðîãðàììèñòà.) Ïîýòîìó ôóíêöèè òðóäîåì-
êîñòè ñðàâíèâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà èõ ðîñòà: ôóíêöèè 5n2,
n2 – 10n + 40, 100n2+ nlogn –25 èìåþò îäèí ïîðÿäîê è çàïèñûâàþòñÿ
êàê Î(n2).

Îòñþäà âûòåêàåò âàæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãî-
ðèòìîâ, ò. å. òàêèõ àëãîðèòìîâ, òðóäîåìêîñòü êîòîðûõ âûðàæàåòñÿ
ïîëèíîìîì. Ìîæíî ïðèâåñòè íà ëåêöèè äâå òàáëèöû, äàííûå
Ì. Ãýðè è Ä. Äæîíñîíîì [63, ñ. 20]. Â îäíîé èç íèõ óêàçàíî âðåìÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè â çàâèñèìîñòè îò òðóäîåì-
êîñòè, â äðóãîé ïîêàçàíî, êàê èçìåíèòñÿ ðàçìåð ðåøàåìîé çàäà÷è
ïðè óâåëè÷åíèè áûñòðîäåéñòâèÿ ÝÂÌ â 100 èëè 1000 ðàç. (Àíàëî-
ãè÷íûå òàáëèöû ïðèâîäÿò À. Àõî, Ä. Õîïêðîôò, Ä. Óëüìàí [12,
ñ. 13].) Àíàëèçèðóÿ òàáëèöû, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìîâ, ôóíêöèÿ òðóäîåìêîñòè êîòîðûõ ýêñïîíåíöèàëüíà, ðå-
øèòü ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è äàæå ñðåäíåé ðàçìåðíîñòè íåâîçìîæíî.

Ïðè îöåíêå àëãîðèòìîâ ñëåäóåò ó÷èòü ñòóäåíòîâ ðàçáèâàòü èõ
íà ÷àñòè, øàãè, ýòàïû (êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò áûòü ðàçáè-
òû íà ìåíüøèå ÷àñòè), óñòàíàâëèâàòü òðóäîåìêîñòè ýòèõ ÷àñòåé è
çàòåì, ïîëüçóÿñü âû÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷àòü îöåíêó
òðóäîåìêîñòè âñåãî àëãîðèòìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãîðèòì ñîñòî-
èò èç íåñêîëüêèõ áëîêîâ, êîòîðûå ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ðàáî-
òàþò ïîñëåäîâàòåëüíî. Ýòèì áëîêàì ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåííûå
çàäà÷è. Îäíàêî ïðèñóòñòâèå ýòèõ çàäà÷ îïðåäåëÿåòñÿ íå èñõîäíîé
çàäà÷åé, à èìåííî àëãîðèòìîì. Ïðè äðóãîì àëãîðèòìå ñîñòàâëÿþ-
ùèå çàäà÷è ìîãóò áûòü ñîâñåì èíûìè.

Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî (ïîñëåäîâàòåëüíîãî) ñòðîåíèÿ àëãîðèòìà
åãî òðóäîåìêîñòü áóäåò ðàâíà ñóììå òðóäîåìêîñòåé áëîêîâ. Åñëè
òðóäîåìêîñòè áëîêîâ ñðàâíèìû, òî òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà ðàâíà
òðóäîåìêîñòè íàèáîëåå ñëîæíîãî áëîêà.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãîðèòì èìååò öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàêîé-òî åãî øàã, èìåþùèé îïðåäåëåííóþ ñòðóê-
òóðó, ïðèõîäèòñÿ âûïîëíÿòü íåñêîëüêî ðàç. Â ýòîì ñëó÷àå òðóäî-
åìêîñòü àëãîðèòìà áóäåò ðàâíà òðóäîåìêîñòè øàãà, óìíîæåííîé íà
÷èñëî øàãîâ. Òàê, ïðè óìíîæåíèè äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö äëÿ
êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ íóæíî ýëåìåíòû ñòðîêè ïåðâîé ìàòðèöû,
ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðâîìó èíäåêñó, óìíîæèòü íà ýëåìåíòû ñòîëáöà
âòîðîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåãî âòîðîìó èíäåêñó, è ïîëó÷åí-
íûå ïðîèçâåäåíèÿ ñëîæèòü. Ýòà ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ øàãîì àëãî-
ðèòìà. Âûïîëíåíèå îäíîãî øàãà òðåáóåò n îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è
(n – 1) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ. ×èñëî øàãîâ ðàâíî ÷èñëó ïàð èíäåêñîâ
(÷èñëó ýëåìåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö), ò. å. n2. Òàêèì îáðàçîì,
÷èñëî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ ïðè óìíîæåíèè ìàòðèö áó-
äåò n2(2n – 1), à òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà Î(n3).

Íå ñëó÷àéíî â ïðèìåðå ìû ó÷èòûâàëè òîëüêî ÷èñëî îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ñòóäåíòàì ñëåäóåò çíàòü, ÷òî ÷èñëà îïåðà-
öèé ïåðåñûëêè è ïåðåäà÷è óïðàâëåíèÿ ïðàêòè÷åñêè âñåãäà íå ïðå-
âîñõîäÿò ÷èñëà äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé è ïîýòîìó èìè
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðè îöåíêå òðóäîåìêîñòè.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíîé çàäà÷è ÷àñòî ìîæíî òðàê-
òîâàòü êàê ñâåäåíèå ýòîé çàäà÷è ê óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðåøåíèÿ áîëåå ëåãêèõ çàäà÷. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñîñòàâëÿ-
þùèå çàäà÷è ìîæíî ñâåñòè ê åùå áîëåå ïðîñòûì è ò. ä. Â êîíöå êîí-
öîâ ïðîöåññ ñâåäåíèÿ äîëæåí îñòàíîâèòüñÿ, ïîñêîëüêó ìàòåìàòèê
ïðèäåò ê çàäà÷àì, ðåøåíèå êîòîðûõ îí ñ÷èòàåò èçâåñòíûì. Òàêèå
çàäà÷è áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè.

Âûäåëåíèå çàäà÷è êàê ýëåìåíòàðíîé ÿâëÿåòñÿ óñëîâíîé ïðîöå-
äóðîé è îïðåäåëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîäãîòîâêîé ïîëüçîâàòåëÿ àëãî-
ðèòìà. Íàïðèìåð, «òÿæåëàÿ» çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îá-
ùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà ñâîäèòñÿ
ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè «ëåãêèõ» çàäà÷ äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì. Âðÿä ëè
ó÷èòåëü â äåñÿòîì êëàññå áóäåò îáúÿñíÿòü, êàê ïðîèñõîäèò òàêîå
äåëåíèå, ò. å. ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñ÷èòàòü ýëåìåíòàðíîé. Åñëè æå
ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò âî âòîðîì êëàññå, òî ó÷èòåëü
äîëæåí ñíà÷àëà íàó÷èòü øêîëüíèêîâ äåëèòü ñ îñòàòêîì.

Ë. Í. Ëàíäà ïðåäëàãàåò ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó, ÿâëÿåò-
ñÿ ëè çàäà÷à ýëåìåíòàðíîé [107, ñ. 60]. Âíà÷àëå âûäâèãàåòñÿ ãèïî-
òåçà îá ýëåìåíòàðíîñòè. Çàòåì îáó÷àåìàÿ ãðóïïà ðåøàåò çàäà÷ó. Â
çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà îíà ñ÷èòàåòñÿ èëè íå ñ÷èòàåòñÿ ýëåìåí-
òàðíîé. Ýòîò ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü íà ìëàäøèõ êóðñàõ âóçà,
êîãäà ïðåïîäàâàòåëü âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ ñî ñòóäåíòàìè ñ ðàçíûì
óðîâíåì ïîäãîòîâêè. Â ñðåäíåé øêîëå ýëåìåíòàðíîñòü çàäà÷è îïðå-
äåëÿåòñÿ òåì, ðàññìàòðèâàëàñü ëè îíà ðàíåå.
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Ïðèâåäåííàÿ âûøå òðàêòîâêà àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
ñîäåðæàíèå ïðèêëàäíîãî êóðñà òåîðèè. Â íåì äîëæíû áûòü ðàç-
ëè÷íûå ñïîñîáû ñâåäåíèÿ, äåêîìïîçèöèè, óïðîùåíèÿ çàäà÷, ìåòî-
äû ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà àëãîðèòìîâ, ïðèñóòñòâîâàòü ïîíÿòèå î ïà-
ðàëëåëüíûõ àëãîðèòìàõ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êóðñå íåîáõîäèì ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé
èçó÷åíèþ ýëåìåíòàðíûõ ìîäåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûì
çàäà÷àì. Íàáîð èõ óñëîâåí. Ê íèì ìîæíî îòíåñòè òå, êîòîðûå íàè-
áîëåå ÷àñòî ìîãóò âõîäèòü â êà÷åñòâå ñîñòàâíûõ â èñõîäíûå çàäà÷è,
âîçíèêàþùèå â èññëåäóåìîé îáëàñòè: íàïðèìåð, çàäà÷ó ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàäà÷è ñîðòèðîâêè è ïîèñêà, ïîòîêîâûå çàäà-
÷è, çàäà÷ó êîììèâîÿæåðà, çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ, çàäà÷ó óïàêîâêè
è äðóãèå. Êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ìîäåëü èìååò áîëüøîå ÷èñëî èí-
òåðïðåòàöèé è, áåç ñîìíåíèÿ, îïèñûâàåò ðåàëüíûå ñèòóàöèè. Íî òà-
êàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé è âûñî÷àéøóþ ñòåïåíü àáñòðàãèðî-
âàíèÿ îò ðåàëüíîé ñèòóàöèè. Óïðîùåíèå òàêîé ìîäåëè íåâîçìîæ-
íî, ïîïûòêà óäàëèòü èç íåå åùå ÷òî-íèáóäü ðàçðóøàåò ìîäåëü.
Èçó÷åíèå ýëåìåíòàðíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî, ïîñêîëüêó áåç èõ ýô-
ôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ íåâîçìîæíî ýôôåêòèâíîå èññëåäîâàíèå áîëåå
ñëîæíûõ ìîäåëåé.

Êðîìå òîãî, ñòóäåíòû äîëæíû îñîçíàòü, ÷òî äëÿ ñîçäàíèÿ õîðî-
øèõ àëãîðèòìîâ èíôîðìàöèÿ, èìåþùàÿñÿ â çàäà÷å, äîëæíà áûòü
óïîðÿäî÷åíà. Íåîáõîäèìî óêàçàòü, êàêèì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåíû
èñõîäíûå äàííûå (â âèäå ñïèñêîâ, ìàòðèö, äåðåâüåâ è ò. ä.) è êàêèå
ñòðóêòóðû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ãî-
âîðèòü î òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìîâ áåç âñåãî ýòîãî íåâîçìîæíî, ïî-
òîìó ÷òî ïîèñê íóæíûõ ýëåìåíòîâ ñòàíåò ýôôåêòèâíûì ëèøü òîã-
äà, êîãäà ìîæíî áóäåò áûñòðî îïðåäåëÿòü ìåñòà ýòèõ ýëåìåíòîâ ïî
êàêèì-òî ïðèçíàêàì. Ïîýòîìó â êóðñå íåîáõîäèì ðàçäåë, ñâÿçàí-
íûé ñî ñòðóêòóðàìè äàííûõ. Ïðè ÷òåíèè êóðñà ìîæíî ïîëüçîâàòü-
ñÿ êíèãàìè [12, 96, 99].

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà àëãîðèòì Êðàñêàëà ïîñòðîåíèÿ
ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà. Îí ñîñòîèò èç ðåøåíèÿ äâóõ çà-
äà÷: âûáîðà íà êàæäîì øàãå ðåáðà ãðàôà ìèíèìàëüíîé äëèíû è
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî ãðàôà ñ ïðîâåðêîé êàæ-
äîãî ïîëó÷àþùåãîñÿ ïîäãðàôà íà àöèêëè÷íîñòü. Ïåðâàÿ çàäà÷à
ëåãêî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ñîðòèðîâêè, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü ýëå-
ìåíòàðíîé. Ëó÷øèé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ ñîäåðæèò Ñ1mlog2m ýëå-
ìåíòàðíûõ îïåðàöèé. Äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé çàäà÷è óäîáíî èñïîëü-
çîâàòü òàêóþ ñòðóêòóðó äàííûõ, êàê äåðåâüÿ. Îíà ðåøàåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ öèêëè÷åñêîãî àëãîðèòìà çà C2mlog2n ýëåìåíòàðíûõ
îïåðàöèé. (Çäåñü Ñ1 è Ñ2 – êîíñòàíòû, m – ÷èñëî ðåáåð ãðàôà, à n –

÷èñëî åãî âåðøèí.) Ïîñêîëüêó äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà, íå ÿâëÿþùåãî-
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ñÿ äåðåâîì, ÷èñëî ðåáåð íå ìåíüøå ÷èñëà âåðøèí, òî îáùàÿ òðóäî-
åìêîñòü àëãîðèòìà áóäåò Î(mlog2m).

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ïðè îöåíèâàíèè àëãîðèòìîâ â
õóäøåì îáû÷íî êàæäûé ñîñòàâëÿþùèé èõ áëîê îöåíèâàåòñÿ â õóä-
øåì, è îáùàÿ òðóäîåìêîñòü ðàâíà íàèáîëüøåé èç òðóäîåìêîñòåé
áëîêîâ. Îäíàêî èíîãäà ïðîèñõîäèò ñëåäóþùåå: åñëè ñòðóêòóðà îä-
íîãî áëîêà òàêàÿ, ÷òî äëÿ åãî âûïîëíåíèÿ íóæíî ïðîèçâåñòè íàè-
áîëüøåå ÷èñëî îïåðàöèé, òî äðóãîé áëîê íå ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü
ïëîõèì. Â ñëó÷àå ñëîæíîé èñõîäíîé çàäà÷è âûÿâëåíèå òàêîé çàêî-
íîìåðíîñòè íå âñåãäà äîñòóïíî èññëåäîâàòåëþ, îí îöåíèâàåò êàæ-
äûé áëîê êàê âîçìîæíî ñàìûé ïëîõîé, ÷òî ïðèâîäèò ê çàâûøåíèþ
îöåíêè àëãîðèòìà.

Ïðè îöåíèâàíèè òðóäîåìêîñòè ÷àñòî î÷åíü òðóäíî âû÷èñëèòü
íåîáõîäèìîå ÷èñëî îïåðàöèé äëÿ âûïîëíåíèÿ êàêîé-òî ÷àñòè àëãî-
ðèòìà. Âîçíèêàåò ñîáëàçí âîñïîëüçîâàòüñÿ çàâûøåííîé îöåíêîé,
÷òî óìåíüøàåò óñèëèÿ ïî îáùåìó îöåíèâàíèþ àëãîðèòìà, íî ÷àñòî
ïðèâîäèò ê çàâûøåíèþ îöåíêè. Íåîáõîäèìî îçíàêîìèòü ñòóäåíòîâ
ñ íåñêîëüêèìè òàêèìè ñèòóàöèÿìè. Íàïðèìåð, â öèêëè÷åñêîì àëãî-
ðèòìå ïîñòðîåíèÿ òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ àöèêëè÷åñêîãî îðãðà-
ôà íà êàæäîì øàãå ñëåäóåò ïðîàíàëèçèðîâàòü äóãè, âûõîäÿùèå èç
íåêîòîðîé âåðøèíû. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî èç âåðøèíû âûõîäèò ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíîå äëÿ îðãðàôà ÷èñëî äóã (n – 1) (÷òî êàê ðàç íå-
âîçìîæíî â äàííîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ãðàô àöèêëè÷åñêèé), òî òðó-
äîåìêîñòü àëãîðèòìà îêàæåòñÿ ðàâíîé Î(n3), ãäå n – ÷èñëî âåðøèí.
Åñëè ââåñòè íîâûé ïàðàìåòð d – ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî äóã, âûõîäÿ-
ùèõ èç âåðøèíû, òî ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà Î(nd2). È, íàêîíåö, ïðè
áîëåå âíèìàòåëüíîì àíàëèçå ñèòóàöèè ìîæíî îáíàðóæèòü, ÷òî
êàæäàÿ äóãà îðãðàôà àíàëèçèðóåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç, è ýòî ïðèâî-
äèò ê îöåíêå Î(nm), ãäå m – ÷èñëî äóã îðãðàôà. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ îäíîãî àëãîðèòìà ïîëó÷åíî íåñêîëüêî îöåíîê åãî òðóäîåìêîñ-
òè, ïðè÷åì êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ëó÷øå ïðåäûäóùåé.

Ñòóäåíòû äîëæíû áûòü òàêæå îçíàêîìëåíû ñ ñóùåñòâîâàíèåì
íèæíèõ îöåíîê, ò. å. òàêèõ, êîòîðûå ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî
óëó÷øèòü. Ïîëó÷åíèå íèæíèõ îöåíîê çíà÷èòåëüíî òðóäíåå, ÷åì
âåðõíèõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé îöåíêè èñ-
ñëåäóåòñÿ êîíêðåòíûé àëãîðèòì, à äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíåé íóæíî
èññëåäîâàòü íåêîòîðóþ íåêîíêðåòíóþ ïîòåíöèàëüíóþ âîçìîæ-
íîñòü. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðåäëîæèòü âû÷èñëåíèå íèæíèõ
îöåíîê â õóäøåì è ñðåäíåì äëÿ àëãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè ñ ïîìîùüþ
ñðàâíåíèé.

Ïîëó÷åííûå íèæíèå îöåíêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ äðóãîé
öåëè. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îêðóãëåíèå îöåíîê øàãîâ
â áîëüøóþ ñòîðîíó íå âñåãäà ïðèâîäèò ê çàâûøåííîé îöåíêå âñåãî
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àëãîðèòìà. Òàê, ïðè îöåíèâàíèè àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè ìàññèâà èç
n ÷èñåë ñ ïîìîùüþ ñîðòèðóþùåãî äåðåâà óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî âû-
áîð î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà ïðîèñõîäèò çà log2n îïåðàöèé. Íà ñàìîì
äåëå (ïîñêîëüêó âûáðàííûé ýëåìåíò óäàëÿåòñÿ èç äåðåâà) ÷èñëî
îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ýòîé öåëè, âñå âðåìÿ óìåíüøàåòñÿ,
ò. å., âîçìîæíî, ìû ïîëó÷àåì çàâûøåííóþ îöåíêó òðóäîåìêîñòè.
Îäíàêî âû÷èñëåííàÿ îöåíêà ñîâïàäàåò ñ íèæíåé îöåíêîé àëãîðèò-
ìîâ ñîðòèðîâêè, ñëåäîâàòåëüíî, çàâûøåíèÿ íå ïðîèçîøëî.

Âàæíûì àñïåêòîì òåîðèè îöåíêè òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ íàëè÷èå «òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷». Â ñâÿçè ñ ýòèì
À. À. Ôðèäìàí çàìå÷àåò: «Ôåíîìåí òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷ íå íîâ
äëÿ ìàòåìàòèêè. Ïîñëå óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ „àëãîðèòìà“ áûëî îáíà-
ðóæåíî íàëè÷èå àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûõ ïðîáëåì. Â êà÷åñ-
òâå íàèáîëåå èçâåñòíîãî ïðèìåðà óêàæåì äåñÿòóþ ïðîáëåìó Ãèëü-
áåðòà: „Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äàííîìó ìíîãî÷ëåíó
p ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàñïîçíàåò, èìååò ëè óðàâíåíèå p = 0
ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ?“ Êàê ïîêàçàë Þ. Â. Ìàòèÿñåâè÷, òàêîãî
àëãîðèòìà â ïðèíöèïå íå ñóùåñòâóåò» [187, ñ. 6].

Äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé ñëåäóåò äàòü
ñòðîãîå îïðåäåëåíèå NP-ïîëíûõ è NP-òðóäíûõ çàäà÷, èñïîëüçóÿ
äëÿ ýòîé öåëè ìàøèíó Òüþðèíãà [12] èëè ïîíÿòèå íåäåòåðìèíèðî-
âàííîãî àëãîðèòìà [70]. Ñòóäåíòû äîëæíû óñâîèòü, ÷òî âñå
NP-ïîëíûå çàäà÷è â íåêîòîðîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíû, à èìåííî:
åñëè óäàñòñÿ ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ îäíîé èç
íèõ, òî òàêèå àëãîðèòìû áóäóò ïîñòðîåíû è äëÿ îñòàëüíûõ. Ñêîðåå
âñåãî, ýòîãî íå ïðîèçîéäåò, ïîñêîëüêó òàêèå àëãîðèòìû áåçóñïåøíî
ïûòàëèñü ñòðîèòü íåñêîëüêî ïîêîëåíèé ìàòåìàòèêîâ.

Äëÿ ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé
ìîæíî, âèäèìî, íàçâàòü òàêèå çàäà÷è «òðóäíîðåøàåìûìè» è îãðà-
íè÷èòüñÿ ñîîáùåíèåì î òîì, ÷òî äëÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷ íå ïîñ-
òðîåíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû è, ñêîðåå âñåãî, ýòî ïðîèçîøëî
ïî îáúåêòèâíûì ïðè÷èíàì, õîòÿ íåâîçìîæíîñòü òàêîãî ïîñòðîåíèÿ
ïîêà íå äîêàçàíà. Î÷åíü âàæíû ïðàêòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ïîñëå òîãî,
êàê îáíàðóæåíî, ÷òî çàäà÷à òðóäíîðåøàåìàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íåîá-
õîäèìî îòêàçàòüñÿ îò ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ àëãîðèòìîâ, ïîñêîëüêó
ýòè àëãîðèòìû äàæå äëÿ çàäà÷ ñðåäíèõ ðàçìåðíîñòåé íå ñìîãóò
áûòü ðåàëèçîâàíû çà îáîçðèìîå âðåìÿ. Íàäî èñïîëüçîâàòü ïðèáëè-
æåííûå èëè ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Íî, âîçìîæíî, ïðè ðåøå-
íèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ íè÷åãî ïëîõîãî íå ñëó÷èòñÿ. Âî-ïåðâûõ,
ïðîèñõîäèò îöåíèâàíèå õóäøåãî âàðèàíòà, è, ìîæåò áûòü, òàêèõ
âàðèàíòîâ íåìíîãî. Íàïðèìåð, ñèìïëåêñ-ìåòîä ïðè ðåøåíèè çàäà÷
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ òðóäîåì-
êîñòü, îäíàêî ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ñ åãî ïîìîùüþ îòíî-
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ñèòåëüíî íåïëîõî. Âî-âòîðûõ, âîçìîæíî, ñòðóêòóðà çàäà÷ íà äàí-
íîì ïðîèçâîäñòâå õîðîøàÿ, è ïîñòðîåííûå àëãîðèòìû ñìîãóò ðå-
øèòü èõ çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ.

Â êóðñå ïðèêëàäíîé òåîðèè àëãîðèòìîâ ñòóäåíòû äîëæíû îáðà-
òèòü âíèìàíèå íà ðàçðàáîòêó ïðèáëèæåííûõ è ýâðèñòè÷åñêèõ àëãî-
ðèòìîâ. (Õîðîøåé çàäà÷åé äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿ-
åòñÿ, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à êîììèâîÿæåðà.) Ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèò-
ìû îòëè÷àþòñÿ îò ïðèáëèæåííûõ òåì, ÷òî â ïîñëåäíèõ
òåîðåòè÷åñêè îöåíèâàåòñÿ îòëè÷èå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ îò îïòè-
ìàëüíîãî. Äëÿ ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ òàêàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà ñòàòèñòè÷åñêè ïóòåì ñðàâíèâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû àë-
ãîðèòìîâ ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.
Êðîìå òîãî, æåëàòåëüíà îöåíêà òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà, ïîëó÷åí-
íàÿ òåîðåòè÷åñêè èëè ñòàòèñòè÷åñêè ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ îïðåäå-
ëåííîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ èëè ïðîèçâîäñòâåííûõ çàäà÷.

Ïðè èçó÷åíèè ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ íóæíî ïîä÷åðêèâàòü
èõ åñòåñòâåííîñòü è ðàçóìíîñòü. Ñóùåñòâåííîå ìåñòî ñðåäè òàêèõ
àëãîðèòìîâ çàíèìàþò òàê íàçûâàåìûå «æàäíûå àëãîðèòìû», â êî-
òîðûõ íà êàæäîì øàãå âûáèðàþò ëó÷øóþ èç àëüòåðíàòèâ, íå çàáî-
òÿñü î âëèÿíèè ýòîãî âûáîðà íà ñëåäóþùèå øàãè. (Ìîæíî óêàçàòü
íà ñâÿçü «æàäíûõ àëãîðèòìîâ» ñ äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíè-
åì.) Èíîãäà ýòè àëãîðèòìû äàþò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, íàïðèìåð,
â çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà èëè çàäà÷å î
ñîåäèíåíèè ãîðîäîâ. Ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåðû, êîãäà àëãîðèòì íå
ñòðîèò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, íàïðèìåð, â çàäà÷å êîììèâîÿæåðà.
Ïðè ýòîì ñòóäåíòû äîëæíû ïîíÿòü, ÷òî ïðàâäîïîäîáèå íå ÿâëÿåòñÿ
ãàðàíòèåé èñòèííîñòè, è â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå îïòèìàëü-
íîñòü àëãîðèòìà íåîáõîäèìî äîêàçûâàòü.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè ñ ïîìîùüþ ýâðèñòè÷åñêîãî ðåøàåò-
ñÿ åäèíè÷íàÿ çàäà÷à, òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ äàëå-
êèì îò îïòèìàëüíîãî, îäíàêî â ñëó÷àå ìàññîâîãî ïðèìåíåíèÿ àëãî-
ðèòìà åãî òî÷íîñòü, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìîé. ×àñòî ðå-
çóëüòàò, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ òàêîãî àëãîðèòìà, èñïîëüçóåòñÿ â
êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è.
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ÃËÀÂÀ 7

ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÒÅÎÐÈÈ ÃÐÀÔÎÂ
ÏÐÈ ÎÁÓ×ÅÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Ñðåäè ðàçäåëîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè òåîðèÿ ãðàôîâ îòëè÷à-
åòñÿ ñâîåé íàãëÿäíîñòüþ, åå ìîäåëè ëåãêè äëÿ âîñïðèÿòèÿ è ÷àñòî
äîïóñêàþò çàíèìàòåëüíóþ, èãðîâóþ èíòåðïðåòàöèþ. Âîïðîñ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ òåîðèè ãðàôîâ ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî òåñíî ñâÿ-
çàííûõ ìåæäó ñîáîé âîïðîñîâ. Ïåðâûé: èçó÷åíèå ýëåìåíòîâ òåî-
ðèè, åå îñíîâíûõ ïîíÿòèé ñ öåëüþ ïîëó÷èòü ìàòåìàòè÷åñêèå çíà-
íèÿ. Âòîðîé: èñïîëüçîâàíèå ãðàôîâûõ çàäà÷ äëÿ ðàçâèòèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé îáó÷àåìûõ è èõ âî-
îáðàæåíèÿ. Òðåòèé: ïðèìåíåíèå ãðàôîâ â ñëóæåáíûõ öåëÿõ â êà-
÷åñòâå íåêîòîðîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ñðåäñòâà, ïîçâîëÿþùåãî îá-
ëåã÷èòü ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå. Ðàçëè÷íûå àñïåêòû èñïîëü-
çîâàíèÿ ãðàôîâ â ñðåäíåé øêîëå ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ
Ì. Ï. Áàðáîëèíà, Ë. Þ. Áåðåçèíîé, Å. Â. Áðûçãàëîâà, Ñ. È. Âà-
ñèëüåâà, Â. Ô. Âîëãèíîé, Í. À. Âîëêîâîé, Â. Þ. Ëûñêîâîé è
Å. À. Ðàêèòèíîé, Î. È. Ìåëüíèêîâà, Î. Î. Ïðîíæèëëî, Â. Ðîäèî-
íîâà, Ê. ß. Õàáèáóëèíà è äðóãèõ [2, 14, 18, 30, 35, 41, 42, 44, 117,
125, 126, 130, 131, 158, 163, 189], à ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïîïóëÿðíûì
èçëîæåíèåì ýëåìåíòîâ òåîðèè ãðàôîâ ìîæíî â êíèãàõ Ë. Þ. Áåðå-
çèíîé, Â. Â. Êîííîâà, Ã. À. Êëåêîâêèíà è Ë. Ë. Êîííîâîé,
Î. È. Ìåëüíèêîâà, À. À. Ñàðêèñÿíà è Þ. Ì. Êîëÿãèíà, Ð. Óèëñî-
íà, À. À. Õàðëàíîâà [17, 92, 93, 124, 128, 168, 181, 190].

Èñïîëüçîâàíèå ãðàôîâ
â êà÷åñòâå óíèâåðñàëüíîãî ÿçûêà

Ãðàôû ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ÿçûê, îïèñûâàþùèé ðàçëè÷-
íûå ñèòóàöèè, âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ. Ãðàô – ýòî ìíî-
æåñòâî òî÷åê, èçîáðàæåííûõ íà ëèñòå áóìàãè, íåêîòîðûå ïàðû èç
êîòîðûõ ñîåäèíåíû ëèíèåé. Òî÷êè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà,
à ëèíèè – åãî ðåáðàìè. Ýòî îïðåäåëåíèå ïðîñòîå è ïîíÿòíîå ó÷åíè-
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êàì. Âìåñòå ñ òåì â âèäå ãðàôîâ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü è èçó÷àòü ðàç-
ëè÷íûå îáúåêòû, ìåæäó êîòîðûìè, íà ïåðâûé âçãëÿä, íåò íè÷åãî
îáùåãî. ßçûê òåîðèè óäîáåí äëÿ âîñïðèÿòèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ. «Îí
ïî÷òè íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèòñÿ èç îáùåðàñïðîñòðàíåííîé ïðà-
êòèêè ëþäåé, êîãäà îíè, ïðè ðàññìîòðåíèè ñàìûõ ðàçëè÷íûõ âîï-
ðîñîâ, âû÷åð÷èâàþò ñõåìêè, ÷åðòåæèêè, íàáðîñêè, â êîòîðûõ äèñ-
êðåòíî âîñïðèíèìàåìûå îáúåêòû äèñêóññèè (ëþäè, íàñåëåííûå
ïóíêòû, ñòàíêè, æåëåçíîäîðîæíûå ñòàíöèè è ïðî÷.) îáîçíà÷àþòñÿ
òî÷êàìè èëè êðóæî÷êàìè, à ñâÿçè, îòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè (ìàð-
øðóòû, ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêè, ðîäñòâåííûå îòíîøåíèÿ, ñëó-
æåáíûå ñîïîä÷èíåíèÿ, êîîðäèíèðóåìûå äåéñòâèÿ è ïðî÷.) ëèíèÿ-
ìè. Ïîñëåäíèå, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, îñíàùàþò ñòðåëêàìè äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ íàïðàâëåííîñòè îòíîøåíèé èëè äåéñòâèé»[165, ñ. 92].
Ôàêòè÷åñêè ëþäè ïîëüçóþòñÿ ãðàôàìè, ÷àñòî íå äîãàäûâàÿñü îá
ýòîì. Ïðèìåíåíèå ãðàôîâ ïðèäàåò íàãëÿäíîñòü îáó÷åíèþ, à ýòî
î÷åíü âàæíî, ïîñêîëüêó îíà «…èíôîðìàöèþ ïðåâðàùàåò â çíàíèÿ,
à èì ïîìîãàåò ïðåâðàòèòüñÿ â óìåíèÿ» [170, ñ. 60].

Èñïîëüçîâàòü ãðàôû êàê ÿçûê ìîæíî óæå â äåòñêîì ñàäó [151]
èëè â ìëàäøèõ êëàññàõ [192–195]. Ïðè ýòîì íå îáÿçàòåëüíî íàçû-
âàòü ïîëó÷àåìûå ñõåìû ãðàôàìè. Òàê, çàäà÷à «Êîãî íà ðèñóíêå
áîëüøå: çàé÷èêîâ èëè ìîðêîâîê?» íàðÿäó ñ òðàäèöèîííûì ñïîñî-
áîì ðåøåíèÿ, êîãäà ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ è çàé÷èêè, è ìîðêîâêè, à çà-
òåì ñðàâíèâàþòñÿ ïîëó÷åííûå ÷èñëà, ìîæåò áûòü ðåøåíà è ñ ïî-
ìîùüþ óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè çàé÷èêîâ è
ìîðêîâîê. Ðåøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ ïîçâîëèò â äàëüíåéøåì ïîä-
âåñòè øêîëüíèêîâ ê èäåå ñðàâíåíèÿ ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ (íà ôà-
êóëüòàòèâàõ â ñòàðøèõ êëàññàõ è áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ) ñ ïî-
ìîùüþ óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó èõ ýëåìåíòàìè.

Èñïîëüçîâàíèå ãðàôîâ ïðè óñòàíîâëåíèè ñîîòâåòñòâèé ìåæäó
ðàçëè÷íûìè ìíîæåñòâàìè ñóùåñòâåííî îáëåã÷èò èõ ðåøåíèå. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: «Êðàñíûé, ñèíèé, æåëòûé è çåëåíûé
êàðàíäàøè ëåæàò â ÷åòûðåõ êîðîáêàõ ïî îäíîìó. Öâåò êàðàíäàøà
îòëè÷àåòñÿ îò öâåòà êîðîáêè. Èçâåñòíî, ÷òî çåëåíûé êàðàíäàø ëå-
æèò â ñèíåé êîðîáêå, à êðàñíûé íå ëåæèò â æåëòîé. Â êàêîé êîðîá-
êå ëåæèò êàæäûé êàðàíäàø?»

Îáîçíà÷èì òî÷êàìè êàðàíäàøè è êîðîáêè. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ
áóäåò îáîçíà÷àòü, ÷òî êàðàíäàø ëåæèò â ñîîòâåòñòâóþùåé êîðîáêå,
à ïóíêòèðíàÿ, ÷òî íå ëåæèò. Òîãäà, ñ ó÷åòîì óñëîâèé çàäà÷è, èìååì
ãðàô G1 (ðèñ. 2).

Äàëåå äîñòðàèâàåì ãðàô ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ïîñêîëüêó â
êàæäîé êîðîáêå ìîæåò ëåæàòü ðîâíî îäèí êàðàíäàø, òî èç êàæäîé
òî÷êè äîëæíà âûõîäèòü îäíà ñïëîøíàÿ ëèíèÿ è òðè ïóíêòèðíûå.
Ïîëó÷àåòñÿ ãðàô G2, äàþùèé ðåøåíèå çàäà÷è.
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Ãðàôîâûé ÿçûê ïîìîæåò è ïðè ââåäåíèè ïîíÿòèÿ ôóíêöèè.
Ôóíêöèÿ – ýòî íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè. Â ñëó-
÷àå äèñêðåòíûõ ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ ìîæíî îáúÿñíèòü:
êîãäà ïîñòðîåííîå ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, à êîãäà íåò;
÷òî òàêîå îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ è êîãäà îíà ñóùåñòâóåò; ÷òî òàêîå ìíî-
æåñòâî îïðåäåëåíèÿ è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè. Íà ôàêóëüòà-
òèâàõ ãðàôîâûå ñõåìû ïîìîãóò øêîëüíèêó ïîíÿòü, ÷òî òàêîå áèåê-
òèâíîå, ñþðüåêòèâíîå è èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè Õ è Y, èçîáðàæåííîå íà ðèñ.
3à, íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, íà ðèñ. 3á – ôóíêöèÿ, íå èìåþùàÿ îá-
ðàòíîé ôóíêöèè, íà ðèñ. 3â – ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ îáðàòíóþ ôóí-
êöèþ, íà ðèñ. 3 ã èçîáðàæåíà ýòà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ. Íà ðèñ. 4 ïî-
êàçàíà ôóíêöèÿ f: X�Z, ïîëó÷àþùàÿñÿ ïðè óìíîæåíèè ôóíêöèé
f1: X�Y è f2: Y�Z.

Áîëüøîå ÷èñëî ïðèìåðîâ, èñïîëüçóþùèõ ãðàôû äëÿ èëëþñ-
òðàöèè ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé è îòíîøåíèé, äàíî Â. Ò. Ïåò-
ðîâîé [153].

Â ñîâðåìåííîé íàóêå çíà÷èòåëüíîå ìåñòî çàíèìàåò ñòðóêòóð-
íûé àíàëèç áîëüøèõ ñèñòåì. Èíîãäà ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå ðàç-
íûå îáúåêòû, èìåþò îäèíàêîâûå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà. Òàêèå ñèñ-
òåìû íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè. Ïåðâè÷íîå ïîíÿòèå îá èçîìîð-
ôíûõ ñèñòåìàõ ìîæíî äàòü ó÷åíèêàì ñ ïîìîùüþ òåîðèè ãðàôîâ.
Ëåãêî ïîñòðîèòü ïðèìåðû, êîãäà îäíèì è òåì æå ãðàôîì áóäóò îïè-
ñûâàòüñÿ àáñîëþòíî ðàçëè÷íûå îáúåêòû, èìåþùèå îäèíàêîâîå
ñòðîåíèå. Ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ ìîæíî îïèñûâàòü òàêèå âàæíûå
ñòðóêòóðíûå ïîíÿòèÿ, êàê îòíîøåíèå è ñâÿçü.
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Ïðè âûïîëíåíèè ëþáîé ðàáîòû íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü åå ñîñ-
òàâíûå ÷àñòè è çàäàòü ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ýòèõ ÷àñòåé. «×òîáû
ïîñòðîèòü íîâóþ ïðîöåäóðó ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, èíäèâèä
(â îáùåì ñëó÷àå) äîëæåí çíàòü: 1) âèä è õàðàêòåð òðåáóþùåãîñÿ
åìó ïðîäóêòà; 2) âèä è õàðàêòåð èñõîäíîãî ìàòåðèàëà ïðåîáðàçîâà-
íèé; 3) íåîáõîäèìûå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé îðóäèÿ è ñðåäñòâà; 4) õà-
ðàêòåð îòäåëüíûõ äåéñòâèé, êîòîðûå íóæíî ñîâåðøèòü, è èõ ïîðÿ-
äîê» [205, ñ. 53]. Ôàêòè÷åñêè èíäèâèä äîëæåí ðàçðàáîòàòü àëãî-
ðèòì âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû. Â ýòîì àëãîðèòìå äîëæíû áûòü
ïðåäóñìîòðåíû èñõîäíûé ìàòåðèàë äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû è
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åãî ïåðâîíà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, âîçìîæíûå ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëü-
òàòû è õàðàêòåð äåéñòâèé èíäèâèäà â ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèÿ êàêî-
ãî-ëèáî ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ è ïðåêðàùåíèå ðàáîòû àëãî-
ðèòìà ïðè äîñòèæåíèè îïðåäåëåííîãî ðåçóëüòàòà. Ïîíÿòèå «àëãî-
ðèòì» – îäíî èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé â ñîâðåìåííîé íàóêå è
òåõíèêå. Çàäà÷è òåîðèè ãðàôîâ – áëàãîäàòíàÿ ïî÷âà äëÿ îáó÷åíèÿ
øêîëüíèêîâ àëãîðèòìè÷åñêîìó ìûøëåíèþ.

Íà ðèñ. 5 çàäà÷à ïðåäñòàâëåíà ñ ïîìîùüþ ãðàôà (áëîê-ñõåìû).
Íåîáõîäèìî, ìåíÿÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ íà âõîäå àëãîðèòìà, ïî-
ëó÷àòü çàâèñÿùèå îò õ çíà÷åíèÿ à íà âûõîäå. Ìîæíî âèäîèçìåíèòü
çàäà÷ó, ïîñòàâèâ, íàïðèìåð, âîïðîñû: «Çàäàíî ÷èñëî, êîòîðîå
íóæíî ïîëó÷èòü ïîñëå ðàáîòû àëãîðèòìà. Êàêîå ÷èñëî äîëæíî
áûòü çàäàíî íà âõîäå?» èëè «Çàäàíî ìíîæåñòâî ÷èñåë íà âõîäå àë-
ãîðèòìà. Êàêîå ìíîæåñòâî ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ïîñëå ðàáîòû àëãî-
ðèòìà?» è ò. ä. Òàêèå çàäà÷è ðàçâèâàþò ìàòåìàòè÷åñêóþ èíòóèöèþ
øêîëüíèêà.

Ýòèì ñàìûì ó÷åíèê ïîäîéäåò ê âîñüìîìó êëàññó, â êîòîðîì íà-
÷èíàåòñÿ êóðñ èíôîðìàòèêè, óæå ñ èíòóèòèâíûì ïîíèìàíèåì àëãî-
ðèòìà. Ïðè èçó÷åíèè èíôîðìàòèêè ðîëü ãðàôîâ êàê ÿçûêà ñóùåñ-
òâåííî âîçðàñòàåò. Ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ ìîæíî îïèñûâàòü ñëîæíûå
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷, ïðè÷åì ýòî îïèñàíèå îáëàäàåò áîëüøîé
íàãëÿäíîñòüþ. Ââåäåíèå îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ
(áëîê-ñõåì) ïðèïèñûâàåòñÿ Íåéìàíó [19, ñ. 32]. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ìîæíî îáúÿñíÿòü ñòðîåíèå ðàçëè÷íûõ èñïîëüçóåìûõ â ïðî-
ãðàììèðîâàíèè ñòðóêòóð, íàïðèìåð, î÷åðåäåé, ñòåêîâ, äåêîâ, êó÷ è
ò. ä. è îïåðàöèé íàä íèìè. Îñâîåíèå øêîëüíèêîì ïðàêòè÷åñêîé ðå-
àëèçàöèè ñòðóêòóð áóäåò ïðîèñõîäèòü áûñòðåå, åñëè îí áóäåò ïîíè-
ìàòü èõ ñòðîåíèå.

Ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ ìîæíî àêêóðàòíî ïåðåáèðàòü âàðèàíòû â äîñ-
òàòî÷íî ñëîæíûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ. Òàêîé ïåðåáîð äèñöèïëè-

85

a x= + 18

x

a >= 60

a >25 a <= 25

a <= 60

40 < < 60a

a a –:= 25 a a:= 2

a a:= 3

a a –:= 35

Ðèñ. 5



íèðóåò ìûøëåíèå øêîëüíèêîâ, ïîçâîëÿåò íå ïðîïóñòèòü íè îäíîãî
âàðèàíòà è íå ïîâòîðèòü íèêàêîé âàðèàíò äâàæäû. Ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùóþ çàäà÷ó: «Â ïåðâîå âåäðî íàëèëè 5 ëèòðîâ âîäû, âî âòîðîå –

òîæå 5, â òðåòüå – 2 ëèòðà âîäû. Â âåäðî ðàçðåøàåòñÿ äîáàâëÿòü
ñòîëüêî âîäû, ñêîëüêî â íåì íàõîäèòñÿ, ïðè÷åì ïåðåëèâàòü ýòó âîäó
ìîæíî èç ëþáîãî äðóãîãî âåäðà. Îïðåäåëèòå, êàêèì îáðàçîì ìîæíî
ïîëó÷èòü â êàæäîì âåäðå îäèí è òîò æå îáúåì æèäêîñòè?»

Íà ðèñ. 6 ïîêàçàí ïîñëåäîâàòåëüíûé ïåðåáîð âñåâîçìîæíûõ âà-
ðèàíòîâ ïåðåëèâàíèé. Â ïðÿìîóãîëüíèêå óêàçàí îáúåì âîäû â âåä-
ðàõ, à íàä ñòðåëêàìè – èç êàêîãî âåäðà â êàêîå ïåðåëèâàþò. Ïåðåáîð
çàêàí÷èâàåòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè íóæíîãî ðåçóëüòàòà. Îòâåò: ñíà÷àëà èç
ïåðâîãî âåäðà â òðåòüå ïåðåëèâàþò 2 ëèòðà âîäû, çàòåì èç âòîðîãî â
ïåðâîå – 3 ëèòðà è, íàêîíåö, èç ïåðâîãî âî âòîðîå – 2 ëèòðà.

Àíàëîãè÷íûìè çàäà÷àìè, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïåðåáèðàòü âà-
ðèàíòû, ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ïîèñêà âñåõ ïóòåé ìåæäó íàñåëåííûìè
ïóíêòàìè è ïîèñêà âûõîäà èç ëàáèðèíòà. Îíè ïðèâîäÿòñÿ â êíèãàõ
Â. Ì. Êîòîâà è Î. È. Ìåëüíèêîâà [97, 128], ïðè÷åì â ïåðâîé ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïîèñê ñ âîçâðàùåíèåì.

Îáó÷åíèå ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

Îáó÷åíèå øêîëüíèêîâ àáñòðàêòíîìó ìûøëåíèþ òåñíî ñâÿçàíî
ñ âíåäðåíèåì â èõ ìûøëåíèå îäíîãî èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé ñîâðå-
ìåííîé íàóêè – «ìîäåëü». Ãðàôû â ñèëó ñâîåé íàãëÿäíîñòè – èäå-
àëüíîå ñðåäñòâî äëÿ çíàêîìñòâà øêîëüíèêà ñ ïðèåìàìè ïîñòðîåíèÿ
ìîäåëåé. Òåîðèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñ ðàç-
ëè÷íîé ñòåïåíüþ äåòàëèçàöèè, çàâèñÿùåé îò íåîáõîäèìîñòè èññëå-
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äîâàíèÿ îáúåêòà. Åñëè èíäèâèäóàëüíûå ñâîéñòâà ÷àñòåé èçó÷àåìî-
ãî îáúåêòà íå ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè äëÿ ðåøàåìîé çàäà÷è, òî èõ
èçîáðàæàþò îäèíàêîâûìè âåðøèíàìè. Íàïðèìåð, âñå äåòè âíå çà-
âèñèìîñòè îò ïîëà, âîçðàñòà, âåñà, õàðàêòåðà áóäóò èçîáðàæàòüñÿ
îäèíàêîâûìè òî÷êàìè, åñëè â óñëîâèè çàäà÷è ýòè õàðàêòåðèñòèêè
íå óïîìèíàþòñÿ. Åñëè æå äëÿ ðåøåíèÿ âàæíî, ÷òî äåòè ÿâëÿþòñÿ
ìàëü÷èêàìè è äåâî÷êàìè, òî ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ãðàôà
íóæíî îêðàñèòü â ðàçëè÷íûå öâåòà.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàçëè÷àòü è õàðàêòåðû îòíîøåíèé (ñâÿçåé)
ìåæäó ÷àñòÿìè îáúåêòà. Ðàññìîòðèì ãðàô, îïèñûâàþùèé ñåòü øîñ-
ñåéíûõ äîðîã. Âåðøèíû ãðàôà áóäóò çàäàâàòü ïåðåêðåñòêè, à ðåáðà
(êðèâûå) – ñàìè äîðîãè. Åñëè äîðîãè ÷åì-òî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðó-
ãà, íàïðèìåð, ïîêðûòèåì, è ýòî ñóùåñòâåííî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, òî
ðåáðà ñëåäóåò îêðàñèòü â ðàçíûå öâåòà â çàâèñèìîñòè îò êà÷åñòâà åãî
ïîêðûòèÿ. Äîðîãè ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì áóäóò çàäàíû îðèåí-
òèðîâàííûìè ðåáðàìè. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ðåáðàì ïðèïèñûâàþòñÿ
÷èñëà, çàäàþùèå äëèíó äîðîã, èõ ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè, ñòîè-
ìîñòü ïåðåâîçêè ãðóçà è ò. ä. Î÷åíü âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñ ïî-
ìîùüþ ãðàôîâ ìîæíî ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íå òîëüêî ìà-
òåðèàëüíûõ îáúåêòîâ, íî è ìîäåëè îáúåêòîâ, ìåæäó ÷àñòÿìè êîòîðûõ
ñóùåñòâóþò íåìàòåðèàëüíûå îòíîøåíèÿ è ñâÿçè.

Áîëåå ïîäðîáíàÿ ìîäåëü ëó÷øå îïèñûâàåò îáúåêò, íî ÿâëÿåòñÿ
áîëåå ñëîæíîé äëÿ èçó÷åíèÿ. ×àñòî íàì íóæíî ðåøèòü òàêóþ-òî çà-
äà÷ó, íî èç-çà ñëîæíîñòè ìû åå ðåøèòü íå ìîæåì è âûíóæäåíû äî-
âîëüñòâîâàòüñÿ ðåøåíèåì óïðîùåííîé. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì çà-
äà÷ó ñîåäèíåíèÿ ïÿòè ýëåêòðîííûõ ïðèáîðîâ, êàæäàÿ ïàðà èç êîòî-
ðûõ, êðîìå îäíîé, ñâÿçàíà ïðîâîäíèêàìè. Íåîáõîäèìî ñîåäèíèòü
ïðèáîðû òàê, ÷òîáû ïðîâîäíèêè íå ïåðåñåêàëèñü. Ðåøåíèå çàäà÷è
çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåííîì èçîáðàæåíèè íà ïëîñêîñòè íåêîòîðî-
ãî ãðàôà. Ïîñëå ðåøåíèÿ ìîæíî îáðàòèòü âíèìàíèå øêîëüíèêîâ íà
òî, ÷òî ìû èçîáðàæàëè ïðèáîðû â âèäå òî÷åê, à íà ñàìîì äåëå îíè
èìåþò íåêîòîðóþ ôîðìó, ìîãóò èìåòü íå îäèí, à íåñêîëüêî êîíòàê-
òîâ äëÿ ñîåäèíåíèÿ è ò. ä., ò. å. ìû ðåøèëè óïðîùåííóþ çàäà÷ó.

Ôàêòè÷åñêè ïîñòðîåíèå ìîäåëåé íà÷èíàåòñÿ óæå â äåòñêîì ñà-
äó, ïîñêîëüêó çàäà÷è íà ñîîòâåòñòâèÿ îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðî-
ñòåéøèõ ãðàôîâûõ ìîäåëåé. Êîíå÷íî, ñàìî óïîìèíàíèå òåðìèíà
«ìîäåëü» öåëåñîîáðàçíî â ñòàðøèõ êëàññàõ. Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé
ñâÿçàíî åùå è ñ îáó÷åíèåì øêîëüíèêîâ àáñòðàêòíîìó ìûøëåíèþ.

Îòìåòèì åùå îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Èñïîëüçîâàíèå ãðà-
ôîâûõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ôîðìàëèçìà â çíàíèÿõ. Îäíèì
èç âèäîâ ôîðìàëèçìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ó÷åíèê íå âèäèò ñâÿçè ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé è ôàêòîâ ñ ðåàëüíûì ìèðîì [162, ñ. 29]. Ñ ïî-
ìîùüþ ãðàôîâûõ ìîäåëåé ìîæíî â çàíèìàòåëüíîé ôîðìå çíàêî-
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ìèòü øêîëüíèêîâ ñ ðåàëüíûìè çàäà÷àìè, âîçíèêàþùèìè â íàóêå è
òåõíèêå [124]. Íàçîâåì, íàïðèìåð, çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ èíòåã-
ðàëüíûõ ñõåì, ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé, îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâà-
íèÿ ïåðåâîçîê, àíàëèçà èíôîðìàöèîííûõ ñåòåé è ìíîãèå äðóãèå.
Ãðàôîâûå ìîäåëè ïîçâîëÿþò òàêæå çíàêîìèòü øêîëüíèêîâ ñ ôàê-
òàìè èç ôèçèêè, õèìèè, áèîëîãèè, ýëåêòðîíèêè è äðóãèõ äèñöèï-
ëèí. Ðåøèì îäíó çàäà÷ó ïî õèìèè: «Íàñûùåííûì óãëåâîäîðîäîì
íàçûâàåòñÿ ñîåäèíåíèå óãëåðîäà Ñ, èìåþùåãî âàëåíòíîñòü 4, è âî-
äîðîäà Í, èìåþùåãî âàëåíòíîñòü 1, â êîòîðîì ïðè çàäàííîì ÷èñëå
àòîìîâ óãëåðîäà ñîäåðæèòñÿ íàèáîëüøåå ÷èñëî àòîìîâ âîäîðîäà.
Íàéäèòå ôîðìóëó íàñûùåííîãî óãëåâîäîðîäà, ñîäåðæàùåãî n àòî-
ìîâ óãëåðîäà».

Ðàññìîòðèì ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ àòîìû, à
ðåáðàìè – ñîîòâåòñòâóþùèå âàëåíòíûå ñâÿçè ìåæäó àòîìàìè. Ïî-
êàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî â ãðàôå íå ñóùåñòâóåò öèêëà, ò. å. çàì-
êíóòîãî ìàðøðóòà ïî ðåáðàì, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ
â îäíîé è òîé æå âåðøèíå. Åñëè îí åñòü, òî äîëæåí áûòü ñîñòàâëåí
èç àòîìîâ óãëåðîäà, ïîñêîëüêó âîäîðîä èìååò âàëåíòíîñòü 1 è ìî-
æåò ñîåäèíÿòüñÿ òîëüêî ñ îäíèì àòîìîì. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ
öèêëà ðàçîðâåì ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ àòîìàìè óãëåðîäà è ïðèñîåäè-
íèì ê êàæäîìó èç íèõ ïî àòîìó âîäîðîäà. ×èñëî àòîìîâ âîäîðîäà
óâåëè÷èòñÿ, çíà÷èò, èñõîäíûé ãðàô îïèñûâàë íå ìîëåêóëó íàñû-
ùåííîãî óãëåâîäîðîäà.

Â ïîñòðîåííîì ãðàôå ìîæíî ïåðåéòè ïî ðåáðàì îò ëþáîé âåð-
øèíû ê ëþáîé äðóãîé, è â íåì íåò öèêëîâ. Òàêîé ãðàô íàçûâàåò-
ñÿ äåðåâîì. Ïóñòü ìîëåêóëà ñîäåðæèò n àòîìîâ óãëåðîäà è m àòî-
ìîâ âîäîðîäà, ïîýòîìó â ãðàôå áóäåò n + m âåðøèí. Äàëåå ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷è íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äâóìÿ ïðåäâàðèòåëüíî
äîêàçàííûìè ïðîñòûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ïåðâîå: â äåðåâå ÷èñëî
ðåáåð íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëà âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, â ãðàôå
n + m – 1 ðåáåð. Âòîðîå: ñóììà ÷èñëà ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåð-
øèí ãðàôà, ðàâíà óäâîåííîìó ÷èñëó ðåáåð. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøå-
íèå íàçûâàåòñÿ ëåììîé î ðóêîïîæàòèè. (Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ
óòâåðæäåíèé â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî ïîçæå.) Èç âåðøèí,
îáîçíà÷àþùèõ àòîìû óãëåðîäà, âûõîäèò ïî 4 ðåáðà, à èç âåðøèí,
îáîçíà÷àþùèõ àòîìû âîäîðîäà, – îäíî. Èç ëåììû î ðóêîïîæàòè-
ÿõ âûòåêàåò: 4n + m = 2(n + m – 1). Îòñþäà ïîëó÷àåì: m = 2n + 2.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôîðìóëà íàñûùåííîãî óãëåâîäîðîäà, èìåþùåãî
n àòîìîâ óãëåðîäà, CnH2n+2. Ýòà çàäà÷à ÷àñòî âûçûâàåò óäèâëåíèå
ó øêîëüíèêîâ: îêàçûâàåòñÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó âåùåñòâà,
èñïîëüçóÿ òîëüêî îïðåäåëåíèå è íå ïðîâîäÿ õèìè÷åñêèõ îïûòîâ.

Êðîìå òîãî, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïîçâîëÿþò ëó÷øå óÿñíèòü
äâîéíóþ ñâÿçü ìàòåìàòèêè ñ ðåàëüíûì ìèðîì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñ
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ïîìîùüþ ìàòåìàòèêè, èçó÷àÿ ìîäåëè, ìû ñóùåñòâóþùèé ìèð, à ñ
äðóãîé – âîçíèêíîâåíèå íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è íåîáõî-
äèìîñòü èõ èññëåäîâàíèÿ èíèöèèðóþò è âîçíèêíîâåíèå íîâûõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Èñïîëüçîâàíèå ãðàôîâûõ çàäà÷
äëÿ ðàçâèòèÿ ñîîáðàçèòåëüíîñòè øêîëüíèêîâ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíîå ñîêðàùåíèå ÷àñîâ,
îòâîäèìûõ íà èçó÷åíèå åñòåñòâåííûõ äèñöèïëèí, â ïîëüçó èçó÷å-
íèÿ ãóìàíèòàðíûõ â öåëÿõ ãóìàíèçàöèè îáùåñòâà. Èçìåíåíèå ïðî-
ãðàìì íå ïðèíåñëî îæèäàåìîãî ýôôåêòà, òàê êàê ïðåäïîëàãàåìàÿ
ãóìàíèçàöèÿ âðÿä ëè ïðîèçîøëà, à âîò óìñòâåííîå ðàçâèòèå îáùåñ-
òâà ñíèçèëîñü. Êîñâåííî ýòî ïîäòâåðæäàþò íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ
ðîññèéñêèõ ïñèõîëîãîâ. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ðîññèéñêîå îáùåñòâî
ìåíåå èíòåëëåêòóàëüíî, ÷åì àìåðèêàíñêîå. Åùå â 50-õ ãã. ÕÕ â.
àìåðèêàíñêèé ïñèõîëîã ×. Ñïèðìåí îòìåòèë, ÷òî îáùèé èíòåëëåêò
÷åëîâåêà ñêëàäûâàåòñÿ èç òðåõ îòäåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ïðî-
ñòðàíñòâåííûé èíòåëëåêò îáåñïå÷èâàåò ïðåäñòàâëåíèå ðåàëüíîãî
ìèðà â ôîðìå îáðàçîâ è ìíîãîìåðíûõ ñõåì. Ñåìàíòè÷åñêèé èíòåë-
ëåêò ïîçâîëÿåò îïåðèðîâàòü ñóæäåíèÿìè è ïîíÿòèÿìè è îïðåäåëÿåò
óñïåøíîñòü «ìåòàôîðè÷åñêîãî» ìûøëåíèÿ. Ôîðìàëüíûé èëè ìà-
òåìàòè÷åñêèé èíòåëëåêò äàåò âîçìîæíîñòü ðàáîòàòü ñ àáñòðàêòíû-
ìè ñèìâîëàìè, ïðè÷åì áåç îïîðû íà íàãëÿäíîñòü. Èìåííî íèçêèé
óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêîãî èíòåëëåêòà ïðèâåë ê îáùåìó ñíèæåíèþ
êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà èíòåëëåêòóàëüíîñòè IQ ñðå-
äè ðîññèÿí. Îêàçàëîñü, ÷òî ó áîëüøèíñòâà äåòåé åãî óðîâåíü íåâû-
ñîê [119]. Ïðèìåðíî îá ýòîì ïèøåò è àêàäåìèê Â. È. Àðíîëüä:
«Çàïëàíèðîâàííàÿ Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ „ãóìàíèçàöèÿ“ è
„ãóìàíèòàðèçàöèÿ“ ïðåäóñìàòðèâàåò ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå
÷èñëà ÷àñîâ íà ìàòåìàòèêó ñ èñïîëüçîâàíèåì âûñâîáîäèâøèõñÿ ÷à-
ñîâ íà òàêèå ïðåäìåòû, êàê ìàêðàìå è êîíåâîäñòâî... Ê ñîæàëåíèþ,
ñåé÷àñ óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòè ñòðàíû â öåëîì íà÷àë
êàòîñòðîôè÷åñêè ïàäàòü» [10].

Óñêîðåíèå óìñòâåííîãî è ëîãè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ øêîëüíèêîâ,
óëó÷øåíèå èõ ñîîáðàçèòåëüíîñòè – îäíà èç ãëàâíûõ çàäà÷ ó÷èòåëÿ
â øêîëå. Èçâåñòíûé ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê è ïåäàãîã Á. Â. Ãíåäåíêî
ïèñàë: «Öåëü øêîëüíîãî îáó÷åíèÿ ñîñòîèò íå â òîì, ÷òîáû ïåðåãðó-
çèòü ïàìÿòü ó÷àùèõñÿ ñâåäåíèÿìè, êîòîðûå íå ïðåâðàùàþòñÿ â
îðóäèå òðóäà, à â òîì, ÷òîáû ñäåëàòü èõ óì ïûòëèâûì, ïîäâèæíûì,
ñïîñîáíûì àíàëèçèðîâàòü íîâûå ñèòóàöèè, íàõîäèòü ïîäõîäû ê ðå-
øåíèþ âîçíèêàþùèõ ïðîáëåì» [55]. Èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå ñîâðå-
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ìåííîé íàóêè è òåõíèêè òðåáóåò îò ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ âîñïèòà-
íèÿ ñïåöèàëèñòîâ, ñïîñîáíûõ áûñòðî ïðèñïîñàáëèâàòüñÿ ê èçìåíÿ-
þùèìñÿ óñëîâèÿì, ðåøàòü íåñòàíäàðòíûå ïðîáëåìû, ïðèíèìàòü
áûñòðûå è âåðíûå ðåøåíèÿ. Òåì íå ìåíåå øêîëüíèê çà÷àñòóþ, íåñ-
ìîòðÿ íà áîëüøîå âðåìÿ, îòâîäèìîå íà ìàòåìàòèêó, òåðÿåòñÿ ïåðåä
íåñëîæíûìè, íî íîâûìè, íåïîíÿòíûìè äëÿ íåãî çàäà÷àìè.

Îáúÿñíèòü ýòî ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê ãîâîðèëîñü ðà-
íåå, ñòàðøèå øêîëüíèêè ñïîñîáíû ïåðåéòè îò äåéñòâèé ïî ðåøå-
íèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ê îáîáùåíèÿì, ïîñòðîåíèÿì îáùèõ ïðàâèë
è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïðåäåëåííîãî òèïà. Ó÷èòåëÿì ñòàíî-
âèòñÿ ëåã÷å ðàáîòàòü. Ê ñîæàëåíèþ, íåêîòîðûå èç íèõ èçëèøíå
ôîðìàëèçóþò ïðîöåññ îáó÷åíèÿ, çëîóïîòðåáëÿþò àëãîðèòìè÷åñêîé
ñîñòàâëÿþùåé îáó÷åíèÿ â óùåðá ýâðèñòè÷åñêîé [71, 72]. Íàó÷èòü
øêîëüíèêîâ äóìàòü çíà÷èòåëüíî òðóäíåå, ÷åì íàó÷èòü èõ êîíêðåò-
íûì äåéñòâèÿì â êîíêðåòíîé îáñòàíîâêå. Î âðåäå è ïîñëåäñòâèÿõ
ôîðìàëüíîãî îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå ïèñàë èçîáðåòàòåëü ëîãàðèôìè-
÷åñêîé ëèíåéêè Ó. Îòðåä åùå â 1632 ã.: «Èñòèííûé ïóòü ê îâëàäå-
íèþ Èñêóññòâîì ïðîõîäèò íå ÷åðåç Èíñòðóìåíòû, íî ÷åðåç Äîêàçà-
òåëüñòâî. È ýòà íåëåïàÿ ìàíåðà íåâåæåñòâåííûõ ó÷èòåëåé íà÷èíàòü
ñ Èíñòðóìåíòîâ, à íå ñ Íàóêè. Ïîýòîìó âìåñòî Ìàñòåðñòâà èõ ó÷å-
íèêè îáó÷àþòñÿ òîëüêî òðþêàì, ïîäîáíî ôîêóñíèêàì. È íåñìîòðÿ
íà îáó÷åíèå, ýòî ïðèâîäèò ê ïîòåðå äðàãîöåííîãî âðåìåíè è ïðåâðà-
ùåíèþ óìîâ æàæäóùèõ è òðóäîëþáèâûõ â íåâåæåñòâåííûå è ëåíè-
âûå. Èñïîëüçîâàíèå èíñòðóìåíòîâ äåéñòâèòåëüíî ïðåâîñõîäíî, åñ-
ëè ÷åëîâåê âëàäååò èñòèííûì Ìàñòåðñòâîì, íî ïðåçðåííî, åñëè ýòî
âëàäåíèå ïðîòèâîïîñòàâëÿåòñÿ Èñêóññòâó» [196, c. 56].

Îáó÷åíèå äóìàòü, ñòàâèòü âîïðîñû â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷
è îòâå÷àòü íà íèõ íà÷èíàåòñÿ ñ ïðîñòûõ çàäà÷, â êîòîðûõ äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ îòâåòà íóæíî âûïîëíèòü îäíî äåéñòâèå. Â äàëüíåéøåì
ïåðåõîäÿò ê ðåøåíèþ ñîñòàâíûõ çàäà÷, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ïðîñòûõ. Ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêè
ëþáîé ñîñòàâíîé çàäà÷è â ìëàäøèõ êëàññàõ ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå äåðåâà ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Êîðåíü äåðåâà ñîîò-
âåòñòâóåò îòâåòó íà âîïðîñ çàäà÷è. Íî äëÿ îòâåòà íóæíî çíàòü íå-
êîòîðûå çíà÷åíèÿ. Âåðøèíû ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì çíà÷å-
íèÿì, ñîåäèíÿþòñÿ ñ êîðíåì. Íåêîòîðûå èç çíà÷åíèé ìîãóò áûòü
èçâåñòíû, à äðóãèå íåò. Íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ìîæíî óçíàòü, âû-
ïîëíèâ äåéñòâèÿ íàä âåëè÷èíàìè, ÷àñòü èç êîòîðûõ èçâåñòíà, à
÷àñòü íåò, è ò. ä. Ïðåäñòàâëåíèå çàäà÷è òàêèì îáðàçîì, ñ îäíîé
ñòîðîíû, ïîçâîëèò ñèñòåìàòèçèðîâàòü ëîãè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ
øêîëüíèêà, à ñ äðóãîé – îïÿòü-òàêè ïðèâåäåò ê ïîíÿòèþ àëãîðèò-
ìà. Ïîäîáíûé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ïðè ðåøåíèè àë-
ãåáðàè÷åñêèõ, òàê è ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ [71, 189].
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ çàäà÷ó: «Äåòè âûðàñòèëè
40 êóð, 9 ãóñåé, à óòîê íà 4 ìåíüøå, ÷åì êóð è ãóñåé âìåñòå. Ñêîëüêî
óòîê âûðàñòèëè äåòè?» [195].

Çíàÿ êîëè÷åñòâî êóð è ãóñåé, ìîæíî íàéòè èõ îáùåå êîëè÷åñ-
òâî, à çàòåì è êîëè÷åñòâî óòîê. Ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäñòàâëå-
íà íà ðèñ. 7.

Ãðàô ïîìîãàåò îáíàðóæèòü è äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ.
1) 9 – 4 = 5 – íà ñòîëüêî áîëüøå óòîê, ÷åì êóð;
2) 40 + 5 = 45 – óòîê âûðàñòèëè äåòè.
Çàäà÷è ïî òåîðèè ãðàôîâ – íåðåäêèå ãîñòüè íà ìàòåìàòè÷åñêèõ

îëèìïèàäàõ âñåõ óðîâíåé [34, 46, 73, 185]. Ýòî íå óäèâèòåëüíî:
âåäü ðåøåíèå ýòèõ îëèìïèàäíûõ çàäà÷ ïðàêòè÷åñêè îñíîâûâàåòñÿ
íà çäðàâîì ñìûñëå, íà ñîîáðàçèòåëüíîñòè, îíè íå òðåáóþò ãëóáî-
êèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó: «Ìûøêà ãðûçåò êóá ñûðà ñ ðåáðîì 3, ðàçáèòûé íà 27 åäè-
íè÷íûõ êóáèêîâ. Êîãäà îíà ñúåäàåò êàêîé-ëèáî êóáèê, òî ïåðåõî-
äèò ê äðóãîìó êóáèêó, èìåþùåìó îáùóþ ãðàíü ñ ïðåäûäóùèì. Ìî-
æåò ëè ìûøêà ñúåñòü âåñü êóá, êðîìå öåíòðàëüíîãî êóáèêà?» [73].
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íóæíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî 26 åäèíè÷íûõ êó-
áèêîâ, îòëè÷íûõ îò öåíòðàëüíîãî, ñëåäóåò ðàñêðàñèòü â øàõìàòíîì
ïîðÿäêå äâóìÿ êðàñêàìè, íàïðèìåð, ÷åðíîé è áåëîé. Êàæäîìó åäè-
íè÷íîìó êóáèêó ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíó ãðàôà è ñîåäè-
íèì äâå âåðøèíû ðåáðîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì êóáèêè èìåþò
îáùóþ ãðàíü. Ïîñêîëüêó â ëþáîé ïàðå òàêèõ êóáèêîâ îäèí êóáèê
áóäåò ÷åðíûì, à äðóãîé – áåëûì, òî âåðøèíû ãðàôà ðàçäåëÿòñÿ íà
äâå ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êóáèêàì êàæäîãî öâåòà. Ëþáîå ðåáðî
áóäåò ñîåäèíÿòü âåðøèíû ðàçíûõ ÷àñòåé. (Òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ
äâóäîëüíûì.) Â îäíîé ÷àñòè îêàæåòñÿ 12 âåðøèí, âî âòîðîé – 14.
Ëþáîé ìàðøðóò ìûøêè ïî êóáó ñîîòâåòñòâóåò ìàðøðóòó ïðîõîæ-
äåíèÿ âåðøèí ãðàôà. Òàê êàê ìûøü ñúåäàåò êàæäûé êóáèê îäèí
ðàç, òî ìàðøðóò ïî ãðàôó äîëæåí ïðîõîäèòü êàæäóþ âåðøèíó ðîâ-
íî îäèí ðàç. Òàêîé ìàðøðóò íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé öåïüþ. Îä-
íàêî, ïîñêîëüêó â ìàðøðóòå ïî ãðàôó ÷åðåäóþòñÿ âåðøèíû ðàçíûõ
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÷àñòåé, ãàìèëüòîíîâîé öåïè â äâóäîëüíîì ãðàôå, îäíà ÷àñòü êîòî-
ðîãî èìååò íà äâå âåðøèíû áîëüøå, ÷åì äðóãàÿ, íå ñóùåñòâóåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìûøü íå ìîæåò ñúåñòü ñûð óêàçàííûì ñïîñîáîì.

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ ðàçíîé òðóäíîñòè ìîæíî ðåøèòü ñ ïî-
ìîùüþ ëåììû î ðóêîïîæàòèÿõ. Âîò ïðîñòàÿ çàäà÷à íà ýòó òåìó: «11
øêîëüíèêîâ, óåçæàÿ íà êàíèêóëû, äîãîâîðèëèñü, ÷òî êàæäûé èç íèõ
ïîøëåò îòêðûòêè òðåì èç îñòàëüíûõ. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî
êàæäûé ïîëó÷èò îòêðûòêè îò òåõ, êîìó ïîñëàë ñàì?» [17]. Îáîçíà-
÷èì øêîëüíèêîâ âåðøèíàìè ãðàôà, à åñëè øêîëüíèêè îáìåíÿëèñü
îòêðûòêàìè, òî ñîåäèíèì ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ðåáðîì. Òîãäà
èç êàæäîé âåðøèíû âûéäóò ðîâíî òðè ðåáðà, à ýòî íåâîçìîæíî, òàê
êàê ñóììà âûõîäÿùèõ ðåáåð äîëæíà áûòü ÷åòíûì ÷èñëîì.

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé íå
òðåáóåòñÿ íè÷åãî, êðîìå ñîîáðàæåíèÿ: «Ñðåäè äåâÿòè ìóøêåòåðîâ
íåêîòîðûå ïîññîðèëèñü è âûçâàëè äðóã äðóãà íà äóýëü. Îêàçàëîñü,
÷òî íåò òàêîé òðîéêè ìóøêåòåðîâ, â êîòîðîé âñå äîëæíû äðàòüñÿ
ìåæäó ñîáîé. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ÷åòâåðêà ìóøêåòåðîâ, â êî-
òîðîé íåò íè îäíîé ïàðû ïîññîðèâøèõñÿ» [24].

Ïðåäñòàâèì ìóøêåòåðîâ âåðøèíàìè ãðàôà G è ñîåäèíèì äâå âåð-
øèíû ðåáðîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ìóøêåòåðû ïîññîðèëèñü. Ìóø-
êåòåðîâ áóäåì îáîçíà÷àòü áîëüøèìè áóêâàìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì
âåðøèíû òåìè æå ìàëûìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå åñòü âåðøèíà
v, êîòîðàÿ ñîåäèíåíà ðåáðàìè íå ìåíåå ÷åì ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè v1,
v2, v3, v4, … Â ýòîì ñëó÷àå íè îäíà ïàðà âåðøèí vi, vj íå ìîæåò áûòü
ñîåäèíåíà ðåáðîì, òàê êàê òðîéêå ìóøêåòåðîâ V, Vi, Vj ïðèäåòñÿ
äðàòüñÿ ìåæäó ñîáîé, ÷òî çàïðåùåíî óñëîâèÿìè çàäà÷è. Ïîýòîìó V1,
V2, V3, V4 îáðàçóþò òðåáóåìóþ ÷åòâåðêó ìóøêåòåðîâ.

Ïóñòü òåïåðü êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà ñîåäèíåíà íå áîëåå ÷åì ñ
òðåìÿ âåðøèíàìè. Èç ëåììû î ðóêîïîæàòèÿõ ñëåäóåò, ÷òî èç êàæ-
äîé âåðøèíû íå ìîæåò âûõîäèòü ïî òðè ðåáðà è ñóùåñòâóåò âåðøè-
íà u, èç êîòîðîé âûõîäèò íå áîëüøå äâóõ ðåáåð. Ðàññìîòðèì ãðàô
T, ïîðîæäåííûé ðåáðàìè ãðàôà G, ñîåäèíÿþùèìè øåñòü âåðøèí,
íå ñîåäèíåííûõ ñ âåðøèíîé u. Ïóñòü âåðøèíà w ãðàôà Ò ñîåäèíåíà
ñ òðåìÿ âåðøèíàìè w1, w2, w3 ýòîãî æå ãðàôà. Òàê æå, êàê è ðàíåå
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðøèíû w1, w2, w3 íå ñîåäèíåíû ðåáðàìè. Ïîý-
òîìó ìóøêåòåðû U, W1, W2, W3 îáðàçóþò íóæíóþ ãðóïïó. Åñëè æå
âåðøèíà w ãðàôà Ò íå ñîåäèíåíà ñ òðåìÿ âåðøèíàìè w1, w2, w3 ýòî-
ãî æå ãðàôà, òî èç óñëîâèé çàäà÷è âûòåêàåò, ÷òî ñðåäè âåðøèí w1,
w2, w3 íàéäåòñÿ ïàðà íå ñîåäèíåííûõ ðåáðîì, íàïðèìåð, âåðøèíû
w1, w2. Òîãäà íóæíóþ ãðóïïó îáðàçóþò ìóøêåòåðû U, W, W1, W2..
Çàäà÷à ðåøåíà.

Âìåñòå ñ òåì ìîæíî ïðåäëîæèòü çàäà÷è, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì áîëåå ãëóáîêèõ ôàêòîâ òåîðèè ãðàôîâ, ïðè÷åì äî-
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êàçàòåëüñòâî èõ áóäåò íåÿâíî ïðîèñõîäèòü ïðè ðåøåíèè. Ðàññìîò-
ðèì òàêóþ çàäà÷ó: «Íåôòÿíàÿ êîìïàíèÿ ðåøèëà óñòàíîâèòü àâòî-
çàïðàâî÷íûå êîëîíêè íà ïåðåêðåñòêàõ óëèö ãîðîäà, êîòîðûé èìååò
162 îòðåçêà óëèö ìåæäó ïåðåêðåñòêàìè. Ðåøåíî áûëî íå óñòàíàâ-
ëèâàòü áîëåå îäíîé êîëîíêè íà ñîñåäíèõ ïåðåêðåñòêàõ. Èçâåñòíî,
÷òî â ãîðîäå íà êàæäîì ïåðåêðåñòêå ñõîäèòñÿ íå ìåíåå ÷åòûðåõ
óëèö. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ êîìïàíèÿ íå ñìîæåò óñòà-
íîâèòü áîëåå 40 êîëîíîê».

Ðåøåíèå çàäà÷è îñíîâàíî íà èçâåñòíîé îöåíêå ÷èñëà íåçàâè-
ñèìîñòè: �0(G) � m(G)/�(G), ãäå �0(G) – ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè
ãðàôà G (íàèáîëüøåå ÷èñëî âåðøèí ãðàôà, ìåæäó êîòîðûìè íåò
íè îäíîãî ðåáðà), m(G) – ÷èñëî ðåáåð ãðàôà, �(G) – íàèìåíüøåå
èç ÷èñåë ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèí ãðàôà. Ñõåìà ãîðîäà åñòåñ-
òâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåò ãðàô, â êîòîðîì ïåðåêðåñòêè –

âåðøèíû, à îòðåçêè óëèö ìåæäó íèìè – ðåáðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
êîëîíêè óñòàíîâëåíû íà k ïåðåêðåñòêàõ: u1, u2, … uk. Èç ýòèõ
ïåðåêðåñòêîâ âûõîäèò ñîîòâåòñòâåííî d1, d2, … dk óëèö. Ïóñòü
m = d1 + d2 +…+ dk. Ïîñêîëüêó ïåðåêðåñòêè íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíè-
ìè, òî âñå îòðåçêè, âûõîäÿùèå èç íèõ, ðàçíûå, ïîýòîìó m � 162.
Òàê êàê èç óñëîâèé çàäà÷è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 4 � di, òî
4k � m. Îòñþäà 4k � 162 è k � 40.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: «Êîðîëü îäíîé ñêàçî÷íîé
ñòðàíû ïðèãëàñèë íà ïèð ëþäîåäîâ, æèâóùèõ â åãî ñòðàíå. Ñðåäè
íèõ åñòü ëþäîåäû, êîòîðûå õîòÿò ñúåñòü äðóãèõ ëþäîåäîâ. (Åñëè
ëþäîåä À õî÷åò ñúåñòü ëþäîåäà Â, òî ýòî íå çíà÷èò, ÷òî ëþäîåä Â
õî÷åò ñúåñòü ëþäîåäà À.) Èçâåñòíî, ÷òî íàèáîëüøàÿ öåïî÷êà, â êî-
òîðîé ïåðâûé ëþäîåä õî÷åò ñúåñòü âòîðîãî, âòîðîé – òðåòüåãî, òðå-
òèé – ÷åòâåðòîãî è ò. ä., ñîñòîèò èç øåñòè ëþäîåäîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
êîðîëü ìîæåò òàê ðàññàäèòü ëþäîåäîâ ïî øåñòè êîìíàòàì, ÷òî â
êàæäîé êîìíàòå íèêòî íèêîãî íå õî÷åò ñúåñòü». Ïðè ðåøåíèè ýòîé
çàäà÷è ìîæíî «çàìàñêèðîâàíî» äîêàçàòü è èñïîëüçîâàòü èçâåñòíóþ
òåîðåìó Ò. Ãàëëàè è Á. Ðóà, ïîëó÷åííóþ â 1967 ã. Äëÿ ôîðìóëè-
ðîâêè òåîðåìû ââåäåì íóæíûå îïðåäåëåíèÿ. Îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô èëè îðãðàô îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî òåì, ÷òî êàæäîå ðåáðî
åãî, íàçûâàåìîå äóãîé, îðèåíòèðîâàíî, ò. å. èìååò íà÷àëî è êîíåö.
Ïóòåì â îðãðàôå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã, â êîòîðîé
êîíåö îäíîé äóãè ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì äðóãîé. Äëèíà ïóòè – ýòî ÷èñëî
äóã â ïóòè. Ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé îðãðàôà íàçûâàåòñÿ ïðèïèñû-
âàíèå âåðøèíàì ãðàôà ìåòîê (êðàñîê) òàê, ÷òî äâå âåðøèíû, êîòî-
ðûì ïðèïèñàíî îäíî è òî æå ÷èñëî, íå ñîåäèíåíû ðåáðîì. Õðîìà-
òè÷åñêîå ÷èñëî c(G) ãðàôà G – ýòî íàèìåíüøåå ÷èñëî êðàñîê, ïðè
êîòîðîì âîçìîæíà åãî ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà. Òåîðåìà: «Åñëè k –

ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïóòè â îðãðàôå G, òî �(G) � k + 1».
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Ïîñòðîèì îðãðàô G, â êîòîðîì âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ëþäîå-
äàì, à äóãà èäåò îò âåðøèíû u äî âåðøèíû v, êîãäà ëþäîåä, ñîîò-
âåòñòâóþùèé ïåðâîé âåðøèíå, õî÷åò ñúåñòü ëþäîåäà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî âòîðîé âåðøèíå. Áóäåì óäàëÿòü èç îðãðàôà äóãè äî òåõ ïîð,
ïîêà â ïîëó÷åííîì îðãðàôå G1 íå îñòàíåòñÿ êîíòóðîâ, ò. å. ïóòåé,
êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ è çàêàí÷èâàþòñÿ â îäíîé è òîé æå âåðøèíå.
Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v îðãðàôà G1 îïðåäåëèì ìåòêó t(v) êàê ÷èñëî
âåðøèí â íàèáîëüøåì ïóòè â îðãðàôå G1 ñ íà÷àëîì â âåðøèíå v. Èç
óñëîâèé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå t(v) ðàâíî 0, à
ìàêñèìàëüíîå – 5.

Ïîñàäèì ëþäîåäà, ñîîòâåòñòâóþùåãî âåðøèíå v, â êîìíàòó ñ
íîìåðîì t(v). Äîêàæåì, ÷òî â êàæäîé êîìíàòå íèêòî íèêîãî íå õî-
÷åò ñúåñòü. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè âåðøèí ñ îäè-
íàêîâîé ìåòêîé â îðãðàôå G íåò âåðøèí, ñîåäèíåííûõ äóãîé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè âåðøèíû ñîåäèíåíû äóãîé â îðãðàôå G1, òî îíè
èìåþò ðàçíûå ìåòêè. Åñëè æå äóãè (u, v) íåò â G1, òî äîáàâëåíèå åå
ê G1 ïðèâåäåò ê âîçíèêíîâåíèþ êîíòóðà (âñïîìíèì ïðàâèëî ïîñ-
òðîåíèÿ ãðàôà G1). Ñëåäîâàòåëüíî, â ãðàôå G1 ñóùåñòâóåò ïóòü èç
âåðøèíû v â âåðøèíó u, à ïîýòîìó ýòè âåðøèíû èìåþò ðàçíûå ìåò-
êè. Çàäà÷à ðåøåíà.

Èç îïðåäåëåíèé, ïðèâåäåííûõ ïðè ðåøåíèè äâóõ ïîñëåäíèõ çà-
äà÷, ïðè ðàáîòå ñî øêîëüíèêàìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïðî-
ñòûå è ïîíÿòíûå äëÿ íèõ îïðåäåëåíèÿ îðãðàôà, äóãè, ïóòè, äëèíû
ïóòè.

Îòìå÷åíî, ÷òî ó÷åíèêè ìëàäøèõ è ñðåäíèõ êëàññîâ ìûñëÿò
êîíêðåòíî, ïëîõî âîñïðèíèìàþò àáñòðàêöèè, ñ òðóäîì ïåðåõîäÿò
îò ÷àñòíûõ çàäà÷ ê îáîáùåíèÿì [29], ïîýòîìó ñ íèìè ëó÷øå ðåøàòü
çàäà÷è, â êîòîðûõ çàäàíû êîíêðåòíûå ÷èñëà. Òàê óñëîâèå: «Â êîì-
ïàíèè èç 53 ÷åëîâåê êàæäûé çíàêîì íå ìåíåå ÷åì ñ 27» â ýòîì ñëó-
÷àå ïðåäïî÷òèòåëüíåå óñëîâèÿ: «Â êîìïàíèè êàæäûé çíàêîì íå ìå-
íåå ÷åì ñ ïîëîâèíîé ïðèñóòñòâóþùèõ». Òåì íå ìåíåå ïîñëå ðåøå-
íèÿ íåñêîëüêèõ îäíîòèïíûõ çàäà÷ ìîæíî ïåðåéòè ê îáîáùåíèÿì è
ê îáùåé ôîðìóëèðîâêå. Ýòî æå ñëåäóåò äåëàòü â ìëàäøèõ è ñðåä-
íèõ êëàññàõ è ïðè äîêàçàòåëüñòâå îáùèõ ôàêòîâ.

Îáñóæäåíèå óñëîâèé çàäà÷, îáâèíåíèå â èñêóññòâåííîñòè îïè-
ñûâàåìûõ ñèòóàöèé ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì â ìëàäøèõ êëàññàõ. Íàïðè-
ìåð, óñëîâèå: «Êàæäûé ó÷åíèê îäíîãî êëàññà çíàêîì ðîâíî ñ òðåìÿ
ó÷åíèêàìè äðóãîãî êëàññà» âûçûâàåò ñîìíåíèå â èñòèííîñòè ýòîãî
óñëîâèÿ. Ðåøåíèå ãðàôîâûõ çàäà÷ ïîìîãàåò ïåðåõîäó îò êîíêðåò-
íîãî ìûøëåíèÿ øêîëüíèêîâ ê àáñòðàêòíîìó.

Êðîìå òîãî, øêîëüíèêîâ îäíîâðåìåííî ìîæíî ó÷èòü ÷åòêî
ôîðìóëèðîâàòü è ïîíèìàòü ìàòåìàòè÷åñêèå è ëîãè÷åñêèå çàäà÷è,
óìåòü çàìå÷àòü ïðîòèâîðå÷èÿ ïðè èõ ïîñòàíîâêå. Íàïðèìåð, ôðàçó
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«Èç êàæäîé òî÷êè âûõîäÿò äâå ëèíèè» ìíîãèå èç ó÷åíèêîâ ïîíèìà-
þò òàê, ÷òî âûõîäÿò ðîâíî äâå ëèíèè, õîòÿ íà ñàìîì äåëå èõ ìîæåò
áûòü è äâå, è òðè, è äåñÿòü è ò. ä.

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ çàäà-
÷ó: «Åñòü òðè äîìà è òðè êîëîäöà. Õîçÿåâà äîìîâ ïîññîðèëèñü è ðå-
øèëè ïðîâåñòè äîðîæêè îò ñâîèõ äîìîâ ê êàæäîìó èç êîëîäöåâ
òàê, ÷òîáû äîðîæêè íå ïåðåñåêàëèñü. Âîçìîæíî ëè ýòî?» Ðåøåíèå
çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå íåâîçìîæíîñòè èçîáðàæåíèÿ
ãðàôà, â êîòîðîì äîìà è êîëîäöû çàäàíû âåðøèíàìè, à äîðîæêè
ðåáðàìè, íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû ðåáðà íå ïåðåñåêàëèñü.

Ïîêà àâòîð äàííîé êíèãè äîêàçûâàë ó äîñêè íåâîçìîæíîñòü òà-
êîãî èçîáðàæåíèÿ, îäèí èç ó÷åíèêîâ çàÿâèë, ÷òî íóæíîå ðàñïîëî-
æåíèå äîðîæåê âîçìîæíî, è ïðåäúÿâèë ðèñóíîê (ñì. ðèñ. 8). Ìåòî-
äè÷åñêàÿ îøèáêà àâòîðà çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî îí ïîñ÷èòàë î÷å-
âèäíûì äëÿ ó÷åíèêîâ òåðìèí: ðåáðà íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ëèíèè
íàçûâàþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ, åñëè îíè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.
Ó÷åíèê æå ñ÷èòàë, ÷òî ëèíèè ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè îíè èìåþò îáùóþ
òî÷êó, è äëÿ îäíîé èç ëèíèé ñóùåñòâóþò òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå ïî
îáå ñòîðîíû îò äðóãîé. Ïîýòîìó ïî åãî «îïðåäåëåíèþ» ïàðû ðåáåð
(2, 6) è (2, 5) èëè (2, 6) è (3, 5) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Êðîìå òîãî, ñëå-
äîâàëî áû óòî÷íèòü ãðàôîâóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è, òàê êàê ðåá-
ðà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåðøèíû, èìåþò îáùóþ òî÷êó, ò. å. ïåðå-
ñåêàþòñÿ. Ýòîò ïðèìåð òàêæå ïîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü îáó÷åíèÿ
øêîëüíèêîâ ÷åòêîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóëèðîâîê.

Ê ñîæàëåíèþ, â íà÷àëüíûõ êëàññàõ ÷àñòî íàðóøàåòñÿ äèäàêòè-
÷åñêèé ïðèíöèï ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáó÷åíèÿ. Êàê ïðàâèëî, â ïåð-
âûé êëàññ ïðèõîäÿò äåòè ñ ðàçíîé ñòå-
ïåíüþ ïîäãîòîâêè: íåêîòîðûå èç íèõ
ìîãóò âûïîëíÿòü îòíîñèòåëüíî ñëîæ-
íûå äåéñòâèÿ ñ äâóçíà÷íûìè èëè òðåõ-
çíà÷íûìè ÷èñëàìè, à äðóãèå ñ òðóäîì
îðèåíòèðóþòñÿ â ïðåäåëàõ äåñÿòêà.
Ïîñêîëüêó îáó÷åíèå ÷àñòî îðèåíòèðó-
åòñÿ íà ñðåäíåãî ó÷åíèêà, òî ëó÷øèå
ó÷åíèêè ïîëó÷àþò õîðîøèå îòìåòêè,
íå ïðèëàãàÿ óñèëèé ñî ñâîåé ñòîðîíû.
Îíè ïîñòåïåííî îòâûêàþò ðàáîòàòü, à
íåêîòîðûå è íå ïðèâûêàþò. Ðåøåíèå
çàíèìàòåëüíûõ ãðàôîâûõ çàäà÷ ïîìî-
æåò ñãëàäèòü òàêóþ ñèòóàöèþ.

Ãðàôîâûå çàäà÷è ñòàëè ïîÿâëÿòü-
ñÿ íà âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíàõ â âó-
çû. Âîò îäíà èç íèõ, ïðåäëàãàâøàÿñÿ
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â ÁÃÓ: «Íà ïëîñêîñòè äàíû 25 òî÷åê. Èçâåñòíî, ÷òî èç ëþáûõ
òðåõ òî÷åê ìîæíî âûáðàòü äâå, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè
ìåíüøå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè òî÷åê íàéäóòñÿ 13, ëåæàùèõ â
êðóãå ðàäèóñà 1» [120]. (Îïûò àâòîðà ãîâîðèò, ÷òî àáèòóðèåíòû ñ
òàêèìè çàäà÷àìè ñïðàâëÿþòñÿ ïëîõî.) Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâå
òî÷êè (âåðøèíû ãðàôà) ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó íèìè ìåíüøå 1. Ïîêàæåì, ÷òî åñòü òî÷êà, èç êîòîðîé âûõîäèò
íå ìåíüøå 12 ðåáåð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðå-
áåð, âûõîäÿùèõ èç òî÷êè, íå áîëåå 11, è âûõîäÿò îíè èç òî÷êè u.
Òîãäà òî÷åê, íå ñîåäèíåííûõ ñ òî÷êîé u, áóäåò íå ìåíåå 13. Ñðåäè
íèõ îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâå òî÷êè v è w, íå ñîåäèíåííûå ìåæäó
ñîáîé, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç ëþáîé òî÷êè, íå ñîåäèíåí-
íîé ñ òî÷êîé u, áóäåò âûõîäèòü íå ìåíåå 12 ðåáåð, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî
ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî õîòÿ áû îäíó ïàðó òî÷åê èç ìíîæåñòâà {u, v,
w}. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì çàäà÷è. Ïîýòîìó ñóùåñ-
òâóåò òî÷êà, êîòîðàÿ ñîåäèíåíà ðåáðàìè ñ 12 òî÷êàìè. Âñå ýòè 13
òî÷åê ëåæàò â êðóãå ðàäèóñà 1.

Ãðàôîâûå çàäà÷è èìåþò áîëüøîå äîñòîèíñòâî: èõ ìîæíî èçëà-
ãàòü â çàíèìàòåëüíîé èëè èãðîâîé ôîðìå. Ýòî áûëî èñïîëüçîâàíî
àâòîðîì ïðè íàïèñàíèè äâóõ çàíèìàòåëüíûõ êíèã ïî òåîðèè ãðàôîâ
[124, 128]. Îäíà èç íèõ – «Íåçíàéêà â ñòðàíå ãðàôîâ» – ðàññ÷èòàíà
íà ó÷åíèêîâ 5–7 êëàññîâ. Â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ íà÷àëüíûå ñâåäå-
íèÿ èç òåîðèè. Êíèãà íàïèñàíà â âèäå äèàëîãîâ Íåçíàéêè, Çíàéêè
è èõ äðóçåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî þíûé ÷èòàòåëü ñàì áóäåò ïûòàòü-
ñÿ îòâå÷àòü íà âîïðîñû, âîçíèêàþùèå â äèàëîãàõ.

Âòîðàÿ êíèãà – «Çàíèìàòåëüíûå çàäà÷è ïî òåîðèè ãðàôîâ» –

ñîäåðæèò áîëåå ñòà çàäà÷ ðàçëè÷íîé ñòåïåíè òðóäíîñòè âìåñòå ñ
èõ ðåøåíèåì è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ øêîëüíèêàìè äëÿ ñàìîñòî-
ÿòåëüíîé ðàáîòû è ó÷èòåëÿìè íà ôàêóëüòàòèâàõ è ïðè ïîäãîòîâêå
ê îëèìïèàäàì ó÷åíèêîâ 5–11 êëàññîâ. ×àñòü çàäà÷ íå òðåáóåò îñî-
áûõ çíàíèé ïî òåîðèè ãðàôîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñðåäè òàêèõ
çàäà÷ åñòü è äîñòàòî÷íî òðóäíûå. Ïðè ðåøåíèè äðóãèõ çàäà÷ èñ-
ïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå ñåðüåçíûå ôàêòû òåîðèè. Àâòîð ñîçíà-
òåëüíî âêëþ÷èë äîêàçàòåëüñòâà ãðàôîâûõ òåîðåì â ïðîöåññ ðåøå-
íèÿ çàäà÷.

Ðåøåíèå ãðàôîâûõ çàäà÷ ïîçâîëèò îäíîâðåìåííî ñ ðàçâèòèåì
îáùèõ óìñòâåííûõ ñïîñîáíîñòåé äåòåé ðàçâèâàòü è èõ äèñêðåòíîå
ìûøëåíèå. À ýòî áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü ëó÷øåìó è áîëåå ãëóáîêîìó
îñâîåíèþ èìè èíôîðìàòèêè, òåîðåòè÷åñêîé áàçîé êîòîðîé ÿâëÿåò-
ñÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. Íå ñëó÷àéíî ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ
âêëþ÷åíû â ïðîãðàììó äëÿ óãëóáëåííîãî èçó÷åíèÿ èíôîðìàòèêè â
10–11 êëàññàõ îáùåîáðàçîâàòåëüíîé øêîëû [98].
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Èñïîëüçîâàíèå ãðàôîâûõ çàäà÷
äëÿ ðàçâèòèÿ âîîáðàæåíèÿ øêîëüíèêîâ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èäåò ìíîãî ðàçãîâîðîâ î ãóìàíèçàöèè è ãó-
ìàíèòàðèçàöèè îáðàçîâàíèÿ. Íî äëÿ ýòèõ öåëåé íàðÿäó ñ ïðåäìåòà-
ìè ãóìàíèòàðíîãî ïðîôèëÿ ìîæíî óñïåøíî èñïîëüçîâàòü è åñòåñ-
òâåííîíàó÷íûå äèñöèïëèíû, â òîì ÷èñëå è ìàòåìàòèêó. Ìàòåìàòè-
÷åñêîå îáðàçîâàíèå íå ïîìåøàëî Àíäðåþ Áåëîìó è Àëåêñàíäðó
Ñîëæåíèöèíó ñòàòü âåëèêèìè ïèñàòåëÿìè. Ñîâðåìåííûé ýòàï ðàç-
âèòèÿ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ øêîë Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü òðåáóåò
èçìåíåíèÿ òðàäèöèîííîé ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Íóæåí ïå-
ðåõîä îò èíôîðìàöèîííî-îáúÿñíèòåëüíîé òåõíîëîãèè ê äåÿòåëü-
íî-ðàçâèâàþùåé, íàïðàâëåííîé íà ðàçâèòèå ëè÷íîñòíûõ êà÷åñòâ
êàæäîãî øêîëüíèêà. Âàæíû íå òîëüêî óñâîåííûå çíàíèÿ, íî è ñàìè
ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ è ïåðåðàáîòêè ó÷åáíîé èíôîðìàöèè, ðàçâèòèå
ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè è òâîð÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ó÷åíèêà,
ñóùåñòâåííûé ïåðåñìîòð ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé ïðîãðàììû ïî ìà-
òåìàòèêå.

×åëîâåê èìååò äâå ñèñòåìû ìûøëåíèÿ: ëîãè÷åñêóþ è îáðàçíóþ.
Ïåðâàÿ áîëåå õàðàêòåðíà äëÿ åñòåñòâåííèêîâ è èíæåíåðîâ, âòî-
ðàÿ – äëÿ ïèñàòåëåé, õóäîæíèêîâ, àðòèñòîâ. Â òî æå âðåìÿ àêàäå-
ìèê Ðàóøåíáàõ ïèøåò: «Óâåðåí, ÷òî íóæíû îáà ñïîñîáà ìûøëåíèÿ
â íàóêå. Â ïðîöåññå íàó÷íîé ðàáîòû ÷àñòî âîçíèêàþò î÷åíü âàæíûå
èäåè íà îáðàçíîì óðîâíå. Èíîãäà íàñòóïàåò òàêîé ìîìåíò, êîãäà
íóæíî îòáðîñèòü ëîãèêó» [161].

Íèæå îïèñûâàåòñÿ îïûò èñïîëüçîâàíèÿ ãðàôîâûõ çàäà÷ â øêî-
ëå ¹ 3 ã. Íîâîïîëîöêà äëÿ ðàçâèòèÿ âîîáðàæåíèÿ ó÷åíèêîâ.

Â ðàìêàõ äîïîëíèòåëüíûõ (ðàçâèâàþùèõ) çàíÿòèé ïî ìàòåìà-
òèêå â 5–7 êëàññàõ øêîëû ïðîõîäèëî èçó÷åíèå ãëàâ êíèãè «Íåç-
íàéêà â ñòðàíå ãðàôîâ» [128]. Ïðè ýòîì äåëàëñÿ óïîð íà ñàìîñòîÿ-
òåëüíóþ âíåêëàññíóþ ðàáîòó øêîëüíèêîâ. Â ó÷åáíèêå ïî ìàòåìà-
òèêå äëÿ 6 êëàññà [39] â ðàçäåëå âíåêëàññíîé ðàáîòû ïðèâåäåíû
çàäà÷è (¹ 569, 1204, 1233, 1287), êîòîðûå ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ãðàôîâ. Ýòè çàäà÷è ñòàëè îïîðíûìè ïðè ðàáîòå íàä óêàçàííîé âû-
øå êíèãîé. Âíà÷àëå ó÷èòåëü ïîêàçàë ñâÿçü çàäà÷ èç ó÷åáíèêà ñ ñè-
òóàöèÿìè, îïèñàííûìè â êíèãå, ïîñîâåòîâàë äåòÿì, êàê ëó÷øå ðà-
áîòàòü ñ íåé, êàê ïðàâèëüíî ïîëüçîâàòüñÿ åå òåîðåòè÷åñêîé áàçîé è
÷òî äîëæíî ñòàòü ðåçóëüòàòîì ðàáîòû.

Ó÷åíèêàì çàäàâàëàñü íà äîì ãëàâà êíèãè, êîòîðóþ îíè äîëæíû
áûëè ñàìîñòîÿòåëüíî ïðî÷èòàòü è ðàçîáðàòüñÿ â åå ñîäåðæàíèè.
Êíèãà ïîñòðîåíà â âèäå äèàëîãîâ ìåæäó Íåçíàéêîé è Çíàéêîé, â
êîòîðûõ ïðèíèìàþò ó÷àñòèå è äðóãèå êîðîòûøêè. Íåçíàéêà çàäàåò
âîïðîñû, à óìíûé Çíàéêà îòâå÷àåò íà íèõ òàê, ÷òîáû ìàëûøè ïîñ-
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òåïåííî ñàìè ïîäîøëè ê ïðàâèëüíîìó âûâîäó. Ïîýòîìó â ñëó÷àå
çàòðóäíåíèÿ øêîëüíèêè âñåãäà ìîãëè íàéòè íóæíûé îòâåò è ðàñ-
ñóæäåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê íåìó, â òåêñòå.

Ïîñòðîåíèå êíèãè ïîçâîëèëî ó÷àùèìñÿ ÷èòàòü åå ñ èíòåðåñîì è
æåëàíèåì. Èíîãäà äàæå óñòðàèâàëèñü ñåìåéíûå ÷òåíèÿ, ñîñòàâëå-
íèå è îáñóæäåíèå çàäà÷. Òàêîé ïîäõîä ïðîáóæäàåò èíòåðåñ øêîëü-
íèêîâ ê íåèçâåñòíûì «ðóáåæàì» íîâûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè. Âû-
ðèñîâûâàåòñÿ èíòåðåñíàÿ öåïî÷êà: èçó÷èòü ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçäåë
èç íîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû (òåîðèè ãðàôîâ), îñìûñëèòü
èçó÷åííîå, ñîñòàâèòü ñîáñòâåííóþ çàäà÷ó èëè ñìîäåëèðîâàòü ïðè-
äóìàííóþ ñèòóàöèþ, ðåøèòü çàäà÷ó èëè èññëåäîâàòü ïîñòðîåííóþ
ìîäåëü, ñäåëàòü ïðàâèëüíûé âûâîä.

Ïîñëå ÷òåíèÿ íà çàíÿòèÿõ â êëàññå ïðîèñõîäèëî îáñóæäåíèå ñî-
îòâåòñòâóþùåé ãëàâû, íà êîòîðîì ïîâòîðÿëèñü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è
ôàêòû. Ó÷èòåëü îáðàùàë âíèìàíèå øêîëüíèêîâ íà âàæíûå ìåñòà â
ñîäåðæàíèè, ïîäñêàçûâàë ãëàâíûå âûâîäû, ó÷èë àíàëèçèðîâàòü
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Ïîñêîëüêó â áîëüøîì è ðàçíîðîäíîì
êëàññå âñå æå íàõîäèëèñü äåòè, êîòîðûå ðàçîáðàëèñü íå âî âñåì, èì
ðàçúÿñíÿëîñü íåïîíÿòíîå, ïðè÷åì ýòèì â îñíîâíîì çàíèìàëèñü
äðóãèå ó÷åíèêè. Òàê äåëàëîñü â öåëÿõ îáó÷åíèÿ øêîëüíèêîâ óìå-
íèþ ïðàâèëüíî, ÷åòêî, íå êîñíîÿçû÷íî è ïîíÿòíî äëÿ ñëóøàòåëåé
âûðàæàòü ñâîè ìûñëè. (Àâòîð, ðàáîòàþùèé ñî ñòóäåíòàìè ïåäàãî-
ãè÷åñêîãî ïîòîêà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÁÃÓ, îò-
ìå÷àåò áîëüøèå òðóäíîñòè â îáó÷åíèè ñòóäåíòîâ èìåííî ýòîé ñîñ-
òàâëÿþùåé ðàáîòû ïåäàãîãà.)

Ñëåäóþùèé ýòàï: ðåøåíèå çàäà÷ ïî òåìå ïðî÷èòàííîé ãëàâû.
Ñíà÷àëà äëÿ çàêðåïëåíèÿ ðåøàþòñÿ òàêèå æå çàäà÷è, êàê è â êíèãå.
Çàòåì çàäà÷è óñëîæíÿþòñÿ, è äëÿ èõ ðåøåíèÿ íóæíî ñäåëàòü íåêîòî-
ðûé ïóñòü íåáîëüøîé, íî ñàìîñòîÿòåëüíûé øàã îò çàäà÷, ñòàâøèõ
óæå ñòàíäàðòíûìè. Âíèìàíèå øêîëüíèêîâ îáðàùàåòñÿ íà ïåðåõîä îò
ñëîâåñíîãî îïèñàíèÿ çàäà÷è ê åå ìàòåìàòè÷åñêîìó (ôîðìàëüíîìó)
çàäàíèþ, ò. å. ïðîèñõîäèò ïåðâîå çíàêîìñòâî ñ ïîíÿòèåì «ìîäåëü».
Íà äàííîì ýòàïå â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïîñîáèé èñïîëüçîâàëàñü êíèãà
«Çàíèìàòåëüíûå çàäà÷è ïî òåîðèè ãðàôîâ» [124].

Çàòåì øêîëüíèêè ïîëó÷àþò çàäàíèå ñàìèì ïðèäóìàòü íåêîòî-
ðóþ ñèòóàöèþ, ïîõîæóþ íà îïèñàííóþ â îäíîé èç êíèã, ïåðåâåñòè
åå íà ÿçûê ìàòåìàòèêè (ò. å. ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü),
ðåøèòü ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó (ò. å. èññëåäîâàòü ïîñòðîåííóþ ìî-
äåëü). Ïðèäóìàííûå çàäà÷è â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ íà çà-
íÿòèÿõ, íà êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ òóðíèð Àðõèìåäà ìåæäó ó÷åíèêà-
ìè. Êëàññ ïðè ýòîì äåëèòñÿ íà òðè êîìàíäû ïî ïðèíöèïó, îïèñàí-
íîìó Â. Â. Êóïðèÿíîâè÷åì [106]. Ýòî ñïîñîáñòâóåò óëó÷øåíèþ
êà÷åñòâà ñîñòàâëÿåìûõ çàäà÷.
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Îöåíèâàòü çàäà÷è øêîëüíèêîâ ìîæíî ñ äâóõ òî÷åê çðåíèÿ: ñ ìà-
òåìàòè÷åñêîé è ëèòåðàòóðíî-ýñòåòè÷åñêîé. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ íåêîòîðûå èç ñîñòàâëåííûõ çàäà÷ íå èìåþò ñìûñëà, íà ÷òî
ó÷èòåëü ñòàðàåòñÿ îáðàòèòü âíèìàíèå ó÷åíèêà, ïðèäóìàâøåãî çàäà-
÷ó, è ïîìî÷ü åìó èñïðàâèòü åå. Åñòü ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è, íî íå
èìåþùèå íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ðàññìàòðèâàåìûì òåìàì. Ìíîãèå
øêîëüíèêè ïðîñòî ïî-ñâîåìó ïåðåïèñûâàþò ñèòóàöèè èç êíèãè, çàìå-
íÿÿ ïåðñîíàæè, èçìåíÿÿ èõ êîëè÷åñòâî è õàðàêòåð îòíîøåíèé. Âîò
ïðèìåð òàêîé çàäà÷è. Â îäíîé èç ãëàâ Íåçíàéêà ðàññêàçûâàåò Çíàé-
êå, ÷òî â ïîõîäå áûëî ñåìü ó÷àñòíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàíåå
áûë çíàêîì ðîâíî ñ òðåìÿ äðóãèìè ó÷àñòíèêàìè. Çíàéêà äîêàçûâàåò,
÷òî òàêîå íåâîçìîæíî. À âîò çàäà÷à, ñîñòàâëåííàÿ ïÿòèêëàññíèöåé:
«Â êîíêóðñå ïî êóëèíàðèè ïðèíèìàëî ó÷àñòèå 7 äåâî÷åê. Êàæäàÿ èç
íèõ ïîïðîáîâàëà ïî òðè ïèðîæêà ó ñâîèõ ïîäðóã. Äîêàæèòå, ÷òî êàæ-
äàÿ äåâî÷êà íå ìîæåò ñúåñòü ïî òðè ïèðîæêà». Îäíàêî è òàêèå çàäà÷è
èìåþò ìàòåìàòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òàê êàê øêîëüíèêè çàìå÷àþò, ÷òî
ìíîãèå, êàçàëîñü áû, àáñîëþòíî íåïîõîæèå, íî ñ îäèíàêîâûì ñòðîå-
íèåì îáúåêòû èëè ñèòóàöèè ìîæíî îïèñàòü îäíèì è òåì æå ðèñóí-
êîì, ò. å. ïðîèñõîäèò ïåðâîå çíàêîìñòâî ñ âàæíûì äëÿ ñîâðåìåííîé
íàóêè ïîíÿòèåì «èçîìîðôèçì».

Äëÿ ðàçâèòèÿ âîîáðàæåíèÿ èìåþò çíà÷åíèå è çàäà÷è áåç ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ñìûñëà. Ó÷åíèêè èñïîëüçóþò ñâîþ ôàíòàçèþ, êòî êàê
ìîæåò è êòî êàê õî÷åò. Â êà÷åñòâå ïåðñîíàæåé ðàññêàçîâ ôèãóðèðó-
þò äåòè è æèâîòíûå, ñïîðòñìåíû è ñêàçî÷íûå ãåðîè. Øêîëüíèêè
óêðàøàþò ñâîè çàäà÷è ðèñóíêàìè, çàñòàâêàìè, âèíüåòêàìè. Èíòå-
ðåñíî, ÷òî çàäà÷è ìëàäøèõ øêîëüíèêîâ ìåíüøå ñâÿçàíû ñ ìàòåìà-
òè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì ïðî÷èòàííûõ ãëàâ. Ïðåäñòàâèì íåñêîëüêî
çàäà÷ ïÿòèêëàññíèêîâ.

«Â ïðàçäíèê Îëÿ, Êàòÿ è Íàòàøà ðåøèëè ïîçäðàâèòü äðóã äðó-
ãà. Îëÿ ïîäàðèëà Êàòå è Íàòàøå ïî 2 ïîäàðêà è îäèí îáùèé. Êàòÿ
ïîäàðèëà Îëå è Íàòàøå ïî îäíîìó ïîäàðêó è îäèí îáùèé. Íàòàøà
ïîäàðèëà Îëå è Êàòå ïî 3 ïîäàðêà è îäèí îáùèé. Ñêîëüêî ïîäàð-
êîâ áûëî âñåãî è ñêîëüêî ïîäàðèëè êàæäîé äåâî÷êå?»

«Ìîãóò ëè 7 ãíîìîâ ñòàíöåâàòü ïî 2 ðàçà ñ Áåëîñíåæêîé, åñëè
òàíåö äëèòñÿ 2 ìèíóòû, à ìóçûêà èãðàëà 20 ìèíóò?»

«Ó îäíîé ëåäè, ëþáèòåëüíèöû ñîáàê, áûëî òðè êîêêåð-ñïàíèå-
ëÿ. Ìèìî ïðîõîäèë îòðÿä òóðèñòîâ èç 16 ÷åëîâåê. Ìîæåò ëè êàæ-
äîå æèâîòíîå ïåðñîíàëüíî óêóñèòü è îáëàÿòü ïî 6 ÷åëîâåê?»

Çàäà÷è øêîëüíèêîâ ïîñòàðøå áëèæå ê ðàññìàòðèâàåìûì òå-
ìàì. Íåêîòîðûå èç íèõ ïîõîæè íà íåáîëüøèå ðàññêàçû.

«Â ìóçåå íàõîäèëîñü 9 ÷åëîâåê. Èç íèõ êàæäûé çíàë òðîèõ. Òàì
áûëè äâà ñòðîèòåëÿ, ó÷èòåëü, øîôåð, ìàëÿð, ïîâàð, âðà÷, ñâàðùèê,
ïëîòíèê. Ñòðîèòåëè çíàêîìû ïî äîëãó ñëóæáû, îíè îáà çíàþò òàêæå

99



åùå îäíîãî ÷åëîâåêà, è îäèí ñòðîèòåëü çíàåò äðóãà òîãî ÷åëîâåêà.
Ìàëÿð, ñâàðùèê, âðà÷ è åùå îäèí ÷åëîâåê çíàþò äðóã äðóãà. Ïîâàð,
ïëîòíèê è øîôåð íå çíàþò ó÷èòåëÿ. Ïîâàð íå çíàåò øîôåðà. Êòî ñ
êåì çíàêîì?» Ïîñëå íåáîëüøîãî óòî÷íåíèÿ óñëîâèé èç ýòîé çàäà÷è
ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à, êîòîðóþ ìîæíî ðåøàòü íà çàíÿòèÿõ.

«Òðè ìàëü÷èêà: Àíòîí, Êîñòÿ è Ãðèøà ïðèøëè â äåòñêèé ñàä çà
ñåñòðàìè Òàíÿìè. Ïåðâûé ìàëü÷èê ñêàçàë: ó ìîåé Òàíè íå êàðèå
ãëàçà è áåëûå âîëîñû. Âòîðîé ñêàçàë: ó ìîåé Òàíè ãëàçà çåëåíûå è
âîëîñû ðûæèå. Ó ñåñòðû Ãðèøè ÷åðíûå âîëîñû. Êòî ÷üÿ ñåñòðà, åñ-
ëè ó Àíòîíà è ó åãî ñåñòðû ñèíèå ãëàçà?»

«Â 6-À è 6-Á êëàññàõ ïðîâîäèòñÿ îòáîðî÷íûé òóðíèð ïî øàõìà-
òàì. Â êàæäîì êëàññå ïî êðóãîâîé ñèñòåìå âûÿâëÿþòñÿ òðè ïîáåäè-
òåëÿ äëÿ ó÷àñòèÿ â äàëüíåéøåé áîðüáå. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå 6 èãðî-
êîâ âñòðå÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé, ïðè÷åì íèêòî íå âñòðå÷àåòñÿ ïîâòîð-
íî, à â çà÷åò ïîéäóò ðàíåå ñûãðàííûå âñòðå÷è. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïîáåäèòåëÿ 4 ëó÷øèõ èãðîêà ñûãðàþò ìåæäó ñîáîé ïî îëèìïèéñêîé
ñèñòåìå. Ñêîëüêî èãð ïðîâåäåò ïîáåäèòåëü? Ñêîëüêî âñåãî èãð áó-
äåò ñûãðàíî, åñëè â êàæäîì êëàññå ïî 24 ÷åëîâåêà?»

Ó÷èòåëü ÷àñòî ïðîâîäèò è ðåäàêòèðîâàíèå çàäà÷, ò. å. ó÷èò
øêîëüíèêîâ ïðàâèëüíîìó ïèñüìåííîìó âûðàæåíèþ ñâîèõ ìûñëåé.

Ñëåäóþùèé ýòàï ðàáîòû – ýòî îðãàíèçàöèÿ êðóæêîâîé è ôà-
êóëüòàòèâíîé ðàáîòû. Ó÷àùèåñÿ, äîáûâ íà÷àëüíûå çíàíèÿ ñ ïî-
ìîùüþ çàíèìàòåëüíûõ çàäà÷, ïåðåõîäÿò ê çàêðåïëåíèþ è ðàçâèòèþ
çíàíèé íà áàçå ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ. Îïèñàííûé âûøå ïîäõîä
ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî ðåøàòü íåñêîëüêî âàæíûõ çàäà÷ øêîëüíî-
ãî îáðàçîâàíèÿ: îáåñïå÷èâàòü ó÷åíèêîâ íîâûìè çíàíèÿìè, êîòîðûå
îáëåã÷àò åìó â äàëüíåéøåì èçó÷åíèå èíôîðìàòèêè; ïîâûøàòü ëî-
ãè÷åñêîå è óìñòâåííîå ðàçâèòèå øêîëüíèêîâ; ðàçâèâàòü èõ âîîáðà-
æåíèå è óëó÷øàòü êóëüòóðó îáùåíèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå ãðàôîâ
äëÿ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Òåìà «Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ» îòñóòñòâóåò â ïðîãðàììå ïî
ìàòåìàòèêå äëÿ îáùåîáðàçîâàòåëüíîé øêîëû Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü.
Â òî æå âðåìÿ èíäóêöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàçëè÷íûõ
òåîðåì â âóçîâñêèõ êóðñàõ ìàòåìàòèêè, ÷òî âûçûâàåò ñóùåñòâåííûå
çàòðóäíåíèÿ ñòóäåíòîâ ïðè âîñïðèÿòèè äîêàçàòåëüñòâ. Îáó÷åíèå ìà-
òåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìîæíî ïðîâîäèòü â ðàìêàõ ôàêóëüòàòèâà ïî
òåîðèè ãðàôîâ èëè íà çàíÿòèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà óæå â 8–9
êëàññàõ. Ïðè îáó÷åíèè ðåàëèçóåòñÿ ïåðåõîä îò ÷àñòíûõ íàáëþäåíèé
ê âûÿâëåíèþ îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé è ñâîéñòâ.
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Ïðåäïîëîæèì, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå âû-
ïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ãðàôà. Ó÷åíèêè âìåñòå ñ ó÷èòåëåì âûáèðàþò
êîíêðåòíûé ãðàô G1. Èíèöèàòèâà âûáîðà ãðàôà äîëæíà ïðèíàäëå-
æàòü øêîëüíèêàì, ó÷èòåëü ëèøü îáÿçàí ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû äëÿ
ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè äîêàçàòåëüñòâà âûáèðàëèñü íåáîëüøèå ãðà-
ôû. Çàòåì ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó ó÷åíèêè ïåðåõîäÿò ê ãðàôó G2,
èìåþùåìó ìåíüøå âåðøèí èëè ðåáåð, ÷åì G1, ïîñëå ÷åãî ïî ýòîìó
æå ïðàâèëó ê ãðàôó G3 è ò. ä. Ïðîöåññ ïðåêðàùàåòñÿ, êîãäà áóäåò
ïîñòðîåí ãðàô ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì èëè âåðøèí, èëè ðåáåð, äëÿ êî-
òîðîãî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïîñëå ýòîãî öåïî÷êà ïîñ-
òðîåííûõ ãðàôîâ ïðîõîäèòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå è ïîêàçûâàåòñÿ,
ïî÷åìó óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðåäûäóùåãî ãðàôà, åñëè
îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî.

Ðàññìîòðèì óæå óïîìèíàâøóþñÿ ëåììó î ðóêîïîæàòèÿõ: «Â
ëþáîì ãðàôå ñóììà ÷èñëà ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèí, ðàâíà óä-
âîåííîìó ÷èñëó ðåáåð». Âíà÷àëå ñëåäóåò ðàññìîòðåòü êîíêðåòíûå
ãðàôû (ðèñóíêè) è ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, çà-
òåì ïîïûòàòüñÿ ïîíÿòü, ïî÷åìó îíî âûïîëíÿåòñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ëþáîå ðåáðî ãðàôà ñîåäèíÿåò äâå âåðøèíû, ñëåäîâàòåëüíî, âíîñèò
ñëàãàåìîå 2 â ðàññìàòðèâàåìóþ ñóììó. Ìîæíî ïîéòè ÷óòü-÷óòü
äðóãèì ïóòåì è äîêàçàòü ëåììó ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-
öèè (òàêîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâîäèòü â ìëàäøèõ êëàññàõ).

Âîçüìåì êîíêðåòíûé ãðàô ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ðåáåð. Óäàëÿÿ
èç íåãî ïîî÷åðåäíî ðåáðà, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ, â
êîòîðîé ïîñëåäíèé ãðàô ñîäåðæèò òîëüêî îäíî ðåáðî. Ñòåïåíè
äâóõ åãî âåðøèí ðàâíû åäèíèöå, ñòåïåíè îñòàëüíûõ – íóëþ. Ñóììà
ñòåïåíåé âåðøèí ýòîãî ãðàôà ðàâíà äâóì, ò. å. â äâà ðàçà áîëüøå
÷èñëà ðåáåð.

Ïðè ïåðåõîäå îò ãðàôà ñ áîëüøèì íîìåðîì ê ãðàôó ñ ìåíüøèì
÷èñëî ðåáåð óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó. Íà åäèíèöó òàêæå óâåëè÷è-
âàþòñÿ è ñòåïåíè äâóõ âåðøèí ãðàôà, ó îñòàëüíûõ âåðøèí îíè íå
ìåíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ñòåïåíåé ïðè äîáàâëåíèè îäíîãî
ðåáðà óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2, ò. å. äîêàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèå áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî ãðàôà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Áîëüøîé èíòåðåñ ó ìëàäøèõ øêîëüíèêîâ âûçûâàåò çàäà÷à, ñâÿ-
çàííàÿ ñ ëåììîé î ðóêîïîæàòèÿõ: «Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ëþäåé íà
Çåìëå, ñäåëàâøèõ íå÷åòíîå ÷èñëî ðóêîïîæàòèé, ÷åòíîå». Îáû÷íî
ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è âîçíèêàåò äèñêóññèÿ. Ó÷åíèêè ïûòàþòñÿ
âûÿñíèòü, ñêîëüêî ëþäåé æèëî íà çåìëå, ãäå ãðàíèöà ìåæäó îáåçü-
ÿíîé è ïåðâûì ÷åëîâåêîì, êàê ïðèâåòñòâóþò äðóã äðóãà ïðåäñòàâè-
òåëè ðàçíûõ íàðîäîâ è ò. ä. Ó ìíîãèõ èç íèõ îñòàåòñÿ ÷óâñòâî óäèâ-
ëåíèÿ (à ìîæåò è íåäîâåðèÿ), êîãäà, íå çíàÿ îòâåòà íà ýòè âîïðîñû,
ìû âñå æå ðåøàåì çàäà÷ó.
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Â çàâèñèìîñòè îò ñëîæíîñòè äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ
íåñêîëüêèõ ãðàôîâ. Ïîñëå ïðîâåðêè óòâåðæäåíèÿ íà íåñêîëüêèõ
ãðàôàõ ó÷åíèêè óáåæäàþòñÿ, ÷òî âûïîëíÿåìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå
çàâèñÿò îò âèäà ãðàôà. Ó÷èòåëü îáðàùàåò âíèìàíèå íà òî, ÷òî âñå
ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ïîâòîðèòü äëÿ ëþáîãî ãðàôà, òîëüêî
äëÿ áîëüøèõ ãðàôîâ ýòî ïîòðåáóåò ìíîãî âðåìåíè. Ïîýòîìó íåò íå-
îáõîäèìîñòè ÿâíî ñòðîèòü âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ: âñå ãðà-
ôû èç íåå ìîãóò áûòü çàäàíû íåÿâíî ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ïåðåõîäà.
Îáðàòíûé ïåðåõîä ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ äëÿ êàæäîãî
ãðàôà èç öåïî÷êè òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ïî îäèíàêîâûì ïðàâèëàì è
íå çàâèñèò îò åãî âèäà. Îêîí÷àòåëüíûé âûâîä ó÷èòåëÿ: ïîñêîëüêó â
êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ãðàôà ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíûé
ãðàô, òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà. Òà-
êèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè
ìîæíî ïðîâîäèòü, íå óïîìèíàÿ ñàìó èíäóêöèþ. Ðàññìîòðåííîå âû-
øå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ðóêîïîæàòèÿõ ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïîäãîòî-
âèòåëüíûì ýòàïîì ê áîëåå ôîðìàëüíîìó ðàññìîòðåíèþ èíäóêöèè.

Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìîæíî äîêàçûâàòü óò-
âåðæäåíèÿ íå äëÿ âñåõ ãðàôîâ, à äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðàôîâ.
Êðîìå òîãî, èíäóêöèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî
äîêàçàòåëüñòâà ðàçëè÷íûõ òåîðåì.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïëîñêèì íàçûâàåòñÿ ãðàô,
êîòîðûé íàðèñîâàí íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òî ðåáðà åãî íå èìåþò îá-
ùèõ òî÷åê, çà èñêëþ÷åíèåì ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû.
Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî âåðøèíû ëþáîãî ïëîñêîãî ãðàôà ìîæíî
òàê ðàñêðàñèòü øåñòüþ êðàñêàìè, ÷òî âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåá-
ðîì, áóäóò îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. (Ýòà çàäà÷à íåïîñðåäñòâåííî
ñâÿçàíà ñî çíàìåíèòîé çàäà÷åé î ðàñêðàñêå ãåîãðàôè÷åñêîé êàðòû
÷åòûðüìÿ êðàñêàìè.)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ëþáîé
ïëîñêèé ãðàô èìååò âåðøèíó, ñòåïåíü êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò
ïÿòè. Ýòîò ôàêò íåñëîæíî äîêàçàòü ïðåäâàðèòåëüíî.

Âîçüìåì êîíêðåòíûé ïëîñêèé ãðàô G1. Óäàëèâ èç íåãî âåðøè-
íó ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé ïÿòü, âìåñòå ñ âûõîäÿùèìè èç íåå
ðåáðàìè, ïîëó÷èì ïëîñêèé ãðàô G2. Ïîñòóïàÿ äàëåå ïîäîáíûì îá-
ðàçîì, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïëîñêèõ ãðàôîâ, îêàí÷èâàþ-
ùóþñÿ ãðàôîì ñ øåñòüþ âåðøèíàìè. Êàæäûé ïðåäûäóùèé ãðàô â
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðåäûäóùåãî äîáàâ-
ëåíèåì íîâîé âåðøèíû, êîòîðàÿ áóäåò ñîåäèíåíà íå áîëåå ÷åì ñ
ïÿòüþ ñòàðûìè.

Îêðàñèì 6 âåðøèí ïîñëåäíåãî ãðàôà â 6 ðàçíûõ öâåòîâ. Íîâóþ
âåðøèíó â ïðåäøåñòâóþùåì ãðàôå îêðàñèì â öâåò, íå èñïîëüçîâàí-
íûé ïðè îêðàñêå ñòàðûõ âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ñ íåé ðåáðàìè. Òà-
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êîé öâåò îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ, ïîñêîëüêó öâåòîâ 6, à ñîñåäíèõ âåð-
øèí íå áîëåå ïÿòè. Àíàëîãè÷íî ïðîèñõîäÿò è äðóãèå ïåðåõîäû îò
ãðàôà ê ãðàôó. Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíîñòè ïîñòðîå-
íèÿ íóæíîé ðàñêðàñêè ïðîèñõîäèò ñ ïîñòðîåíèåì ñàìîé ðàñêðàñêè.
(Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî
ïëîñêèé ãðàô ìîæíî ðàñêðàñèòü ïîäîáíûì îáðàçîì ïÿòüþ êðàñêà-
ìè è ïîñòðîèòü òàêóþ ðàñêðàñêó.)

Íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåðû óòâåðæäåíèé èç òåîðèè ãðàôîâ,
ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîòîðûõ áàçîé èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ íå îäèí
îáúåêò, à íåñêîëüêî. Òàê, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåãêîé òåîðåìû î
öåíòðå äåðåâà â êîíöå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðàôîâ áóäåò íàõîäèòü-
ñÿ èëè îäíîâåðøèííûé ãðàô, èëè ãðàô ñ äâóìÿ âåðøèíàìè è îäíèì
ðåáðîì.

È, íàêîíåö, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà èíäóêòèâíûé ïå-
ðåõîä ñîâåðøàåòñÿ íå îò n = k – 1 ê n = k, à îò n k – 1 ê n = k. Îïðå-
äåëèì äåðåâî êàê ãðàô áåç öèêëîâ, â êîòîðîì îò ëþáîé âåðøèíû ê
ëþáîé äðóãîé ìîæíî ïåðåéòè ïî ðåáðàì. Äîêàæåì ðàíåå óïîìè-
íàâøååñÿ óòâåðæäåíèå: â äåðåâå ÷èñëî ðåáåð íà åäèíèöó ìåíüøå
÷èñëà âåðøèí.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå êîíêðåòíîå äåðåâî G. Óäàëèì èç íåãî
ëþáîå ðåáðî. Ïðè ýòîé îïåðàöèè äåðåâî G ðàñïàäåòñÿ íà äâà ìåíü-
øèõ äåðåâà G1 è G2. Ñ ïîìîùüþ òàêîé æå îïåðàöèè èç äåðåâà G1 ìîæ-
íî ïîëó÷èòü äåðåâüÿ G11 è G12, à èç äåðåâà G2 – äåðåâüÿ G21 è G22. Ýòîò
ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî ïîëó÷åíèÿ îäíîâåðøèííûõ äåðåâüåâ, äëÿ
êîòîðûõ äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Çàòåì ïîêàçûâàåì,
÷òî óòâåðæäåíèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî äåðåâà Ò â íàøåì
ðàçëîæåíèè, åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äåðåâüåâ, êîòîðûå ïîëó÷è-
ëèñü èç äåðåâà Ò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â äåðåâå Ò1 – n1 âåðøèí è m1
ðåáåð, à â äåðåâå Ò2 – n2 âåðøèí è m2 ðåáåð. Äëÿ Ò1 è Ò2 äîêàçûâàåìîå
óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, m1 = n1 – 1, m2 = n2 – 1. Äå-
ðåâî Ò ñîäåðæèò n = n1 + n2 âåðøèí è m = m1 + m2 + 1 ðåáåð. Ïîýòîìó
m = m1+ m2+ 1 = (n1 – 1) + (n2 – 1) + 1 = n1+ n2 – 1 = n – 1. Òàêèå âû÷èñ-
ëåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü äî òåõ ïîð, ïîêà îò îäíîâåðøèííûõ äåðåâüåâ
ìû íå ïðèäåì ê äåðåâó G.

Â ñòàðøèõ êëàññàõ ó÷èòåëü, èìåÿ îïûò ðåøåíèÿ ñî øêîëüíèêà-
ìè ïîäîáíûõ çàäà÷, ìîæåò ôîðìàëèçîâàòü ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè. Îí îáðàùàåò âíèìàíèå íà òî, ÷òî âñå äîêàçàòåëüñòâà
ïðîâåäåíû ïî îäíîé è òîé æå ñõåìå. Ñíà÷àëà áåðåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûé îáúåêò (ãðàô), äëÿ êîòîðîãî íóæíî ÷òî-òî äîêàçàòü, çàòåì ïå-
ðåõîäÿò ê îáúåêòàì ìåíüøåãî ðàçìåðà äî òåõ ïîð, ïîêà äëÿ ïîñëåä-
íåãî èç íèõ óòâåðæäåíèå íå äîêàçûâàåòñÿ ëåãêî. Ýòîò îáúåêò íàçû-
âàåòñÿ áàçîé èíäóêöèè. Ïîñëå ýòîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî äëÿ ïîñëåäóþùèõ îáúåêòîâ, äîêàçûâàþò åãî äëÿ êàæäîãî
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ïðåäûäóùåãî. Îáðàòèâ âíèìàíèå íà ýòî, ó÷èòåëü îòìå÷àåò, ÷òî ïå-
ðåõîäû îò ìåíüøèõ îáúåêòîâ ê áîëüøèì (èíäóêòèâíûå ïåðåõîäû)
îäíîòèïíû, ïîýòîìó èõ ìîæíî âûïîëíèòü îäèí ðàç, íå ïðèâÿçûâà-
ÿñü ê êîíêðåòíîìó îáúåêòó. Íåîáõîäèìî ëèøü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìåíüøåãî îáúåêòà (ñäåëàòü èíäóê-
òèâíîå ïðåäïîëîæåíèå). Ïðè òàêîé ìåòîäèêå îáó÷åíèÿ ó øêîëüíè-
êîâ íå áóäåò âîçíèêàòü âîïðîñà, ïî÷åìó âñå æå âûïîëíÿåòñÿ èíäóê-
òèâíîå ïðåäïîëîæåíèå.

Èñïîëüçîâàíèå ãðàôîâ äëÿ çíàêîìñòâà øêîëüíèêîâ
ñ ïîíÿòèÿìè «íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ»

Óñâîåíèå ïîíÿòèé «íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ» âñåã-
äà âûçûâàåò òðóäíîñòè ó øêîëüíèêîâ. ×àñòî îíè íå ïîíèìàþò âçàè-
ìîñâÿçåé ýòèõ ïîíÿòèé, íå ÷óâñòâóþò ðàçëè÷èÿ ìåæäó íèìè, ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì íå ìîãóò óêàçàòü, êàêèå óñëîâèÿ íåîáõîäè-
ìûå, à êàêèå – äîñòàòî÷íûå. Íè ó÷èòåëÿ, íè ðåïåòèòîðû, ïðàâäà, â
ñèëó ðàçëè÷íûõ ïðè÷èí, ÷àñòî íå îáðàùàþò âíèìàíèÿ øêîëüíèêîâ
íà ëîãè÷åñêèå âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ êóðñà ìàòåìàòèêè.

«Äîêàçàòåëüñòâà ðàçëè÷íûõ òåîðåì ó÷àùèìèñÿ â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ çàó÷èâàþòñÿ êàê íå÷òî ñêàçàííîå â êíèãå, à ïîòîìó ïîäëå-
æàùåå óñâîåíèþ. Ñâÿçü ìåæäó òåîðåìàìè îñòàåòñÿ ïðè ýòîì íåâû-
ÿñíåííîé; ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü òåîðåì ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ñëóæèò äëÿ èçó÷åíèÿ ÷àñòî
âñòðå÷àþùèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ÷àñòî îòñóòñòâóåò…
Ìåæäó òåì âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçà-
òåëüñòâà, î÷åíü çàòðóäíÿþò ñòóäåíòîâ, îñîáåííî íà ïåðâûõ êóðñàõ.
Ïðè ïåðåõîäå ê âûñøåé ìàòåìàòèêå ñòóäåíòû íàòàëêèâàþòñÿ íà îï-
ðåäåëåíèÿ è òåîðåìû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëîæíóþ êîì-
áèíàöèþ òàêèõ ñëîâ, êàê „íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî“, „âñå“, „ëþ-
áîé“, „íåêîòîðûå“, „ñóùåñòâóþò“ è ò. ï., è óñâàèâàþòñÿ èìè ñ òðó-
äîì» [59]. Õîòÿ ýòè ñëîâà íàïèñàíû ïðîôåññîðîì
È. Ñ. Ãðàäøòåéíîì áîëåå øåñòèäåñÿòè ëåò íàçàä, ñèòóàöèÿ â ýòîì
âîïðîñå íå èçìåíèëàñü è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Òåîðèÿ ãðàôîâ ïðåäëà-
ãàåò áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷ ðàçëè÷íîé ñòåïåíè ñëîæíîñòè, ñâÿçàí-
íûõ ñ òàêèìè óñëîâèÿìè. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è, â êîòîðûõ
óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè, íî íå äîñòàòî÷íûìè, èëè äîñòà-
òî÷íûìè, íî íå íåîáõîäèìûìè, ïðè÷åì ìîæíî ïîäâåñòè ó÷åíèêà ê
òîìó, ÷òî îí ñàì óêàæåò, ïî÷åìó íå âûïîëíÿåòñÿ òî èëè èíîå óñëî-
âèå. Ñëó÷àé æå, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ è íåîáõîäèìûå, è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ, òåñíî ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì «ýêâèâàëåíòíîñòü» è, îïÿòü-òàêè,
ñ òðóäíûìè ïîíÿòèÿìè «ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ òåîðåìû».

104



Íàèáîëåå óäîáíàÿ òåìà äëÿ ïåðâîãî çíàêîìñòâà ñ ïîíÿòèÿìè –

«Ýéëåðîâû ãðàôû». Àâòîð ïðîâîäèë çàíÿòèÿ ïî ýòîé òåìå â 7 êëàñ-
ñå, íî ñ÷èòàåò, ÷òî çàíÿòèå áûëî áû ïîíÿòíî è áîëåå ìëàäøèì
øêîëüíèêàì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ çàìêíóòîãî ìàð-
øðóòà â ãðàôå, â êîòîðîì êàæäîå ðåáðî ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäèí
ðàç. Ýòà çàäà÷à åñòåñòâåííûì ïóòåì ïîëó÷àåòñÿ èç çàíèìàòåëüíîé
çàäà÷è îá îáõîäå îñòðîâîâ è ìîñòîâ, èçâåñòíîé åùå Ýéëåðó, â êîòî-
ðîé íóæíî âûéòè èç íåêîòîðîãî ìåñòà, ïðîéòè ïî êàæäîìó ìîñòó
ðîâíî îäèí ðàç è âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå ìåñòî.

Âíà÷àëå øêîëüíèêè íàõîäÿò î÷åâèäíûå óñëîâèÿ, áåç âûïîëíå-
íèÿ êîòîðûõ çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ðåøåíà. Òàêèìè óñëîâèÿìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà è îòñóòñòâèå â íåì âèñÿ÷èõ âåðøèí. (Îòìå-
òèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ òåìû «Ýéëåðîâû ãðàôû» ìîæåò ïðîèñõîäèòü è
çíàêîìñòâî øêîëüíèêîâ ñ ïðîñòåéøèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿ-
ìè. Ó÷åíèêè îòìå÷àþò ñîîòâåòñòâèÿ îáúåêòà è ïîñòðîåííîé ìîäå-
ëè. Â ÷àñòíîñòè, ó÷àñòêè ñóøè ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì ãðàôà,
ìîñòû – ðåáðàì, ñâÿçíîñòü ãðàôà – âîçìîæíîñòè ïðîéòè îò ëþáîãî
îñòðîâà ê ëþáîìó äðóãîìó, îòñóòñòâèå âèñÿ÷èõ âåðøèí – îòñóò-
ñòâèþ îñòðîâîâ, íà êîòîðûå âåäåò òîëüêî îäèí ìîñò.) Ó÷èòåëü äîë-
æåí ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå
ýòèõ óñëîâèé, ÷òî áåç âûïîëíåíèÿ èõ çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ðåøåíà.
Ïîñëå ýòîãî øêîëüíèêàì ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòðîèòü ïðèìåð, êîãäà
íàçâàííûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, à íóæíîãî ìàðøðóòà âñå ðàâíî
íåò, ò. å. âûïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ â ýòîì ñëó÷àå íåäîñòà-
òî÷íîå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàðøðóòà, ïîñêîëüêó íåîáõîäèìîìó óñ-
ëîâèþ ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü è íå ýéëåðîâû ãðàôû. Òàêèå ïðèìåðû
ñòðîÿòñÿ ëåãêî. Îáû÷íî â ýòîò ìîìåíò êòî-òî èç øêîëüíèêîâ äîãà-
äûâàåòñÿ, êàêîå óñëîâèå åùå íåîáõîäèìî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Åñ-
ëè ýòîãî íå ïðîèñõîäèò, òî ìîæíî íàðèñîâàòü ïîñòðîåííûå ïðèìå-
ðû íà äîñêå è ïîïûòàòüñÿ âûÿñíèòü, ïî÷åìó òðåáóåìûé îáõîä íå-
âîçìîæåí. Ó÷åíèêè çàìå÷àþò, ÷òî â êàæäîì èç ïðèìåðîâ â ãðàôå
ñóùåñòâóþò âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè, è èìåííî ýòè âåðøèíû
ïðåïÿòñòâóåò ðåøåíèþ. Ñëåäóþùèé øàã – ýòî ïåðåõîä îò ÷àñòíûõ
ïðèìåðîâ ê îáùåìó óòâåðæäåíèþ. Øêîëüíèêè ñàìîñòîÿòåëüíî èëè
âìåñòå ñ ó÷èòåëåì äîêàçûâàþò ëåãêóþ òåîðåìó: åñëè â ãðàôå ñóùåñ-
òâóåò ýéëåðîâ öèêë, òî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ãðàôà ÷åòíàÿ.
Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèòñÿ åùå îäíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå: ñòåïåíè
âñåõ âåðøèí ãðàôà äîëæíû áûòü ÷åòíûìè.

Ñðàçó æå âîçíèêàåò âîïðîñ: ïðè âûïîëíåíèè äâóõ ïðåäûäóùèõ
íåîáõîäèìûõ óñëîâèé íóæíûé ìàðøðóò òåì íå ìåíåå íå ñóùåñòâî-
âàë, âîçìîæíî, ÷òî ýòà ñèòóàöèÿ ïîâòîðèòñÿ è ñåé÷àñ? Ïîñëå ýòîãî
ó÷èòåëü äîêàçûâàåò, ÷òî ýòî íå òàê: âûïîëíåíèå ïîñëåäíåãî óñëî-
âèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàðøðóòà, ò. å. ýòî óñëîâèå íå-
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îáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå. Äîêàçàííóþ òåîðåìó òåïåðü ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå: äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â ñâÿçíîì
ãðàôå ýéëåðîâà öèêëà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñòåïåíü
êàæäîé âåðøèíû ãðàôà áûëà ÷åòíîé.

Òåïåðü ó÷èòåëü ìîæåò ïîäâåñòè èòîãè è ñäåëàòü âûâîä: «Åñëè
íåêîòîðîå ñîáûòèå èëè ôàêò íèêîãäà íå ìîæåò èìåòü ìåñòî áåç îï-
ðåäåëåííîãî óñëîâèÿ, òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîå, åñëè
íåêîòîðîå ñîáûòèå èëè ôàêò îáÿçàòåëüíî èìååò ìåñòî ïðè îïðåäå-
ëåííîì óñëîâèè, òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå» [100, ñ. 8].
Çàòåì â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèé ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåðû èç æèçíè
è ìàòåìàòèêè.

Ïðè èçó÷åíèè òåìû «Ãàìèëüòîíîâû ãðàôû» äîêàçûâàåòñÿ òåî-
ðåìà: åñëè ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ãðàôà íå ìåíüøå ÷åì n/2, ãäå
n – ÷èñëî âåðøèí ãðàôà, òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, ò. å. â
íåì ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé ìàðøðóò, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êàæäóþ
âåðøèíó ãðàôà ðîâíî îäèí ðàç. Ó÷èòåëü îòìå÷àåò, ÷òî ðàññìîòðåí-
íîå óñëîâèå áóäåò äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ìàðøðó-
òà. Âîçíèêàåò âîïðîñ: âñåãäà ëè â ãàìèëüòîíîâûõ ãðàôàõ âûïîëíÿ-
åòñÿ óêàçàííîå óñëîâèå? Øêîëüíèêè ëåãêî íàõîäÿò ïðèìåðû, êîã-
äà óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, à ãðàô òåì íå ìåíåå ãàìèëüòîíîâ.
Òàêèì îáðàçîì, èçó÷àÿ ýéëåðîâû è ãàìèëüòîíîâû ãðàôû, ìîæíî
áåç òðóäà óêàçàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ äîñ-
òàòî÷íûìè; äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäè-
ìûìè; è óñëîâèÿ, êîòîðûå îäíîâðåìåííî áóäóò íåîáõîäèìûìè è
äîñòàòî÷íûìè. Êðîìå òîãî, ìîæíî óêàçàòü óñëîâèÿ, êîòîðûå íå áó-
äóò íè íåîáõîäèìûìè, íè äîñòàòî÷íûìè.

×àñòî ó÷åíèêè íå ïîíèìàþò, ÷òî äëÿ îïðîâåðæåíèÿ êàêîé-ëèáî
òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ëèøü îäèí ïðèìåð, êîãäà òåîðåìà íå
âûïîëíÿåòñÿ. Äâå ïðåäûäóùèå òåìû äàþò ó÷èòåëþ õîðîøóþ âîç-
ìîæíîñòü îáðàòèòü âíèìàíèå øêîëüíèêîâ íà ýòî. ×òîáû óñëîâèå íå
îêàçàëîñü íåîáõîäèìûì, íóæíî ïðèâåñòè ïðèìåð òîëüêî îäíîãî ýé-
ëåðîâà ãðàôà, äëÿ êîòîðîãî îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, à ÷òîáû óñëîâèå íå
îêàçàëîñü äîñòàòî÷íûì – ïðèìåð òîëüêî îäíîãî ãðàôà, äëÿ êîòîðî-
ãî îíî âûïîëíÿåòñÿ, à ãðàô íå ãàìèëüòîíîâ.

Äëÿ íåêîòîðûõ òåì ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþ ñõåìó èçó-
÷åíèÿ. Ïóñòü Ò íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà G. Äîêàçûâà-
åòñÿ òåîðåìà î òîì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç Ò îáëàäàåò íåêîòîðûì
ñâîéñòâîì, ò. å. äàííîå ñâîéñòâî íåîáõîäèìî äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè
ýëåìåíòà ê ìíîæåñòâó Ò. Çàòåì çàäàåòñÿ âîïðîñ: åñëè ýëåìåíò èç G
îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì, áóäåò ëè äîñòàòî÷íî ýòîãî, ÷òîáû
îí ïðèíàäëåæàë ìíîæåñòâó Ò?

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Îïðåäåëèì äåðåâî êàê ñâÿçíûé ãðàô áåç
öèêëîâ. Ïîñëå ýòîãî äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äåðåâà âûïîëíÿåòñÿ
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ñîîòíîøåíèå m = n – 1, ãäå m – ÷èñëî ðåáåð ãðàôà, à n – ÷èñëî åãî
âåðøèí. Âûïîëíåíèå äîêàçàííîãî ñîîòíîøåíèÿ íóæíî äëÿ òîãî,
÷òîáû ãðàô áûë äåðåâîì. Ñòàâèì ïåðåä øêîëüíèêàìè ñëåäóþùèé
âîïðîñ: åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ãðàôà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå m =
n – 1, òî áóäåò ëè ãðàô äåðåâîì, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ëè ïðèâåäåííîå ñîîò-
íîøåíèå äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì? Ó÷åíèêè ïðèâîäÿò íåòðóäíûå
ïðèìåðû, êîãäà ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ, íî ãðàô äåðåâîì íå áó-
äåò. Ñëåäóþùèé âîïðîñ: ÷òî íóæíî äîáàâèòü ê íåîáõîäèìîìó óñëî-
âèþ äëÿ òîãî, ÷òîáû îíî ïðåâðàòèëîñü è â äîñòàòî÷íîå? Ýòîò âîï-
ðîñ ñëîæíåå ïåðâîãî, è, âîçìîæíî, øêîëüíèêè îòâåòÿò íà íåãî ñ ïî-
ìîùüþ ó÷èòåëÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî èëè ãðàô
áóäåò ñâÿçíûì, èëè â íåì áóäóò îòñóòñòâîâàòü öèêëû. Îäíà èç äî-
êàçàííûõ òåîðåì áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ òîãî,
÷òîáû ãðàô îêàçàëñÿ äåðåâîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
îí áûë ñâÿçíûì è ÷èñëî ðåáåð â íåì áûëî íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëà
âåðøèí; âòîðàÿ – äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðàô îêàçàëñÿ äåðåâîì, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â íåì íå áûëî öèêëîâ è ÷èñëî ðåáåð áû-
ëî íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëà âåðøèí. Ýòîò ïðèìåð õîðîø è òåì, ÷òî
ïîêàçûâàåò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ íåîáõîäèìûõ
è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé.

Ñëîæíûå äëÿ øêîëüíèêîâ ïîíÿòèÿ «íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ» òåñíî ñâÿçàíû ñ íå ìåíåå ñëîæíûì ïîíÿòèåì «ýêâè-
âàëåíòíîñòü». Âîçìîæíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíûõ
âûñêàçûâàíèé. Âûñêàçûâàíèå À ýêâèâàëåíòíî (ðàâíîñèëüíî) âûñ-
êàçûâàíèþ Â, åñëè ïðè âûïîëíåíèè À âûïîëíÿåòñÿ Â, à ïðè âûïîë-
íåíèè Â âûïîëíÿåòñÿ À. Ýòî îïðåäåëåíèå ôàêòè÷åñêè ïîâòîðÿåò
îïðåäåëåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé. Ïîýòîìó ïðèâå-
äåííûå â ïðåäûäóùåì àáçàöå òåîðåìû ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ãðàôà G, èìåþùåãî n âåðøèí è m ðåáåð,
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû: 1) G – äåðåâî; 2) G –

ñâÿçíûé ãðàô è m = n–1; 3) G – ãðàô áåç öèêëîâ è m = n – 1.
Ó÷åíèêè ÷àñòî ïóòàþò îïðåäåëåíèÿ, ñâîéñòâà, ïðèçíàêè. Âñå

ýòî èìååò òåñíóþ ñâÿçü ñ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿ-
ìè. Ñâîéñòâà îáúåêòà – íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ýòîãî îáúåêòà. Òàê, ñâîéñòâîì äåðåâà áóäåò îòìå÷åííîå ðàíåå ñî-
îòíîøåíèå ìåæäó ÷èñëîì åãî âåðøèí è ðåáåð. Ïðèçíàêîì îáúåêòà
ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, âûïîëíåííûå äëÿ îáúåêòà èç áî-
ëåå øèðîêîãî êëàññà îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, ïðèçíàêîì äåðåâà áó-
äåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà m = n – 1 äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà. Îïðåäå-
ëåíèå äîëæíî ñîäåðæàòü íåîáõîäèìûå ïðèçíàêè ïîíÿòèÿ, à âñåõ
ýòèõ ïðèçíàêîâ äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îõàðàêòåðèçî-
âàòü ïîíÿòèå. Òàê, â îïðåäåëåíèå äåðåâà âõîäÿò äâà ïðèçíàêà:
âî-ïåðâûõ, ñâÿçíûé ãðàô, âî-âòîðûõ, ãðàô áåç öèêëîâ. Ñëåäóåò
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óêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå íå äîëæíî áûòü èçáûòî÷íûì. Òàê, åñëè
âêëþ÷èòü â îïðåäåëåíèå äåðåâà óñëîâèå m = n – 1, òî íîâîìó îïðå-
äåëåíèþ áóäóò óäîâëåòâîðÿòü òå æå ãðàôû, ÷òî è ïðåäûäóùåìó
îïðåäåëåíèþ, ïîñêîëüêó ýòî ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ïðèçíàêîâ,
äàííûõ ðàíåå.

Àêöåíòèðîâàòü âíèìàíèå øêîëüíèêîâ íà íåîáõîäèìûõ è äîñòà-
òî÷íûõ óñëîâèÿõ ìîæíî è ïðè èçó÷åíèè äðóãèõ òåì ôàêóëüòàòèâà
ïî òåîðèè ãðàôîâ. Íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, ò.
å. òàêèõ ãðàôîâ, êîòîðûå ìîæíî èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òî-
áû èõ ðåáðà íå ïåðåñåêàëèñü, äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà Ýéëåðà:
m � 3n – 6, ãäå m – ÷èñëî ðåáåð ãðàôà, à n – ÷èñëî âåðøèí. Â äàëü-
íåéøåì òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ãðàôû Ê5 è Ê3,3 íå áóäóò ïëàíàðíû-
ìè. Äëÿ ïåðâîãî ãðàôà ôîðìóëà Ýéëåðà íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîýòîìó
ãðàô Ê5 íå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì. Äëÿ âòîðîãî ãðàôà ôîðìóëà Ýéëå-
ðà âûïîëíÿåòñÿ. Âàæíî ïîÿñíèòü ó÷åíèêàì, ÷òî èç ýòîãî íåëüçÿ
ñäåëàòü îïðåäåëåííîãî âûâîäà î ïëàíàðíîñòè ãðàôà, ïîñêîëüêó âû-
ïîëíåíèå íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ïëàíàð-
íîñòè, íî íå äîñòàòî÷íîå, ò. å. óñëîâèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ, à ãðàô
íå áûòü ïëàíàðíûì. Ýòà òåìà äàåò âîçìîæíîñòü øêîëüíèêàì ñàìèì
ïðåäëîæèòü áîëüøîé íàáîð îòäåëüíî íåîáõîäèìûõ è îòäåëüíî äîñ-
òàòî÷íûõ óñëîâèé.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå ñëîâåñíûå êîíñòðóêöèè. Òàê, òåî-
ðåìà îá ýéëåðîâûõ ãðàôàõ, ïðèâåäåííàÿ â íà÷àëå ñòàòüè, ìîæåò
èìåòü òàêèå ôîðìóëèðîâêè: ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòåïåíü êàæäîé åãî âåðøèíû ÷åò-
íàÿ, èëè ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì, åñëè è òîëüêî åñëè
ñòåïåíü êàæäîé åãî âåðøèíû ÷åòíàÿ, èëè ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåò-
ñÿ ýéëåðîâûì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñòåïåíü êàæ-
äîé åãî âåðøèíû ÷åòíàÿ. Ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî îòäåëüíûå ÷àñòè
ýòèõ êîíñòðóêöèé èìåþò êîíêðåòíûé ñìûñë: ñëîâà «òîëüêî òîã-
äà», «òîëüêî â òîì ñëó÷àå», «òîëüêî åñëè» çàìåíÿþò ñëîâà «íåîá-
õîäèìûå óñëîâèÿ», à ñëîâà «òîãäà», «â òîì ñëó÷àå», «åñëè» –

«äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ».
Ïîíÿòèÿ «íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ» íåïîñðåä-

ñòâåííî ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèÿìè «ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ òåîðåìû». Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðÿìóþ è îáðàòíóþ òåîðåìû ìîæíî èçîáðàçèòü ñëå-
äóþùèìè ñõåìàìè. Ïðÿìàÿ òåîðåìà: åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò
ìíîæåñòâà Ì îáëàäàåò ñâîéñòâîì �, òî îí îáëàäàåò òàêæå è
ñâîéñòâîì �. Îáðàòíàÿ òåîðåìà: åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò ìíî-
æåñòâà Ì îáëàäàåò ñâîéñòâîì �, òî îí îáëàäàåò è ñâîéñòâîì
�. Ôîðìóëèðîâêà ïðÿìîé òåîðåìû – ýòî ôàêòè÷åñêè ôîðìóëè-
ðîâêà íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ, à ôîðìóëèðîâêà îáðàòíîé òåîðå-

108



ìû – ýòî ôîðìóëèðîâêà äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ. Ïðè íåîáõîäèìîñ-
òè ïðÿìóþ è îáðàòíóþ òåîðåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îäíîãî
ïðåäëîæåíèÿ: äëÿ òîãî, ÷òîáû ýëåìåíò ìíîæåñòâà Ì îáëàäàë
ñâîéñòâîì �, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí îáëàäàë ñâîé-
ñòâîì �.

Ó÷èòåëü ìîæåò ïðèâåñòè ïðèìåðû ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóëèðî-
âîê. Íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå: ëþáîé äâóäîëüíûé ãðàô ñîäåðæèò
öèêëû òîëüêî ÷åòíîé äëèíû áóäåò ïðÿìîé òåîðåìîé, óòâåðæäåíèå:
åñëè ëþáîé öèêë ãðàôà èìååò ÷åòíóþ äëèíó, òî ýòîò ãðàô ÿâëÿ-
åòñÿ äâóäîëüíûì – îáðàòíîé òåîðåìîé. Ýòè äâå òåîðåìû ýêâèâà-
ëåíòíû òðåòüåé: ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà ëþáîé åãî öèêë èìååò ÷åòíóþ äëèíó.

Äåëåíèå íà ïðÿìóþ è îáðàòíóþ òåîðåìû, à çíà÷èò, è íà íåîáõî-
äèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ÷àñòî áûâàåò óñëîâíûì. Ýòî ñëåäó-
åò, â ÷àñòíîñòè, èç òîãî, ÷òî â ïðèâåäåííîé âûøå ñõåìå ìîæíî ïîìå-
íÿòü ìåñòàìè � è 	. Îáû÷íî çà ïðÿìóþ òåîðåìó ïðèíèìàåòñÿ òà, â
êîòîðîé óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâîéñòâà îáúåêòà, à çà îáðàòíóþ òà, â êî-
òîðîé óñòàíàâëèâàþòñÿ åãî ïðèçíàêè.

Ô. Ô. Íàãèáèí [138, ñ. 23–26] ñïðàâåäëèâî êðèòèêóåò ëîãè÷åñ-
êèé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
[90, 100], êàê òðóäíûé äëÿ øêîëüíèêîâ, è ïðåäëàãàåò òåîðåòè-
êî-ìíîæåñòâåííûé ïîäõîä. Ïî ìíåíèþ àâòîðà, ïðåïîäàâàòåëè â
ñâîåé ðàáîòå äîëæíû ðàçóìíî ñî÷åòàòü îáà ïîäõîäà.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ñåãîäíÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû áûòü ñîâðåìåííûì ÷åëîâåêîì, ñïîñîá-
íûì âîéòè â íîâûé «êîìïüþòåðíûé» ìèð, â êîòîðîì ïðèäåòñÿ èñ-
êàòü ëó÷øèå ðåøåíèÿ è êðàò÷àéøèå ïóòè â ëàáèðèíòå âîçìîæíîñ-
òåé, âûïóñêíèê âóçà äîëæåí íå òîëüêî çíàòü ýëåìåíòû äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè, íî è óìåòü äóìàòü íà ÿçûêå äèñêðåòíûõ ìîäåëåé. Ñ
âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêîé áóäåò ïðàêòè÷åñêè ñâÿçàí ëþáîé ÷åëî-
âåê XXI â.: èëè êàê ñîçäàòåëü íîâûõ ÝÂÌ è èõ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáåñïå÷åíèÿ, èëè êàê ðàçðàáîò÷èê àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì, èëè êàê
ïîëüçîâàòåëü ñòàíäàðòíûõ ïàêåòîâ íà ñâîåì ðàáî÷åì ìåñòå êîí-
ñòðóêòîðà, áóõãàëòåðà, ìåíåäæåðà è ò. ä., èëè êàê ïðîñòîé îáûâà-
òåëü, ïðèìåíÿþùèé òåõíèêó â áûòó.

Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà äàåò áîëüøèå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàçâè-
òèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé ó÷åíèêîâ, óëó÷øå-
íèÿ èõ âîîáðàæåíèÿ è ïîâûøåíèÿ èíòåëëåêòà. Õîðîøåå çíàíèå
ýòîãî ðàçäåëà ìàòåìàòèêè îáëåã÷èò øêîëüíèêàì îñâîåíèå êîìïüþ-
òåðà è ïðèìåíåíèå åãî äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Çíàêîì-
ñòâî äåòåé ñ êîìáèíàòîðèêîé, ãðàôàìè, áóëåâûìè ôóíêöèÿìè, âå-
ðîÿòíîñòüþ è ò. ä. ìîæíî ïðîâîäèòü íà çàíèìàòåëüíîì, èãðîâîì
óðîâíå.

Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà ñïîñîáíà îáëåã÷èòü ó÷èòåëÿì ðåøåíèå
ðàçëè÷íûõ ìåòîäè÷åñêèõ çàäà÷ îáó÷åíèÿ, ïîìî÷ü èì â áîëåå äîñ-
òóïíîì èçëîæåíèè äëÿ ó÷åíèêîâ òðóäíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè.

Íåîáõîäèìî ñîçäàíèå ñèñòåìû ïðåïîäàâàíèÿ äèñêðåòíîé ìàòå-
ìàòèêè, íà÷èíàÿ ñ äîøêîëüíûõ ó÷ðåæäåíèé è çàêàí÷èâàÿ ïîñëåâó-
çîâñêîé ïåðåïîäãîòîâêîé. Ýòî áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü ïîâûøåíèþ
êà÷åñòâà îáó÷åíèÿ, ðàçâèòèþ èíòåëëåêòóàëüíûõ è äóõîâíûõ ñïî-
ñîáíîñòåé îáó÷àåìûõ, èõ áîëåå óâåðåííîìó ïîâåäåíèþ â ñëîæíîì
ñîâðåìåííîì ìèðå.
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