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Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò
Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ

Ôèíàëüíàÿ âåðñèÿ 27 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.

Àëìàòû

Àëãåáðà-I
Àííîòàöèÿ

Ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû êóðñà àëãåáðû â ïåðâîì ñåìåñòðå
äëÿ âñåõ ñïåöèàëüíîñòåé ÌÌÔ. Òåîðåìû, îòñóòñòâóþùèå â ñòàíäàðòíûõ
êíèãàõ, äîêàçûâàþòñÿ ïîëíîñòüþ. Íàâûêè àëãåáðû îòðàáàòûâàþòñÿ â èí-
òåðàêòèâíûõ ïðèìåðàõ è òåñòàõ. Òåêñò ïðîøèò ãèïåðññûëêàìè. Àâòîð íà-
äååòñÿ, ÷òî ýòîò ôàéë ñòàíåò ãèäîì ñòóäåíòà ïðè èçó÷åíèè êóðñà àëãåáðû.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îí íå çàìåíÿåò ñîáîé ïðåïîäàâàòåëÿ, êîíñïåêò ëåêöèé,
ó÷åáíèêè è çàäà÷íèêè, íî òî÷íî âûñòðàèâàåò íèòü êóðñà, ïîêàçûâàåò, ãäå
èñêàòü ïîëíûå äîêàçàòåëüñòâà, ïîìîãàåò ïîëó÷èòü îñíîâíûå íàâûêè, äàåò
ñïîñîáû ðåøåíèÿ òåñòîâ. Ôàéë ìîæåò ñòàòü âàæíûì ïîñîáèåì ïðè ïîäãî-
òîâêå ê êîëëîêâèóìàì, ýêçàìåíàì, ÏÃÊ è ýêçàìåíàì ÃÝÊ.
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Î ôàéëå
Çäåñü îáû÷íî â êíèãàõ ñòàâèòñÿ ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà çàâèñèìîñòè ðàçäåëîâ. Ìû

ýòîãî íå áóäåì äåëàòü, òàê êàê ó íàñ ýòà ñõåìà äîñòàòî÷íî ñâîáîäíàÿ è êðîìå òîãî ôàéë
èìååò ãèïåðòåêñòîâûå ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ áóìàãîé. Â êà÷åñòâå óêðàøåíèÿ
ïîñòðîèì âìåñòî ñõåìû çàáàâíûé ðèñóíîê.

Ôàéë èçãîòîâëåí â Latex-2e ñ èñïîëüçîâà-
íèåì íîâåéøèõ ïàêåòîâ Acrotex D.P. Story,
Pdfscreen C.V. Radhakrishnan, Pstricks D.
Girou, TikZ Till Tantau, Polynom Carsten
Heinz ïîä îáùèì óïðàâëåíèåì äðàéâåðà
pdftex. Ñðåäà îáðàáîòêè � Texmaker 1.5
âìåñòå c Miktex 2.4 è Adobe Acrobat 6.0.
×àñòü ðèñóíêîâ âçÿòà èç êîëëåêöèè �Ýìî-
öèè� ïàêåòà Ghostscript è èç Èíòåðíåòà.
Ðèñóíêè òàêæå ãîòîâèëèñü â ïðîãðàììå
TpX 1.3 Àëåêñàíäðà Öûïëàêîâà. Êîíâåðòà-
öèÿ ðèñóíêîâ âûïîëíÿëàñü ñ ïîìîùüþ ïðî-
ãðàìì ImageMagick è ConversionArtist.

Ëåãåíäà: Â ôàéëå 4 îçíà÷àåò, ÷òî ñòóäåíò äàåò âåðíûé îòâåò, à ñèìâîë
8 îçíà÷àåò â ýòîì ñëó÷àå íåâåðíûé îòâåò, êîððåêòíûé îòâåò îáîçíà÷åí
ñèìâîëîì l. Â êàæäîì ðàçäåëå áëåäíî-æåëòûé áîêñ âûäåëÿåò âàæíåé-

øèå îïðåäåëåíèÿ, à áîêñ öâåòà pink âàæíåéøèå ðåçóëüòàòû.
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Íàâèãàöèÿ
Íàæàòèå ìûøüþ íà ôðàçû èëè ñèìâîëû ïàíåëè ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì äåéñòâèÿì:

Title Page � ïåðåõîä íà ïåðâóþ ñòðàíèöó;

Contents � ïåðåõîä íà ñòðàíèöó îãëàâëåíèÿ;

JJ II � ïåðåõîä íà ïåðâóþ èëè ïîñëåäíþþ ñòðàíèöó;

J I � ïåðåõîä íà ïðåäûäóùóþ èëè ñëåäóþùóþ ñòðàíèöó;

Page � äèàëîã ïåðåõîäà íà íóæíóþ ñòðàíèöó.

Go Back � âîçâðàò íà ïîñëåäíþþ ðàíåå ïîñåùåííóþ ñòðàíèöó;

Close � äèàëîã çàêðûòèÿ ôàéëà, íà âîïðîñ î ñîõðàíåíèè èçìåíåíèé íåîáõîäèìî
âûáðàòü íåò. Çàùèòà ôàéëà âñå ðàâíî íå äàñò ñäåëàòü èçìåíåíèÿ.

Íàèáîëåå áûñòðûé ñïîñîá íàâèãàöèè ÷åðåç Contents . Âîçìîæíî òàêæå ïåðåõî-

äèòü íà íóæíóþ ñòðàíèöó ÷åðåç Page èëè êíîïêàìè ñ ñèìâîëàìè èëè ïðî-
ñòî ùåëêàÿ ëåâîé èëè ïðàâîé êíîïêàìè ìûøè. Åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå, ðàç-
äåë îãëàâëåíèÿ Solution of quizzes, ñîäåðæàùèé ðåøåíèÿ çàäàíèé è òåñòîâ. Ïðè
íàæàòèè íà íåãî ñèñòåìà ïåðåíàïðàâèò âàñ ê óñëîâèÿì çàäàíèé. Ïîñëå âû-
ïîëíåíèÿ çàäàíèé, ðàçäåë ñ ðåøåíèÿìè äîñòóïåí. Íàæàòèå íà êðàñíûé êâàä-
ðàòèê â ðàçäåëå ðåøåíèé âåðíåò âàñ îáðàòíî ê çàäàíèþ. Âñå ôàéëû, èñ-
ïîëüçóåìûå â ýòîì ïîñîáèè, ïðèñîåäèíåíû ê îñíîâíîìó ôàéëó êàê âëîæåíèÿ.

Äàòà ñîçäàíèÿ ôàéëà 27 ñåíòÿáðÿ 2007 ã., ðàçìåð ôàéëà 3.62 mb=3 801619 b. Â áàé-

òàõ ðàçìåð ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ýòîãî çíà÷åíèÿ íà ±20b, òàê êàê òðóäíî ïîñëå êîì-
ïèëÿöèè ïîïàñòü íà òå æå öèôðû îáúåìà pdf-ôàéëà. Íå çàêðûâàÿ ôàéëà, íàæìèòå
AltTab è â Windows ïîñìîòðèòå ýòè àòðèáóòû äàííîãî ôàéëà. Âåðíèòåñü â ôàéë. Ïðè
ñîîòâåòñòâèè àâòîðñêèì àòðèáóòàì, ìîæíî áåçáîÿçíåíî îòêðûâàòü âñå Attach-ôàéëû
ïðè ïîìîùè âûäåëåíèÿ ñèìâîëà êíîïêè ïðàâîé êíîïêîé ìûøè.
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Âûáîð òðàåêòîðèè èçó÷åíèÿ àëãåáðû
Äëÿ ìàòåìàòèêîâ êóðñ àëãåáðû ÷èòàåòñÿ äâà ñåìåñòðà è îäèí ñåìåñòð ÷èòàåòñÿ

êóðñ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Äëÿ ïðî÷èõ ñïåöèàëüíîñòåé ó÷åáíûé ïëàí ïðåäóñìàò-
ðèâàåò íåêèé ñèìáèîç ýòèõ êóðñîâ. Íàñòîÿùèé ôàéë ñîäåðæèò ìàòåðèàë, ïîêðûâàþ-
ùèé ïîòðåáíîñòè â àëãåáðå âñåõ ñïåöèàëüíîñòåé ÌÌÔ. Ðàçíûå ðàçäåëû ôàéëà íàïè-
ñàíû äîñòàòî÷íî íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ìû ëèøü ïîìåòèì öâåòîì, êàêèå ðàçäåëû
êóðñà àëãåáðû íåîáõîäèìî èçó÷èòü ñòóäåíòàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåöèàëüíîñòåé.

Ìàòåìàòèêà � âñå ðàçäåëû, íåçàâèñèìî îò öâåòà â îãëàâëåíèè, öâåòà çàãîëîâêîâ
ðàçäåëîâ è êîëîíòèòóëîâ.

Ìåõàíèêà Âñå ðàçäåëû êðîìå ïîìå÷åííûõ öâåòîì magenta.

Èíôîðìàòèêà Âñå ðàçäåëû êðîìå ïîìå÷åííûõ öâåòîì magenta.

Èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû Âñå ðàçäåëû êðîìå ïîìå÷åííûõ öâåòîì magenta.

Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå Âñå ðàçäåëû êðîìå ïîìå÷åí-
íûõ öâåòîì magenta.

Âïðî÷åì, çäåñü ìîãóò áûòü âàðèàöèè, â çàâèñèìîñòè îò âêóñà ëåêòîðà. Êàôåäðà ïî-
äóìàåò î ïåðåâîäå íàñòîÿùåãî ôàéëà íà êàçàõñêèé ÿçûê. ßñíî, ÷òî ôàéëû òàêîãî
êëàññà äåëàþòñÿ íå îäèí ìåñÿö, âî âñÿêîì ñëó÷àå, ìíå íå õâàòèëî äëÿ ýòîãî îòïóñêà.
Ïðè ýòîì íåñìîòðÿ íà ðåïóòàöèþ Latex-ãóðó íà ôàêóëüòåòå, äëÿ èçãîòîâëåíèÿ ôàéëà
ïðèøëîñü çíàòü êðîìå ÷åòûðåõ òîìîâ ïóòåâîäèòåëÿ ïî ïàêåòó Latex, åùå ãîðó òåõ-
íè÷åñêîé ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì, ôðàíöóçñêîì è íåìåöêîì ÿçûêàõ î ïàêåòàõ, î
êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ íà 2-îé ñòðàíèöå ôàéëà è êíèãó î âçëîìàõ pdf. Ôàéë ïî àíàëèòè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè ñ òðàåêòîðèåé å¼ èçó÷åíèÿ äëÿ âñåõ ñïåöèàëüíîñòåé ÌÌÔ ãîòîâèò
äîöåíò Í.Ï. Àçàíîâ â ôîðìàòå .chm
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òðåáîâàíèÿ ê êîìïüþòåðó è ïðîãðàììíîìó îáåñïå÷åíèþ. Êîìïüþòåð ìî-
æåò áûòü ëþáûì, íà÷èíàÿ ñ Pentium-II. Äëÿ ÷òåíèÿ ôàéëà íóæåí Adobe Acrobat
èëè Adobe Reader âåðñèè íå íèæå 6.0 ñ Java script-ìîäóëåì. Äëÿ ïðîèãðûâàíèÿ �ash-
ðîëèêîâ íåîáõîäèì Macromedia Flash player âåðñèè 7.0 èëè âûøå. Adobe Reader è
Macromedia Flash player ÿâëÿþòñÿ áåñïëàòíûìè ïðîãðàììàìè è ìîãóò áûòü íàéäåíû
ïîèñêîâèêîì http://www.google.ru. Åñëè ó âàñ íè÷åãî ýòîãî íåò êðîìå Adobe Reader,
òî âñå ðàâíî áîëüøàÿ ÷àñòü ôàéëîâ áóäåò ÷èòàòüñÿ, íî âëîæåííûå íå pdf-ôàéëû, íåò.

Íà ôàéëû íàëîæåíà íåêîòîðàÿ àâòîðñêàÿ çàùèòà, íî âû ïîíèìàåòå, ÷òî pdf � ýòî
web-òåõíîëîãèè, òûñÿ÷è õàêåðîâ èùóò óÿçâèìîñòè â web, ïîýòîìó ïîëíîé íàäåæäû íà
çàùèòó íåò. Â õîäå ÷òåíèÿ ôàéëà âàì ïðèäåòñÿ çàïîëíÿòü íåêîòîðûå ôîðìû (îòâå÷àÿ
íà âîïðîñû òåñòèðîâàíèÿ), ïî îêîí÷àíèè ñåàíñà ðàáîòû ñ ôàéëîì ýòè èçìåíåíèÿ íå ñî-

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 9
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õðàíÿþòñÿ. Â íîâîì ñåàíñå âû ðàáîòàåòå ñ ÷èñòîãî ëèñòà. Â êàæäîì ðàçäåëå âûäåëåíî
öâåòîì êëþ÷åâîå îïðåäåëåíèå èëè ðåçóëüòàò. Öâåòîì îòìå÷åíû òàêæå ãèïåðññûëêè,
íàæàòèå íà êîòîðûå ïðèâîäèò ïåðåõîäó â ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçäåë.

×òîáû íàïîìíèòü ñòóäåíòó íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè ïî-
ñìîòðèòå ñëåäóþùèé áîëüøîé �ash-ðîëèê. Ýòîò ðîëèê ãîòîâèëñÿ â 2004 ã. è ñòàë
ñåðäöåâèíîé ìóëüòèìåäèéíîãî îáó÷àþùåãî ïîñîáèÿ ïî àëãåáðå äëÿ 8 � 9 êëàññîâ ñðåä-
íåé øêîëû. Ïîñîáèå ãîòîâèëà áîëüøàÿ ãðóïïà àâòîðîâ è ïðîãðàììèñòîâ ÊàçÍÓ è
îíî ðàçîøëîñü â CD-äèñêàõ ïî Êàçàõñòàíó. Àâòîð îòâå÷àë çà êîîðäèíàöèþ ðàáîòû
êîëëåêòèâà àâòîðîâ íàä ÌÎÏ è çà ðàçäåë òðèãîíîìåòðèè. ß ÿâëÿþñü åäèíîëè÷íûì
àâòîðîì âñåõ èäåé, ïîëîæåííûõ â îñíîâó óïîìÿíóòîãî �ash-ðîëèêà. Âñå ïóíêòû ìå-
íþ ðîëèêà: êîíâåðòåðû, òðàíñôîðìåðû, ðåøàòåëè, àíèìàöèÿ, ãðàôèêè áûëè âíà÷àëå
ñìîäåëèðîâàíû àâòîðîì â Maple è ýòè ïîäðîáíûå ìîäåëè áûëè ðåàëèçîâàíû �ash-
ïðîãðàììèñòàìè ìåõìàòà ÊàçÍÓ.

Âî �ash-ðîëèêå ðàáîòàþò âñå ïóíêòû ìåíþ, êðîìå êîíñòðóêòîðà ãðàôèêîâ è ñèììåò-
ðèé ãðàôèêîâ îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ, òðåáóþùèõ ActiveX. Íå æìèòå íà ýòè ïóíêòû,
ýòî ïðèâåäåò ê çàâèñàíèþ FlashPlayer. Åñëè ñëó÷àéíî âêëþ÷èëè, òî ñíèìèòå ñ çàâèñà-
íèÿ FlashPlayer è âû âíîâü ÷èòàåòå èñõîäíûé ôàéë â pdf è ìîæåòå ïîâòîðíî çàïóñòèòü
�ash-ðîëèê. Ìóçûêà âî �ash-ðîëèêå óáðàíà ðàäè ýêîíîìèè ïàìÿòè. Ìîæåò áûòü ýòîò
swf-ðîëèê ñòàíåò äëÿ âàñ âñïîìîãàòåëüíûì èíñòðóìåíòîì ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ
çàäà÷ ïî àëãåáðå, ãåîìåòðèè è ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Ïðåäâàðèòåëüíî ñäåëàéòå
àññîöèàöèþ swf-ôàéëîâ ñ áðàóçåðîì Internet Explorer. Äëÿ ýòîãî âîéäèòå â Ïóñê/Ìîé
êîìïüþòåð/ñåðâèñ/ñâîéñòâà ïàïêè/òèïû ôàéëîâ. Ãäå íàéòè Flash Player ñì. 25.

Çàïóñòèòü ëè âëîæåííûé swf-ôàéë?

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 10
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Òðåáîâàíèÿ ê çíàíèÿì ñòóäåíòîâ. Äëÿ ïîíèìàíèÿ êóðñà íåîáõîäèìî âëàäåíèå
ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêîé â îáúåìå êóðñà ñðåäíåé øêîëû. Ðåçóëüòàòû êóðñà èñïîëü-
çóþòñÿ âñåìè äðóãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè äèñöèïëèíàìè. Íàñòîÿùèé ñîêðàùåííûé
êîíñïåêò ëåêöèé ñîäåðæèò îïðåäåëåíèÿ âñåõ èñïîëüçóåìûõ ïîíÿòèé, ôîðìóëèðîâêè
âñåõ ðåçóëüòàòîâ êóðñà. Â êîíñïåêòå ïðèâåäåíû ïîëíûå äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ
êóðñà, êîòîðûå îòñóòñòâóþò â ñòàíäàðòíûõ êíèãàõ. Ôàéë îïòèìèçèðîâàí äëÿ îòîáðà-
æåíèÿ â ýëåêòðîííîì âèäå è íå ïðåäíàçíà÷åí äëÿ îòîáðàæåíèÿ íà áóìàãå. Ïðè÷èíà
çàêëþ÷àåòñÿ íå òîëüêî â äèçàéíå, õîòÿ è ýòî íåìàëîâàæíî, è íàäåþñü ÷òî ÷èòàòü ôàéë
ñ ìîíèòîðà ïðèÿòíî. Ìû èñïîëüçóåì âîçìîæíîñòü ñíàáäèòü ôàéë ðàçíîîáðàçíûìè
ãèïåðññûëêàìè è äàæå âñòóïèòü ñî ñòóäåíòîì â èíòåðàêòèâíîå îáùåíèå ïîñðåäñòâîì
ýòîãî ôàéëà. Ýòî ïðîèñõîäèò â ðàçäåëå Êàê ðåøàòü òåñòû è ïî õîäó èçëîæåíèÿ â
ðàçáèðàåìûõ ïðèìåðàõ. Ïîäîáíûõ öåëåé â áóìàæíîì âàðèàíòå äîñòè÷ü íåâîçìîæíî.

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 11
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1.1. ×èñëîâûå êîëüöà è ïîëÿ, êîëüöà âû÷åòîâ

Ïóñòü K íåïóñòîå ìíîæåñòâî èìåþùåå îñîáûé ýëåìåíò, îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì
0, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû äâå äâóõìåñòíûå îïåðàöèè + ñëîæåíèå è · óìíîæåíèå, ò.å.
åñëè x, y ∈ K ñëåäóåò, ÷òî x + y ∈ K è è x · y ∈ K. Â íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ
ñëó÷àÿõ ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

∀x∀y∀z[(x+ y) + z = x+ (y + z)] �àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèé

∀x∀y[x+ y = y + x] � êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ

∀x[x+ 0 = x] � íåéòðàëüíîñòü íóëÿ

∀x∃y[x+ y = 0] � ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò

∀x∀y∀z[x · (y + z) = x · y + x · z], ∀x∀y∀z[(y + z) · x = y · x+ z · x] äèñòðèáóòèâíîñòü

Îïðåäåëåíèå 1 Åñëè ìíîæåñòâî K îáëàäàåò âñåìè ýòèìè ñâîéñòâàìè, òî îíî
íàçûâàåòñÿ êîëüöîì.

Ôàêò 1 Íåéòðàëüíûé îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ýëåìåíò â êîëüöå åäèíñòâåííåí. Äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà x êîëüöà ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò y åäèíñòâåííåí è îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç −x.

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 12
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Îïðåäåëåíèå 2 Êîëüöî K íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíûì, åñëè â íåì äîïîëíèòåëüíî
àññîöèàòèâíî óìíîæåíèå

∀x∀y∀z[(x · y) · z = x · (y · z)].

Îïðåäåëåíèå 3 Êîëüöî K íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè â íåì äîïîëíèòåëüíî
êîììóòàòèâíî óìíîæåíèå

∀x∀y[x · y = y · x)].

Îïðåäåëåíèå 4 Êîëüöî K èìååò åäèíèöó 1, åñëè ∀x[x · 1 = x = 1 · x].

Îïðåäåëåíèå 5 Åñëè K êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì,
åñëè ñóùåñòâóåò y ∈ K òàêîé, ÷òî x·y = 1 = y ·x. Ýëåìåíò y íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì
ê x.

Ôàêò 2 Åñëè êîëüöî ñîäåðæèò åäèíèöó, òî òîëüêî îäíó. Åñëè K êîëüöî ñ åäèíèöåé,
òî åñëè ýëåìåíò x îáðàòèì, òî îáðàòíûé ê x ýëåìåíò åäèíñòâåííåí è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç x−1.

Îïðåäåëåíèå 6 Àññîöèàòèâíîå è êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ
ïîëåì, åñëè êàæäûé ýëåìåíò îòëè÷íûé îò íóëÿ îáðàòèì.

Â êîëüöàõ ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ìîãóò âûïîëíÿòñÿ â ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèÿõ, ïðè-
÷åì êëàññèôèêàöèîííîå íàçâàíèå ýòîìó êîëüöó äàåòñÿ ïî ìàêñèìóìó ñî÷åòàåìûõ
ñâîéñòâ.

Ïðèìåð 1 Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà (K,+, ·,=) è çàäàííûå íà íåì îïåðà-
öèè +, ·.

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 13
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1. (Q,+, ·,=) è (R,+, ·,=) ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè ðàöèîíàëüíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë..

2. (Z,+, ·,=) öåëûå ÷èñëà � àññîöèàòèâíîå è êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

3. (2Z,+, ·,=) ÷åòíûå ÷èñëà � àññîöèàòèâíîå è êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç åäè-
íèöû.

Ïðî÷èå ðàçäåëÿþùèå ïðèìåðû íåêîììóòàòèâíûõ è (èëè) íåàññîöèàòèâíûõ êîëåö
áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ïî õîäó èçëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7 Ïóñòü n ≥ 2 � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.Íà ìíîæåñòâå
{0, 1, . . . , n − 1} îïðåäåëèì äâå îïåðàöèè ⊕n,⊗n ïî ïðàâèëó x ⊕n y = irem(x + y, n) è
x ⊗n y = irem(x · y, n), ãäå ÷åðåç irem(z, n) îáîçíà÷åí îñòàòîê îò äåëåíèÿ z íà n.
Ýòî ìíîæåñòâî (Zn,⊕n,⊗n) íàçûâàåòñÿ êîëüöîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n. Åñëè ýòî
ÿñíî èç êîíòåêñòà, òî îáîçíà÷åíèÿ óïðîùàþò äî (Zn,+, ·,=).

Ýëåìåíò x êîëüöà K íàçûâàåòñÿ (ïðàâûì) äåëèòåëåì íóëÿ, åñëè x 6= 0 è ñóùåñòâóåò
y 6= 0 òàêîé, ÷òî x·y = 0. Íàïðèìåð, â êîëüöå âû÷åòîâ Z6 ýëåìåíò 2 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì
íóëÿ.

Ôàêò 3 Â ëþáîì ïîëå íå ñóùåñòâóåò äåëèòåëåé íóëÿ.

Òåîðåìà 1 Êîëüöî âû÷åòîâ Zn ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ïðî-
ñòîå ÷èñëî.

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 14
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Îïðåäåëåíèå 8 Åñëè äëÿ êîëüöà K ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî
∀x(mx = 0), òî íàèìåíüøåå èç òàêèõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé êîëüöà
K è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç char(K). Åññëè òàêèõ m íåò, òî õàðàêòåðèñòèêà êîëüöà
ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Íàïðèìåð, char(R) = 0 = char(Q) è char(Zn) = n.

Òåîðåìà 2 Õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî ïîëÿ ëèáî íóëü, ëèáî ïðîñòîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 3

1. Âñÿêîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäïîëÿ ïîëå ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë.

2. Âñÿêîå ïîëå ïðîñòîé õàðàêòåðèñòèêè p ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäïîëÿ ïîëå
âû÷åòîâ Zp.

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Êîñòðèêèíà [4].

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 15



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 16 of 149

Go Back

Close

1.2. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàïèñü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

1.2. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàïèñü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (R,+, ·, 0, 1,=) óäîâëåòâîðÿëî ïîòðåáíîñòÿì ýêîíîìèêè
è åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, íî èìåëî îäèí íåäîñòàòîê, ñóùåñòâîâàëè ìíîãî÷ëåíû ñ âå-
ùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàïðèìåð, f(x) = x2 + 1 íå èìåþùèå âåùåñòâåííûõ
êîðíåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç i íîâûé ñèìâîë íå ëåæàùèé â R è ïîëàãàåì i2 = −1,

Îïðåäåëåíèå 9 Ìíîæåñòâîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàçûâàåì ìíîæåñòâî C ôîð-
ìàëüíûõ âûðàæåíèé {a+bi | a, b ∈ R}, ãäå ïîëàãàåòñÿ i2 = −1 è a1+b1i = a2+c2i ⇐⇒
a1 = a2 ∧ b1 = b2.

Îïðåäåëåíèå 10 Îïðåäåëèì îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïîëàãàÿ
äëÿ z1 = a1 + b1i è z2 = a2 + b2i, ÷òî z1 + z2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i è z1 · z2 =
(a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1)i.

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 16
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(2pts) Âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå

(3 + 2i) · (4− i) = + i

︸ ︷︷ ︸
ScoreField

︸ ︷︷ ︸
PointsField

Ans:

Òåîðåìà 4 Ìíîæåñòâî C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé +, · îáðàçóåò
ïîëå ðàñøèðÿþùåå ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðè÷èíîé, ÷òî âñå àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ íàä
êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè (â ÷àñòíîñòè ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ) òî÷íî òàêèå
æå êàê è äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 11 Eñëè z = a+ bi � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òî ñîïðÿæåííûì ê z ÷èñëîì
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî z̄ = a− bi.

Ôàêò 4
1. (z1 ± z2) = z1 ± z2,

2. (z1 · z2) = z1 · z2,

3. z ∈ R ⇐⇒ z = z̄,

4. z ∈ iR ⇐⇒ z̄ = −z, òàêèå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè,

5. z + z̄ ∈ R,
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1.2. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàïèñü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

6. x · z̄ = a2 + b2 ∈ R+

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà èìåþò ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êàê òî÷êè íà âåùå-
ñòâåííîé îñè. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà èçîáðàæàþòñÿ òî÷êàìè ïëîñêîñòè. ×èñëó âèäà z =
a + bi ñîïîñòàâëÿåòñÿ òî÷êà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòîé (a, b). Ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷-
êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z. Òàêèì îáðàçîì
ïîíÿòèå ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îêàçûâàåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ àáñîëþòíîé âå-
ëè÷èíû âåùåñòâåííîãî ÷èñëà. Äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë � ñîïîñòàâ-
ëåíèå êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = a + bi âåêòîðà èäóùåãî èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó
ñ êîîðäèíàòàìè (a, b). Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîëåçíî òåì, ÷òî ñóììå äâóõ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñóììà ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ.

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Êóðîøà [3].
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1.3. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Ïîëîæåíèå òî÷êè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè êðîìå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò: ðàññòîÿíèåì îò ýòîé òî÷êè äî
íà÷àëà êîîðäèíàò ìåæäó ïðÿìîé ÎÕ è ëó÷îì íà ïðàâëåííûì èç íà÷àëà êîîðäèíàò íà
äàííóþ òî÷êó. Ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îòñ÷åòà óãëîâ ñ÷èòàåòñÿ íàïðàâëåíèå
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ýòîò óãîë íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíûì óãëîì. Ïîíÿòíî, ÷òî ëó÷è α
è 2π+α ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî 0 ≤ α ≤ 2π. Íàéäåì çàïèñü êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z = a+ bi.

Îáîçíà÷èì |z| ÷åðåç ρ. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ρ =
√
a2 + b2 è sin(ϕ) = b

ρ ,

cos(ϕ) = a
ρ . Ïàðà ÷èñåë sin(ϕ), cos(ϕ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò óãîë â ïðåäåëàõ îò íóëÿ

äî 2π. Åñëè îáà ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû, òî ýòîò óãîë ëåæèò â ïåðâîé ÷åòâåðòè, åñëè
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1.3. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

îáà îòðèöàòåëüíû, òî ýòîò óãîë ëåæèò â òðåòüåé ÷åòâåðòè. Åñëè ñèíóñ ïîëîæèòåëåí,
à êîñèíóñ îòðèöàòåëåí, òî ýòî âòîðàÿ ÷åòâåðòü è, íàêîíåö, åñëè ñèíóñ îòðèöàòåëåí,
à êîñèíóñ ïîëîæèòåëåí, òî ýòî ÷åòâåðòàÿ ÷åòâåðòü. Òîãäà a = ρ cos(ϕ), b = ρ sin(ϕ).
Îòñþäà

z = a + bi = ρ[cos(ϕ) + i sin(ϕ)]. Ïîñëåäíÿÿ çàïèñü íàçû-
âàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Ïðèìåð 2 Íàéòè òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó ÷èñëà
√

3− i.

Íàéäåì âíà÷àëå ìîäóëü ýòîãî ÷èñëà |z| =
√√

3
2

+ (−1)2 = 2. Â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
çàïèñè ÷èñëà ìîäóëü âûòàñêèâàåòñÿ âïåðåä. Ó÷òåì ýòî. Òîãäà√

3− i = 2[
√

3
2 − 1

2 i]. Ñëåäîâàòåëüíî, cos(ϕ) =
√

3
2 sin(ϕ) = − 1

2 . Ïî âûøåïðèâåäåííîìó
ïðàâèëó óãîë ϕ ëåæèò â ÷åòâåðòîé ÷åòâåðòè. Â ëþáîé ÷åòâåðòè ìîæíî îêàçàòüñÿ ïðè-
áàâëÿÿ èëè îòíèìàÿ ê óãëàì 0 èëè π îñòðûé óãîë. Íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ íà çíàêè,

â ïåðâîé ÷åòâåðòè cos(π
3 ) =

√
3

2 . Ïîýòîìó èñêîìûé óãîë ðàâåí 2π − π
3 = 5π

3 . Îòñþäà√
3− i = 2[cos( 5π

3 ) + i sin( 5π
3 )].

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà óäîáíà äëÿ ñëîæåíèÿ è âû÷èòà-
íèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è èìååò ÿñíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòèõ îïåðàöèé.
Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë óäîáíà äëÿ óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë, âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè èç êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà.

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 20
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1.3. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

(3pts) Íàéòè òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

1−
√

3i = [cos( ) + i sin( )]

︸ ︷︷ ︸
ScoreField

︸ ︷︷ ︸
PointsField

Ans:

Òåîðåìà 5 Åñëè z1 = r[cos(ϕ) + i sin(ϕ)], z2 = ρ[cos(ψ) + i sin(ψ)], òî

z1z2 = rρ[cos(ϕ+ ψ) + i sin(ϕ+ ψ)],

â ÷àñòíîñòè, ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëåé
ñîìíîæèòåëåé è àðãóìåíò ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ñóììå àðãóìåíòîâ ñîìíîæèòåëåé.
Ðàçóìååòñÿ, åñëè ñóììà àðãóìåíòîâ ïðåâûøàåò 2π, òî îò ñóììû àðãóìåíòîâ íåîá-
õîäèìî îòìèíóñîâàòü óãîë ïîëíîãî îáîðîòà 2π.

Ñëåäñòâèå 1 (Ôîðìóëà Ìóàâðà) Åñëè z = r[cos(ϕ) + i sin(ϕ)], òî

zn = rn[cos(nϕ) + i sin(nϕ)].

Â îòëè÷èå îò äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èç êàæäîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà èçâëåêàþòñÿ êîð-
íè, ïðè÷åì ëþáîé ñòåïåíè. Áîëåå òîãî, åñëè ÷èñëî íå ðàâíî íóëþ, òî èç íåãî èçâëåêà-
åòñÿ ðîâíî n ðàçëè÷íûõ êîðíåé.
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1.3. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Òåîðåìà 6 Åñëè z = r[cos(ϕ) + i sin(ϕ)], òî

n
√
z = n

√
r

[
cos
(
ϕ+ 2πk

n

)
+ i sin

(
ϕ+ 2πk

n

)]
, 0 ≤ k ≤ n− 1.

Îïðåäåëåíèå 12 Êîðíåì n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî
α òàêîå, ÷òî αn = 1. Êîðíè n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû îáðàçóþò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó
n-ãî ïîðÿäêà, ò.å. ìíîæåñòâî ýòèõ êîðíåé çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ è
âçÿòèÿ îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ. Âñå êîðíè n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû ïîðîæäàþòñÿ èç
îäíîãî èç êîðíåé êàê ñòåïåíè ýòîãî êîðíÿ. Òàêèå êîðíè íàçûâàþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè
êîðíÿìè n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû.

×èñëî α ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà αn = 1 è (∀k < n)[αk 6= 1]. Êîðíè èç åäèíèöû ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ
ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1, ïðè÷åì îäíà èç
âåðøèí ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì 1.

(3pts) Íàéòè âñå êîðíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

3
√
−2 + 2i =

√
[cos( ) + i sin( )]

︸ ︷︷ ︸
ScoreField

︸ ︷︷ ︸
PointsField

Ans:

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Êóðîøà [3].
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1.4. Îïðåäåëèòåëè

Ïóñòü K êàêîå-íèáóäü ïîëå èç ÷èñëà òåõ, êîòîðûå íàì èçâåñòíû èëè áóäóò ïî-
ñòðîåíû ïîçäíåå. Íà äàííûé ìîìåíò ìû çíàåì ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ, âåùåñòâåííûõ è
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à òàêæå ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. Ýòè ïîëÿ êðàòêî
îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè Q,R,C,Zp. Îïðåäåëèòåëåì (ñèíîíèì � äåòåðìèíàíòîì) âòî-
ðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ òàáëèöà èç äâóõ ñòðîê è äâóõ ñòîëáöîâ, êîòîðîé
ñîïîñòàâëåíî ñëåäóþùåå ÷èñëî èç ïîëÿ K:

∆2 =
∣∣∣∣a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

∣∣∣∣ = a1,1 · a2,2 − a1,2 · a2,1,

ÿâëÿþùååñÿ ðàçíîñòüþ ïðîèçâåäåíèé ÷èñåë ëåæàùèõ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è ïîáî÷-
íîé äèàãîíàëè. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëÿ: ýëå-
ìåíò ai,j ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà. Îïðåäåëèòåëåì òðåòüåãî
ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ òàáëèöà èç òðåõ ñòðîê è òðåõ ñòîëáöîâ, êîòîðîé ñî-
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ïîñòàâëåíî ñëåäóþùåå ÷èñëî èç ïîëÿ K:

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

∣∣∣∣∣∣= a1,1 · a2,2 · a3,3 + a1,2 · a2,3 · a3,1 + a1,3 · a2,1 · a3,2−
−a1,3 · a2,2 · a3,1 − a1,1 · a2,3 · a3,2 − a1,2 · a2,1 · a3,3

Çàïîìíèòü ôîðìóëó äëÿ ∆3 óæå òðóäíåå, íî ñóùåñòâóåò ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî
êîòîðîå ãëàñèò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå òðîåê ÷èñåë ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì òðåóãîëü-
íèêîâ èëè ãëàâíîé äèàãîíàëè ïåðâîé òàáëèöû âõîäèò â îïðåäåëèòåëü ñî çíàêîì ïëþñ,
à äëÿ âòîðîé òàáëèöû ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâåäåíèÿ âõîäÿò â ∆3 ñî çíàêîì ìè-
íóñ. Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ïî çàäàííîé ôîðìóëå. Ìû
íå ðåêîìåíäóåì âû÷èñëÿòü îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ïðèâåäåííîé ôîðìóëå.
Ãîðàçäî ïðàêòè÷íåå âû÷èñëÿòü îïðåäåëèòåëè òðåòüåãî è áîëüøåãî ïîðÿäêîâ óñâîèâ
ðÿä ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé n-ãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü n � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îáîçíà÷èì ÷åðåç Jn ìíîæåñòâî ÷èñåë
{1, 2, . . . , n}. Ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà Jn íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü π = (α1, α2, . . . , αn) ðàçëè÷íûõ ÷èñåë èç Jn. ×åðåç S(n) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âñåõ ïåðåñòàíîâîê íà Jn. Íàïðèìåð, ïðè n = 3 ìíîæåñòâî S(3) ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ
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ïåðåñòàíîâîê:

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1).

Ëåììà 1 ×èñëî ïåðåñòàíîâîê â ìíîæåñòâå S(n) ðàâíî n!.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî n! ðàñòåò ñ îãðîìíîé ñêîðîñòüþ ñ ðîñòîì n. Âîò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü åãî çíà÷åíèé 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720, 7! = 5040, 8! = 40320, 9! =
362880 è ÷èñëî 10! == 3628800 ïðåâûøàåò òðè ìèëëèîíà. ×èñëî 13! = 6227020800
ïðåâûøàåò øåñòü ìèëëèàðäîâ è ÷èñëî 100! èìååò â ñâîåé çàïèñè 158 öèôð, ò.å. çíà-
÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ãóãë ( ãóãë � åäèíèöà ñî ñòà íóëÿìè, îò ýòîãî èìåíè ïðîèçîøåë
google � çíàìåíèòûé ïîèñêîâèê â Èíòåðíåòå)

Ñëåäóþùåå âëîæåíèå � çàáàâíàÿ àíèìàöèÿ ñî çâóêîì, åùå ðàç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïå-
ðåñòàíîâêè îäèí èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ â ïðèðîäå.
Äëÿ çàïóñêà àíèìàöèè íåîáõîäèì Macromedia Flash Player âåðñèè 7.0 èëè âûøå. Åñëè
âû ïîëüçóåòåñü Èíòåðíåòîì, òî îí ñêîðåå âñåãî ó Âàñ óæå âñòðîåí â áðàóçåð. Åñëè
ôàéë íå ïîêàçûâàåòñÿ, òî â ëþáîì Èíòåðíåò-êàôå çàéäèòå íà http://www.google.ru
è èùèòå Macromedia Flash Player . Íàéäèòå ïî ññûëêàì download ýòîé ïðîãðàììû,
ñêà÷àéòå íà ôëåøêó è óñòàíîâèòå íà ñâîé êîìïüþòåð. Êàê åþ ïîëüçîâàòüñÿ ñì. 10.

Âîçâðàò ïî Go Back . Ýòà ïðîãðàììà áåñïëàòíàÿ. Âûäåëèòå ñèìâîë êíîïêè ïðàâîé

êíîïêîé ìûøè è âî âñïëûâøåì ìåíþ âûáðàòü îòêðûòü swf-ôàéë.

Îïðåäåëåíèå 13 Ïóñòü π ïåðåñòàíîâêà π = (α1, α2, . . . , αn). Äâà ñèìâîëà αi, αj

ñîñòàâëÿþò â ïåðåñòàíîâêå π èíâåðñèþ (áåñïîðÿäîê), i < j, íî αi > αj. ×èñëî áåñ-
ïîðÿäêîâ â ïåðåñòàíîâêå π îáîçíà÷èì ÷åðåç I(π). Ïåðåñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé,
åñëè ÷åòíî ÷èñëî I(π) è íå÷åòíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Îïðåäåëåíèå 14 Ïóñòü π, τ ïåðåñòàíîâêè èç S(n). Ãîâîðèì, ÷òî τ ïîëó÷åíà èç π
òðàíñïîçèöèåé, åñëè íàéäóòñÿ äâà ñèìâîëà αi, αj â π òàêèå, ÷òî òîëüêî ýòè äâà
ñèìâîëà ìåíÿþòñÿ â τ ìåñòàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ π.

Òåîðåìà 7 Âñÿêàÿ òðàíñïîçèöèÿ â çàäàííîé ïåðåñòàíîâêå ìåíÿåò å¼ ÷åòíîñòü.

Ïðèìåð 3 Êóáèê Ðóáèêà îäèí èç ÿðêèõ ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ ïåðåñòàíîâîê. Äî-
ïóñòèì â íàøåì êóáèêå Ðóáèêà íà îäíîé èç ãðàíåé íàïèñàíû ñëîâà ñì. íà÷àëî ðàçäåëà.
Ñäåëàëè íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ðàçíûõ ïîâîðîòîâ ãðàíåé êóáèêà. Çàòåì ðåøèëè ñîáðàòü
öâåòà ãðàíåé êóáèêà â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Âåðíî ëè, ÷òî íåçàâèñèìî îò ïðîöåññà
ñáîðêè âñå áóêâû çàéìóò ïåðâîíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, íå ìåíÿÿ ñâîåé îðèåíòàöèè?

Îïðåäåëåíèå 15 Äàäèì îïðåäåëåíèå äåòåðìèíàíòà n-ãî ïîðÿäêà. Âíà÷àëå ïðèâå-
äåì ôîðìóëó

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

π∈S(n)

(−1)I(π)a1,π(1)a2,π(2) . . . an,π(n)

Ïîÿñíèì ýòó äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ôîðìóëó:

• îïðåäåëèòåëü åñòü ñóììà n! ñëàãàåìûõ (ñóììèðîâàíèå ïî π ∈ S(n));

• êàæäîå ñëàãàåìîå â ∆n åñòü ïðîèçâåäåíèå n ñîìíîæèòåëåé ëåæàùèõ â ðàçíûõ
ñòðîêàõ òàáëèöû ∆n;
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• êàæäîå ñëàãàåìîå â ∆n åñòü ïðîèçâåäåíèå n ñîìíîæèòåëåé ëåæàùèõ â ðàçíûõ
ñòîëáöàõ òàáëèöû ∆n (Òàê êàê âòîðûå ñèìâîëû îáðàçóþò ïåðåñòàíîâêó èç S(n));

• çíàê ñ êîòîðûì âõîäèò ñëàãàåìîå â îïðåäåëèòåëü çàâèñèò îò ÷åòíîñòè ïåðåñòà-
íîâêè èç âòîðûõ ñèìâîëîâ.

Êëþ÷åâûìè ñâîéñòâàìè îïðåäåëèòåëåé ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå äâà ñâîéñòâà íà ïîíèìà-
íèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî çàòðàòèòü áîëüøå óñèëèé.

Ñâîéñòâî 1 Åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâå ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ, òî îí èçìåíèò çíàê.

Ñâîéñòâî 2 Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè (âðàùåíèè îïðåäåëèòåëÿ âîêðóã ãëàâíîé äèàãî-
íàëè) âåëè÷èíà îïðåäåëèòåëÿ íå èçìåíÿåòñÿ. Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ðàñïðî-
ñòðàíÿòü äîêàçûâàåìûå ñâîéñòâà î ñòðîêàõ íà ñòîëáöû.

Ñâîéñòâî 3 Îïðåäåëèòåëü èìåþùèé íóëåâóþ ñòðîêó ðàâåí íóëþ.

Ñâîéñòâî 4 Îïðåäåëèòåëü èìåþùèé äâå ðàâíûå ñòðîêè ðàâåí íóëþ.

Ñâîéñòâî 5 Åñëè ñòðîêó îïðåäåëèòåëÿ óìíîæèòü íà ÷èñëî λ, òî âåëè÷èíà îïðåäå-
ëèòåëÿ èçìåíèòñÿ â λ ðàç.

Ñâîéñòâî 6 Îïðåäåëèòåëü èìåþùèé äâå ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòðîêè ðàâåí íóëþ.

Ñâîéñòâî 7 Îïðåäåëèòåëü, ýëåìåíòû îäíîé èç ñòðîê êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíû â âè-
äå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ ðàâåí ñóììå äâóõ îïðåäåëèòåëåé â ïåðâîì èç íèõ â
ýòîé ñòðîêå ñòîÿò ïåðâûå ñëàãàåìûå, à âî âòîðîì â ýòîé ñòðîêå âòîðûå ñëàãà-
åìûå, ïðî÷èå ýëåìåíòû ýòèõ îïðåäåëèòåëåé ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè èñõîäíîãî
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îïðåäåëèòåëÿ.∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . .
ai,1 + a′i,1 ai,2 + a′i,2 . . . ai,n + a′i,n

. . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . .
ai,1 ai,2 . . . ai,n

. . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . .
a′i,1 a′i,2 . . . a′i,n

. . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ñâîéñòâî 8 Îïðåäåëèòåëü íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ê îäíîé èç åãî ñòðîê ïðèáàâèòü äðóãóþ

ñòðîêó óìíîæåííóþ íà ëþáîå ÷èñëî λ.

Ñâîéñòâî 9 Åñëè â îïðåäåëèòåëå îäíà èç ñòðîê ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äðó-
ãèõ ñòðîê, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

Ìû â çàäà÷àõ áóäåì ïðèìåíÿòü ñèìâîëû: (i) ↔ (j) � äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïåðåñòà-
íîâêè i-îé è j-îé ñòðîêè ìåñòàìè, λ(i) � äëÿ îáîçíà÷åíèÿ óìíîæåíèÿ i-îé ñòðîêè íà
÷èñëî λ è (i) + λ(j) � äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðèáàâëåíèÿ ê i-îé ñòðîêå j-îé óìíîæåííîé
íà ÷èñëî λ. Ïðè ýòîì j-ÿ ñòðîêà îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé, à âñå èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäÿò
â i-îé ñòðîêå. Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ãàóññà ñî
ñòîëáöàìè. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå â çàïèñè: [i] � îçíà÷àåò i-é ñòîëáåö.

Quiz Âûÿñíèòü êàêèì ïðåîáðàçîâàíèåì âòîðîé îïðåäåëèòåëü ïîëó÷åí èç ïåðâîãî?∣∣∣∣1 −2
2 1

∣∣∣∣ ·
−−−−−−−−−−→

∣∣∣∣ 1 −2
−1 7

∣∣∣∣
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×òîáû ðåøàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è, òðåáóåìûå äëÿ ïðîâåðêè óñâîåíèÿ, íàäî íàæàòü
êíîïêó Start , çàòåì çàïîëíèòü â êàæäîé çàäà÷å ïðàâèëüíûå ïî âàøåìó ìíåíèþ îò-

âåòû, òêíóâ ìûøêîé íà íóæíûå ðàäèîêíîïêè. Ïîâòîðíîå íàæàòèå Start î÷èùàåò
ðàíåå ââåäåííûé âûáîð è ñèñòåìà ãîòîâà, ÷òîáû çàíîâî ïðèñòóïèòü ê îáó÷åíèþ. Äëÿ

ïðîâåðêè ðåøåíèé íàæàòü â êîíöå çàäà÷ êíîïêó end è ïðîâåðèòü îòâåòû çàäà÷ íà

ñîâïàäåíèÿ, íàæàâ íà Correct . Íàæàòèå íà çåëåíûé êðóæî÷åê ñ ïðàâèëüíûì îòâåòîì
ïåðåâåäåò âàñ íà ñòðàíèöó ñ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è. Íàæàòèå íà êðàñíûé
êâàäðàò íà ñòðàíèöå ñ ðåøåíèåì âåðíåò âàñ ê ðàññìàòðèâàåìîìó çàäàíèþ.

1. Êàê èçìåíèòñÿ îïðåäåëèòåëü, åñëè èç óäâîåííîé ïåðâîé ñòðîêè îòíÿòü âòîðóþ
ñòðîêó?
Îòâåòû:

íå èçìåíèòñÿ, ñòàíåò ðàâíûì íóëþ, óäâîèòñÿ.

2. Êàê èçìåíèòñÿ îïðåäåëèòåëü, åñëè îäíîâðåìåííî îò ïåðâîé ñòðîêè îòíÿòü âòîðóþ,
îò âòîðîé òðåòüþ è îò òðåòüåé ïåðâóþ?
Îòâåòû:

ñòàíåò ðàâíûì íóëþ, íå èçìåíèòñÿ, èçìåíèò çíàê.

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Êóðîøà [3].
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1.5. Îïðåäåëèòåëè n-ãî ïîðÿäêà.

Áåç îâëàäåíèÿ âñåìè ñâîéñòâàìè îïðåäåëèòåëåé íåëüçÿ íàäåæíî âû÷èñëÿòü èõ.
Ïðèâåäåì ïðàâèëà äëÿ çàïîìèíàíèÿ è êëàññèôèêàöèè ñâîéñòâ. Ñåé÷àñ íåò íóæäû
çàïèñûâàòü ýòè ñâîéñòâà ïî ïîðÿäêó èõ äîêàçàòåëüñòâà. ×èòàòåëü, ñðàâíèâàÿ ñïèñ-
êè ñâîéñòâ, ñàì ðàçáåðåòñÿ â ìíåìîíè÷åñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñâîéñòâ, ðàçáèòûõ íà òðè
ãðóïïû.

I. ∆ = 0

a) ∆[(k) = θ] = 0;

b) ∆[(k) = (s)] = 0;

c) ∆[(k) = λ · (s)] = 0;

d) ∆[(k) =
∑

i 6=k λi · (i)] = 0.

II. ∆ íå ìåíÿåòñÿ.

a) ∆′ = ∆; (øòðèõ îçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ)

b) ∆[(k) + λ · (s)] = ∆.
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III. ∆ èçìåíÿåòñÿ.

a) ∆[(k) ↔ (s)] = −∆;

b) ∆[λ · (k)] = λ ·∆;

c) ∆[(k) = (k′) + (k′′)] = ∆[(k′)] + ∆[(k′′)].
Èìååòñÿ ðÿä îïðåäåëèòåëåé ÷àñòíîãî âèäà, âåëè÷èíà êîòîðûõ ìîìåíòàëüíî ïîä-

ñ÷èòûâàåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ äåòåðìèíàíòà. Ê íèì îòíîñèòñÿ âåðõíèé òðåóãîëüíûé
îïðåäåëèòåëü ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 a1,2 a1,3 . . . a1,n

0 a2,2 a2,3 . . . a2,n

0 0 a3,3 . . . a3,n

. . . . . .
0 0 0 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1,1 · a2,2 · a3,3 · · · · · an,n

Ïðèìåð 4 Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 3
−2 3 1 4
3 −1 −2 2
1 2 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
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Ïðèâåäåì çàäàííûé îïðåäåëèòåëü ê òðåóãîëüíîìó âèäó, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì II.b è
ñ îñòîðîæíîñòüþ ñâîéñòâîì III.a (ïàìÿòóÿ î òîì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà ñòðîê â îïðåäå-
ëèòåëå ìåíÿåò åãî çíàê). Ìû áóäåì ñîïðîâîæäàòü âàñ. Íàä ðàâåíñòâàìè ñòîÿò íàøè
ñèìâîëè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ ìàíèïóëÿöèé. Çäåñü (k) ↔ (s) îçíà÷àåò ïåðåñòàíîâêó k-îé
è s-îé ñòðîê è (k)+λ(s) îçíà÷àåò ïðèáàâëåíèå ê k-îé ñòðîêå s-îé ñòðîêè óìíîæåííîé
íà λ. Àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî ñòîëáöàìè áóäóò ìíåìîíè÷åñêè îáîçíà÷àòü-
ñÿ ÷åðåç [k] ↔ [s] è [k] + λ[s]. Ïðè çàïîëíåíèè ïóíêòîâ áóäóò âñïëûâàòü ñîîáùåíèÿ
Right èëè Wrong. Âûêëþ÷èòå èõ. Ïðàâèëüíûå ïóíêòû âû÷èñëåíèé áóäóò îáâîäèòüñÿ
çåëåíîé ðàìêîé , íåâåðíûå � êðàñíîé . Â ïóíêòå Ans áóäåò âûâîäèòüñÿ êîëè÷åñòâî

íåâåðíûõ ïîïûòîê. Íàæàòèå íà Ans áóäåò äàâàòü ïðàâèëüíûé îòâåò â ñîîòâåòñòâó-
þùåì ïóíêòå. Ïðîöåññ çàïîëíåíèÿ ìîæíî óñêîðèòü, åñëè âû çíàåòå, ÷òî ñòðîêà íå
èçìåíÿåòñÿ.

Quiz Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïðèâåäåíèåì ê òðåóãîëüíîìó âèäó

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨

1 2 −1 3
−2 3 1 4
3 −1 −2 2
1 2 −3 2

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨
(2)+2(1)

=
(3)-3 (1)

(4) -(1)

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨
1 2 −1 3

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨(3)+(2)

=

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨
1 2 −1 3

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨(3)↔(4)

= −

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨
1 2 −1 3

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨=

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ëþáîé îïðåäåëèòåëü ìîæåò òàêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñâåäåí
ê âåðõíåìó òðåóãîëüíîìó âèäó. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî òðåáóåìûõ äëÿ ýòîãî àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîìåíÿåì ìåñòàìè ñòðîêè, ÷òîáû ýëåìåíò â ëåâîì

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 32



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 33 of 149

Go Back

Close

1.5. Îïðåäåëèòåëè n-ãî ïîðÿäêà.

âåðõíåì óãëó ñòàë áû íå ðàâíûì íóëþ. Ïî íàøåìó àëãîðèòìó íåîáõîäèìî èç âñåõ
ñòðîê íà÷èíàÿ ñî âòîðîé âû÷åñòü ïåðâóþ óìíîæåííóþ íà ïîäõîäÿùåå ÷èñëî, ÷òîáû
ïåâûé ýëåìåíò ñòðîêè ñòàë ðàâíûì íóëþ. Äëÿ ýòîãî íàäî ñäåëàòü n(n−1) óìíîæåíèé
è n(n−1) âû÷èòàíèé. Ïîñëå ýòîãî íàäî ïîâòîðèòü òàêèå æå ïðîöåäóðû ñ ìåíüøåé òàá-
ëèöåé áåç ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà. Çíà÷èò îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ
áóäåò ðàâíî

n(n− 1) + (n− 1)(n− 2) + (n− 2)(n− 3) + · · ·+ 3 · 2 + 2 · 1 =
n∑

k=2

k(k − 1) =
n(n2 − 1)

3

Òàêîå æå êîëè÷åñòâî ïîòðåáóåòñÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ. Çíà÷èò äëÿ âû÷èñëåíèÿ
îïðåäåëèòåëÿ n-ãî ïîðÿäêà ñâåäåíèåì ê òðåóãîëüíîìó âèäó íåîõîäèìî ñäåëàòü ïîðÿä-
êà 2

3n
3 àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Òàê äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ 100-ãî ïîðÿäêà

ïîòðåáóåòñÿ ïðîäåëàòü ïîðÿäêà ìèëëèîíà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è ýòî íåñîïîñòà-
âèìî ñ òðèëèîíàìè ãóãëîâ îïåðàöèé òðåáóåìûõ ïî îïðåäåëåíèþ äåòåðìèíàíòà. Îïðå-
äåëèòåëü 100-ãî ïîðÿäêà âïîëíå âû÷èñëÿåì íà âàøåì ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå.

Îïðåäåëåíèå 16 Ïóñòü ∆ îïðåäåëèòåëü n-ãî ïîðÿäêà è 1 ≤ k ≤ n. Åñëè ìû ðàñ-
ñìîòðèì äâà íàáîðà ÷èñåë 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n è 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n,
òî òàáëèöà ñîäåðæàùàÿñÿ â ∆ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê ñ íîìåðàìè 1 ≤ i1 < i2 < · · · <
ik ≤ n è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n îáðàçóåò îïðåäåëèòåëü k-ãî
ïîðÿäêà, íàçûâàåìûì ìèíîðîì â ∆.

Ìèíîðîâ k-ãî ïîðÿäêà â îïðåäåëèòåëå ∆ èìååòñÿ
(
n
k

)2
øòóê. Ìèíîðû ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà � ýòî ïðîñòî ýëåìåíòû îïðåäåëèòåëÿ. Ìèíîð n-ãî ïîðÿäêà ýòî ñàì îïðåäåëèòåëü
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1.5. Îïðåäåëèòåëè n-ãî ïîðÿäêà.

∆. Äîïîëíèòåëüíûì ìèíîðîì
∼
M ê ìèíîðóM íàçûâàåòñÿ ìèíîð (n−k)-ãî ïîðÿäêà, ïî-

ëó÷àåìûé âû÷åðêèâàíèåì èç ∆ ñòðîê è ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ íàõîäèòñÿM . Îáîçíà÷èì
÷åðåç SM ÷èñëî i1 + i2 + · · ·+ ik + j1 + j2 + · · ·+ jk.

Òåîðåìà 8 (î ìèíîðå) Ïðîèçâåäåíèå M · (−1)SM
∼
M ñîñòîèò èç ñëàãàåìûõ ðàçëî-

æåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ∆, ïðè÷åì ñ òåìè æå çíàêàìè.

Èç òåîðåìû î ìèíîðå ÷èñòî êîìáèíàòîðíûìè ìåòîäàìè ñëåäóåò

Òåîðåìà 9 (Ëàïëàññà) Ïóñòü ∆ îïðåäåëèòåëü n-ãî ïîðÿäêà è 1 ≤ k < n è çàäàí
íàáîð ÷èñåë. 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî âñåâîç-
ìîæíûõ ìèíîðîâ k-ãî ïîðÿäêà â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n.
Òîãäà

∆ =
∑

M∈Ω

M · (−1)SM
∼
M.

Îïðåäåëåíèå 17 Åñëè ai,j � ýëåìåíò îïðåäåëèòåëÿ ∆, òî àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíå-
íèåì Ai,j äëÿ ai,j íàçûâàåòñÿ (−1)i+jMi,j, ãäå Mi,j äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð ê ýëåìåí-
òó ai,j.

Ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëåé â îñíîâíîì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà
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1.5. Îïðåäåëèòåëè n-ãî ïîðÿäêà.

Ñëåäñòâèå 2 Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå èëè ñòîëáöó.

a) ∆ = ai,1Ai,1 + ai,2Ai,2 + · · ·+ ai,nAi,n;

b) ∆ = a1,jA1,j + a2,jA2,j + · · ·+ an,jAn,j.

Â ñëåäóþùåì îïðåäåëèòåëå åñòü îñîáåííîñòü, îäíè è òå æå ÷èñëà â ðàçíûõ ñòðîêàõ.
Òîãäà, ñóììû ýëåìåíòîâ êàæäîé èç ñòðîê îäèíàêîâû. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðèáàâèòü
ê ïåðâîìó ñòîëáöó îñòàëüíûå òðè ñòîëáöà, òî â ïåðâîì ñòîëáöå áóäóò îäèíàêîâûå
÷èñëà.

Quiz Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨
2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨
[1]+[2]+[3]+[4]

=

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨

1 1 1
2 1 1
1 2 1
1 1 2

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨èç (2), (3), (4) ñòðîê îòíÿòü ïåðâóþ

=

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨

1 1 1
˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨=

Â ñëåäóþùåì îïðåäåëèòåëå îñîáåííîñòåé íå âèäíî. Ïîýòîìó ðåøàåì åãî ïîíèæå-
íèåì ïîðÿäêà. Âíà÷àëå íàùóïàåì ñëàáîñòè ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ � îíè â ïåðâîé ñòðîêå.
Çíà÷èò ïåðåä íàìè ñòîèò ïåðâàÿ öåëü � ïîëó÷èòü â ïåðâîé ñòðîêå ìíîãî íóëåé.
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1.5. Îïðåäåëèòåëè n-ãî ïîðÿäêà.

Quiz Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïîíèæåíèåì ïîðÿäêà˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨

1 −1 1 −2
1 3 −1 3
−1 −1 4 3
1 0 −8 −13

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨

[1]+[2]
=

[3]+[2]

[4] -2[2]

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨

−1
3
−1
0

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨=(−1)4

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛
(1)+2(2)

=
(2)+2(3)

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛=

˛̨̨̨
˛̨

˛̨̨̨
˛̨=

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Êóðîøà [3].
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1.6. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

1.6. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 18 Ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n
íåèçâåñòíûìè íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà

a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn = b2

. . . . . .

am,1x1 + am,2x2 + · · ·+ am,nxn = bm,

(1.6.1)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai,j , bi ëåæàò â ÷èñëîâîì ïîëå K. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ
îäíîðîäíîé, åñëè âñå ñâîáîäíûå ÷ëåíû ñèñòåìû ðàâíû íóëþ.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñîêðàùåííàÿ çàïèñü ýòèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå êðàòêî áóäåì íà-
çûâàòü ÑËÀÓ.

n∑
j=1

ai,jxj = bi, 1 ≤ i ≤ m. (1.6.2)

Ñî âðåìåíåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü è ìàòðè÷íóþ ôîðìó çàïèñè òàêèõ óðàâíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 19 Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë ρ̄ = (ρ1, ρ2, . . . , ρn) íàçûâàåòñÿ ðåøå-
íèåì ÑËÀÓ (1.6.2), åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå xj = ρj äëÿ 1 ≤ j ≤ n ýòè óðàâíåíèÿ
ïðåâðàùàþòñÿ â òîæäåñòâà. ÑËÀÓ íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîé, åñëè îíà íå èìååò
ðåøåíèÿ è ñîâìåñòíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñîâìåñòíàÿ ÑËÀÓ íàçûâàåòñÿ îïðåäå-
ëåííîé, åñëè ýòà ÑËÀÓ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 20 Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé îò îäíèõ è òåõ æå íåèçâåñòíûõ íàçû-
âàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé ñîâïàäàþò.

Ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííûé òèï ÑËÀÓ (ñòóïåí÷àòûå) äëÿ êîòîðûõ ëåãêî îïðåäåëèòü
âñå ðåøåíèÿ (åñëè îíè åñòü èëè ïîíÿòü, ÷òî èõ íå ñóùåñòâóåò).

Ïðèìåð 5 Íàéòè âñå ðåøåíèÿ ÑËÀÓ
x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 5

x2 + 4x3 − 2x4 = −2
x3 + 2x4 = −4

x4 = 1

Äëÿ ýòîãî ÑËÀÓ ëåãêî ñ êîíöà íàõîäèì x4 = 1, ïîäñòàâëÿåì â òðåòüå óðàâíåíèå
è íàõîäèì x3 = −6, ðåçóëüòàòû ïîäñòàâëÿåì âî âòîðîå óðàâíåíèå è ïîëó÷àåì x2 =
24 è íàêîíåö èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì x1 = −26. Ñëåäîâàòåëüíî ÑËÀÓ èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (-26,24,-6,1). Òåïåðü ó íàñ ïîÿâèëàñü öåëü: äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ÑËÀÓ íàéòè ðàâíîñèëüíóþ åé ÑËÀÓ â ñòóïåí÷àòîì âèäå.

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 38



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 39 of 149

Go Back

Close

1.6. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Îïðåäåëåíèå 21 Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âàæíåéøèå ìàíèïóëÿöèè ñ óðàâíåíèÿìè
(1.6.1), íàçûâàåìûå ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàóññà, êîòîðûå áóäóò â äðóãèõ îáëè÷üÿõ âîç-
íèêàòü â òåîðèè ìàòðèö è òåîðèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî
êóðñà àëãåáðû:

a) Ïåðåñòàíîâêà óðàâíåíèé ìåñòàìè;

b) Óìíîæåíèå îäíîãî èç óðàâíåíèé íà ÷èñëî λ 6= 0.

c) Ïðèáàâëåíèå ê îäíîìó óðàâíåíèþ äðóãîãî óìíîæåííîãî íà ëþáîå λ.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè ìàíèïóëÿöèè íå íåçàâèñèìû è a) ìîæíî çàìåíèòü íåêîòîðîé
öåïî÷êîé ïðåîáðàçîâàíèé âèäà b) è c).

Ïðåäëîæåíèå 1 Åñëè ÑËÀÓ ïîëó÷åíà èç äðóãîé ÑËÀÓ êîíå÷íîé öåïî÷êîé ïðåîáðà-
çîâàíèé Ãàóññà, òî ýòè ÑËÀÓ ýêâèâàëåíòíû.

Òåîðåìà 10 Âñÿêàÿ ÑËÀÓ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàóññà ê ñòó-
ïåí÷àòîìó âèäó. Åñëè ñòóïåí÷àòûé âèä ñîäåðæèò ðàâåíñòâà 0 = bi, ãäå bi 6= 0,
òî ÑËÀÓ íåñîâìåñòíà. Åñëè ñòóïåí÷àòûé âèä òðåóãîëüíûé è íå ñîäåðæèò òàêèõ
ðàâåíñòâ, òî ÑËÀÓ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Åñëè ñòóïåí÷àòûé âèä òðàïå-
öèîäàëüíûé è íå ñîäåðæèò òàêèõ ðàâåíñòâ, òî ñèñòåìà èìååò íååäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

Ïðèìåð 6 Äëÿ èëëþñòðàöèè íåñîâìåñòíûõ ÑËÀÓ ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ ðàâ-
íîáåäðåííóþ ïèðàìèäó â íà÷àëå ðàçäåëà, ó êîòîðîé ïðÿìîóãîëüíûå âåðøèíû ñõîäÿòñÿ
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â íà÷àëå êîîðäèíàò è îñè èäóò ïî òðåì ñìåæíûì ðåáðàì. Óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé
ãðàíåé ïèðàìèäû ñëåäóþùèå: 

x = 0
y = 0
z = 0
x+ y + z = 1

Ëþáûå òðè èç íèõ èìåþò ðåøåíèå (ëþáûå òðè ãðàíè ïèðàìèäû èìåþò îáùóþ òî÷-
êó), íî âñå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ íåñîâìåñòíû.

Ìåòîä Ãàóññà, õîòÿ è ñòàðûé, íî ÿâëÿåòñÿ ñàìûì áûñòðûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ îáùèõ
ÑËÀÓ. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (1.6.1) åé ñîïîñòàâëÿåòñÿ òàáëèöà Ãàóññà:

a1,1 a1,2 . . . a1,n b1
a2,1 a2,2 . . . a2,n b2

. . .
am,1 am,2 . . . am,n bm


Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿì Ãàóññà ñ óðàâíåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ãàóññà ñî ñòðîêàìè òàáëèöû:

a) Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê ìåñòàìè;

b) Óìíîæåíèå îäíîé èç ñòðîê íà ÷èñëî λ 6= 0.

c) Ïðèáàâëåíèå ê îäíîé èç ñòðîê äðóãîé ñòðîêè óìíîæåííîé íà ëþáîå λ.
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1.6. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Öåëü ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè òàáëèöó Ãàóññà ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïî ñóùåñòâó â
òàáëèöàõ Ãàóññà ìîæíî äåëàòü òàêèå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî ñòðîêàìè, êàê è â îïðåäå-
ëèòåëÿõ, íî äîïîëíèòåëüíî ñîâåðøåííî áåç íàðóøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ìîæíî ïåðå-
ñòàâëÿòü ñòðîêè è óìíîæàòü ñòðîêó íà ëþáîå ÷èñëî λ 6= 0. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî ñòîëá-
öàìè ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ íå èìåþò ñìûñëà. Äëÿ ÷åëîâåêà óäîáíåå äåëàòü âåäóùèì
ýëåìåíòîì ÷èñëî ±1.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ÑËÀÓ íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü òàáëèöó Ãàóññà, çàòåì âûáðàòü
âåäóùèé ýëåìåíò â ëåâîì âåðõíåì óãëó òàáëèöû. Äîáüåìñÿ ñïåðâà, ÷òîáû îí ñòàë
åäèíèöåé. Ïîñëå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàóññà ñäåëàåì âñå ýëåìåíòû íèæå âåäóùåãî
íóëÿìè è ò.ä.

Quiz Ðåøèòü ÑËÀÓ 
2x1 + x2 + 2x3 = 10
−x1 + 3x2 − 4x3 = −7
x1 − 2x2 + x3 = 0

 2 1 2 10
-1 3 -4 -7
1 -2 1 0

 (1)+(2)
=

(3)+(2)

 -1 3 -4 -7

 (2)+(1)
=

  (2)−7(3)
=

 
Îòâåò:

(
, ,

)

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Êóðîøà [3].
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1.7. Ïðàâèëî Êðàìåðà

1.7. Ïðàâèëî Êðàìåðà

Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ÑËÀÓ, ò.å. ñèñòåìó óðàâíåíèé, â êîòîðîé ÷èñëî íåèçâåñò-
íûõ ðàâíî ÷èñëó óðàâíåíèé.

a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn = b2

. . . . . .

an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,nxn = bn

(1.7.1)

Ãëàâíûì îïðåäåëèòåëåì ÑËÀÓ (1.7.1) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣
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1.7. Ïðàâèëî Êðàìåðà

Âñïîìîãàòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì ∆j äëÿ 1 ≤ j ≤ n íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷à-
åìûé èç ∆ çàìåíîé j-ãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû. Ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

b1A1,j + b2A2,j + · · ·+ bnAn,j = ∆j ; (1.7.2)

a1,iA1,j + a2,iA2,j + · · ·+ an,jAn,j =

{
∆ åñëè i = j

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
(1.7.3)

Ëåììà 2 Äðóãèìè ñëîâàìè ôîðìóëà (1.7.3) ãîâîðèò, ÷òî ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëå-
ìåíòîâ ñòîëáöà îïðåäåëèòåëÿ íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ äðóãîãî ñòîëá-
öà ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ðàâíà íóëþ, à íà ñâîè àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ðàâíà îïðå-
äåëèòåëþ. Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ ñòðî÷íûé âàðèàíò ýòîé ëåììû.

Òåîðåìà 11 (Ïðàâèëî Êðàìåðà) Åñëè ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ÑËÀÓ
(1.7.1) îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, . . . , xn =

∆n

∆
.

Íàäî çàìåòèòü, ÷òî ýòà òåîðåìà íàðÿäó ñ ìåíüøåé îáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè, íå ýô-
ôåêòèâíà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì Ãàóññà. Ðåøåíèå ÑËÀÓ ìåòîäîì Êðàìåðà òðåáóåò
ïðèáëèçèòåëüíî â n ðàç áîëüøå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ÷åì ìåòîä Ãàóññà. Íî â
ïðèëîæåíèÿõ ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ëþáÿò ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé ðÿäîâîé
òåîðåìîé ëèíåéíîé àëãåáðû äëÿ ôîðìóëèðîâêè åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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1.7. Ïðàâèëî Êðàìåðà

Åñëè ÑËÀÓ îäíîðîäíà, òî îíà âñåãäà ñîâìåñòíà, òàê êàê íóëåâîé íàáîð ÿâëÿåòñÿ
å¼ ðåøåíèåì. Äëÿ êâàäðàòíîé îäíîðîäíîé ÑËÀÓ òîãäà íåòðóäíî ðàñïîçíàòü, êîãäà
îíà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå.

Ñëåäñòâèå 3 Êâàäðàòíàÿ îäíîðîäíàÿ ÑËÀÓ èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí íóëþ.

Çàäà÷à 1 Êîâåð Ñåðïèíñêîãî ïîëó÷àåòñÿ èç åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ñëåäóþùèì ïðî-
öåññîì: ñòîðîíû êâàäðàòà äåëÿòñÿ íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è ñðåäíèé êðåñò âûêèäûâà-
åòñÿ, çàòåì â ÷åòûðåõ êâàäðàòàõ ïî óãëàì ñî ñòîðîíîé ñî ñòîðîíîé 1

3 âûáðàñûâà-
þòñÿ ñðåäíèå êðåñòû è ò.ä. Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ êóá Ñåðïèíñêîãî. Êàêîâà ïëîùàäü
êîâðà è îáúåì êóáà Ñåðïèíñêîãî?

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Êóðîøà [3]
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1.8. Ââåäåíèå â àëãåáðó ìàòðèö

1.8. Ââåäåíèå â àëãåáðó ìàòðèö.

Ìàòðèöåé ðàçìåðà m×n íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà èç m ñòðîê è n ñòîëá-
öîâ èç ÷èñåë ëåæàùèõ â íåêîòîðîì ïîëå K.

a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . .
am,1 am,2 . . . am,n

 (1.8.1)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äàæå ïðè m = n ñëåäóåò îòëè÷àòü ìàòðèöû îò îïðåäåëèòåëåé. Ìàò-
ðèöå íèêàêàÿ âåëè÷èíà íå ñîïîñòàâëÿåòñÿ. Äâå ìàòðèöû ðàâíû, òîëüêî åñëè îíè îäè-
íàêîâûõ ðàçìåðîâ è íà îäèíàêîâûõ ìåñòàõ ýòèõ ìàòðèö ñòîÿò ðàâíûå ýëåìåíòû. Ïðè-
ìåðîì ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ áóõãàëòåðñêàÿ âåäîìîñòü íà÷èñëåíèÿ ÷ëåíàì áðèãàäû çàðà-
áîòíîé ïëàòû ïî äíÿì ìåñÿöà.

Ñîêðàùåííî ìàòðèöó (1.8.1) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (aij)n
m. Ââåäåì òðè îïåðàöèè

íàä ìàòðèöàìè, ïåðâûå äâå èç êîòîðûõ òðèâèàëüíû.

1.8.1. Ñóììà ìàòðèö

Åñëè A = (ai,j)n
m è B = (bi,j)n

m ìàòðèöû îäèíàêîâîãî ðàçìåðà, òî ñóììà A + B îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê (ai,j + bi,j)n

m.
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1.8. Ââåäåíèå â àëãåáðó ìàòðèö

1.8.2. Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî.

Åñëè A = (ai,j)n
m ìàòðèöà è λ ÷èñëî èç ïîëÿ K, òî ìàòðèöà λA îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ìàòðèöà (λaij)n
m.

1.8.3. Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

Åñëè A = (ai,j)n
m è B = (bi,j)k

n ìàòðèöû òàêèå, ÷òî ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ñîâ-
ïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòðîê ìàòðèöû B, òî ìàòðèöà C = (ci,j)k

m ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
ìàòðèö A ·B, åñëè

(∀i ≤ m)(∀j ≤ k)[cij = ai1b1,j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj ].

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìàòðèöà C èìååò ñòîëüêî ñòðîê, ñêîëüêî èìååò ïåðâàÿ ìàòðèöà A è
ñòîëüêî ñòîëáöîâ, ñêîëüêî èìååò âòîðàÿ ìàòðèöà B.

1. (4pts) Âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö:(
1 1
2 3

)
·
(
−1 2
1 2

)
=

( )

Answers:
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1.8. Ââåäåíèå â àëãåáðó ìàòðèö

Ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ìàòðèöàìè

Ñëåäóþùèå òîæäåñòâà ñëåäóåò ïîíèìàòü òàê, ÷òî åñëè îäíà èç ÷àñòåé òîæäåñòâà
îïðåäåëåíà, òî îïðåäåëåíà è äðóãàÿ è ýòè ÷àñòè ðàâíû. Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B,C è
÷èñåë (ñêàëÿðîâ) λ, µ âåðíû òîæäåñòâà:

1. A+B = B +A � êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ (ìàòðèöû îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ);

2. (A+B) + C = A+ (B + C) �àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ;

3. A+ θ = A. Çäåñü θ ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, ÷òî è A ñîñòàâëåííàÿ èç íóëåé;

4. A+(−A) = θ. Çäåñü −A ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðîòèâîïîëîæíû ýëåìåíòàì
ìàòðèöû A;

5. λ(A+B) = λA+ λB;

6. (λ+ µ)A = λA+ µA;

7. (λµ)A = λ(µA);

8. 1 ·A = A .

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ïðîñòî è ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ÷èñåë ïîëÿK. Ñòðîãî ãîâîðÿ, óìíî-
æåíèå íà ñêàëÿð ìàòðèöû íå ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîé îïåðàöèåé, òàê êàê ïðîèçâîäèòñÿ íàä
îáúåêòàìè ðàçíîé ïðèðîäû. Ýòî òî÷íåå ãîâîðÿ, äåéñòâèå ñêàëÿðà íà ìàòðèöó. Â äîêà-
çàòåëüñòâàõ áîëåå ñëîæíûõ ñâîéñòâ ìàòðèö èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà ñóìì. Îòâëå÷åìñÿ,
÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ýòè ñâîéñòâà.
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1. Â ñèìâîëå ñóììèðîâàíèÿ ìîæíî çàìåíèòü èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ íà ëþáîé äðó-
ãîé, íå ó÷àñòâóþùèé â ãðàíèöàõ ñóììèðîâàíèÿ èëè ïî êîòîðîìó íå âåäåòñÿ äðó-
ãîå ñóììèðîâàíèå.

n∑
i=1

bi = b1 + b2 + · · ·+ bn =
n∑

j=1

bj

2. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê ñóììèðîâàíèÿ

n∑
i=1

λbi = λb1 + λb2 + · · ·+ λbn = λ(b1 + b2 + · · ·+ bn) = λ

n∑
i=1

bi

3. Åñëè êàæäîå ñëàãàåìîå ñóììû ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ñëàãàåìûõ, òî ýòà ñóììà
ðàçëàãàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

n∑
i=1

(ai + bi) = (a1 + b1) + (a2 + b2) + · · ·+ (an + bn) =
n∑

i=1

ai +
n∑

i=1

bi

4. Â äâîéíîé ñóììå ìîæíî ïîìåíÿòü ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ

m∑
i=1

n∑
j=1

aij = (a11+a12+· · ·+a1n)+(a21+a22+· · ·+a2n)+· · ·+(am1+am2+· · ·+amn)

Íàãëÿäíî ýòó ñóììó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ñóìì ñòðî÷åê òàáëèöû (1.8.1).
Ýòó ñóììó ìîæíî ïåðåãðóïïèðîâàòü, ïðåäñòàâèâ å¼ êàê ñóììó ñóìì ñòîëáöîâ òîé
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æå òàáëèöû

(a11+a21+· · ·+am1)+(a12+a22+· · ·+am2)+· · ·+(a1n+a2n+· · ·+amn) =
n∑

j=1

m∑
i=1

aij .

Ñëîæíûìè ÿâëÿþòñÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ ìàòðèö:

1. Åñëè A,B,C � ìàòðèöû ñëåäóþùèõ ðàçìåðîâ A = (aij)n
m, B = (bij)k

n, C = (cij)s
k,

òîãäà (A ·B) · C = A · (B · C);

2. Åñëè A,B,C � ìàòðèöû ñëåäóþùèõ ðàçìåðîâ A = (aij)n
m, B = (bij)k

n, C = (cij)k
n,

òîãäà A · (B + C) = A ·B +A · C;

3. Åñëè A,B,C � ìàòðèöû ñëåäóþùèõ ðàçìåðîâ A = (aij)s
k, B = (bij)k

n, C = (cij)k
n,

òîãäà (B + C) ·A = B ·A+ C ·A.

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî 3) íå ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 2). Ýòî áûëî áû òàê åñëè óìíî-
æåíèå ìàòðèö áûëî áû êîììóòàòèâíûì. Íî äëÿ ìàòðèö ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ïðîèç-
âåäåíèå A · B è ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå B · A íå èìååò ñìûñëà, Íî äàæå, åñëè îáà
ïðîèçâåäåíèÿ ñóùåñòâóþò (îáå ìàòðèöû êâàäðàòíûå îäíîãî ïîðÿäêà), îíè íå îáÿçàíû
ñîâïàäàòü, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ, åñëè âçÿòü ïðîèçâåäåíèå êàêèõ-ëèáî äîñòàòî÷íî
íåòðèâèàëüíûõ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà.

Áîëüøåé ÷àñòüþ ìû áóäåì ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè
n-ãî ïîðÿäêà íàä ïîëåì K. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç Mn(K). Ïåðå÷èñ-
ëåííûå äåéñòâèÿ íàä ìàòðèöàìè èç Mn(K) îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåîãðàíè÷åííîé ïðè-
ìåíèìîñòè: A,B ∈Mn(K) =⇒ A+B,A ·B ∈ K è λ ∈ K,A ∈Mn(K) =⇒ λA ∈Mn(K).
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1.8. Ââåäåíèå â àëãåáðó ìàòðèö

Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàííûå ñâîéñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîæåñòâîMn(K) âìåñòå ñ îïå-
ðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ îáðàçóåò àññîöèàòèâíîå êîëüöî (ñ åäèíèöåé, ÷òî áóäåò
äîêàçàíî íà ñëåäóþùåé ëåêöèè). Êîëüöî, â êîòîðîì îïðåäåëåíî äåéñòâèå óìíîæåíèÿ
åãî ýëåìåíòîâ íà ñêàëÿðû èç ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì 5. � 8. íàçûâàåòñÿ àë-
ãåáðîé. Ñëåäîâàòåëüíî (Mn(K),+, ·,�λ,=)λ∈K � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà (ñ åäèíèöåé).

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Êóðîøà [3].

Ñíèìîê GoogleEarth èç êîñìîñà êàìïóñà ÊàçÍÓ
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1.9. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

1.9. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå äàëåå âñå ìàòðèöû êâàäðàòíûå îäíîãî ïîðÿäêà èç
Mn(K). Ìàòðèöà E íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé, åñëè (∀X ∈Mn(K))[X ·E = X = E = X].

Ôàêò 5 Ñïðàâåäëèâ îáùèé ôàêò òåîðèè êîëåö, â ëþáîì êîëüöå åäèíè÷íûé ýëåìåíò,
åñëè ñóùåñòâóåò, òî åäèíñòâåííåí.

Åñëè E1, E2 äâà åäèíè÷íûõ ýëåìåíòà, òî E1 = E1 ·E2 = E2. Â êîëüöå Mn(K) åäèíè÷-
íûé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò. Ýòèì ñâîéñòâîì, êàê íåòðóäíî âû÷èñëèòü, îáëàäàåò

1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1


Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê ìàòðèöå A, åñëè A ·B = E = B ·A.

Ôàêò 6 Ñïðàâåäëèâî îáùåå óòâåðæäåíèå òåîðèè àññîöèàòèâíûõ êîëåö ñ åäèíèöåé,
â òàêîì êîëüöå, åñëè ýëåìåíò èìååò îáðàòíûé, òî òîëüêî îäèí.
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1.9. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

Äîïóñòèì, ÷òî B1, B2 äâà îáðàòíûõ ýëåìåíòà äëÿ A. Òîãäà (B1 ·A)·B2 = E ·B2 = B2. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè ýòà ìàòðèöà ðàâíà B1 · (A ·B2) = B1 ·E = B2.
Òàê êàê îáðàòíàÿ ìàòðèöà åñëè ñóùåñòâóåò, òî åäèíñòâåííà, îíà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
A−1. Ãëàâíîå ñâîéñòâî îáðàòíîé ìàòðèöû A ·A−1 = E = A−1 ·A.

Òåîðåìà 12 Åñëè A,B ∈Mn(K), òî îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö det(A ·B)
ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì îïðåäåëèòåëåé ñîìíîæèòåëåé.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ âñîìîãàòåëüíûé ãèáðèä-
íûé îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà 2n, ñîñòàâëåííûé èç êëåòîê A, 0,−E,B n-ãî ïîðÿäêà ñëå-
äóþùåãî âèäà:

∆ =
A 0
-E B

Íàïðÿìóþ èç òåîðåìû Ëàïëàññà ñëåäóåò, ÷òî ∆ = det(A) · det(B). Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû ïðåîáðàçóåì îïðåäåëèòåëü äåéñòâèÿìè ñî ñòîëáöàìè òàê, ÷òîáû êëåòêà â êîòîðîé
ðàñïîëîæåíà ìàòðèöà B ñòàëà íóëåâîé.

∆ =
A D
-E 0

Íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàòðèöà D ñîâïàäåò ñ ìàòðèöåé C = A ·B è ∆ = det(C).

Ñëåäñòâèå 4 Åñëè ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ, òî det(A) 6= 0.
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1.9. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 13 Ïóñòü A = (aij)n
n ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî det(A) = d 6= 0. Òîãäà îáðàòíàÿ

ìàòðèöà A−1 ñóùåñòâóåò è ðàâíà ìàòðèöå

B =
1
d
·


A11 A21 A31 . . . An1

A12 A22 A32 . . . An2

A13 A23 A33 . . . An3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n A3n . . . Ann


Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîñòîå, äîñòàòî÷íî ïåðåìíîæèòü ìàòðèöû A è B è ñ

ïîìîùüþ ñâîéñòâ äîêàçàííûõ â (1.7.2, 1.7.3) ïîíÿòü, ÷òî AB = E = BA. Äëÿ çàïîìè-
íàíèÿ ýòîé ôîðìóëû ìûñëåííî çàìåíèòå êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû A íà åãî àëãåá-
ðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå, ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó òðàíñïîíèðóéòå è ðàçäåëèòå íà ÷èñëî d.
Íàäî çàìåòèòü, ÷òî âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû ïî ðåöåïòó äîêàçàííîé òåîðåìû
êðàéíå íå ýôôåêòèâíî. Îíî òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ n2 îïðåäåëèòåëåé (n− 1)-ãî ïîðÿäêà
è îäíîãî îïðåäåëèòåëÿ n-ãî ïîðÿäêà. Óæå äëÿ ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà ýòîò ïóòü íå
ðàöèîíàëåí.

1.9.1. Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

Ïðèâåäåì ýôôåêòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû äëÿ ìàòðèöû A, ëè-
áî äîêàçàòåëüñòâî íå ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû. Ïóñòü A = (aij)n

n çàäàííàÿ
ìàòðèöà. Èùåì îáðàòíóþ ìàòðèöó A−1 â íåîïðåäåëåííîì âèäå A−1 = X = (xij)n

n.
Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ AX = E. Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX = E
ýêâèâàëåíòíî n ñèñòåìàì ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé.
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1.9. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.


a1,1x11 + a1,2x21 + · · ·+ a1,nxn1 = 1
a2,1x11 + a2,2x21 + · · ·+ a2,nxn1 = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an,1x11 + an,2x21 + · · ·+ an,nxn1 = 0

,


a1,1x12 + a1,2x22 + · · ·+ a1,nxn2 = 0
a2,1x12 + a2,2x22 + · · ·+ a2,nxn2 = 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an,1x11 + an,2x21 + · · ·+ an,nxn2 = 0

, . . .

. . . ,


a1,1x1n + a1,2x2n + · · ·+ a1,nxnn = 0
a2,1x1n + a2,2x2n + · · ·+ a2,nxnn = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an,1x1n + an,2x2n + · · ·+ an,nxnn = 1

Ïåðâàÿ ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïåðâîãî ñòîëáöà îáðàòíîé ìàòðèöû, âòîðàÿ
ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ âòîðîãî ñòîëáöà è ò.ä. Ñâîáîäíûå ÷ëåíû ýòèõ êâàä-
ðàòíûõ ÑËÀÓ ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Ðåøèòü îäíîçíà÷íî ïåðâóþ
ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà ýòî îçíà÷àåò ïðèâåñòè òàáëèöó


a11 a12 . . . a1n |1
a21 a22 . . . a2n |0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann |1

 ê âèäó


1 0 . . . 0 |b11
0 1 . . . 0 |b21
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 |bn1


Â òàêîì ñëó÷àå ïîëó÷èòñÿ x11 = b11, x21 = b21, . . . , xn1 = bn1 è íàéäåì ýëåìåíòàìè
ïåðâîãî ñòîëáöà îáðàòíîé ìàòðèöû A−1. Àíàëîãè÷íûå çàìå÷àíèÿ ìîæíî ñäåëàòü äëÿ
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1.9. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

âòîðîé ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ âòîðîãî ñòîëáöà. Êàê îäíîâðåìåííî ðåøàòü
âñå n ÑËÀÓ? Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ íåèçâåñòíûå â ñèñòåìàõ ðàçíûå, íî ìàòðèöà ïðè
íåèçâåñòíûõ îäíà è òà æå. Ñâîáîäíûå ÷ëåíû â ýòèõ ñèñòåìàõ òàêæå ðàçíûå. Òîãäà
âîçíèêàåò òàêàÿ èäåÿ, ñòðåìèìñÿ ïðåîáðàçîâàòü êîìáèíèðîâàííóþ òàáëèöó ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè Ãàóññà ñî ñòðîêàìè

a11 a12 . . . a1n |1 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n |0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann |0 0 . . . 1


ò.å. ìàòðèöó âèäà (A|E) ê ìàòðèöå âèäà (E|B) Åñëè ìû çàáûâàåì ïðî âñå ñòîëáöû
ìàòðèöû E êðîìå ïåðâîãî, òî ðåøàåì ïåðâîå ÑËÀÓ è íàõîäèì ïåðâûé ñòîëáåö îá-
ðàòíîé ìàòðèöû. Åñëè ìû çàáûâàåì ïðî âñå ñòîëáöû ìàòðèöû E êðîìå âòîðîãî, òî
ðåøàåì âòîðîå ÑËÀÓ è íàõîäèì âòîðîé ñòîëáåö îáðàòíîé ìàòðèöû è ò.ä. Åñëè â ïðî-
öåññå ïðåîáðàçîâàíèé îäíà èç ñòðîê ìàòðèöû A îáíóëÿåòñÿ, òî ìàòðèöà A íå áóäåò
èìåòü îáðàòíóþ. Èòàê ìû äîêàçàëè ñëåäóþùèé ñëîæíûé, íî ýôôåêòèâíûé ñïîñîá
âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû:

Òåîðåìà 14 Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû äëÿ ìàòðèöû A äîñòàòî÷íî îðãà-
íèçîâàòü ãèáðèäíóþ òàáëèöó (A|E) è ïðåîáðàçîâàòü å¼ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàóññà ñî
ñòðîêàìè ê âèäó (E|B). Åñëè ýòî óäàåòñÿ (íè îäíà ñòðîêà A íå îáíóëÿåòñÿ), òî B è
åñòü îáðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ A. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìàòðèöà A−1 íå ñóùåñòâóåò.
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1.9. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

Quiz Âû÷èñëèòü îáðàòíóþ ìàòðèöó äëÿ ìàòðèöû A

A =

1 1 2
2 1 3
2 3 4


 1 1 2 1 0 0

2 1 3 0 1 0
2 3 4 0 0 1

 (2)−2(1)−−−−−→
(3)−(2)

 1 1 2 1 0 0
 (3)+2(2)−−−−−→

(1)+(2)

  (2)−(3)−−−−−→
(1)+(3)

(2)−(3)−−−−−→
(1)+(3)

  −1(3)−−−−→
−1(2)

 

Îòâåò: A−1 =

 

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Êóðîøà [3].
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1.10. Ïîäîáèå ìàòðèö

1.10. Ïîäîáèå ìàòðèö

Òåîðèÿ ìàòðèö � ñëîæíûé è áîãàòûé ðàçäåë ìàòåìàòèêè, èìåþùèé áîëüøîå ÷èñ-
ëî ïðèëîæåíèé è è â êîòîðîì ïðîâîäÿòñÿ èíòåíñèâíûå íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ. Öåëü
ðàçäåëà � ââåñòè íà÷àëüíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìàòðèö, ïîäîáèÿ ìàòðèö, èíâàðèàíòîâ
ïîäîáèÿ è ïðîÿñíèòü âû÷èñëèòåëüíóþ òåõíîëîãèþ ðàáîòû ñ ìàòðèöàìè.

Îïðåäåëåíèå 22 Ïóñòü n ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî è i, j ≤ n. Ìàòðè÷íîé åäèíèöåé
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà eij, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, êðîìå
ýëåìåíòà íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ðàâíîãî åäèíèöå. Ñïðàâåäëèâî
òîæäåñòâî

eij · eks =

{
eis åñëè j = k,

0 åñëè j 6= k

Âñÿêàÿ ìàòðèöà A = (aij)n
n ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìàòðè÷-

íûõ åäèíèö.

Îïðåäåëåíèå 23 Ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè íàçûâàþòñÿ ìàòðèöû âèäà tij(α) =
E + α · eij äëÿ i 6= j è äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû âèäà di(β), ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû
äèàãîíàëè ðàâíû 1, êðîìå i�ãî ýëåìåíòà, ðàâíîãî β.
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Óìíîæåíèå ìàòðèöû A íà ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû ìîäåëèðóåò ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ãàóññà ñ ýòîé ìàòðèöåé.

Ïðåäëîæåíèå 2
• Óìíîæåíèå ìàòðèöû A ñëåâà (ñïðàâà) íà ìàòðèöó di(β) ðàâíîñèëüíî óìíîæå-
íèþ i-îé ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû A íà ÷èñëî β.

• Óìíîæåíèå ìàòðèöû A ñëåâà íà ìàòðèöó tij(α) ðàâíîñèëüíî ïðèáàâëåíèþ ê
i-îé ñòðîêå ìàòðèöû A åãî j-îé ñòðîêè óìíîæåííîé íà ÷èñëî α. Óìíîæåíèå
A · tij(α) ðàâíîñèëüíî ïðèáàâëåíèþ ê j-ìó ñòîëáöó i-ãî ñòîëáöà óìíîæåííîãî
íà α.

Öåíòðîì Z(Mn(k)) êîëüöà ìàòðèö Mn(K) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìàòðèö ïå-
ðåñòàíîâî÷íûõ ñ ëþáîé ìàòðèöåé èç Mn(K).

Ïðåäëîæåíèå 3 Öåíòð Mn(K) ñîñòîèò èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö, ò.å. ìàòðèö âèäà
ρE, ãäå ρ ∈ K.

Äîïóñòèì, ÷òî A ∈ Z(Mn(K)). Òîãäà òàê êàê A · di(α) = di(α) · A è ïðè α 6= 1, òî
ýëåìåíòû i-îé ñòðîêè è i-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìàòðèöà A äîëæíà áûòü äèàãîíàëüíîé. Åñëè ýòà ìàòðèöà íå ñêàëÿðíàÿ è å¼
i-é è j-é äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàçëè÷íû, òî ìàòðèöû A · tij(β) 6= tij(β)A ïðè β 6= 0.

Ïðåäëîæåíèå 4 Ìàòðèöà òîãäà è òîëüêî òîãäà íåâûðîæäåíà, êîãäà îíà ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö.

Íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàóññà ñî ñòðîêàìè è ñòîëá-
öàìè ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ E = U1 · U2 . . . Uk · A ·
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V1 · V2 . . . Vm. Òàê êàê îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ýëåìåíòàðíîé ìàòðèöå ñàìà ýëåìåíòàðíà,
òî A åñòü ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå 24 Ñëåäîì tr(A) ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ.

Ïðåäëîæåíèå 5 Åñëè îáà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö AB è BA ñóùåñòâóþò (â ÷àñòíî-
ñòè åñëè îáå ìàòðèöû êâàäðàòíûå îäíîãî ïîðÿäêà), òî tr(AB) = tr(BA).

Ïðåäëîæåíèå 6 Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ ìàòðèö ñïðàâåäëèâî
òîæäåñòâî (A ·B)′ = B′ ·A′.

Áîëåå ïðîñòûå ñâîéñòâà ñëåäà è òðàíñïîíèðîâàíèÿ îáúåäèíåíû â ñëåäóþùåì óòâåð-
æäåíèè

Ïðåäëîæåíèå 7

• tr(A±B) = tr(A)± tr(B);

• tr(βA) = β · tr(A);

• (A±B)′ = A′ ±B′ ;

• βA)′ = βA′;

• (A−1)′ = (A′)−1.
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Îïðåäåëåíèå 25 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì êâàäðàòíîé ìàòðèöû íàçûâà-
åòñÿ ìíîãî÷ëåí χA(λ) = det(A−λ·E), à åãî êîðíè íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
÷èñëàìè ýòîé ìàòðèöû.

Åñëè f(x) = a0x
k + a1x

k−1 + · · · + ak−1 + ak ìíîãî÷ëåí è A êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, òî
ïîä f(A) ïîíèìàåòñÿ ìàòðèöà f(A) = a0A

k + a1A
k−1 + · · ·+ ak−1A+ ak · E.

Çàäà÷à 2 Ïóñòü íàì çàäàíà ìàòðèöà A =
(
a b
c d

)
. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà ìàòðèöà

ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì êîðíåì ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ x2 − tr(A) · x+ det(A) = 0.

Îïðåäåëåíèå 26 Êîëüöåâûì êîììóòàòîðîì [A,B] äâóõ ìàòðèö A,B ∈Mn(K) íà-
çûâàåòñÿ ìàòðèöà AB −BA.

Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ áûëî áû ìó÷èòåëüíî ãðîìîçäêèì.

Çàäà÷à 3 Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B,C ∈ M2(K) ñïðàâåäëèâî òîæäå-
ñòâî [[A,B]2, C] = 0.

Óêàçàíèå: ïîëîæèòü D = [A,B] è äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ÷òî D2

ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé ìàòðèöåé.

Îïðåäåëåíèå 27 Äâå ìàòðèöû A,B ∈ Mn(K) íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè
(∃C ∈Mn(K))[A = C−1BC] è ýòîò ôàêò çàïèñûâàåòñÿ â âèäå A ≈ B.

Ôàêò 7 Ïîäîáèå ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. ðåôëåêñèâ-
íî A ≈ A, ñèììåòðè÷íî A ≈ B ⇒ B ≈ A è òðàíçèòèâíî A ≈ B,B ≈ C ⇒ A ≈ C.
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Îïðåäåëåíèå 28 Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà k ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ak = 0, òî
A íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, åñëè A2 = A, òî èäåìïîòåíòíîé, åñëè A2 = E, òî
èíâîëþòèâíîé, åñëè Ak = A, òî ïåðèîäè÷åñêîé.

Òåîðåìà 15 Ïóñòü ìàòðèöà A ïîäîáíà ìàòðèöå B, ò.å. A = C−1BC. Òîãäà

• Ak = C−1BkC;

• tr(A) = tr(B);

• det(A) = det(B);

• õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ïîäîáíûõ ìàòðèö ñîâïàäàþò;

• Åñëè îäíà èç äâóõ ïîäîáíûõ ìàòðèö îáëàäàåò îäíèì èç ñâîéñòâ: íèëüïîòåíò-
íîñòü, èäåìïîòåíòíîñòü, èíâîëþòèâíîñòü, ïåðèîäè÷íîñòü, òî è âòîðàÿ îá-
ëàäàåò ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâîì.

Âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïî äàííîé ìàòðèöå A íàéòè êàê ìîæíî áîëåå ïðîñòóþ
ìàòðèöó B è òðàíñôîðìèðóþùóþ ìàòðèöó C òàêóþ, ÷òî A = C−1BC. Ýòà çàäà÷à
èìååò ÷ðåçâû÷àéíîå çíà÷åíèå â âû÷èñëåíèÿõ ñ ìàòðèöàìè. Ðåøåíèå î÷åíü ñëîæíîå è
áóäåò äîñòèãíóòî ïðè èçó÷åíèè òåìû ëèíåéíûå îïåðàòîðû.

Ïðèìåð. Â swf-ðîëèêå öèòèðîâàííîì íà ñòðàíèöå 10 â ìåíþ òðàíñôîðìåðû èìåëèñü
èíñòðóìåíòû äëÿ òðàíñôîðìàöèè ìåð äëèíû, ïëîùàäè, âðåìåíè è ò.ï. Íàïðèìåð äî-
ïóñòèì âàì íåîáõîäèìî òðàíñôîðìèðîâàòü äëèíó âûðàæåííóþ â ñìåøàííûõ åäèíèöàõ

α km+ β m+ γ dm+ δ sm+ ρ mm
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â îäíó èç åäèíèö èçìåðåíèÿ km, m, dm, sm, mm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t íàòóðàëüíîå ÷èñëî
1 ≤ t ≤ 5, ãîâîðÿùåå î ïîëîæåíèè âûáðàííîé åäèíèöû èçìåðåíèÿ â ïîñëåäíåì ñïèñêå.

Ëåãêî ñîñòàâèòü ìàòðèöó L î âçà-
èìîîòíîøåíèÿõ ýòèõ åäèíèö èçìå-
ðåíèÿ êàê íà ðèñóíêå. Åñëè îáî-
çíà÷èòü ÷åðåç A ìàòðèöó ñòðî-
êó (α, β, γ, δ, ρ), òî äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è íàõîäèì ìàòðèöó ñòðîêó
AL è çàòåì íàõîäèì å¼ t-é ýëå-
ìåíò. Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî íà
ðèñóíêå ïðèâåäåí ïîëíûé êîä â
Maple äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà-
÷è. Ïðîãðàììèñò, êñòàòè õîðîøå-
ãî êëàññà, âçÿëñÿ ïðîãðàììèðî-
âàòü ýòó çàäà÷ó âî Flash èñïîëü-
çóÿ òîëüêî îïåðàòîð âåòâëåíèÿ.
Èñïèñàâ äåñÿòîê ñòðàíèö êîäà è
òàê è íå îòëàäèâ ñâîþ ïðîãðàì-
ìó, îí îáðàòèëñÿ êî ìíå, è ïîñìîò-
ðåâ Maple-ïðîãðàììó, ðåàëèçîâàë
å¼ âî Flash.

Çàäà÷à. Ïðè ïðîñìîòðå áîåâ áóñèäî ÷àñòî íåêîòîðóþ ïðîáëåìó ñîñòàâëÿåò àí-
ãëèéñêàÿ ìåðà äëèí è âåñîâ. Ïîñòðîèòü ìàòðèöû ïåðåâîäà àíãëèéñêèõ ìåð äëèíû è
ìàññû â ìåðû ÑÈ. Íàïðèìåð ðîñò áîéöà 5 ôóòîâ 11 äþéìîâ. Ñêîëüêî ýòî áóäåò ñì?

Ëèòåðàòóðà íà âñå ñëîæíûå ñëó÷àè � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìîíîãðàôèÿ Õîðíà è Äæîí-
ñîíà [6]. Ýëåìåíòàðíàÿ êíèãà � ïîñîáèå Ñêîðíÿêîâà [5].
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1.11. Àëãîðèòì äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì äëÿ ïîëèíîìîâ îò îäíîãî íåèç-

âåñòíîãî

Ñ ïðîñòåéøèìè ïîëèíîìàìè f(x) = ax+b = b+ax è g(x) = ax2+bx+c = c+bx+ax2

ñòóäåíòû âñòðå÷àëèñü åù¼ â øêîëå. Ïîëèíîìîì (ñèíîíèì ìíîãî÷ëåíîì) îò îäíîé íåèç-
âåñòíîé íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà f(x) = a0 + a1x + · · · + anx

n =∑n
i=0 aix

i, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è êîýôôèöèåíòû ai ëåæàò â ïîëå K. Ýòà çà-
ïèñü íàçûâàåòñÿ çàïèñüþ ìíîãî÷ëåíà ïî âîçðàñòàþùèì ñòåïåíÿì íåèçâåñòíîãî. Âñÿ-
êîå ÷èñëî èç K ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì. Èñïîëüçóåòñÿ è çàïèñü ìíîãî÷ëåíà ïî óáûâà-
þùèì ñòåïåíÿì íåèçâåñòíîãî f(x) = d0x

n + d1x
n−1 + · · · + dn =

∑n
i=0 dix

n−i. Êðî-
ìå òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ f = 0 â ýòîé çàïèñè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî d0 6= 0 è òîãäà
÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç deg(f). Íàä äâó-
ìÿ ïîëèíîìàìè f(x), g(x) îïðåäåëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ. Åñëè f(x) =

∑n
i=0 aix

i è g(x) =
∑n

i=0 bix
i, òî f(x) + g(x) =

∑n
i=0(ai +

bi)xi. Åñëè f(x) = axn + a1x
n−1 + · · · + an è g(x) = b0x

m + b1x
m−1 + · · · + bm, òî

f(x) · g(x) = c0x
n+m + c1x

n+m−1 + · · · + cn+m, ãäå ck =
∑

i+j=k ckx
n+m−k. Â ÷àñòíî-

ñòè c0 = a0b0 è ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâûõ ïîëèíîìîâ ñàìî íåíóëåâîé ïîëèíîì
è ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ ïîëèíîìîâ ðàâíà ñóììå ñòåïåíåé ñîìíîæèòåëåé. Ìíîæåñòâî
âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé íåèçâåñòíîé íàä ïîëåì K áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç K[x].
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Quiz Ïåðåìíîæèòü ìíîãî÷ëåíû

(2x2 − 3x+ 4)(x2 + 5x− 2) = x4 + x3 + x2 + x+

Òåîðåìà 16 Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ K[x] îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îáðàçóåò êîììóòàòèâíîå è àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé
áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

Âî ìíîãîì ñâîéñòâà êîëüöà (K[x],+, ·,=) ïîõîæè íà ñâîéñòâà êîëüöà öåëûõ ÷èñåë.
Îáà êîëüöà ïðèíàäëåæàò ê êëàññó åâêëèäîâûõ êîëåö, ò.å. êîëåö â êîòîðûõ èìååòñÿ
äåëåíèå ñ îñòàòêîì. Åñëè m,n öåëûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî n 6= 0, òî ñóùåñòâóþò è åäèí-
ñòâåííû öåëîå ÷èñëî q è íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî r < |n| òàêèå, ÷òî m = nq + r.
Ïðè ýòîì ÷èñëî q íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì, à r îñòàòêîì îò ýòîãî äåëåíèÿ.

Òåîðåìà 17 Åñëè f(x), g(x) ∈ K[x] è g(x) 6= 0, òî ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ìíî-
ãî÷ëåíû q(x), r(x) ∈ K[x] òàêèå, ÷òî f(x) = g(x) · q(x) + r(x) è deg(r(x)) < deg(g(x)).

Ïðàêòè÷åñêè äåëåíèå ñ îñòàòêîì îäíîãî ìíîãî÷ëåíà íà äðóãîé íà îñíîâàíèè äîêà-
çàííîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ óãëîì. Êñòàòè îòñþäà ñëåäóåò îáîñíîâàíèå äåëåíèÿ óã-
ëîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â àðèôìåòèêå. Äåéñòâèòåëüíî, ê ïðèìåðó, íàäî ðàçäåëèòü
ñ îñòàòêîì ÷èñëî 3289 íà ÷èñëî 48. Òîãäà ïðåäñòàâèì îáà ÷èñëà â äåñÿòè÷íîé çà-
ïèñè 3289 = 3 · 103 + 2 · 102 + 8 · 10 + 9, 48 = 4 · 10 + 8. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû
f(x) = 3 · x2 + 2 · x2 + 8 · x + 9, g(x) = 4 · x + 8. Òîãäà äîñòàòî÷íî ðàçäåëèòü óãëîì
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ïåðâûé ìíîãî÷ëåí íà âòîðîé f(x) = g(x) · q(x) + r(x). Ïîäñòàâèâ ñþäà âìåñòî x ÷èñëî
10, ïîëó÷èì 3289 = f(10) = g(10) · q(10) + r(10).

×àñòî ïðèõîäèòñÿ äåëèòü ìíîãî÷ëåí f(x) íà ëèíåéíûé äâó÷ëåí x−c. Â ýòîì ñëó÷àå
áîëåå ýôôåêòèâíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñõåìîé Ãîðíåðà. Ïóñòü f(x) = an

0 +a1x
n−1+· · ·+an.

Èùåì ÷àñòíîå â âèäå q(x) = b0x
n−1 + b1x

n−2 + b2x
n−3 + · · · + bn−2x + bn−1. Òîãäà

f(x) = (x− c)q(x) + r, ãäå r ìíîãî÷ëåí íóëåâîé ñòåïåíè, ò.å. ÷èñëî. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà
f(x), g(x) è ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïîëó÷èì

a0 = b0, a1 = b1 − cb0, a2 = b2 − cb1, . . . , an−1 = bn−1 − cbn−2, an = r − cbn

Ïåðåïèñàâ ýòè ðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî bi , ïîëó÷èì ñõåìó Ãîðíåðà:

b0 = a0, b1 = a1 + cb0, b2 = a2 + cb1, . . . , bn−1 = an−1 + cbn−2, r = an + cbn−1

Òðóäíî íàéòè òåîðåìó ñ áîëåå ëåãêèì äîêàçàòåëüñòâîì, ÷åì ñëåäóþùàÿ è âìåñòå ñ
òåì íàñòîëüêî ÷àñòî èñïîëüçóþùóþñÿ

Òåîðåìà 18 (Áåçó) ×èñëî c ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà f(x) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí x− c, òî åñòü f(x) = (x− c)q(x).

Îïðåäåëåíèå 29 ×èñëî c íàçûâàåòñÿ k-êðàòíûì êîðíåì ïîëèíîìà f(x), åñëè
f(x) = (x− c)k · q(x), ãäå ÷èñëî c íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîëèíîìà q(x)

Òåîðåìà 19 Åñëè c ÿâëÿåòñÿ k-êðàòíûì êîðíåì ïîëèíîìà f(x), òî c ÿâëÿåòñÿ
(k − 1)-êðàòíûì êîðíåì ïðîèçâîäíîé f ′(x).
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Ñ ïîìîùüþ ñõåìû Ãîðíåðà íåòðóäíî ïðîâåðÿòü êîðíè ïîëèíîìà íà êðàòíîñòü. Èíî-
ãäà íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü ïîëèíîì f(x) ïî äðóãîìó îñíîâàíèþ, ò.å. íàéòè ðàçëîæåíèå
âèäà

f(x) = A0(x− c)n +A1(x− c)n−1 +A2(x− c)n−2 + · · ·+An−1(x− c) +An.

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü òðåìÿ ñïîñîáàìè:

• Ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ n+1 êîýôôèöèåíòà
A0, A1, . . . , An íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü ÑËÀÓ ñ n+ 1 íåèçâåñòíûì. Äëÿ ãåíåðàöèè
óðàâíåíèé íàäî ïîäñòàâëÿòü âìåñòî x â f(x) ïî ìåíüøåé ìåðå n+ 1 ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé;

• Ìîæíî ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè c

f(x) = f(c) +
f (1)(c)

1!
· (x− c) +

f (2)(c)
2!

· (x− c)2 + · · ·+ f (n)(c)
n!

· (x− c)n,

êîòîðûé äëÿ f(x) îêàæåòñÿ ïîëèíîìîì. Êñòàòè èç ýòîé ôîðìóëû ÿñíî, ÷òî
A0 = a0, An = f(c);

• Ñàìûé áûñòðûé ñïîñîá äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ýòî äåëèòü ïî ñõåìå Ãîðíåðà f(x) íà
x− c ïîëó÷èâ ðàâåíñòâî f(x) = (x− c)q1(x)+ r0, äàëåå íåîáõîäèìî òàêæå äåëèòü
ïåðâîå ÷àñòíîå q1(x) = (x − c)q2(x) + r1 è ò.ä., ïîêà ÷àñòíîå íå ñòàíåò ÷èñëîì
qn−1 = (x− c) · qn + rn−1. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òîãäà

f(x) = qn(x− c)n + rn−1(x− c)n−1 + · · ·+ r1(x− c) + r0.
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Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå ïîíàäîáèòñÿ íàì â äðóãîé ëåêöèè äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàöèî-
íàëüíûõ êîðíåé ïîëèíîìîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Çàäà÷à 4 Ïóñòü f(x) ïîëèíîì ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè (êðàòêî ïèøåì
f(x) ∈ Z[x] ) è c � öåëîå ÷èñëî. Òîãäà â ðàçëîæåíèè

f(x) = A0(x− c)n +A1(x− c)n−1 +A2(x− c)n−2 + · · ·+An−1(x− c) +An

âñå êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè.

×òîáû îòðàáîòàòü íàâûê äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì è ñõåìû Ãîðíåðà íóæíî
îáðàòèòüñÿ ê âëîæåííîìó ôàéëó, êîòîðûé â äèíàìèêå ïîêàçûâàåò âñå ýòàïû äåëåíèÿ.
Ïðè÷èíà òîãî, ÷òî ìû îáðàùàåìñÿ ê îòäåëüíîìó ôàéëó êðîåòñÿ â òîì, ÷òî äèíà-
ìèêà äîñòèãàåòñÿ êàê â êèíî: íà êàæäîå äåéñòâèå îòäåëüíûé êàäð, ïðè ýòîì ðåçêî
óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî ñòðàíèö. Ýòî ðàçðóøàåò ñèñòåìó íàâèãàöèè èñõîäíîãî ôàéëà. Â
ïðèêðåïëåííîì ôàéëå ïðè íàæàòèè âûäåëåííîãî êðàñíîãî ñëîâà Âîçâðàò âû âåðíå-
òåñü â èñõîäíûé ôàéë. Íå ñîõðàíÿòü èçìåíåíèÿ, âñå ðàâíî ýòî íå óäàñòñÿ, íà ôàéëàõ
ñòîèò çàùèòà.

Çàïóñòèòü ëè âëîæåííûé pdf-ôàéë?

Äëÿ ýòîãî âûäåëèòå ïðàâîé êíîïêîé ìûøè ñèìâîë êíîïêè è îòêðîéòå âíåøíèé
ôàéë, íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ íà ïðåäóïðåæäåíèÿ ñèñòåìû.
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1. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì óãëîì


Ïðèìåð. Ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì ïîëèíîì x3 + x2 − 1
íà ïîëèíîì x − 1.


x3 + x2 − 1 = (x − 1)( )


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 )


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 )
− x3 + x2


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 )
− x3 + x2


2x2


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x )
− x3 + x2


2x2


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x )
− x3 + x2


2x2


− 2x2 + 2x


2x − 1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x + 2)
− x3 + x2


2x2


− 2x2 + 2x


2x − 1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x + 2)
− x3 + x2


2x2


− 2x2 + 2x


2x − 1
− 2x + 2


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x + 2)
− x3 + x2


2x2


− 2x2 + 2x


2x − 1
− 2x + 2


1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x + 2) + 1
− x3 + x2


2x2


− 2x2 + 2x


2x − 1
− 2x + 2


1


Èòàê, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì ïî-


ëó÷àåì


x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x + 2) + 1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







2. Ñõåìà Ãîðíåðà


1 1 0 − 1


x = 1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1


1?


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1 1


1����*
·1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1 1


1 2?


+


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1 1 2


1 2����*
·1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1 1 2


1 2 2?


+


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1 1 2 2


1 2 2����*
·1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1 1 2 2


1 2 2 1?


+


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1 1 2 2


1 2 2 1


Èòàê, ïî ñõåìå Ãîðíåðà


x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x + 2) + 1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò
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À òåïåðü ïðîâåðèì, êàê âû óñâîèëè àëãîðèòìû èç ïðèêðåïëåííîãî ôàéëà. Äîáè-
âàéòåñü ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ïðîìàõîâ.

Quiz Ðàçäåëèòü ìíîãî÷ëåí f(x) = 2x4−3x3+4x2−5x+6 íà ìíîãî÷ëåí g(x) = x2−3x+1.

2x4 − 3x3 + 4x2 − 5x+ 6 x2 − 3x+ 1
x4 + x3 + x2 x2 + x+
x3 + x2 + x+
x3 + x2 + x

x2 + x+
x2 + x+
x+

Îòâåò: f(x) = g(x) · ( x2 + x+ ) + ( x+ )

Quiz Ðàçäåëèòü ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 − 3x3 − 10x2 + 2x+ 5 íà ìíîãî÷ëåí g(x) = x+ 2
ïî ñõåìå Ãîðíåðà.

1 -3 -10 2 5

c=-2

Îòâåò: f(x) = (x+ 2)( x3 + x2 + x+ ) +
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Quiz Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 +4x3 +6x2 +10x+20 ïî ñòåïåíÿì x+2 ïî ñõåìå
Ãîðíåðà.

1 4 6 10 20

c=-2

Îòâåò: f(x) = (x+ 2)4 + (x+ 2)3 + (x+ 2)2 + (x+ 2) +

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Êóðîøà [3].
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1.12. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ïîëèíîìîâ

Îïðåäåëåíèå 30 Ãîâîðèì, ÷òî ïîëèíîì f(x) äåëèòñÿ íà ïîëèíîì g(x), åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïîëèíîì q(x) òàêîé, ÷òî f(x) = g(x) · q(x). Äðóãèìè ñëîâàìè îñòàòîê îò
äåëåíèÿ f(x) íà g(x) ðàâåí íóëþ.

Ñâîéñòâà äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ

Ñâîéñòâà äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ ïîõîæè íà ñâîéñòâà äåëèìîñòè öåëûõ ÷èñåë è
ýòà àíàëîãèÿ ïîçâîëÿåò ïðîùå çàïîìíèòü èõ.

• Åñëè ïîëèíîì f(x) äåëèòñÿ íà ïîëèíîì g(x) è ïîëèíîì g(x) äåëèòñÿ íà ïîëèíîì
h(x), òî ïîëèíîì f(x) äåëèòñÿ íà ïîëèíîì h(x);

• Åñëè ïîëèíîì f(x) äåëèòñÿ íà ïîëèíîì h(x) è ïîëèíîì g(x) äåëèòñÿ íà ïîëèíîì
h(x), òî ïîëèíîì f(x)± g(x) äåëèòñÿ íà ïîëèíîì h(x);

• Åñëè ïîëèíîì f(x) äåëèòñÿ íà ïîëèíîì h(x) è ïîëèíîì g(x) äåëèòñÿ íà ïîëèíîì
h(x) è u(x), v(x) � ïðîèçâîëüíûå ìíîãî÷ëåíû, òî ïîëèíîì f(x) · u(x) + g(x) · v(x)
äåëèòñÿ íà ïîëèíîì h(x);
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• Åñëè ïîëèíîì f(x) äåëèòñÿ íà ïîëèíîì g(x) è c 6= 0, òî f(x) äåëèòñÿ íà ìíîãî-
÷ëåí c · g(x);

• Åñëè ïîëèíîì f(x) äåëèòñÿ íà ïîëèíîì g(x) è ïîëèíîì g(x) äåëèòñÿ íà ïîëèíîì
f(x), òî íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c òàêàÿ, ÷òî f(x) = c · g(x).

Âñïîìíèì ïîíÿòèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë. Ïîÿñíèì íà
ïðèìåðå,ïóñòü íàì çàäàíû ÷èñëà −24 è 36. Ó ïåðâîãî ÷èñëà äåëèòåëÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñ-
ëà èç ñïèñêà 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 è èõ ïðîòèâîïîëîæíûå. Äëÿ âòîðîãî ÷èñëà äåëèòåëÿìè
ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà èç ñïèñêà 1, 2, 3.4.6, 9, 12, 18, 36. Îáùèìè äåëèòåëÿìè çàäàííûõ ÷èñåë
ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà èç ñïèñêà 1, 2, 3, 4, 6, 12 è èì ïðîòèâîïîëîæíûå. Íàèáîëüøèì îáùèì
äåëèòåëåì gcd(−24, 36) ïðèçíàåòñÿ ÷èñëî 12 ïðîñòî â ñèëó óïîðÿäî÷åííîñòè êîëüöà öå-
ëûõ ÷èñåë. Íî êàê ïî àíàëîãèè äàòü îïðåäåëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ
ìíîãî÷ëåíîâ? Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íåò åñòåñòâåííîãî õîðîøåãî ëèíåéíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ.
Åñëè âíèìàòåëüíåå ïðèñìîòðåòüñÿ ê ðàññìîòðåííîìó ÷èñëîâîìó ïðèìåðó ìîæíî çà-
ìåòèòü, ÷òî 12 è −12 ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äåëèòåëÿìè çàäàííûõ ÷èñåë, êîòîðûå â ñâîþ
î÷åðåäü äåëÿòñÿ íà ëþáîé äðóãîé îáùèé äåëèòåëü ýòèõ ÷èñåë ±1,±2,±3,±4,±6,±12.

Îïðåäåëåíèå 31 Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) íà-
çûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí gcd(f(x), g(x)) = d(x) òàêîé, ÷òî

• d(x) ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì f(x) è g(x);

• d(x) äåëèòñÿ íà ëþáîé äðóãîé îáùèé äåëèòåëü f(x) è g(x);

• ñòàðøèé êîýôôèöèåíò d(x) ðàâåí 1.
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Äåëèòåëè ìíîãî÷ëåíîâ îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâûõ ìíîæèòåëåé è ïî-
ýòîìó ïîñëåäíåå óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî äëÿ îäíîçíà÷íîãî íàõîæäåíèÿ íàè-
áîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ.

1.12.1. Àëãîðèòì Åâêëèäà

Äëÿ ïîèñêà íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) ïîäåëèì ñ
îñòàòêîì f(x) íà g(x), çàòåì g(x) íà ïåðâûé îñòàòîê, ïîñëå ïåðâûé îñòàòîê äåëèì
íà âòîðîé è ò.ä. ïîêà î÷åðåäíîé îñòàòîê íå ðàçäåëèòñÿ íà ñëåäóþùèé íàöåëî. Ýòîò
ìîìåíò îáÿçàòåëüíî íàñòóïèò, òàê êàê ñòåïåíè îñòàòêîâ óìåíüøàþòñÿ è ñàìî ïîçäíåå
÷åðåç deg(g(x)) øàãîâ ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ.

f(x) = g(x) · q0(x) + r0(x)
g(x) = r0(x) · q1(x) + r1(x)
r0(x) = r1(x) · q2(x) + r2(x)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rk−2(x) = rk−1(x) · qk(x) + rk(x)
rk−1(x) = rk(x) · qk+1(x)

Òåîðåìà 20 Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d(x) = gcd(f(x), g(x)) ðàâåí c · rk(x). ãäå
÷èñëî c ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà c · rk(x) áûë áû
ðàâåí 1.
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Ïðèìåð. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) = x4 + x3 − 3 ∗
x2−4∗x−1 è g(x) = x3 +x2−x−1. Ïðèìåíèì ïàêåò polynom â Latex äëÿ ìàøèííîãî
ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìîâ èç àëãîðèòìà Åâêëèäà

Ïðèìåíÿåì àëãîðèòì Åâêëèäà
x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1 =

(
x3 + x2 − x− 1

)
· x +

(
− 2x2 − 3x− 1

)
x3 + x2 − x− 1 =

(
− 2x2 − 3x− 1

)
·
(
− 1

2x+ 1
4

)
+
(
− 3

4x−
3
4

)
− 2x2 − 3x− 1 =

(
− 3

4x−
3
4

)
·
(

8
3x+ 4

3

)
+ 0

Èç ýòîé çàïèñè âèäíî, ÷òî ïîñëåäíèì ìíîãî÷ëåíîì â ïðîöåññå, íà êîòîðûé íàöåëî
äåëèòñÿ ïðåäûäóùèé ìíîãî÷ëåí, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí

−3
4
x−−3

4
= −3

4
(x+ 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò: gcd(f(x), g(x)) = x+ 1
Çàìå÷àíèå. Â ïðèìåðå äåëåíèå ïðîâîäèëîñü òî÷íîå è â êîíöå ìíîæèòåëü − 3

4 îò-
áðàñûâàëñÿ. ×åëîâåê íå ìàøèíà, êîòîðàÿ ñ ëåãêîñòüþ âû÷èñëÿåò ñ ëþáûìè ÷èñëàìè.
Êàê èçáåæàòü äðîáåé â àëãîðèòìå Åâêëèäà? Îòâåò î÷åíü ïðîñò: åcëè
f(x) = g(x)q(x)+r(x), òî cf(x) = g(x)(cq(x))+cr(x) è f(x) = (cg(x))(c−1q(x))+r(x) ïðè
c 6= 0. Ïðè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ îñòàòêè íå ìåíÿþòñÿ, ëèáî ìåíÿþòñÿ íåñóùåñòâåí-
íî. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äîïóñòèìû ïðè íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ
íà ëþáîì ýòàïå. Ýòè ïðîñòûå çàìå÷àíèÿ ïîçâîëÿþò èçáåæàòü âû÷èñëåíèé ñ äðîáÿìè
äëÿ íàõîæäåíèÿ gcd äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî íåìàëîâàæíî
äëÿ ÷åëîâåêà è íåñóùåñòâåííî äëÿ êîìïüþòåðà..
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Quiz Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) = x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1 è
g(x) = x3 + x2 − x− 1.

x4+x3−3x2−4x−1 x3+x2−x−1

x4+ x3+ x2+ x x+

2( x3+ x2+ x+ 1) x2+ x+

x3+ x2+ x x+

2( x2+ x+ )

x2+ x+

x+

x2+ x+ 6 (x+1)

x2+ x x+

x+

x+

Îòâåò: gcd(f(x), g(x)) = x+

Âàæíóþ ðîëü â ðàñøèðåíèÿõ ïîëåé èãðàåò ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 21 Åñëè d(x) = gcd(f(x), g(x)), òî ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) ∈
K[x] òàêèå, ÷òî d(x) = f(x) · u(x) + g(x) · v(x) è deg(u(x)) < deg(g(x)), deg(v(x)) <
deg(f(x)).

Ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè èõ íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü ðàâåí 1.

Ôàêò 8 Ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) âçàèìíî ïðîñòû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-
ùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) òàêèå, ÷òî f(x) · u(x) + g(x) · v(x) = 1.

Òåîðåìà 22
• Åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) âçàèìíî ïðîñò c h(x) è f(x) · g(x) äåëèòñÿ íà h(x), òî
g(x) äåëèòñÿ íà h(x);

• Åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåíû g(x) è h(x), ïðè÷åì g(x) è h(x)
âçàèìíî ïðîñòû, òî f(x) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí g(x) · h(x).
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Â ðåøåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷è ñòóäåíò ïîëó÷èò î÷åíü ïîëåçíûé ñîâåò .

1. Â êíèãå �Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àëãåáðå ïîä ðåä. Êîñòðèêèíà, Ì. Ôàêòîðèàë, 1995�
ïðèâîäèòñÿ çàäà÷à 2502k: Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) =
x4 − 4x3 + 1 è g(x) = x3 − 3x2 + 1 è â êà÷åñòâå îòâåòà óêàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí
d(x) = x2 − 2

√
2x− 1. ßâëÿåòñÿ ëè ýòîò îòâåò ðåàëüíûì? Îòâåòû:

a) äà, b) íåò.

Ëèòåðàòóðà: êíèãà Êóðîøà [3].
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1.13. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ

Ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè f(x) = a0x + a1 íåçàâèñèìî îò ïðèðîäû ïîëÿ èìååò
îäèí êîðåíü x = −a1/a0. Äëÿ ïîëèíîìà âòîðîé ñòåïåíè f(x) = a0x

2 + a1x + a2 äåëî
ñëîæíåå. Èç ôîðìóëû êîðíåé

x1,2 =
−a1 ±

√
a2
1 − 4a0a2

2a0
(1.13.1)

ïîëó÷àåì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò äåòåðìèíàíòà â ïîëå R íå áîëåå äâóõ êîðíåé è â ïîëå
C èìååòñÿ ðîâíî äâà êîðíÿ f(x) (âîçìîæíî ñîâïàäàþùèõ).

Òåîðåìà 23 Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ K ïîëèíîì f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an ∈ K[x]
ñòåïåíè n ìîæåò èìåòü íå áîëåå n êîðíåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè â ëþáîì ïîëå
F ⊃ K . Åñëè ρ1, ρ2, . . . , ρn êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) â ïîëå F , òî

f(x) = a0(x− ρ1)(x− ρ2) . . . (x− ρn).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òðèâèàëüíîé èíäóêöèåé.
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1.13.1. Ôîðìóëû Âèåòà

Ïóñòü f(x) = xn + a1x
n−1 + · · · + an ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 è

λ1, λ2, . . . , λn âñå åãî êîðíè. Òîãäà



a1 = −
∑

i λi

a2 =
∑

i<j λiλj

a3 = −
∑

i<j<k λiλjλk

. . . . . . . . .

an = (−1)n
∏n

i=1 λi

1. Íàéòè ñóììó êâàäðàòîâ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x3 − 5x2 + 4x+ 1.

a) 0 , b) 20 , c) 8.

Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ïîëÿ K êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ K[x] â K ìîãóò íà îñíîâàíèè
äîêàçàííîé òåîðåìû 23 íàõîäèòüñÿ, â êîíöå êîíöîâ, êîíå÷íûì ïåðåáîðîì äåëåíèåì
f(x) íà âñåâîçìîæíûå îäíî÷ëåíû x − ρ, ãäå ρ ∈ K. Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ïîëåé K çàäà-
÷à íàõîæäåíèÿ êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ âîñòðåáîâàííûõ â
ïðèëîæåíèÿõ, íî âìåñòå ñ òåì î÷åíü íåòðèâèàëüíîé. Èìåþòñÿ ñâåäåíèÿ, ÷òî ôîðìóëà
êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (1.13.1) áûëà èçâåñòíà â ãëóáîêîé äðåâíîñòè 2 � 3 òûñÿ-
÷è ëåò íàçàä, à òî÷íàÿ ôîðìóëà ðåøåíèÿ â ðàäèêàëàõ óðàâíåíèé òðåòüåé è ÷åòâåðòîé
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ñòåïåíè ïîëó÷åíà ïî ýòèì ìåðêàì ñîâñåì íåäàâíî â 16-îì âåêå Êàðäàíî è Òàðòàëüÿ.
Ëþáîïûòíûå ìîãóò âçãëÿíóòü íà ýòè ôîðìóëû â êíèãó [3]. Ïîñëå Êàðäàíî è Òàðòàëüÿ
ìíîãèå ìàòåìàòèêè áèëèñü íàä ïðîáëåìîé ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïÿòîé è âûøå ñòåïåíè,
ïîêà â ðàéîíå 1825 � 1830 ã. äâà âåëèêèõ þíûõ ãåíèÿ, íåçàâèñèìî âî Ôðàíöèè Ýâà-
ðèñò Ãàëóà, è Íîðâåãèè Íèëüñ Àáåëü, íå äîêàçàëè, ÷òî îáùåãî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ
â ðàäèêàëàõ êîðíåé óðàâíåíèé ïÿòîé ñòåïåíè è âûøå íå ñóùåñòâóåò. Ðåøåíèå Ãàëóà
ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ àáñòðàêòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð è íà ñòîëåòèÿ âïåðåä
îïðåäåëèëî âàæíåéøèå íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ àëãåáðû.

Ìû ïðåäëîæèì íåêîòîðûå ìåòîäû, êîòîðûå â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò îáëåã÷èòü
ïîèñê êîðíåé ïîëèíîìà.

1.13.2. Îòäåëåíèå êðàòíûõ êîðíåé.

Äîïóñòèì, ÷òî ïîëèíîì f(x) èìååò êðàòíûå êîðíè

f(x) = a0(x− λ1)k1(x− λ2)k2 . . . (x− λs)ks ,

ãäå âñå ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λs ðàçëè÷íû. Ìû äåëàåì àíàëèç è íà ñàìîì äåëå êîðíè ìíî-
ãî÷ëåíà íàì íåèçâåñòíû. Êàê íàéòè ìíîãî÷ëåí g(x) = (x− λ1)(x− λ2) . . . (x− λs), íå
èìåþùèé êðàòíûõ êîðíåé, âñå êîðíè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè f(x) ? Íàøå ðåøå-
íèå îñíîâàíî íà òåîðåìå 19. Ïî ýòîé òåîðåìå
f ′(x) = (x − λ1)k1−1(x − λ2)k2−1 . . . (x − λs)ks−1 · h(x), ãäå h(x) âçàèìíî ïðîñò ñ f(x).
Îòñþäà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d(x) = gcd(f(x), f ′(x)) ðàâåí
(x− λ1)k1−1(x− λ2)k2−1 . . . (x− λs)ks−1. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) = a0 · d(x) · g(x) è çàäà÷à
âûäåëåíèÿ êðàòíûõ êîðíåé ðåøåíà.
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Quiz Îòäåëèòü êðàòíûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà f(x) = x5 − 10x3 − 20x2 − 15x− 4 .
Ðåøåíèå. Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ f ′(x) = 5(x4 − 6x2 − 8x − 3) =: 5g(x) è çàòåì íàè-
áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ïîëèíîìà è ïðîèçâîäíîé.

x5−10x3−20x2−15x−4 x4−6x2−8x−3

x5+ x3+ x2+ x x+

x3+ x2+ x+

x4+ x2+ x+ 6 (x3 + x2 + x+ )
x4+ x3+ x2+ x x+

x3+ x2+ x+

x3+ x2+ x+

Ñëåäîâàòåëüíî, d(x) = gcd(f(x), g(x)) = x3 + x2 + x+1 = ( x+ )3

Òàê êàê ÷àñòíûå â ýòîì ïðîöåññå íå èñêàæàëèñü äî ïîëó÷åíèÿ îñòàòêà áîëåå ÷åì
îäèí ðàç ïðè êàæäîì äåëåíèè, òî ýòè äåëåíèÿ ïðèãîäíû äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàçëîæåíèÿ.
Èìååì

g(x) = (x+ 1)3(x− 3)

f(x) = g(x)x−4(x+1)3 = (x+1)3(x−3)x−4(x+1)3 = (x+1)3[(x−3)x−4] = (x+1)4(x−4)

Îòâåò: f(x) = (x+ 1)4(x− 4)
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1.13.3. Ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû, òî ñî-
âåðøåííî òî÷íî ìîæíî íàéòè âñå ðàöèîíàëüíûå êîðíè f(x):

Òåîðåìà 24 Eñëè f(x) ∈ Z[x] è íåñîêðàòèìàÿ äðîáü p
q ÿâëÿåòñÿ êîðíåì f(x), òî

• p äåëèòåëü an;

• q äåëèòåëü a0;

• (∀m ∈ Z)[(p − mq)|f(m)], â ÷àñòíîñòè p − q äåëèòåëü f(1) è p + q äåëèòåëü
f(−1).

Ýòà òåîðåìà îòáèðàåò â êàíäèäàòû â êîðíè ìíîãî÷ëåíà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷èñåë. Òðå-
òèé ïóíêò ñëóæèò ðåçêîìó ñóæåíèþ êðóãà òàêèõ êàíäèäàòîâ. Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî
ïóíêòà ïîíàäîáèòñÿ óïðàæíåíèå 4. Ïðîâåðêó ÷èñëà íà êîðåíü ìíîãî÷ëåíà óäîáíî ïðî-
èçâîäèòü ïî ñõåìå Ãîðíåðà.

Quiz Íàéòè ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) = 6x4 + 19x3 − 7x2 − 26x+ 12 .
Ðåøåíèå. Êàíäèäàòàìè â ðàöèîíàëüíûå êîðíè f(x) áóäóò òå íåñîêðàòèìûå äðîáè p

q

äëÿ êîòîðûõ p ∈ {±1,±2,±3 ± 4,±6,±12} è q ∈ {1, 2, 3, 6}. Ýòè ÷èñëà äîëæíû åùå
âûäåðæàòü äâà èñïûòàíèÿ p + q ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì f(1) = 4 è p − q äåëèòåëü ÷èñ-
ëà f(−1) = 18. ×åðòèì îòáîðî÷íóþ òàáëèöó, çàïîëíåíóþ çíàêàìè ïëþñ èëè ìèíóñ è
öèôðàìè ±1, òàê ÷òî äðîáè p

q ñîîòâåòñòâóåò ÿ÷åéêà íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè ñîäåðæà-
ùåé q è ñòîëáöà ñîäåðæàùåãî p. Âíà÷àëå íà âñåõ ñîêðàòèìûõ ìåñòàõ è â òî÷êàõ 1,−1
ñòàâèì ìèíóñû. Ïðîñòàâüòå ÷èñëî 1 â êëåòêó ñ êâàäðàòèêîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå
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÷èñëî âûäåðæèâàåò îáà èñïûòàíèÿ è −1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

q \ p 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 6 -6 12 -12

1 - -

2 - - - - - - - -

3 - - - - - -

6 - - - - - - - - - -

Ñëåäîâàòåëüíî, êàíäèäàòàìè â êîðíè ïîñëå ýòîé ôèëüòðàöèè îñòàþòñÿ òîëüêî ÷èñëà

, , ,

Êàêîå èç ýòèõ ÷èñåë äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, óñòàíîâèì ïî ñõåìå Ãîðíåðà.
Ïî òåîðåìå Áåçó ÷èñëî c ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà ëèøü åñëè îñòàòîê îò äåëåíèÿ
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íà x − c ðàâåí íóëþ. Ïîñëåäîâàòåëüíî äåëèì f(x) íà x − c, ãäå c
÷èñëà íàéäåííîãî ñïèñêà. Åñëè îñòàòîê íå ðàâåí íóëþ, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðîêó â
óïîð íå âèäèì è ýòî c íå êîðåíü. Íàïðîòèâ, åñëè îñòàòîê ðàâåí íóëþ, òî ýòî c êîðåíü
è äëÿ ïðîâåðêè îñòàëüíûõ ÷èñåë íàäî ÷àñòíîå äåëèòü íà ñëåäóþùóþ ñêîáêó x− c.

6 19 -7 -26 12
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

f(x) =
(
x+

)(
x−

)[
x2 + x+

]
È íàêîíåö, çàâåðøàÿ ìàðàôîí, ðàñêðûâàåì èíêîãíèòî, äâà ðàöèîíàëüíûõ êîðíÿ f(x),
äâà äðóãèõ ÿâëÿþòñÿ èððàöèîíàëüíûìè êîðíÿìè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà â ïîñëåäíåé
ñêîáêå.

, .

1.13.4. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Îäíèì èç ãëàâíûõ äîñòèæåíèé ìàòåìàòèêè 18-ãî âåêà áûëà òåîðåìà Ãàóññà î ñóùå-
ñòâîâàíèè êîìïëåêñíîãî êîðíÿ ó ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Ýòà òåîðåìà äàæå ïîëó÷èëà íàçâàíèå îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû. Ñåé÷àñ ýòî
äîñòàòî÷íî ðÿäîâàÿ òåîðåìà, â ïðèíöèïå äîñòóïíàÿ ñòóäåíòàì. Íî âñå æå âñå èìåþùè-
åñÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóþò íåïðåðûâíîñòü ìíîãî÷ëåíà êàê ôóíêöèè
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè ìèíèìóìà íà êîìïàêòå è ò.ï. Â êóð-
ñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òàêèå ïîíÿòèÿ âîçíèêàþò çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå è, ïîýòîìó
ýòà òåîðåìà, ïîæàëóé åäèíñòâåííàÿ ôîðìóëèðóåìàÿ íàìè áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ñëåäñòâèå 5 Åñëè f(x) ∈ C[x] ìíîãî÷ëåí n-îé ñòåïåíè, òî f(x) èìååò ðîâíî n
êîðíåé â C ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé.
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1.13.5. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òåîðåìà 25 Ïóñòü f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè
êîýôôèöèåòíòàìè è α ∈ C − R êîðåíü f(x) êðàòíîñòè k. Òîãäà ᾱ òàêæå êîðåíü
ìíîãî÷ëåíà f(x) êðàòíîñòè k.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçëà-

ãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé è (èëè) âòîðîé ñòåïåíè ñ âåùåñòâåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

1.13.6. Èíòåðïîëÿöèÿ

Ïóñòü íà çàäàíû n ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ρ1, ρ2, . . . , ρn è ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà b0, b1, . . . , bn.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ìíîãî÷ëåí f(x) òàêîé, ÷òî f(ρi) = bi äëÿ 1 ≤ i ≤ n. Íåòðóäíî ïîíÿòü,
÷òî ñëåäóþùèé ìíîãî÷ëåí n− 1-îé ñòåïåíè îáëàäàåò òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè

f(x) =
n∑

i=1

(x− ρ1)(x− ρ2) . . . (x− ρi−1)(x− ρi+1) . . . (x− ρn)
(ρi − ρ1)(ρi − ρ2) . . . (ρi − ρi−1)(ρi − ρi+1) . . . (ρi − ρn)

· bi

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëîé Ëàãðàíæà. Ýòà ôîðìóëà ñòà-
âèò êðåñò íà ýìïèðè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ íåêîòîðûõ ïðàêòèêîâ. Îíè ïðîâåäÿ ñîòíè
èçìåðåíèé è ÷åðòÿ ãðàôèê, âäðóã îáíàðóæèâàþò, ÷òî èõ ãðàôèê ïîõîæ ñêàæåì íà
ãðàôèê ñèíóñà. Íå ñëåäóåò ñïåøèòü êðè÷àòü, ÷òî íàéäåí íîâûé çàêîí èçìåíåíèÿ ýòèõ
ïàðàìåòðîâ â âèäå ãðàôèêà ñèíóñà. ×åðåç çàäàííîå êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ïðîéäåò è
ìíîãî÷ëåí è åãî ïðåäïîëîæåíèå íóæäàåòñÿ â ñòðîãîé ïðîâåðêå.

Ëèòåðàòóðà: êíèãà Êóðîøà [3].

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 84



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 85 of 149

Go Back

Close

1.14. Ìåòîä Øòóðìà

1.14. Ìåòîä Øòóðìà

Ïóñòü f(x) ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàñ èíòåðåñóåò ñêîëüêî
âåùåñòâåííûõ êîðíåé èìååò f(x) â èíòåðâàëå (a, b). Ïðîñòîé ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ
êîðíÿ â ýòîì èíòåðâàëå � ýòî ðàçíûå çíàêè f(x) íà êîíöàõ èíòåðâàëà (a, b). Íî ÷åò-
êèé êðèòåðèé êîëè÷åñòâà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà â èíòåðâàëå íåïðîñò è ïðèíàäëåæèò Ý.
Øòóðìó. Âíà÷àëå óïðîñòèì çàäà÷ó ñ÷èòàåì, ÷òî f(x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Êàê
ýòîãî äîáèòüñÿ îáúÿñíåíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Åñëè íàì çàäàíà êîíå÷íàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë, òî ÷èñëî ïåðåìåí çíàêîâ â ýòîé ñèñòåìå ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âû-
áðàñûâàþòñÿ âñå íóëè â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàòåì îò îñòàâøèõñÿ ÷èñåë îñòàâëÿ-
þò òîëüêî çíàêè è ñîñåäñòâî ðàçíûõ çíàêîâ íàçûâàåòñÿ ïåðåìåíîé çíàêîâ. Íàïðèìåð,
ñèñòåìå ÷èñåë−3,−5, 0,−1, 2, 4,−5,−6, 0 ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà çíàêîâ−,−,−,+,+,−,−,
â êîòîðîé èìååòñÿ äâå ïåðåìåíû çíàêîâ.
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1.14.1. Ñèñòåìà Øòóðìà

Óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ f0(x), f1(x), . . . , fk(x) íàçûâàåòñÿ ñè-
ñòåìîé Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x), åñëè

• f(x) = f0(x);

• fk(x) íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé;

• Ñîñåäíèå ìíîãî÷ëåíû ñèñòåìû fi(x), fi+1(x), 0 ≤ i ≤ k − 1 íå èìåþò îáùèõ
âåùåñòâåííûõ êîðíåé.

• Åñëè α âåùåñòâåííûé êîðåíü âñïîìîãàòåëüíîãî ìíîãî÷ëåíà fi(x) äëÿ 1 ≤ i ≤
k − 1, òî fi−1(α) · fi+1(α) < 0.

• Åñëè α âåùåñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f0(x), òî ïðîèçâåäåíèå f0(x)f1(x) âîç-
ðàñòàåò â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè α.

Òåîðåìà 26 Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, íå èìåþ-
ùåãî êðàòíûõ êîðíåé ñóùåñòâóåò ñèñòåìà Øòóðìà.

Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû Øòóðìà ïîõîæå íà àëãîðèòì Åâêëèäà. Âíà÷àëå ïîëàãàåì

f0(x) = f(x).
f1(x) = f ′(x)

Çàòåì äåëèì f0(x) íà f1(x) ñ îñòàòêîì è îñòàòîê ñ îáðàòíûì çíàêîì íàçîâåì f2(x) è
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ò.ä.

f0(x) = f1(x) · q0(x)− f2(x)
f1(x) = f2(x) · q1(x)− f3(x)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fi−1(x) = fi(x) · qi−1(x)− fi+1(x)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fk−1(x) = fk(x) · qk−1(x)

1.14.2. Òåîðåìà Øòóðìà

Áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì êëþ÷åâûå ìîìåíòû ìåòîäà, èñïîëüçóÿ âîçìîæíîñòè ýëåê-
òðîííîãî äîêóìåíòà. ×åðåç W (α) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ïåðåìåí çíàêîâ â òàáëèöå
÷èñåë ñèñòåìû Øòóðìà f0(α), f1(α), . . . , fk(α) ìíîãî÷ëåíà f(x).

Òåîðåìà 27 Åñëè f(x) ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, íå èìåþùèé
êðàòíûõ êîðíåé, è ÷èñëà a < b íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè f(x), òî ÷èñëî âåùåñòâåííûõ
êîðíåé ìíîãî÷ëåíà â èíòåðâàëå (a, b) ðàâíî W (a)−W (b).

Ôóíêöèÿ W (x) ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñêà÷-
êàìè. Òàê êàê ìíîãî÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè, òî òî÷êè â êîòîðûõ
ìîãóò ïðîèñõîäèòü òàêèå ñêà÷êè îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè îäíîãî èç ìíîãî-
÷ëåíîâ ñèñòåìû Øòóðìà. Òàê êàê êàæäûé ìíîãî÷ëåí èìååò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
êîðíåé, òî ÷èñëî òî÷åê â êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò ñêà÷êè êîíå÷íî. Ïóñòü x ìåíÿåòñÿ îò
−∞ è âñòðå÷àåòñÿ îäíà èç òàêèõ òî÷åê α.
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Ñëó÷àé 1. α êîðåíü âñïîìîãàòåëüíîãî ìíîãî÷ëåíà fi(x), i ≥ 1. Âûáåðåì
äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε òàêîå ÷òî â èíòåðâàëå (α − ε, α + ε)
ôóíêöèè fi−1(x), fi+1(x) èìåþò ïîñòîÿííûé çíàê. Îïðåäåëèì êàê ìåíÿåòñÿ çíà÷å-
íèå ëîêàëüíîé ÷àñòè ôóíêöèè ïåðåìåíû çíàêà W ′(α − ε) è W ′(α + ε) äëÿ ôóíêöèé
fi−1(x), fi(x), fi+1(x). Çàïîëíèì òàáëèöó

Êîììåíòàðèè ê òàáëèöå. Îäèíàêîâûì íàáîðîì òðåõ öâåòîâ â òî÷êàõ äî è ïîñëå
α óêàçàíû âîçìîæíûå ñèòóàöèè äî è ïîñëå êîðíÿ ïîëèíîìà fi(x). Ôóíêöèÿ fi(x) â
óêàçàííîé îêðåñòíîñòè ìîæåò ìåíÿòü çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ èëè íàîáîðîò. Â ñâîþ
î÷åðåäü ñîñåäè ñëåâà è ñïðàâà îò fi(x) ïîñòîÿííû ïî çíàêó è ïðîòèâîïîëîæíû äðóã
äðóãó. Òîãäà äî òî÷êè α ÷åòûðå âîçìîæíîñòè è ïîñëå òî÷êè α ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòûðå
âîçìîæíîñòè. Â ëþáîì ñëó÷àå èçìåíåíèé â ÷èñëå ïåðåìåí çíàêîâ íåò.

Ñëó÷àé 1. α êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f0(x),
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1.14. Ìåòîä Øòóðìà

Âûáåðåì äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε òàêîå ÷òî â èíòåðâàëå
(α − ε, α + ε) ôóíêöèè f1(x) èìååò ïîñòîÿííûé çíàê. Çàïîëíèì òàáëèöó ïîâåäåíèÿ
ôðàãìåíòà W ′(X) îïèñûâàþùåãî ïåðåìåíû çíàêîâ â ïîäñèñòåìå f0(x), f1(x) äî è ïî-
ñëå α.

Êîììåíòàðèé ê òàáëèöå. Îäèíàêîâûì íàáîðîì äâóõ öâåòîâ óêàçàíû ñèòóàöèè äî
è ïîñëå êîðíÿ. Òàê êàê f(x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, òî â îêðåñòíîñòè ëþáîãî ñâî-
åãî êîðíÿ ýòà ôóíêöèÿ ëèáî âîçðàñòàåò, ëèáî óáûâàåò (ãðàôèê íå ìîæåò êàñàòüñÿ
îñè àáöèññ). Ïî ïîñëåäíåìó ñâîéñòâó ìíîãî÷ëåíîâ ñèñòåìû Øòóðìà òàêîå ïîâåäåíèå
f0(x) ìîæåò ñî÷åòàòüñÿ òîëüêî ñ òåì ïîâåäåíèåì f1(x), êîòîðûé îòðàæåí â òàáëèöå.
Â èòîãå ïðè ïðîõîäå êîðíÿ òåðÿåòñÿ îäíà ïåðåìåíà çíàêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ
W (x) ìîæåò òîëüêî óáûâàòü è èçìåíåíèÿ â ýòîé ôóíêöèè ïðîèñõîäÿò ëèøü â òî÷êàõ
ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè f(x). Ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëî êîðíåé f(x) â èíòåðâàëå (a, b) ðàâíî
W (a)−W (b).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Àëãîðèòì ïðèìåíåííûé â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû âïîëíå ýôôåêòèâåí è ïðè-

ãîäåí äëÿ ïðèáëèæåííîãî ïîäñ÷åòà êîðíåé â êîìáèíàöèè ñ ìåòîäîì ïîëîâèííîãî äå-
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1.14. Ìåòîä Øòóðìà

ëåíèÿ.

Quiz Îòäåëèòü êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) = x3 − 3x− 1 ìåòîäîì Øòóðìà .
Ðåøåíèå.
f0(x) = x3 − 3x− 1 f1(x) = 1

3f
′(x) = x2 − 1

x3−3x−1 x2−1

x4+ x x+

x+

Ñëåäîâàòåëüíî, f2(x) = 2x+ 1

2(x2−1) x+

x2+ x x+

( x+ )
x+

Ñëåäîâàòåëüíî, f3(x) = 3. Ñòðîèì òåïåðü òàáëèöó Øòóðìà äëÿ ëîêàëèçàöèè êîð-
íåé. Âìåñòî çíàêîâ + èëè - ïðîñòàâëÿéòå ÷èñëà +1 èëè -1, ýòî òðåáîâàíèå Java Script.
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1.14. Ìåòîä Øòóðìà

x f0(x) f1(x) f2(x) f3(x) W (x)
−∞
∞
0

−1
−2

1
2

Îòâåò: òðè êîðíÿ â èíòåðâàëàõ( , ) ∪ ( , ) ∪ ( , )

Ëèòåðàòóðà: êíèãà Êóðîøà [3].
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1.15. Ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïîëèíîìîì îò n ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñóììà îäíî÷ëåíîâ âèäà axk1

1 x
k2
2 . . . xkn

n , ãäå a ∈ K è k1, k2, . . . , kn ∈ N . Ìíîæåñòâî âñåõ
ïîëèíîìîâ îò n ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì K áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç K[x1, x2, . . . , xn].
Åñëè f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K[x1, x2, . . . , xn] ïîëèíîì è xi îäíà èç ïåðåìåííûõ, òî ñëàãàå-
ìûå â f ìîæíî çàïèñàòü ïî óáûâàíèþ ñòåïåíåé xi

f(x1, x2, . . . , xn) = ϕ0(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)xmi
i + ϕ1(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)xmi−1

i + . . .

· · ·+ ϕmi−1(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)xi + ϕmi
(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn),

ïðè ýòîì ÷èñëî mi íàçûâàþòñÿ ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà ïî ïåðåìåííîé xi è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç degxi(f). Êîýôôèöèåíòû â ýòîì ðàçëîæåíèè ñàìè ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò
îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Áóõáåðãåð âíà÷àëå 70-õ ãîäîâ 20-ãî âåêà â ñâîåé äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàë ìåòîä
ðåøåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èâøèé èìÿ åãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ
� ìåòîä Ãðåáíåðà. Ýòîò ìåòîä îêàçàëñÿ î÷åíü ýôôåêòèâíûì è áûñòðûì, ëåãêî ïðî-
ãðàììèðóåìûì. Èäåéíî ìåòîä Ãðåáíåðà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà Ãàóññà ðåøåíèÿ
ÑËÀÓ, òåì óäèâèòåëüíåé ÷òî îí îòêðûò îòíîñèòåëüíî íåäàâíî.
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
f1(x1, x2, . . . , xn) = 0
f2(x1, x2, . . . , xn) = 0
. . . . . . . . . . . .

fm(x1, x2, . . . , xn) = 0

⇒



g1(x1, x2, . . . , xn) = 0
g2(0, x2, . . . , xn) = 0
g3(0, 0, x3, . . . , xn) = 0
. . . . . . . . . . . .

gm(0, 0, . . . , xm, . . . , xn) = 0

Íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü ñèñòåìó ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé (íå ïîòåðÿâ êîðíè) ê
ñòóïåí÷àòîé ñèñòåìå ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îáû÷íûå ÑËÀÓ òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ñèñòåìàìè ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé è äëÿ íèõ çàÿâëåííàÿ öåëü äîñòèãàåòñÿ ìåòî-
äîì Ãàóññà.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãðåáíåðà

Â ñèñòåìå ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé äîïóñêàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëåäóþùåãî
âèäà:

• ïåðåñòàíîâêà óðàâíåíèé ìåñòàìè;

• óìíîæåíèå ëþáîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû íà ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí
u(x1, x2, . . . , xn);

• ïðèáàâëåíèå ê îäíîìó èç ìíîãî÷ëåíîâ äðóãîãî óìíîæåííîãî íà ëþáîé ìíîãî-
÷ëåí.

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ïðåîáðàçîâàíèé Ãàóññà, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãðåáíåðà íå ýêâè-
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âàëåíòíûå, ìíîæåñòâî êîðíåé ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû, ìîæåò èçìåíèòüñÿ, íî îáÿ-
çàòåëüíî ñîäåðæèò ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû.

Ëåììà 3 Åñëè ó íàñ èìååòñÿ ñèñòåìà äâóõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé{
f1(x1, x2, . . . , xn) = 0
f2(x1, x2, . . . , xn) = 0 ,

òî å¼ ìîæíî ñâåñòè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãðåáíåðà ê âèäó{
g1(x1, x2, . . . , xn) = 0
g2(0, x2, . . . , xn) = 0 ,

Äîêàçàòåëüñòâî âåäåòñÿ ïîñòåïåííûì ñíèæåíèåì ñòåïåíè degx1(fi) ñ ïîìîùüþ ïðåîá-
ðàçîâàíèé Ãðåáíåðà. Îòñþäà îáùèé ðåçóëüòàò äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì ïîëèíîìè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò ìîìåíòàëüíî. Ðåøåíèÿ ñòóïåí÷àòîé ñèñòåìû ñëåäóåò åù¼
ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿþò ëè îíè èñõîäíîé ñèñòåìå.

Ïðèìåð 7 Ðåøèòü ñèñòåìó ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé{
y2 − 7xy + 4x2 + 13x− 2y − 3 = 0
y2 − 14xy + 9x2 + 28x− 4y − 5 = 0

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óêàçàííûå óðàâíåíèÿ êàê ïîëèíîìû îò y ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
R[x]: {

y2 − (7x+ 2)y + (4x2 + 13x− 3) = 0
y2 − (14x+ 4)y + (9x2 + 28x− 5) = 0
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Âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëü-
íî y. Cêîìïîíîâàâ ñ èñõîäíûì ïåðâûì óðàâíåíèåì ïîëó÷èì

(7x+ 2)y − (5x2 + 15x− 2) = 0

y2 − (7x+ 2)y + (4x2 + 13x− 3) = 0

Óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà y, à âòîðîå íà (7x + 2) ìû óðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû
ïðè y2 ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì åùå îäíî óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî y.
Ñêîìïîíóåì ñ ïåðâûì ïîëó÷åííûì óðàâíåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî y.

(44x2 + 13x+ 6)y − (28x3 + 99x2 + 5x− 6) = 0

(7x+ 2)y − (5x2 + 15x− 2) = 0

Òåïåðü óðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè y. Äëÿ ýòîãî äîìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà
(7x + 2), à âòîðîå íà (44x2 + 13x + 6) è âû÷òåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì
óðàâíåíèå íå ñîäåðæàùåå y

24x4 − 24x3 − 96x2 + 96x = 0

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèé Ãðåáíåðà ïðèâîäèòñÿ ê ñòóïåí÷àòîìó âè-
äó {

y2 − (7x+ 2)y + (4x2 + 13x− 3) = 0
24x4 − 24x3 − 96x2 + 96x = 0

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îò îäíîé ïåðåìåííîé ëåãêî ðåøàåòñÿ

24x(x3−x2−4x+4) = 24x[x(x2−4)−(x2−4)] = 24x(x2−4)(x−1) = 24x(x−1)(x−2)(x+2)

Èòàê x ∈ {0, 1, 2,−2}. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:
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• Åñëè x = 0, òî y2 − 2y − 3 = 0. Îòêóäà y ∈ {3,−1};

• Åñëè x = 1, òî y2 − 9y + 14 = 0. Îòêóäà y ∈ {2, 7};

• Åñëè x = 2, òî y2 − 16y + 39 = 0. Îòêóäà y ∈ {3, 13};

• Åñëè x = −2, òî y2 + 12y − 13 = 0. Îòêóäà y ∈ {−13, 1}.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ÷èñëà è âî âòîðîå óðàâíåíèå, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ðåøåíèåì ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî íàáîðû (−2, 1), (1, 2), (2, 3) (0,−1).

Ðàíüøå ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïðè ðåøåíèè ïàðû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé âûïîëíÿëñÿ ÷åðåç ñïåöèàëüíûé îïðåäåëèòåëü � ðåçóëüòàíò ìíîãî÷ëåíîâ [3].
Ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêèé ïðîôåññèîíàëüíûé ïàêåò ïðåêðàñíî ðàáîòàåò ñ ìíîãî÷ëåíà-
ìè. Ìåòîä Ãðåáíåðà òåïåðü âêëþ÷åí âî âñå ñîâðåìåííûå ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé ìà-
òåìàòèêè Maple, Mathematica, Matlab, Mathcad, ñòàâ îñíîâíûì ïîëèíîìèàëüíûì àë-
ãîðèòìîì.

Ëèòåðàòóðà: íàñòîÿùàÿ ëåêöèÿ.
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1.16. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

1.16.1. Àðèôìåòè÷åñêèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

Êîíå÷íî ñòóäåíòàì óæå âñòðå÷àëîñü ïîíÿòèå âåêòîðà íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàí-
ñòâå êàê íàïðàâëåííîãî îòðåçêà â êóðñàõ ãåîìåòðèè èëè ôèçèêè. Ìû õîòèì ïðèéòè
ê îáùåìó ïîíÿòèþ âåêòîðà àêñèîìàòè÷åñêè, ïðè÷åì ðàíåå èçâåñòíûå ñòóäåíòó ïîíÿ-
òèÿ ñòàíóò òîëüêî èõ ÷àñòíûì ñëó÷àåì. Ïóñòü K ÷èñëîâîå ïîëå. Ýëåìåíòû K áóäåì
íàçûâàòü ñêàëÿðàìè è îáîçíà÷àòü ãðå÷åñêèìè áóêâàìè α, β, γ, µ, ρ, λ, α1, α2, . . . . Ïóñòü
n ≥ 1 ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû
n âèäà (α1, α2, . . . , αn) áóäåì íàçûâàòü âåêòîðîì. Âåêòîðû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ áóêâà-
ìè x, y, z, a, b, c, d, a1, a2, . . . ïîýòîìó ñòóäåíò íèêîãäà íå ñïóòàåò âåêòîð ñî ñêàëÿðîì.
Äâà âåêòîðà x = (α1, α2, . . . , αn) è y = (β1, β2, . . . , βn) ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè ëèøü òîëü-
êî, åñëè îíè áóêâàëüíî ñîâïàäàþò, ò.å. α1 = β1, α2 = β2, . . . , αn = βn.

Îïðåäåëèì ñëîæåíèå âåêòîðîâ ïî ïðàâèëó

x+ y = (α1, α2, . . . , αn) + (β1, β2, . . . , βn) = (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn).
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Îïðåäåëèì óìíîæåíèå ñêàëÿðà β ∈ K íà âåêòîð x ïî ïðàâèëó

β · x = β · (α1, α2, . . . , αn) = (βα1, βα2, . . . , βαn)

Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç (Kn,+.�λ,=)λ∈K èëè ñîêðàùåííî
÷åðåç Kn. Çäåñü â îáîçíà÷åíèè (Kn,+.�λ,=)λ∈K íà ñàìîì äåëå ãîâîðèòñÿ, ÷òî ìíî-
æåñòâî Kn ðàññìàòðèâàåòñÿ âìåñòå ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ
ñêàëÿðîâ íà âåêòîðû. Kn è íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì
íàä ïîëåì K.

Quiz Âû÷èñëèòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ a1 − 3a2 + 4a3 âåêòîðîâ a1 = (1, 2,−3), a2 =
(−2, 3,−4), a3 = (4, 1,−5).

a1 − 3a2 + 4a3 =
(

, ,
)

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Kn
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∀x∀y[x+ y = y + x]
∀x∀y∀z[(x+ y) + z = x+ (y + z)]

∃θ∀x[x+ θ = x], θ íóëåâîé ýëåìåíò

∀x∃y[x+ y = θ], ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò

(∀λ ∈ K)∀x∀y[λ(x+ y) = λx+ λy]
(∀λ ∈ K)(∀µ ∈ K)∀x[(λ+ µ) · x = λx+ µx]
(∀λ ∈ K)(∀µ ∈ K)∀x[(λ · µ) · x = λ · (µ · x)]

∀x[1 · x = x ∧ 0 · x = θ].

(1.16.1)

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ïîíÿòèå âåêòîðà íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå â
ãåîìåòðèè è íàøå ïîíÿòèå âåêòîðà â R2 èëè â R3 ðàçëè÷íû. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè
âåêòîðû a è b èìåþò îáùåå íà÷àëî â íà÷àëå êîîðäèíàò è êîîðäèíàòû êîíöîâ ýòèõ
âåêòîðîâ íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ (α1, α2) è (β1, β2), òî êîîðäèíàòû êîíöà ñóììû ýòèõ
âåêòîðîâ ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà, â òî÷íîñòè, ðàâíû (α1 + β1, α2 + β2).

Àíàëîãè÷íî, êîîðäèíàòû êîíöà ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà a íà ÷èñëî µ, â òî÷íîñòè, ðàâíû
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(µα1, µα2). Âñïîìèíàÿ, ÷òî âåêòîðû ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè íàëàãàþòñÿ äðóã
íà äðóãà ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå, ïîíèìàåì, ÷òî ëþáîé âåêòîð â ãåîìåòðèè èëè
ôèçèêå ðàâåí íåêîòîðîìó âåêòîðó èñõîäÿùåìó èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Òåì ñàìûì ìû
äîêàçàëè, ÷òî âåêòîðû â ôèçèêå, ãåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âåêòîðîâ èç
R2 è R3. Ýòî ñîáñòâåííûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, òàê êàê äëÿ íàñ n ëþáîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî è ïîëå K ïðîèçâîëüíîå èç ÷èñëà òåõ êîòîðûå ìû óæå çíàåì Q,R,C è Zp, ãäå p
� ïðîñòîå ÷èñëî, èëè ïîñòðîèì âïîñëåäñòâèè.

1.16.2. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì

Ïóñòü V ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ +. ÏóñòüK �
÷èñëîâîå ïîëå è ëþáîìó ÷èñëó β ∈ K è âåêòîðó a ∈ V îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëåí âåêòîð,
îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç βa. Òîãäà (V,+,�λ,=)λ∈K íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì
íàä ïîëåì K, åñëè ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì (1.16.1) èç îïðåäåëåíèÿ
àðèôìåòè÷åñêîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì.

• Àðèôìåòè÷åñêîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Kn íàä ïîëåì K äëÿ ëþáîãî n ≥ 1;

• Ìíîæåñòâî Mn(K) êâàäðàòíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì K ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ
ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî;

• Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ Kn[x] ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ K, ñòåïåíü êîòîðûõ
íå ïðåâûøàåò ÷èñëà n, îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è óìíîæåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ íà ÷èñëà èç K;
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• Ìíîæåñòâî Kω áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷èñåë èç K îòíîñèòåëüíî ïî-
êîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû;

• Ìíîæåñòâî K[x] âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä K îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëà;

• Ìíîæåñòâî La,b
p âñåõ íåïðåðûâíûõ âåùåñòâíííûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî ïîòî-

÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ èõ íà ñêàëÿð.

Íåñìîòðÿ íà ðàçíîîáðàçèå ëèíåéíûõ ïðñòðàíñòâ íàä ïîëåì, ìû äîêàæåì, ÷òî ëþ-
áûå äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè,
íåçàâèñèìî îò ïðèðîäû èõ ýëåìåíòîâ, èçîìîðôíû, ò.å. ñâîéñòâà îïåðàöèé ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû â íèõ îäèíàêîâû. Ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ â êóðñå àëãåáðû ÿâ-
ëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà (íàïðèìåð, â ïåðâûõ òðåõ ñëó÷àÿõ) è
ìû äî ïîðû äî âðåìåíè ñïåöèàëüíî íå îãîâàðèâàåì ýòî, ïîêà íàì íå îáðåìåíèòåëüíî
ôîðìóëèðîâàòü è äîêàçûâàòü ðåçóëüòàòû íåçàâèñèìî îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Ôàêò 9

• Íóëåâîé ýëåìåíò â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå åäèíñòâåííåí;

• Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîòèâîïîëîæíûé ê íåìó ýëå-
ìåíò åäèíñòâåííåí.

Îïðåäåëåíèå 32 Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâîì â V , åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ñâîèõ âåêòîðîâ
è óìíîæåíèÿ èõ íà ëþáûå ñêàëÿðû èç ïîëÿ K.
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Ëþáîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî {θ} è ïîäïðî-
ñòðàíñòâî V ⊆ V , íàçûâàåìûå òðèâèàëüíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 33 Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak íàçûâàåòñÿ ñóììà
âèäà µ1a1 + µ2a2 + · · · + µkak. Ýòà êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè
ñóùåñòâóåò èíäåêñ i òàêîé, ÷òî µi 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 34 Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé L(J) ñèñòåìû âåêòîðîâ J = {a1, a2, . . . , ak}
íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
µ1a1 + µ2a2 + · · ·+ µkak âåêòîðîâ èç J .

Ôàêò 10 Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû âåêòîðîâ J ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì ïðîñòðàíñòâà V , ïðè÷åì íàèìåíüøèì èç ñîäåðæàùèõ J .

Îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ïîíÿòèé ëèíåéíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ëèíåéíîé çàâè-
ñèìîñòè âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 35 Ñèñòåìà âåêòîðîâ {a1, a2, . . . , ak} íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñè-
ìîé, åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ, ðàâíàÿ íóëåâîìó
âåêòîðó.

Ýòî ïîíÿòèå èñïîëüçóåòñÿ êðîìå àëãåáðû â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, óðàâ-
íåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå. Ïîýòîìó âñå ìàòåìàòèêè-
ïðîôåññèîíàëû åãî õîðîøî çíàþò. Òåì äîñàäíåå, ÷òî äàæå íà ÃÝÊ ïî ìàòåìàòèêå
âñòðå÷àþòñÿ ñòóäåíòû, êîòîðûå ïóòàþòñÿ â ýòîì ïîíÿòèè. Ýòîé ïóòàíèöå ñïîñîáñòâó-
åò íàëè÷èå ÷åòûðåõ äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ, ïîíÿòèå

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 102



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 103 of 149

Go Back

Close

1.16. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ. ×òîáû ïîíÿòü âñå ðàçíîîáðàçèå ýòèõ ýêâèâàëåí-
òîâ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äîñòàòî÷íî çíàíèå ýëåìåíòàðíûõ çàêîíîâ ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè.

Îïðåäåëåíèå 36 Ñèñòåìà âåêòîðîâ {a1, a2, . . . , ak} íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìîé, åñëè µ1a1 + µ2a2 + · · ·+ µkak = θ ⇒ µ1 = µ2 = · · · = µk = 0.

Ïðèçíàêè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñèñòåìû âåêòîðîâ.

• Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð, òî îíà ëèíåéíî çàâèñèìà;

• Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ ñîäåðæèò äâà îäèíàêîâûõ âåêòîðà, òî îíà ëèíåéíî çàâè-
ñèìà;

• Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ ñîäåðæèò äâà ïðîïîðöèîíàëüíûõ âåêòîðà, òî îíà ëèíåéíî
çàâèñèìà:

• Åñëè îäèí èç âåêòîðîâ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ âåê-
òîðîâ, òî ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìà.

Ïûòëèâûé óì ìîæåò óâèäåòü ñòðàííóþ ïîõîæåñòü ýòèõ ïðèçíàêîâ ñ ïðèçíàêàìè
ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ. Íà ñàìîì äåëå äàëåå áóäåò âñêðûòà ãëóáèííàÿ ñâÿçü
îïðåäåëèòåëåé è èõ ñòðîê (ñòîëáöîâ), ðàññìàòðèâàåìûõ êàê âåêòîðû.

Ëåììà 4 Ñèñòåìà âåêòîðîâ {a1, a2, . . . , ak} ëèíåéíî çàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà íàéäåòñÿ íàèìåíüøèé èíäåêñ j òàêîé, ÷òî aj ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèåé ïðåäûäóùèõ âåêòîðîâ, ëèáî a1 = θ.
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Ëåììà 5 Åñëè H ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V è H = L(J) è âåêòîð
a ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ âåêòîðîâ èç J , òî H = L(J − {b}).

Òåîðåìà 28 Åñëè H ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V è
H = L(a1, a2, . . . , ak) = L(b1, b2, . . . , bm) ïðè÷åì ñèñòåìà {a1, a2, . . . , ak} ëèíåéíî íåçà-
âèñèìà. Òîãäà k ≤ m.

Îïðåäåëåíèå 37 Ñèñòåìà âåêòîðîâ {a1, a2, . . . , ak} íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ïîäïðîñò-
ðàíñòâà H ïðîñòðàíñòâà V , åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ëèíåéíî íåçàâèñèìîé
â H.

Íàñ èíòåðåñóþò â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðîñòðàíñòâà èìåþùèå êîíå÷íûé áàçèñ. ×èñëî
âåêòîðîâ áàçèñà íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
dim(H).

Òåîðåìà 29 (Òåîðåìà î áàçèñå.) Ëþáûå äâà áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà H ðàâíî-
ìîùíû.

Ôàêò 11 Âñÿêóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ â H ìîæíî ðàñøèðèòü
äî áàçèñà H.
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Quiz Áóäåò ëè ñåìåéñòâî âåêòîðîâ a1 = (2, 1, 0), a2 = (0, 1,−2), a3 = (0, 1, 1) áàçèñîì
ïðîñòðàíñòâà R3?
Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì âñïîìîãàòåëüíûé îïðåäåëèòåëü, ñòðîêè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äàí-
íûìè âåêòîðàìè. ∣∣∣∣∣∣

2 1 0
0 1 −2
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 6= 0

Çíà÷èò íè îäíà èç ñòðîê ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ íå ìîæåò áûòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
îñòàëüíûõ, ïîýòîìó îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. ×èñëî âåêòîðîâ ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíî-
ñòüþ ïðîñòðàíñòâà, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè âåêòîðû îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R3.

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Àðõàíãåëüñêîãî [1]
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1.17. Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ

Ôàêò 12 Åñëè e1, e2, . . . , en áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì K, òî ëþáîé
âåêòîð a ∈ V èìååò îäíîçíà÷íîå ðàçëîæåíèå a = µ1e1 +µ2e2 + · · ·+µnen. Êîýôôèöè-
åíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà a â áàçèñå e1, e2, . . . , en.
Òîãäà âåêòîðó a ñîïîñòàâëÿþò ñòðîêó (µ1, µ2, . . . , µn).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà â áàçèñå e ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ÑËÀÓ ñ êâàäðàò-
íîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A′, ãäå A ìàòðèöà ñòðîêè êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ âåêòî-
ðàìè e1, e2, . . . , en, à ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì a′.

Îïðåäåëåíèå 38 Äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà V1, V2 íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì

íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ π : V1
1−1→
íà

V2 òàêàÿ, ÷òî

(∀α ∈ K)(∀β ∈ K)∀x∀y[π(αx+ βy) = απ(x) + βπ(y)]

Òåîðåìà 30 Äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà V1, V2 íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì ÿâëÿ-
þòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè è òîëüêî, åñëè dim(V1) = dim(V2).

Òàêèì îáðàçîì âñå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì K, íåçàâèñèìî
îò ïðèðîäû èõ ýëåìåíòîâ, èäåíòè÷íû àðèôìåòè÷åñêîìó ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó Kn.

Îïðåäåëåíèå 39 Åñëè H1,H2 ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V , òî èõ
ñóììîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî H1 +H2 = {x+ y | x ∈ H1 ∧ y ∈ H2}.
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Òåîðåìà 31 Åñëè H1,H2 ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V , òî

• ïåðåñå÷åíèå H1 ∩ H2 = {x | x ∈ H1 ∧ x ∈ H2} ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì
ïðîñòðàíñòâà V .

• ñóììà H1 + H2 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïîäïðîñòðàíñòâîì V , ñîäåðæàùèì
H1 ∪H2.

Òåîðåìà 32 (Ìîäóëÿðíûé çàêîí) Åñëè H1,H2 ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V , òî

dim(H1 +H2) = dim(H1) + dim(H2)− dim(H1 ∩H2)

Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ H1,H2 íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé, åñëè H1 ∩ H2 = {θ}. Â ýòîì
ñëó÷àå ýòà ñóììà îáîçíà÷àåòñÿ H1 ⊕H2.

Ïðåäëîæåíèå 8 Ïóñòü H1,H2 ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V è H
èõ ñóììà. Òîãäà

H = H1 ⊕H2 ⇔ (∀x ∈ H)(∃!y ∈ H1)(∃!z ∈ H2)[x = y + z]

Çäåñü êâàíòîð ∃!y ÷èòàåòñÿ êàê ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé y.
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Quiz Íàéòè áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ L(a1, a2) è L(b1, b2) , ãäå a1 =
(1, 2, 1), a2 = (1, 1,−1), b1 = (1, 2, 2), b2 = (1, 1,−3).
Ðåøåíèå. Ïóñòü âåêòîð t ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè çàäàííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Òîãäà
t = x1a1 + x2a2 è t = x3b1 + x4b2. Ðàâåíñòâî âåêòîðîâ x1a1 + x2a2 = x3b1 + x4b2
äàåò ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

x1 + x2 − x3 − x4 =0
2x1 + x2 − 2x3 − x4 =0
x1 − x2 − 2x3 + 3x4 =0

Ðåøàåì ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà. Ñîñòàâëÿåì òàáëèöó Ãàóññà 1 1 -1 -1 0
2 1 -2 -1 0
1 -1 -2 3 0

 (2)−2(1)−−−−−→
(3)−(1)

 1 1 -1 -1 0

0

0

 (3)−2(2)−−−−−→
−1(2)

 1 1 -1 -1 0

0

0


Ñëåäîâàòåëüíî, x4 = β, x3 = 2β, x2 = β, x1 = 2β. Îòñþäà x = 2βa1 + βa2 =
2βb1 + βb2. Ïîýòîìó, âåêòîð

d = 2a1 + a2 =
(

, ,
)

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïåðåñå÷åíèÿ çàäàííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Êóðîøà [3].
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Ïóñòü A = (αij)n
m ìàòðèöà íàä ïîëåì K. Ñòðîêè ìàòðèöû A áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ

ñèìâîëàìè A1, A2, . . . , Am. Ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëàìè äðó-
ãîãî íà÷åðòàíèÿ A1,A2, . . . ,An. Ñòðîêè ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè â ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå Kn, à ñòîëáöû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Km.

Îïðåäåëåíèå 40 Ââåäåì âðåìåííûå òåðìèíû:

• ñòðî÷íûì ðàíãîì ìàòðèöû A íàçîâåì ÷èñëî rc(A) = dim(A1, A2, . . . , Am).

• âåðòèêàëüíûì ðàíãîì ìàòðèöû A íàçîâåì ÷èñëî rb(A) = dim(A1,A2, . . . ,Am).

Åñëè k ≤ min(m,n) è âñå ìèíîðû k-ãî ïîðÿäêà â ìàòðèöå A ðàâíû íóëþ, òî âñå ìèíîðû
(k + 1)-ãî ïîðÿäêà â A òàêæå ðàâíû íóëþ, òàê êàê, ðàçëîæèâ òàêîé ìèíîð ïî ïåðâîé
ñòðîêå, ìû âèäèì ÷òî äîïîëíèòåëüíûå ìèíîðû ê ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè ÿâëÿþòñÿ
ìèíîðàìè k-ãî ïîðÿäêà â ìàòðèöå A.

Îïðåäåëåíèå 41 Ðàíãîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóì èç ïîðÿäêîâ ìèíîðîâ
îòëè÷íûõ îò íóëÿ ýòîé ìàòðèöû.Îí áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëîì r(A).
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî r(A) ≤ min(m,n). Î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 6• Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà rc(A) = rb(A′), rb(A) = rc(A′);

• äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A âåðíî ðàâåíñòâî r(A′) = r(A).

Ëåììà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû ñòðîêè ñòàíîâÿòñÿ ñòîëá-
öàìè, à ñòîëáöû ñòðîêàìè. Åñëè M ìèíîð â ìàòðèöå A íå ðàâíûé íóëþ, òî â ìàòðèöå
A′ íà ñèììåòðè÷íîìM îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè ìåñòå áóäåò ñòîÿòü íåíóëåâîé
ìèíîð M ′. Èìååòñÿ êëàññ ìàòðèö, äëÿ êîòîðîãî íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî rc(A) = r(A).

Ïðåäëîæåíèå 9 Åñëè A ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà, òî r(A) è rc(A) ðàâíû ÷èñëó íåíó-
ëåâûõ ñòóïåíåê â A.

Ëþáóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàóññà ñî
ñòðîêàìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî âñå òðè ïîíÿòèÿ ðàíãà ñîâïàäàþò, äîñòàòî÷íî
ïîíÿòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû è ñòðî÷íûé ðàíã ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòîì ïðåîá-
ðàçîâàíèé Ãàóññà ñî ñòðîêàìè.

Òåîðåìà 33 Ïóñòü ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A êîíå÷íîé öåïî÷êîé ïðåîá-
ðàçîâàíèé Ãàóññà ñî ñòðîêàìè. Òîãäà rc(A) = rc(B), r(A) = r(B).

Ýòà òåîðåìà äàåò è íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû.

Ñëåäñòâèå 6 (Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû.) Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A âñå òðè ïîíÿ-
òèÿ ðàíãà ìàòðèöû rc(A), r(A), rb(A) ñîâïàäàþò.
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Òåïåðü íà ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæíî âçãëÿíóòü ñ òî÷êè çðåíèÿ âåêòîðîâ
a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn = b2

. . . . . .

am,1x1 + am,2x2 + · · ·+ am,nxn = bm,

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

Ax = b

Åñëè ñòîëáåö [ρ1, ρ2, . . . , ρn] ðåøåíèå ÑËÀÓ, òî ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ b ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñ êîýôôèöèåíòàìè ρ1, ρ2, . . . , ρn ñòîëáöîâ A1,A2, . . . ,An ìàò-

ðèöû A. ×åðåç
∼
A îáîçíà÷èì ìàòðèöó ïîëó÷åííóþ èç A ïðèñîåäèíåíèåì ñòîëáöà ñâî-

áîäíûõ ÷ëåíîâ b. Íàìè ôàêòè÷åñêè ïîëó÷åíà

Òåîðåìà 34 (Êðîíåêåðà-Êàïåëëè) Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r(A) = r(
∼
A).

Ñõîäíûå èäåè íóæíû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 10
• Ïóñòü A,B ìàòðèöû äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå AB. Òîãäà
r(AB) ≤ min(r(A), r(B)).

• Ïóñòü A êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà è B ìàòðèöà, äëÿ êîòîðîé ñó-
ùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå AB. Òîãäà r(AB) = r(B). Àíàëîãè÷íî, åñëè ñóùåñòâó-
åò ìàòðèöà BA, òî r(BA) = r(B).

Quiz Íàéòè ðàíã ìàòðèöû 
1 1 1 1
4 3 2 1
1 4 1 1
5 1 1 1
1 1 3 1
1 1 1 2


Ðåøåíèå. Òàêæå êàê è ïðè âû÷èñëåíèè êîðíåé ÑËÀÓ ïðèâîäèì ìàòðèöó ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè Ãàóññà ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Çäåñü ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ
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Ãàóññà êðîìå ñòðîê òàêæå äëÿ ñòîëáöîâ.

A =


1 1 1 1
4 3 2 1
1 4 1 1
5 1 1 1
1 1 3 1
1 1 1 2


(2)−4(1)
(3)−(1)−−−−−→
(4)−5(1)
(5)−(1)
(6)−(1)



1 1 1 1
(2)↔(3)−−−−−→
(3)↔(5)
(4)↔(6)



1 1 1 1
Êîíå÷íî, ñîêðàòèâ âòîðóþ ñòðîêó íà 3 è òðåòüþ íà 2, ìîæíî âû÷èòàÿ èç ïÿòîé è
÷åòâåðòîé ñòðîêè ïîäõîäÿùóþ êîìáèíàöèþ âòîðîé, òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòðîê, ñäå-
ëàòü ïÿòóþ è øåñòóþ ñòðîêè íóëåâûìè. Íî ìû íå áóäåì òðàòèòü íà ýòî ñâîèõ ñèë.
Â ïîñëåäíåé ìàòðèöå è òàê âèäíî, ÷òî ìèíîð ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â ïåðâûõ ÷åòûðåõ
ñòðîêàõ ñòóïåí÷àòûé è íå ðàâåí íóëþ. Òàê êàê ìàòðèöà A èìååò 4 ñòîëáöà, òî å¼ ðàíã
íå ìîæåò ïðåâûøàòü 4, ñëåäîâàòåëüíî

r(A) = .

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Ñêîðíÿêîâà [5]
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1.19. Åâêëèäîâû è óíèòàðíûå ïðîñòðàíñòâà

Ïðè èçó÷åíèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåìK, ìû ïîêà ìàëî îáðàùàëè âíèìà-
íèÿ íà ïðèðîäó ïîëÿ K. Òî÷íåå ãîâîðÿ, âñå ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ëåêöèé îñòàþòñÿ
ñïðàâåäëèâûìè ïðè ëþáîì âûáîðå ïîëÿ K. Íàñòàëî âðåìÿ, êîãäà îò âûáîðà îñíîâíîãî
ïîëÿ ìíîãîå çàâèñèò. Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, â êîòîðîì çàäàí íåêîòîðûé áèíàðíûé ôóíêöèîíàë
îòîáðàæàþùèé ïàðû âåêòîðîâ â ÷èñëà èç C � óíèòàðíûå ïðîñòðàíñòâà. Àíàëîãè÷íî,
áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, â êî-
òîðîì çàäàí íåêîòîðûé áèíàðíûé ôóíêöèîíàë îòîáðàæàþùèé ïàðû âåêòîðîâ â ÷èñëà
èç R � åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà.

Âñå òåîðåìû âíà÷àëå äîêàçûâàþòñÿ äëÿ óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâ, èõ àíàëîãè äëÿ
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóþò ìîìåíòàëüíî. Íè â êîåì ñëó÷àå íå ñëåäóåò äîêàçû-
âàòü ðåçóëüòàòû òîëüêî äëÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, òàê êàê ýòî ðåçêî ñóçèò îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ è ïðè èçó÷åíèè òåìû Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâûõ è óíèòàðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ äåëàòü áóäåò íå÷åãî. Íàäî çàìåòèòü, ÷òî ïîëíûå ðåçóëüòàòû ïðàê-
òè÷åñêè íå äëèíåå ðåçóëüòàòîâ â åâêëèäîâîì ñëó÷àå. Äëÿ äðóãèõ ïîëåé ìàëî, ÷òî
èçâåñòíî, âî âñÿêîì ñëó÷àå äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé ìíîãèå óòâåðæäåíèÿ ýòîãî ðàçäåëà
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íå ïðîõîäÿò.

Îïðåäåëåíèå 42 Ïóñòü êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ x, y ñîïîñòàâëåíî îäíîçíà÷íî êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå (x, y). Òîãäà (x, y) íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-
åì âåêòîðîâ x, y åñëè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

a) ∀x∀y[(x, y) = (y, x)],

b) (∀λ ∈ C)∀x∀y[(λx, y) = λ(x, y)],

c) ∀x∀x′∀y[(x+ x′, y) = (x, y) + (x′, y)];

d) ∀x{(x, x) ∈ R ∧ [(x, x) = 0 → x = θ]}.

Â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (x, y) íàçûâàåòñÿ âåùå-
ñòâåííîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà a) � d) ïðåäûäóùåãî îïðåäåëå-
íèÿ, ïðàâäà ñâîéñòâî a) ïðèìåò âèä a') ∀x∀y[(x, y) = (y, x)], ïîñêîëüêó (y, x) âåùå-
ñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 43 Ìíîæåñòâî (V,+,�λ, (, ),=)λ∈C , ãäå (V,+,�λ,=)λ∈C ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è (, ) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, íàçûâàåò-
ñÿ óíèòàðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ìíîæåñòâî (V,+,�λ, (, ),=)λ∈R, ãäå (V,+,�λ,=)λ∈R

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è (, ) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,
íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 11 Â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:
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• (x, θ) = 0;

• (x, y + y′) = (x, y) + (x, y′);

• (x, µy) = µ̄(x, y);

• (
∑m

i=1 µixi,
∑n

j=1 ρjyj) =
∑m

i=1

∑n
j=1 µiρ̄j(xi, yj).

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâî âñå òî æå ñàìîå, íî ïðîùå èç-çà îòñóòñòâèÿ
ñîïðÿæåíèé.

Ïðèìåð 8
• Ïóñòü µ1, µ2, . . . , µn ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-
ñåë. Äëÿ âåêòîðîâ x = (α1, α2, . . . , αn) è y = (β1, β2, . . . , βn) ïîëàãàåì
(x, y) = µ1α1β̄1 + µ2α2β̄2 + · · · + µnαnβ̄n. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî (x, y) ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

• Â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (1.16.2) La,b
p ñëåäóþùèé èíòåãðàë îïðå-

äåëÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (f(x), g(x)) =
∫ b

a
f(x)g(x)dx.

Îïðåäåëåíèå 44 Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè
(ai, aj) = 0 ïðè i 6= j. Îðòîãîíàëüíîñòü äðóã äðóãó ïàðû âåêòîðîâ áóäåì çàïèñûâàòü
â âèäå x ⊥ y.

Ïðåäëîæåíèå 12 Âñÿêàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà íåíóëåâûõ âåêòîðîâ â óíèòàð-
íîì (åâêëèäîâîì) ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
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Òåîðåìà 35 (Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè.) Åñëè H = L(a1, a2, . . . , ak) ïîäïðî-
ñòðàíñòâî óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , òî ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà
âåêòîðîâ b1, b2, . . . , bk ïîðîæäàþùàÿ H, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

b1 = a1 (1.19.1)

b2 = a2 + λ2,1b1 (1.19.2)

b3 = a3 + λ3,1b1 + λ3,2b2 (1.19.3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.19.4)

bk = ak + λk,1b1 + λk,2b2 + · · ·+ λk,k−1bk−1, (1.19.5)

ãäå êîýôôèöèåíòû ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû î÷åðåäíîé âåêòîð áûë îðòîãîíàëåí âñåì
ïðåäûäóùèì

λij = − (ai, bj)
(bj , bj)

, j < i ≤ k

Íàäî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïîëó÷èòñÿ bi0 = θ, òî íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü λi0,j äëÿ
âñåõ j < i0, òàê êàê ýòè êîýôôèöèåíòû ïî ôîðìóëàì (??) óìíîæàþòñÿ íà íóëåâîé
âåêòîð. Ãåîìåòðè÷åñêè ïîñòðîåíèå îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû ïî ïàðå íåêîëëèíåàðíûõ
âåêòîðîâ ïîÿñíÿåòñÿ íà ÷åðòåæå.
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Îïðåäåëåíèå 45 Âåêòîð a íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì, åñëè (a, a) = 1.

Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð a ìîæíî íîðìèðîâàòü ðàçäåëèâ íà
√

(a, a).

Ñëåäñòâèå 7 Âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî óíèòàðíîãî (åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà èìå-
åò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Ïðåäëîæåíèå 13 Ïóñòü e1, e2, . . . , en îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ óíèòàðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V è a =

∑n
i=1 µiei, b =

∑n
j=1 ρjej. Òîãäà (a, b) =

∑n
i=1 µiρ̄i. Äëÿ åâêëè-

äîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî áåç ñîïðÿæåíèé,

Îïðåäåëåíèå 46 Îòîáðàæåíèå π áèåêòèâíî ïåðåâîäÿùåå óíèòàðíîå (åâêëèäîâî)
ïðîñòðàíñòâî V1 íà äðóãîå óíèòàðíîå (åâêëèäîâî) ïðîñòðàíñòâî V2 íàçûâàåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ýòèõ ïðîñòðàíñòâ êàê ëèíåéíûõ è
∀x∀y[(x, y) = (π(x), π(y))].

Ïðåäëîæåíèå 14
• Äâà óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâà V1, V2 èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

dim(V1) = dim(V2);

• Äâà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâà V1, V2 èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
dim(V1) = dim(V2).
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1.19. Åâêëèäîâû è óíèòàðíûå ïðîñòðàíñòâà

Quiz Äîïîëíèòü äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà âåêòîðû a1 = 1
3 (1, 2,−2), a2 = 1

3 (2, 1, 2).
Ðåøåíèå. Âíà÷àëå âû÷èñëèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (a1, a1) = 1

9 [1 + 4 + 4] =
1, (a2, a2) = 1

9 [4 + 1 + 4] = 1, ïîýòîìó çàäàííûå âåêòîðû íîðìèðîâàííûå. Âû÷èñëèì
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (a1, a2) = 1

9 [2 + 2 − 4] = 0, ñëåäîâàòåëüíî, çàäàííûå âåêòî-
ðû îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó, è äîïîëíÿòü èõ äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà èìååò
ñìûñë. Èùåì òðåòèé âåêòîð â íåîïðåäåëåííîì âèäå a3 = (x1, x2, x3). Òîãäà îí îáÿçàí
ïîä÷èíÿòüñÿ òðåáîâàíèÿì

(a1, a3) = 0
(a2, a3) = 0
(a3, a3) = 1

Ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà äàäóò ÑËÀÓ, â êîòîðîé óðàâíåíèÿ ñðàçó áóäóò óìíîæåíû íà
÷èñëî 1

3 . {
x1 + 2x2 − 2x3 = 0
2x1 + x2 + 2x3 = 0

Ðåøàåì ýòó ÑËÀÓ ìåòîäîì Ãàóññà(
1 2 -2 0
2 1 2 0

)
(2)−2(1)−−−−−→

(
1 2 -2 0

0

)
Ïîëàãàÿ x3 = β, ïîëó÷àåì

a3 = β · ( , , )
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Òàê êàê (a3, a3) = 1, òî

β2 = 1 çíà÷èò β = ± è a3 = ±
(

, ,
)
.

Quiz Ïðèìåíèòü ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ê ñèñòåìå âåêòîðîâ a1 = (1, 2, 2,−1),
a2 = (1, 1,−5, 3), a3 = (3, 2, 8,−7).

Ðåøåíèå.Äåéñòâóåì ñîãëàñíî ôîðìóëàì èç òåîðåìû 35. Òîãäà b1 = a1 = (1, 2, 2,−1)
è b2 = a2 + λ21b1, ãäå

λ21 = − (a2, b1)
(b1, b1)

= − · + · + · + ·
( )2 + ( )2 + ( )2 + ( )2

= , b2 = a2+ b1 =
(

, , ,
)

Òîãäà b3 = a3 + λ31b1 + λ32b2, ãäå êîýôôèöèåíòû λ31, λ32 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

λ31 = − (a3, b1)
(b1, b1)

= − · + · + · + ·
( )2 + ( )2 + ( )2 + ( )2

= ,

λ32 = − (a3, b2)
(b2, b2)

= − · + · + · + ·
( )2 + ( )2 + ( )2 + ( )2

= , b3 = a3+ b1+ b2 =
(

, , ,
)

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Ãîëîâèíîé [2]
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1.20. Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà

Îïðåäåëåíèå 47 Íîðìîé (èëè äëèíîé) âåêòîðà |a| íàçîâåì
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

√
(a, a)

Òåîðåìà 36 (Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà)
Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

|(x, y)|2 ≤ (x, x)(y, y)

Ðàâåíñòâî çäåñü äîñòèãàåòñÿ åñëè è òîëüêî, åñëè âåêòîðû x, y
êîëëèíåàðíû â V , ò.å. ñóùåñòâóåò ñêàëÿð α òàêîé, ÷òî x =
αy.

Çàìå÷àíèå. Çäåñü |(x, y)| � ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (x, y), íå ïóòàòü ñ íîðìîé
âåêòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t âåùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ. Ðàññìîòðèì âåêòîð x + ty.
Èç àêñèîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî (x + ty, x + ty) ≥ 0. Ðàñêðîåì ýòî
íåðàâåíñòâî ïî äèñòðèáóòèâíîñòè, ó÷èòûâàÿ âåùåñòâåííîñòü t.

(x, x) + t(x, y) + t(y, x) + t2(y, y) ≥ 0

Ó÷òåì, ÷òî (y, x) = (x, y) è (x, y) + (x, y) = 2Re((x, y)) � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. (Çäåñü
Re(z) îáîçíà÷àåò âåùåñòâåííóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z.) Ïîëó÷èì êâàäðàòíûé
òðåõ÷ëåí îò t ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, áîëüøèé íóëÿ

(y, y)t2 + 2Re((x, y))t+ (x, x) ≥ 0. (1.20.1)
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Ñëåäîâàòåëüíî äèñêðèìèíàíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íåïîëîæèòåëåí.

4[Re((x, y))]2 − 4(x, x)(y, y) ≤ 0

Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

[Re((x, y))]2 ≤ (x, x)(y, y) (1.20.2)

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Re((x, y)) = (x, y) è äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî ïðåâðàòèòñÿ
â íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî äëÿ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ

(x, y)2 ≤ (x, x)(y, y)

Â îáùåì óíèòàðíîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (1.20.2) âåðíî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y, ïî-
ýòîìó îíî îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðè çàìåíå y íà âåêòîð (x, y)y. Ïðåîáðàçóåì ïî-
ëó÷àþùååñÿ íåðàâåíñòâî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Re(x, (x, y)y) = Re((x, y)(x, y) = |(x, y)|2 è
((x, y)y, (x, y)y) = (x, y) · (x, y)(y, y) = |(x, y)|2(y, y). Òîãäà ïîëó÷àåì

|(x, y)|4 ≤ (x, x)(y, y)|(x, y)|2

Åñëè (x, y) = 0, òî äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñîêðà-
ùàÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó |(x, y)|2, ïîëó÷àåì

|(x, y)|2 ≤ (x, x)(y, y).

Åñëè x = αy, òî x − αy = θ. Ïîýòîìó (x − αy, x − αy) = 0 è çíà÷èò äèñêðèìèíàíò
(1.20.2) ðàâåí íóëþ. Ýòî ïðèâåäåò ê òðåáóåìîìó ðàâåíñòâó |(x, y)|2 ≤ (x, x)(y, y).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî íîðìà âåêòîðà â óíèòàðíîì (åâêëèäîâîì) ïðîñòðàíñòâå óäîâëåòâî-

ðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì
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• |x| ≥ 0 � íåîòðèöàòåëüíîñòü íîðìû;

• |x| = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0;

• αx| = |α| · |x| � îäíîðîäíîñòü;

• |x+ y| ≤ |x|+ |y| � íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñâîéñòâ òðèâèàëüíî çà èñêëþ÷åíèåì íåðàâåíñòâà òðåóãîëü-
íèêà, ïðîâåðèì åãî.

|x+ y| =
√

(x+ y, x+ y) =
√

(x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) =
√
|x|2 + |y|2 + 2Re((x, y))

Â ñèëó äîêàçàííîãî íåðàâåíñòâà (1.20.2) ïîëó÷àåì

|x+ y| ≤
√
|x|2 + |y|2 + 2|x||y| ≤ |x|+ |y|

Ýòè ñâîéñòâà íîðìû âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ìîìåíòîì äëÿ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îò îäíîé (âåùåñòâåííîé èëè êîìïëåêñíîé) ïåðå-
ìåííîé íà íåïðåðûâíûå ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ. Ãëàâíîå çäåñü ýòî áëèçêèì çíà÷å-
íèÿì àðãóìåíòà äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü áëèçêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé.

Åñëè x, y íåíóëåâûå âåêòîðû, òî óãîë α ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè îïðåäåëÿåòñÿ òàê,
÷òî

cos(α) =
(x, y)
|x||y|

.

Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, òàê êàê

(x, y)2

(x, x)(y, y)
≤ 1.
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Äëÿ ïîíÿòèÿ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ, ýòî îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàíåå ââåäåííûì
ïîíÿòèåì x ⊥ y ⇐⇒ (x, y) = 0 ⇐⇒ cos(α) = 0 ⇐⇒ α = π

2 .
Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà ïîÿâëÿåòñÿ â ðàçíûõ ÷à-

ñòÿõ ìàòåìàòèêè â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ôîðìóëèðîâêàõ è ïîä ðàçíûìè èìåíàìè. Ïðè-
âåäåì èõ.

1. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë µ1, µ2, . . . , µn è ρ1, ρ2, . . . , ρn âåðíî íåðàâåíñòâî
(µ1ρ1 + µ2ρ2 + · · ·+ µnρn)2 ≤ (µ2

1 + µ2
2 + · · ·+ µ2

n) · (ρ2
1 + ρ2

2 + · · ·+ ρ2
n);

2. Äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë µ1, µ2, . . . , µn è ρ1, ρ2, . . . , ρn âåðíî íåðàâåíñòâî
|µ1ρ̄1 +µ2ρ̄2 + · · ·+µnρ̄n|2 ≤ (|µ1|2 + |µ2|2 + · · ·+ |µn|2) · (|ρ1|2 + |ρ2|2 + · · ·+ |ρn|2);

3. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f(x), g(x) ∈ La,b
p ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî (∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

≤

(∫ b

a

[f(x)]2dx

)(∫ b

a

[g(x)]2dx

)
Íå òàê óæ ïðîñòî ïî îòäåëüíîñòè íàéòè ñâÿçü ìåæäó ýòèìè íåðàâåíñòâàìè. Òåì íå
ìåíåå âñå îíè åñòü ÷àñòíûå ñëó÷àè íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà â åâêëè-
äîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâàõ ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ íåðàâåíñòâ âíå îáùåãî êîíòåêñòà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâå-
äåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîòåðåé îáùíîñòè è ïðîÿâëåíèåì óçîñòè âçãëÿäà íà ÿâëåíèÿ. Ïåðâûå
äâà ïóíêòà ñëåäóþò èç âûáîðà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â Rn (Cn) è ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ â òàêîì áàçèñå. Òðåòèé ïóíêò ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå

(f(x), g(x)) =
∫ b

a

f(x)g(x)dx
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ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â ïðîñòðàíñòâå La,b
p . ßñíî, ÷òî êàæäîìó ñêàëÿð-

íîìó ïðîèçâåäåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñâîå íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà, à
èõ ìîæíî ïðèäóìàòü îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåêöèè.

Åñëè H ïîäïðîñòðàíñòâî óíèòàðíîãî (åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà V òî ÷åðåç H⊥ îáî-
çíà÷èì ìíîæåñòâî {x ∈ V | (∀y ∈ H)(x ⊥ y)} è íàçîâåì îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì
ê H.

Ïðåäëîæåíèå 15 Åñëè H ïîäïðîñòðàíñòâî V , òî H⊥ òàêæå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà V .

Òåîðåìà 37 Åñëè H ïîäïðîñòðàíñòâî V , òî V = H ⊕H⊥. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðî-
ñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâà H è åãî îðòîãîíàëüíîãî
äîïîëíåíèÿ.

Quiz Íàéòè óãîë ìåäó âåêòîðîì x è ïîäïðîñòðàíñòâîì L = L(a1, a2, a3). Íàéòè òàêæå
ðàññòîÿíèå îò êîíöà âåêòîðà x äî ïîäïðîñòðàíñòâà L. Çäåñü a1 = (1, 1, 1, 1), a2 =
(1, 2, 2,−1), a3 = (1, 0, 0, 3) è x = (4,−1,−3, 4).

Ðåøåíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî a3 = 2a1 − a2, ïîýòîìó L = L(a1, a2) è âåêòîð a3 íå
íóæåí.

Ïðåäñòàâèì âåêòîð x â âèäå x = y + z, ãäå y ∈ L è z ∈ L⊥.
Òîãäà y = µ1a1 + µ2a2. Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

(x, a1) =(y + z, a1) =(y, a1) + (z, a1) =(y, a1) =µ1(a1, a1) + µ2(a1, a2)
(x, a2) =(y + z, a1) =(y, a2) + (z, a2) =(y, a2) =µ1(a1, a2) + µ2(a2, a2)
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Ïðèñòóïèì ê âû÷èñëåíèÿì

4µ1 + 4µ2 =4
4µ1 + 10µ2 =− 8

Ðåøèì ýòó ñèñòåìó(
4 4 4
4 10 -8

)
(2)−(1)−−−−−→

1
2 (2)

( )
, µ2 = , µ1 =

Ñëåäîâàòåëüíî,

y = a1 + a2 =
(

, , ,
)

è z = x− y =
(

, , ,
)
.

Óãîë α ìåæäó âåêòîðîì x è ïîäïðîñòðàíñòâîì L åñòü óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x è y.

cos(α) =
(x, y)
|x| · |y|

=
· + · + · + ·√

2
+

2
+

2
+

2
√

2
+

2
+

2
+

2
=

√√√√
Ðàññòîÿíèå îò êîíöà âåêòîðà x äî ïîäïðîñòðàíñòâà L ðàâíî ìîäóëþ âåêòîðà z. Èòàê

α = arccos

√√√√ , |z| =
√

(z, z) =
√

2
+

2
+

2
+

2

Ëèòåðàòóðà � êíèãà Õîðíà è Äæîíñîíà [6]
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ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ 1.17ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâà è åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîë-
íåíèÿ 1.20
ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà ïî ñòåïåíÿì x− c 1.11
ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå èëè ñòîëáöó 1.5
ðàíã ìàòðèöû 1.18
ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö 1.18
ðàíã ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû 1.18
ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè 1.13
ñâîéñòâà äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ 1.12
ñâîéñòâà íîðìû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå 1.20
ñâîéñòâà íîðìû â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå 1.20
ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ìàòðèöàìè 1.8
ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé 1.4, 1.5
ñâîéñòâà ñóììèðîâàíèÿ âåëè÷èí 1.8
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ÍÀÇÂÀÍÈÅ Ãëàâà

ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû 1.10
ñèñòåìà Øòóðìà 1.14
ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé 1.15
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 1.19
ÑËÀÓ 1.6
ñëåä ìàòðèöû 1.10
ñîïðÿæåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 1.2
ñïåêòð ìàòðèöû 1.10
ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà îò îäíîé ïåðåìåííîé 1.11
ñòåïåíü ïî ïåðåìåííîé xi ìíîãî÷ëåíà îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ 1.15
ñòðî÷íûé ðàíã ìàòðèöû 1.18
ñòóïåí÷àòûå ÑËÀÓ 1.6
ñóììà ìàòðèö 1.8
ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ 1.17
òåîðåìà Áåçó 1.11
òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè 1.18
òåîðåìà Ëàïëàññà 1.5
òåîðåìà Øòóðìà 1.14
òåîðåìà î áàçèñå 1.16
òåîðåìà î ìèíîðå 1.5
òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû 1.18
òðàíñïîçèöèè 1.4
òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû 1.10
òðåóãîëüíûé îïðåäåëèòåëü 1.5
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óìíîæåíèå ìàòðèö íà ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû 1.10
óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî 1.19
ôîðìóëà Ìóàâðà 1.3
ôîðìóëà îáðàòíîé ìàòðèöû 1.9
ôîðìóëû Âèåòà 1.13
õàðàêòåðèñòèêà êîëüöà 1.1
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû 1.10
öåíòð êîëüöà êâàäðàòíûõ ìàòðèö 1.10
ýêâèâàëåíòíîñòü ÑËÀÓ 1.6
ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû 1.10
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3. ÏÐÈÌÅÐÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ Ê ÝÊÇÀÌÅÍÓ
ÏÎ ÀËÃÅÁÐÅ

Ðåêòîðàò ÊàçÍÓ

1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è îïåðàöèè íàä íèìè.

2. Ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

3. Èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

4. Ñâîéñòâà îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ.
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5. Ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà.

6. Óìíîæåíèå, äåëåíèå, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

7. Èçâëå÷åíèå êîðíÿ n-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

8. Ïåðåñòàíîâêè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà è èõ êîëè÷åñòâî.

9. Ëåììà î òðàíñïîçèöèÿõ, ïîäñòàíîâêè.

10. Ôîðìóëà îïðåäåëèòåëÿ n-ãî ïîðÿäêà.

11. Ïðèçíàêè ðàâåíñòâà îïðåäåëèòåëÿ íóëþ.

12. Ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëèòåëÿ íå èçìåíÿþùèå åãî âåëè÷èíû.

13. Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê, óìíîæåíèå ñòðîêè íà ÷èñëî è ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ â
ñóììó äâóõ îïðåäåëèòåëåé.

14. Òåîðåìà î ìèíîðå.

15. Òåîðåìà Ëàïëàññà.

16. Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå.

17. Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé.

18. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì.

19. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàóññà. Ìåòîä Ãàóññà.
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20. Ñòóïåí÷àòûå ÑËÀÓ.

21. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ñòîëáöà îïðåäåëèòåëÿ íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîë-
íåíèÿ ÷óæîãî ñòîëáöà.

22. Ïðàâèëî Êðàìåðà.

23. Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè è èõ ñâîéñòâà.

24. Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

25. Ñâîéñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè äëÿ ìàòðèö.

26. Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö.

27. Ñëåä ìàòðèöû.

28. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

29. Åäèíè÷íàÿ è îáðàòíàÿ ìàòðèöû.

30. Ôîðìóëà îáðàòíîé ìàòðèöû.

31. Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

32. Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ.

33. Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ÑËÀÓ.

34. Ðàíã ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû.
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35. Ñîõðàíåíèå ðàíãà ìàòðèöû ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè.

36. Èíâàðèàíòíîñòü ðàíãà ìàòðèöû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ãàóññà.

37. Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû.

38. Ìíîãî÷ëåíû îò îäíîãî íåèçâåñòíîãî. Àëãîðèòì äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì.

39. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ. Àëãîðèòì Åâêëèäà.

40. Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ.

41. Ñõåìà Ãîðíåðà. Òåîðåìà Áåçó.

42. Êðàòíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà.

43. Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà è åå ñëåäñòâèÿ.

44. Âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû.

45. Ôîðìóëû Âèåòà.

46. Ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

47. Ñèñòåìà Øòóðìà.

48. Òåîðåìà Øòóðìà.

49. Ðåøåíèå ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé îò n íåèçâåñòíûõ ìåòîäîì Ãðåáíå-
ðà.
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50. Ìíîãî÷ëåíû îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê.

51. Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ.

52. Àðèôìåòè÷åñêèå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà.

53. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ïîäïðîñòðàíñòâà, îáîëî÷êè.

54. Òåîðåìà î áàçèñå.

55. Ñâÿçü ìåæäó áàçèñàìè ïðîñòðàíñòâà.

56. Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ.

57. Åâêëèäîâû è óíèòàðíûå ïðîñòðàíñòâà.

58. Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû âåêòîðîâ, ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè.

59. Èçîìîðôèçì óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè.

60. Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.

äåêàáðü 2006 ã.

äîöåíò Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ
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4. ÊÀÊ ÐÅØÀÒÜ ÒÅÑÒÛ
Âàì ïðåäëàãàåòñÿ îáðàçåö òåñòîâ ïî òåìàòèêå àëãåáðû, îõâàòûâàþ-
ùèé ïåðâûé ñåìåñòð. Ñëîæíîñòü òåñòà çíà÷èòåëüíî âûøå òåõ, êîòî-
ðûå ïðåäëàãàþòñÿ íà ÏÃÊ öåíòðîì òåñòèðîâàíèÿ ÐÊ â êîíöå ÷åò-
âåðòîãî ñåìåñòðà. Ê ñîæàëåíèþ, ÿ âñòðå÷àë ÷óæèå òåñòû, äëÿ êîòî-
ðûõ ãàðàíòèðóþ, ñàì àâòîð ýòèõ òåñòîâ íå íàéäåò îòâåòà è çà äåñÿòü
� ïÿòíàäöàòü ìèíóò. Îñíîâàíèé äëÿ òàêèõ çàÿâëåíèé, àâòîð íàñòî-
ÿùåãî ôàéëà èìååò äîñòàòî÷íî. Âî-ïåðâûõ, îí ñàì ðåøàåò çàäà÷è
î÷åíü áûñòðî åù¼ ñî øêîëüíûõ âðåìåí, â ñèëó ñâîåãî îëèìïèàä-
íîãî ïðîøëîãî. Âî âòîðûõ, îí ÿâëÿåòñÿ àâòîðîì íåñêîëüêèõ ñîòåí
êà÷åñòâåííûõ òåñòîâ ïî àëãåáðå è ëîãèêå, ÷àñòü èç êîòîðûõ çàäåé-
ñòâîâàíà â ýòîì ôàéëå. Ïðèìåðàìè ïëîõèõ òåñòîâ ÿâëÿþòñÿ âñòðå-
÷àþùèåñÿ çàäà÷è îá îïðåäåëèòåëÿõ ÷åòâåðòîãî � ïÿòîãî ïîðÿäêîâ ñ
áîëüøèìè ÷èñëàìè, ëèáî ÑËÀÓ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, îòâåòû êîòî-
ðûõ íå ñîäåðæàò íèêàêèõ îñîáåííîñòåé. Êà÷åñòâåííûå òåñòû äîëæ-
íû áûòü íàìíîãî áîëåå ðàçíîîáðàçíûìè, ïðîâåðÿþùèìè ðàçëè÷íûå
ñòîðîíû ïðåäìåòà, è âìåñòå ñ òåì òðåáîâàòü ìàëî âðåìåíè íà ðåøå-
íèå äëÿ çíàþùåãî ñòóäåíòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåñò íå äîëæåí ñîäåð-
æàòü óòîìèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé è ïðè çíàíèè ñòóäåíòîì, îòâåò äîë-
æåí çàíèìàòü 10 � 30 ñåêóíä. Íî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî òåñò ðåøàåòñÿ
òðèâèàëüíî. Õîðîøèé íàáîð òåñòîâ êà÷åñòâåííî ïðîâåðÿåò âëàäåíèå
ñòóäåíòîì îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé, ðåçóëüòàòîâ è íàâûêîâ. Ñòóäåíò
äîëæåí çíàòü, ÷òî â êàæäîì òåñòå ðîâíî îäèí èç îòâåòîâ ïðàâèëü-
íûé. Ïîñëåäíèé ôàêò ÷àñòî ïîìîãàåò îòñåêàòü çàâåäîìî íåâåðíûå
îòâåòû.
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Ñòóäåíò ìîæåò ïðîâåðèòü ñåáÿ âñòóïàÿ â èíòåðàêòèâíîå îáùåíèå ñ ìàøèíîé. Ïðè
ýòîì îí íàõîäèòñÿ â óíèêàëüíîé ñèòóàöèè, êîãäà íåò íåîáõîäèìîñòè íèêîãî îáõèò-
ðèòü, íå ñëûøàòü óïðåêè ïðåïîäàâàòåëÿ íà îòñòàâàíèå îò ãðóïïû. Íèêîìó, êðîìå âàñ,
íåèçâåñòíû ñåé÷àñ ðåçóëüòàòû èíòåðàêòèâíîãî îáùåíèÿ. Íî ýòà ñèòóàöèÿ òðåáóåò îò
ñòóäåíòà, ñòðåìÿùåãîñÿ ê äåéñòâèòåëüíûì çíàíèÿì, ÷åñòíî âûïîëíÿòü çàäàíèÿ, ïðî-
ñìîòðåòü èõ ðåçóëüòàòû, âçãëÿíóòü íà àâòîðñêîå ðåøåíèå è îáäóìàòü ïðè÷èíû ñâîèõ
íåóäà÷íûõ îòâåòîâ. Òîëüêî òàêàÿ òàêòèêà, à íå ñëåïîå çàçóáðèâàíèå îòâåòîâ 12à, 54ñ
è ò.ï. âåäåò ê çíàíèÿì. Èíîé ïóòü ãèáåëåí, òåì áîëåå, ÷òî òåñòû ìîãóò ñîçäàâàòüñÿ èç
ãèãàíòñêèõ áàç äàííûõ, ïåðåìåøèâàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò òåì â îïðåäåëåííûõ ïðî-
ïîðöèÿõ, ïðè÷åì ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ îòâåòîâ â òåñòàõ ìîæåò òàêæå àâòîìàòè÷åñêè
èçìåíÿòüñÿ áåç ïîòåðè ñâÿçè ñ êëþ÷îì òåñòà. Ïóòü çàçóáðèâàíèÿ èçâåñòíûõ òåñòîâ íå
äàåò íèêàêèõ çíàíèé, òðåáóåò áåñïîëåçíîãî íàïðÿæåíèÿ ïàìÿòè è ñâèäåòåëüñòâóåò î
íåðàöèîíàëüíîì èñïîëüçîâàíèè èíòåëëåêòà.

×òîáû íà÷àòü òåñòèðîâàíèå íàäî íàæàòü êíîïêó Start, çàòåì çàïîëíèòü â êàæ-
äîì òåñòå ïðàâèëüíûå ïî âàøåìó ìíåíèþ îòâåòû, òêíóâ ìûøêîé íà íóæíûé ïóíêò.
Ïîâòîðíîå íàæàòèå î÷èùàåò ðàíåå ââåäåííûé âûáîð è ñèñòåìà ãîòîâà, ÷òîáû çàíî-
âî ïðèñòóïèòü ê òåñòèðîâàíèþ. Äëÿ ïðîâåðêè íàæàòü â êîíöå òåñòîâ êðàñíóþ ôðàçó
end Quiz è ïðîâåðèòü îòâåòû òåñòîâ íà ñîâïàäåíèÿ. Íàæàòèå íà çåëåíóþ ãàëî÷êó
èëè çåëåíûé êðóæî÷åê ñ ïðàâèëüíûì îòâåòîì ïåðåâåäåò âàñ íà ñòðàíèöó ñ ðåøåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùåãî òåñòà. Íàæàòèå íà êðàñíûé êâàäðàò íà ñòðàíèöå ñ ðåøåíèåì âåðíåò
âàñ ê ðàññìàòðèâàåìîìó òåñòó.
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Åñëè âû õîðîøî ïðîðàáîòàëè íàñòîÿùèé ôàéë, òî
ëåãêî ñïðàâèòåñü ñ çàäàíèåì. Íî áóäüòå âíèìà-
òåëüíû, â ãðàìîòíûõ òåñòàõ, êàæäàÿ ôðàçà èìååò
ñìûñë è íåò íè÷åãî ëèøíåãî. ß âåðþ, ÷òî âû âû-
áüåòå (â ÷èñòî ñïîðòèâíîì ñìûñëå) õîðîøèå áàë-
ëû.

1. Íàéòè ìîäóëü ÷èñëà −1 + i
√

3.
Îòâåòû:

a) −1; b)
√

3; c)
√

3− 1; d) 2; e) 1 +
√

3 .

2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2 a
2 0 b 0
3 c 4 5
d 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
Îòâåòû:
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a) 0 , b) 4ab , c) −abcd , d) abcd , e) 10ad

3. Âûáðàòü çíà÷åíèÿ (i, j, k) òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå a51ai6a1ja35a44a6k âõîäèëî â
ðàçâåðíóòîå âûðàæåíèå îïðåäåëèòåëÿ øåñòîãî ïîðÿäêà ñî çíàêîì ìèíóñ
Îòâåòû:

a) (2, 3, 2) , b) (4, 5, 6) , c) (5, 6, 1) , d) (4, 2, 2) , e) (3, 2, 3)

4. Â îïðåäåëèòåëå òðåòüåãî ïîðÿäêà âñå ýëåìåíòû íå÷åòíûå ÷èñëà äåëÿùèåñÿ íà
ïÿòü. Òîãäà ýòîò îïðåäåëèòåëü äåëèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå íà
Îòâåòû:

a) 125 , b) 5! , c) 5 , d) 1000 , e) 500 .

5. Ïóñòü â îïðåäåëèòåëå ∆ ïîðÿäêà n ñóììà ñòðîê ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ðàâíà ñóììå
ñòðîê ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè. Íàéòè íàèáîëåå òî÷íóþ îöåíêó âåëè÷èíû îïðåäå-
ëèòåëÿ èç ñëåäóþùèõ:
Îòâåòû :

a) ÷åòíîå
÷èñëî,

b) ≤ n! , c) ëþáîå
÷èñëî,

d) íå÷åòíîå
÷èñëî,

e) 0 .

6. Ïóñòü A íåêîòîðàÿ ìàòðèöà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà áûëà îáðàòèìà íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
Îòâåòû:
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a) äîëæíà
áûòü ïðÿìî-
óãîëüíîé,

b) äîëæíà
áûòü
êâàäðàòíîé,

c) å¼ îïðåäå-
ëèòåëü
îòëè÷åí îò
íóëÿ,

d) äîëæíà
áûòü
êâàäðàòíîé
íåâûðîæäåí-
íîé
ìàòðèöåé,

e) äîëæíà
áûòü
åäèíè÷íîé
ìàòðèöåé.

7. Ïóñòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà A ðàâåí 5 . ×åìó ðàâåí îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû 2 ·A2 ? Îòâåòû:

a) 10 , b) 25 , c) 50 , d) 200 , e) 500 .

8. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ðàâíåíèé, äàëåå íàçûâàåìàÿ
SLAU1 , èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (β1, β2, β3, . . . , βn) è ïîìåíÿâ ìåñòàìè âî
âñåõ óðàâíåíèÿõ SLAU1 êîýôôèöèåíòû ïðè x1 è x2 ïîëó÷èëè SLAU2 . Êàêîìó
óñëîâèþ ïîä÷èíÿåòñÿ SLAU2 ?
Îòâåòû:

a) èìååò
åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå
(β1, β2, β3, . . . , βn)

b) îíà ìîæåò
áûòü íåñîâ-
ìåñòíîé,

c) îíà ìîæåò
èìåòü
áåñêîíå÷íî
ìíîãî
ðåøåíèé,

d) èìååò
íóëåâîå
ðåøåíèå,

e) èìååò
åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå
(β2, β1, β3, . . . , βn)

9. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ âåùåñòâåííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, ïðè÷åì ÷èñëî óðàâíåíèé áîëüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ. Òîãäà ýòà
ñèñòåìà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
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Îòâåòû:

a) íåñîâìåñò-
íîé,

b) åñëè
ñîâìåñòíà,
òî èìååò è
âåùåñòâåí-
íîå
ðåøåíèå,

c) èìååò
åäèíñòâåí-
íîå
ðåøåíèå,

d) èìååò
õîòÿ áû
êîìïëåêñíîå
ðåøåíèå,

e) åñëè
ñîâìåñòíà,
òî èìååò
áåñêîíå÷íîå
÷èñëî
ðåøåíèé.

10. Ïóñòü f(x), g(x) ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà íàèáîëü-
øèì îáùèì äåëèòåëåì ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ:
Îòâåòû:
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a)
íàèáîëüøàÿ
ñòåïåíü ýòèõ
ìíîãî÷ëå-
íîâ,

b)
íàèáîëüøåå
÷èñëî íà
êîòîðîå
äåëÿòñÿ ýòè
ìíîãî÷ëåíû,

c) ìíîãî÷ëåí
f(x) + g(x) ,

d) ìíîãî÷ëåí
íà êîòîðûé
äåëÿòñÿ è
f(x) è g(x) ,

e)
ìíîãî÷ëåí
ñî ñòàðøèì
êîýôôèöèåí-
òîì 1 ,
ÿâëÿþùèéñÿ
îáùèì
äåëèòåëåì
f(x), g(x) ,
êîòîðûé
äåëèòñÿ íà
ëþáîé
äðóãîé
îáùèé
äåëèòåëü
ýòèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ.

11. Èçâåñòíî, ÷òî îäèí èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) = x4 +x3 +x2−4x+10 ðàâåí ÷èñëó
1 + i . Êàêîå èç ñëåäóþùèõ ÷èñåë îáÿçàíî áûòü êîðíåì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà?
Îòâåòû:

a) −1− i , b) 1 , c) 1− i , d) −1 + i , e) i .

12. Ïóñòü x ýëåìåíò ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì R , à µ � ÷èñëî èç ïîëÿ R .
×òî ìîæíî ñêàçàòü î x è µ , åñëè èçâåñòíî, ÷òî µ · x = 0 ?

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 145



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 146 of 149

Go Back

Close

Êàê ðåøàòü òåñòû

Îòâåòû:

1 îíè
ëèíåéíî
çàâèñèìû,

2 îíè êîë-
ëèíåàðíû,

3 îáà
ðàâíû íóëþ,

4 ÷èñëî
ðàâíî íóëþ
èëè âåêòîð
íóëåâîé,

5 îíè
ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

13. Êàêàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìîé ?
Îòâåòû:

a) åñëè îäèí
èç âåêòîðîâ
íóëåâîé ,

b) åñëè
òîëüêî
òðèâèàëüíàÿ
ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ
ýòèõ
âåêòîðîâ
ðàâíà
íóëåâîìó
âåêòîðó,

c) åñëè èõ
ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ
ðàâíà
íóëåâîìó
âåêòîðó,

d) åñëè îíà
ñîäåðæèò
ïàðó
îäèíàêîâûõ
âåêòîðîâ,

e) åñëè
íåêîòîðûå
èç íèõ êîë-
ëèíåàðíû.

14. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî âåêòîðû e1, e2, . . . , en ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû, åñëè äàííûé âåêòîð a èç V îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óêàçàííûõ n âåêòîðîâ ?
Îòâåòû:
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a) äà ìîæíî, b) ìîæíî,
òîëüêî åñëè
îíè
îáðàçóþò
áàçèñ,

c) íå
îáÿçàòåëüíî,

d) ìîæíî,
òîëüêî åñëè
ýòîò âåêòîð
íóëåâîé,

e) íåò, ýòî
âñåãäà íå
òàê.

15. Êàê çàïèøåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a = (α1, α2, . . . , αn) è b = (β1, β2, . . . , βn)
èç åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ çàäàíû â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå
e1, e2, . . . , en ?
Îòâåòû:

a)∑n
i=1(αi +βi)

b)
∏n

i=1 αiβi, c)
∑n

i=1 αiβi, d)∑
i 6=j αiβj(ei, ej),

e)∑n
i,j=1 αiβj(ei, ej)

16. Ïóñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàí-
ñòâà ðàâíî íóëþ. Òîãäà ýòè âåêòîðû :
Îòâåòû:

a) ëèíåéíî
çàâèñèìû,

b) ëèíåéíî
íåçàâèñèìû,

c) êîëëèíå-
àðíû,

d) ëèíåéíî
íåçàâèñèìû
åñëè îáà
âåêòîðà
íåíóëåâûå,

îáðàçóþò
îñòðûé óãîë
ìåæäó
ñîáîé.

17. Êàê ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîëüíîãî áàçèñà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ïîñòðîèòü îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ ?
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Îòâåòû:

a)
íîðìèðîâàòü
êàæäûé
âåêòîð ýòîãî
áàçèñà,

b) ìåíÿòü
âåêòîðû
ìåñòàìè,
ïîêà ñèñòåìà
íå ñòàíåò îð-
òîãîíàëüíîé
è çàòåì
íîðìèðîâàòü
ýòè âåêòîðû,

c) ïðèìåíèòü
ê íåìó
ïðîöåññ
îðòîãîíàëè-
çàöèè è
íîðìèðîâàòü
ïîëó÷åííûå
âåêòîðû,

d)
ïðèìåíèòü ê
íåìó ïðîöåññ
îðòîãîíàëè-
çàöèè,
âûáðîñèòü
âñå ïîëó÷àþ-
ùèåñÿ
íóëåâûå
âåêòîðû è
íîðìèðîâàòü
îñòàâøèåñÿ,

e)
íîðìèðîâàòü
ýòè âåêòîðû
è çàòåì
ìåíÿòü èõ
ìåñòàìè
ïîêà ñèñòåìà
íå ñòàíåò
îðòîíîðìè-
ðîâàííîé.

18. Êàêèå ÷èñëà èç ñëåäóþùèõ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 x 3
1 3 3 4
0 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Îòâåòû:

a) 1 , b) 5! , c) 0 , d) ëþáîå
÷èñëî ,

e) êîðíåé
íåò.

19. Â îïðåäåëèòåëå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âñå ýëåìåíòû âåùåñòâåííû è íàõîäÿòñÿ â ñåã-
ìåíòå [−1, 1] . Â êàêîé íàèìåíüøèé ñåãìåíò èç íèæåñëåäóþùèõ ïîïàäàåò çíà÷åíèå
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îïðåäåëèòåëÿ?
Îòâåòû:

a) [−4, 4] , b) [−50, 50] , c) [−24, 24] , d) [−90, 90] , e) [−1, 1] .

20. Ïðè êàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ èç ñëåäóþùèõ ðàíã ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ?
Îòâåòû:

a) ïðè
óìíîæåíèè
ñòðîêè íà
÷èñëî,

b)
ïðèáàâëåíèå
ê ñòîëáöó
äðóãîãî
ñòîëáöà
óìíîæåííîãî
íà λ 6= 0 è
óìíîæåíèå
ñòîëáöîâ íà
ëþáîå ÷èñëî,

c)
ïåðåñòàíîâêà
ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû
ìåñòàìè,

d)
ïðèáàâëåíèå
ê ñòðîêå
äðóãîé
ñòðîêè
óìíîæåííîé
íà λ è
óìíîæåíèå
ñòîëáöîâ íà
ëþáîå ÷èñëî
íå ðàâíîå
íóëþ,

e)
âîçâåäåíèè
âñåõ
ýëåìåíòîâ
íåêîòîðîé
ñòðîêè â
êâàäðàò.
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Solutions to Quizzes

Solution to Quiz: Åñëè óäâîèòü ïåðâóþ ñòðîêó òî îïðåäåëèòåëü óäâîèòñÿ. Åñëè äàëåå
â ïîëó÷åííîì îïðåäåëèòåëå îòíÿòü èç ïåðâîé ñòðîêè âòîðóþ, òî ýòîò âòîðîé îïðåäåëè-
òåëü íå èçìåíèò ñâîþ âåëè÷èíó è ñòàíåò òàêèì êàê òðåáóåòñÿ â çàäà÷å. Ñëåäîâàòåëüíî
ïðè òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ îïðåäåëèòåëü óäâàèâàåòñÿ.

�
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Solution to Quiz: Åñëè â ïîëó÷åííîì îïðåäåëèòåëå ê ïåðâîé ñòðîêå ïðèáàâèòü âòî-
ðóþ è òðåòüþ òî ïîëó÷èòñÿ íóëåâàÿ ñòðîêà. Äåéñòâèòåëüíî ÿñíî, ÷òî

[(1)− (2)] + [(2)− (3)] + [(3)− (1)] = θ.

Çäåñü ÷åðåç (i) îáîçíà÷åíà i-ÿ ñòðîêà èñõîäíîãî îïðåäåëèòåëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî îïðåäå-
ëèòåëü ñòàíåò ðàâíûì íóëþ

�
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Solution to Quiz: Îáà ìíîãî÷ëåíà f(x) è g(x) èìåþò ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû,
ïîýòîìó ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äîëæåí èìåòü ðàöèî-
íàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Òàê êàê ÷èñëî

√
2 èððàöèîíàëüíîå, òî óêàçàííûé ìíîãî÷ëåí

íå ìîæåò áûòü íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì äàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ñòóäåíò êîíå÷íî
äîëæåí óâàæàòü àâòîðîâ èçâåñòíûõ êíèã, íî è íå âåðèòü íà ñëîâî, êî âñåìó îòíîñèòüñÿ
êðèòè÷åñêè. Ìû íå áóäåì òðàòèòü âðåìÿ íà ýòó åðåñü, à ëó÷øå ïðèâåäåì ýêðàííûé
ñíèìîê ñ ïàêåòà Maple, ãäå ìèìîõîäîì ðåøàåòñÿ è ýòà çàäà÷à.

ß ðåêîìåíäóþ ñòóäåíòàì íàéòè
äèñòðèáóòèâ Maple. Ýòî ïðîôåñ-
ñèîíàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ïà-
êåò äëÿ ðàáîòû âî âñåõ îáëà-
ñòÿõ ìàòåìàòèêè. Îí î÷åíü ëå-
ãîê â îñâîåíèè, äîñòàòî÷íî ïðîé-
òè â Help ýêñêóðñèþ ïî ïðèìå-
íåíèþ Maple â ðàçíûõ îáëàñòÿõ
ìàòåìàòèêè, ÷òîáû óæå ñàìî-
ìó íàó÷èòüñÿ ïîëüçîâàòüñÿ. Íà
ñíèìêå çàäàíà ñëó÷àéíàÿ ìàòðè-
öà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è íàéäåí
å¼ îïðåäåëèòåëü è îáðàòíàÿ ìàò-
ðèöà. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü íàøåé çàäà÷è ðàâåí 1.
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Solution to Quiz: Â ýòîé çàäà÷å íåò íåîáõîäèìîñòè íàõîäèòü ñàìè êîðíè ìíîãî÷ëåíà.
Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç x1, x2, x3. Òîãäà ïðè ïîìîùè ôîðìóë Âèåòà, ïîëó÷àåì

x2
1 + x2

2 + x2
3 = (x1 + x2 + x3)2 − 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) = 52 − 2 · 4 = 8
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Solution to Quiz: Ìîäóëü âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|z| =
√
a2 + b2 =

√
(−1)2 + (

√
3)2 = 2

.
�
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Êàê ðåøàòü òåñòû

Solution to Quiz: Ðàçëàãàåì îïðåäåëèòåëü ñïåðâà ïî ïîñëåäíåé ñòðîêå, ïîëó÷åííûé
îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó ïîëó÷àåì, ÷òî îí ðàâåí abcd.

Ìåòîä îòáîðà: ßñíî, ÷òî îïðåäåëèòåëü çàâèñèò îò d, òàê êàê ïðè ïîäñòàíîâêå d = 0
îí îáðàùàåòñÿ â íóëü. Àíàëîãè÷íî îí çàâèñèò îò c. Ïîýòîìó îí äîëæåí êàê ìíîãî÷ëåí
îò ñâîèõ ïàðàìåòðîâ äåëèòüñÿ íà cd. Íå çíàÿ äðóãèõ ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé ó âàñ
àëüòåðíàòèâà ñ âûáîðîì îòâåòîâ a), c), d).
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Solution to Quiz: Ìåòîä îòáîðà: Çàïèøåì ýòî ïðîèçâåäåíèå ïî ïîðÿäêó ñòðîê, ïîëó-
÷èì

a1jai6a35a44a51a6k/

Âèäíî, ÷òî ïðîïóùåííûé íîìåð ñòðîêè i äîëæåí áûòü ðàâåí 2. Ó íàñ òîëüêî ïåðâûé
îòâåò íà÷èíàåòñÿ c 2, ïîýòîìó îí è âåðíûé.

Äëÿ óáåäèòåëüíîñòè, åñëè åñòü âðåìÿ ìîæíî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðå-
ñòàíîâêå (j, 6, 5, 4, 1, k) ïðè j = 3 è k = 2. Îíî ðàâíî 11. Ñëåäîâàòåëüíî ïðàâèëüíûé
îòâåò � ïåðâûé.
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Êàê ðåøàòü òåñòû

Solution to Quiz: Òàê êàê âñå òðè ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ äåëÿòñÿ íà ïÿòü, òî îí äå-
ëèòñÿ íà 53 = 125. Íî ìû íå èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî âñå ýëåìåíòû îïðåäåëèòåëÿ
íå÷åòíûå ÷èñëà. Åñëè ïðèáàâèòü êî âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêå ïåðâóþ, òî ïîëó÷èì äâå
ñòðîêè ñ ÷åòíûìè ÷èñëàìè. Çíà÷èò íàø îïðåäåëèòåëü åù¼ äåëèòñÿ íà 22 = 4 è çíà÷èò
îí îáÿçàí äåëèòüñÿ íà 500. Ïðàâèëüíûé îòâåò e).

Ìåòîä îòáîðà: ßñíî, ÷òî 5! çäåñü âîçíèêàåò â íàäåæäå íà ôîðìàëüíûå çíàíèÿ
îïðåäåëèòåëÿ êàê ñóììû n! ñëàãàåìûõ. Îïðåäåëèòåëü èç íå÷åòíûõ ÷èñåë, èìåþùèé
ïîðÿäîê n > 1 âñåãäà ÷èñëî ÷åòíîå. Ó âàñ àëüòåðíàòèâà ìåæäó d) è e).

�

Ê.À. Ìåéðåìáåêîâ Êàôåäðà ÃÀÌË ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè 157



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 158 of 149

Go Back

Close

Êàê ðåøàòü òåñòû

Solution to Quiz: Ìåòîä îòáîðà: Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ îïðåäåëè-
òåëü íå íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà. Îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà ñ çàäàííûì óñëîâèåì
èìååò ðàâíûå ñòðîêè è ïîýòîìó ðàâåí íóëþ. Çíà÷èò âåðåí îòâåò e).

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè åñòü âðåìÿ ðàçîáðàòüñÿ, ïðèáàâèì ê ïåðâîé ñòðîêå âñå äðóãèå
ñòðîêè ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè è êî âòîðîé ñòðîêå âñå îñòàëüíûå ñòðîêè ñ ÷åòíûìè
íîìåðàìè. Òîãäà ÿñíî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ îïðåäåëèòåëü ñ îäèíàêîâûìè ñòðîêàìè è îí
ðàâåí íóëþ.
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Solution to Quiz: Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé, åñëè îíà êâàäðàòíàÿ è å¼ îïðåäå-
ëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ. Îòâåò d).

Ìåòîä îòáîðà: Î÷åâèäíî, ÷òî íóëåâóþ ìàòðèöó íà ÷òî íè óìíîæàé áóäåò ìàòðèöà
èç íóëåé. Ïîýòîìó îòïàäàþò îòâåòû a), b), e). Ó âàñ àëüòåðíàòèâà ìåæäó c) è d),
êîòîðàÿ ëåãêî ðåøàåòñÿ èç óñëîâèé òåñòà â ïîëüçó d).
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Solution to Quiz: Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A2 ðàâåí (det(A))2 = 25. Ïðè óìíîæå-
íèè ìàòðèöû íà ÷èñëî âñå å¼ ñòðîêè óìíîæàþòñÿ íà ýòî ÷èñëî. Ïîýòîìó det(2A2) =
23(det(A))2 = 200.

Ìåòîä îòáîðà: Ó ìàòðèöû 2 · A2 âñå ýëåìåíòû ÷åòíûå, ïîýòîìó îòâåò b) íåâåðåí.
Êîãäà ìàòðèöó âîçâîäÿò â êâàäðàò å¼ îïðåäåëèòåëü òàêæå âîçâîäèòñÿ â êâàäðàò ïî
òåîðåìå îá îïðåäåëèòåëå ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîýòîìó îòâåò a) òàêæå îòïàäàåò. Ó âàñ àëü-
òåðíàòèâà ìåæäó c), d), e).
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Solution to Quiz: Åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà ñëàãàåìûõ â îäíîé ÷àñòè òîæäåñòâà
ðàâåíñòâî ñîõðàíèòñÿ. Îòâåò e) î÷åâèäåí.

Ìåòîä îòáîðà: Îòâåò d) áåñìûñëåíåí, òàê êàê ëåãêî ïîñòðîèòü ÑËÀÓ íå èìåþ-
ùåå íóëåâûõ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó ñâîéñòâó. Ó âàñ âåñåëàÿ àëüòåðíàòèâà
ìåæäó îòâåòàìè a), b), c) è e).
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Solution to Quiz: Èç ìåòîäà Ãàóññà ñëåäóåò, ÷òî ñîâìåñòíàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ñèñòåìà íàä
ïîëåì K èìååò ðåøåíèå â ïîëå K. Âñÿêàÿ ÑËÀÓ ýêâèâàëåíòíà ñòóïåí÷àòîé ñèñòåìå.
Ïîýòîìó ïðàâèëåí îòâåò b).

Ìåòîä îòáîðà: Ñðàçó îòïàäàþò îòâåòû a), c), e) òàê êàê ïðîòèâîðå÷àò ïðàêòèêå
ïîâñåäíåâíîãî ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ ñèñòåì ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Ó âàñ àëüòåðíàòèâà
ìåæäó b) è d).
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Solution to Quiz: Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ ìíî-
ãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 , ÿâëÿþùèéñÿ îáùèì äåëèòåëåì f(x), g(x) , êî-
òîðûé äåëèòñÿ íà ëþáîé äðóãîé îáùèé äåëèòåëü ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ.Çàìåòèì, ÷òî îí
ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ïàðû ìíîãî÷ëåíîâ, õîòÿ áû îäèí èç êîòîðûõ îòëè÷åí îò íóëÿ.
Îòâåò e).

Ìåòîä îòáîðà: gcd(f(x), g(x) � ýòî ìíîãî÷ëåí, ïîýòîìó îòïàäàþò îòâåòû a) è b).
Îí äîëæåí áûòü äåëèòåëåì îáåèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïîýòîìó îòïàäàåò îòâåò c). Ó âàñ
àëüòåðíàòèâà ìåæäó d) è e).
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Solution to Quiz: Åñëè α êîðåíü ìíîãî÷ëåíà ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî
è ᾱ êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà òîé æå êðàòíîñòè. Îòâåò c).

Ìåòîä îòáîðà: ßñíî, ÷òî f(1) = 9 6= 0, ïîýòîìó îòâåò b) îòïàäàåò. Àíàëîãè÷íî
f(i) = 1− i− 1− 4i+ 10 6= 0 è ïîýòîìó îòâåò e) ëîæåí. Ó âàñ àëüòåðíàòèâà ìåæäó a),
c) è d).
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Solution to Quiz: Î÷åâèäíî îòâåò d).
Ìåòîä îòáîðà: Âåêòîð è ÷èñëî ðàçíîãî ïîëÿ ÿãîäû. Ïîýòîìó îòâåòû a), b), c) è e)

áåñìûñëåííû.
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Solution to Quiz: Cèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìîé åñëè òîëüêî òðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíà íó-
ëåâîìó âåêòîðó.

Ìåòîä îòáîðà: Åñëè a2 = λa1, òî î êàêîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ äðóã îò äðóãà
ìîæåò èäòè ðå÷ü? Ïîýòîìó îòâåòû a), d) è e) îòïàäàþò. Îòâåò c) òàêæå íåâåðåí òàê
êàê òðèâèàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó. Îñòàåòñÿ òîëüêî a).
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Solution to Quiz: Ïóñòü a = µ1a1 + µ2a2 + · · · + µnan è âåêòîðû a1, a2, . . . , an ëè-
íåéíî çàâèñèìû. Òîãäà ρ1a1 + ρ2a2 + · · · + ρnan = θ ïðè íåêîòîðûõ íåòðèâèàëüíûõ
ρ1, ρ2, . . . , ρn. Òîãäà a = a+ θ áóäåò èìåòü íåîäíîçíà÷íîå ðàçëîæåíèå. Îòâåò a).

Ìåòîä îòáîðà: ñîìíèòåëåí ïóíêò e), äëÿ îñòàëüíûõ íóæíû çíàíèÿ.
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Solution to Quiz: Âñïîìèíàÿ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî
îáåèì êîîðäèíàòàì, óáåæäàåìñÿ, ÷òî âåðåí òîëüêî îòâåò e).

Ìåòîä îòáîðà: Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå (a, b) =
∑n

i=1 αiβi. Íî çäåñü ëþáîé
áàçèñ. Ïîýòîìó îòïàäàþò îòâåòû b), c). Ó âàñ àëüòåðíàòèâà ìåæäó a), d), e).
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Solution to Quiz: Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
Îòâåò d).

Ìåòîä îòáîðà: Åñëè a 6= θ, òî (a, a) 6= 0. Ïîýòîìó îòâåòû a), c) îòïàäàþò. Ó âàñ
àëüòåðíàòèâà ìåæäó b), d) è e).
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Solution to Quiz: Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ïðåîáðàçóåò ïðîèçâîëüíûé áàçèñ â îð-
òîãîíàëüíûé áàçèñ.

Ìåòîä îòáîðà: Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé îòâåòû a), b), e) áåññìûñëåííû. Ó
âàñ àëüòåðíàòèâà ìåæäó c) è d).
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Êàê ðåøàòü òåñòû

Solution to Quiz: Ðàçëàãàÿ îïðåäåëèòåëü ïî ïîñëåäíåé ñòðîêå ïîëó÷àåì , ÷òî îí
ðàâåí ìèíîðó íå ñîäåðæàùåìó x è ýòîò ìèíîð ÿâíî íå ðàâåí íóëþ. Ðåøåíèé íåò.
Îòâåò e).

Ìåòîä îòáîðà: íè÷åãî íå ìîæåì çàáðàêîâàòü, íóæíû çíàíèÿ.
�
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Êàê ðåøàòü òåñòû

Solution to Quiz: Îïðåäåëèòåëü 4-ãî ïîðÿäêà åñòü ñóììà 4! = 24 ñëàãàåìûõ ñî çíà-
êàìè, êàæäîå èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå [−1, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî âåðíûé îòâåò
c).

Ìåòîä îòáîðà: Ìåòîä îòáîðà: íè÷åãî íå ìîæåì çàáðàêîâàòü, íóæíû çíàíèÿ.
�
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Êàê ðåøàòü òåñòû

Solution to Quiz: Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàóññà íå ìåíÿþò ðàíãà ìàòðèöû. Îòâåò d).
Ìåòîä îòáîðà: Îòâåò e) ýêçîòè÷åí, è ïîýòîìó íåâåðåí. Îòâåò a) òàêæå íåâåðåí,

åñëè ÷èñëî âçÿòü ðàâíûì íóëþ, òî âñþ ìàòðèöó ìîæíî çàíóëèòü. Îòâåò c) ñëèøêîì
âîëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ìàòðèöåé, ïîýòîìó íåâåðåí. Ó âàñ àëüòåðíàòèâà ìåæäó b)
è d).

�
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