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Ǒ����������� ª­¨£¥ ¨§« £ îâáï ª« áá¨ç¥áª¨¥ § ¤ ç¨ ¨ á®¢à¥¬¥­­ë¥ ¤®áâ¨-�¥­¨ï ¯® ®á­®¢­ë¬ à §¤¥« ¬ ä¨§¨ª®-å¨¬¨ç¥áª®© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨ ¨á¬¥�­ë¬ ¯à®¡«¥¬ ¬ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨, â¥¯«®¬ áá®®¡¬¥­ , ¬¥å ­¨ª¨¤¨á¯¥àá­ëå á¨áâ¥¬, å¨¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®£¨¨ ¨ ¡¨®¬¥å ­¨ª¨.A¢â®àë áâà¥¬¨«¨áì ®¡®¡é¨âì ¨ á¨áâ¥¬ â¨§¨à®¢ âì à¥§ã«ìâ âë¬­®£®ç¨á«¥­­ëå ­ ãç­ëå ¯ã¡«¨ª æ¨© ¢ ¤ ­­®© ®¡« áâ¨ §  ¯®á«¥¤­¨¥15| 20 «¥â. Ǒà¨ ®â¡®à¥ ¬ â¥à¨ «  ¯à¥¤¯®çâ¥­¨¥ ®â¤ ¢ «®áì ¯à®áâë¬â®ç­ë¬ ¨ ¯à¨¡«¨�¥­­ë¬ ä®à¬ã« ¬, ¨¬¥îé¨¬ è¨à®ªãî ®¡« áâì¯à ªâ¨ç¥áª¨å ¯à¨«®�¥­¨©.� ª �¤®¬ à §¤¥«¥ ª­¨£¨ á­ ç «  ¤ ¥âáï ªà âª ï ä¨§¨ç¥áª ï ¨¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¯à®¡«¥¬ë,   § â¥¬áà §ã ¯à¨¢®¤ïâáï ®ª®­ç â¥«ì­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤«ï ¨áª®¬ëå ¢¥«¨ç¨­ ¢¢¨¤¥ ã­¨¢¥àá «ì­ëå § ¢¨á¨¬®áâ¥© ¨«¨ ¨â®£®¢ëå â ¡«¨æ (¯à¨ íâ®¬ ¬¥-â®¤ à¥è¥­¨ï, ª ª ¯à ¢¨«®, ­¥ ¨§« £ ¥âáï,   ¤ îâáï «¨èì ­¥ª®â®àë¥¯®ïá­¥­¨ï ¨ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ááë«ª¨). � ª®© ¯®¤å®¤ ã¯à®é ¥â ¢®á¯à¨ï-â¨¥ â¥ªáâ  ¨ ¯à¨¢®¤¨â ª à áè¨à¥­¨î ¢®§¬®�­®£® ªàã£  ç¨â â¥«¥©.� ¯¥à¢®© ¨ ¢â®à®© £« ¢ å ª­¨£¨ ¨§ãç îâáï â¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¥©,á®áâ ¢«ïîé¨¥ ®á­®¢ã ¬­®£¨å å¨¬¨ª®-â¥å­®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®æ¥áá®¢. �§-« £ îâáï ¯®«ãç¥­­ë¥ ª ­ áâ®ïé¥¬ã ¢à¥¬¥­¨ à¥§ã«ìâ âë ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© à §«¨ç­®© ä®à¬ë ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¨ á¤¢¨-£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¢ è¨à®ª®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á . � áá¬ âà¨-¢ îâáï ª ª ®¤¨­®ç­ë¥ ç áâ¨æë, â ª ¨ á¨áâ¥¬ë ç áâ¨æ. �áá«¥¤ãîâáï¯«¥­®ç­ë¥ ¨ áâàã©­ë¥ â¥ç¥­¨ï; ¤¢¨�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¥© ¯® âàã¡ ¬ ¨ ª -­ « ¬ à §«¨ç­®© ä®à¬ë; ®¡â¥ª ­¨¥ ¯« áâ¨­ë, æ¨«¨­¤à  ¨ ¤¨áª .� âà¥âì¥© ¨ ç¥â¢¥àâ®© £« ¢ å  ­ «¨§¨àã¥âáï ¬ áá®â¥¯«®¯¥à¥­®á ¢¯«®áª¨å ª ­ « å, âàã¡ å ¨ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨. � áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¬ á-á®â¥¯«®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¨ á¤¢¨£®-¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¯à¨ à §«¨ç­ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¨ �¥©­®«ì¤á . Ǒà¨¢¥¤¥­-­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¨¬¥îâ ¡®«ìè®¥ §­ ç¥­¨¥ ¤«ï á®§¤ ­¨ï ­ ãç­® ®¡®á­®-¢ ­­ëå ¬¥â®¤¨ª à áç¥â  æ¥«®£® àï¤  â¥å­®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®æ¥áá®¢, â -ª¨å ª ª à áâ¢®à¥­¨¥, áãèª ,  ¤á®à¡æ¨ï, ®á �¤¥­¨¥  íà®§®«¥© ¨ ª®««®-¨¤®¢, £¥â¥à®£¥­­ë¥ ª â «¨â¨ç¥áª¨¥ à¥ ªæ¨¨,  ¡á®à¡æ¨ï, íªáâà ªæ¨ï ¨à¥ªâ¨ä¨ª æ¨ï.� ¯ïâ®© £« ¢¥ ¨§ãç ¥âáï ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯¥à¥­®á ¯à¨ ª®­¥ç­ëåáª®à®áâïå ®¡ê¥¬­®© ¨«¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨. Ǒà¨¢¥-¤¥­ë à¥§ã«ìâ âë à¥è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å § ¤ ç ¤«ï à¥ ªæ¨¨ «î-¡®£® ¯®àï¤ª  ¨ à §«¨ç­ëå â¥ç¥­¨©. Ǒ®«ãç¥­ë ã­¨¢¥àá «ì­ë¥ § ¢¨-á¨¬®áâ¨ ¨ ¨â®£®¢ë¥ â ¡«¨æë, ¯®§¢®«ïîé¨¥ ¯à¨ à áç¥â å ®¤­®¢à¥-¬¥­­® ãç¨âë¢ âì à §«¨ç­ë¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¨ ä¨§¨ª®-å¨¬¨ç¥áª¨¥ä ªâ®àë.�¥áâ ï £« ¢  ¯®á¢ïé¥­   ­ «¨§ã àï¤  â¥à¬®£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨åï¢«¥­¨©, ª®â®àë¥ ¢ ¯®á«¥¤­¥¥ ¤¥áïâ¨«¥â¨¥ ¯à¨¢«¥ª «¨ ¯®¢ëè¥­­®¥5



6 Ǒà¥¤¨á«®¢¨¥¢­¨¬ ­¨¥ à®áá¨©áª¨å ¨ § àã¡¥�­ëå ¨áá«¥¤®¢ â¥«¥©. �ª § ­­®¥ ®¡áâ®-ïâ¥«ìáâ¢® ®¡ãá«®¢«¥­® ¨­â¥­á¨ä¨ª æ¨¥© ¯à®æ¥áá®¢ ¯¥à¥­®á  ¢ ¯«¥­-ª å ¨ ª ¯«ïå �¨¤ª®áâ¨ ¡« £®¤ àï íää¥ªâã � à ­£®­¨ (¨ ¢®§¬®�­®-áâìî ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï íâ®£® íää¥ªâ  ¢ ¯à®æ¥áá å ª®á¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®-£¨¨).� á¥¤ì¬®© £« ¢¥ ¨§« £ îâáï ¢®¯à®áë £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨ ¨ ¬ áá®â¥¯-«®¯¥à¥­®á  ¢ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâïå. �¯¨á ­ë ®á­®¢­ë¥ ¬®¤¥«¨à¥®«®£¨ç¥áª¨ á«®�­ëå �¨¤ª®áâ¥©, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¢ å¨¬¨ç¥áª®© â¥å-­®«®£¨¨. �áá«¥¤ã¥âáï ¤¢¨�¥­¨¥ ¨ ¬ áá®®¡¬¥­ áâ¥¯¥­­ëå ¨ ¢ï§ª®¯« -áâ¨ç­ëå �¨¤ª®áâ¥© ¢ âàã¡ å, ª ­ « å ¨ ¯«¥­ª å. � áá¬ âà¨¢ ¥âáï®¡â¥ª ­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ­¥­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâìî.� ¯à¨«®�¥­¨¨ ¤ ­ë â ¡«¨æë á â®ç­ë¬¨ à¥è¥­¨ï¬¨ ãà ¢­¥­¨©â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨. Ǒà¨¢¥¤¥­ë ãà ¢­¥­¨ï ª®­¢¥ªâ¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨,­¥à §àë¢­®áâ¨, ¤¢¨�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¥© ¢ ­¥ª®â®àëå ªà¨¢®«¨­¥©­ëå®àâ®£®­ «ì­ëå á¨áâ¥¬ å ª®®à¤¨­ â ¨ ¤àã£¨¥ á¯à ¢®ç­ë¥ ¬ â¥à¨ «ë.� á¯®«®�¥­¨¥ à §¤¥«®¢ ª­¨£¨ ®â¢¥ç ¥â ¯à¨­æ¨¯ã ý®â ¯à®áâ®£® ªá«®�­®¬ãþ. � ª®© ¯®¤å®¤ áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ®¡«¥£ç ¥â à ¡®âãá ¬ â¥à¨ «®¬. Ǒ®¤à®¡­®¥ ®£« ¢«¥­¨¥ ¯®¬®�¥â ç¨â â¥«î ­ å®¤¨âì¨áª®¬ãî ¨­ä®à¬ æ¨î.�¢â®àë ¯à¨§­ â¥«ì­ë �. �. �¥¤­¨ª®¢ã ¨ �. �. �ï§ ­æ¥¢ã, ª®â®-àë¥ ­ ¯¨á «¨ £«. 6, ¨ �. �. Ǒ¥âà®¢ã, ãç áâ¢®¢ ¢è¥¬ã ¢ à ¡®â¥ ­ ¤à §¤. 2.4, 2.8.�¢â®àë ¡« £®¤ àïâ �. �. �ãà®¢  §  ¯®«¥§­ë¥ § ¬¥ç ­¨ï ¨­¥®æ¥­¨¬ãî ¯®¬®éì ¯à¨ á®§¤ ­¨¨ ®à¨£¨­ «-¬ ª¥â  íâ®© ª­¨£¨.�¢â®àë ­ ¤¥îâáï, çâ® ª­¨£  ®ª �¥âáï ¯®«¥§­®© ¤«ï è¨à®ª®-£® ªàã£  ­ ãç­ëå à ¡®â­¨ª®¢, ¯à¥¯®¤ ¢ â¥«¥© ¢ã§®¢, ¨­�¥­¥à®¢, á¯¨à ­â®¢ ¨ áâã¤¥­â®¢, á¯¥æ¨ «¨§¨àãîé¨åáï ¢ à §«¨ç­ëå ®¡« -áâïå £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨, â¥¯«®¬ áá®®¡¬¥­ , ¬¥å ­¨ª¨ ¤¨á¯¥àá­ëå á¨-áâ¥¬, ä¨§¨ª®-å¨¬¨ç¥áª®© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨, å¨¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®£¨¨,í­¥à£¥â¨ª¨, ¬¥â¥®à®«®£¨¨ ¨ ¡¨®¬¥å ­¨ª¨. �¢â®àë



�á­®¢­ë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï� â¨­áª¨©  «ä ¢¨â
a | å à ªâ¥à­ë© ¬ áèâ ¡ ¤«¨­ë (¤«ï áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ ¨ ªàã£®-¢®£® æ¨«¨­¤à , ¥á«¨ ­¥ ®£®¢®à¥­® á¯¥æ¨ «ì­®, ¢ ª ç¥áâ¢¥ å à ª-â¥à­®£® ¬ áèâ ¡  ¤«¨­ë ¢ë¡¨à ¥âáï à ¤¨ãá);
C | ¬ áá®¢ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï;
Ci | ­¥¢®§¬ãé¥­­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï (¢ ­ ¡¥£ îé¥¬ ¯®â®ª¥, ¢¤ «¨ ®âç áâ¨æë);
Cs | ª®­æ¥­âà æ¨ï ã ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë;á | ¡¥§à §¬¥à­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï (¢ à §­ëå § ¤ ç å ¢¢®¤¨âáï ¯® à §-­®¬ã, á¬. â ¡«. 3.1 ¢ à §¤. 3.1);
cf | ª®íää¨æ¨¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï;
D | ª®íää¨æ¨¥­â ¤¨ääã§¨¨;

Gkm | ª®íää¨æ¨¥­âë ¬ âà¨æë á¤¢¨£ ;
gij | ª®¬¯®­¥­âë ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥­§®à ;
Ks | ª®­áâ ­â  áª®à®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨;
Kv | ª®­áâ ­â  áª®à®áâ¨ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨;Ma | ç¨á«® � à ­£®­¨;Nu | áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �ãáá¥«ìâ ;
n | ¯®àï¤®ª ¯®¢¥àå­®áâ­®© ¨«¨ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨;
P | ¤ ¢«¥­¨¥;
Pi | ­¥¢®§¬ãé¥­­®¥ ¤ ¢«¥­¨¥ ¢¤ «¨ ®â ç áâ¨æë (ª ¯«¨, ¯ã§ëàï);Pe | ç¨á«® Ǒ¥ª«¥, Pe = aU/D;

R, θ, ϕ | áä¥à¨ç¥áª¨¥ ª®®à¤¨­ âë, R = √
X2 + Y 2 + Z2;

R, Z, ϕ | æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨¥ ª®®à¤¨­ âë, R = √
X2 + Y 2;Re | ç¨á«® �¥©­®«ì¤á , Re = aU/ν;

r | ¡¥§à §¬¥à­ ï áä¥à¨ç¥áª ï ª®®à¤¨­ â , r = R/a;S
 | ç¨á«® �¬¨¤â , S
 = ν/D;Sh | áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤ ;Sh0 |  á¨¬¯â®â¨ª  áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯à¨ ¬ «ëå §­ ç¥­¨ïå å -à ªâ¥à­®£® ¯ à ¬¥âà  § ¤ ç¨;Sh
∞

|  á¨¬¯â®â¨ª  áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯à¨ ¡®«ìèëå §­ ç¥­¨ïåå à ªâ¥à­®£® ¯ à ¬¥âà  § ¤ ç¨;
T | ¡¥§à §¬¥à­ ï â¥¬¯¥à âãà ;
T
∗
| â¥¬¯¥à âãà ;

Ti | ­¥¢®§¬ãé¥­­ ï â¥¬¯¥à âãà  (¢ ­ ¡¥£ îé¥¬ ¯®â®ª¥, ¢¤ «¨ ®âç áâ¨æë);
Ts | â¥¬¯¥à âãà  ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë;
T1 | â¥¬¯¥à âãà  ¯à¨ X < 0;
T2 | â¥¬¯¥à âãà  ¯à¨ X > 0;
t | ¢à¥¬ï;
U | å à ªâ¥à­ ï áª®à®áâì ¯®â®ª ;
Ui | ­¥¢®§¬ãé¥­­ ï áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨ (¢ ­ ¡¥£ îé¥¬ ¯®â®ª¥, ¢¤ «¨®â ç áâ¨æë);

Umax | ¬ ªá¨¬ «ì­ ï áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯«¥­ª¨, ­  ®á¨âàã¡ë;
VX , VY , VZ | ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â;7



8 �á­®¢­ë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï
VR, Vθ, Vϕ | ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢ áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ª®®à¤¨­ â;
V
R
, VZ , Vϕ | ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ª®®à¤¨­ â;

V
(1)
R , V

(1)
θ | ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢ á¯«®è­®© ä §¥ (¢­¥ ª ¯«¨) ¢®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á«ãç ¥;

V
(2)
R , V

(2)
θ | ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¤¨á¯¥àá­®© ä §¥ (¢­ãâà¨ ª ¯-«¨) ¢ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á«ãç ¥;We | ç¨á«® �¥¡¥à , We = aU2i ρ1/σ (σ | ¯®¢¥àå­®áâ­®¥ ­ âï�¥­¨¥);

X, Y, Z | ¤¥ª àâ®¢ë ª®®à¤¨­ âë;
X1, X2, X3 | ¤¥ª àâ®¢ë ª®®à¤¨­ âë; X1 = X, X2 = Y , X3 = Z,

x, y, z | ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¤¥ª àâ®¢ë ª®®à¤¨­ âë.�à¥ç¥áª¨©  «ä ¢¨â
β | ®â­®è¥­¨¥ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ¢ï§ª®áâ¥© ¢­ãâà¨ ¨ ¢­¥ ª ¯«¨,

β = µ2/µ1 ;
µ | ¤¨­ ¬¨ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì �¨¤ª®áâ¨;
µ1 | ¤¨­ ¬¨ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì �¨¤ª®áâ¨ á¯«®è­®© ä §ë (¢­¥ ª ¯«¨);
µ2 | ¤¨­ ¬¨ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì �¨¤ª®áâ¨ ¤¨á¯¥àá­®© ä §ë (¢­ãâà¨ª ¯«¨);
ν | ª¨­¥¬ â¨ç¥ª ï ¢ï§ª®áâì �¨¤ª®áâ¨, ν = µ/ρ;
ρ | ¯«®â­®áâì �¨¤ª®áâ¨;
ρ1 | ¯«®â­®áâì �¨¤ª®áâ¨ ¢ á¯«®è­®© ä §¥ (¢­¥ ª ¯«¨);
ρ2 | ¯«®â­®áâì �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¤¨á¯¥àá­®© ä §¥ (¢­ãâà¨ ª ¯«¨);
̺ | ¡¥§à §¬¥à­ ï æ¨«¨­¤à¨ç¥áª ï ª®®à¤¨­ â , ̺ = R/a;	 | äã­ªæ¨ï â®ª ,	(1) | äã­ªæ¨ï â®ª  ¢ á¯«®è­®© ä §¥ (¢­¥ ª ¯«¨);	(2) | äã­ªæ¨ï â®ª  ¢ ¤¨á¯¥àá­®© ä §¥ (¢­ãâà¨ ª ¯«¨).



1. �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å,âàã¡ å, áâàãïå ¨ ¯®£à ­¨ç­ëåá«®ïå�­ä®à¬ æ¨ï ® ¯®«ïå áª®à®áâ¨ ¨ ¤ ¢«¥­¨ï, ­¥®¡å®¤¨¬ ï ¤«ï à¥-è¥­¨ï § ¤ ç ® à á¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¨ ¯à¥¢à é¥­¨¨ ¢¥é¥áâ¢ ¢ à¥ ªæ¨®­­ëå ¯¯ à â å, ç áâ® ¬®�¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­  ¨§ à áá¬®âà¥­¨ï ç¨áâ® £¨¤-à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®© áâ®à®­ë ¯à®¡«¥¬ë. �£à®¬­®¥ à §­®®¡à §¨¥ à¥ «ì-­ëå â¥ç¥­¨© �¨¤ª®áâ¨, ¯®¤ç¨­ïîé¨åáï ®¤­¨¬ ¨ â¥¬ �¥ ãà ¢­¥­¨-ï¬ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨, ®¡ãá«®¢«¥­® ¬­®�¥áâ¢®¬ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å, ä¨§¨-ç¥áª¨å ¨ à¥�¨¬­ëå ä ªâ®à®¢, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ®¡« áâì, â¨¯ ¨ áâàãªâã-àã â¥ç¥­¨ï. �« áá¨ä¨ª æ¨î â¥ç¥­¨© ¤«ï ®¯¨á ­¨ï ¨å á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨åá¢®©áâ¢ ¬®�­® ¯à®¨§¢¥áâ¨ à §«¨ç­ë¬¨ á¯®á®¡ ¬¨. � ¯à¨¬¥à, è¨à®-ª® à á¯à®áâà ­¥­  ª« áá¨ä¨ª æ¨ï â¥ç¥­¨© ¯® ¢¥«¨ç¨­¥ ¢ �­¥©è¥£®à¥�¨¬­®-£¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯ à ¬¥âà  | ç¨á«  �¥©­®«ì¤á  Re: â¥ç¥-­¨ï ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  [178℄, â¥ç¥­¨ï ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å�¥©­®«ì¤á  (¯®£à ­¨ç­ë¥ á«®¨ [184℄), â¥ç¥­¨ï ¯à¨ § ªà¨â¨ç¥áª¨å ç¨á-« å �¥©­®«ì¤á  (âãà¡ã«¥­â­ë¥ â¥ç¥­¨ï [179℄). �«¥¤ã¥â § ¬¥â¨âì, çâ®â ª ï ª« áá¨ä¨ª æ¨ï* ¨¬¥¥â ¢ �­ë© ¬¥â®¤¨ç¥áª¨© á¬ëá«, ¯®áª®«ì-ªã ®¯à¥¤¥«ï¥â ¬ «ë© ¯ à ¬¥âà, Re ¨«¨ Re−1, ¨ ãª §ë¢ ¥â ­ ¤¥�­ë©¬¥â®¤ à¥è¥­¨ï ­¥«¨­¥©­ëå £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å § ¤ ç|¬¥â®¤ à §«®-�¥­¨ï ¯® ¬ «®¬ã ¯ à ¬¥âàã. �¥ ®âà¨æ ï ¯«®¤®â¢®à­®áâì â ª®© ª« á-á¨ä¨ª æ¨¨ â¥ç¥­¨©, ¢ ¤ ­­®© ª­¨£¥ ¡ã¤¥¬ ¨áå®¤¨âì ­¥ ¨§ ¬ â¥¬ â¨-ç¥áª¨å ¨ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ëå ã¤®¡áâ¢ ¨áá«¥¤®¢ â¥«ï £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å§ ¤ ç,   ¨§ ¯à ªâ¨ç¥áª¨å ¯®âà¥¡­®áâ¥© â¥å­®«®£ , à ááç¨âë¢ îé¥-£® ª®­ªà¥â­ë©  ¯¯ à â á ¯®çâ¨ ¯à¥¤®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ ¥£® ª®­áâàãªæ¨¥©â¨¯®¬ â¥ç¥­¨ï à¥ £¨àãîé¥© áà¥¤ë. � íâ®© á¢ï§¨ ¬ â¥à¨ « ¯® £¨¤-à®¤¨­ ¬¨ª¥ à §¡¨â ­  ¤¢¥ £« ¢ë. � ¯¥à¢®© ¨§ ­¨å à áá¬ âà¨¢ îâáïâ¥ç¥­¨ï, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥¬ ¯à®âï�¥­­ëå â¥ªãç¨å áà¥¤á® áâ¥­ª ¬¨  ¯¯ à â  ¨«¨ ¬¥�¤ã á®¡®©: â¥ç¥­¨ï ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å,ª ­ « å, áâàãïå ¨ ¯®£à ­¨ç­ëå á«®ïå ¢¡«¨§¨ â¢¥à¤®© ¯®¢¥àå­®áâ¨.�® ¢â®à®© £« ¢¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ç áâ¨æ à §«¨ç­®© ¯à¨à®¤ë (â¢¥à¤ëå, �¨¤ª¨å, £ §®®¡à §­ëå) á ®¡â¥-ª îé¥© íâ¨ ç áâ¨æë ¤¨á¯¥àá¨®­­®© áà¥¤®©.* �áâà¥ç îâáï â ª�¥ ¤àã£¨¥ á¯®á®¡ë ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ â¥ç¥­¨©, ­ ¯à¨¬¥à, ¯®á¯¥æ¨ä¨ª¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨, ®£à ­¨ç¨¢ îé¥© ®¡« áâì â¥ç¥­¨ï: â¥ç¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨ á®á¢®¡®¤­ë¬¨ £à ­¨æ ¬¨ [152℄, â¥ç¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨ á ¯®¢¥àå­®áâìî à §¤¥«  [46, 180℄,â¥ç¥­¨¥ ¢¤®«ì ¯à®­¨æ ¥¬®© £à ­¨æë [77℄. � ª ï ª« áá¨ä¨ª æ¨ï â ª�¥ ¯®§¢®«ï¥â®¯¨á âì á¢®©áâ¢  à §«¨ç­ëå â¥ç¥­¨© ¨ ãª § âì ¬¥â®¤ë ¨å ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï.9



10 �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å ¨ áâàãïå1.1. �à ¢­¥­¨ï ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï£¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨Ǒà¨¢¥¤¥¬ ãà ¢­¥­¨ï ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï¯à¨ à¥è¥­¨¨ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å § ¤ ç. �¥â «ì­ë© ¢ë¢®¤ ¨ ãáâ ­®¢-«¥­¨¥ ®¡« áâ¨ ¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨ íâ¨å ãà ¢­¥­¨© ¨ £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨©,à §«¨ç­ë¥ ä¨§¨ç¥áª¨¥ ¯®áâ ­®¢ª¨ ¨ à¥è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å § -¤ ç,   â ª�¥ ¯à¨ª« ¤­ë¥ ¢®¯à®áë ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï à¥§ã«ìâ â®¢ á®¤¥à-� âáï, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ ª­¨£ å [36, 91, 98, 103, 165, 184℄. �ã¤¥¬ áç¨â âì,çâ® ¯«®â­®áâì ρ ¨ ¤¨­ ¬¨ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì �¨¤ª®áâ¨ µ ¯®áâ®ï­­ë.�à ¢­¥­¨ï ¤¢¨�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨. � ¬ª­ãâ ï á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥-­¨© ¤¢¨�¥­¨ï ¢ï§ª®© ­¥á�¨¬ ¥¬®© ­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨ á®áâ®¨â¨§ ãà ¢­¥­¨ï ­¥à §àë¢­®áâ¨
∂VX

∂X
+ ∂VY

∂Y
+ ∂VZ

∂Z
= 0 (1.1.1)¨ âà¥å ãà ¢­¥­¨© � ¢ì¥| �â®ªá 

∂VX

∂t
+ VX

∂VX

∂X
+ VY

∂VX

∂Y
+ VZ

∂VX

∂Z
== − 1

ρ

∂P

∂X
+ ν

(
∂2VX

∂X2 + ∂2VX

∂Y 2 + ∂2VX

∂Z2 )+ gX ,

∂VY

∂t
+ VX

∂VY

∂X
+ VY

∂VY

∂Y
+ VZ

∂VY

∂Z
== − 1

ρ

∂P

∂Y
+ ν

(
∂2VY

∂X2 + ∂2VY

∂Y 2 + ∂2VY

∂Z2 )+ gY ,

∂VZ

∂t
+ VX

∂VZ

∂X
+ VY

∂VZ

∂Y
+ VZ

∂VZ

∂Z
== − 1

ρ

∂P

∂Z
+ ν

(
∂2VZ

∂X2 + ∂2VZ

∂Y 2 + ∂2VZ

∂Z2 )+ gZ ,

(1.1.2)
�à ¢­¥­¨ï (1.1.1), (1.1.2) § ¯¨á ­ë ¢ ¯àï¬®ã£®«ì­®© ¤¥ª àâ®¢®© á¨-áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â; X , Y , Z | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª®®à¤¨­ âë à áá¬ â-à¨¢ ¥¬®© â®çª¨ ä¨§¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢ ; t| ¢à¥¬ï; gX , gY , gZ |ª®¬¯®­¥­âë ¢¥ªâ®à  ¯«®â­®áâ¨ ¬ áá®¢®© á¨«ë (­ ¯à¨¬¥à, á¨«ë âï-�¥áâ¨); ν = µ/ρ|ª¨­¥¬ â¨ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì �¨¤ª®áâ¨. �áª®¬ë¬¨ ¢¥-«¨ç¨­ ¬¨ ï¢«ïîâáï âà¨ ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ VX , VY , VZ¨ ¤ ¢«¥­¨¥ P .�¢®¤ï ¢¥ªâ®à áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ~V = ~iXVX +~iY VY +~iZVZ , £¤¥
~iX , ~iY , ~iZ | ¥¤¨­¨ç­ë¥ ­ ¯à ¢«ïîé¨¥ ¢¥ªâ®àë ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬ëª®®à¤¨­ â, ¨ ¨á¯®«ì§ãï á¨¬¢®«¨ç¥áª¨¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ®¯¥à â®àë

∇ =~iX ∂

∂X
+~iY ∂

∂Y
+~iZ ∂

∂Z
, � = ∂2

∂X2 + ∂2
∂Y 2 + ∂2

∂Z2 ,



1.1. �à ¢­¥­¨ï ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨ 11¬®�­® § ¯¨á âì á¨áâ¥¬ã ãà ¢­¥­¨© (1.1.1), (1.1.2) ¢ ª®¬¯ ªâ­®¬¢¥ªâ®à­®¬ ¢¨¤¥:
∇ · ~V = 0, (1.1.3)
∂~V

∂t
+ (~V · ∇

)
~V = − 1

ρ
∇P + ν�~V + ~g. (1.1.4)�à ¢­¥­¨ï ­¥à §àë¢­®áâ¨ ¨ � ¢ì¥|�â®ªá  ¢ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®© ¨áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ å ª®®à¤¨­ â ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ ¯à¨«®�¥­¨¨ 5.� ç «ì­ë¥ ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï. �«ï â®£® çâ®¡ë à¥è¥­¨¥á¨áâ¥¬ë (1.1.1), (1.1.2) ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï«® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï áª®à®-áâ¥© ¨ ¤ ¢«¥­¨ï, ­¥®¡å®¤¨¬® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ­ ç «ì­ë¥ ¨ £à ­¨ç­ë¥ãá«®¢¨ï.� ­¥áâ æ¨®­ à­ëå § ¤ ç å, ª®£¤  ¢ ãà ¢­¥­¨ïå ¤¢¨�¥­¨ï á®åà -­ïîâáï ç«¥­ë á ç áâ­ë¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ ¯® ¢à¥¬¥­¨, ¢® ¢á¥© ®¡« áâ¨â¥ç¥­¨ï ¤®«�­ë ¡ëâì § ¤ ­ë ­ ç «ì­ë¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®¬¯®­¥­âáª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨, ¯à¨ç¥¬ ¯®á«¥¤­¨¥ ¢ ­ ç «ì­ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨¤®«�­ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì ãà ¢­¥­¨î ­¥à §àë¢­®áâ¨ (1.1.1). � ç «ì­®-£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤ ¢«¥­¨ï § ¤ ¢ âì ­¥ á«¥¤ã¥â, â ª ª ª ãà ¢­¥­¨ï ­¥á®¤¥à� â ¯à®¨§¢®¤­®© ¤ ¢«¥­¨ï ¯® ¢à¥¬¥­¨*.�¡« áâì, ¢ ª®â®à®© ­ å®¤¨âáï ¤¢¨�ãé ïáï à¥ £¨àãîé ï á¬¥áì,ª ª ¯à ¢¨«®, § ­¨¬ ¥â ­¥ ¢á¥ ¯à®áâà ­áâ¢®,   «¨èì ¥£® ç áâì, ®£à ­¨-ç¥­­ãî ­¥ª®â®àë¬¨ ¯®¢¥àå­®áâï¬¨. � § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ¯à¨­ ¤«¥-�¨â ¨«¨ ­¥ ¯à¨­ ¤«¥�¨â ®¡« áâ¨ â¥ç¥­¨ï ¡¥áª®­¥ç­® ã¤ «¥­­ ï â®ç-ª , § ¤ ç  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨áª®¬ëå äã­ªæ¨© ­ §ë¢ ¥âáï á®®â¢¥âáâ¢¥­­®¢­¥è­¥© ¨«¨ ¢­ãâà¥­­¥© § ¤ ç¥© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨.�  ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¢¥à¤®£® â¥«  S, ¤¢¨�ãé¥£®áï ¢ ¯®â®ª¥ ¢ï§ª®©�¨¤ª®áâ¨, ¢ëáâ ¢«ï¥âáï ãá«®¢¨¥ ¯à¨«¨¯ ­¨ï. �â® ãá«®¢¨¥ à ¢¥­áâ¢ ¢¥ªâ®à  áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¥«  ~V |S ¢¥ªâ®àã áª®à®áâ¨â¢¥à¤®£® â¥«  ~V0. �á«¨ â¢¥à¤®¥ â¥«® ¯®ª®¨âáï, â® ~V |S =0. � ¯à®¥ªæ¨ïå­  ­®à¬ «ì ~n ¨ ª á â¥«ì­ãî ~τ ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ S íâ® ¤ ¥â:

Vn

∣∣
S
= 0, Vτ

∣∣
S
= 0. (1.1.5)�®«¥¥ á«®�­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¢ëáâ ¢«ïîâáï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨à §¤¥«  ¤¢ãå �¨¤ª®áâ¥© (á¬. ¤ «¥¥, ­ ¯à¨¬¥à, à §¤. 2.2 ¨ 6.1).�«ï à¥è¥­¨ï ¢­¥è­¥© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®© § ¤ ç¨ á«¥¤ã¥â â ª�¥§ ¤ âì ãá«®¢¨¥ ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ (â.¥. ¢¤ «¨ ®â ®¡â¥ª ¥¬®£® â¥« , ª ¯-«¨ ¨«¨ ¯ã§ëàï). �«ï ®£à ­¨ç¥­­®£® â¥« , ¯®¬¥é¥­­®£® ¢ ®¤­®à®¤­ë©* � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ § ¤ âì ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ­ ç «ì­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¤ ¢-«¥­¨ï, â® ¬®�¥â ®ª § âìáï, çâ® ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ ¤¢¨�¥­¨ï à á¯à¥¤¥-«¥­¨ï ª®¬¯®­¥­â áª®à®áâ¨ ¯à¨ t > 0 ­¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢­¥­¨î ­¥à §àë¢­®áâ¨[160℄. �«ï áâ æ¨®­ à­ëå § ¤ ç â ª¨å ¯à®¡«¥¬ ­¥ ¢®§­¨ª ¥â.



12 �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å ¨ áâàãïå¯®áâã¯ â¥«ì­ë© ¯®â®ª, ¤¢¨�ãé¨©áï á® áª®à®áâìî ~Ui, £à ­¨ç­®¥ ãá«®-¢¨¥ ¢¤ «¨ ®â â¥«  ¨¬¥¥â ¢¨¤
~V → ~Ui ¯à¨ R → ∞, (1.1.6)£¤¥ R = √

X2 + Y 2 + Z2.� áá¬®âà¨¬ ¡®«¥¥ á«®�­ë¥ á¨âã æ¨¨, å à ªâ¥à­ë¥ ¤«ï £à ¤¨¥­â-­ëå â¥ç¥­¨© á ­¥®¤­®à®¤­®© áâàãªâãà®© â¥ç¥­¨ï.�¤¢¨£®¢ë¥ â¥ç¥­¨ï. Ǒà®¨§¢®«ì­®¥ áâ æ¨®­ à­®¥ ¯®«¥ áª®à®-áâ¥© ~V (~R) ¢ ­¥á�¨¬ ¥¬®© áà¥¤¥ ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ ~R =~0, ¯à¨­ïâ®©§  ­ ç «® ®âáç¥â , ¯à¨¡«¨�¥­­® ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­® ¢ ¢¨¤¥ ¤¢ãåç«¥­®¢ à §«®�¥­¨ï ¢ àï¤ �¥©«®à :
Vk(~R) = Vk(~0) +GkmXm,

Gkm ≡ (∂Vk/∂Xm)~R=~0, G11 +G22 +G33 = 0. (1.1.7)�¤¥áì Vk ¨ Gkm | ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¨ â¥­§®à  á¤¢¨£ ¢ ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â X1, X2, X3. Ǒ® ¯®¢â®àïîé¥¬ãáï ¨­-¤¥ªáã m ¢¥¤¥âáï áã¬¬¨à®¢ ­¨¥; à ¢¥­áâ¢® ­ã«î áã¬¬ë ¤¨ £®­ «ì­ëåí«¥¬¥­â®¢ Gmm á«¥¤ã¥â ¨§ ãá«®¢¨ï ­¥á�¨¬ ¥¬®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨.�«ï ç áâ¨æ, à §¬¥àë ª®â®àëå ¬­®£® ¬¥­ìè¥ å à ªâ¥à­®£® ¯à®-áâà ­áâ¢¥­­®£® ¬ áèâ ¡  ­¥®¤­®à®¤­®áâ¨ ¯®«ï â¥ç¥­¨ï, à á¯à¥¤¥-«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© (1.1.7) ¢ § ¤ ç å ® ¢ï§ª®¬ ®¡â¥ª ­¨¨ ç áâ¨æë ¬®-�¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© ¢¤ «¨ ®â ç áâ¨æë.� áâ­ë© á«ãç © Gkm = 0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®¤­®à®¤­®¬ã ¯®áâã¯ â¥«ì­®-¬ã ¯®â®ªã. Ǒà¨ Vk(~0) = 0 ¢ëà �¥­¨¥ (1.1.7) ®¯¨áë¢ ¥â ¯®«¥ áª®à®áâ¥©¢ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ «¨­¥©­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥.�î¡®© â¥­§®à ‖Gkm‖ ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ëá¨¬¬¥âà¨ç­®£® ¨  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®£® â¥­§®à®¢
‖Gkm‖ = ‖Ekm‖+ ‖
km‖,

Ekm = Emk = 12 (Gkm +Gmk), 
km = −
mk = 12 (Gkm −Gmk).(1.1.8)� á¢®î ®ç¥à¥¤ì á¨¬¬¥âà¨ç­ë© â¥­§®à ‖Ekm‖ ¯ãâ¥¬ ¯®¢®à®â  á¨-áâ¥¬ë ª®®à¤¨­ â ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¨¢¥¤¥­ ª ¤¨ £®­ «ì­®¬ã ¢¨¤ã á í«¥-¬¥­â ¬¨ E1, E2, E3, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ª®à­ï¬¨ ªã¡¨ç¥áª®£® ãà ¢­¥-­¨ï ¤«ï λ: det ‖Ekm − λδkm‖ = 0, £¤¥ δkm |á¨¬¢®« �à®­¥ª¥à . �¨ -£®­ «ì­ë¥ í«¥¬¥­âë E1, E2, E3 ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ª £« ¢­ë¬ ®áï¬ â¥­§®-à  ‖Ekm‖ ®¯à¥¤¥«ïîâ ¨­â¥­á¨¢­®áâì à áâï£¨¢ îé¥£® (á�¨¬ îé¥£®)¤¢¨�¥­¨ï ¢¤®«ì ®á¥© ª®®à¤¨­ â. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ãá«®¢¨¥¬ ­¥á�¨-¬ ¥¬®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ â®«ìª® ¤¢  í«¥¬¥­â  ¨§ âà¥å ¡ã¤ãâ ­¥§ ¢¨á¨¬ë:
E1 +E2 +E3 = 0.� §¡¨¥­¨¥ â¥­§®à  ‖Gkm‖ ­  á¨¬¬¥âà¨ç­ãî ¨  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­ãîç áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î ¯®«ï áª®à®áâ¥© «¨­¥©­®£® á¤¢¨-£®¢®£® â¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¢¨¤¥ áã¯¥à¯®§¨æ¨¨ «¨­¥©­®£® ¤¥ä®à¬ æ¨-®­­®£® â¥ç¥­¨ï á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ à áâï�¥­¨ï ¯® £« ¢­ë¬ ®áï¬ E1,
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E2, E3 ¨ ¢à é¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ª ª â¢¥à¤®£® â¥«  á ã£«®¢®© áª®à®áâìî
~ω = (
32,
13,
21).� á«ãç ¥ ®¤­®à®¤­®£® ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® â¥ç¥­¨ï áª®à®áâì ­¥¢®§¬ã-é¥­­®£® ¯®â®ª  ­¥ § ¢¨á¨â ®â ª®®à¤¨­ â, â ª çâ® ¢á¥ Gkm = 0. Ǒà¨íâ®¬ ¨¬¥¥¬ ¯à®áâ¥©è¨© á«ãç © ®¡â¥ª ­¨ï â¥«  á £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ (1.1.6).� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ­ ¨¡®«¥¥ ç áâ® ¢áâà¥ç îé¨¥áï â¨¯ë «¨­¥©­ëå á¤¢¨£®¢ëåâ¥ç¥­¨©.1◦. Ǒà®áâ®© á¤¢¨£ (â¥ç¥­¨¥ �ãíââ ):

VX = GY, VY = 0, VZ = 0,
‖Gkm‖ = ∥∥∥∥∥ 0 G 00 0 00 0 0∥∥∥∥∥ , ‖Ekm‖ = ∥∥∥∥∥ 0 12 G 012 G 0 00 0 0∥∥∥∥∥ , ‖
km‖ = ∥∥∥∥∥ 0 12 G 0

− 12 G 0 00 0 0∥∥∥∥∥ .�¥«¨ç¨­  G ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ­ §ë¢ ¥âáï £à ¤¨¥­â®¬ áª®à®áâ¨ â¥ç¥­¨ï ¨«¨áª®à®áâìî ¤¥ä®à¬ æ¨¨. �¥ç¥­¨¥ �ãíââ  ¬®�¥â ¡ëâì à¥ «¨§®¢ ­® ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï¤¢¨�ãé¨¬¨áï ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨ ¨«¨ ¢ § §®à¥ ¬¥�¤ã ª® ªá¨ «ì­ë¬¨æ¨«¨­¤à ¬¨, ¢à é îé¨¬¨áï á à §­ë¬¨ áª®à®áâï¬¨.2◦. Ǒ«®áª®¥ ¡¥§¢¨åà¥¢®¥ ¤¢¨�¥­¨¥:
VX = 12 GY, VY = 12 GX, VZ = 0,

‖Gkm‖ = ∥∥∥∥∥ 0 12 G 0
− 12 G 0 00 0 0∥∥∥∥∥ , ‖Ekm‖ = ∥∥∥∥∥ 0 12 G 012 G 0 00 0 0∥∥∥∥∥ , ‖
km‖ = ∥∥∥∥∥ 0 0 00 0 00 0 0∥∥∥∥∥ .�â® â¥ç¥­¨¥ ¨¬¥¥â â ªãî �¥ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­ãî á®áâ ¢«ïîéãî ¤¢¨�¥­¨ï, ª ª ¨¯à®áâ®© á¤¢¨£, ­® ­¥ ¨¬¥¥â ¢à é â¥«ì­®© á®áâ ¢«ïîé¥©.3◦. Ǒ«®áª¨© ¤¥ä®à¬ æ¨®­­ë© á¤¢¨£:

VX = 12 GX, VY = − 12 GY, VZ = 0,
‖Gkm‖ = ∥∥∥∥∥ 12 G 0 00 − 12 G 00 0 0∥∥∥∥∥ , ‖Ekm‖ = ∥∥∥∥∥ 0 12 G 012 G 0 00 0 0∥∥∥∥∥ , ‖
km‖ = ∥∥∥∥∥ 0 0 00 0 00 0 0∥∥∥∥∥ .�â® â¥ç¥­¨¥ ¬®�­® à¥ «¨§®¢ âì ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¯à¨¡®à  �¥©«®à , á®áâ®ïé¥£® ¨§ç¥âëà¥å ¢à é îé¨åáï æ¨«¨­¤à®¢ [308, 309℄. �«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® â¥ç¥­¨¥ 2◦®â«¨ç ¥âáï ®â â¥ç¥­¨ï 3◦ â®«ìª® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¤àã£®© á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨­ â(¯®¢®à®â®¬ ¢®ªàã£ ®á¨ Z ¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨ ­  45◦).4◦. Ǒ«®áª®¥ â¢¥à¤®â¥«ì­®¥ ¢à é¥­¨¥:

VX = GY, VY = −GX, VZ = 0,
‖Gkm‖ = ∥∥∥∥∥ 0 G 0

−G 0 00 0 0∥∥∥∥∥ , ‖Ekm‖ = ∥∥∥∥∥ 0 0 00 0 00 0 0∥∥∥∥∥ , ‖
km‖ = ∥∥∥∥∥ 0 G 0
−G 0 00 0 0∥∥∥∥∥ .�¥ç¥­¨¥ å à ªâ¥à¨§ã¥â ¢à é¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨ ¢®ªàã£ ®á¨ Z á ã£«®¢®© áª®à®áâìî G.5◦. �á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ë© á¤¢¨£ (®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®¥ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®¥ â¥ç¥­¨¥):

VX = − 12 GX, VY = − 12 GY, VZ = GZ,
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‖Gkm‖=∥∥∥∥∥− 12 G 0 00 − 12 G 00 0 G

∥∥∥∥∥ , ‖Ekm‖=∥∥∥∥∥− 12 G 0 00 − 12 G 00 0 G

∥∥∥∥∥ , ‖
km‖=∥∥∥∥∥ 0 0 00 0 00 0 0∥∥∥∥∥ .�â® â¥ç¥­¨¥ ¬®�¥â ¡ëâì à¥ «¨§®¢ ­® ¯à¨ ¢ëâï�ª¥ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®© ¤¥ä®à¬¨àã¥-¬®© ­¨â¨ ¨«¨ ­  ¯à¨¡®à¥,  ­ «®£¨ç­®¬ ¯à¨¡®àã �¥©«®à  [309℄ á ¤¢ã¬ï â®à®¨¤ «ì-­ë¬¨ ¢ « ¬¨, ¢à é îé¨¬¨áï ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®�­ëå ­ ¯à ¢«¥­¨ïå.6◦. �ªáâ¥­§¨®¬¥âà¨ç¥áª®¥ â¥ç¥­¨¥:
VX = G1X, VY = G2Y, VZ = G3Z, G1 +G2 +G3 = 0;

‖Gkm‖ = ∥∥∥∥∥G1 0 00 G2 00 0 G3 ∥∥∥∥∥ , ‖Ekm‖ = ∥∥∥∥∥G1 0 00 G2 00 0 G3 ∥∥∥∥∥ , ‖
km‖ = ∥∥∥∥∥ 0 0 00 0 00 0 0∥∥∥∥∥ .�â® â¥ç¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥­¨¥¬ â¥ç¥­¨ï 5◦ ­  ­¥®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ë© á«ãç ©.7◦. �àâ®£®­ «ì­®¥ à¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ â¥ç¥­¨¥:
VX = GY −HZ, VY = 0, VZ = HX,

‖Gkm‖ = ∥∥∥∥∥ 0 G −H0 0 0
H 0 0 ∥∥∥∥∥ , ‖Ekm‖ = ∥∥∥∥∥ 0 12 G 012 G 0 00 0 0∥∥∥∥∥ , ‖
km‖ = ∥∥∥∥∥ 0 12 G −H

− 12 G 0 0
H 0 0 ∥∥∥∥∥ .�¥ç¥­¨¥ å à ªâ¥à¨§ã¥â á¤¢¨£ ¢¤®«ì ®á¨ X, ®á«®�­¥­­ë© ¢à é¥­¨¥¬ ¢®ªàã£ ®á¥©

Y ¨ Z.Ǒà¨ ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¨ ®¡â¥ª ­¨ï £à ¤¨¥­â­ë¬ ­¥¢®§¬ãé¥­­ë¬ ¯®-â®ª®¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨© ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ (¢¤ «¨ ®â â¥« )á«¥¤ã¥â ¡à âì ãá«®¢¨ï áâà¥¬«¥­¨ï ª®¬¯®­¥­â áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¯à¨
R→∞ ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ª®¬¯®­¥­â ¬ à áá¬®âà¥­­ëå £à ¤¨¥­â­ëåâ¥ç¥­¨©.�ã­ªæ¨ï â®ª . �®«ìè¨­áâ¢® § ¤ ç, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¢ ¯¥à¢ëå¤¢ãå £« ¢ å, ®¡« ¤ îâ â¥¬¨ ¨«¨ ¨­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ á¨¬¬¥âà¨¨. � íâ¨åá«ãç ïå ¢¬¥áâ® ª®¬¯®­¥­â áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ç áâ® ã¤®¡­® ¢¢¥áâ¨äã­ªæ¨î â®ª  	. Ǒà¨ íâ®¬ ãà ¢­¥­¨¥ ­¥à §àë¢­®áâ¨ (1.1.3), ­ ®á­®¢¥ ª®â®à®£® ®­  ¢¢®¤¨âáï, ¡ã¤¥â ã¤®¢«¥â¢®àïâìáï  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨.�ã­ªæ¨ï â®ª  ®¡ëç­® ¢¢®¤¨âáï ¢ á«¥¤ãîé¨å âà¥å á«ãç ïå.1. � ¯«®áª¨å § ¤ ç å ¢á¥ ¢¥«¨ç¨­ë ­¥ § ¢¨áïâ ®â ª®®à¤¨­ âë Z,¨ ãà ¢­¥­¨¥ ­¥à §àë¢­®áâ¨ (1.1.3) ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤

∂VX

∂X
+ ∂VY

∂Y
= 0. (1.1.9)�ã­ªæ¨ï â®ª  	(X,Y ) ¢¢®¤¨âáï á ¯®¬®éìî á®®â­®è¥­¨©

VX = ∂	
∂Y

, VY = − ∂	
∂X

. (1.1.10)Ǒà¨ íâ®¬ ãà ¢­¥­¨¥ ­¥à §àë¢­®áâ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥âáï â®�¤¥áâ¢¥­­®.



1.1. �à ¢­¥­¨ï ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨ 152. � ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ëå § ¤ ç å ¢ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à-¤¨­ â R, θ, Z ¢á¥ ¢¥«¨ç¨­ë ­¥ § ¢¨áïâ ®â ®á¥¢®© ª®®à¤¨­ âë Z. �íâ®¬ á«ãç ¥ ãà ¢­¥­¨¥ ­¥à §àë¢­®áâ¨ (¯®á«¥ ã¬­®�¥­¨ï ®¡¥¨å ç -áâ¥© ­  R) § ¯¨áë¢ ¥âáï â ª:
∂

∂R
(
RVR

)+ ∂Vθ

∂θ
= 0. (1.1.11)�ã­ªæ¨ï â®ª  ¢¢®¤¨âáï á ¯®¬®éìî ä®à¬ã«

VR = 1
R

∂	
∂θ

, Vθ = − ∂	
∂R . (1.1.12)3. � ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ëå § ¤ ç å ¢ áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â

R, θ, ϕ ¢á¥ ¢¥«¨ç¨­ë ­¥ § ¢¨áïâ ®â ª®®à¤¨­ âë ϕ. � íâ®¬ á«ãç ¥ãà ¢­¥­¨¥ ­¥à §àë¢­®áâ¨ (¯®á«¥ ã¬­®�¥­¨ï ®¡¥¨å ç áâ¥© ­  R) ¨¬¥¥â¢¨¤ 1
R

∂

∂R

(
R2VR

)+ 1sin θ ∂

∂θ

(
Vθ sin θ) = 0. (1.1.13)�ã­ªæ¨ï â®ª  ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¢¢®¤¨âáï á®®â­®è¥­¨ï¬¨

VR = 1
R2 sin θ ∂	

∂θ
, Vθ = − 1

R sin θ ∂	
∂R

. (1.1.14)�® ¢á¥å ®¯¨á ­­ëå ¢ëè¥ âà¥å á«ãç ïå äã­ªæ¨ï â®ª  § ¢¨á¨ââ®«ìª® ®â ¤¢ãå ®àâ®£®­ «ì­ëå ª®®à¤¨­ â. �¨­¨¨ â®ª  ®¯à¥¤¥«ïîâáïà ¢¥­áâ¢®¬ 	 = 
onst. � �¤®© «¨­¨¨ â®ª  ®â¢¥ç ¥â ¯®áâ®ï­­®¥§­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨¨ â®ª . �¥ªâ®à áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ­ ¯à ¢«¥­ ¯®ª á â¥«ì­®© ª «¨­¨¨ â®ª . (�â¬¥â¨¬, çâ® á âà ¥ªâ®à¨ï¬¨ �¨¤ª¨åç áâ¨æ «¨­¨¨ â®ª  á®¢¯ ¤ îâ â®«ìª® ¢ áâ æ¨®­ à­®¬ á«ãç ¥.)� â ¡«. 1.1 ¯à¨¢¥¤¥­ë ãà ¢­¥­¨ï ¤«ï äã­ªæ¨¨ â®ª  ¢ à §«¨ç-­ëå á¨áâ¥¬ å ª®®à¤¨­ â, ¯®«ãç¥­­ë¥ ¨§ ãà ¢­¥­¨© � ¢ì¥ | �â®ªá (1.1.1), (1.1.2).�à ¢­¥­¨ï £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨ ¢ ¡¥§à §¬¥à­®¬ ¢¨¤¥. �«ï  ­ -«¨§  ãà ¢­¥­¨© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨ (1.1.3), (1.1.4) ã¤®¡­® ¢¢¥áâ¨ ¡¥§à §-¬¥à­ë¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¨ ¨áª®¬ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¯® ä®à¬ã« ¬
τ = Ut

a
, x = X

a
, y = Y

a
, z = Z

a
, ~v = ~V

U
, p = P

ρU2 ,£¤¥ a ¨ U | å à ªâ¥à­ë¥ ¬ áèâ ¡ë ¤«¨­ë ¨ áª®à®áâ¨. � à¥§ã«ìâ â¥¯®«ãç¨¬
∇ · ~v = 0, (1.1.15)

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v = −∇p+ 1Re �~v + 1Fr ~gg . (1.1.16)
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1.2. �¥ç¥­¨¥, ¢ë§¢ ­­®¥ ¢à é¥­¨¥¬ ¤¨áª  17Ǒà¨ § ¯¨á¨ ãà ¢­¥­¨ï (1.1.16) ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ®á­®¢­ë¥ ¡¥§à §¬¥à­ë¥à¥�¨¬­®-£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¯ à ¬¥âàë â¥ç¥­¨ï:Re = aU

ν
| ç¨á«® �¥©­®«ì¤á , Fr = gU2

a
| ç¨á«® �àã¤ .�¥¤«¥­­ë¬ (ý¯®«§ãé¨¬þ) â¥ç¥­¨ï¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¬ «ë¥ §­ ç¥-­¨ï ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á ,   ¡ëáâàë¬ â¥ç¥­¨ï¬ | ¡®«ìè¨¥. � «¨ç¨¥ ¢íâ¨å ¯à¥¤¥«ì­ëå á«ãç ïå ¬ «®£® ¨«¨ ¡®«ìè®£® ¡¥§à §¬¥à­®£® ¯ à -¬¥âà  ¯®§¢®«ï¥â íää¥ªâ¨¢­® ¨á¯®«ì§®¢ âì à §«¨ç­ë¥ ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨¬¥â®¤  ¢®§¬ãé¥­¨© [38℄.1.2. �¥ç¥­¨¥, ¢ë§¢ ­­®¥ ¢à é¥­¨¥¬ ¤¨áª � íâ®¬ à §¤¥«¥ ¡ã¤¥â ®¯¨á ­ ®¤¨­ ¨§ ­¥¬­®£¨å á«ãç ¥¢, ª®£¤ ­¥«¨­¥©­ ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç  ¤«ï ãà ¢­¥­¨© � ¢ì¥|�â®ªá  ¤®¯ãáª ¥ââ®ç­®¥  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥.� áá¬®âà¨¬ â¥ç¥­¨¥, ¢ë§ë¢ ¥¬®¥ ¢à é¥­¨¥¬ ¡¥áª®­¥ç­®£® ¯«®á-ª®£® ¤¨áª  á ¯®áâ®ï­­®© ã£«®¢®© áª®à®áâìî ω. �á«®¢¨¥ ¯à¨«¨¯ ­¨ï­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¨áª  ¯à¨¢®¤¨â ª ¢®§­¨ª­®¢¥­¨î ¤®áâ â®ç­® á«®�­®-£® âà¥å¬¥à­®£® ¤¢¨�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨, ¯®¤á áë¢ ¥¬®© ¨§ ®¡ê¥¬  ¢¤®«ì®á¨ ¢à é¥­¨ï ª ¤¨áªã ¨ ®â¡à áë¢ ¥¬®© ¢¡«¨§¨ ¥£® ¯«®áª®áâ¨ ­  ¯¥à¨-ä¥à¨î. � ª®¥ â¥ç¥­¨¥ ¤®áâ â®ç­® å®à®è® ¬®¤¥«¨àã¥â £¨¤à®¤¨­ ¬¨ªãè¨à®ª® ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¢ å¨¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®£¨¨ ¤¨áª®¢ëå ¬¥è «®ª,  â ª�¥ ¤¨áª®¢ëå í«¥ªâà®¤®¢, ¯à¨¬¥­ï¥¬ëå ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¤ âç¨ª®¢ ¢í«¥ªâà®å¨¬¨¨ [100℄.�á¯®«ì§ã¥¬ æ¨«¨­¤à¨ç¥áªãî á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨­ â R, ϕ, Z, £¤¥ ª®-®à¤¨­ â  Z ®âáç¨âë¢ ¥âáï ®â ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¨áª  ¢¤®«ì ®á¨ ¢à é¥­¨ï.�ç¨âë¢ ï á¨¬¬¥âà¨î § ¤ ç¨ (¨áª®¬ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ­¥ § ¢¨áïâ ®â ã£-«®¢®© ª®®à¤¨­ âë ϕ), § ¯¨è¥¬ ãà ¢­¥­¨ï ­¥à §àë¢­®áâ¨ ¨ � ¢ì¥|�â®ªá  ¢ ¢¨¤¥

∂VR
∂R + ∂VZ

∂Z
+ VR

R = 0,
VR

∂VR
∂R + VZ

∂VR
∂Z

−
V 2

ϕ

R = − 1
ρ

∂P

∂R + ν
(�VR − VR

R2 ),
VR

∂Vϕ

∂R + VZ

∂Vϕ

∂Z
+ VRVϕ

R = ν
(�Vϕ −

Vϕ

R2 ),
VR

∂VZ

∂R + VZ

∂VZ

∂Z
= − 1

ρ

∂P

∂Z
+ ν�VZ ,

(1.2.1)
£¤¥ �| ®¯¥à â®à � ¯« á  ¢ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â:� ≡ 1

R
∂

∂R
(
R ∂

∂R
)+ ∂2

∂Z2 . (1.2.2)



18 �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å ¨ áâàãïå�«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ § ¤ ç¨ ¤®¯®«­¨¬ãà ¢­¥­¨ï £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨ (1.2.1) £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ¯à¨«¨¯ ­¨ï�¨¤ª®áâ¨ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¨áª  ¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ­¥¢®§¬ãé¥­­®áâ¨ à ¤¨- «ì­®£® ¨ ã£«®¢®£® ¤¢¨�¥­¨© ¨ ¤ ¢«¥­¨ï ¢¤ «¨ ®â ¤¨áª :
VR = 0,
VR → 0, Vϕ = Rω,

Vϕ → 0, VZ = 0
P → Pi ¯à¨ Z = 0,¯à¨ Z → ∞.

(1.2.3)�«¥¤ãï � à¬ ­ã, à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (1.2.1) | (1.2.3) ¨é¥¬ ¢ ¢¨¤¥
VR = ωRu1(z), Vϕ = ωRu2(z), VZ = √

νω v(z),
P = Pi + ρνωp(z), £¤¥ z =√ω/ν Z.

(1.2.4)Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâ¨ ¢ëà �¥­¨ï ¢ (1.2.1) | (1.2.3), ¯®á«¥ ­¥ª®â®àëå ¯à¥-®¡à §®¢ ­¨© ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥© á¨áâ¥¬¥ ®¡ëª­®¢¥­­ëå ¤¨ää¥-à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© (èâà¨å¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¯à®¨§¢®¤­ë¬ ¯® z):
u′′1 = vu′1 + u21 − u22,
u′′2 = vu′2 + 2u1u2,
v′′ = vv′ + p′,

v′ = −2u1 (1.2.5)á £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨
u1 = 0,
u1 → 0, u2 = 1,

u2 → 0, v = 0
p→ 0 ¯à¨ z = 0,¯à¨ z → ∞.

(1.2.6)�â¬¥â¨¬, çâ® ®á¥¢®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¤ ¢«¥­¨ï ¬®�­® ­ ©â¨ ¨§âà¥âì¥£® ãà ¢­¥­¨ï (1.2.5) ¯®á«¥ à¥è¥­¨ï ¯¥à¢ëå ¤¢ãå ãà ¢­¥­¨©.� ¢«¥­¨¥ ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ ¯®¯¥à¥ç­ãî ª®¬¯®­¥­âã áª®à®áâ¨ ¯®ä®à¬ã«¥
p = v′(z)− 12 v2(z)− v′(∞) + 12 v(∞). (1.2.7)� à ¡®â å [184, 220℄ ¯à¨¢®¤ïâáï à¥§ã«ìâ âë ç¨á«¥­­®£® à¥è¥­¨ï§ ¤ ç¨ (1.2.5), (1.2.6). �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ u1, u2, v ®â z¯®ª § ­ë ­  à¨á. 1.1.Ǒ®«ãç¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ à §«®�¥­¨ï ¨áª®¬ëå äã­ªæ¨© ¢¡«¨§¨ ¨¢¤ «¨ ®â ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¨áª  [103℄:¯à¨ z → 0:

u1(z) ≃ 0,51 z − 0,5 z2, u2(z) ≃ 1− 0,616 z,
v(z) ≃ −0,51 z2 + 0,333 z3, p(z) ≃ 0,393− 1,02 z, (1.2.8)
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�¨á. 1.1. � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®¬¯®­¥­â áª®à®áâ¨ ¢¡«¨§¨ ¢à é îé¥£®áï ¤¨áª ¯à¨ z → ∞:
u1(z) ≃ 0,934 exp(−0,886 z), u2(z) ≃ 1,208 exp(−0,886 z),

v(z) ≃ −0,886, p(z) ≃ 0,393. (1.2.9)� ¯®¬®éìî ä®à¬ã« (1.2.9) ¬®�­® ®æ¥­¨âì ¢®§¬ãé¥­¨ï, ª®â®àë¥¤¨áª ¢­®á¨â ¢ �¨¤ª®áâì ¢¤ «¨ ®â ¢à é îé¥©áï ¯®¢¥àå­®áâ¨. �§ £à -­¨ç­ëå ãá«®¢¨© (1.2.3) á«¥¤ã¥â, çâ® ¤ ¢«¥­¨¥, à ¤¨ «ì­ ï ¨ ã£«®¢ ïª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ ­¥ ¢®§¬ãé îâáï ¯à¨ z → ∞. Ǒà¨ íâ®¬ ¡¥§à §-¬¥à­ ï ®á¥¢ ï ª®¬¯®­¥­â  áª®à®áâ¨ ¢¤ «¨ ®â ¤¨áª  ®â«¨ç­  ®â ­ã«ï:
v(∞) =−0,886. �â  ¢¥«¨ç¨­  ¯®ª §ë¢ ¥â, á ª ª®© áª®à®áâìî ¤¨áª ý§ -å¢ âë¢ ¥âþ ®ªàã� îéãî �¨¤ª®áâì. �§ à¨á. 1.1 ¢¨¤­®, çâ® ¤ ¢«¥­¨¥,à ¤¨ «ì­ ï ¨ ã£«®¢ ï ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ ¢®§¬ãé îâáï ¢à é î-é¨¬áï ¤¨áª®¬ «¨èì ¢¡«¨§¨ ®â ¥£® ¯®¢¥àå­®áâ¨, ¢ â ª ­ §ë¢ ¥¬®¬¤¨­ ¬¨ç¥áª®¬ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥. �®«é¨­  íâ®£® á«®ï ­¥ § ¢¨á¨â ®âà ¤¨ «ì­®© ª®®à¤¨­ âë* ¨ ¯à¨¡«¨§¨â¥«ì­® à ¢­  δ = 3√ν/ω.�á¥ ãª § ­­ë¥ § ª®­®¬¥à­®áâ¨ á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¤«ï ¤¨áª  ¡¥áª®­¥ç-­®£® à ¤¨ãá . �¤­ ª®, ¥á«¨ ¢§ïâì ªàã£®¢®© ¤¨áª ª®­¥ç­®£® à ¤¨ãá  a,«¨­¥©­ë¥ à §¬¥àë ª®â®à®£® áãé¥áâ¢¥­­® ¯à¥¢®áå®¤ïâ â®«é¨­ã ¯®£à -­¨ç­®£® á«®ï (a≫ 3√ν/ω ), â® íâ¨ § ª®­®¬¥à­®áâ¨ ¡ã¤ãâ ¢ë¯®«­ïâì-áï ¯à¨¡«¨�¥­­®. �ª § ­­®¥ ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ­¥áª®«ìª® ¢ �­ëå¯à ªâ¨ç¥áª¨å ®æ¥­®ª.* � à §¤. 3.2 ¡ã¤¥â ¯®ª § ­®, çâ® ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© ­  ¢à é -îé¥¬áï ¤¨áª¥ â ª�¥ ¨¬¥¥â ¯®áâ®ï­­ãî â®«é¨­ã. �â® ¯®§¢®«ï¥â áç¨â âì ¯®¢¥àå-­®áâì ¢à é îé¥£®áï ¤¨áª , ¨á¯®«ì§ã¥¬®£® ¢ í«¥ªâà®å¨¬¨ç¥áª¨å íªá¯¥à¨¬¥­â å ¢ª ç¥áâ¢¥ í«¥ªâà®¤ , à ¢­®¤®áâã¯­®© ¯®¢¥àå­®áâìî.



20 �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å ¨ áâàãïå�áå®¤ï ¨§ áª®à®áâ¨ § å¢ â  �¨¤ª®áâ¨ ¤¨áª®¬ VZ(∞)=−0,886√νω,¬®�­® ­ ©â¨ à áå®¤ ã¢«¥ª ¥¬®© ¨ ®â¡à áë¢ ¥¬®© ¤¨áª®¬ à ¤¨ãá  a�¨¤ª®áâ¨:
q = 0,886πa2√νω. (1.2.10)�á«¨ ãç¥áâì ¤¢ãáâ®à®­­¨© § å¢ â �¨¤ª®áâ¨ ¢à é îé¨¬áï ¤¨áª®¬, â®®¡é¨© à áå®¤ ®â¡à áë¢ ¥¬®© �¨¤ª®áâ¨ á«¥¤ã¥â ã¢¥«¨ç¨âì ¢ ¤¢  à § :

Q = 2q. �¤®¡­® § ¯¨á âì ®¡é¨© à áå®¤ ç¥à¥§ ç¨á«® �¥©­®«ì¤á :
Q = 1,77πa3ωRe−1/2, Re = a2ω/ν. (1.2.11)�­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ ¬®�­® ®æ¥­¨âì ¬®¬¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï�¨¤ª®áâ¨ ¢à é¥­¨î ¤¨áª , ª®â®àë© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨­â¥£à «®¬
m = −2πµ ∫ a0 R2( ∂Vϕ

∂Z

)

Z=0 dR.�ëç¨á«¥­¨¥ ¤ ¥â ¤«ï ¤¢ãáâ®à®­­¥£® ¬®¬¥­â  M = 2m á«¥¤ãîéãî®æ¥­ªã:
M = 0,616πρa4√νω3. (1.2.12)�«ï ¡¥§à §¬¥à­®£® ª®íää¨æ¨¥­â  ¬®¬¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¨¬¥¥¬

cM ≡ M12 ρa5ω2 = 3,87Re−1/2 . (1.2.13)�¥®à¥â¨ç¥áª ï ®æ¥­ª  (1.2.13) å®à®è® ¯®¤â¢¥à�¤ ¥âáï íªá¯¥à¨¬¥­-â «ì­® ¢¯«®âì ¤® ªà¨â¨ç¥áª®£® ç¨á«  �¥©­®«ì¤á  Re∗ ≈ 3 · 105, ª®-£¤  à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ â¥ç¥­¨¥ áâ ­®¢¨âáï ­¥ãáâ®©ç¨¢ë¬ ¨ ­ ç¨­ ¥âáï¯¥à¥å®¤ ª âãà¡ã«¥­â­®¬ã à¥�¨¬ã.�«ï âãà¡ã«¥­â­®£® à¥�¨¬  â¥ç¥­¨ï (¯à¨ Re> 3 · 105) ¯à¨¡«¨�¥­-­ë¥ à áç¥âë, ®á­®¢ ­­ë¥ ­  ¨­â¥£à «ì­®¬ ¬¥â®¤¥ ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï,¯à¨¢®¤ïâ ª á«¥¤ãîé¨¬ ®æ¥­ª ¬ ¤«ï ªàã£®¢®£® ¤¨áª  à ¤¨ãá  a [103℄:¤«ï ¤¢ãáâ®à®­­¥£® à áå®¤ :
Q = 0,438 a3ωRe−1/5, (1.2.14)¤«ï ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¢ãáâ®à®­­¥£® ¬®¬¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï:
cM = 0,146Re−1/5 . (1.2.15)�®«é¨­ã âãà¡ã«¥­â­®£® ¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ­  ¤¨á-ª¥ ¬®�­® ®æ¥­¨âì ¯® ä®à¬ã«¥ δ = 0,5 aRe−1/5.



1.3. �¨¤à®¤¨­ ¬¨ª  â®­ª¨å áâ¥ª îé¨å ¯«¥­®ª 211.3. �¨¤à®¤¨­ ¬¨ª  â®­ª¨å áâ¥ª îé¨å¯«¥­®ªǑà¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¥ § ¬¥ç ­¨ï. Ǒ«¥­®ç­ë© â¨¯ â¥ç¥­¨ï è¨à®-ª® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ å¨¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®£¨¨ (¢ ª®­â ªâ­ëå ãáâà®©áâ¢ å ¡á®à¡æ¨®­­ëå, å¥¬®á®à¡æ¨®­­ëå ¨ à¥ªâ¨ä¨ª æ¨®­­ëå ª®«®­­; ¢ ¢ë-¯ à­ëå, áãè¨«ì­ëå ¨ â¥¯«®®¡¬¥­­ëå  ¯¯ à â å; ¯«¥­®ç­ëå å¨¬¨ç¥-áª¨å à¥ ªâ®à å; íªáâà ªâ®à å ¨ ª®­¤¥­á â®à å [87, 153℄).�¡ëç­® ¢  ¯¯ à â, ¢ ª®â®à®¬ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ä¨§¨ª®-å¨¬¨ç¥áª ï®¡à ¡®âª  â¥ªãç¨å ¬ â¥à¨ «ì­ëå áà¥¤, ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¯®¤ îâáï ª ª�¨¤ª ï, â ª ¨ £ §®¢ ï ä §ë. Ǒ®íâ®¬ã, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¯à®¨áå®¤¨â ¤¨-­ ¬¨ç¥áª®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ä § ¢¯«®âì ¤® ­ áâã¯«¥­¨ï à¥�¨¬  ý§ -å«¥¡ë¢ ­¨ïþ ¯à¨ ¯à®â¨¢®â®ç­®¬ ¤¢¨�¥­¨¨ £ §  ¨ �¨¤ª®áâ¨. �¤­ ª®¯à¨ áà ¢­¨â¥«ì­® ¬ «ëå à áå®¤ å £ §  ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¬ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨-¥¬ ¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì ¨ áç¨â âì, çâ® �¨¤ª¨¥ ¯«¥­ª¨ áâ¥ª îâ â®«ìª®¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ á¨«ë âï�¥áâ¨.� § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¢¥«¨ç¨­ë ç¨á«  �¥©­®«ì¤á  Re = Q/ν, £¤¥ Q|¯«®â­®áâì ®à®è¥­¨ï (â.¥. ®¡ê¥¬­ë© à áå®¤ �¨¤ª®áâ¨ ­  ¥¤¨­¨æã è¨-à¨­ë ¯«¥­ª¨), â¥ç¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨ ¢ £à ¢¨â æ¨®­­®© ¯«¥­ª¥ ¬®�¥â ®áã-é¥áâ¢«ïâìáï ¢ « ¬¨­ à­®¬, ¢®«­®¢®¬ ¨ âãà¡ã«¥­â­®¬ à¥�¨¬ å. �§-¢¥áâ­® [5, 23, 180℄, çâ® « ¬¨­ à­ë© à¥�¨¬ â¥àï¥â ãáâ®©ç¨¢®áâì ¯à¨§­ ç¥­¨ïå ªà¨â¨ç¥áª®£® ç¨á«  �¥©­®«ì¤á  Re∗ = 2 ÷ 6. �¤­ ª® ¨§-¢¥áâ­® â ª�¥ [23℄, çâ® à¥ «ì­®¥ ¯®ï¢«¥­¨¥ ¢®«­ ­ ¡«î¤ ¥âáï «¨èì­ ç¨­ ï á â®çª¨, áãé¥áâ¢¥­­® á¬¥é¥­­®© ¢­¨§ ¯® ¯®â®ªã. �® ¢áïª®¬á«ãç ¥, ¤ �¥ ¤«ï ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á  6 6 Re 6 400, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å¢®«­®¢ë¬ à¥�¨¬ ¬ [5℄, §­ ç¨â¥«ì­ ï ç áâì ¤«¨­ë ¯«¥­ª¨ ¡ã¤¥â ¡¥§-¢®«­®¢®©. �á«¨ ãç¥áâì, çâ® íâ  ¤«¨­  áãé¥áâ¢¥­­® ¯à¥¢®áå®¤¨â ¤«¨-­ã ­ ç «ì­®£® ãç áâª , £¤¥ ¯à®¨áå®¤¨â ä®à¬¨à®¢ ­¨¥ áâ æ¨®­ à­®£®¯à®ä¨«ï áª®à®áâ¨ ¨ ãáâ ­®¢«¥­¨¥ â®«é¨­ë ¯«¥­ª¨, â® á«¥¤ã¥â ¯à¨-§­ âì, çâ® £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ § ª®­®¬¥à­®áâ¨ ãáâ ­®¢¨¢è¥£®áï « -¬¨­ à­®£® â¥ç¥­¨ï ¯«¥­ª¨ ¯à¨ à ¢­®¢¥á¨¨ ¢ï§ª¨å ¨ £à ¢¨â æ¨®­­ëåá¨« ï¢«ïîâáï ®¯à¥¤¥«ïîé¨¬¨ ¯à¨ à áç¥â¥ ¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ ¬ áá®®¡¬¥-­  ¢® ¬­®£¨å  ¯¯ à â å. � ª®¢ë, ­ ¯à¨¬¥à, è¨à®ª® à á¯à®áâà ­¥­-­ë¥ ¢ å¨¬¨ç¥áª®© ¨ ­¥äâ¥å¨¬¨ç¥áª®© ¯à®¬ëè«¥­­®áâ¨ ­ á ¤®ç­ë¥ ¡á®à¡æ¨®­­ë¥ ¨ à¥ªâ¨ä¨ª æ¨®­­ë¥ ª®«®­­ë, £¤¥ ¯«¥­ª¨ áâ¥ª îâ ¯®¯®¢¥àå­®áâ¨ ­ á ¤®ç­ëå â¥«, ¯à®âï�¥­­®áâì ª®â®àëå ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â­¥áª®«ìª¨å á ­â¨¬¥âà®¢ (ª®«ìæ  � è¨£ , ª®«ìæ  Ǒ ««ï, á¥¤«  �¥à«ï¨ ¤à. [180℄).Ǒ à ¤®ªá «ì­®, ­® ¤«ï ¯à ªâ¨ç¥áª®£® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï § ª®­®¬¥à-­®áâ¥© « ¬¨­ à­®£® â¥ç¥­¨ï ¯«¥­ª¨ áãé¥áâ¢ãîâ ®£à ­¨ç¥­¨ï ¯® à á-å®¤ ¬ (¨«¨ ç¨á« ¬ �¥©­®«ì¤á ) ­¥ á¢¥àåã,   á­¨§ã. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,áãé¥áâ¢ã¥â [45℄ ¯®à®£ ¯«®â­®áâ¨ ®à®è¥­¨ï Qmin, ­¨�¥ ª®â®à®£® í­¥à-£¥â¨ç¥áª¨ ¡®«¥¥ ¢ë£®¤­ë¬ áâ ­®¢¨âáï à §àë¢­®¥, ýàãç¥©ª®¢®¥þ, áâ¥-



22 �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å ¨ áâàãïåª ­¨¥ ¯«¥­ª¨. �â®â ¯à¥¤¥« ¡ë« â¥®à¥â¨ç¥áª¨ ®¯à¥¤¥«¥­ ¢ à ¡®â¥ [240℄
Qmin = 2,15( νσ3

ρg3 )1/5(1− 
os θ)3/5,£¤¥ σ | ª®íää¨æ¨¥­â ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨, θ |
�¨á. 1.2. � ®¯à¥¤¥«¥­¨î ªà ¥¢®£®ã£«  á¬ ç¨¢ ­¨ï
ªà ¥¢®© ã£®« á¬ ç¨¢ ­¨ï �¨¤ª®áâìî ¬ â¥à¨ «  áâ¥­ª¨ (à¨á. 1.2).�£®« θ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨§ äã­¤ ¬¥­â «ì­®£® á®®â­®è¥­¨ï �­£  [36℄

σgw = σ 
os θ + σfw,£¤¥ σgw ¨ σfw | ã¤¥«ì­ë¥ ¨§¡ë-â®ç­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ­ë¥ í­¥à£¨¨ £à -­¨æ à §¤¥«  £ §{áâ¥­ª  ¨ �¨¤ª®áâì{áâ¥­ª .Ǒà¨¬¥­ï¥¬ë© ­  ¯à ªâ¨ª¥ â¥å-­®«®£¨ç¥áª¨© ¯à¨¥¬ £¨¤à®ä¨«¨§ æ¨¨ áâ¥­ª¨ [23℄, á®áâ®ïé¨© ¢ ®¡à -¡®âª¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ á¯¨àâ®¬, ã¬¥­ìè ¥â ªà ¥¢®© ã£®« á¬ ç¨¢ ­¨ï ¨,á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ã¬¥­ìè ¥â ¯à¥¤¥« ¬¨­¨¬ «ì­®© ¯«®â­®áâ¨ ®à®è¥­¨ï.Ǒ«¥­ª  ­  ­ ª«®­­®© ¯«®áª®áâ¨. � áá¬®âà¨¬ â®­ª¨© á«®©
�¨á. 1.3.�â ¡¨«¨§¨à®¢ ­­ë© ãç -áâ®ª « ¬¨­ à­®£® ¡¥§¢®«­®¢®£®à¥�¨¬  áâ¥ª ­¨ï ¯«¥­ª¨ ¯® ­ -ª«®­­®© ¯«®áª®áâ¨

�¨¤ª®áâ¨, áâ¥ª îé¨© ¯® â¢¥à¤®© ¯«®áª®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯®¤ ¤¥©-áâ¢¨¥¬ á¨«ë âï�¥áâ¨ (à¨á. 1.3). Ǒãáâì
α|ã£®« ­ ª«®­  ¯«®áª®áâ¨ ª £®à¨§®­-âã. �¢¨�¥­¨¥ áç¨â ¥¬ ¤®áâ â®ç­® ¬¥¤-«¥­­ë¬, â ª çâ® á¨« ¬¨ ¨­¥àæ¨¨ (â.¥.ª®­¢¥ªâ¨¢­ë¬¨ ç«¥­ ¬¨) ¬®�­® ¯à¥-­¥¡à¥çì ¯® áà ¢­¥­¨î á ¢ï§ª¨¬ âà¥-­¨¥¬ ¨ á¨«®© âï�¥áâ¨. Ǒãáâì â®«é¨-­  ¯«¥­ª¨ h, ª®â®à ï ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï¯®áâ®ï­­®©, ¬­®£® ¬¥­ìè¥ ¥¥ ¤«¨­ë.� íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ ¯¥à¢®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨­®à¬ «ì­ ï ª®¬¯®­¥­â  áª®à®áâ¨ �¨¤-ª®áâ¨ ¡ã¤¥â ¬ «  ¯® áà ¢­¥­¨î á ¯à®-¤®«ì­®© á®áâ ¢«ïîé¥©,   ¯à®¨§¢®¤­ë-¬¨ ¢¤®«ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯«¥­ª¨ ¬®�­®¯à¥­¥¡à¥çì ¯® áà ¢­¥­¨î á ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ ¯® ­®à¬ «¨.�ª § ­­ë¥ ¤®¯ãé¥­¨ï ¯à¨¢®¤ïâ ª ®¤­®¬¥à­®¬ã ¯à®ä¨«î áª®à®-áâ¨ V = V (Y ) ¨ ¤ ¢«¥­¨î P = P (Y ), £¤¥ Y |ª®®à¤¨­ â , ®âáç¨âë¢ -¥¬ ï ¯® ­®à¬ «¨ ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯«¥­ª¨. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ãà ¢­¥­¨ï£¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨ â®­ª¨å ¯«¥­®ª ¨¬¥îâ ¢¨¤ ãá«®¢¨© à ¢­®¢¥á¨ï ¢ï§ª®©¨ £à ¢¨â æ¨®­­®© á¨«:

µ
d2V
dY 2 + ρg sinα = 0,
dP

dY
− ρg 
osα = 0. (1.3.1)



1.3. �¨¤à®¤¨­ ¬¨ª  â®­ª¨å áâ¥ª îé¨å ¯«¥­®ª 23�à ¢­¥­¨ï á«¥¤ã¥â ¤®¯®«­¨âì £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨
dV

dY
= 0, P = P0 ¯à¨ Y = 0,

V = 0 ¯à¨ Y = h,
(1.3.2)ª®â®àë¥ ¢ëà � îâ à ¢¥­áâ¢® ­ã«î ª á â¥«ì­®£® ­ ¯àï�¥­¨ï, à ¢¥­-áâ¢® ¤ ¢«¥­¨ï  â¬®áä¥à­®¬ã ¤ ¢«¥­¨î P0 ­  á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨¨ ãá«®¢¨¥ ¯à¨«¨¯ ­¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯«®áª®áâ¨.�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (1.3.1), (1.3.2) ¨¬¥¥â ¢¨¤

V = Umax(1− y2),
P = P0 + ρgh 
osαy, (1.3.3)£¤¥ y = Y/h | ¡¥§à §¬¥à­ ï ¯®¯¥à¥ç­ ï ª®®à¤¨­ â , Umax == 12 (g/ν)h2 sinα|¬ ªá¨¬ «ì­ ï áª®à®áâì â¥ç¥­¨ï (áª®à®áâì ­  á¢®-¡®¤­®© £à ­¨æ¥).Ǒ«®â­®áâì ®à®è¥­¨ï ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥

Q = h∫0 V (Y ) dY = gh3 sinα3ν = 23 Umaxh. (1.3.4)�à¥¤­¥à áå®¤­ ï áª®à®áâì 〈V 〉 á®áâ ¢«ï¥â 2/3 ®â ¬ ªá¨¬ «ì­®©:
〈V 〉 = 23 Umax.�¯à¥¤¥«¨¬ ç¨á«® �¥©­®«ì¤á  ¤«ï ¯«¥­®ç­®£® â¥ç¥­¨ï:Re = Q

ν
= gh3 sinα3ν2 .�âáî¤  ¬®�­® ¢ëà §¨âì â®«é¨­ã ¯«¥­ª¨ ç¥à¥§ ç¨á«® �¥©­®«ì¤á  ¨¯«®â­®áâì ®à®è¥­¨ï:

h = ( 3ν2
g sinα Re)1/3 = ( 3ν

g sinα Q)1/3
.Ǒ«¥­ª  ­  æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®© ¯®¢¥àå­®áâ¨. Ǒãáâì â®­ª¨© á«®©�¨¤ª®áâ¨ â®«é¨­®© h áâ¥ª ¥â ¯® ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢¥àâ¨ª «ì­®£® ªàã£®¢®-£® æ¨«¨­¤à  à ¤¨ãá  a. � æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â R, ϕ, Z¤«ï ¥¤¨­áâ¢¥­­®© ­¥­ã«¥¢®© ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¨¬¥¥¬ãà ¢­¥­¨¥

µ

(
d2VZ

dR2 + 1
R

∂VZ

∂R

)+ ρg = 0. (1.3.5)



24 �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å ¨ áâàãïå�à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ­  áâ¥­ª¥ ¨ á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ § ¯¨áë¢ îâáïâ ª:
VZ = 0 ¯à¨ R = a,

dVZ

dR = 0 ¯à¨ R = a+ h. (1.3.6)�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (1.3.5), (1.3.6) ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©
VZ(R) = ρg4µ {a2 −R2 + [(a+ h)2 − a2] ln(R/a)ln(1 + h/a) }. (1.3.7)�¢®©­ë¥ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ ¯«¥­ª¨. �¥ª®â®àë¥ ¯à®æ¥ááëå¨¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®£¨¨ ã¤®¡­® ¢¥áâ¨ ¢ ¤¢®©­ëå £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨åá«®ïå (­ ¯à¨¬¥à, ¯à®æ¥ááë �¨¤ª®ä §­®© íªáâà ªæ¨¨,   â ª�¥ à¥ ª-æ¨¨ ­¨âà¨à®¢ ­¨ï ¨ áã«ìä®­¨à®¢ ­¨ï �¨¤ª¨å ã£«¥¢®¤®à®¤®¢).�  à¨á. 1.4 ¯®ª § ­  áå¥¬  ¤¢ãåá«®©­®£® ¯«¥­®ç­®£® â¥ç¥­¨ï

�¨á. 1.4. �å¥¬  ¤¢ãå¯«¥­®ç­®£®â¥ç¥­¨ï

¨ ¢ë¡à ­­ ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â. �à ¥¢ ï § ¤ ç  ¤«ï X-ª®¬¯®­¥­âáª®à®áâ¥© á«®¥¢ Va(Y ) ¨ Vb(Y ) ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨
µa

d2Va

dY 2 − ρag sinα = 0,
µb

d2Vb

dY 2 − ρbg sinα = 0,¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨
Va = 0 ¯à¨ Y = 0,
Va = Vb ¯à¨ Y = ha,

µa

dVa

dY
= µb

dVb

dY
¯à¨ Y = ha,

dVb

dY
= 0 ¯à¨ Y = ha + hb.�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ® « ¬¨­ à­®¬ â¥ç¥­¨¨ ¤¢ãå ­¥á¬¥è¨¢ îé¨åáï�¨¤ª¨å ¯«¥­®ª ¤ ¥âáï ä®à¬ã« ¬¨ [304℄

Va = ρag sinα2µa

[2(ha +hb

ρb

ρa

)
Y −Y 2] ¯à¨ 0 6 Y 6 ha,

Vb = ρbg sinα2µb

[(
ρaµb

ρbµa

− 1)h2a +2hahb

(
µb

µa

− 1)+2(ha+hb)Y −Y 2]¯à¨ ha 6 Y 6 ha +hb.�«ï ¯«®â­®áâ¥© ®à®è¥­¨ï ¢ ª �¤®© ¨§ ¯«¥­®ª ¨¬¥¥¬
Qa = ρ2ah3ag sinα3µa

(1 + 32 ρbhb

ρaha

)
,

Qb = ρ2bh3bg sinα3µb

(1 + 3 haµb

hbµa

+ 3 h2aρaµb

h2bρbµa

)
.



1.4. �âàã©­ë¥ â¥ç¥­¨ï 25Ǒà¨ § ¤ ­­®¬ ®â­®è¥­¨¨ ¯«®â­®áâ¥© ®à®è¥­¨ï Qa/Qb ®â­®è¥­¨¥â®«é¨­ ¯«¥­®ª λ = ha/hb ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¥¬ã ªã¡¨ç¥áª®¬ããà ¢­¥­¨î:
λ3+ 32 [( µa

µb

Qa

Qb

)2/3(
ρb

ρa

)7/3
− ρb

ρa

Qa

Qb

]
λ2−3( ρb

ρa

)2
λ− µaρ

2
b

µbρ
2
a

Qa

Qb

=0.�¥§ã«ìâ âë £à ä¨ç¥áª®£® à¥è¥­¨ï íâ®£® ãà ¢­¥­¨ï ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢à ¡®â¥ [304℄.1.4. �âàã©­ë¥ â¥ç¥­¨ï�âàã©­ë¥ â¥ç¥­¨ï ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ®¡è¨à­ë© ¨ ¢¥áì¬  à á-¯à®áâà ­¥­­ë© ª« áá ¤¢¨�¥­¨© ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨. � íâ®¬ à §¤¥«¥®£à ­¨ç¨¬áï à áá¬®âà¥­¨¥¬ áâ æ¨®­ à­ëå áâàã©­ëå â¥ç¥­¨© ­¥á�¨-¬ ¥¬®© �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥, § ¯®«­¥­­®¬ �¨¤ª®áâìî á â¥¬¨ �¥ä¨§¨ç¥áª¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ (â ª ­ §ë¢ ¥¬ë¥ ý§ â®¯«¥­­ë¥þ áâàã¨). �ã-¤¥â à áá¬®âà¥­  § ¤ ç  ® áâàã¥-¨áâ®ç­¨ª¥ ¢ ¡¥§£à ­¨ç­®¬ ¯à®áâà ­-áâ¢¥ [36, 98℄ ¨ ¯à¨¢¥¤¥­  ¢ �­ ï ¤«ï ¯à ªâ¨ª¨ ¨­ä®à¬ æ¨ï ® áâàãª-âãà¥ á«¥¤  §  ¤¢¨�ãé¨¬¨áï â¥« ¬¨ [3, 46, 184℄.� â®¯«¥­­ ï áâàãï-¨áâ®ç­¨ª. � áá¬ âà¨¢ ¥âáï â¥ç¥­¨¥ ¢ ¡¥§-£à ­¨ç­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥, ¢ë§¢ ­­®¥ ¡ìîé¥© ¨§ ª®­æ  â®­ª®© âàã¡ª¨áâàã¥© �¨¤ª®áâ¨. �áâ®ç­¨ª áâàã¨ áç¨â ¥âáï â®ç¥ç­ë¬, ¯à ªâ¨ç¥áª¨�¥ à §¬¥à ¨ ä®à¬  á¥ç¥­¨ï ­ á ¤ª  áâ ­®¢ïâáï ­¥áãé¥áâ¢¥­­ë¬¨ ­ ­¥ª®â®à®¬ ã¤ «¥­¨¨ ®â ¥£® áà¥§ . �âàãï ®¡« ¤ ¥â ®á¥¢®© á¨¬¬¥âà¨¥©¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ â¥ç¥­¨ï. Ǒà¨ ®âáãâáâ¢¨¨ ý§ ªàãâª¨þ �¨¤ª®áâ¨ ¤¢¨�¥-­¨¥, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ¢ áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â (R, θ, ϕ), ­¥§ ¢¨á¨â ®â  §¨¬ãâ «ì­®© ã£«®¢®© ª®®à¤¨­ âë ϕ ¨, ªà®¬¥ â®£®, ¤®«�­®¢ë¯®«­ïâìáï ãá«®¢¨¥ Vϕ = 0.�®®â¢¥âáâ¢ãîé ï £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª ï § ¤ ç  ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢-­¥­¨ï¬¨ ¤¢¨�¥­¨ï
VR

∂VR

∂R
+ Vθ

R

∂VR

∂θ
− V 2

θ

R
= − 1

ρ

∂P

∂R
++ ν

(�VR − 2VR

R2 − 2
R2 ∂Vθ

∂θ
− 2Vθ 
tg θ

R2 )
,

VR

∂Vθ

∂R
+ Vθ

R

∂Vθ

∂θ
+ VRVθ

R
= − 1

ρR

∂P

∂θ
++ ν

(�Vθ + 2
R2 ∂VR

∂θ
− Vθ

R2 sin2 θ ) , (1.4.1)
£¤¥ � ≡ 1

R2 ∂

∂R

(
R2 ∂

∂R

)+ 1
R2 sin θ ∂

∂θ

(sin θ ∂

∂θ

)
,



26 �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å ¨ áâàãïå¨ ãà ¢­¥­¨¥¬ ­¥à §àë¢­®áâ¨, ª®â®à®¥ ¯®á«¥ ¢¢¥¤¥­¨ï äã­ªæ¨¨ â®ª  	¯® ä®à¬ã« ¬ (1.1.14) ¡ã¤¥â ã¤®¢«¥â¢®àïâìáï â®�¤¥áâ¢¥­­®.�ã¤¥¬ ¨áª âì äã­ªæ¨î â®ª  ¨ ¤ ¢«¥­¨¥ ¢ ¢¨¤¥	(R, θ) = νRf(ξ), P = Pi + ρν2
R2 g(ξ), ξ = 
os θ. (1.4.2)� ¬¥­¨¬ á­ ç «  ¢ ãà ¢­¥­¨ïå (1.4.1) ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤-ª®áâ¨ ç¥à¥§ äã­ªæ¨î â®ª  (1.1.14),   § â¥¬ ¯®¤áâ ¢¨¬ ¢ëà �¥­¨ï(1.4.2). � à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨å®¤¨¬ ª á¨áâ¥¬¥ ®¡ëª­®¢¥­­ëå ¤¨ää¥à¥­-æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ­¥¨§¢¥áâ­ëå äã­ªæ¨© f ¨ g:

g = − f22(1− ξ2) − 12 d

dξ

[
ff ′ − (1− ξ2)f ′′

]
,

g′ = −f ′′ − 12 d

dξ

f21− ξ2 . (1.4.3)�§ á¨áâ¥¬ë (1.4.3) ¬®�­® ¨áª«îç¨âì äã­ªæ¨î g ¨ ¯®á«¥ âà¥å-ªà â­®£® ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï ¯®«ãç¨âì ¤«ï f ãà ¢­¥­¨¥
f2 − 2(1− ξ2)f ′ − 4ξf = C1ξ2 + C2ξ + C3, (1.4.4)£¤¥ C1, C2, C3 |¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¯®áâ®ï­­ë¥ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï.�â¨ ¯®áâ®ï­­ë¥ ¤®«�­ë ®¯à¥¤¥«ïâìáï á ãç¥â®¬ ®á®¡¥­­®áâ¥©â¥ç¥­¨ï ­  ®á¨ á¨¬¬¥âà¨¨ [36℄. � ¬®¥ ¯à®áâ®¥ â¥ç¥­¨¥ á ¬¨­¨¬ «ì­ë¬ç¨á«®¬ ®á®¡¥­­®áâ¥© ®¯¨áë¢ ¥âáï ç áâ­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ ¯à¨ C1 = C2 == C3 = 0. �à ¢­¥­¨¥ ¤«ï f ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¯à¥¤¥«ì­® ã¯à®é ¥âáï, ¨¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥

f(ξ) = (1− ξ2)h(ξ)¯®§¢®«ï¥â ¯¥à¥©â¨ ª ãà ¢­¥­¨î á à §¤¥«ïîé¨¬¨áï ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨:2h′ − h2 = 0. �£® à¥è¥­¨¥ ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®© h(ξ) = 2(A − ξ)−1, £¤¥
A|¥é¥ ®¤­  ¯®áâ®ï­­ ï ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï.� à¥§ã«ìâ â¥ ¤«ï äã­ªæ¨© f ¨ g ¯®«ãç îâáï á«¥¤ãîé¨¥ ®ª®­ç -â¥«ì­ë¥ ¢ëà �¥­¨ï:

f(ξ) = 2(1− ξ2)
A− ξ

, g(ξ) = − 4(Aξ − 1)
A− ξ

. (1.4.5)�­ ç¥­¨¥ ¯®áâ®ï­­®© A ¬®�­® ­ ©â¨, §­ ï ¥¤¨­áâ¢¥­­ãî ª®«¨ç¥-áâ¢¥­­ãî å à ªâ¥à¨áâ¨ªã áâàã¨-¨áâ®ç­¨ª  | ¥¥ ¨¬¯ã«ìá J0, ®¯à¥¤¥-«ï¥¬ë© ª ª
J0 = ∫

S

ρV 2 dS, (1.4.6)



1.4. �âàã©­ë¥ â¥ç¥­¨ï 27£¤¥ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥ ¢¥¤¥âáï ¯® ¯«®é ¤¨ á¥ç¥­¨ï S áà¥§  ­ á ¤ª , ¨§ª®â®à®£® ¯à®¨áå®¤¨â ¨áâ¥ç¥­¨¥; V |«®ª «ì­ ï áª®à®áâì ¢ ¯à®¨§¢®«ì-­®© â®çª¥ íâ®£® á¥ç¥­¨ï.�®�¥â ¯®ª § âìáï, çâ® ­¥ ¬¥­¥¥ áãé¥áâ¢¥­­®© ª®«¨ç¥áâ¢¥­­®©å à ªâ¥à¨áâ¨ª®© áâàã¨, ¢«¨ïîé¥© ­  ª àâ¨­ã â¥ç¥­¨ï, ï¢«ï¥âáï¬ áá®¢ë© à áå®¤ G0 = ∫
S

ρV dS, ®¤­ ª® íâ® ­¥ â ª. � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®áâ¨§­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨¨ â®ª  ­  ®á¨ â¥ç¥­¨ï ­¥ ¨¬¥¥â ®á®¡¥­­®áâ¥©. �­®­¥ ¨á¯ëâë¢ ¥â áª çª  ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ç¥à¥§ ­ ç «® ª®®à¤¨­ â ¨ à ¢­®­ã«î ª ª ­  «ãç¥ θ = 0 (â.¥. ¯à¨ ξ = 1), â ª ¨ ­  «ãç¥ θ = π(â.¥. ¯à¨ ξ = −1). �â® ®§­ ç ¥â, çâ® áâàãï-¨áâ®ç­¨ª, á®§¤ îé ïà áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ â¥ç¥­¨¥, ï¢«ï¥âáï â®«ìª® ¨áâ®ç­¨ª®¬ ¨¬¯ã«ìá , ­®­¥ ¨áâ®ç­¨ª®¬ ¬ ááë [36℄, ¯®íâ®¬ã §­ ç¥­¨¥ G0 ­¥áãé¥áâ¢¥­­® ¤«ïà áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¯®«ï â¥ç¥­¨ï.�«ï â®£® çâ®¡ë ­ ©â¨ á¢ï§ì ¯®áâ®ï­­®© A á ¨¬¯ã«ìá®¬ áâàã¨ J0,­¥®¡å®¤¨¬® ¯à¨à ¢­ïâì ¨¬¯ã«ìáã áâàã¨ ®á¥¢ãî ¯à®¥ªæ¨î ¯®«­®£® ¯®-â®ª  ¨¬¯ã«ìá  ç¥à¥§ ¯à®¨§¢®«ì­ãî áä¥àã á æ¥­âà®¬ ¢ ­ ç «¥ ª®®à-¤¨­ â. � íâ®¬ á«ãç ¥ ­ ©¤¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ (1.4.5) ¯®§¢®«ï¥â ãáâ ­®¢¨âì®ª®­ç â¥«ì­ãî § ¢¨á¨¬®áâì [98℄
J0 = 16πν2ρA [1 + 43(A2 − 1) − A2 ln A+ 1

A− 1 ] , (1.4.7)£à ä¨ª ª®â®à®© ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ¢ à ¡®â¥ [46℄.Ǒà¨ ¨§¬¥­¥­¨¨ ¨¬¯ã«ìá  áâàã¨ J0 ®â 0 ¤® ∞ §­ ç¥­¨ï A ¨§¬¥-­ïîâáï ®â ∞ ¤® 1. Ǒ®áª®«ìªã à¥è¥­¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® «¨èì ¤«ï « ¬¨-­ à­ëå â¥ç¥­¨©, ¯à ªâ¨ç¥áª®¥ ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ¬®�¥â ¨¬¥âì «¨èì á«ãç ©¬ «ëå J0 (á« ¡ë¥ áâàã¨). � íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï A ¯à¨£®¤­ § ¢¨á¨¬®áâì
A = 16πρν2

J0 . (1.4.8)�­®£¤  ã¤®¡­® ¢ëà §¨âì ¯®áâ®ï­­ãî A ç¥à¥§ ç¨á«® �¥©­®«ì¤á Re = Ud/ν, £¤¥ d | ¤¨ ¬¥âà ­ á ¤ª , U | å à ªâ¥à­ ï áª®à®áâì.Ǒ®« £ ï J0 = 14 πd2ρU2, ¬®�­® ¯®«ãç¨âì
A = 64Re2 . (1.4.9)Ǒ®áª®«ìªã á®£« á­® [3℄ « ¬¨­ à­ ï áâàãï â¥àï¥â ãáâ®©ç¨¢®áâì ¯à¨Re > 5, ¬¨­¨¬ «ì­®¥ §­ ç¥­¨¥ A, ¯à¨ ª®â®à®¬ ¥é¥ ¬®�­® ¨á¯®«ì§®-¢ âì ãª § ­­ë¥ ¢ëè¥ á®®â­®è¥­¨ï, ¯à¨£®¤­ë¥ ¤«ï « ¬¨­ à­®£® ¨á-â¥ç¥­¨ï, á®áâ ¢«ï¥â ¯à¨¬¥à­® 2,5.�¥á¬®âàï ­  â®, çâ® áâàãï-¨áâ®ç­¨ª ¢®¢«¥ª ¥â ¢ ¤¢¨�¥­¨¥ �¨¤-ª®áâì ¢® ¢á¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥, ª àâ¨­  «¨­¨© â®ª , ®¯¨á ­­ ï, ­ ¯à¨-¬¥à, ¢ ¬®­®£à ä¨ïå [36, 46, 98℄, ¯®§¢®«ï¥â áâ ¢¨âì ¢®¯à®á ® £à ­¨æ å



28 �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å ¨ áâàãïåáâàã¨ ¨ § ª®­¥ ¥¥ à áè¨à¥­¨ï. �¥«® ¢ â®¬, çâ® ­  ª �¤®© «¨­¨¨ â®ª ¨¬¥¥âáï å à ªâ¥à­ ï â®çª  ¯®¢®à®â , ­ å®¤ïé ïáï ­  ¬¨­¨¬ «ì­®¬à ááâ®ï­¨¨ ®â ®á¨ áâàã¨. �­®�¥áâ¢® â ª¨å â®ç¥ª ã¬¥áâ­® ­ §¢ âì£à ­¨æ¥© áâàã¨. �­  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ãá«®¢­ë© ¬¨­¨¬ã¬ äã­ªæ¨¨
R sin θ ¯à¨ R sin2 θ

A− 
os θ = 
onst ¨ ï¢«ï¥âáï ª®­¨ç¥áª®© ¯®¢¥àå­®áâìî á¢¥àè¨­®© ¢ ­ ç «¥ ª®®à¤¨­ â (à¨á. 1.5) ¨ ã£«®¬ ¯®«ãà áâ¢®à 
θ0 = ar

os 1

A
. (1.4.10)�§ ®æ¥­®ª (1.4.8), (1.4.9) ¢¨¤­®, çâ® ç¥¬ á¨«ì­¥¥ áâàãï, â¥¬ ¡®«¥¥

�¨á. 1.5. �¨­¨¨ â®ª  ¢¡«¨§¨ « ¬¨-­ à­®© áâàã¨-¨áâ®ç­¨ª  ¨ ãá«®¢­ ïè¨à¨­  áâàã¨
ã§ª®© ®­  ï¢«ï¥âáï. Ǒà¨ íâ®¬ á ¬®© ã§ª®© « ¬¨­ à­®© áâàã¥ á®®â¢¥â-áâ¢ãîâ §­ ç¥­¨ï A ≈ 2,5 ¨ θ0 ≈ 65◦.Ǒà ªâ¨ç¥áª¨ ¨­â¥à¥á¥­ â ª�¥ ¢®-¯à®á ® ý¤ «ì­®¡®©­®áâ¨þ áâàã¨. � ª-á¨¬ «ì­ ï áª®à®áâì, ¤®áâ¨£ ¥¬ ï ­ ®á¨ áâàã¨ (θ = 0) ¨ ¢ëç¨á«ï¥¬ ï á¯®¬®éìî ¯®«ãç¥­­ëå ¢ëè¥ á®®â­®-è¥­¨©, á®áâ ¢«ï¥â

Vmax = ν

R

2
A− 1 . (1.4.11)� ª¨¬ ®¡à §®¬, íâ  áª®à®áâì ¡®«ìè¥¤«ï á¨«ì­ëå áâàã© (¡®«¥¥ ­¨§ª¨¥ §­ ç¥­¨ï A) ¨ ã¡ë¢ ¥â á ã¢¥«¨ç¥-­¨¥¬ à ááâ®ï­¨ï ¢¤®«ì ®á¨ ª ª R−1. Ǒ®¤ç¥àª­¥¬, çâ® ¢á¥ íâ¨ å à ª-â¥à¨áâ¨ª¨ ­¥ § ¢¨áïâ ®â à áå®¤  �¨¤ª®áâ¨ ¢ áâàã¥,   ®¯à¥¤¥«ïîâáï«¨èì ¥¥ ¨¬¯ã«ìá®¬.� á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¤ ¢«¥­¨ï ¢ áâàã¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã« ¬¨ (1.4.2),(1.4.6). �¤®«ì ®á¨ áâàã¨ (¯à¨ ξ = 1) ®­® ¨§¬¥­ï¥âáï ª ª

P = Pi − 4 ρν2
R2 , (1.4.12)¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ã�¥ ­  ­¥¡®«ìè¨å à ááâ®ï­¨ïå ®â ¨áâ®ç­¨ª  ¯à ª-â¨ç¥áª¨ ­¥ ®â«¨ç ¥âáï ®â ¤ ¢«¥­¨ï ¢ ®ªàã� îé¥© áà¥¤¥.Ǒà¨¡«¨�¥­¨¥ ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï.�§«®�¥­­ ï § ¤ ç  � ­¤ ã¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯à¨¬¥à â®ç­®£® à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨© � ¢ì¥ |�â®ªá . �­®©, ¯à¨¡«¨�¥­­ë© ¯®¤å®¤ ª à¥è¥­¨î § ¤ ç¨ ® áâàã¥-¨áâ®ç­¨ª¥ ¡ë« ¯à¥¤«®�¥­ �«¨åâ¨­£®¬ [184℄. �â®â ¯®¤å®¤ ®á­®¢ ­ ­ ¯à¨¡«¨�¥­¨ïå â¥®à¨¨ ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï (á¬. à §¤. 1.6) ¨ á®áâ®¨â ¢â®¬, çâ® £à ¤¨¥­âë ­®à¬ «ì­ëå ­ ¯àï�¥­¨© ¢ ãà ¢­¥­¨ïå ¤¢¨�¥­¨ï­¥ ãç¨âë¢ îâáï. � æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â (R, ϕ, Z) á



1.4. �âàã©­ë¥ â¥ç¥­¨ï 29ãç¥â®¬ ®á¥¢®© á¨¬¬¥âà¨¨ (Vϕ = 0) ¯à¨ ®âáãâáâ¢¨¨ ý§ ªàãâª¨þ ¯®â®ª (∂/∂ϕ = 0) á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨© ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¨¬¥¥â ¢¨¤
VZ

∂VZ

∂Z
+ VR

∂VZ

∂R = ν

R
∂

∂R

(
R ∂VZ

∂R

)
,

∂VZ

∂Z
+ ∂VR

∂R + VR
R = 0 (1.4.13)á® á«¥¤ãîé¨¬¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨:

VR = 0, ∂VZ

∂R = 0
VZ → 0 ¯à¨ R = 0,¯à¨ R → ∞.

(1.4.14)�ã­ªæ¨î â®ª  	, ¢¢®¤¨¬ãî á ¯®¬®éìî á®®â­®è¥­¨©
VZ = 1

R
∂	
∂R , VR = − 1

R
∂	
∂Z

, (1.4.15)¨é¥¬ ¢ ¢¨¤¥ 	 = νZF (η), η = R√
KZ

, (1.4.16)£¤¥ η| ¢â®¬®¤¥«ì­ ï ¯¥à¥¬¥­­ ï.� à¥§ã«ìâ â¥ ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï F ¬®�­® ¯®«ãç¨âì á«¥¤ãîéãîªà ¥¢ãî § ¤ çã:
(
F ′′ − F ′

η

)′ +( FF ′

η

)′ = 0,
F ′

η
= 1, F

η
= 0

F ′ → 0 ¯à¨ η = 0,¯à¨ η → ∞.

(1.4.17)Ǒ®áâ®ï­­ ï K ¢  ¢â®¬®¤¥«ì­®© ¯¥à¥¬¥­­®© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨¬¯ã«ìá®¬áâàã¨ J0
K = 16π3 ρν2

J0 . (1.4.18)� ¤ ç  (1.4.17) ¤®¯ãáª ¥â â®ç­®¥ à¥è¥­¨¥ ¢ § ¬ª­ãâ®© ä®à¬¥.�ª®­ç â¥«ì­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï ¯®«ï áª®à®áâ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤ [184℄
VZ = 38π J0

ρν

1
Z

(1 + η24 )−2
,

VR = 14√ 3
π

J0
ρ

1
Z

(
η − η34 )(1 + η24 )−2

.

(1.4.19)



30 �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å ¨ áâàãïå�¥è¥­¨¥ (1.4.19), ¥áâ¥áâ¢¥­­®, ®â«¨ç ¥âáï ®â à¥è¥­¨ï � ­¤ ã, ­®¬­®£¨¥ ª ç¥áâ¢¥­­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ â¥ç¥­¨ï ®áâ îâáï ¯à¥�­¨¬¨. � -¯à¨¬¥à, § ¢¨á¨¬®áâì ¯®«ï áª®à®áâ¨ «¨èì ®â ¨¬¯ã«ìá  áâàã¨ ¨«¨ ã¡ë-¢ ­¨¥ áª®à®áâ¨ ­  ®á¨ áâàã¨ ®¡à â­® ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­® à ááâ®ï­¨î ®â¨áâ®ç­¨ª .� ª ã�¥ ®â¬¥ç «®áì à ­¥¥, à¥è¥­¨¥ ¤«ï « ¬¨­ à­®© áâàã¨ ¨¬¥¥â®£à ­¨ç¥­­®¥ ¯à ªâ¨ç¥áª®¥ ¯à¨¬¥­¥­¨¥ («¨èì ¤«ï Re < 5). �¤­ ª®,ª ª ¯®ª § ­® ¢ à ¡®â¥ [184℄,  ­ «®£¨ç­ë© ¯®¤å®¤ ¬®�¥â ¡ëâì à á¯à®-áâà ­¥­ ¨ ­  á«ãç © âãà¡ã«¥­â­ëå áâàã©. �ª §ë¢ ¥âáï, ¤«ï âãà¡ã-«¥­â­ëå áâàã©­ëå â¥ç¥­¨© ª �ãé ïáï ª¨­¥¬ â¨ç¥áª ï âãà¡ã«¥­â­ ï¢ï§ª®áâì νt ï¢«ï¥âáï ¯®áâ®ï­­®©. �¤­ ª® íâ  ª®­áâ ­â  ¬®�¥â ¡ëâì®¯à¥¤¥«¥­  «¨èì í¬¯¨à¨ç¥áª¨, ¯®áª®«ìªã § ¢¨á¨â ®â £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å®á®¡¥­­®áâ¥© ­ á ¤ª , ¨§ ª®â®à®£® ¯à®¨áå®¤¨â ¨áâ¥ç¥­¨¥ áâàã¨. �¥¬­¥ ¬¥­¥¥, à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© ¢ áâàã¥ ¯®-¯à¥�­¥¬ã ®¯à¥¤¥«ï¥âáïä®à¬ã« ¬¨ (1.4.19) á â®© â®«ìª® à §­¨æ¥©, çâ® ä¨§¨ç¥áªãî ¯®áâ®ï­-­ãî áà¥¤ë ν á«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì í¬¯¨à¨ç¥áª®© ª®­áâ ­â®© νt. �ªá¯¥-à¨¬¥­â «ì­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ íâ®© ¢¥«¨ç¨­ë á®áâ ¢«ï¥â ®â¤¥«ì­ãî ¯à®-¡«¥¬ã. � ¬¥â¨¬ â®«ìª®, çâ® ¤«ï ®æ¥­®ç­ëå à áç¥â®¢ ¬®�­® ¢®á¯®«ì-§®¢ âìáï á®®â­®è¥­¨¥¬ ¤«ï ¯®áâ®ï­­®© K, ¯à¨¢¥¤¥­­ë¬ ¢ à ¡®â¥ [3℄:
K = 16π3 ρν2t

J0 (K ≈ 0,002÷ 0,005).�âàãªâãà  á«¥¤  §  ¤¢¨�ãé¨¬¨áï â¥« ¬¨. �¥ç¥­¨¥ ¢ á«¥¤¥§  â¥« ¬¨, ¤¢¨�ãé¨¬¨áï ¢ ¡¥§£à ­¨ç­®© ­¥¯®¤¢¨�­®© �¨¤ª®áâ¨, ®¡-« ¤ ¥â ¢á¥¬¨  âà¨¡ãâ ¬¨ á¢®¡®¤­ëå áâàã©­ëå â¥ç¥­¨© ¨ ¬®�¥â ¡ëâìà ááç¨â ­® ¬¥â®¤ ¬¨ â¥®à¨¨ ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï [184℄. � ¬¥â¨¬, çâ®á¯ãâ­ë¥ â¥ç¥­¨ï ¯®§ ¤¨ ¤¢¨�ãé¥£®áï â¥«  ¯®çâ¨ ¢á¥£¤  ï¢«ïîâáïâãà¡ã«¥­â­ë¬¨, ¤ �¥ ¥á«¨ ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© ­  â¥«¥ ®áâ ¥âáï « ¬¨-­ à­ë¬. �â® ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ ­ «¨ç¨ï â®ç¥ª ¯¥à¥£¨¡  ­  ¢á¥å ¡¥§¨áª«îç¥­¨ï ¯à®ä¨«ïå áª®à®áâ¨ á¯ãâ­®£® ¯®â®ª . � ª ¨§¢¥áâ­® [184℄,â ª¨¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï áª®à®áâ¨ ï¢«ïîâáï ®á®¡¥­­® ­¥ãáâ®©ç¨¢ë¬¨.�«ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨å ®æ¥­®ª ¯à¨¢¥¤¥¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®á¥¢®© á®áâ ¢-«ïîé¥© áª®à®áâ¨ ¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨, á®¢¯ ¤ îé¥¬ á ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬ ¤¢¨-�¥­¨ï ¯«®áª®£® â¥«  [184℄:
VX

Ui = 1− ( cfd
βX

)1/2
. (1.4.20)�¤¥áì cf | ª®íää¨æ¨¥­â «®¡®¢®£® á®¯à®â¨¢«¥­¨ï â¥« , β | í¬¯¨à¨-ç¥áª ï ª®­áâ ­â . �®®à¤¨­ â  X ®âáç¨âë¢ ¥âáï ®â ª®à¬®¢®© â®çª¨â¥« . �®à¬ã«  á¯à ¢¥¤«¨¢  ¯à¨ X ≫ d, â.¥. ®¯¨áë¢ ¥â «¨èì â ª ­ -§ë¢ ¥¬ë© ý¤ «ì­¨©þ á«¥¤.



1.5. � ¬¨­ à­®¥ â¥ç¥­¨¥ ¢ âàã¡ å à §«¨ç­®© ä®à¬ë 31� ¢¨á¨¬®áâì áª®à®áâ¨ á¯ãâ­®£® â¥ç¥­¨ï ®â ¯®¯¥à¥ç­®© ª®®à¤¨­ -âë Y å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ¬­®�¨â¥«¥¬ exp( UiY 2
νtX ). Ǒ®íâ®¬ã «®ª «ì­ ï¯®«ãè¨à¨­  á¯ãâ­®£® á«¥¤  b(X) ï¢«ï¥âáï ¢¥«¨ç¨­®© ãá«®¢­®©. �á«¨¯à¨­ïâì §  ¢¥«¨ç¨­ã b §­ ç¥­¨¥ ª®®à¤¨­ âë Y , ¯à¨ ª®â®à®© «®ª «ì-­ ï áª®à®áâì á¯ãâ­®£® ¯®â®ª  á®áâ ¢«ï¥â ¯®«®¢¨­ã ®á¥¢®©, â®

b(X) = (βcfXd)1/2. (1.4.21)�­ «®£¨ç­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï ¤«ï á¯ãâ­®£® â¥ç¥­¨ï §  â¥«®¬ ¢à é¥-­¨ï ¨¬¥îâ ¢¨¤ [184℄
VX

Ui = 1− ( cfF
β2X2 )1/3

, b(X) = (βcfFX)1/3. (1.4.22)�¤¥áì F |¯«®é ¤ì ¬¨¤¥«¥¢  á¥ç¥­¨ï ¤¢¨�ãé¥£®áï â¥« . � ä®à¬ã« å(1.4.20) | (1.4.22) β ¥áâì í¬¯¨à¨ç¥áª ï ª®­áâ ­â , §­ ç¥­¨¥ ª®â®à®©§ ¢¨á¨â ®â £¥®¬¥âà¨¨ â¥«  ¨ à¥�¨¬®¢ â¥ç¥­¨ï. �®£« á­® ¨§¬¥à¥­¨ï¬�«¨åâ¨­£  [184℄ ¯® ®¡â¥ª ­¨î æ¨«¨­¤à®¢ β ≈ 0,18.1.5. � ¬¨­ à­®¥ â¥ç¥­¨¥ ¢ âàã¡ åà §«¨ç­®© ä®à¬ë� ¬¨­ à­®¥ ãáâ ­®¢¨¢è¥¥áï â¥ç¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨ ¢ âàã¡ å à §«¨ç-­®© ä®à¬ë ¨§ãç «®áì ¬­®£¨¬¨  ¢â®à ¬¨ (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [103, 178,184℄). � ª¨¥ â¥ç¥­¨ï ç áâ® ¢áâà¥ç îâáï ­  ¯à ªâ¨ª¥ (¢®¤®-, £ §®- ¨­¥äâ¥¯à®¢®¤ë, â¥¯«®®¡¬¥­­¨ª¨ ¨ ¤à.). � �­® ®â¬¥â¨âì, çâ® á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¨¥ ãà ¢­¥­¨ï £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨ ¢ íâ¨å á«ãç ïå ¤®¯ãáª îâ â®ç-­®¥  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥. �¨�¥ ¡ã¤ãâ ®¯¨á ­ë ­ ¨¡®«¥¥ ¢ �­ë¥à¥§ã«ìâ âë ¢ íâ®© ®¡« áâ¨.Ǒ®áâ ­®¢ª  § ¤ ç¨. � áá¬®âà¨¬ « ¬¨­ à­®¥ áâ ¡¨«¨§¨à®¢ ­-­®¥ â¥ç¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯àï¬®«¨­¥©­®© âàã¡¥ ¯®áâ®ï­­®£® ¯®¯¥à¥ç-­®£® á¥ç¥­¨ï. �¨­¨¨ â®ª  �¨¤ª®áâ¨ ¢ â ª¨å á¨áâ¥¬ å áâà®£® ¯ à «-«¥«ì­ë (¢«¨ï­¨¥¬ ª®­æ¥¢ëå ãç áâª®¢ âàã¡ë ­  â¥ç¥­¨¥ ¯à¥­¥¡à¥£ -¥¬). �ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤¥ª àâ®¢ã á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨­ â X , Y , Z, £¤¥®áì Z ­ ¯à ¢«¥­  ¢¤®«ì ¯® ¯®â®ªã. �çâ¥¬, çâ® ¯®¯¥à¥ç­ë¥ á®áâ ¢«ï-îé¨¥ áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ à ¢­ë ­ã«î,   ¯à®¤®«ì­ ï á®áâ ¢«ïîé ï§ ¢¨á¨â â®«ìª® ®â ¯®¯¥à¥ç­ëå ª®®à¤¨­ â. �à ¢­¥­¨¥ ­¥à §àë¢­®áâ¨(1.1.1) ¨ ¯¥à¢ë¥ ¤¢  ãà ¢­¥­¨ï � ¢ì¥ | �â®ªá  (1.1.2) ¢ íâ®¬ á«ã-ç ¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâáï  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨,   ¨§ âà¥âì¥£® ãà ¢­¥­¨ï (1.1.2)¯®«ãç¨¬
∂2V
∂X2 + ∂2V

∂Y 2 = 1
µ

dP

dZ
, (1.5.1)



32 �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å ¨ áâàãïå£¤¥ ¤«ï ¯à®¤®«ì­®© ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­® ªà âª®¥ ®¡®-§­ ç¥­¨¥ V ≡ VZ .�à ¢­¥­¨¥ (1.5.1) á«¥¤ã¥â ¤®¯®«­¨âì ãá«®¢¨¥¬ ¯à¨«¨¯ ­¨ï
V = 0 (­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ âàã¡ë). (1.5.2)�à ¤¨¥­â ¤ ¢«¥­¨ï dP/dZ ¢ áâ æ¨®­ à­ëå ãá«®¢¨ïå ï¢«ï¥âáï¯®áâ®ï­­ë¬ ¢¤®«ì ®¡à §ãîé¥© âàã¡ë ¨ ¬®�¥â ¡ëâì § ¯¨á ­ ¢ ¢¨¤¥

dP

dZ
= − �P

L
, (1.5.3)£¤¥ �P > 0| ¯®«­ë© ¯¥à¥¯ ¤ ¤ ¢«¥­¨ï ­  ãç áâª¥ âàã¡ë ¤«¨­®© L.�á­®¢­ë¬¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬¨ â¥ç¥­¨ï ¢ âàã¡¥ ï¢«ïîâáï ®¡ê¥¬-­ë© à áå®¤ �¨¤ª®áâ¨

Q = ∫
S

V dS (1.5.4)¨ áà¥¤­ïï áª®à®áâì ¯®â®ª 
〈V 〉 = Q

S
, (1.5.5)£¤¥ S|¯«®é ¤ì ¯®¯¥à¥ç­®£® á¥ç¥­¨ï âàã¡ë.Ǒ«®áª¨© ª ­ «. � áá¬®âà¨¬ á­ ç «  â¥ç¥­¨¥ ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï¡¥áª®­¥ç­ë¬¨ ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨, ­ å®¤ïé¨¬¨áï ¤àã£ ®â¤àã£  ­  à ááâ®ï­¨¨ h. �®®à¤¨­ âã X ¡ã¤¥¬ ®âáç¨âë¢ âì ®â ®¤­®© ¨§¯«®áª®áâ¥© ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­® ¥¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨. �ç¨âë¢ ï, çâ® áª®à®áâì�¨¤ª®áâ¨ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ª®®à¤¨­ âë Y , ¨§ ãà ¢­¥­¨ï (1.5.1) ¯®«ãç¨¬

d2V
dX2 = − �P

µL
.�¥è¥­¨¥ íâ®£® ãà ¢­¥­¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨ï¬¯à¨«¨¯ ­¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâïå ¯«®áª®áâ¥© (V = 0 ¯à¨ X = 0 ¨ X = h),¨¬¥¥â ¢¨¤

V = �P2µL X(h−X). (1.5.6)�®à¬ã«  (1.5.6) ®¯¨áë¢ ¥â ¯ à ¡®«¨ç¥áª®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥©�¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«®áª®¬ â¥ç¥­¨¨ Ǒã §¥©«ï, ª®â®à®¥ á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨-â¥«ì­® á¥à¥¤¨­ë ª ­ «  X = 12 h.�¡ê¥¬­ë© à áå®¤ ­  ¥¤¨­¨æã è¨à¨­ë ª ­ «  ­ å®¤¨âáï ¨­â¥£à¨-à®¢ ­¨¥¬ (1.5.6) ¯® á¥ç¥­¨î:
Q = h3�P12µL . (1.5.7)



1.5. � ¬¨­ à­®¥ â¥ç¥­¨¥ ¢ âàã¡ å à §«¨ç­®© ä®à¬ë 33�à¥¤­ïï áª®à®áâì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ëà �¥­¨¥¬
〈V 〉 = h2�P12µL . (1.5.8)� ªá¨¬ «ì­ ï áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¢ á¥à¥¤¨­¥ ª ­ « :

Umax = h2�P8µL (¯à¨ X = 12 h).�àã£« ï âàã¡ . � á«ãç ¥ ªàã£«®© âàã¡ë ãà ¢­¥­¨¥ (1.5.1) áãç¥â®¬ (1.5.3) ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤1
R

∂

∂R
(
R ∂V

∂R
) = − �P

µL
, R = √

X2 + Y 2. (1.5.9)�¥è¥­¨¥ íâ®£® ãà ¢­¥­¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î ¯à¨«¨¯ ­¨ï ­ ¯®¢¥àå­®áâ¨ âàã¡ë à ¤¨ãá  a (V = 0 ¯à¨ R = a), ®¯¨áë¢ ¥â ®á¥á¨¬-¬¥âà¨ç­®¥ â¥ç¥­¨¥ Ǒã §¥©«ï á ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨¬ ¯à®ä¨«¥¬ áª®à®áâ¨�¨¤ª®áâ¨:
V = �P4µL (a2 −R2). (1.5.10)�¡ê¥¬­ë© à áå®¤ ¯®«ãç ¥âáï ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥¬ ¯® ¯«®é ¤¨ ¯®¯¥à¥ç-­®£® á¥ç¥­¨ï:

Q = 2π ∫ a0 RV dR = πa4�P8µL . (1.5.11)�á¯®«ì§ãï ä®à¬ã«ã (1.5.5), ­ å®¤¨¬ áà¥¤­îî áª®à®áâì
〈V 〉 = a2�P8µL . (1.5.12)� ªá¨¬ «ì­ ï áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¢ æ¥­âà¥ âàã¡ë:

Umax = a2�P4µL (¯à¨ R = 0). (1.5.13)� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì â¥ç¥­¨¥ ¢ ª®«ìæ¥¢®¬ ª ­ «¥ ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ïá®®á­ë¬¨ ªàã£®¢ë¬¨ æ¨«¨­¤à ¬¨ á à ¤¨ãá ¬¨ a1 ¨ a2 (a1 < a2). �íâ®¬ á«ãç ¥ ®áâ ¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬ ãà ¢­¥­¨¥ (1.5.9). �¥è¥­¨¥ íâ®£®ãà ¢­¥­¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨ï¬ ¯à¨«¨¯ ­¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâïåæ¨«¨­¤à®¢
V = 0 ¯à¨ R = a1, V = 0 ¯à¨ R = a2,



34 �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å ¨ áâàãïå¨¬¥¥â ¢¨¤
V = �P4µL [a22 −R2 + a22 − a21ln(a2/a1) ln R

a2 ]. (1.5.14)� áå®¤ á«¥¤ã¥â ¢ëç¨á«ïâì ¯® ä®à¬ã«¥
Q = π�P8µL [

a42 − a41 − (a22 − a21)2ln(a2/a1) ]. (1.5.15)�àã¡  í««¨¯â¨ç¥áª®£® ¯®¯¥à¥ç­®£® á¥ç¥­¨ï. � áá¬®âà¨¬â¥¯¥àì âàã¡ã í««¨¯â¨ç¥áª®£® á¥ç¥­¨ï á ¯®«ã®áï¬¨ a ¨ b, ¯®¢¥àå­®áâìª®â®à®© § ¤ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬
( X
a

)2 + ( Y
b

)2 = 1. (1.5.16)�¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (1.5.1), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î ¯à¨«¨¯ ­¨ï ­ ¯®¢¥àå­®áâ¨ í««¨¯á  (1.5.16), ¨¬¥¥â ¢¨¤ [178℄
V = a2b2�P2µL(a2 + b2) (1− X2

a2 − Y 2
b2 ). (1.5.17)� áå®¤ �¨¤ª®áâ¨ ¤«ï íâ®£® â¥ç¥­¨ï à ¢¥­

Q = π�P4µL a3b3
a2 + b2 . (1.5.18)�á¯®«ì§ãï ä®à¬ã«ã (1.5.5), ­ å®¤¨¬ áà¥¤­îî áª®à®áâì

〈V 〉 = �P4µL a2b2
a2 + b2 . (1.5.19)� ªá¨¬ «ì­ ï áª®à®áâì ¤®áâ¨£ ¥âáï ­  ®á¨ âàã¡ë:

Umax = a2b2�P2µL(a2 + b2) (¯à¨ X = Y = 0). (1.5.20)� ç áâ­®¬ á«ãç ¥ a = b ä®à¬ã«ë (1.5.17) | (1.5.20) ¯¥à¥å®¤ïâ ¢á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï ªàã£«®© âàã¡ë (1.5.10)| (1.5.13).�àã¡  ¯àï¬®ã£®«ì­®£® á¥ç¥­¨ï. � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì âàã¡ã¯àï¬®ã£®«ì­®£® á¥ç¥­¨ï á® áâ®à®­ ¬¨ a ¨ b. �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ®®¡« áâì â¥ç¥­¨ï ®¯¨áë¢ ¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬¨ 0 6 X 6 a, 0 6 Y 6 b.�¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (1.5.1), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨ï¬ ¯à¨«¨¯ ­¨ï­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ âàã¡ë, ¨¬¥¥â ¢¨¤ [178℄
V = − �P2µL X(X − a)+ ∞∑

m=1 sin( πmXa )(
Am 
h πmY

a
+Bm sh πmY

a

)
,

Am = a2�P
π3m3µL [
os(πm)− 1℄, Bm = −Am


h(πmk)− 1sh(πmk) , k = b

a
.(1.5.21)



1.5. � ¬¨­ à­®¥ â¥ç¥­¨¥ ¢ âàã¡ å à §«¨ç­®© ä®à¬ë 35�­â¥£à¨àãï ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï V , ¯®«ãç¨¬ à áå®¤ �¨¤ª®áâ¨
Q = �P24µL ab(a2 + b2)−

− 8�P
π5µL ∞∑

m=1 1(2m− 1)5 [a4 th(πb 2m− 12a )+ b4 th(πa 2m− 12b )]
.(1.5.22)�«ï âàã¡ë ª¢ ¤à â­®£® á¥ç¥­¨ï á® áâ®à®­®© a íâ  ä®à¬ã«  ¯à¨-­¨¬ ¥â ¢¨¤

Q = a4�P12µL [1− 192
π5 ∞∑

m=1 1(2m− 1)5 th(π 2m− 12 )]
, (1.5.23)¨ ¯®á«¥ áã¬¬¨à®¢ ­¨ï àï¤ 

Q = 0,0351 a4�P
µL

.Ǒ®á«¥¤­¥¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¯®«¥§­® ¯¥à¥¯¨á âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
Q

Q0 = 0,883,£¤¥ Q0 | à áå®¤ �¨¤ª®áâ¨ ç¥à¥§ ªàã£«ãî âàã¡ã á â ª®© �¥ ¯«®é -¤ìî ¯®¯¥à¥ç­®£® á¥ç¥­¨ï, ª ª ¨ ã âàã¡ë á ª¢ ¤à â­ë¬ ¯®¯¥à¥ç­ë¬á¥ç¥­¨¥¬. �¬¥­ìè¥­¨¥ à áå®¤  ®¡ãá«®¢«¥­® ­ «¨ç¨¥¬ ã á¥ç¥­¨ï âàã-¡ë ã£«®¢ëå â®ç¥ª, ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ª®â®àëå áª®à®áâì ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨§ ¬¥â­® á­¨� ¥âáï.�àã¡  âà¥ã£®«ì­®£® á¥ç¥­¨ï. Ǒãáâì á¥ç¥­¨¥¬ âàã¡ë ï¢«ï¥âáïà ¢­®áâ®à®­­¨© âà¥ã£®«ì­¨ª á® áâ®à®­®© b. � ç «® ª®®à¤¨­ â ¢ë¡¥-à¥¬ ¢ æ¥­âà¥ ¯®¯¥à¥ç­®£® á¥ç¥­¨ï, ¯à¨ç¥¬ ª®®à¤¨­ âã X ¡ã¤¥¬ ®â-áç¨âë¢ âì ¢¤®«ì ®¤­®© ¨§ áâ®à®­ âà¥ã£®«ì­¨ª . �¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï(1.5.1), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ £à ­¨ç­®¬ã ãá«®¢¨î (1.5.2), ¢ íâ®¬ á«ãç ¥¨¬¥¥â ¢¨¤
V = √3�P6µbL (

Y − b2√3 )(Y +√3X − b√3 )(Y −
√3X − b√3 ).�¡ê¥¬­ë© à áå®¤ íâ®£® â¥ç¥­¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

Q = √3320 b4�P
µL

.�â®â à áå®¤ ¯®«¥§­® áà ¢­¨âì á à áå®¤®¬ ¤«ï ªàã£«®© âàã¡ë á à ¢­®©¯«®é ¤ìî ¯®¯¥à¥ç­®£® á¥ç¥­¨ï:
Q

Q0 = 0,726.�§ íâ®£® ¢ëà �¥­¨ï ¢¨¤­®, çâ® à áå®¤ �¨¤ª®áâ¨ ç¥à¥§ âàã¡ã áá¥ç¥­¨¥¬ ¢ ¢¨¤¥ à ¢­®áâ®à®­­¥£® âà¥ã£®«ì­¨ª  áãé¥áâ¢¥­­® ­¨�¥à áå®¤  ç¥à¥§ ª ­ «ë ª¢ ¤à â­®£® ¨«¨ ªàã£«®£® á¥ç¥­¨ï â ª®© �¥¯«®é ¤¨.



36 �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å ¨ áâàãïå1.6. Ǒà®¤®«ì­®¥ ®¡â¥ª ­¨¥ ¯«®áª®©¯« áâ¨­ë. Ǒ®£à ­¨ç­ë© á«®©�«ï ¯à ªâ¨ª¨ ¢¥áì¬  â¨¯¨ç­ë á«ãç ¨ ¢­¥è­¥£® ®¡â¥ª ­¨ï ¯à®âï-�¥­­ëå ­¥¯®¤¢¨�­ëå í«¥¬¥­â®¢  ¯¯ à âãàë|¯« áâ¨­, ­ ¯à ¢«ïî-é¨å í«¥¬¥­â®¢, âàã¡. Ǒà®ï¢«¥­¨¥ ¢­¥è­¨å ¬ áá®¢ëå á¨« ¬®�¥â ¡ëâì¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ­¥áãé¥áâ¢¥­­®,   £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ § ª®­®¬¥à­®áâ¨¡ã¤ãâ ®¯à¥¤¥«ïâìáï á®®â­®è¥­¨¥¬ ¤ ¢«¥­¨ï, ¢ï§ª¨å ¨ ¨­¥àæ¨®­­ëåá¨«. �¨áâ¥¬  ¡¥§à §¬¥à­ëå áâ æ¨®­ à­ëå ãà ¢­¥­¨© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨¯à¨¬¥â ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¢¨¤
∇ · ~v = 0,(~v · ∇)~v = −∇p+ 1Re �~v. (1.6.1)�¨áâ¥¬  á®¤¥à�¨â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¯ à ¬¥âà | ç¨á«® �¥©­®«ì¤á ,¨ ¢®§¬®�­®áâì ã¯à®é¥­¨ï íâ®© ­¥«¨­¥©­®©, á«®�­®© ¤«ï à¥è¥­¨ïá¨áâ¥¬ë á¢ï§ ­  á ¯à¥¤¥«ì­ë¬¨ ¯¥à¥å®¤ ¬¨ ¯® íâ®¬ã ¯ à ¬¥âàã ¯à¨Re→0 ¨ Re→∞. � íâ®¬ à §¤¥«¥ ¨é¥âáï à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ® ¯à®¤®«ì­®¬®¡â¥ª ­¨¨ ¯«®áª®© ¯« áâ¨­ë ¢ á«ãç ¥ Re → ∞, ª®£¤  ¬®¤¥«¨àã¥âáïý�¨¤ª®áâì á ¨áç¥§ îé¥© ¢ï§ª®áâìîþ. Ǒ®á«¥¤­¨© â¥à¬¨­ ­¥ á«¥¤ã-¥â ¯®­¨¬ âì ¡ãª¢ «ì­®| ª ª ®¡®á­®¢ ­¨¥ ¢®§¬®�­®áâ¨ ¯à¥­¥¡à¥�¥-­¨ï ç«¥­®¬ Re−1�~v ¨ ¯¥à¥å®¤  ª á¨áâ¥¬¥ ãà ¢­¥­¨© ¤«ï ¨¤¥ «ì­®©�¨¤ª®áâ¨. � â¥¬ â¨ç¥áª¨ ¯à®¡«¥¬  ®á«®�­ï¥âáï â¥¬, çâ® ¬ «ë© ¯ -à ¬¥âà Re−1 áâ®¨â §¤¥áì ¯¥à¥¤ ç«¥­®¬ á® áâ àè¨¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨.�â¡à áë¢ ­¨¥ íâ®£® ç«¥­  ¬¥­ï¥â ¯®àï¤®ª ¨ â¨¯ ãà ¢­¥­¨ï. Ǒà¨ íâ®¬à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë ¯à¨ Re−1→ 0 á®¢á¥¬ ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ¡ã¤¥â áâà¥¬¨âì-áï ª à¥è¥­¨î á¨áâ¥¬ë ¯à¨ Re−1 = 0. �¤¥áì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á¨­£ã«ïà­®¥¢®§¬ãé¥­¨¥ [38℄. �à®¬¥ â®£®, ïá­® ¨§ ä¨§¨ç¥áª¨å á®®¡à �¥­¨©, çâ®¨¤¥ «ì­ ï �¨¤ª®áâì ­¥ ¬®�¥â ã¤®¢«¥â¢®à¨âì ãá«®¢¨î ¯à¨«¨¯ ­¨ï ­ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ®¡â¥ª ¥¬®£® â¥« . � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®áâ¨ â ­£¥­æ¨ «ì­ ïáª®à®áâì ¬¥­ï¥âáï ®â ­ã«ï ­  £à ­¨æ¥ â¥«  ¤® áª®à®áâ¨ ­¥¢®§¬ãé¥­-­®£® ¯®â®ª  ¯à¨ ã¤ «¥­¨¨ ®â ­¥£®.�«ï ¬ «®¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥© â ª®¥ ¨§¬¥­¥­¨¥ áª®à®áâ¨ ¯à®¨áå®¤¨â­  ¯à®âï�¥­¨¨ â®­ª®£®, ¯à¨¬ëª îé¥£® ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¥«  á«®ï �¨¤-ª®áâ¨. �. Ǒà ­¤â«ì ­ §¢ « íâ®â á«®© ¯®£à ­¨ç­ë¬ á«®¥¬. �¥«¨ç¨­ �~v ¢ íâ®¬ á«®¥ ï¢«ï¥âáï ®ç¥­ì §­ ç¨â¥«ì­®©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ­¥á¬®â-àï ­  ¬ «®áâì ¯ à ¬¥âà  Re−1, ¢¥«¨ç¨­®© Re−1�~v ¢ ¯®£à ­¨ç­®¬á«®¥ ¯à¥­¥¡à¥£ âì ­¥«ì§ï. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ­¥à ¢­®¯à ¢­®áâì ¯à®¤®«ì-­®© ¨ ¯®¯¥à¥ç­®© ª®®à¤¨­ âë ¢ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥ ¯®§¢®«ï¥â ã¯à®-áâ¨âì á¨áâ¥¬ã ãà ¢­¥­¨©. �®à¬ «ì­ ï ®æ¥­ª  ç«¥­®¢ ¢® ¢â®à®¬ ãà ¢-­¥­¨¨ (1.6.1) ¤«ï íâ®© æ¥«¨ ®¯¨á ­  ¢ ¬®­®£à ä¨ïå [100, 103, 184℄.� ¯¨è¥¬ ®ª®­ç â¥«ì­ãî á¨áâ¥¬ã ãà ¢­¥­¨© ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï­¥á�¨¬ ¥¬®© �¨¤ª®áâ¨. �«ï ¯à®áâ®âë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì áâ æ¨-®­ à­ãî § ¤ çã ¯à®¤®«ì­®£® ®¡â¥ª ­¨ï ¡¥§£à ¤¨¥­â­ë¬ (∇P ≡ 0)



1.6. Ǒà®¤®«ì­®¥ ®¡â¥ª ­¨¥ ¯«®áª®© ¯« áâ¨­ë. Ǒ®£à ­¨ç­ë© á«®© 37¯®â®ª®¬ ¯«®áª®© ¯®«ã¡¥áª®­¥ç­®© (0 6 X <∞) ¯« áâ¨­ë:
VX

∂VX

∂X
+ VY

∂VX

∂Y
= ν

∂2VX

∂Y 2 ,

∂VX

∂X
+ ∂VY

∂Y
= 0. (1.6.2)�à ¢­¥­¨ï (1.6.2) § ¯¨á ­ë ¢ à §¬¥à­®© ä®à¬¥, çâ® á¢ï§ ­® á­¥ª®â®à®© âàã¤­®áâìî ¢¢¥¤¥­¨ï ¬ áèâ ¡  ¤«¨­ë l∗, ¯®áª®«ìªã § ¤ ç ­¥ ¨¬¥¥â ­¨ª ª®£® á®¡áâ¢¥­­®£® å à ªâ¥à­®£® «¨­¥©­®£® à §¬¥à .� ª ç¥áâ¢¥ £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨© ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¯®âà¥¡®¢ âì:

Y = 0,
Y → ∞,

VX = VY = 0,
VX → Ui. (1.6.3)�«¥¤ãï �« §¨ãáã [201℄, ¢ëà §¨¬ ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ç¥à¥§ äã­ªæ¨î â®ª  	 ¯® ä®à¬ã« ¬ (1.1.10) ¨ ¯®¤áâ ¢¨¬ ¨å ¢ ¯¥à¢®¥ãà ¢­¥­¨¥ (1.6.2). Ǒ®á«¥ íâ®£® ¨é¥¬ äã­ªæ¨î â®ª  ¢ ¢¨¤¥	(X,Y ) =√νXUi f(η), η = Y

√
Ui
νX

, (1.6.4)£¤¥ η| ¢â®¬®¤¥«ì­ ï ¯¥à¥¬¥­­ ï.�«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï äã­ªæ¨¨ f(η) ¯®«ãç¨¬ ªà ¥¢ãî § ¤ çã:2f ′′′ + ff ′′ = 0;
η = 0,
η → ∞,

f = 0; f ′ = 0;
f ′ → 1, (1.6.5)à¥è¥­¨¥ ª®â®à®© ¯®«ãç¥­® ç¨á«¥­­® ¨ ¯®¤à®¡­® § â ¡ã«¨à®¢ ­®,­ ¯à¨¬¥à, ¢ [184℄.�®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢ëç¨á«ïîâáï á ¯®¬®éìî (1.1.10)¯® ä®à¬ã« ¬

VX = Uif ′(η), VY = 12√ νUi
X

[
ηf ′(η) − f(η)]. (1.6.6)Ǒ®«ãç¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ ¯®§¢®«ï¥â â ª�¥ ¢ëç¨á«¨âì àï¤ ¢¥«¨ç¨­,¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨å ¯à ªâ¨ç¥áª¨© ¨­â¥à¥á. � ª, ¤«ï «®ª «ì­®£® ­ ¯àï-�¥­¨ï âà¥­¨ï ­  áâ¥­ª¥ ¨¬¥¥¬

τw(X) = µ

(
∂VX

∂Y

)

Y =0 = µUi√ Ui
νX

f ′′(0) = 0,332µUi√ Ui
νX

, (1.6.7)



38 �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å ¨ áâàãïå  ¤«ï «®ª «ì­®£® ª®íää¨æ¨¥­â  âà¥­¨ï
cf(X) = τw(X)12 ρU2i = 0,664√ ν

UiX . (1.6.8)�­â¥£à «ì­ë© ª®íää¨æ¨¥­â âà¥­¨ï ¯« áâ¨­ë ¤«¨­®© l ¢ëç¨á«ï-¥âáï á ¯®¬®éìî á«¥¤ãîé¥© ä®à¬ã«ë:�cf = 1
l

∫ l0 cf(X) dX = 1,328Re−0,5
l , (1.6.9)£¤¥ Rel = Uil/ν|ç¨á«® �¥©­®«ì¤á  ¤«ï ®¡â¥ª ¥¬®© ¯« áâ¨­ë.�®à¬ã«  (1.6.8) ¨§¢¥áâ­  ª ª § ª®­ �« §¨ãá  ¤«ï á®¯à®â¨¢«¥­¨ï¯à®¤®«ì­® ®¡â¥ª ¥¬®© ¯« áâ¨­ë. �­  ¯à¨¬¥­¨¬  ¢ ®¡« áâ¨ « ¬¨­ à-­®£® â¥ç¥­¨ï, â.¥. ¯à¨ Rel < 3,5 · 105.�®âï ¢ â ª®© ¯®áâ ­®¢ª¥ § ¤ ç¨ ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© áç¨â ¥âáï á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¬, â.¥. ¯à®áâ¨à îé¨¬áï ¯® ª®®à¤¨­ â¥ Y ¤® ¡¥áª®-­¥ç­®áâ¨, ¬®�­® ¯à¨¡«¨�¥­­® ®æ¥­¨âì ¥£® â®«é¨­ã, ãá«®¢­® ¯à¨­ï¢,çâ® ­  ¥£® £à ­¨æ¥ áª®à®áâì ®â«¨ç ¥âáï ®â áª®à®áâ¨ ­¥¢®§¬ãé¥­­®£®¯®â®ª  ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ­  1%*. � íâ®¬ á«ãç ¥ §  ãá«®¢­ãî â®«é¨­ã á«®ï¯à¨­¨¬ ¥âáï

δ(X) ≈ 5√νX/Ui. (1.6.10)�¥è¥­¨¥ �« §¨ãá  á¢¨¤¥â¥«ìáâ¢ã¥â, çâ® ¯à®ä¨«¨ ¯à®¤®«ì­®© áª®-à®áâ¨ ¤«ï ¢á¥å á¥ç¥­¨© ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ï¢«ïîâáï  ää¨­­® ¯®¤®¡-­ë¬¨.�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® âé â¥«ì­ ï íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ ï ¯à®¢¥àª ¢ë¢®¤®¢ â¥®à¨¨ �« §¨ãá , ¯à®¢¥¤¥­­ ï �¨ªãà ¤§¥, ¯®¤â¢¥à¤¨«  ¨åá¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ª ª ¢ ®â­®è¥­¨¨ ¯à®ä¨«¥© áª®à®áâ¨, â ª ¨ ¢ ®â­®è¥-­¨¨ ª®íää¨æ¨¥­â®¢ âà¥­¨ï [184℄.� ¯à¨«®�¥­¨ïå [30℄ ¨­®£¤  ¢áâà¥ç ¥âáï ý®¡à é¥­­ ïþ ¯®áâ ­®¢ª § ¤ ç¨ �« §¨ãá , ª®£¤  ¯®«ã¡¥áª®­¥ç­ ï ¯« áâ¨­  ¤¢¨�¥âáï ¢ á¢®¥©¯«®áª®áâ¨ á® áª®à®áâìî Ui. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢¬¥áâ® ªà ¥¢®© § ¤ ç¨(1.6.5) á«¥¤ã¥â à¥è âì á«¥¤ãîéãî § ¤ çã:2f ′′′ + ff ′′ = 0;
η = 0,
η → ∞,

f = 0; f ′ = 1;
f ′ → 0, (1.6.11)* Ǒ®¬¨¬® ãá«®¢­®© â®«é¨­ë ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï, ¨á¯®«ì§ãîâáï â ª�¥ á«¥¤ã-îé¨¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï: ¤«ï â®«é¨­ë ¢ëâ¥á­¥­¨ï δ

∗
= ∞∫0 (1− VX/Ui) dY ¨ â®«é¨­ë¯®â¥à¨ ¨¬¯ã«ìá  δ

∗∗
= ∞∫0 (VX/Ui) (1− VX/Ui) dY . �®£« á­® à¥è¥­¨î �« §¨ãá 

δ
∗
= 1,7208√νX/Ui, δ∗∗ = 0,664√νX/Ui.



1.6. Ǒà®¤®«ì­®¥ ®¡â¥ª ­¨¥ ¯«®áª®© ¯« áâ¨­ë. Ǒ®£à ­¨ç­ë© á«®© 39�â  § ¤ ç  â ª�¥ à¥è¥­  ç¨á«¥­­®, ¨ äã­ªæ¨ï f(η) § â ¡ã«¨à®¢ ­  ¢[296℄. �«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ à¥è¥­¨¥ ®â«¨ç ¥âáï ®â á®-®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ �« §¨ãá . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ­¥á¬®âàï­  ª �ãéãîáï ¢®§¬®�­®áâì ä¨§¨ç¥áª®£® ý®¡à é¥­¨ïþ â¥ç¥­¨ï, à¥-è¥­¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨ â ª®¥ ý®¡à é¥­¨¥þ ­¥¢®§¬®�-­®, çâ® ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ ­¥«¨­¥©­®áâ¨ § ¤ ç (1.6.5) ¨ (1.6.11).�®ª «ì­®¥ ­ ¯àï�¥­¨¥ âà¥­¨ï ­  áâ¥­ª¥ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ § ¤ ¥âáï,¢ ®â«¨ç¨¥ ®â (1.6.7), ¢ëà �¥­¨¥¬
τw(X) = 0,444µUi√ Ui

νX
. (1.6.12)�ãà¡ã«¥­â­ë© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© ­  ¯« áâ¨­¥. �¥ç¥­¨¥¢ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥ ­  ¯« áâ¨­¥ ®áâ ¥âáï « ¬¨­ à­ë¬ ¢¯«®âì ¤®ReX = UiX/ν ≈ 106. �  ¡®«¥¥ ¤«¨­­®© ¯« áâ¨­¥ ¯®£à ­¨ç­ë© á«®©âãà¡ã«¨§ã¥âáï: ¯à®¨áå®¤¨â à¥§ª®¥ ã¢¥«¨ç¥­¨¥ ¥£® â®«é¨­ë ¨ ¯¥à¥-áâà®©ª  ¯à®ä¨«ï ¯à®¤®«ì­®© áª®à®áâ¨. Ǒ® ¤ ­­ë¬ [184℄, â®«é¨­ âãà¡ã«¥­â­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¬¥­ï¥âáï ¯® § ª®­ã

δ(X) = 0,37X ( UiX
ν

)−1/5
. (1.6.13)� á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© ¢ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥ ¤®áâ â®ç­® å®à®è®®¯¨áë¢ ¥âáï § ª®­®¬

VX

Ui = [ Y

δ(X) ]1/7 . (1.6.14)�«ï ª®íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯à¨ ®¤­®áâ®à®­­¥¬ âãà¡ã«¥­â-­®¬ ®¡â¥ª ­¨¨ ¯« áâ¨­ë ¤«¨­®© l á¯à ¢¥¤«¨¢  ®æ¥­ª 
cf = 0,072( Uil

ν

)−1/5
. (1.6.15)�¥áâ æ¨®­ à­ë¥ à¥�¨¬ë ®¡â¥ª ­¨ï ¯« áâ¨­ë. �§¢¥áâ­ë¤¢  â®ç­ëå à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨© ­¥áâ æ¨®­ à­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï­  ¯« áâ¨­¥ [184℄. �­¨ ®â­®áïâáï ª áà ¢­¨â¥«ì­® ¯à®áâë¬ â¥ç¥­¨ï¬,®¯¨áë¢ ¥¬ë¬ «¨­¥©­ë¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ ¤¢¨�¥­¨ï. �¤­ ª® «¨­¥ à¨-§ æ¨ï ãà ¢­¥­¨© � ¢ì¥ | �â®ªá  á¢ï§ ­  ¢ íâ¨å á«ãç ïå ­¥ á ¯à¨-¡«¨�¥­­ë¬ ®â¡à áë¢ ­¨¥¬ ­¥«¨­¥©­ëå ª®­¢¥ªâ¨¢­ëå ç«¥­®¢,   á ¨åâ®�¤¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à é¥­¨¥¬ ¢ ­ã«ì (VX ∂VX/∂X ≡ 0), â ª çâ® ãà ¢-­¥­¨¥ ¤¢¨�¥­¨ï ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤

∂VX

∂t
− ν

∂2VX

∂Y 2 = 0. (1.6.16)



40 �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«¥­ª å, âàã¡ å ¨ áâàãïå�¤­  ¨§ § ¤ ç, ¨§¢¥áâ­ ï ª ª ¯¥à¢ ï § ¤ ç  �â®ªá , ®¯¨áë¢ ¥ââ¥ç¥­¨¥ ¢¡«¨§¨ ¡¥§£à ­¨ç­®© ¯« áâ¨­ë, ¢­¥§ ¯­® ¯à¨¢¥¤¥­­®© ¢ ¤¢¨-�¥­¨¥ ¢ á¢®¥© ¯«®áª®áâ¨ á® áª®à®áâìî U0. � íâ®¬ á«ãç ¥ ­ ç «ì­®¥ ¨£à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï (1.6.16) § ¯¨áë¢ îâáï â ª:
VX =0 ¯à¨ t=0, VX =U0 ¯à¨ Y =0, VX =0 ¯à¨ Y →∞. (1.6.17)�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (1.6.16), (1.6.17) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

VX(t, Y ) = U0 erf
( Y2√νt ), (1.6.18)£¤¥ erf
 z = 1 − 2
π

z∫0 exp(−x2) dx| ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë© ¨­â¥£à « ¢¥à®ïâ-­®áâ¨.�àã£ ï ¤®¯ãáª îé ï â®ç­®¥ à¥è¥­¨¥ ­¥áâ æ¨®­ à­ ï § ¤ ç , ¨§-¢¥áâ­ ï ª ª ¢â®à ï § ¤ ç  �â®ªá , ®¯¨áë¢ ¥â â¥ç¥­¨¥ ¢¡«¨§¨ ¡¥§£à -­¨ç­®© ¯« áâ¨­ë, ª®«¥¡«îé¥©áï ¢ á¢®¥© ¯«®áª®áâ¨. �â  § ¤ ç  ®â­®-á¨âáï ª â ª ­ §ë¢ ¥¬ë¬ § ¤ ç ¬ ¡¥§ ­ ç «ì­ëå ¤ ­­ëå. �à ­¨ç­ë¥ãá«®¢¨ï ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ä®à¬ã«¨àãîâáï â ª:
VX = U0 
osωt ¯à¨ Y = 0, VX = 0 ¯à¨ Y → ∞. (1.6.19)�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (1.6.16), (1.6.19) ¨¬¥¥â ¢¨¤
VX(t, Y ) = U0 exp(−Y√ ω2ν ) 
os(ωt− Y

√
ω2ν ) . (1.6.20)�â® ¢ëà �¥­¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® á ã¤ «¥­¨¥¬ ®â ¯«®áª®áâ¨ ª®«¥¡ ­¨ï�¨¤ª®áâ¨ ã¡ë¢ îâ ¯®  ¬¯«¨âã¤¥ ¨ ¢á¥ ¡®«¥¥ ®âáâ îâ ¯® ä §¥.



2. �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¨ â¢¥à¤®© ç áâ¨æë, ª ¯«¨ ¨«¨ ¯ã-§ëàï á ®ªàã� îé¥© ¤¨á¯¥àá­®© áà¥¤®© «¥�¨â ¢ ®á­®¢¥ à áç¥â  ¬­®-£¨å â¥å­®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®æ¥áá®¢. �à¥¤¨ ¯à®¬ëè«¥­­ëå ¯à¨«®�¥­¨©â ª®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï ®â¬¥â¨¬ ®á¢¥â«¥­¨¥ áãá¯¥­§¨© ¢ £¨¤à®æ¨ª«®-­ å, ®á �¤¥­¨¥ ª®««®¨¤®¢, ¯­¥¢¬®âà ­á¯®àâ, ¯á¥¢®®�¨�¥­¨¥, £¥â¥à®-£¥­­ë© ª â «¨§ ­  ¢§¢¥è¥­­ëå ç áâ¨æ å, à áâ¢®à¥­¨¥ â¢¥à¤ëå ç -áâ¨æ, íªáâà ªæ¨î ¨§ ª ¯¥«ì,  ¡á®à¡æ¨î ¨ ¨á¯ à¥­¨¥ ¢ ¯ã§ëà¨ [29, 39,87, 153, 172℄.�¯¨á ­¨¥ æ¥«®£® àï¤  ¬¥â¥®à®«®£¨ç¥áª¨å ï¢«¥­¨© â ª�¥ ¡ §¨àã-¥âáï ­   ­ «¨§¥ ¤¢¨�¥­¨ï á®¢®ªã¯­®áâ¨ ª ¯¥«ì ¢ ¢®§¤ãå¥. Ǒà®¡«¥¬ ¢á¥ ã¢¥«¨ç¨¢ îé¥©áï § £àï§­¥­­®áâ¨  â¬®áä¥àë âà¥¡ã¥â ¯®­¨¬ ­¨ï¨ ®¯¨á ­¨ï ¯à®æ¥áá®¢ ¯¥à¥­®á   â¬®áä¥à®© ¬¥å ­¨ç¥áª¨å, å¨¬¨ç¥-áª¨å ¨ à ¤¨® ªâ¨¢­ëå ç áâ¨æ.� à §à¥�¥­­ëå á¨áâ¥¬ å ç áâ¨æ (ª ¯¥«ì ¨«¨ ¯ã§ëà¥©) íää¥ªâ -¬¨ ¢§ ¬®¤¥©áâ¢¨ï ¢ ¯¥à¢®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì ¨ ®£à ­¨-ç¨âìáï ¨§ãç¥­¨¥¬ ¤¢¨�¥­¨ï ®¤¨­®ç­®© ç áâ¨æë ¢ �¨¤ª®áâ¨ ¨«¨ £ §¥.Ǒà¨ íâ®¬ áâàãªâãà  «¨­¨© â®ª  ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ç áâ¨æë ¡ã¤¥â § ¢¨-á¥âì ®â ¥¥ ä®à¬ë, â¨¯  â¥ç¥­¨ï (¯®áâã¯ â¥«ì­®£® ¨«¨ á¤¢¨£®¢®£®) ¨àï¤  ¤àã£¨å £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ä ªâ®à®¢.�¤¨­ ¨§ ®á­®¢­ëå ¬¥â®¤®¢ ¯à¨¡«¨�¥­­®£®  ­ «¨â¨ç¥áª®£® à¥è¥-­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å § ¤ ç § ª«îç ¥âáï ¢ «¨­¥- à¨§ æ¨¨ ãà ¢­¥­¨© � ¢ì¥| �â®ªá  ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤á .�â®â ¬¥â®¤ ç áâ® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ ¤ ­­®© £« ¢¥ ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¤¢¨-�¥­¨ï ¬ «ëå ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨.2.1. �¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨© �â®ªá  ¢®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á«ãç ¥�¤¨­ ¨§ ®á­®¢­ëå ¯®¤å®¤®¢ ¤«ï  ­ «¨§  ¨ ã¯à®é¥­¨ï ãà ¢­¥­¨©� ¢ì¥|�â®ªá  § ª«îç ¥âáï ¢ ¯®«­®¬ ¨«¨ ç áâ¨ç­®¬ ¯à¥­¥¡à¥�¥­¨¨­¥«¨­¥©­ë¬¨ ¨­¥àæ¨®­­ë¬¨ ç«¥­ ¬¨ (~V ·∇
)
~V ¯® áà ¢­¥­¨î á «¨­¥©-­ë¬¨ ¢ï§ª¨¬¨ ç«¥­ ¬¨ ν�~V . �â®â ¬¥â®¤ ®¯à ¢¤ ­ ¯à¨ Re=LU/ν≪1¨ è¨à®ª® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¤¢¨�¥­¨ï ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨. � «ë¥ ç¨á«  �¥©­®«ì¤á  å à ªâ¥à­ë ¤«ï á«¥-¤ãîé¨å âà¥å á«ãç ¥¢: ¬¥¤«¥­­ëå (¯®«§ãé¨å) â¥ç¥­¨©, á¨«ì­® ¢ï§ª¨å�¨¤ª®áâ¥©, ¬ «ëå à §¬¥à®¢ ç áâ¨æ.�«ï ãáâ ­®¢¨¢è¨åáï â¥ç¥­¨© ¢ï§ª®© ­¥á�¨¬ ¥¬®© �¨¤ª®áâ¨ ¯à¥-­¥¡à¥�¥­¨¥ ¢ (1.1.4) ¨­¥àæ¨®­­ë¬¨ ç«¥­ ¬¨ ¨ ãç¥â ¢á¥å ª®­á¥à¢ â¨¢-41



42 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨­ëå ¬ áá®¢ëå á¨« ¢ ¤ ¢«¥­¨¨ P ¯à¨¢®¤¨â ª ãà ¢­¥­¨ï¬ �â®ªá :
∇ · ~V = 0,
µ�~V = ∇P.

(2.1.1)�à ¢­¥­¨ï �â®ªá  (2.1.1) ï¢«ïîâáï «¨­¥©­ë¬¨ ¨ áãé¥áâ¢¥­­®¯à®é¥ ­¥«¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© � ¢ì¥ | �â®ªá . �á«¨ ¤¢  à¥è¥­¨ï
{~V1, P1} ¨ {~V2, P2} ¯® ®â¤¥«ì­®áâ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢­¥­¨ï¬ (2.1.1),â® íâ¨¬ �¥ ãà ¢­¥­¨ï¬ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â áã¬¬  {α~V1+ β~V2, αP1 + βP2}¯à¨ «î¡ëå §­ ç¥­¨ïå ¯ à ¬¥âà®¢ α ¨ β.� ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ëå § ¤ ç å ¢ áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â
R, θ, ϕ ¢á¥ ¢¥«¨ç¨­ë ­¥ § ¢¨áïâ ®â ª®®à¤¨­ âë ϕ ¨ âà¥âìï ª®¬¯®­¥­â áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ à ¢­  ­ã«î: Vϕ = 0. �à ¢­¥­¨ï �â®ªá  (2.1.1) ¢áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â ¨¬¥îâ ¢¨¤1

R

∂

∂R

(
R2VR

)+ 1sin θ ∂

∂θ

(
Vθ sin θ) = 0,

µ

(�VR − 2VR

R2 − 2
R2 ∂Vθ

∂θ
− 2Vθ 
tg θ

R2 ) = ∂P

∂R
,

µ

(�Vθ + 2
R2 ∂VR

∂θ
− Vθ

R2 sin2 θ ) = 1
R

∂P

∂θ
,

(2.1.2)£¤¥ � ≡ 1
R2 ∂

∂R

(
R2 ∂

∂R

)+ 1
R2 sin θ ∂

∂θ

(sin θ ∂

∂θ

)
.�®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¬®�­® ¢ëà §¨âì ç¥à¥§ äã­ªæ¨îâ®ª  	:

VR = 1
R2 sin θ ∂	

∂θ
, Vθ = − 1

R sin θ ∂	
∂R

. (2.1.3)� íâ®¬ á«ãç ¥ ¯¥à¢®¥ ãà ¢­¥­¨¥ (2.1.2) (ãà ¢­¥­¨¥ ­¥à §àë¢­®áâ¨)ã¤®¢«¥â¢®àï¥âáï  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨. Ǒ®¤áâ ¢¨¬ ¢ëà �¥­¨ï (2.1.3) ¢® ¢â®-à®¥ ¨ âà¥âì¥ ãà ¢­¥­¨ï (2.1.2). � à¥§ã«ìâ â¥ ¨áª«îç¥­¨ï ç«¥­®¢ á¤ ¢«¥­¨¥¬, ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã ãà ¢­¥­¨î ¤«ï äã­ªæ¨¨ â®ª :
E2(E2	) = 0, E2 ≡ ∂2

∂R2 + sin θ
R2 ∂

∂θ

( 1sin θ ∂

∂θ

)
. (2.1.4)�¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (2.1.4) ¨¬¥¥â ¢¨¤ [178℄	(R, θ) = ∞∑

n=0(AnR
n +BnR

1−n + CnR
n+2 +DnR

3−n
)
Jn(
os θ) ++ ∞∑

n=2(ÃnR
n + B̃nR

1−n + C̃nR
n+2 + D̃nR

3−n
)
Hn(
os θ),(2.1.5)



2.1. �¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨© �â®ªá  ¢ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á«ãç ¥ 43£¤¥An,Bn, Cn,Dn, Ãn, B̃n, C̃n, D̃n |¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¯®áâ®ï­­ë¥; Jn(ζ)¨ Hn(ζ) | äã­ªæ¨¨ �¥£¥­¡ ãíà  ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£® à®¤ , ª®â®àë¥«¨­¥©­® á¢ï§ ­ë á äã­ªæ¨ï¬¨ �¥� ­¤à  Pn(ζ) ¨ Qn(ζ):
Jn(ζ) = Pn−2(ζ) − Pn(ζ)2n− 1 , Hn(ζ) = Qn−2(ζ)−Qn(ζ)2n− 1 (n > 2).�ã­ªæ¨¨ �¥£¥­¡ ãíà  ¯¥à¢®£® à®¤  ¢ëà � îâáï ¯à¨ ¯®¬®é¨ ª®-­¥ç­®£® áâ¥¯¥­­®£® àï¤ :

Jn(ζ) = − 1(n−1)! ( d

dζ

)n−2( ζ2−12 )n−1 == 1·3 . . . (2n−3)1·2 . . . n [
ζn− n(n−1)2(2n−3) ζn−2+ n(n−1)(n−2)(n−3)2·4(2n−3)(2n−5) ζn−4−. . .].� ç áâ­ëå á«ãç ïå ¨¬¥¥¬

J0(ζ) = 1, J1(ζ) = −ζ, J2(ζ) = 12 (1− ζ2), J3(ζ) = 12 ζ(1− ζ2),
J4(ζ) = 18 (1− ζ2)(5ζ2 − 1), J5(ζ) = 18 ζ(1− ζ2)(7ζ2 − 3).�ã­ªæ¨¨ �¥£¥­¡ ãíà  ¢â®à®£® à®¤  ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬

H0(ζ) = −ζ, H1(ζ) = −1,
Hn(ζ) = 12 Jn(ζ) ln 1 + ζ1− ζ

+Kn(ζ), n > 2,£¤¥ äã­ªæ¨ï Kn(ζ) ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ äã­ªæ¨¨ �¥£¥­¡ ãíà  ¯¥à¢®£®à®¤ :
Kn(ζ) = −

12 n6k6 12 n+ 12∑

k

(2n−4k+1)(2k−1)(n−k) [1− (2k−1)(n−k)
n(n−1) ]

Jn−2k+1(ζ),¯à¨ç¥¬ àï¤ë ­ ç¨­ îâáï ¨«¨ á J0 ¨«¨ á J1 ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®,­¥ç¥â­®¥ ¨«¨ ç¥â­®¥ n. � ç áâ­ëå á«ãç ïå ¨¬¥¥¬
K2(ζ) = 12 ζ, K3(ζ) = 16 (3 ζ2 − 2),

K4(ζ) = 124 ζ(15 ζ2 − 13), K5(ζ) = 1120 (105 ζ4 − 115 ζ2 + 16).Ǒà¨ n > 2 äã­ªæ¨¨ �¥£¥­¡ ãíà  ¢â®à®£® à®¤  ¡¥áª®­¥ç­ë ¢ â®ç-ª å ζ = ±1, çâ® ®â¢¥ç ¥â θ = 0 ¨ θ = π. Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¢ ä¨§¨ç¥áª®©¯®áâ ­®¢ª¥ § ¤ ç¨ ®âáãâáâ¢ãîâ á¨­£ã«ïà­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨, â® ¯®¬¥-ç¥­­ë¥ ýâ¨«ì¤®©þ ¢ ä®à¬ã«¥ (2.1.5) ¯®áâ®ï­­ë¥ ¤®«�­ë à ¢­ïâìáï­ã«î. �à®¬¥ â®£®, ¯à¨ n= 0 ¨ n= 1 ®áâ ¢è¨¥áï ¯®áâ®ï­­ë¥ ¯à¨¢®¤ïâ



44 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨ª ¡¥áª®­¥ç­ë¬ â ­£¥­æ¨ «ì­ë¬ áª®à®áâï¬ Vθ ­  ®á¨ ¯®â®ª . Ǒ®íâ®¬ã¢ ¯®¤ ¢«ïîé¥¬ ¡®«ìè¨­áâ¢¥ § ¤ ç ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã-§ëà¥© áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ äã­ªæ¨ï â®ª  ¢ áä¥à¨ç¥áª¨å ª®®à¤¨­ â å¬®�¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­  ¢ ä®à¬¥	(R, θ) = ∞∑

n=2(AnR
n+BnR

1−n+CnR
n+2+DnR

3−n
)
Jn(
os θ). (2.1.6)�®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¨ ¤ ¢«¥­¨¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â ª®¬ãâ¥ç¥­¨î, ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬

VR = −
∞∑

n=2(AnR
n−2 +BnR

−n−1 + CnR
n +DnR

1−n
)
Pn−1(
os θ),

Vθ = ∞∑

n=2[nAnR
n−2 − (n− 1)BnR

−n−1 ++ (n+ 2)CnR
n −Dn(n− 3)R1−n

] Jn(
os θ)sin θ ,

p = −2µ ∞∑

n=2( 2n+ 1
n− 1 CnR

n−1 + 2n− 3
n

DnR
−n
)
Pn−1(
os θ) + 
onst .(2.1.7)� íâ®¬ á«ãç ¥ �¨¤ª®áâì ¤¥©áâ¢ã¥â ­  «î¡ãî áä¥à¨ç¥áªãî £à ­¨æã,®¯¨áë¢ ¥¬ãî ãà ¢­¥­¨¥¬ R = 
onst, á á¨«®©

FZ = 4πµD2. (2.1.8)�­â¥à¥á­® ®â¬¥â¨âì, çâ® á¨«  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â®«ìª® ®¤­¨¬ ª®íää¨æ¨-¥­â®¬ àï¤  (2.1.6).�®à¬ã«ë (2.1.6)| (2.1.8) ï¢«ïîâáï ®á­®¢®© ¤«ï à¥è¥­¨ï è¨à®ª®-£® ª« áá  § ¤ ç å¨¬¨ç¥áª®© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨.2.2. �¡â¥ª ­¨¥ áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë, ª ¯«¨¨ ¯ã§ëàï ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬¯®â®ª®¬�¡â¥ª ­¨¥ áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë. � áá¬®âà¨¬ â¢¥à¤ãî áä¥-à¨ç¥áªãî ç áâ¨æã à ¤¨ãá  a, ®¡â¥ª ¥¬ãî ®¤­®à®¤­ë¬ ¯®áâã¯ â¥«ì-­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ á® áª®à®áâìî Ui (à¨á. 2.1). �ç¨â ¥¬, çâ®�¨¤ª®áâì ¨¬¥¥â ¤¨­ ¬¨ç¥áªãî ¢ï§ª®áâì µ. �«ï  ­ «¨§  ¨á¯®«ì§ã¥¬áä¥à¨ç¥áªãî á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨­ â R, θ, ϕ, á¢ï§ ­­ãî á æ¥­âà®¬ ç áâ¨-æë. �£®« θ ®âáç¨âë¢ ¥¬ ®â ­ ¯à ¢«¥­¨ï ­ ¡¥£ îé¥£® ¯®â®ª  (â.¥. ®â



2.2. �¡â¥ª ­¨¥ ç áâ¨æë, ª ¯«¨ ¨ ¯ã§ëàï ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ 45
�¨á. 2.1. �å¥¬  ®¡â¥ª ­¨ï áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬¯®â®ª®¬§ ¤­¥© ªà¨â¨ç¥áª®© â®çª¨ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë). � á¨«ã ®á¥¢®©á¨¬¬¥âà¨¨ § ¤ ç¨ â®«ìª® ¤¢¥ ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ VR, Vθ®â«¨ç­ë ®â ­ã«ï ¨ ¢á¥ ¨áª®¬ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ­¥ § ¢¨áïâ ®â âà¥âì¥© ª®-®à¤¨­ âë ϕ.� á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨�â®ªá  (2.1.1), £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ¯à¨«¨¯ ­¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨â¢¥à¤®© áä¥àë

VR = Vθ = 0 ¯à¨ R = a (2.2.1)¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨
VR → Ui 
os θ, Vθ → −Ui sin θ ¯à¨ R → ∞, (2.2.2)ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®¤­®à®¤­®áâ¨ ­¥¢®§¬ãé¥­­®£® ¯®â®ª  ¢¤ «¨®â ç áâ¨æë (1.1.6).Ǒ¥à¥å®¤ï ®â ª®¬¯®­¥­â áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ VR, Vθ ª äã­ªæ¨¨â®ª  	 ¯® ä®à¬ã« ¬ (2.1.3), ¯®«ãç¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ (2.1.4). �§ £à ­¨ç­ëåãá«®¢¨© ¢¤ «¨ ®â ç áâ¨æë (2.2.2) á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ®¡é¥¬ à¥è¥­¨¨(2.1.5) ¤®áâ â®ç­® ®£à ­¨ç¨âìáï ¯¥à¢ë¬ ç«¥­®¬, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬§­ ç¥­¨î n = 2. �á«®¢¨ï ¯à¨«¨¯ ­¨ï (2.2.1) ¯®§¢®«ïîâ ®¯à¥¤¥«¨âì­¥¨§¢¥áâ­ë¥ ¯®áâ®ï­­ë¥ A2, B2, C2, D2. � ¨â®£¥ ¤«ï äã­ªæ¨¨ â®ª ¬®�­® ¯®«ãç¨âì á«¥¤ãîé¥¥ ¢ëà �¥­¨¥:	 = 12 UiR2(1− 32 a

R
+ 12 a3

R3 ) sin2 θ. (2.2.3)�âáî¤  ­ å®¤¨¬ ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ¨ ¤ ¢«¥­¨¥
VR = Ui(1− 32 a

R
+ 12 a3

R3 ) 
os θ,
Vθ = −Ui(1− 34 a

R
− 14 a3

R3 ) sin θ,
P = Pi − 3µUia 
os θ2R2 ,

(2.2.4)



46 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨
�¨á. 2.2. �å¥¬  ®¡â¥ª ­¨ï áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®-ª®¬£¤¥ Pi |­¥¢®§¬ãé¥­­®¥ ¤ ¢«¥­¨¥ ¢¤ «¨ ®â ç áâ¨æë.�¨­ ¬¨ç¥áª®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ áà¥¤ë ¨ �¨¤ª®áâ¨ å à ªâ¥à¨§ã¥âáïá¨«®© á®¯à®â¨¢«¥­¨ï, ª®â®à ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¯à®¥ªæ¨ï ¢á¥å £¨¤-à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å á¨« ­  ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ¯®â®ª :

F = ∫
S

(τRR 
os θ − τRθ sin θ) ds,£¤¥ S|¯®¢¥àå­®áâì ç áâ¨æë.� ¯àï�¥­¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ áä¥àë § ¤ îâáï á®®â­®è¥­¨ï¬¨
τRR =(−P + 2µ ∂VR

∂R

)

R=a

, τRθ =µ( ∂Vθ

∂R
− Vθ

R
+ 1
R

∂VR

∂θ

)

R=a

.�á¯®«ì§ãï ¢ëà �¥­¨ï (2.2.4) ¨ ¯à®¢®¤ï ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥, ¯®«ãç¨¬á¨«ã á®¯à®â¨¢«¥­¨ï, ¤¥©áâ¢ãîéãî ­  áä¥à¨ç¥áªãî ç áâ¨æã á® áâ®-à®­ë �¨¤ª®áâ¨ §  áç¥â ¢ï§ª®áâ¨:
F = 6πµaUi, (2.2.5)ª®â®à ï ­ §ë¢ ¥âáï ä®à¬ã«®© �â®ªá .�¡â¥ª ­¨¥ áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ ¨ ¯ã§ëàï. � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àìáä¥à¨ç¥áªãî ª ¯«î à ¤¨ãá  a, ®¡â¥ª ¥¬ãî ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®-¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¤àã£®© �¨¤ª®áâ¨ á® áª®à®áâìî Ui (à¨á. 2.2). �ç¨â ¥¬,çâ® ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ ¢ï§ª®áâ¨ �¨¤ª®áâ¥© ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ à ¢­ë µ1¨ µ2. �á¥ ¨áª®¬ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ¡ã¤¥¬ ¯®¬¥ç âì á®-®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢¥àå­¨¬¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ (1) ¨ (2).�«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¨ ¤ ¢«¥­¨ï ¢ ª �¤®© ä §¥¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ãà ¢­¥­¨ï �â®ªá  (2.1.1). � ª ¨ à ­¥¥, ãá«®¢¨¥®¤­®à®¤­®áâ¨ ¯®â®ª  ¢¤ «¨ ®â ª ¯«¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤ (2.2.2).�¨�¥ ¯¥à¥ç¨á«¥­ë ç¥âëà¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¥ ¤®«�­ë ¢ë¯®«­ïâìáï­  £à ­¨æ¥ áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨.



2.2. �¡â¥ª ­¨¥ ç áâ¨æë, ª ¯«¨ ¨ ¯ã§ëàï ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ 47�á«®¢¨¥ ­¥¯à®â¥ª ­¨ï:
V
(1)
R = V

(2)
R = 0 ¯à¨ R = a. (2.2.6)�á«®¢¨¥ ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ â ­£¥­æ¨ «ì­®© ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨:

V
(1)
θ = V

(2)
θ ¯à¨ R = a. (2.2.7)�á«®¢¨¥ à ¢¥­áâ¢  áª çª  ­®à¬ «ì­ëå ­ ¯àï�¥­¨© ¨§¡ëâ®ç­®¬ã¤ ¢«¥­¨î §  áç¥â ¤¥©áâ¢¨ï á¨« ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï:

P (1) − 2µ1 ∂V (1)
R

∂R
+ 2σ

a
= P (2) − 2µ2 ∂V (2)

R

∂R
¯à¨ R = a, (2.2.8)£¤¥ σ|¬¥�ä §­®¥ ¯®¢¥àå­®áâ­®¥ ­ âï�¥­¨¥.�«¥¤áâ¢¨¥ ãá«®¢¨ï ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ª á â¥«ì­ëå ­ ¯àï�¥­¨©:

µ1( ∂V
(1)
θ

∂R
− V

(1)
θ

R

) = µ2( ∂V
(2)
θ

∂R
− V

(2)
θ

R

) ¯à¨ R = a. (2.2.9)�à®¬¥ â®£®, ¨á¯®«ì§ãîâáï â ª�¥ ãá«®¢¨ï ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ à¥è¥-­¨ï ¢ æ¥­âà¥ ª ¯«¨:
V
(2)
R <∞, V

(2)
θ <∞ ¯à¨ R = 0. (2.2.10)Ǒ® ä®à¬ã« ¬ (2.1.3) ¢¢¥¤¥¬ äã­ªæ¨î â®ª  	(m) ¢ ª �¤®© ä §¥(m = 1, 2). �á«®¢¨ï (2.2.6) | (2.2.10) ¯®§¢®«ïîâ ®¯à¥¤¥«¨âì ¯®áâ®-ï­­ë¥ ¢ ®¡é¨å à¥è¥­¨ïå (2.1.5) ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨. � à¥§ã«ìâ â¥¯®«ãç¨¬ à¥è¥­¨¥ �¤ ¬ à | �ë¡ç¨­áª®£® [178, 219℄	(1) = 14 UiR2(2− 2 + 3β1 + β

a

R
+ β1 + β

a3
R3 ) sin2 θ,	(2) = − Ui4(1 + β) R2(1− R2

a2 ) sin2 θ, (2.2.11)£¤¥ β = µ2/µ1.�á¯®«ì§ãï ä®à¬ã«ë (2.1.3), ¢ëç¨á«¨¬ ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¥©�¨¤ª®áâ¨ ¨ ¤ ¢«¥­¨¥ ¢­¥ ª ¯«¨:
V
(1)
R = Ui[1− 2 + 3β2(1 + β) a

R
+ β2(1 + β) a3

R3 ] 
os θ,
V
(1)
θ = −Ui[1− 2 + 3β4(1 + β) a

R
− β4(1 + β) a3

R3 ] sin θ,
P (1) = P

(1)0 − µ1Uia(2 + 3β)2(1 + β) 
os θ
R2 .

(2.2.12)



48 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨�®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ¨ ¤ ¢«¥­¨¥ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ®¯à¥¤¥«ï-îâáï ¢ëà �¥­¨ï¬¨:
V
(2)
R = − Ui2(1 + β) (1− R2

a2 ) 
os θ,
V
(2)
θ = Ui2(1 + β) (1− 2 R2

a2 ) sin θ,
P (2) = P

(2)0 + 5µ2UiR 
os θ
a2(1 + β) .

(2.2.13)Ǒ®áâ®ï­­ë¥ P (1)0 , P (2)0 ¢ ¢ëà �¥­¨ïå ¤«ï ¯®«¥© ¤ ¢«¥­¨ï (2.2.12)¨ (2.2.13) á¢ï§ ­ë á®®â­®è¥­¨¥¬
P
(2)0 − P

(1)0 = 2σ
a
. (2.2.14)�¨«  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï, ¤¥©áâ¢ãîé ï ­  áä¥à¨ç¥áªãî ª ¯«î á®áâ®à®­ë �¨¤ª®áâ¨:

F = 2πaUi 2µ1 + 3µ2
µ1 + µ2 . (2.2.15)Ǒà¨ β = µ2/µ1 →∞ ¨§ (2.2.15) ¯®«ãç¨¬ ä®à¬ã«ã �â®ªá  ¤«ï â¢¥à¤®©ç áâ¨æë (2.2.5). � §®¢®¬ã ¯ã§ëàî á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯à¥¤¥«ì­ë© ¯¥à¥å®¤¯à¨ β → 0.�áâ ­®¢¨¢è¥¥áï ¤¢¨�¥­¨¥ áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨. � å¨¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®£¨¨ ç áâ® ¢áâà¥ç ¥â-áï § ¤ ç  ®¡ ãáâ ­®¢¨¢è¥¬áï ¤¢¨�¥­¨¨ áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë, ª ¯-«¨ ¨ ¯ã§ëàï á® áª®à®áâìî Ui ¢ ­¥¯®¤¢¨�­®© �¨¤ª®áâ¨. �á«¥¤áâ¢¨¥«¨­¥©­®áâ¨ ãà ¢­¥­¨© �â®ªá  à¥è¥­¨¥ íâ®© § ¤ ç¨ ¬®�­® ¯®«ãç¨âì¨§ ä®à¬ã« (2.2.12), (2.2.13), ¯à¨¡ ¢«ïï ª ­¨¬ ç«¥­ë �VR = −Ui 
os θ,�Vθ = Ui sin θ, ®¯¨áë¢ îé¨¥ ®¤­®à®¤­®¥ â¥ç¥­¨¥ á® áª®à®áâìî Ui ¢ ­ -¯à ¢«¥­¨¨, ®¡à â­®¬ ®¡â¥ª îé¥¬ã ¯®â®ªã. �®âï ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ å à ª-â¥à¨áâ¨ª¨ ®¡â¥ª ­¨ï ­¥ ¨§¬¥­ïîâáï, ª àâ¨­  «¨­¨© â®ª  ¢ á¨áâ¥¬¥®âáç¥â , á¢ï§ ­­®© á ­¥¯®¤¢¨�­®© �¨¤ª®áâìî, ¡ã¤¥â ¢ë£«ï¤¥âì ¨­ -ç¥. � ç áâ­®áâ¨, «¨­¨¨ â®ª  ¢­ãâà¨ áä¥àë ­¥ ¡ã¤ãâ § ¬ª­ãâë¬¨.�®íää¨æ¨¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ª ¯«¨ ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥

cf = F12 ρ1U2i πa2 = 4Re ( 2 + 3β1 + β

)
, £¤¥ Re = ρ1Uia

µ1 . (2.2.16)Ǒà¨à ¢­¨¢ ï á¨«ã á®¯à®â¨¢«¥­¨ï áä¥àë F à §­®áâ¨ £à ¢¨â æ¨-®­­®© ¨  àå¨¬¥¤®¢®© á¨« 43 πa3g�ρ, ¬®�­® ®æ¥­¨âì ãáâ ­®¢¨¢èãîáïáª®à®áâì ®â­®á¨â¥«ì­®£® ¤¢¨�¥­¨ï ä § (áª®à®áâì ®á �¤¥­¨ï ¨«¨ áª®-à®áâì ¢á¯«ëâ¨ï áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨)
U = 23 ga2�ρ

µ1 ( 1 + β2 + 3β ) , (2.2.17)



2.2. �¡â¥ª ­¨¥ ç áâ¨æë, ª ¯«¨ ¨ ¯ã§ëàï ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ 49£¤¥ �ρ|à §­®áâì ¯«®â­®áâ¥© ¢­¥è­¥© ¨ ¢­ãâà¥­­¥© �¨¤ª®áâ¥©, g|ãáª®à¥­¨¥ á¢®¡®¤­®£® ¯ ¤¥­¨ï.�®®â­®è¥­¨ï (2.2.16) ¨ (2.2.17) ®å¢ âë¢ îâ ¢¥áì ¤¨ ¯ §®­ ¨§¬¥-­¥­¨ï ®â­®è¥­¨ï ¢ï§ª®áâ¥© ä § 0 6 β < ∞. � ¯à¥¤¥«ì­ëå á«ãç ïå
β = 0 (£ §®¢ë© ¯ã§ëàì ¢ ¢ëá®ª®¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨) ¨ β → ∞ (â¢¥à¤ ïç áâ¨æ  ¢ �¨¤ª®áâ¨ ¨«¨ £ §¥) íâ¨ ä®à¬ã«ë ¯à¨­¨¬ îâ ¢¨¤

cf = 8Re , U = 13 ga2�ρ
µ1 (£ §®¢ë© ¯ã§ëàì), (2.2.18)

cf = 12Re , U = 29 ga2�ρ
µ1 (â¢¥à¤ ï ç áâ¨æ ). (2.2.19)Ǒ®á«¥¤­¥¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï cf ¨§¢¥áâ­® ª ª § ª®­ �â®ªá  ¤«ï ª®íä-

�¨á. 2.3. �¡â¥ª ­¨¥ ª ¯«¨ á ¬¥¬-¡à ­­®© ä §®©

ä¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï â¢¥à¤ëå áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ. �­ ¯®¤â¢¥à-�¤¥­ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­® ¤«ï Re < 0,1.� ª®­ á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¤«ï áä¥à¨ç¥-áª¨å ¯ã§ëàìª®¢ (2.2.18) ¢ë¯®«­ï¥âáï«¨èì ¤«ï ®ç¥­ì ç¨áâëå �¨¤ª®áâ¥© ¡¥§ª ª¨å-«¨¡® ¯à¨¬¥á¥© ¯®¢¥àå­®áâ­®- ªâ¨¢­ëå ¢¥é¥áâ¢.�®£« á­® ¤ ­­ë¬ [100℄, ¤ �¥ ®ç¥­ì¬ «ë¥ ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®¢¥àå­®áâ­®- ª-â¨¢­ëå ¢¥é¥áâ¢,  ¤á®à¡¨àãïáì ­  ¯®-¢¥àå­®áâ¨ ¯ã§ëàï, ¯à¨¢®¤ïâ ª ¥¥ ý§ -â¢¥à¤¥¢ ­¨îþ, ¯®¤ ¢«ïï ¢­ãâà¥­­îîæ¨àªã«ïæ¨î �¨¤ª®áâ¨, â ª çâ® à¥ «ì-­®¥ ¢á¯«ëâ¨¥ ¯ã§ëàìª  ¨¤¥â ¯® § ª®­ã�â®ªá  ¤«ï â¢¥à¤®© ç áâ¨æë (2.2.19).�¡â¥ª ­¨¥ ª ¯¥«ì á ¬¥¬¡à ­-­®© ä §®©. � å¨¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®-£¨¨ ­¥à¥¤ª¨ á«ãç ¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï á®-áâ ¢­ëå ª ¯¥«ì, ª®£¤  ¤¨á¯¥àá­ ï áà¥-¤  (ä §  1) ¨ �¨¤ª®áâì, á®áâ ¢«ïî-é ï ï¤à® ª ¯«¨ (ä §  3), à §¤¥«¥­ë�¨¤ª®© ®¡®«®çª®© ¨§ ¡ãä¥à­®© ¨«¨¬¥¬¡à ­­®© ä §ë (ä §  2). �â æ¨®-­ à­®¥ â¥ç¥­¨¥ ¢ ­¥á¬¥è¨¢ îé¨åáïä § å 2 ¨ 3 ¤®«�­® ¯à®¨áå®¤¨âì ¯® § -¬ª­ãâë¬ «¨­¨ï¬ â®ª  (à¨á. 2.3). �á«¨ á«®© ¬¥¬¡à ­­®© ä §ë â®­®ª,â¥ç¥­¨¥ ¢ ­¥¬ ¡ã¤¥â ¢¥áì¬  áâ¥á­¥­­ë¬, ¡«¨§ª¨¬ ª § â®à¬®�¥­­®¬ã.Ǒãáâì a|¢­¥è­¨© à ¤¨ãá á®áâ ¢­®© ª ¯«¨,   aε|à ¤¨ãá ¥¥ ï¤-à  (0 6 ε 6 1). �®ç­®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ á®áâ ¢­®© ª ¯«¨¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ á® áª®à®áâìî Ui ¤ ­® ¢ [293℄, £¤¥



50 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨¯à¨¢¥¤¥­ë äã­ªæ¨¨ â®ª  â¥ç¥­¨ï ¢ ä § å ¨ ¢ëç¨á«¥­  á¨«  á®¯à®-â¨¢«¥­¨ï
F = 6πµaUiλ, λ = 23 β3 + 6β22F (ε) + β2(2 + 3β3)G(ε)

β3 + 4β22F (ε) + 2β2(1 + β3)G(ε) , (2.2.20)£¤¥ β2 = µ2/µ1 ¨ β3 = µ3/µ1 | ®â­®è¥­¨ï ¢ï§ª®áâ¥© ä §,  
F (ε) = 1− ε5(1− ε)3(4ε2 + 7ε+ 4) , G(ε) = (1 + ε)(2ε2 + ε+ 2)(1− ε)(4ε2 + 7ε+ 4) .�â¬¥â¨¬ âà¨ ¢ �­ëå ¯à¥¤¥«ì­ëå á«ãç ï ä®à¬ã«ë (2.2.20).1. �«ï ¬ «®£® ï¤à  ª ¯«¨ ¯®«ãç¨¬

λ→ 2 + 3β23(1 + β2) ¯à¨ ε→ 0, (2.2.21)¨ ä®à¬ã«  (2.2.20) ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ä®à¬ã«ã (2.2.15), á®â¢¥âáâ¢ãîéãîà¥è¥­¨î �¤ ¬ à |�ë¡ç¨­áª®£®, £¤¥ β = β2.2. Ǒà¨ ã¬¥­ìè¥­¨¨ â®«é¨­ë ¬¥¬¡à ­­®£® á«®ï ¨¬¥¥¬
λ→ 1 ¯à¨ ε→ 1. (2.2.22)�â® ®§­ ç ¥â, çâ® ¤¢¨�¥­¨¥ ¢ â®­ª®¬ ¬¥¬¡à ­­®¬ á«®¥ á¨«ì­® § -â®à¬®�¥­® ¨ ª ¯«ï ®¡â¥ª ¥âáï, ª ª â¢¥à¤ ï ç áâ¨æ . Ǒ®«ãç¥­­ë©à¥§ã«ìâ â ¬®�­® âà ªâ®¢ âì, ª ª ç¨áâ® £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áªãî  «ìâ¥à-­ â¨¢ã ¤ ¢ ¥¬®£® ¢ [100℄ ®¡êïá­¥­¨ï íää¥ªâ  �®à­  (ý§ â¢¥à¤¥¢ -­¨¥þ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯ã§ëàìª , ¢á¯«ë¢ îé¥£® ¢ �¨¤ª®áâ¨ á® á«¥¤ ¬¨¯®¢¥àå­®áâ­®- ªâ¨¢­®£® ¢¥é¥áâ¢ ).3. �¢¥«¨ç¨¢ ï ¢ï§ª®áâì ï¤à  ¯à¨å®¤¨¬ ª á¨«¥ á®¯à®â¨¢«¥­¨ïâ¢¥à¤®© áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë à ¤¨ãá  aε, ¯®ªàëâ®© �¨¤ª®© ¯«¥­ª®©â®«é¨­®© a(1− ε):

F = 6πµaUiλ, λ = 23 1 + 3β2G(ε)1 + 2β2G(ε) . (2.2.23)�â  ä®à¬ã«  ¯à¨ ã¬¥­ìè¥­¨¨ à ¤¨ãá  ç áâ¨æë ε → 0 ¯¥à¥å®¤¨â ¢ä®à¬ã«ã �¤ ¬ à |�ë¡ç¨­áª®£® ¤«ï ª ¯«¨ (2.2.15),   ¯à¨ ã¬¥­ìè¥-­¨¨ â®«é¨­ë ¯«¥­ª¨ ε → 1 | ¢ ä®à¬ã«ã �â®ªá  ¤«ï â¢¥à¤®© áä¥àë(2.2.5).�¡â¥ª ­¨¥ ¯®à¨áâ®© áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë. � áá¬®âà¨¬ § -¤ çã ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ áä¥à¨ç¥áª®© ¯®à¨áâ®© ç áâ¨æë à ¤¨ãá  a ¯®áâã-¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ �¨¤ª®áâ¨ á® áª®à®áâìî Ui. �ç¨â ¥¬, çâ® â¥ç¥­¨¥¢­¥ ç áâ¨æë ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ �â®ªá  (2.1.1) 
 ¢ï§ª®áâìî µ.



2.2. �¡â¥ª ­¨¥ ç áâ¨æë, ª ¯«¨ ¨ ¯ã§ëàï ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ 51Ǒà¥¤¯®« £ ¥âáï â ª�¥, çâ® ¤«ï ä¨«ìâà æ¨®­­®£® â¥ç¥­¨ï ­¥á�¨¬ ¥-¬®© �¨¤ª®áâ¨ ¢­ãâà¨ ç áâ¨æë á¯à ¢¥¤«¨¢ § ª®­ � àá¨ [88, 132℄:
~V (2) = − K

µ
∇P (2), ∇ · ~V (2) = 0, (2.2.24)£¤¥ K|ª®íää¨æ¨¥­â ¯à®­¨æ ¥¬®áâ¨.�«ï § ¢¥àè¥­¨ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ § ¤ ç¨ ¯®¬¨¬® ãá«®¢¨ï ®¤­®à®¤-­®áâ¨ ¯®â®ª  ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ (2.2.2) ¨ ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ à¥è¥­¨ï(2.2.10) á«¥¤ã¥â ¤®¡ ¢¨âì £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨-æë. �¤­® ¨§ ãá«®¢¨© ¯®«ãç ¥âáï ¯®¤áâ ­®¢ª®© §­ ç¥­¨© µ2=0 ¨ σ=0¢ (2.2.8) ¨ ®§­ ç ¥â à ¢¥­áâ¢® ­®à¬ «ì­®£® ­ ¯àï�¥­¨ï ¢­ãâà¥­­¥¬ã¤ ¢«¥­¨î. �à®¬¥ â®£®, ¤®«�­ë ¢ë¯®«­ïâìáï ãá«®¢¨¥ ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨­®à¬ «ì­®© á®áâ ¢«ïîé¥© áª®à®áâ¨

V
(1)
R = V

(2)
R ¯à¨ R = a (2.2.25)¨ ãá«®¢¨¥ ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­®áâ¨ áª çª  â ­£¥­æ¨ «ì­®© á®áâ ¢«ïîé¥©áª®à®áâ¨ ­  £à ­¨æ¥ �¨¤ª®áâì{¯®à¨áâ ï áà¥¤  ¥¥ ­®à¬ «ì­®© ¯à®¨§-¢®¤­®©

λ
√
K
∂V

(1)
θ

∂R
= (V (1)

θ − V
(2)
θ

) ¯à¨ R = a. (2.2.26)Ǒ®á«¥¤­¥¥ ãá«®¢¨¥ ¡ë«® ¯®«ãç¥­® íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­® ¨ â¥®à¥â¨ç¥áª¨®¡®á­®¢ ­® ¢ à ¡®â å [198, 199, 295℄, λ|¡¥§à §¬¥à­ ï í¬¯¨à¨ç¥áª ï¯®áâ®ï­­ ï, §­ ç¥­¨¥ ª®â®à®© «¥�¨â ¢ ¤¨ ¯ §®­¥ 0,25 6 λ 6 10,§ ¢¨áïé ï ®â ¬ â¥à¨ «  ¨ ¢­ãâà¥­­¥© £¥®¬¥âà¨¨ ¯®à¨áâ®© áà¥¤ë.� ¯à¨¬¥à, ¤«ï  «®ªá¨â  λ = 10, K = 1,6 · 10−9 ¬2; ¤«ï ­¥ª®â®àëå¯¥­®¬¥â ««®¢ λ = 0,25, K = 10−8 ÷ 10−7 ¬2.�¥è¥­¨¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ­­®© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®© § ¤ ç¨ ¯à¨¢®¤¨âª á«¥¤ãîé¨¬ ¢ëà �¥­¨ï¬ ¤«ï ª®¬¯®­¥­â áª®à®áâ¨ ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨¯®à¨áâ®© ç áâ¨æë [151℄:
V
(1)
R = Ui(1− 32 B1 aR + 12 B2 a3R3 ) 
os θ,
V
(1)
θ = −Ui(1− 34 B1 aR − 14 B2 a3R3 ) sin θ;
V
(2)
R = 32 Ui Ka2 B3 
os θ, V

(2)
θ = − 32 Ui Ka2 B3 sin θ, (2.2.27)£¤¥ ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¯®áâ®ï­­ë¥ B1, B2, B3 ®¯à¥¤¥«ïîâáï á ¯®¬®éìîá®®â­®è¥­¨©

B1 = 1 + λk1/2� , B2 = 1− λk1/2� , B3 = 1 + 5λk1/2� ,

k = K

a2 , � = 1 + 2λk1/2 + 32 k + 152 λk3/2. (2.2.28)



52 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨�«ï á¨«  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯®à¨áâ®© ç áâ¨æë ¨¬¥¥¬
F = 6πµaUiB1, (2.2.29)£¤¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï ¯ à ¬¥âà  B1 ¤ ­® ¢ (2.2.28).� ¯à¥¤¥«ì­ëå á«ãç ïå K → 0 ¨ λ→ 0 ä®à¬ã«  (2.2.29) ¯¥à¥å®¤¨â¢ (2.2.5) ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ áâ®ªá®¢ã ®¡â¥ª ­¨î â¢¥à¤®© áä¥àë.2.3. �ä¥à¨ç¥áª¨¥ ç áâ¨æë ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬¯®â®ª¥ ¯à¨ ã¬¥à¥­­ëå ¨ ¡®«ìè¨åç¨á« å �¥©­®«ì¤á Ǒà¨¡«¨�¥­¨¥ �§¥¥­  ¨ ¢ëáè¨¥ ¯à¨¡«¨�¥­¨ï. Ǒ®«­®áâìî¡¥§ë­¥àæ¨®­­®¥ ®¡â¥ª ­¨¥ áä¥àë ï¢«ï¥âáï  ¤¥ª¢ â­ë¬ íªá¯¥à¨¬¥­âã«¨èì ¢ ¯à¥¤¥«ì­®¬ á«ãç ¥ Re→ 0. ��¥ ¯à¨ Re = 0,05 ¯® ¤ ­­ë¬ [219℄¯®£à¥è­®áâì ®æ¥­ª¨ á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯® ä®à¬ã«¥ (2.2.19) á®áâ ¢«ï¥â1,5 ÷ 2%,   ¯à¨ Re = 0,5 ­ å®¤¨âáï ¢ ¯à¥¤¥« å 10,5 ÷ 11%. Ǒ® íâ®©¯à¨ç¨­¥ ®æ¥­ª®© ¤«ï ª®íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï cf = 12/Re ¬®�-­® ¯®«ì§®¢ âìáï â®«ìª® ¯à¨ Re < 0,2 (¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â 5%). Ǒ®¯ëâª  ã«ãçè¨âì ¯à¨¡«¨�¥­¨¥�â®ªá  ¯à®áâë¬ ¨â¥à æ¨®­­ë¬ ãç¥â®¬ ª®­¢¥ªâ¨¢­ëå ç«¥­®¢ ¯à¨¢®-¤¨â ª ãà ¢­¥­¨î, ¤«ï ª®â®à®£® ­¥«ì§ï ¯®áâà®¨âì à¥è¥­¨¥, ã¤®¢«¥â¢®-àïîé¥¥ ãá«®¢¨î ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨. �â®â ä ªâ ¨§¢¥áâ¥­ ª ª ¯ à ¤®ªá� ©âå¥¤ , ¯à®¨áå®�¤¥­¨¥ ª®â®à®£® á¢ï§ ­® á á¨­£ã«ïà­®áâìî à¥è¥-­¨ï ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨.�¯®á®¡ ¯à¥®¤®«¥­¨ï íâ®£® ¯ à ¤®ªá  ¯à¥¤«®�¨« �§¥¥­ [38℄, ¯®ª -§ ¢è¨©, çâ® ¯®áª®«ìªã ­  ¡®«ìè¨å à ááâ®ï­¨ïå ®â áä¥àë áª®à®áâì ~V¬ «® ®â«¨ç ¥âáï ®â áª®à®áâ¨ ­ ¡¥£ îé¥£® ¯®â®ª  ~Ui, ¨­¥àæ¨®­­ë©ç«¥­ á«¥¤ã¥â ¯à¨¡«¨�¥­­® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì ª ª (~Ui ·∇)~V . �¨áâ¥¬  ãà ¢-­¥­¨© �§¥¥­  ¨¬¥¥â ¢¨¤(~Ui · ∇)~V = − 1

ρ
∇P + ν�~V ,

∇ · ~V = 0. (2.3.1)�â  á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨© ¡®«¥¥ â®ç­  (¢¤ «¨ ®â ç áâ¨æë), ç¥¬ á¨áâ¥¬ ãà ¢­¥­¨© �â®ªá , ¨ â®�¥ «¨­¥©­ .�¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨© (2.3.1) 
 £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ¯à¨«¨¯ ­¨ï­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¢¥à¤®© áä¥àë (2.2.1) ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ¢¤ «¨®â ­¥¥ (2.2.2) ¬®�­® ¢ëà §¨âì ç¥à¥§ äã­ªæ¨î â®ª  (2.1.3) á ¯®¬®éìîä®à¬ã« [219℄	 = U2i R2 sin2 θ2 (1 + a32R3 )−



2.3. � áâ¨æë ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ Re > 1 53
− 32Re U2i a2(1 + 
os θ)[1− exp(−Re 1− 
os θ2 R

a

)]
. (2.3.2)� à¥§ã«ìâ â¥ ¤«ï ª®íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯®«ãç¨¬ ¢ëà �¥-­¨¥

cf = 12Re (1 + 38 Re) , (2.3.3)ª®â®à®¥ ãâ®ç­ï¥â § ª®­ �â®ªá  (2.2.19).Ǒà¨¡«¨�¥­¨¥ �§¥¥­  ¤ ¥â ®âª«®­¥­¨¥ ®â íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå ¤ ­-­ëå ¯à¨ Re 6 0,05 ¢ ¯à¥¤¥« å 0÷ 1,0%,   ¯à¨ Re = 0,5 íâ® ®âª«®­¥­¨¥á®áâ ¢«ï¥â 4÷ 6%.Ǒ®¯ëâªã à áè¨à¨âì ¤¨ ¯ §®­ ¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨  ­ «¨â¨ç¥áª¨å à¥-è¥­¨© ¯® ç¨á«ã �¥©­®«ì¤á  ¯à¥¤¯à¨­ï«¨ Ǒà ã¤¬¥­ ¨ Ǒ¨àá®­ [282℄.�­¨ à¥è «¨ á¨áâ¥¬ã ãà ¢­¥­¨© � ¢ì¥ | �â®ªá  ¬¥â®¤®¬ áà é¨¢ -¥¬ëå  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å à §«®�¥­¨© [38℄ ¢ ®¡« áâïå ¢¡«¨§¨ áä¥àë ¨­  ã¤ «¥­¨¨ ®â ­¥¥. � ¨â®£¥ ¤«ï ª®íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¡ë«®­ ©¤¥­® âà¨ £« ¢­ëå ç«¥­   á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® à §«®�¥­¨ï ¯à¨ Re→0:
cf = 12Re [1 + 38 Re+ 940 Re2 lnRe+O(Re2)]. (2.3.4)Ǒà¨ Re < 0,5 ®âª«®­¥­¨¥ à¥§ã«ìâ â®¢ à áç¥â®¢ ¯® ä®à¬ã«¥ (2.3.4) ®âíªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå ¤ ­­ëå ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â 0,5%.�¥áâ¥à ¨ �à¨ç [219℄ ­ è«¨ ¤¢  ¯®á«¥¤ãîé¨å ç«¥­  à §«®�¥­¨ïª®íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯® ç¨á«ã �¥©­®«ì¤á 

cf = 12Re [1 + 38 Re+ 940 Re2(lnRe+γ + 53 ln 2− 323360 )++ 2780 Re3 lnRe+O(Re3)], (2.3.5)£¤¥ γ ≈ 0,5772| ¯®áâ®ï­­ ï �©«¥à .�¡â¥ª ­¨¥ â¢¥à¤®© áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë ¯à¨ Re > 0,5.Ǒà¨ Re > 0,5  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¥ à¥è¥­¨ï ¯¥à¥áâ îâ  ¤¥ª¢ â­® ®¯¨áë-¢ âì ®¡â¥ª ­¨¥ áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ ¢ï§ª®©�¨¤ª®áâ¨.�­®£®ç¨á«¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ç¨á«¥­­ëå à¥è¥­¨© á¨áâ¥¬ë ãà ¢-­¥­¨© � ¢ì¥ | �â®ªá  ¨ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥ (®¡§®à ª®â®-àëå ¯à¨¢¥¤¥­ ¢ [219℄) ¯®§¢®«ïîâ ¤¥â «ì­® ¯à® ­ «¨§¨à®¢ âì à §¢¨-â¨¥ ª àâ¨­ë â¥ç¥­¨ï ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ ç¨á«  �¥©­®«ì¤á . � ¤¨ ¯ §®­¥0,5 < Re < 10 ®¡â¥ª ­¨¥ áä¥àë ï¢«ï¥âáï ¡¥§®âàë¢­ë¬, å®âï á¨¬¬¥â-à¨ï ®¡â¥ª ­¨ï «®¡®¢®© ¨ âë«ì­®© ç áâ¥© áä¥àë, å à ªâ¥à­ ï ¤«ï



54 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨

�¨á. 2.4. � ç¥áâ¢¥­­ ï ª àâ¨­  ®¡â¥ª ­¨ï áä¥àë á ãáâ®©ç¨¢®© §®­®© ®âàë¢ (10 < Re < 65)¡¥§ë­¥àæ¨®­­®£® áâ®ªá®¢  ®¡â¥ª ­¨ï, ¢á¥ ¡®«¥¥ ¨ ¡®«¥¥ ­ àãè ¥âáï.� ª®­¥æ, ¯à¨ Re ≈ 10 ¢ ª®à¬®¢®© ç áâ¨ ¯à®¨áå®¤¨â ®âàë¢ ¯®â®ª .�¨ ¯ §®­ ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á  10 < Re < 65 å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ­ «¨-ç¨¥¬ § ¬ª­ãâ®© ãáâ®©ç¨¢®© ª®à¬®¢®© ®¡« áâ¨ á ¯ à®© á¨¬¬¥âà¨ç­ëåáâ æ¨®­ à­ëå ¢¨åà¥© (à¨á. 2.4). Ǒ® ¬¥à¥ à®áâ  Re ¢¨åà¨ ã¤«¨­ïîâáï,  â®çª  ®âàë¢  (§­ ç¥­¨¥ θs) á¬¥é ¥âáï ®â ª®à¬®¢®© â®çª¨ (θs = 0◦¯à¨ Re = 10) ¤® â®çª¨ θs = 72◦ ¯à¨ Re = 200 ¯® § ª®­ã [219℄
θs = 42,5(ln Re10 )0,483 ¯à¨ 10 < Re < 200. (2.3.6)� íâ®© ¨ á«¥¤ãîé¥© ä®à¬ã«¥ §­ ç¥­¨ï θs ¢ëà � îâáï ¢ £à ¤ãá å.Ǒà¨ Re > 65 á¯ãâ­®¥ ¢¨åà¥¢®¥ â¥ç¥­¨¥ ¢ ª®à¬®¢®© ®¡« áâ¨ â¥àï¥âãáâ®©ç¨¢®áâì ¨ áâ ­®¢¨âáï ­¥áâ æ¨®­ à­ë¬. � ¤¨ ¯ §®­¥ 65<Re<200§  ç áâ¨æ¥© ®¡à §ã¥âáï ¯à®âï�¥­­ë© ¯ã«ìá¨àãîé¨© á«¥¤, ª®â®àë©¯®áâ¥¯¥­­® âãà¡ã«¨§ã¥âáï ¯à¨ 200<Re<1,5·105. �¤­®¢à¥¬¥­­® â®çª ®âàë¢  ¯à®¤®«� ¥â á¬¥é âìáï ¢¢¥àå ¯® ¯®â®ªã ¯® § ª®­ã [219℄

θs = 102− 213 (Re)−0,37 ¯à¨ 200 < Re < 1,5 · 105. (2.3.7)Ǒà¨ Re> 1500 ¤«ï à¥è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å§ ¤ ç ¯à¨¬¥­ïîâáï ¬¥â®¤ë â¥®à¨¨ ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï [184℄. �¤­ ª®



2.4. � ¯«¨ ¨ ¯ã§ëà¨ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ Re > 1 55¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¢«¨ï­¨ï ®âàë¢­®£® â¥ç¥­¨ï ¢ ª®à¬®¢®© ®¡« áâ¨ ¯®â¥­-æ¨ «ì­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® «¨èì ­  ç áâ¨ «®¡®¢®© ¯®-¢¥àå­®áâ¨ áä¥àë (¤«ï θ > 150◦) [219℄. �â® ­¥ ¯®§¢®«ï¥â ¯à ¢¨«ì­®®æ¥­¨âì ¯à®¤®«ì­ë© £à ¤¨¥­â ¤ ¢«¥­¨ï ­  §­ ç¨â¥«ì­®© ç áâ¨ ¯®-£à ­¨ç­®£® á«®ï.Ǒà¨¢¥¤¥¬ ¤¢¥ ¯à®áâë¥ ¯à¨¡«¨�¥­­­ë¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï ª®íää¨æ¨-¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë [17, 219℄
cf = 12Re (1 + 0,241Re0,687),
cf = 12Re (1 + 0,0811Re0,879), 0 6 Re 6 400,200 6 Re 6 2500, (2.3.8)£¤¥ ç¨á«® �¥©­®«ì¤á  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® à ¤¨ãáã. � ªá¨¬ «ì­ ï ¯®-£à¥è­®áâì ä®à¬ã« (2.3.8) ¢ ãª § ­­ëå ¤¨ ¯ §®­ å ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 5%.� è¨à®ª®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á  ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¡®-«¥¥ á«®�­ãî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î ¤«ï ª®íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï [219℄

cf = 12Re (1 + 0,241Re0,687)+ 0,42 (1 + 1,902 · 104Re−1,16)−1
,¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© ¯à¨ Re < 1,5 · 105 ­¥ ¯à¥¢ë-è ¥â 6%.Ǒà¨ Re ≈ 1,5 · 105 ­ ¡«î¤ ¥âáï ýªà¨§¨á á®¯à®â¨¢«¥­¨ïþ, ª®â®àë©å à ªâ¥à¨§ã¥âáï à¥§ª¨¬ ã¬¥­ìè¥­¨¥¬ ª®íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï¨ á¢ï§ ­ á âãà¡ã«¨§ æ¨¥© ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¨ áª çª®®¡à §­ë¬ á¬¥-é¥­¨¥¬ â®çª¨ ®âàë¢  ¢ ª®à¬®¢ãî ®¡« áâì.Ǒà¨ Re > 1,7 · 105 ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï ª®íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ä®à¬ã«ë

cf =  28,18− 5,3 lgRe ¯à¨ 1,7 · 105 6 Re 6 2 · 105,0,1 lgRe−0,46 ¯à¨ 2 · 105 < Re 6 5 · 105,0,19− 4 · 104Re−1 ¯à¨ 5 · 105 < Re,¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ¢ [219℄.2.4. �ä¥à¨ç¥áª¨¥ ª ¯«¨ ¨ ¯ã§ëà¨ ¢¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ã¬¥à¥­­ëå ¨¡®«ìè¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á Ǒã§ëàì ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥. � á«ãç ¥ áä¥à¨ç¥áª®£®¯ã§ëàï, ®¡â¥ª ¥¬®£® ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å�¥©­®«ì¤á , à¥§ã«ìâ âë à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨© �§¥¥­  (2.3.1) ¯à¨¢®¤ïâ



56 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨ª ¤¢ãç«¥­­®¬ã  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¬ã à §«®�¥­¨î ¤«ï ª®íää¨æ¨¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï [310℄:
cf = 8Re + 1 (¯à¨ Re→ 0), (2.4.1)ª®â®à®¥ ãâ®ç­ï¥â ä®à¬ã«ã (2.2.18).�®íää¨æ¨¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¬®­®â®­­® ã¬¥­ìè ¥âáï ¯à¨ ã¢¥«¨-ç¥­¨¨ ç¨á«  �¥©­®«ì¤á . Ǒà¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  ¤«ï à¥è¥-­¨ï § ¤ ç¨ ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ ¯ã§ëàï ¬®�¥â ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­® ¯à¨¡«¨�¥-­¨¥ ¨¤¥ «ì­®© �¨¤ª®áâ¨. Ǒà¨ íâ®¬ £« ¢­ë© ç«¥­  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£®à §«®�¥­¨ï ª®íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¨¬¥¥â ¢¨¤ [261℄:
cf = 24Re (¯à¨ Re→ ∞). (2.4.2)� [72℄ ¡ë«  ¯à¥¤«®�¥­  ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ ï ä®à¬ã« 

cf = 8Re + 16Re+16 , (2.4.3)¯®§¢®«ïîé ï ¢ëç¨á«ïâì ª®íää¨æ¨¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï áä¥à¨ç¥áª®£®¯ã§ëàï ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á . � ¯à¥¤¥«ì­ëåá«ãç ïå Re→ 0 ¨ Re→ ∞ íâ  ä®à¬ã«  ¤ ¥â ¯à ¢¨«ì­ë¥  á¨¬¯â®â¨-ç¥áª¨¥ à¥§ã«ìâ âë (2.4.1) ¨ (2.4.2); ¥¥ ¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ¯à¨¯à®¬¥�ãâ®ç­ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  á®áâ ¢«ï¥â ¬¥­¥¥ 4,5%.� ¯«ï ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ �¨¤ª®áâ¨. � à ¡®â¥ [310℄¤«ï ª®íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨, ®¡â¥ª ¥¬®© ¯®-áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ ¯à¨ ¬ « å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á , ¡ë«® ¯®«ãç¥­®á«¥¤ãîé¥¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ à §«®�¥­¨¥:
cf = 3β + 2

β + 1 ( 4Re + Re2 + 140 Re2 lnRe), Re = aUi
ν

, (2.4.4)ª®â®à®¥ ãâ®ç­ï¥â ä®à¬ã«ã (2.2.16).�ä¥à¨ç­®áâì ä®à¬ë ª ¯«¨ ¨«¨ ¯ã§ëàï, ®¡â¥ª ¥¬ëå áâ®ªá®¢ë¬¯®â®ª®¬, ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¡¥§ë­¥àæ¨®­­®áâ¨ â¥ç¥­¨ï. �¤­ ª® ¤ -�¥ ¢ á«ãç ¥ ¯à¥®¡« ¤ ­¨ï ¨­¥àæ¨®­­ëå á¨« ­ ¤ ¢ï§ª¨¬¨, ª®£¤  ç¨á«®�¥©­®«ì¤á  ­¥«ì§ï áç¨â âì ¬ «ë¬, ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ª ¯«¨ ­¥ ¯à®¨áå®¤¨â,¥á«¨ ¨­¥àæ¨®­­ë¥ á¨«ë ¬ «ë ¯® áà ¢­¥­¨î á ª ¯¨««ïà­ë¬¨. �¥à®©®â­®è¥­¨ï ¨­¥àæ¨®­­ëå ¨ ª ¯¨««ïà­ëå á¨« á«ã�¨â ç¨á«® �¥¡¥à We = ρ1U2i a/σ, £¤¥ σ| ¯®¢¥àå­®áâ­®¥ ­ âï�¥­¨¥ ­  £à ­¨æ¥ ª ¯«¨.Ǒà¨ ¬ «ëå §­ ç¥­¨ïå We á¯®á®¡­ ï ª ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ª ¯«ï (¯ã§ëàì)¡ã¤¥â á®åà ­ïâì áä¥à¨ç¥áªãî ä®à¬ã.� à §¤. 2.2 ã�¥ ®â¬¥ç «®áì, çâ® ¯à¨áãâáâ¢¨¥ ¤ �¥ ­¥¡®«ìè®£® ª®-«¨ç¥áâ¢  ¯®¢¥àå­®áâ­®- ªâ¨¢­ëå ¢¥é¥áâ¢ ¢ ª ª®©-«¨¡® ¨§ ª®­â ªâ¨-àãîé¨å ä § ¬®�¥â ¯à¨¢®¤¨âì ª ý§ â¢¥à¤¥¢ ­¨îþ £à ­¨æë à §¤¥« ,



2.4. � ¯«¨ ¨ ¯ã§ëà¨ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ Re > 1 57¯à¨¡«¨� ï § ª®­®¬¥à­®áâ¨ ®¡â¥ª ­¨ï ª ¯«¨ ª § ª®­®¬¥à­®áâï¬ ®¡â¥-ª ­¨ï â¢¥à¤®© ç áâ¨æë. Ǒà ªâ¨ç¥áª¨ â ª ç áâ® ¨ ¯à®¨áå®¤¨â. �¤­ -ª®, ¥á«¨ ®¡¥ ª®­â ªâ¨àãîé¨¥ ä §ë âé â¥«ì­® ®ç¨é¥­ë (­¥ á®¤¥à� â¯à¨¬¥á¥©), â® ®¡â¥ª ­¨¥ ª ¯«¨ ¨¬¥¥â á¢®î á¯¥æ¨ä¨ªã.�âàë¢ ¯®â®ª  ¢ á«ãç ¥ ®¡â¥ª ­¨ï ª ¯«¨ ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ®¡â¥ª ­¨ïâ¢¥à¤®© ç áâ¨æë ¢¥áì¬  § âï­ãâ,   ¢¨åà¥¢ ï §®­  ®ª §ë¢ ¥âáï §­ -ç¨â¥«ì­® ¡®«¥¥ ã§ª®©. �á«¨ ¢ á«ãç ¥ â¢¥à¤®© áä¥àë ®âàë¢ ¯®â®ª  ¨®¡à §®¢ ­¨¥ ª®à¬®¢®© ¢¨åà¥¢®© §®­ë ­ ç¨­ ¥âáï á Re ≈ 10 (ç¨á«® Re®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® à ¤¨ãáã áä¥àë), â® ¢ á«ãç ¥ ª ¯«¨ ¡¥§®âàë¢­®¥ ®¡-â¥ª ­¨¥ ¬®�¥â ¨¬¥âì ¬¥áâ® ¢¯«®âì ¤® §­ ç¥­¨© Re ≈ 50. � ¤¨ ¯ §®­¥ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á  1 6 Re 6 50 è¨à®ª® ¯à¨¬¥­ïîâáï ç¨á«¥­­ë¥ ¬¥-â®¤ë. �¥§ã«ìâ âë, ¯®«ãç¥­­ë¥ á ¨å ¯®¬®éìî, ®¡áã�¤ îâáï ¢ [219℄.�­ãâà¥­­ïï æ¨àªã«ïæ¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¯à¨ â ª¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  §­ -ç¨â¥«ì­® ¨­â¥­á¨¢­¥¥, ç¥¬ ®¯¨áë¢ ¥¬ ï à¥è¥­¨¥¬ �¤ ¬ à  | �ë¡-ç¨­áª®£®. �ª®à®áâì ­  £à ­¨æ¥ ª ¯«¨ ¡ëáâà® ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï á à®áâ®¬ç¨á«  �¥©­®«ì¤á  ¤ �¥ ¤«ï ¤®áâ â®ç­® ¢ï§ª¨å ª ¯¥«ì. � ¯à¥¤¥«ì­®¬á«ãç ¥ ¬ «®© ¢ï§ª®áâ¨ ¤¨á¯¥àá­®© ä §ë β → 0 (çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥âá«ãç î £ §®¢®£® ¯ã§ëàï) ¤«ï ¢­¥è­¥£® â¥ç¥­¨ï ¯à¨ Re ≫ 1 ¬®�¥â¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­® ¯à¨¡«¨�¥­¨¥ ¨¤¥ «ì­®© �¨¤ª®áâ¨.�®£« á­® ¤ ­­ë¬ [219℄ ¤«ï ®æ¥­ª¨ á®¯à®â¨¢«¥­¨ï áä¥à¨ç¥áª®©ª ¯«¨ á å®à®è¥© â®ç­®áâìî ¯à¨¬¥­¨¬  á«¥¤ãîé ï ä®à¬ã« ,  ¯¯à®ª-á¨¬¨àãîé ï à¥§ã«ìâ âë ç¨á«¥­­ëå à áç¥â®¢ á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¬¥â®-¤  � «¥àª¨­ :
cf = 1,83 (783β2 + 2142β + 1080)(60 + 29β)(4 + 3β) Re−0,74 ¯à¨ 2 < Re < 50. (2.4.5)£¤¥ β | ®â­®è¥­¨¥ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ¢ï§ª®áâ¥© ª ¯«¨ ¨ ®ªàã� îé¥©�¨¤ª®áâ¨.�®íää¨æ¨¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ ¬®�­® ®¯à¥¤¥-«ïâì â ª�¥ á ¯®¬®éìî ¢ëà �¥­¨ï [72℄:

cf(β,Re) = 1
β + 1 cf(0,Re) + β

β + 1 cf(∞,Re). (2.4.6)�¤¥áì cf(0,Re) | ª®íää¨æ¨¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï áä¥à¨ç¥áª®£® ¯ã§ëàï,ª®â®àë© ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì ¯® ä®à¬ã«¥ (2.4.3); cf(∞,Re) | ª®íää¨-æ¨¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï â¢¥à¤®© áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë, ª®â®àë© ¬®�­®¢ëç¨á«ïâì ¯® ä®à¬ã«¥ (2.3.8). Ǒà¨¡«¨�¥­­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ (2.4.6) ¤ -¥â âà¨ ¯à ¢¨«ì­ëå ç«¥­  à §«®�¥­¨ï ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤á ;¥£® ¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ¯à¨ 0 6 Re 6 50 á®áâ ¢«ï¥â ¬¥­¥¥ 5%.�ä¥à¨ç­®áâì ª ¯«¨ ¬®�¥â á®åà ­ïâìáï ¢¯«®âì ¤® Re ≈ 300 [219℄.Ǒ®áª®«ìªã ®¡ëç­® ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© ­  ª ¯«¥ ¨«¨ ¯ã§ëà¥ §­ ç¨â¥«ì-­® â®­ìè¥, ç¥¬ ­  â¢¥à¤®© áä¥à¥, ã�¥ ¢ ¤¨ ¯ §®­¥ 50 < Re < 300



58 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨¯à¨¬¥­ïîâáï ¬¥â®¤ë, ®á­®¢ ­­ë¥ ­  â¥®à¨¨ ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï. � ¨å¯®¬®éìî ¢ [219℄ ¡ë«  ¯®«ãç¥­  á«¥¤ãîé ï ä®à¬ã«  ¤«ï ª®íää¨æ¨-¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯à¨ Re≫ 1:
cf = 24Re [1 + 32 β + (2 + 3β)2Re1/2 (B1 +B2 lnRe)]. (2.4.7)�­ ç¥­¨ï ¯®áâ®ï­­ëå B1 ¨ B2 ¯à¨¢¥¤¥­ë ­¨�¥ (β = µ2/µ1 |®â­®è¥­¨¥ ¢ï§ª®áâ¥© ¢­ãâà¥­­¥© ¨ ¢­¥è­¥© ä §ë, γ = ρ2/ρ1 |á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ®â­®è¥­¨¥ ¯«®â­®áâ¥© ä §).

βγ 25 4,0 1,0 0,25 0,04 0
B1 −0,429 −0,457 −0,460 −0,446 −0,434 −0,391
B2 0,00202 0,00620 0,0100 0,0113 0,00842 0� ¯«ï ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ £ § . � [127℄ ¯®«ãç¥­® ¯à¨-¡«¨�¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ ¢ï§ª®© áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ £ §  (¬ «®¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨). � ª ç¥áâ¢¥ ¬ -«®£® ¯ à ¬¥âà  ¨á¯®«ì§®¢ « áì ¢¥«¨ç¨­ 

ε = µ1
µ2 √Re1 ≪ 1.�¢¨�¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨ ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ å à ªâ¥à¨§ã¥âáï à §«¨ç­ë¬¨ç¨á« ¬¨ �¥©­®«ì¤á  (¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¬ áèâ ¡  áª®à®áâ¨¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢¥«¨ç¨­  εUi):Re1 = aUiρ1

µ1 , Re2 = aεUiρ2
µ2 ,¯à¨ç¥¬ ­¨ª ª¨å á¯¥æ¨ «ì­ëå ®£à ­¨ç¥­¨© ­  ­¨å ­¥ ­ ª« ¤ë¢ ¥âáï.�ª § ­­ ï á¨âã æ¨ï â¨¯¨ç­  ¤«ï ¤®�¤¥¢ëå ª ¯¥«ì, ¤¢¨�ãé¨åáï ¢¢®§¤ãå¥, ª®£¤  µ1/µ2=1,8·10−2 ¨ ¯ à ¬¥âà ε ¬ « ¢ è¨à®ª®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á  0 < Re1 < 103.�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ¨é¥âáï ¢ ¢¨¤¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å à §«®�¥­¨© ¯®¬ «®¬ã ¯ à ¬¥âàã ε. �« ¢­ë© ç«¥­ à §«®�¥­¨ï ¢­¥ ª ¯«¨ ®¯à¥¤¥-«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ â¢¥à¤®© áä¥àë. �« ¢­ë© ç«¥­à §«®�¥­¨ï ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â¥ç¥­¨î ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨,ª®â®à®¥ ¢ë§ë¢ ¥âáï ¤¥©áâ¢¨¥¬ ª á â¥«ì­®£® ­ ¯àï�¥­¨ï ­  ¬¥�ä §-­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ (ª á â¥«ì­®¥ ­ ¯àï�¥­¨¥ § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â ¢­¥è­¥-£® ç¨á«  �¥©­®«ì¤á  Re1 ¨ ¡¥à¥âáï ¨§ ¨§¢¥áâ­ëå ç¨á«¥­­ëå à¥è¥­¨©[226, 288℄).



2.4. � ¯«¨ ¨ ¯ã§ëà¨ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ Re > 1 59Ǒ®«¥ â¥ç¥­¨ï ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ § ¢¨á¨â ®â ¤¢ãå ¯ à ¬¥âà®¢ Re1 ¨ Re2,¯à¨ç¥¬ § ¢¨á¨¬®áâì ®â Re2 ®ª §ë¢ ¥âáï ¬ «®áãé¥áâ¢¥­­®©. �«ï ¬ ª-á¨¬ «ì­®© ¡¥§à §¬¥à­®© áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨, ¤®áâ¨£ -¥¬®© ­  ¥¥ £à ­¨æ¥ vmax = vmax(Re1,Re2), ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥®æ¥­ª¨, á¯à ¢¥¤«¨¢ë¥ ¯à¨ Re1 > 2,5 [270℄:
vmax(Re1,∞) 6 vmax(Re1,Re2) 6 vmax(Re1, 0) (2.4.8)£¤¥

vmax(Re1,∞) = 0,15 + 0,42Re−0,321 ,

vmax(Re1, 0) = (0,15 + 0,42Re−0,321 )(1 + Re150 + 2Re1 ). (2.4.9)Ǒà¨¢¥¤¥­­ë¥ ®æ¥­ª¨ à §«¨ç îâáï ­¥ á«¨èª®¬ á¨«ì­®, çâ® ¯®ª -§ë¢ ¥â á« ¡ãî § ¢¨á¨¬®áâì ¢­ãâà¥­­¥£® â¥ç¥­¨ï ®â ¯ à ¬¥âà  Re2,¨ å®à®è® á®£« áãîâáï á ¨¬¥îé¨¬¨áï ç¨á«¥­­ë¬¨ à¥§ã«ìâ â ¬¨[43, 252℄.�áá«¥¤®¢ ­¨¥ ¢­ãâà¥­­¥£® â¥ç¥­¨ï ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯à¨ à®áâ¥ Re1â®à®¨¤ «ì­ë© ¢¨åàì ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï ¨ ¯à¨ Re1 = 150 ®âàë¢ ¥âáï®â £à ­¨æë ¢ à ©®­¥ ª®à¬®¢®© â®çª¨ (¯à¨ θ ≈ 30◦). Ǒà¨ íâ®¬ ¢§®­¥ ¢­ãâà¥­­¥£® ®âàë¢  ®¡à §ã¥âáï ¢â®à®© ¢¨åàì, áª®à®áâì ¢ §®­¥ª®â®à®£® áãé¥áâ¢¥­­® ¬¥­ìè¥ (¯à¨¬¥à­® ¢ 30 à §) ¬ ªá¨¬ «ì­®©áª®à®áâ¨ ¢ §®­¥ ¯¥à¢®£® ¢¨åàï.�¥§à §¬¥à­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ ¢ áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à-¤¨­ â ¯à¨¡«¨�¥­­® ®¯¨áë¢ îâáï ä®à¬ã« ¬¨ ¤«ï ¢¨åàï �¨««  [36℄
vr = vmax(r2 − 1) 
os θ, vθ = vmax(1− 2r2) sin θ, r = R/a,£¤¥ ¬ ªá¨¬ «ì­ ï áª®à®áâì vmax = vmax(Re1,Re2) å à ªâ¥à¨§ã¥âáï®æ¥­ª ¬¨ (2.4.8), (2.4.9).Ǒà¨ Re2 ≫ 1 ¢¨åàì �¨««  § ­¨¬ ¥â ¢áî ¢­ãâà¥­­îî ®¡« áâì ª ¯-«¨ §  ¨áª«îç¥­¨¥¬ ¯à¨¬ëª îé¥£® ª ¥¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ â®­ª®£® ¯®£à -­¨ç­®£® á«®ï, ¢ ª®â®à®¬ ¯à®¨áå®¤¨â ª®­¢¥ªâ¨¢­®-¤¨ääã§¨®­­ë© ¯¥-à¥­®á § ¢¨åà¥­­®áâ¨ [41℄.Ǒà¨ ã¬¥­ìè¥­¨¨ ç¨á«  Re2 «¨­¨¨ â®ª  á«¥£ª  ¤¥ä®à¬¨àãîâáï ¨®á®¡ ï «¨­¨ï â®ª  (¢ ª �¤®© â®çª¥ ª®â®à®© áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨ à ¢-­  ­ã«î), à á¯®«®�¥­­ ï ¢ ¬¥à¨¤¨ «ì­®© ¯«®áª®áâ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨,­¥¬­®£® á¬¥é ¥âáï ¢ áâ®à®­ã «®¡®¢®© ¯®¢¥àå­®áâ¨.Ǒà¨ Re1 < 150 ¢­ãâà¥­­¥¥ â¥ç¥­¨¥ ¡¥§®âàë¢­®¥. Ǒà¨ Re > 150 ¢à ©®­¥ ª®à¬®¢®© â®çª¨ ®¡à §ã¥âáï ¢â®à®© ¢¨åàì, áª®à®áâì ª®â®à®£®­  ¯®àï¤®ª ¬¥­ìè¥ vmax [127, 128℄.Ǒà¨ Re1 6 2,5 à §­¨æ  ¬¥�¤ã vmax(Re1,∞) ¨ vmax(Re1, 0) ¯à ªâ¨-ç¥áª¨ à ¢­  ­ã«î, â ª çâ® vmax ­¥ § ¢¨á¨â ®â Re2 [125℄ ¨ ¥¥ ¢¥«¨ç¨­ã¬®�­® ¯®«ãç¨âì ¨§ à¥è¥­¨ï ¤«ï ¬ «ëå ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á  [310℄.



60 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨�¨­ ¬¨ª  à áè¨àïîé¥£®áï (á�¨¬ îé¥£®áï) áä¥à¨ç¥-áª®£® ¯ã§ëàï. � å¨¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®£¨¨ ç áâ® ¢áâà¥ç ¥âáï § ¤ ç  ®áä¥à¨ç¥áª¨ á¨¬¬¥âà¨ç­®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ à áè¨à¥­¨ï|á� â¨ï £ §®¢®-£® ¯ã§ëàï ¢ ¡¥§£à ­¨ç­®© ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨. � ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ £®¬®¡ -à¨ç­®áâ¨ (®¤­®à®¤­®áâ¨ ¤ ¢«¥­¨ï ¢­ãâà¨ ¯ã§ëàï) [115, 117℄ ¨­â¥à¥á¯à¥¤áâ ¢«ï¥â «¨èì ¤¢¨�¥­¨¥ ¢­¥è­¥© �¨¤ª®áâ¨. �à ¢­¥­¨ï � ¢ì¥|�â®ªá , ®¯¨áë¢ îé¨¥ â ª®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ ¢ áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨-­ â, ¨¬¥îâ ¢¨¤
ρ

(
∂VR

∂t
+ VR

∂VR

∂R

) = − ∂P

∂R
+ 2µ ∂2VR

∂R2 , (2.4.10)
∂

∂R
(R2VR) = 0. (2.4.11)Ǒà¨ ®âáãâáâ¢¨¨ ¯®â®ª  ¬ ááë ç¥à¥§ ¯®¢¥àå­®áâì ¯ã§ëàï áª®à®áâì�¨¤ª®áâ¨ ­  £à ­¨æ¥ à ¢­  áª®à®áâ¨ á ¬®© £à ­¨æë:

VR = _a ¯à¨ R = a, (2.4.12)£¤¥ _a = da/dt.�­â¥£à¨à®¢ ­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (2.4.11) á ãç¥â®¬ ãá«®¢¨ï (2.4.12) ¨ãá«®¢¨ï ®¡à é¥­¨ï ¢ ­ã«ì áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ ¤ ¥â
VR = a2 _a

R2 . (2.4.13)Ǒ®¤áâ ­®¢ª  ¢ëà �¥­¨ï (2.4.13) ¢ ãà ¢­¥­¨¥ (2.4.10) á ¯®á«¥¤ãî-é¨¬ ¥£® ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥¬ ¯® R ®â a ¤® ∞ ¯à¨¢®¤¨â ª á®®â­®è¥­¨î
ρ(a�a+ 32 _a2) = PR=a − P∞(t), (2.4.14)£¤¥ P∞(t) | ¤ ¢«¥­¨¥ ¢ �¨¤ª®áâ¨ ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨, ¨§¬¥­¥­¨¥ ª®â®-à®£® ¢® ¢à¥¬¥­¨ ¨ ï¢«ï¥âáï ¯à¨ç¨­®© ¯ã«ìá æ¨© ¯ã§ëàï.�­ ç¥­¨¥ ¤ ¢«¥­¨ï ¢ �¨¤ª®áâ¨ ­  £à ­¨æ¥ á ¯ã§ëà¥¬ P |R=a¬®�¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­® ¨§ ãá«®¢¨ï áª çª  ­®à¬ «ì­ëå ­ ¯àï�¥­¨©­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ à §àë¢ , ª®â®à®© ï¢«ï¥âáï £à ­¨æ  ¯ã§ëàï [11, 165℄.� ãá«®¢¨ïå £®¬®¡ à¨ç­®áâ¨ £ § ¢ ¯ã§ëà¥ ­¥¯®¤¢¨�¥­, çâ® ¤ ¥â

P = Pb −
2σ
a

+ 2µ ∂VR

∂R
¯à¨ R = a, (2.4.15)£¤¥ σ|ª®íää¨æ¨¥­â ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ­  £à ­¨-æ¥ á ¯ã§ëà¥¬, Pb |¤ ¢«¥­¨¥ ¢­ãâà¨ ¯ã§ëàï.Ǒ®¤áâ ¢«ïï (2.4.15) á ãç¥â®¬ (2.4.13) ¢ (2.4.14), ¯®«ãç¨¬ ãà ¢­¥­¨¥�¥«¥ï

ρ
(
a�a+ 32 _a2)+ 4µ _a

a
+ 2σ

a
= −P∞(t) + Pb, (2.4.16)



2.4. � ¯«¨ ¨ ¯ã§ëà¨ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ Re > 1 61ª®â®à®¥ ®¯¨áë¢ ¥â ¤¨­ ¬¨ªã ¨§¬¥­¥­¨ï à ¤¨ãá  ¯ã§ëàï ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨-¥¬ ¬¥­ïîé¥£®áï ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ ¤ ¢«¥­¨ï. � ç «ì­ë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï­¥£® ®¡ëç­® § ¤ îâáï ¢ ¢¨¤¥
a = a0, _a = 0 ¯à¨ t = 0. (2.4.17)�á«¨ ¯à®æ¥áá à áè¨à¥­¨ï ¨ á� â¨ï £ §  ¢ ¯ã§ëà¥ ï¢«ï¥âáï  ¤¨ -¡ â¨ç¥áª¨¬, â® ¤ ¢«¥­¨¥ £ §  ¢ ¯ã§ëà¥ á¢ï§ ­® á ­ ç «ì­ë¬ ¤ ¢«¥­¨-¥¬ P0 ãà ¢­¥­¨¥¬  ¤¨ ¡ âë

Pb = P0( a0a )3γ , (2.4.18)£¤¥ γ|¯®ª § â¥«ì  ¤¨ ¡ âë.Ǒà¨ γ = 1 à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (2.4.16) | (2.4.18) ¬®�­® § ¯¨á âì ¢¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¢¨¤¥ [78, 80℄
a = a0[

H(τ)]2 , t = ∫ τ

s

dτ
[
H(τ)]5 ,£¤¥ äã­ªæ¨ï H(τ) ¨ ª®íää¨æ¨¥­â s ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬

H(τ) = exp(−τ2)[2s ∫ τ

s

exp(τ2) dτ + exp(s2)], s = 4µ
ρa20 ,  ¯ à ¬¥âà τ ¨§¬¥­ï¥âáï ¢ ®¡« áâ¨ s 6 τ <∞.� à ¡®â å [78, 80℄ ¯®ª § ­®, çâ® § ¤ ç  (2.4.16) | (2.4.18) ¬®�¥â¡ëâì à¥è¥­  ¢ ª¢ ¤à âãà å â ª�¥ ¯à¨ γ = 23 , 56 ¨ ¯à¨¢®¤¨âáï ªãà ¢­¥­¨î �¥áá¥«ï ¯à¨ γ = 1112 , 76 .� ª­¨£ å [117, 118℄ ¯®¤à®¡­® à áá¬®âà¥­ë ¢®¯à®áë ¤¨­ ¬¨ª¨ ¨â¥¯«®¬ áá®®¡¬¥­  ¯ã«ìá¨àãîé¥£® £ §®¢®£® ¯ã§ëàï (á ãç¥â®¬ à §«¨ç-­ëå ®á«®�­ïîé¨å ä ªâ®à®¢).



62 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨2.5. �¡â¥ª ­¨¥ áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë, ª ¯«¨¨ ¯ã§ëàï á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬Ǒ®áâ ­®¢ª  § ¤ ç¨. � áá¬®âà¨¬ ®¡â¥ª ­¨¥ â¢¥à¤®© áä¥à¨ç¥-áª®© ç áâ¨æë à ¤¨ãá  a «¨­¥©­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¯à¨ ¬ «ëåç¨á« å �¥©­®«ì¤á . � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ãà ¢­¥­¨ï �â®ªá  (2.1.1) ¤®«�-­ë ¡ëâì ¤®¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï¬¨ ¯à¨«¨¯ ­¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨-æë (2.2.1) ¨ á«¥¤ãîé¨¬¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ¢¤ «¨ ®â ­¥¥ (á¬.à §¤. 1.1):
Vk → GkjXj ¯à¨ R→ ∞, (2.5.1)£¤¥ X1, X2, X3 |¤¥ª àâ®¢ë ª®®à¤¨­ âë; Vk |ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨�¨¤ª®áâ¨; Gkj |ª®¬¯®­¥­âë â¥­§®à  á¤¢¨£ ; k, j = 1, 2, 3; ¯® ¨­¤¥ª-áã j ¢¥¤¥âáï áã¬¬¨à®¢ ­¨¥.� § ¤ ç¥ ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ (¯ã§ëàï) «¨­¥©­ë¬á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ãà ¢­¥­¨ï �â®ªá  (2.1.1) ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ­ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ (2.5.1) ¤®«�­ë ¡ëâì ¤®¯®«­¥­ë £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï-¬¨ ­  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨ ãá«®¢¨¥¬ ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ à¥è¥­¨ï¢­ãâà¨ ª ¯«¨. � ç áâ­®áâ¨, ¢ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á«ãç ¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï£à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (2.2.6) | (2.2.10).�¨�¥ à áá¬®âà¥­ë ­¥ª®â®àë¥ ç áâ­ë¥ á«ãç ¨ á¤¢¨£®¢ëå â¥ç¥­¨©,®¯¨á ­­ëå ¢ à §¤. 1.1.�á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®¥ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®¥ á¤¢¨£®¢®¥ â¥ç¥­¨¥.�¢¥à¤ ï ç áâ¨æ . � á«ãç ¥ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®£® ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®-£® á¤¢¨£®¢®£® â¥ç¥­¨ï £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¢¤ «¨ ®â ç áâ¨æë (2.5.1)§ ¯¨áë¢ îâáï â ª:

VX → − 12 GX, VY → − 12 GY, VZ → GZ ¯à¨ R → ∞. (2.5.2)�«ï à¥è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®© § ¤ ç¨ ã¤®¡­®¨á¯®«ì§®¢ âì áä¥à¨ç¥áªãî á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨­ â ¨ ¢¢¥áâ¨ äã­ªæ¨î â®ª ¯® ä®à¬ã« ¬ (2.1.3). � íâ®¬ á«ãç ¥ ãá«®¢¨¥ (2.5.2) ¯à¥®¡à §ã¥âáï ª¢¨¤ã 	→ 12 G

a
R3 sin2 θ 
os θ ¯à¨ R→ ∞. (2.5.3)�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ®¡é¥¬ à¥è¥­¨¨ ãà ¢­¥­¨© �â®ªá , ¯à¥¤áâ ¢-«¥­­®¬ àï¤®¬ (2.1.5), á«¥¤ã¥â ã¤¥à� âì â®«ìª® á« £ ¥¬ë¥ ¯à¨ n = 3.�áª®¬ë¥ ¯®áâ®ï­­ë¥ A3, �3, �3, D3 ®¯à¥¤¥«ïîâáï á ¯®¬®éìî £à -­¨ç­ëå ãá«®¢¨© ¯à¨«¨¯ ­¨ï (2.2.1). � ¨â®£¥ ¯®«ãç¨¬ äã­ªæ¨î â®ª [308, 309℄: 	 = 12 Ga2( R3
a3 − 52 + 32 a2

R2 ) sin2 θ 
os θ. (2.5.4)



2.5. �¡â¥ª ­¨¥ ç áâ¨æë, ª ¯«¨ ¨ ¯ã§ëàï á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ 63�®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ ¨ ¤ ¢«¥­¨¥ ­ ©¤¥¬, ¯®¤áâ ¢«ïï ä®à¬ã«ã(2.5.4) ¢ ¢ëà �¥­¨ï (2.1.3). � à¥§ã«ìâ â¥ ¨¬¥¥¬
VR = 12 Ga( R

a
− 52 a2

R2 + 32 a4
R4 )(3 
os2 θ − 1),

Vθ = − 32 Ga( R

a
− a4
R4 ) sin θ 
os θ,

P = Pi − 52 Gµ a3
R3 (3 
os2 θ − 1), (2.5.5)£¤¥ Pi |¤ ¢«¥­¨¥ ¢¤ «¨ ®â ç áâ¨æë.� ¯«ï ¨ ¯ã§ëàì.�¡â¥ª ­¨¥ ª ¯«¨ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬â¥ç¥­¨¥¬ ¨áá«¥¤®¢ «®áì ¢ [308, 309℄. �¡®§­ ç¨¬ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ ¢ï§ª®-áâ¨ �¨¤ª®áâ¥© ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® µ1 ¨ µ2. �ã­ªæ¨ïâ®ª  ¢¤ «¨ ®â ª ¯«¨, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ â¢¥à¤®© ç áâ¨æë, ã¤®¢«¥â¢®àï¥âãá«®¢¨î (2.5.3). Ǒ®íâ®¬ã ¢ ®¡é¥¬ à¥è¥­¨¨ (2.1.5) á«¥¤ã¥â ®áâ ¢¨âìâ®«ìª® á« £ ¥¬ë¥ ¯à¨ n = 3. �¯à¥¤¥«ïï ­¥¨§¢¥áâ­ë¥ ¯®áâ®ï­­ë¥ ¨§£à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨© (2.2.6) | (2.2.10), ­ å®¤¨¬	(1) = 12 Ga2( R3

a3 − 12 5β + 2
β + 1 + 32 β

β + 1 a2
R2 ) sin2 θ 
os θ,	(2) = 34 Ga2

β + 1 R3
a3 ( R2

a2 − 1)sin2 θ 
os θ, (2.5.6)£¤¥ 	(1) ¨ 	(2) |äã­ªæ¨ï â®ª  ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨, β = µ2/µ1.�®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢­¥ ª ¯«¨:
V
(1)
R = 12 Ga( R

a
− 12 5β + 2

β + 1 a2
R2 + 32 β

β + 1 a4
R4 )(3 
os2 θ − 1),

V
(1)
θ = − 32 Ga( R

a
− β

β + 1 a4
R4 ) sin θ 
os θ, (2.5.7)�®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨:

V
(2)
R = 12 Ga( R

a
− 12 5β + 2

β + 1 a2
R2 + 32 β

β + 1 a4
R4 )(3 
os2 θ − 1),

V
(2)
θ = − 32 Ga( R

a
− β

β + 1 a4
R4 ) sin θ 
os θ, (2.5.8)Ǒà¥¤¥«ì­ë© á«ãç © β → 0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £ §®¢®¬ã ¯ã§ëàî.�§  ­ «¨§  ¢ëà �¥­¨© (2.5.7), (2.5.8) á«¥¤ã¥â, çâ® íâ® â¥ç¥­¨¥¨¬¥¥â ®áì á¨¬¬¥âà¨¨ (®áì Z) ¨ ¯«®áª®áâì á¨¬¬¥âà¨¨ (¯«®áª®áâì XY ).



64 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨�  ¯®¢¥àå­®áâ¨ áä¥àë ¨¬¥îâáï ¤¢¥ ªà¨â¨ç¥áª¨¥ â®çª¨ (θ=0 ¨ θ= π)¨ ªà¨â¨ç¥áª ï «¨­¨ï (θ = π/2).Ǒà®¨§¢®«ì­®¥ âà¥å¬¥à­®¥ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®-á¤¢¨£®¢®¥ â¥-ç¥­¨¥. � ª®¥ â¥ç¥­¨¥ å à ªâ¥à¨§ã¥âáï £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¢¤ «¨®â ª ¯«¨ (2.5.1) á á¨¬¬¥âà¨ç­®© ¬ âà¨æ¥© ª®íää¨æ¨¥­â®¢ á¤¢¨£ 
Gkj = Gjk. �¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ ª ¯«¨ ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ âà¥å-¬¥à­ë¬ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®-á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¯à¨¢®¤¨â ª á«¥¤ãîé¨¬¢ëà �¥­¨ï¬ ¤«ï ª®¬¯®­¥­â áª®à®áâ¨ ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ [36, 309℄:

V
(1)
k = GkjXj

(1− β

β + 1 a5
R5 )−

− 12a2 GjlXkXjXl

( 5β + 2
β + 1 a5

R5 − 5β
β + 1 a7

R7 ),
V
(2)
k = 12 1

β + 1 (5 R2
a2 − 3)GkjXj −

1
β + 1 GjlXkXjXl

a2 ,

(2.5.9)� íâ¨å ä®à¬ã« å k, j, l = 1, 2, 3 ¨ ¯® ¨­¤¥ªá ¬ j ¨ l ¢¥¤¥âáï áã¬¬¨-à®¢ ­¨¥.�«ãç î £ §®¢®£® ¯ã§ëàï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â §­ ç¥­¨¥ β = 0,   á«ãç îâ¢¥à¤®© ç áâ¨æë| ¯à¥¤¥«ì­ë© ¯¥à¥å®¤ ¯à¨ β → ∞.�¡â¥ª ­¨¥ áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ ¯«®áª¨¬ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®-á¤¢¨£®-¢ë¬ ¯®â®ª®¬ (á¬. à §¤. 1.1) ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢ëà �¥­¨ï¬¨ (2.5.9), ¢ ª®-â®àëå á«¥¤ã¥â ¯®«®�¨âì G11 = −G22, G33 = 0, Gij = 0 ¯à¨ i 6= j.� ¬¥â¨¬, çâ®, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ «¨­¥©­®áâ¨ § ¤ ç áâ®ªá®¢  ®¡â¥ª ­¨ï,¯®«ï áª®à®áâ¨ ¨ ¤ ¢«¥­¨ï ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®-á¤¢¨£®¢ëå ¯®â®ª å ­ å®-¤ïâáï ª ª áã¯¥à¯®§¨æ¨ï à¥è¥­¨©, ®â­®áïé¨åáï ª ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®-â®ª ¬, à áá¬®âà¥­­ë¬ ¢ à §¤. 2.2, ¨ ª á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª ¬, à áá¬®â-à¥­­ë¬ ¢ëè¥ ¢ ¤ ­­®¬ à §¤¥«¥.�¥ª®â®àë¥ ¤àã£¨¥ à¥§ã«ìâ âë ¯® ®¡â¥ª ­¨î áä¥à¨ç¥áª¨åç áâ¨æ ¨ ªàã£®¢ëå æ¨«¨­¤à®¢ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬. � à ¡®-â¥ [221℄ à áá¬ âà¨¢ «®áì ¤¢¨�¥­¨¥ á¢®¡®¤­® ¢§¢¥è¥­­®© â¢¥à¤®© áä¥-à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë ¢ ¯à®áâ®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ £à -­¨ç­ëå ãá«®¢¨ïå (2.5.1) ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥­âë Gij §  ¨áª«îç¥­¨¥¬ G12à ¢­ë ­ã«î. � «¨ç¨¥ §¤¥áì  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®© á®áâ ¢«ïîé¥© ã â¥­§®-à  á¤¢¨£  (á¬. à §¤. 1.1) ¯à¨¢®¤¨â ª ¢à é¥­¨î ç áâ¨æë ¨§-§  ãá«®¢¨ï¯à¨«¨¯ ­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ­  ¥¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨. � áâ®ªá®¢®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨¡ë«® ¯®«ãç¥­®  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© âà¥å¬¥à­®©£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®© § ¤ ç¨. �¡­ àã�¥­®, çâ® ª ç áâ¨æ¥ ¯à¨¬ëª ¥â®¡« áâì á § ¬ª­ãâë¬¨ «¨­¨ï¬¨ â®ª ,   ¢­¥ íâ®© ®¡« áâ¨ ¢á¥ «¨­¨¨â®ª  à §®¬ª­ãâë.� à ¡®â å [271, 272℄ ¨áá«¥¤®¢ «®áì ¤¢¨�¥­¨¥ á¢®¡®¤­® ¢§¢¥è¥­­®©áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë ¢ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ ¯«®áª®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥.�¥è¥­¨ï § ¤ ç ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ á¢®¡®¤­® ¢à é îé¥£®áï ¨ § ªà¥¯«¥­-­®£® ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤  ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ «¨­¥©­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬



2.6. �¡â¥ª ­¨¥ ­¥áä¥à¨ç¥áª¨å â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ 65¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ [60, 218℄.�à¥å¬¥à­®¥ ®¡â¥ª ­¨¥ ¯®à¨áâ®© ç áâ¨æë ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ¤¥ä®à¬ -æ¨®­­®-á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ à áá¬ âà¨¢ « áì ¢ à ¡®â¥ [77℄. �«ï ®¯¨á -­¨ï â¥ç¥­¨ï ¢­¥ ç áâ¨æë ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì ãà ¢­¥­¨ï �â®ªá  (2.1.1) ¨áç¨â «®áì, çâ® ¢­ãâà¨ ç áâ¨æë ¯à®¨áå®¤¨â ä¨«ìâà æ¨ï ¢­¥è­¥© �¨¤-ª®áâ¨ § ª®­ã � àá¨ (2.2.24). �¤ «¨ ®â ç áâ¨æë âà¥¡®¢ «®áì ã¤®¢«¥-â¢®à¨âì ãá«®¢¨ï¬ (2.5.1),   ­  £à ­¨æ¥ ç áâ¨æë ¢ëáâ ¢«ï«¨áì £à ­¨ç-­ë¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¥ ¡ë«¨ ®¯¨á ­ë à ­¥¥ ¢ à §¤. 4.2. �ë«® ¯®«ãç¥­®â®ç­®¥  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ ¤«ï ª®¬¯®­¥­â áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¨¤ ¢«¥­¨ï á­ àã�¨ ¨ ¢­ãâà¨ ¯®à¨áâ®© ç áâ¨æë.2.6. �¡â¥ª ­¨¥ ­¥áä¥à¨ç¥áª¨å â¢¥à¤ëåç áâ¨æ�¡â¥ª ­¨¥ í««¨¯á®¨¤ «ì­®© ç áâ¨æë ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬. �á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ ï § ¤ ç  ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ í««¨¯-á®¨¤ «ì­®© ç áâ¨æë ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¤®¯ãáª ¥ââ®ç­®¥  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥. �£à ­¨ç¨¬áï §¤¥áì ªà âª®© á¢®¤ª®©á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à¥§ã«ìâ â®¢, ¨§«®�¥­­ëå ¢ [178℄.�¯«îá­ãâë© í««¨¯á®¨¤ ¢à é¥­¨ï. � áá¬®âà¨¬ ®¡â¥ª ­¨¥

�¨á. 2.5. �¡â¥ª ­¨¥ á¯«îá­ãâ®£® ¨¢ëâï­ãâ®£® í««¨¯á®¨¤®¢ ¢à é¥­¨ï

á¯«îá­ãâ®£® í««¨¯á®¨¤  ¢à é¥­¨ï (¨§®¡à �¥­ á«¥¢  ­  à¨á. 2.5) á¯®«ã®áï¬¨ a, b (a > b) ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ á® áª®-à®áâìî Ui. �ç¨â ¥¬, çâ® ¢ï§ª®áâì�¨¤ª®áâ¨ à ¢­  µ.�â ¤¥ª àâ®¢ëå ª®®à¤¨­ â X , Y ,
Z ¯¥à¥©¤¥¬ ª ª®®à¤¨­ â ¬ á¯«îá-­ãâ®£® í««¨¯á®¨¤  ¢à é¥­¨ï σ, τ ,
ϕ, ª®â®àë¥ á¢ï§ ­ë ¯à¥®¡à §®¢ ­¨-ï¬
Ẍ2 = c2(1 + σ2)(1− τ2) 
os2 ϕ,
Y 2 = c2(1 + σ2)(1− τ2) sin2 ϕ,
Z = cστ, £¤¥ c = √

a2 − b2(σ > 0, −1 6 τ 6 1).� à¥§ã«ìâ â¥ ¯®¢¥àå­®áâì í««¨¯á®¨¤  ¡ã¤¥â § ¤ ¢ âìáï ¯®áâ®ï­-­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ ª®®à¤¨­ âë σ:
σ = σ0, £¤¥ σ0 = [(a/b)2 − 1]−1/2

. (2.6.1)�ç¨âë¢ ï ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®áâì § ¤ ç¨, ¢¢¥¤¥¬ äã­ªæ¨î â®ª  ¯®ä®à¬ã« ¬
Vσ = 1

c2√(1 + σ2)(σ2 + τ2) ∂	∂τ , Vτ = − 1
c2√(1− τ2)(σ2 + τ2) ∂	∂σ .(2.6.2)



66 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨Ǒ®á«¥ íâ®£® ãà ¢­¥­¨ï �â®ªá  (2.1.1) ¯à¥®¡à §ãîâáï ª ®¤­®¬ã ãà ¢­¥-­¨î ¤«ï 	, ª®â®à®¥ à¥è ¥âáï ¬¥â®¤®¬ à §¤¥«¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå. �¤®-¢«¥â¢®àïï £à ­¨ç­®¬ã ãá«®¢¨î ®¤­®à®¤­®áâ¨ ¯®â®ª  ¢¤ «¨ ®â ç áâ¨-æë ¨ ãá«®¢¨ï¬ ¯à¨«¨¯ ­¨ï ­  ¥¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨, ¢ ¨â®£¥ ¬®�­® ¯®«ãç¨âì	 = 12 c2Ui(1− τ2)[σ2 + 1− (σ20 + 1)σ − (σ20 − 1)(σ2 + 1) ar

tgσ
σ0 − (σ20 − 1) ar

tgσ0 ]

.(2.6.3)�  ­ «®£¨ç­®© § ¤ ç¥ ® ¤¢¨�¥­¨¨ á¯«îá­ãâ®£® í««¨¯á®¨¤  á®áª®à®áâìî Ui ¢ ­¥¯®¤¢¨�­®© �¨¤ª®áâ¨ ¨¬¥¥¬	 = − 12 c2Ui(1− τ2) (σ20 + 1)σ − (σ20 − 1)(σ2 + 1) ar

tgσ
σ0 − (σ20 − 1) ar

tgσ0 . (2.6.4)C¨« , ¤¥©áâ¢ãîé ï ­  í««¨¯á®¨¤ á® áâ®à®­ë �¨¤ª®áâ¨:

F = 8πµUi√a2 − b2
σ0 − (σ20 − 1) ar

tgσ0 . (2.6.5)Ǒà¨ σ0 → 0 á¯«îá­ãâë© í««¨¯á®¨¤ ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ¯«®áª¨© ¡¥áª®-­¥ç­® â®­ª¨© ¤¨áª à ¤¨ãá  a. �ëà �¥­¨¥ ¤«ï äã­ªæ¨¨ â®ª  ¯®«ãç¨¬¨§ (2.6.4) á ¯®¬®éìî á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¯à¥¤¥«ì­®£® ¯¥à¥å®¤ :	 = − 1

π
a2Ui(1− τ2)[σ + (σ2 + 1) ar

tgσ].�  ¤¨áª, ¤¢¨�ãé¨©áï ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­® ¥£® ¯«®áª®áâ¨ á® áª®à®-áâìî Ui ¢ ­¥¯®¤¢¨�­®© �¨¤ª®áâ¨, ¤¥©áâ¢ã¥â á¨« 

F = 16µaUi, (2.6.6)ª®â®à ï ¬¥­ìè¥ á¨«ë, ¤¥©áâ¢ãîé¥© ­  áä¥àã â ª®£® �¥ à ¤¨ãá  (¤«ïáä¥àë F =6πµaUi). �®à¬ã«  (2.6.6) ¯®¤â¢¥à�¤ ¥âáï íªá¯¥à¨¬¥­â «ì-­ë¬¨ ¤ ­­ë¬¨.�ëâï­ãâë© í««¨¯á®¨¤ ¢à é¥­¨ï. �«ï à¥è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¥© § ¤ ç¨ ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ í««¨¯á®¨¤ «ì­®© ç áâ¨æë (¨§®¡à �¥­ á¯à ¢  ­  à¨á. 2.5) ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¨á¯®«ì§ãîâª®®à¤¨­ âë ¢ëâï­ãâ®£® í««¨¯á®¨¤  ¢à é¥­¨ï σ, τ , ϕ, ª®â®àë¥ ¢¢®-¤ïâáï ¯® ä®à¬ã« ¬
X2= c2(σ2−1)(1−τ2) 
os2 ϕ, Y 2 = c2(σ2−1)(1−τ2) sin2 ϕ, Z = cστ,£¤¥ c = √

a2 − b2 (σ > 1 > τ > −1).�à ¢­¥­¨¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ í««¨¯á®¨¤  ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤
σ = σ0, £¤¥ σ0 = [1− (b/a)2]−1/2

. (2.6.7)



2.6. �¡â¥ª ­¨¥ ­¥áä¥à¨ç¥áª¨å â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ 67�¤¥áì, ª ª ¨ à ­¥¥, ¡�®«ìè ï ¯®«ã®áì ®¡®§­ ç¥­  a.�®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¢ëà �¥­¨ï¬¨
Vσ = 1

c2√(σ2 − 1)(σ2 − τ2) ∂	∂τ , Vτ = − 1
c2√(1− τ2)(σ2 − τ2) ∂	∂σ(2.6.8)á ¯®¬®éìî äã­ªæ¨¨ â®ª 	 = 12 c2Ui(1− τ2)[σ2 − 1− (σ20 + 1)(σ2 − 1)ar
thσ − (σ20 − 1)σ(σ20 + 1)ar
thσ0 − σ0 ]

,(2.6.9)£¤¥ ar
thσ = 12 ln σ + 1
σ − 1 .� § ¤ ç¥ ® ¤¢¨�¥­¨¨ ¢ëâï­ãâ®£® í««¨¯á®¨¤  ¢à é¥­¨ï á® áª®-à®áâìî Ui ¢ ­¥¯®¤¢¨�­®© �¨¤ª®áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï äã­ªæ¨ï â®ª ¨¬¥¥â ¢¨¤	 = − 12 c2Ui(1− τ2) (σ20 + 1)(σ2 − 1)ar
thσ − (σ20 − 1)σ(σ20 + 1)ar
thσ0 − σ0 . (2.6.10)�¨«  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥
F = 8πµUi√a2 − b2(σ20 + 1)ar
thσ0 − σ0 . (2.6.11)�á«¨ a≫ b, â® ¢ëâï­ãâë© í««¨¯á®¨¤ ¢ëà®�¤ ¥âáï ¢ ¨£«®®¡à §­ë©áâ¥à�¥­ì. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï á¨«ë, ¤¥©áâ¢ãîé¥© ­  ¨£«ã¤«¨­®© a ¨ à ¤¨ãá®¬ b, ¤¢¨�ãéãîáï ¢¤®«ì á¢®¥© ®á¨ á® áª®à®áâìî Ui,¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤

F = 4πµaUiln(a/b) + 0,193 . (2.6.12)�à ¢­¨¢ ï ¢ëà �¥­¨ï ¤«ï á¨«, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ­  á¯«îá­ãâë© ¨

�¨á. 2.6. �¥«® ¢à é¥­¨ï ¢ ¯®áâã¯ -â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ (á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì-­®© ®à¨¥­â æ¨¨)

¢ëâï­ãâë© í««¨¯á®¨¤ë, á  ­ «®£¨ç­ë¬ ¢ëà �¥­¨¥¬ ¤«ï áä¥àë áíª¢¨¢ «¥­â­ë¬ íª¢ â®à¨ «ì­ë¬ à ¤¨ãá®¬, ¬®�­® § ¯¨á âì
Fel = 6πµlUiK( ba ), (2.6.13)£¤¥ l=a|¤«ï á¯«îá­ãâ®£® í««¨¯á®-¨¤  ¨ l = b|¤«ï ¢ëâï­ãâ®£® í««¨¯-á®¨¤ . � â ¡«. 2.1 ¯à¨¢¥¤¥­ë ç¨á«¥­-­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯®¯à ¢®ç­®£® ¬­®�¨-â¥«ï K ¯à¨ à §«¨ç­ëå ®â­®è¥­¨ïå¯®«ã®á¥© b/a.�¡â¥ª ­¨¥ â¥« ¢à é¥­¨ï.



68 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨������� 2.1�­ ç¥­¨ï ¯®¯à ¢®ç­®£® ¬­®�¨â¥«ï K( b
a

) ¢ ä®à¬ã«¥ (2.6.13)
b

a

K,á¯«îá­ãâë© í««¨¯á®¨¤ K,¢ëâï­ãâë© í««¨¯á®¨¤0 0,849 ∞0,1 0,852 2,6470,2 0,861 1,7850,3 0,874 1,4700,4 0,889 1,3050,5 0,905 1,2040,6 0,923 1,1360,7 0,941 1,0870,8 0,961 1,0510,9 0,980 1,0221,0 1,000 1,000� áá¬®âà¨¬ ®¡â¥ª ­¨¥ â¥« ¢à é¥-­¨ï «î¡®© ä®à¬ë, ¯à®¨§¢®«ì­® ®à¨-¥­â¨à®¢ ­­ëå ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®-â®ª¥ ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤-á . �ç¨â ¥¬, çâ® ®áì â¥«  ¢à é¥­¨ïá®áâ ¢«ï¥â ã£®« ω á ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨(à¨á. 2.6). �¤¨­¨ç­ë© ¢¥ªâ®à ~i, ­ ¯à ¢«¥­­ë© ¢¤®«ì ¯®â®ª , ¬®�¥â¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ~i = ~τ 
osω + ~n sinω, £¤¥ ~τ | ¥¤¨­¨ç-­ë© ¢¥ªâ®à, ­ ¯à ¢«¥­­ë© ¢¤®«ì ®á¨ â¥« , ~n | ¥¤¨­¨ç­ë© ¢¥ªâ®à,«¥� é¨© ¢ ¯«®áª®áâ¨ ¢à é¥­¨ï â¥« . � áâ®ªá®¢®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¤«ïá¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¬®�­® ¯®«ãç¨âì [72, 178℄
~F = ~τF‖ 
osω + ~nF⊥ sinω, (2.6.14)£¤¥ F‖ ¨ F⊥ |§­ ç¥­¨ï á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï â¥«  ¢à é¥­¨ï ¢ á«ãç ¥¯ à ««¥«ì­®£® (ω = 0) ¨ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­®£® (ω = π/2) ¥£® à á¯®«®�¥-­¨ï ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥.�¥«¨ç¨­  ¯à®¥ªæ¨¨ á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ­  ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ­ ¡¥£ î-é¥£® ¯®â®ª  à ¢­  áª «ïà­®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î(~F ·~i ) = F‖ 
os2 ω + F⊥ sin2 ω. (2.6.15)



2.6. �¡â¥ª ­¨¥ ­¥áä¥à¨ç¥áª¨å â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ 69�§ ä®à¬ã« (2.6.14) ¨ (2.6.15) á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï á¨«ëá®¯à®â¨¢«¥­¨ï â¥«  ¢à é¥­¨ï «î¡®© ä®à¬ë, ¯à®¨§¢®«ì­® ®à¨¥­â¨-à®¢ ­­®£® ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ áâ®ªá®¢®¬ ¯®â®ª¥, ¤®áâ â®ç­® §­ âì ¢¥-«¨ç¨­ã íâ®© á¨«ë â®«ìª® ¤«ï ¤¢ãå ç áâ­ëå ¯à®áâà ­áâ¢¥­­ëå à á¯®-«®�¥­¨© â¥« . ý�á¥¢®¥þ ¨ ý¡®ª®¢®¥þ á®¯à®â¨¢«¥­¨ï F‖ ¨ F⊥ ¬®�­®®¯à¥¤¥«ïâì ª ª â¥®à¥â¨ç¥áª¨, â ª ¨ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­®. �¨�¥ ¯à¨¢¥-¤¥­ë ¢ëà �¥­¨ï ¤«ï F‖ ¨ F⊥, ãª § ­­ë¥ ¢ [178℄ ¤«ï ­¥ª®â®àëå â¥«¢à é¥­¨ï ­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë.�«ï â®­ª®£® ªàã£®¢®£® ¤¨áª  à ¤¨ãá  a:
F‖ = 16µaUi, F⊥ = 323 µaUi. (2.6.16)�«ï £ ­â¥«¥¢¨¤­®© ç áâ¨æë, á®áâ®ïé¥© ¨§ ¤¢ãå á®¯à¨ª á îé¨åáïáä¥à à ¢­®£® à ¤¨ãá  a:
F‖ = 12πµaUiλ‖,
F⊥ = 12πµaUiλ⊥, λ‖ ≈ 0,645,

λ⊥ ≈ 0,716. (2.6.17)� íâ¨å ä®à¬ã« å ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ 12πµaUi à ¢­® áã¬¬¥ á®¯à®â¨¢«¥­¨©¤¢ãå ¨§®«¨à®¢ ­­ëå áä¥à à ¤¨ãá  a.�«ï á¯«îá­ãâëå í««¨¯á®¨¤®¢ ¢à é¥­¨ï á ¯®«ã®áï¬¨ a, b (a > b):
F‖ = 3,77 (4a+ b), F⊥ = 3,77 (3a+ 2b), (2.6.18)£¤¥ a|íª¢ â®à¨ «ì­ë© à ¤¨ãá (a > b).�«ï ¢ëâï­ãâëå í««¨¯á®¨¤®¢ ¢à é¥­¨ï á ¯®«ã®áï¬¨ a, b:
F‖ = 3,77 (a+ 4b), F⊥ = 3,77 (2a+ 3b), (2.6.19)£¤¥ b| íª¢ â®à¨ «ì­ë© à ¤¨ãá (b > a).�®à¬ã«ë (2.6.18) ¨ (2.6.19) ï¢«ïîâáï ¯à¨¡«¨�¥­­ë¬¨. �­¨ å®à®-è® ýà ¡®â îâþ ¤«ï á« ¡®¤¥ä®à¬¨à®¢ ­­ëå í««¨¯á®¨¤®¢ ¢à é¥­¨ï.� ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì (2.6.18) ¤«ï «î¡ëå ®â­®è¥­¨© ¬¥�¤ã ¯®-«ã®áï¬¨ ¬¥­ìè¥ 6%.�â®ªá®¢® ®¡â¥ª ­¨¥ â¢¥à¤®© ç áâ¨æë ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à-¬ë. �  ç áâ¨æã ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë, ¤¢¨�ãéãîáï ¢ ¡¥§£à ­¨ç­®©,¯®ª®ïé¥©áï ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨, ¤¥©áâ¢ãîâ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥-áª¨¥ á¨«  ¨ ¬®¬¥­â, á¢ï§ ­­ë¥ á ¥¥ ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¨ ¢à é â¥«ì­ë¬¤¢¨�¥­¨¥¬ [178℄:

~F = µ(K ~U + S ~ω), (2.6.20)
~M = µ(S ~U +
 ~ω), (2.6.21)£¤¥ K, S, 
 | â¥­§®àë ¢â®à®£® à ­£ , § ¢¨áïé¨¥ ®â £¥®¬¥âà¨¨ç áâ¨æë.



70 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨�¨¬¬¥âà¨ç­ë© â¥­§®à K = ‖Kij‖ ­ §ë¢ ¥âáï âà ­á«ïæ¨®­­ë¬.�­ å à ªâ¥à¨§ã¥â á®¯à®â¨¢«¥­¨¥ â¥«  ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ã ¤¢¨�¥­¨î ¨§ ¢¨á¨â â®«ìª® ®â à §¬¥à®¢ ¨ ä®à¬ë â¥« . � £« ¢­ëå ®áïå âà ­á«ï-æ¨®­­ë© â¥­§®à ¯à¨¢®¤¨âáï ª ¤¨ £®­ «ì­®¬ã ¢¨¤ãK = ∥∥∥∥∥∥K1 0 00 K2 00 0 K3 ∥∥∥∥∥∥ , (2.6.22)£¤¥ K1, K2, K3 | £« ¢­ë¥ á®¯à®â¨¢«¥­¨ï, ¤¥©áâ¢ãîé¨¥ ­  â¥«® ¯à¨¥£® ¤¢¨�¥­¨¨ ¢¤®«ì £« ¢­ëå ®á¥©. �«ï ®àâ®âà®¯­ëå (¨¬¥îé¨å âà¨¢§ ¨¬­® ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë¥ ¯«®áª®áâ¨ á¨¬¬¥âà¨¨) â¥« £« ¢­ë¥ ®á¨âà ­á«ïæ¨®­­®£® â¥­§®à  ­®à¬ «ì­ë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ¯«®áª®áâï¬á¨¬¬¥âà¨¨. �«ï ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ëå â¥« ®¤­  ¨§ ®á¥© á¨¬¬¥âà¨¨ (áª -�¥¬, ¯¥à¢ ï) ï¢«ï¥âáï £« ¢­®© ®áìî ¨ K2 = K3. �«ï áä¥àë à ¤¨ã-á  a «î¡ë¥ âà¨ ¢§ ¨¬­® ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë¥ ®á¨ ï¢«ïîâáï £« ¢­ë¬¨¨ K1 = K2 = K3 = 6πa.�¨¬¬¥âà¨ç­ë© â¥­§®à 
 ­ §ë¢ ¥âáï à®â æ¨®­­ë¬ â¥­§®à®¬. �­§ ¢¨á¨â ­¥ â®«ìª® ®â ä®à¬ë ¨ à §¬¥à  ç áâ¨æë, ­® â ª�¥ ®â ¢ë¡®à ­ ç «  ª®®à¤¨­ â. �®â æ¨®­­ë© â¥­§®à å à ªâ¥à¨§ã¥â á®¯à®â¨¢«¥­¨¥¢à é â¥«ì­®¬ã ¤¢¨�¥­¨î â¥«  ¨ ¢ £« ¢­ëå ®áïå (£« ¢­ë¥ ®á¨ à®-â æ¨®­­®£® ¨ âà ­á«ïæ¨®­­®£® â¥­§®à®¢ ¨¬¥îâ à §«¨ç­®¥ ¯à®áâà ­-áâ¢¥­­®¥ à á¯®«®�¥­¨¥) ¯à¨­¨¬ ¥â ¤¨ £®­ «ì­ë© ¢¨¤ á í«¥¬¥­â ¬¨
1, 
2, 
3. �«ï ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ëå â¥« ®¤­  ¨§ £« ¢­ëå ®á¥© (­ ¯à¨-¬¥à, ¯¥à¢ ï) ¯ à ««¥«ì­  ®á¨ á¨¬¬¥âà¨¨, ¯à¨ íâ®¬ 
2 = 
3. �«ïáä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë ¨¬¥¥¬: 
1 = 
2 = 
3.�¥­§®à S á¨¬¬¥âà¨ç¥­ «¨èì ¢ ¥¤¨­áâ¢¥­­®© ¤«ï ª �¤®£® â¥« â®çª¥ �, ­ §ë¢ ¥¬®© æ¥­âà®¬ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨. �â®â â¥­-§®à ­ §ë¢ ¥âáï á®¯àï�¥­­ë¬ â¥­§®à®¬ ¨ å à ªâ¥à¨§ã¥â ¯¥à¥ªà¥áâ-­ãî à¥ ªæ¨î â¥«  ­  ãç áâ¨¥ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¨ ¢à é â¥«ì­®¬ ¤¢¨-�¥­¨¨ (¬®¬¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯à¨ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¤¢¨�¥­¨¨ ¨ á¨«ãá®¯à®â¨¢«¥­¨ï | ¯à¨ ¢à é â¥«ì­®¬). �«ï â¥« á ®àâ®âà®¯­®©, ®á¥-¢®© ¨ áä¥à¨ç¥áª®© á¨¬¬¥âà¨¥© á®¯àï�¥­­ë© â¥­§®à ï¢«ï¥âáï â®�¤¥-áâ¢¥­­® à ¢­ë¬ ­ã«î. �¤­ ª® ¥£® ­¥®¡å®¤¨¬® ãç¨âë¢ âì, ­ ¯à¨¬¥à,¤«ï â¥« á £¥«¨ª®¨¤ «ì­®© á¨¬¬¥âà¨¥© (¯à®¯¥««¥à®®¡à §­ëå â¥«).� ¨¡®«¥¥ áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ¯à¨ à áá¬®âà¥­¨¨ § ¤ ç £à ¢¨â æ¨®­­®£®®á �¤¥­¨ï ç áâ¨æ ï¢«ï¥âáï ãç¥â âà ­á«ïæ¨®­­®£® â¥­§®à .�« ¢­ë¥ á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ­¥ª®â®àëå â¥« ­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ [178℄ ¨ ãª § ­ë ­¨�¥.�«ï â®­ª®£® ªàã£®¢®£® ¤¨áª  à ¤¨ãá  a:
K1 = 16a, K2 = 323 a, K3 = 323 a. (2.6.23)�«ï ¨£«®¯®¤®¡­ëå í««¨¯á®¨¤®¢ ¤«¨­®© l ¨ à ¤¨ãá®¬ a:

K1 = 4πl2 ln(l/a)− 1 , K2 = 8πl2 ln(l/a) + 1 , K3 = 8πl2 ln(l/a) + 1 .(2.6.24)
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�¨á. 2.7. �â­®á¨â¥«ì­ë© ª®íää¨-æ¨¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ®á¥á¨¬¬¥â-à¨ç­ëå ç áâ¨æ ¯à¨ ¤¢¨�¥­¨¨ ¢¤®«ì®á¨. �¯«®è­ ï «¨­¨ï | ¯à¨¡«¨-�¥­­ ï ä®à¬ã«  (2.6.28), èâà¨å®-¢ ï «¨­¨ï | â®ç­®¥ à¥è¥­¨¥ ¤«ïí««¨¯á®¨¤  ¢à é¥­¨ï. �ª¯¥à¨¬¥­-â «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥: 1, 2 | æ¨«¨­-¤àë, 3 | ¯ à ««¥«¥¯¨¯¨¤ë, 4 |¤¢®©­ë¥ ª®­ãáë. �¨á«¥­­ë© à á-ç¥â: 5 | æ¨«¨­¤àë, 6 | ª®­ãáë.
�¨á. 2.8.�â­®á¨â¥«ì­ë© ª®íää¨æ¨-¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ëåç áâ¨æ ¯à¨ ¤¢¨�¥­¨¨ ¯¥à¯¥­¤¨ªã-«ïà­® ®á¨. �¯«®è­ ï «¨­¨ï | ¯à¨-¡«¨�¥­­ ï ä®à¬ã«  (2.6.29), èâà¨-å®¢ ï «¨­¨ï | â®ç­®¥ à¥è¥­¨¥ ¤«ïí««¨¯á®¨¤  ¢à é¥­¨ï. �ª¯¥à¨¬¥­-â «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥: 1, 2 | æ¨«¨­¤àë,3 | ¯ à ««¥«¥¯¨¯¨¤ë, 4 | ¤¢®©­ë¥ª®­ãáë.�«ï â®­ª¨å ªàã£®¢ëå æ¨«¨­¤à®¢ ¤«¨­®© l ¨ à ¤¨ãá®¬ a:

K1 = 4πlln(l/a)− 0,72 , K2 = 4πlln(l/a) + 0,5 , K3 = 4πlln(l/a) + 0,5 .(2.6.25)�«ï £ ­â¥«¥¢¨¤­®© ç áâ¨æë, á®áâ®ïé¥© ¨§ ¤¢ãå á®¯à¨ª á îé¨åáïáä¥à à ¢­®£® à ¤¨ãá  a:
K1 = 24,3 a, K2 = 27,0 a, K3 = 27,0 a. (2.6.26)�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® í««¨¯á®¨¤  á ¯®«ã®áï¬¨ a, b, c:

K1 = 16π
χ+ a2α , K2 = 16π

χ+ b2β , K3 = 16π
χ+ c2γ . (2.6.27)�¤¥áì ¯ à ¬¥âàë α, β, γ, χ ¢ëà � îâáï ç¥à¥§ ¨­â¥£à «ë

α = ∞∫

λ

dλ(a2 + λ)� , β = ∞∫

λ

dλ(b2 + λ)� , γ = ∞∫

λ

dλ(c2 + λ)� , χ = ∞∫

λ

dλ� ,£¤¥ � = √(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ),   ­¨�­¨¬ ¯à¥¤¥«®¬ ¨­â¥£à¨à®¢ -­¨ï λ ï¢«ï¥âáï ¯®«®�¨â¥«ì­ë© ª®à¥­ì ªã¡¨ç¥áª®£® ãà ¢­¥­¨ï
x2

a2 + λ
+ y2
b2 + λ

+ z2
c2 + λ

= 1.



72 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨�«ï ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®£® â¥«  ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë ¢¢¥¤¥¬ ¯®­ïâ¨¥íª¢¨¢ «¥­â­®© ¯® ¯¥à¨¬¥âàã áä¥àë. �«ï íâ®£® á¯à®¥ªâ¨àã¥¬ â®çª¨¯®¢¥àå­®áâ¨ â¥«  ­  ¯«®áª®áâì, ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ãî ¥£® ®á¨. � ¯à®¥ª-æ¨¨ ¯®«ãç¨¬ ªàã£ à ¤¨ãá  a⊥. �ª¢¨¢ «¥­â­ ï ¯® ¯¥à¨¬¥âàã áä¥à ¨¬¥¥â â ª®© �¥ à ¤¨ãá.�«ï ­¥ª®â®àëå ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ¨ ®àâ®âà®¯­ëå â¥« (æ¨«¨­¤àë,¤¢®©­ë¥ ª®­ãáë, ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ë) ­  à¨á. 2.7, 2.8 ¯à¨¢¥¤¥­ë íªá-¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥ [219℄ ¨ à¥§ã«ìâ âë ç¨á«¥­­ëå à áç¥â®¢ ¤«ï£« ¢­ëå §­ ç¥­¨© âà ­á«ïæ¨®­­®£® â¥­§®à . �  à¨á. 2.7 ¯® ®á¨ ®à-¤¨­ â ®â«®�¥­ë §­ ç¥­¨ï ®á¥¢®£® á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®£®â¥« , ®â­¥á¥­­ë¥ ª á®¯à®â¨¢«¥­¨î áä¥àë á íª¢¨¢ «¥­â­ë¬ ¯¥à¨¬¥â-à®¬. Ǒ® ®á¨  ¡áæ¨áá ®â«®�¥­ë §­ ç¥­¨ï ä ªâ®à  ä®à¬ë �, à ¢­®£®®â­®è¥­¨î ¯«®é ¤¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë ª ¯«®é ¤¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ íª-¢¨¢ «¥­â­®© ¯® ¯¥à¨¬¥âàã áä¥àë. Ǒà¨¢¥¤¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë å®à®è® ¯¯à®ªá¨¬¨àãîâáï á«¥¤ãîé¥© § ¢¨á¨¬®áâìî ¤«ï ®â­®á¨â¥«ì­®£® ª®-íää¨æ¨¥­â  ®á¥¢®£® á®¯à®â¨¢«¥­¨ï [219℄:�c‖ = 0,244 + 1,035�− 0,712�2 + 0,441�3. (2.6.28)�  à¨á. 2.8 ¯à¨¢¥¤¥­ë ®â­®á¨â¥«ì­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¡®ª®¢®£® á®¯à®â¨¢-«¥­¨ï ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â  ­ «®£¨ç­®£® ä ªâ®à  ä®à¬ë. Ǒã­ªâ¨à­®©«¨­¨¥© ­ ­¥á¥­ë â®ç­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤«ï áä¥à®¨¤®¢. �â­®á¨â¥«ì­ë©ª®íää¨æ¨¥­â ¡®ª®¢®£® á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì ¯® ä®à¬ã-«¥ [219℄ �c⊥ = 0,392 + 0,621�− 0,04�2, (2.6.29)ª®â®à ï å®à®è® á®£« áã¥âáï á ãª § ­­ë¬¨ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¬¨ ¤ ­-­ë¬¨.�á �¤¥­¨¥ ¨§®âà®¯­ëå ç áâ¨æ. � �­®© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®©å à ªâ¥à¨áâ¨ª®© â ª¨å å¨¬¨ª®-â¥å­®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®æ¥áá®¢, ª ª ®â-áâ®© ¨ á¥¤¨¬¥­â æ¨ï, ï¢«ï¥âáï ãáâ ­®¢¨¢è ïáï áª®à®áâì Ui ®á �¤¥-­¨ï ç áâ¨æ ¢ ¯®«ïå ¬ áá®¢ëå á¨« ¨, ¯à¥�¤¥ ¢á¥£®, ¢ £à ¢¨â æ¨®­­®¬¯®«¥. �î¡®¥ â¥«®, ®¡« ¤ îé¥¥ áä¥à¨ç¥áª®© ¨§®âà®¯¨¥© ¨ ®¤­®à®¤­®¥¯® ¯«®â­®áâ¨, ¨¬¥¥â ®¤¨­ ª®¢®¥ á®¯à®â¨¢«¥­¨¥ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ã ¤¢¨-�¥­¨î ¯à¨ «î¡®© ®à¨¥­â æ¨¨. � ª®¥ â¥«® ¡ã¤¥â â ª�¥ ¨§®âà®¯­® ¯®®â­®è¥­¨î ª ¯ à¥ á¨«, ¢®§­¨ª îé¨å ¯à¨ ¥£® ¢à é¥­¨¨ ®â­®á¨â¥«ì­®¯à®¨§¢®«ì­®© ®á¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ¥£® æ¥­âà. �á«¨ â ª®¥ â¥«® ¢ ­ -ç «ì­ë© ¬®¬¥­â ¨¬¥¥â ­¥ª®â®àãî ®à¨¥­â æ¨î ¢ �¨¤ª®áâ¨ ¨ ¬®�¥â¯ ¤ âì ¡¥§ ­ ç «ì­®£® ¢à é¥­¨ï, â® ®­® ¡ã¤¥â ¯ ¤ âì ¢¥àâ¨ª «ì­® ¡¥§¢à é¥­¨ï, á®åà ­ïï á¢®î ¯¥à¢®­ ç «ì­ãî ®à¨¥­â æ¨î.�¢®¡®¤­®¥ ¯ ¤¥­¨¥ ­¥áä¥à¨ç¥áª¨å ¨§®âà®¯­ëå ç áâ¨æ ã¤®¡­® ®¯¨-áë¢ âì á ¯®¬®éìî ¯ à ¬¥âà  áä¥à¨ç­®áâ¨
ψ = Se

S
, (2.6.30)



2.6. �¡â¥ª ­¨¥ ­¥áä¥à¨ç¥áª¨å â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ 73£¤¥ S | ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë, Se | ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨íª¢¨¢ «¥­â­®© ¯® ®¡ê¥¬ã áä¥àë. Ǒà¨ ¬¥¤«¥­­®¬ ¤¢¨�¥­¨¨ áª®à®áâì®á �¤¥­¨ï ç áâ¨æ ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì á ¯®¬®éìî í¬¯¨à¨ç¥áª®© ä®à-¬ã«ë [178℄
~Ui = 29 Q�ρa2e

µ
~g, (2.6.31)£¤¥ ae |à ¤¨ãá íª¢¨¢ «¥­â­®© ¯® ®¡ê¥¬ã áä¥àë,

Q = 0,843 ln ψ0,065 . (2.6.32)Ǒà¨¢¥¤¥¬ §­ ç¥­¨ï ä ªâ®à  áä¥à¨ç­®áâ¨ ψ ¤«ï ­¥ª®â®àëå ç -áâ¨æ: áä¥à | 1,000; ®ªâ í¤à| 0,846; ªã¡| 0,806; â¥âà í¤à| 0,670.�á �¤¥­¨¥ ­¥¨§®âà®¯­ëå ç áâ¨æ. �á«¨ ¤«ï áâ®ªá®¢  ®á¥¤ -­¨ï áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë ­ ¯à ¢«¥­¨¥ áª®à®áâ¨ ¢á¥£¤  á®¢¯ ¤ ¥â á­ ¯à ¢«¥­¨¥¬ á¨«ë âï�¥áâ¨, â® ¤ �¥ ¤«ï ®¤­®à®¤­ëå ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç-­ëå ç áâ¨æ ­ ¯à ¢«¥­¨¥ áª®à®áâ¨ ¡ã¤¥â ¢¥àâ¨ª «ì­ë¬ â®«ìª® ¢ â®¬á«ãç ¥, ª®£¤  ¢¥àâ¨ª «ì á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤­®© ¨§ £« ¢­ëå ®á¥© âà ­á«ï-æ¨®­­®£® â¥­§®à  K. �á«¨ �¥ ®áì á¨¬¬¥âà¨¨ ­ ª«®­¥­  ª ¢¥àâ¨ª «¨¯®¤ ã£«®¬ ϕ, â® ­ ¯à ¢«¥­¨¥ áª®à®áâ¨ § ¤ ¥âáï ã£«®¬ [219℄
θ = π + ar
tg( K2

K1 tgϕ), (2.6.33)£¤¥ K1, K2 | ®á¥¢®¥ ¨ ¡®ª®¢®¥ £« ¢­ë¥ á®¯à®â¨¢«¥­¨ï âà ­á«ïæ¨®­-­®¬ã ¤¢¨�¥­¨î. �¥«¨ç¨­  áª®à®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á ¯®¬®éìî ¢ëà -�¥­¨ï [219℄
Ui = V�ρg

µ
(K21 
os2 θ +K22 sin2 θ)−1/2, (2.6.34)£¤¥ V |®¡ê¥¬ ç áâ¨æë.�âª«®­¥­¨¥ ­ ¯à ¢«¥­¨ï ®á¥¤ ­¨ï ®â ¢¥àâ¨ª «¨ ®§­ ç ¥â, çâ® ­ ¯ ¤ îéãî ç áâ¨æã ¤¥©áâ¢ã¥â ¡®ª®¢ ï á¨« , ¯à¨¢®¤ïé ï ª ¥¥ £®à¨§®­-â «ì­®¬ã á¬¥é¥­¨î. �¥«® ¥é¥ ¡®«¥¥ ®á«®�­ï¥âáï, ¥á«¨ æ¥­âà £¨¤à®-¤¨­ ¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ (¢ª«îç îé¥© ¨  àå¨¬¥¤®¢ã á¨«ã) ­¥ á®¢¯ ¤ -¥â á æ¥­âà®¬ ¬ áá ç áâ¨æë. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¯®¬¨¬® âà ­á«ïæ¨®­­®£®¤¢¨�¥­¨ï ç áâ¨æ  ¯®«ãç ¥â ¥é¥ ¨ ¢à é¥­¨¥ ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ¢®§­¨-ª îé¥£® ¬®¬¥­â  á¨« (ýªã¢ëàª ­¨¥þ ¯ã«¨ á® á¬¥é¥­­ë¬ æ¥­âà®¬¬ áá). �«ï ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ç áâ¨æ íâ® ¢à é¥­¨¥ § ª ­ç¨¢ ¥âáï, ª®-£¤  ª®­ä¨£ãà æ¨ï á¨áâ¥¬ë æ¥­âà ¬ áá| æ¥­âà à¥ ªæ¨¨ ¯à¨®¡à¥â ¥âãáâ®©ç¨¢®¥ ¯®«®�¥­¨¥: æ¥­âà ¬ áá ¢¯¥à¥¤¨ æ¥­âà  à¥ ªæ¨¨. Ǒà¨ íâ®¬áâ ¡¨«¨§¨àã¥âáï ¨ áâ ­®¢¨âáï ¯àï¬®«¨­¥©­®© ¨ âà ¥ªâ®à¨ï ®á �¤¥-­¨ï ç áâ¨æë.



74 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨�¤­ ª® ¢ ¡®«¥¥ ®¡é¥¬ á«ãç ¥  á¨¬¬¥âà¨¨ ç áâ¨æë á®¢¬¥áâ­®¥¤¥©áâ¢¨¥ ¡®ª®¢®© á¨«ë ¨ ¢à é¥­¨ï ¬®�¥â ¯à¨¢¥áâ¨ ª ¤¢¨�¥­¨î ¯®¯à®áâà ­áâ¢¥­­®©, ­ ¯à¨¬¥à, ¯® á¯¨à «¥¢¨¤­®© âà ¥ªâ®à¨¨. � â® �¥¢à¥¬ï ãáâ ­®¢¨¢è ïáï âà ¥ªâ®à¨ï ®á¥¤ ­¨ï â¥« á £¥«¨ª®¨¤ «ì­®©(¯à®¯¥««¥à®®¡à §­®©) á¨¬¬¥âà¨¥© ®áâ ¥âáï ¯àï¬®«¨­¥©­®©, ­¥á¬®âàï­  á®åà ­ïîé¥¥áï ¢à é¥­¨¥ â¥«  [178℄.�«ï ®æ¥­®ª ãáâ ­®¢¨¢è¥©áï áª®à®áâ¨ ®á¥¤ ­¨ï áâ®ªá®¢ëå ç áâ¨æ­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë ¯®«¥§­ë ¤¢¥ â¥®à¥¬ë. �¤­  ¨§ ­¨å ¤®ª § ­ �¨««®¬ ¨ Ǒ ãíà®¬ [238℄ ¨ £« á¨â, çâ® áâ®ªá®¢® á®¯à®â¨¢«¥­¨¥ ¯à®-¨§¢®«ì­®£® â¥« , ¤¢¨�ãé¥£®áï ¢ ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨, ¡®«ìè¥ áâ®ªá®¢ á®¯à®â¨¢«¥­¨ï «î¡®£® ¢¯¨á ­­®£® ¢ ­¥£® â¥« . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¢¥àå­¥© ¨ ­¨�­¥© ®æ¥­®ª áâ®ªá®¢  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï â¥-«  ª ª®©-«¨¡® íª§®â¨ç¥áª®© ä®à¬ë ¬®�­® à¥ª®¬¥­¤®¢ âì à §ã¬­ë©¢ë¡®à ¢¯¨á ­­ëå ¨ ®¯¨á ­­ëå ®ª®«® ­¥£® â¥« á ¨§¢¥áâ­ë¬¨ á®¯à®-â¨¢«¥­¨ï¬¨. �àã£ ï â¥®à¥¬  ¤®ª § ­  �í©­¡¥à£¥à®¬ [317℄ ¨ £®¢®à¨â® â®¬, çâ® ¨§ ¢á¥å ç áâ¨æ á à §«¨ç­®© ä®à¬®©, ­® á ®¤­¨¬ ¨ â¥¬ �¥®¡ê¥¬®¬ ¨ ¬ áá®© ­ ¨¡®«ìèãî áâ®ªá®¢ã áª®à®áâì ®á �¤¥­¨ï ¨¬¥¥âáä¥à¨ç¥áª ï ç áâ¨æ .�à¥¤­ïï áª®à®áâì ­¥¨§®âà®¯­ëå ç áâ¨æ, ¯ ¤ îé¨å ¢�¨¤ª®áâ¨. �à¥¤­ïï ¢¥«¨ç¨­  ¢¥ªâ®à  áª®à®áâ¨ ç áâ¨æë 〈~U〉, ª®â®-à ï ­ ¡«î¤ ¥âáï ¯à¨ ¯à®¢¥¤¥­¨¨ ¡®«ìè®© á¥à¨¨ íªá¯¥à¨¬¥­â®¢, ª®£¤ ç áâ¨æ  ¯ ¤ ¥â á® á«ãç ©­®© ®à¨¥­â æ¨¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨, ¤«ï áâ®ªá®¢ à¥�¨¬  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ [178℄
〈~U〉 = V�ρ

µK
~g, (2.6.35)£¤¥ V | ®¡ê¥¬ â¥« , �ρ|à §­®áâì ¯«®â­®áâ¥© ç áâ¨æë ¨ ®ªàã� î-é¥© �¨¤ª®áâ¨, ~g| ãáª®à¥­¨¥ á¨«ë âï�¥áâ¨, K | áà¥¤­¥¥ á®¯à®â¨¢-«¥­¨¥, ª®â®à®¥ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ £« ¢­ë¥ á®¯à®-â¨¢«¥­¨ï: 1

K
= 13 ( 1

K1 + 1
K2 + 1

K3 ). (2.6.36)�à¥¤­ïï á¨«  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï, ¤¥©áâ¢ãîé ï ­  ¯ ¤ îéãî ¢ �¨¤-ª®áâ¨ á«ãç ©­® ®à¨¥­â¨à®¢ ­­ãî ç áâ¨æã, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª:
〈~F 〉 = −µK〈~U〉. (2.6.37)�®à¬ã«ë (2.6.35) | (2.6.37) ¢ �­ë ¢ á¢ï§¨ á ­¥ª®â®àë¬¨ ¢®¯à®-á ¬¨ ¡à®ã­®¢áª®£® ¤¢¨�¥­¨ï.� ç áâ­®¬ á«ãç ¥ áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë ¢ (2.6.35) á«¥¤ã¥â ¯®«®-�¨âì V = 43 πa3, K = 6πa.�ëç¨á«¨¬ áà¥¤­¥¥ á®¯à®â¨¢«¥­¨¥ ¤«ï â®­ª®£® ªàã£®¢®£® ¤¨áª à ¤¨ãá  a. �«ï íâ®£® ¯®¤áâ ¢¨¬ §­ ç¥­¨ï £« ¢­ëå á®¯à®â¨¢«¥­¨©(2.6.23) ¢ ä®à¬ã«ã (2.6.36). � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬

K = 12a. (2.6.38)



2.6. �¡â¥ª ­¨¥ ­¥áä¥à¨ç¥áª¨å â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ 75Ǒ®¤áâ ¢«ïï ª®íää¨æ¨¥­âë K1, K2, K3 ¨§ (2.6.24) | (2.6.27) ¢(2.6.36) ¬®�­® ®¯à¥¤¥«¨âì á ¯®¬®éìî (2.6.35) áà¥¤­îî áª®à®áâì®á �¤¥­¨ï ãª § ­­ëå ¢ëè¥ â¥« ­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë.�¡â¥ª ­¨¥ ­¥áä¥à¨ç¥áª¨å â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ ¯à¨ ¢ëá®ª¨å

�¨á. 2.9. �â­®á¨â¥«ì­ ï ¤«¨­ ª®à¬®¢®£® ¢¨åàï

ç¨á« å �¥©­®«ì¤á . Ǒà¨ áâ®ªá®¢®¬ ®¡â¥ª ­¨¨ ç áâ¨æ «î¡®© ä®à-¬ë â¥ç¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ¡¥§®âàë¢­ë¬, â.¥. «¨­¨¨ â®ª  ¯à¨å®¤ïâ ¨§ ¡¥á-ª®­¥ç­®áâ¨, ®£¨¡ îâ â¥«®, ¢áî¤ã ¯«®â­® ¯à¨«¥£ ï ª ¯®¢¥àå­®áâ¨, ¨á­®¢  ãå®¤ïâ ¢ ¡¥áª®­¥ç­®áâì. �¤­ ª®¯à¨ ¡®«¥¥ ¢ëá®ª¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤-á  ¯à®¨áå®¤¨â ®âàë¢ ¯®â®ª  ®â ®¡â¥-ª ¥¬®£® â¥« . �â® ¯à¨¢®¤¨â ª ®¡à §®-¢ ­¨î ¢¨åà¥¢®© ª®à¬®¢®© ®¡« áâ¨. Ǒ®¬¥à¥ à®áâ  ç¨á«  �¥©­®«ì¤á  à §¬¥àíâ®© ¢¨åà¥¢®© ®¡« áâ¨ (¤«¨­  á«¥¤ )à áâ¥â, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï à §«¨ç­ëå ä®à¬â¥«  ¯®-à §­®¬ã. �  à¨á. 2.9 ¯à¨¢¥¤¥­ëíªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¥ ¨ ç¨á«¥­­ë¥ ¤ ­-­ë¥ ¯® ®â­®á¨â¥«ì­®© ¤«¨­¥ á«¥¤  LW,¢ëà �¥­­®© ¢ ¤¨ ¬¥âà å íª¢ â®à¨ «ì-­®£® á¥ç¥­¨ï d, ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ç¨á« �¥©­®«ì¤á  ¤«ï à §«¨ç­ëå ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ëå â¥«. � ¨å ç¨á«® ¢å®¤ïâ:áä¥à , ¤¨áª ¨ í««¨¯á®¨¤ë á à §«¨ç­ë¬ ®â­®è¥­¨¥¬ E ®á¥¢®£® à §¬¥-à  ª íª¢ â®à¨ «ì­®¬ã.Ǒà¨ ¤ «ì­¥©è¥¬ à®áâ¥ ç¨á«  �¥©­®«ì¤á  ¢¨åà¥¢®© á«¥¤ áâ ­®¢¨â-áï ­¥áâ æ¨®­ à­ë¬, ãå®¤¨â ¢ ¡¥áª®­¥ç­®áâì ¨ ®ª®­ç â¥«ì­® âãà¡ã«¨-§ã¥âáï. �¨«®¢®¥ ¢®§¤¥©áâ¢¨¥ ¯®â®ª  ­  ®¡â¥ª ¥¬®¥ â¥«® â¥á­® á¢ï§ ­®á à §¬¥à®¬ ¨ á®áâ®ï­¨¥¬ ¢¨åà¥¢®£® á«¥¤ . Ǒà¥¤¥«ì­ë¬¨  á¨¬¯â®â¨-ç¥áª¨¬¨ à¥�¨¬ ¬¨ â ª®£® ¢®§¤¥©áâ¢¨ï ï¢«ïîâáï áâ®ªá®¢ à¥�¨¬ (¯à¨Re→ 0) ¨ ­ìîâ®­®¢áª¨© à¥�¨¬ (¯à¨ Re→∞). � à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ áâ®ª-á®¢  ®¡â¥ª ­¨ï à áá¬®âà¥­ë à ­¥¥. �ìîâ®­®¢áª¨© à¥�¨¬ ®¡â¥ª ­¨ïå à ªâ¥à¨§ã¥âáï ¯®áâ®ï­áâ¢®¬ ª®íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï â¥«  cf .�®íää¨æ¨¥­âë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯à¨ ®á¥¢®¬ ®¡â¥ª ­¨¨ ¤¨áª®¢, ï¢-«ïîé¨åáï ¯à¥¤¥«ì­ë¬¨ á«ãç ï¬¨ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ëå â¥« ¬ «®£® ã¤«¨-­¥­¨ï, ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ à ¡®â¥ [219℄ ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á ,à á
ç¨â ­­ëå ¯® à ¤¨ãáã. �â¨ ä®à¬ã«ë ï¢«ïîâáï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï¬¨¤ ­­ëå ç¨á«¥­­ëå à áç¥â®¢ ¨ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå à¥§ã«ìâ â®¢:
cf = 10,2Re−1(1 + 0,318Re)
cf = 10,2Re−1(1 + 10s)
cf = 10,2Re−1(1 + 0,239Re0,792)
cf = 1,17 ¯à¨ Re 6 0,005,¯à¨ 0,005 < Re 6 0,75,¯à¨ 0,75 < Re 6 66,5¯à¨ Re > 66,5, (2.6.39)£¤¥ s = −0,61 + 0,906 lgRe − 0,025 (lgRe)2.



76 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨�áâ ­®¢¨¢èãîáï áª®à®áâì ®á¥¤ ­¨ï ç áâ¨æë ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à-¬ë (¤«ï ­ìîâ®­®¢áª®£® à¥�¨¬  ¤¢¨�¥­¨ï ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å �¥©-­®«ì¤á ) ¬®�­® ­ ©â¨ ¯® ä®à¬ã«¥ [219℄
U = 0,69 γ1/36[gae(γ − 1)(1,08− ψ)℄1/2 ¯à¨ 1,1 < γ < 8,6, (2.6.40)£¤¥ γ| ®â­®è¥­¨¥ ¯«®â­®áâ¥© ç áâ¨æë ¨ �¨¤ª®áâ¨, ae | à ¤¨ãá íª-¢¨¢ «¥­â­®© ¯® ®¡ê¥¬ã áä¥àë, ψ| ®â­®è¥­¨¥ ¯«®é ¤¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨íª¢¨¢ «¥­â­®© ¯® ®¡ê¥¬ã áä¥àë ª ¯«®é ¤¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë.2.7. �¡â¥ª ­¨¥ æ¨«¨­¤à  (¯«®áª ï § ¤ ç )� å¨¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®£¨¨ ¨ í­¥à£¥â¨ª¥ è¨à®ª® ¨á¯®«ì§ãîâáï  ¯-¯ à âë, ª®â®àë¥ ®á­ é¥­ë â¥¯«®®¡¬¥­­ë¬¨ âàã¡ ¬¨ ¨ à §«¨ç­ë-¬¨ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨¬¨ ¢áâ ¢ª ¬¨, ¯®£àã�¥­­ë¬¨ ¢ ¤¢¨�ãéãîáï �¨¤-ª®áâì. �¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®¥ ¢®§¤¥©áâ¢¨¥ ­  ãª § ­­ë¥ í«¥¬¥­âë ª®­-áâàãªæ¨© ¬®�­® ®æ¥­¨âì ­  ®á­®¢¥ à¥è¥­¨ï ¯«®áª®© § ¤ ç¨ ®¡ ®¡â¥-ª ­¨¨ æ¨«¨­¤à .�¡â¥ª ­¨¥ æ¨«¨­¤à  ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬.� «ë¥ ç¨á«  �¥©­®«ì¤á . � [247, 282℄ ¬¥â®¤®¬ áà é¨¢ ¥¬ëå á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å à §«®�¥­¨© ¯®«ãç¥­® à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ®¡ ®¡â¥ª -­¨¨ ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  à ¤¨ãá  a ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ ¢ï§ª®©­¥á�¨¬ ¥¬®© �¨¤ª®áâ¨ á® áª®à®áâìî Ui ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤-á . �áá«¥¤®¢ ­¨¥ ¯à®¢®¤¨«®áì ¢ ¯®«ïà­®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â R, θ ­ ®á­®¢¥ ¯®«­ëå ãà ¢­¥­¨© � ¢ì¥|�â®ªá * (1.1.4), çâ® ¯®§¢®«¨«® ¯®-«ãç¨âì á«¥¤ãîé¥¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï äã­ªæ¨¨ â®ª  ¯à¨ R/a ∼ 1:	 = aU

( R
a
ln R

a
− 12 R

a
+ 12 a

R

) sin θ, (2.7.1)£¤¥ ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ®¡®§­ ç¥­¨ï:
U = Ui(�− 0,87�3), � = (ln 3,703Re )−1

, Re = aUiρ
µ

.�®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¬®�­® ­ ©â¨ ¯® ä®à¬ã« ¬ (1.1.12).�ã­ªæ¨ï â®ª  (2.7.1) ¯®§¢®«ï¥â ¢ëç¨á«¨âì ª®íää¨æ¨¥­â á®¯à®-â¨¢«¥­¨ï
cf = F

aU2i ρ = 4πRe (�− 0,87�3), (2.7.2)* Ǒ®¯ëâª  à¥è¥­¨ï £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®© § ¤ ç¨ ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ æ¨«¨­¤à  ­ ®á­®¢¥ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© �â®ªá  (2.1.1) ¯à¨¢®¤¨â ª ¯ à ¤®ªáã �â®ªá  [38, 178℄.



2.7. �¡â¥ª ­¨¥ æ¨«¨­¤à  (¯«®áª ï § ¤ ç ) 77£¤¥ F |á¨« , ¯à¨å®¤ïé ïáï ­  ¥¤¨­¨æã ¤«¨­ë æ¨«¨­¤à .�à ¢­¥­¨¥ á íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¬¨ ¤ ­­ë¬¨ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ä®à-¬ã«ã (2.7.3) ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨ 0 < Re < 0,4 [38℄.�¥§®âàë¢­®¥ ®¡â¥ª ­¨¥ æ¨«¨­¤à  ¯à¨ ã¬¥à¥­­ëå ç¨á« å�¥©­®«ì¤á . �®£« á­® íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¬ ¤ ­­ë¬ [37℄ ¡¥§®âàë¢­®¥®¡â¥ª ­¨¥ ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ Re 6 2,5. � íâ®© ®¡-« áâ¨ ¨§¬¥­¥­¨ï ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á  ¤«ï à áç¥â  ª®íää¨æ¨¥­â  á®-¯à®â¨¢«¥­¨ï æ¨«¨­¤à  ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨¡«¨�¥­­ãî ä®à¬ã-«ã [219℄
cf = 5,65Re−0,78(1 + 0,26Re0,82) ¯à¨ 0,05 6 Re 6 2,5, (2.7.3)¯®«ãç¥­­ãî ¯ãâ¥¬ ®¡à ¡®âª¨ ®¯ëâ­ëå ¤ ­­ëå ¨ à¥§ã«ìâ â®¢ ç¨á«¥­-­ëå à áç¥â®¢.�âàë¢­®¥ ®¡â¥ª ­¨¥ æ¨«¨­¤à  ¯à¨ ã¬¥à¥­­ëå ç¨á« å�¥©­®«ì¤á . Ǒà¨ ¯à¥¢ëè¥­¨¨ ªà¨â¨ç¥áª®£® §­ ç¥­¨ï Re≈ 2,5 ¢¡«¨-§¨ ª®à¬®¢®© â®çª¨ ¢®§­¨ª ¥â ®¡« áâì ¢¨åà¥¢®£® ¢®§¢à â­®£® â¥ç¥­¨ïá § ¬ª­ãâë¬¨ «¨­¨ï¬¨ â®ª  | ¯à®¨áå®¤¨â ®âàë¢ ¯®â®ª  [37℄. Ǒà¨ã¢¥«¨ç¥­¨¨ ç¨á«  �¥©­®«ì¤á  â®çª  ®âàë¢  ¯®áâ¥¯¥­­® ¯¥à¥¬¥é ¥âáï®â ®á¨ ¯®â®ª  ¢¢¥àå ¯® ¯®¢¥àå­®áâ¨ æ¨«¨­¤à . �®íää¨æ¨¥­â á®¯à®-â¨¢«¥­¨ï ¤«ï ®âàë¢­®£® ®¡â¥ª ­¨ï æ¨«¨­¤à  ¯à¨ ã¬¥à¥­­ëå ç¨á« å�¥©­®«ì¤á  ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì á ¯®¬®éìî í¬¯¨à¨ç¥áª¨å ä®à¬ã« [219℄
cf = 5,65 · 10−0,78(1 + 0,333Re0,55)
cf = 5,65 · 10−0,78(1 + 0,148Re0,82) ¯à¨ 2,5 < Re 6 20,¯à¨ 20 < Re 6 200. (2.7.4)�âàë¢­®¥ ®¡â¥ª ­¨¥ æ¨«¨­¤à  ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å �¥©-­®«ì¤á . Ǒà¨ ¤ «ì­¥©è¥¬ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ Re ª®à¬®¢ë¥ ¢¨åà¨ ã¤«¨­ï-îâáï,   § â¥¬ ­ ç¨­ ¥âáï ¨å ¯®®ç¥à¥¤­ë© ®âàë¢ (¢¨åà¥¢ ï ¤®à®�ª � à¬ ­ ). �¤­®¢à¥¬¥­­® á íâ¨¬ â®çª  ®âàë¢  ¯¥à¥¬¥é ¥âáï ¡«¨�¥ª íª¢ â®à¨ «ì­®¬ã á¥ç¥­¨î. � �­®© å à ªâ¥à¨áâ¨ª®© ®¡â¥ª ­¨ï æ¨-«¨­¤à  ï¢«ï¥âáï ç áâ®â  ®âàë¢  ¢¨åà¥© νf ®â ª®à¬®¢®© ®¡« áâ¨. �«ï¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì í¬¯¨à¨ç¥áªãî ä®à¬ã«ã [71℄St = 0,13

cf [1− exp(−2,38 cf) ], (2.7.5)£¤¥ St = aνfµ/ρ|ç¨á«® �âàãå «ï.Ǒà¨¢¥¤¥¬ â ª�¥ ¤àã£ãî ¯®«¥§­ãî ä®à¬ã«ã ¤«ï ç áâ®âë ®âàë¢ ¢¨åà¥©: νf = 0,08Ui/b, £¤¥ b| ¯®«ãè¨à¨­  ¢¨åà¥¢®£® á«¥¤  ¢ ¬¥áâ¥¥£® à §àãè¥­¨ï.� ç¨­ ï á Re ≈ 0,5 · 103 ¬®�­® £®¢®à¨âì ® à §¢¨â®¬ £¨¤à®¤¨­ -¬¨ç¥áª®¬ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥. � §­ ç¨â¥«ì­®© á¢®¥© ç áâ¨ íâ®â á«®©®áâ ¥âáï « ¬¨­ à­ë¬ [37℄. Ǒà¨ ¨§¬¥­¥­¨¨ ç¨á«  �¥©­®«ì¤á  ¢ ¤¨ ¯ -§®­¥ 0,5 · 103 < Re < 0,5 · 105 ¯à®¨áå®¤¨â ¯®áâ¥¯¥­­®¥ á¬¥é¥­¨¥ â®çª¨



78 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨®âàë¢  « ¬¨­ à­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï θ0 ®â §­ ç¥­¨ï 71,2◦ ¤® 95◦[37, 184℄.Ǒà¨ Re > 2000 á«¥¤ ¢¤ «¨ ®â â¥«  ®ª®­ç â¥«ì­® âãà¡ã«¨§ã¥âáï.Ǒ® ¤ ­­ë¬ [94℄ ­  ªà¨¢®© cf(Re) ¥áâì ¤¢  ¯«®áª¨å ãç áâª  (®¡« -áâ¨  ¢â®¬®¤¥«ì­®áâ¨), £¤¥ ª®íää¨æ¨¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨­¥ ¬¥­ï¥âáï:
cf = 1,0
cf = 1,1 ¯à¨ 3 · 102 < Re < 3 · 103,¯à¨ 4 · 103 < Re < 105. (2.7.6)� ¯à®¬¥�ãâ®ç­®© ®¡« áâ¨ ¬¥�¤ã ãª § ­­ë¬¨ ¯«®áª¨¬¨ ãç áâª ¬¨ª®íää¨æ¨¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¬®­®â®­­® ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï 
 à®áâ®¬ ç¨á-«  �¥©­®«ì¤á .� §¢¨â ï âãà¡ã«¥­â­®áâì ¢ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥ æ¨«¨­-¤à . � §¢¨â ï âãà¡ã«¥­â­®áâì ¢ ¯à¥¤¥« å ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ­ áâã-¯ ¥â ¯à¨ ¡®«¥¥ ¢ëá®ª¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  Re≈105 ¨ á®¯à®¢®�¤ ¥âáïýªà¨§¨á®¬ á®¯à®â¨¢«¥­¨ïþ. Ǒà¨ íâ®¬ ¯® ¤ ­­ë¬ [75℄ á­ ç «  á®¯à®-â¨¢«¥­¨¥ æ¨«¨­¤à  à¥§ª® ¯ ¤ ¥â ¤® §­ ç¥­¨ï cf ≈ 0,3 ¯à¨ Re=3,5·105,  § â¥¬ ­ ç¨­ ¥â à áâ¨ ¨ ¢­®¢ì ¢ëå®¤¨â ­   ¢â®¬®¤¥«ì­ë© à¥�¨¬,ª®â®à®© å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ¯®áâ®ï­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬

cf = 0,9 ¯à¨ Re > 5 · 105. (2.7.7)� ª­¨£¥ [71℄ ¯à¨¢¥¤¥­ë ­¥ª®â®àë¥ ¤ ­­ë¥ ® £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨åå à ªâ¥à¨áâ¨ª å â¥« ¤àã£®© ä®à¬ë, ª á îé¨¥áï ¢ ®á­®¢­®¬ ®¡« áâ¨¯à¥¤ªà¨§¨á­®©  ¢â®¬®¤¥«ì­®áâ¨. �«¨ï­¨¥ è¥à®å®¢ â®áâ¨ ¯®¢¥àå­®-áâ¨ æ¨«¨­¤à  ¨ ãà®¢­ï âãà¡ã«¥­â­®áâ¨ ­ ¡¥£ îé¥£® ¯®â®ª  ­  ª®íä-ä¨æ¨¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ®¡áã�¤ ¥âáï ¢ [75℄. � [85℄ ¨áá«¥¤ã¥âáï § ¢¨-á¨¬®áâì £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å å à ªâ¥à¨áâ¨ª â¥ç¥­¨ï ¢ âãà¡ã«¥­â­ëå¯®£à ­¨ç­ëå á«®ïå ®â è¥à®å®¢ â®áâ¨ ¨ ¯à®¤®«ì­®£® £à ¤¨¥­â  ¤ ¢-«¥­¨ï.�â¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ­¥ª®â®àëå § ¤ ç â¥¯«®- ¨ ¬ áá®-¯¥à¥­®á  ¨ å¨¬¨ç¥áª®© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨ ¯®«ï áª®à®áâ¨ ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨®¡â¥ª ¥¬ëå â¥« ¬®£ãâ ®¯à¥¤¥«ïâìáï § ª®­®¬¥à­®áâï¬¨ â¥ç¥­¨ï ¨¤¥- «ì­®© ­¥¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨. � ª ï á¨âã æ¨ï å à ªâ¥à­  ¤«ï â¥ç¥­¨©¢ ¯®à¨áâ®© áà¥¤¥ [32, 56, 132℄ ¨ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï â¥« á �¨¤ª¨¬¨ ¬¥-â «« ¬¨ (á¬. à §¤. 4.11, £¤¥ ¯à¨¢¥¤¥­® à¥è¥­¨¥ â¥¯«®¢®© § ¤ ç¨ ¤«ï¯®â¥­æ¨ «ì­®£® ®¡â¥ª ­¨ï í««¨¯â¨ç¥áª®£® æ¨«¨­¤à  ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬¯®â®ª®¬ ¨¤¥ «ì­®© �¨¤ª®áâ¨).�¡â¥ª ­¨¥ ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬.� ªà¥¯«¥­­ë© æ¨«¨­¤à. � áá¬®âà¨¬ ®¡â¥ª ­¨¥ § ªà¥¯«¥­­®£®ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ áâ æ¨®­ à­ë¬ «¨­¥©­ë¬ á¤¢¨£®-¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¢ï§ª®© ­¥á�¨¬ ¥¬®© �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨, ­®à¬ «ì-­®© ª ®á¨ æ¨«¨­¤à . � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© â ª®£® â¥ç¥­¨ï ¢¤ «¨



2.7. �¡â¥ª ­¨¥ æ¨«¨­¤à  (¯«®áª ï § ¤ ç ) 79®â æ¨«¨­¤à  ¢ ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â X1, X2 ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥§ ¯¨áë¢ ¥âáï â ª:
~V → G ~R ¯à¨ R → ∞. (2.7.8)�¥­§®à á¤¢¨£  ¢ (2.7.8) ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë á¨¬-¬¥âà¨ç­®£® ¨  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®£® â¥­§®à®¢ G = E+
, ª®â®àë¥ á®®â-¢¥âáâ¢ãîâ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®© ¨ ¢à é â¥«ì­®© á®áâ ¢«ïîé¨¬ ¤¢¨�¥­¨ï�¨¤ª®áâ¨ ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨:G = ∥∥∥∥G11 G12

G21 G22 ∥∥∥∥ = ∥∥∥∥E1 E2
E2 −E1 ∥∥∥∥+ ∥∥∥∥ 0 −

 0 ∥∥∥∥ , ~R = ∥∥∥∥X1

X2 ∥∥∥∥ ,
E1 = G11 = −G22, E2 = 12 (G12 +G21), 
 = 12 (G21 −G12),¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï § ¤ ­¨¥¬ âà¥å ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¥«¨ç¨­ E1, E2, 
.� áâ®ªá®¢®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ (¯à¨ Re→ 0) à¥è¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®© § ¤ ç¨ á £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ­  ¡¥áª®­¥ç­®-áâ¨ (2.7.8) ¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ¯à¨«¨¯ ­¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ æ¨«¨­¤à  (~V = 0¯à¨ R = a) ¯à¨¢®¤¨â ª äã­ªæ¨¨ â®ª  [60, 218℄	 = 12 a2E( R

a
− a

R

)2 sin 2�θ − 12 a2
( R2
a2 − 1− 2 ln R

a

)
, (2.7.9)£¤¥

E=(E21+E22)1/2, �θ=θ+�θ (
E1
E

=
os(2�θ), E2
E

=− sin(2�θ)).Ǒà¨ § ¯¨á¨ íâ¨å ¢ëà �¥­¨© ¨á¯®«ì§®¢ ­  á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â R, �θ,ª®â®à ï ¯®«ãç¥­  ¨§ ¨áå®¤­®© ¯ãâ¥¬ ¯®¢®à®â  ­  ã£®« �θ ¨ á¢ï§ ­  á£« ¢­ë¬¨ ®áï¬¨ á¨¬¬¥âà¨ç­®£® â¥­§®à  E (¢ £« ¢­ëå ®áïå â¥­§®à E¯à¨¢®¤¨âáï ª ¤¨ £®­ «ì­®¬ã ¢¨¤ã á í«¥¬¥­â ¬¨ E ¨ −E). �¨áâ®¤¥ä®à¬ æ¨®­­ë© á¤¢¨£ ®â¢¥ç ¥â §­ ç¥­¨î 
 = 0,   ¯à®áâ®© á¤¢¨£§ ¤ ¥âáï ¯ à ¬¥âà ¬¨ E1 = 0, 
 = −E2.Ǒ®«¥ áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯ãâ¥¬ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ ¢ëà -�¥­¨ï (2.7.9) ¢ ä®à¬ã«ë (1.1.11).�âàãªâãà  «¨­¨© â®ª  	=
onst áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ § ¢¨á¨â ®â¯ à ¬¥âà®¢ E ¨ 
. �«ï ª ç¥áâ¢¥­­®£®  ­ «¨§  â¥ç¥­¨ï ã¤®¡­® ¢¢¥áâ¨¡¥§à §¬¥à­ãî ã£«®¢ãî áª®à®áâì ¢à é¥­¨ï ¯®â®ª  ¢¤ «¨ ®â æ¨«¨­¤à 
E = 
/E.Ǒà¨ 0 6 |
E | 6 1 ¢á¥ «¨­¨¨ â®ª  à §®¬ª­ãâë ¨ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨æ¨«¨­¤à  ¨¬¥îâáï ç¥âëà¥ ªà¨â¨ç¥áª¨¥ â®çª¨ á ã£«®¢ë¬¨ ª®®à¤¨­ -â ¬¨
θk = (−1)k+1 12 ar
sin 
E2 + π2 (k − 1), £¤¥ k = 1, 2, 3, 4.



80 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨

�¨á. 2.10. �å¥¬  ®¡â¥ª ­¨ï § ªà¥¯«¥­­®£® ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  «¨­¥©­ë¬ á¤¢¨-£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬:  ) ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®¥ â¥ç¥­¨¥ (
E = 0), ¡) ¯à®áâ®© á¤¢¨£ (|
E | = 1)�  à¨á. 2.10 ª ç¥áâ¢¥­­® ¨§®¡à �¥­ë «¨­¨¨ â®ª  ¤«ï ç¨áâ® ¤¥ä®à-¬ æ¨®­­®£® (¯à¨ 
E = 0) ¨ ¯à®áâ®£® (¯à¨ 
E = 1) á¤¢¨£®¢®£® â¥ç¥-­¨ï. �¢¥«¨ç¥­¨¥ ¡¥§à §¬¥à­®© ã£«®¢®© áª®à®áâ¨ ¢à é¥­¨ï ¯®â®ª  ­ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ 
E ®â ­ã«ï ¤® ¥¤¨­¨æë á¤¢¨£ ¥â ªà¨â¨ç¥áªãî â®çªãáâ¥ª ­¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ æ¨«¨­¤à  θk ¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨ ­  15◦.Ǒà¨ |
E | > 1 ¯®¢¥àå­®áâì æ¨«¨­¤à  ®ªàã�¥­  § ¬ª­ãâë¬¨ «¨­¨-ï¬¨ â®ª ,   ¢¤ «¨ ®â æ¨«¨­¤à  «¨­¨¨ â®ª  à §®¬ª­ãâë.C¢®¡®¤­® ¢à é îé¨©áï æ¨«¨­¤à. � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ®¡â¥ª -­¨¥ ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à , á¢®¡®¤­® ¢§¢¥è¥­­®£® ¢ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ «¨-­¥©­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ áâ®ªá®¢®¬ (Re → 0) ¯®â®ª¥. � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®-áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ â ª®£® â¥ç¥­¨ï ¢¤ «¨ ®â æ¨«¨­¤à , ª ª ¨ à ­¥¥, § ¤ -¥âáï á®®â­®è¥­¨ï¬¨ (2.7.8).� á¨«ã ãá«®¢¨ï ¯à¨«¨¯ ­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ á¢®¡®¤­®¢§¢¥è¥­­®£® ¢ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à , ®­ ¡ã¤¥â ¢à -é âìáï á ¯®áâ®ï­­®© ã£«®¢®© áª®à®áâìî, à ¢­®© áª®à®áâ¨ ¢à é¥­¨ï¯®â®ª  ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨. �ª § ­­®¥ ®§­ ç ¥â, çâ® ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ æ¨-«¨­¤à  ¤®«�­ë ¢ë¯®«­ïâìáï á«¥¤ãîé¨¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï ª®¬-¯®­¥­â áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨:
VR = 0, Vθ = 
 ¯à¨ R = a. (2.7.10)�¥è¥­¨¥ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®© § ¤ ç¨ ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ á¢®¡®¤­® ¢à -é îé¥£®áï æ¨«¨­¤à  ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ á£à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ (2.7.8), (2.7.10) ¨¬¥¥â ¢¨¤ [60, 218℄	 = 12 a2E( R

a
− a

R

)2 sin 2�θ − 12 a2
( R2
a2 − 1),

VR = a2E
R

( R
a

− a

R

)2 
os 2�θ, V�θ = 
R−ER
(1− a4

R4 ) sin 2�θ,(2.7.11)
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�¨á. 2.11. �å¥¬  ®¡â¥ª ­¨ï á¢®¡®¤­® ¢à é îé¥£®áï ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  «¨­¥©-­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ (¯à¥¤¥«ì­ë¥ «¨­¨¨ â®ª  	 = 	
 ¢ë¤¥«¥­ë):  ) ¯à®áâ®©á¤¢¨£ (|
E | = 1), ¡) ®¡é¨© á«ãç © ¯«®áª®£® á¤¢¨£®¢®£® â¥ç¥­¨ï (0 < |
E | < 1)£¤¥ ¯ à ¬¥âàë E1, E2, E, 
 ¢¢¥¤¥­ë â ª �¥, ª ª ¢ § ¤ ç¥ ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨§ ªà¥¯«¥­­®£® æ¨«¨­¤à .� ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ æ¨«¨­¤à  ¯à¨ 
E 6=0 ®âáãâáâ¢ãîâªà¨â¨ç¥áª¨¥ â®çª¨ ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¤¢  ª ç¥áâ¢¥­­® à §«¨ç­ëå â¨¯ â¥ç¥­¨ï, ª®â®àë¥ å à ªâ¥à¨§ãîâáï ¢¥«¨ç¨­®© ã£«®¢®© áª®à®áâ¨ 
.� ¨¬¥­­®, ¯à¨ 0 < |
E | 6 1 ¢ ¯®â®ª¥ ¨¬¥îâáï ª ª § ¬ª­ãâë¥,â ª ¨ à §®¬ª­ãâë¥ «¨­¨¨ â®ª ; ¯à¨ íâ®¬ ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ æ¨«¨­¤à ¯à¨¬ëª ¥â ®¡« áâì á ¯®«­®áâìî § ¬ª­ãâë¬¨ «¨­¨ï¬¨ â®ª ,   ¢¤ «¨®â æ¨«¨­¤à  «¨­¨¨ â®ª  à §®¬ª­ãâë (à¨á. 2.11). Ǒà¨ |
E | > 1 ¢á¥«¨­¨¨ â®ª  § ¬ª­ãâë.�§ ä®à¬ã« (2.7.11) á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ 0 < |
E | 6 1 ¢ ¯®â®ª¥áãé¥áâ¢ãîâ ¤¢¥ ªà¨â¨ç¥áª¨¥ â®çª¨ á ª®®à¤¨­ â ¬¨�θ◦1 = π4 , �θ◦2 = 5π4 , R◦1,2 = a

( 11− 
E

)1/4
, (2.7.12)¢ ª®â®àëå áª®à®áâì ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì: V ◦

R=V ◦
θ =0. �â¨ ®á®¡ë¥ â®çª¨ï¢«ïîâáï â®çª ¬¨ á ¬®¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯à¥¤¥«ì­®© «¨­¨¨ â®ª , ª®â®à ïà §£à ­¨ç¨¢ ¥â ®¡« áâ¨ á § ¬ª­ãâë¬¨ ¨ à §®¬ª­ãâë¬¨ «¨­¨ï¬¨ â®ª (à¨á. 2.11).Ǒà¥¤¥«ì­ ï «¨­¨ï â®ª  ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬	 = 	á, 	
 = a2E[ 12 
E − 1 + (1− 
E)1/2].Ǒà¨ 
E → 0 ¨§ ä®à¬ã«ë (2.7.12) ¨¬¥¥¬ R◦1,2 → a, â.¥. ¯à¨ã¬¥­ìè¥­¨¨ ã£«®¢®© áª®à®áâ¨ ¢à é¥­¨ï ¯®â®ª  ªà¨â¨ç¥áª¨¥ â®çª¨áâà¥¬ïâáï ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ æ¨«¨­¤à . � ¤àã£®¬ ¯à¥¤¥«ì­®¬ á«ãç ¥



82 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨
E → 1, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯à®áâ®¬ã á¤¢¨£ã, ¯®«ãç ¥¬ R◦1,2 → ∞ (â.¥.ªà¨â¨ç¥áª¨¥ â®çª¨ ãå®¤ïâ ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâì).�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ à ¡®â¥ [76℄ à¥è¥­   ­ «®£¨ç­ ï ¯«®áª ï § ¤ ç ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ ¯®à¨áâ®£® æ¨«¨­¤  ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ «¨­¥©­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬¯®â®ª®¬. �«ï ®¯¨á ­¨ï â¥ç¥­¨ï ¢­¥ ç áâ¨æë ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì ãà ¢-­¥­¨ï �â®ªá  ¨ áç¨â «®áì, çâ® ¢­ãâà¨ ç áâ¨æë ¯à®¨áå®¤¨â ä¨«ìâà -æ¨ï ¢­¥è­¥© �¨¤ª®áâ¨ § ª®­ã � àá¨ (2.2.24). �¯à¥¤¥«¥­® ª®«¨ç¥áâ¢®�¨¤ª®áâ¨, ¯à®á ç¨¢ îé¥©áï ¢­ãâàì æ¨«¨­¤à  ¢ ¥¤¨­¨æã ¢à¥¬¥­¨.2.8. �¡â¥ª ­¨¥ ¤¥ä®à¬¨à®¢ ­­ëå ª ¯¥«ì ¨¯ã§ëà¥©�¨­ ¬¨ç¥áª®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ á ¯®â®ª®¬ ¢§¢¥è¥­­ëå ¢ ­¥¬ ª ¯¥«ì¨ ¯ã§ëà¥© ¬®�¥â ¯à¨¢®¤¨âì ª ¨å ¤¥ä®à¬ æ¨¨,   ¨­®£¤  ¨ ª ¤à®¡-«¥­¨î. �â® ï¢«¥­¨¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¢ �­ë¬ ¢ å¨¬¨ª®-â¥å­®«®£¨ç¥áª¨å¯à®æ¥áá å, ¯®áª®«ìªã ¯à¨¢®¤¨â ª ¨§¬¥­¥­¨î ¯«®é ¤¨ ¬¥�ä §­®© ¯®-¢¥àå­®áâ¨, ®â­®á¨â¥«ì­®© áª®à®áâ¨ ¤¢¨�¥­¨ï ä § ¨ ­¥áâ æ¨®­ à­ë¬íää¥ªâ ¬. �®§¬ãé îé¨¬¨ ¢®§¤¥©áâ¢¨ï¬¨ ï¢«ïîâáï ¯à¨ íâ®¬ ¢ï§ª¨¥¨«¨ ¨­¥àæ¨®­­ë¥ á¨«ë,   ¯à¥¯ïâáâ¢ãîé¨¬¨ | ª ¯¨««ïà­ë¥ á¨«ë.�®à¬  ¯ã§ëàï § ¢¨á¨â ®â ¢¥«¨ç¨­ë ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á  Re = aeUiµ
ρ

¨�¥¡¥à  We = aeU2i ρ
σ

, £¤¥ µ ¨ ρ|¤¨­ ¬¨ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì ¨ ¯«®â­®áâìá¯«®è­®© ä §ë, σ| ª®íää¨æ¨¥­â ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï, ae |à ¤¨ãá áä¥àë, ®¡ê¥¬ ª®â®à®© à ¢¥­ ®¡ê¥¬ã ¯ã§ëàï.�« ¡ë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬¨ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª å ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤á .Ǒ®áâã¯ â¥«ì­ë© ¯®â®ª. Ǒà¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  ¨ �¥-¡¥à  ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ ï § ¤ ç  ® ¬¥¤«¥­­®¬ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¤¢¨�¥­¨¨ª ¯«¨ á ãáâ ­®¢¨¢è¥©áï áª®à®áâìî Ui ¢ ¯®ª®ïé¥©áï �¨¤ª®áâ¨ ¨áá«¥-¤®¢ « áì ¢ [310℄. �ç¨â «®áì ¢ë¯®«­¥­­ë¬ ãá«®¢¨¥ We = O(Re2). �«ï®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨ ¨á¯®«ì§®¢ «®áì ãá«®¢¨¥à ¢¥­áâ¢  áª çª  ­®à¬ «ì­ëå ­ ¯àï�¥­¨© ¨§¡ëâ®ç­®¬ã ¤ ¢«¥­¨î,®¡ãá«®¢«¥­­®¬ã á¨« ¬¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï. �ë«® ¯®ª § ­®,çâ® ª ¯«ï ¨¬¥¥â ä®à¬ã á¯«îá­ãâ®£® (¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ ¤¢¨�¥­¨ï) í«-«¨¯á®¨¤  ¢à é¥­¨ï á ®â­®è¥­¨¥¬ ¡®«ìè®© ¨ ¬ «®© ¯®«ã®á¨, à ¢­ë¬
χ = 1 + δWe . (2.8.1)�¤¥áì ¡¥§à §¬¥à­ë© ¯ à ¬¥âà δ ¤ ¥âáï ¢ëà �¥­¨¥¬

δ = 38(β + 1)3 [( 8180 β3 + 5720 β2 + 10340 β + 34 )− γ − 112 (β + 1)],



2.8. �¡â¥ª ­¨¥ ¤¥ä®à¬¨à®¢ ­­ëå ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© 83£¤¥ β | ®â­®è¥­¨¥ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ¢ï§ª®áâ¥© ª ¯«¨ ¨ ®ªàã� îé¥©�¨¤ª®áâ¨, γ | ®â­®è¥­¨¥ ¯«®â­®áâ¥© ª ¯«¨ ¨ ®ªàã� îé¥© �¨¤ª®-áâ¨. � §®¢®¬ã ¯ã§ëàî ®â¢¥ç îâ §­ ç¥­¨ï β ≈ 0, γ ≈ 0.C¤¢¨£®¢ë© ¯®â®ª. �¡â¥ª ­¨¥ ª ¯«¨ ¯à®áâë¬ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®-ª®¬ à áá¬ âà¨¢ «®áì ¢ [308, 309℄. �¤ «¨ ®â ª ¯«¨ ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì £à -­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï
VX → GY, VY → 0, VZ → 0 ¯à¨ R → ∞,£¤¥ R= (X2+Y 2+Z2)1/2. � ¤ ç  à¥è « áì ¢ áâ®ªá®¢®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨¯à¨ ¬ «ëå §­ ç¥­¨ïå ¡¥§à §¬¥à­®£® ¯ à ¬¥âà  Gaeµ/σ. �ë«® ¯®ª -§ ­®, çâ® ä®à¬  ª ¯«¨ ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬

R = ae(1 + Gaeµ
σ

19β + 1616β + 16 XY) (2.8.2)¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¢ëâï­ãâë© í««¨¯á®¨¤ ¢à é¥­¨ï. �ªá¯¥à¨-¬¥­â «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥ [308℄ ¯®¤â¢¥à�¤ îâ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ãà ¢­¥­¨ï(2.8.2).�á¯«ë¢ ­¨¥ í««¨¯á®¨¤ «ì­®£® ¯ã§ëàï ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á-« å �¥©­®«ì¤á . � áá¬®âà¨¬ ¤¢¨�¥­¨¥ £ §®¢®£® ¯ã§ëàï ¯à¨ ¡®«ì-è¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á . Ǒà¨ ¬ «ëå We ä®à¬  ¯ã§ëàï ¡«¨§ª  ª áä¥-à¨ç¥áª®©. �­ ç¥­¨ï ç¨á¥« �¥¡¥à  ¯®àï¤ª  ¥¤¨­¨æë á®áâ ¢«ïîâ ¢ �-­ãî ¤«ï ¯à ªâ¨ª¨ ¯à®¬¥�ãâ®ç­ãî ®¡« áâì ¨§¬¥­¥­¨ï We, ª®£¤  ¯ã-§ëàì, ¡ã¤ãç¨ áãé¥áâ¢¥­­® ¤¥ä®à¬¨à®¢ ­­ë¬, á®åà ­ï¥â á¨¬¬¥âà¨î®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¥£® ¬¨¤¥«¥¢  á¥ç¥­¨ï. �«ï â ª¨å §­ ç¥­¨©We ä®à¬ ¯ã§ëàï å®à®è®  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥âáï á¯«îá­ãâë¬ ¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ ¯®â®ª í««¨¯á®¨¤®¬ ¢à é¥­¨ï á ¯®«ã®áï¬¨ a ¨ b = χa, £¤¥ ¯®«ã®áì b ®à¨¥­-â¨à®¢ ­  ¯®¯¥à¥ª ¯®â®ª  ¨ χ > 1.�à¥¡®¢ ­¨¥ ¢ë¯®«­¥­¨ï £à ­¨ç­®£® ãá«®¢¨ï ¤«ï ­®à¬ «ì­ëå ­ -¯àï�¥­¨© ¢ ¯¥à¥¤­¥© ¨ § ¤­¥© ªà¨â¨ç¥áª¨å â®çª å,   â ª�¥ ¢¤®«ì£à ­¨æë ¬¨¤¥«¥¢  á¥ç¥­¨ï ¯ã§ëàï ¯à¨¢®¤¨â ª á«¥¤ãîé¥© § ¢¨á¨¬®-áâ¨ ¬¥�¤ã ç¨á«®¬ �¥¡¥à  We ¨ ®â­®è¥­¨¥¬ χ ¡®«ìè®© ¨ ¬ «®© ¯®-«ã®á¨ í««¨¯á®¨¤  [261℄:We = 2χ−4/3(χ3 + χ− 2)[χ2 ar
se
χ− (χ2 − 1)1/2]2(χ− 1)−3. (2.8.3)�¨á«¥­­ë¥ ®æ¥­ª¨ [261℄ ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì­®¥ ®âª«®­¥-­¨¥ ¨áâ¨­­®© ªà¨¢¨§­ë ®â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® §­ ç¥­¨ï ¤«ï  ¯¯à®ªá¨-¬¨àãîé¥£® í««¨¯á®¨¤  ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â 5% ¯à¨ We 6 1 (χ 6 1,5) ¨ 10%¯à¨ We 6 1,4 (χ 6 2).�â¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨Re > 0,55M−1/5 (M = gρ3ν4σ−3)



84 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨¯à®¨áå®¤¨â ®âª«®­¥­¨¥ ä®à¬ë ¯ã§ëàï ®â áä¥à¨ç¥áª®© ¡®«¥¥ ç¥¬­  5% (ν | ª¨­¥¬ â¨ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì �¨¤ª®áâ¨, g| ãáª®à¥­¨¥ á¨«ëâï�¥áâ¨, M | ¡¥§à §¬¥à­®¥ ç¨á«® �®àâ®­ , § ¢¨áïé¥¥ â®«ìª® ®âá¢®©áâ¢ �¨¤ª®áâ¨).�«ï ®¡ëç­ëå �¨¤ª®áâ¥© â¨¯  ¢®¤ë ¨¬¥¥¬ M ∼ 10−10, ¨ ¤¥ä®à-¬ æ¨î ¯ã§ëàï á«¥¤ã¥â ¯à¨­¨¬ âì ¢® ¢­¨¬ ­¨¥, ­ ç¨­ ï á Re ∼ 102.(�«ï ­¥äâ¨ M∼10−2 ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¯ã§ëàï áâ ­®¢¨âáï áãé¥áâ¢¥­­®©,­ ç¨­ ï á ¬ «ëå ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á .)� à ¡®â å [40, 126℄ ¯®«ãç¥­  áª®à®áâì ¢á¯«ëâ¨ï í««¨¯á®¨¤ «ì­®£®¯ã§ëàï Ui ¨ ®â­®è¥­¨¥ ¥£® ®á¥© χ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â íª¢¨¢ «¥­â­®£®à ¤¨ãá  ae = (ab2)1/3. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï áª®à®áâ¨¢á¯«ëâ¨ï ¯ã§ëàï ¨¬¥¥â ¢¨¤
Ui = U0f(M, ae/a0), (2.8.4)£¤¥ ¡¥§à §¬¥à­®¥ ç¨á«® �®àâ®­  M ¨ à §¬¥à­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë U0, a0§ ¢¨áïâ â®«ìª® ®â á¢®©áâ¢ �¨¤ª®áâ¨

U0 = ( σ2g
ρ2ν )1/5

, a0 = ( σν2
ρg2 )1/5

. (2.8.5)Ǒà¨ ãá«®¢¨¨ M1/5 ≪ 1, ª®â®à®¥ ®¡ëç­® ¢ë¯®«­ï¥âáï, ®â­®è¥­¨¥
Ui/U0 ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨ï χ § ¢¨áïâ â®«ìª® ®â ae/a0. �â¨ äã­ªæ¨¨ ã­¨¢¥à-á «ì­ë ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥ [40, 42℄:

ae/a0 = We1/5E2/5, Ui/U0 = We2/5E−1/5. (2.8.6)�¤¥áì We(χ) § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®© (2.8.3) ¨«¨ ¡®«¥¥ â®ç­®© [40, 42℄We(χ) = 2ρae dSdχ ( dm

dχ

)−1
, (2.8.7)£¤¥ S ¨ m| ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨ ¯à¨á®¥¤¨­¥­­ ï ¬ áá  í««¨¯á®-¨¤ 

S = 2πa2e (1 + α2)1/3
α2/3 (1 + α2√1 + α2 ln 1 +√1 + α2

α

)
,

m = 4π3 a3e (1 + α2)(1− α ar

tgα)1− (1 + α2)(1− α ar

tgα) , χ =√1 + 1
α2 .�ã­ªæ¨ï E(α) á®£« á­® [42℄ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

E(α) = 3(1 + α2)2/3[α+ (1− α2)ar

tgα℄
α7/3[(1 + α2)ar

tgα− α℄2 . (2.8.8)



2.8. �¡â¥ª ­¨¥ ¤¥ä®à¬¨à®¢ ­­ëå ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© 85Ǒà¨ ae 6 3a0 ¤«ï ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¨ áª®à®áâ¨ ¢á¯«ëâ¨ï ¬®�­®¯®«ì§®¢ âìáï  á¨¬¯â®â¨ª ¬¨ [126℄
χ = 1 + 1288 (ae/a0)5, Ui = 19 U0(ae/a0)2. (2.8.9)

�¥§à §¬¥à­ ï áª®à®áâì ¢á¯«ëâ¨ï Ui/U0 á®£« á­® (2.8.6) ¤®áâ¨£ ¥â­ ¨¡®«ìè¥£® §­ ç¥­¨ï, à ¢­®£® 0,6, ¯à¨ ae = 3,7 a0, χ = 1,9, çâ®­ å®¤¨âáï ¢ á®£« á¨¨ á íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¬¨ ¤ ­­ë¬¨.Ǒà¨ ¤ «ì­¥©è¥¬ à®áâ¥ à §¬¥à  ¯ã§ëàï ae > 3,7 a0 ¢ï§ª®¥ á®¯à®-â¨¢«¥­¨¥, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ã¢¥«¨ç¥­¨ï χ, à áâ¥â ¡ëáâà¥¥ á¨«ë �àå¨¬¥¤ ¨ áª®à®áâì ¯ã§ëàï ¯ ¤ ¥â. Ǒà¨ ae/a0 > 8 ¬®¤¥«ì í««¨¯á®¨¤ «ì­®£®¯ã§ëàï áâ ­®¢¨âáï ­¥¯à¨¬¥­¨¬®©.�­®£® í¬¯¨à¨ç¥áª¨å á®®â­®è¥­¨© ¤«ï ãáâ ­®¢¨¢è¥©áï áª®à®áâ¨¤¢¨�¥­¨ï ¤¥ä®à¬¨à®¢ ­­ëå ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥©, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¨ ¤«ï¡®«¥¥ á«®�­ëå, ç¥¬ í««¨¯á®¨¤ «ì­ ï, ä®à¬, ¯à¨¢¥¤¥­® ¢ [219℄.



86 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨�á¯«ë¢ ­¨¥ ªàã¯­®£® ¯ã§ëàï ¢ ¢¨¤¥ áä¥à¨ç¥áª®£® á¥£-

�¨á. 2.12. � ç¥áâ¢¥­­ ï ª àâ¨­ ®¡â¥ª ­¨ï ¯ã§ëàï ¢ ¢¨¤¥ á¥£¬¥­â 

¬¥­â . �á¯«ë¢ îé¨¥ ¯ã§ëà¨ ¨ ª ¯«¨ ¯® ¬¥à¥ ãªàã¯­¥­¨ï ¨å à §-¬¥à®¢ ¯à¨­¨¬ îâ à ¢­®¢¥á­ãî ä®à¬ã, ¢á¥ ¡®«¥¥ ®â«¨ç îéãîáï ®âáä¥à¨ç¥áª®©. �á«¨ ¯à¨ ¬ «ëå ¨ ã¬¥à¥­­ëå Re ¨ ¬ «ëå We ä®à¬ ¯ã§ëàï ¡«¨§ª  ª áä¥à¨ç¥áª®©, â® ¯à¨ã¬¥à¥­­ëå Re = 102÷103 ¨ We ¯®àï¤-ª  ­¥áª®«ìª¨å ¥¤¨­¨æ ä®à¬  ¯ã§ë-àï ¬®�¥â ¯à¨¡«¨�¥­­® ¬®¤¥«¨à®¢ âì-áï á¯«îá­ãâë¬ í««¨¯á®¨¤®¬,   âà -¥ªâ®à¨ï ¥£® ¤¢¨�¥­¨ï ¬®�¥â ¯à¥¤-áâ ¢«ïâì á®¡®© ¢¨­â®¢ãî «¨­¨î. Ǒà¨¤ «ì­¥©è¥¬ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ We ý¤­®þ ¯ã-§ëàï áâ ­®¢¨âáï ¢á¥ ¡®«¥¥ ¯«®áª¨¬.� ª®­¥æ, ¯à¨ We > 10 ¨ ¡®«ìè¨å Re¯ã§ëàì ¯à¨­¨¬ ¥â ä®à¬ã ý®¯à®ª¨­ã-â®© ç è¥çª¨þ ¨«¨ áä¥à¨ç¥áª®£® á¥£-¬¥­â  ¨ ¯®¤­¨¬ ¥âáï ¯® ¢¥àâ¨ª «¨.Ǒ®¤à®¡­ë©  ­ «¨§ ®¯¨á ­­ëå à¥�¨-¬®¢ ¤ ­ ¢ [219℄.�áâ ­®¢¨¢è ïáï áª®à®áâì ¢á¯«ë-¢ ­¨ï ªàã¯­®£® ¯ã§ëàï ¬®�¥â ¡ëâì®¯à¥¤¥«¥­  ¨áå®¤ï ¨§ á«¥¤ãîé¥© ¬®-¤¥«¨, ¯®¤â¢¥à�¤ ¥¬®© ¢¨§ã «ì­ë¬¨­ ¡«î¤¥­¨ï¬¨. Ǒã§ëàì ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âá®¡®© áä¥à¨ç¥áª¨© á¥£¬¥­â (à¨á. 2.12) á ã£«®¬ ¯®«ãà áâ¢®à  06 �θ6 �θ∗,£¤¥ ã£«®¢ ï ª®®à¤¨­ â  �θ ®âáç¨âë¢ ¥âáï ®â ¯¥à¥¤­¥© ªà¨â¨ç¥áª®©â®çª¨. �áâ ¢èãîáï ç áâì áä¥àë § ­¨¬ ¥â â®à®¨¤ «ì­ë© ª®à¬®¢®©¢¨åàì, â ª çâ® ¢­¥è­¨© ¯®â®ª ®¡â¥ª ¥â ¯®«­ãî áä¥àã. �¥ç¥­¨¥ ¢®ªà¥áâ­®áâ¨ áä¥à¨ç¥áª®© £à ­¨æë £ §®¢®£® ¯ã§ëàï áç¨â ¥âáï ¯®â¥­-æ¨ «ì­ë¬ [100℄.� à ¡®â å [36, 219℄ ­  ®á­®¢¥ íâ®© ¬®¤¥«¨ ¡ë«  ¯®«ãç¥­  áª®à®áâì¯®¤ê¥¬  â ª®£® ¯ã§ëàï
Ui = 23 √ag, (2.8.10)£¤¥ a | à ¤¨ãá ªà¨¢¨§­ë áä¥à¨ç¥áª®£® á¥£¬¥­â . �®à¬ã«  (2.8.10)­¥¯«®å® ®¯¨áë¢ ¥â íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥ [219℄.Ǒà¨¢¥¤¥¬ â ª�¥ í¬¯¨à¨ç¥áªãî ä®à¬ã«ã [40℄, ¢ëà � îéãî áª®-à®áâì ¯®¤ê¥¬  ¯ã§ëàï ¢ ¢¨¤¥ áä¥à¨ç¥áª®£® á¥£¬¥­â  ç¥à¥§ à ¤¨ãáíª¢¨¢ «¥­â­®© ¯® ®¡ê¥¬ã áä¥àë ae:
Ui = 1,01√aeg.�«ï ®æ¥­ª¨ ã£«  ¯®«ãà áâ¢®à  �θ∗ á¥£¬¥­â  á¯à ¢¥¤«¨¢  ¯®«ãí¬-¯¨à¨ç¥áª ï ä®à¬ã« �θ∗ = 50 + 190 exp(−0,62Re0,4),



2.8. �¡â¥ª ­¨¥ ¤¥ä®à¬¨à®¢ ­­ëå ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© 87£¤¥ �θ∗ ¢ëà � ¥âáï ¢ £à ¤ãá å. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ Re > 102 ¬®�­®áç¨â âì �θ∗ ≈ 50◦.�á¯«ë¢ ­¨¥ (®á �¤¥­¨¥) ªàã¯­ëå ¬ «®¢ï§ª¨å ª ¯¥«ì â ª�¥ ¬®-�¥â á®¯à®¢®�¤ âìáï á¨«ì­®© ¤¥ä®à¬ æ¨¥© ¨å ¯®¢¥àå­®áâ¨, ª®â®à ï¯à¨­¨¬ ¥â ä®à¬ã áä¥à¨ç¥áª®£® á¥£¬¥­â . �ª®à®áâì ¢á¯«ë¢ ­¨ï â -ª¨å ª ¯¥«ì ¬®�­® ®æ¥­¨âì ¯® ä®à¬ã«¥ [219℄
Ui = 23√ga |�ρ|

ρ
, (2.8.11)£¤¥ a|à ¤¨ãá ªà¨¢¨§­ë áä¥à¨ç¥áª®£® á¥£¬¥­â , g|ãáª®à¥­¨¥ á¨«ëâï�¥áâ¨, ρ|¯«®â­®áâì �¨¤ª®áâ¨, �ρ|à §­®áâì ¯«®â­®áâ¥© �¨¤ª®©¨ £ §®¢®© ä §ë.�¥ä®à¬ æ¨ï ª ¯¥«ì, ¤¢¨�ãé¨åáï ¢ £ §¥ ¯à¨ ¡®«ìè¨åç¨á« å �¥©­®«ì¤á . � [128℄ ¨áá«¥¤®¢ ­  § ¢¨á¨¬®áâì ¤¥ä®à¬ æ¨¨ª ¯«¨ ®â ç¨á«  �¥¡¥à  ¨ ¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ ¢¨åàï ¢­ãâà¨ ª ¯«¨. �ë«®¯®ª § ­®, çâ® ä®à¬  ª ¯«¨ ¡«¨§ª  ª á¯«îá­ãâ®¬ã í««¨¯á®¨¤ã ¢à -é¥­¨ï á ®â­®è¥­¨¥¬ ¯®«ã®á¥© χ > 1. Ǒà¨ ®âáãâáâ¢¨¨ ¢¨åàï ¢­ãâà¨ª ¯«¨ íâ  § ¢¨á¨¬®áâì á®£« áã¥âáï á äã­ªæ¨¥© We(χ), ¯à¨¢¥¤¥­­®©¢ (2.8.3). Ǒà¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ ¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ ¢­ãâà¥­­¥£® ¢¨åàï χ ã¬¥­ì-è ¥âáï. Ǒ®íâ®¬ã ¤¢¨�ãé¨¥áï ¢ £ §¥ ª ¯«¨ ¨¬¥îâ ¤¥ä®à¬ æ¨î §­ ç¨-â¥«ì­® ¬¥­ìèãî ¯® áà ¢­¥­¨î á ¯ã§ëàï¬¨ ¯à¨ ®¤­®¬ ¨ â®¬ �¥ ç¨á«¥�¥¡¥à  We. �¥«¨ç¨­  ¢¨åàï ¢­ãâà¨ í««¨¯á®¨¤ «ì­®© ª ¯«¨, ª ª ¨ ã¢¨åàï �¨«« , ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­  à ááâ®ï­¨î R ®â ®á¨ á¨¬¬¥âà¨¨

ω = | rot ~V2| = AR sin θ.Ǒ à ¬¥âà ¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ ¢¨åàï ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ χ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡-à §®¬ [128℄:
A = 3 Ui

a2e vmax(4 + χ2)2
χ2(16− 2χ2 + χ4) , (2.8.12)£¤¥ § ¢¨á¨¬®áâì vmax ®â Re1 ¨ Re2 ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢ëà �¥­¨ï¬¨ (2.4.8),(2.4.9); ae |à ¤¨ãá íª¢¨¢ «¥­â­®© ¯® ®¡ê¥¬ã áä¥àë.�áâ ­®¢¨¢èãîáï áª®à®áâì ¯ ¤¥­¨ï ª ¯«¨ ¢ £ §¥ (­ ¯à¨¬¥à, ¤®�-¤¥¢®© ª ¯«¨ ¢ ¢®§¤ãå¥) ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì ¯® ä®à¬ã«¥

Ui =√ 8aegγ3cf , (2.8.13)£¤¥ γ | ®â­®è¥­¨¥ ¯«®â­®áâ¥© ª ¯«¨ ¨ £ § ,   ª®íää¨æ¨¥­â á®¯à®-â¨¢«¥­¨ï cf á¢ï§ ­ á ¯ à ¬¥âà®¬ χ í¬¯¨à¨ç¥áª®© § ¢¨á¨¬®áâìî:
cf = 0,365χ1,8. (2.8.14)



88 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨�®à¬ã«ë (2.8.12) | (2.8.14) ¢¬¥áâ¥ á § ¢¨á¨¬®áâìî χ(We, A) ¯®«-­®áâìî ®¯à¥¤¥«ïîâ ¤¢¨�¥­¨¥ ª ¯«¨ ¢ £ §¥. � [128℄ ¯®«ãç¥­® ãá«®¢¨¥à §àãè¥­¨ï ª ¯«¨, á¢ï§ ­­®¥ á íªá¯®­¥­æ¨ «ì­ë¬ à®áâ®¬  ¬¯«¨âã¤ëª®«¥¡ ­¨©. �«ï ¤®�¤¥¢®© ª ¯«¨ íâ® ãá«®¢¨¥ ¯à¨¡«¨§¨â¥«ì­® á®®â¢¥â-áâ¢ã¥â §­ ç¥­¨ï¬ χ = 53 , We = 5, ae = 3,8 ¬¬.Ǒà¨ á¨«ì­ëå ¤¥ä®à¬ æ¨ïå ª ¯«¨ ¡ã¤ãâ à á¯ ¤ âìáï ­  ¡®«¥¥ ¬¥«-ª¨¥ ª ¯«¨, â.¥. à §àãè âìáï. Ǒà®æ¥áá à á¯ ¤  ª ¯¥«ì ®ç¥­ì á«®�¥­ ¨®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥¬ á¨« ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï, ¢ï§ª®áâ¨,¨­¥àæ¨¨ ¨ ­¥ª®â®àë¬¨ ¤àã£¨¬¨ ä ªâ®à ¬¨. �«ï à §­ëå å à ªâ¥à­ëåáª®à®áâ¥© ®â­®á¨â¥«ì­®£® ¤¢¨�¥­¨ï ä § å à ªâ¥à ¤à®¡«¥­¨ï ¬®�¥â¡ëâì áãé¥áâ¢¥­­® à §«¨ç­ë¬. � [57, 117℄ ¡ë« ¯à®¢¥¤¥­ áà ¢­¨â¥«ì-­ë©  ­ «¨§ ¡®«ìè®£® ç¨á«  íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå ¨ â¥®à¥â¨ç¥áª¨å à -¡®â ¯® à §àãè¥­¨î ª ¯¥«ì. �â¬¥ç ¥âáï, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â è¥áâì ®á­®¢-­ëå ¬¥å ­¨§¬®¢ ¤à®¡«¥­¨ï ª ¯¥«ì, ª®â®àë¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à §­ë¥¤¨ ¯ §®­ë ¨§¬¥­¥­¨ï ç¨á«  �¥¡¥à .2.9. �â¥á­¥­­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ�¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æë ¢ ®ªàã� îé¥© ¥¥ ¡¥§£à ­¨ç­®© �¨¤ª®áâ¨ á®-§¤ ¥â ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¯®«ï áª®à®áâ¨ ¨ ¤ ¢«¥­¨ï. � å®¤ïé¨¥áï ¯®¡«¨-§®áâ¨ ®â ­¥¥ ¤àã£¨¥ ç áâ¨æë ¤¢¨�ãâáï ã�¥ ¢ ¢®§¬ãé¥­­ëå £¨¤à®¤¨-­ ¬¨ç¥áª¨å ¯®«ïå. �¤­®¢à¥¬¥­­® á íâ¨¬ ¯¥à¢ ï ç áâ¨æ  á ¬  ¨á¯ë-âë¢ ¥â £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®¥ ¢®§¤¥©áâ¢¨¥ á® áâ®à®­ë á®á¥¤­¨å ç áâ¨æ¨ ­ å®¤ïé¨åáï ¯®¡«¨§®áâ¨ ¯®¤¢¨�­ëå ¨«¨ ­¥¯®¤¢¨�­ëå ¯®¢¥àå­®-áâ¥©. Ǒ®áª®«ìªã ¢ ¯®¤ ¢«ïîé¥¬ ¡®«ìè¨­áâ¢¥ à¥ «ì­ëå ¤¨á¯¥àá­ëåá¨áâ¥¬ ­ «¨ç¨¥  ­á ¬¡«ï ç áâ¨æ ¨ áâ¥­®ª  ¯¯ à â  ­¥¨§¡¥�­®, ãç¥â£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï ®¡ê¥ªâ®¢ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢¥áì¬ ¢ �­ë¬. �¤¨­ ¨§ ¬¥â®¤®¢, ¤ îé¨å ­¥®¡å®¤¨¬ãî ¨­ä®à¬ æ¨î ® ¢§ ¨-¬®¤¥©áâ¢¨¨, ®á­®¢ ­ ­  ¯®áâà®¥­¨¨ â®ç­ëå  ­ «¨â¨ç¥áª¨å à¥è¥­¨©.�¤­ ª®, ¤ �¥ ¢ à ¬ª å áâ®ªá®¢®© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨, ®¯¨á ­¨¥ ¤¢¨�¥-­¨ï  ­á ¬¡«ï ç áâ¨æ ï¢«ï¥âáï ®ç¥­ì á«®�­®© § ¤ ç¥©, ¤®¯ãáª îé¥©â®ç­ë¥ à¥è¥­¨ï ¢ ¨áª«îç¨â¥«ì­ëå á«ãç ïå.�¢¨�¥­¨¥ ¤¢ãå áä¥à ¢¤®«ì «¨­¨¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ¨åæ¥­âàë. � áâ®ªá®¢®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ â®ç­®¥  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®© § ¤ ç¨ ® ¤¢¨�¥­¨¨ ¤¢ãå áä¥à á ®¤¨­ ª®¢®© áª®à®-áâìî ¢¤®«ì «¨­¨¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ¨å æ¥­âàë, ¡ë«® ¯®«ãç¥­® ¢[300℄. �â® à¥è¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¯à ªâ¨ç¥áª®¥ §­ ç¥­¨¥ ¨ ¬®�¥â ¡ëâì ¨á-¯®«ì§®¢ ­® ¤«ï ®æ¥­ª¨ â®ç­®áâ¨ ¯à¨¡«¨�¥­­ëå ¬¥â®¤®¢, ¯à¨¬¥­ï¥-¬ëå ¤«ï à¥è¥­¨ï ¡®«¥¥ á«®�­ëå § ¤ ç ® £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®¬ ¢§ ¨¬®-¤¥©áâ¢¨¨ ç áâ¨æ.�¨« , ¤¥©áâ¢ãîé ï ­  ª �¤ãî ¨§ áä¥à, ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢ëà �¥­¨-¥¬ [178℄:
F = 6πµaUλ, (2.9.1)



2.9. �â¥á­¥­­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ 89£¤¥ a | à ¤¨ãá ¤ ­­®© áä¥àë, U | áª®à®áâì ¤¢¨�¥­¨ï áä¥à, λ |¯®¯à ¢®ç­ë© ª®íää¨æ¨¥­â, § ¢¨áïé¨© ®â ®¡®¨å à ¤¨ãá®¢ ¨ à ááâ®ï-­¨ï l ¬¥�¤ã æ¥­âà ¬¨ áä¥à. �ëà �¥­¨¥ ¤«ï λ ¢ á«ãç ¥ áä¥à à ¢­®£®à ¤¨ãá  ¨¬¥¥â ¢¨¤
λ= 43 shα ∞∑

n=1 n(n+ 1)(2n− 1)(2n+ 3) {1− 4sh2[(n+ 12 )α℄− (2n+ 1)2sh2α2sh [(2n+ 1)α℄ + (2n+ 1)sh2α }
,(2.9.2)£¤¥ α = ln[ 12 (l/a) +√ 14 (l/a)2 − 1 ].�«ï ç¨á«¥­­ëå à áç¥â®¢ ã¤®¡­¥¥ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨¡«¨�¥­­ãîä®à¬ã«ã:

λ = 0,88 a+ l2,5 a+ l
, (2.9.3)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© ¯à¨ «î¡ëå §­ ç¥­¨ïå a ¨ lá®áâ ¢«ï¥â ¬¥­¥¥ 1,3%.Ǒ®áª®«ìªã λ6 1, ¨§ ä®à¬ã«ë (2.9.1) á«¥¤ã¥â, çâ® áª®à®áâì ãáâ ­®-¢¨¢è¥£®áï ¤¢¨�¥­¨ï ª �¤®© ¨§ áä¥à ¢  ­á ¬¡«¥ ¢ëè¥, ç¥¬ áª®à®áâì¤¢¨�¥­¨ï ®¤¨­®ç­®© áä¥àë.Ǒà¨ ¤¢¨�¥­¨¨ ¢ £à ¢¨â æ¨®­­®¬ ¯®«¥ ãáâ ­®¢¨¢è¨¥áï áª®à®áâ¨ç áâ¨æ ¨ ª ¯¥«ì à §­ëå à §¬¥à®¢ (¨«¨ ¬ ááë) ¡ã¤ãâ à §«¨ç­ë¬¨ [178,294℄. Ǒ®íâ®¬ã à ááâ®ï­¨¥ ¬¥�¤ã æ¥­âà ¬¨ ç áâ¨æ ­¥ ¡ã¤¥â ¯®áâ®ï­-­ë¬,   á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢áï § ¤ ç  ® £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®¬ ¢§ ¨¬®¤¥©-áâ¢¨¨ ï¢«ï¥âáï, áâà®£® £®¢®àï, ­¥áâ æ¨®­ à­®©. � [294℄ ¡ë«® ¯®ª § ­®,çâ® ¯à¨ ãá«®¢¨¨ Re ≪ 12 l/a íâã § ¤ çã ¬®�­® áç¨â âì ª¢ §¨áâ æ¨®-­ à­®©.�â®ªá®¢® ¤¢¨�¥­¨¥ ¤¢ãå áä¥à ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ ®â­®á¨-â¥«ì­®¬ à á¯®«®�¥­¨¨. � áá¬®âà¨¬ ¤¢¥ ã¤ «¥­­ë¥ ¤àã£ ®â ¤àã£ áä¥à¨ç¥áª¨¥ ç áâ¨æë à ¢­®£® à ¤¨ãá , ¤¢¨£ îé¨¥áï á ®¤¨­ ª®¢ë¬¨áª®à®áâï¬¨ ~U . �¨« , ¤¥©áâ¢ãîé ï ­  ª �¤ãî ¨§ ç áâ¨æ, ®¯à¥¤¥«ï-¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ [178℄

~F6πaµ = −~iX
UX1 + 34 (a/l) +~iZ UZ1 + 32 (a/l) , (2.9.4)£¤¥ Z|®áì, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ æ¥­âàë áä¥à, X|¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ ï¥© ®áì.�§ ¢ëà �¥­¨ï (2.9.4) á«¥¤ã¥â, çâ® ª®£¤  áä¥àë ¯ ¤ îâ ¯®¤ ¤¥©-áâ¢¨¥¬ £à ¢¨â æ¨®­­®© á¨«ë, ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ª®â®à®© ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â ­¨ á®áìî X , ­¨ á ®áìî Z,   á®áâ ¢«ï¥â á ¯®á«¥¤­¥© ã£®« β, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ­¥â®«ìª® ¢¥àâ¨ª «ì­®¥ ¯ ¤¥­¨¥ ç áâ¨æ á® áª®à®áâìî

U‖ = − F6πµa [1 + 3a4l (1 + 
os2 β)], (2.9.5)



90 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨­® ¨ £®à¨§®­â «ì­ë© ¤à¥©ä á® áª®à®áâìî
U⊥ = − F6πµa 3a4l sinβ 
osβ. (2.9.6)� ª­¨£ å [178, 234℄ ¤ ­ ¯®¤à®¡­ë© ®¡§®à ¨áá«¥¤®¢ ­¨©, ¯®á¢ïé¥­-­ëå £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®¬ã ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨î ¤¢ãå ç áâ¨æ à §­®© ä®à¬ë¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¨ á¤¢¨£®¢®¬ áâ®ªá®¢®¬ ¯®â®ª¥. Ǒà¨¢¥¤¥­ë ¬­®£®-ç¨á«¥­­ë¥ ä®à¬ã«ë, â ¡«¨æë ¨ £à ä¨ª¨, ¯®§¢®«ïîé¨¥ ®¯à¥¤¥«ïâì§ ¢¨á¨¬®áâì á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ç áâ¨æ ®â à ááâ®ï­¨ï ¬¥�¤ã ­¨¬¨.� [234℄ ¢ë¯¨á ­ë £« ¢­ë¥ ç«¥­ë  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® à §«®�¥­¨ï á¨«ëá®¯à®â¨¢«¥­¨ï ç áâ¨æ ¯® ¬ «®¬ã ¡¥§à §¬¥à­®¬ã à ááâ®ï­¨î ¬¥�¤ã¨å ¯®¢¥àå­®áâï¬¨.� [57, 234℄  ­ «¨§¨à®¢ «¨áì à¥§ã«ìâ âë ¬­®£®ç¨á«¥­­ëå à ¡®â¯® £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®¬ã ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨î ¤¢ãå ª ¯¥«ì, ¤¢¨�ãé¨åáï ¢�¨¤ª®áâ¨. Ǒà¨¢¥¤¥­ë à¥§ã«ìâ âë à áç¥â®¢ ¤«ï á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï(¢ àì¨à®¢ «¨áì à ¤¨ãáë ¨ ¢ï§ª®áâ¨ ª ¯¥«ì ¨ à ááâ®ï­¨ï ¬¥�¤ã­¨¬¨).�á¥¢®¥ ¨ ¯®¯¥à¥ç­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ ¤¢ãå ª ¯¥«ì ¢¡«¨§¨ ¤àã£ ¤àã£  à á-á¬®âà¥­® ¢ [81, 82℄. Ǒ®«ãç¥­® ­¥áª®«ìª® £« ¢­ëå ç«¥­®¢  á¨¬¯â®â¨-ç¥áª®£® à §«®�¥­¨ï á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯® ¬ «®¬ã ¡¥§à §¬¥à­®¬ãà ááâ®ï­¨î ¬¥�¤ã ¯®¢¥àå­®áâï¬¨ ª ¯¥«ì. �áá«¥¤®¢ ­ â ª�¥ á«ãç ©¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï â¢¥à¤®© ç áâ¨æë ¨ ª ¯«¨.� [213{215℄  ­ «¨§¨à®¢ «¨áì ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯®¢¥àå­®áâ¥© ª ¯¥«ì¨ ¯ã§ëà¥©, ¤¢¨�ãé¨åáï ¢¡«¨§¨ ¤àã£ ¤àã£  ¨«¨ ¢¡«¨§¨ ¯«®áª®©á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨.�à ¢¨â æ¨®­­®¥ ®á �¤¥­¨¥ ­¥áª®«ìª¨å áä¥à à ¢­®£® à -¤¨ãá . � [178℄ ¯®«ãç¥­ë ¬¥â®¤®¬ ®âà �¥­¨ï ¨ ®áà¥¤­¥­­ë¥ ¯® ¢á¥-¢®§¬®�­ë¬ ®à¨¥­â æ¨ï¬ ç áâ¨æ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ á®®â­®è¥­¨ï ¬¥�¤ãá¨«®© á®¯à®â¨¢«¥­¨ï F ¨ áª®à®áâìî ®á �¤¥­¨ï U . �ç¨â «®áì, çâ®à ááâ®ï­¨¥ l ¬¥�¤ã æ¥­âà ¬¨ ­ ¨¡®«¥¥ ã¤ «¥­­ëå ¢ á¨áâ¥¬¥ áä¥à§­ ç¨â¥«ì­® ¡®«ìè¥ ¨å à ¤¨ãá  a. �® ¢á¥å à áá¬®âà¥­­ëå á«ãç ïå¤«ï á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã«  (2.9.1), £¤¥ λ|¯®¯à -¢®ç­ë© ª®íää¨æ¨¥­â, § ¢¨áïé¨© ®â ª®­ä¨£ãà æ¨¨ á¨áâ¥¬ë ç áâ¨æ.�¨�¥ ¯à¨¢¥¤¥­ë §­ ç¥­¨ï ¯®¯à ¢®ç­®£® ª®íää¨æ¨¥­â  ¤«ï ­¥ª®â®-àëå å à ªâ¥à­ëå á«ãç ¥¢ à á¯®«®�¥­¨ï ç áâ¨æ.�«ï á¨áâ¥¬ë ¨§ ¤¢ãå áä¥à:

λ = 21 + (a/l) . (2.9.7)�«ï á¨áâ¥¬ë ¨§ âà¥å áä¥à, à á¯®«®�¥­­ëå ¢ «¨­¨î:
λ = 31 + 103 (a/l)− 14 (a/l)2 . (2.9.8)



2.9. �â¥á­¥­­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ 91�«ï á¨áâ¥¬ë ¨§ ç¥âëà¥å áä¥à, à á¯®«®�¥­­ëå ¢ «¨­¨î:
λ = 41 + 132 (a/l)− 98 (a/l)2 . (2.9.9)�«ï á¨áâ¥¬ë ¨§ ç¥âëà¥å áä¥à, à á¯®«®�¥­­ëå ¯® ã£« ¬ ª¢ ¤à â :
λ = 41 + 2,7 (a/l)− 0,04 (a/l)2 . (2.9.10)�«ï á¨áâ¥¬ë ¨§ ¢®áì¬¨ áä¥à, à á¯®«®�¥­­ëå ¢ ¢¥àè¨­ å ªã¡ :
λ = 81 + 5,7 (a/l)− 0,34 (a/l)2 . (2.9.11)�«¨ï­¨¥ áâ¥­®ª ­  ®á �¤¥­¨¥ ®¤¨­®ç­®© ç áâ¨æë. � à¥ «ì-­ëå á¨áâ¥¬ å ®á �¤¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ª ¯à ¢¨«®, ¯à®¨áå®¤¨â ¢ ®¡ê¥¬ å,®£à ­¨ç¥­­ëå áâ¥­ª ¬¨  ¯¯ à â®¢. Ǒà¨ ¤¢¨�¥­¨¨ ç áâ¨æ ¢ ¡¥§£à -­¨ç­®¬ ®¡ê¥¬¥ «¨­¨¨ â®ª  ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®£® â¥ç¥­¨ï § ¬ëª îâáï ­ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨. Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ á®£« á®¢ ­­®¬ ¤¢¨�¥­¨¨  ­á ¬¡«ï ç -áâ¨æ ª �¤ ï ç áâ¨æ  ¤¢¨�¥âáï ¢ á®­ ¯à ¢«¥­­®¬ á¯ãâ­®¬ ¯®â®ª¥,¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¬ ¤¢¨�¥­¨¥¬ á®á¥¤­¨å ç áâ¨æ. � à¥§ã«ìâ â¥ á®¯à®â¨¢-«¥­¨¥ ¤¢¨�¥­¨î ª �¤®© ç áâ¨æë  ­á ¬¡«ï ®ª §ë¢ ¥âáï ¬¥­ìè¥, ç¥¬¢ á«ãç ¥ ¤¢¨�¥­¨ï ®¤¨­®ç­®© ç áâ¨æë,   áª®à®áâì ®á¥¤ ­¨ï á®®â¢¥â-áâ¢¥­­® ¡®«ìè¥. � ¯à®áâà ­áâ¢¥, ®£à ­¨ç¥­­®¬ áâ¥­ª ¬¨  ¯¯ à â ,¤¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æë ¢á«¥¤áâ¢¨¥ § ¬¥é¥­¨ï ®¡ê¥¬®¢ ¤®«�­® ¨­¤ãæ¨à®-¢ âì ¢áâà¥ç­ë© ¯®â®ª �¨¤ª®áâ¨. Ǒ®íâ®¬ã á¨«  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¤®«�-­  ¡ëâì ¡®«ìè¥,   áª®à®áâì ®á �¤¥­¨ï ¬¥­ìè¥, ç¥¬ ¤«ï ®¤¨­®ç­®©ç áâ¨æë ¢ ¡¥§£à ­¨ç­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥.�à¥­­¥à®¬ [205℄ á ¯®¬®éìî ¬¥â®¤  ®âà �¥­¨© ¡ë«® ¢ë¢¥¤¥­® á®-®â­®è¥­¨¥, ¯®§¢®«ïîé¥¥ ª®àà¥ªâ¨à®¢ âì § ª®­ á®¯à®â¨¢«¥­¨ï �â®ª-á , á ãç¥â®¬ ¢«¨ï­¨ï ¯®¯à ¢ª¨, ª®â®àãî ¢­®áïâ áâ¥­ª¨:

F = Fa1− k(Fa/Fl) , (2.9.12)£¤¥ l | ¯ à ¬¥âà, å à ªâ¥à¨§ãîé¨© ¡«¨§®áâì ç áâ¨æë ª áâ¥­ª¥,
Fa = 6πµUia ¨ Fl = 6πµUil | á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï áä¥à à ¤¨ãá®¬ a¨ l, ¤¢¨�ãé¨åáï ¢ ¯®ª®ïé¥©áï �¨¤ª®áâ¨ á® áª®à®áâìî Ui.�­ ç¥­¨¥ ª®íää¨æ¨¥­â  k, ¢ëç¨á«¥­­®¥ ¤«ï à §«¨ç­ëå á«ãç ¥¢,¯à¨¢¥¤¥­® ¢ â ¡«. 2.2. �â¬¥â¨¬, çâ® ä®à¬ã«  (2.9.12) ¯à¨¬¥­¨¬  ¯à¨ãá«®¢¨¨ b/l ≪ 1, £¤¥ b|¬ ªá¨¬ «ì­ë© à §¬¥à ç áâ¨æë.� [269℄ à áá¬®âà¥­  áä¥à¨ç¥áª ï ç áâ¨æ , ¤¢¨�ãé ïáï ¯ à «-«¥«ì­® áâ¥­ª¥. �ç¨â «®áì, çâ® ¢¥«¨ç¨­  § §®à  ¬¥�¤ã ¯®¢¥àå­®áâìîç áâ¨æë ¨ áâ¥­ª®© h ¬ «  ¯® áà ¢­¥­¨î á à ¤¨ãá ¬ ç áâ¨æë a. �«ï



92 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨������� 2.2�­ ç¥­¨ï ª®íää¨æ¨¥­â  k ¢ ä®à¬ã«¥ (2.9.12)�®à¬  ¢­¥è­¥©£à ­¨æë Ǒ®«®�¥­¨¥ æ¥­âà ç áâ¨æë � ¯à ¢«¥­¨¥¤¢¨�¥­¨ï K�¤­  ¯«®áª ïáâ¥­ª  �  à ááâ®ï­¨¨ l®â áâ¥­ª¨ Ǒ à ««¥«ì­®áâ¥­ª¥ 916�¤­  ¯«®áª ïáâ¥­ª  �  à ááâ®ï­¨¨ l®â áâ¥­ª¨ Ǒ¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­®áâ¥­ª¥ 98Ǒ à ««¥«ì­ë¥ áâ¥­ª¨­  à ááâ®ï­¨¨ 2l �  à ááâ®ï­¨¨ l®â áâ¥­®ª Ǒ à ««¥«ì­®áâ¥­ª ¬ 1,004�àã£®¢®© æ¨«¨­¤àà ¤¨ãá  l �  à ááâ®ï­¨¨ b®â ®á¨ �¤®«ì ®á¨ 2,1044 − 6577 (b/l)2�ä¥à  à ¤¨ãá  l � æ¥­âà¥ áä¥àë � ¤¨ «ì­®¥ 94á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¨ ¬®¬¥­â , ¤¥©áâ¢ãîé¨å ­  ç áâ¨æã, ¯®«ãç¥­®­¥áª®«ìª® ç«¥­®¢  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® à §«®�¥­¨ï ¯® ¬ «®¬ã ¯ à ¬¥â-àã ε = h/a:
F = 6πµaUi[−0,231 ln ε+ 0,746 +O(ε ln ε)],
M = −8πµa2Ui[0,0434 ln ε+ 0,232 +O(ε ln ε)]. (2.9.13)� [82℄ ¯®«ãç¥­®  ­ «®£¨ç­®¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ à §«®�¥­¨¥ ¤«ï á¨-«ë, ¤¥©áâ¢ãîé¥© ­  áä¥à¨ç¥áª¨© ¯ã§ëàì, ¤¢¨�ãé¨©áï ¯ à ««¥«ì­®â¢¥à¤®© ¯«®áª®áâ¨:

F = 4πµaUi[−0,3 ln ε+ 0,93 +O(ε ln ε)]. (2.9.14)� à ¡®â¥ [195℄ ¡ë«  ¨áá«¥¤®¢ ­  ç¨á«¥­­ë¬ ¬¥â®¤®¬ ¢ �­ ï ¢¯à¨«®�¥­¨¨ ª å¨¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®£¨¨ § ¤ ç  ® ª®­¥ç­ëå ¤¥ä®à¬ -æ¨ïå ¯à¨ ¤¢¨�¥­¨¨ â¢¥à¤®© áä¥àë ª á¢®¡®¤­®© ¬¥�ä §­®© £à ­¨æ¥¨ ¤¥ä®à¬¨àã¥¬®© ª ¯«¨ ª â¢¥à¤®© ¯«®áª®© áâ¥­ª¥.� áâ¨æ  ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ à §¤¥«  ä §. Ǒ¥à¥å®¤ ç áâ¨æëç¥à¥§ £à ­¨æã à §¤¥«  ¤¢ãå �¨¤ª¨å áà¥¤ ï¢«ï¥âáï ¢ �­®© á®áâ ¢­®©ç áâìî ¯à®æ¥áá®¢ á¥¯ à æ¨¨ ¨ ®ç¨áâª¨ ®¤­®© ¨§ ä § ®â ¢§¢¥á¨.Ǒ®¬¨¬® ¯¥à¥à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬¥�ä §­ëå ¨§¡ëâ®ç­ëå í­¥à£¨©, §¤¥áì¢ �­ë ç¨áâ® £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ íää¥ªâë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯¥à¥å®¤ã.� [284℄ ¨áá«¥¤®¢ «®áì ¤¢¨�¥­¨¥ ¤¨áª , ¯«®áª®áâì ª®â®à®£® á®¢¯ -¤ ¥â á ¯®¢¥àå­®áâìî à §¤¥«  ¤¢ãå �¨¤ª®áâ¥© á ¢ï§ª®áâï¬¨ µ1 ¨ µ2.�¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯à¨ áâ®ªá®¢®¬ ¤¢¨�¥­¨¨ ¤¨áª  á® áª®à®áâìî Ui¯® ª á â¥«ì­®© ¨ ¯® ­®à¬ «¨ ª £à ­¨æ¥ à §¤¥«  ¤ îâáï ¢ëà �¥­¨ï¬¨
F‖ = 163 aUi(µ1 + µ2), F⊥ = 8aUi(µ1 + µ2). (2.9.15)



2.9. �â¥á­¥­­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ 93� ç áâ­®¬ á«ãç ¥ µ1 = µ2 ¨§ (2.9.15) ¯®«ãç îâáï ä®à¬ã«ë (2.5.18) (áâ®ç­®áâìî ¤® ¯¥à¥®¡®§­ ç¥­¨© ¨­¤¥ªá®¢) ¤«ï ¤¨áª , ¤¢¨�ãé¥£®áï ¢®¤­®à®¤­®© áà¥¤¥.�¡¥ ä®à¬ã«ë (2.9.15) ¬®�­® ®¡ê¥¤¨­¨âì ¨ ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ á«¥¤ãî-é¥¬ ¢¨¤¥:
F = 12 (F1 + F2),£¤¥ F1 ¨ F2|á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï, ¤¥©áâ¢ãîé¨¥ ­  ¤¢¨�ãé¥©áï ¤¨áª¢ ®¤­®à®¤­®© �¨¤ª®áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® á ¢ï§ª®áâìî µ1 ¨ µ2 (¤¢¨�¥­¨¥¤¨áª  ¯à®¨áª®¤¨â ¢¤®«ì ¨ ¯®¯¥à¥ª ¥£® ¯«®áª®áâ¨). Ǒ®á«¥¤­îî ä®à-¬ã«ã ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯«®á-ª®© ä¨£ãàë ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë, à á¯®«®�¥­­®© ­  £à ­¨æ¥ à §¤¥« ¤¢ãå �¨¤ª®áâ¥©, ¯à¨ ¥¥ ¤¢¨�¥­¨¨ ¢¤®«ì (¯®¯¥à¥ª) ¬¥�ä §­®© £à ­¨-æë.�æ¥­ª  áª®à®áâ¨ ®á �¤¥­¨ï áãá¯¥­§¨¨ á ¯®¬®éìî ïç¥¥ç-­®© ¬®¤¥«¨. � á«ãç ¥ ¤¢¨�¥­¨ï  ­á ¬¡«¥© á ®ç¥­ì ¡®«ìè¨¬ ª®«¨-ç¥áâ¢®¬ ç áâ¨æ à¥ «¨§ æ¨ï ¬¥â®¤  ®âà �¥­¨©,   â¥¬ ¡®«¥¥ ¯®áâà®-¥­¨¥ â®ç¥ç­ëå à¥è¥­¨© ¢ ¬­®£®á¢ï§­®© ®¡« áâ¨ ®ª §ë¢ îâáï ¯à ª-â¨ç¥áª¨ ­¥¢®§¬®�­ë¬¨. �¤­®© ¨§ à á¯à®áâà ­¥­­ëå ¯à¨¡«¨�¥­­ëå¬®¤¥«¥© ¤¢ãåä §­ëå áà¥¤ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ï¢«ï¥âáï ïç¥¥ç­ ï ¬®¤¥«ì.�­  ®â­®á¨â ª ª �¤®© ç áâ¨æ¥ ¤¨á¯¥àá­®© ä §ë ¯à¨å®¤ïé¨©áï ­  ¥¥¤®«î ®¡ê¥¬ á¢®¡®¤­®© �¨¤ª®áâ¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬ ¢áï áãá¯¥­§¨ï (¨«¨í¬ã«ìá¨ï) à §¡¨¢ ¥âáï ­  á®¢®ªã¯­®áâì áä¥à¨ç¥áª¨å ïç¥¥ª à ¤¨ãá  b,¢ æ¥­âà¥ ª®â®àëå ­ å®¤ïâáï ç áâ¨æë à ¤¨ãá  a. �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¯ à -¬¥âàë ïç¥¥ª á¢ï§ ­ë á ®¡ê¥¬­®© ª®­æ¥­âà æ¨¥© ¤¨á¯¥àá­®© ä §ë φá«¥¤ãîé¨¬ á®®â­®è¥­¨¥¬:
b = aφ−1/3. (2.9.16)� ¤ ­¨¥ áª®à®áâ¨ ~U ç áâ¨æë ®¯à¥¤¥«ï¥â ®á¥¢ãî á¨¬¬¥âà¨î § ¤ -ç¨, ª®â®àãî ã¤®¡­® à áá¬ âà¨¢ âì ¢ áä¥à¨ç¥áª¨å ª®®à¤¨­ â å. �¡-é¥¥ à¥è¥­¨¥ ¤«ï â ª®© á¨áâ¥¬ë ¯à¨¢¥¤¥­® ¢ à §¤. 2.1, £¤¥ ¯à®¨§¢®«ì-­ë¥ ¯®áâ®ï­­ë¥ ¤®«�­ë ®¯à¥¤¥«ïâìáï ¨§ ãá«®¢¨© ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ à¥-è¥­¨ï, ¨§¢¥áâ­®© áª®à®áâ¨ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë ¨ ­¥ª®â®àëå ãá«®-¢¨© ­  £à ­¨æ¥ ïç¥©ª¨ (¯à¨ R = b). �¥áá¯®à­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ­  íâ®©£à ­¨æ¥ ï¢«ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® ­ã«î ­®à¬ «ì­®© á®áâ ¢«ïîé¥© áª®à®-áâ¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ­¥¯à®â®ç­®áâ¨ ïç¥©ª¨. Ǒ® ¯®¢®¤ã ¢â®à®£® ãá«®-¢¨ï, ­¥®¡å®¤¨¬®£® ¤«ï ¯®«­®© ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨¨ à¥è¥­¨ï, áãé¥áâ¢ãîâà §«¨ç­ë¥ ¬­¥­¨ï. � ª, � ­­¨­£å¥¬ ¯®áâã«¨à®¢ « à ¢¥­áâ¢® ­ã«îâ ­£¥­æ¨ «ì­®© áª®à®áâ¨, à áá¬ âà¨¢ ï ä ªâ¨ç¥áª¨ ïç¥©ªã, ª ª ª®­-â¥©­¥à á �¥áâª®© £à ­¨æ¥©. � ¯¯¥«ì ¯à¥¤« £ « ¨á¯®«ì§®¢ âì ãá«®¢¨¥à ¢¥­áâ¢  ­ã«î â ­£¥­æ¨ «ì­®£® ­ ¯àï�¥­¨ï, ¯®áâã«¨àãï â¥¬ á ¬ë¬á¨«®¢ãî ¨§®«¨à®¢ ­­®áâì ïç¥©ª¨. � ª®­¥æ, �ã¢ ¡ à  ¯à¥¤« £ « ¨á-¯®«ì§®¢ âì ãá«®¢¨¥ à ¢¥­áâ¢  ­ã«î ¯®â®ª  ¢¨åà¥¢®© ­ ¯àï�¥­­®áâ¨­  £à ­¨æ¥ ïç¥©ª¨.



94 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨�ë¡®à £à ­¨ç­®£® ãá«®¢¨ï áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥â ¬®-¤¥«ì á¨«®¢®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï ç áâ¨æë, ­ å®¤ïé¥©áï ¢ æ¥­âà¥ ïç¥©-ª¨, á ¤àã£¨¬¨ ç áâ¨æ ¬¨. Ǒ®¤à®¡­ë© áà ¢­¨â¥«ì­ë©  ­ «¨§ à §«¨ç-­ëå ¢ à¨ ­â®¢ £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨© ¢ë¯®«­¥­ ¢ [167℄, £¤¥ ¯®«ãç¥­ëà¥è¥­¨ï ¤«ï ãª § ­­ëå ¢ëè¥ âà¥å ¢ à¨ ­â®¢, ¯à¨ç¥¬ ç áâ¨æ , ­ å®-¤ïé ïáï ¢ æ¥­âà¥ ïç¥©ª¨, áç¨â « áì ª ¯«¥© �¨¤ª®áâ¨ á ¤àã£®© ¢ï§-ª®áâìî. � à ¡®â¥ [167℄ ¯à®¢®¤¨«®áì á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ¯®«ãç¥­­ëå ­  ®á-­®¢ ­¨¨ ïç¥¥ç­ëå ¬®¤¥«¥© ãáâ ­®¢¨¢è¨åáï áª®à®áâ¥© £à ¢¨â æ¨®­-­®£® ®á �¤¥­¨ï áãá¯¥­§¨© á ¬­®£®ç¨á«¥­­ë¬¨ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¬¨¤ ­­ë¬¨. �ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ­ ¨¡®«¥¥ â®ç­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤ ¥â ¬®-¤¥«ì �ã¢ ¡ àë, ª®â®à ï ¤«ï á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯à¨¢®¤¨â ª ä®à¬ã«¥(2.9.1), £¤¥ ¯®¯à ¢®ç­ë© ª®íää¨æ¨¥­â ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥
λ = β + 231− 35 φ1/3 − 25 φ2 + β(1− 910 φ1/3 + 12 φ+ 25 φ2) , β = µ2

µ1 .(2.9.17)Ǒà¨ φ → 0 ¨ β → ∞ ¨¬¥¥¬ λ → 1, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â § ª®­ãá®¯à®â¨¢«¥­¨ï �â®ªá .�ää¥ªâ¨¢­ ï ¢ï§ª®áâì áãá¯¥­§¨©. �ãá¯¥­§¨¨ ç áâ¨æ ¢ �¨¤-ª®áâ¨ è¨à®ª® ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ à §«¨ç­ëå ¯à®æ¥áá å å¨¬¨ç¥áª®© â¥å-­®«®£¨¨. �á«¨ à §¬¥àë ¢§¢¥è¥­­ëå ç áâ¨æ §­ ç¨â¥«ì­® ¬¥­ìè¥ à §-¬¥à®¢  ¯¯ à â , áãá¯¥­§¨î ¬®�­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ­¥ªãî á¯«®è-­ãî áà¥¤ã á® á¢®©áâ¢ ¬¨, ®â«¨ç­ë¬¨ ®â á¢®©áâ¢ ¤¨á¯¥àá­®© ä §ë.�ç¥­ì ç áâ® íâ  áà¥¤  ¯® á¢®¨¬ à¥®«®£¨ç¥áª¨¬ á¢®©áâ¢ ¬ ®áâ ¥â-áï ­ìîâ®­®¢áª®©, ­® á ­¥áª®«ìª® ã¢¥«¨ç¥­­®© ¯® áà ¢­¥­¨î á ¤¨á¯¥à-á¨®­­®© áà¥¤®© ¢ï§ª®áâìî. �â  ¢ï§ª®áâì µef ­ §ë¢ ¥âáï íää¥ªâ¨¢­®©¢ï§ª®áâìî. �  ¯à ªâ¨ª¥ ã¤®¡­® ®â­¥áâ¨ ¥¥ ª ¢ï§ª®áâ¨ ¤¨á¯¥àá¨®­-­®© áà¥¤ë µ ¨ à áá¬ âà¨¢ âì ¡¥§à §¬¥à­ãî íää¥ªâ¨¢­ãî ¢ï§ª®áâì�µ = µef/µ.�¥«¨ç¨­  �µ § ¢¨á¨â ¯à¥�¤¥ ¢á¥£® ®â ®¡ê¥¬­®© ª®­æ¥­âà æ¨¨¤¨á¯¥àá­®© ä §ë φ. �®à®è® ¨§¢¥áâ­  ä®à¬ã«  �©­èâ¥©­  [178℄�µ = 1 + 2,5φ, (2.9.18)á¯à ¢¥¤«¨¢ ï ¤«ï á«ãç ï á¨«ì­® à §à¥�¥­­ëå áãá¯¥­§¨© â¢¥à¤ëåáä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ. � á«ãç ¥ ¡®«¥¥ ª®­æ¥­âà¨à®¢ ­­ëå áãá¯¥­§¨©¤«ï ®æ¥­ª¨ �µ ¨á¯®«ì§ãîâ ïç¥¥ç­ãî ¬®¤¥«ì.�¥§à §¬¥à­ãî íää¥ªâ¨¢­ãî ¢ï§ª®áâì à §à¥�¥­­®© í¬ã«ìá¨¨ áä¥-à¨ç¥áª¨å ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥©, ¤¢¨�ãé¨åáï ¢ �¨¤ª®áâ¨, ¬®�­® ®¯à¥¤¥-«ïâì á ¯®¬®éìî ä®à¬ã«ë�µ = 1 + 5β + 22β + 2 φ, (2.9.19)£¤¥ β| ®â­®è¥­¨¥ ¢ï§ª®áâ¥© ª ¯¥«ì ¨ ®ªàã� îé¥© �¨¤ª®áâ¨. Ǒà¥-¤¥«ì­ë© ¯¥à¥å®¤ ¯à¨ β→∞ ¢ (2.6.19) ¯à¨¢®¤¨â ª ä®à¬ã«¥ �©­èâ¥©­ (2.9.18). �­ ç¥­¨¥ β = 0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £ §®¢®¬ã ¯ã§ëàî.



2.9. �â¥á­¥­­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ 95� [178℄ ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® íää¥ªâ¨¢­ ï ¢ï§ª®áâì á¢ï§ ­  á ®â­®-è¥­¨¥¬ áª®à®áâ¥© á¢®¡®¤­®£® ®á¥¤ ­¨ï ®¤¨­®ç­®© ç áâ¨æë ¯® § ª®­ã�â®ªá  ¨ ç áâ¨æ ¢ áãá¯¥­§¨¨, â.¥. á ¢¥«¨ç¨­®© ª®àà¥ªâ¨àãîé¥£® ¬­®-�¨â¥«ï ¢ á¨«¥ á®¯à®â¨¢«¥­¨ï λ. �«ï íää¥ªâ¨¢­®© ¢ï§ª®áâ¨ ¯®«ãç¥­ë¢ëà �¥­¨ï ¢¨¤  �µ = (1− φ)mλ. (2.9.20)�¡ëç­® ¨á¯®«ì§ãîâáï ¤¢  §­ ç¥­¨ï: m = 1 (ä®à¬ã«  �¨­ç ) ¨
m = 2 (ä®à¬ã«  �®ªá«¨). � à ¡®â¥ [34℄ ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® §­ ç¥­¨¥
m= 1 ®â¢¥ç ¥â ®¤­®áª®à®áâ­®© ¬®¤¥«¨ áãá¯¥­§¨¨,   m= 2|¤¢ãåáª®-à®áâ­®© ¬®¤¥«¨, ª®â®à ï à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª ¤¢¥ ¢§ ¨¬®¯à®­¨ª î-é¨¥ á¯«®è­ë¥ ä §ë á® á¢®¨¬¨ ¯®«ï¬¨ áª®à®áâ¨. Ǒ®áª®«ìªã ¢â®à ï¬®¤¥«ì ï¢«ï¥âáï ¡®«¥¥ á®¢¥àè¥­­®©, ¯à¥¤¯®çâ¨â¥«ì­¥¥ ¤«ï ®æ¥­®ª ¨á-¯®«ì§®¢ âì ä®à¬ã«ã (2.9.20) ¯à¨ m = 2.�ëà �¥­¨ï (2.9.18) | (2.9.20) ¯®§¢®«ïîâ ®æ¥­¨âì íää¥ªâ¨¢­ãî¢ï§ª®áâì áãá¯¥­§¨© ¨ í¬ã«ìá¨©.� à ¡®â¥ [211℄ à §¢¨â ¡®«¥¥ á®¢¥àè¥­­ë©, ç¥¬ ®á­®¢ ­­ë© ­ ïç¥¥ç­®© ¬®¤¥«¨, ¯®¤å®¤ ª ¯®áâà®¥­¨î ¬¥å ­¨ª¨ ª®­æ¥­âà¨à®¢ ­-­ëå ¤¨á¯¥àá­ëå á¨áâ¥¬. Ǒ®¤å®¤ ®á­®¢ ­ ­  ¬¥â®¤ å ®áà¥¤­¥­¨ï ¯® ­á ¬¡«î á«ãç ©­® à á¯®«®�¥­­ëå ç áâ¨æ. �­ ¯®§¢®«¨«, ¨á¯®«ì§ãï¥¤¨­ë© ¬¥â®¤¨ç¥áª¨© ¯à¨¥¬, ¯®«ãç¨âì ­¥ ä¥­®¬¥­®«®£¨ç¥áª¨¬,   â¥®-à¥â¨ç¥áª¨¬ á¯®á®¡®¬ ­¥ â®«ìª® ãà ¢­¥­¨ï ª®­â¨­ã «ì­®© ¬¥å ­¨ª¨¤¨á¯¥àá­ëå á¨áâ¥¬, ­® ¨ § ¬ëª îé¨¥ à¥®«®£¨ç¥áª¨¥ á®®â­®è¥­¨ï. �ç áâ­®áâ¨, ¤«ï íää¥ªâ¨¢­®© ¢ï§ª®áâ¨ áãá¯¥­§¨© ¡ë«  ¯®«ãç¥­  ¯à®-áâ ï ä®à¬ã«  �µ = (1 − 2,5φ)−1, ª®â®à ï ¯à¨ ¬ «ëå φ ¯¥à¥å®¤¨â ¢ä®à¬ã«ã �©­èâ¥©­  (2.9.18) ¨ ¬®�¥â ¯à¨¬¥­ïâìáï ¢¯«®âì ¤® ª®­-æ¥­âà æ¨© φ = 0,25. �ë«® ­ ©¤¥­® â ª�¥ ¢â®à®¥ ¯à¨¡«¨�¥­¨¥ ¤«ïíää¥ªâ¨¢­®© ¢ï§ª®áâ¨.�¥§ã«ìâ âë íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå ¨ ç¨á«¥­­ëå à áç¥â®¢ [211℄ å®à®-è®  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîâáï ä®à¬ã«®©�µ = 1 + 2,5φ+ 12,5φ2, (2.9.21)ª®â®à ï ¯à¨ φ→ 0 ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ä®à¬ã«ã �©­èâ¥©­  (2.9.18) ¨ ¬®�¥â¯à¨¬¥­ïâìáï ¤«ï φ 6 0,4.� [56℄ ¯à¥¤«®�¥­  áâàã©­ ï ¬®¤¥«ì ®¡â¥ª ­¨ï è à®¢ ¢ §¥à­¨áâ®¬á«®¥. � ª®¥ â¥ç¥­¨¥ å à ªâ¥à¨§ã¥âáï á­¨�¥­¨¥¬ á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¨§-§  ¯®¤ ¢«¥­¨ï ®âàë¢­ëå â¥ç¥­¨© ¨ ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¯«®â­®© ãª« ¤ª¥(φ > 0,35) á¯®á®¡áâ¢ã¥â áâ ¡¨«¨§ æ¨¨ á«®ï. �«ï ª®íää¨æ¨¥­â  á®-¯à®â¨¢«¥­¨ï è à  ¢ â ª®© á¨áâ¥¬¥ ¡ë«  ¯à¥¤«®�¥­  í¬¯¨à¨ç¥áª ïä®à¬ã« 

cf = 2ψ(1 + 211 ψRe ), Re = aU

ν
, (2.9.22)£¤¥ U | à áå®¤­ ï áª®à®áâì ä¨«ìâà æ¨¨, ψ | ®â­®á¨â¥«ì­®¥ ¬¨­¨-¬ «ì­®¥ ¯à®å®¤­®¥ á¥ç¥­¨¥ á«®ï, § ¢¨áïé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ ®â



96 �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨®¡ê¥¬­®© ª®­æ¥­âà æ¨¨ ç áâ¨æ:
ψ = { 1− 1,16φ2/3 ¯à¨ φ 6 0,6 ,0,508− 0,56φ ¯à¨ φ > 0,6 .�®à¬ã«  (2.9.22) å®à®è® á®£« áã¥âáï á ¨¬¥îé¨¬¨áï íªá¯¥à¨¬¥­â «ì-­ë¬¨ ¤ ­­ë¬¨.� [95℄ ¯à¨¢®¤ïâáï ®æ¥­ª¨ áª®à®áâ¨ ¢á¯«ëâ¨ï  ­á ¬¡«ï ¯ã§ëà¥© ¢¡ à¡®â �­ëå  ¯¯ à â å.�àã£¨¥ â¥®à¥â¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï à §à¥�¥­­ëå ¨ ª®­-æ¥­âà¨à®¢ ­­ëå ¤¨á¯¥àá­ëå á¨áâ¥¬, ®á­®¢ ­­ë¥ ­  ãà ¢­¥­¨ïå ¬¥-å ­¨ª¨ ¬­®£®ä §­ëå á¨áâ¥¬, ®¯¨á ­ë ¢ ª­¨£ å [117, 118℄.



3. � áá®- ¨ â¥¯«®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å�¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ¯«®áª¨åª ­ « å�® á¨å ¯®à à áá¬ âà¨¢ «®áì ¤¢¨�¥­¨¥ ®¤­®à®¤­ëå ¯® ä¨§¨ª®-å¨¬¨ç¥áª®¬ã á®áâ ¢ã �¨¤ª®áâ¥©. �  ¯à ªâ¨ª¥ ç é¥ ¢áâà¥ç îâáï¡®«¥¥ á«®�­ë¥ á¨âã æ¨¨, ª®£¤  �¨¤ª®áâì á®¤¥à�¨â à áâ¢®à¥­­ë¥¢¥é¥áâ¢  (¯à¨¬¥á¨, à¥ £¥­âë) ¨ ï¢«ï¥âáï à áâ¢®à®¬ ¨«¨ á¬¥áìî.Ǒà®áâ¥©è¨¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ á¨áâ¥¬ â ª®£® à®¤  ï¢«ïîâáï à áâ¢®àë¯®¢ à¥­­®© á®«¨ ¨«¨ á å à  ¢ ¢®¤¥ ¨ á¬¥áì á¯¨àâ  á ¢®¤®©.� ª ç¥áâ¢¥ ®á­®¢­®© ª®«¨ç¥áâ¢¥­­®© å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ á®áâ ¢  à á-â¢®à®¢ ¨ á¬¥á¥© ®¡ëç­® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¬ áá®¢ ï ¯«®â­®áâì ¢¥é¥áâ¢ ,ç¨á«¥­­® à ¢­ ï ¬ áá¥ à áâ¢®à¥­­®£® ¢¥é¥áâ¢  ¢ ¥¤¨­¨æ¥ ®¡ê¥¬  à á-â¢®à , ¨«¨ ¥¥ ¡¥§à §¬¥à­ë©  ­ «®£| ¬ áá®¢ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï C, ç¨á-«¥­­® à ¢­ ï ®â­®è¥­¨î ¬ áá®¢®© ¯«®â­®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢  ª ®¡é¥© ¯«®â-­®áâ¨ á¬¥á¨*. � ª­¨£¥ ®¡ëç­® ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¢¥«¨ç¨­  �, ª®-â®àãî ¤«ï ªà âª®áâ¨ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯à®áâ® ª®­æ¥­âà æ¨¥©. Ǒà¨ ­ -«¨ç¨¨ ­¥áª®«ìª¨å à áâ¢®à¥­­ëå ¢¥é¥áâ¢ m = 1, . . . , M ¤«ï ª �¤®£®¨§ ­¨å ¢¢®¤ïâ á¢®î ¬ áá®¢ãî ¯«®â­®áâì ¨, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, á¢®î ¬ á-á®¢ãî ª®­æ¥­âà æ¨î Cm.�®­æ¥­âà æ¨ï ®â¤¥«ì­ëå ª®¬¯®­¥­â ¢ ª �¤®© â®çª¥ áà¥¤ë § -¢¨á¨â ®â ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¯¥à¥­®á  ¢¥é¥áâ¢ , ¬®«¥ªã«ïà­®© (¨«¨ âãà-¡ã«¥­â­®©) ¤¨ääã§¨¨ ¨ ¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ £¥â¥à®£¥­­ëå ¨ £®¬®£¥­­ëåä¨§¨ª®-å¨¬¨ç¥áª¨å ¯à¥¢à é¥­¨©.Ǒ®¤ £¥â¥à®£¥­­ë¬¨ ¯à¥¢à é¥­¨ï¬¨ ¤ «¥¥ ¯®¤à §ã¬¥¢ îâáï å¨¬¨-ç¥áª¨¥ ¨«¨ ä¨§¨ª®-å¨¬¨ç¥áª¨¥ ¯à¥¢à é¥­¨ï, ¯à®¨áå®¤ïé¨¥ ­  ­¥ª®-â®àëå ¯®¢¥àå­®áâïå, ­ ¯à¨¬¥à, ­  £à ­¨æ å à §¤¥«  ä § ¨«¨ ­  ¯®-¢¥àå­®áâïå, ®¡« ¤ îé¨å ª â «¨â¨ç¥áª¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. Ǒà¨ â ª®¬è¨à®ª®¬ ¯®­¨¬ ­¨¨ â¥à¬¨­  ý£¥â¥à®£¥­­ë¥ ¯à¥¢à é¥­¨ïþ ª ­¨¬ á«¥-¤ã¥â ®â­¥áâ¨: ¯®¢¥àå­®áâ­ë¥ ª â «¨â¨ç¥áª¨¥ à¥ ªæ¨¨;  ¤á®à¡æ¨î ¨¤¥á®à¡æ¨î ­  â¢¥à¤ëå ¨ �¨¤ª¨å ¯®¢¥àå­®áâïå; à áâ¢®à¥­¨¥ ªà¨áâ «-«®¢ ¢ �¨¤ª®áâ¨; í«¥ªâà®å¨¬¨ç¥áª¨¥ à¥ ªæ¨¨, ¨¤ãé¨¥ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨í«¥ªâà®¤ , ¯®£àã�¥­­®£® ¢ à áâ¢®à í«¥ªâà®«¨â ; áã¡«¨¬ æ¨î ¨ ª®­-¤¥­á æ¨î; ®á �¤¥­¨¥  íà®§®«¥© ¨ ª®««®¨¤®¢ ¨ â.¯. �®¬®£¥­­ë¬¨ ¯à¥-* �­®£¤  ¬ áá®¢ãî ¯«®â­®áâì ¢¥é¥áâ¢  ­ §ë¢ îâ ¯ àæ¨ «ì­®© ¯«®â­®áâìî,  ¬ áá®¢ãî ª®­æ¥­âà æ¨î | ¬ áá®¢®© ¤®«¥©. �à®¬¥ â®£®, ¢ á¯¥æ¨ «ì­®© å¨¬¨ç¥-áª®© «¨â¥à âãà¥ ¨á¯®«ì§ãîâ ¬®«ì­ãî ¯«®â­®áâì, ª®â®à ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ç¨á«®¬¬®«¥© à áâ¢®à¥­­®£® ¢¥é¥áâ¢  ¢ ¥¤¨­¨æ¥ ®¡ê¥¬  à áâ¢®à ,   â ª�¥ ¥¥ ¡¥§à §¬¥à-­ë©  ­ «®£ | ¬®«ì­ãî ª®­æ¥­âà æ¨î ¨«¨ ¬®«ì­ãî ¤®«î, ç¨á«¥­­® à ¢­ãî ®â-­®è¥­¨î ¬®«ì­®© ¯«®â­®áâ¨ ª ®¡é¥¬ã ç¨á«ã ¬®«¥© ¢á¥å ¨­£à¥¤¨¥­â®¢ ¢ ¥¤¨­¨æ¥®¡ê¥¬ .97



98 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « å¢à é¥­¨ï¬¨ ¨«¨ ®¡ê¥¬­ë¬¨ å¨¬¨ç¥áª¨¬¨ à¥ ªæ¨ï¬¨ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âìå¨¬¨ç¥áª¨¥ ¯à¥¢à é¥­¨ï, ¯à®¨áå®¤ïé¨¥ ¢ ®¡ê¥¬¥ �¨¤ª®áâ¨ ¨«¨ £ § .3.1. �à ¢­¥­¨ï ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï â¥®à¨¨ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á �ä®à¬ã«¨àã¥¬ ®á­®¢­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®-àë¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¯à¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¯®áâ ­®¢ª¥ § ¤ ç ä¨§¨ª®-å¨¬¨ç¥áª®© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨. �®«¥¥ ¤¥â «ì­®¥ ¨§«®�¥­¨¥ ¢®¯à®á®¢,á¢ï§ ­­ëå á ¢ë¢®¤®¬ ¨ ãáâ ­®¢«¥­¨¥¬ ®¡« áâ¨ ¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨ íâ¨åãà ¢­¥­¨© ¨ £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨©, à §«¨ç­ë¥ ä¨§¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨ á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬­®£®ç¨á«¥­­ëå § ¤ ç, ¬¥â®¤ë à¥è¥­¨ï,   â ª�¥ ¯à¨-ª« ¤­ë¥  á¯¥ªâë ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï à¥§ã«ìâ â®¢ á®¤¥à� âáï, ­ ¯à¨¬¥à,¢ ¬®­®£à ä¨ïå [8, 15, 28, 44, 60, 70, 83, 93, 100, 117, 175, 181, 229℄.�ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¯«®â­®áâì ¨ ¢ï§ª®áâì áà¥¤ë ­¥ § ¢¨áïâ ®â ª®­-æ¥­âà æ¨¨ ¨ â¥¬¯¥à âãàë ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®­æ¥­-âà æ¨¨ ¨ â¥¬¯¥à âãàë ­¥ ®ª §ë¢ îâ ¢«¨ï­¨ï ­  ¯®«¥ â¥ç¥­¨ï. �â®¯à¨¢®¤¨â ª ¢®§¬®�­®áâ¨ ­¥§ ¢¨á¨¬®£®  ­ «¨§  £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®©§ ¤ ç¨ ® ¤¢¨�¥­¨¨ �¨¤ª®áâ¨ ¨ ¤¨ääã§¨®­­®-â¥¯«®¢®© § ¤ ç¨ ® ¯®-«ïå ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¨ â¥¬¯¥à âãàë. (�®«¥¥ á«®�­ë¥ § ¤ ç¨, ¢ ª®â®-àëå ¯®«¥ â¥ç¥­¨ï áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ § ¢¨á¨â ®â ¤¨ääã§¨®­­®-â¥¯«®¢ëå ä ªâ®à®¢, ¡ã¤ãâ à áá¬®âà¥­ë ¤ «¥¥ ¢ £« ¢¥ 6). �¥®¡å®¤¨-¬ ï ¤«ï à¥è¥­¨ï ¤¨ääã§¨®­­®-â¥¯«®¢®© § ¤ ç¨ ¨­ä®à¬ æ¨ï ® ¯®«¥áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï ¨§¢¥áâ­®©. Ǒà¨¬¥¬, çâ® ª®íää¨-æ¨¥­âë ¤¨ääã§¨¨ ¨ â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨ ­¥ § ¢¨áïâ ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¨â¥¬¯¥à âãàë. �«ï ¯à®áâ®âë ®£à ­¨ç¨¬áï á«ãç ¥¬ ¤¢ãåª®¬¯®­¥­â­®-£® à áâ¢®à .� ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â X,Y, Z ¯¥à¥­®á à áâ¢®à¥­­®£® ¢�¨¤ª®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢  ¯à¨ ®âáãâáâ¢¨¨ £®¬®£¥­­ëå ¯à¥¢à é¥­¨© ®¯¨áë-¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬
∂C

∂t
+VX

∂C

∂X
+VY

∂C

∂Y
+VZ

∂C

∂Z
=D( ∂2C

∂X2 + ∂2C
∂Y 2 + ∂2C

∂Z2 ) , (3.1.1)£¤¥ C | ª®­æ¥­âà æ¨ï; D | ª®íää¨æ¨¥­â ¤¨ääã§¨¨; VX , VY , VZ |ª®¬¯®­¥­âë ¢¥ªâ®à  áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨, ª®â®àë¥ áç¨â îâáï § ¤ ­-­ë¬¨.�à ¢­¥­¨¥ (3.1.1) ®âà � ¥â â®â ä ªâ, çâ® ¯¥à¥­®á ¢¥é¥áâ¢  ¢ ¤¢¨-�ãé¥©áï áà¥¤¥ ®¡ãá«®¢«¥­ ¤¢ã¬ï à §«¨ç­ë¬¨ ä¨§¨ç¥áª¨¬¨ ä ªâ®à -¬¨. �®-¯¥à¢ëå, ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ à §­®áâ¨ ª®­æ¥­âà æ¨© ¢ �¨¤ª®áâ¨ ¨«¨£ §¥ ¨¤¥â ¯à®æ¥áá ¬®«¥ªã«ïà­®© ¤¨ääã§¨¨, á¯®á®¡áâ¢ãîé¨© ¢ëà ¢-­¨¢ ­¨î ª®­æ¥­âà æ¨©; ¢®-¢â®àëå, à áâ¢®à¥­­®¥ ¢¥é¥áâ¢® ã¢«¥ª ¥âáï



3.1. �à ¢­¥­¨ï ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï â¥®à¨¨ â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  99¤¢¨�ãé¥©áï áà¥¤®© ¨ ¯¥à¥­®á¨âáï ¢¬¥áâ¥ á ­¥©. �®¢®ªã¯­®áâì ®¡®¨å¯à®æ¥áá®¢ ®¡ëç­® ­ §ë¢ îâ ª®­¢¥ªâ¨¢­®© ¤¨ääã§¨¥© [100, 175℄.�«ï § ¢¥àè¥­¨ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ § ¤ ç¨ ãà ¢­¥­¨¥ (3.1.1) ­¥®¡å®-¤¨¬® ¤®¯®«­¨âì ­ ç «ì­ë¬ ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨. � ª ç¥áâ¢¥ ­ -ç «ì­®£® ãá«®¢¨ï ¢ë¡¨à ¥âáï ¨áå®¤­ë© ¯à®ä¨«ì ª®­æ¥­âà æ¨¨, áãé¥-áâ¢®¢ ¢è¨© ¢ ¯®â®ª¥ ¢ ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ t= 0. �à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï, ª ª¯à ¢¨«®, § ¤ îâáï ­  ­¥ª®â®à®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨ ¢¤ «¨ ®â ­¥¥, ¢ â®«é¥à áâ¢®à . Ǒ®á«¥¤­¥¥ ãá«®¢¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â § ¤ ­¨î ­¥¢®§¬ãé¥­­®£®§­ ç¥­¨ï ª®­æ¥­âà æ¨¨ Ci ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨:
ξ∗ → ∞, C → Ci, (3.1.2)£¤¥ ξ∗ |à ááâ®ï­¨¥, ®âáç¨âë¢ ¥¬®¥ ¯® ­®à¬ «¨ ®â ¯®¢¥àå­®áâ¨.� § ¤ ç å ® à áâ¢®à¥­¨¨ â¢¥à¤ëå ¢¥é¥áâ¢ ¯à¨ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ £à -­¨ç­®£® ãá«®¢¨ï ®¡ëç­® ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ª®­æ¥­âà æ¨ï ¢ ¯®â®ª¥à ¢­  ­ã«î, â.¥. Ci = 0,   ª®­æ¥­âà æ¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ªà¨áâ «« ¯®áâ®ï­­  [4℄
ξ∗ = 0, C = Cs, (3.1.3)£¤¥ §­ ç¥­¨¥ Cs | § ¤ ­®. �à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (3.1.2) (¯à¨ Ci = 0) ¨(3.1.3) ¨á¯®«ì§ãîâáï â ª�¥ ¢ § ¤ ç å ®¡ ¨á¯ à¥­¨¨ ª ¯¥«ì �¨¤ª®áâ¨.�à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ á å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥© ¬®£ãâ¡ëâì à §­ë¬¨ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ª®­ªà¥â­®© ä¨§¨ç¥áª®© ¯®áâ ­®¢ª¨§ ¤ ç¨. � ç áâ­®¬ á«ãç ¥ ý¡¥áª®­¥ç­® ¡ëáâà®©þ £¥â¥à®£¥­­®© å¨¬¨-ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤
ξ∗ = 0, C = 0, (3.1.4)¨ ®§­ ç ¥â, çâ® ­  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯à®¨áå®¤¨â ¯®«­®¥ ¯à¥¢à -é¥­¨¥ à¥ £¥­â . � ªãî á¨âã æ¨î ç áâ® ­ §ë¢ îâ â ª�¥ ¤¨ääã§¨®­-­ë¬ à¥�¨¬®¬ à¥ ªæ¨¨. �¨§¨ç¥áª¨© á¬ëá« ãà ¢­¥­¨ï (3.1.4) § ª«î-ç ¥âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬: å¨¬¨ç¥áª ï à¥ ªæ¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯à®â¥ª ¥â­ áâ®«ìª® ¨­â¥­á¨¢­®, çâ® ¢á¥ ¯®¤®è¥¤è¥¥ ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢®ãá¯¥¢ ¥â ¯à®à¥ £¨à®¢ âì. �â¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨¥ (3.1.4) ï¢«ï¥âáï ç áâ-­ë¬ á«ãç ¥¬ (3.1.3) ¯à¨ Cs = 0.�á«®¢¨¥ (3.1.4) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â ª�¥ ¤¨ääã§¨®­­®¬ã à¥�¨¬ã ®á -�¤¥­¨ï  íà®§®«ì­ëå ¨ ª®««®¨¤­ëå ç áâ¨æ, ¯à¨ç¥¬ ¯à¨ ãç¥â¥ íää¥ª-â  ý§ æ¥¯«¥­¨ïþ [44, 177℄ ¯®¢¥àå­®áâì ξ∗ = 0 à á¯®«®�¥­  ­  à ááâ®-ï­¨¨ ®â ¯®¢¥àå­®áâ¨ ®á �¤¥­¨ï, à ¢­®¬ áà¥¤­¥¬ã à ¤¨ãáã ®á �¤ î-é¨åáï ç áâ¨æ.�á«¨ ­  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯à®â¥ª ¥â £¥â¥à®£¥­­ ï å¨¬¨ç¥-áª ï à¥ ªæ¨ï, áª®à®áâì ª®â®à®© ª®­¥ç­ , ¢¬¥áâ® (3.1.4) á«¥¤ã¥â § ¯¨-á âì ¡®«¥¥ á«®�­®¥ £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥

ξ∗ = 0, D
∂C

∂ξ∗
= KsFs(C), (3.1.5)



100 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « å£¤¥ Ks | ª®­áâ ­â  áª®à®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®© à¥ ªæ¨¨, KsFs(C) |áª®à®áâì å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨.�®­ªà¥â­ë© ¢¨¤ § ¢¨á¨¬®áâ¨ Fs = Fs(C) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª¨­¥â¨ª®©¯®¢¥àå­®áâ­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨. �ã­ªæ¨ï Fs ¤®«�­  ã¤®¢«¥â¢®-àïâì ãá«®¢¨î Fs(0) = 0, ª®â®à®¥ ¨¬¥¥â ®ç¥¢¨¤­ë© ä¨§¨ç¥áª¨© á¬ëá«:¯à¨ ®âáãâáâ¢¨¨ à¥ £¨àãîé¥£® ¢¥é¥áâ¢  à¥ ªæ¨ï ­¥ ¨¤¥â. �«ï à¥ ªæ¨¨¯®àï¤ª  n ¢ (3.1.5) á«¥¤ã¥â ¯®«®�¨âì [100℄
Fs = Cn (£¤¥ n > 0). (3.1.6)�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì: ¢¨¤ äã­ªæ¨¨ Fs(C) ¢ ¡®«ìè¨­áâ¢¥ á«ãç ¥¢ ­¥®âà � ¥â à¥ «ì­ãî ª¨­¥â¨ªã ª â «¨â¨ç¥áª¨å å¨¬¨ç¥áª¨å ¯à¥¢à é¥-­¨©,   ®¯à¥¤¥«ï¥â «¨èì íää¥ªâ¨¢­ãî áª®à®áâì å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨.�á«¨ ¯®¢¥àå­®áâì ξ∗ = 0 ­¥¯à®­¨æ ¥¬  ¤«ï à áâ¢®à¥­­®£® ¢¥é¥-áâ¢ , â® á¯à ¢¥¤«¨¢® £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥
ξ∗ = 0, ∂C

∂ξ∗
= 0,ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬ (3.1.5) ¯à¨ Ks = 0.Ǒãáâì ¨áá«¥¤ã¥¬ ï § ¤ ç  ¨¬¥¥â å à ªâ¥à­ë© ¬ áèâ ¡ ¤«¨­ë| a(­ ¯à¨¬¥à, à ¤¨ãá ç áâ¨æë ¨«¨ âàã¡ë) ¨ å à ªâ¥à­ë© ¬ áèâ ¡ áª®-à®áâ¨ | U (­ ¯à¨¬¥à, ­¥¢®§¬ãé¥­­ ï áª®à®áâì ¯®â®ª  ¢¤ «¨ ®â ç -áâ¨æë ¨«¨ áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨ ­  ®á¨ âàã¡ë). � áá¬®âà¨¬ á­ ç « £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (3.1.2) ¨ (3.1.3). �®£¤  ãà ¢­¥­¨¥ ª®­¢¥ªâ¨¢­®£®¬ áá®¯¥à¥­®á  (3.1.1) ã¤®¡­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¡¥§à §¬¥à­®© ä®à¬¥ á«¥-¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �¢¥¤¥¬ ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¯® ä®à¬ã« ¬

τ = Dt

a2 , x = X

a
, y = Y

a
, z = Z

a
, ξ = ξ∗

a
,

vx = VX

U
, vy = VY

U
, vz = VZ

U
, c = Ci − C

Ci − Cs (3.1.7)¨ ¯®¤áâ ¢¨¬ ¨å ¢ ãà ¢­¥­¨¥ (3.1.1). � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬
∂c

∂τ
+Pe(vx

∂c

∂x
+ vy

∂c

∂y
+ vz

∂c

∂z

) = ∂2c
∂x2 + ∂2c

∂y2 + ∂2c
∂z2 . (3.1.8)�¤¥áì ç¨á«® Ǒ¥ª«¥ Pe = aU/D ï¢«ï¥âáï ¡¥§à §¬¥à­ë¬ ¯ à ¬¥âà®¬,ª®â®àë© å à ªâ¥à¨§ã¥â ¬¥àã ®â­®è¥­¨ï ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¯¥à¥­®á  à á-â¢®à¥­­®£® ¢ �¨¤ª®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢  ª ¤¨ääã§¨®­­®¬ã ¯¥à¥­®áã.� ­®¢ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå (3.1.7) £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥ ¢¤ «¨ ®â ¯®¢¥àå-­®áâ¨ (3.1.2) ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤

ξ → ∞, c→ 0. (3.1.9)



3.1. �à ¢­¥­¨ï ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï â¥®à¨¨ â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  101�­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ á ãç¥â®¬ (3.1.3), (3.1.7)¨¬¥¥¬ £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥
ξ = 0, c = 1. (3.1.10)� á«ãç ¥ ª®­¥ç­®© áª®à®áâ¨ £¥â¥à®£¥­­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¢(3.1.5) ã¤®¡­® ¯¥à¥©â¨ ª ­®¢ë¬ ¯¥à¥¬¥­­ë¬ (3.1.7), ¯®«®�¨¢ Cs = 0.� à¥§ã«ìâ â¥ ãà ¢­¥­¨¥ (3.1.1) ¨ £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥ ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨(3.1.2) ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ (3.1.8) ¨ (3.1.9),   £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥ ­  à¥ £¨àãî-é¥© ¯®¢¥àå­®áâ¨ (3.1.5) ¯à¥®¡à §ã¥âáï ª ¢¨¤ã

ξ = 0, − ∂c

∂ξ
= ksfs(c). (3.1.11)Ǒà¨ § ¯¨á¨ ãá«®¢¨ï (3.1.11) ¡ë«¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ®¡®§­ ç¥­¨ï

ks = aKs
DCi Fs(Ci), fs(c) = Fs(C)

Fs(Ci) , c = Ci − C

Ci . (3.1.12)� ç áâ­®¬ á«ãç ¥ ¯®¢¥àå­®áâ­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¯®àï¤ª  n(3.1.6) á ãç¥â®¬ ¢ëà �¥­¨© (3.1.12) ¡¥§à §¬¥à­®¥ £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ (3.1.11) ä®à¬ã«¨àã¥âáï â ª:
ξ = 0, − ∂c

∂ξ
= ks(1− c)n, (3.1.13)£¤¥ ks = aKsCin−1/D|¡¥§à §¬¥à­ ï ª®­áâ ­â  áª®à®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ-­®© à¥ ªæ¨¨.Ǒ®¤¥«¨¬ ®¡¥ ç áâ¨ (3.1.13) ­  ks ¨ ãáâà¥¬¨¬ ¯ à ¬¥âà ks ª ¡¥áª®-­¥ç­®áâ¨. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨å®¤¨¬ ª ¯à¥¤¥«ì­®¬ã £à ­¨ç­®¬ã ãá«®¢¨î(3.1.10), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ¤¨ääã§¨®­­®¬ã à¥�¨¬ã à¥ ªæ¨¨. �ª -§ ­­ë© ¯à¥¤¥«ì­ë© ¯¥à¥å®¤ å®à®è® ¨««îáâà¨àã¥â á¬ëá« â¥à¬¨­ ý¡¥áª®­¥ç­® ¡ëáâà ï à¥ ªæ¨ïþ, ª®â®àë© ¨á¯®«ì§®¢ «áï à ­¥¥.�«ï ª®¬¯ ªâ­®áâ¨ ãà ¢­¥­¨¥ ª®­¢¥ªâ¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨ (3.1.8), ª ªíâ® ç áâ® ¯à¨­ïâ®, ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

∂c

∂τ
+Pe (~v · ∇) c = �c, (3.1.14)£¤¥ ∇ | ®¯¥à â®à � ¬¨«ìâ®­ , � | ®¯¥à â®à � ¯« á , ï¢­ë© ¢¨¤ª®â®àëå ¢ ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â x, y, z ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯ãâ¥¬á®¯®áâ ¢«¥­¨ï (3.1.8) ¨ (3.1.14).�«ï à¥è¥­¨ï ¬­®£¨å ª®­ªà¥â­ëå § ¤ ç ¢¬¥áâ® ¤¥ª àâ®¢ëå ª®®à-¤¨­ â x, y, z ç áâ® ã¤®¡­¥¥ ¨á¯®«ì§®¢ âì áä¥à¨ç¥áª¨¥ r, ϕ, θ ¨«¨æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨¥ ̺, ϕ, z ª®®à¤¨­ âë. �¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ®¯¥à â®àë,¢å®¤ïé¨¥ ¢ ãà ¢­¥­¨¥ (3.1.14), ¢ íâ¨å á¨áâ¥¬ å ª®®à¤¨­ â ¨¬¥îâ ¢¨¤:



102 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « å¢ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â:(~v · ∇) c = v̺

∂c

∂̺
+ vz

∂c

∂z
+ vϕ

̺

∂c

∂ϕ
,�c = 1̺ ∂

∂̺

(
̺
∂c

∂̺

)+ ∂2c
∂z2 + 1̺2 ∂2c

∂ϕ2 ,
̺ =√x2 + y2, (3.1.15)¢ áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â:(~v · ∇) c = vr

∂c

∂r
+ vθ

r

∂c

∂θ
+ vϕ

r sin θ ∂c

∂ϕ
,�c = 1

r2 ∂

∂r

(
r2 ∂c
∂r

)+ 1
r2 sin θ ∂

∂θ

(sin θ ∂c
∂θ

)+ 1
r2sin2 θ ∂2c

∂ϕ2 ,
r =√x2 + y2 + z2. (3.1.16)� áá®¯¥à¥­®á, ®á«®�­¥­­ë© ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ª-æ¨¥©. Ǒà¨ ¯à®â¥ª ­¨¨ ¢ ®¡ê¥¬¥ ¤¢¨�ãé¥©áï áà¥¤ë £®¬®£¥­­®© å¨-¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ãà ¢­¥­¨¥ ª®­¢¥ªâ¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨ ¬®�¥â ¡ëâì § -¯¨á ­® ¢ ä®à¬¥

∂C

∂t
+VX

∂C

∂X
+VY

∂C

∂Y
+VZ

∂C

∂Z
=D( ∂2C

∂X2 + ∂2C
∂Y 2 + ∂2C

∂Z2)−KvFv(C),(3.1.17)£¤¥ Kv | ª®­áâ ­â  áª®à®áâ¨ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨,
KvFv(C) | áª®à®áâì å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨.�¨¤ äã­ªæ¨¨ Fv = Fv(C) § ¢¨á¨â ®â ª¨­¥â¨ª¨ à¥ ªæ¨¨, ¯à¨ íâ®¬
Fv(0) = 0. � ­ ãç­®© «¨â¥à âãà¥ ­ ¨¡®«¥¥ ç áâ® ¢áâà¥ç ¥âáï à¥ ªæ¨ï
n-£® ¯®àï¤ª , ª®â®à ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ëà �¥­¨¥¬ [8, 70℄

Fv = Cn. (3.1.18)�«ï ãà ¢­¥­¨ï (3.1.17) ¢ëáâ ¢«ï¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ £à ­¨ç­®¥ ãá«®-¢¨¥ ¢ ­ ¡¥£ îé¥¬ ¯®â®ª¥:
ξ∗ → ∞, C → 0. (3.1.19)�¨§¨ç¥áª¨© á¬ëá« íâ®£® ãá«®¢¨ï ¢ â®¬, çâ® ¤¨ääã­¤¨àãîé¥¥ ®â¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢® ¤®«�­® ¯®«­®áâìî ¯à®à¥ £¨à®¢ âì ¯® ¬¥à¥ ¥£®ã¤ «¥­¨ï ¢ â®«éã å¨¬¨ç¥áª¨  ªâ¨¢­®© áà¥¤ë.�® ¬­®£¨å ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¢ �­ëå á«ãç ïå ­  § ¤ ­­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨¢ëáâ ¢«ï¥âáï ãá«®¢¨¥ ¯®áâ®ï­áâ¢  ª®­æ¥­âà æ¨¨ (3.1.3).



3.1. �à ¢­¥­¨ï ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï â¥®à¨¨ â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  103� ª ¨ à ­¥¥, æ¥«¥á®®¡à §­® § ¯¨á âì ãà ¢­¥­¨¥ (3.1.17) ¨ £à ­¨ç-­ë¥ ãá«®¢¨ï (3.1.3), (3.1.19) ¢ ¡¥§à §¬¥à­®¬ ¢¨¤¥. �«ï íâ®£® ¢¢¥¤¥¬­®¢ë¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¯® ä®à¬ã« ¬
τ = Dt

a2 , x = X

a
, y = Y

a
, z = Z

a
, ξ = ξ∗

a
,

vx = VX

U
, vy = VY

U
, vz = VZ

U
, c = C

Cs , (3.1.20)ª®â®àë¥ ®â«¨ç îâáï ®â (3.1.7) «¨èì á¯®á®¡®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¡¥§à §¬¥à-­®© ª®­æ¥­âà æ¨¨.Ǒ®¤áâ ¢«ïï (3.1.20) ¢ (3.1.17), ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã ãà ¢­¥-­¨î:
∂c

∂τ
+Pe (~v · ∇) c = �c− kvfv(c), (3.1.21)¯à¨ § ¯¨á¨ ª®â®à®£® ¨á¯®«ì§®¢ ­ë â¥ �¥ á ¬ë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï, çâ® ¨¢ (3.1.14). �¥«¨ç¨­ë, áâ®ïé¨¥ ¢ ¯à ¢ëå ç áâïå à §¬¥à­®£® (3.1.17) ¨¡¥§à §¬¥à­®£® (3.1.21) ãà ¢­¥­¨©, á¢ï§ ­ë â ª:

kv = a2KvFv(Cs)
DCs , fv(c) = Fv(C)

Fv(Cs) . (3.1.22)� ç áâ­®¬ á«ãç ¥ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¯®àï¤ª  n (3.1.18)¢ (3.1.21) á«¥¤ã¥â ¯®«®�¨âì
kv = a2KvCn−1s /D, fv = cn. (3.1.23)�à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (3.1.3) ¨ (3.1.19) ¢ ¡¥§à §¬¥à­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå(3.1.20) ¯à¨­¨¬ îâ ¢¨¤:

ξ = 0, c = 1; ξ → ∞, c→ 0, (3.1.24)£¤¥ ξ = ξ∗/a|¡¥§à §¬¥à­®¥ à ááâ®ï­¨¥ ®â (¬¥�ä §­®©) ¯®¢¥àå­®áâ¨.�«ï ã¤®¡áâ¢  ¢ â ¡«. 3.1 ãª § ­ë à §«¨ç­ë¥ á¯®á®¡ë ¢¢¥¤¥­¨ï¡¥§à §¬¥à­®© ª®­æ¥­âà æ¨¨, ª®â®àë¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ íâ®© ª­¨£¥¤«ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ à §«¨ç­ëå § ¤ ç ª®­¢¥ªâ¨¢­®£®¬ áá®¯¥à¥­®á .� �­® ¯®¤ç¥àª­ãâì, çâ® ¤«ï ¡¥§à §¬¥à­®© ª®­æ¥­âà æ¨¨ §¤¥áì¯à¨­ïâ® ¥¤¨­®¥ ®¡®§­ ç¥­¨¥ c. �â® á¢ï§ ­® á â¥¬, çâ® ¢á¥ ¡¥§à §¬¥à-­ë¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ­®¬¥à ¬ 1, 2, 4, 6 ¢ â ¡«. 3.1, ï¢-«ïîâáï ç áâ­ë¬¨ á«ãç ï¬¨ ®¤­®© ¨ â®© �¥ ä®à¬ã«ë ¯®¤ ­®¬¥à®¬ 3 ¨¯®«ãç îâáï ¨§ ­¥¥ ¯ãâ¥¬ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å §­ ç¥­¨© Ci¨ Cs. �áâ ¢è¥¥áï ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï c ¯®¤ ­®¬¥à®¬ 5 â ª�¥ ¬®�­® ¯®«ã-ç¨âì ¨§ ä®à¬ã«ë ¯®¤ ­®¬¥à®¬ 3, ä®à¬ «ì­® ¯®« £ ï ¢ ­¥© Cs=0 (¯à¨



104 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « å������� 3.1�¯®á®¡ë ¢¢¥¤¥­¨ï ¡¥§à §¬¥à­®© ª®­æ¥­âà æ¨¨ c¢ § ¤ ç å ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¬ áá®¯¥à¥­®á N �¨§¨ª®-å¨¬¨ç¥áª¨©¯à®æ¥áá �®­æ¥­âà æ¨ï­  ¯®¢¥àå­®áâ¨(£¤¥ ¯à®¨áå®¤¨â£¥â¥à®£¥­­®¥¯à¥¢à é¥­¨¥) �¥¢®§¬ãé¥­­ ïª®­æ¥­âà æ¨ï ¢­ ¡¥£ îé¥¬ ¯®â®ª¥(­  ¢å®¤¥ ¢ âàã¡ã¨«¨ ¯«¥­ªã) �¥§à §¬¥à­ ïª®­æ¥­âà æ¨ï¢ �¨¤ª®©ä §¥, c1 � áâ¢®à¥­¨¥ â¢¥à¤ëå¢¥é¥áâ¢ ¢ ç¨áâ®©�¨¤ª®áâ¨ Cs 0 C

Cs2 �¡á®à¡æ¨ïá« ¡®à áâ¢®à¨¬ëå£ §®¢ ­  á¢®¡®¤­®©¯®¢¥àå­®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ Cs 0 C

Cs3 �¨ääã§¨ï ¯à¨ ­ «¨ç¨¨¯à¨¬¥á¨ ¢ �¨¤ª®© ä §¥ Cs Ci Ci − C

Ci − Cs4 �¨ääã§¨®­­ë© à¥�¨¬¯®¢¥àå­®áâ­®© à¥ ªæ¨¨ 0 Ci Ci − C

Ci5 �®­¥ç­ ï áª®à®áâì¯®¢¥àå­®áâ­®©å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ �¯à¥¤¥«ï¥âáï¨§ à¥è¥­¨ï§ ¤ ç¨ Ci Ci − C

Ci6 �¡ê¥¬­ ï å¨¬¨ç¥áª ïà¥ ªæ¨ï Cs 0 C

CsǑà¨¬¥ç ­¨¥. �  ¬¥�ä §­ëå £à ­¨æ å, £¤¥ ­¥â £¥â¥à®£¥­­ëå ¯à¥¢à é¥­¨©,¯à®¨§¢®¤­ ï ¯® ­®à¬ «¨ ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨ à ¢­  ­ã«î.íâ®¬, ®¤­ ª®, á«¥¤ã¥â ¯®¬­¨âì, çâ® ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ª®­æ¥­âà æ¨ï ­ ¯®¢¥àå­®áâ¨ Cs § à ­¥¥ ­¥¨§¢¥áâ­ ).�¨ääã§¨®­­ë¥ ¯®â®ª¨ ¨ ç¨á«® �¥à¢ã¤ . �®ª «ì­ë© ¨«¨(¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë©) ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª à áâ¢®à¥­­®£® ¢ �¨¤-ª®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢  ­  à áá¬ âà¨¢ ¥¬ãî ¯®¢¥àå­®áâì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®ä®à¬ã«¥
j∗ = Dρ

(
∂C

∂ξ∗

)

ξ∗=0. (3.1.25)�â  ¢¥«¨ç¨­ , ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¡ã¤¥â à §«¨ç­®© ¢ à §­ëå â®çª å¯®¢¥àå­®áâ¨.Ǒ®«­ë© (¨«¨ ¨­â¥£à «ì­ë©) ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ¢ëç¨á«ï¥âáï¯ãâ¥¬ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï ¢ëà �¥­¨ï (3.1.25) ¯® ¢á¥© ¯®¢¥àå­®áâ¨ S:
I∗ = ∫∫

S

j∗ ds. (3.1.26)



3.1. �à ¢­¥­¨ï ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï â¥®à¨¨ â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  105�¥«¨ç¨­  I∗ ï¢«ï¥âáï ¬¥à®© áã¬¬ à­®£® ª®«¨ç¥áâ¢  ¢¥é¥áâ¢ ,à¥ £¨àãîé¥£® ¢ ¥¤¨­¨æã ¢à¥¬¥­¨ ­  ¢á¥© ¯®¢¥àå­®áâ¨.� § ¤ ç å ¬ áá®¯¥à¥­®á  á £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ (3.1.2), (3.1.3)¢¬¥áâ® (3.1.25), (3.1.26) ç áâ® ¨á¯®«ì§ãîâáï ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¤¨ääã§¨-®­­ë¥ ¯®â®ª¨, ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª ª
j = aj∗

Dρ (Ci − Cs) , I = I∗
aDρ (Ci − Cs) . (3.1.27)�«ï ¤¨ääã§¨®­­®£® à¥�¨¬  à¥ ªæ¨¨, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £à ­¨ç­ë¬ãá«®¢¨ï¬ (3.1.2), (3.1.4),   â ª�¥ ¤«ï ª®­¥ç­®© áª®à®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ-­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¢ á«ãç ¥ £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨© (3.1.2), (3.1.5),¢ á®®â­®è¥­¨ïå (3.1.27) á«¥¤ã¥â ¯®«®�¨âì Cs = 0.�á­®¢­ ï ¢¥«¨ç¨­ , ¯à¥¤áâ ¢«ïîé ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨© ¨­â¥à¥á, |áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤ | ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥Sh = I

S
, (3.1.28)£¤¥ S=S∗/a

2|¡¥§à §¬¥à­ ï ¯«®é ¤ì à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¯®¢¥àå­®áâ¨,
S∗ |á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï à §¬¥à­ ï ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨.� áç¥â ¤¨ääã§¨®­­ëå ¯®â®ª®¢ ¨ áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯à®¢®-¤¨âáï ¢ âà¨ íâ ¯ : á­ ç «  à¥è ¥âáï § ¤ ç  ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¬ áá®¯¥-à¥­®á  ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®«¥ ª®­æ¥­âà æ¨©, § â¥¬ ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯à®¨§-¢®¤­ ï ¯® ­®à¬ «¨ ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ (∂C/∂ξ∗)ξ∗=0,   ­  ¯®á«¥¤­¥¬ íâ ¯¥¨á¯®«ì§ãîâáï ä®à¬ã«ë (3.1.25)| (3.1.28).� «¥¥ ¯® ¢á¥© ª­¨£¥, £¤¥ íâ® ­¥ ¯à¨¢®¤¨â ª ¯ãâ ­¨æ¥, ¡¥§à §¬¥à-­ãî ª®­æ¥­âà æ¨î ¨ ¡¥§à §¬¥à­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ç áâ® ¡ã¤¥¬­ §ë¢ âì ¯à®áâ® ª®­æ¥­âà æ¨¥© ¨ ¤¨ääã§¨®­­ë¬ ¯®â®ª®¬, ®¯ãáª ï¤«ï ªà âª®áâ¨ á«®¢® ¡¥§à §¬¥à­ë©.�à ¢­¥­¨¥ ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï â¥®à¨¨ â¥¯«®¯¥à¥­®á .�à ¢­¥­¨¥ ¯¥à¥­®á  â¥¯«  ¢ ¤¢¨�ãé¥©áï áà¥¤¥,  ­ «®£¨ç­®¥ ãà ¢­¥-­¨î ª®­¢¥ªâ¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨ (3.1.1), ¨¬¥¥â ¢¨¤
∂T∗
∂t

+ VX

∂T∗
∂X

+ VY

∂T∗
∂Y

+ VZ

∂T∗
∂Z

= χ

(
∂2T∗
∂X2 + ∂2T∗

∂Y 2 + ∂2T∗
∂Z2 ) ,(3.1.29)£¤¥ T∗ | â¥¬¯¥à âãà , χ|ª®íää¨æ¨¥­â â¥¬¯¥à âãà®¯à®¢®¤­®áâ¨.Ǒà¨ à¥è¥­¨¨ ­¥áâ æ¨®­ à­ëå § ¤ ç ¤®«�­® ¡ëâì § ¤ ­® à á¯à¥-¤¥«¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë ¢ ¯®â®ª¥ ¢ ­ ç «ì­ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨.�¤ «¨ ®â à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ®¡ëç­® ¢ëáâ ¢«ï¥âáïãá«®¢¨¥ ¯®áâ®ï­áâ¢  â¥¬¯¥à âãàë ¢ ®¡ê¥¬¥ ¤¢¨�ãé¥©áï áà¥¤ë:

ξ∗ → ∞, T∗ → Ti. (3.1.30)



106 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « åǑà¨  ­ «¨§¥ ¯à®æ¥áá®¢ â¥¯«®®¡¬¥­  â¥«  á® áà¥¤®©, ª®£¤  â¥¬¯¥à -âãà  ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¥«  ¯®¤¤¥à�¨¢ ¥âáï ¯®áâ®ï­­®©, ¢â®à®¥ £à ­¨ç­®¥ãá«®¢¨¥ § ¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
ξ∗ = 0, T∗ = Ts. (3.1.31)�á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ­®¢ëå ¡¥§à §¬¥à­ëå ¢¥«¨ç¨­�τ = χt

a2 , x = X

a
, y = Y

a
, z = Z

a
, PeT = aU

χ
,

vx = VX

U
, vy = VY

U
, vz = VZ

U
, T = Ti − T∗

Ti − Ts (3.1.32)¯®§¢®«ï¥â ¯à¥¤áâ ¢¨âì ãà ¢­¥­¨¥ (3.1.29) ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï(3.1.30), (3.1.31) ¢ ¢¨¤¥
∂T

∂�τ +PeT (~v · ∇)T = �T ; (3.1.33)
ξ → ∞, T → 0; ξ = 0, T = 1. (3.1.34)�¨¤­®, çâ® § ¤ ç  ® â¥¯«®®¡¬¥­¥ â¥«  á® áà¥¤®© (3.1.33), (3.1.34) á¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥­¨ï ¯®«­®áâìî  ­ «®£¨ç­  § ¤ ç¥ ® ¬ áá®-®¡¬¥­¥ ç áâ¨æë á ¯®â®ª®¬ ¢ á«ãç ¥ ¤¨ääã§¨®­­®£® à¥�¨¬  à¥ ªæ¨¨­  ¥¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ (3.1.8) | (3.1.10).�á­®¢­ë¥ ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¯ à ¬¥âàë. �¨ääã§¨®­­®¥ ¨ â¥¯«®-¢®¥ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥, ä¨£ãà¨àãîé¨¥ ¢ ãà ¢­¥­¨ïå ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¬ áá®-¨ â¥¯«®¯¥à¥­®á  (3.1.8) ¨ (3.1.33), á¢ï§ ­ë á ç¨á«®¬ �¥©­®«ì¤á Re = aU/ν (ν|ª¨­¥¬ â¨ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì �¨¤ª®áâ¨), áâ®ïé¨¬ ¢ ¯à -¢®© ç áâ¨ ãà ¢­¥­¨© � ¢ì¥| �â®ªá  (1.1.4), á«¥¤ãîé¨¬¨ á®®â­®è¥-­¨ï¬¨: Pe = Re S
, PeT = RePr . (3.1.35)�¤¥áì S
 = ν/D|ç¨á«® �¬¨¤â , Pr = ν/χ|ç¨á«® Ǒà ­¤â«ï| ¡¥§-à §¬¥à­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë, ª®â®àë¥ § ¢¨áïâ â®«ìª® ®â ä¨§¨ç¥áª¨å á¢®©áâ¢à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á¯«®è­®© áà¥¤ë.�«ï ®¡ëç­ëå £ §®¢ ª®íää¨æ¨¥­âë ¤¨ääã§¨¨ ¨ ª¨­¥¬ â¨ç¥áª®©¢ï§ª®áâ¨ ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ë© ¯®àï¤®ª ¢¥«¨ç¨­ë, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â§­ ç¥­¨ï¬ ç¨á¥« �¬¨¤â  ¯®àï¤ª  ¥¤¨­¨æë (S
 ∼ 1).� ®¡ëç­ëå �¨¤ª®áâïå â¨¯  ¢®¤ë ª®íää¨æ¨¥­â ª¨­¥¬ â¨ç¥áª®©¢ï§ª®áâ¨ ­  ­¥áª®«ìª® ¯®àï¤ª®¢ ¢¥«¨ç¨­ë ¯à¥¢ëè ¥â ª®íää¨æ¨¥­â¤¨ääã§¨¨ (S
∼103). � ®ç¥­ì ¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâïå â¨¯  £«¨æ¥à¨­  ç¨á«®�¬¨¤â  ¤®áâ¨£ ¥â §­ ç¥­¨© ¯®àï¤ª  106.�¨á«® Ǒà ­¤â«ï ¨§¬¥­ï¥âáï ¢ ¡®«¥¥ ã§ª¨å ¯à¥¤¥« å, ç¥¬ ç¨á«®�¬¨¤â . � £ § å â¨¯  ¢®§¤ãå  Pr ∼ 1,   ¢ �¨¤ª®áâïå â¨¯  ¢®¤ë |Pr ∼ 10. � ®ç¥­ì ¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâïå â¨¯  £«¨æ¥à¨­  ç¨á«® Ǒà ­¤â«ï



3.1. �à ¢­¥­¨ï ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï â¥®à¨¨ â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  107¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª 103. �¨¤ª¨¥ ¬¥â ««ë (­ âà¨©, «¨â¨©, àâãâì ¨ ¤à.)å à ªâ¥à¨§ãîâáï ¬ «ë¬¨ ç¨á« ¬¨ Ǒà ­¤â«ï: 5 · 10−3 6 Pr 6 5 · 10−2.�¨á«® �¥©­®«ì¤á  Re = aU/ν ­¥ ï¢«ï¥âáï ä¨§¨ç¥áª®© ¯®áâ®ï­­®©áà¥¤ë ¨ § ¢¨á¨â ®â £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ¨ ª¨­¥â¨ç¥áª¨å ä ªâ®à®¢. Ǒ®íâ®-¬ã ¤¨ ¯ §®­ ¥£® ¨§¬¥­¥­¨ï ¬®�¥â ¡ëâì «î¡ë¬.�§ à áá¬®âà¥­­ëå ¯à¨¬¥à®¢ á ãç¥â®¬ á®®â­®è¥­¨© (3.1.35) á«¥-¤ã¥â, çâ® ¢ § ¤ ç å ä¨§¨ª®-å¨¬¨ç¥áª®© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥,¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¬®£ãâ ¯à¨­¨¬ âì á ¬ë¥ à §«¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï.�ç¨âë¢ ï, çâ® ¤¨ääã§¨®­­ë¥ ¯à®æ¥ááë ¢ �¨¤ª®áâïå å à ªâ¥à¨-§ãîâáï ®ç¥­ì ¡®«ìè¨¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ ç¨á¥« �¬¨¤â , ®á®¡® á«¥¤ã¥â¯®¤ç¥àª­ãâì, çâ® ¢ § ¤ ç å ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¢ �¨¤ª¨åáà¥¤ å ç¨á«® Ǒ¥ª«¥ â ª�¥ ¢¥«¨ª®, ­ ç¨­ ï ã�¥ á ¬ «ëå ç¨á¥« �¥©-­®«ì¤á , ¯à¨ ª®â®àëå à¥ «¨§ã¥âáï áâ®ªá®¢ § ª®­ â¥ç¥­¨ï (ý¯®«§ãé¥¥þâ¥ç¥­¨¥).�¥â®¤ë à¥è¥­¨ï § ¤ ç ä¨§¨ª®-å¨¬¨ç¥áª®© £¨¤à®¤¨­ ¬¨-ª¨. �à ¢­¥­¨¥ ª®­¢¥ªâ¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨ (3.1.1) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©«¨­¥©­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¢ ç áâ­ëå ¯à®¨§¢®¤­ëå ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  á ¯¥-à¥¬¥­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ (¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨�¨¤ª®áâ¨ § ¢¨áïâ ®â ª®®à¤¨­ â ¨ ¢à¥¬¥­¨). �®ç­ë¥  ­ «¨â¨ç¥áª¨¥ à¥-è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å § ¤ ç ã¤ ¥âáï ­ ©â¨ «¨èì ¢ ¨áª«îç¨â¥«ì­ëåá«ãç ïå á ¯à®áâ®© £¥®¬¥âà¨¥©. �ª § ­­®¥ ¥é¥ ¢ ¡®«ìè¥© áâ¥¯¥­¨ ®â-­®á¨âáï ¨ ª ­¥«¨­¥©­®¬ã ãà ¢­¥­¨î (3.1.17). �®ç­ë¥ à¥è¥­¨ï ¨£à îâ¡®«ìèãî à®«ì ¤«ï ä®à¬¨à®¢ ­¨ï ¯à ¢¨«ì­ëå ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© ® ä¨§¨-ç¥áª®© áãé­®áâ¨ à §«¨ç­ëå ï¢«¥­¨© ¨ ¯à®æ¥áá®¢. �­¨ ¬®£ãâ ¨á¯®«ì-§®¢ âìáï ¢ ª ç¥áâ¢¥ ýâ¥áâ®¢ëå à¥è¥­¨©þ ¤«ï ¯à®¢¥àª¨ ª®àà¥ªâ­®áâ¨¨ ®æ¥­ª¨ â®ç­®áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ç¨á«¥­­ëå,  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å ¨¯à¨¡«¨�¥­­ëå ¬¥â®¤®¢.�«ï ¯®«ãç¥­¨ï ­¥®¡å®¤¨¬®© ¨­ä®à¬ æ¨¨ ®¡ ¨áá«¥¤ã¥¬®¬ ï¢«¥­¨¨¨«¨ ¯à®æ¥áá¥ ®¡ëç­® ¯à¨å®¤¨âáï ¯à¨¡¥£ âì ª à §­®£® à®¤  ã¯à®é¥­¨-ï¬ ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© § ¤ ç¨, ª à §-«¨ç­ë¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨ï¬ ¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï¬, ç¨á«¥­­ë¬ ¬¥â®¤ ¬ ¨«¨ª â¥¬ ¨ ¤àã£¨¬ ®¤­®¢à¥¬¥­­®.� ª ¨ ¢ ¬¥å ­¨ª¥ ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨, ¯à¨¡«¨�¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ çª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¬ áá®- ¨ â¥¯«®¯¥à¥­®á  ç áâ® ®á­®¢ ­® ­  ¯à¨¬¥­¥­¨¨¬¥â®¤®¢ â¥®à¨¨ ¢®§¬ãé¥­¨© [38, 90, 114℄, ¢ ª®â®àëå ä¨£ãà¨àãîé¨© ¢ãà ¢­¥­¨¨ (3.1.8) ¡¥§à §¬¥à­ë© ¯ à ¬¥âà|ç¨á«® Ǒ¥ª«¥ Pe áç¨â ¥âáï¬ «ë¬ (¨«¨ ¡®«ìè¨¬) ¨ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ª ª ¯ à ¬¥âà à §«®�¥­¨ï ¯à¨®âëáª ­¨¨ à¥è¥­¨© ¢ ¢¨¤¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å àï¤®¢.� �­® ¯®¤ç¥àª­ãâì, çâ® ­ «¨ç¨¥ ¬ «®£® ¨«¨ ¡®«ìè®£® ¯ à ¬¥â-à  ¢® ¬­®£¨å § ¤ ç å ä¨§¨ª®-å¨¬¨ç¥áª®© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨ ®¡ãá«®¢«¥-­® áãé¥áâ¢®¬ ¤¥« . �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ª ª ãª §ë¢ «®áì à ­ìè¥, ª®­¢¥ª-â¨¢­ ï ¤¨ääã§¨ï ¢ �¨¤ª®áâïå å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ¡®«ìè¨¬¨ ç¨á« ¬¨�¬¨¤â , çâ® á¢ï§ ­® á å à ªâ¥à­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ ä¨§¨ç¥áª¨å ª®­-áâ ­â. � á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á¨­£ã«ïà­®-¢®§¬ãé¥­­ëå § ¤ ç å áãé¥-



108 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « åáâ¢ãîâ ã§ª¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢¥­­®-¢à¥¬¥­­ë¥ ®¡« áâ¨ (­ ¯à¨¬¥à, ¤¨ä-äã§¨®­­ë© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© ¨ ¤¨ääã§¨®­­ë© á«¥¤), ¢ ª®â®àëå à¥-è¥­¨¥ ¡ëáâà® ¬¥­ï¥âáï. �âàãªâãà , ¯à®âï�¥­­®áâì ¨ ç¨á«® íâ¨å ®¡-« áâ¥© ®¡ëç­® § à ­¥¥ ­¥¨§¢¥áâ­ë ¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¢ ¯à®æ¥áá¥ à¥è¥-­¨ï. �¬¥îé¨©áï ®£à®¬­ë© ®¯ëâ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¬¥â®¤®¢ ¢®§¬ãé¥­¨© ¤ -¥â ®á­®¢ ­¨¥ áç¨â âì ¨å ¢¥áì¬  ¯«®¤®â¢®à­ë¬¨ ¨ ­ ¨¡®«¥¥ ®¡é¨¬¨¨§ ¢á¥å áãé¥áâ¢ãîé¨å  ­ «¨â¨ç¥áª¨å ¬¥â®¤®¢. �â¨ ¬¥â®¤ë á«ã� â¤«ï ¢ëïá­¥­¨ï ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­® ¢ �­ëå § ª®­®¬¥à­®áâ¥© ¨ ª ç¥áâ¢¥­-­ëå ®á®¡¥­­®áâ¥© ¢¥áì¬  á«®�­ëå «¨­¥©­ëå ¨ ­¥«¨­¥©­ëå § ¤ ç,¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï  á¨¬¯â®â¨ª ¨ ¯®áâà®¥­¨ï ýâ¥áâ®¢ëå à¥è¥­¨©þ,   ¢ àï-¤¥ á«ãç ¥¢ ¬®£ãâ á«ã�¨âì ®á­®¢®© ¤«ï à §à ¡®âª¨ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ëå¬¥â®¤®¢.�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ â¥å § ¤ ç å, £¤¥ ¬¥â®¤ë ¢®§¬ãé¥­¨©¢¥áì¬  íää¥ªâ¨¢­ë, ç¨á«¥­­ë¥, ª ª ¯à ¢¨«®, áâ ­®¢ïâáï ¬ «®¯à¨-£®¤­ë¬¨.Ǒ®«ãç îé¨¥áï ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ ¬¥â®¤®¢ ¢®§¬ãé¥­¨©  á¨¬¯-â®â¨ç¥áª¨¥ àï¤ë ¨¬¥îâ ®£à ­¨ç¥­­ãî ®¡« áâì ¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨. �à®-¬¥ â®£®, ®¡ëç­® ã¤ ¥âáï ¢ëç¨á«¨âì ­¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå ¨«¨ âà¥å ¯¥à¢ëåç«¥­®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à §«®�¥­¨©. �ª § ­­ë¥ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢  ­¥¯®§¢®«ïîâ ®æ¥­¨âì ¯®¢¥¤¥­¨¥ à¥è¥­¨ï ¯à¨ ¯à®¬¥�ãâ®ç­ëå (ª®­¥ç-­ëå) §­ ç¥­¨ïå ¯ à ¬¥âà  ¨ ­ ª« ¤ë¢ îâ áãé¥áâ¢¥­­ë¥ ®£à ­¨ç¥-­¨ï ­  ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å ä®à¬ã« ¤«ï à áç¥â®¢ ¢ ¨­�¥-­¥à­®© ¯à ªâ¨ª¥. �â® | ­ ¨¡®«¥¥ áãé¥áâ¢¥­­ë© ­¥¤®áâ â®ª ¬¥â®¤®¢¢®§¬ãé¥­¨©.�® á¨å ¯®à ­¥ ãâà â¨«¨ á¢®¥£® §­ ç¥­¨ï à §­®®¡à §­ë¥ ¨ ¢® ¬­®-£®¬ ®¯¨à îé¨¥áï ­  ¨­âã¨â¨¢­ë¥ á®®¡à �¥­¨ï ¯à¨¡«¨�¥­­ë¥ ¨­�¥-­¥à­ë¥ ¬¥â®¤ë, ª ª®â®àë¬ ®â­®áïâáï, ­ ¯à¨¬¥à, ¨­â¥£à «ì­ë¥ ¬¥â®-¤ë [70, 103, 184℄; ¬¥â®¤ à ¢­®¤®áâã¯­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ [175℄; à §«¨ç­ë¥¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ ¬¥â®¤  «¨­¥ à¨§ æ¨¨ ãà ¢­¥­¨© ¨ £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨©[132℄. �á¯®«ì§®¢ ­¨¥ íâ¨å ¯à®áâëå ¬¥â®¤®¢ ¢® ¬­®£¨å á«ãç ïå ®ª -§ë¢ ¥âáï ¯®«¥§­ë¬ ¤«ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨å æ¥«¥©. Ǒà¨¡«¨�¥­­ë¥ ¬¥â®¤ë®ç¥­ì ã¤®¡­ë ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ¤®áâ â®ç­® £àã¡ëå ®æ¥­®ª ­  ¯à¥¤¢ à¨-â¥«ì­®¬ íâ ¯¥ «î¡®£® ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï,   â ª�¥ â®£¤ , ª®£¤  à¥§ã«ìâ â¤®«�¥­ ¡ëâì ¯®«ãç¥­ ¤®áâ â®ç­® ¡ëáâà®. �«ï ¯à¨¡«¨�¥­­ëå ¬¥â®-¤®¢ ¨­�¥­¥à­®£® â¨¯  å à ªâ¥à­  ­¥¢ëá®ª ï â®ç­®áâì. �ª § ­­ë©­¥¤®áâ â®ª ¢ §­ ç¨â¥«ì­®© ¬¥à¥ ¬®�­® ãáâà ­¨âì ¯ãâ¥¬ á®ç¥â ­¨ï á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å ¨ ¯à¨¡«¨�¥­­ëå ¬¥â®¤®¢ [72, 277℄.�­®£¨¥ § ¤ ç¨ ä¨§¨ª®-å¨¬¨ç¥áª®© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨ ¨ â¥®à¨¨¬ áá®- ¨ â¥¯«®¯¥à¥­®á  ãá¯¥è­® à¥è îâáï ¯ãâ¥¬ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ç¨á«¥­-­ëå ¬¥â®¤®¢ á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ��� [122, 131℄. �â¨ ¬¥â®¤ë ®¡« ¤ îâ¡®«ìè®© ã­¨¢¥àá «ì­®áâìî ¨ ¯®§¢®«ïîâ íää¥ªâ¨¢­® ¯®«ãç âì à¥è¥-­¨ï ¤«ï ¯à®¬¥�ãâ®ç­ëå §­ ç¥­¨© å à ªâ¥à­®£® ¯ à ¬¥âà  § ¤ ç¨,â.¥. ¢ â®© ®¡« áâ¨, £¤¥ ­¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­ë  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¥¬¥â®¤ë. �¨á«¥­­ë¥ ¬¥â®¤ë ¢ ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ï¢«ïîâáï ®á­®¢­ë¬



3.2. �¨ääã§¨ï ª ¢à é îé¥¬ãáï ¤¨áªã 109 ¯¯ à â®¬ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¯à¨ª« ¤­ëå § ¤ ç, á¢ï§ ­­ëå á à §à ¡®â-ª®©, ®¯â¨¬¨§ æ¨¥© ¨ ã¯à ¢«¥­¨¥¬ à §«¨ç­ëå ãáâà®©áâ¢ ¨ â¥å­®«®£¨-ç¥áª¨å ¯à®æ¥áá®¢.� �­® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢á¥ â¥®à¥â¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë (â®ç­ë¥,  á¨¬¯â®-â¨ç¥áª¨¥, ¯à¨¡«¨�¥­­ë¥ ¨ ç¨á«¥­­ë¥) ¢§ ¨¬­® ¤®¯®«­ïîâ ¤àã£ ¤àã-£ .3.2. �¨ääã§¨ï ª ¢à é îé¥¬ãáï ¤¨áªã�«¥¤ãï [100℄, à áá¬®âà¨¬ áâ æ¨®­ à­ë© ¬ áá®¯¥à¥­®á ª ¯®¢¥àå­®-áâ¨ ¤¨áª , ¢à é îé¥£®áï ¢ �¨¤ª®áâ¨ ¢®ªàã£ á¢®¥© ®á¨ á ¯®áâ®ï­­®©ã£«®¢®© áª®à®áâìî ω. �ç¨â ¥¬, çâ® ¢¤ «¨ ®â ¤¨áª  ª®­æ¥­âà æ¨ï ¯®-áâ®ï­­  ¨ à ¢­  Ci,   ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯à®¨áå®¤¨â ¯®«­®¥ ¯®£«®é¥­¨¥à áâ¢®à¥­­®£® ¢¥é¥áâ¢ . �áì z ­ ¯à ¢¨¬ ¯® ­®à¬ «¨ ª ¯®¢¥àå­®áâ¨¤¨áª . �¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ® ¤¢¨�¥­¨¨ �¨¤ª®áâ¨, ã¢«¥ª ¥¬®© ¤¨áª®¬,¡ë«® ¯à¨¢¥¤¥­® à ­¥¥ ¢ à §¤. 1.2.�ç¨âë¢ ï áª § ­­®¥ ¨ ¨á¯®«ì§ãï à¥§ã«ìâ âë à §¤. 3.1, § ¯¨è¥¬ ¢æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â ãà ¢­¥­¨¥ ¤¨ääã§¨¨ ¨ £à ­¨ç­ë¥ãá«®¢¨ï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:
v̺

∂c

∂̺
+ vz

∂c

∂z
+ vϕ

̺

∂c

∂ϕ
= 1S
 [ 1̺ ∂

∂̺

(
̺
∂c

∂̺

)+ ∂2c
∂z2 + 1̺2 ∂2c

∂ϕ2 ] ;(3.2.1)
z = 0, c = 1; z → ∞, c→ 0. (3.2.2)�¤¥áì ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¨ ¯ à ¬¥âàë á¢ï§ ­ë á ¨áå®¤­ë¬¨à §¬¥à­ë¬¨ ¢¥«¨ç¨­ ¬¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨ (3.1.7) ¯à¨ Cs = 0, £¤¥å à ªâ¥à­ë¥ ¬ áèâ ¡ë ¤«¨­ë ¨ áª®à®áâ¨ ¢ë¡à ­ë â ª:

a = (ν/ω)1/2, U = (νω)1/2, Pe = aU/D = S
 . (3.2.3)�®£« á­® à¥§ã«ìâ â ¬ à §¤. 1.2 ¤«ï ¡¥§à §¬¥à­ëå ª®¬¯®­¥­â áª®-à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¨¬¥¥¬
vz = v(z), v̺ = ̺u1(z), vϕ = ̺u2(z), (3.2.4)£¤¥ v, u1, u2 |¨§¢¥áâ­ë¥ äã­ªæ¨¨ z.�â¬¥â¨¬ ­¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  äã­ªæ¨¨ v. � §«®�¥­¨¥ v ¢¡«¨§¨¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¨áª  (¯à¨ z → 0) ­ ç¨­ ¥âáï á ª¢ ¤à â¨ç­®£® ç«¥­ 
v = −αz2 + · · · , £¤¥ α ≈ 0,51. (3.2.5)� ¤àã£®¬ ¯à¥¤¥«ì­®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥¬ v → −0,89 ¯à¨ z → ∞.



110 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « å�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (3.2.1), (3.2.2), (3.2.4) ¨é¥¬ ¢ ¢¨¤¥
c = c(z). (3.2.6)� à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨å®¤¨¬ ª ®¡ëª­®¢¥­­®¬ã ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®¬ã ãà ¢-­¥­¨î ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  S
 v(z) dc
dz

= d2c
dz2 (3.2.7)á £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ (3.2.2).�à ¢­¥­¨¥ (3.2.7) «¥£ª® ¨­â¥£à¨àã¥âáï, â ª ª ª ¯®¤áâ ­®¢ª®©

W = dc/dz ¯à¨¢®¤¨âáï ª ãà ¢­¥­¨î ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  á à §¤¥«ïîé¨-¬¨áï ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨.�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (3.2.7), (3.2.2) ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©
c = ∫ ∞

z

exp[S
 ∫ �z0 v (��z) d��z] d�z
∫ ∞0 exp[S
 ∫ �z0 v (��z) d��z] d�z . (3.2.8)�¨ää¥à¥­æ¨àãï íâ® ¢ëà �¥­¨¥ ¯® z ¨ ¯®« £ ï § â¥¬ z=0, ­ ©¤¥¬¡¥§à §¬¥à­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  ¯®¢¥àå­®áâì ¤¨áª 

j = −
(
dc

dz

)

z=0 = {∫ ∞0 exp[S
 ∫ �z0 v (��z) d��z] d�z}−1
. (3.2.9)�çâ¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ®¡ëç­ë¥ �¨¤ª®áâ¨ å à ªâ¥à¨§ãîâáï ¡®«ìè¨¬¨§­ ç¥­¨ï¬¨ ç¨á¥« �¬¨¤â  S
. �¥âàã¤­® ¯®ª § âì, çâ®  á¨¬¯â®â¨ª¨ä®à¬ã« (3.2.8) ¨ (3.2.9) ¯à¨ S
 → ∞ ¬®�­® ¯®«ãç¨âì, ¯®¤áâ ¢«ïï ¢­¨å £« ¢­ë© ç«¥­ à §«®�¥­¨ï äã­ªæ¨¨ v ¯à¨ z → 0. � ¯®¬®éìî¢ëà �¥­¨© (3.2.5) ¨ (3.2.8) ¤«ï ¡¥§à §¬¥à­®© ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¯®á«¥­¥ª®â®àëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¨¬¥¥¬

c = 1� (1/3) �( 13 , 13 α S
 z3) . (3.2.10)�¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ®¡®§­ ç¥­¨ï:�(m, ζ) = ∫ ∞

ζ

e−xxm−1 dx | ­¥¯®«­ ï £ ¬¬ -äã­ªæ¨ï,�(m) = �(m, 0)| ¯®«­ ï £ ¬¬ -äã­ªæ¨ï, �(1/3) ≈ 2,679.



3.3. �¥¯«®¯¥à¥­®á ª ¯«®áª®© ¯« áâ¨­¥ 111�­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬, ¯®¤áâ ¢«ïï ¯¥à¢ë© ç«¥­ à §«®�¥­¨ï(3.2.5) ¢ ä®à¬ã«ã (3.2.9), ¤«ï ¡¥§à §¬¥à­®£® ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®â®ª ¯®«ãç¨¬
j = (9α S
)1/3�(1/3) ≈ 0,62 S
1/3 . (3.2.11)�«ï ä¨§¨ç¥áª®© ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ à¥§ã«ìâ â®¢ ã¤®¡­® ¢¢¥áâ¨ ¡¥§à §-¬¥à­ãî â®«é¨­ã ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¯® ä®à¬ã«¥

δ = 1/j. (3.2.12)�á¯®«ì§ãï ¢ëà �¥­¨ï (3.2.11) ¨ (3.2.12), ­ å®¤¨¬ δ ≈ 1,6 S
−1/3.�¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï ª àâ¨­  ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥àå­®-áâ¨ ¢à é îé¥£®áï ¤¨áª . �¥§à §¬¥à­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï íªá¯®­¥­æ¨- «ì­® ¡ëáâà® ¯ ¤ ¥â á à®áâ®¬ à ááâ®ï­¨ï ¤® ¤¨áª . �  à ááâ®ï­¨¨
z ≈ δ ®­  ¡«¨§ª  ª á¢®¥¬ã ­¥¢®§¬ãé¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î ¨ ¤ «¥¥ ¯à ªâ¨-ç¥áª¨ ­¥ ¬¥­ï¥âáï. Ǒà¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å �¬¨¤â  ®á­®¢­®¥ ¨§¬¥­¥­¨¥ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¯à®¨áå®¤¨â ¢ â®­ª®¬ á«®¥ (â®«é¨­®© ¯®àï¤ª  S
−1/3),¯à¨«¥£ îé¥¬ ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¨áª . �âã ®¡« áâì ­ §ë¢ îâ ¤¨ääã§¨-®­­ë¬ ¯®£à ­¨ç­ë¬ á«®¥¬.3.3. �¥¯«®¯¥à¥­®á ª ¯«®áª®© ¯« áâ¨­¥� áá¬®âà¨¬ â¥¯«®¯¥à¥­®á ª ¯«®áª®© ¯« áâ¨­¥, ¯à®¤®«ì­® ®¡â¥ª -¥¬®© ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ ¢ï§ª®© ­¥á�¨¬ ¥¬®© �¨¤ª®áâ¨ á® áª®-à®áâìî Ui ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á . �ç¨â ¥¬, çâ® â¥¬¯¥à âãà ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯« áâ¨­ë ¨ ¢¤ «¨ ®â ­¥¥ ¯à¨­¨¬ ¥â ¯®áâ®ï­­ë¥ §­ -ç¥­¨ï, à ¢­ë¥ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® Ts ¨ Ti. � ç «® ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¨áâ¥¬ëª®®à¤¨­ âX , Y ¯®¬¥áâ¨¬ ¢ ¯¥à¥¤­îî ªà®¬ªã; ®áìX ­ ¯à ¢¨¬ ¢¤®«ì,  Y |¯®¯¥à¥ª ¯« áâ¨­ë.�­®£®ç¨á«¥­­ë¥ íªá¯¥à¨¬¥­âë ¨ ç¨á«¥­­ë¥ à áç¥âë ¯®ª §ë¢ îâ,çâ® « ¬¨­ à­ë© £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© à¥ «¨§ã¥âáï¯à¨ 5 · 102 6 Re 6 5 · 105 ÷ 106 [184℄. � íâ®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ â¥¯«®¢®¥ ç¨á«®Ǒ¥ª«¥ PeT =RePr ¢¥«¨ª® ¤«ï £ §®¢ ¨ ®¡ëç­ëå �¨¤ª®áâ¥©. �«ï �¨¤-ª¨å ¬¥â ««®¢ áãé¥áâ¢ã¥â ®¡« áâì ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á  104 6 Re 6 106,£¤¥ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥ â ª�¥ ¢¥«¨ª¨.�ç¨âë¢ ï áª § ­­®¥, ®£à ­¨ç¨¬áï ¨§ãç¥­¨¥¬ á«ãç ï ¡®«ìè¨å ç¨-á¥« Ǒ¥ª«¥, ª®£¤  ¯à®¤®«ì­®© á®áâ ¢«ïîé¥© ¬®«¥ªã«ïà­®© â¥¯«®¯à®-¢®¤­®áâ¨ ¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ãà ¢­¥­¨¥ â¥¯«®¢®£®¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¨¬¥îâ ¢¨¤

vx

∂T

∂x
+ vy

∂T

∂y
= 1Pr ∂2T∂y2 ;

x = 0, T = 0; y = 0, T = 1; y → ∞, T → 0. (3.3.1)



112 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « å�¤¥áì ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¢¢¥¤¥­ë ¯® ä®à¬ã« ¬ (3.1.32), £¤¥ ¢ª ç¥áâ¢¥ ¬ áèâ ¡  ¤«¨­ë ¢ë¡à ­  ¢¥«¨ç¨­  L= ν/Ui; ν|ª¨­¥¬ â¨-ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì �¨¤ª®áâ¨.�®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢ ãà ¢­¥­¨¨ (3.3.1) ¤ îâáï à¥è¥-­¨¥¬ �« §¨ãá 
vx = f ′(η), vy = ηf ′ − f2√x , £¤¥ η = y√

x
. (3.3.2)�ã­ªæ¨ï f =f(η) ¡ë«  ®¯¨á ­  à ­¥¥ ¢ à §¤. 1.6, èâà¨å á®®â¢¥âáâ¢ã¥â¯à®¨§¢®¤­®© ¯® η.�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (3.3.1) á ãç¥â®¬ § ¢¨á¨¬®áâ¥© (3.3.2) ¨é¥¬ ¢ ¢â®¬®¤¥«ì­®¬ ¢¨¤¥ T = T (η). � ¨â®£¥ ¯à¨å®¤¨¬ ª ®¡ëª­®¢¥­­®¬ã¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®¬ã ãà ¢­¥­¨î

d2T
dη2 + 12 Pr f(η) dT

dη
= 0;

η = 0, T = 1; η → ∞, T → 0. (3.3.3)� ãç¥â®¬ à ¢¥­áâ¢  f = −f ′′′/f ′′, ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ãà ¢­¥­¨ï ¤«ï äã­ªæ¨¨ f , à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (3.3.3) ¬®�¥â ¡ëâì § -¯¨á ­® ¢ ¢¨¤¥ (�. Ǒ®«ì£ ã§¥­, 1921):
T = ∫ ∞

η

[f ′′(η)℄Pr dη
∫ ∞0 [f ′′(η)℄Pr dη . (3.3.4)Ǒà¨ Pr = 1 ¨§ íâ®© ä®à¬ã«ë ¨¬¥¥¬ ¯à®áâãî á¢ï§ì ¬¥�¤ã â¥¬¯¥-à âãà®© ¨ ¯à®¤®«ì­®© á®áâ ¢«ïîé¥© áª®à®áâ¨:

T (η) = 1− f ′(η) = 1− vx.�¨ää¥à¥­æ¨àãï ¢ëà �¥­¨¥ (3.3.4) ¨ ¨á¯®«ì§ãï ç¨á«¥­­®¥ §­ ç¥-­¨¥ f ′′(0) = 0,332, ¯®«ãç¨¬ ¡¥§à §¬¥à­ë© â¥¯«®¢®© ¯®â®ª ­  ¯®¢¥àå-­®áâì ¯« áâ¨­ë
jT =−

(
∂T

∂y

)

y=0 = B(Pr)√
x

, £¤¥ B(Pr) = (0,332)Pr∫ ∞0 [f ′′(η)℄Pr dη . (3.3.5)�á¨¬¯â®â¨ª¨ äã­ªæ¨¨ B(Pr) ¯à¨ ¬ «ëå ¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« åǑà ­¤â«ï ã¤®¡­¥¥ ¨áª âì ¨áå®¤ï ¨§ ãà ¢­¥­¨ï (3.3.3), ¢ ª®â®à®¬ á¤¥-« ­® à áâï�¥­¨¥ ¯¥à¥¬¥­­®© ¯® ä®à¬ã«¥ η = ζ/Pr. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨-å®¤¨¬ ª ãà ¢­¥­¨î T ′′
ζζ + f(ζ/Pr)T ′

ζ = 0. Ǒà¨ Pr→ 0  à£ã¬¥­â äã­ª-æ¨¨ f(ζ/Pr) áâà¥¬¨âáï ª ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®áâ®ï­­®©
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�¨á. 3.1. � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© ¨ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë ¢ ¯®£à ­¨ç­ëåá«®ïå ¯à¨ ®ç¥­ì ¬ «®¬ ¨ ®ç¥­ì ¡®«ìè®¬ ç¨á« å Ǒà ­¤â«ïáª®à®áâ¨ ¢­ãâà¨ â¥¯«®¢®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¨ f(η) ≈ η. � ¤àã£®¬¯à¥¤¥«ì­®¬ á«ãç ¥ ¯à¨ Pr→∞  à£ã¬¥­â äã­ªæ¨¨ f(ζ/Pr) áâà¥¬¨âáïª ­ã«î, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â «¨­¥©­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ áª®à®áâ¨ ¢­ãâ-à¨ ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¨ f(η) ≈ 0,166 η2. Ǒ®¤áâ ¢«ïï ãª § ­­ë¥ ¢ëè¥£« ¢­ë¥ ç«¥­ë  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å à §«®�¥­¨© äã­ªæ¨¨ f ¢ ãà ¢­¥­¨¥(3.3.3) ¨ à¥è ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ § ¤ ç¨, ¤«ï â¥¯«®¢®£® ¯®â®ª  (3.3.5)¯®«ãç¨¬
B(Pr) → (Pr/π)1/2
B(Pr) → 0,339Pr1/3 (Pr→ 0),(Pr→ ∞). (3.3.6)�¡¥ à áá¬®âà¥­­ë¥ ¯à¥¤¥«ì­ë¥ á¨âã æ¨¨ ¢áâà¥ç îâáï ¢® ¬­®£¨å§ ¤ ç å ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® â¥¯«®¯¥à¥­®á  ¨ áå¥¬ â¨ç¥áª¨ ¨§®¡à �¥­ë ­ à¨á. 3.1. �¨¤­®, çâ® ¢ á«ãç ¥ Pr→0, ¯à¨¡«¨�¥­­® ¨¬¥îé¥¬ ¬¥áâ® ¤«ï�¨¤ª¨å ¬¥â ««®¢ (­ ¯à¨¬¥à, ¤«ï àâãâ¨), ¯à¨ à áç¥â¥ â¥¬¯¥à âãà­®-£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¬ ¯®£à ­¨ç­ë¬á«®¥¬ ¨ § ¬¥­¨âì ¯à®ä¨«ì áª®à®áâ¨ v(x, y) áª®à®áâìî v∞(x) ­¥¢ï§ª®-£® ¢­¥è­¥£® â¥ç¥­¨ï. Ǒà¨ Pr→ ∞, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á«ãç î á¨«ì­®¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥© (­ ¯à¨¬¥à, £«¨æ¥à¨­), â¥¬¯¥à âãà­ë© ¯®£à ­¨ç-­ë© á«®© ®ç¥­ì â®­ª¨© ¨ à á¯®«®�¥­ ¢­ãâà¨ ¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® ¯®£à -­¨ç­®£® á«®ï, £¤¥ áª®à®áâì ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï «¨­¥©­® á à ááâ®ï­¨¥¬ ®â¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯« áâ¨­ë.�® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ç¨á¥« Ǒà ­¤â«ï äã­ªæ¨ï B(Pr) ¢ä®à¬ã«¥ (3.3.5) å®à®è®  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥âáï ¢ëà �¥­¨¥¬

B(Pr) = 0,0817 [(1 + 72Pr)2/3 − 1]1/2, (3.3.7)¬ ªá¨¬ «ì­®¥ ®â«¨ç¨¥ ª®â®à®£® ®â ç¨á«¥­­ëå ¤ ­­ëå [184℄ á®áâ ¢«ï-¥â ®ª®«® 0,5%.



114 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « å� ¯¨è¥¬ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï «®ª «ì­®£® ç¨á«  �ãáá¥«ìâ Nux = − X

Ts − Ti ( ∂T∗
∂Y

)

Y =0 =√RexB(Pr), (3.3.8)£¤¥ Rex = XUi/ν|«®ª «ì­®¥ ç¨á«® �¥©­®«ì¤á .�¥ ®áâ ­ ¢«¨¢ ïáì ­  ¯®ïá­¥­¨ïå, ¯à¨¢¥¤¥¬ ä®à¬ã«ã ¤«ï «®ª «ì-­®£® ç¨á«  �ãáá¥«ìâ  ¢ á«ãç ¥ ®¡â¥ª ­¨ï ¯«®áª®© ¯« áâ¨­ë âãà¡ã-«¥­â­ë¬ â¥ç¥­¨¥¬ [184℄Nux = 0,0296Pr1/3Re4/5x , (3.3.9)ª®â®à ï å®à®è® á®£« áã¥âáï á à¥§ã«ìâ â ¬¨ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå ¨á-á«¥¤®¢ ­¨©.3.4. � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨� áá®®¡¬¥­ ¬¥�¤ã £ § ¬¨ ¨ �¨¤ª¨¬¨ ¯«¥­ª ¬¨. � áâ¢®à¥-­¨¥ £ §  ¢ áâ¥ª îé¥© ¯«¥­ª¥ �¨¤ª®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ®¤­¨¬ ¨§ ¢ �­¥©è¨å¬¥â®¤®¢ à áâ¢®à¥­¨ï £ §®¢, ¯®«ãç¨¢è¨å ¢¥áì¬  è¨à®ª®¥ à á¯à®áâà -­¥­¨¥ ¢ â¥å­¨ª¥ [87, 183℄. Ǒ«¥­®ç­ë¥  ¡á®à¡¥àë á ®à®è ¥¬ë¬¨ áâ¥­-ª ¬¨ ¯à¨¬¥­ïîâáï ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ¢®¤­ëå à áâ¢®à®¢ £ §  (­ ¯à¨¬¥à, ¡á®à¡æ¨ï ¯ à®¢ HCl ¢®¤®©), à §¤¥«¥­¨ï £ §®¢ëå á¬¥á¥© (­ ¯à¨¬¥à, ¡á®à¡æ¨ï ¡¥­§®«  ¢ ª®ªá®å¨¬¨ç¥áª®¬ ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥), ®ç¨áâª¨ £ §®¢®â ¢à¥¤­ëå ¢ë¡à®á®¢ (­ ¯à¨¬¥à, ª®ªá®¢®£® £ §  ®â H2S) ¨ ¤à.� áá¬®âà¨¬  ¡á®à¡æ¨î á« ¡®à áâ¢®à¨¬ëå £ §®¢ ­  á¢®¡®¤­®© ¯®-¢¥àå­®áâ¨ ¯«¥­ª¨ �¨¤ª®áâ¨, « ¬¨­ à­® áâ¥ª îé¥© ¯® ­ ª«®­­®©¯«®áª®áâ¨. �®£« á­® à¥§ã«ìâ â ¬ à §¤. 1.3 ¢ á«ãç ¥ ã¬¥à¥­­ëå áª®à®-áâ¥© ¤¢¨�¥­¨ï áâ æ¨®­ à­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¨ ¢­ãâà¨ ¯«¥­ª¨¨¬¥¥â ä®à¬ã ¯®«ã¯ à ¡®«ë á ¬ ªá¨¬ «ì­®© áª®à®áâìî Umax ­  á¢®-¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨, ¢ ¯®«â®à  à §  ¯à¥¢ëè îé¥© áà¥¤­¥à áå®¤­ãîáª®à®áâì 〈V 〉:
Umax = 32 〈V 〉 = gh22ν sinα.�¤¥áì g | ãáª®à¥­¨¥ á¢®¡®¤­®£® ¯ ¤¥­¨ï; α| ã£®« ­ ª«®­  ¯®¢¥àå-­®áâ¨ ª £®à¨§®­âã; h| â®«é¨­  ¯«¥­ª¨, ª®â®à ï ¢ëç¨á«ï¥âáï á ¯®-¬®éìî ¢ëà �¥­¨ï

h = ( 3ν2
g

Re)1/3
,£¤¥ Re = Q/ν | ç¨á«® �¥©­®«ì¤á , Q | ¯«®â­®áâì ®à®è¥­¨ï(â.¥. ®¡ê¥¬­ë© à áå®¤ �¨¤ª®áâ¨, ¯à¨å®¤ïé¨©áï ­  ¥¤¨­¨æã è¨à¨­ë¯«¥­ª¨).



3.4. � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨ 115�ª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨ ¢­ãâà¨ ¯«¥­ª¨ ¨¬¥¥â ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨© ¯à®-ä¨«ì ¨ ®¯¨áë¢ ¥âáï ä®à¬ã«®©
V = Umax(1− y2), y = Y/h,£¤¥ Y | ®áì ª®®à¤¨­ â, ®à¨¥­â¨à®¢ ­­ ï ¯® ­®à¬ «¨ ª ¯®¢¥àå­®áâ¨¯«¥­ª¨ (à¨á. 1.3).Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¢ á¥ç¥­¨¨ X = 0 ¯®â®ª �¨¤ª®áâ¨ ¢áâã¯ ¥â ¢ª®­â ªâ á £ §®¬, â ª çâ® ­  á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ (Y = 0) ãáâ ­ ¢-«¨¢ ¥âáï ¯®áâ®ï­­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï ¯®£«®é ¥¬®£® ª®¬¯®­¥­â  C =Cs,  ¯®áâã¯ îé ï ­  ®à®è¥­¨¥ �¨¤ª®áâì ­¥ á®¤¥à�¨â à áâ¢®àïîé¥£®-áï ¢¥é¥áâ¢ . �à®¬¥ â®£®, ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® áâ¥­ª  ­¥¯à®­¨æ ¥¬ .�£à ­¨ç¨¬áï ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥¬ ­ ¨¡®«¥¥ ¢ �­®£® á«ãç ï ¡®«ìè¨å ç¨á¥«Ǒ¥ª«¥, ª®£¤  ¬®«¥ªã«ïà­®© ¤¨ääã§¨¥© ¢¤®«ì ¯«¥­ª¨ ¬®�­® ¯à¥­¥-¡à¥çì.� á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢­ãâà¨ ¯«¥­ª¨ á ãç¥â®¬ á¤¥« ­­ëå¤®¯ãé¥­¨© ®¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®-¢¨ï¬¨ [23℄: (1− y2) ∂c

∂x
= 1Pe ∂2c

∂y2 ; (3.4.1)
x = 0, c = 0 (0 6 y 6 1); (3.4.2)
y = 0, c = 1 (x > 0); (3.4.3)
y = 1, ∂c/∂y = 0 (x > 0), (3.4.4)¯à¨ § ¯¨á¨ ª®â®àëå ¡ë«¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë

x = X

h
, y = Y

h
, c = C

Cs , Pe = hUmax
D

. (3.4.5)�â¬¥â¨¬, çâ® ¢¡«¨§¨ ¢å®¤­®£® á¥ç¥­¨ï ¯à¨ ¬ «ëå §­ ç¥­¨ïå
x 6 O(Pe−1/2) á«¥¤ã¥â à áá¬ âà¨¢ âì ¯®«­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¬ áá®¯¥à¥-­®á , ¢ ª®â®à®¬ ¢¬¥áâ® ç«¥­  ∂2c/∂y2 áâ®¨â �c.Ǒà¨¡«¨�¥­¨¥ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï. �á­®¢­®¥ ¨§¬¥-­¥­¨¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ­  ­ ç «ì­®¬ ãç áâª¥ ¤«ï x = O(1) ¡ã¤¥â ¯à®¨á-å®¤¨âì ¢ â®­ª®¬ ¤¨ääã§¨®­­®¬ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥ ¢¡«¨§¨ á¢®¡®¤­®©¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯«¥­ª¨. � íâ®© ®¡« áâ¨ á¤¥« ¥¬ à áâï�¥­¨¥ ¯®¯¥à¥ç­®©ª®®à¤¨­ âë ¯® ¯à ¢¨«ã

y = w/
√Pe. (3.4.6)Ǒ®¤áâ ¢«ïï ¢ëà �¥­¨¥ (3.4.6) ¢ (3.4.1) ¨ ¯¥à¥å®¤ï ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨Pe → ∞ (áç¨â ¥âáï, çâ® ¯¥à¥¬¥­­ë¥ x, w ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨¬¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¨¬¥îâ ¯®àï¤®ª ¥¤¨­¨æë), ¯®«ãç¨¬ ãà ¢­¥­¨¥

∂c

∂x
= ∂2c

∂w2 . (3.4.7)



116 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « å� ááâ®ï­¨¥ ¤® áâ¥­ª¨, ª®â®à®¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª®®à¤¨­ â®© y = 1, ¢á¨«ã (3.4.6) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â w = √Pe. Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ Pe → ∞ §­ ç¥­¨î
y = 1, ä¨£ãà¨àãîé¥¬ã ¢ £à ­¨ç­®¬ ãá«®¢¨¨ (3.4.4), ®â¢¥ç ¥â w→∞.�ç¨âë¢ ï áª § ­­®¥, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (3.4.2)| (3.4.4)¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:
x = 0, c = 0; w = 0, c = 1; w → ∞, ∂c/∂w→ 0. (3.4.8)�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (3.4.7), (3.4.8) ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©

c = erf
( w2√x ) , (3.4.9)£¤¥ erf
 z = 2√
π

∫ ∞

z

exp(−t2) dt | ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë© ¨­â¥£à « ¢¥à®-ïâ­®áâ¥©.�¨ää¥à¥­æ¨àãï ¢ëà �¥­¨¥ (3.4.9), ­ å®¤¨¬ ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®-â®ª ­  ¯®¢¥àå­®áâì ¯«¥­ª¨ [100℄
j = −

(
∂c

∂y

)

y=0 = ( Pe
πx

)1/2
. (3.4.10)�¥§à §¬¥à­ë© ¨­â¥£à «ì­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  ç áâì ¯®-¢¥àå­®áâ¨ ¯«¥­ª¨, à á¯®«®�¥­­®© ­  ¨­â¥à¢ «¥ ®â 0 ¤® x, à ¢¥­

I = ∫ x0 j dx = 2( Pe
π
x

)1/2
. (3.4.11)�®à¬ã«ë (3.4.10), (3.4.11) áâ ­®¢ïâáï ­¥¯à¨£®¤­ë¬¨ ¯à¨ ¤®áâ -â®ç­® ¡®«ìè¨å §­ ç¥­¨ïå x, ª®£¤  ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®©ý¯à®à áâ ¥âþ ç¥à¥§ ¢áî â®«é¨­ã ¯«¥­ª¨. �«ï â®£® çâ®¡ë ®æ¥­¨âì®¡« áâì ¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨ íâ¨å ä®à¬ã«, à áá¬®âà¨¬ ¨áå®¤­ãî § ¤ çã(3.4.1) | (3.4.4).�®ç­®¥ à¥è¥­¨¥. �¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (3.4.1) | (3.4.4) ¢® ¢á¥© ®¡« áâ¨0 6 x <∞ ¨é¥¬ ¢ ¢¨¤¥ àï¤  [23, 223℄

c = 1− ∞∑

m=0Am exp(− λ2mPe x)Hm(y), (3.4.12)£¤¥ ¨áª®¬ë¥ äã­ªæ¨¨ Hm ¨ ª®íää¨æ¨¥­âë Am ¨ λm ­¥ § ¢¨áïâ ®âç¨á«  Ǒ¥ª«¥.Ǒ®á«¥ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ à §«®�¥­¨ï (3.4.12) ¢ (3.4.1) ¨ ¯®á«¥¤ãîé¥-£® à §¤¥«¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã ®¡ëª­®¢¥­­®¬ã¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®¬ã ãà ¢­¥­¨î ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï äã­ªæ¨© Hm:
d2Hm

dy2 + λ2m(1− y2)Hm = 0. (3.4.13)



3.4. � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨ 117������� 3.2�®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï λm ¨ ª®íää¨æ¨¥­âë à §«®�¥­¨ï Am¢ à¥è¥­¨¨ (3.4.12) ¤«ï à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®­æ¥­âà æ¨¨¢­ãâà¨ ¯«¥­ª¨, ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª®â®à®©  ¡á®à¡¨àã¥âáï £ §
m λm Am m λm Am1 2,2631 1,3382 6 22,3181 −0,18732 6,2977 −0,5455 7 26,3197 0,16313 10,3077 0,3589 8 30,3209 −0,14494 14,3128 −0,2721 9 34,3219 0,13065 18,3159 0,2211 10 38,3227 −0,1191�à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï Hm ¯®«ãç¨¬ ¨§ (3.4.3) ¨ (3.4.4) á ãç¥â®¬¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï (3.4.12):

y = 0, Hm = 0; y = 1, dHm

dy
= 0. (3.4.14)� ¤ ç  (3.4.13) ¨ (3.4.14) á«ã�¨â ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á®¡áâ¢¥­­ëåäã­ªæ¨© Hm ¨ á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© λm.�¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (3.4.13) ¨¬¥¥â ¢¨¤ [223℄

Hm(y) = exp(− 12 λmy
2)[B1�(am,

12 ; λmy
2) ++B2y�(am + 12 , 32 ; λmy

2)℄, am = 14 (1− λm), (3.4.15)£¤¥ �(a, b, ξ) = 1 + ∞∑

m=1 a(a+ 1) . . . (a+m− 1)
b(b+ 1) . . . (b+m− 1) ξm

m! | ¢ëà®�¤¥­­ ï£¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï.�¤®¢«¥â¢®àïï ¯¥à¢®¬ã £à ­¨ç­®¬ã ãá«®¢¨î (3.4.14), ­ å®¤¨¬
B1 = 0. Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâ® §­ ç¥­¨¥ ¢ ä®à¬ã«ã (3.4.15) ¨ ¯®« £ ï B2 = 1(äã­ªæ¨¨ Hm ®¯à¥¤¥«ïîâáï á â®ç­®áâìî ¤® ¯®áâ®ï­­®£® á®¬­®�¨â¥-«ï), ¯®«ãç¨¬

Hm(y) = y exp (− 12 λmy
2)� (am + 12 , 32 ; λmy

2) . (3.4.16)Ǒ®¤áâ ¢«ïï äã­ªæ¨î (3.4.16) ¢® ¢â®à®¥ £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥(3.4.14), ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã âà ­áæ¥­¤¥­â­®¬ã ãà ¢­¥­¨î ¤«ï®¯à¥¤¥«¥­¨ï á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© λm:
λm� (am + 12 , 32 ; λm

)
− � (am + 12 , 12 ; λm

) = 0, (3.4.17)¯à¨ ¢ë¢®¤¥ ª®â®à®£® ¡ë«® ¨á¯®«ì§®¢ ­® à ¢¥­áâ¢® [12℄
d

dξ
�(a, b; ξ) = 1− b

ξ

[�(a, b; ξ)− �(a, b− 1; ξ)].� â ¡«. 3.2 ¯à¨¢¥¤¥­ë 10 ¯¥à¢ëå á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© λm,¢ëç¨á«¥­­ëå ¢ à ¡®â¥ [290℄.



118 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « å� ©¬¥¬áï â¥¯¥àì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ª®íää¨æ¨¥­â®¢ Am. Ǒ®¤áâ ­®¢ª àï¤  (3.4.12) ¢ £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥ (3.4.2) ¤ ¥â
∞∑

m=1AmHm(y) = 1. (3.4.18)�¬­®�¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ (3.4.13) ­  á®¡áâ¢¥­­ãî äã­ªæ¨î Hk (k 6=m)¨ ¯à®¨­â¥£à¨àã¥¬ ¯®«ãç¥­­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¯® y ®â 0 ¤® 1. Ǒ®á«¥ ­¥ª®-â®àëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© á ãç¥â®¬ £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨© (3.4.14) ¯à¨å®¤¨¬ª ãá«®¢¨ï¬ ®àâ®£®­ «ì­®áâ¨ ¤«ïHk ¨ Hm á ¢¥á®¢®© äã­ªæ¨¥© (1−y2):
∫ 10 (1− y2)HmHk dy = 0 (k 6= m). (3.4.19)�¬­®� ï ®¡¥ ç áâ¨ à ¢¥­áâ¢  (3.4.18) ­  äã­ªæ¨î (1 − y2)Hk ¨¨­â¥£à¨àãï ¯®«ãç¥­­ë© àï¤ ¯® ¢á¥© â®«é¨­¥ ¯«¥­ª¨ á ãç¥â®¬ (3.4.19),­ ©¤¥¬ ª®íää¨æ¨¥­âë

Am = ∫ 10 (1− y2)Hm(y) dy
∫ 10 (1− y2)[Hm(y)]2 dy , £¤¥ m = 1, 2, . . . (3.4.20)� â ¡«. 3.2 ãª § ­ë 10 ¯¥à¢ëå ª®íää¨æ¨¥­â®¢ Am, ¢ëç¨á«¥­­ëå¢ à ¡®â¥ [290℄.�¥§à §¬¥à­ë© ¨­â¥£à «ì­ë© ¯®â®ª ­  ç áâì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯«¥­ª¨®â 0 ¤® x á ãç¥â®¬ à ¢¥­áâ¢  (3.4.12) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥

I = −
∫ x0 (

∂c

∂y

)

y=0 dx == Pe ∞∑

m=1 Am

λ2m (
dHm

dy

)

y=0 [1− exp(− λ2mPe x)] . (3.4.21)Ǒ®¤áâ ¢«ïï áî¤  äã­ªæ¨î (3.4.16), ¨¬¥¥¬
I = Pe ∞∑

m=1 Am

λ2m [1− exp(− λ2mPe x)] . (3.4.22)�®¯®áâ ¢«¥­¨¥ íâ®© ä®à¬ã«ë á (3.4.11) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯à¨¡«¨-�¥­¨¥¬ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¬®�­® ¯®«ì§®¢ âìáï ¢ ®¡-« áâ¨ x 6 0,1Pe.� áâ¢®à¥­¨¥ ¯« áâ¨­ë « ¬¨­ à­®© ¯«¥­ª®© �¨¤ª®áâ¨.� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¬ áá®¯¥à¥­®á ®â â¢¥à¤®© áâ¥­ª¨ ª �¨¤ª®© ¯«¥­ª¥



3.4. � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨ 119¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. � ª ï § ¤ ç  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â §­ ç¨â¥«ì­ë©¨­â¥à¥á ¢ á¢ï§¨ á ¯à®æ¥áá ¬¨ à áâ¢®à¥­¨ï, ªà¨áâ ««¨§ æ¨¨, ª®àà®-§¨¨,  ­®¤­®£® à áâ¢®à¥­¨ï ¬¥â ««®¢ ¢ àï¤¥ í«¥ªâà®å¨¬¨ç¥áª¨å ¯à®-¨§¢®¤áâ¢ ¨ ¤à. �® ¬­®£¨å á«ãç ïå, ¢áâà¥ç îé¨åáï ­  ¯à ªâ¨ª¥, ¯à®-æ¥ááë à áâ¢®à¥­¨ï ¯à®â¥ª îâ ¤®áâ â®ç­® ¡ëáâà® ¯® áà ¢­¥­¨î á ¤¨ä-äã§¨¥©. Ǒ®íâ®¬ã ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯« áâ¨­ë ª®­æ¥­-âà æ¨ï ¯®áâ®ï­­  ¨ à ¢­  Cs,   ­  ¢å®¤­®¥ á¥ç¥­¨¥ ¯®¤ ¥âáï ç¨áâ ï�¨¤ª®áâì. � ª ¨ à ­¥¥, ¢¢¥¤¥¬ ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¯® ä®à¬ã-« ¬ (3.4.5). �®­¢¥ªâ¨¢­ë© ¬ áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª¥ �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¤ ­­®¬á«ãç ¥ ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬ (3.4.1), £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¯® ¯à®-¤®«ì­®© ¯¥à¥¬¥­­®© x (3.4.2) ¨ á«¥¤ãîé¨¬¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨¯® ¯®¯¥à¥ç­®© ª®®à¤¨­ â¥:
y = 0, ∂c

∂y
= 0 (x > 0); (3.4.23)

y = 1, c = 1 (x > 0). (3.4.24)�®âï íâ  § ¤ ç  ®â«¨ç ¥âáï ®â ¨§ãç¥­­®© à ­¥¥ § ¤ ç¨ (3.4.1) |(3.4.4) «¨èì ¯¥à¥áâ ­®¢ª®© £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨© (3.4.3) ¨ (3.4.4), ¨åà¥è¥­¨ï ¡ã¤ãâ áãé¥áâ¢¥­­® à §«¨ç âìáï.Ǒà¨¡«¨�¥­¨¥ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï. �  ­ ç «ì­®¬ãç áâª¥ ¯à¨ x = O(1) ®á­®¢­®¥ ¨§¬¥­¥­¨¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¯à®¨áå®¤¨â¢ ®¡« áâ¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï, ª®â®àë© à á¯®«®�¥­¢¡«¨§¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯« áâ¨­ë. �á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ ¢ íâ®© ®¡-« áâ¨ ¬®�­® ­ ©â¨ ¯ãâ¥¬ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ ¢ ãà ¢­¥­¨¥ (3.4.1) à áâï­ãâ®©ª®®à¤¨­ âë
ξ = (1− y) Pe1/3 (3.4.25)á ¯®á«¥¤ãîé¨¬ ¢ë¤¥«¥­¨¥¬ áâ àè¥£® ç«¥­  à §«®�¥­¨ï ª®­æ¥­âà -æ¨¨ ¯à¨ Pe→∞. � à¥§ã«ìâ â¥ ãª § ­­®© ¯à®æ¥¤ãàë ¯à¨å®¤¨¬ ª ãà ¢-­¥­¨î ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï2ξ ∂c

∂x
= ∂2c

∂ξ2 . (3.4.26)� ááã�¤ ï â ª �¥, ª ª íâ® ¤¥« «®áì à ­¥¥ ¢ § ¤ ç¥ ®¡  ¡á®à¡æ¨¨£ §®¢ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯«¥­ª¨, á ¯®¬®éìî (3.4.2), (3.4.23), (3.4.24) ¯®«ã-ç¨¬ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï (3.4.26), ª®â®àë¥ á â®ç­®áâìî¤® ¯¥à¥®¡®§­ ç¥­¨ï ξ → w á®¢¯ ¤ îâ á (3.4.8). �¥è¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¥© § ¤ ç¨ ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©
c = 1�(1/3) �( 13 , 2ξ39x ) , (3.4.27)£¤¥ �(1/3, z)| ­¥¯®«­ ï £ ¬¬ -äã­ªæ¨ï.
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j = 61/3�(1/3) Pe1/3

x1/3 ≈ 0,678 Pe1/3
x1/3 . (3.4.28)�®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¨­â¥£à «ì­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  ¯®¢¥àå-­®áâì ¯« áâ¨­ª¨ à ¢¥­

I = ∫ x0 j dx = 1,02Pe1/3 x2/3. (3.4.29)�®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ä®à¬ã« (3.4.9) | (3.4.11) ¨ (3.4.27) | (3.4.29) ¯®-ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯à¨ x ∼ 1 â®«é¨­  ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï¢¡«¨§¨ á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯«¥­ª¨ δ0 ∼ Pe−1/2 §­ ç¨â¥«ì­® ¬¥­ì-è¥ â®«é¨­ë ¯®£à ­á«®ï ¢¡«¨§¨ â¢¥à¤®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ δâ ∼ Pe−1/3. �®-®â¢¥âáâ¢¥­­® ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  á¢®¡®¤­ãî ¯®¢¥àå­®áâì ¡®«ì-è¥, ç¥¬ ­  â¢¥à¤ãî ¯®¢¥àå­®áâì. �à®¬¥ â®£®, ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª­  á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ã¡ë¢ ¥â ¡ëáâà¥¥, ç¥¬ ­  â¢¥à¤®© £à ­¨-æ¥, ¯® ¬¥à¥ ¯à®¤¢¨�¥­¨ï ®â ¢å®¤­®£® á¥ç¥­¨ï. �ª § ­­ë¥ íää¥ªâë®¡ãá«®¢«¥­ë â¥¬, çâ® ¢¡«¨§¨ á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ �¨¤ª®áâì ¤¢¨-�¥âáï áãé¥áâ¢¥­­® ¡ëáâà¥¥, ç¥¬ ¢¡«¨§¨ â¢¥à¤®© £à ­¨æë, ­  ª®â®à®©¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ ¯à¨«¨¯ ­¨ï.�ª § ­­®¥ ¤«ï ¯«¥­ª¨ �¨¤ª®áâ¨ ¡ã¤¥â á¯à ¢¥¤«¨¢® â ª�¥ ¤«ï ¯®-¤ ¢«ïîé¥£® ¡®«ìè¨­áâ¢  § ¤ ç ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï.� ¨¬¥­­®, ¢¡«¨§¨ £à ­¨æë à §¤¥«  £ §{�¨¤ª®áâì ¨«¨ �¨¤ª®áâì{�¨¤ª®áâì ¡¥§à §¬¥à­ ï â®«é¨­  ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¯à®¯®àæ¨®­ «ì-­  Pe−1/2 (¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª j ∼ Pe1/2),   ¢¡«¨§¨ £à ­¨æ â¨¯ �¨¤ª®áâì{â¢¥à¤®¥ â¥«® â®«é¨­  ¯®£à ­á«®ï ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­  Pe−1/3(¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª j ∼ Pe1/3).�®ç­®¥ à¥è¥­¨¥. �¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (3.4.1), (3.4.2), (3.4.23), (3.4.24)¢® ¢á¥© ®¡« áâ¨ 06 x <∞, ª ª ¨ à ­¥¥, ¨é¥¬ ¢ ¢¨¤¥ àï¤  (3.4.12), £¤¥á®¡áâ¢¥­­ë¥ äã­ªæ¨¨ Hm ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢­¥­¨î (3.4.13). (�¥¨§-¢¥áâ­ë¥ ª®íää¨æ¨¥­âë λm, Am ¨ äã­ªæ¨¨ Hm ¯®¤«¥� â ®¯à¥¤¥«¥-­¨î ¨ ¡ã¤ãâ ¨­ë¬¨, ç¥¬ ¢ § ¤ ç¥ ®¡  ¡á®à¡æ¨¨ £ §®¢ ­  á¢®¡®¤­ãî¯®¢¥àå­®áâì ¯«¥­ª¨). �à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï Hm ­ ©¤¥¬, ¯®¤áâ ¢«ïïà §«®�¥­¨¥ (3.4.12) ¢ (3.4.23) ¨ (3.4.24). � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬
y = 0, dHm

dy
= 0; y = 1, Hm = 0. (3.4.30)�¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (3.4.13) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®© (3.4.15).�¤®¢«¥â¢®àïï ¯¥à¢®¬ã £à ­¨ç­®¬ã ãá«®¢¨î (3.4.30), ¨¬¥¥¬ B2 = 0.



3.4. � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨ 121Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâ® §­ ç¥­¨¥ ¢ (3.4.15) ¨ ¯®« £ ï B1 = 1, ¯à¨å®¤¨¬ ª ¢ë-à �¥­¨î
Hm(y) = exp (− 12 λmy

2)� ( 14 − 14 λm,
12 ; λmy

2) . (3.4.31)�à ­áæ¥­¤¥­â­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¤«ï á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© λm ¢ë-¢®¤¨âáï á ¯®¬®éìî ¢â®à®£® £à ­¨ç­®£® ãá«®¢¨ï (3.4.30) ¨ ä®à-¬ã«ë (3.4.31):� (am,
12 ; λm

) = 0, £¤¥ am = 14 − 14 λm. (3.4.32)�®à­¨ ãà ¢­¥­¨ï (3.4.32) ¯®«®�¨â¥«ì­ë ¨ ¬®­®â®­­® ¢®§à áâ îâ,¯à¨ç¥¬ λm → ∞ ¯à¨ m → ∞. �ç¨âë¢ ï áª § ­­®¥, ­ ©¤¥¬  á¨¬¯â®-â¨ªã á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© λm ¯à¨ ¡®«ìè¨å ¯®àï¤ª®¢ëå ­®¬¥à å m.Ǒà¨ ®¤­®¢à¥¬¥­­®¬ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ¤¢ãå ãá«®¢¨©
x→ ∞ ¨ x− 2b+ 4a = 
onst (3.4.33) á¨¬¯â®â¨ª  ¢ëà®�¤¥­­®© £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª®© äã­ªæ¨¨ ¨¬¥¥â¢¨¤ [170℄�(a, b;x) = 2�(b)32/3�(2/3) (b− 2a)2/3−bex/2 [sin(aπ + π6 )+O(x−2/3)] .(3.4.34)� à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ á«ãç ¥ x = λm ¨ x − 2b + 4a = 0, â.¥. ¨¬¥-îâ ¬¥áâ® ãá«®¢¨ï (3.4.33). Ǒ®íâ®¬ã à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ á®¡áâ¢¥­­ëå §­ -ç¥­¨© λm, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãà ¢­¥­¨î (3.4.32), ¯à¨ m → ∞ á®£« á-­® ä®à¬ã«¥ (3.4.34) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï âà¨£®­®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ãà ¢­¥­¨¥¬sin(amπ + π/6) = 0. �£® à¥è¥­¨ï ®¯¨áë¢ îâáï ä®à¬ã«®©

am = −m− 16 , £¤¥ m = 0, ±1, ±2, . . . (3.4.35)Ǒ®¤áâ ¢«ïï áî¤  am ¨§ (3.4.32), ¯®«ãç¨¬  á¨¬¯â®â¨ªã á®¡áâ¢¥­-­ëå §­ ç¥­¨© λm ¯à¨ m→ ∞ [298℄
λm = 4m+ 53 . (3.4.36)�â¬¥â¨¬ § ¬¥ç â¥«ì­ë© ä ªâ: å®âï ä®à¬ã«  (3.4.36) ¨ ¡ë«  ¢ë-¢¥¤¥­  ¤«ï ¡®«ìè¨å ¯®àï¤ª®¢ëå ­®¬¥à®¢ m, ¥¥ á ãá¯¥å®¬ ¬®�­® ¨á-¯®«ì§®¢ âì ¤«ï ¢á¥åm=0, 1, 2, . . . �®¯®áâ ¢«¥­¨¥ á à¥§ã«ìâ â ¬¨ ç¨á-«¥­­ëå à áç¥â®¢ [209℄ (á¬. â ª�¥ [129℄) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì­ ï¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã«ë (3.4.36) ­ ¡«î¤ ¥âáï ¯à¨ m = 0 ¨ á®áâ ¢«ï¥â¢á¥£® 0,9%.�¬¥áâ® (3.4.36) ¤«ï á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì¡®«¥¥ â®ç­ãî § ¢¨á¨¬®áâì

λm = 4m+ 1,68 (m = 0, 1, 2, . . . ), (3.4.37)



122 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « å¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© ¬¥­ìè¥ 0,2%.�®íää¨æ¨¥­âë Am àï¤  (3.4.12), ª ª ¨ à ­¥¥, ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯®ä®à¬ã«¥ (3.4.20), £¤¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ äã­ªæ¨¨ Hm ¢ë¯¨á ­ë ¢ (3.4.31).�¥§ã«ìâ âë ç¨á«¥­­ëå [209℄ ¨  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å [298℄ ¬¥â®¤®¢à áç¥â  ª®íää¨æ¨¥­â®¢ Am ¬®�­®  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ âì â ª:
A0 = 1,2; Am = 2,27 (−1)mλ−7/6

m ¯à¨ m = 1, 2, 3, . . . , (3.4.38)£¤¥ λm ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ (3.4.37). � ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ¢ëà �¥­¨©(3.4.38) á®áâ ¢«ï¥â ¬¥­ìè¥ 0,1%.�­â¥£à «ì­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯« áâ¨­ª¨¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ (3.4.21), £¤¥ (dHm/dy)y=0 á«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì­  (dHm/dy)y=1. �«ï á®¡áâ¢¥­­ëå äã­ªæ¨© Hm ¨ ª®íää¨æ¨¥­â®¢ λm¨ Am ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¢ëà �¥­¨ï (3.4.31), (3.4.37), (3.4.38).3.5. �¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á ¯à¨ « ¬¨­ à­®¬â¥ç¥­¨¨ ¢ ªàã£«®© âàã¡¥�­®£¨¥ ¯à®æ¥ááë ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¬ áá®- ¨ â¥¯«®¯¥à¥­®á  ¢ å¨¬¨-ç¥áª®©, ­¥äâ¥å¨¬¨ç¥áª®©, £ §®¢®©,  â®¬­®© ¨ ¤àã£¨å ®âà á«ïå ¯à®-¬ëè«¥­­®áâ¨ ®áãé¥áâ¢«ïîâáï ¢ âàã¡ å (¢®¤®-, £ §®- ¨ ­¥äâ¥¯à®¢®¤ë,â¥¯«®®¡¬¥­­¨ª¨ ¨ ¤à.).� ç¨­ ï á ª« áá¨ç¥áª¨å à ¡®â �à¥âæ  ¨ �ãáá¥«ìâ  [232, 266℄, § -¤ ç¨ ® à á¯à¥¤¥«¥­¨¨ â¥¬¯¥à âãàë �¨¤ª®áâ¨, ¤¢¨�ãé¥©áï ¯® âàã¡¥,¯à¨ à §«¨ç­ëå ¯à¥¤¯®«®�¥­¨ïå ® â¨¯¥ â¥ç¥­¨ï, ä®à¬¥ âàã¡ë, ¢¨¤¥£à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨©, ¢¥«¨ç¨­ å ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥ ¨ àï¤¥ ã¯à®é¥­¨© à á-á¬ âà¨¢ «¨áì ¬­®£¨¬¨  ¢â®à ¬¨ (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [7, 93, 129, 150, 164,197, 209, 223, 245, 255, 298℄). � ¤ ­­®¬ à §¤¥«¥ ¡ã¤ãâ ®¯¨á ­ë ­ ¨¡®«¥¥¢ �­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¢ íâ®© ®¡« áâ¨.�àã¡  á ¯®áâ®ï­­®© â¥¬¯¥à âãà®© ­  áâ¥­ª¥. � áá¬®âà¨¬« ¬¨­ à­®¥ áâ ¡¨«¨§¨à®¢ ­­®¥ â¥ç¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨ ¢ ªàã£«®© âàã¡¥à ¤¨ãá  a á ¯ã §¥©«¥¢áª¨¬ ¯à®ä¨«¥¬ áª®à®áâ¨ (á¬. à §¤. 1.5). �¢¥¤¥¬æ¨«¨­¤à¨ç¥áªãî á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨­ âR, Z, £¤¥ ®áì Z ­ ¯à ¢«¥­  ¯® ®á¨¯®â®ª . �ç¨â ¥¬, çâ® ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ âàã¡ë ¯à¨ Z>0 ¯®¤¤¥à�¨¢ ¥âáï¯®áâ®ï­­ ï â¥¬¯¥à âãà  T2. �å®¤­®© ãç áâ®ª ¡ã¤¥¬ ¬®¤¥«¨à®¢ âì®¡« áâìî Z < 0, £¤¥ â¥¬¯¥à âãà  ­  áâ¥­ª¥ âàã¡ë â®�¥ ¯®áâ®ï­­ ,­® ¯à¨­¨¬ ¥â ¤àã£®¥ §­ ç¥­¨¥, à ¢­®¥ T1.Ǒà®æ¥áá ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® â¥¯«®¯¥à¥­®á  ¢ âàã¡¥ ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢-­¥­¨¥¬ ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨PeT (1− ̺2) ∂T
∂z

= ∂2T
∂̺2 + 1̺ ∂T

∂̺
+ ∂2T

∂z2 ; (3.5.1)



3.5. �¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á ¯à¨ « ¬¨­ à­®¬ â¥ç¥­¨¨ ¢ ªàã£«®© âàã¡¥ 123
̺ = 0, ∂T

∂̺
= 0; ̺ = 1, T = { 0 ¯à¨ z < 0;1 ¯à¨ z > 0; (3.5.2)

z → −∞, T → 0; z → ∞, T → 1, (3.5.3)¯à¨ § ¯¨á¨ ª®â®àëå ¡ë«¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë
̺ = R

a
, z = Z

a
, T = T∗ − T1

T2 − T1 , PeT = aUmax
χ

,£¤¥ T∗ | â¥¬¯¥à âãà  �¨¤ª®áâ¨, χ| ª®íää¨æ¨¥­â â¥¬¯¥à âãà®¯à®-¢®¤­®áâ¨, Umax=a2�P/(4µL)|¬ ªá¨¬ «ì­ ï áª®à®áâì ¢ æ¥­âà¥ âàã-¡ë, �P |¯¥à¥¯ ¤ ¤ ¢«¥­¨ï ­  ¤«¨­¥ L, µ|¤¨­ ¬¨ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì�¨¤ª®áâ¨.�®«ìè¨¥ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥ (­ ç «ì­ë© ãç áâ®ª). Ǒà¨ PeT → ∞ ¢®¡« áâ¨ z < 0 â¥¬¯¥à âãà  �¨¤ª®áâ¨ ¯®áâ®ï­­  ¨ à ¢­  â¥¬¯¥à âãà¥­  áâ¥­ª¥ T ≈ 0. � ®¡« áâ¨ z > 0 ¯à¨ z = O(1) ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨âàã¡ë ä®à¬¨àã¥âáï â®­ª¨© â¥¯«®¢®© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®©. � íâ®©®¡« áâ¨ ¢ «¥¢®© ç áâ¨ ãà ¢­¥­¨ï (3.5.1) ¬®�­® ®£à ­¨ç¨âìáï £« ¢­ë¬ç«¥­®¬ à §«®�¥­¨ï áª®à®áâ¨ ¯à¨ ̺ → 1 ¨ § ¯¨á âì v = 1 − ̺2 ≈
≈ 2ξ, £¤¥ ξ = 1 − ̺. �à®¬¥ â®£®, ¤¢ã¬ï ¯®á«¥¤­¨¬¨ ç«¥­ ¬¨ ¢¯à ¢®© ç áâ¨ (3.5.1) ¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì ¯® áà ¢­¥­¨î á ¯¥à¢ë¬, â.¥.�T ≈∂2T/∂ξ2. � ¨â®£¥ ¯à¨å®¤¨¬ ª ãà ¢­¥­¨î, ª®â®à®¥ á â®ç­®áâìî ¤®¯¥à¥®¡®§­ ç¥­¨© á®¢¯ ¤ ¥â á (3.4.26). �ç¨âë¢ ï £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï(3.5.2), ¤«ï à á¯à¥¤¥«¥­¨ï â¥¬¯¥à âãàë ¢ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥ ¯®«ãç¨¬

T = 1�(1/3) �( 13 , 2PeT (1− ̺)39z )
. (3.5.4)�®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¡¥§à §¬¥à­ë¥ «®ª «ì­ë© jT ¨ ¨­â¥£à «ì­ë© ITâ¥¯«®¢ë¥ ¯®â®ª¨ ¨¬¥îâ ¢¨¤ [255℄

jT = −
(
∂T

∂̺

)

̺=1 = 1�(1/3) ( 6PeT
z

)1/3
, (3.5.5)

IT = ∫ z0 jT dz = 3(6PeT )1/32�(1/3) z2/3. (3.5.6)�¡« áâì ¯à¨¬¥­¥­¨ï ä®à¬ã« (3.5.4)| (3.5.6) ®£à ­¨ç¥­  §­ ç¥­¨-ï¬¨ z≪ PeT . �ª § ­­®¥ ®£à ­¨ç¥­¨¥ á®£« á­® ®æ¥­ª¥ [100℄ ¯à ªâ¨ç¥-áª¨ ¢á¥£¤  ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢  ­ «®£¨ç­®© § ¤ ç¥ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à -­¨ç­®£® á«®ï.Ǒà®¨§¢®«ì­ë¥ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ 0 6 PeT < ∞ à á-¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë �¨¤ª®áâ¨ ¨é¥¬ ¯® ®â¤¥«ì­®áâ¨ ¯® à §­ë¥



124 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « åáâ®à®­ë ®â ¢å®¤­®£® á¥ç¥­¨ï âàã¡ë ¢ ¢¨¤¥ àï¤®¢:
T = ∞∑

k=0Bk exp( η2kPeT z

)
gk(̺) ¯à¨ z < 0, (3.5.7)

T = 1− ∞∑

m=0Am exp(− λ2mPeT z

)
fm(̺) ¯à¨ z > 0. (3.5.8)Ǒ®¤áâ ¢«ïï à §«®�¥­¨ï (3.5.7) ¨ (3.5.8) ¢ ãà ¢­¥­¨¥ (3.5.1) ¨£à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (3.5.2), (3.5.3), ¯®á«¥ à §¤¥«¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå ¤«ïá®¡áâ¢¥­­ëå äã­ªæ¨© gk ¨ fm ¨ á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© ηk ¨ λm¯®«ãç¨¬ á¯¥ªâà «ì­ë¥ § ¤ ç¨

d2gk

d̺2 + 1̺ dgk

d̺
+ η2k (̺2 − 1 + η2kPe2T ) gk = 0;

̺ = 0, dgk

d̺
= 0; ̺ = 1, gk = 0; (3.5.9)

d2fm

d̺2 + 1̺ dfm

d̺
+ λ2m(−̺2 + 1 + λ2mPe2T ) fm = 0;

̺ = 0, dfm

d̺
= 0; ̺ = 1, fm = 0. (3.5.10)�®¡áâ¢¥­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï «¨èì á â®ç­®áâìî ¤® ¯®áâ®-ï­­®£® ¬­®�¨â¥«ï. �«ï â®£® çâ®¡ë ®¤­®§­ ç­® ä¨ªá¨à®¢ âì à¥è¥­¨ïá¯¥ªâà «ì­ëå § ¤ ç (3.5.9), (3.5.10), ¢ëáâ ¢¨¬ ãá«®¢¨ï ­®à¬¨à®¢ª¨ ­ ®á¨ ¯®â®ª 

gk = 1, fm = 1 ¯à¨ ̺ = 0. (3.5.11)�¥¬¯¥à âãà  T = T (̺, z) ¨ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ ï ¤®«�­ë ¡ëâì ­¥¯à¥-àë¢­ë ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ç¥à¥§ á¥ç¥­¨¥ z = 0:
T (̺,−0) = T (̺,+0); ∂T

∂z
(̺,−0) = ∂T

∂z
(̺,+0). (3.5.12)�á«®¢¨ï á®£« á®¢ ­¨ï (3.5.12) ¯®§¢®«ïîâ ­ ©â¨ ª®íää¨æ¨¥­âë

Bk ¨ Am àï¤®¢ (3.5.7) ¨ (3.5.8). � à ¡®â å [7, 246℄ ¡ë«¨ ¢ë¢¥¤¥­ëä®à¬ã«ë
Bk = − 2

ηk

(
∂g

∂η

)

̺=1, η=ηk

, Am = − 2
λm

(
∂f

∂λ

)

̺=1, λ=λm

. (3.5.13)�¤¥áì g = g(̺, η) ¨ f = f(̺, λ) | ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ äã­ªæ¨¨, ª®â®àë¥®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï § ¤ ç (3.5.9) | (3.5.11), £¤¥ ®¯ãé¥­ë



3.5. �¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á ¯à¨ « ¬¨­ à­®¬ â¥ç¥­¨¨ ¢ ªàã£«®© âàã¡¥ 125¨­¤¥ªáë k ¨ m ¨ ®â¡à®è¥­ë £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ­  áâ¥­ª å âàã¡ë¯à¨ ̺ = 1.� «¥¥ ®£à ­¨ç¨¬áï ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥¬ ®¡« áâ¨ z > 0.Ǒàï¬®© ¯à®¢¥àª®© ¬®�­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® § ¬¥­  u = λm̺
2,

F = exp(u/2)fm ¯à¨¢®¤¨â (3.5.9) ª ¢ëà®�¤¥­­®¬ã £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨-ç¥áª®¬ã ãà ¢­¥­¨î ¤«ï äã­ªæ¨¨ F = F (u) [12℄. Ǒ®íâ®¬ã à¥è¥­¨¥á¯¥ªâà «ì­®© § ¤ ç¨ (3.5.10), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î ­®à¬¨à®¢ª¨(3.5.11), ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ ¢ëà®�¤¥­­ãî £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áªãî äã­ª-æ¨î �(a, b; ξ) ¢ ¢¨¤¥
fm = exp (− 12 λm̺

2)�(am, 1;λm̺
2), (3.5.14)

am = 12 − 14 λm − λ3m4PeT ,£¤¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï λm ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï âà ­áæ¥­-¤¥­â­®£® ãà ¢­¥­¨ï �(am, 1;λm) = 0. (3.5.15)�á¯®¬®£ â¥«ì­ ï äã­ªæ¨ï f = f(̺, λ), á ¯®¬®éìî ª®â®à®© ¢ëç¨á-«ïîâáï ª®íää¨æ¨¥­âë Am (3.5.13), ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ä®à¬ã«ë (3.5.14)¯®á«¥ ®¯ãáª ­¨ï ¨­¤¥ªá®¢ m.�§ãç¨¬  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© λm ¨ª®íää¨æ¨¥­â®¢ Am ¢ ­¥ª®â®àëå ¯à¥¤¥«ì­ëå á«ãç ïå.Ǒà¨ ¬ «ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ «¥¢®© ç áâìî ãà ¢­¥­¨ï (3.5.1) ¬®�­®¯à¥­¥¡à¥çì. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ ­¥ ¤®«�­®§ ¢¨á¥âì ®â ç¨á«  Ǒ¥ª«¥. Ǒ®íâ®¬ã ¨§ ¢ëà �¥­¨ï (3.5.8) á«¥¤ã¥â,çâ® λm = �(√PeT ). �ç¨âë¢ ï áª § ­­®¥ ¨ ¨á¯®«ì§ãï ¯à¥¤¥«ì­®¥á®®â­®è¥­¨¥ lim�(a, 1;−ξ/a) = J0(2√ξ ) [12℄, ¨§ ä®à¬ã« (3.5.13) |(3.5.15) ¯à¨ PeT → 0 ¯®«ãç¨¬
λm = (γm PeT )1/2, Am = −

[
γmJ1(γm)]−1

, fm = J0(γm̺), (3.5.16)£¤¥ J0 = J0(ξ) ¨ J1 = J1(ξ) |äã­ªæ¨¨ �¥áá¥«ï, γm |ª®à­¨ äã­ªæ¨¨�¥áá¥«ï J0(γm) = 0.Ǒà¨¡«¨�¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï γm ã¤®¡­® ¢ëç¨á«ïâì á ¯®¬®éìî ¯à¨-¡«¨�¥­­®£® ¢ëà �¥­¨ï
γm = 2,4 + 3,13m (m = 0, 1, 2, . . . ), (3.5.17)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®£® á®áâ ¢«ï¥â ¬¥­ìè¥ 0,2% (áà ¢-­¥­¨¥ ¯à®¢®¤¨«®áì á ¤ ­­ë¬¨ [170℄).Ǒ®«®�¨¬ â¥¯¥àì Pe = ∞ ¢ ä®à¬ã« å (3.5.14) ¨ (3.5.15), çâ® á®®â-¢¥âáâ¢ã¥â ¯ à ¬¥âàã am = 14 (2− λm). � áá¬®âà¨¬ ¡®«ìè¨¥ §­ ç¥­¨ï



126 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « å¯®àï¤ª®¢®£® ­®¬¥à  m. � ¨áá«¥¤ã¥¬®¬ á«ãç ¥ ¢ë¯®«­ïîâáï ®¡  á®®â-­®è¥­¨ï (3.4.33) ¯à¨ x = λm, b = 1, 4a = 2 − λm. Ǒ®íâ®¬ã ¤«ï ¢ë-à®�¤¥­­®© £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª®© äã­ªæ¨¨ á¯à ¢¥¤«¨¢   á¨¬¯â®â¨ª (3.4.34), ¨ ª®à­¨ âà ­áæ¥­¤¥­â­®£® ãà ¢­¥­¨ï (3.5.15) ®¯à¥¤¥«ïîâáï¯® ä®à¬ã«¥ (3.4.35). Ǒ®¤áâ ¢«ïï am = 14 (2− λm) ¢ (3.4.35), ¤«ï á®¡-áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© λm ¨¬¥¥¬ [298℄
λm = 4m+ 83 . (3.5.18)�á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ (3.5.18), ¯®«ãç¥­­®¥ ¢ ¯à¥¤¯®«®�¥­¨¨

m≫ 1, ®ª §ë¢ ¥âáï ¯à¨£®¤­ë¬ ¤«ï ¢á¥å §­ ç¥­¨© m. �®¯®áâ ¢«¥­¨¥á ç¨á«¥­­ë¬¨ ¤ ­­ë¬¨ [129℄ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è-­®áâì ¢ëà �¥­¨ï (3.5.18) ­ ¡«î¤ ¥âáï ¯à¨ m = 0 ¨ á®áâ ¢«ï¥â 1,4%.�¬¥áâ® (3.5.18) ã¤®¡­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ãâ®ç­¥­­ãî § ¢¨á¨¬®áâì
λm = 4m+ 2,7 (m = 0, 1, 2, . . . ), (3.5.19)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© 0,3%.�®íää¨æ¨¥­âë Am àï¤  (3.5.8) ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì ¯® ä®à¬ã«¥

Am = 2,85 (−1)mλ−2/3
m , (3.5.20)ª®â®à ï á â®ç­®áâìî ¤® 0,5% á®£« áã¥âáï á  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¬¨ [298℄ ¨ç¨á«¥­­ë¬¨ [129℄ à¥§ã«ìâ â ¬¨.Ǒà¨ ¡®«ìè¨å, ­® ª®­¥ç­ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥, ¢ëà �¥­¨ï (3.5.19),(3.5.20) ¯à¨¬¥­¨¬ë «¨èì ¤«ï ®£à ­¨ç¥­­®£® ç¨á«  á®¡áâ¢¥­­ëå §­ -ç¥­¨©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î λm ≪ PeT .�¨á«¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï λ0, λ1, λ2 ¯à¨ à §«¨ç­ëå PeT , ¯®«ãç¥­­ë¥ á¯®¬®éìî ���, ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ [102℄. � ¢¨á¨¬®áâì £« ¢­®£® á®¡áâ¢¥­­®£®§­ ç¥­¨ï λ0 ®â ç¨á«  Ǒ¥ª«¥ å®à®è®  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥âáï ä®à¬ã«®©

λ0 = 2,7√ exp(0,27PeT )− 1exp(0,27PeT )− 0,18 , (3.5.21)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© á®áâ ¢«ï¥â ®ª®«® 1%.�ç¨âë¢ ï, çâ® ¡¥§à §¬¥à­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨¢ âàã¡¥ ¤ ¥âáï ¢ëà �¥­¨¥¬ u(̺) = 1 − ̺2, ¤«ï áà¥¤­¥© ¬ áá®¢®©â¥¬¯¥à âãàë ¢ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ á¥ç¥­¨¨ ¨¬¥¥¬
〈T 〉 = ∫ 10 Tu(̺)2π̺ d̺

∫ 10 u(̺)2π̺ d̺ = 4 ∫ 10 T (1− ̺2)̺ d̺.



3.5. �¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á ¯à¨ « ¬¨­ à­®¬ â¥ç¥­¨¨ ¢ ªàã£«®© âàã¡¥ 127Ǒ®¤áâ ¢«ïï ¢ íâã ä®à¬ã«ã àï¤ (3.5.8), ¯®«ãç¨¬
〈T 〉 = 1− ∞∑

m=0Em exp(− λ2mPeT z

)
, £¤¥ Em = 4Am

∫ 10 fm(1− ̺2)̺ d̺.(3.5.22)�¨ää¥à¥­æ¨àãï (3.5.8), ­ ©¤¥¬ «®ª «ì­ë© â¥¯«®¢®© ¯®â®ª ­ ¯®¢¥àå­®áâì âàã¡ë
jT = ( ∂T

∂̺

)

̺=1 = −
∞∑

m=0Amf
′
m(1) exp(− λ2mPeT

z

)
, (3.5.23)£¤¥ ¯à®¨§¢®¤­ãî ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì á ¯®¬®éìî ¢ëà -�¥­¨ï: f ′

m(1) = 2amλm exp(− 12 λm)�(am + 1, 2; λm).� ¨¡®«¥¥ ¢ �­®© ¢¥«¨ç¨­®©, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¥© ¯à ªâ¨ç¥áª¨© ¨­-â¥à¥á, ï¢«ï¥âáï ç¨á«® �ãáá¥«ìâ Nu = 2jT1− 〈T 〉 . (3.5.24)�¤¥áì 1 − 〈T 〉 | â¥¬¯¥à âãà­ë© ­ ¯®à, à ¢­ë© à §­®áâ¨ ¬¥�¤ãâ¥¬¯¥à âãà®© áâ¥­ª¨ ¨ áà¥¤­¥© â¥¬¯¥à âãà®© �¨¤ª®áâ¨.�§ ¢ëà �¥­¨© (3.5.22) | (3.5.24) á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¤ «¨ ®â ¢å®¤ ¢ âàã¡ã (¯à¨ z → +∞) ç¨á«® �ãáá¥«ìâ  áâà¥¬¨âáï ª ¯®áâ®ï­­®¬ã§­ ç¥­¨î, à ¢­®¬ãNu∞ = −f ′0(1)2 ∫ 10 f0(̺)(1− ̺2)̺ d̺ . (3.5.25)� áá¬®âà¨¬ á«ãç © ¬ «ëå ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥. �«ï íâ®£® ¯®¤áâ ¢¨¬ ¢(3.5.25) ¢ëà �¥­¨ï (3.5.16) ¯à¨ m = 0. �¨á«¨â¥«ì ¤à®¡¨ (3.5.25)¢ëç¨á«ï¥¬ ¯® ä®à¬ã«¥ dJ0/dx = −J1(x) [13℄,   §­ ¬¥­ â¥«ì | á¯®¬®éìî à¥ªãàà¥­â­®£® á®®â­®è¥­¨ï
∫
xkJm(x) dx = xkJm+1(x) − (k −m− 1) ∫ xk−1Jm+1(x) dx,ª®â®à®¥ ¢ë¢®¤¨âáï ­  ®á­®¢¥ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï á¢®©áâ¢ äã­ªæ¨© �¥áá¥-«ï: xm+1Jm(x) = d

dx

[
xm+1Jm+1(x)]. � ¨â®£¥ ¤«ï ¯à¥¤¥«ì­®£® ç¨á« �ãáá¥«ìâ  ¯à¨ PeT = 0 ¯®«ãç¨¬Nu∞ = γ304 J1(γ0)

J2(γ0) ≈ 4,16 (¯à¨ PeT → 0). (3.5.26)



128 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « åǑà¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ à áç¥âë ¯® ä®à¬ã«¥ (3.5.25) á ¯à¨¬¥-­¥­¨¥¬ ��� ¯à¨¢®¤ïâ ª §­ ç¥­¨î [129℄Nu∞ = 12 λ20 ≈ 3,66 (¯à¨ PeT → ∞). (3.5.27)Ǒà¥¤¥«ì­®¥ ç¨á«® �ãáá¥«ìâ  ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ç¨á« Ǒ¥ª«¥ å®à®è®  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥âáï ¢ëà �¥­¨¥¬Nu∞ = 4,16 + 1,15PeT1 + 0,315PeT , (3.5.28)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®£® á®áâ ¢«ï¥â ®ª®«® 0,6% (¤«ï®æ¥­ª¨ ¥£® â®ç­®áâ¨ ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì ç¨á«¥­­ë¥ ¤ ­­ë¥ [129℄).� áç¥âë ¯® ä®à¬ã«¥ (3.5.24) ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« åǑ¥ª«¥ ¢áî ¤«¨­ã ®¡®£à¥¢ ¥¬®© (®å« �¤ ¥¬®©) âàã¡ë ãá«®¢­® ¬®�­®¯®¤à §¤¥«¨âì ­  ¤¢  ãç áâª . �  ¯¥à¢®¬ ãç áâª¥ ¯à®¨áå®¤¨â ä®à-¬¨à®¢ ­¨¥ ¯à®ä¨«ï â¥¬¯¥à âãàë, £¤¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë ¯®à ¤¨ãáã, ¨§¬¥­ï¥âáï ¯® ¤«¨­¥ ®â ¯¥à¢®­ ç «ì­®£® §­ ç¥­¨ï (¯à¨ z=0)¤® ­¥ª®â®à®£® ¯à¥¤¥«ì­®£® | f0(̺). �¨á«® Nu ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ¢¡«¨§¨¢å®¤­®£® á¥ç¥­¨ï ã¡ë¢ ¥â áâ¥¯¥­­ë¬ ®¡à §®¬: Nu ≈ 2jT , £¤¥ jT ®¯¨-áë¢ ¥âáï ¢ëà �¥­¨¥¬ (3.5.5). �  ¢â®à®¬ ãç áâª¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨§¡ë-â®ç­®© â¥¬¯¥à âãàë δT =1−T ¯® à ¤¨ãáã ­¥ ¬¥­ï¥âáï ¯® ¤«¨­¥ (å®âï ¡á®«îâ­ë¥ §­ ç¥­¨ï â¥¬¯¥à âãàë ¨§¬¥­ïîâáï),   ç¨á«® Nu á®åà -­ï¥â ¯®áâ®ï­­®¥ §­ ç¥­¨¥, à ¢­®¥ 3,66. Ǒ¥à¢ë© ãç áâ®ª ­ §ë¢ ¥âáïâ¥à¬¨ç¥áª¨¬ ­ ç «ì­ë¬ ãç áâª®¬,   ¢â®à®© | ãç áâª®¬ áâ ¡¨«¨§¨-à®¢ ­­®£® â¥¯«®®¡¬¥­ .�«¨­ã â¥à¬¨ç¥áª®£® ­ ç «ì­®£® ãç áâª  ¯à¨­ïâ® ®¯à¥¤¥«ïâì ª ªà ááâ®ï­¨¥ ®â ¢å®¤­®£® á¥ç¥­¨ï, ­  ª®â®à®¬ ç¨á«® �ãáá¥«ìâ  ­  1%®â«¨ç ¥âáï ®â á¢®¥£® ¯à¥¤¥«ì­®£® §­ ç¥­¨ï (3.5.27). � áç¥âë ¯®ª §ë-¢ îâ, çâ® à §¬¥à­ ï ¤«¨­  â¥à¬¨ç¥áª®£® ­ ç «ì­®£® ãç áâª  à ¢­ 
l = 0,11aPeT .�àã¡  á ¯®áâ®ï­­ë¬ â¥¯«®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ­  áâ¥­ª¥. �áá«¥¤ã-¥¬ â¥¯¥àì á«ãç ©, ª®£¤  ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ªàã£«®© âàã¡ë ¯à¨ Z>0 § ¤ ­¯®áâ®ï­­ë© â¥¯«®¢®© ¯®â®ª q = κ(∂T/∂R)R=a = 
onst, £¤¥ κ |ª®íä-ä¨æ¨¥­â â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨. �å®¤­®© ãç áâ®ª ¡ã¤¥¬ ¬®¤¥-«¨à®¢ âì ®¡« áâìî Z < 0, £¤¥ ¯®¢¥àå­®áâì âàã¡ë â¥¯«®¨§®«¨à®¢ ­ ,  â¥¬¯¥à âãà  ¯à¨ Z →−∞ áâà¥¬¨âáï ª ¯®áâ®ï­­®¬ã §­ ç¥­¨î, à ¢-­®¬ã T1.� ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ¡¥§à §¬¥à­ãî â¥¬¯¥à âãàã ã¤®¡­® ¢¢¥áâ¨ ¯®ä®à¬ã«¥

T = κ(T − T1)
aq

, (3.5.29)  ®áâ «ì­ë¥ ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ®¯à¥¤¥«ïîâáï â ª �¥, ª ª ¢§ ¤ ç¥ (3.5.1) | (3.5.3).



3.5. �¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á ¯à¨ « ¬¨­ à­®¬ â¥ç¥­¨¨ ¢ ªàã£«®© âàã¡¥ 129� áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ¯à®æ¥áá â¥¯«®¯¥à¥­®á  ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬(3.5.1), £¤¥ T á«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì ­  T ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨
̺ = 0, ∂T

∂̺
= 0; ̺ = 1, ∂T

∂̺
= { 0 ¯à¨ z < 0;1 ¯à¨ z > 0; (3.5.30)

z → −∞, T → 0. (3.5.31)�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¤ ­­®© § ¤ ç¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë ¯à¨
z → +∞ § à ­¥¥ ­¥¨§¢¥áâ­®.�®áâ ¢¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ â¥¯«®¢®£® ¡ « ­á , ª®â®à®¥ ¯®­ ¤®¡¨âáï ¤ -«¥¥. �«ï íâ®£® ã¬­®�¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ (3.5.1) (¯à¨ T → T ) ­  ̺ ¨ ¯à®¨­-â¥£à¨àã¥¬ ¯®«ãç¥­­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ á­ ç «  ¯® à ¤¨ «ì­®© ª®®à¤¨­ â¥®â 0 ¤® 1,   § â¥¬ ¯® ¯à®¤®«ì­®© | ®â −∞ ¤® z, £¤¥ z > 0. �ç¨âë-¢ ï £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (3.5.30), (3.5.31) ¨ ¬¥­ïï, £¤¥ ­ã�­®, ¯®àï¤®ª¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï, ¢ ¨â®£¥ ¯®«ãç¨¬PeT

∫ 10 ̺(1− ̺2)T d̺ = z + ∫ 10 ̺
∂T

∂z
d̺. (3.5.32)�áá«¥¤ã¥¬ ¯®«¥ â¥¬¯¥à âãàë ¢¤ «¨ ®â ¢å®¤­®£® á¥ç¥­¨ï ¯à¨ z≫1.�¥è¥­¨¥ ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ¨é¥¬ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë

T = αz +	(̺), (3.5.33)£¤¥ ¯®áâ®ï­­ ï α ¨ äã­ªæ¨ï 	 ¯®¤«¥� â ®¯à¥¤¥«¥­¨î.Ǒ®¤áâ ¢«ïï ¢ëà �¥­¨¥ (3.5.33) ¢ ãà ¢­¥­¨¥ (3.5.1) (¯à¨ T → T ) ¨£à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (3.5.30), ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥© § ¤ ç¥:
αPeT (1− ̺2) = 1̺ d

d̺

(
̺
d	
d̺

) ; (3.5.34)
̺ = 0, d	

d̺
= 0; ̺ = 1, d	

d̺
= 1. (3.5.35)�¤­®ªà â­®¥ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (3.5.34) ¤ ¥â

αPeT

(
̺2 − ̺34 + C1̺ ) = d	

d̺
, (3.5.36)£¤¥ C1 |¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®áâ®ï­­ ï.�à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (3.5.35) ¯®§¢®«ïîâ ­ ©â¨ ª®­áâ ­âã C1 = 0 ¨¯ à ¬¥âà α = 4/PeT . �ç¨âë¢ ï áª § ­­®¥ ¨ ¨­â¥£à¨àãï (3.5.36), ¤«ïäã­ªæ¨¨ 	 ¯®«ãç¨¬	 = ̺2 − ̺44 + C2, α = 4PeT . (3.5.37)



130 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « å�«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ­¥¨§¢¥áâ­®© ¯®áâ®ï­­®© C2 ¯®¤áâ ¢¨¬ ¢ëà �¥-­¨¥ (3.5.33) ¢ ãà ¢­¥­¨¥ ¬ â¥à¨ «ì­®£® ¡ « ­á  (3.5.32) ¨ ¨á¯®«ì§ã¥¬§ ¢¨á¨¬®áâì (3.5.37). �ëç¨á«¥­¨ï ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® C2 = 8Pe2T − 724 .� ª¨¬ ®¡à §®¬, à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë ¢¤ «¨ ®â ¢å®¤­®£® á¥ç¥-­¨ï ¨¬¥¥â ¢¨¤
T = 4 zPeT + ̺2 − ̺44 + 8Pe2T − 724 . (3.5.38)�à¥¤­ïï ¬ áá®¢ ï â¥¬¯¥à âãà  �¨¤ª®áâ¨ ¨ â¥¬¯¥à âãà­ë© ­ ¯®à¢ ®¡« áâ¨ â¥¯«®¢®© áâ ¡¨«¨§ æ¨¨ à ¢­ë á®®â¢¥âáâ¢¥­­®

〈T 〉 = 4PeT z + 8Pe2T , T s − 〈T 〉 = 1124 ,£¤¥ T s | ¡¥§à §¬¥à­ ï â¥¬¯¥à âãà  ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ âàã¡ë.�ëç¨á«¨¬ ¯à¥¤¥«ì­®¥ ç¨á«® �ãáá¥«ìâ Nu∞ = 2(dT/d̺)̺=1
T s − 〈T 〉 = 4811 ≈ 4,36. (3.5.39)�¨¤­®, çâ® Nu∞ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ç¨á«  Ǒ¥ª«¥.�¥è¥­¨¥ ¯®«­®© § ¤ ç¨ (3.5.1), (3.5.30), (3.5.31) ¯à¨ z < 0 ¨é¥¬ ¢¢¨¤¥ àï¤  (3.5.7) (£¤¥ T á«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì ­  T ). Ǒ®«¥ â¥¬¯¥à âãàë¢ ®¡« áâ¨ z > 0 áâà®¨âáï ­  ®á­®¢¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï(3.5.38) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

T = 4 zPeT + ̺2 − ̺44 + 8Pe2T − 724 −
∞∑

m=0Am exp(−λ2m zPeT ) fm(̺).Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâ¨ àï¤ë ¢ (3.5.1), (3.5.30), (3.5.31) ¨ à §¤¥«ïï ¯¥à¥¬¥­-­ë¥, ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© ηk, λm ¨ á®¡áâ¢¥­­ëåäã­ªæ¨© gk, fm, ¯®«ãç¨¬ â¥ �¥ á ¬ë¥ ãà ¢­¥­¨ï (3.5.9), (3.5.10) á¤àã£¨¬¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨
dgk

d̺
= dfm

d̺
= 0 ¯à¨ ̺ = 0 ¨ ̺ = 1.�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ¤«ï fm ¢ëà � ¥âáï ä®à¬ã«®© (3.5.14), £¤¥ ç¨á-«  λm ­ å®¤ïâáï ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï âà ­áæ¥­¤¥­â­®£® ãà ¢­¥­¨ï�(am, 1; λm) = 2am�(am + 1, 2; λm).�®íää¨æ¨¥­âë à §«®�¥­¨© Am ¨ Bm ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨§ ãá«®¢¨©­¥à §àë¢­®áâ¨ â¥¬¯¥à âãàë ¨ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­®© ¢ á¥ç¥­¨¨ z=0 (3.5.12).�ëç¨á«¨¬ ¤«¨­ã â¥à¬¨ç¥áª®£® ­ ç «ì­®£® ãç áâª  l, ¨áå®¤ï ¨§à ¢¥­áâ¢  Nu = 1,01Nu∞. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬ l = 0,14Pea.



3.6. �¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á ¯à¨ « ¬¨­ à­®¬ â¥ç¥­¨¨ ¢ ¯«®áª®© âàã¡¥ 1313.6. �¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á ¯à¨ « ¬¨­ à­®¬â¥ç¥­¨¨ ¢ ¯«®áª®© âàã¡¥�àã¡  á ¯®áâ®ï­­®© â¥¬¯¥à âãà®© ­  áâ¥­ª¥. �áá«¥¤ã¥¬ â¥¯-«®®¡¬¥­ ¯à¨ « ¬¨­ à­®¬ â¥ç¥­¨¨ �¨¤ª®áâ¨ á ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨¬ ¯à®ä¨-«¥¬ áª®à®áâ¨ ¢ ¯«®áª®© âàã¡¥ è¨à¨­®© 2h. �¢¥¤¥¬ ¯àï¬®ã£®«ì­ãî á¨-áâ¥¬ã ª®®à¤¨­ â X , Y , £¤¥ ®áì X à á¯®«®�¥­  ­  à ¢­®¬ à ááâ®ï­¨¨®â áâ¥­®ª âàã¡ë ¨ ­ ¯à ¢«¥­  ¯® ¯®â®ªã. �ç¨â ¥¬, çâ® ­  áâ¥­ª å âàã-¡ë (¯à¨ Y =±h) ¯®¤¤¥à�¨¢ ¥âáï ¯®áâ®ï­­ ï â¥¬¯¥à âãà , à ¢­ ï T1¯à¨ X < 0 ¨ T2 ¯à¨ X > 0. �¢¨¤ã á¨¬¬¥âà¨¨ § ¤ ç¨ ®â­®á¨â¥«ì­® ®á¨
X ¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì ¯®«®¢¨­ã ®¡« áâ¨: 0 6 Y 6 h.� á¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë T∗ ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬ ¨ £à ­¨ç-­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ PeT (1− y2) ∂T

∂x
= ∂2T

∂x2 + ∂2T
∂y2 ; (3.6.1)

y = 0, ∂T

∂y
= 0; y = 1, T = { 0 ¯à¨ x < 0;1 ¯à¨ x > 0; (3.6.2)

x→ −∞, T → 0; x→ +∞, T → 1, (3.6.3)¯à¨ § ¯¨á¨ ª®â®àëå ¡ë«¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥
x = X

h
, y = Y

h
, T = T∗ − T1

T2 − T1 , PeT = hUmax
χ

, Umax = 32 〈V 〉,£¤¥ Umax|¬ ªá¨¬ «ì­®¥ §­ ç¥­¨¥ áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ­  ®á¨ ¯®â®ª ,
〈V 〉|áà¥¤­ïï ¯® á¥ç¥­¨î áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨.� ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ªàã£«®© âàã¡ë, à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (3.6.1) | (3.6.3)¨é¥¬ ¬¥â®¤®¬ à §¤¥«¥­¨ï ¯à¥¤¥«ì­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¢ ¢¨¤¥ àï¤®¢:

T = ∞∑

k=0Bk exp( η2kPeT x

)
gk(y) ¯à¨ x < 0, (3.6.4)

T = 1− ∞∑

m=0Am exp(− λ2mPeT

x

)
fm(y) ¯à¨ x > 0. (3.6.5)�®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ηk, λm ¨ á®¡áâ¢¥­­ë¥ äã­ªæ¨¨ gk, fm ®¯à¥-¤¥«ïîâáï ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨© (3.5.9), (3.5.10), ¢ ª®â®àëå á«¥-¤ã¥â ®â¡à®á¨âì ¢â®àë¥ á« £ ¥¬ë¥ (¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ë¥ ¯¥à¢ë¬ ¯à®¨§-¢®¤­ë¬) ¨ § ¬¥­¨âì ̺ ­  y; £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ®áâ îâáï ¯à¥�­¨¬¨.�®íää¨æ¨¥­âë Am, Bk ­ å®¤ïâáï ¨§ ãá«®¢¨ï ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ â¥¬¯¥-à âãàë ¨ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­®© ¯à¨ x = 0 [225℄.� «¥¥ ®£à ­¨ç¨¬áï ¨§«®�¥­¨¥¬ ®á­®¢­ëå à¥§ã«ìâ â®¢ à¥è¥­¨ï§ ¤ ç¨ ¢ ®¡« áâ¨ x > 0.



132 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « å�®¡áâ¢¥­­ë¥ äã­ªæ¨¨ fm ¬®�­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥
fm(y) = exp(− 12 λmy

2)�( 14 − 14 λm − λ3m4Pe2T ,
12 ; λmy

2) . (3.6.6)�¤¥áì �(a, b; ξ) | ¢ëà®�¤¥­­ ï £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï,   λmï¢«ïîâáï ª®à­ï¬¨ âà ­áæ¥­¤¥­â­®£® ãà ¢­¥­¨ï�(am,
12 ; λm

) = 0, £¤¥ am = 14 − λm4 − λ3m4Pe2T . (3.6.7)�®íää¨æ¨¥­âë Am ¢ëç¨á«ïîâáï ¯® ä®à¬ã«¥ (3.5.13) (¢ ª®â®à®©
̺ á«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì ­  y), £¤¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ ï äã­ªæ¨ï f ¯®«ãç ¥âáï¨§ (3.6.6) ¯®á«¥ ®¯ãáª ­¨ï ¨­¤¥ªá®¢ m.� ¯à¥¤¥«ì­®¬ á«ãç ¥ PeT → 0 á¯à ¢¥¤«¨¢ë á®®â­®è¥­¨ï
λm =√PeT ( π2 + πm

)
, Am = 4(−1)m(π + 2πm)2 , fm = 
os [( π2 + πm

)
y
]
,(3.6.8)£¤¥ m = 0, 1, 2, . . .Ǒà¨ PeT →∞ ¤«ï à áç¥â  á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© λm ¨ ª®íää¨æ¨-¥­â®¢ Am ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ä®à¬ã«ë (3.4.37) ¨ (3.4.38).� à ¡®â¥ [102℄ ¯à¨¢¥¤¥­ë à¥§ã«ìâ âë ç¨á«¥­­ëå à áç¥â®¢ ¯¥à¢ëåâà¥å á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© λ0, λ1, λ2 ¯à¨ à §«¨ç­ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥.�à¥¤­ïï ¬ áá®¢ ï â¥¬¯¥à âãà  ¤«ï ¯«®áª®© âàã¡ë ®¯à¥¤¥«ï¥âáï¯® ä®à¬ã«¥

〈T 〉 = 32 ∫ 10 T (1− y2) dy. (3.6.9)�®ª «ì­ë© â¥¯«®¢®© ¯®â®ª ­ å®¤¨âáï á ¯®¬®éìî ¢ëà �¥­¨ï (3.5.23)(£¤¥ z á«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì ­  x), ¢ ª®â®à®¬ ¯à®¨§¢®¤­ ï f ′
m(1) ¢ëç¨á«ï-¥âáï ¨áå®¤ï ¨§ à ¢¥­áâ¢  (3.6.6).Ǒ®¤áâ ¢¨¬ ä®à¬ã«ë (3.6.5), (3.6.9), (3.5.23) ¢ (3.5.24) ¨ ãáâà¥¬¨¬ xª ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨. � à¥§ã«ìâ â¥ ¤«ï ¯à¥¤¥«ì­®£® ç¨á«  �ãáá¥«ìâ ¯®«ãç¨¬ Nu∞ = −4f ′0(1)3 ∫ 10 f0(y)(1− y2) dy . (3.6.10)Ǒà¨ ¬ «ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ á®£« á­® (3.6.8) ¨¬¥¥¬ á®¡áâ¢¥­­ãîäã­ªæ¨î f0(y) = 
os(πy/2). Ǒà®¨§¢¥¤ï à áç¥âë ¯® ä®à¬ã«¥ (3.6.10),­ å®¤¨¬ Nu∞ = π424 ≈ 4,06 (¯à¨ PeT → 0). (3.6.11)Ǒà¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¯à¥¤¥«ì­®¥ ç¨á«® �ãáá¥«ìâ  à ¢­®[129℄ Nu∞ = 43 λ20 ≈ 3,77 (¯à¨ PeT → ∞). (3.6.12)



3.7. � ¬¨­ à­®¥ â¥ç¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¥© ¢ âàã¡ å à §«¨ç­®© ä®à¬ë 133�® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥ ¢¥«¨ç¨­  Nu∞ å®à®è® ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥âáï ä®à¬ã«®©Nu∞ = 4,06 + 3,66PeT1 + 0,97PeT , (3.6.13)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© á®áâ ¢«ï¥â ®ª®«® 0,5% (¤«ï á®¯®-áâ ¢«¥­¨ï ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì ¤ ­­ë¥ [129℄).�àã¡  á ¯®áâ®ï­­ë¬ â¥¯«®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ­  áâ¥­ª¥. � áá¬®â-à¨¬ â¥¯¥àì á¨âã æ¨î, ª®£¤  ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯«®áª®© âàã¡ë ¯à¨ X > 0§ ¤ ­ ¯®áâ®ï­­ë© â¥¯«®¢®© ¯®â®ª q. �ç¨â ¥¬, çâ® ¯à¨ X < 0 áâ¥­-ª¨ â¥¯«®¨§®«¨à®¢ ­ë ¨ â¥¬¯¥à âãà  áâà¥¬¨âáï ª ¯®áâ®ï­­®¬ã §­ ç¥-­¨î T1 ¯à¨ X → −∞.�¢¥¤¥¬ ¡¥§à §¬¥à­ãî â¥¬¯¥à âãàã T ¯® ä®à¬ã«¥ (3.5.29) ¯à¨
a≡ h. Ǒà®æ¥áá â¥¯«®®¡¬¥­  ¢ ¯«®áª®© âàã¡¥ ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬(3.5.1) (¯à¨ T → T ) ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ (3.5.30), (3.5.31), £¤¥
z ¨ ̺ á«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ­  x ¨ y.�á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ ¢ ®¡« áâ¨ â¥¯«®¢®© áâ ¡¨«¨§ æ¨¨ (¯à¨
x≫ 1) ¨é¥âáï ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë T = αx+	(y). �¥¨§¢¥áâ­ ï ¯®áâ®ï­­ ï α¨ äã­ªæ¨ï 	 ®¯à¥¤¥«ïîâáï â¥¬ �¥ ¯ãâ¥¬, çâ® ¨ ¢ á«ãç ¥ ªàã£«®©âàã¡ë. � ¨â®£¥ ¨¬¥¥¬

T = 32 xPeT + 34 y2 − 18 y4 + 94Pe2T − 39280 . (3.6.14)Ǒ®«ãç¥­­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë ¢¤ «¨ ®â ¢å®¤­®£® á¥ç¥-­¨ï (3.6.14) ¯®§¢®«ï¥â ­ ©â¨ ¯à¥¤¥«ì­®¥ ç¨á«® �ãáá¥«ìâ Nu∞ = 7017 ≈ 4,12. (3.6.15)� [129℄ ¯à¨¢¥¤¥­ë ä®à¬ã«ë ¤«ï à áç¥â  ç¨á«  �ãáá¥«ìâ  ¯® ¤«¨­¥âàã¡ë ¢ á«ãç ¥ ¡®«ìè¨å ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥.3.7. Ǒà¥¤¥«ì­ë¥ ç¨á«  �ãáá¥«ìâ  ¯à¨« ¬¨­ à­®¬ â¥ç¥­¨¨ �¨¤ª®áâ¥© ¯®âàã¡ ¬ à §«¨ç­®© ä®à¬ë�¥¯«®®¡¬¥­ ¯à¨ ¯®«­®áâìî à §¢¨â®¬ « ¬¨­ à­®¬ â¥ç¥­¨¨ �¨¤ª®-áâ¥© ¢ âàã¡ å à §«¨ç­®© ä®à¬ë à áá¬ âà¨¢ «áï ¢® ¬­®£¨å à ¡®â å(á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [93, 129, 164℄). �¨�¥ ¨§«®�¥­ë ­¥ª®â®àë¥ ¨â®£®¢ë¥à¥§ã«ìâ âë ¤«ï ¯à¥¤¥«ì­ëå ç¨á¥« �ãáá¥«ìâ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®¡-« áâ¨ â¥¯«®¢®© áâ ¡¨«¨§ æ¨¨ ¯®â®ª , ¢ á«ãç ¥ ¡®«ìè¨å ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥



134 � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å �¨¤ª®áâ¨, âàã¡ å ¨ ª ­ « å(ª®£¤  ¬®«¥ªã«ïà­®© â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâìî ¢¤®«ì ¯®â®ª  ¬®�­® ¯à¥-­¥¡à¥çì).�¢¥¤¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­ë© (¨«¨ ý£¨¤à ¢«¨ç¥áª¨©þ) ¤¨ ¬¥âà de ¯®ä®à¬ã«¥ de = 4S∗/P , £¤¥ S∗ | ¯«®é ¤ì ¯®¯¥à¥ç­®£® á¥ç¥­¨ï âàã¡ë,  P | ¥£® ¯¥à¨¬¥âà. �«ï âàã¡ë ªàã£«®£® á¥ç¥­¨ï de á®¢¯ ¤ ¥â á ¥¥¤¨ ¬¥âà®¬, ¤«ï ¯«®áª®£® ª ­ «  ¢¥«¨ç¨­  de à ¢­  ã¤¢®¥­­®© ¢ëá®â¥ª ­ « .� áá¬®âà¨¬ âàã¡ã ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë á ª®­âãà®¬ ¯®¯¥à¥ç­®£®á¥ç¥­¨ï �. �¨á«® �ãáá¥«ìâ , ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¬¥­ï¥âáï ¢¤®«ì ª®­âã-à  �. �à¥¤­¥¥ ¯® ¯¥à¨¬¥âàã ç¨á«® �ãáá¥«ìâ  Nu ®¯à¥¤¥«¨¬ á«¥¤ãî-é¨¬ ®¡à §®¬: Nu= qs
Ts − 〈T∗〉

de
κ

. (3.7.1)�¤¥áì Ts | â¥¬¯¥à âãà  ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ âàã¡ë, 〈T∗〉| áà¥¤­ïï ¬ á-á®¢ ï â¥¬¯¥à âãà  �¨¤ª®áâ¨, κ | ª®íää¨æ¨¥­â â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨,
qs | áà¥¤­¨© ¯® ¯¥à¨¬¥âàã â¥¯«®¢®© ¯®â®ª, ª®â®àë© ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯®ä®à¬ã«¥

qs = − 1
P κ

∫�( ∂T∗
∂ξ

)� d�, (3.7.2)£¤¥ ∂T∗/∂ξ| ¯à®¨§¢®¤­ ï ®â â¥¬¯¥à âãàë T∗ ¯® ­®à¬ «¨ ª ª®­âãàã¯®¯¥à¥ç­®£® á¥ç¥­¨ï âàã¡ë.�«ï âàã¡ë í««¨¯â¨ç¥áª®£® á¥ç¥­¨ï, ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª®â®à®© ¯®¤-¤¥à�¨¢ ¥âáï ¯®áâ®ï­­ ï â¥¬¯¥à âãà , áà¥¤­¥¥ ¯® ¯¥à¨¬¥âàã ç¨á«®�ãáá¥«ìâ  ¢ ®¡« áâ¨ â¥¯«®¢®© áâ ¡¨«¨§ æ¨¨ ¯®â®ª  (¢¤ «¨ ®â ¢å®¤­®-£® á¥ç¥­¨ï) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ëà �¥­¨¥¬ [129℄Nu∞ = [ 3π
E(ϑ) ]2 (1 + ω2)(1 + 6ω2 + ω4)17 + 98ω2 + 17ω4 , (3.7.3)£¤¥ E(ϑ) | ¯®«­ë© í««¨¯â¨ç¥áª¨© ¨­â¥£à « ¢â®à®£® à®¤  (äã­ªæ¨ï

E § â ¡ã«¨à®¢ ­  ¢ [188℄); ϑ=√1− ω2; ω= a/b|®â­®è¥­¨¥ ¯®«ã®á¥©í««¨¯á . � ç áâ­®¬ á«ãç ¥ ªàã£«®© âàã¡ë ¨¬¥¥¬ ω = 1, E(0) = π/2 ¨Nu∞ = 48/11.� â ¡«. 3.3 ¯à¨¢¥¤¥­ë §­ ç¥­¨ï áà¥¤­¨å ¯® ¯¥à¨¬¥âàã ç¨á¥«�ãáá¥«ìâ  ¤«ï âàã¡ á à §«¨ç­®© ä®à¬®© á¥ç¥­¨ï (¯® ¤ ­­ë¬ [164℄).Ǒà¨ ¯®áâ®ï­­®© â¥¬¯¥à âãà¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ âàã¡ë ¯àï¬®ã£®«ì­®£®á¥ç¥­¨ï á® áâ®à®­ ¬¨ a ¨ b ¢¥«¨ç¨­  Nu∞ ¯à¨ a > b å®à®è®  ¯¯à®ª-á¨¬¨àã¥âáï ä®à¬ã«®©Nu∞ = 7,5− 17,5 ǫ+ 23 ǫ2 − 10 ǫ3, ǫ = b/a, (3.7.4)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© á®áâ ¢«ï¥â 3%.



3.7. � ¬¨­ à­®¥ â¥ç¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¥© ¢ âàã¡ å à §«¨ç­®© ä®à¬ë 135������� 3.3�­ ç¥­¨ï ¯à¥¤¥«ì­ëå ç¨á¥« Nu
∞

¤«ï ¯®«­®áâìî à §¢¨â®£® â¥ç¥­¨ï ¢ âàã¡ åà §«¨ç­®© ä®à¬ë ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ (¨­¤¥ªá T á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á«ãç î¯®áâ®ï­­®© â¥¬¯¥à âãàë áâ¥­ª¨,   ¨­¤¥ªá q|¯®áâ®ï­­®¬ã â¥¯«®¢®¬ã ¯®â®ªã)Ǒà®ä¨«ì âàã¡ë Nu
∞T Nu

∞q
�ª¢¨¢ «¥­â­ë©¤¨ ¬¥âà de�àã£« ï âàã¡  ¤¨ ¬¥âà®¬ d 3,658 4,364 dǑ«®áª ï âàã¡  è¨à¨­®© 2h 7,541 8,235 4h�««¨¯â¨ç¥áª ïâàã¡ á ¯®«ã®áï¬¨

a ¨ b b/a =1,000,800,500,250,1250,06250 3,6583,6693,7423,7923,7253,6473,488 4,3644,3874,5584,8805,0855,1765,225 πb

E
(√1− b2/a2 ) ,£¤¥ E(ϑ) | ¯®«­ë©í««¨¯â¨ç¥áª¨©¨­â¥£à «¢â®à®£® à®¤ �àã¡ ¯àï¬®ã£®«ì­®£®á¥ç¥­¨ïá® áâ®à®­ ¬¨

a ¨ b b/a =1,000,7140,500,250,1250,050 2,9763,0773,3914,4395,597|7,541 3,6083,7344,1235,3316,4907,4518,235 2ab
a+ b� ¢­®áâ®à®­­¨© âà¥ã£®«ì­¨ªá® áâ®à®­®© a 2,47 3,111 a
√33Ǒà ¢¨«ì­ë© è¥áâ¨ã£®«ì­¨ªá® áâ®à®­®© a 3,34 4,002 a
√3Ǒ®«ãªàã£ á ¤¨ ¬¥âà®¬ d | 4,089 πd

π + 2�«ï âàã¡ë, á¥ç¥­¨¥¬ ª®â®à®© ï¢«ï¥âáï ¯à ¢¨«ì­ë© N -ã£®«ì­¨ª,¯à¥¤¥«ì­®¥ ç¨á«® �ãáá¥«ìâ  ¢ á«ãç ¥ ¯®áâ®ï­­®© â¥¬¯¥à âãàë ­  ¯®-¢¥àå­®áâ¨ âàã¡ë ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì á ¯®¬®éìî ¯à¨¡«¨�¥­­®© § ¢¨-á¨¬®áâ¨ Nu∞ = 3,65− 0,18N−1 − 10N−2. (3.7.5)�®¯®áâ ¢«¥­¨¥ á ¤ ­­ë¬¨ â ¡«. 3.3 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì­ ï¯®£à¥è­®áâì (3.7.5) ¯à¨ N = 3, 4, 6, ∞ á®áâ ¢«ï¥â ¬¥­¥¥ 0,5%.�â¬¥â¨¬, çâ® § ¤ ç¨ ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® â¥¯«®¯¥à¥­®á  ¢ âàã¡ å á¡®«¥¥ á«®�­ë¬¨ ¯à®ä¨«ï¬¨ à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¢ [154℄.



4. � áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ç áâ¨æ,ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬� ¤ ç  ® ¬ áá®®¡¬¥­¥ ¤¢¨�ãé¥©áï â¢¥à¤®© ç áâ¨æë, ª ¯«¨ ¨«¨¯ã§ëàï á ®ªàã� îé¥© áà¥¤®© «¥�¨â ¢ ®á­®¢¥ à áç¥â  ¬­®£¨å â¥å-­®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®æ¥áá®¢, á¢ï§ ­­ëå á à áâ¢®à¥­¨¥¬, íªáâà ªæ¨¥©, ¨á-¯ à¥­¨¥¬, £®à¥­¨¥¬, å¨¬¨ç¥áª¨¬¨ ¯à¥¢à é¥­¨ï¬¨ ¢ ¤¨á¯¥àá­®© á¨-áâ¥¬¥, ®á �¤¥­¨¥¬ ª®««®¨¤®¢ ¨ â.¯. � ª, ¢ ¯à®¬ëè«¥­­®áâ¨ ¯à®æ¥ááíªáâà ªæ¨¨ ¯à®¢®¤¨âáï ¨§ ª ¯¥«ì ¨«¨ ¯ã§ëà¥©, è¨à®ª® ¯à¨¬¥­ïîâ-áï £¥â¥à®£¥­­ë¥ ¯à¥¢à é¥­¨ï á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ç áâ¨æ ª â «¨§ â®à ,¢§¢¥è¥­­ëå ¢ �¨¤ª®áâ¨ ¨«¨ £ §¥. Ǒà¨ íâ®¬ áª®à®áâì íªáâà ªæ¨¨ ¨¨­â¥­á¨¢­®áâì ª â «¨â¨ç¥áª®£® ¯à®æ¥áá  ¢ §­ ç¨â¥«ì­®© ¬¥à¥ ®¯à¥-¤¥«ïîâáï ¢¥«¨ç¨­®© ¯®«­®£® ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯à¨â®ª  à¥ £¥­â  ª ¯®-¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æ ¤¨á¯¥àá­®© ä §ë, ª®â®àë© ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì § ¢¨á¨â®â å à ªâ¥à  ®¡â¥ª ­¨ï ¨ ä®à¬ë ç áâ¨æë, ¢«¨ï­¨ï á®á¥¤­¨å ç áâ¨æ,ª¨­¥â¨ª¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¨ ¤àã£¨å ä ªâ®à®¢.�¯¨á ­¨¥ æ¥«®£® àï¤  ¬¥â¥®à®«®£¨ç¥áª¨å ï¢«¥­¨© â ª�¥ ¡ §¨àã-¥âáï ­  ¨§ãç¥­¨¨ ¡à®ã­®¢áª®© ¤¨ääã§¨¨  íà®§®«¥© ª ®â¤¥«ì­ë¬ â¢¥à-¤ë¬ ¨ �¨¤ª¨¬ ç áâ¨æ ¬. Ǒà®¡«¥¬  ¢á¥ ã¢¥«¨ç¨¢ îé¥©áï § £àï§­¥­-­®áâ¨  â¬®áä¥àë âà¥¡ã¥â ¯®­¨¬ ­¨ï ¨ ®¯¨á ­¨ï ¯à®æ¥áá®¢ á ¬®®ç¨-é¥­¨ï  â¬®áä¥àë ®â å¨¬¨ç¥áª¨å, ¬¥å ­¨ç¥áª¨å ¨ à ¤¨® ªâ¨¢­ëå § -£àï§­¥­¨©. � ¤ ç  ®á �¤¥­¨ï  íà®§®«ì­ëå ç áâ¨æ ­  à §«¨ç­ëå ¯®-£«®â¨â¥«ïå ¢®§­¨ª ¥â â ª�¥ ¯à¨ à áç¥â¥ íää¥ªâ¨¢­®áâ¨ ä¨«ìâà®¢.�¥§ã«ìâ âë ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï  ­ «®£¨ç­ëå ¯à®æ¥áá®¢ ª®­¢¥ªâ¨¢­®£®â¥¯«®®¡¬¥­  ¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¤«ï à áç¥â  ¨  ­ «¨§  à ¡®âëâ¥¯«®®¡¬¥­­¨ª®¢.4.1. �¥â®¤  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å  ­ «®£¨© ¢â¥®à¨¨ ¬ áá®- ¨ â¥¯«®¯¥à¥­®á Ǒà¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ª®­ªà¥â­ëå § ¤ ç â¥®à¨¨ ¬ áá®- ¨ â¥¯«®¯¥à¥-­®á  ­ ¨¡®«¥¥ ¢ �­ë¬ ï¢«ï¥âáï ¢ë¤¥«¥­¨¥ ª®«¨ç¥áâ¢¥­­ëå § ª®­®-¬¥à­®áâ¥©, ¯à¨áãé¨å æ¥«®¬ã ª« ááã ª ç¥áâ¢¥­­®  ­ «®£¨ç­ëå § ¤ ç.�® ¬­®£¨å á«ãç ïå ®¡é¨¥ à¥§ã«ìâ âë â ª®£® à®¤  ã¤ ¥âáï ¯®«ãç¨âì á¯®¬®éìî ¬¥â®¤   á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å  ­ «®£¨© [72, 277, 279℄. �¥â®¤ ®á-­®¢ ­ ­  ¯¥à¥å®¤¥ ®â ®¡ëç­ëå ¡¥§à §¬¥à­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ª á¯¥æ¨ «ì-­ë¬  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¬ ª®®à¤¨­ â ¬ ¨ á«ã�¨â ¤«ï ¯®áâà®¥­¨ï ¯à¨¡«¨-�¥­­ëå § ¢¨á¨¬®áâ¥©, ®¡« ¤ îé¨å è¨à®ª¨¬ ¤¨ ¯ §®­®¬ ¯à¨¬¥­¨¬®-áâ¨ (®¤­ã ¨ âã �¥ ä®à¬ã«ã ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï ®¯¨á ­¨ï æ¥«®£®àï¤  ª ç¥áâ¢¥­­® áå®�¨å § ¤ ç, ®â«¨ç îé¨åáï ä®à¬®© ¯®¢¥àå­®áâ¨¨ áâàãªâãà®© â¥ç¥­¨ï).136



4.1. �¥â®¤  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å  ­ «®£¨© 137Ǒãáâì ¨¬¥¥âáï ­¥ª®â®àë© ª« áá § ¤ ç, ®â«¨ç îé¨åáï ¤àã£ ®â ¤àã-£  £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬¨ ¨ § ¢¨áïé¨å ®â ¡¥§à §¬¥à­®-£® ¯ à ¬¥âà  τ (0 6 τ < ∞). Ǒà¥¤¯®« £ ¥âáï â ª�¥, çâ® ¤«ï ª ª®©-«¨¡® ®¤­®© ª®­ªà¥â­®© (­ ¨¡®«¥¥ ¯à®áâ®©) £¥®¬¥âà¨¨ ¨§¢¥áâ­  § ¢¨-á¨¬®áâì ®á­®¢­®© ¨áª®¬®© ¢¥«¨ç¨­ë w ®â ¯ à ¬¥âà  τ :
w = F (τ), (4.1.1)£¤¥ F |¬®­®â®­­ ï äã­ªæ¨ï.� § ¤ ç å ¬ áá®- ¨ â¥¯«®¯¥à¥­®á  ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¨áª®¬®© ¢¥«¨ç¨­ë w®¡ëç­® ¢ëáâã¯ îâ: ç¨á«® �¥à¢ã¤  (�ãáá¥«ìâ ), áà¥¤­ïï ¯® ®¡ê¥¬ãª®­æ¥­âà æ¨ï; ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯ à ¬¥âà  τ | ¡¥§à §¬¥à­®¥ ¢à¥¬ï, ç¨á«®Ǒ¥ª«¥, ¡¥§à §¬¥à­ ï ª®­áâ ­â  áª®à®áâ¨ à¥ ªæ¨¨.Ǒà¥®¡à §ã¥¬ ä®à¬ã«ã (4.1.1) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. Ǒãáâì £« ¢­ë¥ç«¥­ë  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å à §«®�¥­¨© ¢¥«¨ç¨­ë w ¯à¨ ¬ «ëå ¨ ¡®«ì-è¨å §­ ç¥­¨ïå ¯ à ¬¥âà  τ ¨¬¥îâ ¢¨¤

w0 = Aτk
( lim

τ→0w/w0 = 1), (4.1.2)
w∞ = Bτm

( lim
τ→∞

w/w∞ = 1), (4.1.3)£¤¥ A, B, k, m|­¥ª®â®àë¥ ¯®áâ®ï­­ë¥; k 6= m.�â¬¥â¨¬, çâ® ¨áå®¤­ãî § ¢¨á¨¬®áâì (4.1.1) ¨  á¨¬¯â®â¨ª¨ (4.1.2),(4.1.3) ¬®�­® ®¯à¥¤¥«ïâì ª ª â¥®à¥â¨ç¥áª¨¬, â ª ¨ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì-­ë¬ ¯ãâ¥¬.� «¥¥ áç¨â ¥âáï, çâ® ¤«ï ¢á¥£® à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ª« áá  § ¤ çá®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥  á¨¬¯â®â¨ª¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ä®à¬ã« ¬¨ â¨¯  (4.1.2)¨ (4.1.3), £¤¥ ¯®áâ®ï­­ë¥ k ¨ m ®¤¨­ ª®¢ë,   ¯ à ¬¥âàë A ¨ B¬¥­ïîâáï.�á¯®«ì§ãï ä®à¬ã«ë (4.1.1) | (4.1.3), § ¯¨è¥¬ ¤¢  á®®â­®è¥­¨ï
w

w0 = F (τ)
Aτk

,
w∞

w0 = Bτm

Aτk
. (4.1.4)�¥«¨ç¨­ë â¨¯  w/w0 ¨ w∞/w0 ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¬¨ª®®à¤¨­ â ¬¨.�ëà � ï ¨§ ¢â®à®£® ãà ¢­¥­¨ï (4.1.4) ¯ à ¬¥âà τ ¨ ¯®¤áâ ¢«ïï¥£® ¢ ¯¥à¢®¥ à ¢¥­áâ¢®, ­ å®¤¨¬ ¨áª®¬ãî § ¢¨á¨¬®áâì

w

w0 = 1
A

(
A

B

w∞

w0 ) k
k−m

F

[(
A

B

w∞

w0 ) 1
m−k

]
. (4.1.5)�®à¬ã«ã (4.1.5) ¬®�­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ íª¢¨¢ «¥­â­®¬ ¢¨¤¥

w

w∞

= 1
B

(
A

B

w∞

w0 ) m
k−m

F

[(
A

B

w∞

w0 ) 1
m−k

]
. (4.1.6)



138 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬�¥â®¤  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å  ­ «®£¨© § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® ¯®«ã-ç¥­­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ (4.1.5) (¨«¨ (4.1.6)) ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤ «¥¥ ¤«ï ¯à¨-¡«¨�¥­­®£® à áç¥â   ­ «®£¨ç­ëå å à ªâ¥à¨áâ¨ª ã�¥ ¤«ï ¤®áâ â®ç­®è¨à®ª®£® ª« áá  § ¤ ç, ®¯¨áë¢ îé¨å ª ç¥áâ¢¥­­® áå®¤­ë¥ ï¢«¥­¨ï¨«¨ ¯à®æ¥ááë. �«ï íâ®£® ¯®á«¥ ¯®áâà®¥­¨ï á ¯®¬®éìî (4.1.1) § ¢¨á¨-¬®áâ¨ (4.1.5) ¤«ï ª ª®£®-«¨¡® ®¤­®£® ª®­ªà¥â­®£® (­ ¯à¨¬¥à, ­ ¨¡®-«¥¥ ¯à®áâ®£®) á«ãç ï ¯à®æ¥¤ãà  ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢¥«¨ç¨­ë w ¤«ï ¤àã£®©§ ¤ ç¨ íâ®£® �¥ ª« áá  á¢®¤¨âáï ª ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¥¥  á¨¬¯â®â¨ª w0(¯à¨ τ → 0) ¨ w∞ (¯à¨ τ → ∞) á ¯®á«¥¤ãîé¥© ¯®¤áâ ­®¢ª®© ¨å ¢ä®à¬ã«ã (4.1.5). �ë¢¥¤¥­­ë¥ ãª § ­­ë¬ á¯®á®¡®¬ ¯à¨¡«¨�¥­­ë¥ § -¢¨á¨¬®áâ¨ ¡ã¤ãâ ¤ ¢ âì â®ç­ë©  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© à¥§ã«ìâ â ¢ ®¡®¨å¯à¥¤¥«ì­ëå á«ãç ïå ¯à¨ τ → 0 ¨ τ → ∞.Ǒà®¢¥¤¥­­®¥ ¢ à ¡®â å [72, 142, 143, 277, 279℄ á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ¯®«ã-ç¥­­ëå á ¯®¬®éìî ¬¥â®¤   á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å  ­ «®£¨© ä®à¬ã« á æ¥-«ë¬ àï¤®¬ ª®­ªà¥â­ëå á«ãç ¥¢, ¤«ï ª®â®àëå ã�¥ ¨¬¥îâáï ­¥®¡å®¤¨-¬ë¥ ¤«ï ¯à®¢¥àª¨ â®ç­ë¥, ç¨á«¥­­ë¥ ¨ ¯à¨¡«¨�¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë,¯®ª §ë¢ ¥â å®à®èãî â®ç­®áâì ¨ è¨à®ª¨¥ ¢®§¬®�­®áâ¨ ¯à¥¤«®�¥­-­®£® á¯®á®¡  à áç¥â . �â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ª®­¥ç-­ ï äã­ªæ¨®­ «ì­ ï á¢ï§ì (4.1.5) ¨­â¥à¥áãîé¥© ­ á ¢¥«¨ç¨­ë w á ¥¥ á¨¬¯â®â¨ª ¬¨ ¤«ï ¤®áâ â®ç­® è¨à®ª®£® ª« áá  ®¤­®â¨¯­ëå § ¤ ç®áâ ¥âáï ®¤­®© ¨ â®© �¥ (â®ç­¥¥, á« ¡® ¬¥­ï¥âáï), ¨ ª®­ªà¥â­ë¥ ¬®¤¨-ä¨ª æ¨¨ ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ à §«¨ç¨ï (ä®à¬  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨ áâàãªâãà â¥ç¥­¨ï) íâ¨å § ¤ ç ¢ ¤®áâ â®ç­® ¯®«­®© ¬¥à¥ ãç¨âë¢ îâáï á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¨¬¨  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¬¨ ¯ à ¬¥âà ¬¨ â¨¯  w0 ¨ w∞. �àã£¨¬¨á«®¢ ¬¨, ®¡« áâì ¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨ ª®­¥ç­®© ä®à¬ã«ë (4.1.5) ®ª §ë¢ -¥âáï áãé¥áâ¢¥­­® è¨à¥ ®¡« áâ¨ ¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨ ¨áå®¤­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨(4.1.1). � íâ®¬ á¬ëá«¥ ¬®�­® £®¢®à¨âì, çâ® ä®à¬ã«ë â¨¯  (4.1.6) (¢®â«¨ç¨¥ ®â ¨áå®¤­®© ä®à¬ã«ë (4.1.1)) ®¡« ¤ îâ ¯®¢ëè¥­­®© ¨­ä®à-¬ â¨¢­®áâìî.4.2. �­ãâà¥­­¨¥ § ¤ ç¨ ® â¥¯«®®¡¬¥­¥ â¥«à §«¨ç­®© ä®à¬ë� áá¬®âà¨¬ ª« áá § ¤ ç ® ­¥áâ æ¨®­ à­®¬ â¥¯«®®¡¬¥­¥ ¢ë¯ãª«ëåâ¥« à §«¨ç­®© ä®à¬ë á ®ªàã� îé¥© áà¥¤®©. �ç¨â ¥¬, çâ® ¢ ­ ç «ì-­ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ t = 0 â¥¬¯¥à âãà  â¥«  ¡ë«  ®¤¨­ ª®¢  ¨ à ¢-­  Ti,   ¯à¨ t > 0 ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¥«  � â¥¬¯¥à âãà  ¯®¤¤¥à�¨¢ ¥âáï¯®áâ®ï­­®© ¨ à ¢­  Ts. � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë ¢­ãâà¨ â¥«  ®¯¨-áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ãà ¢­¥­¨¥¬, ­ ç «ì­ë¬ ¨ £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨ï-¬¨:
∂T

∂�τ = �T ; (4.2.1)



4.2. �­ãâà¥­­¨¥ § ¤ ç¨ ® â¥¯«®®¡¬¥­¥ â¥« à §«¨ç­®© ä®à¬ë 139
T = 0 ¢ ­ ç «ì­ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ �τ = 0, (4.2.2)
T = 1 ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¥«  �, (4.2.3)£¤¥ ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¢¢¥¤¥­ë ¯® ä®à¬ã« ¬ (3.1.32).�­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ ä®à¬ã«¨àã¥âáï § ¤ ç  ® ­¥áâ æ¨®­ à­®©¤¨ääã§¨¨ ¢­ãâà¨ ¯®«®áâ¨, § ¯®«­¥­­®© ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥¤®©.�á­®¢­®¥ ¢­¨¬ ­¨¥ ¢ íâ®¬ à §¤¥«¥ ¡ã¤¥â ã¤¥«¥­® ¨§ãç¥­¨î áà¥¤-­¥© â¥¬¯¥à âãàë â¥«  〈T 〉, ª®â®à ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª:

〈T 〉 = 1
V

∫

v

T dv, (4.2.4)£¤¥ V = ∫
v

dv|¡¥§à §¬¥à­ë© ®¡ê¥¬ â¥« .�«ï ¯®áâà®¥­¨ï ¯à¨¡«¨�¥­­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ áà¥¤­¥© â¥¬¯¥à âãàëâ¥«  ®â ¢à¥¬¥­¨ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¬¥â®¤®¬  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å  ­ «®£¨©.� ª ç¥áâ¢¥ ¨áå®¤­®© ¯à®áâ¥©è¥© § ¤ ç¨ ã¤®¡­® ¢§ïâì ®¤­®¬¥à­ãî(¯® ¯à®áâà ­áâ¢¥­­ë¬ ª®®à¤¨­ â ¬) § ¤ çã ® â¥¯«®®¡¬¥­¥ áä¥àëà ¤¨ãá  a. �¥è¥­¨¥ íâ®© § ¤ ç¨ å®à®è® ¨§¢¥áâ­® [104℄ ¨ ¯à¨¢®¤¨âª á«¥¤ãîé¥¬ã ¢ëà �¥­¨î ¤«ï áà¥¤­¥© â¥¬¯¥à âãàë:
〈T 〉 = 1− 6

π2 ∞∑

k=1 1
k2 exp(−π2k2�τ). (4.2.5)�á¨¬¯â®â¨ª¨ ä®à¬ã«ë (4.2.5) ¯à¨ ¬ «ëå ¨ ¡®«ìè¨å ¢à¥¬¥­ å¨¬¥îâ ¢¨¤

〈T 〉0 = 6π−1/2√�τ (�τ → 0); 〈T 〉∞ = 1 (�τ → ∞) (4.2.6)¨ ï¢«ïîâáï ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬ (4.1.2), (4.1.3) ¯à¨ w0 = 〈T 〉0 ¨
w∞= 〈T 〉∞, £¤¥ A=6π−1/2, B=1, k= 12 , m=0. Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâ¨ §­ ç¥-­¨ï ¢ (4.1.6), £¤¥ F = 〈T 〉, ¯¥à¥¯¨è¥¬ § ¢¨á¨¬®áâì (4.2.5) á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬:

〈T 〉
〈T 〉∞

= 1− 6
π2 ∞∑

k=1 1
k2 exp[− π336 k2( 〈T 〉0

〈T 〉∞

)2]
. (4.2.7)�®à¬ã«ã (4.2.7) ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¬¥â®¤®¬  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å  ­ «®£¨©¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï à áç¥â  áà¥¤­¥© â¥¬¯¥à âãàë â¥« ­¥áä¥à¨-ç¥áª®© ä®à¬ë. �«ï íâ®£® ¤«ï â¥«  § ¤ ­­®© ä®à¬ë á­ ç «  á«¥¤ã¥â¢ëç¨á«¨âì  á¨¬¯â®â¨ª¨ áà¥¤­¥© â¥¬¯¥à âãàë ¯à¨ ¬ «ëå ¨ ¡®«ìè¨å¢à¥¬¥­ å,   § â¥¬ ¯®¤áâ ¢¨âì ¨å ¢ ¢ëà �¥­¨¥ (4.2.7).



140 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬�«ï ®£à ­¨ç¥­­®£® â¥«  ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨(4.2.1) | (4.2.3) ¯à¨ �τ → ∞ áâà¥¬¨âáï ª ¯à¥¤¥«ì­®¬ã §­ ç¥­¨î (à ¢-­®¬ã ¥¤¨­¨æ¥), ª®â®à®¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ­  ¯®¢¥àå-­®áâ¨ â¥« . Ǒ®« £ ï T = 1 ¢ ä®à¬ã«¥ (4.2.4), ­ å®¤¨¬  á¨¬¯â®â¨ªã¤«ï áà¥¤­¥© â¥¬¯¥à âãàë ¯à¨ ¡®«ìè¨å �τ :
〈T 〉∞ = 1. (4.2.8)� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ­ ç «ì­ãî áâ ¤¨î ¯à®æ¥áá , á®®â¢¥âáâ¢ã-îéãî ¬ «ë¬ §­ ç¥­¨ï¬ ¡¥§à §¬¥à­®£® ¢à¥¬¥­¨. Ǒà®¨­â¥£à¨àã¥¬ãà ¢­¥­¨¥ (4.2.1) ¯® ®¡ê¥¬ã, § ­ïâ®¬ã â¥«®¬ v. �ç¨âë¢ ï â®�¤¥áâ¢®�T = div (gradT ), á ¯®¬®éìî ä®à¬ã«ë �áâà®£à ¤áª®£®| � ãáá  ¯¥-à¥©¤¥¬ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¯®«ãç¥­­®£® ¢ëà �¥­¨ï ®â ®¡ê¥¬­®£® ¨­â¥-£à «  ª ¯®¢¥àå­®áâ­®¬ã. � à¥§ã«ìâ â¥ ¨¬¥¥¬

∂

∂�τ ∫
v

T dv = −
∫� ∂T

∂ξ
d�, (4.2.9)£¤¥ ª®®à¤¨­ â  ξ ­ ¯à ¢«¥­  ¢­ãâàì ¯® ­®à¬ «¨ ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¥« .Ǒà¨ ¬ «ëå ¢à¥¬¥­ å ®á­®¢­®¥ ¨§¬¥­¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë ¯à®¨áå®¤¨â¢ â®­ª®© §®­¥, ¯à¨«¥£ îé¥© ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¥« . � íâ®© ®¡« áâ¨ ¯à®-¨§¢®¤­ë¬¨ ¢¤®«ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¥«  ¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì ¯® áà ¢­¥­¨î á¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ ¯® ­®à¬ «¨. Ǒ®íâ®¬ã à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë ¯à¨�τ → 0 ®¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ á ­ ç «ì­ë¬ ¨ £à ­¨ç­ë¬ãá«®¢¨ï¬¨:

∂T

∂�τ = ∂2T
∂ξ2 ;�τ = 0, T = 0; ξ = 0, T = 1, (4.2.10)£¤¥ §­ ç¥­¨¥ ξ = 0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¥« .�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (4.2.10) ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë© ¨­â¥-£à « ¢¥à®ïâ­®áâ¨

T = erf
( ξ2√�τ ) . (4.2.11)�¨ää¥à¥­æ¨àãï íâã ä®à¬ã«ã ¯® ξ ¨ ¯®« £ ï ξ = 0, ­ å®¤¨¬«®ª «ì­ë© â¥¯«®¢®© ¯®â®ª ­  ¯®¢¥àå­®áâì â¥«  ¯à¨ �τ → 0:
(
∂T

∂ξ

)� = − 1√
π�τ . (4.2.12)Ǒ®¤áâ ¢¨¬ (4.2.12) ¢ à ¢¥­áâ¢® (4.2.9). Ǒ®á«¥ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï¨¬¥¥¬

∂

∂�τ ∫
v

T dv = 1√
π�τ S, (4.2.13)



4.2. �­ãâà¥­­¨¥ § ¤ ç¨ ® â¥¯«®®¡¬¥­¥ â¥« à §«¨ç­®© ä®à¬ë 141£¤¥ S| ¡¥§à §¬¥à­ ï ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¥« .Ǒà®¨­â¥£à¨àã¥¬ ®¡¥ ç áâ¨ ä®à¬ã«ë (4.2.13) ¯® �τ ®â 0 ¤® �τ . �ç¨-âë¢ ï ­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥ (4.2.2), ¯à¨å®¤¨¬ ª ¨áª®¬®¬ã  á¨¬¯â®â¨ç¥-áª®¬ã ¢ëà �¥­¨î ¤«ï áà¥¤­¥© â¥¬¯¥à âãàë ¯à¨ �τ → 0:
〈T 〉0 = 2 S

V

√ �τ
π
. (4.2.14)Ǒ®¤áâ ¢«ïï (4.2.8) ¨ (4.2.14) ¢ ä®à¬ã«ã (4.2.7), ¯®«ãç¨¬ ¯à¨¡«¨-�¥­­ãî § ¢¨á¨¬®áâì áà¥¤­¥© â¥¬¯¥à âãàë ¤«ï â¥«  ¯à®¨§¢®«ì­®©ä®à¬ë ®â ¢à¥¬¥­¨

〈T 〉 = 1− 6
π2 ∞∑

k=1 1
k2 exp(− π2k2S29V 2 �τ) .�â® ¢ëà �¥­¨¥ ¬®�­® ¯¥à¥¯¨á âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ [144℄:

〈T 〉 = 1− 6
π2 ∞∑

k=1 1
k2 exp(− π29 k2 S2∗χt

V 2
∗

)
, (4.2.15)£¤¥ S∗ ¨ V∗ |à §¬¥à­ë¥ ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨ ®¡ê¥¬ â¥« .�«ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨å à áç¥â®¢ ¢¬¥áâ® ¡¥áª®­¥ç­®£® àï¤  æ¥«¥á®®¡-à §­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¡®«¥¥ ¯à®áâãî ä®à¬ã«ã

〈T 〉 = √1− e−1,27ω + 0,6 (e−1,5ω − e−1,1ω
)
, ω = S2∗χt

V 2
∗

, (4.2.16)¬ ªá¨¬ «ì­®¥ ®â«¨ç¨¥ ª®â®à®© ®â (4.2.15) á®áâ ¢«ï¥â ®ª®«® 1,7% (á¬.â ¡«. 4.1).Ǒà®¢¥¤¥¬ á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ¯à¨¡«¨�¥­­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ (4.2.15) á ¨§-¢¥áâ­ë¬¨ â®ç­ë¬¨ à¥§ã«ìâ â ¬¨ ¯® â¥¯«®®¡¬¥­ã â¥« ­¥áä¥à¨ç¥áª®©ä®à¬ë.� áá¬®âà¨¬ á­ ç «  ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤, áâ®à®­ë ª®â®à®£® à ¢­ë L1,
L2, L3. �¥è¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© âà¥å¬¥à­®© § ¤ ç¨ (4.2.1)| (4.2.3)áâà®¨âáï ¬¥â®¤®¬ à §¤¥«¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨ ¯à¨¢®¤¨â ª á«¥¤ãîé¥©ä®à¬ã«¥ ¤«ï áà¥¤­¥© â¥¬¯¥à âãàë [104℄:
〈T 〉 = 1− ( 8

π2 )3 ∞∑

k=1 ∞∑

m=1 ∞∑

l=1 1(2k − 1)2(2m− 1)2(2l − 1)2 ×

× exp{−π2 [ (2k − 1)2
L21 + (2m− 1)2

L22 + (2l− 1)2
L23 ]

χt

}
. (4.2.17)



142 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬�ç¨âë¢ ï, çâ® ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨ ®¡ê¥¬ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ä®à¬ã« ¬¨ S∗ = 2(L1L2+L1L3+L2L3) ¨ V∗ = L1L2L3,¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ëà �¥­¨¥ (4.2.17) ¢ ¢¨¤¥
〈T 〉 = 1− ( 8

π2 )3 ∞∑

k=1 ∞∑

m=1 ∞∑

l=1 1(2k − 1)2(2m− 1)2(2l − 1)2 ×

× exp− π24 (2k − 1
L1 )2 +(2m− 1

L2 )2 +(2l − 1
L3 )2

( 1
L1 + 1

L2 + 1
L3 )2 S2∗χt

V 2
∗


 . (4.2.18)� â ¡«. 4.1 ¯à¨¢¥¤¥­ë à¥§ã«ìâ âë á®¯®áâ ¢«¥­¨ï ¯à¨¡«¨�¥­­®©(4.2.15) ¨ â®ç­®© (4.2.18) § ¢¨á¨¬®áâ¥© áà¥¤­¥© â¥¬¯¥à âãàë ¯ -à ««¥«¥¯¨¯¥¤  ¯à¨ è¥áâ¨ à §«¨ç­ëå §­ ç¥­¨ïå L1, L2, L3. �¨¤-­®, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã« (4.2.15) ¨ (4.2.16) ¯à¨0,25 6 L3/L1 6 4,0, L2/L1 = 1 á®áâ ¢«ï¥â ®ª®«® 5%.� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì â¥¯«®®¡¬¥­ æ¨«¨­¤à  ª®­¥ç­®© ¤«¨­ë. Ǒãáâìà ¤¨ãá æ¨«¨­¤à  ¡ã¤¥â a,   ¤«¨­  | L. �¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (4.2.1) |(4.2.3) ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¯à¨¢®¤¨â ª á«¥¤ãîé¥¬ã ¢ëà �¥­¨î ¤«ï áà¥¤­¥©â¥¬¯¥à âãàë [104℄:

〈T 〉 = 1− 32
π2 ∞∑

k=1 ∞∑

m=1 1
ϑ2k(2m− 1)2 ×

× exp{− [ ϑ2k
a2 + π2(2m− 1)2

L2 ]
χt

}
, (4.2.19)£¤¥ ϑk |ª®à­¨ äã­ªæ¨¨ �¥áá¥«ï ­ã«¥¢®£® à®¤ : J0(ϑk) = 0 (§­ ç¥­¨ï¯¥à¢ëå è¥áâ¨¤¥áïâ¨ ª®à­¥© ϑk ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ ª­¨£¥ [188℄).�®à¬ã«ã (4.2.19) ¬®�­® ¯¥à¥¯¨á âì â ª:

〈T 〉 = 1− 32
π2 ∞∑

k=1 ∞∑

m=1 1
ϑ2k(2m− 1)2 ×

× exp [− L2ϑ2k + π2a2(2m− 1)24(a+ L)2 S2∗χt
V 2
∗

]
, (4.2.20)£¤¥ S∗ = 2πa(a + L) | ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨,   V∗ = πa2L| ®¡ê¥¬æ¨«¨­¤à .�¥§ã«ìâ âë à áç¥â  á ¯®¬®éìî â®ç­®© (4.2.20) ¨ ¯à¨¡«¨�¥­­®©(4.2.15) § ¢¨á¨¬®áâ¥© ¯à¨ à §«¨ç­ëå §­ ç¥­¨ïå å à ªâ¥à­ëå à §-¬¥à®¢ æ¨«¨­¤à®¢ ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ â ¡«. 4.1. �¨¤­®, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì­ ï¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã«ë (4.2.15) ¯à¨ 0,25 6 2a/L 6 4,0 á®áâ ¢«ï¥â®ª®«® 3,5%.



4.3. � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ à §«¨ç­®© ä®à¬ë á ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥¤®© 143������� 4.1�®¯®áâ ¢«¥­¨¥ â®ç­ëå ¨ ¯à¨¡«¨�¥­­ëå §­ ç¥­¨©áà¥¤­¥© â¥¬¯¥à âãàë 〈T 〉 â¥« à §«¨ç­®© ä®à¬ë�¥§à §¬¥à­®¥ ¢à¥¬ï S2
∗
χt

V 2
∗

0,05 0,1 0,2 0,3 0,5 1,0 1,5 2,0�ä¥à , ä®à¬ã«  (4.2.15) 0,236 0,323 0,438 0,518 0,631 0,795 0,882 0,932Ǒà¨¡«¨�¥­­ ï ä®à¬ã«  (4.2.16) 0,237 0,324 0,437 0,514 0,623 0,782 0,870 0,923Ǒ à ««¥-«¥¯¨¯¥¤,ä®à¬ã« (4.2.18);
Ei = Li/L1 E2 = 1, E3 = 0,25

E2 = 1, E3 = 0,5
E2 = 1, E3 = 1
E2 = 1, E3 = 2
E2 = 1, E3 = 4
E2 = 2, E3 = 4 0,2370,2330,2320,2320,2340,234 0,3260,3180,3160,3180,3200,321 0,4430,4290,4250,4270,4320,435 0,5270,5060,4990,5030,5100,514 0,6470,6150,6040,6100,6200,628 0,8210,7740,7570,7670,7820,794 0,9070,8620,8430,8540,8710,882 0,9510,9150,8970,9200,9520,932�¨«¨­¤à,ä®à¬ã« (4.2.20);

E = 2a/L E = 0,25
E = 0,5
E = 1
E = 2
E = 4 0,2360,2340,2330,2340,237 0,3250,3210,3190,3200,326 0,4400,4340,4290,4310,444 0,5220,5130,5060,5090,528 0,6380,6240,6130,6190,649 0,8070,7870,7700,7800,823 0,8940,8750,8570,8680,909 0,9420,9260,9100,9200,9524.3. � áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ç áâ¨æ à §«¨ç­®©ä®à¬ë á ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥¤®©�â æ¨®­ à­ë© ¬ áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æë á ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥-¤®©. � áá¬®âà¨¬, á«¥¤ãï [142, 143℄, áâ æ¨®­ à­ãî ¤¨ääã§¨î ª ç -áâ¨æ¥ ª®­¥ç­ëå à §¬¥à®¢ ¢ ¯®ª®ïé¥©áï áà¥¤¥, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á«ã-ç î Pe = 0. �ç¨â ¥¬, çâ® ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë ¨ ¢¤ «¨ ®â ­¥¥ª®­æ¥­âà æ¨ï ¯à¨­¨¬ ¥â ¯®áâ®ï­­ë¥ §­ ç¥­¨ï, à ¢­ë¥ á®®â¢¥âáâ¢¥­-­® Cs ¨ Ci. Ǒ®«¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢­¥ ç áâ¨æë ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬� ¯« á  ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨�c = 0, (4.3.1)
c = 1 ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë �, (4.3.2)
c = 0 ¢¤ «¨ ®â ç áâ¨æë, (4.3.3)£¤¥ ¡¥§à §¬¥à­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï c ¢¢¥¤¥­  ¢ (3.1.7).�áª®¬ ï ¢¥«¨ç¨­ , ¯à¥¤áâ ¢«ïîé ï ­ ¨¡®«ìè¨© ¯à ªâ¨ç¥áª¨©¨­â¥à¥á ¢ íâ¨å § ¤ ç å, | áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  | ®¯à¥¤¥«ï¥âáï¯® ä®à¬ã«¥ (3.1.28) ¨ á¢ï§ ­  á ª®íää¨æ¨¥­â®¬ ¬ áá®®â¤ ç¨ αcá«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: Sh = aαc

D
, (4.3.4)£¤¥ a|å à ªâ¥à­ë© à §¬¥à, ¢ë¡à ­­ë© §  ¬ áèâ ¡ ¤«¨­ë.



144 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬�¨ääã§¨®­­ ï § ¤ ç  (4.3.1) | (4.3.3) ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨ íª¢¨¢ -«¥­â­  § ¤ ç¥ ® í«¥ªâà®áâ â¨ç¥áª®¬ ¯®«¥ § àï�¥­­®£® ¯à®¢®¤ïé¥£®â¥« , à á¯®«®�¥­­®£® ¢ ®¤­®à®¤­®© á¢®¡®¤­®© ®â § àï¤®¢ ¤¨í«¥ªâà¨-ç¥áª®© áà¥¤¥. Ǒ®íâ®¬ã áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¢ ­¥¯®¤¢¨�­®© �¨¤ª®-áâ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ¡¥§à §¬¥à­®© í«¥ªâà¨ç¥áª®© ¥¬ª®áâìî â¥«  ¨ ¬®�¥â¡ëâì ¢ëç¨á«¥­® ¨«¨ ¨§¬¥à¥­® ¬¥â®¤ ¬¨ í«¥ªâà®áâ â¨ª¨.�«ï ¤ «ì­¥©è¥£® ã¤®¡­® ¢¢¥áâ¨ ä ªâ®à ä®à¬ë �, ¨¬¥îé¨©à §¬¥à­®áâì ¤«¨­ë, ¯® ä®à¬ã«¥� = αcS∗

D
= Sh S∗

a
, (4.3.5)£¤¥ S∗ | à §¬¥à­ ï ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë. �â¬¥â¨¬, çâ®¢¥«¨ç¨­ã � â ª�¥ ¨­®£¤  ­ §ë¢ îâ ý¯à®¢®¤¨¬®áâìîþ.� â ¡«. 4.2 ¯à¨¢¥¤¥­ë §­ ç¥­¨ï ä ªâ®à  � ¤«ï ç áâ¨æ à §«¨ç­®©ä®à¬ë. �à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  á®£« á­® ¢ëà �¥­¨î (4.3.5) ®¯à¥¤¥-«ï¥âáï á ¯®¬®éìî íâ®© â ¡«¨æë ¯ãâ¥¬ ¤¥«¥­¨ï ä ªâ®à  ä®à¬ë ­ ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë ¨ ã¬­®�¥­¨ï ­  å à ªâ¥à­ë© à §¬¥à.�«ï ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ â ¡«¨ç­ëå ¤ ­­ëå ¯®áâã¯¨¬ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡-à §®¬. �¯à®¥ªâ¨àã¥¬ â®çª¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¥« ¢à é¥­¨ï ­  ¯«®áª®áâì,¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ãî ®á¨. � ¯à®¥ªæ¨¨ ¯®«ãç¨¬ ªàã£ à ¤¨ãá  ap. �ä¥àãá à ¤¨ãá®¬ ap ­ §®¢¥¬ áä¥à®©, íª¢¨¢ «¥­â­®© ¯® ¯¥à¨¬¥âàã. �¢¥¤¥¬ä ªâ®à íª¢¨¢ «¥­â­®£® ¯¥à¨¬¥âà  [219℄� = S∗4πa2p = ¯®¢¥àå­®áâì ç áâ¨æë¯®¢¥àå­®áâì áä¥àë, íª¢¨¢ «¥­â­®© ¯® ¯¥à¨¬¥âàã(4.3.6)¨ à áá¬®âà¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ®â­®á¨â¥«ì­ãî ¢¥«¨ç¨­ã ä ªâ®à ä®à¬ë̃� = �4πap = ä ªâ®à ä®à¬ë ç áâ¨æëä ªâ®à ä®à¬ë íª¢¨¢ «¥­â­®© áä¥àë . (4.3.7)�¥§à §¬¥à­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë (4.3.6) ¨ (4.3.7) ¨­¢ à¨ ­â­ë ®â­®á¨â¥«ì-­® ¢ë¡®à  å à ªâ¥à­®£® ¬ áèâ ¡  ¤«¨­ë. �à ä¨ª § ¢¨á¨¬®áâ¨ �̃ ª ªäã­ªæ¨ï � ¨§®¡à �¥­ ­  à¨á. 4.1. �¨¤­®, çâ® ç áâ¨æë á à §«¨ç­®©£¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ä®à¬®© å®à®è® ýãª« ¤ë¢ îâáïþ ­  ®¤­ã ã­¨¢¥àá «ì-­ãî ªà¨¢ãî, ª®â®àãî ¬®�­®  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ âì ¢ëà �¥­¨¥¬�̃ = 0,637 + 0,327 (2�− 1)0,76 (0,5 6 � 6 8,5). (4.3.8)�âã ¯à¨¡«¨�¥­­ãî ä®à¬ã«ã æ¥«¥á®®¡à §­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï à á-ç¥â  ¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ ¬ áá®®¡¬¥­  ç áâ¨æ á«®�­®© ä®à¬ë ¢ ­¥¯®¤¢¨�-­®© áà¥¤¥, ª®£¤  ­¥¨§¢¥áâ­® à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (4.3.1)| (4.3.3).



4.3. � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ à §«¨ç­®© ä®à¬ë á ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥¤®© 145������� 4.2� ªâ®à ä®à¬ë ç áâ¨æ ¢ ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥¤¥ (¯® ¤ ­­ë¬ [60, 219℄)
N0 �®à¬  ç áâ¨æë � ªâ®à ä®à¬ë � = Sh S

∗

a1 �ä¥à  à ¤¨ãá  a 4πa2 �¯«îá­ãâë© í««¨¯á®¨¤¢à é¥­¨ï á ¯®«ã®áï¬¨
a ¨ b, χ = b/a < 1 4πa√1− χ2ar

osχ3 �ëâï­ãâë© í««¨¯á®¨¤¢à é¥­¨ï á ¯®«ã®áï¬¨
a ¨ b, χ = b/a > 1 4πa√χ2 − 1ln(χ+√χ2 − 1 )4 �àã£®¢®© æ¨«¨­¤àà ¤¨ãá  a ¤«¨­ë L(0 6 L/a 6 16) [8 + 4,1 (L/a)0,76]a5 �®­ª ï ¯àï¬®ã£®«ì­ ï¯« áâ¨­  á® áâ®à®­ ¬¨
L1 ¨ L2, (L1 > L2) 2πL1ln(4L1/L2)6 �ã¡ á à¥¡à®¬ a 0,654 (4πa)7 �®¯à¨ª á îé¨¥áï áä¥àëà ¢­®£® à ¤¨ãá  a 2 ln 2 (4πa)8 �®¯à¨ª á îé¨¥áï áä¥àëá à ¤¨ãá ¬¨ a1 ¨ a2 − 4πa1a2

a1 + a2 [ψ( a1
a1 + a2 )+ ψ

(
a2

a1 + a2 )+ 2 ln γ],£¤¥ ψ(x) = d
dx

�(x) | «®£ à¨ä¬¨ç¥áª ï¯à®¨§¢®¤­ ï £ ¬¬ -äã­ªæ¨¨,ln γ = −ψ(1) = 0,5772 . . .|¯®áâ®ï­­ ï �©«¥à 9 Ǒ¥à¥á¥ª îé¨¥áï®àâ®£®­ «ì­® áä¥àëá à ¤¨ãá ¬¨ a1 ¨ a2 4π(a1 + a2 − a1a2√
a21 + a22 )Ǒà¨¢¥¤¥¬ â ª�¥ ­¥ª®â®àë¥ ®æ¥­ª¨ ¤«ï ­¨�­¥© ¨ ¢¥àå­¥© £à ­¨æë¢¥«¨ç¨­ë ä ªâ®à  ä®à¬ë [219℄. �¨�­ïï £à ­¨æ  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®©ç áâ¨æë ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä ªâ®à®¬ ä®à¬ë áä¥àë à ¢­®£® ®¡ê¥¬  V∗:� > (48π2V∗)1/3. (4.3.9)�àã£ ï ®æ¥­ª  á­¨§ã ¨¬¥¥â ¢¨¤� > 8(Smax/π)1/2, (4.3.10)£¤¥ Smax|¬ ªá¨¬ã¬ ¯«®é ¤¨ ®àâ®£®­ «ì­®© ¯à®¥ªæ¨¨ â¥«  ­  ¯«®á-ª®áâì. � ¢¥­áâ¢® ¢ ä®à¬ã«¥ (4.3.10) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¤¨áªã. �¥àå­ïï £à -­¨æ  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä ªâ®à®¬ ä®à¬ë «î¡®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ (­ ¯à¨¬¥à,áä¥àë ¨«¨ í««¨¯á®¨¤  ¢à é¥­¨ï), ®ªàã� îé¥© ç áâ¨æã.
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�¨á. 4.1. � ¢¨á¨¬®áâì ®â­®á¨â¥«ì­®© ¢¥«¨ç¨­ë ä ªâ®à  ä®à¬ë ®â ä ªâ®à íª¢¨¢ «¥­â­®£® ¯¥à¨¬¥âà  ¢ ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥¤¥ ¤«ï ç áâ¨æ à §«¨ç­®© ä®à¬ë:1 | ªàã£®¢®© æ¨«¨­¤à, 2 | á¯«îá­ãâë© í««¨¯á®¨¤ ¢à é¥­¨ï, 3 | ¢ëâï­ãâë©í««¨¯á®¨¤ ¢à é¥­¨ï, 4| ªã¡, 5 | ¯®«ãáä¥à , 6 | ¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï áä¥àë.�¥áâ æ¨®­ à­ë© ¬ áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æë á ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥-¤®©. Ǒãáâì ¢ ­ ç «ì­ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ t=0 ª®­æ¥­âà æ¨ï ¢ á¯«®è-­®© ä §¥ ¯®áâ®ï­­  ¨ à ¢­  Ci,   ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë ¯®¤¤¥à-�¨¢ ¥âáï ¯®áâ®ï­­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï Cs. �¥áâ æ¨®­ à­ë© ¬ áá®®¡¬¥­ç áâ¨æë á ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥¤®© ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬
∂c

∂τ
= �c (4.3.11)á £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ (4.3.2), (4.3.3) ¨ ­ ç «ì­ë¬ ãá«®¢¨¥¬

τ = 0, c = 0, (4.3.12)£¤¥ τ = tD/a2 |¡¥§à §¬¥à­®¥ ¢à¥¬ï.�«ï ç áâ¨æë áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (4.3.11),(4.3.12), (4.3.2), (4.3.3) ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë© ¨­â¥£à «¢¥à®ïâ­®áâ¥© ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤
c = 1

r
erf
( r − 12√τ ) , (4.3.13)£¤¥ r | ®â­¥á¥­­ ï ª à ¤¨ãáã ç áâ¨æë ¡¥§à §¬¥à­ ï à ¤¨ «ì­ ïª®®à¤¨­ â .�à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¤«ï áä¥àë à ¢­®Sh = 1 + 1√

πτ
. (4.3.14)�«ï ç áâ¨æ ­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¯à¨-¡«¨�¥­­® ¬®�­® ¢ëç¨á«¨âì ¯® ä®à¬ã«¥Sh = Shst+ 1√

πτ
, (4.3.15)



4.4. � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ¬ «ëå Pe 147£¤¥ Shst | ç¨á«® �¥à¢ã¤ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ à¥è¥­¨î áâ æ¨®­ à­®©§ ¤ ç¨ (4.3.1)| (4.3.3). �á¥ ¢¥«¨ç¨­ë Sh, Shst, τ ¢ (4.3.15) ®¡¥§à §¬¥-à¥­ë á ¯®¬®éìî ®¤­®£® ¨ â®£® �¥ ¬ áèâ ¡  ¤«¨­ë.� á«ãç ¥ ç áâ¨æ ­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï Shst¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤ ­­ë¥ â ¡«. 4.2 ¨ ¢ëà �¥­¨¥ (4.3.8).4.4. � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥� áá¬®âà¨¬, á«¥¤ãï [142, 143℄ áâ æ¨®­ à­ãî ¤¨ääã§¨î ª ç áâ¨-æ¥, ®¡â¥ª ¥¬®© « ¬¨­ à­ë¬ ¯®â®ª®¬. Ǒà¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ­  ¯®¢¥àå-­®áâ¨ ç áâ¨æë ¨ ¢¤ «¨ ®â ­¥¥ ª®­æ¥­âà æ¨ï ¯à¨­¨¬ ¥â ¯®áâ®ï­­ë¥§­ ç¥­¨ï, à ¢­ë¥ Cs ¨ Ci. � ¡¥§à §¬¥à­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå (3.1.7) ¯à®æ¥áá¬ áá®¯¥à¥­®á  ¢ á¯«®è­®© ä §¥ ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬Pe(~v · ∇)c = �c (4.4.1)á £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ (4.3.2), (4.3.3). � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥©�¨¤ª®áâ¨ ~v § ¢¨á¨â ®â ä®à¬ë ç áâ¨æë ¨ áâàãªâãàë ­¥¢®§¬ãé¥­­®£®â¥ç¥­¨ï ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ ¨ ¡ã¤¥â ª®­ªà¥â¨§¨à®¢ âìáï ¤ «¥¥ ¯® ¬¥à¥­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨.� ¤ ­­®¬ à §¤¥«¥ ¡ã¤¥â ¨áá«¥¤®¢ âìáï ®¤­®à®¤­ë© ¯®áâã¯ â¥«ì-­ë© ¯®â®ª á® áª®à®áâìî Ui ¢¤ «¨ ®â ç áâ¨æë.�ä¥à¨ç¥áª ï ç áâ¨æ . � áá¬®âà¨¬ ¬ áá®®¡¬¥­ áä¥à¨ç¥áª®©ç áâ¨æë à ¤¨ãá  a á ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬. Ǒà¨ áâ®ªá®¢®¬ à¥�¨¬¥â¥ç¥­¨ï (Re→ 0) ¡¥§à §¬¥à­ë¥ (®â­¥á¥­­ë¥ ª Ui) ª®¬¯®­¥­âë áª®à®-áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¬®�­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥
vr = 1

r2 sin θ ∂ψ

∂θ
, vθ = − 1

r sin θ ∂ψ

∂r
,

ψ = 14 (r − 1)2(2 + 1
r

) sin2 θ. (4.4.2)�¤¥áì r | ¡¥§à §¬¥à­ ï (®â­¥á¥­­ ï ª a) à ¤¨ «ì­ ï ª®®à¤¨­ â ,
θ|ã£«®¢ ï ª®®à¤¨­ â  (®âáç¨âë¢ ¥âáï ®â ­ ¯à ¢«¥­¨ï ­ ¡¥£ îé¥£®¯®â®ª ), ψ|¡¥§à §¬¥à­ ï (®â­¥á¥­­ ï ª a2Ui) äã­ªæ¨ï â®ª .�á¯®«ì§®¢ ­¨¥ äã­ªæ¨¨ â®ª  (4.4.2) ¯®§¢®«ï¥â § ¯¨á âì ãà ¢­¥-­¨¥ ª®­¢¥ªâ¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨ (4.4.1) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:�c = Pe

r2 sin θ ( ∂ψ

∂θ

∂c

∂r
− ∂ψ

∂r

∂c

∂θ

)
, (4.4.3)£¤¥ Pe = aUi/D.
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r = 1,
r → ∞,

c = 1
c→ 0 (­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ áä¥àë)(­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨). (4.4.4)(4.4.5)Ǒà¨¡«¨�¥­­®¥  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (4.4.3)| (4.4.5) ¯à¨¬ «ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¨é¥¬ ¬¥â®¤®¬ áà é¨¢ ¥¬ëå  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨åà §«®�¥­¨© [38, 90, 114℄. �«ï íâ®£® à §®¡ì¥¬ ¯®«¥ â¥ç¥­¨ï ­  ¤¢¥ ®¡« -áâ¨: ¢­ãâà¥­­îî 
={16 r6O(Pe−1)} ¨ ¢­¥è­îî 
={O(Pe−1)6 r

}.�® ¢­ãâà¥­­¥© ®¡« áâ¨ á®åà ­¨¬ ¯à¥�­¨¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ r, θ,   ¢® ¢­¥è-­¥© ¢¢¥¤¥¬ ¢¬¥áâ® r á� âãî à ¤¨ «ì­ãî ª®®à¤¨­ âã �r = Pe r.�¥è¥­¨¥ ¢ ª �¤®© ¨§ ®¡« áâ¥© ¨é¥¬ ¯® ®â¤¥«ì­®áâ¨ ¢ ¢¨¤¥¢­ãâà¥­­¥£® ¨ ¢­¥è­¥£® à §«®�¥­¨©:
c = ∞∑

k=0 εk(Pe)ck(r, θ) ¢ 
, (4.4.6)�c = ∞∑

k=0 �εk(Pe)�ck(�r, θ) ¢ 
. (4.4.7)� ¢¨á¨¬®áâ¨ ª®íää¨æ¨¥­â®¢ àï¤  εk, �εk ®â ç¨á«  Ǒ¥ª«¥ § à ­¥¥­¥ ¨§¢¥áâ­ë ¨ ­ å®¤ïâáï ¢ ¯à®æ¥áá¥ à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨. Ǒà¥¤¯®« £ ¥âáï«¨èì, çâ® ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï
εk+1
εk

→ 0, �εk+1�εk

→ 0 ¯à¨ Pe→ 0.�«¥­ë ¢­ãâà¥­­¥£® à §«®�¥­¨ï (4.4.6) ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯ãâ¥¬ à¥è¥-­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (4.4.3) á £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨-æë (4.4.4). �«¥­ë ¢­¥è­¥£® à §«®�¥­¨ï (4.4.7) áâà¥¬ïâáï ª ­ã«î ¯à¨�r→∞ ¨ ®¯¨áë¢ îâáï ãà ¢­¥­¨¥¬ (4.4.3), £¤¥ á¤¥« ­  § ¬¥­  r= �r/Pe¨ ãçâ¥­  § ¢¨á¨¬®áâì (4.4.2). �®§­¨ª îé¨¥ ¯à¨ à¥è¥­¨¨ íâ¨å § ¤ ç¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ª®­áâ ­âë ­ å®¤ïâáï ¨§ ãá«®¢¨ï áà é¨¢ ­¨ï, ª®â®à®¥§ ¯¨áë¢ ¥âáï â ª:
c(r → ∞) = �c(�r → 0). (4.4.8)�« ¢­ë© ç«¥­ ¢­ãâà¥­­¥£® à §«®�¥­¨ï (4.4.6) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¬ á-á®®¡¬¥­ã áä¥àë á ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥¤®© ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ § -¤ ç¨ (4.4.3) | (4.4.5) ¯à¨ Pe = 0. Ǒ®íâ®¬ã ¨¬¥¥¬
c0 = 1

r
, ε0(Pe) = 1. (4.4.9)� ©¤¥¬ ï¢­ë© ¢¨¤ ª®íää¨æ¨¥­â  �ε0(Pe) ¢® ¢­¥è­¥¬ à §«®�¥-­¨¨. �«ï íâ®£® ¢ ä®à¬ã«¥ (4.4.9) ¯¥à¥©¤¥¬ ª ¢­¥è­¥© ¯¥à¥¬¥­­®©:
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c0 = Pe/�r. �§ ãá«®¢¨ï áà é¨¢ ­¨ï (4.4.8) á«¥¤ã¥â, çâ® �ε0 = Pe. Ǒ®¤-áâ ¢¨¬ r = �r/Pe ¨ c = Pe �c0 + · · · ¢ (4.4.2), (4.4.3), (4.4.5) ¨ ®â¡à®á¨¬á« £ ¥¬ë¥ ¯®àï¤ª  o(Pe). � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬ § ¤ çã ¤«ï £« ¢­®£®ç«¥­  ¢­¥è­¥£® à §«®�¥­¨ï���c0 = 
os θ ∂�c0

∂�r + sin θ�r ∂�c0
∂θ

; �r → ∞, �c→ 0. (4.4.10)�¤¥áì ��| ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ë© ®¯¥à â®à � ¯« á , £¤¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ à ¤¨- «ì­®© ª®®à¤¨­ âë ¢ëáâã¯ ¥â �r.�¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (4.4.10) ¨¬¥¥â ¢¨¤�c0 = ( π�r )1/2 exp( �r 
os θ2 ) ∞∑

m=0AmKm+1/2 ( �r2 )Pm(
os θ),
Km+1/2 ( �r2 ) = ( π�r )1/2 exp(− �r2 ) ∞∑

k=0 (k +m)!(m− k)! k! �rk
,

Pm(x) = 12mm! dm

dxm
(x2 − 1)m,£¤¥ Km+1/2(x) | äã­ªæ¨¨ � ª¤®­ «ì¤ , Pm(x) | ¯®«¨­®¬ë �¥-� ­¤à . �®­áâ ­âë Am ¤®«�­ë ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­ë ¢ à¥§ã«ìâ â¥áà é¨¢ ­¨ï, ª®â®à®¥ § ª«îç ¥âáï ¢ áà ¢­¥­¨¨ ¯®¢¥¤¥­¨ï äã­ªæ¨¨�c = Pe �c0 + · · · ¯à¨ �r → 0 ¨ äã­ªæ¨¨ (4.4.9) ¯à¨ r → ∞. �¥âàã¤­®ãáâ ­®¢¨âì, çâ® A0 = 1/π, Am = 0 (m = 1, 2, . . . ). Ǒ®íâ®¬ã�c0 = 1�r exp[ 12 �r(
os θ − 1)] , �ε0 = Pe . (4.4.11)� ©¤¥¬ ¯¥à¢®¥ ¯à¨¡«¨�¥­¨¥ ¤«ï ¢­ãâà¥­­¥£® à §«®�¥­¨ï. �«ïíâ®£® ¯®¤áâ ¢¨¬ ä®à¬ã«ë (4.4.11) ¢ (4.4.7) ¨ ¯¥à¥©¤¥¬ ª ¢­ãâà¥­­¥©¯¥à¥¬¥­­®© r. � §« £ ï ¯®«ãç¥­­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¢ àï¤ ¯® Pe, ¨§ ãá«®¢¨ïáà é¨¢ ­¨ï (4.4.8) ­ ©¤¥¬, çâ® ε1(Pe) = Pe. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯¥à¢®¥¯à¨¡«¨�¥­¨¥ ¤«ï ¢­ãâà¥­­¥£® à §«®�¥­¨ï á ãç¥â®¬ à ¢¥­áâ¢ (4.4.9)á«¥¤ã¥â ¨áª âì ¢ ¢¨¤¥

c = 1
r
+Pe c1(r, θ) + o(Pe). (4.4.12)Ǒ®¤áâ ¢¨¬ (4.4.12) ¢ (4.4.3), (4.4.4) ¨ ¨á¯®«ì§ã¥¬ § ¢¨á¨¬®áâì(4.4.2) ¤«ï äã­ªæ¨¨ â®ª . �ë¤¥«ïï ç«¥­ë ¯®àï¤ª  Pe, ¯®«ãç¨¬ãà ¢­¥­¨¥ ¨ £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥ ¤«ï c1:�c1 = − 1

r2 (1− 32r + 12r3 ) 
os θ; (4.4.13)
r = 1, c1 = 0. (4.4.14)
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c1 = ( 12 − 34r − 18r3 ) 
os θ + ∞∑

m=0(amr
m + bmr

−m−1)Pm(
os θ).(4.4.15)�à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥ (4.4.14) ¯®§¢®«ï¥â ãáâ ­®¢¨âì «¨­¥©­ë¥ á®®â-­®è¥­¨ï ¬¥�¤ã ¯®áâ®ï­­ë¬¨ am ¨ bm:
a1 = 38 − b1; am = −bm ¯à¨ m = 0, 2, 3, 4, . . . (4.4.16)�«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¢ (4.4.15) ¯à®¨§¢¥¤¥¬ áà é¨¢ -­¨¥ ¢ëà �¥­¨© (4.4.12), (4.4.15) ¯à¨ r→∞ ¨ (4.4.6), (4.4.11) ¯à¨ �r→ 0.� à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬

a0 = − 12 , b0 = 12 , a1 = 0, b1 = 38 ;
am = bm = 0 ¯à¨ m = 2, 3, 4, . . .�«¥¤®¢ â¥«ì­®,

c1 = − 12 + 12r +( 12 − 34r + 38r2 − 18r3 ) 
os θ. (4.4.17)�«ï â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë áà¥¤-­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥Sh = 12 ∫ π0 sin θ( ∂c

∂r

)

r=1 dθ. (4.4.18)Ǒ®¤áâ ¢«ïï áî¤  ¤¢ãç«¥­­®¥ à §«®�¥­¨¥ (4.4.12) á ãç¥â®¬ (4.4.17),¨¬¥¥¬ Sh = 1 + 12 Pe + o(Pe). (4.4.19)� à ¡®â¥ [191℄ ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë ¯®á«¥¤ãîé¨¥ âà¨ ç«¥­  à §«®�¥­¨ïç¨á«  �¥à¢ã¤ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¬ã à¥è¥­¨î § ¤ ç¨(4.4.2) | (4.4.5) ¯à¨ Pe → 0. �â¨ à¥§ã«ìâ âë ¡ë«¨ ®¡®¡é¥­ë ¢ [287℄,£¤¥ ¤«ï ¯®«ï áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ¢®ªàã£ áä¥àë ¨á¯®«ì§®¢ «®áì à¥-è¥­¨¥ [282℄. Ǒà¨¢¥¤¥¬ §¤¥áì ¨â®£®¢®¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï ç¨á«  �¥à¢ã-¤  [287℄:Sh = 1+ 12 Pe+ 12 Pe2 ln Pe+ 12 Q(S
)Pe2+ 14 Pe3 ln Pe+O(Pe3),
Q(S
) = − 173160 + ln γ+ S
22 − S
4 − (S
+1)2( S
2 − 1) ln(1+ 1S
 ) ,(4.4.20)£¤¥ ln γ = 0,5772 . . .|¯®áâ®ï­­ ï �©«¥à .
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 6 ∞. Ǒà¥¤¥«ì-­ë© ¯¥à¥å®¤ ¢ (4.4.20) ¯à¨ S
→ ∞ ¯à¨¢®¤¨â ª à¥§ã«ìâ âã [191℄.� áâ¨æ  ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë ª®­¥ç­ëå à §¬¥à®¢. Ǒà¨¬ «ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ § ¤ ç  ® ¬ áá®®¡¬¥­¥ ç áâ¨æë ¯à®¨§¢®«ì­®©ä®à¬ë á ®¤­®à®¤­ë¬ ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ ¨áá«¥¤®¢ « áì ¬¥â®-¤®¬ áà é¨¢ ¥¬ëå  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å à §«®�¥­¨© ¢ [206℄. �«ï áà¥¤­¥£®ç¨á«  �¥à¢ã¤  á â®ç­®áâìî ¤® ç«¥­®¢ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¬ «®áâ¨ ¯® Pe¡ë«® ¯®«ãç¥­® ¢ëà �¥­¨¥ShSh0 = 1+ 18π PeM, PeM = �Ui
D

, (4.4.21)£¤¥ Sh0|ç¨á«®�¥à¢ã¤ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ á«ãç î ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥-¤ë. �«¨ï­¨¥ ¤¢¨�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ¢¥«¨ç¨­®© ¬®¤¨-ä¨æ¨à®¢ ­­®£® ç¨á«  Ǒ¥ª«¥, ¢ ª®â®à®¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¬ áèâ ¡  ¤«¨­ë¢ëáâã¯ ¥â ä ªâ®à ä®à¬ë ç áâ¨æë �.�®à¬ã«  (4.4.21) ®¡« ¤ ¥â ¡®«ìè®© ®¡é­®áâìî ¨ á¯à ¢¥¤«¨¢  ¤«ïâ¢¥à¤ëå ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë, ­ å®¤ïé¨å-áï ¢ ®¤­®à®¤­®¬ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ «î¡ëå Re ¨ Pe→ 0. �­ ¤ ¥â å®à®èãî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î ¤«ï ®â­®è¥­¨ï ç¨á¥« �¥à¢ã¤  ¯à¨PeM < 5. � ç áâ­®¬ á«ãç ¥ áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë ä®à¬ã«  (4.4.21)¯¥à¥å®¤¨â ¢ (4.4.19). �«ï ç áâ¨æ ­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë ¢ (4.4.21) á«¥-¤ã¥â ¯®¤áâ ¢«ïâì §­ ç¥­¨ï ä ªâ®à  � ¨§ â ¡«. 4.2.Ǒ¥à¢ë¥ âà¨ ç«¥­   á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® à §«®�¥­¨ï ¡¥§à §¬¥à­®£®¨­â¥£à «ì­®£® ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®â®ª  ¯® ¬ «®¬ã ç¨á«ã Ǒ¥ª«¥ ¤«ïç áâ¨æë «î¡®© ä®à¬ë ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¨¬¥îâ ¢¨¤ [206℄
I = I0 + 18π Pe I20 + 18π Pe2 ln Pe I20 (~f · ~e ) +O(Pe2). (4.4.22)�¤¥áì I0 = �/a | ¨­â¥£à «ì­ë© ¯®â®ª ­  ç áâ¨æã ¢ ­¥¯®¤¢¨�­®©�¨¤ª®áâ¨; ~f | ¡¥§à §¬¥à­ë© ¢¥ªâ®à, à ¢­ë© ®â­®è¥­¨î á¨«ë á®-¯à®â¨¢«¥­¨ï ç áâ¨æë ª áâ®ªá®¢®© á¨«¥ á®¯à®â¨¢«¥­¨ï â¢¥à¤®© áä¥àëà ¤¨ãá  a (a|¥¤¨­ë© ¬ áèâ ¡ ¤«¨­ë, á ¯®¬®éìî ª®â®à®£® ¢¢¥¤¥­ë¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë Pe, I, I0); ~e|¥¤¨­¨ç­ë© ­ ¯à ¢«ïîé¨© ¢¥ª-â®à áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨. Ǒ¥à¥å®¤ ª ç¨á«ã �¥à¢ã¤ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ Sh = I/S, £¤¥ S|¡¥§à §¬¥à­ ï ¯«®é ¤ì¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë.�«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢¥«¨ç¨­ë I0 = �/a ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì à¥§ã«ì-â âë à §¤. 4.3.� á«ãç ¥ áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ à ¤¨ãá  a ¢ ¢ëà �¥­¨¨ (4.4.22)á«¥¤ã¥â ¯®«®�¨âì (~f · ~e ) = 2 + 3β3 + 3β , I0 = 4π, (4.4.23)



152 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬£¤¥ β | ®â­®è¥­¨¥ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ¢ï§ª®áâ¥© ª ¯«¨ ¨ ®ªàã� îé¥©�¨¤ª®áâ¨ (§­ ç¥­¨¥ β =0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £ §®¢®¬ã ¯ã§ëàî,   β =∞|â¢¥à¤®© áä¥à¥).�«ï áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë, ¯®ªàëâ®© �¨¤ª®© ¯«¥­ª®©, ¨¬¥¥¬ [60℄(~f · ~e ) = 23 + 13 [1 + 1
β

1− δ1 + δ

(1 + 52 δ2 + δ + 2δ2 )]−1
, I0 = 4π,£¤¥ δ | ®â­®è¥­¨¥ à ¤¨ãá®¢ ç áâ¨æë ¨ ¯«¥­ª¨; §­ ç¥­¨¥ δ = 1á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â¢¥à¤®© ç áâ¨æ¥,   δ = 0| ª ¯«¥.�«ï í««¨¯á®¨¤  ¢à é¥­¨ï á ¯®«ã®áï¬¨ a ¨ b (a|íª¢ â®à¨ «ì­ë©à ¤¨ãá), ®áì ª®â®à®£® ­ ¯à ¢«¥­  ¢¤®«ì ¯®â®ª , á¨«  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ [178℄(~f · ~e ) =  43 (χ2 + 1)−1/2[χ− (χ2 − 1) ar

tgχ]−1
, a > b,83 (χ2 − 1)−1/2[(χ2 + 1) ln χ+1

χ−1 − 2χ]−1
, a 6 b,£¤¥ χ = ∣∣(a/b)2 − 1∣∣−1/2.�«ï â¥«  ¢à é¥­¨ï, ®áì ª®â®à®£® á®áâ ¢«ï¥â ã£®« ω á ­ ¯à ¢«¥-­¨¥¬ ­ ¡¥£ îé¥£® ¯®â®ª , ¢ áâ®ªá®¢®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ (Re → 0) á¯à -¢¥¤«¨¢  § ¢¨á¨¬®áâì [60℄(~f · ~e ) = f‖ 
os2 ω + f⊥ sin2 ω, (4.4.24)£¤¥ f‖ ¨ f⊥ | §­ ç¥­¨ï ¡¥§à §¬¥à­®© á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï â¥« ¢à é¥­¨ï ¢ á«ãç ¥ ¯ à ««¥«ì­®£® (ω = 0) ¨ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­®£®(ω = π/2) à á¯®«®�¥­¨ï ¥£® ®á¨ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥.� ç áâ­®áâ¨, ¤«ï â®­ª®£® ªàã£®¢®£® ¤¨áª  ¢ ä®à¬ã«¥ (4.4.24)á«¥¤ã¥â ¯®«®�¨âì f‖ = 8/(3π), f⊥ = 16/(9π); ¤«ï £ ­â¥«¥¢¨¤­®©ç áâ¨æë, á®áâ®ïé¥© ¨§ á®¯à¨ª á îé¨åáï áä¥à à ¢­®£® à ¤¨ãá , |

f‖ ≈ 0,645, f⊥ ≈ 0,716 [178℄.� «¨ç¨¥ «®£ à¨ä¬¨ç¥áª®£® ç«¥­  à¥§ª® ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ¯à ªâ¨ç¥-áªãî æ¥­­®áâì à §«®�¥­¨ï (4.4.22); ¤¢ãåç«¥­­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ (4.4.21)®¡« ¤ ¥â ¡®«¥¥ è¨à®ª¨¬ ¤¨ ¯ §®­®¬ ¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨ ¯® ç¨á«ã Ǒ¥ª«¥(å®âï ®­® ¨ ¬¥­¥¥ â®ç­® ¯à¨ ®ç¥­ì ¬ «ëå Pe).�¨«¨­¤à¨ç¥áª¨¥ â¥« . � áá®®¡¬¥­ ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  à ¤¨ã-á  a á ®¤­®à®¤­ë¬ ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬, ­ ¯à ¢«¥­­ë¬ ¯¥à¯¥­¤¨-ªã«ïà­® ®¡à §ãîé¥© æ¨«¨­¤à , ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ Pe=S
Re ¨�¥©­®«ì¤á  Re= aUi/ν à áá¬ âà¨¢ «áï ¢ à ¡®â å [237, 248℄. �«ï áà¥¤-­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  (¯à¨å®¤ïé¥£®áï ­  ¥¤¨­¨æã ¤«¨­ë æ¨«¨­¤à  ¨®¯à¥¤¥«¥­­®£® ¯® ¥£® à ¤¨ãáã) ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë ¤¢ãåç«¥­­ë¥ à §«®�¥-­¨ï:



4.4. � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ¬ «ëå Pe 153¯à¨ Re→ 0, S
 |ä¨ªá¨à®¢ ­®:Sh = ǫ− ǫ3q(S
), ǫ = 12 ln 2− ln(γ S
Re) ,
q(0,72) = 1,38, q(1) = 1,63, q(6,82) = 3,42; (4.4.25 )¯à¨ Re→ 0, S
 = Re−α (0 < α < 1):Sh = δ − δ3p(α);

δ = 12 ln 2− ln[γ(1− α) S
Re] ,
p(α) = 3− α2 + ln(1− α) + α ln γ4 , (4.4.25¡)£¤¥ ln γ|¯®áâ®ï­­ ï �©«¥à . Ǒ®£à¥è­®áâì ®¡®¨å ¢ëà �¥­¨© (4.4.25)¯à¨ Re→ 0 ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª (lnRe)−4.�â«¨ç¨¥ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå ¤ ­­ëå ¯® â¥¯«®®¡¬¥­ã æ¨«¨­¤à á ¢®§¤ãè­ë¬ ¯®â®ª®¬ (S
 = 0,72) ¨ à¥§ã«ìâ â®¢ à áç¥â  ¯® ¯¥à¢®©ä®à¬ã«¥ (4.4.25 ) á®áâ ¢«ï¥â ¬¥­¥¥ 3% ¯à¨ Re < 0,2 [237℄.�áá«¥¤ã¥¬ ¬ áá®®¡¬¥­ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨å â¥« ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë,¯®¯¥à¥ç­® ®¡â¥ª ¥¬ëå ®¤­®à®¤­ë¬ ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ ¢ï§ª®©�¨¤ª®áâ¨ ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. �«ï ¯®«ãç¥­¨ï £« ¢­®£® ç«¥­ à §«®�¥­¨ï ¯à¨ Pe → 0 ¯®áâã¯¨¬ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � áá¬®âà¨¬¢á¯®¬®£ â¥«ì­®¥ ãà ¢­¥­¨¥Pe(~w · ∇)c = �c (4.4.26)á £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ (4.3.2), (4.3.3). �¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ~w ¢ (4.4.26)­¥ § ¢¨á¨â ®â ç¨á«  Ǒ¥ª«¥ ¨ á¢ï§ ­® á ¨áâ¨­­ë¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ~v â®«ìª® ®¤­¨¬ ¯à¥¤¥«ì­ë¬ á®®â­®è¥­¨¥¬

~e = lim
̺→∞

~v = lim
̺→∞

~w. (4.4.27)� ¯¨è¥¬ ãà ¢­¥­¨¥ (4.4.26) ¢ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ �§¥¥­ :Pe(~e · ∇)c = �c. (4.4.28)�«ï «î¡®£® ~w, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨î (4.4.27), £« ¢­ë¥ ç«¥-­ë  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å à §«®�¥­¨© ¢® ¢­ãâà¥­­¥© ¨ ¢­¥è­¥© ®¡« áâ¨¤«ï ãà ¢­¥­¨© (4.4.26) ¨ (4.4.28) á ®¤¨­ ª®¢ë¬¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®-¢¨ï¬¨ á®¢¯ ¤ îâ. Ǒ®íâ®¬ã ¢ ãà ¢­¥­¨¨ ¤¨ääã§¨¨ ¯à¨ Pe → 0 ¨á-â¨­­®¥ ¯®«¥ áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ~v ¬®�­® § ¬¥­¨âì ­  ~w. �ª § ­­®¥®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¯®§¢®«ï¥â ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï à¥§ã«ìâ â ¬¨, ¨§«®�¥­­ë-¬¨ ¤ «¥¥ ¢ à §¤. 4.11. � ¨¬¥­­®, ¢ ª ç¥áâ¢¥ ~w ¢®§ì¬¥¬ ¯®«¥ áª®à®-áâ¥© ¤«ï ¯®â¥­æ¨ «ì­®£® ®¡â¥ª ­¨ï æ¨«¨­¤à  ¨¤¥ «ì­®© �¨¤ª®áâìî.



154 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬� ª ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®£à¥è­®áâ¨ ¢® ¢­ãâà¥­­¥¬ à §-«®�¥­¨¨ ¯®àï¤ª  Pe. �áâ ¢«ïï £« ¢­ë¥ ç«¥­ë ¢ ä®à¬ã«¥ (4.11.15),¤«ï ¡¥§à §¬¥à­®£® ¨­â¥£à «ì­®£® ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®â®ª  ¯à¨ ¬ «ëåç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¯®«ãç¨¬
I = −4π [ln( γ Pe8 )]−1

, Pe = ϕmax − ϕmin2D , (4.4.29)£¤¥ ϕmax ¨ ϕmin|¬ ªá¨¬ «ì­®¥ ¨ ¬¨­¨¬ «ì­®¥ §­ ç¥­¨ï ¯®â¥­æ¨ « ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ æ¨«¨­¤à  (íâ¨ §­ ç¥­¨ï ¤«ï ­¥ª®â®àëå æ¨«¨­¤à¨ç¥-áª¨å â¥« à §«¨ç­®© ä®à¬ë ¬®�­® ­ ©â¨, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ [36, 97, 166℄;ln γ|¯®áâ®ï­­ ï �©«¥à .�«ï í««¨¯â¨ç¥áª®£® æ¨«¨­¤à  á ¯®«ã®áï¬¨ a ¨ b (a> b) ­¥§ ¢¨á¨¬®®â ¥£® ®à¨¥­â æ¨¨ ¢ ¯®â®ª¥ ¨¬¥¥¬ (á¬. à §¤. 4.11)
I ≈ 4π [− lnPe + ln 8a

γ(a+ b) ]−1
, Pe = aUi

D
. (4.4.30)�«ï ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  ¢ ä®à¬ã«¥ (4.4.30) á«¥¤ã¥â ¯®«®�¨âì

a = b.4.5. � áá®¯¥à¥­®á ¢ «¨­¥©­®¬ á¤¢¨£®¢®¬¯®â®ª¥ ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥� áá®¯¥à¥­®á ª ç áâ¨æ¥ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥, à áá¬®âà¥­­ë©¢ à §¤. 4.4, å®à®è® ¬®¤¥«¨àã¥â ¬­®£¨¥ à¥ «ì­ë¥ ¯à®æ¥ááë ¢ ¤¨á¯¥àá-­ëå á¨áâ¥¬ å, ª®£¤  ®á­®¢­ãî à®«ì ¢ ª®­¢¥ªâ¨¢­®¬ ¯¥à¥­®á¥ ¨£à ¥âáª®à®áâì ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® ¤¢¨�¥­¨ï ç áâ¨æ ®â­®á¨â¥«ì­® �¨¤ª®áâ¨,  £à ¤¨¥­âë ­¥¢®§¬ãé¥­­®£® ¯®«ï áª®à®áâ¥© ­¥áãé¥áâ¢¥­­ë.� à §¤. 1.1 ¤ ­® ªà âª®¥ ®¯¨á ­¨¥ ¯®«¥© áª®à®áâ¥© ¤«ï ­¥ª®â®-àëå á«ãç ¥¢ £à ¤¨¥­â­ëå â¥ç¥­¨© á ­¥®¤­®à®¤­®© áâàãªâãà®©. �«ïç áâ¨æ, à §¬¥àë ª®â®àëå ¬­®£® ¬¥­ìè¥ ¯à®áâà ­áâ¢¥­­®£® ¬ áèâ -¡  ­¥®¤­®à®¤­®áâ¨ ¯®«ï â¥ç¥­¨ï, à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© (1.1.7) ¯à¨à¥è¥­¨¨ § ¤ ç ® ¬ áá®¯¥à¥­®á¥ ª ç áâ¨æ¥ ¢ «¨­¥©­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®-â®ª¥ ¬®�¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© ¢¤ «¨ ®âç áâ¨æë.� áá®®¡¬¥­ áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë á «¨­¥©­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬¯®â®ª®¬. �  ¯à ªâ¨ª¥ ¢áâà¥ç îâáï á¨âã æ¨¨, ª®£¤  ç áâ¨æë ¯®«­®-áâìî ã¢«¥ª îâáï ¯®â®ª®¬ ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨¬ áâ ­®¢¨âáï ª®­¢¥ªâ¨¢­ë©¯¥à¥­®á, ®¡ãá«®¢«¥­­ë© á¤¢¨£®¢ë¬ â¥ç¥­¨¥¬ �¨¤ª®áâ¨. Ǒà¨ ¨áá«¥-¤®¢ ­¨¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¤¨ääã§¨®­­ëå ¯à®æ¥áá®¢ ã¤®¡­® á¢ï§ âìá¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨­ â á æ¥­âà®¬ âï�¥áâ¨ ç áâ¨æë â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ëíâ  á¨áâ¥¬  ¤¢¨£ « áì á® áª®à®áâìî ç áâ¨æë ¯®áâã¯ â¥«ì­®,   á ¬ 



4.5. � áá®¯¥à¥­®á ¢ «¨­¥©­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ¬ «ëå Pe 155������� 4.3�¨á«¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ª®íää¨æ¨¥­â  α ¨ ¢¥«¨ç¨­ë G ¤«ï­¥ª®â®àëå á¤¢¨£®¢ëå â¥ç¥­¨© (¯® ¤ ­­ë¬ [196, 230℄)
N0 � §¢ ­¨¥ â¥ç¥­¨ï �®íää¨æ¨¥­âë Gkm α G1 Ǒà®áâ®© á¤¢¨£ G12 6= 0,®áâ «ì­ë¥ Gkm = 0 0,257 |G12|2 �á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ë©á¤¢¨£ G11 = G22 = − 12 G33,

Gkm = 0 ¯à¨ i 6= j
0,399 |G33|3 Ǒ«®áª¨© á¤¢¨£ G11 = −G22,®áâ «ì­ë¥ Gkm = 0 0,428 |G11|4 Ǒà®¨§¢®«ì­®¥«¨­¥©­®¥¤¥ä®à¬ æ¨®­­®¥â¥ç¥­¨¥ Gkm = Gmk 0,36 (GkmGkm)1/2 ,¯® ®¡®¨¬ ¨­¤¥ªá ¬¢¥¤¥âáï áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ç áâ¨æ  ¬®£«  á¢®¡®¤­® ¢à é âìáï ¢®ªàã£ ­ ç «  ª®®à¤¨­ â. �«ï «¨-­¥©­®£® á¤¢¨£®¢®£® ¯®â®ª  ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢¤ «¨ ®âáä¥àë ¨¬¥îâ ¢¨¤:

R → ∞, Vk → GkmXm, (4.5.1)£¤¥ Gkm |ª®¬¯®­¥­âë ¬ âà¨æë á¤¢¨£ .�«ï áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë, ®¡â¥ª ¥¬®© ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ «¨­¥©­ë¬á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ (4.5.1), ¯¥à¢ë¥ ç¥âëà¥ ç«¥­   á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£®à §«®�¥­¨ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯® ¬ «®¬ã ç¨á«ã Ǒ¥ª«¥ ¨¬¥îâ¢¨¤ [189℄Sh = 1 + αPe1/2 + α2 Pe + α3 Pe3/2 +O(Pe2), Pe = a2G
D

. (4.5.2)�¤¥áì ¯ à ¬¥âà α = α(Gkm) § ¢¨á¨â ®â â¨¯  á¤¢¨£®¢®£® â¥ç¥­¨ï ¨¢ëç¨á«ï¥âáï á ¯®¬®éìî ­¥á®¡áâ¢¥­­®£® ¨­â¥£à «  [60, 196℄.�â¬¥â¨¬, çâ® ¯¥à¢ë¥ ¤¢  ç«¥­  à §«®�¥­¨ï (4.5.2) ¯¥à¢®­ ç «ì­®¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë ¢ [196℄.�¥«¨ç¨­  ¯ à ¬¥âà  α ­¥ ¬¥­ï¥âáï ¯à¨ ®¤­®¢à¥¬¥­­®¬ ¨§¬¥-­¥­¨¨ §­ ª®¢ ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ ¬ âà¨æë á¤¢¨£  ­  ®¡à â­ë¥, â.¥.
α(Gkm) = α(−Gkm).�«ï ­¥ª®â®àëå â¨¯®¢ á¤¢¨£®¢ëå â¥ç¥­¨©, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨å ¯à ª-â¨ç¥áª¨© ¨­â¥à¥á, ç¨á«¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ª®íää¨æ¨¥­â  α ¨ ¢¥«¨ç¨-­ë G ¢ ä®à¬ã«¥ (4.5.2) ãª § ­ë ¢ â ¡«. 4.3. �ã¬¬ã ¢ âà¥âì¥¬áâ®«¡æ¥ ¯®á«¥¤­¥© áâà®ª¨ â ¡«¨æë ¬®�­® ¢ëç¨á«¨âì ¯® ä®à¬ã«¥
GkmGkm = E21 + E22 + E23 , £¤¥ E1, E2, E3 | ¤¨ £®­ «ì­ë¥ í«¥¬¥­âë¯à¨¢¥¤¥­­®£® ª £« ¢­ë¬ ®áï¬ á¨¬¬¥âà¨ç­®£® â¥­§®à  ‖Gkm‖.



156 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬� [60, 210℄ ¯à¨¢¥¤¥­ë à¥§ã«ìâ âë à áç¥â  ª®íää¨æ¨¥­â  α ¤«ï¯«®áª®£® á¤¢¨£®¢®£® â¥ç¥­¨ï ¢¨¤ 
G12 = G, G21 = ωG; ®áâ «ì­ë¥ Gkm = 0 (4.5.3)¤«ï −1 6 ω 6 1. �®íää¨æ¨¥­â α = α(ω) ¬®­®â®­­® ¢®§à áâ ¥â ®â

α = 0 ¯à¨ ω = −1 (ç¨áâ® ¢à é â¥«ì­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥) ¤® ¬ ªá¨¬ «ì­®£®§­ ç¥­¨ï α = 0,428 ¯à¨ ω = 1 (ç¨áâ® ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®¥ â¥ç¥­¨¥).Ǒà¨ á« ¡ëå ¤¥ä®à¬ æ¨ïå ¯®â®ª , çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ω → −1, ¨¬¥¥¬
α ≈ 115 (1 + ω)2.� áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æë ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë á «¨­¥©­ë¬á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬. � à ¡®â¥ [189℄ ¨áá«¥¤®¢ «áï ¬ áá®®¡¬¥­ ç áâ¨-æë ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë, á¢®¡®¤­® ¢§¢¥è¥­­®© ¢ «¨­¥©­®¬ á¤¢¨£®¢®¬¯®â®ª¥ (4.5.1). �«ï ¡¥§à §¬¥à­®£® ¨­â¥£à «ì­®£® ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®-â®ª  ­  ¯®¢¥àå­®áâì ç áâ¨æë ¡ë«® ¯®«ãç¥­® âà¥åç«¥­­®¥ à §«®�¥­¨¥¯® ¬ «®¬ã ç¨á«ã Ǒ¥ª«¥:

I = I0 + α4π I20 Pe1/2 + α2(4π)2 I30 Pe +O(Pe3/2). (4.5.4)�¤¥áì I0|¨­â¥£à «ì­ë© ¯®â®ª ­  ç áâ¨æã ¢ ­¥¯®¤¢¨�­®© �¨¤ª®áâ¨;Pe = a2G/D, a | ¢¥«¨ç¨­ , ¢ë¡à ­­ ï §  ¥¤¨­ë© ¬ áèâ ¡ ¤«¨­ë(á ¯®¬®éìî a ®¡¥§à §¬¥à¥­ë â ª�¥ I ¨ I0); §­ ç¥­¨ï ¯ à ¬¥âà®¢
G ¨ α = α(Gij) ¤«ï ­¥ª®â®àëå â¨¯®¢ á¤¢¨£®¢ëå â¥ç¥­¨© ãª § ­ë ¢â ¡«. 4.3.�«ï áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë à ¤¨ãá  a á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®
I = 4π Sh, ¨ à §«®�¥­¨¥ (4.5.4) á â®ç­®áâìî ¤® ç«¥­®¢ ¯®àï¤ª  Pe¢ª«îç¨â¥«ì­® ¯¥à¥å®¤¨â ¢ (4.5.2). � á«ãç ¥ ç áâ¨æ ­¥áä¥à¨ç¥áª®©ä®à¬ë ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï I0 = �/a ¬®�­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï à¥§ã«ìâ â -¬¨ à §¤. 4.3 (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, â ¡«. 4.2).�¨ääã§¨ï ª æ¨«¨­¤àã ¢ ¯à®áâ®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥. � á-á®®¡¬¥­ ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  à ¤¨ãá  a ¢ ¯à®áâ®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥(G12 = ±1, ®áâ «ì­ë¥ Gkm = 0) ¨áá«¥¤®¢ «áï ¢ à ¡®â¥ [230℄. �«ï ¡¥§-à §¬¥à­®£® ¨­â¥£à «ì­®£® ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®â®ª , ¯à¨å®¤ïé¥£®áï ­ ¥¤¨­¨æã ¤«¨­ë æ¨«¨­¤à , ¯à¨ Pe→ 0 ¡ë«® ¯®«ãç¥­® ¢ëà �¥­¨¥:

I ≈ 4π2,744− ln Pe , Pe = a2|G12|
D

. (4.5.5)Ǒ¥à¥å®¤ ª ç¨á«ã �¥à¢ã¤  (®¯à¥¤¥«¥­­®¬ã ¯® à ¤¨ãáã) ®áãé¥áâ¢-«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ I = 2π Sh.



4.6. � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ ¨ ª ¯¥«ì á ¯®â®ª®¬ ¯à¨ ¡®«ìè¨å Pe 1574.6. � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ ¨ ª ¯¥«ì á ¯®â®ª®¬¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ (â¥®à¨ï¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï)�ä¥à¨ç¥áª ï ç áâ¨æ  ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥. �«¥-¤ãï [100℄, à áá¬®âà¨¬ á­ ç «  áâ æ¨®­ à­ãî ¤¨ääã§¨î ª ¯®¢¥àå­®-áâ¨ â¢¥à¤®© áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë, ®¡â¥ª ¥¬®© ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ª-á®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ (Re→ 0) ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. � ¡¥§à §¬¥à­ëå¯¥à¥¬¥­­ëå ¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© § ¤ ç¨¤«ï à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®­æ¥­âà æ¨¨ ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬ (4.4.3) á£à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ (4.4.4), (4.4.5), £¤¥ äã­ªæ¨ï â®ª  ®¯à¥¤¥«ï¥â-áï ä®à¬ã«®© (4.4.2).Ǒ® ¬¥à¥ ã¢¥«¨ç¥­¨ï ç¨á«  Pe ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ áä¥àë ä®à¬¨-àã¥âáï ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®©, ®â­®á¨â¥«ì­ ï (®â­¥á¥­­ ïª à ¤¨ãáã ç áâ¨æë) â®«é¨­  ª®â®à®£® ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª Pe−1/3. � íâ®©®¡« áâ¨ áãé¥áâ¢¥­­ãî à®«ì ¨£à ¥â à ¤¨ «ì­ ï á®áâ ¢«ïîé ï ¬®«¥-ªã«ïà­®© ¤¨ääã§¨¨ ¢¥é¥áâ¢  ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ªâ ­£¥­æ¨ «ì­®© ¤¨ääã§¨¥© ¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì. �¥®¡å®¤¨¬® ãç¨âë-¢ âì â ª�¥ ª®­¢¥ªâ¨¢­ë© ¬ áá®¯¥à¥­®á, ®¡ãá«®¢«¥­­ë© ¤¢¨�¥­¨¥¬�¨¤ª®áâ¨.�ç¨â ï ε = Pe−1/3 ¬ «ë¬ ¯ à ¬¥âà®¬, ¢¢¥¤¥¬ ¢ ®¡« áâ¨ ¤¨ääã-§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï à áâï­ãâãî ª®®à¤¨­ âã y ¯® ä®à¬ã«¥
r = 1+ εy. Ǒ®¤áâ ¢«ïï ¥¥ ¢ (4.2.2) ¨ (4.4.3), ¯®á«¥ ¢ë¤¥«¥­¨ï £« ¢­ëåç«¥­®¢ à §«®�¥­¨ï ¯® ε ¯®«ãç¨¬

∂2c
∂y2 = 1sin2 θ ( ∂	

∂θ

∂c

∂y
− ∂	

∂y

∂c

∂θ

)
, (4.6.1)£¤¥ 	 = 34 y2 sin2 θ.Ǒ¥à¥å®¤ï ¤ «¥¥ ®â θ, y ª ¯¥à¥¬¥­­ë¬ �¨§¥á  θ, 	, ¨¬¥¥¬

− ∂c

∂θ
= √3 sin2 θ ∂

∂	 √	 ∂c

∂	 . (4.6.2)Ǒà¥®¡à §®¢ ­¨¥
ζ = √	 = √32 Pe1/3(r − 1) sin θ,
τ = √34 ∫ π

θ

sin2 θ dθ = √38 (π − θ + 12 sin 2θ) (4.6.3)¯à¨¢®¤¨â ãà ¢­¥­¨¥ (4.6.2) ª á«¥¤ãîé¥¬ã ¢¨¤ã:
∂c

∂τ
= ζ−1 ∂2c

∂ζ2 . (4.6.4)



158 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬�à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (4.4.3), (4.4.4) ¢ ¯¥à¥¬¥­­ëå (4.6.3) § ¯¨áë¢ -îâáï â ª:
τ = 0, c = 0; ζ = 0, c = 1; ζ → ∞, c→ 0. (4.6.5)�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (4.6.4), (4.6.5) ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ ­¥¯®«­ãî £ ¬¬ -äã­ªæ¨î:

c = 1�(1/3) �( 13 , ζ39τ ) == 1�(1/3) �( 13 , Pe3 (r − 1)3 sin3 θ
π − θ + 12 sin 2θ ) . (4.6.6)�¨ää¥à¥­æ¨àãï íâ® ¢ëà �¥­¨¥, ¯®«ãç¨¬ «®ª «ì­ë© ¤¨ääã§¨®­-­ë© ¯®â®ª ­  ¯®¢¥àå­®áâì áä¥àë:

j = −
(
∂c

∂r

)

r=1 = 0,766 sin θ(π − θ + 12 sin 2θ)−1/3 Pe1/3 . (4.6.7)�¨¤­®, çâ® «®ª «ì­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ¯à¨­¨¬ ¥â ¬ ªá¨-¬ «ì­®¥ §­ ç¥­¨¥ ¢ ¯¥à¥¤­¥© ªà¨â¨ç¥áª®© â®çª¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ áä¥àë(¯à¨ θ = π) ¨ ¬®­®â®­­® ã¬¥­ìè ¥âáï ¯à¨ ã¬¥­ìè¥­¨¨ ã£«®¢®© ª®®à-¤¨­ âë, ¯à¨­¨¬ ï ¬¨­¨¬ «ì­®¥ §­ ç¥­¨¥, à ¢­®¥ ­ã«î, ¯à¨ θ = 0.�®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  à ¢­® [100℄Sh = 0,625Pe1/3 . (4.6.8)�â  § ¢¨á¨¬®áâì ¡ë«  ãâ®ç­¥­  ¢ à ¡®â¥ [190℄, £¤¥ ¤«ï ç¨á« �¥à¢ã¤  ¡ë«® ­ ©¤¥­® ¤¢ãåç«¥­­®¥ à §«®�¥­¨¥Sh = 0,625Pe1/3 + 0,461. (4.6.9)�®à¬ã«ã (4.6.9) ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨å à áç¥â®¢¯à¨ Pe > 10.� ¯«ï (¯ã§ëàì). � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¢­¥è­îî § ¤ çã ® ¬ áá®-®¡¬¥­¥ áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ (¯ã§ëàï) à ¤¨ãá  a ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ áâ®ª-á®¢®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ «¨¬¨â¨àãîé¥¬ á®¯à®â¨¢«¥­¨¨ á¯«®è­®© ä §ë.Ǒà®æ¥áá ª®­¢¥ªâ¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨ ª £à ­¨æ¥ à §¤¥«  �¨¤ª®áâì{�¨¤ª®áâì (�¨¤ª®áâì{£ §) áãé¥áâ¢¥­­® ®â«¨ç ¥âáï ®â ¤¨ääã§¨¨ ª£à ­¨æ¥ à §¤¥«  �¨¤ª®áâì{â¢¥à¤®¥ â¥«®. �â® á¢ï§ ­® á à §«¨ç¨¥¬£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ãá«®¢¨© ­  ¯®¢¥àå­®áâïå à §¤¥«  ä §. �¥¯®áà¥¤-áâ¢¥­­® ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¢¥à¤®£® â¥«  ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï ¯à¨«¨¯ ­¨ï áª®-à®áâì ¤¢¨�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢á¥£¤  à ¢­  ­ã«î. � ¯à®â¨¢, £à ­¨æ  à §-¤¥«  ¤¢ãå �¨¤ª¨å áà¥¤ á®åà ­ï¥â á¢®î ¯®¤¢¨�­®áâì, ¨ ª á â¥«ì­ ï



4.6. � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ ¨ ª ¯¥«ì á ¯®â®ª®¬ ¯à¨ ¡®«ìè¨å Pe 159á®áâ ¢«ïîé ï áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ­  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ®â«¨-ç ¥âáï ®â ­ã«ï.�®­¢¥ªâ¨¢­ë© ¯¥à¥­®á ¢¥é¥áâ¢  ¤¢¨�ãé¥©áï �¨¤ª®áâìî ª £à -­¨æ¥ à §¤¥«  �¨¤ª®áâì{â¢¥à¤®¥ â¥«® ¯à®¨áå®¤¨â ¢ ãá«®¢¨ïå ­¥ª®â®-à®© § â®à¬®�¥­­®áâ¨ ¯®â®ª , â ª çâ® áª®à®áâì ¯¥à¥­®á  ¢¥é¥áâ¢  ã¯®¢¥àå­®áâ¨ §­ ç¨â¥«ì­® ­¨�¥, ç¥¬ ¢ ®¡ê¥¬¥ à áâ¢®à . � ¯à®â¨¢,¤¨ääã§¨ï ª £à ­¨æ¥ �¨¤ª®áâì-�¨¤ª®áâì (�¨¤ª®áâì{£ §) ¯à®¨áå®-¤¨â ¢ ¡®«¥¥ ¡« £®¯à¨ïâ­ëå ãá«®¢¨ïå ­¥§ â®à¬®�¥­­®£® ¯®â®ª . Ǒ®íâ®© ¯à¨ç¨­¥ ª®­¢¥ªâ¨¢­ ï ¤¨ääã§¨ï ¢¥é¥áâ¢  ª £à ­¨æ¥ à §¤¥« ¤¢ãå �¨¤ª®áâ¥© ¯à®¨áå®¤¨â §­ ç¨â¥«ì­® ¨­â¥­á¨¢­¥¥, ç¥¬ ª £à ­¨æ¥�¨¤ª®áâì{â¢¥à¤®¥ â¥«®.� â¥¬ â¨ç¥áª ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  § ¤ ç¨ ® à á¯à¥¤¥«¥­¨¨ ª®­æ¥­-âà æ¨¨ ¢­¥ ª ¯«¨ ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬ (4.4.3) ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®-¢¨ï¬¨ (4.4.4), (4.4.5), £¤¥ ¡¥§à §¬¥à­ ï äã­ªæ¨ï â®ª  § ¤ ¥âáï à¥è¥-­¨¥¬ �¤ ¬ à |�ë¡ç¨­áª®£® (á¬. à §¤. 2.2)
ψ = 12 (r − 1) [r − 12 β

β + 1 (1 + 1
r

)] sin2 θ, (4.6.10)£¤¥ β | ®â­®è¥­¨¥ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ¢ï§ª®áâ¥© ª ¯«¨ ¨ ®ªàã� îé¥©�¨¤ª®áâ¨. �®®â¢¥âáâ¢ãîé ï à §¬¥à­ ï äã­ªæ¨ï â®ª  ¯®«ãç ¥âáï á¯®¬®éìî ã¬­®�¥­¨ï (4.6.10) ­  ¢¥«¨ç¨­ã a2Ui. � § ¤ ç¥ ® ¤¨ääã§¨¨ª ª ¯«¥, ¯ ¤ îé¥© ¢ ­¥¯®¤¢¨�­®© �¨¤ª®áâ¨, ¢ ª ç¥áâ¢¥ å à ªâ¥à­®©áª®à®áâ¨ ¢ë¡¨à ¥âáï
Ui = 2(ρ− ρi)ga23µi β + 13β + 1 ,£¤¥ ρi ¨ ρ| ¯«®â­®áâì �¨¤ª®áâ¨ ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨, g| ãáª®à¥­¨¥á¨«ë âï�¥áâ¨, µi |¤¨­ ¬¨ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì �¨¤ª®áâ¨ ¢­¥ ª ¯«¨.�ç¨â ï ε = Pe−1/2 ¬ «ë¬ ¯ à ¬¥âà®¬, ¯¥à¥©¤¥¬ ¢ ãà ¢­¥­¨¨(4.4.3) ¨ ä®à¬ã«¥ (4.6.10) ®â à ¤¨ «ì­®© ª®®à¤¨­ âë r ª à áâï­ãâ®©¯¥à¥¬¥­­®© ξ = ε−1(r − 1). Ǒ®á«¥ ¢ë¤¥«¥­¨ï £« ¢­ëå ç«¥­®¢ à §«®-�¥­¨ï ¯® ¯ à ¬¥âàã ε ¯®«ãç¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ (4.6.1), £¤¥	 = 12(β + 1) ξ sin2 θ. (4.6.11)�ëà � ï ¢ (4.6.1) ξ ç¥à¥§ 	 á ¯®¬®éìî (4.6.11), ¨¬¥¥¬
− ∂c

∂θ
= sin3 θ2(β + 1) ∂2c

∂	2 . (4.6.12)�¥« ï § ¬¥­ã
τ = 12(β + 1) ∫ π

θ

sin3 θ dθ = 12(β + 1) ( 23 + 
os θ − 
os3 θ3 )
, (4.6.13)



160 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬á¢®¤¨¬ (4.6.12) ª áâ ­¤ àâ­®¬ã ãà ¢­¥­¨î â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨
∂c

∂τ
= ∂2c

∂	2 . (4.6.14)�à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (4.4.4), (4.4.5) ¢ ¯¥à¥¬¥­­ëå (4.6.11), (4.6.13)§ ¯¨áë¢ îâáï ¢ ¢¨¤¥ (4.6.5), £¤¥ ζ á«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì ­  	. �®®â¢¥â-áâ¢ãîé¥¥ à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (4.6.14) ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ ¤®¯®«­¨â¥«ì-­ë© ¨­â¥£à « ¢¥à®ïâ­®áâ¥©
c = erf
( 	2√τ ) = erf
( 14√ 6Pe

β + 1 (r − 1) 1− 
os θ√2− 
os θ ) . (4.6.15)�ëç¨á«¨¬ «®ª «ì­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  ¯®¢¥àå­®áâì ª ¯«¨
j = −

(
∂c

∂r

)

r=1 =√ 3Pe
π(β + 1) 1− 
os θ√2− 
os θ . (4.6.16)�à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®© [100℄Sh =√ 2Pe3π(β + 1) = 0,461( Pe

β + 1 )1/2
. (4.6.17)� [60℄ ¡ë«® ¯®«ãç¥­® ¤¢ãåç«¥­­®¥ à §«®�¥­¨¥ ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯®¯ à ¬¥âàã ε = Pe−1/2:Sh = 0,461( Pe

β + 1 )1/2 + 0,41( 34 β + 1) , (4.6.18)ª®â®à®¥ ãâ®ç­ï¥â § ¢¨á¨¬®áâì (4.6.17).�®à¬ã«ã (4.6.18) ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨å à áç¥â®¢¯à¨ Pe> 100 ¤«ï 0 6 β 6 0,82Pe1/3 − 1 (íâ® á«¥¤ã¥â ¨§ á®¯®áâ ¢«¥­¨ïá à¥§ã«ìâ â ¬¨ ç¨á«¥­­®£® à¥è¥­¨ï [72℄). �­ ç¥­¨¥ β = 0 ¢ (4.6.17),(4.6.18) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £ §®¢®¬ã ¯ã§ëàî.�¡é¨¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï à áç¥â  ¨­â¥£à «ì­ëå ¤¨ääã§¨®­-­ëå ¯®â®ª®¢ ¢ â¥®à¨¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï.�­ «®£¨ç­® á«ãç î áä¥à¨ç¥áª¨å ª ¯¥«ì ¨ â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ ¢ ¯®áâã¯ -â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¬®�­® à áá¬®âà¥âì ¡®«¥¥ ®¡éãî § ¤ çã ® áâ æ¨®­ à-­®¬ ¬ áá®®¡¬¥­¥ ª ¯¥«ì (¯ã§ëà¥©) ¨ ç áâ¨æ ­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë,®¡â¥ª ¥¬ëå ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ § ¤ ­­ë¬ « ¬¨­ à­ë¬ â¥ç¥­¨¥¬ ­¥á�¨-¬ ¥¬®© �¨¤ª®áâ¨. �¥ ¢¤ ¢ ïáì ¢ ¤¥â «¨, ¯à¨¢¥¤¥¬ §¤¥áì ­¥ª®â®àë¥¨â®£®¢ë¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï à áç¥â  ¡¥§à §¬¥à­ëå ¨­â¥£à «ì­ëå ¤¨ääã-§¨®­­ëå ¯®â®ª®¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¬ à¥è¥­¨ï¬ ¯«®á-ª¨å ¨ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ëå § ¤ ç ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¬ áá®¯¥à¥­®á  (4.4.1),(4.3.2) ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥.



4.6. � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ ¨ ª ¯¥«ì á ¯®â®ª®¬ ¯à¨ ¡®«ìè¨å Pe 161�á¯®«ì§ã¥¬ «®ª «ì­ãî ®àâ®£®­ «ì­ãî ªà¨¢®«¨­¥©­ãî á¨áâ¥¬ã¡¥§à §¬¥à­ëå ª®®à¤¨­ â ξ, η, ϕ, £¤¥ η ­ ¯à ¢«¥­  ¢¤®«ì,   ξ | ¯®­®à¬ «¨ ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë. � ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á«ãç ¥  §¨¬ã-â «ì­ ï ª®®à¤¨­ â  ϕ ¬¥­ï¥âáï ¢ ¯à¥¤¥« å ®â 0 ¤® 2π; ¢ ¯«®áª®¬á«ãç ¥ ¯à¨­¨¬ ¥âáï, çâ® 0 6 ϕ 6 1. �ç¨â ¥¬, çâ® ¢ ¯®â®ª¥ ®âáãâáâ¢ã-îâ § ¬ª­ãâë¥ «¨­¨¨ â®ª ,   ¯®¢¥àå­®áâì ç áâ¨æë § ¤ ¥âáï ¯®áâ®ï­-­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ ξ = ξs. �¥§à §¬¥à­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨¬®�­® ¢ëà §¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ ç¥à¥§ ¡¥§à §¬¥à­ãî äã­ªæ¨îâ®ª  ψ:
vy = −

(
gξξ

g

)1/2
∂ψ

∂η
, vη = ( gηη

g

)1/2
∂ψ

∂y
, (4.6.19)£¤¥ gξξ, gηη, gϕϕ | ª®¬¯®­¥­âë ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥­§®à , g = gξξgηηgϕϕ;¢ ¯«®áª®¬ á«ãç ¥ gϕϕ = 1.Ǒà¨ ¢ï§ª®¬ ®¡â¥ª ­¨¨ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¢¥à¤®© (�¨¤ª®©) ç áâ¨æë¤®«�­® ¢ë¯®«­ïâìáï ãá«®¢¨¥ ¯à¨«¨¯ ­¨ï (­¥¯à®â¥ª ­¨ï), ¯®íâ®¬ãäã­ªæ¨î â®ª  ¢¡«¨§¨ ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¬®�­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì¢ ¢¨¤¥

ψ → (ξ − ξs)mf(η) ¯à¨ ξ → ξs. (4.6.20)Ǒà¨ ®¡â¥ª ­¨¨ ª ¯¥«ì (¯ã§ëà¥©) ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâìî ¨ ç áâ¨æ ¨¤¥- «ì­®© �¨¤ª®áâìîm=1. Ǒà¨ « ¬¨­ à­®¬ ¢ï§ª®¬ ®¡â¥ª ­¨¨ £« ¤ª¨åâ¢¥à¤ëå ç áâ¨æ ¯ à ¬¥âà m ®¡ëç­® à ¢¥­ ¤¢ã¬; áãé¥áâ¢ã¥â â ª�¥­¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢ ®¡â¥ª ­¨ï, ª®£¤  m = 3 [60℄. �ª § ­­®¥ ®§­ ç ¥â,çâ® â ­£¥­æ¨ «ì­ ï ª®¬¯®­¥­â  áª®à®áâ¨ vη (4.6.19) ¢ ¤¨ääã§¨®­-­®¬ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥ ã ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨ ¢ £« ¢­®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨¨¬¥¥â ¯®áâ®ï­­®¥ §­ ç¥­¨¥, à ¢­®¥ áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ­  ¬¥�ä §-­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¢ ¤¨ääã§¨®­­®¬ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥ã ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¢¥à¤®© ç áâ¨æë â ­£¥­æ¨ «ì­ ï áª®à®áâì ¢ £« ¢­®¬¯à¨¡«¨�¥­¨¨ § ¢¨á¨â «¨­¥©­® (  ¨­®£¤  ª¢ ¤à â¨ç­®) ®â à ááâ®ï­¨ï¤® ¯®¢¥àå­®áâ¨, ®¡à é ïáì ¢ ­ã«ì ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë.� áá¬®âà¨¬ ¯®¤à®¡­¥¥ £¥®¬¥âà¨î â¥ç¥­¨ï ¢¡«¨§¨ ª ¯«¨ ¨«¨ â¢¥à-¤®© ç áâ¨æë. �®®à¤¨­ âë ªà¨â¨ç¥áª¨å â®ç¥ª ¨ «¨­¨© ­  ¬¥�ä §­®©¯®¢¥àå­®áâ¨ ηk ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï
f(ηk) = 0. (4.6.21)� á«ãç ¥ ªà¨â¨ç¥áª¨å «¨­¨© ª®®à¤¨­ â­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ η = ηk à §-¤¥«ïîâ ®¡« áâ¨, ¢ ª®â®àëå £« ¢­ë© ç«¥­ à §«®�¥­¨ï äã­ªæ¨¨ â®ª (4.6.20) á®åà ­ï¥â §­ ª. �à¨â¨ç¥áª¨¥ â®çª¨ ¨ «¨­¨¨ ¨£à îâ ¢ �­ãîà®«ì ¢ â¥®à¨¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï. �­¨ ¬®£ãâ ¡ëâì¤¢ãå â¨¯®¢: ¢ ¨å ¬ «®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ ­®à¬ «ì­ ï ª®¬¯®­¥­â  áª®à®-áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ­ ¯à ¢«¥­  «¨¡® ª ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ (íâ® â®çª¨¨ «¨­¨¨ ý­ â¥ª ­¨ïþ), «¨¡® ®â ­¥¥ (íâ® â®çª¨ ¨ «¨­¨¨ ýáâ¥ª ­¨ïþ). � 



162 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬

�¨á. 4.2.  ) �å¥¬  â¥ç¥­¨ï ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ªà¨â¨-ç¥áª¨å â®ç¥ª ¨«¨ «¨­¨© ­ â¥ª ­¨ï (á ª®®à¤¨­ â®© ηk) ¨ áâ¥ª ­¨ï (á ª®®à¤¨­ -â®© ηk+1); áâà¥«ª¨ ¯®ª §ë¢ îâ ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ¢¥ªâ®à  áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨. ¡) � á-¯à¥¤¥«¥­¨¥ â ­£¥­æ¨ «ì­®© ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢¡«¨§¨ ªà¨â¨ç¥áª¨åâ®ç¥ª ¨«¨ «¨­¨© ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¥« à¨á. 4.2 «¨­¨¨ ­ â¥ª ­¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâáï §­ ç¥­¨¥¬ ηk,   «¨­¨¨ áâ¥ª -­¨ï| §­ ç¥­¨¥¬ ηk+1. � á¨«ã § ª®­  á®åà ­¥­¨ï ¬ ááë â ­£¥­æ¨ «ì-­ ï ª®¬¯®­¥­â  áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢¡«¨§¨ ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ ¨«¨ «¨­¨¨ ­ â¥ª ­¨ï (áâ¥ª ­¨ï) ­ ¯à ¢«¥­  ®âíâ®© â®çª¨ ¨«¨ «¨­¨¨ (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ª ­¥©),   á ¬¨ â®çª¨ ¨«¨ «¨-­¨¨ ­ â¥ª ­¨ï ¨ áâ¥ª ­¨ï ¤®«�­ë ç¥à¥¤®¢ âìáï. � ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨(«¨­¨¨) ­ â¥ª ­¨ï ¯à®¨áå®¤¨â § à®�¤¥­¨¥ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç-­®£® á«®ï, â®«é¨­  ª®â®à®£® §¤¥áì ¬¨­¨¬ «ì­ . � ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨(«¨­¨¨) áâ¥ª ­¨ï â®«é¨­  ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï à¥§ª®¢®§à áâ ¥â.�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ëå § ¤ ç å ­  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå-­®áâ¨ ¢á¥£¤  ¨¬¥îâáï ¤¢¥ ¨§®«¨à®¢ ­­ë¥ ªà¨â¨ç¥áª¨¥ â®çª¨ (­  ®á¨á¨¬¬¥âà¨¨).�¥§à §¬¥à­ë© ¨­â¥£à «ì­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  ç áâì ¯®-¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë (ª ¯«¨, ¯ã§ëàï) ¬¥�¤ã á®á¥¤­¨¬¨ ªà¨â¨ç¥áª¨¬¨«¨­¨ï¬¨ (â®çª ¬¨) ηk ¨ ηk+1 ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®¬ã«¥ [145℄
I(k, k + 1) = �(m+ 1) 2m

m+1�( 1
m+ 1 ) [

F (k, k + 1)] m
m+1 Pe 1

m+1 , (4.6.22)



4.6. � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ ¨ ª ¯¥«ì á ¯®â®ª®¬ ¯à¨ ¡®«ìè¨å Pe 163£¤¥
F (k, k + 1) = 1

m

∣∣∣∣
∫ ηk+1

ηk

√
gs
gsξξ

|f(η)| 1
m dη

∣∣∣∣,� = { 2π ¢ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á«ãç ¥,1 ¢ ¯«®áª®¬ á«ãç ¥. (4.6.23)� ¢ëà �¥­¨¨ (4.6.23) ¢¥àå­¨© ¨­¤¥ªá ýsþ ®â¢¥ç ¥â ¢¥«¨ç¨­ ¬, ¢§ï-âë¬ ­  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯à¨ ξ = ξs. Ǒà¨ § ¯¨á¨ ¯®áâ®ï­­®© �¡ë«® ãçâ¥­®, çâ® ¢ ¯«®áª®¬ á«ãç ¥ ¨­â¥£à «ì­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®-â®ª ¯à¨­ïâ® ®¯à¥¤¥«ïâì ­  ¥¤¨­¨æã ¤«¨­ë æ¨«¨­¤à  (0 6 ϕ 6 1).�­ ç¥­¨¥ m= 1 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª ¯«ï¬ ¨ ¯ã§ëàï¬,   m= 2| â¢¥à¤ë¬ç áâ¨æ ¬ ¢ ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨.Ǒà¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ª®­ªà¥â­ëå ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ¨ ¯«®áª¨å § ¤ ç¯®«¥§­® ¨¬¥âì ¢ëà �¥­¨ï ¤«ï äã­ªæ¨¨ F (k, k + 1) ¢ áä¥à¨ç¥áª®© ¨æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ å ª®®à¤¨­ â.Ǒãáâì ¢ áä¥à¨ç¥áª®© (¨«¨ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®©) á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ âä®à¬  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë (ª ¯«¨, ¯ã§ëàï) ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬
r=R(θ), £¤¥ r|¡¥§à §¬¥à­ ï (®â­¥á¥­­ ï ª å à ªâ¥à­®¬ã ¬ áèâ ¡ã¤«¨­ë) à ¤¨ «ì­ ï ª®®à¤¨­ â ,   θ|ã£«®¢ ï ª®®à¤¨­ â . �®£¤  ¯®«¥áª®à®áâ¥© ¢¡«¨§¨ ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¡¥§à §¬¥à­®©äã­ªæ¨¥© â®ª  ψ = [r−R(θ)℄mf(θ),   ¯¥à¥¬¥­­ ï F (k, k+1) ¢ (4.6.22)¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã« ¬ [60℄:¢ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á«ãç ¥ 0 6 θ 6 π ¨
F (k, k + 1) = 1

m

∣∣∣∣∣

∫ θk+1
θk

sin θ [R2 +( dR

dθ

)2]
|f(θ)| 1

m dθ

∣∣∣∣∣ ; (4.6.24)¢ ¯«®áª®¬ á«ãç ¥ 0 6 θ 6 2π ¨
F (k, k + 1) = 1

m

∣∣∣∣∣

∫ θk+1
θk

R

[1 + 1
R2 ( dR

dθ

)2]
|f(θ)| 1

m dθ

∣∣∣∣∣ . (4.6.25)�¤¥áì θk ¨ θk+1|ã£«®¢ë¥ ª®®à¤¨­ âë ªà¨â¨ç¥áª¨å «¨­¨© (â®ç¥ª)­  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨; áç¨â ¥âáï, çâ® ¢ ¯à®¬¥�ãâ®ç­®© ®¡« áâ¨
θk < θ < θk+1 ®âáãâáâ¢ãîâ ªà¨â¨ç¥áª¨¥ «¨­¨¨ ¨ â®çª¨.�â¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®£® «¨­¥©­®£® á¤¢¨£®¢®£® ¯®â®ª ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë (ª ¯«¨, ¯ã§ëàï) ¨¬¥îâáï ¤¢¥¨§®«¨à®¢ ­­ë¥ ªà¨â¨ç¥áª¨¥ â®çª¨ θ=0 ¨ θ= π,   â ª�¥ ªà¨â¨ç¥áª ï«¨­¨ï θ = π/2.�«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯®«­®£® ¡¥§à §¬¥à­®£® ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®â®-ª  I� á­ ç «  á«¥¤ã¥â ­ ©â¨ ª®®à¤¨­ âë ¢á¥å ªà¨â¨ç¥áª¨å «¨­¨© ¨â®ç¥ª ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë (ª ¯«¨, ¯ã§ëàï) η1 < η2 < · · · < ηk <
< ηk+1 < · · · < ηM ; § â¥¬ ¯® «î¡®© ¨§ ä®à¬ã« (4.6.23)| (4.6.25) à á-



164 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬áç¨â âì ¯®â®ª¨ (4.6.22) ­  ç áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¬¥�¤ã á®á¥¤­¨¬¨ ªà¨-â¨ç¥áª¨¬¨ «¨­¨ï¬¨ (â®çª ¬¨),   § â¥¬ ¢ëç¨á«¨âì áã¬¬ã
I� = M−1∑

k=1 I(k, k + 1). (4.6.26)�à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¯®«ãç ¥âáï ¯ãâ¥¬ ¤¥«¥­¨ï ¢ëà �¥­¨ï(4.6.26) ­  ¡¥§à §¬¥à­ãî ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë (ª ¯«¨,¯ã§ëàï).� à ¡®â å [137, 138℄ ¡ë« ¯à¥¤«®�¥­ ¬¥â®¤ à¥è¥­¨ï âà¥å¬¥à­ëå§ ¤ ç ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï, ®á­®¢ ­­ë© ­  ¨á¯®«ì§®-¢ ­¨¨ âà¥å¬¥à­®£®  ­ «®£  äã­ªæ¨¨ â®ª . �â®â ¬¥â®¤ ¯à¨¬¥­ï«áï¢ [60, 141, 196℄ ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¬ áá®®¡¬¥­  áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ,ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á âà¥å¬¥à­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬.4.7. �¨ääã§¨ï ª áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æ¥,ª ¯«¥ ¨ ¯ã§ëàî ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬¯®â®ª¥ ¯à¨ à §«¨ç­ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¨�¥©­®«ì¤á � íâ®¬ à §¤¥«¥ ¯à¨¢®¤ïâáï ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¥ ä®à¬ã«ë (á¬. [142,143℄) ¤«ï à áç¥â  áà¥¤­¨å ç¨á¥« �¥à¢ã¤  ¢ á«ãç ¥ áä¥à¨ç¥áª¨å ç -áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© à ¤¨ãá  a, ®¡â¥ª ¥¬ëå ®¤­®à®¤­ë¬ ¯®áâã¯ -â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ á® áª®à®áâìî Ui ¯à¨ à §«¨ç­ëå ç¨á« å Pe = aUi/D¨ �¥©­®«ì¤á  Re = aUi/ν. �«ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¢ á«ãç ¥ £ §®-¢®£® ¯ã§ëàï ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¡®§­ ç¥­¨¥ Shb,   ¢ á«ãç ¥ â¢¥à¤®©áä¥àë Shp.�ä¥à¨ç¥áª ï ç áâ¨æ  ¯à¨ Re→ 0, 06Pe6 ∞. � ¤ ç  ® ¬ á-á®®¡¬¥­¥ â¢¥à¤®© áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë á ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬¯®â®ª®¬ (Re→ 0) ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥ ¨áá«¥¤®¢ « áì á ¯®-¬®éìî ª®­¥ç­®-à §­®áâ­ëå ç¨á«¥­­ëå ¬¥â®¤®¢ ¢ à ¡®â å [1, 204, 257℄.�«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ­  áä¥à¨ç¥áªãî ç áâ¨æãã¤®¡­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨¡«¨�¥­­ãî § ¢¨á¨¬®áâì [219℄Shp = 0,5 + (0,125 + 0,243Pe)1/3. (4.7.1)�­â¥à¯®«ïæ¨®­­ ï ä®à¬ã«  (4.7.1) ¯à¨¢®¤¨â ª â®ç­ë¬  á¨¬¯â®-â¨ç¥áª¨¬ à¥§ã«ìâ â ¬ ¢ ®¡®¨å ¯à¥¤¥«ì­ëå á«ãç ïå ¯à¨ Pe → 0 ¨Pe → ∞. � ªá¨¬ «ì­®¥ ®â«¨ç¨¥ (4.7.1) ®â ¤ ­­ëå [1, 204, 257℄ ¢®¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ç¨á«  Ǒ¥ª«¥ á®áâ ¢«ï¥â ®ª®«® 2%.�ä¥à¨ç¥áª¨© ¯ã§ëàì ¯à¨ Re → 0, 0 6 Pe 6 ∞. � ¤ ç ® ¬ áá®®¡¬¥­¥ áä¥à¨ç¥áª®£® ¯ã§ëàï á ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ ¯à¨



4.7. �¨ääã§¨ï ª ç áâ¨æ¥ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ à §­ëå Re 165Re → 0 ¨áá«¥¤®¢ « áì ç¨á«¥­­® ¢ [267℄. Ǒ®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤«ïáà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  å®à®è®  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîâáï ¢ëà �¥­¨¥¬Shb = 0,6 + (0,16 + 0,213Pe)1/2, (4.7.2)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®£® á®áâ ¢«ï¥â 3%.�ä¥à¨ç¥áª ï ª ¯«ï ¯à¨ Re → 0, 0 6 Pe 6 ∞. �  ¨­â¥à¢ «¥06Pe6 200 à¥§ã«ìâ âë ç¨á«¥­­ëå à áç¥â®¢ áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤ ¤«ï áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ «¨¬¨â¨àãîé¥¬á®¯à®â¨¢«¥­¨¨ ¤¨á¯¥àá­®© ä §ë å®à®è® ®¯¨áë¢ îâáï ¯à¨¡«¨�¥­­®©§ ¢¨á¨¬®áâìî [28℄ Sh = 1
β + 1 Shb+ β

β + 1 Shp, (4.7.3)£¤¥ β | ®â­®è¥­¨¥ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ¢ï§ª®áâ¥© ª ¯«¨ ¨ ®ªàã� îé¥©�¨¤ª®áâ¨ (§­ ç¥­¨¥ β =0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £ §®¢®¬ã ¯ã§ëàî,   β =∞|â¢¥à¤®© áä¥à¥); Shb ¨ Shp | ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¤«ï ¯ã§ëàï ¨ â¢¥à¤®©ç áâ¨æë, ª®â®àë¥ ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì ¯® ä®à¬ã« ¬ (4.7.2) ¨ (4.7.1)á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.� �­® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ëà �¥­¨¥ (4.7.3) ¤«ï «î¡ëå β ¤ ¥â ¯à -¢¨«ì­ë¥ âà¨ ç«¥­   á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® à §«®�¥­¨ï Sh ¯à¨ Pe→ 0 [72℄.�  ¨­â¥à¢ «¥ 2006Pe<∞ áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¤«ï ª ¯«¨ ¯à¨«î¡ëå §­ ç¥­¨ïå ¢ï§ª®áâ¥© ä § ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ïªã¡¨ç¥áª®£® ãà ¢­¥­¨ïSh3 − 0,212 Pe
β + 1 Sh− (0,624)3Pe = 0. (4.7.4)�ä¥à¨ç¥áª ï ç áâ¨æ  ¯à¨ à §«¨ç­ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤á .�¬¥îé¨¥áï ç¨á«¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [227, 257℄) ¯® áà¥¤-­¥¬ã ç¨á«ã�¥à¢ã¤  ¢ á«ãç ¥ áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬¯®â®ª¥ ¯à¨ 0,5 6 Re 6 200, 0,125 6 S
 6 50 á®£« á­® [219℄ ¬®£ãâ ¡ëâì®¯¨á ­ë ¯à¨¡«¨�¥­­®© § ¢¨á¨¬®áâìîShp = 0,5 + 0,527Re0,077(1 + 2ReS
)1/3, (4.7.5)¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© á®áâ ¢«ï¥â ®ª®«® 3%.�¡à ¡®âª  ¨¬¥îé¨åáï íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå ¤ ­­ëå ¯® â¥¯«®- ¨¬ áá®®¡¬¥­ã â¢¥à¤ëå áä¥à á ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ ¯à¨¢®¤¨â ªá«¥¤ãîé¨¬ ª®àà¥«ïæ¨ï¬ [219℄:â¥¯«®®¡¬¥­ á ¢®§¤ãå®¬ ¯à¨ Pr = 0,7:Nup = 0,5 + 0,47Re0,47Nup = 0,5 + 0,2Re0,58 ¯à¨ 50 6 Re 6 2 · 103,¯à¨ 2 · 103 6 Re 6 5 · 104;



166 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬¬ áá®®¡¬¥­ á �¨¤ª®áâï¬¨ ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å�¬¨¤â  (S
>100):Shp = 0,5 + 0,5Re0,48 S
1/3Shp = 0,5 + 0,31Re0,55 S
1/3 ¯à¨ 50 6 Re 6 103,¯à¨ 103 6 Re 6 5 · 104.�ªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥ ¯à¨ 0,5<Re<50 å®à®è® ®¯¨áë¢ îâáï¢ëà �¥­¨¥¬ (4.7.5).�ä¥à¨ç¥áª¨© ¯ã§ëàì ¯à¨ «î¡ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¨ Re > 35.�«ï áä¥à¨ç¥áª®£® ¯ã§ëàï ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ã¬¥à¥­­ëå ¨¡®«ìè¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  ¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ áà¥¤­¥¥ ç¨á«®�¥à¢ã¤  ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì ¯® ä®à¬ã«¥ [219℄Shb = ( 2
π
Pe)1/2(1− 2√Re )1/2

, (4.7.6)¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© á®áâ ¢«ï¥â ¬¥­¥¥ 7% ¯à¨ Re > 35.Ǒà¨ 0 6 Pe < ∞, Re > 35 ¤«ï à áç¥â  áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤ ­  áä¥à¨ç¥áª¨© ¯ã§ëàì ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨¡«¨�¥­­ãî § ¢¨á¨-¬®áâì Shb = 0,6 + [0,16 + 0,637(1− 2√Re )Pe]1/2 , (4.7.7)ª®â®à ï ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â â®ç­ë© à¥§ã«ìâ â ¯à¨ Pe = 0 ¨ ¯¥à¥å®¤¨â ¢(4.7.6) ¯à¨ Pe → ∞. Ǒà¨ Re = ∞ ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã«ë (4.7.7)á®áâ ¢«ï¥â ®ª®«® 3% [280℄.�ä¥à¨ç¥áª ï ª ¯«ï ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¨ Re> 35.Ǒà¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Re à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯®£à -­¨ç­®¬ á«®¥ ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨ ¡ë«® ¯®«ãç¥­® ¢ à ¡®â¥ [235℄.�â¨ à¥§ã«ìâ âë ¡ë«¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¢ [316℄, £¤¥ ¨áá«¥¤®¢ «áï ¬ áá®®¡-¬¥­ áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« åǑ¥ª«¥. Ǒ®«ãç¥­­ë¥ ¤ ­­ë¥ ¤«ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  å®à®è®  ¯-¯à®ªá¨¬¨àãîâáï § ¢¨á¨¬®áâìî [219℄Sh = ( 2
π
Pe)1/2(1− 2 + 1,49β0,64√Re )1/2

, (4.7.8)ª®â®à ï ¯¥à¥å®¤¨â ¢ (4.7.6) ¯à¨ β = 0. �®à¬ã«ã (4.7.8) ¬®�­®¯à¨¬¥­ïâì ¯à¨ 0 6 β 6 2 ¨ Re > 35.�¡é¨¥ ª®àà¥«ïæ¨¨ ¤«ï ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯à¨ « ¬¨­ à­®¬®¡â¥ª ­¨¨ áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© â¥ç¥­¨ï-¬¨ à §«¨ç­®£® â¨¯ . �á¯®«ì§ãï ¬¥â®¤  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å  ­ «®£¨©,¢ë¢¥¤¥¬ ä®à¬ã«ã ¤«ï à áç¥â  ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¢ á«ãç ¥ « ¬¨­ à­®£®



4.7. �¨ääã§¨ï ª ç áâ¨æ¥ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ à §­ëå Re 167®¡â¥ª ­¨ï áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì­®© áâàãªâãà¥ ­¥¢®§-¬ãé¥­­®£® â¥ç¥­¨ï ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨. �ç¨â ¥¬, çâ® ¢ ¯®â®ª¥ ®âáãâ-áâ¢ãîâ § ¬ª­ãâë¥ «¨­¨¨ â®ª .� ª ç¥áâ¢¥ ¨áå®¤­®© ä®à¬ã«ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨¡«¨�¥­­ãî§ ¢¨á¨¬®áâì (4.7.1). Ǒà¥®¡à §ã¥¬ (4.7.1) á«¥¤ãï ¯à®æ¥¤ãà¥, ®¯¨á ­­®©¢ à §¤. 4.1. �«ï íâ®£® ãçâ¥¬, çâ®  á¨¬¯â®â¨ª¨ Shp ¯à¨ ¬ «ëå ¨¡®«ìè¨å Pe ¨¬¥îâ ¢¨¤Shp0 = 1 (Pe→ 0); Shp∞ = 0,624Pe1/3 (Pe→ ∞).�â¨ ä®à¬ã«ë á â®ç­®áâìî ¤® ®ç¥¢¨¤­ëå ¯¥à¥®¡®§­ ç¥­¨© (w=⇒ Shp,
τ =⇒ Pe) á®¢¯ ¤ îâ á (4.1.2), (4.1.3) ¯à¨ A = 1, B = 0,624, k = 0,
m = 13 . Ǒ®¤áâ ¢¨¬ íâ¨ §­ ç¥­¨ï ¢ ¢ëà �¥­¨¥ (4.1.5), £¤¥ äã­ªæ¨ï F®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨§ (4.7.1). �ç¨âë¢ ï, çâ® ¤«ï ç áâ¨æ áä¥à¨ç¥áª®© ä®à-¬ë ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® Shp0 = 1, ¢ ¨â®£¥ ¯®«ãç¨¬ [72℄:Shp = 0,5 + (0,125 + Sh3p∞)1/3 (â¢¥à¤ ï ç áâ¨æ ). (4.7.9)�®à¬ã«ã (4.7.9) ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï à áç¥â  áà¥¤­¥£® ç¨á« �¥à¢ã¤  ¢ á«ãç ¥ « ¬¨­ à­®£® ®¡â¥ª ­¨ï â¢¥à¤®© áä¥à¨ç¥áª®© ç -áâ¨æë â¥ç¥­¨ï¬¨ à §«¨ç­®£® â¨¯ , ¢ ª®â®àëå ­¥â § ¬ª­ãâëå «¨­¨©â®ª . Ǒà¨ íâ®¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© ¢¥«¨ç¨­ë Shp∞ á«¥¤ã¥â¢ë¡¨à âì £« ¢­ë© ç«¥­  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® à §«®�¥­¨ï ç¨á«  �¥à¢ã-¤  ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥.�­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ®¡â¥ª ­¨ï áä¥à¨ç¥áª®-£® ¯ã§ëàï ¬®�­® ¢ë¢¥áâ¨ ¯à¨¡«¨�¥­­ãî § ¢¨á¨¬®áâìShb = 0,6 + (0,16 + Sh2b∞)1/2 (¯ã§ëàì), (4.7.10)£¤¥ Shb∞ |  á¨¬¯â®â¨ª  áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯à¨ Pe → ∞, ª®-â®à ï ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à -­¨ç­®£® á«®ï ¯à¨ § ¤ ­­®¬ ¯®«¥ â¥ç¥­¨ï.�®à¬ã«ë (4.7.9) ¨ (4.7.10) ¯®á«¥ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ ¢ ­¨å ¢¥«¨ç¨­ Shp∞¨ Shb∞ ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï à áç¥â  ç¨á¥« �¥à¢ã¤  ¢® ¢á¥¬¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ç¨á«  Ǒ¥ª«¥. �â¬¥â¨¬, çâ® § ¢¨á¨¬®áâì (4.7.7)¡ë«  ¢ë¢¥¤¥­  á ¯®¬®éìî (4.7.10), ªã¤  ¢ ª ç¥áâ¢¥  á¨¬¯â®â¨ª¨Shb∞ ¡ë«  ¯®¤áâ ¢«¥­  ¯à ¢ ï ç áâì ¢ëà �¥­¨ï (4.7.6). �àã£¨¥ª®­ªà¥â­ë¥ ¯à¨¬¥àë ¯à¨¬¥­¥­¨ï ä®à¬ã« (4.7.9) ¨ (4.7.10) ¡ã¤ãâ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ à §¤. 4.8.Ǒà¨ ¬ «ëå ¨ ã¬¥à¥­­ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¢ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì­®£®« ¬¨­ à­®£® ®¡â¥ª ­¨ï áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ ¯à¨ «¨¬¨â¨àãîé¥¬ á®-¯à®â¨¢«¥­¨¨ á¯«®è­®© ä §ë ¤«ï à áç¥â  áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤ æ¥«¥á®®¡à §­® ¨á¯®«ì§®¢ âì § ¢¨á¨¬®áâì (4.7.3), £¤¥ Shp ¨ Shb|ç¨á-«  �¥à¢ã¤  ¤«ï ¯à¥¤¥«ì­ëå á«ãç ¥¢ â¢¥à¤®© ç áâ¨æë ¨ ¯ã§ëàï, ª®-â®àë¥ ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì ¯® ä®à¬ã« ¬ (4.7.9) ¨ (4.7.10).



168 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬Ǒà¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¤«ï áä¥à¨ç¥-áª®© ª ¯«¨ ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ¢ï§ª®áâ¥© ä § ¬®�­® ¢ëç¨á-«ïâì ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï ªã¡¨ç¥áª®£® ãà ¢­¥­¨ï [72℄Sh3 − Sh2β Sh− Sh3p∞ = 0 (ª ¯«ï), (4.7.11)£¤¥ Shβ |  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ §­ ç¥­¨¥ áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤ , ¯®«ã-ç¥­­®¥ ¢ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¤«ï ª ¯«¨ã¬¥à¥­­®© ¢ï§ª®áâ¨ β = �(1) ¯à¨ Pe→ ∞, Shp∞ |á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï á¨¬¯â®â¨ª  ¤«ï â¢¥à¤®© ç áâ¨æë (β =∞) ¯à¨ Pe→ ∞.� áâ®ªá®¢®¬ ¯®â®ª¥ (Re→ 0) ¤«ï à áç¥â  Shβ ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì¯à¨¡«¨�¥­­ãî ä®à¬ã«ã Shβ = Shb∞√
β + 1 , (4.7.12)£¤¥ Shb∞ | á¨¬¯â®â¨ª  ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¤«ï £ §®¢®£® ¯ã§ëàï (β = 0)¯à¨ Pe → ∞. �«ï ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¤¥ä®à¬ æ¨®­-­®£® ®¡â¥ª ­¨ï áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ § ¢¨á¨¬®áâì(4.7.12) ï¢«ï¥âáï â®ç­®©.� ç áâ­®¬ á«ãç ¥ áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨, ®¡â¥ª ¥¬®© ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬, ãà ­¥­¨¥ (4.7.11) ¯¥à¥å®¤¨â ¢ (4.7.4).4.8. �¨ääã§¨ï ª áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æ¥,ª ¯«¥ ¨ ¯ã§ëàî ¢ «¨­¥©­®¬ á¤¢¨£®¢®¬¯®â®ª¥ ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  ¨«î¡ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥�ç¨â ¥¬, çâ® à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ¢¤ «¨ ®â ¬¥�-ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®© (4.5.1). �à¥¤­¥¥ ç¨á«®�¥à¢ã¤  ¤«ï ç áâ¨æë, ª ¯«¨ ¨ ¯ã§ëàï áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë ­¥ ¬¥­ï-¥âáï, ¥á«¨ ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨§¬¥­¨âì §­ ª¨ ¢á¥å ª®íää¨æ¨¥­â®¢ á¤¢¨£ Sh(Gkm) = Sh(−Gkm).�¨­¥©­ë© ¤¥ä®à¬ æ¨®­­ë© á¤¢¨£®¢ë© ¯®â®ª. Ǒà¨¡«¨-�¥­¨¥ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï. �¥è¥­¨¥ £¨¤à®¤¨-­ ¬¨ç¥áª¨å § ¤ ç ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ â¢¥à¤®© ç áâ¨æë, ª ¯«¨ ¨ ¯ã§ë-àï ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­ë¬ «¨­¥©­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬(Gkm = Gmk) ¢ áâ®ªá®¢®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ (¯à¨ Re → 0) ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢à §¤. 2.4. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ § ¤ ç¨ ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¯à¨¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¢ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£®



4.8. �¨ääã§¨ï ª ç áâ¨æ¥ ¢ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ¬ «ëå Re 169������� 4.4�à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¤«ï áä¥à¨ç¥áª¨å â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨¯ã§ëà¥© ¢ «¨­¥©­®¬ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ (Gkm = 0 ¯à¨
k 6= m) ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  ¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥�¨¯ç áâ¨æë � §¢ ­¨¥â¥ç¥­¨ï �®íää¨æ¨¥­âë

Gkk

�¨á«®�¥à¢ã¤ Sh �¨á«®Ǒ¥ª«¥Pe �¨â¥à -âãà �¢¥à¤ ïç áâ¨æ  �á¥á¨¬¬¥-âà¨ç­ë©á¤¢¨£ G11 = G22,
G33 = −2G11 0,968 Pe1/3 a2|G33|

D
[58℄� ¯«ï,¯ã§ëàì �á¥á¨¬¬¥-âà¨ç­ë©á¤¢¨£ G11 = G22,

G33 = −2G11 ( 32π Pe
β + 1 )1/2 a2|G33|

D
[58℄�¢¥à¤ ïç áâ¨æ  Ǒ«®áª¨©á¤¢¨£ G11 = −G22,

G33 = 0 1,01Pe1/3 a2|G11|
D

[196℄� ¯«ï,¯ã§ëàì Ǒ«®áª¨©á¤¢¨£ G11 = −G22,
G33 = 0 0,731( Pe

β + 1 )1/2 a2|G11|
D

[141℄á«®ï à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¢ [58, 141, 196℄. � â ¡«. 4.4 ãª § ­ë ¯®«ãç¥­­ë¥¢ íâ¨å à ¡®â å à¥§ã«ìâ âë à áç¥â  áà¥¤­¨å ç¨á¥« �¥à¢ã¤ .� á«ãç ¥ â¢¥à¤®© áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë, ®¡â¥ª ¥¬®© ¯à®¨§¢®«ì-­ë¬ «¨­¥©­ë¬ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬, ¡ë«  ¯à¥¤«®-�¥­  ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ ï ä®à¬ã«  ¤«ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  [196℄Sh = 0,9Pe1/3M , (4.8.1)£¤¥ ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­®¥ ç¨á«® Ǒ¥ª«¥ PeM ®¯à¥¤¥«¥­® á ¯®¬®éìî¢â®à®£® ¨­¢ à¨ ­â  â¥­§®à  á¤¢¨£  J2 á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:PeM = a2J2
D

, £¤¥ J2 = (GkmGkm)1/2. (4.8.2)�¤¥áì ¯® ®¡®¨¬ ¨­¤¥ªá ¬ k, m ¢¥¤¥âáï áã¬¬¨à®¢ ­¨¥. �á«¨ Gkm = 0¯à¨ k 6= m, â® J2 =√(G11)2 + (G22)2 + (G33)2.�«ï ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®£® ¨ ¯«®áª®£® á¤¢¨£®¢®£® â¥ç¥­¨ï (á¬.â ¡«. 4.4) ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã«ë (4.8.1) á®áâ ¢«ï¥â ¬¥­¥¥ 1%.� á«ãç ¥ áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ ¢ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®¬ «¨-­¥©­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ «¨¬¨â¨àãîé¥¬ á®¯à®â¨¢«¥­¨¨ á¯«®è-­®© ä §ë ¤«ï à áç¥â  áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ãî § ¢¨á¨¬®áâì [141℄Sh = 0,62( PeM
β + 1 )1/2

, (4.8.3)



170 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬£¤¥ PeM ®¯à¥¤¥«¥­® ¢ (4.8.2); §­ ç¥­¨¥ β = 0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £ §®¢®¬ã¯ã§ëàî.�«ï ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®£® ¨ ¯«®áª®£® á¤¢¨£®¢®£® â¥ç¥­¨ï (á¬.â ¡«. 4.4) ¯®£à¥è­®áâì ¢ëà �¥­¨ï (4.8.3) á®áâ ¢«ï¥â ¬¥­¥¥ 1%.�ä¥à¨ç¥áª ï ç áâ¨æ  ¢ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®-ª¥ ¯à¨ 0 6 Pe < ∞. � áá¬®âà¨¬ á­ ç «  ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ë© á¤¢¨£®-¢ë© ¯®â®ª, ª®£¤  à §¬¥à­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë ¢¥ªâ®à  áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨¢¤ «¨ ®â ç áâ¨æë ¢ ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â X1, X2, X3 ¨¬¥îâ¢¨¤
~V = (V1, V2, V3) = (− 12 GX1, − 12 GX2, GX3) ,£¤¥ ®¡®§­ ç¥­® G = G33.�¥§ã«ìâ âë ç¨á«¥­­ëå à áç¥â®¢ áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¤«ï áä¥-à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë, ®¡â¥ª ¥¬®© ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬ áâ®ªá®-¢ë¬ (¯à¨ Re → 0) ¯®â®ª®¬, ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ç¨á« Ǒ¥ª«¥ å®à®è®  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîâáï ¢ëà �¥­¨¥¬ (4.7.9), ¢ ª®â®à®¥ á«¥-¤ã¥â ¯®¤áâ ¢¨âì  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ §­ ç¥­¨¥ Shp∞ ¨§ ¢¥àå­¥© áâà®ª¨â ¡«. 4.4. � ¨â®£¥ ¯®«ãç¨¬ § ¢¨á¨¬®áâìShp = 0,5 + (0,125 + 0,745Pe)1/3, (4.8.4)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© á®áâ ¢«ï¥â 3%.�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®£® á¤¢¨£®¢®£® â¥ç¥­¨ï(Gkm = Gmk) áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¤«ï â¢¥à¤®© áä¥àë ¬®�­® ¢ë-ç¨á«ïâì ¯®  ­ «®£¨ç­®© ä®à¬ã«¥:Shp = 0,5 + (0,125 + 0,729PeM)1/3, (4.8.5)£¤¥ ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­®¥ ç¨á«® Ǒ¥ª«¥ PeM ¢¢®¤¨âáï á®£« á­® (4.8.2).�«ï ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®£® á¤¢¨£  ¢ëà �¥­¨¥ (4.8.5) ¯¥à¥å®¤¨â ¢ (4.8.4).�ä¥à¨ç¥áª¨© ¯ã§ëàì ¢ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®-ª¥ ¯à¨ 0 6 Pe < ∞. � ¤ ç  ® ¬ áá®®¡¬¥­¥ áä¥à¨ç¥áª®£® ¯ã§ëàï¢ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤-á  ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥ à¥è « áì ç¨á«¥­­® ¢à ¡®â¥ [92℄. �¥§ã«ìâ âë ¤«ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¬®�­®  ¯¯à®ª-á¨¬¨à®¢ âì § ¢¨á¨¬®áâìî (4.7.10), ¢ ¯à ¢ãî ç áâì ª®â®à®© á«¥¤ã¥â¯®¤áâ ¢¨âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ §­ ç¥­¨¥ ¨§ ¢â®à®© áâà®ª¨ â ¡«. 4.4 ¯à¨

β = 0. � ¨â®£¥ ¯®«ãç¨¬ ä®à¬ã«ãShb = 0,6 + (0,16 + 0,48Pe)1/2, (4.8.6)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© à ¢­  3%.�¡®¡é ï íâ® ¢ëà �¥­¨¥ ­  á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¤¥ä®à¬ æ¨®­-­®£® â¥ç¥­¨ï (Gkm = Gmk), ¤«ï áä¥à¨ç¥áª®£® ¯ã§ëàï ¨¬¥¥¬Shb = 0,6 + (0,16 + 0,384PeM)1/2, (4.8.7)



4.8. �¨ääã§¨ï ª ç áâ¨æ¥ ¢ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ¬ «ëå Re 171£¤¥ ¯ à ¬¥âà PeM ®¯à¥¤¥«¥­ ¢ (4.8.2).�ä¥à¨ç¥áª ï ª ¯«ï ¢ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®-ª¥ ¯à¨ 0 6 Pe < ∞. Ǒà¨ ã¬¥à¥­­ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ áà¥¤­¥¥ ç¨á«®�¥à¢ã¤  ¤«ï ª ¯«¨ ¢ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ Re→ 0¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ¢ï§ª®áâ¥© ä § á®£« á­® [92℄ ¬®�­® ®¯à¥-¤¥«ïâì ¯® ä®à¬ã«¥ (4.7.3), £¤¥ Shb ¨ Shp |ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¤«ï ¯ã§ë-àï ¨ â¢¥à¤®© ç áâ¨æë, ª®â®àë¥ ¢ëç¨á«ïîâáï á ¯®¬®éìî ¢ëà �¥­¨©(4.8.6) ¨ (4.8.4) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. Ǒà¨ 0 6 Pe 6 100 (0 6 β 6 ∞) ¬ ªá¨-¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ãª § ­­®© ä®à¬ã«ë ­ ¡«î¤ ¥âáï ¯à¨ Pe = 100¨ á®áâ ¢«ï¥â ®ª®«® 1%. � ¡®«¥¥ è¨à®ª®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ 06Pe6 500 â ª®©¬¥â®¤ à áç¥â  áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¤ ¥â ¬ ªá¨¬ «ì­ãî ¯®£à¥è-­®áâì ®ª®«® 5%.� á«ãç ¥ ®¡â¥ª ­¨ï áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ¤¥ä®à¬ -æ¨®­­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¯à¨ 06PeM 6 200 ¢ ä®à¬ã«ã (4.7.3) ¤«ïç¨á«  �¥à¢ã¤  á«¥¤ã¥â ¯®¤áâ ¢¨âì ¢ëà �¥­¨ï (4.8.5) ¨ (4.8.7).Ǒà¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ (Pe > 100) §­ ç¥­¨ï áà¥¤­¨å ç¨á¥«�¥à¢ã¤  ¤«ï ª ¯«¨ ¢ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ å®à®è® ¯¯à®ªá¨¬¨àãîâáï ¯®«®�¨â¥«ì­ë¬ ª®à­¥¬ ªã¡¨ç¥áª®£® ãà ¢­¥­¨ïSh3 − 0,478 Pe
β + 1 Sh− 0,745Pe = 0, (4.8.8)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®£® ¯à¨ Pe>100 ¨ ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥¨§¬¥­¥­¨ï ¢ï§ª®áâ¥© ä § (0 6 β 6 ∞) á®áâ ¢«ï¥â 7% [92℄.�¡®¡é¥­¨¥ íâ®£® ãà ¢­¥­¨ï ­  á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¤¥ä®à¬ æ¨-®­­®£® á¤¢¨£®¢®£® ¯®â®ª  ¨¬¥¥â ¢¨¤Sh3 − 0,384 PeM
β + 1 Sh− 0,729PeM = 0. (4.8.9)�¡  ãà ¢­¥­¨ï (4.8.8) ¨ (4.8.9) ¡ë«¨ ¢ë¢¥¤¥­ë á ¯®¬®éìî (4.7.10),£¤¥ ¡ë«  ãçâ¥­  á¢ï§ì (4.7.12).�¥ç¥­¨ï á § ¬ª­ãâë¬¨ «¨­¨ï¬¨ â®ª . �¨ääã§¨ï ª áä¥-à¥, á¢®¡®¤­® ¢§¢¥è¥­­®© ¢ ¯à®áâ®¬ ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ ¯«®áª®¬á¤¢¨£®¢ëå ¯®â®ª å. �áá«¥¤ã¥¬ ª®­¢¥ªâ¨¢­ë© ¬ áá®¯¥à¥­®á ª ¯®-¢¥àå­®áâ¨ â¢¥à¤®© áä¥àë, á¢®¡®¤­® ¢§¢¥è¥­­®© ¢ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ ¯«®á-ª®¬ á¤¢¨£®¢®¬ áâ®ªá®¢®¬ ¯®â®ª¥. � íâ®¬ á«ãç ¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®-à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ¢¤ «¨ ®â ç áâ¨æë § ¤ ¥âáï ä®à¬ã« ¬¨ (4.5.1) ¯à¨

Gk3 = G3k = 0 (k = 1, 2, 3). �ç¨âë¢ ï ­¥á�¨¬ ¥¬®áâì �¨¤ª®áâ¨,¯à¥¤áâ ¢¨¬ â¥­§®à á¤¢¨£  ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë á¨¬¬¥âà¨ç­®£® ¨  ­â¨á¨¬-¬¥âà¨ç­®£® â¥­§®à®¢, ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ç¨áâ® ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®©¨ ç¨áâ® ¢à é â¥«ì­®© á®áâ ¢«ïîé¨¬ ¤¢¨�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ­  ¡¥áª®-­¥ç­®áâ¨:∥∥∥∥∥∥

G11 G12 0
G21 G22 00 0 0 ∥∥∥∥∥∥ = ∥∥∥∥∥∥E1 E2 0

E2 −E1 00 0 0∥∥∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∥∥ 0 −
 0
 0 00 0 0∥∥∥∥∥∥ , (4.8.10)



172 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬£¤¥
E1 = G11 = −G22, E2 = 12 (G12 +G21), 
 = (G21 −G12).� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯«®áª®£® á¤¢¨£  â¥­§®à ‖Gij‖ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ¤ ­¨¥¬âà¥å ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¥«¨ç¨­ E1, E2, 
. Ǒà®áâ®© á¤¢¨£®¢ë© ¯®â®ª (â¥-ç¥­¨¥ �ãíââ ) å à ªâ¥à¨§ã¥âáï §­ ç¥­¨ï¬¨ E1 = 0, E2 = −
 = 12 G12.�ä¥à , á¢®¡®¤­® ¢§¢¥è¥­­ ï ¢ ¯«®áª®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥, §  áç¥âãá«®¢¨ï ¯à¨«¨¯ ­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¡ã¤¥â ¢à é âìáï á ¯®-áâ®ï­­®© ã£«®¢®© áª®à®áâìî 
, à ¢­®© áª®à®áâ¨ ¢à é¥­¨ï ¯®â®ª  ­ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨. �¥è¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© âà¥å¬¥à­®© £¨¤à®¤¨­ ¬¨-ç¥áª®© § ¤ ç¨ ®¡ ®¡â¥ª ­¨¨ ç áâ¨æë ¢ áâ®ªá®¢®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¯à¨-¢¥¤¥­® ¢ à ¡®â¥ [272℄.�«ï ®¯¨á ­¨ï à¥§ã«ìâ â®¢ à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ ® ¬ áá®®¡¬¥­¥ áä¥àë ¢¯à®¨§¢®«ì­®¬ ¯«®áª®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥¢¢¥¤¥¬ ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¯® ä®à¬ã« ¬
E = 


E
, Pe = a2E

D
, E = (E21 +E22 )1/2. (4.8.11)Ǒà¨ 0 < |
E | 6 1 ¢ ¯®â®ª¥ ¨¬¥îâáï ª ª § ¬ª­ãâë¥, â ª ¨ à §®-¬ª­ãâë¥ «¨­¨¨ â®ª ; ¯à¨ íâ®¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¨¬ëª îé ï ª ¯®¢¥àå­®-áâ¨ ç áâ¨æë ®¡« áâì á § ¬ª­ãâë¬¨ «¨­¨ï¬¨ â®ª ,   ¢¤ «¨ ®â áä¥àë«¨­¨¨ â®ª  à §®¬ª­ãâë. �¥®¡å®¤¨¬® ®â¬¥â¨âì á«¥¤ãîé¥¥ ¢ �­®¥ ®¡-áâ®ïâ¥«ìáâ¢®: ¢­ãâà¨ ¯à¨¬ëª îé¥© ª áä¥à¥ ®¡« áâ¨ á § ¬ª­ãâë¬¨«¨­¨ï¬¨ â®ª  ­¥ ¯à®¨áå®¤¨â ä®à¬¨à®¢ ­¨ï ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à -­¨ç­®£® á«®ï ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ (¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®£à ­¨ç-­ë© á«®© ¢á¥£¤  ý¯®à®�¤ ¥âáïþ ªà¨â¨ç¥áª¨¬¨ «¨­¨ï¬¨ â®ª , ª®â®àë¥¯à¨å®¤ïâ ¨§ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ ­  ¯®¢¥àå­®áâì â¥« ).� á«ãç ¥ 0 < |
E | 6 1 ¯à¨ Pe → ∞ ¢ ®¡« áâ¨ á à §®¬ª­ãâë¬¨«¨­¨ï¬¨ â®ª  ª®­æ¥­âà æ¨ï ¯®áâ®ï­­  ¨ à ¢­  á¢®¥¬ã §­ ç¥­¨î ­ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨,   à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢ ®¡« áâ¨ á § ¬ª­ãâë-¬¨ «¨­¨ï¬¨ â®ª  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ à¥£ã«ïà­®£® à §«®�¥­¨ï ¯®®¡à â­ë¬ áâ¥¯¥­ï¬ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥:

c = c0 +Pe−1 c1 + · · · (Pe→ ∞). (4.8.12)Ǒ®¤áâ ­®¢ª  íâ®£® àï¤  ¢ ãà ¢­¥­¨¥ ª®­¢¥ªâ¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨ (4.4.1)á ¯®á«¥¤ãîé¨¬ ¢ë¤¥«¥­¨¥¬ ç«¥­®¢ ¯à¨ ®¤¨­ ª®¢ëå áâ¥¯¥­ïå ¬ «®£®¯ à ¬¥âà  Pe−1 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® £« ¢­ë© ç«¥­ à §«®�¥­¨ï ã¤®¢«¥-â¢®àï¥â ãà ¢­¥­¨î (~v ·∇)c0 = 0. Ǒ®íâ®¬ã ª®­æ¥­âà æ¨ï c0 ¯à¨­¨¬ ¥â¯®áâ®ï­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ­  «¨­¨ïå â®ª . �¤­ ª® íâ®© ¨­ä®à¬ æ¨¨ ®ª -§ë¢ ¥âáï ­¥¤®áâ â®ç­® ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï c0. �ë¯¨áë¢ ï ãà ¢­¥­¨¥ ¤«ïá«¥¤ãîé¥£® ç«¥­  à §«®�¥­¨ï c1 ¨ ¨­â¥£à¨àãï ¥£® ¤ «¥¥ ¯® § ¬ª­ã-âë¬ «¨­¨ï¬ â®ª  [272℄, ¬®�­® ¢ë¢¥áâ¨ ãà ¢­¥­¨¥ í««¨¯â¨ç¥áª®£® â¨-¯  ¤«ï äã­ªæ¨¨ c0. � ãç¥â®¬ áâàãªâãàë à §«®�¥­¨ï ª®­æ¥­âà æ¨¨ c



4.9. �¨ääã§¨ï ª ç áâ¨æ¥ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®-á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ 173¨ ®â¬¥ç¥­­ëå á¢®©áâ¢ äã­ªæ¨¨ c0 ¬®�­® á¤¥« âì ®ç¥­ì ¢ �­ë© ®¡-é¨© ª ç¥áâ¢¥­­ë© ¢ë¢®¤: ¢ â¥å á«ãç ïå, ª®£¤  ç áâ¨æ  (ª ¯«ï) ®ªàã-�¥­  ®¡« áâìî â¥ç¥­¨ï á § ¬ª­ãâë¬¨ «¨­¨ï¬¨ â®ª , áà¥¤­¥¥ ç¨á«®�¥à¢ã¤  ¯à¨ Pe→ ∞ áâà¥¬¨âáï ª ­¥ª®â®à®¬ã ª®­¥ç­®¬ã ¯®áâ®ï­­®-¬ã §­ ç¥­¨î, â.¥. ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®limPe→∞
Sh = 
onst 6=∞. (4.8.13)�â® ¯à¥¤¥«ì­®¥ á¢®©áâ¢® áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ª®à¥­­ë¬ ®¡à -§®¬ ®â«¨ç ¥âáï ®â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¯®¢¥¤¥­¨ï ¢¥«¨ç¨­ë Sh ¯à¨ ­ -«¨ç¨¨ ®á®¡ëå £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å â®ç¥ª, ª®£¤  áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã-¤  ­¥®£à ­¨ç¥­­® ¢®§à áâ ¥â ¯à¨ Pe → ∞ (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, ä®à¬ã«ë(4.8.4) ¨ (4.8.6)).�¥§ã«ìâ âë  ­ «¨§  § ¤ ç¨ ® ¬ áá®®¡¬¥­¥ áä¥àë, á¢®¡®¤­® ¢§¢¥-è¥­­®© ¢ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ ¯«®áª®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á-« å Ǒ¥ª«¥, ¯à¨¢®¤¨â ª á«¥¤ãîé¥© ¤¢ãåç«¥­­®©  á¨¬¯â®â¨ª¥ ¤«ïáà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯à¨ ¬ «ëå §­ ç¥­¨ïå ã£«®¢®© áª®à®áâ¨ ¢à -é¥­¨ï [272℄Sh = 10,35 |
E|−1 − 3,5 +O(
E) ¯à¨ |
E | → 0. (4.8.14)�¨á«¥­­ë¥ à áç¥âë [272℄, ¯à®¢¥¤¥­­ë¥ ¢ ¤¨ ¯ §®­¥ 0 < |
E | 6 1¯à¨ Pe→ ∞, å®à®è®  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîâáï § ¢¨á¨¬®áâìîSh = 10,35 |
E|−1 − 3,5 + |
E | − 3,4
2

E, (4.8.15)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© á®áâ ¢«ï¥â ¬¥­¥¥ 3%.�«ï ¯à®áâ®£® á¤¢¨£  |
E | = 1 ¢ëç¨á«¥­¨¥ ¯® ä®à¬ã«¥ (4.8.15)¯à¨¢®¤¨â ª §­ ç¥­¨î Sh = 4,45, çâ® á®¢¯ ¤ ¥â á ¤ ­­ë¬¨ [272℄.4.9. �¨ääã§¨ï ª áä¥à¥ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®-á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ ¨ ¯®â®ª¥ á¯ à ¡®«¨ç¥áª¨¬ ¯à®ä¨«¥¬Ǒ®áâã¯ â¥«ì­®-á¤¢¨£®¢®¥ â¥ç¥­¨¥. � áá¬®âà¨¬ ¬ áá®®¡¬¥­â¢¥à¤®© áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë, ®¡â¥ª ¥¬®© ¯®áâã¯ â¥«ì­®-á¤¢¨£®¢ë¬¯®â®ª®¬, ª®£¤  ¯®«¥ â¥ç¥­¨ï ­  ¡®«ìè¨å à ááâ®ï­¨ïå ®â ç áâ¨æë¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© áã¯¥à¯®§¨æ¨î ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® ¯®â®ª  á® áª®à®-áâìî Ui ¨ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®£® ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®£® á¤¢¨£®¢®£® â¥ç¥­¨ï,¯à¨ç¥¬ ¯®áâã¯ â¥«ì­ë© ¯®â®ª ­ ¯à ¢«¥­ ¢¤®«ì ®á¨ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®-£® â¥ç¥­¨ï. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ ¯àï¬®ã£®«ì­®© ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à-¤¨­ â, á¢ï§ ­­®© á æ¥­âà®¬ ç áâ¨æë, à §¬¥à­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë ¢¥ªâ®à áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢¤ «¨ ®â ç áâ¨æë ¨¬¥îâ ¢¨¤
~V = (V1, V2, V3) = (− 12 GX1, − 12 GX2, Ui +GX3) . (4.9.1)



174 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬� áâ®ªá®¢®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ äã­ªæ¨ï â®ª  ¤«ï â¥ç¥­¨ï (4.9.1)à ¢­  áã¬¬¥ äã­ªæ¨© â®ª , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®¡â¥ª ­¨î ª �¤ë¬ ¨§á®áâ ¢«ïîé¨å â¥ç¥­¨© ¢ ®â¤¥«ì­®áâ¨.� áá®®¡¬¥­ â¢¥à¤®© áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë á ¯®áâã¯ â¥«ì­®-á¤¢¨-£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ (4.9.1) ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¨áá«¥¤®¢ «áï ¢ à ¡®-â¥ [67℄. �«ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤ , ª®â®à®¥ § ¢¨á¨â ®â ¯ à ¬¥âà®¢Pe = aUi/D, ω = 5a|G|/Ui, (4.9.2)¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ ¢ëà �¥­¨ï:¯à¨ 0 6 ω 6 1:Sh = 0,206 (ω + 1)1/3f (√ 2ω
ω + 1 )Pe1/3, (4.9.3)¯à¨ 1 6 ω:Sh= 0,103

ω

[(ω − 1)4/3f (√ ω − 12ω )+ (ω + 1)4/3f (√ ω + 12ω )]Pe1/3 .(4.9.4)�¤¥áì
f(k) = [ 815 (1− k2)(2− k2)

k4 K(k)− 1615 k4 − k2 + 1
k4 E(k)]2/3 ,£¤¥ K(k) ¨ E(k) | ¯®«­ë¥ í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ¨­â¥£à «ë ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®-à®£® à®¤  á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.�à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¤«ï áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨, ®¡â¥ª ¥¬®© ¯®-áâã¯ â¥«ì­®-á¤¢¨£®¢ë¬ â¥ç¥­¨¥¬ (4.9.1) ¯à¨ «¨¬¨â¨àãîé¥¬ á®¯à®-â¨¢«¥­¨¨ á¯«®è­®© ä §ë ¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥, ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯®ä®à¬ã« ¬ [58℄:¯à¨ 0 6 ω 6 5/3: Sh = [ 2Pe3π(β + 1) ]1/2 , (4.9.5)¯à¨ 5/3 6 ω:Sh = [ Pe8π(β + 1) ]1/2 [(1 + 53ω )3/2 ( 3ω5 − 13 )1/2 ++(1− 53ω )3/2( 3ω5 + 13 )1/2]

, (4.9.6)



4.10. � áá®®¡¬¥­ ­¥áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬ 175£¤¥ ¯ à ¬¥âàë Pe ¨ ω ¢ë¯¨á ­ë ¢ (4.9.2).�¨¤­®, çâ® ¯à¨ ¨§¬¥­¥­¨¨ ¢¥«¨ç¨­ë ω ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¯à¨0 6 ω 6 5/3 ®áâ ¥âáï ¯®áâ®ï­­ë¬, á®åà ­ïï §­ ç¥­¨¥, à ¢­®¥ ç¨á-«ã �¥à¢ã¤  ¢ á«ãç ¥ ®¤­®à®¤­®£® ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® ¯®â®ª , ¨ à áâ¥âá à®áâ®¬ ω ¯à¨ ω > 5/3.Ǒà¨ ¯®áâà®¥­¨¨ ¯à¨¡«¨�¥­­ëå § ¢¨á¨¬®áâ¥© ¤«ï ç¨á«  �¥à¢ã-¤  ¢ á«ãç ¥ ¯®áâã¯ â¥«ì­®-á¤¢¨£®¢®£® ®¡â¥ª ­¨ï ç áâ¨æ ¨ ¯ã§ëà¥©¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥ ¬®�­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ä®à¬ã« ¬¨(4.7.9) ¨ (4.7.10), £¤¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ Shp∞ ¨ Shb∞ á«¥¤ã¥â ¢§ïâì ¯à ¢ë¥ç áâ¨ à ¢¥­áâ¢ (4.9.3), (4.9.4) ¨ (4.9.5), (4.9.6) ¯à¨ β = 0.�ä¥à  ¢ ¯®â®ª¥ á ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨¬ ¯à®ä¨«¥¬ áª®à®áâ¨.� áá¬®âà¨¬ ¤¨ääã§¨î ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¢¥à¤®© áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æëà ¤¨ãá  a, ã¢«¥ª ¥¬®© â¥ç¥­¨¥¬ Ǒã §¥©«ï ¢¤®«ì ®á¨ ªàã£«®© âàã¡ëà ¤¨ãá  L. �ç¨â ¥¬, çâ® áª®à®áâì ç áâ¨æë á®¢¯ ¤ ¥â á® áª®à®áâìî�¨¤ª®áâ¨ ­  ®á¨ ¯®â®ª  ¨ ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢® a ≪ L. � íâ®¬á«ãç ¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ¢¤ «¨ ®â áä¥àë ¨¬¥¥â¯ à ¡®«¨ç¥áª¨© ¯à®ä¨«ì
~V → ~e3H(X21 +X22 ), (4.9.7)£¤¥ X1, X2, X3 |¤¥ª àâ®¢  á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â, á¢ï§ ­­ ï á æ¥­âà®¬ç áâ¨æë; ®áì X3 ­ ¯à ¢«¥­  ¯® ®á¨ âàã¡ë; ~e3 | ®àâ ®á¨ X3; ¯ à -¬¥âà H å à ªâ¥à¨§ã¥â ªà¨¢¨§­ã ¯à®ä¨«ï áª®à®áâ¨ ­  ®á¨ á¨¬¬¥âà¨¨¨ § ¢¨á¨â ®â à áå®¤  �¨¤ª®áâ¨.�à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ áâ®ªá®¢ã (¯à¨ Re → 0)®¡â¥ª ­¨î áä¥àë ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨¬ â¥ç¥­¨¥¬ (4.9.7), ¯à¨ ¡®«ìè¨åç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®© [60℄Sh = 0,957Pe1/3, (4.9.8)£¤¥ Pe = a3H/D.4.10. � áá®®¡¬¥­ ­¥áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ ¨¯ã§ëà¥© á ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬�««¨¯á®¨¤ «ì­ ï ç áâ¨æ . � áá¬®âà¨¬ ¤¨ääã§¨î ª ¯®¢¥àå-­®áâ¨ â¢¥à¤®© í««¨¯á®¨¤ «ì­®© ç áâ¨æë ¢ ®¤­®à®¤­®¬ ¯®áâã¯ â¥«ì-­®¬ áâ®ªá®¢®¬ ¯®â®ª¥ (Re→ 0). � áâ¨æ  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© í««¨¯á®-¨¤ ¢à é¥­¨ï á ¯®«ã®áï¬¨ a ¨ b, ®à¨¥­â¨à®¢ ­­ë¬¨ ¢¤®«ì ¨ ¯®¯¥à¥ª¯®â®ª  á®®â¢¥âáâ¢¥­­® (b|íª¢ â®à¨ «ì­ë© à ¤¨ãá). �¢¥¤¥¬ á«¥¤ãî-é¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï:

χ = b/a, ae = aχ2/3, Pee = aeUi/D, (4.10.1)



176 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬£¤¥ ae|à ¤¨ãá íª¢¨¢ «¥­â­®© ¯® ®¡ê¥¬ã áä¥àë, ª®â®à ï ¢ë¡¨à « áì§¤¥áì ¢ ª ç¥áâ¢¥ å à ªâ¥à­®£® ¬ áèâ ¡  ¤«¨­ë.�¥§à §¬¥à­ë© ¨­â¥£à «ì­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  ¯®¢¥àå-­®áâì í««¨¯á®¨¤ «ì­®© ç áâ¨æë ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ®¯à¥¤¥-«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ [297℄
I = 7,85K(χ) Pe1/3e , (4.10.2)£¤¥ ª®íää¨æ¨¥­â ä®à¬ë K ¢ëç¨á«ï¥âáï â ª:

K(χ) = ( 43 )1/3χ−2/9(χ2 − 1)1/3(1 + χ2 − 2√
χ2 − 1 ar
tg√χ2 − 1)−1/3¯à¨ χ > 1,

K(χ) = ( 43 )1/3χ−2/9(1− χ2)1/3( 2− χ22√1− χ2 ln 1 +√1− χ21−√1− χ2 − 1)−1/3¯à¨ χ 6 1.(4.10.3)Ǒà¨ χ = 1 ¨¬¥¥¬ K = 1, ¨ ä®à¬ã«  (4.10.2) ¯®á«¥ ¤¥«¥­¨ï ­  4π¯¥à¥å®¤¨â ¢ à¥§ã«ìâ â ¤«ï ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¢ á«ãç ¥ â¢¥à¤®© áä¥àë(4.6.8).� ¨­â¥à¢ «¥ 0,5 6 χ 6 3,0 ª®íää¨æ¨¥­â ä®à¬ë å®à®è®  ¯¯à®ªá¨-¬¨àã¥âáï ¢ëà �¥­¨¥¬ [60℄
K(χ) = 1 + 245 (χ− 1), (4.10.4)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®£® á®áâ ¢«ï¥â 0,8%.�à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ Sh = I/S, £¤¥

S| ¡¥§à §¬¥à­ ï ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ í««¨¯á®¨¤  ¢à é¥­¨ï:
S = 2π

χ1/3 (χ+ 12√χ2 − 1 ln χ+√χ2 − 1
χ−

√
χ2 − 1 ) ¯à¨ χ > 1,

S = 2π
χ1/3 (χ+ 1√1− χ2 ar
sin√1− χ2) ¯à¨ χ 6 1. (4.10.5)�¥§à §¬¥à­ ï ¢¥«¨ç¨­  S ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ à §¬¥à­ãî ¯«®é ¤ì¯®¢¥àå­®áâ¨ í««¨¯á®¨¤  S∗ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: S = S∗/a

2e .Ǒà¨ ®¡â¥ª ­¨¨ í««¨¯á®¨¤ «ì­®© ç áâ¨æë ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®-¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¯à¨ «î¡ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  (®¯à¥-¤¥«¥­­®¥ ¯® ae) ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì á ¯®¬®éìî ¯à¨¡«¨�¥­­®© § ¢¨á¨-¬®áâ¨ [219℄Sh = 0,5 1
S

( �
ae )+ 1

S

{0,125( �
ae )3+ [7,85K(χ)]3 Pee}1/3

, (4.10.6)



4.10. � áá®®¡¬¥­ ­¥áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬ 177£¤¥ ä ªâ®à ä®à¬ë � ¯à¨¢¥¤¥­ ¢® ¢â®à®© ¨ âà¥âì¥© áâà®ª å â ¡«. 4.2,  ¢¥«¨ç¨­ë Pee, K, S ¢ë¯¨á ­ë á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢ (4.10.1), (4.10.3)¨ (4.10.4).� à ¡®â¥ [257℄ á ¯®¬®éìî ª®­¥ç­®-à §­®áâ­ëå ç¨á«¥­­ëå ¬¥â®¤®¢¨áá«¥¤®¢ « áì ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ ï § ¤ ç  ® ¬ áá®®¡¬¥­¥ í««¨¯á®¨¤ «ì-­®© ç áâ¨æë á ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬. � áá¬ âà¨¢ «¨áì¤¢  á«ãç ï, ª®£¤  ¤«¨­  ®à¨¥­â¨à®¢ ­­®© ¢¤®«ì ¯®â®ª  ¯®«ã®á¨ ç -áâ¨æë ¡ë«  ¢ ¯ïâì à § ¡®«ìè¥ ¨ ¢ ¯ïâì à § ¬¥­ìè¥ ¤«¨­ë ¯®«ã®á¨,­ ¯à ¢«¥­­®© ¯®¯¥à¥ª â¥ç¥­¨ï. �§ à¥§ã«ìâ â®¢ ç¨á«¥­­®£® à¥è¥­¨ï[257℄ á®£« á­® ¤ ­­ë¬ [219℄ á«¥¤ã¥â, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâìä®à¬ã«ë (4.10.6) ¤«ï í««¨¯á®¨¤ «ì­®© ç áâ¨æë ¢ ãª § ­­ëå á«ãç ïå­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 10%.�®à¬ã«ë (4.10.2) ¨ (4.10.4) áâ ­®¢ïâáï ­¥¯à¨£®¤­ë¬¨ ¤«ï á¨«ì­®á¯«îá­ãâ®£® (χ ≫ 1) ¨ á¨«ì­® ¢ëâï­ãâ®£® (χ ≪ 1) í««¨¯á®¨¤ ¢à é¥­¨ï.�àã£®¢®© â®­ª¨© ¤¨áª ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. �«ã-ç © χ → ∞ (â.¥. a → 0, b = 
onst) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¤¨ääã§¨¨ ª ¯®¢¥àå-­®áâ¨ â®­ª®£® ªàã£®¢®£® ¤¨áª  à ¤¨ãá  b, à á¯®«®�¥­­®£® ¯®¯¥à¥ª®¤­®à®¤­®-¯®áâã¯ â¥«ì­®£® áâ®ªá®¢  ¯®â®ª .�â¬¥â¨¬ ¤¢  áãé¥áâ¢¥­­ëå ®â«¨ç¨ï à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤¨ääã§¨®­-­®£® ¯®â®ª  ¯® ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¨áª  ¯® áà ¢­¥­¨î á à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®â®ª  ¤«ï áä¥àë ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. �®-¯¥à¢ëå, ¯à¨ ã¤ «¥­¨¨ ®â ¯¥à¥¤­¥© ªà¨â¨ç¥áª®© â®çª¨ (â®çª¨ ­ â¥ª -­¨ï) ¢¤®«ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¨áª  «®ª «ì­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ¬®-­®â®­­® ¢®§à áâ ¥â,   ­¥ ã¬¥­ìè ¥âáï, ª ª íâ® ¨¬¥«® ¬¥áâ® ¢ á«ãç ¥áä¥àë. �®-¢â®àëå, ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  ¤¨áª ®ª §ë¢ ¥âáï ¯à®-¯®àæ¨®­ «ì­ë¬ ç¨á«ã Ǒ¥ª«¥ ¢ áâ¥¯¥­¨ 1/4,   ­¥ 1/3, ª ª ¡ë«® ¯®«ã-ç¥­® à ­¥¥ ¤«ï â¢¥à¤®© áä¥àë. � ª®¥ á­¨�¥­¨¥ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®â®-ª  ®¡ãá«®¢«¥­® áãé¥áâ¢¥­­® ¡®«¥¥ ¨­â¥­á¨¢­ë¬ â®à¬®�¥­¨¥¬ ¯®â®ª �¨¤ª®áâ¨ ¢¡«¨§¨ ¤¨áª .�¥§à §¬¥à­ë© ¨­â¥£à «ì­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  ¯¥à¥¤­îîç áâì ¤¨áª  ¯à¨ Pe→ ∞ à ¢¥­ [60, 145℄
I = 3,66Pe1/4b , Peb = bUi/D. (4.10.7)� [257℄ ¯à¨¢¥¤¥­ë à¥§ã«ìâ âë ç¨á«¥­­ëå à áç¥â®¢ áà¥¤­¥£® ç¨á« �¥à¢ã¤  ¤«ï ¤¨áª  ¯à¨ à §«¨ç­ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¨ �¥©­®«ì¤á .�¥ä®à¬¨à®¢ ­­ë© £ §®¢ë© ¯ã§ëàì ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å�¥©­®«ì¤á . � áá¬®âà¨¬ ¤¨ääã§¨î ª ¯ã§ëàî, ¢á¯«ë¢ îé¥¬ã ¢�¨¤ª®áâ¨ ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á . �®à¬  ¯ã§ëàï áãé¥áâ¢¥­-­® § ¢¨á¨â ®â ¢¥«¨ç¨­ë ç¨á«  �¥¡¥à  We, ª®â®à®¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥-¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: We = aeρU2i /σ, (4.10.8)



178 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬£¤¥ ae | à ¤¨ãá áä¥àë, ®¡ê¥¬ ª®â®à®© à ¢¥­ ®¡ê¥¬ã ¯ã§ëàï, Ui |ãáâ ­®¢¨¢è ïáï áª®à®áâì ¯ã§ëàï, ρ | ¯«®â­®áâì �¨¤ª®áâ¨, σ |ª®íää¨æ¨¥­â ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï.Ǒà¨ ¬ «ëå We ä®à¬  ¯ã§ëàï ¡«¨§ª  ª áä¥à¨ç¥áª®©; ¯à¨ ¡®«ì-è¨å We ¯ã§ëàì ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤ áä¥à¨ç¥áª®£® á¥£¬¥­â , çâ® á¢ï§ ­®â ª�¥ á ï¢«¥­¨ï¬¨ ®âàë¢  ¢ ª®à¬®¢®© ç áâ¨.�­ ç¥­¨ï ç¨á¥« �¥¡¥à  ¯®àï¤ª  ¥¤¨­¨æë á®áâ ¢«ïîâ ¢ �­ãî ¤«ï¯à ªâ¨ª¨ ¯à®¬¥�ãâ®ç­ãî ®¡« áâì ¨§¬¥­¥­¨ï We, ª®£¤  ¯ã§ëàì, ¡ã-¤ãç¨ áãé¥áâ¢¥­­® ¤¥ä®à¬¨à®¢ ­­ë¬, á®åà ­ï¥â á¨¬¬¥âà¨î ®â­®á¨-â¥«ì­® á¢®¥£® ¬¨¤¥«¥¢  á¥ç¥­¨ï. �«ï â ª¨å §­ ç¥­¨© We ä®à¬  ¯ã-§ëàï å®à®è®  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥âáï á¯«îá­ãâë¬ ¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ ¯®â®ª í««¨¯á®¨¤®¬ ¢à é¥­¨ï á ¯®«ã®áï¬¨ a ¨ b = χa, £¤¥ ¯®«ã®áì b ®à¨¥­-â¨à®¢ ­  ¯®¯¥à¥ª ¯®â®ª  ¨ χ > 1.�à¥¡®¢ ­¨¥ ¢ë¯®«­¥­¨ï £à ­¨ç­®£® ãá«®¢¨ï ¤«ï ­®à¬ «ì­ëå ­ -¯àï�¥­¨© ¢ ¯¥à¥¤­¥© ¨ § ¤­¥© ªà¨â¨ç¥áª¨å â®çª å,   â ª�¥ ¢¤®«ì£à ­¨æë ¬¨¤¥«¥¢  á¥ç¥­¨ï ¯ã§ëàï ¯à¨¢®¤¨â ª á«¥¤ãîé¥© § ¢¨á¨¬®-áâ¨ ¬¥�¤ã ç¨á«®¬ �¥¡¥à  We ¨ ®â­®è¥­¨¥¬ χ ¡®«ìè®© ¨ ¬ «®© ¯®-«ã®á¨ í««¨¯á®¨¤  [261℄:We = 2χ−4/3(χ3 + χ− 2)[χ2 ar
se
χ− (χ2 − 1)1/2]2(χ− 1)−3.�¨á«¥­­ë¥ ®æ¥­ª¨ [261℄ ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì­®¥ ®âª«®­¥-­¨¥ ¨áâ¨­­®© ªà¨¢¨§­ë ®â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® §­ ç¥­¨ï ¤«ï  ¯¯à®ªá¨-¬¨àãîé¥£® í««¨¯á®¨¤  ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â 5% ¯à¨ We 6 1 (χ 6 1,5) ¨ 10%¯à¨ We 6 1,4 (χ 6 2).�«ï ®¡ëç­ëå �¨¤ª®áâ¥© â¨¯  ¢®¤ë ¤¥ä®à¬ æ¨î ¯ã§ëàï á«¥¤ã¥â¯à¨­¨¬ âì ¢® ¢­¨¬ ­¨¥, ­ ç¨­ ï á Re∼ 102, £¤¥ Re = aeUi/ν|ç¨á«®�¥©­®«ì¤á , ν|ª¨­¥¬ â¨ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì.�¥§à §¬¥à­ë© ¨­â¥£à «ì­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª, á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¨© ¯®â¥­æ¨ «ì­®¬ã ®¡â¥ª ­¨î í««¨¯á®¨¤ «ì­®£® ¯ã§ëàï(Re =∞), ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ [66℄
I = 4(2π)1/2
(χ)χ−1/3 Pe1/2, Pe = aeUi/D, (4.10.9)£¤¥
(χ) = ( 23 )1/2 (χ2 − 1)3/4

χ2/3 [ar
tg(χ2 − 1)1/2 − (χ2 − 1)1/2
χ2 ]−1/2

.�«ï áä¥à¨ç¥áª®£® ¯ã§ëàï ¢ (4.10.9) á«¥¤ã¥â ¯®«®�¨âì χ = 1 ¨
(1) = 1. Ǒà¨ 1 6 χ 6 2 äã­ªæ¨î 
(χ) ¬®�­®  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ âì¯à®áâë¬ ¢ëà �¥­¨¥¬ 
 = 0,5 (χ + 1), ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®£® ­¥¯à¥¢ëè ¥â 3%.



4.10. � áá®®¡¬¥­ ­¥áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬ 179�¢ãåç«¥­­®¥ à §«®�¥­¨¥ ¡¥§à §¬¥à­®£® ¨­â¥£à «ì­®£® ¯®â®ª  I,¯®«ãç¥­­®¥ ¢ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï á ãç¥-â®¬ ¯®¯à ¢®ª (¯® ç¨á«ã �¥©­®«ì¤á ) ª ¯®â¥­æ¨ «ì­®¬ã ¯®«î ®¡â¥ª -­¨ï ¯ã§ëàï, ¨¬¥¥â ¢¨¤
I = 4(2π)1/2
(χ)χ−1/3[1− Re−1/2 
1(χ)χ1/3]1/2 Pe1/2 . (4.10.10)�¤¥áì 
1 |äã­ªæ¨ï ®â­®è¥­¨ï ¯®«ã®á¥© ¯ã§ëàï, ª®â®à ï à ááç¨âë-¢ « áì ç¨á«¥­­® ¢ [66℄. Ǒà¨ Re → ∞ ä®à¬ã«  (4.10.10) ¯¥à¥å®¤¨â ¢(4.10.9). �«ï áä¥à¨ç¥áª®£® ¯ã§ëàï χ=1 ¢ ¢ëà �¥­¨¨ (4.10.10) á«¥¤ã-¥â ¯®«®�¨âì 
1(1) = 2,05 [318℄. � ®¡« áâ¨ 16 χ6 2 (We 6 1,4) ¤«ï 
1¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨¡«¨�¥­­®¥ ¢ëà �¥­¨¥
1(χ) = 0,2 (χ2 + 3χ+ 6), (4.10.11)¬ ªá¨¬ «ì­®¥ ®âª«®­¥­¨¥ ®â â®ç­ëå §­ ç¥­¨© ¯à¨ íâ®¬ ­¥ ¯à¥¢ë-è ¥â 3%.�à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¤«ï í««¨¯á®¨¤ «ì­®£® ¯ã§ëàï ¢ëç¨á«ï-¥âáï á ¯®¬®éìî (4.10.10) ¯® ä®à¬ã«¥ Sh = I/S, £¤¥ ¡¥§à §¬¥à­ ï ¯«®-é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ S à ááç¨âë¢ ¥âáï ¯ãâ¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¢¥àå­¥£®¢ëà �¥­¨ï (4.10.5).�¡é¨¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï à áç¥â  áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¢á«ãç ¥ £« ¤ª¨å ç áâ¨æ ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë. � à ¡®â¥ [207℄¡ë«® ¤®ª § ­® á«¥¤ãîé¥¥ ®¡é¥¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ¤«ï á«ãç ï ®¡â¥ª ­¨ïç áâ¨æë ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë ®¤­®à®¤­ë¬ ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®-¢ë¬ (Re → 0) ¯®â®ª®¬ ¨«¨ ¯®â¥­æ¨ «ì­ë¬ â¥ç¥­¨¥¬: áà¥¤­¥¥ ç¨á«®�¥à¢ã¤  ­¥ ¬¥­ï¥âáï, ¥á«¨ ¨§¬¥­¨âì ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ¤¢¨�¥­¨ï �¨¤ª®-áâ¨ ­  ®¡à â­®¥.Ǒãáâì ®áì â¥«  ¢à é¥­¨ï á®áâ ¢«ï¥â ã£®« ω á ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬ áª®-à®áâ¨ ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® ¯®â®ª  ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨. � [278℄ ¤«ï áà¥¤­¥£®ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¡ë«  ¢ë¢¥¤¥­  ¯à¨¡«¨�¥­­ ï ä®à¬ã« Sh = Sh‖ 
os2 ω + Sh⊥ sin2 ω, (4.10.12)£¤¥ Sh‖ ¨ Sh⊥ | áà¥¤­¨¥ ç¨á«  �¥à¢ã¤ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯ à «-«¥«ì­®¬ã (ω = 0) ¨ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­®¬ã (ω = π/2) à á¯®«®�¥­¨î â¥« ¢à é¥­¨ï ¢ ¯®â®ª¥.Ǒà¨ ¬ «ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¤«ï ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® áâ®ªá®¢  ®¡â¥ª ­¨ïâ¥«  ¢à é¥­¨ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë ¢ëà �¥­¨¥ (4.10.12) á®¢¯ ¤ ¥â áâ®ç­ë¬  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¬ à¥§ã«ìâ â®¬ ¤® âà¥å ¯¥à¢ëå ç«¥­®¢ à §«®-�¥­¨ï ¢ª«îç¨â¥«ì­® [278℄. � ª ª ª ¤«ï ç áâ¨æë áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ëà ¢¥­áâ¢® (4.10.12) ¢ë¯®«­ï¥âáï â®�¤¥áâ¢¥­­® ¤«ï «î¡ëå ç¨á¥« Ǒ¥ª-«¥, â® á«¥¤ã¥â ®�¨¤ âì, çâ® ¤«ï ç áâ¨æ, ä®à¬  ª®â®àëå ¡«¨§ª  ªáä¥à¨ç¥áª®©, ¯à¨¡«¨�¥­­ ï ä®à¬ã«  (4.10.12) ¡ã¤¥â ¤ ¢ âì å®à®è¨¥



180 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬à¥§ã«ìâ âë ­¥ â®«ìª® ¤«ï ¬ «ëå, ­® ¨ ¤«ï ¯à®¬¥�ãâ®ç­ëå ¨ ¡®«ìè¨åç¨á¥« Ǒ¥ª«¥.Ǒà¨ ®¡â¥ª ­¨¨ £« ¤ª¨å ç áâ¨æ «î¡®© ä®à¬ë ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ áâ -æ¨®­ à­ë¬ ¢ï§ª¨¬ â¥ç¥­¨¥¬ (¯à¨ ®âáãâáâ¢¨¨ § ¬ª­ãâëå «¨­¨© â®ª )áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥ ¬®�­® ¢ëç¨á-«¨âì ¯® ¯à¨¡«¨�¥­­®© ä®à¬ã«¥ [72℄Sh = 0,5 Sh0 + (0,125 Sh30 + Sh3∞)1/3, (4.10.13)ª®â®à ï ¢ë¢®¤¨âáï ¬¥â®¤®¬  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å  ­ «®£¨© ¨§ (4.7.1). �ª ç¥áâ¢¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ëå ¢¥«¨ç¨­ Sh0 ¨ Sh∞ ¢ (4.10.13) á«¥¤ã¥â¯®¤áâ ¢«ïâì £« ¢­ë¥ ç«¥­ë  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å à §«®�¥­¨© áà¥¤­¥£®ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯à¨ ¬ «ëå ¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.(�á¥ ¢¥«¨ç¨­ë Sh, Sh0 ¨ Sh∞ ¢ (4.10.13) ®¯à¥¤¥«¥­ë á ¯®¬®éìî ®¤­®£®¨ â®£® �¥ å à ªâ¥à­®£® ¬ áèâ ¡  ¤«¨­ë.)�«ï ç áâ¨æ áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë ¨¬¥¥¬ Sh0 = 1 (§  ¬ áèâ ¡¤«¨­ë ¢ë¡à ­ à ¤¨ãá), ¨ ¢ëà �¥­¨¥ (4.10.13) ¯¥à¥å®¤¨â ¢ (4.7.9).Ǒ®¤áâ ­®¢ª  ¢ (4.10.13) á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å §­ ç¥­¨© Sh0 ¨ Sh∞ ¤«ïç áâ¨æ í««¨¯á®¨¤ «ì­®© ä®à¬ë ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ áâ®ªá®¢®¬ ¯®â®ª¥¯à¨¢®¤¨â ª ä®à¬ã«¥ (4.10.6).Ǒà¨ ¯à®¤®«ì­®¬ ®¡â¥ª ­¨¨ ¢ë¯ãª«ëå â¥« ¢à é¥­¨ï ¤®áâ â®ç­®£« ¤ª®© ä®à¬ë ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¯®£à¥è­®áâì E(¢ ¯à®æ¥­â å, %) § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¤«ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  (4.10.13)¯à¨¡«¨�¥­­® ¬®�­® ®æ¥­¨âì â ª:
E < 2( a

b
+ b

a

)
,£¤¥ a ¨ b|¬ ªá¨¬ «ì­ë¥ ¯à®¤®«ì­ë© ¨ ¯®¯¥à¥ç­ë© ¬ áèâ ¡ ç áâ¨-æë. �ª § ­­ ï ®æ¥­ª  á®£« áã¥âáï á ®¯¨á ­­ë¬¨ à ­¥¥ à¥§ã«ìâ â ¬¨¤«ï í««¨¯á®¨¤ «ì­®© ç áâ¨æë.�«ï ç áâ¨æë § ¤ ­­®© ä®à¬ë ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë Sh0¨ Sh∞, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ¢ëà �¥­¨¥ (4.10.13), ¬®�­® ®¯à¥¤¥«¨âì ª ª â¥®à¥-â¨ç¥áª¨ (á¬. à §¤. 4.3), â ª ¨ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­®. � ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥¯ à ¬¥âà Sh0 ­ å®¤¨âáï ¨§ ®¯ëâ  ¯® ¤¨ääã§¨¨ ª ç áâ¨æ¥ ¢ ­¥¯®¤¢¨�-­®© �¨¤ª®áâ¨. (� ¯®¬­¨¬, çâ® §­ ç¥­¨¥ Sh0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¡¥§à §-¬¥à­®© ¥¬ª®áâ¨ â¥« , í«¥ªâà®áâ â¨ç¥áª¨© á¯®á®¡ ¨§¬¥à¥­¨ï ª®â®à®©è¨à®ª® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ í«¥ªâà®â¥å­¨ª¥.) �á¨¬¯â®â¨ª  áà¥¤­¥£® ç¨á« �¥à¢ã¤  ¯à¨ Pe→∞ ¤«ï â¢¥à¤®© ç áâ¨æë ¨¬¥¥â ¢¨¤ Sh∞ =B Pe1/3,£¤¥ B | ­¥ª®â®à ï ¯®áâ®ï­­ ï [60℄. Ǒ®íâ®¬ã ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯ -à ¬¥âà  B,   á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¨ ¢¥«¨ç¨­ë Sh∞, ¤®áâ â®ç­® ¯®áâ ¢¨âì®¤¨­-¥¤¨­áâ¢¥­­ë© íªá¯¥à¨¬¥­â ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ (¡®«ìè¨¥ç¨á«  Ǒ¥ª«¥ ¯à¨ ­¨§ª¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  Re< 0,5 «¥£ª® ¤®áâ¨£ îâ-áï ¢ ¢®¤­ëå à áâ¢®à å £«¨æ¥à¨­ ). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤¢ãå ¤®áâ â®ç­®



4.11. � áá®®¡¬¥­ æ¨«¨­¤à  á ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¨ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ 181¯à®áâëå íªá¯¥à¨¬¥­â®¢ ¢¯®«­¥ å¢ â ¥â ¤«ï ®âëáª ­¨ï ¢¥«¨ç¨­ Sh0¨ Sh∞.�«ï £« ¤ª¨å ç áâ¨æ ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë, ®¡â¥ª ¥¬ëå ¨¤¥ «ì­®©�¨¤ª®áâìî (¬®¤¥«ì â¥¯«®®¡¬¥­  ç áâ¨æ á �¨¤ª¨¬¨ ¬¥â «« ¬¨ ¯à¨Pr≪ 1 ¨ Re≫ 1), áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �ãáá¥«ìâ  ¯à¨ ®âáãâáâ¢¨¨ ®¡« áâ¨ á§ ¬ª­ãâë¬¨ «¨­¨ï¬¨ â®ª  ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì ¯® ä®à¬ã«¥Nu = 0,6Nu0 + (0,16Nu20 +Nu2∞)1/2, (4.10.14)£¤¥ Nu0 ¨ Nu∞ |  á¨¬¯â®â¨ª¨ ç¨á«  �ãáá¥«ìâ  ¯à¨ PeT → 0 ¨PeT → ∞.Ǒà¨ ®¡â¥ª ­¨¨ áä¥àë ¡¥§¢¨åà¥¢ë¬ ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ ¨¤¥- «ì­®© �¨¤ª®áâ¨ ¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ¢ëà �¥­¨ï (4.10.14) á®-áâ ¢«ï¥â ®ª®«® 3%.�®à¬ã«ã (4.10.14) ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨ à áç¥â¥ áà¥¤­¥£® ç¨á« �¥à¢ã¤  (§ ¬¥­¨¢ Nu ­  Sh) ¤«ï ¯ã§ëà¥© ­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë,¤¢¨�ãé¨åáï ¢ ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨.4.11. � áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ æ¨«¨­¤à®¢ á¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¨ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬(¯«®áª ï § ¤ ç )�¨ääã§¨ï ª ªàã£®¢®¬ã æ¨«¨­¤àã ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®-â®ª¥. � áá¬®âà¨¬ ¤¨ääã§¨î ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  à -¤¨ãá  a, ®¡â¥ª ¥¬®£® ­®à¬ «ì­ë¬ ª ¥£® ®á¨ ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬á® áª®à®áâìî Ui. �â  § ¤ ç  ï¢«ï¥âáï ¬®¤¥«ì­®© ¢ å¨¬¨ç¥áª®© â¥å-­®«®£¨¨ ¤«ï à áç¥â  ¬ áá®¯¥à¥­®á  ª ç áâ¨æ ¬ ã¤«¨­¥­­®© ä®à¬ë,­® ®á®¡¥­­® è¨à®ª® ®­  ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ ¬¥å ­¨ª¥  íà®§®«¥© ¯à¨  ­ -«¨§¥ ¯à®æ¥áá  ¤¨ääã§¨®­­®£® ®á �¤¥­¨ï  íà®§®«¥© ­  ¢®«®ª­¨áâëåä¨«ìâà å [171, 177℄.Ǒà¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  Re = aUi/ν à¥§ã«ìâ âë  ­ «¨â¨ç¥-áª®£® à¥è¥­¨ï ãª § ­­®© § ¤ ç¨ ¯à¨¢®¤ïâ ª á«¥¤ãîé¥¬ã ¤¢ãåç«¥­­®-¬ã à §«®�¥­¨î áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  (®¯à¥¤¥«¥­­®£® ¯® à ¤¨ãáãæ¨«¨­¤à ) ¯® ¡®«ìè®¬ã ç¨á«ã Ǒ¥ª«¥ Pe = aUi/D [171℄:Sh = 0,580(2,00− ln 2Re)1/3 Pe1/3 + 0,0993. (4.11.1)�« ¢­ë© ç«¥­ ¢ ä®à¬ã«¥ (4.11.1) ¡ë« ¢ëç¨á«¥­ ¢ à ¡®â å [116, 231℄.�¨ääã§¨ï ª í««¨¯â¨ç¥áª®¬ã æ¨«¨­¤àã ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®â®ª¥¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ à áá¬ âà¨¢ « áì ¢ [60, 145℄.�«ï S
 > 0,5 áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¯à¨ ¯®¯¥à¥ç­®¬ ®¡â¥ª ­¨¨æ¨«¨­¤à®¢ à §«¨ç­®© ä®à¬ë ¢ è¨à®ª®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ç¨á¥«



182 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬������� 4.5�­ ç¥­¨ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ A ¨ m ¢ ä®à¬ã«¥ (4.11.2)¤«ï ¯®¯¥à¥ç­® ®¡â¥ª ¥¬ëå áâ¥à�­¥© à §«¨ç­®© ä®à¬ë�®à¬  á¥ç¥­¨ï áâ¥à�­ï(®¡â¥ª ­¨¥ á«¥¢  ­ ¯à ¢®) Re A m0,05 ÷ 22÷ 44÷ 500500 ÷ 2,5 · 1032,5 · 103 ÷ 2,5 · 1042,5 · 104 ÷ 105 0,6400,5560,3810,4300,1420,0168 0,3050,410,470,470,600,802,5 · 103 ÷ 5 · 104 0,162 0,5881,25 · 103 ÷ 2,5 · 1032,5 · 103 ÷ 5 · 104 0,1160,0672 0,6990,6752,5 · 103 ÷ 5 · 104 0,101 0,6382,5 · 103 ÷ 9,8 · 1039,8 · 103 ÷ 5 · 104 0,1050,0255 0,6380,782�¥©­®«ì¤á  ¬®�­® ®¯à¥¤¥«ïâì á ¯®¬®éìî ä®à¬ã«ë, ¯®«ãç¥­­®© ­ ®á­®¢¥ ®¡à ¡®âª¨ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå ¤ ­­ëå [93℄Sh = AS
0,37Rem, (4.11.2)£¤¥ §­ ç¥­¨ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ A, m ãª § ­ë ¢ â ¡«. 4.5.�¨ääã§¨ï ª ªàã£®¢®¬ã æ¨«¨­¤àã ¢ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥.� ªà¥¯«¥­­ë© æ¨«¨­¤à. � áá¬®âà¨¬ ¤¨ääã§¨î ª ¯®¢¥àå­®áâ¨§ ªà¥¯«¥­­®£® ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à , ®¡â¥ª ¥¬®£® áâ æ¨®­ à­ë¬ «¨-­¥©­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ (Re → 0) ¯®â®ª®¬ ¢ ¯«®áª®áâ¨, ­®à-¬ «ì­®© ª ®á¨ æ¨«¨­¤à . � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© â ª®£® â¥ç¥­¨ï¢¤ «¨ ®â æ¨«¨­¤à  ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­® ä®à¬ã-«®© (2.7.8) ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ¤ ­¨¥¬ âà¥å ¢¥«¨ç¨­ E1, E2, 
. Ǒ à ¬¥âà
E =√E21 +E22 å à ªâ¥à¨§ãîâ ¨­â¥­á¨¢­®áâì ç¨áâ® ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®©á®áâ ¢«ïîé¥© ¤¢¨�¥­¨ï,   
 ®â¢¥ç ¥â §  ¢à é¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨. � ç¥-áâ¢¥­­ ï ª àâ¨­  ®¡â¥ª ­¨ï æ¨«¨­¤à  á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ § ¢¨á¨â ®â¢¥«¨ç¨­ë ®â­®è¥­¨ï ¯ à ¬¥âà  
E = E/
.�¡â¥ª ­¨¥ § ªà¥¯«¥­­®£® æ¨«¨­¤à  ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ®¯¨áë¢ ¥âáï äã­ªæ¨© â®ª  (2.7.9). �£à ­¨ç¨¬áï



4.11. � áá®®¡¬¥­ æ¨«¨­¤à  á ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¨ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ 183 ­ «¨§®¬ á«ãç ï 06 |
E | 6 1, ª®£¤  ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ æ¨«¨­¤à  ¨¬¥îâ-áï ç¥âëà¥ ªà¨â¨ç¥áª¨¥ â®çª¨. �  à¨á. 2.10 ª ç¥áâ¢¥­­® ¨§®¡à �¥­ë«¨­¨¨ â®ª  ¤«ï ç¨áâ® ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®£® (¯à¨ 
E =0) ¨ ¯à®áâ®£® á¤¢¨-£®¢®£® (¯à¨ 
E = 1) â¥ç¥­¨©.� à ¡®â¥ [141℄ ¢ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï(Pe≫ 1) ¡ë«® ¯®«ãç¥­® à¥è¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© § ¤ ç¨ ® ¬ áá®®¡-¬¥­¥ ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  á ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬. �ë«®¯®ª § ­®, çâ® à®áâ  ¡á®«îâ­®© ¢¥«¨ç¨­ë ã£«®¢®© áª®à®áâ¨ ¢à é¥-­¨ï á¤¢¨£®¢®£® ¯®â®ª  
 ¯à¨¢®¤¨â ª ­¥¡®«ìè®¬ã á­¨�¥­¨î ¨­â¥­-á¨¢­®áâ¨ ¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­  æ¨«¨­¤à  á ®ªàã� îé¥© �¨¤ª®áâìî.�¥§ã«ìâ âë à¥è¥­¨ï ¤«ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  å®à®è®  ¯¯à®ªá¨-¬¨àãîâáï á«¥¤ãîé¥© § ¢¨á¨¬®áâìî:Sh = (0,92− 0,012 |
E|) Pe1/3, Pe = a2E/D, (4.11.3)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© ¯à¨ 0 6 |
E | 6 1 á®áâ ¢«ï¥â®ª®«® 0,5%.�§ ¢ëà �¥­¨ï (4.11.3) á«¥¤ã¥â, çâ® áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ®ç¥­ìá« ¡® ¬¥­ï¥âáï ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ −1 6 
E 6 +1 (®â­®-á¨â¥«ì­®¥ ¯à¨à é¥­¨¥ áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ |
E |®â ­ã«ï ¤® ¥¤¨­¨æë á®áâ ¢«ï¥â ¢á¥£® 1,3%). � ç áâ­ëå á«ãç ïå ç¨áâ®¤¥ä®à¬ æ¨®­­®£® (
E =0) ¨ ¯à®áâ®£® (|
E |=1) «¨­¥©­®£® á¤¢¨£®¢®£®®¡â¥ª ­¨ï ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  ä®à¬ã«  (4.11.3) ¯¥à¥å®¤¨â ¢ à¥§ã«ì-â âë à ¡®â [271, 272℄.C¢®¡®¤­® ¢à é îé¨©áï æ¨«¨­¤à. � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ª®­¢¥ª-â¨¢­ë© ¬ áá®¯¥à¥­®á ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à , á¢®¡®¤­®¢§¢¥è¥­­®£® ¢ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ «¨­¥©­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ áâ®ªá®¢®¬ (Re→ 0)¯®â®ª¥. � á¨«ã ãá«®¢¨ï ¯à¨«¨¯ ­¨ï æ¨«¨­¤à ¡ã¤¥â ¢à é âìáï á ¯®-áâ®ï­­®© ã£«®¢®© áª®à®áâìî, à ¢­®© áª®à®áâ¨ ¢à é¥­¨ï ¯®â®ª  ­ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨. � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢ëà -�¥­¨ï¬¨ (2.6.12). �âàãªâãà  «¨­¨© â®ª  â ª®£® â¥ç¥­¨ï ª ç¥áâ¢¥­­®®â«¨ç ¥âáï áâàãªâãàë «¨­¨© â®ª  ¤«ï á«ãç ï § ªà¥¯«¥­­®£® æ¨«¨­-¤à . �  ¯®¢¥àå­®áâ¨ æ¨«¨­¤à  ¯à¨ 
 6= 0 ®âáãâáâ¢ãîâ ªà¨â¨ç¥áª¨¥â®çª¨ ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¤¢  ª ç¥áâ¢¥­­® à §«¨ç­ëå â¨¯  â¥ç¥­¨ï. Ǒà¨0 < |
E | < 1 ¢ ¯®â®ª¥ ¨¬¥îâáï ª ª § ¬ª­ãâë¥, â ª ¨ à §®¬ª­ãâë¥«¨­¨¨ â®ª ; ¯à¨ íâ®¬ ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ æ¨«¨­¤à  ¯à¨¬ëª ¥â ®¡« áâì á¯®«­®áâìî § ¬ª­ãâë¬¨ «¨­¨ï¬¨ â®ª ,   ¢¤ «¨ ®â æ¨«¨­¤à  «¨­¨¨â®ª  à §®¬ª­ãâë (à¨á. 2.11). Ǒà¨ |
E | > 1 ¢á¥ «¨­¨¨ â®ª  § ¬ª­ãâë.� § ¤ ç¥ ® ¬ áá®®¡¬¥­¥ ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à , á¢®¡®¤­® ¢§¢¥è¥­­®-£® ¢ «¨­¥©­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥, ­¥ ¯à®¨áå®¤¨â ä®à¬¨à®¢ ­¨ï ¤¨ä-äã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¢¡«¨§¨ ¥£® ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯à¨ Pe → ∞.� á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¨é¥âáï ¢ ¢¨¤¥ à¥£ã«ïà­®£®  á¨¬¯â®-â¨ç¥áª®£® à §«®�¥­¨ï ¯® ®¡à â­ë¬ áâ¥¯¥­ï¬ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥ (4.8.12).�à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ®áâ ¥âáï ª®­¥ç­ë¬ ¯à¨ Pe → ∞. �â® ®¡ã-



184 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬á«®¢«¥­® â¥¬, çâ® ®¡« áâì § ¬ª­ãâ®© æ¨àªã«ïæ¨¨ ¡«®ª¨àã¥â ª®­¢¥ª-â¨¢­ë© ¬ áá®- ¨ â¥¯«®¯¥à¥­®á ª æ¨«¨­¤àã, ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯¥à¥­®á ¢¥-é¥áâ¢  ¨ â¥¯«  ª ¢à é îé¥©áï ¯®¢¥àå­®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ ®á­®¢-­®¬ ¬®«¥ªã«ïà­®© ¤¨ääã§¨¥©, ­ ¯à ¢«¥­­®© ®àâ®£®­ «ì­® ª «¨­¨ï¬â®ª . Ǒà¨ íâ®¬ ª®­æ¥­âà æ¨ï ¯®áâ®ï­­  ­  ª �¤®© «¨­¨¨ â®ª  (­ à §­ëå «¨­¨ïå â®ª  ¡ã¤¥â à §«¨ç­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï).�«ï ¯à®áâ®£® á¤¢¨£   á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ §­ ç¥­¨¥ áà¥¤­¥£® ç¨á« �¥à¢ã¤  ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¡ë«® ¢ëç¨á«¥­® ¢ à ¡®â¥ [230℄:Sh = 2,87 (|
E | = 1). (4.11.4)Ǒà¨ ¬ «ëå ã£«®¢ëå áª®à®áâïå ¢à é¥­¨ï ¯®â®ª  á â®ç­®áâìî ¤®ç«¥­®¢ ¯®àï¤ª  
E ¡ë«® ¯®«ãç¥­® á«¥¤ãîé¥¥ ¤¢ãåç«¥­­®¥ à §«®�¥-­¨¥ [272℄: Sh = 7,79 |
E|−1 − 2,97 (|
E | → 0). (4.11.5)�á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¥ ¢ëà �¥­¨ï (4.11.4), (4.11.5) á®®â¢¥âáâ¢ãîâ á«ã-ç î ¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè¨å ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥, ¯à¨ç¥¬ à §«®�¥­¨¥ (4.11.5)¨¬¥¥â ®á®¡¥­­®áâì ¯à¨ 
E = 0. �¬¥áâ¥ á â¥¬ á«ãç © 
E = 0 á®®â-¢¥âáâ¢ã¥â ç¨áâ® ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®¬ã â¥ç¥­¨î, ª®£¤  æ¨«¨­¤à ®áâ ¥âáï­¥¯®¤¢¨�­ë¬, ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â â®£®, § ªà¥¯«¥­ ®­ ¨«¨ ­¥â. Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨
E = 0 ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ä®à¬ã«ã (4.11.3), ª®â®à ï ¨ ¤ ¥â ¢ íâ®¬á«ãç ¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯à¨Pe≫ 1. �®¯®áâ ¢«¥­¨¥ íâ®© ä®à¬ã«ë á ¢ëà �¥­¨¥¬ (4.11.5) ¯®ª §ë-¢ ¥â, çâ® à¥§ã«ìâ â (4.11.5) ¯à¨¬¥­¨¬ ¯à¨ §­ ç¥­¨ïå ã£«®¢®© áª®à®áâ¨¢à é¥­¨ï ¯®â®ª , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î O(Pe−1/3) < |
E | 6 1.�ª § ­­ë¬ ¢ëè¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¬ à¥è¥­¨ï¬ (4.11.3) (¯à¨
E =0), (4.11.4), (4.11.5) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé ï § ¢¨á¨¬®áâì áà¥¤-­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ®â ç¨á«  Ǒ¥ª«¥ ¨ ¯ à ¬¥âà  
E :Sh = 7,788,46Pe−1/3 + |
E |
− 2,97− 1,94 |
E|3. (4.11.6)�âã § ¢¨á¨¬®áâì ¬®�­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¯à¨¡«¨�¥­­ãî ä®à¬ã«ã¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï Sh ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¨ ¢á¥å §­ ç¥­¨ïå

|
E | 6 1.� ª ¯®ª §ë¢ ¥â áà ¢­¥­¨¥ á ç¨á«¥­­ë¬¨ à¥§ã«ìâ â ¬¨ [272℄, ¬ ª-á¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì § ¢¨á¨¬®áâ¨ (4.11.6) ¯à¨ Pe = ∞ ­¥ ¯à¥¢ë-è ¥â 5%.�â¬¥â¨¬, çâ® ã¢¥«¨ç¥­¨¥ ã£«®¢®© áª®à®áâ¨ ¯®â®ª , ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥§ ªà¥¯«¥­­®£® æ¨«¨­¤à , ¯à¨¢®¤¨â ª á­¨�¥­¨î ¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ ¬ á-á®®¡¬¥­ .�ªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ ï ¯à®¢¥àª  [289℄ ­¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ç¨á«  Ǒ¥ª«¥£« ¢­®£® ç«¥­   á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® à §«®�¥­¨ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã-¤  ¯à¨ Pe ≫ 1 ¤«ï á¢®¡®¤­® ¢à é îé¥£®áï ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  ¢



4.11. � áá®®¡¬¥­ æ¨«¨­¤à  á ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¨ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ 185
�¨á. 4.3. �¥¯«®®¡¬¥­ æ¨«¨­¤à  ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë á ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬: ) ¨áå®¤­ ï ¯àï¬®ã£®«ì­ ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â, ¡) ¯«®áª®áâì ­®¢ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå
ϕ, ψ¯®«¥ ¯à®áâ®£® á¤¢¨£  (|
E | = 1) ¤ «  å®à®è¥¥ ª ç¥áâ¢¥­­®¥ ¨ ª®«¨ç¥-áâ¢¥­­®¥ ¯®¤â¢¥à�¤¥­¨¥ â¥®à¥â¨ç¥áª¨å à¥§ã«ìâ â®¢ [230℄. �§¬¥à¥­­®¥§­ ç¥­¨¥ áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  á®áâ ¢¨«® 2,65, çâ® ¡«¨§ª® ª á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¬ã §­ ç¥­¨î (4.11.4).�§ ¢ëà �¥­¨© ¤«ï äã­ªæ¨¨ â®ª  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ |
E |> 1 ¢á¥ «¨-­¨¨ â®ª  § ¬ª­ãâë ¨ ®ªàã� îâ æ¨«¨­¤à. �ª § ­­ë© á«ãç © à áá¬ â-à¨¢ «áï ¢ [272℄ ¨ å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ¬ «ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ ç¨á«  �¥à¢ã-¤ . �â®â à¥§ã«ìâ â ®§­ ç ¥â, çâ® ­ «¨ç¨¥ ¢ ¯®â®ª¥ â®«ìª® § ¬ª­ãâëå«¨­¨© â®ª  ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¯®«­®áâìî â®à¬®§¨â ¬ áá®¯¥à¥­®á ª ¯®¢¥àå-­®áâ¨ æ¨«¨­¤à .�®­¢¥ªâ¨¢­ë© â¥¯«®®¡¬¥­ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨å â¥« ¯à®¨§-¢®«ì­®© ä®à¬ë á �¨¤ª¨¬¨ ¬¥â «« ¬¨ (¬®¤¥«ì ¨¤¥ «ì­®©�¨¤ª®áâ¨). � â¥®à¨¨ â¥¯«®®¡¬¥­  �¨¤ª¨å ¬¥â ««®¢ (Pr ≪ 1) ¯®«¥â¥ç¥­¨ï ®¡ëç­® à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ­  ®á­®¢¥ ¬®¤¥«¨ ¨¤¥ «ì­®© �¨¤ª®-áâ¨ [19℄, ¯®áª®«ìªã ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© £«ã¡®ª® ýãâ®¯-«¥­þ ¢ â¥¯«®¢®¬. �¨á«  Ǒ¥ª«¥ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¬®£ãâ¡ëâì ­¥¤®áâ â®ç­® ¢¥«¨ª¨ ¤«ï ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¯à¨¡«¨�¥­¨ï â¥¯«®¢®-£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï.� áá¬®âà¨¬ ¯«®áªãî § ¤ çã ® â¥¯«®®¡¬¥­¥ æ¨«¨­¤à  á ª®­âãà®¬¯®¯¥à¥ç­®£® á¥ç¥­¨ï �, ®¡â¥ª ¥¬®£® ¢ ¯®¯¥à¥ç­®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ ¯«®-áª®¯ à ««¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ ¨¤¥ «ì­®© ­¥á�¨¬ ¥¬®© �¨¤ª®áâ¨ á® áª®-à®áâìî Ui. �¥¬¯¥à âãà  æ¨«¨­¤à  áç¨â ¥âáï ¯®áâ®ï­­®© ¨ à ¢­®© Ts,  â¥¬¯¥à âãà  �¨¤ª®áâ¨ ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ | à ¢­®© Ti. �á¯®«ì§ã¥¬¯àï¬®ã£®«ì­ãî á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨­ â X , Y , £¤¥ ®áì X ­ ¯à ¢«¥­  ¢¤®«ì¯®â®ª  (à¨á. 4.3).Ǒà¨  ­ «¨§¥ íâ®© § ¤ ç¨ ¡ã¤¥¬ á«¥¤®¢ âì à ¡®â¥ [18℄.Ǒãáâì � ¨ 	 | ¯®â¥­æ¨ « ¨ äã­ªæ¨ï â®ª  ¯®â¥­æ¨ «ì­®£® â¥ç¥-­¨ï �¨¤ª®áâ¨. � ª ª ª � ¨ 	 ®¯à¥¤¥«ïîâáï á â®ç­®áâìî ¤®  ¤¤¨-â¨¢­ëå ¯®áâ®ï­­ëå, ¬®�­® áç¨â âì, çâ® ­  ª®­âãà¥ � ¡ã¤¥â 	 = 0¨ −ϕ0 < � < ϕ0. �¡®§­ ç¨¬ ϕ = �/ϕ0, ψ = 	/ϕ0,   ®áâ «ì­ë¥ ¡¥§-à §¬¥à­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¢¢¥¤¥¬ ¯® ä®à¬ã« ¬ (3.1.32), £¤¥ a = ϕ0/Ui |å à ªâ¥à­ë© ¬ áèâ ¡ ¤«¨­ë.�¥§à §¬¥à­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢ëà � îâáï ç¥à¥§



186 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬
ϕ ¨ ψ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

vx = ∂ϕ

∂x
= − ∂ψ

∂y
, vy = ∂ϕ

∂y
= ∂ψ

∂x
. (4.11.7)�ã­ªæ¨ï ϕ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï � ¯« á  �ϕ = 0á £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨

∂ϕ

∂n
= 0 ­  ª®­âãà¥ �; ∂ϕ

∂x
→ 1 ¯à¨ x2 + y2 → ∞, (4.11.8)£¤¥ ∂/∂n|¯à®¨§¢®¤­ ï ¯® ­®à¬ «¨ ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ æ¨«¨­¤à .�«ï § ¤ ­­®£® ª®­âãà  � ¢¥«¨ç¨­ë ϕ ¨ ψ ª ª ­¥ª®â®àë¥ äã­ªæ¨¨

x ¨ y ¬®�­® ­ ©â¨ á ¯®¬®éìî ¬¥â®¤®¢ â¥®à¨¨ äã­ªæ¨© ª®¬¯«¥ªá­®£®¯¥à¥¬¥­­®£® [36, 96, 166℄; ¤ «¥¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì íâ¨ äã­ªæ¨¨ ¨§¢¥áâ­ë-¬¨.� ¡¥§à §¬¥à­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ãà ¢­¥­¨¥ ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ïâ¥¬¯¥à âãàë á ãç¥â®¬ à ¢¥­áâ¢ (4.11.7) ¨¬¥îâ ¢¨¤
∂ϕ

∂x

∂T

∂x
+ ∂ϕ

∂y

∂T

∂y
= 1PeT �T, PeT = ϕ0

χ
,

T = 1 ­  ª®­âãà¥ �; T → 0 ¯à¨ x2 + y2 → ∞.

(4.11.9)� § ¤ ç¥ (4.11.9) ¯¥à¥©¤¥¬ ®â ª®®à¤¨­ â x, y ª ­®¢ë¬ ¯¥à¥¬¥­­ë¬
ϕ, ψ. �á¯®«ì§ãï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï ¬¥�¤ã äã­ªæ¨ï¬¨
ϕ ¨ ψ (4.11.7), ¯®á«¥ ­¥ª®â®àëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¯®«ãç¨¬ [203℄PeT ∂T

∂ϕ
= ∂2T

∂ϕ2 + ∂2T
∂ψ2 ;

ψ = 0, T = 1 (|ϕ| < 1); ϕ2 + ψ2 → ∞, T → 0. (4.11.10)� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¯«®áª®áâ¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå ϕ, ψ ¯à¨å®¤¨¬ ª § ¤ ç¥® ª®­¢¥ªâ¨¢­®¬ ¯¥à¥­®á¥ â¥¯«  ®â ­ £à¥â®© ¯« áâ¨­ë ¤«¨­ë 2, ®¡â¥-ª ¥¬®© ¯à®¤®«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ â¥¯«®¯à®¢®¤­®© ¨¤¥ «ì­®© �¨¤ª®áâ¨ á®áª®à®áâìî ¯®â®ª  vi = 1 (à¨á. 4.3).�¤¥« ¥¬ ¯®¤áâ ­®¢ªã
u = T exp(− 12 PeT ϕ). (4.11.11)� à¥§ã«ìâ â¥ § ¤ ç  (4.11.10) ¯à¥®¡à §ã¥âáï ª á«¥¤ãîé¥¬ã ¢¨¤ã:

∂2u
∂ϕ2 + ∂2u

∂ψ2 = 14 Pe2T u;
ψ = 0, u = exp(− 12 PeT ϕ

) (|ϕ| < 1);
ϕ2 + ψ2 → ∞, u→ 0. (4.11.12)



4.11. � áá®®¡¬¥­ æ¨«¨­¤à  á ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¨ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ 187� í««¨¯â¨ç¥áª¨å ª®®à¤¨­ â å ς, η, ª®â®àë¥ ¢¢®¤ïâáï ¯® ä®à¬ã« ¬
ϕ = 
h ς 
os η, ψ = sh ς sin η, (4.11.13)®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (4.11.12), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î § âã-å ­¨ï ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨, § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë

u = ∞∑

m=0αm 
em(η,−q) Fekm(ς,−q). (4.11.14)�¤¥áì 
em(η,−q) | äã­ªæ¨¨ � âì¥ [14, 105℄, ª®â®àë¬ á®®â¢¥â-áâ¢ãîâ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï h = hm(q), Fekm(ς,−q) | ¬®¤¨ä¨-æ¨à®¢ ­­ë¥ äã­ªæ¨¨ � âì¥. �¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ à ¢¥­áâ¢ :
em(η, 0)=
os(2mη). �¨á«¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨© � âì¥ ¬®�­® ­ ©-â¨ á ¯®¬®éìî â ¡«¨æ [105, 306℄. �®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ë¥ äã­ªæ¨¨ � âì¥¯®¤à®¡­® ®¯¨á ­ë ¢ [14, 105℄.Ǒ¥à¥¯¨áë¢ ï £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥ ¯à¨ ψ=0 ¢ (4.11.12) ¢ ¯¥à¥¬¥­­ëå
ς, η (4.11.13) ¨ à §« £ ï ¥£® ¢ àï¤ ¯® äã­ªæ¨ï¬ 
em(η,−q) á ãç¥â®¬¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï (4.11.14), ¬®�­® ­ ©â¨ ª®íää¨æ¨¥­âë αm.�®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¢ëà �¥­¨ï ¤«ï â¥¬¯¥à âãàë ¨ ¡¥§à §¬¥à­®£®¨­â¥£à «ì­®£® â¥¯«®¢®£® ¯®â®ª  ­  ¯®¢¥àå­®áâì æ¨«¨­¤à  ¡ë«¨ ¯®-«ãç¥­ë ¢ [18℄ ¨ §¤¥áì ­¥ ¢ë¯¨áë¢ îâáï ¢¢¨¤ã ¨å £à®¬®§¤ª®áâ¨. Ǒà¨-¢¥¤¥¬ ­ ¨¡®«¥¥ ¢ �­ë¥ ¨â®£®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë [18℄, ª®â®àë¥ ¬®�­® ¨á-¯®«ì§®¢ âì ­  ¯à ªâ¨ª¥.�¥§à §¬¥à­ë© ¨­â¥£à «ì­ë© â¥¯«®¢®© ¯®â®ª ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« åǑ¥ª«¥ á â®ç­®áâìî ¤® ç«¥­®¢ ¯®àï¤ª  Pe2T ¢ª«îç¨â¥«ì­® à ¢¥­

IT = −4π(1 + 964 Pe2T)[ln( γ PeT8 )]−1
− π2 Pe2T , (4.11.15)£¤¥ ln γ = 0,5772 . . .|¯®áâ®ï­­ ï �©«¥à , PeT = ϕ0/χ.Ǒà¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¨¬¥¥¬  á¨¬¯â®â¨ªã

IT = 4(2PeT /π)1/2, (4.11.16)ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯à¨¡«¨�¥­¨î â¥¯«®¢®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï.�¥§ã«ìâ âë à áç¥â  â¥¯«®¢®£® ¯®â®ª  ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ç¨á¥«Ǒ¥ª«¥ ¬®�­®  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ âì ¢ëà �¥­¨¥¬
IT = −

∮
∂T

∂n
d� = 4π |F |−1,3 + 20G1,02

|F |−2,3 + 20G0,02 , (4.11.17)£¤¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ äã­ªæ¨¨ F ¨ G ®¯à¥¤¥«ïîâáï ä®à¬ã« ¬¨
F = (1 + 964 Pe2T )[ln( 18 γ PeT )]−1 + 18 Pe2T , G = (2PeT /π3)1/2.



188 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬
�¨á. 4.4. �å¥¬  ®¡â¥ª ­¨ï í««¨¯â¨ç¥áª®£® æ¨«¨­¤à  ¡¥§¢¨åà¥¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¨¤¥- «ì­®© �¨¤ª®áâ¨�ã­ªæ¨ï (4.11.17) ¯à¨ PeT ≪ 1 ¨ PeT ≫ 1 ¢¥¤¥â á¥¡ï, ª ªâ®ç­ë¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¥ à¥è¥­¨ï (4.11.15) ¨ (4.11.16) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.� ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã«ë (4.11.17) ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥¨§¬¥­¥­¨ï ç¨á«  Ǒ¥ª«¥ ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â 2%.� ª ç¥áâ¢¥ ª®­ªà¥â­®£® ¯à¨¬¥à  à áá¬®âà¨¬ â¥¯«®®¡¬¥­ í««¨¯â¨-ç¥áª®£® æ¨«¨­¤à  á ¯®«ã®áï¬¨ a ¨ b, ¯®¢¥àå­®áâì ª®â®à®£® § ¤ ¥âáïãà ¢­¥­¨¥¬ (X/a)2 + (Y/b)2 = 1 ¯à¨ a > b. �ç¨â ¥¬, çâ® ­ ¯à ¢«¥­¨¥áª®à®áâ¨ ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ á®áâ ¢«ï¥â ã£®« ω á ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬ ¡®«ìè¥©¯®«ã®á¨ (à¨á. 4.4). �¢¥¤¥¬ á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨­ â σ, ν ¯® ä®à¬ã« ¬:
X = σ

(1 + a2 − b24σ2 ) 
os ν, Y = σ

(1− a2 − b24σ2 ) sin ν. (4.11.18)Ǒ®â¥­æ¨ « áª®à®áâ¨ ¨ äã­ªæ¨ï â®ª  ¤«ï ¡¥§¢¨åà¥¢®£® ®¡â¥ª ­¨ïí««¨¯â¨ç¥áª®£® æ¨«¨­¤à  ¨¤¥ «ì­®© �¨¤ª®áâìî ¨¬¥îâ ¢¨¤ [36℄� = −Ui [σ + (a+ b)24σ ] 
os(ν + ω),	 = −Ui [σ − (a+ b)24σ ] sin(ν + ω). (4.11.19)Ǒ®â¥­æ¨ « ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ æ¨«¨­¤à  �, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© §­ ç¥-­¨î σ = (a+b)/2, à ¢¥­ �=−Ui(a+b) 
os ν. �  ª®­âãà¥ � ¢ ¯«®áª®áâ¨�, 	 ¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï 	=0,−ϕ0<�<ϕ0, £¤¥ ϕ0=Ui(a+b).Ǒ®íâ®¬ã ¤«ï à áç¥â  ¡¥§à §¬¥à­®£® ¨­â¥£à «ì­®£® â¥¯«®¢®£® ¯®â®ª ­  ¯®¢¥àå­®áâì í««¨¯â¨ç¥áª®£® æ¨«¨­¤à  ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ä®à-¬ã«ë (4.11.16)| (4.11.18), £¤¥ PeT =Ui(a+b)/χ. �¨¤­®, çâ® à¥§ã«ìâ â¤«ï IT ­¥ § ¢¨á¨â ®â ®à¨¥­â æ¨¨ æ¨«¨­¤à  ¢ ¯®â®ª¥.� â ¡«. 4.6 ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ëà �¥­¨ï ¤«ï â¥¯«®¢®£® ç¨á«  Ǒ¥ª«¥,ª®â®à®¥ ¢å®¤¨â ¢ ä®à¬ã«ë (4.11.16)| (4.11.18), ¢ á«ãç ¥ ¡¥§¢¨åà¥¢®£®®¡â¥ª ­¨ï â¥« à §«¨ç­®© ä®à¬ë ¨¤¥ «ì­®© �¨¤ª®áâìî.



4.12. �¥áâ æ¨®­ à­ë© ¬ áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© 189������� 4.6�¥¯«®¢®¥ ç¨á«® Ǒ¥ª«¥ ¤«ï ¡¥§¢¨åà¥¢®£® ®¡â¥ª ­¨ï â¥« à §«¨ç­®© ä®à¬ë
N0 �®à¬  â¥«  �¨á«® Ǒ¥ª«¥1 Ǒ«®áª ï ¯« áâ¨­  ¤«¨­ë 2a PeT = aUi/χ2 �àã£®¢®© æ¨«¨­¤à à ¤¨ãá  a PeT = 2aUi/χ3 �««¨¯â¨ç¥áª¨© æ¨«¨­¤àá ¯®«ã®áï¬¨ a ¨ b PeT = (a + b)Ui/χ4.12. �¥áâ æ¨®­ à­ë© ¬ áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ,ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ãáâ ­®¢¨¢è¨¬áï¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¨ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬�®«ìè¨¥ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥. �áá«¥¤ã¥¬ ­¥áâ æ¨®­ à­ë© ¬ áá®¯¥à¥-­®á ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¢¥à¤®© áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë (ª ¯«¨, ¯ã§ëàï) à -¤¨ãá  a, ®¡â¥ª ¥¬®© « ¬¨­ à­ë¬ ãáâ ­®¢¨¢è¨¬áï ¯®â®ª®¬. Ǒ®« £ -¥¬ ¯à¨ íâ®¬, çâ® ¢ ­ ç «ì­ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ t = 0 ª®­æ¥­âà æ¨ï¢ á¯«®è­®© ä §¥ ®¤¨­ ª®¢  ¨ à ¢­  Ci,   ¯à¨ t > 0 ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ç áâ¨æë ¯®¤¤¥à�¨¢ ¥âáï ¯®áâ®ï­­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï, à ¢­ ï Cs.� áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â R, θ, ϕ, á¢ï§ ­­®© á æ¥­âà®¬ç áâ¨æë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ­¥áâ æ¨®­ à­ ï § ¤ ç  ® à á¯à¥¤¥«¥­¨¨ª®­æ¥­âà æ¨¨ C ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬ ª®­¢¥ªâ¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨á ­ ç «ì­ë¬¨ ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨, ª®â®àë¥ ¢ ¡¥§à §¬¥à­ëå¯¥à¥¬¥­­ëå ¨¬¥îâ ¢¨¤

∂c

∂τ
+Pe(~v · ∇)c = �c; (4.12.1)

τ = 0, c = 0; r = 1, c = 1; r → ∞, c→ 0, (4.12.2)£¤¥ c = (Ci − C)/(Ci − Cs), τ = Dt/a2, r = R/a, Pe = aU/D,
U | å à ªâ¥à­ ï áª®à®áâì ¯®â®ª . �ç¨â ¥âáï, çâ® ¯®«¥ áª®à®áâ¥©�¨¤ª®áâ¨ ~v § ¤ ­® ¨ áâ æ¨®­ à­®.�¨�¥ ®£à ­¨ç¨¬áï à áá¬®âà¥­¨¥¬ á«ãç ï ¡®«ìè¨å ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥,ª®£¤  ¢ ¯®â®ª¥ ­¥â § ¬ª­ãâëå «¨­¨© â®ª .� § ¤ ç å (4.12.1), (4.12.2) á­ ç «  ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®£à ­¨ç­ë©á«®© ¯à¨¬ëª ¥â ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë,   ¯®â®¬ ­ ç¨­ ¥âáï ¡ëáâà®¥¥£® à á¯à®áâà ­¥­¨¥ ¢ ®¡« áâì â¥ç¥­¨ï á ¯®á«¥¤ãîé¨¬ íªá¯®­¥­æ¨- «ì­ë¬ ¢ëå®¤®¬ ­  áâ æ¨®­ à­ë© à¥�¨¬. �®£« á­® ®æ¥­ª ¬ [60℄ å -à ªâ¥à­®¥ ¢à¥¬ï ãáâ ­®¢«¥­¨ï ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï τp¤«ï â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª Pe−2/3,   ¤«ï ¯ã§ëà¥© ¨ ª ¯¥«ìã¬¥à¥­­®© ¢ï§ª®áâ¨| ¯®àï¤®ª Pe−1.



190 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬� à ¡®â¥ [277℄ ¬¥â®¤®¬  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å  ­ «®£¨© ¡ë«  ¢ë¢¥¤¥­ á«¥¤ãîé ï ¯à¨¡«¨�¥­­ ï ä®à¬ã«  ¤«ï à áç¥â  § ¢¨á¨¬®áâ¨ áà¥¤-­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ®â ¢à¥¬¥­¨ ¤«ï áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨¯ã§ëà¥©, ®¡â¥ª ¥¬ëå ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ãáâ ­®¢¨¢è¨¬áï ¯®â®ª®¬:ShShst =√
th(π Sh2st τ), (4.12.3)£¤¥ Shst = lim
τ→∞

Sh | ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¤«ï ãáâ ­®¢¨¢è¥£®áï à¥�¨¬ ¤¨ääã§¨¨; ¢¥«¨ç¨­  Shst § ¢¨á¨â ®â ç¨á«  Ǒ¥ª«¥ ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© áâ æ¨®­ à­®© § ¤ ç¨ (4.4.1), (4.3.2),(4.3.3); τ = Dt/a2.�®à¬ã«  (4.12.3) ¤«ï «î¡®£® ¯®«ï â¥ç¥­¨ï ¤ ¥â ¯à ¢¨«ì­ë© á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© à¥§ã«ìâ â ¢ ®¡®¨å ¯à¥¤¥«ì­ëå á«ãç ïå τ → 0 ¨
τ → ∞.�«ï ¯ã§ëàï, ®¡â¥ª ¥¬®£® «¨­¥©­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬, ¨§â ¡«. 4.4 ¨¬¥¥¬ Shst = √ 3 Pe2π . Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâ® §­ ç¥­¨¥ ¢ (4.12.3),¯à¨å®¤¨¬ ª â®ç­®¬ã ¢ëà �¥­¨îSh =√ 3Pe2π 
th( 32 Pe τ), (4.12.4)¯®«ãç¥­­®¬ã ¢ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¢à ¡®â¥ [68℄. �â¬¥â¨¬, çâ® ä®à¬ã«  (4.12.4) ¯®á«ã�¨«  ®á­®¢®© ¤«ï¢ë¢®¤  ®¡é¥© § ¢¨á¨¬®áâ¨ (4.12.3) ¢ [275, 277℄.� â ¡«. 4.7 ¯à¨¢¥¤¥­ë §­ ç¥­¨ï Shst ¤«ï à §«¨ç­ëå á«ãç ¥¢ ®¡â¥-ª ­¨ï áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© à ¤¨ãá  a; ¯ à ¬¥âà βà ¢¥­ ®â­®è¥­¨î ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ¢ï§ª®áâ¥© ª ¯«¨ ¨ ®ªàã� îé¥© �¨¤-ª®áâ¨ ¨ ¨§¬¥­ï¥âáï ¢ ¤¨ ¯ §®­¥ 06β62 (§­ ç¥­¨¥ β=0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â£ §®¢®¬ã ¯ã§ëàî).� á«ãç ¥ ­¥áâ æ¨®­ à­®£® ¬ áá®®¡¬¥­  áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ á ãáâ -­®¢¨¢è¨¬áï ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¯à¨ «¨¬¨â¨àãîé¥¬á®¯à®â¨¢«¥­¨¨ á¯«®è­®© ä §ë áâ æ¨®­ à­®¥ §­ ç¥­¨¥ Shst ¯à¨¢¥¤¥-­® ¢ ¢¥àå­¥© áâà®ª¥ â ¡«. 4.7. Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâã ¢¥«¨ç¨­ã ¢ (4.12.3),¯®«ãç¨¬ § ¢¨á¨¬®áâìSh = [ 2Pe3π(β + 1) 
th( 23 Pe τ

β + 1 )]1/2 . (4.12.5)Ǒà®¢¥¤¥­­®¥ ¢ [72℄ á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ á à¥§ã«ìâ â ¬¨ à ¡®â [101, 212,292℄ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã«ë (4.12.5)á®áâ ¢«ï¥â ¬¥­¥¥ 0,7%. � �­® ®â¬¥â¨âì, çâ® à¥§ã«ìâ âë [101, 212, 292℄¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ á«®�­®£® ¨­â¥£à « , ª®â®àë© ­¥ ¬®�¥â ¡ëâì§ ¯¨á ­ ¢ ¯à®áâ®©  ­ «¨â¨ç¥áª®© ä®à¬¥ â¨¯  (4.12.5).



4.12. �¥áâ æ¨®­ à­ë© ¬ áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© 191������� 4.7�­ ç¥­¨ï Shst ¢ ä®à¬ã«¥ (4.12.3) ¤«ï à §«¨ç­ëå á«ãç ¥¢®¡â¥ª ­¨ï áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥©
N0 �¨á¯¥àá­ ïä §  �¨¤ â¥ç¥­¨ï �¥«¨ç¨­  Shst �¡®§­ ç¥­¨ï,Pe = aU/D1 � ¯«ï,¯ã§ëàì Ǒ®áâã¯ â¥«ì­ë©áâ®ªá®¢ ¯®â®ª [ 2Pe3π(β + 1) ]1/2 U = Ui |áª®à®áâì�¨¤ª®áâ¨ ­ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨2 � ¯«ï,¯ã§ëàì Ǒà®¨§¢®«ì­ë©¤¥ä®à¬ æ¨®­­ë©«¨­¥©­ë© á¤¢¨£®¢ë©¯®â®ª (Gkm = Gmk) 0,62( Pe

β + 1 )1/2 U=a( 3∑
k,m=1GkmGkm

)1/2
,

Gkm |ª®íää¨æ¨¥­âë¬ âà¨æë á¤¢¨£ 3 Ǒã§ëàì � ¬¨­ à­ë©¯®áâã¯ â¥«ì­ë©¯®â®ª ¯à¨ ¡®«ìè¨åç¨á« å �¥©­®«ì¤á  ( 2Pe
π

)1/2 U = Ui |áª®à®áâì�¨¤ª®áâ¨ ­ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨4 �¢¥à¤ ïç áâ¨æ  Ǒ®áâã¯ â¥«ì­ë©áâ®ªá®¢ ¯®â®ª 0,624 Pe1/3 U = Ui |áª®à®áâì�¨¤ª®áâ¨ ­ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨5 �¢¥à¤ ïç áâ¨æ  Ǒà®¨§¢®«ì­ë©¤¥ä®à¬ æ¨®­­ë©«¨­¥©­ë© á¤¢¨£®¢ë©¯®â®ª (Gkm = Gmk) 0,9Pe1/3 U=a( 3∑
k,m=1GkmGkm

)1/2
,

Gkm |ª®íää¨æ¨¥­âë¬ âà¨æë á¤¢¨£ �­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ ¬®�­® ¯®«ãç¨âì ¯à¨¡«¨�¥­­ë¥ ä®à¬ã«ë¤«ï ¤àã£¨å ­¥áâ æ¨®­ à­ëå § ¤ ç.� â ¡«. 4.8 ¯à¨¢¥¤¥­ë ¨â®£¨ á®¯®áâ ¢«¥­¨ï à¥§ã«ìâ â®¢ à áç¥â®¢áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯® ä®à¬ã«¥ (4.12.3) á ¨¬¥îé¨¬¨áï ¤ ­­ë-¬¨ ¤«ï à §«¨ç­ëå á«ãç ¥¢ ®¡â¥ª ­¨ï áä¥à¨ç¥áª¨å ª ¯¥«ì, ¯ã§ëà¥© ¨â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ (¤«ï á®ªà é¥­¨ï § ¯¨á¨¢ â ¡«¨æ¥ ý¯à¨¡«¨�¥­¨¥ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ïþ ®¡®§­ -ç¥­® Ǒ�Ǒ�).� ¢¨á¨¬®áâì (4.12.3) ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì â ª�¥ ¤«ï ®æ¥­ª¨ ¨­-â¥­á¨¢­®áâ¨ ­¥áâ æ¨®­ à­®£® ¬ áá®®¡¬¥­  ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥©­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë ¯à¨ Pe ≫ 1. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢á¥ ¡¥§à §¬¥à­ë¥¢¥«¨ç¨­ë τ , Sh, Shst, Pe ¤®«�­ë ®¯à¥¤¥«ïâìáï á ¯®¬®éìî ®¤­®£® ¨ â®-£® �¥ å à ªâ¥à­®£® ¬ áèâ ¡  ¤«¨­ë a. Ǒà¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ¯®á«¥¤­¥£®ãá«®¢¨ï ¢ëà �¥­¨¥ (4.12.3) ¡ã¤¥â ¤ ¢ âì ¯à ¢¨«ì­ë©  á¨¬¯â®â¨ç¥-áª¨© à¥§ã«ìâ â ¯à¨ ¬ «ëå ¨ ¡®«ìè¨å ¢à¥¬¥­ å.�®à¬ã«ã (4.12.3) ¬®�­® § ¯¨á âì ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:ShShst =√
th( Sh2stSh2in ), (4.12.6)



192 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬������� 4.8� ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã«ë (4.12.3) ¤«ï à §«¨ç­ëåá«ãç ¥¢ ®¡â¥ª ­¨ï áä¥à¨ç¥áª¨å ª ¯¥«ì, ¯ã§ëà¥© ¨ â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ
N0 �¨á¯¥àá­ ïä §  �¨¤ â¥ç¥­¨ï �¥â®¤ à¥è¥­¨ï Ǒ®£à¥è-­®áâì, % �¨â¥à âãà 1 � ¯«ï,¯ã§ëàì �á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ë©á¤¢¨£®¢ë©áâ®ªá®¢ ¯®â®ª �­ «¨â¨ç¥áª¨©,Ǒ�Ǒ� 0 [68℄2 � ¯«ï,¯ã§ëàì Ǒ®áâã¯ â¥«ì­ë©áâ®ªá®¢ ¯®â®ª �­ «¨â¨ç¥áª¨©,Ǒ�Ǒ� 0,7 [101, 212, 292℄3 � ¯«ï,¯ã§ëàì Ǒ«®áª¨©á¤¢¨£®¢ë©áâ®ªá®¢ ¯®â®ª �­ «¨â¨ç¥áª¨©,Ǒ�Ǒ� 1,8 [147℄4 Ǒã§ëàì � ¬¨­ à­ë©¯®áâã¯ â¥«ì­ë©¯®â®ª ¯à¨ ¡®«ìè¨åç¨á« å �¥©­®«ì¤á  �­ «¨â¨ç¥áª¨©,Ǒ�Ǒ� 0,7 [212, 292℄5 Ǒã§ëàì �á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ë©á¤¢¨£®¢ë© ¯®â®ª¯à¨ ¡®«ìè¨åç¨á« å �¥©­®«ì¤á  �­ «¨â¨ç¥áª¨©,Ǒ�Ǒ� 0 [142, 143℄6 � ¯«ï,¯ã§ëàì �¥ç¥­¨¥®¡ãá«®¢«¥­®í«¥ªâà¨ç¥áª¨¬¯®«¥¬ �­ «¨â¨ç¥áª¨©,Ǒ�Ǒ� 0 [262℄7 � áâ¨æ  Ǒ®áâã¯ â¥«ì­ë©¯®â®ª ¨¤¥ «ì­®©(­¥¢ï§ª®©) �¨¤ª®áâ¨ �­ «¨â¨ç¥áª¨©,Ǒ�Ǒ� 0,7 [212, 292℄8 �¢¥à¤ ïç áâ¨æ  Ǒ®áâã¯ â¥«ì­ë©áâ®ªá®¢ ¯®â®ª �­â¥à¯®«ïæ¨ïç¨á«¥­­ëå ¨ ­ «¨â¨ç¥áª¨åà¥§ã«ìâ â®¢ 1,4 [219℄9 �¢¥à¤ ïç áâ¨æ  Ǒ®áâã¯ â¥«ì­ë©áâ®ªá®¢ ¯®â®ª �®­¥ç­®-à §­®áâ­ë©ç¨á«¥­­ë© ¬¥â®¤(¯à¨ Pe = 500) 4 [28℄£¤¥ Shin ¨ Shst | £« ¢­ë¥ ç«¥­ë  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å à §«®�¥­¨© áà¥¤-­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯à¨ τ → 0 ¨ τ → ∞, â.e.lim

τ→0(Sh /Shin) = 1, lim
τ→∞

(Sh /Shst) = 1.� «¥¥ ¢ à §¤. 4.14 ¡ã¤¥â ¯®ª § ­®, çâ® ¢ëà �¥­¨¥ (4.12.6) ¯à¨£®¤-­® â ª�¥ ¤«ï ®¯¨á ­¨ï è¨à®ª®£® ª« áá  ¡®«¥¥ á«®�­ëå ­¥«¨­¥©­ëå§ ¤ ç ­¥áâ æ¨®­ à­®£® ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï.



4.13. � ç¥áâ¢¥­­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ 193Ǒà®¨§¢®«ì­ë¥ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥. �«ï à áç¥â  áà¥¤­¥£® ç¨á« �¥à¢ã¤  ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ « ¬¨­ à­®¬ ®¡â¥ª ­¨¨ áä¥à¨ç¥áª¨å ç -áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ãî ä®à¬ã«ãSh = (Shst−1)√
th[π(Shst−1)2τ]+ 1. (4.12.7)� áá¬®âà¨¬ ¯®¢¥¤¥­¨¥ íâ®© äã­ªæ¨¨ ¢ à §«¨ç­ëå ¯à¥¤¥«ì­ëåá«ãç ïå. �ç¨âë¢ ï, çâ® Shst → 1 ¯à¨ Pe → 0, ¨§ ä®à¬ã«ë (4.12.7)¯®«ãç ¥¬ â®ç­ë© à¥§ã«ìâ â ¤«ï ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥¤ë (4.3.14). Ǒà¨Pe → ∞ ¨¬¥¥¬ Shst → ∞, ¨ ¢ëà �¥­¨¥ (4.12.7) ¯¥à¥å®¤¨â ¢ (4.12.3).Ǒà¨ ¬ «ëå τ ä®à¬ã«  (4.12.7) ¤ ¥â â®ç­ë© ®â¢¥â Sh ≈ (πτ)−1/2. Ǒà¨
τ → ∞ ¨§ (4.12.7) ¨¬¥¥¬ Sh→ Shst.4.13. � ç¥áâ¢¥­­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨¬ áá®¯¥à¥­®á  ¢­ãâà¨ ª ¯«¨¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥� áá®¯¥à¥­®á ¯à¨ «¨¬¨â¨àãîé¥¬ á®¯à®â¨¢«¥­¨¨ ¤¨á-¯¥àá­®© ä §ë. � áá¬®âà¨¬ ­¥áâ æ¨®­ à­ë© ª®­¢¥ªâ¨¢­ë© ¬ áá®-¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ¬¥�¤ã áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¥© à ¤¨ãá  a ¨ ¯®áâã¯ â¥«ì-­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬, ª®£¤  á®¯à®â¨¢«¥­¨¥ ¯¥à¥­®áã á®áà¥¤®â®ç¥-­® ¢ ¤¨á¯¥àá­®© ä §¥. �ç¨â ¥¬, çâ® ¢ ­ ç «ì­ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ t=0ª®­æ¥­âà æ¨ï ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ®¤¨­ ª®¢  ¨ à ¢­  C0,   ¯à¨ t> 0 ­  ¬¥�-ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯®¤¤¥à�¨¢ ¥âáï ¯®áâ®ï­­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï Cs.Ǒà®æ¥áá ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬(4.12.1) ¨ ¯¥à¢ë¬¨ ¤¢ã¬ï ãá«®¢¨ï¬¨ (4.12.2). � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥©�¨¤ª®áâ¨ ~v = (vr, vθ) ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  ®¯à¥¤¥«ï¥âáïäã­ªæ¨¥© â®ª  �¤ ¬ à  | �ë¡ç¨­áª®£®, ª®â®à ï ¢ ¡¥§à §¬¥à­ëå¯¥à¥¬¥­­ëå ¨¬¥¥â ¢¨¤

ψ = − 14(β + 1) r2(1− r2) sin2 θ;
vr = 1

r2 sin θ ∂ψ

∂θ
, vθ = − 1

r sin θ ∂ψ

∂r
.�«ï  ­ «¨§  à¥§ã«ìâ â®¢  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® à¥è¥­¨ï à áá¬ âà¨¢ -¥¬®© § ¤ ç¨ ã¤®¡­® ¢¢¥áâ¨ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®¥ ç¨á«® Ǒ¥ª«¥ ¯® ä®à¬ã«¥Peβ = Pe

β + 1 , £¤¥ Pe = aUi
D

, Ui | áª®à®áâì ¯®â®ª .� «¥¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ Peβ ≫ 1. � æ¥«ïå¡®«ìè¥© ­ £«ï¤­®áâ¨ ¤«ï ä¨§¨ç¥áª®© ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ ¯à®æ¥áá  ¡ã¤¥¬



194 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬¨á¯®«ì§®¢ âì â¥à¬¨­®«®£¨î, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî á«ãç î ¯®«­®£® ¯®-£«®é¥­¨ï ¢¥é¥áâ¢  ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨ ¯à¨ Cs = 0.�­ãâà¥­­ïï § ¤ ç  ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­  áãé¥-áâ¢¥­­® ®â«¨ç ¥âáï ®â  ­ «®£¨ç­®© ¢­¥è­¥© § ¤ ç¨ ¯à¥�¤¥ ¢á¥£®áâàãªâãà®© «¨­¨© â®ª , çâ® ¢ ª®­¥ç­®¬ ¨â®£¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â á®®â¢¥â-áâ¢¥­­ë¥ ª ç¥áâ¢¥­­ë¥ ®â«¨ç¨ï ¤¨­ ¬¨ª¨ ¯à®æ¥áá®¢ ­¥áâ æ¨®­ à­®-£® ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨. �® ¢­¥è­¥© § ¤ ç¥, ª®â®à ïà áá¬ âà¨¢ « áì ¢ à §¤. 4.12, ¢á¥ «¨­¨¨ â®ª  à §®¬ª­ãâë. Ǒà¨ íâ®¬«¨­¨¨ â®ª , à á¯®«®�¥­­ë¥ ¢¡«¨§¨ ®á¨ ¯®â®ª , ¯à¨­®áïâ ­¥®¡¥¤­¥­-­ãî ª®­æ¥­âà æ¨î ¨§ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨, ¯à®å®¤ïâ ¤ «¥¥ ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥àå-­®áâ¨ ª ¯«¨ (§¤¥áì ¯à®¨áå®¤¨â áãé¥áâ¢¥­­®¥ ®¡¥¤­¥­¨¥ à áâ¢®à  § áç¥â ¯®«­®£® ¯®£«®é¥­¨ï à¥ £¥­â  ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨) ¨ á­®¢  ãå®-¤ïâ ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâì. �  áç¥â â®£®, çâ® ª®­æ¥­âà æ¨¨ ­  ¡¥áª®­¥ç­®-áâ¨ ¨ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨ ¯®¤¤¥à�¨¢ îâáï ¯®áâ®ï­­ë¬¨, à¥è¥­¨¥¢­¥è­¥© § ¤ ç¨ íªá¯®­¥­æ¨ «ì­® ¡ëáâà® ¢ëå®¤¨â ­  áâ æ¨®­ à­ë©¯à®ä¨«ì (4.6.16), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© áâ æ¨®­ à­®¬ã ¤¨ääã§¨®­­®¬ã¯®£à ­¨ç­®¬ã á«®î.�® ¢­ãâà¥­­¥© § ¤ ç¥ (á¬. à¨á. 4.5) ¢á¥ «¨­¨¨ â®ª  § ¬ª­ãâë,¯®íâ®¬ã à áâ¢®à¥­­®¥ ¢ �¨¤ª®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢®, ¯à®å®¤ï ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥àå-­®áâ¨ ª ¯«¨, ç áâ¨ç­® ¯®£«®é ¥âáï,   ®áâ ¢è ïáï ç áâì ¨¤¥â ¤ «¥¥¢­ãâàì ª ¯«¨ ¯® «¨­¨ï¬ â®ª , à á¯®«®�¥­­ë¬ ¢¡«¨§¨ ®á¨ ¯®â®ª .(�¤¥áì ¯à®¨áå®¤¨â ­¥ª®â®à®¥ ®¡®£ é¥­¨¥ à áâ¢®à  §  áç¥â ¥£® ý¯¥à¥-¬¥è¨¢ ­¨ïþ á �¨¤ª®áâìî ¢­ãâà¨ ª ¯«¨; ®¤­ ª® ¯®«­®£® ®¡­®¢«¥­¨ïà áâ¢®à  §¤¥áì ­¥ ¯à®¨áå®¤¨â, â ª ª ª ª®­æ¥­âà æ¨ï ¢ ®¡ê¥¬¥ ª ¯«¨ã¬¥­ìè ¥âáï ¢¢¨¤ã ®âáãâáâ¢¨ï ¯à¨â®ª  à¥ £¥­â  ¨§¢­¥.) �¨­¨¨ â®-ª , ¢ëå®¤ï ¨§ ¯à¨®á¥¢®© ®¡« áâ¨, ­ ç¨­ îâ á­®¢  ¯à®å®¤¨âì ¢¡«¨§¨¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨, £¤¥ à áâ¢®à ¥é¥ ¡®«¥¥ ®¡¥¤­ï¥âáï, ç¥¬ à ­ìè¥(â ª ª ª ®­ ­¥ ¡ë« ¯®«­®áâìî ¢®ááâ ­®¢«¥­ ¨ â.¤.). � ª®­¥ç­®¬ áç¥â¥¢á¥ à áâ¢®à¥­­®¥ ¢ ­ ç «ì­ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ ¢ ª ¯«¥ ¢¥é¥áâ¢® ¯à¨
τ → ∞ ¯®«­®áâìî ¯à®à¥ £¨àã¥â ­  ¥¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨.�®«¥¥ ¤¥â «ì­ë©  ­ «¨§ [134℄ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¬ áá®¯¥à¥­®á ¢­ãâ-à¨ ª ¯«¨ ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ å à ªâ¥à¨§ã¥âáï âà¥¬ï ¯®á«¥-¤®¢ â¥«ì­® ¯à®â¥ª îé¨¬¨ áâ ¤¨ï¬¨. � �¤ ï ¨§ áâ ¤¨© ¨¬¥¥â á¢®¨ª ç¥áâ¢¥­­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¨ à §«¨ç­ãî ¯à®¤®«�¨â¥«ì­®áâì.�  ­ ç «ì­®© (¡ëáâà®¤¥©áâ¢ãîé¥©) áâ ¤¨¨ ¯à®æ¥áá ¯à®¨áå®¤¨â ä®à¬¨à®¢ ­¨¥ ­¥áâ æ¨®­ à­®£® ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à -­¨ç­®£® á«®ï ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨, â®«é¨­  ª®â®à®£® ¯à®¯®à-æ¨®­ «ì­  Pe−1/2. �  íâ®© áâ ¤¨¨ ¢­ãâà¥­­¨© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© ª -ç¥áâ¢¥­­®  ­ «®£¨ç¥­  ¢â®¬®¤¥«ì­®¬ã ­¥áâ æ¨®­ à­®¬ã ¯®£à ­¨ç­®-¬ã á«®î á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¢­¥è­¥© § ¤ ç¨. �à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤ §¤¥áì ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì ¯® ä®à¬ã«¥ (4.12.5),   ¤«ï ¯®«ï ª®­æ¥­âà æ¨¨á¯à ¢¥¤«¨¢ë à¥§ã«ìâ âë [101, 212, 292℄. �¥áâ æ¨®­ à­ë© ¯®£à ­¨ç-­ë© á«®© ¡ëáâà® ¢ëå®¤¨â ­  ¯à®¬¥�ãâ®ç­ë© áâ æ¨®­ à­ë© à¥�¨¬,ª®â®à®¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â å à ªâ¥à­ë© ¯«®áª¨© ãç áâ®ª ¤«ï áà¥¤­¥£®
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�¨á. 4.5. �å¥¬  â¥ç¥­¨ï ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ¨ áâàãªâãà  ¯®«ï ª®­æ¥­âà æ¨¨; d1 ¨ d2|®¡« áâ¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï, W1 ¨ W2 | ®¡« áâ¨ ¤¨ääã§¨®­­®£®á«¥¤ , e1 ¨ e2|ï¤à  ¯®â®ª  (¯à¨ «¨¬¨â¨àãîé¥¬ á®¯à®â¨¢«¥­¨¨ ¤¨á¯¥àá­®© ä §ëà áá¬ âà¨¢ îâáï «¨èì ®¡« áâ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨)ç¨á«  �¥à¢ã¤ , ­ ç¨­ ï á τ ≈ 2/Peβ . � ç «ì­ ï áâ ¤¨ï ¯à®æ¥áá ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨­â¥à¢ «®¬ ¢à¥¬¥­¨, ª®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢® ¯à¨¡«¨�¥­¨¥¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï (á­ ç «  ­¥áâ æ¨®­ à­®£®,   § â¥¬áâ æ¨®­ à­®£®) á ­¥®¡¥¤­¥­­®© ª®­æ¥­âà æ¨¥© ­  ý¢å®¤¥þ. �  íâ®©áâ ¤¨¨ ª®­æ¥­âà æ¨ï ¢ ï¤à¥ ª ¯«¨ à ¢­  ­¥¢®§¬ãé¥­­®© ª®­æ¥­âà -æ¨¨ ¢ ­ ç «ì­ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨.�­ãâà¥­­¨© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© ¯®à®�¤ ¥â ¢­ãâ-à¥­­¨© ¤¨ääã§¨®­­ë© á«¥¤, à á¯®«®�¥­­ë© ¢¡«¨§¨ ®á¨ ¯®â®ª , â®«-é¨­  ª®â®à®£® ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­  Pe−1/4. � ¤¨ääã§¨®­­®¬ á«¥¤¥ ¯®-áâã¯ îé¥¥ ¨§ ýª®­æ þ ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï à áâ¢®à¥­­®¥ ¢¥é¥áâ¢® ¯¥-à¥­®á¨âáï �¨¤ª®áâìî ¡¥§ ¨§¬¥­¥­¨ï ¢¤®«ì «¨­¨¨ â®ª . � ª ª ª áª®-à®áâì â¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ª®­¥ç­ , â® á­ ç «  ¯à¨ ­¥¡®«ìè¨å ¢à¥¬¥­ å
τ < τ∗ ¢ ®¡« áâì ¯¥à¥¤­¥© ªà¨â¨ç¥áª®© â®çª¨ ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¯®-áâã¯ ¥â ­¥®¡¥¤­¥­­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï, ¯à¨å®¤ïé ï ¨§ â®«é¨ �¨¤ª®áâ¨.�â® ¯à®¨áå®¤¨â ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ¯®¯ ¢è¨© ¨§ ýª®­æ þ ¯®£à ­¨ç­®-£® á«®ï ¢ ¤¨ääã§¨®­­ë© á«¥¤ ®¡¥¤­¥­­ë© à áâ¢®à, ¯à®©¤ï ¢¥áì ¯ãâì¢¡«¨§¨ ®á¨ ¯®â®ª , ­¥ ¤®©¤¥â ¤® ý­ ç « þ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç-­®£® á«®ï. �®£« á­® à¥§ã«ìâ â ¬ [208℄ å à ªâ¥à­®¥ ¢à¥¬ï ¯¥à¥­®á  à¥- £¥­â  ¢ ¤¨ääã§¨®­­®¬ á«¥¤¥ ª ¯«¨ τ∗ ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª (lnPeβ)/Peβ ¨®¯à¥¤¥«ï¥â ®¡« áâì ¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨  ¢â®¬®¤¥«ì­®£® à¥è¥­¨ï [101, 212,292℄, ª®â®à®¥ ¯à¨ τ >τ∗ ¯¥à¥áâ ¥â ¯à ¢¨«ì­® ®¯¨áë¢ âì à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢ ¤¨ääã§¨®­­®¬ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥ (¢¢¨¤ã ¨§¬¥­¥­¨ïãá«®¢¨ï ý­ â¥ª ­¨ïþ).�®«¥¥ â®ç­ë¥ ç¨á«¥­­ë¥ ®æ¥­ª¨ [55℄ ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ­ ç «ì­ ïáâ ¤¨ï ¯à®æ¥áá  ¯à®¨áå®¤¨â ­  ¢à¥¬¥­ å 0 6 τ 6 0,5 (lnPeβ)/Peβ.Ǒà®¬¥�ãâ®ç­ ï áâ ¤¨ï ¯à®æ¥áá . �  íâ®© áâ ¤¨¨ ¯®-¯à¥�­¥¬ã áãé¥áâ¢ã¥â ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© ¢¡«¨§¨ ¬¥�-ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨,   ª®­æ¥­âà æ¨ï ¢ ï¤à¥ ª ¯«¨ ¯®áâ®ï­­  ¨ à ¢-­  á¢®¥¬ã ¯¥à¢®­ ç «ì­®¬ã §­ ç¥­¨î. �¤­ ª®, á®£« á­® áª § ­­®¬ã



196 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬

�¨á. 4.6. �à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¤«ï ¢­ãâà¥­­¥© § ¤ ç¨ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â¡¥§à §¬¥à­®£® ¢à¥¬¥­¨¢ëè¥, ª®­æ¥­âà æ¨ï ­  ¢å®¤¥ ¢ ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© ã�¥ ¡ã¤¥â ­¥®¤­®-à®¤­®© ¨ ­ å®¤¨âáï ¨§ ãá«®¢¨ï áà é¨¢ ­¨ï á ¯®«¥¬ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢®¢­ãâà¥­­¥¬ ¤¨ääã§¨®­­®¬ á«¥¤¥. � ¤ ç  ®á«®�­ï¥âáï â¥¬, çâ® ª®­-æ¥­âà æ¨ï ¢ ¯®á«¥¤­¥¬, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, § ¢¨á¨â ®â à á¯à¥¤¥«¥­¨ïª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢ ¤¨ääã§¨®­­®¬ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥. �ç¨âë¢ ï ãª § ­-­ë¥ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢ , ¢ à ¡®â å [55, 135℄ ¤«ï Peβ > 104 ¡ë«® ¢ë¢¥¤¥-­® ¨­â¥£à «ì­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ãá«®¢¨ï ý­ â¥ª ­¨ïþ ­ ¢å®¤¥ ¢ ¯®£à ­¨ç­ë© á«®©, ª®â®à®¥ ¯à¨¢®¤¨â ª ­¥ ¢â®¬®¤¥«ì­®¬ã à¥-è¥­¨î.�  à¨á. 4.6 ¯à¨¢¥¤¥­ë à¥§ã«ìâ âë à áç¥â  áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã-¤ , ¯®«ãç¥­­ë¥ ¢ [55℄ ¯ãâ¥¬ ç¨á«¥­­®£® à¥è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®¨­â¥£à «ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï, ¯à¨ à §«¨ç­ëå §­ ç¥­¨ïå ¡¥§à §¬¥à­®£®¢à¥¬¥­¨ ¨ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥. �¨¤­®, çâ® ¯®á«¥ § ¢¥àè¥­¨ï ä®à¬¨à®¢ ­¨ï¢­ãâà¥­­¥£® ¤¨ääã§¨®­­®£® á«¥¤  ¯®«­ë© ¯®â®ª ¢¥é¥áâ¢  ­  ¢­ãâ-à¥­­îî ¯®¢¥àå­®áâì ª ¯«¨ ­ ç¨­ ¥â ¡ëáâà® ã¬¥­ìè âìáï.�  ¯à®¬¥�ãâ®ç­®© áâ ¤¨¨ ¯à®æ¥áá  à §¢¨âë© ¤¨ääã§¨®­­ë©á«¥¤ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢ã¥â á ¯®£à ­¨ç­ë¬ á«®¥¬ ¨ á¨«ì­® ýà §¬ë¢ ¥âþ ¥£®,¢ à¥§ã«ìâ â¥ ç¥£® â®«é¨­  ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¡ã¤¥â ã¢¥«¨ç¨¢ âìáï(§¤¥áì ¯®£à ­¨ç­ë¥ á«®¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¢­ãâà¥­­¥© ¨ ¢­¥è­¥©§ ¤ ç ¬, §­ ç¨â¥«ì­® ®â«¨ç îâáï ¤àã£ ®â ¤àã£ ). Ǒ®áâ¥¯¥­­®, § áç¥â ¯®£«®é¥­¨ï à áâ¢®à¥­­®£® ¢ �¨¤ª®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢  ­  ¬¥�ä §­®©¯®¢¥àå­®áâ¨, ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®©, à á¯à®áâà ­ïïáì ­ ¢¥áì ®¡ê¥¬ ª ¯«¨, ­ ç­¥â à §àãè âìáï.�â¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ Peβ =102÷103 ¯à®¬¥�ãâ®ç­ ï áâ ¤¨ï ¯à®æ¥áá 



4.13. � ç¥áâ¢¥­­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ 197¯à®ï¢«ï¥âáï ­¥¤®áâ â®ç­® ç¥âª®.� ª«îç¨â¥«ì­ ï (¬¥¤«¥­­®¯à®â¥ª îé ï) áâ ¤¨ï ¯à®-æ¥áá . �  íâ®© áâ ¤¨¨ ¯à®æ¥áá  §  áç¥â ¬­®£®ªà â­®© æ¨àªã«ïæ¨¨�¨¤ª®áâ¨ ¢¤®«ì § ¬ª­ãâëå âà ¥ªâ®à¨© ª®­æ¥­âà æ¨ï ã�¥ ¢ëà ¢­ï-« áì ¨ áâ «  ®¤¨­ ª®¢®© ­  «¨­¨ïå â®ª  (­  ª �¤®© «¨­¨¨ â®ª  á¢®ïª®­æ¥­âà æ¨ï, ª®â®à ï § ¢¨á¨â ®â τ). � íâ®¬ã ¢à¥¬¥­¨ ¤¨ääã§¨®­-­ë© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© ¨ ¤¨ääã§¨®­­ë© á«¥¤ ä ªâ¨ç¥áª¨ ¯®«­®áâìîà §¬ë«¨áì ¨ ¯à¥ªà â¨«¨ á¢®¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥.�¥è¥­¨¥ §¤¥áì ¨é¥âáï ¢ ¢¨¤¥ à¥£ã«ïà­®£®  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® à §-«®�¥­¨ï (4.8.12) ¯® ®¡à â­ë¬ áâ¥¯¥­ï¬ ¬ «®£® ¯ à ¬¥âà  Pe−1. �«ï£« ¢­®£® ç«¥­  íâ®£® àï¤  á¯à ¢¥¤«¨¢® ãà ¢­¥­¨¥, ¢ë¢¥¤¥­­®¥ ¢ à -¡®â¥ [251℄. �¨á«¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© § ¤ ç¨ ¯à¨¢®¤¨â ªá«¥¤ãîé¥© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¤«ï áà¥¤­¥© (¯® ®¡ê¥¬ã) ¡¥§à §¬¥à­®© ª®­-æ¥­âà æ¨¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨:
〈c〉 = 1− 32 ∞∑

k=1Ak exp(−λkτ); (4.13.1)
A1 = 0,4554;
λ1 = 26,844; A2 = 0,0654;

λ2 = 137,91; A3 = 0,0542;
λ3 = 315,66; A4 = 0,0412;

λ4 = 724,98; A5 = 0,0038;
λ5 = 1205,2.�¤¥áì ª®íää¨æ¨¥­âë Ak ¨ λk ¯à¨¢¥¤¥­ë ¯® ¤ ­­ë¬ [28℄; ¯à¨ k = 1, 2¡«¨§ª¨¥ ª ¢ë¯¨á ­­ë¬ §­ ç¥­¨ï íâ¨å ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¡ë«¨ ¢ëç¨á«¥-­ë à ­¥¥ ¢ [251℄.�ëà �¥­¨¥ ¤«ï áà¥¤­¥© ª®­æ¥­âà æ¨¨ (4.13.1) ¬®�­® ¨á¯®«ì§®-¢ âì ¯à¨ Peβ > 102, ­ ç¨­ ï á τ > 5 · 10−4.� �­® ®â¬¥â¨âì, çâ® å®âï ä®à¬ã«  (4.13.1) ¡ë«  ¢ë¢¥¤¥­  ¤«ïáâ®ªá®¢  à¥�¨¬  â¥ç¥­¨ï (Re → 0), ¥¥ á ãá¯¥å®¬ ¬®�­® ¯à¨¬¥­ïâì¨ ¤«ï ¡®«ìè¨å ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á  (Re 6 102), ª®£¤  ä®à¬  ª ¯¥«ì¡«¨§ª  ª áä¥à¨ç¥áª®©. �¡§®à íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå ¤ ­­ëå ¯® ¬ áá®-®¡¬¥­ã ¯à¨ «¨¬¨â¨àãîé¥¬ á®¯à®â¨¢«¥­¨¨ ¤¨á¯¥àá­®© ä §ë ¢ á¨-áâ¥¬ å �¨¤ª®áâì{�¨¤ª®áâì ¯à¨ 102 6 Re 6 4 · 102 ¯à¨¢¥¤¥­ ¢ [28℄.�®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥ ¢ ¤¨ ¯ -§®­¥ 4 · 10−4 6 τ 6 10−1 (á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ áâ¥¯¥­¨ ¨§¢«¥ç¥­¨ï ®â 10%¤® 70%) ­ å®¤ïâáï ¢ å®à®è¥¬ á®£« á¨¨ á à¥§ã«ìâ â ¬¨ à áç¥â  ¯®ä®à¬ã«¥ (4.13.1).�¥§ã«ìâ âë ç¨á«¥­­®£® à¥è¥­¨ï à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© § ¤ ç¨ [27℄ ­ -å®¤ïâáï ¢ å®à®è¥¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ä®à¬ã«®© (4.13.1).� áá®¯¥à¥­®á ¯à¨ á®¨§¬¥à¨¬ëå ä §®¢ëå á®¯à®â¨¢«¥­¨-ïå. � áá¬®âà¨¬ ­¥ãáâ ­®¢¨¢è¥¥áï ¯®«¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ à áâ¢®à¥­­®£®¢ �¨¤ª®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢  ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ à ¤¨ãá  a, ¤¢¨-�ãé¥©áï á ¯®áâ®ï­­®© áª®à®áâìî Ui ¢ ­¥®£à ­¨ç¥­­®© �¨¤ª®© áà¥¤¥.�ç¨â ¥¬, çâ® ¯®«¥ áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ¢ á¯«®è­®© ¨ ¤¨á¯¥àá­®© ä -§ å ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ �¤ ¬ à |�ë¡ç¨­áª®£® [233, 291℄, ¯®«ã-ç¥­­ë¬ ¤«ï ¬ «ëå ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á . �¤ «¨ ®â ª ¯«¨ ª®­æ¥­âà æ¨ï



198 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬¯®¤¤¥à�¨¢ ¥âáï ¯®áâ®ï­­®© ¨ à ¢­®© Ci. � ­ ç «ì­ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥-­¨ t= 0 ª®­æ¥­âà æ¨ï ¢­¥ ª ¯«¨ ¢áî¤ã ®¤­®à®¤­  ¨ à ¢­  Ci, ¢­ãâà¨ª ¯«¨ ª®­æ¥­âà æ¨ï â ª�¥ ®¤­®à®¤­  ¨ à ¢­  C0.�  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:
C2 = F (C1), D1 ∂C1

∂R
= D2 ∂C2

∂R
¯à¨ R = a, (4.13.2)£¤¥ ¨­¤¥ªá 1 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­¥¯à¥àë¢­®© ä §¥, 2 | ¤¨á¯¥àá­®© ä §¥.Ǒ¥à¢®¥ ãá«®¢¨¥ (4.13.2) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ãá«®¢¨¥ ä §®¢®£® à ¢­®-¢¥á¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨. �¡ëç­® áç¨â ¥âáï [101, 212, 292℄, çâ®äã­ªæ¨ï F «¨­¥©­ë¬ ®¡à §®¬ § ¢¨á¨â ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨ (§ ª®­ �¥­-à¨): F (C1) = αC1, £¤¥ ª®íää¨æ¨¥­â à á¯à¥¤¥«¥­¨ï α § ¢¨á¨â ®â ä¨-§¨ç¥áª¨å á¢®©áâ¢ �¨¤ª®áâ¥© ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨. Ǒà¥¤¥«ì­ë¥ á«ãç ¨«¨¬¨â¨àãîé¥£® á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¤¨á¯¥àá­®© ¨ á¯«®è­®© ä §ë á®®â-¢¥âáâ¢ãîâ §­ ç¥­¨ï¬ α → 0 ¨ α → ∞. Ǒà¨ á®¨§¬¥à¨¬ëå ä §®¢ëåá®¯à®â¨¢«¥­¨ïå ¨¬¥¥¬ α ∼ 1. � [28℄ ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ¢ àï¤¥ á«ã-ç ¥¢ á«¥¤ã¥â ¨á¯®«ì§®¢ âì áâ¥¯¥­­ãî § ¢¨á¨¬®áâì F (C1) = αCm1 , £¤¥

m «¥�¨â ¢ ¯à¥¤¥« å ®â 0,5 ¤® 2,0. �â®à®¥ ãá«®¢¨¥ (4.13.2) ®âà � ¥â­¥¯à¥àë¢­®áâì ¤¨ääã§¨®­­ëå ¯®â®ª®¢ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨.� á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬ (3.1.1), £¤¥¢¥«¨ç¨­ë C, ~V , D ¢ á¯«®è­®© ä §¥ (¯à¨ R > a) ¯®¬¥ç îâáï ¨­¤¥ª-á®¬ 1,   ¢ ¤¨á¯¥àá­®© ä §¥ (¯à¨ R < a) | ¨­¤¥ªá®¬ 2.� à ¡®â å [135, 208℄ ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ¢ á«ãç ¥ ¡®«ìè¨å ç¨á¥«Ǒ¥ª«¥ ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯à®æ¥áá ¯à¨ á®¨§¬¥à¨¬ëå ä §®¢ëå á®¯à®â¨¢-«¥­¨ïå å à ªâ¥à¨§ã¥âáï âà¥¬ï áâ ¤¨ï¬¨ á à §«¨ç­ë¬ ¬¥å ­¨§¬®¬¬ áá®¯¥à¥­®á . �«¨â¥«ì­®áâì íâ¨å áâ ¤¨© â ª ï �¥, ª ª ¨ ¤«ï á«ã-ç ï «¨¬¨â¨àãîé¥£® á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¤¨á¯¥àá­®© ä §ë. �  ­ ç «ì­®©áâ ¤¨¨ ¯à®æ¥áá  ¯à®¨áå®¤¨â ä®à¬¨à®¢ ­¨¥ ­¥áâ æ¨®­ à­ëå ¤¨ääã-§¨®­­ëå ¯®£à ­¨ç­ëå á«®¥¢ ¯® ®¡¥ áâ®à®­ë ®â ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨(ª®â®àë¥ ª ç¥áâ¢¥­­®  ­ «®£¨ç­ë ¤àã£ ¤àã£ã), ¯à¨ íâ®¬ ¢­ãâà¥­­¨©¯®£à ­¨ç­ë© á«®© ¯®à®�¤ ¥â ¤¨ääã§¨®­­ë© á«¥¤, à á¯®«®�¥­­ë©¢¡«¨§¨ ®á¨ ¯®â®ª  (á¬. à¨á. 4.5). �  ¯à®¬¥�ãâ®ç­®© áâ ¤¨¨ ¯à®æ¥áá à §¢¨âë© ¢­ãâà¥­­¨© ¤¨ääã§¨®­­ë© á«¥¤ ­ ç¨­ ¥â ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢®-¢ âì á ¯®£à ­¨ç­ë¬ á«®¥¬ ¨ á¨«ì­® ýà §¬ë¢ ¥âþ ¥£® (§¤¥áì ã�¥ ¯®-£à ­á«®¨, à á¯®«®�¥­­ë¥ ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨, áãé¥áâ¢¥­­® à §«¨ç -îâáï, ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ç¥£® â®«é¨­  ¢­ãâà¥­­¥£® ¯®£à ­á«®ï ¯®áâ¥¯¥­-­® §­ ç¨â¥«ì­® ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï). �  § ª«îç¨â¥«ì­®© áâ ¤¨¨ ¯à®æ¥á-á  ¯à®¨áå®¤¨â ¤ «ì­¥©è ï ¯¥à¥áâà®©ª  ¯®«ï ª®­æ¥­âà æ¨¨, â ª çâ®¯®£à ­á«®¨ ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ã�¥ ¯à¥ªà é îâ á¢®¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥; ¯à¨íâ®¬ ¢­¥ ª ¯«¨ ª®­æ¥­âà æ¨ï áâ ­®¢¨âáï ¯®áâ®ï­­®© ¨ à ¢­®© ­¥¢®§-¬ãé¥­­®© ª®­æ¥­âà æ¨¨ ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ Ci,   ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ¯à®-â¥ª ¥â áãé¥áâ¢¥­­® ­¥áâ æ¨®­ à­ë© ¯à®æ¥áá, ª®£¤  ­  ª �¤®© ä¨ª-á¨à®¢ ­­®© «¨­¨¨ â®ª  ª®­æ¥­âà æ¨ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¢ëà ¢­ï« áì (§ 



4.14. �ç¥â § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ääã§¨¨ ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨ 199áç¥â ¬­®£®ªà â­®© æ¨àªã«ïæ¨¨ �¨¤ª®áâ¨ ¯® § ¬ª­ãâë¬ «¨­¨ï¬ â®-ª ),   ¬ áá®¯¥à¥¤ ç  ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯ãâ¥¬ ¬®«¥ªã«ïà­®© ¤¨ääã§¨¨¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨, ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­®¬ «¨­¨ï¬ â®ª .�ç¨âë¢ ï áª § ­­®¥, ¯®«ãç¨¬, çâ® ­  § ª«îç¨â¥«ì­®© áâ ¤¨¨¯à®æ¥áá  ª®­æ¥­âà æ¨ï ­  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢ á¨«ã ¯¥à¢®£®£à ­¨ç­®£® ãá«®¢¨ï (4.13.2) ¯®áâ®ï­­  ¨ à ¢­ 
C = Cs, £¤¥ Cs = F (Ci). (4.13.3)Ǒà¨ íâ®¬ áà¥¤­îî ª®­æ¥­âà æ¨î ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì ¯®ä®à¬ã«¥ (4.13.2), £¤¥ ¡¥§à §¬¥à­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª:

c = (C0 − C)/(C0 − Cs),   §­ ç¥­¨¥ Cs ãª § ­® ¢ (4.13.3).4.14. � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ ¨ ª ¯¥«ìá ¯®â®ª®¬ ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì­®©§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¤¨ääã§¨¨ ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨�¥ª®â®àë¥ § ¬¥ç ­¨ï. �®à¬ã«¨à®¢ª  § ¤ ç¨. �¡ëç­® áç¨-â ¥âáï, çâ® ª®íää¨æ¨¥­â ¤¨ääã§¨¨ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨. �¤-­ ª® íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥ [26, 99, 159, 182, 228, 285, 311℄ ¯®ª -§ë¢ îâ, çâ® ª®íää¨æ¨¥­âë ¤¨ääã§¨¨ ¢ �¨¤ª®áâïå ç áâ® áãé¥áâ¢¥­-­ë¬ ®¡à §®¬ ¨§¬¥­ïîâáï á ¨§¬¥­¥­¨¥¬ ª®­æ¥­âà æ¨¨. Ǒà¨ íâ®¬ ¤«ïà §¡ ¢«¥­­ëå à áâ¢®à®¢ ã¢¥«¨ç¥­¨¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢á¥£¤  ¯à¨¢®¤¨â ªã¬¥­ìè¥­¨î ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ääã§¨¨. � ¯à¨¬¥à, à áâ¢®à¥­¨¥ ¢ ®¤-­®¬ «¨âà¥ ¢®¤ë ¤¢ãå £à ¬¬®¢ ¯®¢ à¥­­®© á®«¨ ã¬¥­ìè ¥â ª®íää¨-æ¨¥­â ¤¨ääã§¨¨ ­  10%. �® ¬­®£¨å á«ãç ïå ª®íää¨æ¨¥­â ¤¨ääã§¨¨«¨­¥©­ë¬ ®¡à §®¬ ã¬¥­ìè ¥âáï ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¤¨ä-äã­¤¨àãîé¥£® ¢¥é¥áâ¢  (á å à®§ , à ä¨­®§  ¨ ¤à.) ¢ ¢®¤­®¬ à áâ¢®-à¥ [26℄. Ǒà¨ à áâ¢®à¥­¨¨ ¢ ¢®¤¥ àï¤  ®¤­®¢ «¥­â­ëå á®«¥© (NaCl, KCl,KI, LiCl ¨ ¤à.) § ¢¨á¨¬®áâì ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ääã§¨¨ ®â ª®­æ¥­âà -æ¨¨ (¯à¨ C 6 0,1 ¬®«ì/«) å®à®è® ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢ëà �¥­¨¥¬ [124, 159℄
D/D0 = 1− γ

√
C,£¤¥ D0|ª®íää¨æ¨¥­â ¤¨ääã§¨¨ ¯à¨ ¡¥áª®­¥ç­®¬ à §¡ ¢«¥­¨¨, C|¬®«ì­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï, γ ≃ 0,5÷ 0,6| ç¨á«¥­­ë© ª®íää¨æ¨¥­â.�«ï £¥¬®£«®¡¨­  ¨ á¥à®£®  «ì¡ã¬¨­ , ¤¨ääã­¤¨àãîé¨å ¢ à áâ¢®-à å á®«¥©, ¨¬¥¥¬ [159, 194℄

D/D0 = (1− �c)6,5,£¤¥ �c|¬®«ì­ ï ¤®«ï à áâ¢®à¥­­®£® ¢¥é¥áâ¢ .



200 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬� áâ¢®à¥­¨¥ ¢ ¢®¤¥ KMnO4 ¢ ª®«¨ç¥áâ¢¥ ®â 0 ¤® 2 · 10−4 ¬®«ì/«á­¨� ¥â ª®íää¨æ¨¥­â ¤¨ääã§¨¨ ­  25%. �ç¥­ì á¨«ì­®¥ ¨§¬¥­¥­¨¥ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ääã§¨¨ ­ ¡«î¤ ¥âáï ¢ ¢®¤­ëå à áâ¢®à å ¬¥â¨«¥-­®¢®£® £®«ã¡®£® (¬®«¥ªã«ïà­ ï ¬ áá  m = 317), ¢¢¥¤¥­¨¥ ª®â®à®£®¢ ª®«¨ç¥áâ¢¥ 6 · 10−4 ¬®«ì/« ¯à¨ ª®¬­ â­®© â¥¬¯¥à âãà¥ ¢ ¤¢  à § á­¨� ¥â ª®íää¨æ¨¥­â ¤¨ääã§¨¨.�â¬¥â¨¬ â ª�¥, çâ® ¢ ­¥ª®â®àëå á¨áâ¥¬ å (­ ¯à¨¬¥à, ¯à¨ à áâ¢®-à¥­¨¨ ¢ ¢®¤¥  æ¥â®­ , íâ ­®«  ¨«¨ ¬¥â ­®« ) á ã¢¥«¨ç¥­¨¥¬ ª®­æ¥­-âà æ¨¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¤¨ääã§¨¨ á­ ç «  ã¬¥­ìè ¥âáï,   § â¥¬ ¢®§-à áâ ¥â [26, 182, 285℄. � ¯à¨¬¥à, ª®àà¥«ïæ¨¥© D/D0 = exp(κ�c) ¯à¨
κ = 3,83, D0 = 0,109 · 10−5 á¬2/á¥ª ¬®�­® ®¯¨á âì ª®íää¨æ¨¥­â ¢§ -¨¬­®© ¤¨ääã§¨¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ë  æ¥â®­ | ¢®¤  ¯à¨ 25◦� ¢ ¤¨ ¯ §®­¥ª®­æ¥­âà æ¨© 0,45÷ 1,0 ¬®«ì­®© ¤®«¨  æ¥â®­  [182℄.� áá¬®âà¥­­ë¥ ¯à¨¬¥àë ­ £«ï¤­® ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¯à¨ à áâ¢®-à¥­¨¨ àï¤  ¢¥é¥áâ¢ ¤ �¥ ¢ ®ç¥­ì ¬ «ëå ª®«¨ç¥áâ¢ å (¤¥áïâë¥ ¤®«¨¯à®æ¥­â ) ­¥®¡å®¤¨¬® ãç¨âë¢ âì ¨§¬¥­¥­¨¥ ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ääã-§¨¨. Ǒà¨ íâ®¬ ¨§¬¥­¥­¨¥¬ ¢ï§ª®áâ¨ ¨ ¯«®â­®áâ¨ á¬¥á¨ ®â ª®­æ¥­âà -æ¨¨ ¤¨ääã­¤¨àãîé¥£® ¢¥é¥áâ¢ , ª ª ¯à ¢¨«®, ¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì.� ¯à¨¬¥à, ¨§ ¤ ­­ëå [26℄ á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï à §¡ ¢«¥­­ëå à áâ¢®à®¢®¤­®¢ «¥­â­ëå á®«¥© ®â­®á¨â¥«ì­®¥ ¨§¬¥­¥­¨¥ ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ä-äã§¨¨ ­  ¤¢  ¯®àï¤ª  ¯à¥¢ëè ¥â ®â­®á¨â¥«ì­®¥ ¨§¬¥­¥­¨¥ ¢ï§ª®áâ¨à áâ¢®à .�ç¨âë¢ ï áª § ­­®¥, à áá¬®âà¨¬ áâ æ¨®­ à­ë© ª®­¢¥ªâ¨¢­ë©¬ áá®®¡¬¥­ â¢¥à¤®© ç áâ¨æë ¨«¨ ª ¯«¨ á �¨¤ª®áâìî ¯à¨ ¯à®-¨§¢®«ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ääã§¨¨ ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨
D=D(C). �ç¨â ¥¬, çâ® ª®­æ¥­âà æ¨ï ã ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë ¨ ¢¤ «¨®â ­¥¥ ¯à¨­¨¬ ¥â ¯®áâ®ï­­ë¥ §­ ç¥­¨ï, à ¢­ë¥ Cs ¨ Ci á®®â¢¥âáâ¢¥­-­® (Cs 6= Ci). Ǒà¥¤¯®« £ ¥¬ â ª�¥, çâ® ­¥®¤­®à®¤­®áâì ª®­æ¥­âà -æ¨¨ ­¥ ¢«¨ï¥â ­  ¯ à ¬¥âàë ¯®â®ª . � ¡¥§à §¬¥à­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨á-á«¥¤ã¥¬ ï ­¥«¨­¥©­ ï § ¤ ç  ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬ ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ãá«®¢¨ï¬¨ Pe(~v · ∇)c = div(D∇c);

c = 1 (­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë �),
c→ 0 (¢¤ «¨ ®â ç áâ¨æë), (4.14.1)£¤¥ c = Ci − C

Ci − Cs , D(c) = D(C)
D(Ci) , Pe = aU

D(Ci) ; a ¨ U | å à ªâ¥à­ë¥¬ áèâ ¡ë ¤«¨­ë ¨ áª®à®áâ¨.�¯à¥¤¥«¨¬ áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ à¥è¥­¨î§ ¤ ç¨ (4.14.1), á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:Sh = Sh(D,Pe) = − 1
S

∫� D(c) ∂c
∂ξ

d�, (4.14.2)



4.14. �ç¥â § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ääã§¨¨ ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨ 201£¤¥ S | ¡¥§à §¬¥à­ ï ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë, ∂/∂ξ| ¯à®¨§-¢®¤­ ï ¯® ­®à¬ «¨ ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë �.� «ë¥ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥. � à ¡®â å [133, 273℄ ¡ë«® ¤®ª § ­®, çâ®¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ääã§¨¨ ®â ª®­æ¥­-âà æ¨¨ ¯à¨ «î¡®© ä®à¬¥ ç áâ¨æ ¨ ª ¯¥«ì ¤«ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã-¤  ¨ ¬ «ëå ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥ á¯à ¢¥¤«¨¢  á«¥¤ãîé ï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª ïä®à¬ã« :Sh(D,Pe) = 〈D〉Sh(1,Pe), £¤¥ 〈D〉 = ∫ 10 D(c) dc. (4.14.3)�¤¥áì Sh(1,Pe) | ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥à¥è¥­¨î «¨­¥©­®© § ¤ ç¨ (4.14.1) ¯à¨ D = 1.�«ï ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® áâ®ªá®¢  â¥ç¥­¨ï ¢ëà �¥­¨¥ (4.14.3) ¤ ¥ââà¨ £« ¢­ëå ç«¥­  à §«®�¥­¨ï (¤® ç«¥­®¢ ¯®àï¤ª  Pe2 ln Pe ¢ª«îç¨-â¥«ì­®). � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢¥«¨ç¨­  Sh(1,Pe) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬¯à ¢®© ç áâ¨ ä®à¬ã«ë (4.4.22) ª ¡¥§à §¬¥à­®© ¯«®é ¤¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ç áâ¨æë.�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® «¨­¥©­®£® á¤¢¨£®¢®£® ¯®â®ª  ¢ëà �¥­¨¥(4.14.3) ¤ ¥â ¤¢  £« ¢­ëå ç«¥­  à §«®�¥­¨ï (¤® ç«¥­  ¯®àï¤ª  √Pe¢ª«îç¨â¥«ì­®). � ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ¢¥«¨ç¨­  Sh(1,Pe) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®â-­®è¥­¨¥¬ ¯à ¢®© ç áâ¨ ä®à¬ã«ë (4.5.8) ª ¡¥§à §¬¥à­®© ¯«®é ¤¨ ¯®-¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë, ¯à¨ íâ®¬ á« £ ¥¬ë¥ ¯®àï¤ª  Pe ­¥ ãç¨âë¢ îâáï.�®à¬ã«ã (4.14.3) ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨ ¤«ï ¤àã£¨å ¡®«¥¥ á«®�­ëåâ¥ç¥­¨© ¯à¨ Pe→ 0 [273℄.� áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æë, á¢®¡®¤­® ¢§¢¥è¥­­®© ¢ ¯à®áâ®¬á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. Ǒãáâì ç áâ¨æ ®ªàã�¥­  ®¡« áâìî á § ¬ª­ãâë¬¨ «¨­¨ï¬¨ â®ª . � íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï£« ¢­®£® ç«¥­   á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® à §«®�¥­¨ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã-¤  ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ á¯à ¢¥¤«¨¢  § ¢¨á¨¬®áâì (4.14.3), ª®-â®à ï ¡ë«  ¢ë¢¥¤¥­  ¢ [72℄.� ç áâ­®¬ á«ãç ¥ áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë, á¢®¡®¤­® ¢§¢¥è¥­­®©¢ ¯à®áâ®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥, ¢ ä®à¬ã«¥ (4.14.3) á«¥¤ã¥â ¯®«®�¨âìSh(1,Pe) = 4,45. Ǒà¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ Sh(1,Pe) ¤«ï áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ¢ ¯«®áª®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥ ¬®�­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ëà �¥­¨¥¬(4.8.15).Ǒ®-¢¨¤¨¬®¬ã, ä®à¬ã«ã (4.14.3) á ãá¯¥å®¬ ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì¤«ï ¯à¨¡«¨�¥­­®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¢ á«ãç ¥áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë, á¢®¡®¤­® ¢§¢¥è¥­­®© ¢ ¯à®áâ®¬ á¤¢¨£®¢®¬¯®â®ª¥, ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥ 0 6 Pe 6 ∞ (­ ¯®¬­¨¬, çâ®§¤¥áì ä®à¬ã«  (4.14.3) ¤ ¥â ¯à ¢¨«ì­ë©  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© à¥§ã«ìâ â¢ ®¡®¨å ¯à¥¤¥«ì­ëå á«ãç ïå ¯à¨ Pe→ 0 ¨ Pe→ ∞).�®«ìè¨¥ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥. Ǒà¨¡«¨�¥­¨¥ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®-£à ­¨ç­®£® á«®ï. � ¤ ç  (4.14.1) ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¨áá«¥-



202 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬¤®¢ « áì ¢ à ¡®â¥ [149℄. �¥è¥­¨¥ ¡ë«® ¯®«ãç¥­® ¬¥â®¤®¬ ¤¨ääã§¨®­-­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï. �«ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¡ë«  ¢ë¢¥¤¥­ á«¥¤ãîé ï § ¢¨á¨¬®áâì:Sh(D,Pe) = αm(D) Sh(1,Pe). (4.14.4)�¤¥áì αm | ª®íää¨æ¨¥­â ­¥«¨­¥©­®áâ¨, ª®â®àë© ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯®ä®à¬ã«¥
αm = (m+ 1) m−1

m+1 �( 1
m+ 1 )[−D(c) dcdz ]z=0 , (4.14.5)£¤¥ äã­ªæ¨ï c= c(z) ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© § ¤ ç¨ ¤«ï®¡ëª­®¢¥­­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï

d

dz

[
D(c) dc

dz

]+ zm

m+ 1 dc

dz
= 0;

z = 0, c = 1; z → ∞, c→ 0. (4.14.6)�­ ç¥­¨¥ m= 2 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â¢¥à¤ë¬ ç áâ¨æ ¬,   m= 1|¯ã§ëàï¬¨ ª ¯«ï¬ ã¬¥à¥­­®© ¢ï§ª®áâ¨ (0 6 β 6 2). �«ï ¯®áâ®ï­­®£® ª®íää¨-æ¨¥­â  ¤¨ääã§¨¨ ¨¬¥¥¬ αm(1) = 1.�®à¬ã«  (4.14.4) á¯à ¢¥¤«¨¢  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® « ¬¨­ à­®£®â¥ç¥­¨ï ¡¥§ § ¬ª­ãâëå «¨­¨© â®ª  ¤«ï ç áâ¨æ ¨ ª ¯¥«ì «î¡®©ä®à¬ë. �¥«¨ç¨­  Sh(1,Pe) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¬ã à¥è¥­¨î«¨­¥©­®© § ¤ ç¨ (4.14.1) ¯à¨ Pe≫ 1. �«ï áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì¨ ¯ã§ëà¥© ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¨ «¨­¥©­®¬ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®¬ á¤¢¨£®¢®¬¯®â®ª¥ §­ ç¥­¨ï Sh(1,Pe) ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ ç¥â¢¥àâ®© ª®«®­ª¥ â ¡«. 4.7.� [250℄ ¤«ï «î¡®£® §­ ç¥­¨ï m ¡ë«® ¯®«ãç¥­® â®ç­®¥  ­ «¨â¨-ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (4.14.6) ¢ á«ãç ¥ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª®© § ¢¨á¨¬®-áâ¨ ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ääã§¨¨ ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨ D(c) = (αc + β)−1,£¤¥ α ¨ β | ¯®áâ®ï­­ë¥. � [104℄ ãª § ­® à¥è¥­¨¥ ¯à¨ m = 1 ¤«ï
D(c) = (αc2 + βc+ γ)−1.�«ï à áç¥â  ª®íää¨æ¨¥­â  αm ¢ (4.14.4) ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì­®© § -¢¨á¨¬®áâ¨ ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ääã§¨¨ ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨ æ¥«¥á®®¡à §­®¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨¡«¨�¥­­ãî ä®à¬ã«ã [149, 281℄

αm = [ m+ 1
m

∫ 10 c
1
m D(c) dc] m

m+1
. (4.14.7)� â ¡«. 4.9 ¯à¨¢¥¤¥­ë à¥§ã«ìâ âë á®¯®áâ ¢«¥­¨ï ª®íää¨æ¨¥­â ­¥«¨­¥©­®áâ¨, ¯®«ãç¥­­®£® ¯ãâ¥¬ ç¨á«¥­­®£® à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ (4.14.6)¯® ä®à¬ã«¥ (4.14.5) ¨ á ¯®¬®éìî ¯à¨¡«¨�¥­­®£® ¢ëà �¥­¨ï (4.14.7),¤«ï á¥¬¨ å à ªâ¥à­ëå § ¢¨á¨¬®áâ¥© D =D(c) (¯®£à¥è­®áâ¨ ãª § ­ë



4.14. �ç¥â § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ääã§¨¨ ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨ 203������� 4.9� ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì (¢ ¯à®æ¥­â å) ä®à¬ã«ë (4.14.7) ¤«ïà §­ëå § ¢¨á¨¬®áâ¥© ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ääã§¨¨ ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨� ¢¨á¨¬®áâì
D = D(c) �¨ ¯ §®­¨§¬¥­¥­¨ï¯ à ¬¥âà  b � ¯«¨,¯ã§ëà¨

m = 1 �¢¥à¤ë¥ç áâ¨æë
m = 2 m = 3

D = 1− bc −3 6 b 6 0,8 1,9 0,8 1,6
D = 1− b

√
c −3 6 b 6 0,8 2,0 0,7 1,2

D = (1 + bc)−1 −0,8 6 b 6 3 2,4 0,7 2,0
D = (1 + bc)−2 −0,8 6 b 6 3 4,8 1,3 3,2
D = (1 + b

√
c )−1 −0,8 6 b 6 3 1,9 0,3 1,8

D = exp(−bc) −2 6 b 6 3 3,4 1,4 2,3
D = (1 + bc)−1/2 −0,8 6 b 6 3 1,2 0,3 1,1¢ âà¥å ¯®á«¥¤­¨å áâ®«¡æ å â ¡«¨æë). �¨¤­®, çâ® ä®à¬ã«  (4.14.7)®¡« ¤ ¥â ¢ëá®ª®© â®ç­®áâìî.� á«ãç ¥ â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ (m=2) ¤«ï ¯à¨¡«¨�¥­­®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ïª®íää¨æ¨¥­â  ­¥«¨­¥©­®áâ¨ αm ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¡®«¥¥ ¯à®áâãî,ç¥¬ (4.14.7), ­® ¬¥­¥¥ â®ç­ãî § ¢¨á¨¬®áâì [149℄

α2 = [2 ∫ 10 cD(c) dc]2/3 . (4.14.8)�¡®§­ ç¨¬ Dmax = max06c61D(c), Dmin = min06c61D(c). �«ï à §«¨ç­ëåäã­ªæ¨© D=D(c), ãª § ­­ëå ¢ ¯¥à¢®¬ áâ®«¡æ¥ â ¡«. 4.9, ¬ ªá¨¬ «ì-­ ï ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã«ë (4.14.8) ¯à¨ ãá«®¢¨¨ 16Dmax/Dmin62 (íâ¨­¥à ¢¥­áâ¢  ä¨ªá¨àãîâ ¤¨ ¯ §®­ ¨§¬¥­¥­¨ï ¯ à ¬¥âà  b) á®áâ ¢«ï¥â¬¥­¥¥ 3,5%.�¥áâ æ¨®­ à­ë¥ § ¤ ç¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£®á«®ï. � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¢­¥è­îî § ¤ çã ® ­¥áâ æ¨®­ à­®¬ ¬ áá®-®¡¬¥­¥ ª ¯«¨ (¯ã§ëàï) á « ¬¨­ à­ë¬ ãáâ ­®¢¨¢è¨¬áï ¯®â®ª®¬. �ç¨-â ¥¬, çâ® ª®­æ¥­âà æ¨ï ¢ �¨¤ª®áâ¨ ¢ ­ ç «ì­ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ ®¤¨-­ ª®¢  ¨ à ¢­  Ci,   ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨ ª®­æ¥­âà æ¨ï ¯®áâ®ï­­  ¨à ¢­  Cs. �à ¢­¥­¨¥ ­¥áâ æ¨®­ à­®£® ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¢ á¯«®è­®© ä -§¥ á ãç¥â®¬ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ääã§¨¨ ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨¬®�­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥
∂c

∂τ
+Pe(~v · ∇)c = div[D(c)∇c℄, (4.14.9)



204 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬£¤¥ τ = tD(Ci)/a2,   ®áâ «ì­ë¥ ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¢¢¥¤¥­ë, ª ª¢ ãà ¢­¥­¨¨ (4.14.1). �¥è¥­¨¥ ¨é¥âáï ¯à¨ ­ ç «ì­®¬ ãá«®¢¨¨ τ = 0,
c = 0 ¨ â¥å �¥ £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨ïå, çâ® ¨ ¢ (4.14.1).� à ¡®â å [136, 274℄ ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« åǑ¥ª«¥ (¢ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï) à¥è¥­¨¥á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ­¥«¨­¥©­®© § ¤ ç¨ ® ­¥áâ æ¨®­ à­®¬ ¬ áá®®¡¬¥­¥ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬ ¯à¨¢®¤¨â ª á«¥¤ãîé¥© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¤«ïáà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤ :Sh(D,Pe, τ) = α1(D) Sh(1,Pe, τ), (4.14.10)£¤¥ ª®íää¨æ¨¥­â ­¥«¨­¥©­®áâ¨ α1, ª ª ¨ à ­¥¥, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®ä®à¬ã«¥ (4.14.5) ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (4.14.6) ¯à¨ m = 1.�¥«¨ç¨­  Sh(1,Pe, τ) ­ å®¤¨âáï ¨§ ãà ¢­¥­¨ï (4.14.9) ¯à¨ D = 1.� ¬¥­ïï ®¡  á®¬­®�¨â¥«ï ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¢ëà �¥­¨ï (4.14.10)¯à¨¡«¨�¥­­ë¬¨ ä®à¬ã« ¬¨ (4.12.3) ¨ (4.14.7), ¤«ï áà¥¤­¥£® ç¨á« �¥à¢ã¤  ¨¬¥¥¬Sh(D,Pe, τ) = Shst[
th(π Sh2st τ)℄1/2 [2 ∫ 10 cD(c) dc]1/2 , (4.14.11)£¤¥ Shst = Sh(1,Pe,∞) | ç¨á«® �¥à¢ã¤ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ à¥è¥­¨î«¨­¥©­®© áâ æ¨®­ à­®© § ¤ ç¨ ¯à¨ ¯®áâ®ï­­®¬ ª®íää¨æ¨¥­â¥ ¤¨ä-äã§¨¨. �«ï áä¥à¨ç¥áª¨å ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¨ ¤¥ä®à-¬ æ¨®­­®¬ á¤¢¨£®¢ëå ¯®â®ª å §­ ç¥­¨ï Shst ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ â ¡«. 4.7,£¤¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ª®íää¨æ¨¥­â  ¤¨ääã§¨¨ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢¥«¨ç¨­ D(Ci).4.15. �¨ääã§¨®­­ë© á«¥¤. � áá®®¡¬¥­æ¥¯®ç¥ª ª ¯¥«ì ¨ ç áâ¨æ á �¨¤ª®áâìî�¨ääã§¨®­­ë© á«¥¤ (¡®«ìè¨¥ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥). � à ¡®â å[64, 140, 299℄ ¬¥â®¤®¬ áà é¨¢ ¥¬ëå  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å à §«®�¥­¨© (¯®¡®«ìè®¬ã ç¨á«ã Ǒ¥ª«¥) ¨áá«¥¤®¢ «¨áì § ¤ ç¨ ® áâ æ¨®­ à­®© ª®­¢¥ª-â¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨ ª â¢¥à¤®© áä¥à¥ [299℄ ¨ ª ¯«¥ [64℄ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬áâ®ªá®¢®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ¤¨ääã§¨®­­®¬ à¥�¨¬¥ à¥ ªæ¨¨ ­  ¬¥�ä §­®©¯®¢¥àå­®áâ¨. � ¯®â®ª¥ ¡ë«® ¢ë¤¥«¥­® è¥áâì ®¡« áâ¥© á à §«¨ç­®©áâàãªâãà®©  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å à¥è¥­¨©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à §«¨ç­ë¬¬¥å ­¨§¬ ¬ ¬ áá®¯¥à¥­®á  (à¨á. 4.7). � ¤¨¬ ªà âª®¥ ª ç¥áâ¢¥­­®¥®¯¨á ­¨¥ íâ¨å ®¡« áâ¥©, ¨á¯®«ì§ãï ¡¥§à §¬¥à­ãî áä¥à¨ç¥áªãî á¨áâ¥-¬ã ª®®à¤¨­ â r, θ, á¢ï§ ­­ãî á æ¥­âà®¬ ç áâ¨æë (ª ¯«¨).�® ¢­¥è­¥© ®¡« áâ¨ e ª®­æ¥­âà æ¨ï ¯®áâ®ï­­  ¨ à ¢­  á¢®¥¬ã­¥¢®§¬ãé¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨.



4.15. � áá®®¡¬¥­ æ¥¯®ç¥ª ª ¯¥«ì ¨ ç áâ¨æ á �¨¤ª®áâìî 205
�¨á. 4.7. �å¥¬  à §¡¨¥­¨ï ¯®«ï ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢­¥ ª ¯«¨ ­  ®¡« áâ¨ á à §«¨ç­®©áâàãªâãà®©  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å à¥è¥­¨©� ¤¨ääã§¨®­­®¬ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥ d ¢ ãà ¢­¥­¨¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á ¯à¨ á®åà ­¥­¨¨ ª®­¢¥ªâ¨¢­ëå ç«¥­®¢ (ª®â®àë¥ ­¥áª®«ìª® ã¯à®é îâ-áï ¢ à¥§ã«ìâ â¥ «¨­¥ à¨§ æ¨¨ ¢¡«¨§¨ ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨) ¬®�­®¯à¥­¥¡à¥çì ¬®«¥ªã«ïà­ë¬ â ­£¥­æ¨ «ì­ë¬ ¤¨ääã§¨®­­ë¬ ¯¥à¥­®-á®¬ ¯® áà ¢­¥­¨î á ¤¨ääã§¨¥© ¢ à ¤¨ «ì­®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¨. � á¯à¥-¤¥«¥­¨¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ¡ë«® ¯®«ãç¥­® à ­¥¥ ¢ à §¤. 4.6.�¥âëà¥ ¯®¤®¡« áâ¨W (i) (i=1, 2, 3, 4), à á¯®«®�¥­­ë¥ §  ª ¯«¥©¨ ç áâ¨æ¥© ¢¡«¨§¨ ®á¨ ¯®â®ª , á®áâ ¢«ïîâ ®¡« áâì ¤¨ääã§¨®­­®£®á«¥¤  (à¨á. 4.7).� ª®­¢¥ªâ¨¢­®-¯®£à ­á«®©­®© ®¡« áâ¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® á«¥¤  W (1)¬®«¥ªã«ïà­®© ¤¨ääã§¨¥© ¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì. �®­æ¥­âà æ¨ï §¤¥áì§ ¢¨á¨â â®«ìª® ®â äã­ªæ¨¨ â®ª  ¨ ¢¤®«ì «¨­¨© â®ª  á®åà ­ï¥â¯®áâ®ï­­ë¥ §­ ç¥­¨ï, à ¢­ë¥ §­ ç¥­¨ï¬ ­  ¢ëå®¤¥ ¨§ ¤¨ääã§¨®­­®£®¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï.�® ¢­ãâà¥­­¥© ®¡« áâ¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® á«¥¤  W (2) ¬®�­® ¯à¥­¥-¡à¥çì ¬®«¥ªã«ïà­ë¬ ¬ áá®¯¥à¥­®á®¬ ¢ à ¤¨ «ì­®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¨.� ®¡« áâ¨ § ¤­¥© ªà¨â¨ç¥áª®© â®çª¨ W (3) ãà ¢­¥­¨¥ ¬ áá®¯¥-à¥­®á  ¬®�­® ­¥áª®«ìª® ã¯à®áâ¨âì. Ǒà¨ íâ®¬ ­¥®¡å®¤¨¬® ãç¨âë¢ âìª ª ª®­¢¥ªâ¨¢­ë¥ ç«¥­ë, â ª ¨ à ¤¨ «ì­ãî ¨ â ­£¥­æ¨ «ì­ãî á®áâ ¢-«ïîé¨¥ ¬®«¥ªã«ïà­®© ¤¨ääã§¨¨.� ®¡« áâ¨ á¬¥è¥­¨ï W (4) ®¯à¥¤¥«ïîéãî à®«ì ¢ ¬ áá®¯¥à¥­®á¥¨£à îâ ª®­¢¥ªâ¨¢­ë¥ ç«¥­ë ¨ â ­£¥­æ¨ «ì­ë© ¯¥à¥­®á ¢¥é¥áâ¢ ¯ãâ¥¬ ¬®«¥ªã«ïà­®© ¤¨ääã§¨¨ (¬®«¥ªã«ïà­®© ¤¨ääã§¨¥© ¢¤®«ìà ¤¨ «ì­®© ª®®à¤¨­ âë ¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì).� �­® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢® ¢á¥å ®¡« áâïå ¤¨ääã§¨®­­®£® á«¥¤  W (i)(i=1, 2, 3, 4) ­¥®¡å®¤¨¬® ãç¨âë¢ âì ª®­¢¥ªâ¨¢­ë© ¯¥à¥­®á ¢¥é¥áâ¢ ,®¡ãá«®¢«¥­­ë© ¤¢¨�¥­¨¥¬ �¨¤ª®áâ¨. � ®¡« áâïå W (i) (i = 2, 3, 4)¢ �­ãî à®«ì ¨£à ¥â á®áâ ¢«ïîé ï ¬®«¥ªã«ïà­®© ¤¨ääã§¨¨, ­ ¯à ¢-«¥­­ ï ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­® «¨­¨ï¬ â®ª .� á«ãç ¥ ª ¯«¨ (¯ã§ëàï) ¢ ï¢­®¬  ­ «¨â¨ç¥áª®¬ ¢¨¤¥ ¯®«ãç¥­®à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢® ¢á¥å ®¡« áâïå ¤¨ääã§¨®­­®£® á«¥-¤  W (i) [60, 64℄,   ¢ á«ãç ¥ â¢¥à¤®© áä¥àë | ¢® ¢á¥å ®¡« áâïå, § ¨áª«îç¥­¨¥¬ ®¡« áâ¨ § ¤­¥© ªà¨â¨ç¥áª®© â®çª¨ [60, 140, 299℄. Ǒ®«¥ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢ W (3) ¢ á«ãç ¥ â¢¥à¤®© áä¥àë ¨ ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  ­ «¨§¨à®¢ «®áì ¢ [265℄ ç¨á«¥­­ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨.



206 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬������� 4.10Ǒ®àï¤®ª ¢¥«¨ç¨­ ¡¥§à §¬¥à­ëå (®â­¥á¥­­ëå ª à ¤¨ãáã ª ¯«¨¨«¨ ç áâ¨æë) å à ªâ¥à­ëå à §¬¥à®¢ ®¡« áâ¥© ¤¨ääã§¨®­­®£® á«¥¤  ¢¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ áâ®ªá®¢®¬ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥�¡« áâ¨¤¨ääã§¨®­­®£®á«¥¤  �¥§à §¬¥à­®¥ à ááâ®ï­¨¥®â ¬¥�ä §­®©¯®¢¥àå­®áâ¨, y = r−1 �¥§à §¬¥à­®¥ à ááâ®ï­¨¥®â ®á¨ ¯®â®ª , hǑã§ëà¨, ª ¯«¨ ã¬¥à¥­­®© ¢ï§ª®áâ¨ 0 6 β 6 1�®­¢¥ªâ¨¢­®-¯®£à ­á«®©­ ï®¡« áâì W (1) O(Pe−1/2) 6 y 6O(Pe1/2) O(Pe−1/2) 6 h 6O(Pe−1/4)�­ãâà¥­­ïï®¡« áâì W (2) O(Pe−1/2) 6 y 6O(Pe1/2) 0 6 h 6O(Pe−1/2)�¡« áâì § ¤­¥©ªà¨â¨ç¥áª®©â®çª¨ W (3) 0 6 y 6O(Pe−1/2) 0 6 h 6O(Pe−1/2)�¡« áâìá¬¥è¥­¨ï W (4) y >O(Pe1/2) 0 6 h 6O(Pe−1/4)�¢¥à¤ë¥ ç áâ¨æë�®­¢¥ªâ¨¢­®-¯®£à ­á«®©­ ï®¡« áâì W (1) O(Pe−1/3) 6 y 6O(Pe1/3) O(Pe−1/2) 6 h 6O(Pe−1/3)�­ãâà¥­­ïï®¡« áâì W (2) O(Pe−1/3) 6 y 6O(Pe1/3) 0 6 h 6O(Pe−1/2)�¡« áâì § ¤­¥©ªà¨â¨ç¥áª®©â®çª¨ W (3) 0 6 y 6O(Pe−1/3) 0 6 h 6O(Pe−1/3)�¡« áâìá¬¥è¥­¨ï W (4) y >O(Pe1/3) 0 6 h 6O(Pe−1/3)Ǒ®àï¤®ª ¢¥«¨ç¨­ å à ªâ¥à­ëå à §¬¥à®¢ ®¡« áâ¥© ¤¨ääã§¨®­­®£®á«¥¤  §  áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¥© ¨ â¢¥à¤®© ç áâ¨æ¥© ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬ ¯®-â®ª¥ ãª § ­ ¢ â ¡«. 4.10. �â¨ ®æ¥­ª¨ á®åà ­ïîâ á¨«ã ¨ ¯à¨ ã¬¥à¥­­ëåç¨á« å �¥©­®«ì¤á , ª®£¤  §  ª ¯«¥© ¨ ç áâ¨æ¥© ­¥â § áâ®©­ëå §®­.�«ï ®¤¨­®ç­®© ª ¯«¨ ¨ â¢¥à¤®© ç áâ¨æë ®¡« áâì ¤¨ääã§¨®­­®£®á«¥¤  ¢­®á¨â ¢ª« ¤ ¢ áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤ , ­ ç¨­ ï «¨èì á âà¥âì¥-£® ç«¥­   á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® à §«®�¥­¨ï ¯® ¡®«ìè®¬ã ç¨á«ã Ǒ¥ª«¥.� à ¡®â¥ [139℄ ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ¢ ¯«®áª®© § ¤ ç¥ ® ¬ áá®®¡¬¥­¥æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨å â¥« á ¢ï§ª¨¬ â¥ç¥­¨¥¬ ¤¨ääã§¨®­­ë© á«®© á®áâ®-¨â â®«ìª® ¨§ ¤¢ãå ¯®¤®¡« áâ¥© W (3) ¨ W (4) ®¡é¥© ¯à®âï�¥­­®áâìî
L ∼ aPe−1/9 (¯à¨ Pe → ∞); ¯à¨ íâ®¬ ®¡« áâ¨ W (1) ¨ W (2) ®âáãâ-áâ¢ãîâ. �­ «®£¨ç­ãî áâàãªâãàã ¨¬¥¥â ¤¨ääã§¨®­­ë© á«¥¤ ¢¡«¨§¨ªà¨â¨ç¥áª¨å «¨­¨© ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë.�¨ääã§¨ï ª ¤¢ã¬ â¢¥à¤ë¬ ç áâ¨æ ¬ ¨«¨ ª ¯«ï¬, à á-



4.15. � áá®®¡¬¥­ æ¥¯®ç¥ª ª ¯¥«ì ¨ ç áâ¨æ á �¨¤ª®áâìî 207
�¨á. 4.8. �å¥¬  ®¡â¥ª ­¨ï ¤¢ãå ®¤¨­ ª®¢ëå ç áâ¨æ ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬¯®â®ª®¬¯®«®�¥­­ë¬ ­  ®á¨ ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® áâ®ªá®¢  ¯®â®ª . � á-á¬®âà¨¬ áâ æ¨®­ à­ãî ¤¨ääã§¨î ª ¤¢ã¬ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ë¬ ç áâ¨-æ ¬, à á¯®«®�¥­­ë¬ ®¤­  §  ¤àã£®© ­  ®á¨ ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® áâ®ªá®¢ ¯®â®ª . �ç¨â ¥¬, çâ® ç áâ¨æë á¨¬¬¥âà¨ç­ë ®â­®á¨â¥«ì­® ­¥ª®â®à®©¯«®áª®áâ¨ (à¨á. 4.8) ¨ ¨¬¥îâ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ «¨èì ¯® ¤¢¥ ªà¨â¨ç¥áª¨¥â®çª¨, ª®â®àë¥ ­ å®¤ïâáï ­  ®á¨ â¥ç¥­¨ï (§ ¬ª­ãâë¥ «¨­¨¨ â®ª  ®â-áãâáâ¢ãîâ). Ǒ®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æ ¯®«­®áâìî ¯®£«®é îâ à áâ¢®à¥­­®¥¢ �¨¤ª®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢®.Ǒà¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  ¯®¢¥àå­®áâì¯¥à¢®© ç áâ¨æë ­ å®¤¨âáï ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï ®¡ëç­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¤¨ä-äã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï, ¯à¨ íâ®¬ ­ «¨ç¨¥ ¢â®à®© ç áâ¨æë®ª §ë¢ ¥â ¢«¨ï­¨¥ â®«ìª® §  áç¥â ¨§¬¥­¥­¨ï ¯®«ï áª®à®áâ¥© �¨¤ª®-áâ¨ ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯¥à¢®© (¬ áá®®¡¬¥­ ¢â®à®© ç áâ¨æë ­¥ áª -§ë¢ ¥âáï ­  ¬ áá®®¡¬¥­¥ ¯¥à¢®©).�®«¥¥ á«®�­® ¯à®¨áå®¤¨â ¬ áá®®¡¬¥­ ¢â®à®© ç áâ¨æë, £¤¥ £« ¢-­ãî à®«ì ¨£à ¥â ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ïá ¤¨ääã§¨®­­ë¬ á«¥¤®¬ ¯¥à¢®© ç áâ¨æë.� à ¡®â¥ [61℄ ¡ë«® ¢ë¢¥¤¥­® á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤¥«ì­®¥ á®®â­®è¥­¨¥¤«ï ¨­â¥£à «ì­ëå ¤¨ääã§¨®­­ëå ¯®â®ª®¢ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¢ãå ®¤¨-­ ª®¢ëå ç áâ¨æ, à á¯®«®�¥­­ëå ­  ®á¨ ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® áâ®ªá®¢  ¯®-â®ª  (à¨á. 4.8):limPe→∞

I2
I1 = limPe→∞

Sh2Sh1 = 41/3 − 1 ≈ 0,587. (4.15.1)Ǒà¥¤¥«ì­ë© ¯¥à¥å®¤ ¢ íâ®© ä®à¬ã«¥ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯à¨ ¯®áâ®-ï­­®¬ à ááâ®ï­¨¨ ¬¥�¤ã ç áâ¨æ ¬¨,   ç¨á«® Ǒ¥ª«¥ ®¯à¥¤¥«¥­® ¯®å à ªâ¥à­®¬ã à §¬¥àã ç áâ¨æ.�®®â­®è¥­¨¥ (4.15.1), ¢ ç áâ­®áâ¨, ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï áä¥à à ¢­®-£® à ¤¨ãá , à á¯®«®�¥­­ëå ­  ®á¨ ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® áâ®ªá®¢  ¯®â®ª (à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© ¤«ï íâ®£® á«ãç ï ãª § ­® ¢ [178, 300℄). �­®á¯à ¢¥¤«¨¢® â ª�¥ ¤«ï âà¥å¬¥à­®£® áâ®ªá®¢  ®¡â¥ª ­¨ï ¤¢ãå ®¤¨­ -ª®¢ëå í««¨¯á®¨¤®¢ ¢à é¥­¨ï, ®á¨ ª®â®àëå à á¯®«®�¥­ë ¯ à ««¥«ì­®



208 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬¤àã£ ¤àã£ã ¨ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­® ­¥¢®§¬ãé¥­­®¬ã â¥ç¥­¨î,   ­ ¯à ¢-«¥­¨¥ «¨­¨¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ¨å æ¥­âàë, á®¢¯ ¤ ¥â á ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬¯®áâã¯ â¥«ì­®£® ¯®â®ª .�§ ä®à¬ã«ë (4.15.1) ¢¨¤­®, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áãé¥áâ¢¥­­®¥ â®à¬®-�¥­¨¥ ¯à®æ¥áá  ¬ áá®®¡¬¥­  ¢â®à®© ç áâ¨æë ¯® áà ¢­¥­¨î á ¯¥à¢®©.�«ï ¤¢ãå áä¥à¨ç¥áª¨å ª ¯¥«ì (¯ã§ëà¥©) à ¢­®£® à ¤¨ãá , à á¯®-«®�¥­­ëå ®¤­  §  ¤àã£®© ­  ®á¨ ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® áâ®ªá®¢  ¯®â®ª ,¢ë¯®«­ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì­®¥ à ¢¥­áâ¢® [61℄limPe→∞

I2
I1 = limPe→∞

Sh2Sh1 = 21/2 − 1 ≈ 0,414. (4.15.2)�¨¤­®, çâ® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ¤¨ääã§¨®­­®£® á«¥¤  ¯¥à¢®© ª ¯«¨ á¯®£à ­¨ç­ë¬ á«®¥¬ ¢â®à®© ª ¯«¨ ¯à®¨áå®¤¨â ¡®«¥¥ ¨­â¥­á¨¢­®, ç¥¬¢ á«ãç ¥ â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ. Ǒà¨ íâ®¬ ¨­â¥£à «ì­ë© ¬ áá®®¡¬¥­ ¢â®à®©ª ¯«¨ á �¨¤ª®áâìî ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ ¤¢  à §  á­¨�¥­ ¯® áà ¢­¥­¨î á¬ áá®®¡¬¥­®¬ ¯¥à¢®©.�®à¬ã«  (4.15.2) ¡ã¤¥â á¯à ¢¥¤«¨¢  ¢ á«ãç ¥ ¡¥§¢¨åà¥¢®£® ®¡â¥ª -­¨ï ¤¢ãå ®¤¨­ ª®¢ëå ç áâ¨æ, à á¯®«®�¥­­ëå ­  ®á¨ ¯®áâã¯ â¥«ì­®£®¯®â®ª  ¨¤¥ «ì­®© �¨¤ª®áâ¨ (á¬. à¨á. 4.8).� áá®®¡¬¥­ æ¥¯®ç¥ª ª ¯¥«ì ¨ ç áâ¨æ á �¨¤ª®áâìî ¯à¨¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. � áá¬®âà¨¬ ¤¨ääã§¨î ª ¯®¢¥àå­®áâï¬ª ¯¥«ì (¯ã§ëà¥©), à á¯®«®�¥­­ëå ¤àã£ §  ¤àã£®¬ ­  ®á¨ ¯®áâã¯ -â¥«ì­®£® áâ®ªá®¢  ¯®â®ª  ¢ï§ª®© ­¥á�¨¬ ¥¬®© �¨¤ª®áâ¨. � â ª¨å á¨-áâ¥¬ å, ­ §ë¢ ¥¬ëå ¤ «¥¥ æ¥¯®çª ¬¨, ¯®«¥ â¥ç¥­¨ï ãáâà®¥­® â ª, çâ®®á®¡ ï «¨­¨ï â®ª , ¢ëå®¤ïé ï ¨§ ¨§®«¨à®¢ ­­®© ªà¨â¨ç¥áª®© â®çª¨­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯¥à¢®© ª ¯«¨, ¯®¯ ¤ ¥â ¤ «¥¥ ­  ¯®¢¥àå­®áâì ¢â®à®©ª ¯«¨; ®á®¡ ï «¨­¨ï â®ª , ¢ëå®¤ïé ï á ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢â®à®© ª ¯«¨,¯®¯ ¤ ¥â ­  ¯®¢¥àå­®áâì âà¥âì¥© ¨ â.¤. (â.¥. ª ¯«¨ ý­ ­¨§ ­ëþ ­ ®á®¡ãî «¨­¨î â®ª ). � ª ï á¨âã æ¨ï ¢áâà¥ç ¥âáï ­  ¯à ªâ¨ª¥ ¯à¨®áãé¥áâ¢«¥­¨¨, ­ ¯à¨¬¥à, ¯à®æ¥áá®¢ íªáâà ªæ¨¨ ¢¥é¥áâ¢  ¨§ ª ¯¥«ì¨ à áâ¢®à¥­¨ï £ §®¢ ¨§ ¯ã§ëàìª®¢. � ç áâ­®áâ¨, ®­  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¯à¨íªáâà ªæ¨¨, ª®£¤  ¢ íªáâà ªæ¨®­­®© ª®«®­­¥ ¢¢®¤ ª ¯¥«ì ®áãé¥áâ¢-«ï¥âáï ¢ ®¤­¨å ¨ â¥å �¥ â®çª å ç¥à¥§ à ¢­ë¥ ¯à®¬¥�ãâª¨ ¢à¥¬¥­¨,  ¯à¨ ¡ à¡®â �¥| ¢ á«ãç ¥ ¯®áâ®ï­­®£® à áå®¤  ¡ à¡®â¨àãîé¥£® £ § .� «¥¥ áç¨â ¥¬, çâ® ®á­®¢­®¥ á®¯à®â¨¢«¥­¨¥ ¬ áá®¯¥à¥­®áã á®áà¥-¤®â®ç¥­® ¢ á¯«®è­®© ä §¥.� æ¥¯®çª å ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© «î¡®© ä¨ªá¨à®¢ ­-­®© ª ¯«¨ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢ã¥â á ¤¨ääã§¨®­­ë¬ á«¥¤®¬ à á¯®«®�¥­­®©¢ëè¥ ¯® ¯®â®ªã ¯à¥¤ë¤ãé¥© ª ¯«¨, ¯®«¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢ ª®â®à®¬ áã-é¥áâ¢¥­­® ­¥®¤­®à®¤­® ¨ ®¡¥¤­¥­® §  áç¥â ¯®£«®é¥­¨ï à áâ¢®à¥­­®£®¢ �¨¤ª®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢  ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢á¥å ¢¯¥à¥¤¨ ¨¤ãé¨å ª ¯¥«ì. �á¨«ã â ª®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï, ¢­ãâà¥­­¨© ¬ áá®®¡¬¥­ ¢ æ¥¯®çª å ¡ã¤¥âáãé¥áâ¢¥­­® § â®à¬®�¥­ (ï¢«¥­¨¥ ýíªà ­¨à®¢ ­¨ïþ) ¯® áà ¢­¥­¨î á¨§®«¨à®¢ ­­ë¬¨ ª ¯«ï¬¨.



4.15. � áá®®¡¬¥­ æ¥¯®ç¥ª ª ¯¥«ì ¨ ç áâ¨æ á �¨¤ª®áâìî 209� à ¡®â å [62, 137℄ ¯®«ãç¥­® à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢ ¤¨ä-äã§¨®­­®¬ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥ ª �¤®© ª ¯«¨ æ¥¯®çª¨. �¤¥áì ¢ § ¢¨-á¨¬®áâ¨ ®â à ááâ®ï­¨ï ¬¥�¤ã ª ¯«ï¬¨ ¯à¨å®¤¨âáï à §«¨ç âì ¤¢¥á¨âã æ¨¨: 1) ª®£¤  ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© ä¨ªá¨à®¢ ­-­®© ª ¯«¨ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢ã¥â á ª®­¢¥ªâ¨¢­®-¯®£à ­á«®©­®© ®¡« áâìî¤¨ääã§¨®­­®£® á«¥¤  ¯à¥¤ë¤ãé¥© ª ¯«¨ (¡«¨§ª®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥),2) ª®£¤  ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ¯à®¨áå®¤¨â á ®¡« áâìî á¬¥è¥­¨ï. � ç áâ-­®áâ¨, ¢ á«ãç ¥ ¡«¨§ª®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï áä¥à¨ç¥áª¨å ª ¯¥«ì (¯ã§ë-à¥©) à ¢­®£® à ¤¨ãá , à á¯®«®�¥­­ëå ­  ¡¥§à §¬¥à­®¬ à ááâ®ï­¨¨
l:{O(1) < l < O

(√Pe )}; §  å à ªâ¥à­ë© ¬ áèâ ¡ ¤«¨­ë ¯à¨­¨¬ ¥â-áï à ¤¨ãá ª ¯«¨) ¤àã£ §  ¤àã£®¬ ­  ®á¨ ®¤­®à®¤­®£® áâ®ªá®¢  ¯®â®ª ,¯®«­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  ¯®¢¥àå­®áâì k-© ª ¯«¨ æ¥¯®çª¨ (­ã-¬¥à æ¨ï ¢¥¤¥âáï ®â ¢¯¥à¥¤¨ ¨¤ãé¥© ª ¯«¨) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©[62, 137℄
Ik = I1(√k −√

k − 1 ). (4.15.3)�§ íâ®£® ¢ëà �¥­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¯®«­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­ ¢â®àãî ª ¯«î ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ ¤¢  à §  ¬¥­ìè¥ ¯®â®ª  ­  ¯¥à¢ãî,   ¯à¨
k → ∞, Ik/I1 → 0. �ã¬¬ à­ë© ¨­â¥£à «ì­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª­  ¢á¥ ª ¯«¨ æ¥¯®çª¨ à ¢¥­

I� = k∑

i=1 Ii = I1√k (4.15.4)¨ áãé¥áâ¢¥­­® ¬¥­ìè¥  ­ «®£¨ç­®£® áã¬¬ à­®£® ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®-â®ª  ¤«ï á¨áâ¥¬ë å ®â¨ç¥áª¨ à á¯®«®�¥­­ëå ª ¯¥«ì à ¢­®£® à ¤¨ãá ,¬¥�¤ã ª®â®àë¬¨ ­¥â ¤¨ääã§¨®­­®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï (¢ íâ®¬ á«ãç ¥¯®â®ª¨ ¯à®áâ® áª« ¤ë¢ îâáï, çâ® ¤ ¥â I� = I1k).� [63, 138℄ à áá¬ âà¨¢ « áì § ¤ ç  ® ª®­¢¥ªâ¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨ ªæ¥¯®çª¥ â¢¥à¤ëå à¥ £¨àãîé¨å ç áâ¨æ. �¥å ­¨§¬ â®à¬®�¥­¨ï (íªà -­¨à®¢ ­¨ï) ¬ áá®®¡¬¥­  ¢ æ¥¯®çª å â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ,   â ª�¥ ª ç¥-áâ¢¥­­®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ â ª®© á¨áâ¥¬ë ï¢«ïîâáï â¥¬¨ �¥, çâ® ¨ ¢ æ¥¯®çª¥ª ¯¥«ì.�¤¥áì â ª�¥ ¯®«ãç¥­ë ä®à¬ã«ë ¤«ï ¤¨ääã§¨®­­ëå ¯®â®ª®¢ ¨áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ à¥ £¨àãîé¨å ç áâ¨æ æ¥¯®ç-ª¨. � á«ãç ¥ ¡«¨§ª®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï à¥ £¨àãîé¨å â¢¥à¤ëå áä¥-à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ à ¢­®£® à ¤¨ãá , à á¯®«®�¥­­ëå ­  ¡¥§à §¬¥à­®¬à ááâ®ï­¨¨ l: {O(1) < l < O(Pe1/3)} ¤àã£ §  ¤àã£®¬ ­  ®á¨ ®¤­®à®¤-­®£® áâ®ªá®¢  ¯®â®ª , ¯®«­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  ¯®¢¥àå­®áâì
k-© áä¥àë æ¥¯®çª¨ § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®© [63, 138℄

Ik = I1[k2/3 − (k − 1)2/3]. (4.15.5)� á¯®«®�¥­­ë¥ ¢¯¥à¥¤¨ ¯® ¯®â®ªã ç áâ¨æë ª ª ¡ë íªà ­¨àãîâ



210 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬¯®á«¥¤ãîé¨¥, ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ç¥£® ¨­â¥£à «ì­ë© ¯®â®ª ­  ¨å ¯®¢¥àå­®-áâ¨ ¬®­®â®­­® ã¡ë¢ ¥â:
I1 > I2 > · · · > Ik > Ik+1 > · · · ,  ®â­®è¥­¨¥ Ik/I1 áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î á à®áâ®¬ ¯®àï¤ª®¢®£® ­®¬¥à  k.�§ ä®à¬ã«ë (4.15.5) á«¥¤ã¥â, çâ® ¯®«­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­ ¢â®àãî áä¥àã ¯®çâ¨ ¢ ¤¢  à §  ¬¥­ìè¥ ¯®«­®£® ¤¨ääã§¨®­­®£®¯®â®ª  ­  ¯¥à¢ãî,   ­  á¥¤ì¬ãî| ã�¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ âà¨ à §  ¬¥­ìè¥,ç¥¬ ­  ¯¥à¢ãî.�ã¬¬ à­ë© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  ¢á¥ ç áâ¨æë æ¥¯®çª¨ ¢ëç¨á-«ï¥âáï á ¯®¬®éìî (4.15.5):

I� = k∑

i=1 Ii = I1k2/3, (4.15.6)çâ® §­ ç¨â¥«ì­® ¬¥­ìè¥ áã¬¬ à­®£® ¯®â®ª , ¢ëç¨á«ï¥¬®£® ¡¥§ ãç¥â ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï ¤¨ääã§¨®­­ëå á«¥¤®¢ ¨ ¯®£à ­á«®¥¢ ç áâ¨æ.4.16. � áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ¯à¨ áâ¥á­¥­­®¬®¡â¥ª ­¨¨ á¨áâ¥¬ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨¯ã§ëà¥©� ­¥¥ ¢ à §¤. 2.8 ¡ë«¨ à áá¬®âà¥­ë à §«¨ç­ë¥  á¯¥ªâë £¨¤à®¤¨-­ ¬¨ª¨ áâ¥á­¥­­®£® ®¡â¥ª ­¨ï á¨áâ¥¬ë ç áâ¨æ, ®á­®¢ ­­ë¥ ­  ¬®¤¥«¨â®ç¥ç­ëå á¨« ¨ ïç¥¥ç­®© ¬®¤¥«¨. �¨�¥ ¡ã¤¥â ªà âª® ®¯¨á ­ ¬ áá®- ¨â¥¯«®®¡¬¥­ ¢ â ª¨å á¨áâ¥¬ å ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. �ã¤¥¬ ¨áá«¥-¤®¢ âì «¨¡® ¤®áâ â®ç­® à §à¥�¥­­ë¥ á¨áâ¥¬ë ç áâ¨æ, «¨¡® á¨áâ¥¬ëá ­¥à¥£ã«ïà­®© áâàãªâãà®©, ª®£¤  ¤¨ääã§¨®­­ë¬ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥¬®â¤¥«ì­ëå ç áâ¨æ ¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì. (�¥£ã«ïà­ë¥ ¤¨á¯¥àá­ë¥ á¨áâ¥-¬ë, ¢ ª®â®àëå ­¥®¡å®¤¨¬® ãç¨âë¢ âì ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ¤¨ääã§¨®­­ëåá«¥¤®¢ ¨ ¯®£à ­á«®¥¢ ®â¤¥«ì­ëå ç áâ¨æ, ¨áá«¥¤®¢ «¨áì ¢ à ¡®â¥ [69℄­  ®á­®¢¥ à¥§ã«ìâ â®¢, ¨§«®�¥­­ëå ¢ à §¤. 4.15.)Ǒà¨ á¥¤¨¬¥­â æ¨¨ à §à¥�¥­­ëå ¬®­®¤¨á¯¥àá­ëå á¨áâ¥¬ áä¥à¨-ç¥áª¨å ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¬®�­® ¢ë-ç¨á«ïâì á ¯®¬®éìî ä®à¬ã« (4.6.8), (4.6.17), £¤¥ ç¨á«® Ǒ¥ª«¥ ®¯à¥¤¥-«ï¥âáï ¯® áª®à®áâ¨ áâ¥á­¥­­®£® ®¡â¥ª ­¨ï.�®­®¤¨á¯¥àá­ ï á¨áâ¥¬  áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ. �«ï ®¯à¥¤¥-«¥­¨ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¬ áá®- ¨ â¥¯«®¯¥à¥­®á  ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« åǑ¥ª«¥, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ®¤¨­®ç­®© ç áâ¨æë, ¤®áâ â®ç­® §­ âì à á¯à¥-¤¥«¥­¨¥ ¢¨åàï ¯® ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¢¥à¤ëå áä¥à. Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ à áç¥â å¬®�­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï à¥§ã«ìâ â ¬¨ à §¤. 4.6.



4.16. � áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ¯à¨ áâ¥á­¥­­®¬ ®¡â¥ª ­¨¨ ç áâ¨æ 211� áá¬®âà¨¬ ¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ¬®­®¤¨á¯¥àá­®© á¨áâ¥¬ë áä¥à¨-ç¥áª¨å ç áâ¨æ à ¤¨ãá  a á ®¡ê¥¬­®© ¯«®â­®áâìî â¢¥à¤®© ä §ë φ. �á-¯®«ì§ãï ¯®«¥ áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨, ¯®«ãç¥­­®¥ ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©-­®«ì¤á  á ¯®¬®éìî ïç¥¥ç­®© ¬®¤¥«¨ � ¯¯¥«ï (á¬. à §¤. 2.8), ¬®�­®­ ©â¨ áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  [31, 33℄Sh = 0,625 [ 2(1− φ5/3)2− 3φ1/3 + 3φ5/3 − 2φ2 ]1/3 Pe1/3φ . (4.16.1)�¤¥áì Peφ = aUφ/D | ç¨á«® Ǒ¥ª«¥, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ¯® áª®à®áâ¨ áâ¥á-­¥­­®£® ¯®â®ª , ª®â®à®¥ ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥
Uφ = 32 ( 2− 3φ1/3 + 3φ5/3 − 2φ23 + 2φ5/3 )

Ui, (4.16.2)£¤¥ Ui | áª®à®áâì ®¤¨­®ç­®© áä¥àë, ¯ ¤ îé¥© ¢ ¡¥§£à ­¨ç­®© �¨¤-ª®áâ¨.� áç¥â ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­  ¯à¨ ã¬¥à¥­­ëå ¨¡®«ìè¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  á¢ï§ ­ á âàã¤­®áâï¬¨, ¢®§­¨ª îé¨¬¨¯à¨ ®¯¨á ­¨¨ áâ¥á­¥­­ëå â¥ç¥­¨© á ãç¥â®¬ á¨« ¨­¥àæ¨¨ ¯à¨ Pe≫ 1.� �­® ®â¬¥â¨âì, ®¤­ ª®, çâ® ¯®«¥ â¥ç¥­¨ï ¢ ª®­æ¥­âà¨à®¢ ­­ëå ¤¨á-¯¥àá­ëå á¨áâ¥¬ å ¡®«¥¥ á« ¡® § ¢¨á¨â ®â ç¨á«  �¥©­®«ì¤á , ç¥¬ ¢ á«ã-ç ¥ ®¤¨­®ç­ëå ç áâ¨æ. � ¯à¨¬¥à, ¯à®æ¥áá ¢®§­¨ª­®¢¥­¨ï §  ç áâ¨æ -¬¨ ®¡« áâ¥© á § ¬ª­ãâ®© æ¨àªã«ïæ¨¥© �¨¤ª®áâ¨, ª®â®àë¥ ¢«¨ïîâ ­ ¬ áá®- ¨ â¥¯«®¯¥à¥­®á, ¢¥áì¬  § âï£¨¢ ¥âáï ¨ § ¢¥àè ¥âáï ¯à¨ §­ -ç¥­¨ïå Re ¢ ­¥áª®«ìª® ¤¥áïâª®¢ ¨«¨ ¤ �¥ á®â¥­. �ª § ­­®¥ á£« �¨-¢ ­¨¥ ¢®§¬ãé¥­¨© ¢ ¯®â®ª¥ ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å ª®­æ¥­âà æ¨ïå¤¨á¯¥àá­®© ä §ë ¯®§¢®«ï¥â ¯® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ¤ ­­ë¬ ¢ áâ®ªá®-¢®¬ à¥�¨¬¥ ¯à¨¡«¨�¥­­® ®æ¥­¨¢ âì ¯à®æ¥áá ¬ áá®- ¨ â¥¯«®¯¥à¥­®á ¢ ®¡« áâ¨ ¡®«¥¥ ¢ëá®ª¨å §­ ç¥­¨© Re.�ªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥ ¯® ¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ã ¢ áâ¥á­¥­­®¬¯®â®ª¥ ç áâ® ®¡à ¡ âë¢ îâ ¢ ¢¨¤¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ä ªâ®à  �®«ì¡®à­ Ko = Sh/(S
Reφ) ®â ç¨á«  �¥©­®«ì¤á . Ǒà®¢¥¤¥­­®¥ ¢ à ¡®â¥ [33℄áà ¢­¥­¨¥ ®¯ëâ­ëå ¤ ­­ëå ¯® ä ªâ®àã �®«ì¡®à­  ¤«ï â¢¥à¤ëå áä¥à¯à¨ 0,5 6 φ 6 0,7 á â¥®à¥â¨ç¥áª¨¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ ¯à¨ Re < 1 ¯®ª § «®,çâ® à¥§ã«ìâ âë à áç¥â®¢ ¤«ï ¬ «ëå Re ®ª §ë¢ îâáï ¯à¨£®¤­ë¬¨¢¯«®âì ¤® Re 6 50.�«ï à áç¥â  áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  (�ãáá¥«ìâ ) ¢ á«ãç ¥ á¢®-¡®¤­® ­ áë¯­®£® á«®ï ç áâ¨æ à §«¨ç­®© ä®à¬ë ¢ è¨à®ª®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á  ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì í¬¯¨à¨ç¥áª¨¥ ä®à¬ã«ë [94℄Sh = 0,46 S
0,33Re0,85ef ¯à¨ 0,1 6 Reef 6 1,Sh = 0,50 S
0,33Re0,47ef ¯à¨ 1 6 Reef 6 15,Sh = 0,30 S
0,33Re0,64ef ¯à¨ 15 6 Reef 6 4 · 104, (4.16.3)



212 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬£¤¥ íää¥ªâ¨¢­®¥ ç¨á«® �¥©­®«ì¤á  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à -§®¬: Reef = ae〈U〉
ν

, ae = 2(1− φ)
sφ

, 〈U〉 = Ui1− φ
. (4.16.4)�¤¥áì ae | íª¢¨¢ «¥­â­ë© à ¤¨ãá ç áâ¨æ, 〈U〉 | áà¥¤­ïï áª®à®áâì¯®â®ª , s = S∗/V∗ | ã¤¥«ì­ ï ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æ, Ui |áª®à®áâì ­ ¡¥£ îé¥£® ¯®â®ª  (¯à¨ φ = 0).�«ï ¬®­®¤¨á¯¥àá­®£® á«®ï áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ à ¤¨ãá  a ¢ ä®à-¬ã« å (4.16.3), (4.16.4) á«¥¤ã¥â ¯®«®�¨âì s = 3/a.Ǒ®«¨¤¨á¯¥àá­ ï á¨áâ¥¬  áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ. Ǒà¨  ­ «¨§¥¯à®æ¥áá®¢ ¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­  ¢ ¯®«¨¤¨á¯¥àá­ëå á¨áâ¥¬ å ¢¢®¤ïâäã­ªæ¨î à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ç áâ¨æ ¯® à §¬¥à ¬ f(a), ã¤®¢«¥â¢®àïîéãîãá«®¢¨î ­®à¬¨à®¢ª¨ ∫ ∞0 f(a) da = 1. (4.16.5)�¡é¥¥ ç¨á«® ç áâ¨æ N ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á¨áâ¥¬¥ ¢ëç¨á«ï¥âáï á¯®¬®éìî ä®à¬ã«

N = 3φV∗32π�a3 , �a = [∫ ∞0 a3f(a) da]1/3 , (4.16.6)£¤¥ V∗ |¯®«­ë© ®¡ê¥¬ á¨áâ¥¬ë, �a|áà¥¤­¨© à ¤¨ãá ç áâ¨æ.� §¬¥à­ ï ¢¥«¨ç¨­  ¯®«­®£® ¯®â®ª  ¬ ááë ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª:
I∗ = −

∫ π0 ∫ ∞0 ND

(
∂C

∂R

)

R=a

2πa2 sin θ f(a) da dθ. (4.16.7)�á¯®«ì§ãï à¥§ã«ìâ âë [307℄, ¯®«ãç¥­­ë¥ ¤«ï ¯®«ï â¥ç¥­¨ï á ¯®-¬®éìî ¬®¤¥«¨ â®ç¥ç­ëå á¨«, ¬®�­® ­ ©â¨ áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤ ¤«ï ¯®«¨¤¨á¯¥àá­®© á¨áâ¥¬ë ç áâ¨æ [31℄Sh = 0,625 (APeφ)1/3, Peφ = aUφ/D, (4.16.8)£¤¥
A = 1 + a2− 3φ {[9φ(2− 3φ) b1

b3 + 814 φ2 ( b2
b3 )2 ]1/2 + 92 φ b2b3 },

bm = ∫ ∞0 amf(a) da (m = 1, 2, 3).�á«¨ äã­ªæ¨ï à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨§¢¥áâ­ , â® ¢ëç¨á«¥­¨¥ ¬®¬¥­-â®¢ bm ­¥ á®áâ ¢«ï¥â âàã¤ . �¡ëç­® f(a) § ¤ îâ ä®à¬ã« ¬¨ íªá¯®-­¥­æ¨ «ì­®£® ¨«¨ ¬ ªá¢¥««®¢áª®£® ¢¨¤ . �¥â®¤ë íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­®£®®¯à¥¤¥«¥­¨ï f(a) ®¯¨á ­ë ¢ [169℄.



4.16. � áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ¯à¨ áâ¥á­¥­­®¬ ®¡â¥ª ­¨¨ ç áâ¨æ 213�®­®¤¨á¯¥àá­ ï á¨áâ¥¬  áä¥à¨ç¥áª¨å ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥©.�«ï áâ®ªá®¢  à¥�¨¬  ¤¢¨�¥­¨ï á¨áâ¥¬ë áä¥à¨ç¥áª¨å ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ë-à¥© ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ïç¥¥ç­®© ¬®¤¥«¨ � ¯¯¥«ï (á¬. à §¤. 2.8) ¯à¨¢®¤¨âª á«¥¤ãîé¥¬ã ¢ëà �¥­¨î ¤«ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  [314℄:Sh = 0,461{ 2(1− φ5/3) Peφ(1− φ1/3)[3β + 2 + 2(β − 1)φ5/3℄− β(1− φ5/3) }1/2
,(4.16.9)£¤¥ Peφ = aUφ/D| ç¨á«® Ǒ¥ª«¥, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¯® áª®à®áâ¨ áâ¥á­¥­-­®£® ¯®â®ª  Uφ, β | ®â­®è¥­¨¥ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ¢ï§ª®áâ¥© ¤¨á¯¥àá­®©¨ á¯«®è­®© ä §ë (§­ ç¥­¨¥ β = 0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £ §®¢®¬ã ¯ã§ëàî).Ǒà¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  Reφ = aUφ/ν > 500 áª®à®áâì ¬ á-á®¯¥à¥­®á  ¢ áâ¥á­¥­­®¬ ¯®â®ª¥ £ §®¢ëå ¯ã§ëàìª®¢ ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâìá ¯®¬®éìî ä®à¬ã«ë [253℄Sh = 0,8 √Peφ√1− φ

. (4.16.10)�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ à ¡®â¥ [161℄ ­  ®á­®¢¥ ïç¥¥ç­®© ¬®¤¥«¨ â¥ç¥­¨ï ¨á-á«¥¤®¢ «áï ¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ¬®­®¤¨á¯¥àá­ëå á¨áâ¥¬ áä¥à¨ç¥áª¨åª ¯¥«ì, ¯ã§ëà¥© ¨ â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ ¯à¨ Reφ < 250 ¨ 0 < φ < 0,5.� áá®- ¨ â¥¯«®¯¥à¥­®á ¯à¨ ¯®¯¥à¥ç­®¬ ®¡â¥ª ­¨¨ ¯ ª¥â®¢æ¨«¨­¤à®¢. � áá¬®âà¨¬ ¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ¯ ª¥â®¢ ªàã£®¢ëå æ¨-«¨­¤à®¢ á ª®à¨¤®à­ë¬ ¨ è å¬ â­ë¬ à á¯®«®�¥­¨¥¬. � ¯¥à¢®¬ àï¤ã¯ ª¥â  âàã¡ë ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  ­ å®¤ïâáï ¢ãá«®¢¨ïå, ¡«¨§ª¨å ª ãá«®¢¨ï¬ ¬ áá®®¡¬¥­  ®¤¨­®ç­®£® æ¨«¨­¤à  (¥á-«¨ ¬¥�âàã¡­ë© § §®à ¯®àï¤ª  à ¤¨ãá  æ¨«¨­¤à ),   ¢ ¯®á«¥¤ãîé¨åàï¤ å ¬ áá®®â¤ ç  ¢®§à áâ ¥â. �ª § ­­®¥ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ®¡ãá«®¢«¥­®â¥¬, çâ® ¯¥à¢ë¥ àï¤ë ¤¥©áâ¢ãîâ, ª ª âãà¡ã«¨§ â®àë ¯®â®ª . �â ¡¨-«¨§ æ¨ï ¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­  ¯à®¨áå®¤¨â ¢ ¯à¥¤¥« å 10% ¯®á«¥ 4-£®àï¤  ¨ ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¯®«­®áâìî ¯®á«¥ 14-£® àï¤ . � «¥¥ ¯à¨ à áç¥-â å §  å à ªâ¥à­ë© ¬ áèâ ¡ ¤«¨­ë ¯à¨­¨¬ ¥âáï à ¤¨ãá âàã¡ a,   § å à ªâ¥à­ãî áª®à®áâì â¥ç¥­¨ï U = Ui/ψ, £¤¥ Ui | áª®à®áâì â¥ç¥­¨ï¢¤ «¨ ®â ¯ ª¥â  æ¨«¨­¤à®¢, ψ|ª®íää¨æ¨¥­â ­ ¨¡®«ìè¥£® áã�¥­¨ï¯à®å®¤­®£® á¥ç¥­¨ï ¯ ª¥â  ¯® å®¤ã ¯®â®ª .�à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¢ £«ã¡¨­­®¬ àï¤ã (¯à¨ k > 14, £¤¥ k |­®¬¥à àï¤ ) ¤«ï ª®à¨¤®à­ëå ¯ ª¥â®¢ ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã« ¬ [94℄Shmax = 0,59 S
0,36Re0,4 ¯à¨ 1 < Re < 50,Shmax = 0,37 S
0,36Re0,5 ¯à¨ 50 < Re < 200,Shmax = 0,21 S
0,36Re0,63 ¯à¨ 200 < Re < 105. (4.16.11)



214 � áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬�«ï è å¬ â­®£® à á¯®«®�¥­¨ï âàã¡ ¢ ¯ ª¥â¥ áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á ¯®¬®éìî ¢ëà �¥­¨© [94℄Shmax = 0,69 S
0,36Re0,4 ¯à¨ 1 < Re < 20,Shmax = 0,50 S
0,36Re0,5 ¯à¨ 20 < Re < 150,Shmax = 0,28 S
0,36Re0,6 ¯à¨ 150 < Re < 105. (4.16.12)� áá®- ¨ â¥¯«®¯¥à¥¤ ç  ¢ ¯¥à¥¤­¨å àï¤ å ¯ ª¥â  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¯®¬®éìî ¯à¨¡«¨�¥­­®© ä®à¬ã«ëShk = k

k + α
Shmax (k > 2), (4.16.13)¢ ª®â®à®© ¤«ï ª®à¨¤®à­®£® à á¯®«®�¥­¨ï âàã¡ á«¥¤ã¥â ¯®«®�¨âì

α = 0,3,   ¤«ï è å¬ â­®£® à á¯®«®�¥­¨ï| α = 0,5.



5. � áá®®¡¬¥­, ®á«®�­¥­­ë©¯®¢¥àå­®áâ­®© ¨«¨ ®¡ê¥¬­®©å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥©� ¯à¥¤ë¤ãé¨å £« ¢ å à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¯à®æ¥ááë ¯¥à¥­®á  ¢¥é¥-áâ¢  ª ¯®¢¥àå­®áâï¬ ç áâ¨æ ¨ ª ¯¥«ì ¢ á«ãç ¥ ¡¥áª®­¥ç­®© áª®à®áâ¨å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ( ¤á®à¡æ¨ï, à áâ¢®à¥­¨¥). �à®¬¥ â®£®, ­¥ à á-á¬ âà¨¢ «¨áì å¨¬¨ç¥áª¨¥ à¥ ªæ¨¨, ¯à®â¥ª îé¨¥ ¢ ®¡ê¥¬¥ á¯«®è­®©ä §ë. � àï¤ã á íâ¨¬¨ á«ãç ï¬¨ ¢ ¯à¨«®�¥­¨ïå ¢ �­ãî à®«ì ¨£à îâ¬ áá®®¡¬¥­­ë¥ ¯à®æ¥ááë, ¢ ª®â®àëå áª®à®áâ¨ ¨§¬¥­¥­¨ï ª®­æ¥­âà -æ¨¨ à¥ £¥­â  ¯à¨ å¨¬¨ç¥áª®¬ ¯à¥¢à é¥­¨¨ ¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®¤-¢®¤  à¥ £¥­â  ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ ®ª §ë¢ îâáï áà ¢­¨¬ë¬¨ ¯® ¢¥«¨ç¨­¥.�®«ìè®¥ §­ ç¥­¨¥ ¨¬¥îâ â ª�¥ ¯à®æ¥ááë á ®¡ê¥¬­ë¬¨ å¨¬¨ç¥áª¨¬¨à¥ ªæ¨ï¬¨, ¯à®â¥ª îé¨¬¨ á ª®­¥ç­®© áª®à®áâìî.� ¤ ­­®© £« ¢¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï § ¤ ç¨ ® ª®­¢¥ªâ¨¢­®¬ ¬ áá®®¡-¬¥­¥ ç áâ¨æë á ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¨ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¯à¨ ¯à®â¥ª ­¨¨­  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨, áª®à®áâì ª®â®à®©¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ®¡à §®¬ § ¢¨á¨â ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¤¨ääã­¤¨àãîé¥£®¢¥é¥áâ¢ . Ǒ®«ãç¥­ë ¯à®áâë¥ ¯à¨¡«¨�¥­­ë¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï ®¯à¥¤¥-«¥­¨ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯à¨ «î¡®© ª¨­¥â¨ª¥ ¯®¢¥àå­®áâ­®©å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ §­ ç¥­¨© ª®­áâ ­âë áª®à®áâ¨à¥ ªæ¨¨ ¨ ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥.�áá«¥¤®¢ ­® ¢«¨ï­¨¥ £®¬®£¥­­ëå å¨¬¨ç¥áª¨å à¥ ªæ¨© ­  ¨­â¥­-á¨¢­®áâì ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¬ áá®®¡¬¥­  ª ¯¥«ì ¨ ç áâ¨æ á ¯®â®ª®¬. Ǒà¨-¢¥¤¥­ë ¯à®áâë¥ ¯à¨¡«¨�¥­­ë¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï à áç¥â  ç¨á«  �¥à¢ã¤ ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ áª®à®áâ¨ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ª-æ¨¨ ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¤«ï ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® ¨ á¤¢¨£®¢®£® â¥ç¥­¨©.5.1. � áá®¯¥à¥­®á, ®á«®�­¥­­ë©¯®¢¥àå­®áâ­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥©� àï¤ã á à áá¬®âà¥­­ë¬¨ ¢ ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¨å £« ¢ å á«ãç ï¬¨¢ ¯à¨«®�¥­¨ïå ¢ �­ãî à®«ì ¨£à îâ ¯®¢¥àå­®áâ­ë¥ å¨¬¨ç¥áª¨¥ à¥- ªæ¨¨, áª®à®áâì ª®â®àëå ª®­¥ç­  (á¬. à §¤. 3.1), ª®­æ¥­âà æ¨ï ­ £à ­¨æ å à §¤¥«  §¤¥áì § à ­¥¥ ­¥¨§¢¥áâ­  ¨ ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï ¢ å®¤¥à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨. �®¯ãáâ¨¬, çâ® áä¥à¨ç¥áª ï ç áâ¨æ  (ª ¯«ï, ¯ã§ëàì)à ¤¨ãá  a ®¡â¥ª ¥âáï « ¬¨­ à­ë¬ ¯®â®ª®¬ �¨¤ª®áâ¨ á å à ªâ¥à­®©áª®à®áâìî U ,   R|à ¤¨ «ì­ ï ª®®à¤¨­ â , á¢ï§ ­­ ï á æ¥­âà®¬ ç -áâ¨æë. �ç¨â ¥¬, çâ® ª®­æ¥­âà æ¨ï ¢¤ «¨ ®â ç áâ¨æë ¯®áâ®ï­­  ¨ à ¢-­  Ci,   ­  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯à®â¥ª ¥â å¨¬¨ç¥áª ï à¥ ªæ¨ï á®áª®à®áâìîWs =KsFs(C), £¤¥ Ks|ª®­áâ ­â  áª®à®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®©215



216 � áá®®¡¬¥­, ®á«®�­¥­­ë© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥©à¥ ªæ¨¨; äã­ªæ¨ï Fs ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª¨­¥â¨ª®© à¥ ªæ¨¨ ¨ ã¤®¢«¥â¢®-àï¥â ãá«®¢¨î Fs(0) = 0.�®®â¢¥âáâ¢ãîé ï § ¤ ç  ® à á¯à¥¤¥«¥­¨¨ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢ á¯«®è-­®© ä §¥ ä®à¬ã«¨àã¥âáï â ª:Pe(~v · ∇)c = �c; (5.1.1)
r = 1, ∂c

∂r
= −ksfs(c); (5.1.2)

r → ∞, c→ 0. (5.1.3)�¤¥áì ¡¥§à §¬¥à­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¨ ¯ à ¬¥âàë á¢ï§ ­ë á ¨áå®¤­ë¬¨à §¬¥à­ë¬¨ ¢¥«¨ç¨­ ¬¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨
c= Ci − C

Ci , r= R

a
, Pe= aU

D
, ks= aKsFs(Ci)

DCi , fs(c) = Fs(C)
Fs(Ci) .� ç áâ­®áâ¨, ¤«ï à¥ ªæ¨¨ ¯®àï¤ª  n ¨¬¥¥¬ Fs = Cn ¨ fs = (1− c)n.� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ äã­ªæ¨ï fs ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨

fs(1) = 0, fs(0) = 1. (5.1.4)� à ¡®â å [60, 279℄ ¤«ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¡ë«® ¯à¥¤«®�¥­®á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¨¡«¨�¥­­®¥ ãà ¢­¥­¨¥:Sh = ksfs( ShSh∞ )
, (5.1.5)ª®â®à®¥ á ãá¯¥å®¬ ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï Sh ¯à¨¯à®¨§¢®«ì­®¬ ®¡â¥ª ­¨¨ áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¤«ï«î¡®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ áª®à®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®© à¥ ªæ¨¨ ®â ª®­æ¥­à æ¨¨¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ç¨á«  Ǒ¥ª«¥: 0 6 Pe <∞.� ä®à¬ã«¥ (5.1.5) ¢¥«¨ç¨­  Sh∞ = Sh∞(Pe) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¤¨ä-äã§¨®­­®¬ã à¥�¨¬ã à¥ ªæ¨¨ (â.¥. ¯à¥¤¥«ì­®¬ã á«ãç î ks → ∞) ¨¤®«�­  ®¯à¥¤¥«ïâìáï á ¯®¬®éìî à¥è¥­¨ï ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© § ¤ ç¨(5.1.1), (5.1.3) á ¯à®áâ¥©è¨¬ £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ­  ¬¥�ä §­®© ¯®-¢¥àå­®áâ¨: r = 1, c = 1. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï Sh∞(Pe) ¢á«ãç ¥ à §«¨ç­ëå â¥ç¥­¨© ¡ë«¨ ¯à¨¢¥¤¥­ë à ­¥¥ ¢ à §¤. 4.7 ¨ 4.8.�«ï ¯®¢¥àå­®áâ­®© à¥ ªæ¨¨ ¯®àï¤ª  n ãà ¢­¥­¨¥ (5.1.5) ¯à¨­¨¬ -¥â ¢¨¤ Sh = ks (1− ShSh∞ )n

, ks = aKsCn−1i
D

.



5.1. � áá®¯¥à¥­®á, ®á«®�­¥­­ë© ¯®¢¥àå­®áâ­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥© 217� §à¥è ï ¥£® ®â­®á¨â¥«ì­® Sh, ¢ ç áâ­ëå á«ãç ïå n=1/2, 1, 2 ¬®�­®¯®«ãç¨âì á®®â¢¥âáâ¢¥­­®Sh = ks[( k2s4 Sh2∞ + 1)1/2
− ks2 Sh∞ ] ¯à¨ n = 12 ,Sh = ( 1

ks + 1Sh∞ )−1 ¯à¨ n = 1,Sh = Sh2∞4ks [( 4ksSh∞ + 1)1/2
− 1]2 ¯à¨ n = 2.� [60℄ ¯®ª § ­®, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ (5.1.5) ¯®§¢®«ï¥â ¯à ¢¨«ì­® ­ ©â¨ ¢á«ãç ¥ ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® áâ®ªá®¢  ¯®â®ª  âà¨,   ¢ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì­®-£® á¤¢¨£®¢®£®| ç¥âëà¥ ¯¥à¢ëå ç«¥­   á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® à §«®�¥­¨ïç¨á«  �¥à¢ã¤  ¯® ¬ «ë¬ ç¨á« ¬ Ǒ¥ª«¥ ¤«ï «î¡®© ª¨­¥â¨ª¨ ¯®¢¥àå-­®áâ­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨.Ǒà¨£®¤­®áâì ¯à¨¡«¨�¥­­®£® ¢ëà �¥­¨ï (5.1.5) ¯à¨ ¯à®¬¥�ãâ®ç-­ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ Pe = 10, 20, 50 (íâ¨¬ §­ ç¥­¨ï¬ á®®â¢¥âáâ¢®¢ «¨ç¨á«  �¥©­®«ì¤á  Re = 10, 20, 0,5) ¢ á«ãç ¥ ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® ®¡â¥-ª ­¨ï â¢¥à¤®© áä¥àë ¯à®¢¥àï« áì ¯ãâ¥¬ áà ¢­¥­¨ï á à¥§ã«ìâ â ¬¨ç¨á«¥­­®£® à¥è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© § ¤ ç¨ ¤«ï ¯®¢¥àå­®áâ­®© å¨-¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª . Ǒ® ¤ ­­ë¬ [2, 28℄ á«¥¤ã¥â, çâ®¯®£à¥è­®áâì ãà ¢­¥­¨ï (5.1.5) ¢ íâ¨å á«ãç ïå ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 1,5%.Ǒà¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¤«ï ¯®¢¥àå­®áâ­®© à¥ ªæ¨¨ ¯®àï¤ª 

n = 1/2, 1, 2 ¯à®¢¥àª  ¯à¨£®¤­®áâ¨ ãà ¢­¥­¨ï (5.1.5) ¯à®¢®¤¨« áì ¢®¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ¯ à ¬¥âà  ks ¯ãâ¥¬ áà ¢­¥­¨ï ¥£® ª®à­ïá à¥§ã«ìâ â ¬¨ ç¨á«¥­­®£® à¥è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨­â¥£à «ì­ëåãà ¢­¥­¨© ¤«ï ¯®¢¥àå­®áâ­®© ª®­æ¥­âà æ¨¨ (¢ë¢¥¤¥­­ëå ¢ ¯à¨¡«¨-�¥­¨¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï) ¢ á«ãç ¥ ¯®áâã¯ â¥«ì­®£®áâ®ªá®¢  ®¡â¥ª ­¨ï áä¥àë, ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à , ª ¯«¨ ¨ ¯ã§ëàï [60℄.�¥§ã«ìâ âë á®¯®áâ ¢«¥­¨ï ¤«ï à¥ ªæ¨¨ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  (n=2) ¯à¥¤-áâ ¢«¥­ë ­  à¨á. 5.1 (¤«ï n = 1/2 ¨ n = 1 â®ç­®áâì ãà ¢­¥­¨ï (5.1.5)¢ëè¥, ç¥¬ ¤«ï n = 2). �à¨¢ ï 1, ¨§®¡à �¥­­ ï á¯«®è­®© «¨­¨¥©,á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à¥ ªæ¨¨ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  n= 2. �¨¤­®, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì-­ ï ¯®£à¥è­®áâì ­ ¡«î¤ ¥âáï ¯à¨ 0,56 ks/Sh∞ 6 5,0 ¨ ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â6%| ¤«ï â¢¥à¤®© áä¥àë (ªà¨¢ ï 2 ), 8%| ¤«ï ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à (ªà¨¢ ï 3 ) ¨ 12%| ¤«ï áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ (ªà¨¢ ï 4 ).� à ¡®â¥ [249℄ ¯à®¢®¤¨« áì ¯à®¢¥àª  ¯à¨£®¤­®áâ¨ ãà ¢­¥­¨ï(5.1.5) ¯à¨ n = 1/2, 1, 2 ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ¯ à ¬¥âà®¢
ks ¨ Pe ¤«ï á¤¢¨£®¢®£® áâ®ªá®¢  ®¡â¥ª ­¨ï áä¥àë. �® ¢á¥å à áá¬®â-à¥­­ëå á«ãç ïå ¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ­¥ ¯à¥¢ëè «  5%.�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ á«ãç ¥ ç áâ¨æ ­¥¯à ¢¨«ì­®© ä®à¬ë ¤«ï à áç¥â áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  á«¥¤ã¥â ¨á¯®«ì§®¢ âì ¡®«¥¥ ®¡é¥¥ ãà ¢­¥­¨¥ShSh0 = fs( ShSh∞ )

, (5.1.6)



218 � áá®®¡¬¥­, ®á«®�­¥­­ë© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥©

�¨á. 5.1. � ¢¨á¨¬®áâì ç¨á«  �¥à¢ã¤  ®â ª®­áâ ­âë áª®à®áâ¨ ¤«ï ¯®¢¥àå­®áâ­®©å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª : 1 | ¯® ä®à¬ã«¥ (5.1.5), 2 | ¤«ï â¢¥à¤®©áä¥àë, 3 |¤«ï ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à , 4 |¤«ï áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ ¨ ¯ã§ëàï£¤¥ Sh0 |  á¨¬¯â®â¨ª  ¢¥«¨ç¨­ë Sh ¯à¨ ks → 0.5.2. �¨ääã§¨ï ª ¢à é îé¥¬ãáï ¤¨áªã¨ ¯«®áª®© ¯« áâ¨­¥ ¯à¨ ¯à®â¥ª ­¨¨®¡ê¥¬­®© à¥ ªæ¨¨� áá®¯¥à¥­®á ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¨áª , ¢à é îé¥£®áï ¢ �¨¤-ª®áâ¨. � áá¬®âà¨¬ ¤¨ääã§¨î ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¨áª , ¢à é îé¥£®áï¢ �¨¤ª®áâ¨ á ¯®áâ®ï­­®© ã£«®¢®© áª®à®áâìî ω. �ç¨â ¥¬, çâ® ¯à®æ¥áá®á«®�­¥­ ­¥®¡à â¨¬®© ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥©, áª®à®áâì ª®-â®à®© à ¢­  Wv = KvFv(C).Ǒà¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢ �¨¤-ª®áâ¨ ®¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨:
d2c
dy2 +Pe y2 dc

dy
= kvfv(c); (5.2.1)

y = 0, c = 1; y → ∞, c→ 0. (5.2.2)�¤¥áì ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¨ ¯ à ¬¥âàë ¢¢¥¤¥­ë ¯® ä®à¬ã« ¬
c = C

Cs , y = Y

a
, Pe = 0,51 ν

D
, a = ( ν

ω

)1/2
,

kv = a2KvFv(Cs)
DCs , fv(c) = Fv(C)

Fv(Cs) ,



5.2. �¨ääã§¨ï ª ¤¨áªã ¨ ¯« áâ¨­¥ ¯à¨ ¯à®â¥ª ­¨¨ ®¡ê¥¬­®© à¥ ªæ¨¨ 219£¤¥ Y |à ááâ®ï­¨¥ ®â ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¨áª , a|å à ªâ¥à­ë© ¬ áèâ ¡¤«¨­ë, Cs |ª®­æ¥­âà æ¨ï ã ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¨áª , ν|ª¨­¥¬ â¨ç¥áª ï¢ï§ª®áâì �¨¤ª®áâ¨.�ç¨â ¥¬, çâ®Wv > 0 ¨ Fv(0) = 0. Ǒ®íâ®¬ã äã­ªæ¨ï fv(c) ®¡« ¤ ¥âá¢®©áâ¢ ¬¨ fv(0) = 0 ¨ fv(1) = 1.�«ï ¯à¨¡«¨�¥­­®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¡¥§à §¬¥à­®£® ¤¨ääã§¨®­­®£®¯®â®ª  ­  ¯®¢¥àå­®áâì ¤¨áª  j = −(dc/dy)y=0 ã¤®¡­® ¨á¯®«ì§®¢ âìªã¡¨ç¥áª®¥ ãà ¢­¥­¨¥
j3 − 2kv〈fv〉j − 6[�(1/3)]−3 Pe = 0, (5.2.3)£¤¥ ã£«®¢ë¥ áª®¡ª¨ ®§­ ç îâ áà¥¤­îî ¨­â¥£à «ì­ãî ¢¥«¨ç¨­ã ª¨­¥-â¨ç¥áª®© äã­ªæ¨¨ fv:

〈fv〉 = ∫ 10 fv(c) dc. (5.2.4)Ǒà¨ ®âáãâáâ¢¨¨ ®¡ê¥¬­®© à¥ ªæ¨¨ kv = 0 ãà ¢­¥­¨¥ (5.2.3) ¤ -¥â â®ç­ë© ®â¢¥â (3.2.11). Ǒà¨ ¡®«ìè¨å §­ ç¥­¨ïå kv → ∞ ¨ ä¨ªá¨-à®¢ ­­®¬ Pe ¯à¨¡«¨�¥­­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ (5.2.3) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¯à ¢¨«ì-­ë©  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© à¥§ã«ìâ â ¤«ï «î¡®© ª¨­¥â¨ç¥áª®© § ¢¨á¨¬®áâ¨
fv = fv(c).�«ï áâ¥¯¥­­ëå à¥ ªæ¨© ¨¬¥¥¬ fv(c) = cn. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ ãà ¢­¥-­¨¨ (5.2.3) á«¥¤ã¥â ¯®«®�¨âì

〈fv〉 = 1
n+ 1 . (5.2.5)�§ ä®à¬ã«ë (5.2.5) ¢¨¤­®, çâ® ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ã¬¥­ìè ¥âáï áà®áâ®¬ ¯®ª § â¥«ï n ¨ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï ¯à¨ ã¬¥­ìè¥­¨¨ ¡¥§à §¬¥à­®©ª®­áâ ­âë áª®à®áâ¨ à¥ ªæ¨¨ kv.�«ï à¥ ªæ¨© ¯®àï¤ª  n = 1/2, 1, 2 ç¨á«¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨(5.2.1), (5.2.2) ¯®«ãç¥­® ¢ [277℄. � ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ªã¡¨ç¥-áª®£® ãà ¢­¥­¨ï ¤«ï ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®â®ª  (5.2.3) ¢ ãª § ­­ëå á«ã-ç ïå ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ¡¥§à §¬¥à­®© ª®­áâ ­âë áª®à®áâ¨à¥ ªæ¨¨ kv á®áâ ¢«ï¥â ¬¥­¥¥ 3%.� áá®¯¥à¥­®á ª ¯«®áª®© ¯« áâ¨­ª¥, ®¡â¥ª ¥¬®© ¯®áâã¯ -â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬. �áá«¥¤ã¥¬ áâ æ¨®­ à­ãî ª®­¢¥ªâ¨¢­ãî ¤¨ä-äã§¨î ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯«®áª®© ¯« áâ¨­ª¨, ¯à®¤®«ì­® ®¡â¥ª ¥¬®© ¯®-áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ ¢ï§ª®© ­¥á�¨¬ ¥¬®© �¨¤ª®áâ¨ ¯à¨ ¡®«ìè¨åç¨á« å �¥©­®«ì¤á  (â¥ç¥­¨¥ �« §¨ãá ). Ǒà¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¬ áá®¯¥-à¥­®á ®á«®�­¥­ ®¡ê¥¬­®© à¥ ªæ¨¥©. � ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¤¨ääã§¨®­­®£®¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï § ¤ ç  ® à á¯à¥¤¥«¥­¨¨ ª®­æ¥­-âà æ¨¨ ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬ ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨1,334 y

x1/2 ∂c

∂x
+ 1,3316 y2

x3/2 ∂c

∂y
= ∂2c

∂y2 − kvfv(c); (5.2.6)
x = 0, c = 0; y = 0, c = 1; y → ∞, c→ 0. (5.2.7)



220 � áá®®¡¬¥­, ®á«®�­¥­­ë© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥©�¤¥áì ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¢¢¥¤¥­ë ¯® ä®à¬ã« ¬
c = C

Cs , x = X

a
, y = Y

a
, a = ν1/3D2/3

Ui ,

kv = a2KvFv(Cs)
DCs , fv(c) = Fv(C)

Fv(Cs) ,£¤¥ Ui|­¥¢®§¬ãé¥­­ ï áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨ ¢¤ «¨ ®â ¯« áâ¨­ë; X|à ááâ®ï­¨¥, ®âáç¨âë¢ ¥¬®¥ ®â ¯¥à¥¤­¥© ªà®¬ª¨ ¢¤®«ì ¯® ¯« áâ¨­¥;
Y |à ááâ®ï­¨¥ ®â ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯« áâ¨­ë.� á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¡¥§à §¬¥à­®£® «®ª «ì­®£® ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®â®ª 
j = −(∂c/∂y)y=0 ¢¤®«ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯« áâ¨­ª¨ ¯à¨¡«¨�¥­­® ¬®�­®®¯à¥¤¥«¨âì ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï ªã¡¨ç¥áª®£® ãà ¢­¥­¨ï

j3 − 2kv〈fv〉j − (0,399)3x−3/2 = 0, (5.2.8)ª®â®à®¥ ¤ ¥â ¯à ¢¨«ì­ë©  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© à¥§ã«ìâ â ¢ ®¡®¨å ¯à¥-¤¥«ì­ëå á«ãç ïå ¯à¨ kv → 0 ¨ kv →∞ ¤«ï «î¡®© ª¨­¥â¨ª¨ ®¡ê¥¬­®©å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨. �«ï áâ¥¯¥­­ëå à¥ ªæ¨© ¢ ãà ¢­¥­¨¥ (5.2.8) á«¥-¤ã¥â ¯®¤áâ ¢¨âì ¢¥«¨ç¨­ã (5.2.5).5.3. �­¥è­¨¥ § ¤ ç¨ ¬ áá®®¡¬¥­  ç áâ¨æ,ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á ¯®â®ª®¬ ¯à¨à §«¨ç­ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¨ ­ «¨ç¨¨®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨� áá¬®âà¨¬ áâ æ¨®­ à­ë© ¬ áá®®¡¬¥­ ¬¥�¤ã áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨-æ¥© (ª ¯«¥©, ¯ã§ëà¥¬) à ¤¨ãá  a ¨ « ¬¨­ à­ë¬ ¯®â®ª®¬ �¨¤ª®áâ¨.�ç¨â ¥¬, çâ® ¢ á¯«®è­®© ä §¥ ¯à®¨áå®¤¨â ®¡ê¥¬­ ï å¨¬¨ç¥áª ï à¥- ªæ¨ï Wv = KvFv(C). � ¡¥§à §¬¥à­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¯à®æ¥áá ¯¥à¥­®á à¥ £¥­â  ¢ á¯«®è­®© ä §¥ ®¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ ¨ £à -­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨: Pe(~v · ∇)c = �c− kvfv(c); (5.3.1)
r = 1, c = 1; r → ∞, c→ 0, (5.3.2)£¤¥ r = R/a, Pe = aU/D, kv = a2KvFv(Cs)/(DCs), R | à ¤¨ «ì­ ïª®®à¤¨­ â , á¢ï§ ­­ ï á æ¥­âà®¬ ç áâ¨æë, U |å à ªâ¥à­ ï áª®à®áâì¯®â®ª ; ¡¥§à §¬¥à­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï c ¨ ª¨­¥â¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï fv¢¢¥¤¥­ë â ª �¥, ª ª ¨ ¢ ãà ¢­¥­¨¨ (5.2.1).� áá®®¡¬¥­ ç áâ¨æë á ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥¤®© (Pe = 0).Ǒà¨ Pe = 0 § ¤ ç  (5.3.1), (5.3.2) ¤®¯ãáª ¥â â®ç­®¥  ­ «¨â¨ç¥áª®¥



5.3. �­¥è­¨¥ § ¤ ç¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ ®¡ê¥¬­®© à¥ ªæ¨¨ 221à¥è¥­¨¥ ¤«ï ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , çâ®á®®â¢¥âáâ¢ã¥â «¨­¥©­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ fv = c. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥¬
c = 1

r
exp[k1/2v (1− r)]. (5.3.3)�à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ à¥è¥­¨î (5.3.3), ®¯à¥-¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®© Sh = 1 +√kv. (5.3.4)�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª¨­¥â¨ç¥áª®© äã­ªæ¨¨ ®â ª®­æ¥­-âà æ¨¨ áà¥¤­¥¥ ç¨á«®�¥à¢ã¤  ¤«ï áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë ¢ ­¥¯®¤¢¨�-­®© �¨¤ª®áâ¨ ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì á ¯®¬®éìî ¢ëà �¥­¨ï [280℄Sh = 1 + [2kv ∫ 10 fv(c) dc]1/2 . (5.3.5)�®à¬ã«  (5.3.5) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â â®ç­ë©  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© à¥§ã«ìâ â¢ ®¡®¨å ¯à¥¤¥«ì­ëå á«ãç ïå ¯à¨ kv → 0 ¨ kv → ∞ ¤«ï «î¡®© äã­ª-æ¨¨ fv(c). �«ï à¥ ªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  fv = c ¯à¨¡«¨�¥­­ ï § ¢¨á¨-¬®áâì (5.3.5) ¤ ¥â â®ç­ë© ®â¢¥â (5.3.4). � ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâìä®à¬ã«ë (5.3.5) ¤«ï å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¯®àï¤ª  n = 1/2 (fv = √

c)¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ¡¥§à §¬¥à­®© ª®­áâ ­âë áª®à®áâ¨ à¥- ªæ¨¨ kv á®áâ ¢«ï¥â 5%; ¤«ï à¥ ªæ¨¨ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  (fv = c2) ¯®-£à¥è­®áâì ä®à¬ã«ë (5.3.5) à ¢­  7% [280℄. �à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤ ã¬¥­ìè ¥âáï ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ ¯®àï¤ª  à¥ ªæ¨¨ n ¨ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï áà®áâ®¬ ¯ à ¬¥âà  kv.�«ï ç áâ¨æ ­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë, ®ªàã�¥­­ëå ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥-¤®©, ¢ ®¡ê¥¬¥ ª®â®à®© ¯à®¨áå®¤¨â å¨¬¨ç¥áª ï à¥ ªæ¨ï ¯¥à¢®£® ¯®àï¤-ª , áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì á ¯®¬®éìî ¯à¨¡«¨�¥­-­®£® ¢ëà �¥­¨ï Sh = Sh0 +√kv. (5.3.6)�¤¥áì Sh0 | ç¨á«® �¥à¢ã¤ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¬ áá®®¡¬¥­ã ç áâ¨-æë á ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥¤®© ¡¥§ à¥ ªæ¨¨. � �¤®¥ á« £ ¥¬®¥ ¢ (5.3.6)¤®«�­® ¡ëâì ®¡¥§à §¬¥à¥­® á ¯®¬®éìî ®¤­®£® ¨ â®£® �¥ å à ªâ¥à-­®£® ¬ áèâ ¡  ¤«¨­ë. �­ ç¥­¨¥ Sh0 ¬®�­® ®¯à¥¤¥«ïâì ¯® ä®à¬ã-«¥ Sh0 = a�/S∗, £¤¥ a | ¢¥«¨ç¨­ , ¢ë¡à ­­ ï §  ¬ áèâ ¡ ¤«¨­ë,
S∗ |¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ç áâ¨æë; ä ªâ®à � ¤«ï ­¥ª®â®àëå ç áâ¨æ­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë ãª § ­ ¢ â ¡«. 4.2.�«ï ç áâ¨æ ­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë ¢ á«ãç ¥ ¡®«¥¥ á«®�­®© ª¨­¥-â¨ç¥áª®© äã­ªæ¨¨ fv(c) ¤«ï à áç¥â  ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¬®�­® ¨á¯®«ì§®-¢ âì ¯à¨¡«¨�¥­­ãî ä®à¬ã«ã (5.3.5), ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ª®â®à®© ¯¥à¢®¥á« £ ¥¬®¥ (à ¢­®¥ ¥¤¨­¨æ¥) á«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì ­  Sh0.�¬¥à¥­­ë¥ ¨ ¡®«ìè¨¥ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥. �¡ê¥¬­ ï à¥ ªæ¨ï¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª . �«ï áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© (¯à¨



222 � áá®®¡¬¥­, ®á«®�­¥­­ë© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥©«¨¬¨â¨àãîé¥¬ á®¯à®â¨¢«¥­¨¨ á¯«®è­®© ä §ë) ¢ á«ãç ¥ ®¡ê¥¬­®©à¥ ªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì¯® ä®à¬ã«¥ [278℄ Sh = 1 + [(Sh0−1)2 + kv]1/2 . (5.3.7)�¤¥áì Sh0 = Sh0(Pe) | ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¯à¨ ®âáãâáâ¢¨¨ å¨¬¨ç¥áª®©à¥ ªæ¨¨, ª®£¤  kv = 0.�ëà �¥­¨¥ (5.3.7) ¤ ¥â â®ç­ë¥  á¨¬¯â®â¨ª¨ ¢® ¢á¥å ç¥âëà¥å¯à¥¤¥«ì­ëå á«ãç ïå: kv → 0 ¨ kv → ∞; Pe→ 0 ¨ Pe→ ∞ (áç¨â ¥âáï,çâ® ­  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¥áâì ªà¨â¨ç¥áª¨¥ â®çª¨).Ǒà¨ ®¡â¥ª ­¨¨ áä¥à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®-â®ª®¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã«ë (5.3.7) á®áâ ¢«ï¥â ®ª®-«® 7%. �«ï áâ®ªá®¢  ®¡â¥ª ­¨ï â¢¥à¤®© áä¥àë ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¨«¨­¥©­ë¬ ¤¥ä®à¬ æ¨®­­ë¬ á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ¢ (5.3.7) á«¥¤ã¥â ¯®-«®�¨âì Sh0 = Shp, £¤¥ ¢¥«¨ç¨­  Shp ¢ëç¨á«ï¥âáï á®®â¢¥âáâ¢¥­­® á¯®¬®éìî ¢ëà �¥­¨© (4.7.9) ¨ (4.8.5).Ǒà¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¤«ï ¯à¨¡«¨�¥­­ëå à áç¥â®¢ áà¥¤­¥£®ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ä®à¬ã«ã [146℄Sh =√kv 
th( √kvSh0 ), (5.3.8)£¤¥ Sh0 = lim
kv→0 Sh.� ¢¨á¨¬®áâ¨ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  Sh0 ®â ç¨á«  Ǒ¥ª-«¥ Pe ¤«ï ¯®áâã¯ â¥«ì­®£® áâ®ªá®¢  ®¡â¥ª ­¨ï áä¥à¨ç¥áª®© ç áâ¨æë¨ ª ¯«¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯à ¢®© ç áâìî ä®à¬ã« (4.6.8) ¨ (4.6.17). � á«ã-ç ¥ «¨­¥©­®£® á¤¢¨£®¢®£® áâ®ªá®¢  â¥ç¥­¨ï §­ ç¥­¨ï Sh0 ¯à¨¢¥¤¥­ë¢ ç¥â¢¥àâ®© ª®«®­ª¥ â ¡«. 4.4.�¬¥áâ® ä®à¬ã«ë (5.3.8) ¤«ï à áç¥â  áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤ ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ªã¡¨ç¥áª®¥ ãà ¢­¥­¨¥ [72℄Sh3 − kv Sh− Sh30 = 0, (5.3.9)ª®â®à®¥ ¯à¨¢®¤¨â ª ¡®«¥¥ â®ç­ë¬ à¥§ã«ìâ â ¬.� â ¡«. 5.1 ãª § ­  ¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã«ë (5.3.8) ¨ãà ¢­¥­¨ï (5.3.9) ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ¯ à ¬¥âà  kv ¤«ï è¥-áâ¨ à §«¨ç­ëå á«ãç ¥¢ áä¥à¨ç¥áª¨å ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥©. �á¥®æ¥­ª¨ ­ ©¤¥­ë ¯ãâ¥¬ áà ¢­¥­¨ï á à¥§ã«ìâ â ¬¨  ­ «¨â¨ç¥áª®£® à¥-è¥­¨ï § ¤ ç¨ (5.3.1), (5.3.2), ¯®«ãç¥­­ë¬¨ ¢ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¤¨ääã§¨-®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï [146℄.�®à¬ã«ã (5.3.8) ¨ ãà ¢­¥­¨¥ (5.3.9) ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ïà áç¥â  áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¢ á«ãç ¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥©­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë, ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥.



5.4. �­ãâà¥­­¨¥ § ¤ ç¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ ®¡ê¥¬­®© à¥ ªæ¨¨ 223������� 5.1� ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã«ë (5.3.8) ¨ ªã¡¨ç¥áª®£®ãà ¢­¥­¨ï (5.3.9) ¤«ï à §«¨ç­ëå á«ãç ¥¢ ®¡â¥ª ­¨ï áä¥à¨ç¥áª¨åª ¯¥«ì, ¯ã§ëà¥© ¨ â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¢á«ãç ¥ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª 
N0 �¨á¯¥àá­ ï ä §  �¨¤ â¥ç¥­¨ï Ǒ®£à¥è­®áâìä®à¬ã«ë(5.3.8), ¢ % Ǒ®£à¥è­®áâìãà ¢­¥­¨ï(5.3.9), ¢ %1 � ¯«ï, ¯ã§ëàì �á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ë© á¤¢¨£®¢ë©áâ®ªá®¢ ¯®â®ª 2 12 � ¯«ï, ¯ã§ëàì Ǒ®áâã¯ â¥«ì­ë© áâ®ªá®¢¯®â®ª 2,6 1,63 � ¯«ï, ¯ã§ëàì Ǒ«®áª¨© á¤¢¨£®¢ë©áâ®ªá®¢ ¯®â®ª 3,8 2,84 Ǒã§ëàì � ¬¨­ à­ë© ¯®áâã¯ â¥«ì­ë©¯®â®ª ¯à¨ ¡®«ìè¨åç¨á« å �¥©­®«ì¤á  2,6 1,65 Ǒã§ëàì �á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ë© á¤¢¨£®¢ë©¯®â®ª ¯à¨ ¡®«ìè¨åç¨á« å �¥©­®«ì¤á  2 16 �¢¥à¤ ï ç áâ¨æ  Ǒ®áâã¯ â¥«ì­ë© áâ®ªá®¢¯®â®ª 3,4 2,4�®«ìè¨¥ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥. Ǒà®¨§¢®«ì­ ï áª®à®áâì ®¡ê¥¬­®©à¥ ªæ¨¨. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© áª®à®áâ¨ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨áà¥¤­¥¥ ç¨á«®�¥à¢ã¤  ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¬®�­® ®¯à¥¤¥«ïâìá ¯®¬®éìî ¯à¨¡«¨�¥­­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨Sh = (2kv〈fv〉)1/2 
th [ (2kv〈fv〉)1/2Sh0 ] (5.3.10)¨«¨ ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï ªã¡¨ç¥áª®£® ãà ¢­¥­¨ï [276℄Sh3 − 2kv〈fv〉Sh− Sh30 = 0. (5.3.11)� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢¥«¨ç¨­  〈fv〉 ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ (5.2.4).�«ï à¥ ªæ¨¨ ¯®àï¤ª  n á«¥¤ã¥â ¨á¯®«ì§®¢ âì ¢ëà �¥­¨¥ (5.2.5).5.4. �­ãâà¥­­¨¥ § ¤ ç¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¯à¨­ «¨ç¨¨ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨�áá«¥¤ã¥¬ â¥¯¥àì ¢­ãâà¥­­¨¥ § ¤ ç¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á , ®á«®�­¥­­ë¥®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥©. �ç¨â ¥¬, çâ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ¤¨ä-äã§¨®­­ë© ¯à®æ¥áá ª¢ §¨áâ æ¨®­ à¥­ ¨ ¯à®¨áå®¤¨â ¢­ãâà¨ â¢¥à¤®©



224 � áá®®¡¬¥­, ®á«®�­¥­­ë© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥©áä¥à¨ç¥áª®© ¯®«®áâ¨ ¨«¨ ª ¯«¨ à ¤¨ãá  a, ª®â®à ï § ¯®«­¥­  ­¥¯®-¤¢¨�­®© ¨«¨ ¤¢¨�ãé¥©áï áà¥¤®©.� ¡¥§à §¬¥à­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢ ®¡« -áâ¨ 0 6 r 6 1 ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬ (5.3.1) ¨ ¯¥à¢ë¬ £à ­¨ç­ë¬ãá«®¢¨¥¬ (5.3.2).�¨ääã§¨ï ¢ áä¥à¨ç¥áª®© ¯®«®áâ¨, § ¯®«­¥­­®© ­¥¯®-¤¢¨�­®© áà¥¤®© (Pe = 0). �«ï ®¡ê¥¬­®© à¥ ªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª ¯à¨ Pe = 0 â®ç­®¥  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ­­®© § ¤ ç¨¨¬¥¥â ¢¨¤
c = 1

r

sh(r√kv )sh(√kv ) , (5.4.1)  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ­  ¢­ãâà¥­­îî ¯®¢¥àå-­®áâì ¯®«®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©Sh = −1 + k1/2v 
th k1/2v . (5.4.2)�«ï áâ¥¯¥­­®© à¥ ªæ¨¨ n-£® ¯®àï¤ª  áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤ ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì á ¯®¬®éìî ¯à¨¡«¨�¥­­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ [280℄Sh = − 2
n+ 1 +( 2kv

n+ 1 )1/2 
th( n+ 12 kv)1/2
, (5.4.3)ª®â®à ï ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¯à ¢¨«ì­ë©  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© à¥§ã«ìâ â ¯à¨¬ «ëå ¨ ¡®«ìè¨å §­ ç¥­¨ïå ¯ à ¬¥âà  kv.Ǒà¨ n = 1 ä®à¬ã«  (5.4.3) ¤ ¥â â®ç­ë© ®â¢¥â (5.4.2). �®¯®áâ ¢-«¥­¨¥ ¯à¨¡«¨�¥­­®£® ¢ëà �¥­¨ï (5.4.3) á à¥§ã«ìâ â ¬¨ ç¨á«¥­­®£®à¥è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¢­ãâà¥­­¥© § ¤ ç¨ (5.3.1), (5.3.2) ¤«ï à¥ ª-æ¨© ¯®àï¤ª  n=1/2 ¨ n=2 ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ¯ à ¬¥âà  kvá®áâ ¢«ï¥â 5%.�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ áª®à®áâ¨ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®©à¥ ªæ¨¨ ®â ª®­æ¥­âà æ¨¨ æ¥«¥á®®¡à §­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨¡«¨�¥­­ãîä®à¬ã«ã Sh = −2〈fv〉+ (2kv〈fv〉)1/2 
th( kv2〈fv〉 )1/2
, (5.4.4)£¤¥ áà¥¤­¥¥ §­ ç¥­¨¥ 〈fv〉 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨­â¥£à «®¬ (5.2.4).�«ï áâ¥¯¥­­®© à¥ ªæ¨¨ «î¡®£® ¯®àï¤ª  § ¢¨á¨¬®áâì (5.4.4) ¯¥à¥-å®¤¨â ¢ (5.4.3).�¨ääã§¨ï ¢ ¯®«®áâ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë, § ¯®«­¥­­®©­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥¤®© (Pe = 0). �¥â®¤  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å  ­ «®£¨©(á¬. à §¤. 4.1) ¯®§¢®«ï¥â ®¡®¡é¨âì ä®à¬ã«ë (5.4.2) | (5.4.4) ­ á«ãç © ¯®«®áâ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë. � ç áâ­®áâ¨, ¤«ï ®¡ê¥¬­®©à¥ ªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¯®«ãç ¥¬ § ¢¨á¨¬®áâìSh = − S3V +√kv 
th( 3V

S

√
kv) , (5.4.5)



5.4. �­ãâà¥­­¨¥ § ¤ ç¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ ®¡ê¥¬­®© à¥ ªæ¨¨ 225£¤¥ S ¨ V |¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨ ®¡ê¥¬ ¯®«®áâ¨ (¢á¥¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¢ íâ®© ä®à¬ã«¥ ¢¢®¤ïâáï á ¯®¬®éìî ®¤­®£®¨ â®£® �¥ å à ªâ¥à­®£® ¬ áèâ ¡  ¤«¨­ë).�«ï áä¥à¨ç¥áª®© ¯®«®áâ¨, ¯®¤áâ ¢«ïï ¢ (5.4.5) §­ ç¥­¨ï S = 4π,
V = 4π/3, ¯à¨å®¤¨¬ ª â®ç­®¬ã ¢ëà �¥­¨î (5.4.2).Ǒà¨ ¯à®¨§¢®«ì­®© áª®à®áâ¨ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¤«ïáà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ä®à¬ã«ãSh = − 2S3V 〈fv〉+ (2kv〈fv〉)1/2 
th( 9V 2kv2S2〈fv〉 )1/2

,ª®â®à ï ®¡®¡é ¥â ¯à¨¡«¨�¥­­ãî § ¢¨á¨¬®áâì (5.4.4) ­  á«ãç © ¯®«®-áâ¨ ­¥áä¥à¨ç¥áª®© ä®à¬ë.�«ï à¥ ªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  áà¥¤­ïï ¯® ®¡ê¥¬ã ª®­æ¥­âà æ¨ï¢­ãâà¨ ¯®«®áâ¨ ¢ëç¨á«ï¥âáï â ª:�c = Sh
kv S

V
, £¤¥ �c = 1

V

∫

v

c dv. (5.4.6)�â¬¥â¨¬, çâ® á¢ï§ì (5.4.6) ¬¥�¤ã ¢¥«¨ç¨­ ¬¨ �c ¨ Sh ï¢«ï¥âáï â®ç­®©.Ǒ®¤áâ ¢«ïï ¢ (5.4.6) ¢ëà �¥­¨¥ (5.4.5), ¬®�­® ¯®«ãç¨âì ä®à¬ã«ã ¤«ïà áç¥â  áà¥¤­¥© ª®­æ¥­âà æ¨¨.� áá®¯¥à¥­®á ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ (¯®«®áâ¨) ¯à¨ à §«¨ç­ëåç¨á« å Ǒ¥ª«¥. � áá¬®âà¨¬ ¬ áá®¯¥à¥­®á ¢­ãâà¨ ¯®«®áâ¨ (¨«¨ ª ¯-«¨) ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ë, ¢ ª®â®à®© ¯à®¨áå®¤¨â æ¨àªã«ïæ¨ï �¨¤ª®-áâ¨.�­â¥£à¨àãï ãà ¢­¥­¨¥ (5.3.1) ¯® ®¡ê¥¬ã ¯®«®áâ¨ v, ¯®á«¥ ­¥ª®â®-àëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¯®«ãç¨¬ [60℄Sh = kv
S

∫

v

fv(c) dv. (5.4.7)�«ï ¬®­®â®­­ëå ª¨­¥â¨ç¥áª¨å § ¢¨á¨¬®áâ¥© fv = fv(c) á ãç¥â®¬­¥à ¢¥­áâ¢  fv(c)6 fv(1)=1 ¯à¨ 06 c61 ¨§ ä®à¬ã«ë (5.4.7) ¯®«ãç ¥¬£àã¡ãî ®æ¥­ªã ¤«ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤ :Sh 6 kvV/S. (5.4.8)� á«ãç ¥ à¥ ªæ¨¨ ­ã«¥¢®£® ¯®àï¤ª  §­ ª à ¢¥­áâ¢  ¢ ¢ëà �¥­¨¨(5.4.8) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®ç­®¬ã à¥§ã«ìâ âã. � �­® ®â¬¥â¨âì, çâ® ®æ¥­ª (5.4.8) ­¥ § ¢¨á¨â ®â ç¨á«  Ǒ¥ª«¥.� ¯à¥¤¥«ì­®¬ á«ãç ¥ Pe→ ∞ ¯à¨ kv = O(1) ¢® ¢­ãâà¥­­¨å § ¤ -ç å ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¬ áá®¯¥à¥­®á  ª®­æ¥­âà æ¨ï ¢ëà ¢­¨¢ ¥âáï ¢¤®«ì



226 � áá®®¡¬¥­, ®á«®�­¥­­ë© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥©ª �¤®© «¨­¨¨ â®ª . Ǒà¨ íâ®¬ ¢ á¨«ã ®æ¥­ª¨ (5.4.8) áà¥¤­¥¥ ç¨á«®�¥à¢ã¤  à ¢­®¬¥à­® ¯® ç¨á«ã Ǒ¥ª«¥ ®£à ­¨ç¥­® á¢¥àåã: Sh6
onst kv.Ǒ®á«¥¤­¥¥ ®§­ ç ¥â, çâ® ®¤­¨¬ ã¢¥«¨ç¥­¨¥¬ ¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ æ¨àªã«ï-æ¨¨ (â.¥. ã¢¥«¨ç¥­¨¥¬ áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â Pe→∞)¯à¨ ã¬¥à¥­­ëå §­ ç¥­¨ïå kv ­¥ ¬®�¥â ¡ëâì áä®à¬¨à®¢ ­ ¢­ãâà¥­-­¨© ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®©. �ª § ­­®¥ á¢®©áâ¢® áà¥¤­¥£®ç¨á«  �¥à¢ã¤  â¨¯¨ç­® ¤«ï ¢á¥å ¢­ãâà¥­­¨å § ¤ ç, çâ® ª®à¥­­ë¬ ®¡-à §®¬ ®â«¨ç ¥âáï ®â ¯®¢¥¤¥­¨ï íâ®© ¢¥«¨ç¨­ë ¤«ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å¢­¥è­¨å § ¤ ç ¬ áá®¯¥à¥­®á , £¤¥ ¯à¨ Pe → ∞ ¢¡«¨§¨ ¬¥�ä §­®©¯®¢¥àå­®áâ¨, ª ª ¯à ¢¨«®, ¢®§­¨ª ¥â â®­ª¨© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© ¨ ¢ë-¯®«­ï¥âáï á¢®©áâ¢® limPe→∞
Sh =∞.�«ï à¥ ªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¢ á«ãç ¥ áâ®ªá®¢  ®¡â¥ª ­¨ï áä¥-à¨ç¥áª®© ª ¯«¨ ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥¢­ãâà¥­­¥© § ¤ ç¨ (5.3.1), (5.3.2) ¯à¨ Pe→ ∞ ¯à¨¢®¤¨â ª á«¥¤ãîé¥-¬ã ¢ëà �¥­¨î ¤«ï áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  [222℄:Sh = 13 kv(1− 32 kv ∞∑

m=1 Am

kv + λm

)
, (5.4.9)£¤¥ ¯¥à¢ë¥ ¯ïâì §­ ç¥­¨© ª®íää¨æ¨¥­â®¢ Am ¨ λm ãª § ­ë ¢ ä®à-¬ã«¥ (4.13.1).�  à¨á. 5.2 ¯à¨¢¥¤¥­  § ¢¨á¨¬®áâì áà¥¤­¥£® ç¨á« �¥à¢ã¤  ®â ¡¥§-à §¬¥à­®£® ¯ à ¬¥âà  kv ¤«ï ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¯¥à¢®£®¯®àï¤ª  ¢ § ¤ ç¥ ® ª¢ §¨áâ æ¨®­ à­®¬ ¬ áá®¯¥à¥­®á¥ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨¢ á«ãç ¥ ¯à¥¤¥«ì­ëå §­ ç¥­¨© ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥: Pe = 0 (ä®à¬ã«  (5.4.2))¨ Pe = ∞ (ä®à¬ã«  (5.4.9)). �âà¨å®¢ ï «¨­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £àã¡®©®æ¥­ª¥ á¢¥àåã, ª®â®à ï § ¤ ¥âáï à ¢¥­áâ¢®¬ (5.4.8). Ǒà¨ ¯à®¬¥�ãâ®ç-­ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ 0 < Pe < ∞ áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¯®¯ ¤ ¥â ¢§ èâà¨å®¢ ­­ãî ®¡« áâì, ®£à ­¨ç¥­­ãî ¯à¥¤¥«ì­ë¬¨ ªà¨¢ë¬¨ ¯à¨Pe = 0 ¨ Pe =∞. �¨¤­®, çâ® ¨§¬¥­¥­¨¥ ¯ à ¬¥âà  Pe (¯à¨ kv = O(1))á« ¡® ¢«¨ï¥â ­  áà¥¤­¨© ¯à¨â®ª à¥ £¥­â  ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨, â.¥. ­¨-ª ª¨¬ ã¢¥«¨ç¥­¨¥¬ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥ ­¥«ì§ï ¤®¡¨âìáï ¥¤¨­áâ¢¥­­®£® ã¢¥-«¨ç¥­¨ï ç¨á«  �¥à¢ã¤ . � ç áâ­®áâ¨, ¯à¨ kv = 10 ¬ ªá¨¬ «ì­®¥ ®â-­®á¨â¥«ì­®¥ ¯à¨à é¥­¨¥ áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤  §  áç¥â ã¢¥«¨ç¥­¨ïç¨á«  Ǒ¥ª«¥ ®â ­ã«ï ¤® ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ á®áâ ¢«ï¥â ¢á¥£® ®ª®«® 25%.Ǒ®á«¥¤­¥¥ ®§­ ç ¥â, çâ® £« ¢­ë¬ ¬¥å ­¨§¬®¬, ¢«¨ïîé¨¬ ­  ¯®¢¥-¤¥­¨¥ ®á­®¢­ëå å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¢­ãâà¨ª ¯«¨, ï¢«ï¥âáï å¨¬¨ç¥áª ï à¥ ªæ¨ï, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª áª®à®áâì æ¨àªã-



5.4. �­ãâà¥­­¨¥ § ¤ ç¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ ®¡ê¥¬­®© à¥ ªæ¨¨ 227«ïæ¨¨ �¨¤ª®áâ¨ ¨ £¥®¬¥âà¨ï ¯®â®ª  á« ¡® ¢«¨ïîâ ­  ¯®¢¥¤¥­¨¥ íâ¨åå à ªâ¥à¨áâ¨ª.�âà¨å®¢ ï «¨­¨ï ­  à¨á. 5.2 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à¥ ªæ¨¨ ­ã«¥¢®-

�¨á. 5.2. � ¢¨á¨¬®áâì áà¥¤­¥£® ç¨á«  �¥à¢ã¤ ®â ¡¥§à §¬¥à­®© ª®­áâ ­âë áª®à®áâ¨ ®¡ê¥¬­®©å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  (á¯«®è­ë¥«¨­¨¨: ­¨�­ïï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â Pe = 0,   ¢¥àå­ïï|Pe=∞) ¤«ï ¢­ãâà¥­­¥© § ¤ ç¨; èâà¨å®¢ ï «¨­¨ïá®®â¢¥âáâ¢ã¥â à¥ ªæ¨¨ ­ã«¥¢®£® ¯®àï¤ª 

£® ¯®àï¤ª . �à¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã¤  ¬®­®â®­­® ã¬¥­ìè ¥âáï á à®-áâ®¬ ¯®àï¤ª  à¥ ªæ¨¨ n. Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ 0 < n < 1 ªà¨¢ë¥, ®â-¢¥ç îé¨¥ ¯à¥¤¥«ì­®¬ã ç¨á«ã �¥à¢ã¤  ¯à¨ Pe = ∞, à á¯®«®�¥-­ë ¬¥�¤ã èâà¨å®¢®© «¨­¨¥© ¨ ¢¥àå­¥© á¯«®è­®© ªà¨¢®©. Ǒà¨ã¬¥­ìè¥­¨¨ ¯®àï¤ª  à¥- ªæ¨¨ n ªà¨¢ë¥, á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¨¥ áà¥¤­¥¬ã ç¨á-«ã �¥à¢ã¤  ¯à¨ Pe = 0¨ Pe = ∞, ¯®áâ¥¯¥­­®á¡«¨� îâáï ¨ ¯®¤­¨¬ -îâáï ¢¢¥àå ª èâà¨å®¢®©«¨­¨¨. � ¯à¥¤¥«ì­®¬ á«ã-ç ¥ n = 0 ¢á¥ âà¨ ªà¨¢ë¥á«¨¢ îâáï ¢ ®¤­ã, â.¥. ¤«ïà¥ ªæ¨¨ ­ã«¥¢®£® ¯®àï¤-ª  áà¥¤­¥¥ ç¨á«® �¥à¢ã-¤  ¢®®¡é¥ ­¥ § ¢¨á¨â ®âç¨á«  Ǒ¥ª«¥.Ǒà¨ ¡®«ìè¨å §­ ç¥-­¨ïå ª®­áâ ­âë áª®à®áâ¨®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥- ªæ¨¨ kv ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥àå-­®áâ¨ ª ¯«¨ ¢®§­¨ª ¥â â®­ª¨© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®©, â®«é¨­  ª®â®à®£®¯à¨ ¬ «ëå ¨ ã¬¥à¥­­ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª k−1/2v ¨ ¢­ãâ-à¨ ª®â®à®£® à áâ¢®à¥­­®¥ ¢ �¨¤ª®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢® ãá¯¥¢ ¥â ¯®«­®áâìî¯à®à¥ £¨à®¢ âì. Ǒà¨ ¤ «ì­¥©è¥¬ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥ §  áç¥â¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ æ¨àªã«ïæ¨¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ¢¥é¥áâ¢® ã�¥ ­¥ãá¯¥¢ ¥â ¯®«­®áâìî ¯à®à¥ £¨à®¢ âì ¢ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥ ¨ ­ ç¨­ ¥â,¢ëå®¤ï ¨§ ¯®£à ­á«®ï, ¯à®­¨ª âì ¢ £«ã¡ì ª ¯«¨, ¯¥à¥­®áïáì ¢¤®«ì«¨­¨© â®ª , à á¯®«®�¥­­ëå ¢¡«¨§¨ ®á¨ ¯®â®ª . Ǒà¨ ¤®áâ â®ç­® à §-¢¨â®© æ¨àªã«ïæ¨¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ¢®§­¨ª ¥â ¯®«­®áâìî áä®à¬¨à®¢ ¢-è¨©áï ¤¨ääã§¨®­­ë© á«¥¤ á áãé¥áâ¢¥­­® ­¥®¤­®à®¤­ë¬ à á¯à¥¤¥«¥-­¨¥¬ ª®­æ¥­âà æ¨¨, ª®â®àë© ý¯à®­¨§ë¢ ¥âþ ¢áî ª ¯«î ¨ á®¥¤¨­ï¥âª®­¥æ ¨ ­ ç «® ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï. � á«ãç ¥ ®¡ê¥¬-­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨©  ­ «¨§ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ¯à¨ Pe≫ 1 ¨ kv ≫ 1 ¡ë«¯à®¢¥¤¥­ ¢ à ¡®â å [54, 55℄. �«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥, ¢¢¨-¤ã à ¢­®¬¥à­®© ¯® ç¨á«ã Ǒ¥ª«¥ ®æ¥­ª¨ (5.4.8), ¨­â¥­á¨¢­®áâì ¬ á-á®¯¥à¥­®á  ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ «¨¬¨â¨àã¥âáï áª®à®áâìî ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥-áª®© à¥ ªæ¨¨.



228 � áá®®¡¬¥­, ®á«®�­¥­­ë© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥©5.5. �¥áâ æ¨®­ à­ë© ¬ áá®®¡¬¥­ á®¡ê¥¬­®© à¥ ªæ¨¥©�¥®¡à â¨¬ë¥ à¥ ªæ¨¨. � áá¬®âà¨¬ ­¥áâ æ¨®­ à­ë© ¬ áá®®¡-¬¥­ £ §  á ­¥¯®¤¢¨�­®© áà¥¤®©, ¢ ®¡ê¥¬¥ ª®â®à®© ¯à®¨áå®¤¨â ­¥®¡-à â¨¬ ï å¨¬¨ç¥áª ï à¥ ªæ¨ï á® áª®à®áâìî Wv = KvFv(C). �ç¨â ¥¬,çâ® ¢ ­ ç «ì­ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ t = 0 ª®­æ¥­âà æ¨ï à áâ¢®à¥­­®-£® ¢ �¨¤ª®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢  à ¢­  ­ã«î,   ¯à¨ t > 0 ª®­æ¥­âà æ¨ï ­ ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ®¤¨­ ª®¢  ¨ à ¢­  Cs.� ¡¥§à §¬¥à­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨áá«¥¤ã¥¬ë© ¯à®æ¥áá ®¯¨áë¢ ¥âáïá«¥¤ãîé¨¬¨ ãà ¢­¥­¨¥¬, ­ ç «ì­ë¬ ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨:
∂c

∂τ
= ∂2c

∂x2 − kvfv(c); (5.5.1)
τ = 0, c = 0; x = 0, c = 1; x→ ∞, c→ 0, (5.5.2)¯à¨ § ¯¨á¨ ª®â®àëå ¡ë«¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ®¡®§­ ç¥­¨ï x = X/a,

τ =Dt/a2, £¤¥ X|ª®®à¤¨­ â , ®âáç¨âë¢ ¥¬ ï ®â ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå-­®áâ¨ ¢ £«ã¡ì �¨¤ª®áâ¨; a|à §¬¥à­ ï ¢¥«¨ç¨­ , ¢ë¡à ­­ ï §  ¬ á-èâ ¡ ¤«¨­ë; ®áâ «ì­ë¥ ¡¥§à §¬¥à­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¨ ¯ à ¬¥âàë ¢ (5.5.1),¢¢¥¤¥­ë ª ª ¢ ãà ¢­¥­¨¨ (5.2.1).�«ï à¥ ªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â fv = c, â®ç­®¥ ­ «¨â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (5.5.1), (5.5.2) ¨¬¥¥â ¢¨¤
c = 12 [exp(x√τ ) erf
(x+2τ√kv2√τ )+exp(−x√τ ) erf
(x−2τ√kv2√τ )]

,(5.5.3)£¤¥ erf
 z|¤®¯®«­¨â¥«ì­ë© ¨­â¥£à « ¢¥à®ïâ­®áâ¥©:erf
 z = 1− erf z, erf z = 2√
π

∫ z0 exp(−z2) dz.�¨ää¥à¥­æ¨àãï (5.5.3) ¯® x ¨ ¯®« £ ï x = 0, ­ ©¤¥¬ ¢ëà �¥­¨¥¤«ï ¡¥§à §¬¥à­®£® ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®â®ª  ¢¥é¥áâ¢  ç¥à¥§ ¬¥�ä §-­ãî ¯®¢¥àå­®áâì
j = (πτ)−1/2 exp(−kvτ) + k1/2v erf(kvτ)1/2. (5.5.4)�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ª¨­¥â¨ª¨ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ¤¨ä-äã§¨®­­ë© ¯®â®ª ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì á ¯®¬®éìî ¯à¨¡«¨�¥­­®© ä®à-¬ã«ë [148℄

j = (πτ)−1/2 exp(−2kv〈fv〉τ) + (2kv〈fv〉)1/2 erf(2kv〈fv〉τ), (5.5.5)



5.5. �¥áâ æ¨®­ à­ë© ¬ áá®®¡¬¥­ á ®¡ê¥¬­®© à¥ ªæ¨¥© 229£¤¥ áà¥¤­¥¥ §­ ç¥­¨¥ 〈fv〉 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®£« á­® (5.2.4).� ¢¨á¨¬®áâì (5.5.5) ¤«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ fv = fv(c) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â¯à ¢¨«ì­ë©  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© à¥§ã«ìâ â ¢ ç¥âëà¥å ¯à¥¤¥«ì­ëå á«ã-ç ïå: kv → 0, kv → ∞, τ → 0, τ → ∞ ¨ ¯à¨¢®¤¨â ª â®ç­®¬ã à¥è¥­¨î(5.5.4) ¤«ï à¥ ªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª .�®­ªà¥â­ë¥ §­ ç¥­¨ï 〈fv〉 ¤«ï ­¥ª®â®àëå â¨¯¨ç­ëå à¥ ªæ¨© [123℄¯à¨¢¥¤¥­ë ­¨�¥.� §¢ ­¨¥ à¥ ªæ¨¨ n-£® ¯®àï¤ª  �¥à¬¥­â â¨¢­ ï �¢â®ª â «¨â¨ç¥áª ï�¨­¥â¨ç¥áª ïäã­ªæ¨ï fv(c) cn
c1+Mc

c(1+Mc)2
〈fv〉 1

n+1 2
M2 [M− ln(1+M)] 2

M2 [ln(1+M)− M1+M ]� ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã«ë (5.5.5) ¢ ãª § ­­ëå á«ãç ïå¯à¨ n=0,5, n=2;M =0,5,M =2 ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ¡¥§à §-¬¥à­®© ª®­áâ ­âë áª®à®áâ¨ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ á®áâ ¢«ï¥â®ª®«® âà¥å ¯à®æ¥­â®¢.�¡à â¨¬ ï à¥ ªæ¨ï ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª . � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àìà¥ ªæ¨î, ª®â®à ï ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬ A⇄B. ǑãáâìK1 ¨ K−1|ª®­áâ ­âë áª®à®áâ¥© ¯àï¬®© ¨ ®¡à â­®© à¥ ªæ¨¨. � ¤ ­­®¬ á«ãç ¥1 ¬®«ì à áâ¢®àï¥¬®£® £ §  A, à¥ £¨àãï, ¤ ¥â 1 ¬®«ì ¯à®¤ãªâ  B.�®­æ¥­âà æ¨î £ §  ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¡ãª¢®© CA,   ª®­æ¥­âà æ¨î¯à®¤ãªâ | ¡ãª¢®© CB .Ǒà®æ¥áá ¬ áá®¯¥à¥­®á  ¢ �¨¤ª®áâ¨ ®¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¥© á¨áâ¥-¬®© ãà ¢­¥­¨©:
DA

∂2CA

∂X2 = ∂CA

∂t
+K1(CA − 1

q
CB

)
, (5.5.6)

DB

∂2CB

∂X2 = ∂CB

∂t
−K1(CA − 1

q
CB

) (5.5.7)á ­ ç «ì­ë¬¨ ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨
CA = C

(i)
A , CB = qC

(i)
A

CA = C
(s)
A , ∂CB/∂X = 0

CA = C
(i)
A , CB = qC

(i)
A

¯à¨ t = 0,¯à¨ X = 0,¯à¨ X → ∞.

(5.5.8)(5.5.9)(5.5.10)Ǒà¨ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ § ¤ ç¨ (5.5.6) | (5.5.10) ¡ë«® ¯à¨­ïâ®, çâ®¯¥à¢®­ ç «ì­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï à áâ¢®à¥­­®£® £ §  ¢ «î¡®© â®çª¥ �¨¤-ª®áâ¨ à ¢­  C(i)
A ,   á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥© à ¢­®¢¥á­ ï ª®­æ¥­âà æ¨ï



230 � áá®®¡¬¥­, ®á«®�­¥­­ë© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥©¯à®¤ãªâ  B á®áâ ¢«ï¥â C(i)
B = qC

(i)
A , £¤¥ q =K1/K−1|ª®­áâ ­â  à ¢-­®¢¥á¨ï. �â®à®¥ £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥ (5.5.9) ®§­ ç ¥â, çâ® ¯à®¤ãªâ ­¥¯¥à¥á¥ª ¥â ¯®¢¥àå­®áâì �¨¤ª®áâ¨.�¢¥¤¥¬ ª®íää¨æ¨¥­â ãáª®à¥­¨ï ¯® ä®à¬ã«¥ E = jA(K1)/jA(0), £¤¥

jA |¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª £ §  ç¥à¥§ ¬¥�ä §­ãî ¯®¢¥àå­®áâìX =0.�¥§ã«ìâ âë à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ (5.5.6) | (5.5.10) ¯à¨¢®¤ïâ ª á«¥¤ãîé¥©§ ¢¨á¨¬®áâ¨ [70℄:¯à¨ q > 1:
E =1 + q2

q2 − 1 √
π2α exp(α2)[erf(αq) − erf(α)] −

− q2α ( π

q2 − 1 )1/2 erf(α√q2 − 1 ), £¤¥ α = [ K1t
q(q − 1) ]1/2 ;(5.5.11)¯à¨ q < 1:

E =1− q2
γ(1− q2) exp(−γ2) [∫ qγ

γ

exp(z2) dz]++ q2γ ( π1− q2 )1/2 erf(γ√1− q2 ), £¤¥ γ = [ K1t
q(1− q) ]1/2 .(5.5.12)�  ¯à ªâ¨ª¥ ®¡à â¨¬ë¥ à¥ ªæ¨¨, ¨¬¥îé¨¥ ¨áâ¨­­® ¯¥à¢ë© ¯®-àï¤®ª ¢ ®¡®¨å ­ ¯à ¢«¥­¨ïå, ®¡ëç­® ­¥ ¢áâà¥ç îâáï. �¤­ ª® ç áâ®¯à¨å®¤¨âáï ¨¬¥âì ¤¥«® á à¥ ªæ¨ï¬¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¯® ®â­®è¥­¨îª ª®­æ¥­âà æ¨¨ à áâ¢®à¥­­®£® £ § , ¢ ª®â®àëå ª®­æ¥­âà æ¨ï à¥ £¥­-â  ä ªâ¨ç¥áª¨ ­¥¨§¬¥­­  ¢ ®¡ê¥¬¥, ¯®íâ®¬ã ¯àï¬ ï à¥ ªæ¨ï ¨¬¥¥â¯á¥¢¤®¯¥à¢ë© ¯®àï¤®ª. � â® �¥ ¢à¥¬ï ª®­æ¥­âà æ¨ï ¯à®¤ãªâ®¢ ¬®-�¥â ¡ëâì â ª�¥ ä ªâ¨ç¥áª¨ ­¥¨§¬¥­­®© ¢® ¢á¥¬ ®¡ê¥¬¥ �¨¤ª®áâ¨,¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, áª®à®áâì ®¡à â­®© à¥ ªæ¨¨ ®¤­  ¨ â  �¥ ¢® ¢á¥åâ®çª å. �®£¤  ¢ ãà ¢­¥­¨¥ (5.5.6) ¢¬¥áâ® á®®â­®è¥­¨ï CB/q ¬®�­®¯®¤áâ ¢¨âì ¯®áâ®ï­­ãî ¢¥«¨ç¨­ã C

(e)
A , å à ªâ¥à¨§ãîéãî à ¢­®¢¥á-­ãî ª®­æ¥­âà æ¨î à áâ¢®à¥­­®£® £ §  A ¢ ¬ áá¥ �¨¤ª®áâ¨. � ¨â®£¥¯®«ãç¨¬ § ¤ çã ¤«ï ®â­®á¨â¥«ì­®© ª®­æ¥­âà æ¨¨ c = CA − C

(e)
A

C
(s)
A − C

(e)
A

,ª®â®à ï ¯®á«¥ ¯¥à¥å®¤  ª ¡¥§à §¬¥à­ë¬ ¢¥«¨ç¨­ ¬ á®¢¯ ¤ ¥â á «¨-­¥©­®© § ¤ ç¥© (5.5.1), (5.5.2) ¯à¨ fv = c.



6. �¥à¬®£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ ï¢«¥­¨ï� ¯à¥¤ë¤ãé¨å £« ¢ å áç¨â «®áì, çâ® ¯®«¥ â¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ­¥§ ¢¨á¨â ®â à á¯à¥¤¥«¥­¨ï â¥¬¯¥à âãàë ¨«¨ ª®­æ¥­âà æ¨¨. �¤­ ª®áãé¥áâ¢ã¥â æ¥«ë© àï¤ ï¢«¥­¨©, ¢ ª®â®àëå ¢«¨ï­¨¥ íâ¨å ä ªâ®à®¢ ­ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ªã ï¢«ï¥âáï ®¯à¥¤¥«ïîé¨¬. � ®á­®¢¥ â ª®£® ¢«¨ï­¨ï «¥-�¨â § ¢¨á¨¬®áâì à §«¨ç­ëå ä¨§¨ç¥áª¨å ¯ à ¬¥âà®¢ �¨¤ª®áâ¥©, ­ -¯à¨¬¥à, ¯«®â­®áâ¨, ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï, ¢ï§ª®áâ¨ ®â â¥¬¯¥à -âãàë ¨«¨ ª®­æ¥­âà æ¨¨.� ª ª ¯à¨¬¥àã, ¢®§­¨ª­®¢¥­¨¥ ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¤¢¨�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨¢ á®áã¤¥, ¯à®â¨¢®¯®«®�­ë¥ ¡®ª®¢ë¥ áâ¥­ª¨ ª®â®à®£® ¯®¤¤¥à�¨¢ îâáï¯à¨ à §«¨ç­ëå â¥¬¯¥à âãà å, ®¡êïá­ï¥âáï â¥¬, çâ® ¯à¨ ­®à¬ «ì­ëåãá«®¢¨ïå ¯«®â­®áâì �¨¤ª®áâ¨ ®¡ëç­® ã¬¥­ìè ¥âáï á à®áâ®¬ â¥¬¯¥à -âãàë. �®«¥¥ «¥£ª ï �¨¤ª®áâì ã ­ £à¥â®© áâ¥­ª¨ áâà¥¬¨âáï ¯®¤­ïâìáï¢¢¥àå,   ¡®«¥¥ âï�¥« ï �¨¤ª®áâì ã ¯à®â¨¢®¯®«®�­®© áâ¥­ª¨ | ®¯ã-áâ¨âìáï. �â® ®¤¨­ ¨§ ¯à¨¬¥à®¢ ¯à®ï¢«¥­¨ï â ª ­ §ë¢ ¥¬®© £à ¢¨â -æ¨®­­®© (¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ â¥à¬®£à ¢¨â æ¨®­­®©) ª®­¢¥ªæ¨¨.�¥¯®áâ®ï­áâ¢® ª®íää¨æ¨¥­â  ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï ¢¤®«ì£à ­¨æë à §¤¥«  ¤¢ãå ­¥á¬¥è¨¢ îé¨åáï �¨¤ª®áâ¥© ¯à®ï¢«ï¥âáï ¢â®¬, çâ® ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢®§­¨ª îâ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ª á â¥«ì­ë¥ ­ -¯àï�¥­¨ï, ­ §ë¢ ¥¬ë¥ ª ¯¨««ïà­ë¬¨, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ áãé¥áâ¢¥­­®¢«¨ïâì ­  ¤¢¨�¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¥©,   ¢ á«ãç ¥ ®âáãâáâ¢¨ï £à ¢¨â æ¨¨ ¨¤àã£¨å á¨« ¯®«­®áâìî ®¯à¥¤¥«ïîâ ¥¥ ¤¢¨�¥­¨¥. �¢«¥­¨ï, ®¡ãá«®¢«¥­-­ë¥ ¢®§­¨ª­®¢¥­¨¥¬ á¨«, á¢ï§ ­­ëå á £à ¤¨¥­â ¬¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®£®­ âï�¥­¨ï, ­®áïâ ®¡é¥¥ ­ §¢ ­¨¥ íää¥ªâ  � à ­£®­¨. � ç áâ­®áâ¨,¥á«¨ áãé¥áâ¢¥­­  â¥¬¯¥à âãà­ ï § ¢¨á¨¬®áâì ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï-�¥­¨ï, â® £®¢®àïâ ® â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¬ íää¥ªâ¥, ¥á«¨ ª®­æ¥­âà æ¨-®­­ ï| ® ª®­æ¥­âà æ¨®­­®-ª ¯¨««ïà­®¬ íää¥ªâ¥.�¥¯®áâ®ï­áâ¢® ¢ï§ª®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ ­¥®¤­®à®¤­®£®¯®«ï â¥¬¯¥à âãàë ¬®�¥â ¯à¨¢®¤¨âì ­¥ â®«ìª® ª ª®«¨ç¥áâ¢¥­­®¬ã¨§¬¥­¥­¨î ¯®«ï â¥ç¥­¨ï, ­® ¨ ª ç¥áâ¢¥­­® ­®¢ë¬ íää¥ªâ ¬.�­â¥­á¨¢­®¥ ¨§ãç¥­¨¥ ¬­®£®ç¨á«¥­­ëå § ¤ ç, á¢ï§ ­­ëå á ¢«¨ï-­¨¥¬ â¥¬¯¥à âãàë ¨«¨ ¢ï§ª®áâ¨ ­  ¤¢¨�¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨, ¯®¬¨¬® ç¨-áâ® ­ ãç­®£® ¨­â¥à¥á  ¢ë§¢ ­® ¢®§¬®�­®áâìî ¨å è¨à®ª®£® ¯à¨«®�¥-­¨ï ¢® ¬­®£¨å á®¢à¥¬¥­­ëå â¥å­®«®£¨ïå, ¨ ¯à¥�¤¥ ¢á¥£® ¢ å¨¬¨ç¥áª®©¨ ª®á¬¨ç¥áª®©.� ¤ «ì­¥©è¥¬ ã¯®¬ï­ãâë¥ ¢ëè¥ â¥à¬®£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ ï¢«¥-­¨ï à áá¬ âà¨¢ îâáï ­  ¯à¨¬¥à¥ íää¥ªâ  � à ­£®­¨ ¢ ¯«®áª¨å �¨¤-ª¨å á«®ïå ¨ ª ¯«ïå.
231



232 �¥à¬®£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ ï¢«¥­¨ï6.1. �¥à¬®£à ¢¨â æ¨®­­ ï ¨â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ ï ª®­¢¥ªæ¨ï ¢ á«®¥�¨¤ª®áâ¨�¥à¬®£à ¢¨â æ¨®­­ ï ª®­¢¥ªæ¨ï. � áá¬®âà¨¬ ¤¢¨�¥­¨¥ ¢ï§-ª®© �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¡¥áª®­¥ç­® ¯à®âï�¥­­®¬ á«®¥ ¯®áâ®ï­­®© â®«é¨-­ë 2h. �¨«  âï�¥áâ¨ ­ ¯à ¢«¥­  ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­® á«®î. �  ­¨�­¥©¯«®áª®© â¢¥à¤®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯®¤¤¥à�¨¢ ¥âáï ¯®áâ®ï­­ë© £à ¤¨¥­ââ¥¬¯¥à âãàë. �¥®¤­®à®¤­®áâì ¯®«ï â¥¬¯¥à âãàë ¯à¨¢®¤¨â ª ¤¢ã¬íää¥ªâ ¬, á¯®á®¡­ë¬ ¢ë§¢ âì ¤¢¨�¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨: â¥à¬®£à ¢¨â æ¨-®­­®¬ã, á¢ï§ ­­®¬ã á â¥¯«®¢ë¬ à áè¨à¥­¨¥¬ �¨¤ª®áâ¨ ¨ ¯®ï¢«¥­¨-¥¬  àå¨¬¥¤®¢ëå á¨«, ¨ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¬ã (¥á«¨ ¢â®à ï ¯®¢¥àå­®áâìï¢«ï¥âáï á¢®¡®¤­®©), á¢ï§ ­­®¬ã á ¯®ï¢«¥­¨¥¬ ª á â¥«ì­ëå ­ ¯àï-�¥­¨© ­  ¬¥�ä §­®© £à ­¨æ¥ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï ®â â¥¬¯¥à âãàë.Ǒà¨ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¤¢ã¬¥à­®© § ¤ ç¨ ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¯àï¬®ã£®«ì­ãîá¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨­ â X , Y , £¤¥ ®áì X ­ ¯à ¢«¥­  ¯à®â¨¢®¯®«®�­®¯®¤¤¥à�¨¢ ¥¬®¬ã ­  ­¨�­¥© ¯®¢¥àå­®áâ¨ £à ¤¨¥­âã â¥¬¯¥à âãàë,  ®áì Y |¢¥àâ¨ª «ì­® ¢¢¥àå. � ç «® ª®®à¤¨­ â ¢ë¡¨à ¥âáï ¯®á¥à¥¤¨­¥á«®ï, ¯®íâ®¬ã −h6Y 6h. Ǒ®«ï áª®à®áâ¨ ¨ â¥¬¯¥à âãàë ®¯¨áë¢ îâáïá«¥¤ãîé¨¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ [48, 49℄:
VX

∂VX

∂X
+ VY

∂VX

∂Y
= − 1

ρ

∂P

∂X
+ ν

(
∂2VX

∂X2 + ∂2VX

∂Y 2 ) , (6.1.1)
VX

∂VY

∂X
+ VY

∂VY

∂Y
= − 1

ρ

∂P

∂Y
+ ν

(
∂2VY

∂X2 + ∂2VY

∂Y 2 )+ γgT∗, (6.1.2)
∂VX

∂X
+ ∂VY

∂Y
= 0, (6.1.3)

VX

∂T∗
∂X

+ VY

∂T∗
∂Y

= χ

(
∂2T∗
∂X2 + ∂2T∗

∂Y 2 ). (6.1.4)�¤¥áì P |¤ ¢«¥­¨¥ (¢ ª®â®à®¬ ã�¥ ãçâ¥­ ¯®â¥­æ¨ « ¯®«ï âï�¥áâ¨),
χ | â¥¬¯¥à âãà®¯à®¢®¤­®áâì, g | ãáª®à¥­¨¥ á¨«ë âï�¥áâ¨, γ |ª®íää¨æ¨¥­â â¥¯«®¢®£® à áè¨à¥­¨ï.�¥à¬®£à ¢¨â æ¨®­­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ �ãá-á¨­¥áª , á®£« á­® ª®â®à®¬ã ¢ ãà ¢­¥­¨ïå ¤¢¨�¥­¨ï (6.1.1)| (6.1.3) ¨â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨ (6.1.4) ­¥¯®áâ®ï­áâ¢® ¯«®â­®áâ¨ ãç¨âë¢ ¥âáï «¨èì¢ ç«¥­¥, ®â¢¥ç îé¥¬ §   àå¨¬¥¤®¢ã á¨«ã (¯®á«¥¤­¥¥ á« £ ¥¬®¥ ¢ ãà ¢-­¥­¨¨ (6.1.2)) ¨ ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­®¬ ®âª«®­¥­¨î T∗ â¥¬¯¥à âãàë ®âáà¥¤­¥£® §­ ç¥­¨ï. �¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ á®§¤ ¥âáï ¯®¢¥àå-­®áâ­ë¬¨ á¨« ¬¨, ª®â®àë¥ ãç¨âë¢ îâáï ¢ £à ­¨ç­®¬ ãá«®¢¨¨ ­  á¢®-¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ (á¬. ­¨�¥).



6.1. �¥à¬®£à ¢¨â æ¨®­­ ï ¨ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ ï ª®­¢¥ªæ¨ï 233�«ï ®¤­®¬¥à­®£® â¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢¤®«ì ®á¨ X ¨áå®¤­ë¥ ãà ¢-­¥­¨ï (6.1.1) | (6.1.4) ¯à¨­¨¬ îâ ¢¨¤ [16℄1
ρ

∂P

∂X
= ν

∂2VX

∂Y 2 ,
1
ρ

∂P

∂Y
= γgT∗,

VX

∂T∗
∂X

= χ

(
∂2T∗
∂X2 + ∂2T∗

∂Y 2 ). (6.1.5)� áá¬®âà¨¬ ¯¥à¢®­ ç «ì­® á«ãç © â®«ìª® â¥à¬®£à ¢¨â æ¨®­­®©ª®­¢¥ªæ¨¨. �­ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á¨âã æ¨¨, ª®£¤  ®¡¥ £à ­¨æë á«®ï Y = h¨ Y =−h ï¢«ïîâáï â¥¯«®¯®¤¢®¤ïé¨¬¨ áâ¥­ª ¬¨, ­  ª®â®àëå ¯®¤¤¥à-�¨¢ ¥âáï ¯®áâ®ï­­ë© £à ¤¨¥­â â¥¬¯¥à âãàë. �à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¢íâ®¬ á«ãç ¥ § ¯¨áë¢ îâáï ¢ ¢¨¤¥
T∗ = −AX, VX = 0 ¯à¨ Y = ±h. (6.1.6)�¤¥áì A | ¢¥«¨ç¨­  £à ¤¨¥­â  â¥¬¯¥à âãàë (¯à¨ A < 0 £à ¤¨¥­â­ ¯à ¢«¥­ ¢ âã �¥ áâ®à®­ã, çâ® ¨ ®áì X). � (6.1.6) ¯à¨­ïâ®, çâ®â¥¬¯¥à âãà  ®âáç¨âë¢ ¥âáï ®â á¢®¥£® §­ ç¥­¨ï ¯à¨ X = 0.�¢¥¤¥¬ ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¨ ¯ à ¬¥âàë:

x = X

h
, y = Y

h
, v = h

ν
VX , p = P

Ah2ργg , T = T∗
Ah

,Pr = ν

χ
, Gr = Ah4γg

ν2 ,£¤¥ Pr| ç¨á«® Ǒà ­¤â«ï,   Gr | ç¨á«® �à á
£®ä . Ǒ®¤áâ ¢«ïï ¨å ¢ãà ¢­¥­¨ï (6.1.5) ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (6.1.6), ¨¬¥¥¬Gr ∂p
∂x

= ∂2v
∂y2 , ∂p

∂y
= T,Pr v ∂T

∂x
= ∂2T

∂x2 + ∂2T
∂y2 ; (6.1.7)

v = 0, T = −x ¯à¨ y = −1,
v = 0, T = −x ¯à¨ y = 1. (6.1.8)�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (6.1.7), (6.1.8) ¨é¥¬ ¢ ¢¨¤¥

v = v(y), p = −(b+ y)x+ p1(y), T = −x+ T1(y). (6.1.9)� à¥§ã«ìâ â¥ ¤«ï à á¯à¥¤¥«¥­¨ï áª®à®áâ¨ v(y) ¯®«ãç¨¬
v(y) = 16 Gr (y − y3) + 12 bGr (1− y2). (6.1.10)



234 �¥à¬®£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ ï¢«¥­¨ï� à¥è¥­¨¥ (6.1.10) ¢å®¤¨â ­¥¨§¢¥áâ­ ï ¯®áâ®ï­­ ï b. �ëç¨á«ïïà áå®¤ �¨¤ª®áâ¨ ¢ á«®¥
q ≡

∫ 1
−1 v(y) dy = 23 bGr (6.1.11)¨ § ¤ ¢ ¥£® à ¢­ë¬ ­ã«î, ¨¬¥¥¬ b = 0. �â¬¥â¨¬, çâ® ¤ «¥¥ ¢ íâ®¬à §¤¥«¥, ª ª ¨ ¢ [16℄, à áá¬ âà¨¢ ¥âáï á«ãç © q=0. �¤­ ª® ­¥ «¨è¥­ ä¨§¨ç¥áª®£® á¬ëá«  § ¤ ç  ® ¯®â®ª¥ á ­¥­ã«¥¢ë¬ à áå®¤®¬, â®£¤ ¯®áâ®ï­­ ï b 6= 0 ¨ á¢ï§ ­  á ¢¥«¨ç¨­®© à áå®¤  ä®à¬ã«®© (6.1.11).�á¯®«ì§ãï ãà ¢­¥­¨ï (6.1.7), ä®à¬ã«ë (6.1.9) ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®-¢¨ï (6.1.8), ¤«ï äã­ªæ¨© T1(y) ¨ p1(y) ¯®«ãç¥­®

T1(y) = 1360 Pr Gr (3y5 − 10y3 + 7y),
p1(y) = 1720 Pr Gr (y6 − 5y4 + 7y2) + 
onst . (6.1.12)�¨¤­®, çâ® ¤ ¢«¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á â®ç­®áâìî ¤® ¯®áâ®ï­­®£®á« £ ¥¬®£®.�â¬¥â¨¬, çâ® ¨á¯®«ì§®¢ ­­®¥ ãá«®¢¨¥ ­ã«¥¢®£® à áå®¤  ®á­®¢ ­®­  ¯à¥¤¯®«®�¥­¨¨ ® ý¯®¢®à®â¥þ ¯®â®ª , ª®â®àë© ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯à¨

x→ ±∞. � áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ¬®¤¥«ì ¬®�¥â á«ã�¨âì  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¬®¯¨á ­¨¥¬ ¤¢¨�¥­¨ï ¢¤ «¨ ®â ª®­æ®¢ § ªàëâ®£® á ®¡¥¨å áâ®à®­¯«®áª®£® § §®à .�®¢¬¥áâ­®¥ ¯à®ï¢«¥­¨¥ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®© ¨ â¥à¬®£à ¢¨-â æ¨®­­®© ª®­¢¥ªæ¨¨. � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì  ­ «®£¨ç­ãî § ¤ çã, ª®-£¤  ®¤­  ¨§ £à ­¨æ ª ­ «  (¢¥àå­ïï) á¢®¡®¤­  ¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®¥ ­ -âï�¥­¨¥ σ ­  ­¥© § ¢¨á¨â ®â â¥¬¯¥à âãàë ¯® «¨­¥©­®¬ã § ª®­ã. �¡ « ­á¥ ª á â¥«ì­ëå ­ ¯àï�¥­¨© ­  á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯®¬¨¬®¢ï§ª¨å ¡ã¤ãâ ãç áâ¢®¢ âì ¨ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ë¥ ­ ¯àï�¥­¨ï. �®®â¢¥â-áâ¢ãîé¥¥ £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥ § ¯¨è¥âáï ¢ ¢¨¤¥:
ρν

∂VX

∂Y
= σ′ ∂T∗

∂X
¯à¨ Y = h, (6.1.13)£¤¥ σ′ = dσ

dT∗
= 
onst. �¤¥áì ¢ «¥¢®© ç áâ¨ áâ®¨â ¢ï§ª®¥ ­ ¯àï�¥­¨¥,  ¢ ¯à ¢®©| â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¥.�¥§à §¬¥à­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï íâ®© § ¤ ç¨ ¯®-¯à¥�­¥¬ã ¡ã¤ãâ ¨¬¥âì ¢¨¤ (6.1.7), (6.1.8), ªà®¬¥ ¢â®à®£® £à ­¨ç­®£®ãá«®¢¨ï (6.1.8), ¢¬¥áâ® ª®â®à®£® ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì

∂v

∂y
= Ma ∂T

∂x
, T = −x ¯à¨ y = 1, (6.1.14)



6.1. �¥à¬®£à ¢¨â æ¨®­­ ï ¨ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ ï ª®­¢¥ªæ¨ï 235£¤¥ Ma= Ah2σ′

ρν2 |ç¨á«® � à ­£®­¨, ª®â®à®¥ ¯à¨ â ª®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨¬®�¥â ¨¬¥âì à §­ë© §­ ª* ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â §­ ª®¢ á®¬­®�¨â¥«¥©
A ¨ σ′. �¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (6.1.7), (6.1.14) ¬®�­® ¯®-¯à¥�­¥¬ã¨áª âì ¢ ¢¨¤¥ (6.1.9). Ǒà¨ íâ®¬ à¥è¥­¨¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­®¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë âà¥å á« £ ¥¬ëå, ª �¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥¥â ¤®áâ â®ç­®¯à®áâãî ä¨§¨ç¥áªãî ¨­â¥à¯à¥â æ¨î: ¤¢¨�¥­¨¥ â¨¯  Ǒã §¥©«ï, ¢®§-­¨ªè¥¥ ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ¯®áâ®ï­­®£® ¡¥§à §¬¥à­®£® £à ¤¨¥­â  ¤ ¢«¥-­¨ï b ¢¤®«ì á«®ï, â¥à¬®£à ¢¨â æ¨®­­®¥ ¨ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¥ ¤¢¨�¥-­¨ï. � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¨ ¯à¨ â ª®¬ ¤¢¨�¥­¨¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤
v(y) = 12 bGr (−y2+2y+3)+ 16 Gr (−y3+3y+2)−Ma(y+1). (6.1.15)Ǒ®áâ®ï­­ ï b ¬®�¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­ , ª ª ¨ ¯à¥�¤¥, ¨§ ãá«®¢¨ï­ã«¥¢®£® à áå®¤ . �«ï ­¥¥ ¯®«ãç¥­® §­ ç¥­¨¥

b = − 14 + 34 MaGr−1. (6.1.16)�§ ä®à¬ã«ë (6.1.15) ¢¨¤­®, çâ® ¢ ®âáãâáâ¢¨¥ â¥à¬®£à ¢¨â æ¨®­-­ëå á¨« ¨ ¯à®¤®«ì­®£® £à ¤¨¥­â  ¤ ¢«¥­¨ï, â.¥. ª®£¤  b = Gr = 0,¯à®ä¨«ì áª®à®áâ¨ ¢ á«®¥ «¨­¥©­ë©. Ǒà¨ íâ®¬ à áå®¤ ¯®â®ª  ®ª §ë¢ -¥âáï ­¥­ã«¥¢ë¬. � â® �¥ ¢à¥¬ï ¢ëà �¥­¨ï (6.1.15) ¨ (6.1.16) ¯®ª §ë-¢ îâ, çâ® ¡¥§à áå®¤­ë© ¯®â®ª ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ á¨« � à ­£®­¨ ¬®�¥â¢®§­¨ª­ãâì â®«ìª® ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ ¯à®¤®«ì­®£® £à ¤¨¥­â  ¤ ¢«¥­¨ï.� á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¨ ¯à¨ ­ã«¥¢®¬ à áå®¤¥ ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤
v(y) = 124 Gr(−4y3 + 3y2 + 6y − 1)− 18 Ma(3y2 + 2y − 1). (6.1.17)� ãç¥â®¬ (6.1.17) ¤«ï T1 ¬®�­® ­ ©â¨

T1 = 1480 PrGr(4y5 − 5y4 − 20y3 + 10y2 + 16y − 5) ++ 196 PrMa(3y4 + 4y3 − 6y2 − 4y + 3). (6.1.18)�â¬¥â¨¬, çâ® ¯®«¥ áª®à®áâ¨ (6.1.17) ­¥ ¨§¬¥­¨âáï, ¥á«¨ áç¨â âì,çâ® «¨­¥©­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë ¯®¤¤¥à�¨¢ ¥âáï «¨èì ­ ­¨�­¥© â¢¥à¤®© ¯®¢¥àå­®áâ¨, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª á¢®¡®¤­ ï ¯®¢¥àå­®áâìâ¥¯«®¨§®«¨à®¢ ­ . � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢¬¥áâ® ¢â®à®£® £à ­¨ç­®£® ãá«®¢¨ï(6.1.14) § ¯¨áë¢ ¥âáï ãá«®¢¨¥: ∂T/∂y = 0 ¯à¨ y = 1,   à¥è¥­¨¥ ¯®-¯à¥�­¥¬ã ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ (6.1.9).* � �­® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¤«ï ¯®¤ ¢«ïîé¥£® ¡®«ìè¨­áâ¢  �¨¤ª®áâ¥© ¯®¢¥àå-­®áâ­®¥ ­ âï�¥­¨¥ ã¬¥­ìè ¥âáï ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ â¥¬¯¥à âãàë ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­áâ¢® σ′ < 0 (¤ «¥¥ ¢ íâ®¬ à §¤¥«¥ ¡ã¤ãâ ®¯¨á ­ë �¨¤ª®áâ¨, ãª®â®àëå ¢ ®¯à¥¤¥«¥­­®¬ ¨­â¥à¢ «¥ ¨§¬¥­¥­¨ï â¥¬¯¥à âãàë ­ ¡«î¤ ¥âáï σ′ > 0).



236 �¥à¬®£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ ï¢«¥­¨ï� § ª«îç¥­¨¥ § ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ®¡®á­®¢ ­¨ï à áá¬®âà¥­­®© ¯®-áâ ­®¢ª¨ § ¤ ç¨ á«¥¤ã¥â ¤®¯®«­¨âì ¨áå®¤­ë¥ ¯à¥¤¯®«®�¥­¨ï ¤®¯ã-é¥­¨¥¬ ® ¯«®áª®© ä®à¬¥ á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå á«ãç ïå ­®à¬ «ì­ë¥ ­ ¯àï�¥­¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨�¨¤ª®áâ¨ ­¥ á®åà ­ïîâ ¯®áâ®ï­­®£® §­ ç¥­¨ï, ¨ íâ® ¤®«�­® ¯à¨¢®-¤¨âì ª ¥¥ ¨áªà¨¢«¥­¨î. �¤­ ª® íâ®£® ­¥ ¯à®¨áå®¤¨â ¯à¨ ¡®«ìè®©¢¥«¨ç¨­¥ g, ª®£¤  «î¡®¥ ¢­ãâà¥­­¥¥ ¤ ¢«¥­¨¥ ãà ¢­®¢¥è¨¢ ¥âáï § áç¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬ «®£® ¨§¬¥­¥­¨ï ä®à¬ë ¯®¢¥àå­®áâ¨.�¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ ¢ á«®¥ �¨¤ª®áâ¨ ¯à¨ ­¥«¨-

�¨á. 6.1. �¥§ã«ìâ âë íªá¯¥à¨¬¥­-â «ì­®£® ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ­¥«¨­¥©­®©§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï-�¥­¨ï ®â â¥¬¯¥à âãàë

­¥©­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï ®â â¥¬¯¥-à âãàë. � ­¥¥ § ¢¨á¨¬®áâì ª®íä-ä¨æ¨¥­â  ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï®â â¥¬¯¥à âãàë áç¨â « áì «¨­¥©­®©.�¤­ ª® ¤«ï àï¤  �¨¤ª®áâ¥©, â ª¨åª ª ¢®¤­ë¥ à áâ¢®àë ¢ëá®ª®¬®«¥ªã-«ïà­ëå á¯¨àâ®¢ ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¡¨­ à-­ë¥ ¬¥â ««¨ç¥áª¨¥ á¯« ¢ë, íªá¯¥à¨-¬¥­â «ì­® ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® § ¢¨á¨-¬®áâì σ = σ(T ) ®â«¨ç ¥âáï ®â «¨­¥©-­®© ¨ ¨¬¥¥â ­¥¬®­®â®­­ë© å à ªâ¥à[254, 312, 313℄. �  à¨á. 6.1 ¯à¥¤áâ ¢«¥-­ë íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥ [254℄á®£« á­® ª®â®àë¬ σ = σ(T ) ¬®�¥â¨¬¥âì ç¥âª® ¢ëà �¥­­ë© ¬¨­¨¬ã¬(æ¨äàë á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ç¨á«ã  â®¬®¢ã£«¥à®¤  ¢ ¬®«¥ªã«¥ á¯¨àâ ; ®¯ëâë¯à®¢®¤¨«¨áì ¯à¨ ­¨§ª¨å ª®­æ¥­âà -æ¨ïå à áâ¢®à , ¯®áª®«ìªã ¢ëá®ª®¬®-«¥ªã«ïà­ë¥ á¯¨àâë ¯«®å® à áâ¢®à¨-¬ë ¢ ¢®¤¥). �âã § ¢¨á¨¬®áâì ¬®�­®¯à¨¡«¨�¥­­®  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ á®®â­®è¥­¨¥¬:
σ = σ0 + 12 α(T∗ − T0)2, (6.1.19)£¤¥ T0 | §­ ç¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ íªáâà¥¬ «ì­®© ¢¥-«¨ç¨­¥ ª®íää¨æ¨¥­â  ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï.� áá¬®âà¨¬ § ¤ çã ®¡ ãáâ ­®¢¨¢è¥¬áï â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¬ ¤¢¨�¥-­¨¨ ¢ á«®¥ �¨¤ª®áâ¨ â®«é¨­®© h. �¢¨�¥­¨¥ áç¨â ¥âáï ¤¢ã¬¥à­ë¬.� ¢¨á¨¬®áâì ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï ®â â¥¬¯¥à âãàë ¯à¨­¨¬ ¥â-áï ª¢ ¤à â¨ç­®© ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¢ëà �¥­¨¥¬ (6.1.19). �¥à¬®£à ¢¨-â æ¨®­­ë© íää¥ªâ ­¥ ãç¨âë¢ ¥âáï. Ǒà¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ­  â¢¥à¤®©­¨�­¥© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯®¤¤¥à�¨¢ ¥âáï «¨­¥©­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥¬¯¥-à âãàë,   ¯«®áª ï ¯®¢¥àå­®áâì á«®ï â¥¯«®¨§®«¨à®¢ ­ . � ç «® ¤¥ª à-â®¢®© á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨­ â X , Y ¯®¬¥é ¥âáï ­  â¢¥à¤®© ¯®¢¥àå­®áâ¨,



6.1. �¥à¬®£à ¢¨â æ¨®­­ ï ¨ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ ï ª®­¢¥ªæ¨ï 237£¤¥ ¤®áâ¨£ ¥âáï §­ ç¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë T0. Ǒ®«ï áª®à®áâ¨ ¨ â¥¬¯¥à -âãàë ¡ã¤ãâ ®¯¨áë¢ âìáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ (6.1.1) | (6.1.4) ¯à¨ γg ≡ 0.�à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï, á ãç¥â®¬ ª¢ ¤à â¨ç­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯®¢¥àå-­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï ®â â¥¬¯¥à âãàë (6.1.19), § ¯¨èãâáï ¢ ¢¨¤¥
VX = 0, VY = 0, T∗ = T0 − AX ¯à¨ Y = 0, (6.1.20)
VY = 0, ∂T∗

∂Y
= 0, ρν

∂VX

∂Y
= ∂σ

∂X
¯à¨ Y = h. (6.1.21)�®£« á­® (6.1.20), ­  â¢¥à¤®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï¯à¨«¨¯ ­¨ï ¨ ­¥¯à®â¥ª ­¨ï ¨ ¯®¤¤¥à�¨¢ ¥âáï «¨­¥©­®¥ à á¯à¥¤¥«¥-­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á (6.1.21) ­  á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï ­¥¯à®â¥ª ­¨ï, ®âáãâáâ¢¨ï ¯®â®ª  â¥¯«  ç¥à¥§ á¢®-¡®¤­ãî ¯®¢¥àå­®áâì ¨ ¡ « ­á  ª á â¥«ì­ëå â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ëå ¨ ¢ï§-ª¨å ­ ¯àï�¥­¨©. Ǒà ¢ãî ç áâì ¢ ¯®á«¥¤­¥¬ ãá«®¢¨¨ (6.1.21), á ãç¥â®¬ª¢ ¤à â¨ç­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï ®â â¥¬¯¥à âã-àë (6.1.19), á«¥¤ã¥â ¯¥à¥¯¨á âì á ¯®¬®éìî à ¢¥­áâ¢ :

∂σ

∂X
= α(T∗ − T0) ∂T∗∂X

.�¥è¥­¨¥ ¨é¥âáï ¢ ¢¨¤¥ [59℄
VX = Uxψ′(y), VY = −Uψ(y),

T∗ = T0 −Ahx�(y), P = P0 − 12 ρU2[λx2 + f(y)℄, (6.1.22)£¤¥ x = X/h, y = Y/h | ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ª®®à¤¨­ âë, U = ν/h |å à ªâ¥à­ ï áª®à®áâì, P0 = 
onst | ¤ ¢«¥­¨¥ ¢ ªà¨â¨ç¥áª®© â®çª¥­  â¢¥à¤®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ (â ¬, £¤¥ T∗ = T0), ψ′ = dψ/dy.�«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ­¥¨§¢¥áâ­ëå äã­ªæ¨© ψ(y), �(y), f(y) ¨ ¯®áâ®-ï­­®© λ, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬, ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ã-îéãî § ¤ çã:
ψ′′′ + ψψ′′ − (ψ′)2 + λ = 0, f = ψ2 + 2ψ′,�′′ − Pr(ψ′�− ψ�′) = 0;
ψ = 0, ψ′ = 0, � = 1 ¯à¨ y = 0;
ψ = 0, ψ′′ = Ma�2, �′ = 0 ¯à¨ y = 1, (6.1.23)£¤¥ Ma= αA2h3

ρν2 |¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­®¥ ¤«ï à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® á«ãç ïç¨á«® � à ­£®­¨.�«ï ¢ëïá­¥­¨ï ®á®¡¥­­®áâ¥© â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®£® â¥ç¥­¨ï à á-á¬®âà¨¬ ¯à¨¡«¨�¥­­®¥  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ¯à¨ ¬ «ëå



238 �¥à¬®£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ ï¢«¥­¨ï
�¨á. 6.2. �¨­¨¨ â®ª  ¨ ¯à®ä¨«ì ¯à®¤®«ì­®© á®áâ ¢«ïîé¥© áª®à®áâ¨ ¤«ï â¥à¬®-ª ¯¨««ïà­®£® â¥ç¥­¨ï ¢ á«®¥ �¨¤ª®áâ¨§­ ç¥­¨ïå ç¨á«  � à ­£®­¨, ¯®« £ ï ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬, çâ® ç¨á«®Ǒà ­¤â«ï ¯®àï¤ª  ¥¤¨­¨æë.Ǒà¨ Ma=0 § ¤ ç  ¨¬¥¥â à¥è¥­¨¥ ψ=0, f =0, λ=0, �=1, ª®â®à®¥á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®ª®ïé¥©áï �¨¤ª®áâ¨ ¯à¨ ®¤­®à®¤­®¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨¨â¥¬¯¥à âãàë ¯®¯¥à¥ª á«®ï.Ǒà¨ |Ma| ≪ 1 à¥è¥­¨¥ ¯®«ãç¥­® ¬¥â®¤®¬ ¬ «ëå ¢®§¬ãé¥­¨©.�«ï ¯®«ï áª®à®áâ¨, ¤ ¢«¥­¨ï ¨ â¥¬¯¥à âãàë á â®ç­®áâìî ¤® ç«¥­®¢¯®àï¤ª  O(Ma2) ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ ¢ëà �¥­¨ï:

VX = 14 UMaxy(3y − 2), VY = 14 UMa (1− y)y2,
T∗ = T0 −Ahx

[1− 148 Ma Pr(4− 3y)y3], U = ν/h,

P = P0 − 14 ρU2Ma [3(y2 − x2)− 2y]. (6.1.24)�  à¨á. 6.2 ¯®ª § ­ë «¨­¨¨ â®ª  â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®£® â¥ç¥­¨ï(6.1.24),   â ª�¥ ¯à®ä¨«ì ¯à®¤®«ì­®© ¡¥§à §¬¥à­®© á®áâ ¢«ïîé¥©áª®à®áâ¨ ¯®â®ª  u = VX/U . � ¯à ¢«¥­¨ï, ¯®ª § ­­ë¥ áâà¥«ª ¬¨,á®®â¢¥âáâ¢ãîâ á«ãç î Ma > 0.Ǒ®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ë¥ á¨«ë¯®à®�¤ îâ á«®�­®¥ æ¨àªã«ïæ¨®­­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨ ¢ á«®¥,¯à¨ç¥¬ ¯®â®ª ¬¥­ï¥â ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ­  £«ã¡¨­¥, à ¢­®© 1/3 â®«é¨­ëá«®ï. � ª ¨ á«¥¤®¢ «® ®�¨¤ âì, ¯®â®ª á¨¬¬¥âà¨ç¥­ ®â­®á¨â¥«ì­®¯«®áª®áâ¨ X = 0 á â¥¬¯¥à âãà®© T0; ¢¤®«ì íâ®© ¯«®áª®áâ¨ ¯à®¨áå®¤¨â¨áâ¥ç¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨ ¨§ ¯à¨¤®­­®£® á«®ï.6.2. �¥à¬®ª ¯¨««ïà­ë© ¤à¥©ä ª ¯«¨�¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ ª ¯«¨ ¢® ¢­¥è­¥¬ £à -¤¨¥­â¥ â¥¬¯¥à âãàë. � áá¬®âà¨¬ § ¤ çã ® â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¬íää¥ªâ¥ ¤«ï ª ¯«¨, ¯®¬¥é¥­­®© ¢ ­¥®¤­®à®¤­ãî ¯® â¥¬¯¥à âã-à¥ �¨¤ªãî áà¥¤ã [319℄. Ǒà¨ ­ «¨ç¨¨ ¢­¥è­¥£® £à ¤¨¥­â  â¥¬-¯¥à âãà  ­¥ ¡ã¤¥â ¯®áâ®ï­­®© ¢¤®«ì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨, ¯®íâ®¬ãá«¥¤ã¥â ®�¨¤ âì ¯®ï¢«¥­¨ï â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ëå ­ ¯àï�¥­¨©, ª®â®-àë¥ ­ ¯à ¢«¥­ë ®â £®àïç¥£® ¯®«îá  ª ¯«¨ ª å®«®¤­®¬ã, ¥á«¨ ª®-



6.2. �¥à¬®ª ¯¨««ïà­ë© ¤à¥©ä ª ¯«¨ 239íää¨æ¨¥­â ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï ã¡ë¢ ¥â á à®áâ®¬ â¥¬¯¥à -âãàë (à¨á. 6.3). �®£¤  £à ¢¨â æ¨ï ¨ ¤àã£¨¥ á¨«ë ®âáãâáâ¢ãîâ,â® ¨­¤ãæ¨àã¥¬®¥ â¥ç¥­¨¥ ¢ë­ã�¤ -
�¨á. 6.3. Ǒà¨¢¥¤¥­¨¥ ª ¯«¨ ¢ ¤¢¨-�¥­¨¥ ¯ãâ¥¬ ¯à¨«®�¥­¨ï £à ¤¨-¥­â  â¥¬¯¥à âãàë. �®­ª¨¥ áâà¥«-ª¨ ãª §ë¢ îâ ­ ¯à ¢«¥­¨¥ â¥à¬®-ª ¯¨««ïà­ëå ­ ¯àï�¥­¨© ­  ¯®-¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨ ¨ ¨­¤ãæ¨àã¥¬®£®¨¬¨ â¥ç¥­¨ï,   â®«áâ ï áâà¥«ª  |­ ¯à ¢«¥­¨¥ ¤¢¨�¥­¨ï ª ¯«¨ (áç¨-â ¥âáï, çâ® ¯®¢¥àå­®áâ­®¥ ­ âï�¥-­¨¥ ã¡ë¢ ¥â á à®áâ®¬ â¥¬¯¥à âãàë)

¥â ª ¯«î ¤à¥©ä®¢ âì ¢ ­ ¯à ¢«¥-­¨¨ ¢®§à áâ ­¨ï â¥¬¯¥à âãàë. �â®â ª ­ §ë¢ ¥¬ë© â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ë©¤à¥©ä ª ¯«¨. �¤¥áì íää¥ªâ � -à ­£®­¨ ¯à®ï¢«ï¥âáï ¢ ç¨áâ®¬ ¢¨-¤¥. Ǒà¨ ­ «¨ç¨¨ ¤àã£¨å á¨«, ­ ¯à¨-¬¥à, á¨«ë âï�¥áâ¨, íää¥ªâ � à ­-£®­¨ ¤«ï â ª®© ª ¯«¨ ¡ã¤¥â á®áâ®-ïâì ¢ ¨§¬¥­¥­¨¨ áª®à®áâ¨ ¥¥ ¤¢¨-�¥­¨ï.�æ¥­¨¬ ¤¥©áâ¢ãîéãî ­  ª ¯«îâ¥à¬®ª ¯¨««ïà­ãî á¨«ã ¨ áª®à®áâìâ¥à¬®ª ¯¨««ïà­®£® ¤à¥©ä  ª ¯«¨ ¢®âáãâáâ¢¨¥ £à ¢¨â æ¨¨. �ç¨â ¥¬¢­¥è­îî �¨¤ª®áâì ¡¥áª®­¥ç­® ¯à®-âï�¥­­®©,   ­¥®¤­®à®¤­®¥ ¯®«¥ â¥¬-¯¥à âãàë ¢¤ «¨ ®â ª ¯«¨| «¨­¥©­ë¬ ¯® X :
T (1)
∗ → AX + T0 ¯à¨ R→ ∞. (6.2.1)�ª § ­­ë¥ ¯à¥¤¯®«®�¥­¨ï ®¯à ¢¤ ­ë, ª®£¤  à §¬¥à ª ¯«¨ ¬­®£®¬¥­ìè¥ ª ª å à ªâ¥à­®£® à §¬¥à  ¢­¥è­¥© �¨¤ª®áâ¨, â ª ¨ ¯à®áâà ­-áâ¢¥­­®£® ¬ áèâ ¡  ¨§¬¥­¥­¨ï £à ¤¨¥­â  â¥¬¯¥à âãàë.� áá¬®âà¨¬ ãáâ ­®¢¨¢è¥¥áï ¤¢¨�¥­¨¥ ª ¯«¨ á® áª®à®áâìî Ui. � ª¨ à ­¥¥, ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ¯®¢¥àå­®áâ­®¥ ­ âï�¥­¨¥ «¨­¥©­® § ¢¨-á¨â ®â â¥¬¯¥à âãàë,   ®áâ «ì­ë¥ ä¨§¨ç¥áª¨¥ ¯ à ¬¥âàë �¨¤ª®áâ¥©¯®áâ®ï­­ë. �ç¨â ¥¬ â ª�¥, çâ® ª ¯«ï á®åà ­ï¥â áä¥à¨ç¥áªãî ä®à-¬ã ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¡®«ìè®£® ª ¯¨««ïà­®£® ¤ ¢«¥­¨ï, ¯à¥¯ïâáâ¢ãîé¥£® ¥¥¨§¬¥­¥­¨î.�®á¯®«ì§ã¥¬áï áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬®© ª®®à¤¨­ â, á¢ï§ ­­®© á æ¥­-âà®¬ ¤¢¨�ãé¥©áï ª ¯«¨, ¢ ª®â®à®© à ¤¨ «ì­ ï ª®®à¤¨­ â  R ®âáç¨-âë¢ ¥âáï ®â æ¥­âà  ª ¯«¨,   ã£®« θ|®â ¯®«®�¨â¥«ì­®£® ­ ¯à ¢«¥­¨ï®á¨ X . �á¥ ¯ à ¬¥âàë ¨ ¨áª®¬ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ¡ã¤¥¬¯®¬¥ç âì á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¨­¤¥ªá ¬¨ ý1þ ¨ ý2þ.�£à ­¨ç¨¬áï ¨§ãç¥­¨¥¬ á«ãç ï ¬¥¤«¥­­ëå ¤¢¨�¥­¨© (¬ «ë¥ ç¨á-«  �¥©­®«ì¤á ), ª®â®àë¥ ®¯¨áë¢ îâáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ �â®ªá  (2.1.2),  ¢ ãà ¢­¥­¨¨ â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨ ¯à¥­¥¡à¥£ ¥¬ ª®­¢¥ªâ¨¢­ë¬ ç«¥­®¬(¯à¥¤¯®«®�¥­¨¥ ® ¬ «®áâ¨ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥).�­ ç «  ¯®«ãç¨¬ à¥è¥­¨¥ ¡®«¥¥ ¯à®áâ®© â¥¯«®¢®© ç áâ¨ § ¤ ç¨,ª®â®à ï ¯à¨ Pe = 0 ¬®�¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ­¥§ ¢¨á¨¬®. �¥¬¯¥à âãà 



240 �¥à¬®£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ ï¢«¥­¨ï¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â áâ æ¨®­ à­®¬ã ãà ¢­¥­¨î â¥¯«®-¯à®¢®¤­®áâ¨ �T (1)
∗ = 0, �T (2)

∗ = 0. (6.2.2)�¤ «¨ ®â ª ¯«¨ ¨á¯®«ì§ã¥âáï £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥ (6.2.1),   ­  ¥¥ ¯®-¢¥àå­®áâ¨ ¤®«�­ë ¢ë¯®«­ïâìáï ãá«®¢¨ï ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ â¥¬¯¥à âãàë¨ â¥¯«®¢®£® ¯®â®ª :
T (1)
∗ = T (2)

∗ , κ1 ∂T (1)
∗

∂R
= κ2 ∂T (2)

∗

∂R
¯à¨ R = a, (6.2.3)£¤¥ κ1 ¨ κ2|ª®íää¨æ¨¥­âë â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨ ª ¯«¨ ¨ ®ªàã� îé¥©�¨¤ª®áâ¨.�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (6.2.1) | (6.2.3) ­ å®¤¨âáï ¬¥â®¤®¬ à §¤¥«¥­¨ï¯¥à¥¬¥­­ëå ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤:

T (1)
∗ = Aa

(
R

a
+ 1− δ2 + δ

a2
R2 ) 
os θ + T0, T (2)

∗ = 3A2 + δ
R 
os θ + T0,(6.2.4)£¤¥ δ = κ2/κ1.� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áªãî ç áâì § ¤ ç¨, ª®â®à ï®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ �â®ªá  (2.1.2). �®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤-ª®áâ¨ ¢¤ «¨ ®â ª ¯«¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î (2.2.2), ¢­ãâà¨ ª ¯«¨à¥è¥­¨¥ ®£à ­¨ç¥­®. �  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®-¢¨¥ ­¥¯à®â¥ª ­¨ï (2.2.6) ¨ ãá«®¢¨¥ ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ª á â¥«ì­®© ª®¬¯®-­¥­âë áª®à®áâ¨ (2.2.7). �à®¬¥ â®£®, ¨á¯®«ì§ã¥âáï £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥¡ « ­á  â ­£¥­æ¨ «ì­ëå ­ ¯àï�¥­¨©:

µ1( ∂V
(1)
θ

∂R
− V

(1)
θ

R

)
−µ2( ∂V

(2)
θ

∂R
− V

(2)
θ

R

)=−σ′ 1
R

∂T (1)
∗

∂θ
¯à¨ R= a,(6.2.5)£¤¥ ¢ «¥¢®© ç áâ¨ áâ®ïâ ¢ï§ª¨¥ ­ ¯àï�¥­¨ï,   ¢ ¯à ¢®© | â¥à¬®ª -¯¨««ïà­ë¥. �¤¥áì σ′ = dσ/dT (1)

∗ < 0.Ǒ® ä®à¬ã« ¬ (2.1.3) ¢¢¥¤¥¬ äã­ªæ¨¨ â®ª  	(m) ¢ ª �¤®© ä §¥(m = 1, 2). �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¤ «¥¥ ®¡é¨¬ à¥è¥­¨¥¬ (2.1.6), ¢ ª®â®à®¬á®åà ­¨¬ â®«ìª® ç«¥­ë ¯à¨ n=2. �¯à¥¤¥«ïï ­¥¨§¢¥áâ­ë¥ ¯®áâ®ï­­ë¥¨§ £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨© (2.2.2), (2.2.6), (2.2.7), ¯®«ãç¨¬	(1) = 12 a2Ui[ R2
a2 +B

R

a
− (B + 1) a

R

] sin2 θ,	(2) = 14 a2Ui(2B + 3)( R4
a4 − R2

a2 ) sin2 θ. (6.2.6)Ǒ®áâ®ï­­ ï B ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨§ ãá«®¢¨ï (6.2.5) ¯®á«¥ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ âã¤ (6.2.4) ¨ (6.2.6):
B = − 11 + β

(1 + 32 β − Ma2+ δ

)
, Ma = Aaσ′

µ1Ui , (6.2.7)£¤¥ Ma| ç¨á«® � à ­£®­¨.



6.2. �¥à¬®ª ¯¨««ïà­ë© ¤à¥©ä ª ¯«¨ 241�®à¬ã«ë (6.2.6), (6.2.7) ¯®§¢®«ïîâ ¢ëç¨á«¨âì á¨«ã, ¤¥©áâ¢ãîéãî­  ª ¯«î: F = 4πµ1aBUi. �¨«ã ã¤®¡­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë:
F = FV + FT ,

FV = −2πµ1aUi 2 + 3β1 + β
, FT = − 4πa2Aσ′(2 + δ)(1 + β) . (6.2.8)Ǒ¥à¢®¥ á« £ ¥¬®¥ FV ¢ (6.2.8) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© à¥§ã«ìâ â �¤ ¬ -à  | �ë¡ç¨­áª®£® ¤«ï á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ª ¯«¨ ¢ ¯®áâã¯ â¥«ì­®¬¯®â®ª¥ (2.2.15). �â®à®¥ á« £ ¥¬®¥ FT ¥áâì â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ ï á¨« ,¤¥©áâ¢ãîé ï ­  ª ¯«î ¢® ¢­¥è­¥¬ £à ¤¨¥­â¥ â¥¬¯¥à âãàë §  áç¥âíää¥ªâ  � à ­£®­¨.�ª®à®áâì ¤¢¨�¥­¨ï ª ¯«¨ ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®© á¨«ë ¨¢ ®âáãâáâ¢¨¥ £à ¢¨â æ¨¨ ¬®�­® ­ ©â¨, ¥á«¨ ¯®«®�¨âì á¨«ã F ¢ (6.2.8)à ¢­®© ­ã«î. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬

UT = − 2aAσ′

µ1(2 + δ)(2 + 3β) . (6.2.9)�§ íâ®© ä®à¬ã«ë ¯à¨ σ′ = dσ/dT (1)
∗ < 0 á«¥¤ã¥â, çâ® §­ ª¨ UT ¨ Aá®¢¯ ¤ îâ, ¯®íâ®¬ã ª ¯«ï ¡ã¤¥â ¤à¥©ä®¢ âì ¢ áâ®à®­ã ¢®§à áâ ­¨ïâ¥¬¯¥à âãàë.� ¬¥â¨¬, çâ® à¥§ã«ìâ â (6.2.9) ¤«ï áª®à®áâ¨ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®£®¤à¥©ä  ª ¯«¨ ¢ ®âáãâáâ¢¨¥ £à ¢¨â æ¨¨ á¯à ¢¥¤«¨¢ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì-­ëå,   ­¥ â®«ìª® ¤«ï ¬ «ëå ç¨á¥« �¥©­®«ì¤á . Ǒà¨ B = 0 â¥ç¥­¨¥(6.2.6) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯®«­ë¬ ãà ¢­¥­¨ï¬ ¤¢¨�¥­¨ï ¡¥§ ®â¡à áë¢ -­¨ï ¨­¥àæ¨®­­®£® ç«¥­  (ãà ¢­¥­¨ï¬ � ¢ì¥ | �â®ªá ). �¤­ ª® ¯à¨íâ®¬ âà¥¡®¢ ­¨¥ ¬ «®áâ¨ ç¨á«  Ǒ¥ª«¥ á®åà ­ï¥âáï.�¥§ã«ìâ âë ¤«ï £ §®¢®£® ¯ã§ëàï ¯®«ãç îâáï ¨§ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨åà¥§ã«ìâ â®¢ ¤«ï ª ¯«¨, ¥á«¨ ¢ ­¨å ¯®«®�¨âì δ = β = 0.� à ¡®â å [24, 25, 301, 303℄ ¯à¨¢¥¤¥­ë à¥§ã«ìâ âë, ãâ®ç­¥­­ë¥á ãç¥â®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨© ¡®«¥¥ ¢ëá®ª®£® ¯®àï¤ª  ¯® ¬ «ë¬ ç¨á« ¬�¥©­®«ì¤á  ¨ Ǒ¥ª«¥. � ª ¤«ï áª®à®áâ¨ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®£® ¤à¥©ä ¯ã§ëàï ¯®«ãç¥­® [301℄:

UT = U0 (1− 3017200 Pe2) ,£¤¥ U0 = − Aaσ′2µ1 , Pe = a2|Aσ′|
µ1χ . �¤¥áì U0 | áª®à®áâì ¤à¥©ä  ¯ã§ëàï¢ ­ã«¥¢®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¯® ç¨á«ã Ǒ¥ª«¥. �¨á«® Ǒ¥ª«¥ Pe ®¯à¥¤¥«¥­®¯® áª®à®áâ¨ U0. �¨á«® �¥©­®«ì¤á  ¯®-¯à¥�­¥¬ã áç¨â ¥âáï ­ã«¥¢ë¬(áâ®ªá®¢® ¯à¨¡«¨�¥­¨¥). �¨¤­®, çâ® ãç¥â ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¬ áá®¯¥à¥-­®á  ¯à¨¢®¤¨â ª ã¬¥­ìè¥­¨î áª®à®áâ¨ ¤à¥©ä  ¯ã§ëàï.



242 �¥à¬®£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ ï¢«¥­¨ï� [130℄ à áá¬®âà¥­ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ë© ¤à¥©ä ¯ã§ëàï ¢® ¢­¥è­¥¬£à ¤¨¥­â¥ â¥¬¯¥à âãàë ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. �«ï áª®à®áâ¨¤à¥©ä  ¯®«ãç¥­®:
UT = − Aaσ′3µ1 .�­ «¨§ § ¤ ç¨ ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì­ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  ¨ Ǒ¥ª«¥¢®§¬®�¥­ «¨èì ç¨á«¥­­ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [158, 305℄).�¥áâ æ¨®­ à­ ï § ¤ ç  ® à §£®­¥ ª ¯«¨ ¢­¥è­¨¬ £à ¤¨¥­â®¬â¥¬¯¥à âãàë à áá¬®âà¥­  ¢ [6, 130℄.�¥§ã«ìâ âë (6.2.8) ¤«ï â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®© á¨«ë FT ¨ (6.2.9) ¤«ïáª®à®áâ¨ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®£® ¤à¥©ä , ¯®«ãç¥­­ë¥ ¢ ¯à¥¤¯®«®�¥­¨¨¯®áâ®ï­áâ¢  £à ¤¨¥­â  â¥¬¯¥à âãàë ¢¤ «¨ ®â ª ¯«¨, ®ª §ë¢ îâáïá¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨ ¨ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  íâ®â £à ¤¨¥­â ­¥ ï¢«ï¥âáï ¯®áâ®-ï­­ë¬. Ǒà¨ íâ®¬ ¨å ã¤®¡­® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¥ªâ®à­®¬ ¢¨¤¥ [302℄:

~FT = − 4πa2σ′ ~A(2 + δ)(1 + β) , ~UT = − 2aσ′ ~A

µ1(2 + δ)(2 + 3β) .�¤­ ª® §¤¥áì ¯®¤ ¢¥«¨ç¨­®© ~A â¥¯¥àì ­ ¤® ¯®­¨¬ âì £à ¤¨¥­â ¯®«ïâ¥¬¯¥à âãàë ¢® ¢­¥è­¥© �¨¤ª®áâ¨ ¢ á«ãç ¥ ®âáãâáâ¢¨ï ª ¯«¨, ­® ¢ë-ç¨á«¥­­ë© ¢ â®¬ ¬¥áâ¥, £¤¥ ¢ ¤ ­­ë© ¬®¬¥­â ­ å®¤¨âáï æ¥­âà ª ¯«¨.Ǒà¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®£® ¤¢¨�¥­¨ï ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ë-à¥© ¢® ¢­¥è­¥¬ £à ¤¨¥­â¥ â¥¬¯¥à âãàë à áá¬ âà¨¢ «¨áì ­¥ª®â®àë¥®á«®�­ïîé¨¥ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢ : ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ª ¯«¨ á ¯«®áª®© áâ¥­-ª®© [258℄ ¨«¨ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¤àã£ á ¤àã£®¬ [193℄.� ª, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¢ [193℄ ¯®ª § ­®, çâ® ¥á«¨ ¯à¨ ¤¢¨�¥­¨¨ ¢ ¯®«¥âï�¥áâ¨ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ª ¯¥«ì à ¤¨ãá  a ã¡ë¢ ¥â á à ááâ®ï­¨¥¬ l¬¥�¤ã ­¨¬¨ ª ª a/l, â® ¯à¨ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¬ ¤à¥©ä¥| ª ª (a/l)3.�¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ ª ¯«¨ ¯à¨ ­¥«¨­¥©­®© § ¢¨-á¨¬®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï ®â â¥¬¯¥à âãàë. � à ¡®â¥[65℄ à áá¬®âà¥­  ª ¯«ï, ­ å®¤ïé ïáï ¢ ¯®áâ®ï­­®¬ ¢­¥è­¥¬ £à ¤¨¥­-â¥ â¥¬¯¥à âãàë, á ­¥«¨­¥©­®© § ¢¨á¨¬®áâìî ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥-­¨ï ®â â¥¬¯¥à âãàë. � â¥å á«ãç ïå, ª®£¤  íâ  § ¢¨á¨¬®áâì ­¥¬®­®â®­-­ , ¢ ®âáãâáâ¢¨¥ £à ¢¨â æ¨¨ ¢®§¬®�­® ¯®ï¢«¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¥© à ¢­®¢¥-á¨ï ª ¯¥«ì|ãáâ®©ç¨¢ëå ¨ ­¥ãáâ®©ç¨¢ëå. � «¨ç¨¥ â ª¨å ¯«®áª®áâ¥©¬®�¥â ¯®¬¥è âì, ­ ¯à¨¬¥à, â¥å­®«®£¨ç¥áª®¬ã ¯à®æ¥ááã ã¤ «¥­¨ï ¯ã-§ëàìª®¢ ¨§ à á¯« ¢  ¢ ãá«®¢¨ïå ¬¨ªà®£à ¢¨â æ¨¨ ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¯à¨-«®�¥­¨ï â¥¬¯¥à âãà­®£® £à ¤¨¥­â .�­ «¨§ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  § ¢¨á¨¬®áâì (6.1.19) ¨¬¥-¥â ¬¨­¨¬ã¬, â.¥. ¯à¨ α > 0, ¯«®áª®áâì à ¢­®¢¥á¨ï ¡ã¤¥â ¯«®áª®áâìî¯à¨âï�¥­¨ï,   à ¢­®¢¥á¨¥| ãáâ®©ç¨¢ë¬ (áª®à®áâì ¤à¥©ä  ¢­¥ ¯«®á-ª®áâ¨ à ¢­®¢¥á¨ï ¢á¥£¤  ­ ¯à ¢«¥­  ª ¯«®áª®áâ¨). Ǒà¨ α<0 ¯«®áª®áâìà ¢­®¢¥á¨ï ¡ã¤¥â ¯«®áª®áâìî ®ââ «ª¨¢ ­¨ï,   à ¢­®¢¥á¨¥| ­¥ãáâ®©-ç¨¢ë¬ (áª®à®áâì ¤à¥©ä  ­ ¯à ¢«¥­  ®â ¯«®áª®áâ¨). �¢¨�¥­¨¥ ¤¢ãå



6.2. �¥à¬®ª ¯¨««ïà­ë© ¤à¥©ä ª ¯«¨ 243ª ¯¥«ì, ­ å®¤ïé¨åáï ¢ ¯«®áª®áâ¨ à ¢­®¢¥á¨ï, ¯à®¨áå®¤¨â ­ ¢áâà¥çã¤àã£ ¤àã£ã, ¥á«¨ α > 0; ¯à¨ α < 0 ª ¯«¨ à áå®¤ïâáï.�¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ ª ¯«¨ ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ¨§«ã-ç¥­¨ï. �®§¤ ­¨¥ £à ¤¨¥­â  â¥¬¯¥à âãàë ¢® ¢­¥è­¥© �¨¤ª®áâ¨ ï¢«ï-¥âáï ®¤­¨¬ ¨§ ¯à®áâ¥©è¨å, ­® ­¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ á¯®á®¡®¬ ¯à¨¢¥¤¥­¨ïª ¯«¨ ¢ á®áâ®ï­¨¥ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®£® ¤à¥©ä . � ª, ¢ á«ãç ¥ ­¥¯à®-§à ç­®© ª ¯«¨ ¨ ¯à®§à ç­®© ¢­¥è­¥© �¨¤ª®áâ¨ ­  ª ¯«î, ­ å®¤ïéã-îáï ¢ à ¢­®¬¥à­® ­ £à¥â®© �¨¤ª®áâ¨, ¬®�­® ­ ¯à ¢¨âì á¢¥â®¢®© «ãç.Ǒà¨ íâ®¬ ¨§«ãç¥­¨¥, ¯®£«®é ïáì ¢ ª ¯«¥, ¡ã¤¥â ­¥à ¢­®¬¥à­® ­ £à¥-¢ âì ¥¥, ¯à¨¢®¤ï ª ¯®ï¢«¥­¨î â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ëå ­ ¯àï�¥­¨©. Ǒà¨
dσ/dT∗ < 0 ª ¯«ï ¡ã¤¥â ¤à¥©ä®¢ âì ¢ áâ®à®­ã á¢®¥© ¡®«¥¥ ­ £à¥â®©ç áâ¨, â.¥. ­ ¢áâà¥çã «ãçã.�®®â¢¥âáâ¢ãîé ï § ¤ ç  à áá¬®âà¥­  ¢ à ¡®â å [155, 268℄. �§«ã-ç¥­¨¥ ¢ [155℄ áç¨â «®áì ¨¬¥îé¨¬ ä®à¬ã ¯«®áª®¯ à ««¥«ì­®£® «ãç ,¯®£«®é îé¥£®áï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨, ª ª ­  ç¥à­®¬ â¥«¥, ­® á¢®-¡®¤­® ¯à®å®¤ïé¥£® ç¥à¥§ ¢­¥è­îî �¨¤ª®áâì, ¯à¨ç¥¬ â¥¬¯¥à âãà ¢¤ «¨ ®â ª ¯«¨ ¯à¨­¨¬ « áì ¯®áâ®ï­­®©. �«ï â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®© á¨-«ë ¨ áª®à®áâ¨ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®£® ¤à¥©ä  ª ¯«¨ ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ¨§-«ãç¥­¨ï ¢ ®âáãâáâ¢¨¥ £à ¢¨â æ¨¨ ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë ¢ëà �¥­¨ï (J |¬®é­®áâì ¯®â®ª  ¨§«ãç¥­¨ï):

FT = 2πa2Jσ′3κ1(2 + δ)(1 + β) , UT = aJσ′3µ1κ1(2 + δ)(2 + 3β) . (6.2.10)�¤¥áì ¢¥«¨ç¨­ë FT ¨ UT |¯®«®�¨â¥«ì­ë, ¥á«¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¢¥ª-â®àë ­ ¯à ¢«¥­ë ¢ áâ®à®­ã à á¯à®áâà ­¥­¨ï ¨§«ãç¥­¨ï, ¨ ®âà¨æ -â¥«ì­ë ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®�­®¬ á«ãç ¥. � ª á«¥¤ã¥â ¨§ ¢â®à®© ä®à¬ã«ë(6.2.10), ¯à¨ σ′ < 0 ª ¯«ï ¤à¥©äã¥â ­ ¢áâà¥çã «ãçã.�¡é¥¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï ª ¯¨««ïà­®© á¨«ë ¢ áâ®ªá®¢®¬¯à¨¡«¨�¥­¨¨. �® ¢á¥å à áá¬®âà¥­­ëå à ­¥¥ á«ãç ïå ¤¥«® ®¡áâ®ï«®â ª, çâ® à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï ¢¤®«ì ¯®¢¥àå­®-áâ¨, ª ª á«¥¤áâ¢¨¥ ¯à¥­¥¡à¥�¥­¨ï ª®­¢¥ªâ¨¢­®© â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâìî,¯®«ãç «®áì ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â ¤¢¨�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨. �®à¬ «¨§ãï ¤ ­­®¥®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, ¬®�­® à áá¬®âà¥âì íää¥ªâ � à ­£®­¨ ¤«ï ª ¯«¨,ª®£¤  ª®íää¨æ¨¥­â ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï áç¨â ¥âáï § ¤ ­­®©äã­ªæ¨¥© ª®®à¤¨­ â ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨ ¡¥§ ª®­ªà¥â¨§ æ¨¨ ¯à¨-ç¨­ë, ¢ë§¢ ¢è¥© íâã ­¥®¤­®à®¤­®áâì. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï¤¥©áâ¢ãîé¥© ­  ª ¯«î ª ¯¨««ïà­®© á¨«ë ¨¬¥¥â ¢¨¤ [302℄
~FT = − 12(1 + β) ∫

S

∇sσ dS, (6.2.11)£¤¥∇s |£à ¤¨¥­â ¢¤®«ì ¯®¢¥àå­®áâ¨,   ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥ ¯à®¨§¢®¤¨âáï¯® ¢á¥© ¯«®é ¤¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨.



244 �¥à¬®£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ ï¢«¥­¨ïǑà¨à ¢­¨¢ ï áã¬¬ã á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï FV ¢ (6.2.8) ¨ ª ¯¨««ïà-­®© á¨«ë (6.2.11) ­ã«î, ¬®�­® ­ ©â¨ áª®à®áâì ª ¯¨««ïà­®£® ¤à¥©-ä  ª ¯«¨:
~UT = − 14πµ1a(2 + 3β) ∫

S

∇sσ dS. (6.2.12)Ǒ®«ãç¥­­ë¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬ à¥§ã«ìâ âë ®¡« ¤ îâ ¤®áâ â®ç­®©®¡é­®áâìî. �­¨ ®å¢ âë¢ îâ ¢á¥ á«ãç ¨, ª®£¤  ª ¯¨««ïà­ë¥ ­ ¯àï-�¥­¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨ áâ æ¨®­ à­ë ¨ ­¥ § ¢¨áïâ ®â ¤¢¨�¥­¨ï�¨¤ª®áâ¨. Ǒà¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ª®­ªà¥â¨§ æ¨¨ äã­ªæ¨¨ σ ä®à¬ã«ë(6.2.8) ¨ (6.2.9), ¢ë¢¥¤¥­­ë¥ ¤«ï á«ãç ï Pe = 0, ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥­ë¨§ (6.2.11), (6.2.12).�®«¥¥ ¯®¤à®¡­® á ¯®á«¥¤­¨¬¨ ¤®áâ¨�¥­¨ï¬¨ ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ¬®�­®¯®§­ ª®¬¨âìáï ¢ à ¡®â å [162, 286℄.6.3. �¥¬®ª ¯¨««ïà­ë© íää¥ªâ¯à¨ ¤¢¨�¥­¨¨ ª ¯«¨�á¥ à áá¬®âà¥­­ë¥ ¢ëè¥ á«ãç ¨ ¯à®ï¢«¥­¨ï íää¥ªâ  � à ­£®­¨¤«ï ª ¯«¨ ¨¬¥îâ ®¤­ã ®¡éãî ç¥àâã,   ¨¬¥­­® ­ «¨ç¨¥ ­¥ª®â®à®©¢­¥è­¥© ­¥á¨¬¬¥âà¨¨, ª®â®à ï ­¥ á¢ï§ ­  á ¤¢¨�¥­¨¥¬. �ãé¥áâ¢¥­­®¨­ë¥ á¨âã æ¨¨, ª®£¤  £à ¤¨¥­â ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï ¢®§­¨ª ¥â«¨èì ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¤¢¨�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¥© ¢­¥ ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨, ¢ á¢®î®ç¥à¥¤ì ®¡à â­® ¢«¨ïï ­  ¤¢¨�¥­¨¥, ¨áá«¥¤®¢ ­ë ¢ [100, 163℄.� ª, ¢ [100℄  ­ «¨§¨àã¥âáï ¢«¨ï­¨¥ ¯®¢¥àå­®áâ­®- ªâ¨¢­ëå ¢¥-é¥áâ¢ (Ǒ��) ­  ¤¢¨�¥­¨¥ ª ¯«¨. � á®áâ®ï­¨¨ ¯®ª®ï ¯®¢¥àå­®áâ­ ï¯«¥­ª  ®¤­®à®¤­ , ¨ £à ¤¨¥­â ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï ­¥ ¢®§­¨ª -¥â. �¤­ ª®, ¥á«¨ ª ¯«ï ¯¥à¥¬¥é ¥âáï, â® ¯®¢¥àå­®áâ­®- ªâ¨¢­ë¥ ¢¥-é¥áâ¢  ¯¥à¥à á¯à¥¤¥«ïîâáï ¢¤®«ì ¯®¢¥àå­®áâ¨, á®§¤ ¢ ï â ª®© £à -¤¨¥­â. Ǒ®áª®«ìªã ¯®¢¥àå­®áâ­®¥ ­ âï�¥­¨¥ ®¡ëç­® ã¡ë¢ ¥â á à®áâ®¬ª®­æ¥­âà æ¨¨, ª ¯¨««ïà­ë© íää¥ªâ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¡ã¤¥â á®áâ®ïâì ¢â®à¬®�¥­¨¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ª ¯«¨. �á«¨ª ¯¨««ïà­ë© íää¥ªâ ¢¥«¨ª, â® ®­ ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®«­®¬ã ¯à¥ªà é¥­¨î¤¢¨�¥­¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨ ¨«¨ ¯ã§ëàï, ¯®íâ®¬ã § ª®­ á®¯à®â¨¢-«¥­¨ï ¤«ï ­¨å áâ ­®¢¨âáï â ª¨¬ �¥, ª ª ¨ ¤«ï â¢¥à¤®© áä¥à¨ç¥áª®©ç áâ¨æë. �â®â ¢ë¢®¤ ¨¬¥¥â ¬­®£®ç¨á«¥­­ë¥ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¥ ¯®¤-â¢¥à�¤¥­¨ï [100℄.� «¥¥, á«¥¤ãï [163℄, ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡­® ®áâ ­®¢¨¬áï ­  ¤àã£®¬ ¬¥-å ­¨§¬¥ ¢®§­¨ª­®¢¥­¨ï ­¥¯®áâ®ï­áâ¢  ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï ¢¯à®æ¥áá¥ ¤¢¨�¥­¨ï. � áá¬®âà¨¬ ª ¯«î, ¤¢¨�ãéãîáï á ¯®áâ®ï­­®©áª®à®áâìî, ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª®â®à®© ¯à®â¥ª ¥â íª§®- ¨«¨ í­¤®â¥à-¬¨ç¥áª ï å¨¬¨ç¥áª ï à¥ ªæ¨ï. �ç¨â ¥âáï, çâ® ¢ à¥ ªæ¨¨ ãç áâ¢ã¥â



6.3. �¥¬®ª ¯¨««ïà­ë© íää¥ªâ ¯à¨ ¤¢¨�¥­¨¨ ª ¯«¨ 245¯®¢¥àå­®áâ­®- ªâ¨¢­®¥ ¢¥é¥áâ¢®, à áâ¢®à¥­­®¥ ¢ ®ªàã� îé¥© ª ¯-«î �¨¤ª®áâ¨. Ǒà¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® â¥¬¯¥à âãà  �¨¤ª®áâ¨ ¨ ª®­æ¥­-âà æ¨ï Ǒ�� ¢¤ «¨ ®â ª ¯«¨ ¯®áâ®ï­­ë, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ª®­æ¥­âà æ¨ï¯®¢¥àå­®áâ­®- ªâ¨¢­®£® ¢¥é¥áâ¢  (à¥ £¥­â ) ­  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®-áâ¨ ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì (¤¨ääã§¨®­­ë© à¥�¨¬ à¥ ªæ¨¨). � â ª®© á¨¬-¬¥âà¨ç­®© á¨âã æ¨¨ ­¥¯®áâ®ï­áâ¢® â¥¬¯¥à âãàë,   á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ë¥ ­ ¯àï�¥­¨ï ¬®£ãâ ¢®§­¨ª­ãâì «¨èì ¯à¨ ¤¢¨�¥-­¨¨ �¨¤ª®áâ¥©.�«ï â®£® çâ®¡ë ¯®¤ç¥àª­ãâì à®«ì å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨, ®¯¨áë-¢ ¥¬ë¥ ¤ «¥¥ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ë¥ íää¥ªâë ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì å¥¬®-â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ë¬¨.� ¤ çã ® áâ æ¨®­ à­®¬ ®¡â¥ª ­¨¨ ª ¯«¨ á ¯®¢¥àå­®áâ­®© å¨¬¨-ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥© ®¤­®à®¤­ë¬ ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ãá«®¢­® ¬®�­® à §¤¥«¨âì ­  âà¨ ç áâ¨.�«ï £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®© ç áâ¨ § ¤ ç¨ á®åà ­ïîâáï ¢á¥ ®á­®¢­ë¥¯à¥¤¯®«®�¥­¨ï, ãà ¢­¥­¨ï ¨ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï, ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ à ­¥¥¢ à §¤. 6.2.�®­æ¥­âà æ¨®­­ ï ç áâì § ¤ ç¨ ®¯¨áë¢¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬ ª®­¢¥ª-â¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨ (4.4.3), £¤¥ ã äã­ªæ¨¨ â®ª  ­¥®¡å®¤¨¬® ¯®áâ ¢¨âì¨­¤¥ªá ¥¤¨­¨æ , ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ¯®áâ®ï­áâ¢  ª®­æ¥­âà æ¨¨­  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨ ¢¤ «¨ ®â ª ¯«¨ (4.4.4), (4.4.5). �¨ääã-§¨®­­®¥ ç¨á«® Ǒ¥ª«¥ Pe áç¨â ¥âáï ¬ «ë¬.�â® ª á ¥âáï â¥¯«®¢®© ç áâ¨ § ¤ ç¨, â® ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ á«ãç ¥¤«ï ®¯¨á ­¨ï â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®£® íää¥ªâ  ­¥¤®áâ â®ç­® ®£à ­¨ç¨âì-áï ­ã«¥¢ë¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¥¬ ¯®«ï â¥¬¯¥à âãàë ¯® ¬ «®¬ã ç¨á«ã Ǒ¥ª«¥,¯®áª®«ìªã ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ â¥¬¯¥à âãà  ®áâ ¢ « áì ¡ë ¯®áâ®ï­­®© ¢¤®«ì¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨. Ǒ®íâ®¬ã ¢¬¥áâ® ãà ¢­¥­¨© (6.2.2) §¤¥áì ¨á¯®«ì-§ãîâáï ¡®«¥¥ ®¡é¨¥ ãà ¢­¥­¨ï ª®­¢¥ªâ¨¢­®© â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨:�T (1)
∗ = χ1(~V (1) · ∇)T (1)

∗ , �T (2)
∗ = χ2(~V (2) · ∇)T (2)

∗ , (6.3.1)�¤ «¨ ®â ª ¯«¨ ¨á¯®«ì§ã¥âáï £à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥ (6.2.1) ¯à¨ A = 0,  ­  ¬¥�ä §­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤®«�­ë ¢ë¯®«­ïâìáï ãá«®¢¨¥ ­¥¯à¥àë¢-­®áâ¨ â¥¬¯¥à âãàë (á¬. ¯¥à¢®¥ £à ­¨ç­®© ãá«®¢¨¥ ¢ (6.2.3)) ¨ ãá«®¢¨¥¡ « ­á  â¥¯«®¢®£® ¯®â®ª  
 ãç¥â®¬ â¥¯«®¢ë¤¥«¥­¨ï §  áç¥â ¯®¢¥àå-­®áâ­®© à¥ªæ¨¨:
κ1 ∂T (1)

∗

∂R
− κ2 ∂T (2)

∗

∂R
= QD

∂C

∂R
¯à¨ R = a, (6.3.2)£¤¥ Q| â¥¯«®¢®© íää¥ªâ å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ (Q > 0 | íª§®â¥à¬¨-ç¥áª ï, Q < 0| í­¤®â¥à¬¨ç¥áª ï à¥ ªæ¨ï).�â¬¥â¨¬, çâ® á¢ï§ì ¬¥�¤ã £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®©, ¤¨ääã§¨®­­®© ¨â¥¯«®¢®© § ¤ ç¥© ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï á ¯®¬®éìî ª®­¢¥ªâ¨¢­ëå ç«¥­®¢ ¢



246 �¥à¬®£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ ï¢«¥­¨ïãà ¢­¥­¨ïå ¤¨ääã§¨¨ ¨ â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨ ¨ ¤¢ãå £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨©(6.2.5) ¨ (6.3.2). �«ï ¯®«ãç¥­¨ï £« ¢­ëå ç«¥­®¢ à §«®�¥­¨ï ¯® ¬ «ë¬¤¨ääã§¨®­­ë¬ ¨ â¥¯«®¢ë¬ ç¨á« ¬ Ǒ¥ª«¥ ª®­¢¥ªâ¨¢­ë¬¨ ç«¥­ ¬¨¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì ¨ á¢ï§ì ¬¥�¤ã ãª § ­­ë¬¨ ¢ëè¥ § ¤ ç ¬¨ à¥ «¨-§ã¥âáï â®«ìª® §  áç¥â £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨©.�¥è¥­¨¥ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®© ç áâ¨ § ¤ ç¨, ª ª ¨ à ­¥¥ ¬®�­®§ ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ ä®à¬ã« ¤«ï äã­ªæ¨© â®ª  (6.2.6), £¤¥ ¯®áâ®ï­­ ï
B ®áâ ¥âáï ¯®ª  ­¥®¯à¥¤¥«¥­­®©.� å®¤ï ¯à¨¡«¨�¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ â¥¯«®¢®© ¨ ¤¨ääã§¨®­­®© § ¤ ç¬¥â®¤®¬ áà é¨¢ ¥¬ëå  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å à §«®�¥­¨© (á¬. à §¤. 4.4) áäã­ªæ¨¥© â®ª  (6.2.6) ¨ ®£à ­¨ç¨¢ ïáì ­ã«¥¢ë¬¨ ¨ ¯¥à¢ë¬¨ ç«¥­ ¬¨à §«®�¥­¨© ¯® ¬ «ë¬ ç¨á« ¬ Ǒ¥ª«¥ á ¯®¬®éìî £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨©(6.2.5) ¨ (6.3.2) ¬®�­® ¢ëç¨á«¨âì §­ ç¥­¨¥ ¯®áâ®ï­­®© B ¨ á¨«ã¤¥©áâ¢ãîéãî ­  ª ¯«î:
F = 4πµ1aUiB, B = − 1 + 32 β + 3m1 + β +m

, m = − MaPeT (1− L )12(2 + δ) .(6.3.3)�¤¥áì Ma = QCiDσ′

κ1µ1Ui | ç¨á«® � à ­£®­¨, L = χ1
D

| ç¨á«® �ìî¨-á . Ǒà¨ ¢ë¢®¤¥ ä®à¬ã«ë (6.3.3) áç¨â «¨áì ¢ë¯®«­¥­­ë¬¨ ãá«®¢¨ï:Pe ≈ PeT ¨ MaPe ≈ 1.�ª®à®áâì ¤¢¨�¥­¨ï ª ¯«¨ ¢ ¯®«¥ âï�¥áâ¨ ­ å®¤¨âáï ¨§ ãá«®¢¨ï®¡à é¥­¨ï áã¬¬ë á¨«ë (6.3.3), á¨«ë âï�¥áâ¨ ¨ ¢ëâ «ª¨¢ îé¥©á¨«ë ¢ ­ã«ì
Ui = (ρ1 − ρ2)a23µ1B g. (6.3.4)Ǒà¨ B<0 á¨«  (6.3.3), ª ª ®¡ëç­®, ï¢«ï¥âáï á¨«®© á®¯à®â¨¢«¥­¨ï.Ǒà¨ B > 0 á¨«  (6.3.3) ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ á¨«ã âï£¨ ¡ã¤ãç¨ á®­ ¯à ¢«¥­-­®© áª®à®áâ¨ ¤¢¨�¥­¨ï ª ¯«¨.Ǒà¨ B > − 32 ª àâ¨­  ®¡â¥ª ­¨ï ª ¯«¨  ­ «®£¨ç­  ®¡â¥ª ­¨î ¯®�¤ ¬ àã| �ë¡ç¨­áª®¬ã (à¨á. 2.2). � ã¬¥­ìè¥­¨¥¬ ¢¥«¨ç¨­ë B ¨­-â¥­á¨¢­®áâì æ¨àªã«ïæ¨¨ �¨¤ª®áâ¨ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ã¬¥­ìè ¥âáï ¨ ¯à¨

B = − 32 ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì. Ǒà¨ ¤ «ì­¥©è¥¬ ã¬¥­ìè¥­¨¨ (B < − 32 )¢®§­¨ª ¥â æ¨àªã«ïæ¨®­­ ï §®­  ¢®ªàã£ ª ¯«¨. � ¯à ¢«¥­¨¥ ¢­ãâà¥­-­¥© æ¨àªã«ïæ¨¨ áâ ­®¢¨âáï ¯à®â¨¢®¯®«®�­ë¬ ¯® ®â­®è¥­¨î ª á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ­ ¯à ¢«¥­¨î ¢ á«ãç ¥ �¤ ¬ à  | �ë¡ç¨­áª®£®. Ǒà¨íâ®¬, ª ª á«¥¤ã¥â ¨§ (6.3.3), ¤¥©áâ¢ãîé ï ­  ª ¯«î á¨«  á®¯à®â¨¢«¥-­¨ï ¯à¥¢ëè ¥â á¨«ã �â®ªá , ¤¥©áâ¢ãîéãî ­  â¢¥à¤ãî áä¥àã.� ¯à¥¤¥«ì­®¬ á«ãç ¥ β → ∞ (¡®«ìè ï ¢ï§ª®áâì ¢¥é¥áâ¢  ª ¯«¨)â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ë© íää¥ªâ ­¥ ¢«¨ï¥â ­  ¤¢¨�¥­¨¥, B → − 32 , ª ¯-«ï ¡ã¤¥â ®¡â¥ª âìáï ª ª â¢¥à¤ ï áä¥à  ¨ ¨§ (6.3.3) ¯®«ãç ¥âáï § ª®­�â®ªá  (2.2.5). Ǒà¨ m = 0 (®âáãâáâ¢¨¥ â¥¯«®¢ë¤¥«¥­¨ï ¨«¨ ­¥§ ¢¨-



6.3. �¥¬®ª ¯¨««ïà­ë© íää¥ªâ ¯à¨ ¤¢¨�¥­¨¨ ª ¯«¨ 247á¨¬®áâì ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï ®â â¥¬¯¥à âãàë) â¥à¬®ª ¯¨««ïà-­ë© íää¥ªâ ®âáãâáâ¢ã¥â,   ¨§ (6.3.3) ¯®«ãç ¥âáï ®¡ëç­ ï á¨«  á®¯à®-â¨¢«¥­¨ï ¯à¨ ®¡â¥ª ­¨¨ ª ¯«¨ ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ ¯®â®ª®¬ (2.2.15).�â¬¥â¨¬, çâ® ¬®�¥â ®áãé¥áâ¢«ïâìáï à¥�¨¬ â ª ­ §ë¢ ¥¬®£®  ¢-â®­®¬­®£® ¤¢¨�¥­¨ï, ª®£¤  ª ¯«ï á ¬®¯à®¨§¢®«ì­®, ¢ ®âáãâáâ¢¨¥ª ª¨å-«¨¡® ¢­¥è­¨å ¢ë­ã�¤ îé¨å ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢, ¤à¥©äã¥â á ¯®-áâ®ï­­®© ­¥­ã«¥¢®© áª®à®áâìî [51, 52℄. Ǒà¨ íâ®¬ ¤àã£®© ¢®§¬®�-­ë© à¥�¨¬ ¤¢¨�¥­¨ï| ¯®ª®©| ®ª §ë¢ ¥âï ­¥ãáâ®©ç¨¢ë¬. �ää¥ª-âë,  ­ «®£¨ç­ë¥ à áá¬®âà¥­­ë¬ ¢ ¤ ­­®¬ à §¤¥«¥, ¬®£ãâ ¢ë§ë¢ âìáïå¥¬®ª®­æ¥­âà æ¨®­­®-ª ¯¨««ïà­ë¬ ¬¥å ­¨§¬®¬ [53℄,   â ª�¥ ¤àã£¨-¬¨, ®â«¨ç­ë¬¨ ®â ¯®¢¥àå­®áâ­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨ ä ªâ®à ¬¨, ­ -¯à¨¬¥à, â¥¯«®¢ë¤¥«¥­¨¥¬ ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ [156℄.� ¬¥ç ­¨¥. � ¤ ç  ® ¬ áá®¯¥à¥­®á¥ ª ª ¯«¥ ¤«ï ¤¨ääã§¨®­­®£®à¥�¨¬  à¥ ªæ¨¨ ­  ¥¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢ ãá«®¢¨ïå â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®£®¤¢¨�¥­¨ï ä®à¬ã«¨àã¥âáï â ª �¥, ª ª ¢ ¥£® ®âáãâáâ¢¨¥ (á¬. à §¤. 4.4),á ãç¥â®¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨§¬¥­¥­¨© ¢ ¯®«¥ áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨.� [50℄ à áá¬®âà¥­  ¡®«¥¥ á«®�­ ï § ¤ ç  ¤«ï å¥¬®ª ¯¨««ïà­®£®íää¥ªâ  á â¥¯«®¢ë¤¥«¥­¨¥¬, ®¯¨á ­­®£® ¢ [51{53, 163℄. �ç¨â «®áì,çâ® ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª ¯«¨ ¯à®â¥ª ¥â å¨¬¨ç¥áª ï à¥ ªæ¨ï á ª®­¥ç­®©áª®à®áâìî.



7. �¨¤à®¤¨­ ¬¨ª , ¬ áá®- ¨â¥¯«®®¡¬¥­ ¢ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å�¨¤ª®áâïå�® á¨å ¯®à à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¢®¯à®áë ¤¢¨�¥­¨ï ¨ â¥¯«®¬ áá®®¡-¬¥­  ­ìîâ®­®¢áª¨å áà¥¤, ª®â®àë¥ å à ªâ¥à¨§ãîâáï «¨­¥©­®© á¢ï§ìî¬¥�¤ã ª á â¥«ì­ë¬¨ ­ ¯àï�¥­¨ï¬¨ ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ áª®à®áâï-¬¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ á¤¢¨£  (¯à¨ç¥¬ ¯à¨ ­ã«¥¢®© áª®à®áâ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ª -á â¥«ì­ë¥ ­ ¯àï�¥­¨ï ®âáãâáâ¢ãîâ). �ª § ­­®¬ã § ª®­ã å®à®è® ¯®-¢¨­ãîâáï £ §ë ¨ ®¤­®ä §­ë¥ ­¨§ª®¬®«¥ªã«ïà­ë¥, â.¥. ¯à®áâë¥, �¨¤-ª®áâ¨. �  ¯à ªâ¨ª¥, ®¤­ ª®, ­¥à¥¤ª® ¢áâà¥ç îâáï ¡®«¥¥ á«®�­ë¥ ¯®áâàãªâãà¥ �¨¤ª®áâ¨, ­ ¯à¨¬¥à, à áâ¢®àë ¨ à á¯« ¢ë ¯®«¨¬¥à®¢, ¤¨á-¯¥àá­ë¥ â¥ªãç¨¥ á¨áâ¥¬ë (áãá¯¥­§¨¨, í¬ã«ìá¨¨, ¯ áâë) , ª®â®àë¥ ¨¬¥-îâ ­¥«¨­¥©­ãî § ¢¨á¨¬®áâì ¬¥�¤ã ª á â¥«ì­ë¬¨ ­ ¯àï�¥­¨ï¬¨ ¨áª®à®áâï¬¨ á¤¢¨£®¢®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨. � ª¨¥ �¨¤ª®áâ¨ ­ §ë¢ îâ ­¥­ìî-â®­®¢áª¨¬¨.� íâ®© £« ¢¥ ®¯¨á ­ë ­ ¨¡®«¥¥ à á¯à®áâà ­¥­­ë¥ (¯®«ãí¬¯¨à¨-ç¥áª¨¥ ¨ í¬¯¨à¨ç¥áª¨¥) à¥®«®£¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤-ª®áâ¥©. � ­ë ¯®áâ ­®¢ª¨ ¨ ¯à¨¢¥¤¥­ë ¨â®£®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë à¥è¥­¨ïâ¨¯¨ç­ëå § ¤ ç £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¨ ¨ â¥¯«®¬ áá®®¡¬¥­  áâ¥¯¥­­ëå �¨¤-ª®áâ¥©.7.1. �¥®«®£¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å­¥á�¨¬ ¥¬ëå �¨¤ª®áâ¥©�ìîâ®­®¢áª ï �¨¤ª®áâì. � ®á­®¢ã ª« áá¨ç¥áª®© £¨¤à®¬¥å ­¨-ª¨ ¢ï§ª®© ­¥á�¨¬ ¥¬®© ¨§®âà®¯­®© �¨¤ª®áâ¨ ¯®«®�¥­ ®¡®¡é¥­­ë©§ ª®­ �ìîâ®­ 
τij = −Pδij + 2µeij (i, j = 1, 2, 3),

δij = { 1 ¯à¨ i = j,0 ¯à¨ i 6= j, (7.1.1)£¤¥ τij |ª®¬¯®­¥­âë â¥­§®à  ­ ¯àï�¥­¨©; P |¤ ¢«¥­¨¥; δij | á¨¬-¢®« �à®­¥ª¥à ; µ|ª®íää¨æ¨¥­â ¤¨­ ¬¨ç¥áª®© ¢ï§ª®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨;
eij | ª®¬¯®­¥­âë â¥­§®à  áª®à®áâ¥© ¤¥ä®à¬ æ¨¨, ª®â®àë¥ ¢ ¤¥ª à-â®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â X1, X2, X3 ¢ëà � îâáï ç¥à¥§ ª®¬¯®­¥­âëáª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ V1, V2, V3 ¯® ä®à¬ã«¥

eij = 12 ( ∂Vi

∂Xj

+ ∂Vj

∂Xi

)
. (7.1.2)248



7.1. �¥®«®£¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© 249� ãà ¢­¥­¨¥ (7.1.1) ¢å®¤¨â «¨èì ®¤¨­ à¥®«®£¨ç¥áª¨© ¯ à ¬¥âà µ,ª®â®àë© ­¥ § ¢¨á¨â ®â ª¨­¥¬ â¨ç¥áª¨å (áª®à®áâ¨, ãáª®à¥­¨ï, á¬¥é¥-­¨ï) ¨ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å (á¨«ë, ­ ¯àï�¥­¨ï) å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¤¢¨�¥­¨ï.�¥«¨ç¨­  µ § ¢¨á¨â ®â â¥¬¯¥à âãàë.� á«ãç ¥ ®¤­®¬¥à­®£® ¯à®áâ®£® á¤¢¨£®¢®£® â¥ç¥­¨ï �ìîâ®­ (7.1.1) ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤
τ = µ _γ, (7.1.3)£¤¥ τ = τ12, _γ = ∂V1/∂X2; X2 | ª®®à¤¨­ â , ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ ï­ ¯à ¢«¥­¨î áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ V1.�à ä¨ª § ¢¨á¨¬®áâ¨ τ ®â _γ, ª®â®àë© ­ §ë¢ ¥âáï ªà¨¢®© â¥ç¥­¨ï,¤«ï ­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨ (7.1.3) ¨¬¥¥â ¢¨¤ ¯àï¬®© «¨­¨¨, ¯à®å®-¤ïé¥© ç¥à¥§ ­ ç «® ª®®à¤¨­ â (à¨á. 7.1).�à âª® ®¯¨è¥¬ â¥¯¥àì ¬®¤¥«¨ ¡®«¥¥ á«®�­ëå | ­¥­ìîâ®­®¢-áª¨å | �¨¤ª®áâ¥© (¯®¤à®¡­®¥ ¨§«®�¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¢®¯à®á®¢¬®�­® ­ ©â¨, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ ª­¨£ å [9, 120, 157, 168, 174, 185, 202, 236℄).�¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨¥ �¨¤ª®áâ¨. �­®£¨¥ á«®�­ë¥ ¯® áâàãªâãà¥à¥®áâ ¡¨«ì­ë¥ (à¥®«®£¨ç¥áª¨¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ª®â®àëå ­¥ § ¢¨áïâ ®â¢à¥¬¥­¨) �¨¤ª®áâ¨ ¢ ãá«®¢¨ïå ®¤­®¬¥à­®£® á¤¢¨£  ¨¬¥îâ ªà¨¢ãî â¥-ç¥­¨ï, ®â«¨ç­ãî ®â ­ìîâ®­®¢áª®©. �á«¨ ªà¨¢ ï â¥ç¥­¨ï ªà¨¢®«¨­¥©-­ , ­® ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ­ ç «® ª®®à¤¨­ â ¢ ¯«®áª®áâ¨ _γ, τ , â® á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¨¥ �¨¤ª®áâ¨ ­ §ë¢ îâáï ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨¬¨ (­¥à¥¤ª® ç¨áâ®¢ï§ª¨¬¨,  ­®¬ «ì­®-¢ï§ª¨¬¨, ¨­®£¤  ­¥­ìîâ®­®¢áª¨¬¨).�¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨¥ �¨¤ª®áâ¨ ¯®¤à §¤¥«ïîâáï ­  ¯á¥¢¤®¯« áâ¨ç-

�¨á. 7.1. � à ªâ¥à­ë¥ ªà¨¢ë¥ â¥-ç¥­¨© ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥©

­ë¥ | á ªà¨¢®© â¥ç¥­¨ï, ®¡à é¥­­®© ¢ë¯ãª«®áâìî ¢ áâ®à®-­ã ®á¨ ­ ¯àï�¥­¨©, ¨ ¤¨« â ­â-­ë¥ | á ªà¨¢®© â¥ç¥­¨ï, ®¡à é¥­-­®© ¢ë¯ãª«®áâìî ¢ áâ®à®­ã ®á¨ áª®-à®áâ¥© á¤¢¨£  (èâà¨å®¢ë¥ «¨­¨¨ ­ à¨á. 7.1).Ǒà¨¬¥à ¬¨ ¯á¥¢¤®¯« áâ¨ç¥áª¨å�¨¤ª®áâ¥© ¬®£ãâ á«ã�¨âì à áâ¢®àë¨ à á¯« ¢ë ¯®«¨¬¥à®¢, ¬ §ãâë, à á-â¢®àë ª ãçãª , ¬­®£¨¥ ­¥äâ¥¯à®¤ãª-âë, ¡ã¬ �­ë¥ ¯ã«ì¯ë, ¡¨®«®£¨ç¥-áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨ (ªà®¢ì, ¯« §¬ ), ä à-¬ æ¥¢â¨ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢  (í¬ã«ìá¨¨,ªà¥¬ë, ¯ áâë), à §«¨ç­ë¥ ¯¨é¥¢ë¥¯à®¤ãªâë (�¨àë, á¬¥â ­ ) ¨ ¤à. �¨« â ­â­ë¥ á¢®©áâ¢  ¢áâà¥ç îâ-áï ¢ ®á­®¢­®¬ ã ¢ëá®ª®ª®­æ¥­âà¨à®¢ ­­ëå ¨«¨ £àã¡®¤¨á¯¥àá­ëå á¨-áâ¥¬ (­ ¯à¨¬¥à, ¢ëá®ª®ª®­æ¥­âà¨à®¢ ­­ë¥ ¢®¤­ë¥ áãá¯¥­§¨¨ ¯®à®è-ª®¢ ¤¢ã®ª¨á¨ â¨â ­ , �¥«¥§ , á«î¤ë, ª¢ àæ , ªà å¬ « , ¬®ªàë© à¥ç-­®© ¯¥á®ª ¨ ¤à.).



250 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨Ǒ®  ­ «®£¨¨ á ­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâìî ã¤®¡­® ¢¢¥áâ¨ ª �ãéã-îáï (íää¥ªâ¨¢­ãî) ¢ï§ª®áâì µe ¯® ä®à¬ã«¥
µe = τ/ _γ.Ǒà®ï¢«¥­¨¥ ¯á¥¢¤®¯« áâ¨ç­®áâ¨ á®áâ®¨â ¢ ã¬¥­ìè¥­¨¨ ª �ãé¥©-áï ¢ï§ª®áâ¨ á à®áâ®¬ ­ ¯àï�¥­¨ï (áª®à®áâ¨) á¤¢¨£ ; áà¥¤  ¢ íâ®¬ á«ã-ç ¥ ª ª ¡ë ýà §�¨� ¥âáïþ ¨ áâ ­®¢¨âáï ¡®«¥¥ ¯®¤¢¨�­®©. � ¤¨« -â ­â­ëå �¨¤ª®áâ¥© ¢¥«¨ç¨­  ª �ãé¥©áï ¢ï§ª®áâ¨ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï áà®áâ®¬ ­ ¯àï�¥­¨ï á¤¢¨£ .� ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ¨§¢¥áâ­® ­¥áª®«ìª® ¤¥áïâª®¢, ¢ ®á­®¢­®¬ í¬¯¨-à¨ç¥áª¨å, à¥®«®£¨ç¥áª¨å ¬®¤¥«¥© ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥©. � -ª®¥ ¯®«®�¥­¨¥ ®¡ãá«®¢«¥­® à §«¨ç­®© ä¨§¨ç¥áª®© ¯à¨à®¤®© áãé¥-áâ¢ãîé¨å â¥ªãé¨å á¨áâ¥¬ ¨ ®âáãâáâ¢¨¥¬ ­  á¥£®¤­ï ®¡é¥© â¥®-à¨¨, ª®â®à ï ¯®§¢®«ï«  ¡ë ¤®áâ â®ç­® áâà®£®, ª ª íâ® ¤¥« ¥âáï ¢¬®«¥ªã«ïà­®-ª¨­¥â¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ £ §®¢, ¢ëç¨á«ïâì å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨¬®«¥ªã«ïà­®£® ¯¥à¥­®á  ¨ ¬¥å ­¨ç¥áª®£® ¯®¢¥¤¥­¨ï áà¥¤ë, ¨áå®¤ï ¨§¥¥ ¢­ãâà¥­­¥©, ¬¨ªà®áª®¯¨ç¥áª®© áâàãªâãàë.� â ¡«. 7.1 ¯à¨¢¥¤¥­ë ­ ¨¡®«¥¥ à á¯à®áâà ­¥­­ë¥ à¥®«®£¨ç¥áª¨¥¬®¤¥«¨ ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥©. �®«ìè¨­áâ¢® ãª § ­­ëå ¬®¤¥-«¥© ­¥ å à ªâ¥à¨§ã¥â ¢á¥ áâ®à®­ë à¥ «ì­®£® ¯®¢¥¤¥­¨ï ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥© ¢® ¢á¥¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï áª®à®áâ¥© á¤¢¨£ ,  ¯¥à¥¤ ¥â «¨èì ®â¤¥«ì­ë¥ å à ªâ¥à­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ â¥ç¥­¨ï. �â ¡«. 7.1 ¨á¯®«ì§ãîâáï ª¢ §¨­ìîâ®­®¢áª¨¥ § ¯¨á¨ ¤¢ãå ¢¨¤®¢

τ = µe( _γ) _γ, τ = µe(τ) _γ.�®íää¨æ¨¥­âë ¯à¨ _γ ¢ ¯à ¢ëå ç áâïå íâ¨å ¢ëà �¥­¨© ¬®�­®à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ª �ãé¨¥áï ­¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ ¢ï§ª®áâ¨. Ǒ® íâ¨¬¢¥«¨ç¨­ ¬ á«¥¤ã¥â áã¤¨âì ® ä¨§¨ç¥áª®¬ á®£« á®¢ ­¨¨ ¬®¤¥«¥© á¯®¢¥¤¥­¨¥¬ ª®­ªà¥â­ëå â¥ªãé¨å á¨áâ¥¬.�§¢¥áâ­®, çâ® «î¡ ï ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª ï �¨¤ª®áâì ¨¬¥¥â «¨­¥©­ë¥ãç áâª¨ ªà¨¢®© â¥ç¥­¨ï ¯à¨ ®ç¥­ì ¬ «ëå ¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å áª®-à®áâïå á¤¢¨£  (à¨á. 7.1). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ µ0 |­ ¨¬¥­ìèãî ý­ìîâ®-­®¢áªãî ¢ï§ª®áâìþ, ª®â®à ï ­ ¡«î¤ ¥âáï ã ¯á¥¢¤®¯« áâ¨ç¥áª¨å �¨¤-ª®áâ¥© ¯à¨ ý­ã«¥¢®©þ áª®à®áâ¨ á¤¢¨£ ,   ç¥à¥§ µ∞ | ­ ¨¡®«ìèãîý­ìîâ®­®¢áªãî ¢ï§ª®áâìþ, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ý¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè®¬ãþá¤¢¨£ã. �¨¤­®, çâ® ¬®¤¥«ì áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ (á¬. ¯¥à¢ãî áâà®çªã¢ â ¡«. 7.1) å®à®è® ®¯¨áë¢ ¥â à¥ «ì­®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨åáà¥¤ ¢ ¯à®¬¥�ãâ®ç­®© ®¡« áâ¨ ¬¥�¤ã µ0 ¨ µ∞; ®¤­ ª® ¢ ¯à¥¤¥«ì­ëåá«ãç ïå ¯à¨ _γ→0 ¨ _γ→∞ ®­  ¯à¨¢®¤¨â ª ­¥¢¥à­ë¬ à¥§ã«ìâ â ¬. �®-¤¥«¨ �««¨á  ¨ � ¡¨­®¢¨ç  ¯à ¢¨«ì­® ®âà � îâ à¥ «ì­®áâì ¢ ®¡« áâ¨¬ «ëå ¨ ã¬¥à¥­­ëå ­ ¯àï�¥­¨©, ®¤­ ª® ¯à¨ τ → ∞ ¤ îâ ¢ï§ª®áâì,à ¢­ãî ­ã«î; ¬®¤¥«ì �¨áª® ¯à¨¢®¤¨â ª ¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè®© ¢ï§ª®áâ¨



7.1. �¥®«®£¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© 251������� 7.1�¥®«®£¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨ ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥© (¯® ¤ ­­ë¬[168, 185, 187℄); τ | á¤¢¨£®¢®¥ ­ ¯àï�¥­¨¥, _γ = ∂V1/∂X2
N0 �®¤¥«ì �¨¤ª®áâ¨,ä ¬¨«¨¨  ¢â®à®¢ �¥®«®£¨ç¥áª®¥ ãà ¢­¥­¨¥1 �â¥¯¥­­ ï �¨¤ª®áâì,�á¢ «ì¤ | ¤¥ �¨«ì τ = k| _γ|n−1 _γ, n > 02 �¨áª® τ = (A+ Bµ0| _γ|n−1) _γ, n > 03 Ǒà ­¤â«ì τ = A| _γ| ar
sin( _γ/B)4 �¨«ìï¬á®­ τ = ( A

B + _γ + µ0) _γ5 Ǒà ­¤â«ì|�©à¨­£ τ = arsh( _γ/B)6 � ¡¨­®¢¨ç τ = µ0(1 +Aτ2)−1 _γ7 �««¨á τ = _γ
A+B|τ |m−18 �©à¨­£ τ = A _γ + B sin(C|τ |)9 �¥©­¥à |�¨«¨¯¯®¢ τ = (µ

∞
+ µ0 − µ

∞

A+ Bτ2 ) _γ¯à¨ _γ → 0. �áâ «ì­ë¥ ¬®¤¥«¨, ãª § ­­ë¥ ¢ â ¡«. 7.1, å®à®è® ®¯¨áë-¢ îâ ª ç¥áâ¢¥­­ãî áâàãªâãàã ¯®«­®© ªà¨¢®© â¥ç¥­¨ï. � ª­¨£¥ [185℄¯à¨¢¥¤¥­ë ç¨á«¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¯ à ¬¥âà®¢ à¥®«®£¨-ç¥áª¨å ¬®¤¥«¥© �á¢ «ì¤ |¤¥ �¨«ï, �««¨á  ¨ �¥©­¥à |�¨«¨¯¯®¢ ¤«ï ­¥ª®â®àëå ¢¥é¥áâ¢.�â¥¯¥­­ ï �¨¤ª®áâì. � ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ­ ¨¡®«ìè¥¥ à á¯à®-áâà ­¥­¨¥ ¯®«ãç¨«  ¬®¤¥«ì áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨, ª®â®à ï ¤«ï ®¤­®-¬¥à­®£® â¥ç¥­¨ï ®¯¨á ­  ¢ ­ ç «¥ â ¡«. 7.1. �¡®¡é¥­¨¥ íâ®© ¬®¤¥«¨­  âà¥å¬¥à­ë© á«ãç © ¯à¨¢®¤¨â ª ãà ¢­¥­¨î á®áâ®ï­¨ï (7.1.1), £¤¥
µ = k(2I2) n−12 . (7.1.4)(�¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ ª �ãéãîáï ¢ï§ª®áâì �¨¤ª®áâ¨ µe ¤«ï ªà âª®áâ¨¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¯à®áâ® µ). � ¯à ¢ãî ç áâì ä®à¬ã«ë (7.1.4) ¢å®¤ïâ¤¢¥ ª®­áâ ­âë k ¨ n ¨ ª¢ ¤à â¨ç­ë© ¨­¢ à¨ ­â â¥­§®à  áª®à®áâ¥©¤¥ä®à¬ æ¨¨

I2 = 3∑
i,j=1 eijeij = 14 3∑

i,j=1( ∂Vi

∂Xj

+ ∂Vj

∂Xi

)2
. (7.1.5)



252 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨������� 7.2Ǒ à ¬¥âàë áâ¥¯¥­­®£® à¥®«®£¨ç¥áª®£®ãà ¢­¥­¨ï ¤«ï ¯á¥¢¤®¯« áâ¨ç­ëå ¬ â¥à¨ «®¢�¥é¥áâ¢® �®­æ¥­âà æ¨ï, % �¨ ¯ §®­ áª®à®áâ¥©á¤¢¨£ , á¥ª−1 n
k,­ · á¥ªn¬2�à å¬ «ì­ë©ª«¥©áâ¥à 1,542,012,89 ||| 0,9520,9260,794 0,0030,0040035�®¤­ë© à áâ¢®àª à¡®ªá¨¬¥â¨«-æ¥««î«®§ë 0,090,220,220,350,35 103 ÷ 3 · 10410÷ 103103 ÷ 104102 ÷ 103103 ÷ 104 0,720,790,630,660,58 0,0440,0810,3020,2590,429�ã¬ �­ ï ¯ã«ì¯ (¢®¤­ ï) 4,0 | 0,575 20,02� ¯ «¬ ¢ ª¥à®á¨­¥ 10,0 | 0,520 4,28�§¢¥áâª®¢®¥ â¥áâ® 23,0 | 0,178 7,43�«¨­¨áâë© à áâ¢®à 33,0 | 0,171 7,2� áâ¢®à æ¥¬¥­â­®£®ª ¬­ï ¢ ¢®¤¥ 54,3 | 0,153 2,51Ǒ®áâ®ï­­ ï k ­ §ë¢ ¥âáï ¯®ª § â¥«¥¬ (¨­¤¥ªá®¬) ª®­á¨áâ¥­æ¨¨ �¨¤-ª®áâ¨; ç¥¬ ¬¥­ìè¥ ¥¥ â¥ªãç¥áâì, â¥¬ ¡®«ìè¥ k. Ǒ à ¬¥âà n å à ª-â¥à¨§ã¥â áâ¥¯¥­ì ­¥­ìîâ®­®¢áª®£® ¯®¢¥¤¥­¨ï ¬ â¥à¨ « ; ç¥¬ á¨«ì-­¥¥ n ®â«¨ç ¥âáï ®â ¥¤¨­¨æë (¢ ¡�®«ìèãî ¨«¨ ¬¥­ìèãî áâ®à®­ã), â¥¬®âç¥â«¨¢¥¥ ¯à®ï¢«ï¥âáï  ­®¬ «¨ï ¢ï§ª®áâ¨ ¨ ­¥«¨­¥©­®áâì ªà¨¢®©â¥ç¥­¨ï.�­ ç¥­¨ï¬ 0 < n < 1 ®â¢¥ç îâ ¯á¥¢¤®¯« áâ¨ç­ë¥ �¨¤ª®áâ¨, ª -�ãé ïáï ¢ï§ª®áâì ª®â®àëå ã¡ë¢ ¥â á à®áâ®¬ áª®à®áâ¥© á¤¢¨£ . �ìî-â®­®¢áª ï �¨¤ª®áâì å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ¯ à ¬¥âà®¬ n = 1. �­ ç¥­¨ï¬

n > 1 ®â¢¥ç îâ ¤¨« â ­â­ë¥ �¨¤ª®áâ¨, ã ª®â®àëå ª �ãé ïáï ¢ï§-ª®áâì à áâ¥â á ã¢¥«¨ç¥­¨¥¬ áª®à®áâ¥© á¤¢¨£ .Ǒ à ¬¥âàë k ¨ n ¯à¨­¨¬ îâáï ¯®áâ®ï­­ë¬¨ ¤«ï ¤ ­­®© �¨¤ª®-áâ¨ ¢ ­¥ª®â®à®¬ ®£à ­¨ç¥­­®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¨§¬¥­¥­¨ï áª®à®áâ¥© á¤¢¨£ .�­¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨§ ¢¨áª®§¨¬¥âà¨ç¥áª¨å ®¯ëâ®¢ ¨  ­ «¨§  â ª ­ -§ë¢ ¥¬ëå ªà¨¢ëå ª®­á¨áâ¥­â­®áâ¨. � â ¡«. 7.2 ¯à¨¢¥¤¥­ë §­ ç¥­¨ï k¨ n ¤«ï ­¥ª®â®àëå ¢¥é¥áâ¢ [187℄ (¯à®ç¥àª ¢ âà¥âì¥© ª®«®­ª¥ ®§­ ç ¥â,çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¤ ­­ëå ­¥â).�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¤«ï ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® ¤¨ ¯ §®­  ­ -¯àï�¥­¨© (áª®à®áâ¥©) á¤¢¨£  à¥ «ì­ëå �¨¤ª®áâ¥© ¢¥«¨ç¨­ë k ¨ n¡ã¤ãâ ­¥¯®áâ®ï­­ë. �â® ­¥ ¯à¥¯ïâáâ¢ã¥â è¨à®ª®¬ã ¨á¯®«ì§®¢ ­¨î



7.1. �¥®«®£¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© 253áâ¥¯¥­­®£® à¥®«®£¨ç¥áª®£® ãà ¢­¥­¨ï, â ª ª ª ­  ¯à ªâ¨ª¥ ®¡ëç­®¯à¨å®¤¨âáï ¨¬¥âì ¤¥«® á ¤®¢®«ì­® ®£à ­¨ç¥­­ë¬ ¤¨ ¯ §®­®¬ áª®à®-áâ¥© á¤¢¨£ .� «¥¥ ç áâ® ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¡®«¥¥ ®¡éãî, ç¥¬ (7.1.4), à¥®-«®£¨ç¥áªãî ¬®¤¥«ì, ª®â®à ï ¢ âà¥å¬¥à­®¬ á«ãç ¥ ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢-­¥­¨¥¬ (7.1.1), £¤¥ ª �ãé ïáï ¢ï§ª®áâì µ ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ®¡à §®¬ § -¢¨á¨â ®â ª¢ ¤à â¨ç­®£® ¨­¢ à¨ ­â  â¥­§®à  áª®à®áâ¥© ¤¥ä®à¬ æ¨¨:
µ = µ(I2). (7.1.6)�à ¢­¥­¨ï ¤¢¨�¥­¨ï ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å ­¥á�¨¬ ¥¬ëå �¨¤ª®áâ¥©, ¯®¤-ç¨­ïîé¨åáï íâ®¬ã § ª®­ã, ¢ à §«¨ç­ëå á¨áâ¥¬ å ª®®à¤¨­ â ¯à¨¢¥¤¥-­ë ¢ ¯à¨«®�¥­¨¨ 6.Ǒ¥à¢ë¥ ¯ïâì ¬®¤¥«¥©, ãª § ­­ë¥ ¢ â ¡«. 7.1, ï¢«ïîâáï ç áâ­ë¬¨á«ãç ï¬¨ (7.1.6).�®¤¥«ì �¥©­¥à  | �¨¢«¨­ . �à¥¤¨ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®-áâ¥© ®á®¡®¥ ¬¥áâ® § ­¨¬ îâ ¨§®âà®¯­ë¥ à¥®áâ ¡¨«ì­ë¥ áà¥¤ë, ã ª®-â®àëå â¥­§®à ­ ¯àï�¥­¨ï ‖τij‖ ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¥© â¥­-§®à  áª®à®áâ¥© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ‖eij‖ ¨ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¤àã£¨å ª¨­¥¬ â¨-ç¥áª¨å ¨ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå. �ãé¥áâ¢ã¥â áâà®£®¥ ¤®ª § â¥«ì-áâ¢®, çâ® ­ ¨¡®«¥¥ ®¡é¥© à¥®«®£¨ç¥áª®© ¬®¤¥«ìî, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥©íâ¨¬ ãá«®¢¨ï¬, ï¢«ï¥âáï ­¥«¨­¥©­ ï ¬®¤¥«ì ç¨áâ® ¢ï§ª®© ­¥­ìîâ®-­®¢áª®© áà¥¤ë �â®ªá  [9℄:

τij = −Pδij + 2µeij + 4ε 3∑
k=1 eikekj , (7.1.7)£¤¥ µ ¨ ε | áª «ïà­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¨­¢ à¨ ­â®¢ â¥­§®à  áª®à®áâ¥©¤¥ä®à¬ æ¨¨

I1 = e11 + e22 + e33, I2 = 3∑
i,j=1 eijeji, I3 = det ‖eij‖. (7.1.8)� á«ãç ¥ ­¥á�¨¬ ¥¬®© �¨¤ª®áâ¨ ¯¥à¢ë© ¨­¢ à¨ ­â à ¢¥­ ­ã«î:

I1 = div~v = 0. �«ï ¯à®áâëå ®¤­®- ¨ ¤¢ã¬¥à­ëå ¯®â®ª®¢ | â¥ç¥­¨ïâ®­ª¨å ¯«¥­®ª, ¯à®¤®«ì­®¥ â¥ç¥­¨¥ ¢ âàã¡¥, â ­£¥­æ¨ «ì­®¥ â¥ç¥­¨¥¬¥�¤ã ª®­æ¥­âà¨ç¥áª¨¬¨ æ¨«¨­¤à ¬¨| âà¥â¨© ¨­¢ à¨ ­â I3 â®�¤¥-áâ¢¥­­® à ¢¥­ ­ã«î.� § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¢¨¤  áª «ïà­ëå äã­ªæ¨© µ ¨ ε ¯®«ãç îâáïà §«¨ç­ë¥ à¥®«®£¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å áà¥¤. � ¯à¨¬¥à,á«ãç © µ = 
onst, ε = 0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â «¨­¥©­®© ¬®¤¥«¨ ­ìîâ®­®¢áª®©�¨¤ª®áâ¨ (7.1.1). Ǒ®« £ ï µ = k(2I2) n−12 , ε = 0, ¯®«ãç¨¬ ¬®¤¥«ìáâ¥¯¥­­®© ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨ (7.1.1), (7.1.4).



254 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨�ë¡®à ¢ ä®à¬ã«¥ (7.1.7) ª®íää¨æ¨¥­â®¢ µ ¨ ε ­¥ à ¢­ë¬¨ ­ã«îª®­áâ ­â ¬¨ ¯à¨¢®¤¨â ª ¬®¤¥«¨ �¥©­¥à |�¨¢«¨­ ,  ¤¤¨â¨¢­® á®ç¥-â îé¥© «¨­¥©­ãî ¬®¤¥«ì �ìîâ®­  á â¥­§®à­®-ª¢ ¤à â¨ç­®© ¤®¡ ¢-ª®©. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¯®áâ®ï­­ë¥ µ ¨ ε ­ §ë¢ îâáï á¤¢¨£®¢®© ¨ ®¡ê¥¬-­®© (¯®¯¥à¥ç­®©) ¢ï§ª®áâï¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �à ¢­¥­¨¥ (7.1.7) ¯®§-¢®«ï¥â ®¯¨á âì ª ç¥áâ¢¥­­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¬¥å ­¨ç¥áª®£® ¯®¢¥¤¥­¨ïã¯àã£®¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥©, ¢ ç áâ­®áâ¨ íää¥ªâ �¥©á¥­¡¥à£  (¯®¤ê¥¬�¨¤ª®áâ¨ ¯® ¢à é îé¥¬ãáï ¢ «ã ¢¬¥áâ® ®ââ¥á­¥­¨ï ®â ¢ «  §  áç¥âæ¥­âà®¡¥�­®© á¨«ë).�ï§ª®¯« áâ¨ç­ë¥ áà¥¤ë. �à®¬¥ à áá¬®âà¥­­ëå, ¨¬¥îâáï â ª-�¥ áà¥¤ë, â¥ç¥­¨¥ ª®â®àëå ­ ç¨­ ¥âáï «¨èì ¯®á«¥ ¯à¥¢ëè¥­¨ï ­¥ª®-â®à®£® ªà¨â¨ç¥áª®£® ­ ¯àï�¥­¨ï τ0, ­ §ë¢ ¥¬®£® ¯à¥¤¥«®¬ â¥ªãç¥-áâ¨. �à¨¢ ï â¥ç¥­¨ï â ª¨å áà¥¤ ¯à¨ _γ=0 ®âá¥ª ¥â ­  ®á¨ ­ ¯àï�¥­¨©®âà¥§®ª ª®­¥ç­®© ¤«¨­ë, à ¢­ë© τ0 (à¨á. 7.1). �¥«¨ç¨­  τ0 å à ªâ¥à¨-§ã¥â ¯« áâ¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ¬ â¥à¨ « ,   ­ ª«®­ ªà¨¢®© â¥ç¥­¨ï ª ®á¨_γ|¥¥ ¯®¤¢¨�­®áâì. �à¥¤ë â ª®£® à®¤  ­ §ë¢ îâ ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­ë¬¨.�®ç¥â ­¨¥ ¯« áâ¨ç­®áâ¨ ¨ ¢ï§ª®áâ¨, å à ªâ¥à­®¥ ¤«ï íâ¨å áà¥¤,¢¯¥à¢ë¥ ¡ë«® ®¡­ àã�¥­® �¢¥¤®¢ë¬ ã à áâ¢®à®¢ �¥« â¨­ë,   § -â¥¬ �¨­£ ¬®¬ ã ¬ á«ï­ëå ªà á®ª (¢ï§ª¨¥ �¨¤ª®áâ¨, ­ ­¥á¥­­ë¥ ­ £« ¤ªãî ¢¥àâ¨ª «ì­ãî ¯®¢¥àå­®áâì, ç¥à¥§ ª ª®¥-â® ¢à¥¬ï ®¡ï§ â¥«ì-­® ¤®«�­ë áâ¥çì á ­¥¥ ¢­¨§; ¯®íâ®¬ã ®áâ ¢è¨©áï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ á«®©ªà áª¨ á¢¨¤¥â¥«ìáâ¢ã¥â ® ­ «¨ç¨¨ ã ­¥¥ ¯« áâ¨ç¥áª¨å á¢®©áâ¢).� â ¡«. 7.3 ¯à¨¢¥¤¥­ë ­¥ª®â®àë¥ ¬®¤¥«¨ ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­ëå áà¥¤.� ¨¡®«¥¥ ¯à®áâ®© ¨ à á¯à®áâà ­¥­­®© ¨§ ­¨å ï¢«ï¥âáï ¬®¤¥«ì �¢¥-¤®¢ | �¨­£ ¬ , ª®â®à®© ®â¢¥ç ¥â ¢¥àå­ïï ¯àï¬ ï ­  à¨á. 7.1. � ®á-­®¢ã íâ®© ¬®¤¥«¨ ¯®«®�¥­® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ® ­ «¨ç¨¨ ã ¯®ª®ïé¥©áï�¨¤ª®áâ¨ ¤®áâ â®ç­® �¥áâª®© ¯à®áâà ­áâ¢¥­­®© áâàãªâãàë, ª®â®à ïá¯®á®¡­  á®¯à®â¨¢«ïâìáï «î¡®¬ã ­ ¯àï�¥­¨î, ¬¥­ìè¥¬ã τ0. �  íâ¨¬¯à¥¤¥«®¬ ­ áâã¯ ¥â ¬£­®¢¥­­®¥ ¯®«­®¥ à §àãè¥­¨¥ áâàãªâãàë,   áà¥-¤  â¥ç¥â ª ª ®¡ëç­ ï ­ìîâ®­®¢áª ï �¨¤ª®áâì ¯à¨ ­ ¯àï�¥­¨¨ á¤¢¨£ 
τ − τ0 (ª®£¤  ¤¥©áâ¢ãîé¨¥ ¢ �¨¤ª®áâ¨ ª á â¥«ì­ë¥ ­ ¯àï�¥­¨ï áâ -­®¢ïâáï ¬¥­ìè¥ τ0, áâàãªâãà  á­®¢  ¢®ááâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï). � â¥å ¬¥áâ å¯®â®ª , £¤¥ ­ ¯àï�¥­¨ï á¤¢¨£  ­¨�¥ ¯à¥¤¥«  â¥ªãç¥áâ¨, ®¡à §ãîâáïýª¢ §¨â¢¥à¤ë¥þ ãç áâª¨.�à¥å¬¥à­ë©  ­ «®£ § ª®­  �¢¥¤®¢ | �¨­£ ¬  ¨¬¥¥â ¢¨¤

eij = 0 ¯à¨ |τ | 6 τ0,
τij = 2( τ0√2I2 + µp)eij ¯à¨ |τ | > τ0. (7.1.9)� ª­¨£¥ [120℄ ¯à¨¢¥¤¥­ë ç¨á«¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯ à ¬¥âà®¢ τ0¨ µp ¤«ï à §«¨ç­ëå ¤¨á¯¥àá­ëå á¨áâ¥¬, á®¤¥à� é¨å ¯¥á®ª, æ¥¬¥­â¨ ­¥äâì.



7.1. �¥®«®£¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© 255������� 7.3�¥®«®£¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨ ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­ëå �¨¤ª®áâ¥© (¯® ¤ ­­ë¬ [185, 202℄)
N0 �®¤¥«ì �¨¤ª®áâ¨ �¥®«®£¨ç¥áª®¥ ãà ¢­¥­¨¥1 �¢¥¤®¢  |�¨­£ ¬  τ = sign τ0 + µp _γ2 � «ª«¨ | �¥àè¥«ï τ = sign τ0 + k| _γ|n−1 _γ3 �íáá®­  √

τ = k0 + k1√ _γ4 �íáá®­  |�ã«ì¬ ­  τ1/n = τ
1/n0 + (µ _γ)1/n5 �ã«ì¬ ­  τ1/n = τ
1/n0 + (µ _γ)1/m�â¬¥â¨¬, çâ® ¬®¤¥«ì �íáá®­  (âà¥âìï ¬®¤¥«ì ¢ â ¡«. 7.3) å®à®è®®¯¨áë¢ ¥â à §«¨ç­ë¥ « ª¨, ªà áª¨, ªà®¢ì, ¯¨é¥¢ë¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ â¨¯ è®ª®« ¤­ëå ¬ áá ¨ ¤àã£¨¥ �¨¤ª¨¥ ¤¨á¯¥àá­ë¥ á¨áâ¥¬ë [185℄.�¯àã£®¢ï§ª¨¥ �¨¤ª®áâ¨. � á¢®¥ ¢à¥¬ï � ªá¢¥«« § ¬¥â¨«, çâ®¢¥é¥áâ¢  â¨¯  á¬®«ë ­¥«ì§ï ®â­®á¨âì ­¨ ª â¢¥à¤ë¬ â¥« ¬, ­¨ ª �¨¤-ª®áâï¬. �á«¨ ­ ¯àï�¥­¨¥ ­ ª« ¤ë¢ ¥âáï ¬¥¤«¥­­® «¨¡® ¤¥©áâ¢ã¥â ¤®-áâ â®ç­® ¯à®¤®«�¨â¥«ì­®¥ ¢à¥¬ï, â® á¬®«  ¡ã¤¥â ¢¥áâ¨ á¥¡ï ª ª ®¡ëª-­®¢¥­­ ï ¢ï§ª ï �¨¤ª®áâì. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¡ã¤¥â ­¥¯à¥-àë¢­® ¨ ­¥®¡à â¨¬® ­ à áâ âì ¢® ¢à¥¬¥­¨,   áª®à®áâì ¤¥ä®à¬ æ¨¨¡ã¤¥â ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­  ¯à¨«®�¥­­®¬ã ­ ¯àï�¥­¨î, ¯®¢¨­ãïáì ­ìî-â®­®¢áª®¬ã § ª®­ã. �®£¤  ¯à¨«®�¥­­®¥ ­ ¯àï�¥­¨¥ ¤¥©áâ¢ã¥â ¢¥áì¬ ¡ëáâà®, á¬®«  ¨á¯ëâë¢ ¥â ¤¥ä®à¬ æ¨î, ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ãî ­ ¯àï-�¥­¨î ¨ ¯®«­®áâìî ¨áç¥§ îéãî ¯à¨ ¡ëáâà®¬ à §£àã�¥­¨¨ ®¡à §æ .� à¥§ã«ìâ â¥ â ª¨å ­ ¡«î¤¥­¨© � ªá¢¥«« ¯à¥¤«®�¨«  ¤¤¨â¨¢­®®¡ê¥¤¨­¨âì § ª®­ �ãª  (¤«ï ã¯àã£®£® â¥« ) ¨ § ª®­ �ìîâ®­  (¤«ï¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨) ¢ ®¤­® à¥®«®£¨ç¥áª®¥ ãà ¢­¥­¨¥ á®áâ®ï­¨ï, ª®â®à®¥¢ ®¤­®¬¥à­®¬ á«ãç ¥ § ¯¨áë¢ ¥âáï â ª:

τ + t0 dτdt = µ _γ. (7.1.10)�¤¥áì t0 = µ/G|­¥ª®â®à®¥ å à ªâ¥à­®¥ ¢à¥¬ï (¯¥à¨®¤ à¥« ªá æ¨¨),
G|¬®¤ã«ì á¤¢¨£ , t|¢à¥¬ï.Ǒãáâì ¢ ¬ ªá¢¥««®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨ á®§¤ ­  ­¥ª®â®à ï ¯®áâ®ï­­ ï¤¥ä®à¬ æ¨ï ¨ ¯à¨­ïâë ¬¥àë ¤«ï ¥¥ á®åà ­¥­¨ï ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬. �®-£¤  à §¢¨¢ îé¥¥áï â¥ç¥­¨¥ ¯®áâ¥¯¥­­® ¡ã¤¥â ®á« ¡«ïâì ¯à¨«®�¥­­®¥­ ¯àï�¥­¨¥ ¨ ¯®âà¥¡ã¥âáï ¢á¥ ¬¥­ìè¥ ãá¨«¨©, çâ®¡ë á®åà ­¨âì ®¡à -§¥æ ¤¥ä®à¬¨à®¢ ­­ë¬. Ǒà¨ íâ¨å ãá«®¢¨ïå (τ = τ0, _γ = 0 ¯à¨ t = 0;
γ = 
onst ¯à¨ t > 0) à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (7.1.10) ¨¬¥¥â ¢¨¤

τ = τ0 exp(−t/t0)



256 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨¨ ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥â íªá¯®­¥­æ¨ «ì­ë© å à ªâ¥à ®á« ¡«¥­¨ï (à¥« ªá -æ¨¨) ­ ¯àï�¥­¨ï á® ¢à¥¬¥­¥¬. �¥à¥§ ¯à®¬¥�ãâ®ª ¢à¥¬¥­¨ t0 = µ/G­ ¯àï�¥­¨¥ ã¬¥­ìè¨âáï ¯à¨¬¥à­® ¢ 2,7 à §  ¯® áà ¢­¥­¨î á ¯¥à¢®-­ ç «ì­®© ¢¥«¨ç¨­®© τ0.Ǒà¨ ®ç¥­ì ¡ëáâàëå ¬¥å ­¨ç¥áª¨å ¢®§¤¥©áâ¢¨ïå ¨«¨ ­ ¡«î¤¥­¨ïåá å à ªâ¥à­ë¬¨ ¢à¥¬¥­ ¬¨ t, ¬¥­ìè¨¬¨ t0, ¢¥é¥áâ¢® ¢¥¤¥â á¥¡ï ª ª¨¤¥ «ì­®-ã¯àã£®¥ â¥«®. � ¯®á«¥¤ãîé¥¬, ¯à¨ t≫ t0 à §¢¨¢ îé¥¥áï â¥-ç¥­¨¥ ¯¥à¥ªàë¢ ¥â ã¯àã£ãî ¤¥ä®à¬ æ¨î, ¨ ¬ â¥à¨ « ¬®�­® à áá¬ â-à¨¢ âì ª ª ¯à®áâãî ­ìîâ®­®¢áªãî �¨¤ª®áâì. �¨èì ª®£¤  §­ ç¥­¨¥ t¡ã¤¥â â®£® �¥ ¯®àï¤ª , çâ® ¨ ¢¥«¨ç¨­  t0, ­ « £ îé¨¥áï íää¥ªâëã¯àã£®áâ¨ ¨ ¢ï§ª®áâ¨ ¤¥©áâ¢ãîâ ®¤­®¢à¥¬¥­­®. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¨ ¯à®-ï¢«ï¥âáï á«®�­ ï ¯à¨à®¤  ¤¥ä®à¬ æ¨¨.�à¥å¬¥à­ë©  ­ «®£ ãà ¢­¥­¨ï � ªá¢¥««  (7.1.10) § ¯¨áë¢ ¥âáïá«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
τij + t0 D τijD t = −δijP + 2µeij ,£¤¥ ¨á¯®«ì§®¢ ­® ®¡®§­ ç¥­¨¥DD t = ∂

∂t
+ 3∑

i=1 Vi

∂

∂Xi

.� �­® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢á¥ ¯à®áâë¥ ­ìîâ®­®¢áª¨¥ ¢¥é¥áâ¢ , ¤ �¥â ª¨¥ ª ª ¢®§¤ãå, ¢®¤  ¨ ¡¥­§®«, ®¡« ¤ îâ § ¬¥â­®© á¤¢¨£®¢®© ã¯àã-£®áâìî ¯à¨ ®ç¥­ì ¡®«ìè¨å ­ £àã�¥­¨ïå á® áª®à®áâï¬¨, ¡«¨§ª¨¬¨ ª ªãáâ¨ç¥áª¨¬. �¥¬¯ ¤¥ä®à¬¨à®¢ ­¨ï ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¤®«�¥­ ¨¬¥âì ¯®-àï¤®ª 10−8÷10−10 á¥ª (¯à¨¬¥à­ ï ¢¥«¨ç¨­  à¥« ªá æ¨¨ ¯à®áâëå �¨¤-ª®áâ¥©). Ǒ®íâ®¬ã ¯à¨ â ª¨å ¡ëáâà®¤¥©áâ¢¨ïå ¢á¥ ¯à®áâë¥ �¨¤ª®áâ¨¨ £ §ë ¬®�­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ã¯àã£®¢ï§ª¨¥ á¨áâ¥¬ë.7.2. �¢¨�¥­¨¥ ¯«¥­®ª ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å�¨¤ª®áâ¥©� áá¬®âà¨¬ áâ æ¨®­ à­®¥ « ¬¨­ à­®¥ â¥ç¥­¨¥ à¥®«®£¨ç¥áª¨ á«®-�­®© �¨¤ª®áâ¨ ¢¤®«ì ­ ª«®­­®© ¯«®áª®áâ¨ (à¨á. 1.3). �¢¨�¥­¨¥ áç¨-â ¥¬ ¤®áâ â®ç­® ¬¥¤«¥­­ë¬, â ª çâ® á¨« ¬¨ ¨­¥àæ¨¨ (â.¥. ª®­¢¥ªâ¨¢-­ë¬¨ ç«¥­ ¬¨) ¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì ¯® áà ¢­¥­¨î á ¢ï§ª¨¬ âà¥­¨¥¬ ¨á¨« ¬¨ âï�¥áâ¨. Ǒãáâì â®«é¨­  ¯«¥­ª¨ h, ª®â®à ï ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï¯®áâ®ï­­®©, ¬­®£® ¬¥­ìè¥ ¥¥ ¤«¨­ë. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ ¯¥à¢®¬ ¯à¨¡«¨-�¥­¨¨ ­®à¬ «ì­ ï ª®¬¯®­¥­â  áª®à®áâ¨ V2 ¡ã¤¥â ¬ «  ¯® áà ¢­¥­¨î á¯à®¤®«ì­®© á®áâ ¢«ïîé¥© V =V1,   ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ ¢¤®«ì ¯®¢¥àå­®áâ¨¯«¥­ª¨ ¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì ¯® áà ¢­¥­¨î á ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ ¯® ­®à¬ «¨.



7.2. �¢¨�¥­¨¥ ¯«¥­®ª ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© 257�ª § ­­ë¥ ¤®¯ãé¥­¨ï ¯à¨¢®¤ïâ ª ®¤­®¬¥à­®¬ã ¯à®ä¨«î áª®à®-áâ¨ V = V (ξ) ¨ ¤ ¢«¥­¨î P = P (ξ), £¤¥ ξ = h − Y | ª®®à¤¨­ â ,®âáç¨âë¢ ¥¬ ï ¯® ­®à¬ «¨ ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ áâ¥­ª¨. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ãà ¢­¥­¨ï ¯«¥­®ç­®£® â¥ç¥­¨ï ¨¬¥îâ ¢¨¤
∂τ

∂ξ
+ ρg sinα = 0, (7.2.1)

∂P

∂ξ
+ ρg 
osα = 0. (7.2.2)�à ¢­¥­¨ï á«¥¤ã¥â ¤®¯®«­¨âì £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨. �  á¢®¡®¤-­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯«¥­ª¨, ª®­â ªâ¨àãîé¥© á £ §®¬, ª á â¥«ì­®¥ ­ -¯àï�¥­¨¥ à ¢­® ­ã«î,   ­®à¬ «ì­®¥ ­ ¯àï�¥­¨¥ à ¢­®  â¬®áä¥à­®¬ã¤ ¢«¥­¨î P0, â.¥.

τ = 0, P = P0 ¯à¨ ξ = h. (7.2.3)�  ­¥¯à®­¨æ ¥¬®© áâ¥­ª¥ ¢ëáâ ¢«ï¥âáï ãá«®¢¨¥ ¯à¨«¨¯ ­¨ï:
V = 0 ¯à¨ ξ = 0. (7.2.4)�à ¢­¥­¨ï (7.2.1) ¨ (7.2.2) ¨­â¥£à¨àãîâáï ­¥§ ¢¨á¨¬®. �å à¥è¥-­¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ (7.2.3), ®¯à¥¤¥«ïîâáï ä®à¬ã« ¬¨

τ = ρg(h− ξ) sinα, (7.2.5)
P = P0 + ρg(h− ξ) 
osα. (7.2.6)�¨¤­®, çâ® ­ ¯àï�¥­¨¥ âà¥­¨ï τ «¨­¥©­® ¢®§à áâ ¥â ®â ­ã-«ï ­  á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤® á¢®¥£® ¬ ªá¨¬ «ì­®£® §­ ç¥­¨ï

τs = ρgh sinα ­  áâ¥­ª¥ ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â à¥®«®£¨ç¥áª®© á¯¥æ¨ä¨ª¨áà¥¤ë.�¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨¥ �¨¤ª®áâ¨. �â¥¯¥­­ ï �¨¤ª®áâì. � -¢¨á¨¬®áâì áª®à®áâ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ®â ­ ¯àï�¥­¨ï ¢ ®¡é¥¬ á«ã-ç ¥ ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥© ã¤®¡­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬:
dV

dξ
= f(τ), (7.2.7)£¤¥ ª®­ªà¥â­ë© ¢¨¤ äã­ªæ¨¨ f ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© à¥®-«®£¨ç¥áª®© ¬®¤¥«ìî �¨¤ª®áâ¨.�«ï ¯®«ãç¥­¨ï § ¢¨á¨¬®áâ¨ (7.2.7) ¢ à¥®«®£¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨ïå,¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå ¢ â ¡«. 7.1, áª®à®áâì á¤¢¨£  _γ = dV/dξ á«¥¤ã¥â¢ëà §¨âì ç¥à¥§ τ .



258 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨Ǒ®¤áâ ¢¨¬ ¢ ãà ¢­¥­¨¥ (7.2.7) τ ¨§ (7.2.5),   § â¥¬ ¯à®¨­â¥£à¨àã¥¬¯® ξ á ãç¥â®¬ £à ­¨ç­®£® ãá«®¢¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ áâ¥­ª¨ (7.2.4). �à¥§ã«ìâ â¥ ¤«ï ¯à®ä¨«ï áª®à®áâ¨ ¯®«ãç¨¬:
V =∫ ξ0 f

(
m(h−ζ)) dζ= 1

m

∫ mh

m(h−ξ) f(τ) dτ, £¤¥ m=ρg sinα. (7.2.8)� ªá¨¬ «ì­ ï áª®à®áâì ¤®áâ¨£ ¥âáï ­  á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨¯«¥­ª¨ ¯à¨ ξ = h; ®­  ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥
Umax = 1

m

∫ mh0 f(τ) dτ. (7.2.9)� ©¤¥¬ â¥¯¥àì áà¥¤­îî áª®à®áâì ¯«¥­®ç­®£® â¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨
〈V 〉 = 1

h

∫ h0 V dξ = 1
mh

∫ h0 [∫ mh

m(h−ξ) f(τ) dτ] dξ.�¥­ïï ¬¥áâ ¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï á®£« á­® ä®à¬ã«¥
∫ h0 [∫ mh

m(h−ξ) f(τ) dτ] dξ = ∫ mh0 [∫ h

h−τ/m

f(τ) dξ] dτ,  § â¥¬ ¨­â¥£à¨àãï ¯® ξ, ¨¬¥¥¬ ¨áª®¬®¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï áà¥¤­¥©áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨:
〈V 〉 = 1

m2h ∫ mh0 τf(τ) dτ, £¤¥ m = ρg sinα. (7.2.10)�¥ªã­¤­®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® �¨¤ª®áâ¨ Q, ¯à®â¥ª îé¥¥ ç¥à¥§ ¯®¯¥à¥ç-­®¥ á¥ç¥­¨¥ ¯«¥­ª¨, ­ §ë¢ ¥âáï à áå®¤®¬ �¨¤ª®áâ¨ ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¯®¬®éìî ¨­â¥£à « :
Q = ∫ h0 V dξ = h〈V 〉. (7.2.11)�«ï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ (¯¥à¢ ï ¬®¤¥«ì ¢ â ¡«. 7.1) § ¢¨á¨¬®áâìáª®à®áâ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ®â ­ ¯àï�¥­¨ï § ¤ ¥âáï ¢ëà �¥­¨¥¬ (7.2.7),£¤¥ äã­ªæ¨ï f ¨¬¥¥â ¢¨¤
f(τ) = ( τ

k

)1/n

. (7.2.12)



7.2. �¢¨�¥­¨¥ ¯«¥­®ª ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© 259Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâã § ¢¨á¨¬®áâì ¢ ä®à¬ã«ë (7.2.8) | (7.2.11), ¬®�­®­ ©â¨ ®á­®¢­ë¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ¯«¥­®ç­®£® â¥ç¥­¨ï áâ¥¯¥­­®© �¨¤-ª®áâ¨ ¯® ­ ª«®­­®© ¯«®áª®áâ¨. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à¥§ã«ìâ âë ¢ëç¨á-«¥­¨© ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ â ¡«. 7.4.�¨¤­®, çâ® ¯®ª § â¥«ì áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ n áãé¥áâ¢¥­­® ¢«¨ï-¥â ­  ¯à®ä¨«ì áª®à®áâ¨. � ã¢¥«¨ç¥­¨¥¬ ¯á¥¢¤®¯« áâ¨ç­®áâ¨ à á¯à¥-¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© áâ ­®¢¨âáï ¢á¥ ¡®«¥¥ ®¤­®à®¤­ë¬, ¯à¨¡«¨� ïáì ¢¯à¥¤¥«¥ ¯à¨ n→ 0 ª ª¢ §¨â¢¥à¤®¬ã á ¯à®ä¨«¥¬ V = 〈V 〉 = 
onst. �¨-« â ­á¨ï, ­ ®¡®à®â, ¤¥« ¥â ¯®«¥ áª®à®áâ¥© ¢á¥ ¡®«¥¥ ­¥®¤­®à®¤­ë¬,¯à¨ç¥¬ ¯à¨ n→ ∞ ¯à®ä¨«ì ¯à¨®¡à¥â ¥â âà¥ã£®«ì­ãî ä®à¬ã
V

〈V 〉 = 2 ξ
h
.� ªá¨¬ «ì­ ï áª®à®áâì ¯®-¯à¥�­¥¬ã ¤®áâ¨£ ¥âáï ­  á¢®¡®¤­®© ¯®-¢¥àå­®áâ¨ ¯«¥­ª¨ ¨ á®áâ ¢«ï¥â

Umax = 2〈V 〉.�¥áì ¢®§¬®�­ë© ¤¨ ¯ §®­ ¨§¬¥­¥­¨ï ¬ ªá¨¬ «ì­®© áª®à®áâ¨ ¯à¨0 < n <∞ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬¨
〈V 〉 < Umax < 2 〈V 〉.� ç áâ­®áâ¨, ¤«ï ­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨ ¨¬¥¥¬ Umax = 32 〈V 〉.�ï§ª®¯« áâ¨ç­ë¥ áà¥¤ë. �¨¤ª®áâì �¢¥¤®¢ |�¨­£ ¬ .�«ï ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­ëå áà¥¤ § ¢¨á¨¬®áâì áª®à®áâ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ®â­ ¯àï�¥­¨ï ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¬®�­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

dV

dξ
= { 0 ¯à¨ 0 6 τ 6 τ0,

f(τ) ¯à¨ τ0 6 τ 6 ρgh sinα. (7.2.13)�«ï ¯®«ãç¥­¨ï ï¢­®£® ¢¨¤  äã­ªæ¨¨ f(τ) áª®à®áâì á¤¢¨£ _γ = dV/dξ ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå à¥®«®£¨ç¥áª¨å ¬®¤¥«ïå (á¬. â ¡«. 7.3)á«¥¤ã¥â ¢ëà §¨âì ç¥à¥§ τ .�¢¨�¥­¨¥ ¯« áâ¨ç­ëå �¨¤ª®áâ¥©, ¨¬¥îé¨å ª®­¥ç­ë© ¯à¥¤¥« â¥-ªãç¥áâ¨ τ0, ¨¬¥¥â ­¥ª®â®àë¥ ª ç¥áâ¢¥­­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨, ®â«¨ç î-é¨¥ ¨å ®â ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥©. � áá¬®âà¨¬ á«®© ¢ï§ª®-¯« áâ¨ç­®© �¨¤ª®áâ¨ ­  ­¥ª®â®à®© ¯«®áª®áâ¨, ã£®« ­ ª«®­  ª®â®-à®© ¡ã¤¥¬ ¯®áâ¥¯¥­­® ¬¥­ïâì. � ª á«¥¤ã¥â ¨§ ä®à¬ã«ë (7.2.5), ª -á â¥«ì­®¥ ­ ¯àï�¥­¨¥, ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â à¥®«®£¨ç¥áª®© á¯¥æ¨ä¨ª¨ áà¥-¤ë, ã¬¥­ìè ¥âáï ¯®¯¥à¥ª ¯«¥­ª¨ ®â á¢®¥£® ¬ ªá¨¬ «ì­®£® §­ ç¥­¨ï
τmax = ρgh sinα ­  â¢¥à¤®© áâ¥­ª¥ ¤® ­ã«ï ­  á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨.Ǒ®íâ®¬ã â¥ç¥­¨¥ ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­®© ¯«¥­ª¨ �¨¤ª®áâ¨ ¬®�¥â ­ ç âìáï
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7.2. �¢¨�¥­¨¥ ¯«¥­®ª ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© 261«¨èì ¯®á«¥ â®£®, ª ª ª á â¥«ì­®¥ ­ ¯àï�¥­¨¥ ­  áâ¥­ª¥ áâ ­¥â à ¢-­ë¬ ¨«¨ ¯à¥¢ëá¨â ¯à¥¤¥« â¥ªãç¥áâ¨ τ0:
τ0 = ρgh0 sinα0. (7.2.14)Ǒà¥¤¥«ì­ë© ã£®« ­ ª«®­  ¯«®áª®áâ¨, ¤® ª®â®à®£® ­  ­¥© ã¤¥à�¨-¢ ¥âáï § ¢¨á îé ï ­¥¯®¤¢¨�­ ï ¯«¥­ª , à ¢¥­

α0 = ar
sin( τ0
ρgh0 )¨ ¡ã¤¥â â¥¬ ¢ëè¥, ç¥¬ ¡®«ìè¥ ¢¥«¨ç¨­  τ0 ¨ ç¥¬ â®­ìè¥ á«®©�¨¤ª®áâ¨. �«ï ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å áà¥¤ §­ ç¥­¨¥ ª®­áâ ­âë α0 ¢á¥£¤ à ¢­® ­ã«î.�«ï ý§ ¢¨á ­¨ïþ ¯«¥­ª¨ ­  ¢¥àâ¨ª «ì­®© ¯«®áª®áâ¨, çâ® á®®â-¢¥âáâ¢ã¥â §­ ç¥­¨î α0 = π/2, ­¥®¡å®¤¨¬®, çâ®¡ë ¬¥�¤ã à ¢­®¢¥á­®©â®«é¨­®© ¯«¥­ª¨ ¨ ¯à¥¤¥«®¬ â¥ªãç¥áâ¨ áãé¥áâ¢®¢ «® á®®â­®è¥­¨¥

h0 = τ0/(ρg), ª®â®à®¥ á«¥¤ã¥â ¨§ (7.2.13). �ª § ­­®¥ ãá«®¢¨¥ ®¯à¥¤¥-«ï¥â â®«é¨­ã ¯®ªàëâ¨ï, ®áâ îé¥£®áï ­  ¢¥àâ¨ª «ì­ëå ¯®¢¥àå­®áâïå.� ä¨ªá¨àã¥¬ â¥¯¥àì ã£®« ­ ª«®­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ α. Ǒãáâì â®«é¨­ ¯«¥­ª¨ h â ª ï, çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®
h >

τ0
ρg sinα . (7.2.15)�®£¤  ¢áï ®¡« áâì â¥ç¥­¨ï à §¡¨¢ ¥âáï ­  ¤¢¥ ç áâ¨ á à §«¨ç­®©áâàãªâãà®© ¯à®ä¨«ï áª®à®áâ¨:1) á¤¢¨£®¢ ï ¯à¨áâ¥­®ç­ ï §®­ | ¯à¨ 0 6 ξ 6 h− h0,2) §®­  ª¢ §¨â¢¥à¤®£® ¤¢¨�¥­¨ï| ¯à¨ h− h0 6 ξ 6 h.�¤¥áì ¢¢¥¤¥­® ®¡®§­ ç¥­¨¥

h0 = τ0
ρg sinα . (7.2.16)� §®­¥ ª¢ §¨â¢¥à¤®£® ¤¢¨�¥­¨ï, ¯à¨¬ëª îé¥© ª á¢®¡®¤­®© ¯®-¢¥àå­®áâ¨ ¯«¥­ª¨, áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨ ¯®áâ®ï­­  ¨ à ¢­  §­ ç¥­¨îáª®à®áâ¨ ­  £à ­¨æ¥ á¤¢¨£®¢®© ¯à¨áâ¥­®ç­®© §®­ë ¯à¨ ξ = h− h0. �§®­¥ ª¢ §¨â¢¥à¤®£® ¤¢¨�¥­¨ï áª®à®áâì ¬ ªá¨¬ «ì­  V = Umax.Ǒ®¤áâ ¢¨¬ ¢ ãà ¢­¥­¨¥ (7.2.13) ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï τ ¨§ (7.2.5),   § â¥¬¯à®¨­â¥£à¨àã¥¬ ¯® ξ á ãç¥â®¬ ãá«®¢¨ï ¯à¨«¨¯ ­¨ï ­  áâ¥­ª¥ (7.2.4).� à¥§ã«ìâ â¥ ­¥á«®�­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¤«ï ¯à®ä¨«ï áª®à®áâ¨ ¯®-«ãç¨¬

V =  1
m

∫ mh

m(h−ξ) f(τ) dτ ¯à¨ 0 6 ξ 6 h− h0,1
m

∫ mh

τ0 f(τ) dτ ¯à¨ h− h0 6 ξ 6 h, (7.2.17)



262 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨£¤¥, ª ª ¨ à ­¥¥, m = ρg sinα, h0 = τ0/m.� ªá¨¬ «ì­ ï áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨, à ¢­ ï
Umax = 1

m

∫ mh

τ0 f(τ) dτ, (7.2.18)¤®áâ¨£ ¥âáï ¢® ¢á¥© §®­¥ ª¢ §¨â¢¥à¤®£® â¥ç¥­¨ï.�à¥¤­ïï áª®à®áâì ¯«¥­®ç­®£® â¥ç¥­¨ï ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­®© �¨¤ª®áâ¨¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥
〈V 〉 = 1

m2h ∫ mh

τ0 τf(τ) dτ. (7.2.19)� áå®¤ �¨¤ª®áâ¨ ­ å®¤¨âáï á ¯®¬®éìî ¢ëà �¥­¨ï (7.2.11), £¤¥
〈V 〉 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®£« á­® (7.2.19).�«ï �¨¤ª®áâ¨ �¢¥¤®¢  | �¨­£ ¬  (¯¥à¢ ï ¬®¤¥«ì ¢ â ¡«. 7.3)§ ¢¨á¨¬®áâì áª®à®áâ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ®â ­ ¯àï�¥­¨ï § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©(7.2.13), £¤¥

f(τ) = τ − τ0
µp . (7.2.20)Ǒ à ¬¥âà µp ­ §ë¢ ¥âáï ¯« áâ¨ç¥áª®© (áâàãªâãà­®©) ¢ï§ª®áâìî.Ǒ®¤áâ ¢«ïï § ¢¨á¨¬®áâì (7.2.20) ¢ (7.2.17) | (7.2.19), ­ ©¤¥¬ ®á-­®¢­ë¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ¯«¥­®ç­®£® â¥ç¥­¨ï ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­®© �¨¤ª®-áâ¨ �¢¥¤®¢  | �¨­£ ¬  ¯® ­ ª«®­­®© ¯«®áª®áâ¨ (à¥§ã«ìâ âë á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¨å ¢ëç¨á«¥­¨© ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ â ¡«. 7.4).7.3. � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å à¥®«®£¨ç¥áª¨á«®�­ëå �¨¤ª®áâ¥©� áá®®¡¬¥­ ¬¥�¤ã ¯«¥­ª®© ¨ £ §®¬. �«¥¤ãï à ¡®â ¬ [185,186, 202℄, à áá¬®âà¨¬  ¡á®à¡æ¨î á« ¡®à áâ¢®à¨¬ëå £ §®¢ ­  ¯®¢¥àå-­®áâ¨ ¯«¥­ª¨, áâ¥ª îé¥© ¯® ­ ª«®­­®© ¯«®áª®áâ¨. �â æ¨®­ à­®¥ à á-¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© ¢­ãâà¨ ¯«¥­ª¨ ¤«ï ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å �¨¤ª®-áâ¥© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®© (7.2.8),   ¤«ï ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­ëå | ä®à-¬ã«®© (7.2.17).Ǒãáâì ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯«¥­ª¨ ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï ¯®áâ®ï­­ ï ª®­æ¥­-âà æ¨ï ¯®£«®é ¥¬®£® ª®¬¯®­¥­â  C = Cs,   ¢ á¥ç¥­¨¥ á ª®®à¤¨­ â®©

X = 0 ¯®áâã¯ ¥â ýç¨áâ ïþ �¨¤ª®áâì á ­ã«¥¢®© ª®­æ¥­âà æ¨¥©. �£à -­¨ç¨¬áï á«ãç ¥¬ ¡®«ìè¨å ç¨á¥« Ǒ¥ª«¥, ª®£¤  ¤¨ääã§¨¥© ¢¤®«ì ¯«¥­-ª¨ ¬®�­® ¯à¥­¥¡à¥çì. � ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£®



7.3. � áá®¯¥à¥­®á ¢ ¯«¥­ª å à¥®«®£¨ç¥áª¨ á«®�­ëå �¨¤ª®áâ¥© 263á«®ï (â.¥. ®£à ­¨ç¨¢ ïáì £« ¢­ë¬ ç«¥­®¬ à §«®�¥­¨ï áª®à®áâ¨ �¨¤-ª®áâ¨ ¢¡«¨§¨ á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ V ≈Umax) à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®­æ¥­-âà æ¨¨ ¢­ãâà¨ ¯«¥­ª¨ á ãç¥â®¬ á¤¥« ­­ëå ¤®¯ãé¥­¨© ®¯¨áë¢ ¥âáïá«¥¤ãîé¨¬¨ ãà ¢­¥­¨¥¬ ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨:
Umax ∂C∂X = D

∂2C
∂Y 2 ;

X = 0, C = 0; Y = 0, C = Cs, (7.3.1)£¤¥ ª®®à¤¨­ â  Y = 1 − ξ ®âáç¨âë¢ ¥âáï ¢­ãâàì ¯® ­®à¬ «¨ ª¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯«¥­ª¨.�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (7.3.1) ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë© ¨­â¥-£à « ¢¥à®ïâ­®áâ¥©:
C = Cs erf
( Y2 √ Umax

DX

)
. (7.3.2)�¨ää¥à¥­æ¨àãï íâã ä®à¬ã«ã, ­ å®¤¨¬ ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­ ¯®¢¥àå­®áâì ¯«¥­ª¨:

j∗ = −ρD ∂C

∂Y

∣∣∣∣
Y =0= ρCs√ UmaxD

πX
. (7.3.3)�«ï ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å ¨ ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­ëå �¨¤ª®áâ¥© ¬ ªá¨¬ «ì-­ ï áª®à®áâì Umax, ¢å®¤ïé ï ¢ ä®à¬ã«ã (7.3.3), ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢ë-ç¨á«ï¥âáï á ¯®¬®éìî ¢ëà �¥­¨© (7.2.9) ¨ (7.2.18) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �ç áâ­®áâ¨, ¤«ï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ Umax ¬®�­® ¢§ïâì ¨§ â ¡«. 7.4,çâ® ¤ ¥â

j∗ = ρCs[ n

n+ 1 ( ρg sinαk

) 1
n
h

n
n+1 D

πX

] 12
.� áâ¢®à¥­¨¥ ¯« áâ¨­ë ¯«¥­ª®© �¨¤ª®áâ¨. � áá¬®âà¨¬ â¥-¯¥àì ¬ áá®¯¥à¥­®á ®â â¢¥à¤®© áâ¥­ª¨ ª ¯«¥­ª¥ �¨¤ª®áâ¨. �ç¨â ¥¬,çâ® ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯« áâ¨­ë ª®­æ¥­âà æ¨ï ¯®áâ®ï­­  ¨ à ¢­  Cs,  ­  ¢å®¤­®¥ á¥ç¥­¨¥ ¯®¤ ¥âáï ç¨áâ ï �¨¤ª®áâì. � ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¤¨ä-äã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¯à®ä¨«ì áª®à®áâ¨ ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨¯« áâ¨­ë ¯à¨¡«¨�¥­­® ¬®�­® § ¬¥­¨âì ¢ëà �¥­¨¥¬

V ≈
(
dV

dξ

)

ξ=0ξ = f(mh)ξ, £¤¥ m = ρg sinα.�ç¨âë¢ ï áª § ­­®¥, § ¯¨è¥¬ § ¤ çã ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯®«ï ª®­-æ¥­âà æ¨¨ ¢ ¤¨ääã§¨®­­®¬ ¯®£à ­¨ç­®¬ á«®¥, ¯à¨¬ëª îé¥¬ ª ¯®-¢¥àå­®áâ¨ áâ¥­ª¨:
f(mh)ξ ∂C

∂X
= D

∂2C
∂ξ2 ;

X = 0, C = 0; ξ = 0, C = Cs. (7.3.4)



264 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨�¥è¥­¨¥ ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ ­¥¯®«­ãî £ ¬¬ -äã­ªæ¨î:
C = Cs 1�(1/3) �( 13 , f(mh)ξ39DX )

. (7.3.5)�¨ää¥à¥­æ¨àãï (7.3.5), ¯®«ãç¨¬ ¤¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­  ¯®¢¥àå-­®áâì ¯«¥­ª
j̈∗ = −ρD ∂C

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0= 0,538 ρCs[ D2f(mh)

X

]1/3
. (7.3.6)�âáî¤  ¤«ï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ á ¯®¬®éìî ä®à¬ã«ë (7.2.12)¨¬¥¥¬

j∗ = 0,538 ρCs[( ρg sinαk

)1/n D2
X

]1/3
. (7.3.7)�«ï ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­®© �¨¤ª®áâ¨�¢¥¤®¢ |�¨­£ ¬  ¢ ¢ëà �¥­¨¥(7.3.6) á«¥¤ã¥â ¯®¤áâ ¢¨âì f(mh) = (ρgh sinα− τ0)/µp.7.4. �¢¨�¥­¨¥ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥©¯® âàã¡ ¬ ¨ ª ­ « ¬�àã£« ï âàã¡ . � áá¬®âà¨¬ ãáâ ­®¢¨¢è¥¥áï ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­®¥â¥ç¥­¨¥ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© ¢ ¯àï¬®© £®à¨§®­â «ì­®© âàã¡¥ªàã£«®£® á¥ç¥­¨ï à ¤¨ãá  a. �®®à¤¨­ âã Z, ®âáç¨âë¢ ¥¬ãî ¢¤®«ì ®á¨âàã¡ë, ­ ¯à ¢¨¬ ¯® ¯®â®ªã. �£à ­¨ç¨¬áï ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥¬ £¨¤à®¤¨­ -¬¨ç¥áª¨ áâ ¡¨«¨§¨à®¢ ­­®£® â¥ç¥­¨ï ¢¤ «¨ ®â ¢å®¤­®£® á¥ç¥­¨ï, ª®-£¤  �¨¤ª®áâì ¤¢¨�¥âáï ¯ à ««¥«ì­® ®á¨ âàã¡ë. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¯¥à¥-¯ ¤ ¤ ¢«¥­¨ï ¡ã¤¥â ã¬¥­ìè âìáï ¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ ¢®§à áâ ­¨ï Z, £à -¤¨¥­â ¤ ¢«¥­¨ï ®âà¨æ â¥«¥­ ¨ ¯®áâ®ï­¥­

∂P

∂Z
= − �P

L
= 
onst,£¤¥ �P |¯¥à¥¯ ¤ ¤ ¢«¥­¨ï ­  ¤«¨­¥ âàã¡ë L.� íâ®© § ¤ ç¥ ¢á¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ áª®à®áâ¨ ¯® ¯¥à¥¬¥­­ë¬ t, Z, ϕ,  â ª�¥ á®áâ ¢«ïîé¨¥ áª®à®áâ¨ Vϕ ¨ VR à ¢­ë ­ã«î. �ç¨âë¢ ïáª § ­­®¥, ¨§ (7.2.5) ¯®«ãç¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ ¤¢¨�¥­¨ï1

R
d

dR (Rτ) + �P
L

= 0, (7.4.1)£¤¥ ¢¢¥¤¥­® ®¡®§­ ç¥­¨¥ τ = τRZ .



7.4. �¢¨�¥­¨¥ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© ¯® âàã¡ ¬ ¨ ª ­ « ¬ 265�¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (7.4.1), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î ®£à ­¨ç¥­-­®áâ¨ (|τ | <∞), ¨¬¥¥â ¢¨¤
τ = − �P2L R. (7.4.2)�¨¤­®, çâ®  ¡á®«îâ­ ï ¢¥«¨ç¨­  ­ ¯àï�¥­¨ï âà¥­¨ï «¨­¥©­®¢®§à áâ ¥â ®â ­ã«ï ­  ®á¨ âàã¡ë ¤® á¢®¥£® ¬ ªá¨¬ «ì­®£® §­ ç¥­¨ï

τs = a�P/L ­  áâ¥­ª¥ âàã¡ë ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â â¨¯  ­¥­ìîâ®­®¢áª®©�¨¤ª®áâ¨.�¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨¥ �¨¤ª®áâ¨. �â¥¯¥­­ ï �¨¤ª®áâì. �âàã¡¥ áª®à®áâì ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ®âà¨æ â¥«ì­  _γ = dV/dR < 0, £¤¥ ®¡®-§­ ç¥­® V = VZ . � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥© ¯à¥¤-áâ ¢¨¬ § ¢¨á¨¬®áâì áª®à®áâ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ®â ­ ¯àï�¥­¨ï á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬:
dV

dR = −f(|τ |), (7.4.3)£¤¥ ª®­ªà¥â­ë© ¢¨¤ äã­ªæ¨¨ f(τ) > 0 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á¢ë¡à ­­®© à¥®«®£¨ç¥áª®© ¬®¤¥«ìî.Ǒ®¤áâ ¢«ïï ¢ëà �¥­¨¥ (7.4.2) ¢ (7.4.3), ¯®«ãç¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ ¤«ïáª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ V = VZ . �£® à¥è¥­¨¥, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î¯à¨«¨¯ ­¨ï ­  áâ¥­ª å âàã¡ë (V = 0 ¯à¨ R = a), ¨¬¥¥â ¢¨¤
V = ∫ a

R

f
( �P2L R

)
dR. (7.4.4)� ªá¨¬ «ì­ ï áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨ ¤®áâ¨£ ¥âáï ­  ®á¨ ¯®â®ª 

Umax = ∫ a0 f
( �P2L R

)
dR. (7.4.5)� áå®¤ �¨¤ª®áâ¨ ç¥à¥§ ¯®¯¥à¥ç­®¥ á¥ç¥­¨¥ âàã¡ë ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯®ä®à¬ã«¥

Q = ∫ a0 2πRV dR = π

∫ a0 R2f( �P2L R
)
dR, (7.4.6)  áà¥¤­ïï áª®à®áâì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª:

〈V 〉 = Q

πa2 . (7.4.7)�«ï ª®íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï âà¥­¨ï ¯®«ãç¨¬
cf = |τs|12 ρ〈V 〉2 = a�P

ρL〈V 〉2 ,£¤¥ τs |­ ¯àï�¥­¨¥ á¤¢¨£  ­  áâ¥­ª¥.



266 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨� ç áâ­®¬ á«ãç ¥ áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨, ª®â®à ï ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢ë-à �¥­¨ï¬¨ (7.1.1), (7.1.4), äã­ªæ¨ï f ¢ (7.4.3) ¨¬¥¥â ¢¨¤
f = (τ/k)1/n. (7.4.8)Ǒ®¤áâ ¢«ïï § ¢¨á¨¬®áâì (7.4.8) ¢ ä®à¬ã«ë (7.4.4)| (7.4.7), ¬®�-

�¨á. 7.2. � à ªâ¥à­ë¥ ¯à®ä¨«¨ áª®à®áâ¥©­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© ¯à¨ â¥ç¥­¨¨ ¢ªàã£«®© âàã¡¥

­® ­ ©â¨ ®á­®¢­ë¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ¤¢¨�¥­¨ï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨¯® ªàã£«®© âàã¡¥. �¥§ã«ìâ -âë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¢ëç¨á-«¥­¨© [168, 174℄ ¯à¨¢¥¤¥­ë¢ â ¡«. 7.5 ¨ ¯®ª § ­ë ­ à¨á. 7.2. �¨¤­®, çâ® á ã¬¥­ì-è¥­¨¥¬ ¢¥«¨ç¨­ë à¥®«®£¨ç¥-áª®£® ¯ à ¬¥âà  n ¯®«ãç -îâáï ¢á¥ ¡®«¥¥ § ¯®«­¥­­ë¥¯à®ä¨«¨ áª®à®áâ¥©. Ǒà¥¤¥«ì-­ë© á«ãç © n→ 0 å à ªâ¥à¨-§ã¥âáï ª¢ §¨â¢¥à¤ë¬ ¤¢¨�¥-­¨¥¬ �¨¤ª®áâ¨ á ®¤¨­ ª®¢®©áª®à®áâìî ¯® á¥ç¥­¨î âàã-¡ë («¨èì ¢ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®©¡«¨§®áâ¨ ã áâ¥­ª¨ ¯à®¨áå®¤¨â¡ëáâà®¥ ¯ ¤¥­¨¥ áª®à®áâ¨ ¤®­ã«ï). �ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨ n = 1 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨©¯à®ä¨«ì Ǒã §¥©«ï. Ǒà¥¤¥«ì­® ¤¨« â ­â­®¥ â¥ç¥­¨¥ (n → ∞) ¨¬¥¥ââà¥ã£®«ì­ë© ¯à®ä¨«ì, ª®â®àë© å à ªâ¥à¨§ã¥âáï «¨­¥©­ë¬ § ª®­®¬¨§¬¥­¥­¨ï áª®à®áâ¨ ¯® à ¤¨ãáã âàã¡ë.�ï§ª®¯« áâ¨ç­ë¥ áà¥¤ë. �¨¤ª®áâì �¢¥¤®¢  | �¨­£ -¬ . � ¢¨á¨¬®áâì áª®à®áâ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ®â ­ ¯àï�¥­¨ï ¯à¨ â¥ç¥­¨¨¢ï§ª®¯« áâ¨ç­ëå �¨¤ª®áâ¥© ¯® ªàã£«®© âàã¡¥ ¬®�­® § ¯¨á âì ¢ á«¥-¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:
− dV

dR = { 0 ¯à¨ 0 6 |τ | 6 τ0,
f(|τ |) ¯à¨ |τ | > τ0. (7.4.9)Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâ® ¢ëà �¥­¨¥ ¢ (7.4.2), ¯®«ãç¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ ¤«ï¯à®ä¨«ï áª®à®áâ¨. �¨¤­®, çâ® ¯à¨ ¬ «ëå £à ¤¨¥­â å ¤ ¢«¥­¨ï,ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î
a�P2L 6 τ0,¤¢¨�¥­¨¥ �¨¤ª®áâ¨ ¢ âàã¡¥ ­¥ ¯à®¨áå®¤¨â.� «¥¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢® 12 a�P/L > τ0.�«ï ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­ëå �¨¤ª®áâ¥© (7.4.9) à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (7.4.2),
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268 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î ¯à¨«¨¯ ­¨ï ­  áâ¥­ª å âàã¡ë, ¨¬¥¥â ¢¨¤
V = ∫ a

R

f
( �P2L R

)
dR ¯à¨ r0 6 R 6 a,

∫ a

r0 f( �P2L R
)
dR ¯à¨ 0 6 R 6 r0, (7.4.10)£¤¥ r0 |à ¤¨ãá §®­ë ª¢ §¨â¢¥à¤®£® ¤¢¨�¥­¨ï

r0 = 2Lτ0�P . (7.4.11)� ªá¨¬ «ì­ ï áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨, à ¢­ ï
Umax = ∫ a

r0 f( �P2L R
)
dR, (7.4.12)¤®áâ¨£ ¥âáï ¢® ¢á¥© ®¡« áâ¨ ª¢ §¨â¢¥à¤®£® ¤¢¨�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ª ªæ¥«®£® ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ®á¨ ¯®â®ª  0 6 R 6 r0.� áå®¤ �¨¤ª®áâ¨ ç¥à¥§ ¯®¯¥à¥ç­®¥ á¥ç¥­¨¥ âàã¡ë ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯®ä®à¬ã«¥

Q = π

∫ a

r0 R2f( �P2L R
)
dR. (7.4.13)�à¥¤­ïï áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯ãâ¥¬ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ (7.4.13)¢ ¢ëà �¥­¨¥ (7.4.7).� ç áâ­®¬ á«ãç ¥ ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­®© �¨¤ª®áâ¨�¢¥¤®¢ |�¨­£ ¬ (¯¥à¢ ï ¬®¤¥«ì ¢ â ¡«. 7.3) ¤«ï äã­ªæ¨¨ f ¢ (7.4.9) ¨¬¥¥¬

f(|τ |) = |τ | − τ0
µp . (7.4.14)Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâã § ¢¨á¨¬®áâì ¢ ¢ëà �¥­¨ï (7.4.10)| (7.4.13), ¯®«ãç¨¬

�¨á. 7.3. Ǒà®ä¨«ì áª®à®áâ¥© â¥ç¥-­¨ï ¡¨­£ ¬®¢áª®£® ¯« áâ¨ç¥áª®£® â¥-« 
¢á¥ ®á­®¢­ë¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ íâ®£® â¥ç¥­¨ï. �¥§ã«ìâ âë á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¨å à áç¥â®¢ [174, 185℄ ãª § ­ë ¢â ¡«. 7.5.Ǒà®ä¨«ì áª®à®áâ¨ ¨§®¡à �¥­ ­ à¨á. 7.3, § èâà¨å®¢ ­­ ï ®¡« áâì á®-®â¢¥âáâ¢ã¥â §®­¥ ª¢ §¨â¢¥à¤®£® ¤¢¨-�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨.Ǒ«®áª¨© ª ­ «. � áá¬®âà¨¬â¥¯¥àì áâ æ¨®­ à­®¥ £¨¤à®¤¨­ ¬¨-ç¥áª¨ áâ ¡¨«¨§¨à®¢ ­­®¥ â¥ç¥­¨¥ ­¥-­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«®áª®¬ª ­ «¥ è¨à¨­®© 2h. �¢¥¤¥¬ ¯àï¬®-ã£®«ì­ãî á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨­ â X , ξ, £¤¥ ®áì X ­ ¯à ¢¨¬ ¢¤®«ì â¥ç¥­¨ï



7.4. �¢¨�¥­¨¥ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© ¯® âàã¡ ¬ ¨ ª ­ « ¬ 269¯® ­¨�­¥© áâ¥­ª¥ ª ­ « ,   ª®®à¤¨­ âã ξ ¡ã¤¥¬ ®âáç¨âë¢ âì ¯® ­®à-¬ «¨ ª íâ®© áâ¥­ª¥ ¢ £«ã¡ì â¥ç¥­¨ï (06 ξ 6 2h). � ¤ ç  á¨¬¬¥âà¨ç­ ®â­®á¨â¥«ì­® áà¥¤­¥© «¨­¨¨ ξ = h, ¯®íâ®¬ã ¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì¯®«®¢¨­ã ®¡« áâ¨ 0 6 ξ 6 h.�áâ ­®¢¨¢è¥¬ãáï â¥ç¥­¨î ¢¤ «¨ ®â ¢å®¤  ¢ ª ­ « á®®â¢¥âáâ¢ã¥â¯®áâ®ï­­ë© ®âà¨æ â¥«ì­ë© £à ¤¨¥­â ¤ ¢«¥­¨ï ∂P/∂X = −�P/L == 
onst (�P | ¯¥à¥¯ ¤ ¤ ¢«¥­¨ï ­  ¤«¨­¥ ª ­ «  L), ¯à¨ íâ®¬¯®¯¥à¥ç­ ï ª®¬¯®­¥­â  áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ à ¢­  ­ã«î. Ǒà®¤®«ì­ ïá®áâ ¢«ïîé ï áª®à®áâ¨ V = VX § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â ª®®à¤¨­ âë ξ ¨®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬ τ ′ξ = −�P/L. �­â¥£à¨àãï íâ® ãà ¢­¥­¨¥ áãç¥â®¬ ãá«®¢¨ï á¨¬¬¥âà¨¨ (τ = 0 ¯à¨ ξ = h), ¨¬¥¥¬
τ = �P

L
(h− ξ). (7.4.15)�®à¬ã«  (7.4.15) á â®ç­®áâìî ¤® ¯¥à¥®¡®§­ ç¥­¨ï (�P/L →

→ ρg sinα) á®¢¯ ¤ ¥â á ¢ëà �¥­¨¥¬ ¤«ï á¤¢¨£®¢®£® ­ ¯àï�¥­¨ï(7.2.5), ¯®«ãç¥­­®£® à ­¥¥ ¤«ï ¯«¥­®ç­®£® â¥ç¥­¨ï. Ǒ®íâ®¬ã ¯à®ä¨«ìáª®à®áâ¨ V ¢ ¯«®áª®¬ ª ­ «¥ (¢ ®¡« áâ¨ 0 6 ξ 6 h), ¬ ªá¨¬ «ì­ãîáª®à®áâì Umax, áà¥¤­îî áª®à®áâì 〈V 〉 ¤«ï ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å �¨¤ª®-áâ¥© ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì ¯® ä®à¬ã« ¬ (7.2.8) | (7.2.10),   ¤«ï ¢ï§ª®-¯« áâ¨ç­ëå �¨¤ª®áâ¥©|¯® ä®à¬ã« ¬ (7.2.17)| (7.2.19), ä®à¬ «ì­®¯®« £ ï ¢ ­¨å ρg sinα = �P/L.�«ï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ ¨ �¨¤ª®áâ¨ �¢¥¤®¢ |�¨­£ ¬  ®á­®¢-­ë¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ â¥ç¥­¨ï ¢ ¯«®áª®¬ ª ­ «¥ ¬®�­® ­ ©â¨ á ¯®¬®-éìî â ¡«. 7.4, £¤¥ á«¥¤ã¥â ¯®«®�¨âì m = �P/L.�¢¨�¥­¨¥ £ §®�¨¤ª®áâ­ëå ¯¥­ ¯® âàã¡ ¬. �®§¤ãè­ë¥ ¯¥-­ë ­  ®á­®¢¥ ¢®¤­ëå à áâ¢®à®¢ ¨®­®£¥­­ëå ¯®¢¥àå­®áâ­®- ªâ¨¢­ëå¢¥é¥áâ¢ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© áâàãªâãà­®-¬¥â áâ ¡¨«ì­ë¥ ¤¨á¯¥àá­ë¥á¨áâ¥¬ë. �á«¨ ¢­¥è­¨¥ ¢®§¤¥©áâ¢¨ï (¬ áá®¢ë¥, í«¥ªâà®ä¨§¨ç¥áª¨¥,â¥à¬¨ç¥áª¨¥, ¤¥ä®à¬ æ¨®­­ë¥) ­¥ ¯à¥¢ëè îâ ­¥ª®â®à®£® ¯®à®£®¢®£®§­ ç¥­¨ï, â ª¨¥ ¯¥­ë ¬®£ãâ áãé¥áâ¢®¢ âì, ¬¥¤«¥­­® í¢®«îæ¨®­¨àãï,¤®áâ â®ç­® ¤®«£® (103÷ 104 á¥ª), ¨ ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥ ¬®�­® £®¢®à¨âì ®¡¨å £¨¤à ¢«¨ç¥áª¨å ¨ à¥®«®£¨ç¥áª¨å á¢®©áâ¢ å.� à ¡®â å [108, 176℄ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­® ¨áá«¥¤®¢ «®áì ­ ¯®à­®¥¤¢¨�¥­¨¥ ¯¥­ë ¯® âàã¡ ¬ á ­¥à §àãè îé¨¬¨ áª®à®áâï¬¨ (áà¥¤-­ïï áª®à®áâì ­¥ ¯à¥¢ëè «  1 ¬/á¥ª). �ë«® ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® ¢®¤­®-áã«ìä®­®«ì­ ï ¢®§¤ãè­ ï ¯¥­  ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨ ¢ï§ª®¯« áâ¨ç-­®© �¨¤ª®áâ¨ �¢¥¤®¢  | �¨­£ ¬ . Ǒà¨ â¥ç¥­¨¨ ¢ ªàã£«®© âàã¡¥à ¤¨ãá  a ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ £à ¤¨¥­â  ¤ ¢«¥­¨ï �P/L ®­  ¨¬¥¥â ç¥â-ª® ¢ëà �¥­­®¥ ª¢ §¨â¢¥à¤®¥ ï¤à® à ¤¨ãá  r0 = τ0L/�P ¨ áª®à®áâìáª®«ì�¥­¨ï ®â­®á¨â¥«ì­® áâ¥­®ª âàã¡ë Vsl = 2πa�Pδ/µ ¯® �¨¤ª®¬ãá«®î â®«é¨­®© δ á «¨­¥©­ë¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ áª®à®áâ¨. �«ï à¥®«®£¨-ç¥áª¨å ¯ à ¬¥âà®¢ ¯¥­ë| ¯à¥¤¥«ì­®£® ­ ¯àï�¥­¨ï á¤¢¨£  τ0, ª®íä-ä¨æ¨¥­â  ¡¨­£ ¬®¢áª®© ¢ï§ª®áâ¨ µp ¨ â®«é¨­ë á¬ §®ç­®£® á«®ï δ|



270 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨­ ©¤¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ í¬¯¨à¨ç¥áª¨¥ ª®àà¥«ïæ¨¨, ¢ëà � îé¨¥ ¨å ç¥-à¥§ ¨áå®¤­ë¥ ¯ à ¬¥âàë:
τ0ρd2
µ2 = 0,61κ0,18( σρd

µ2 )0,49(
gd3ρ2
µ2 )0,35

,

µp
µ

= 8,8 · 10−5
κ
0,99( σρd

µ2 )2(
gd3ρ2
µ2 )−0,98

,

δ

d
= 0,2κ0,099( σρd

µ2 )−0,46(
gd3ρ2
µ2 )0,1

,

(7.4.16)£¤¥ ρ | ¯«®â­®áâì à áâ¢®à , µ | ¤¨­ ¬¨ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì à áâ¢®à ,
σ | ª®íää¨æ¨¥­â ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï, κ | ªà â­®áâì ¯¥­ë(¢¥«¨ç¨­ , ®¡à â­ ï ®¡ê¥¬­®¬ã ¢« £®á®¤¥à� ­¨î ¯¥­ë), d | ¤¨á-¯¥àá­®áâì ¯¥­ë (áà¥¤­¨© ¤¨ ¬¥âà ¯ã§ëàìª ). Ǒ®£à¥è­®áâ¨ ¯¥à¢®©,¢â®à®© ¨ âà¥âì¥© ä®à¬ã« (7.4.16) á®®â¢¥âáâ¢¥­­® á®áâ ¢«ïîâ ±10%,
±17% ¨ ±32%.�®àà¥«ïæ¨¨ ¯®«ãç¥­ë ­  £« ¤ª¨å âàã¡ å à ¤¨ãá®¬ 5 ÷ 40 ¬¬. �ª ç¥áâ¢¥ à áâ¢®à  Ǒ�� ¢® ¢á¥å ®¯ëâ å ¨á¯®«ì§®¢ «áï 0,4%-­ë© à á-â¢®à áã«ìä®­®«  ¢ ¤¨áâ¨««¨à®¢ ­­®© ¢®¤¥ á á®¤¥à� ­¨¥¬ £«¨æ¥à¨­ 5,2 ¨ 30 ¬ áá®¢ëå ¯à®æ¥­â®¢ (¤«ï ¢ à¨ æ¨¨ ¢ï§ª®áâ¨). �¥«¨ç¨­ë ρ ¨ σ¯à¨ íâ®¬ ¢ àì¨à®¢ «¨áì ¢¥áì¬  á« ¡®. �à â­®áâì ¯¥­ë κ ¬¥­ï« áì ¢¯à¥¤¥« å 36÷ 322, ¤¨á¯¥àá­®áâì ¯¥­ë d|¢ ¯à¥¤¥« å 0,35÷ 1,0 ¬¬,  ¢ï§ª®áâì à áâ¢®à  µ| ¢ ¯à¥¤¥« å 1,5÷ 10,5Ǒ  · á¥ª.�â¬¥â¨¬, çâ® τ0 ¨ µp à áâãâ á ã¢¥«¨ç¥­¨¥¬ ªà â­®áâ¨ κ ¨ ã¡ë¢ îâá à®áâ®¬ ¤¨á¯¥àá­®áâ¨ d. � â® �¥ ¢à¥¬ï § ¢¨á¨¬®áâì τ0 ¨ µp ®â¢ï§ª®áâ¨ à áâ¢®à  µ ­®á¨â ª ç¥áâ¢¥­­® à §­ë© å à ªâ¥à. �á«¨ τ0à áâ¥â á ã¢¥«¨ç¥­¨¥¬ µ, â® µp á à®áâ®¬ µ ã¡ë¢ ¥â. �â® ®§­ ç ¥â,çâ® ¯¥­  á ¡�®«ìè¥© ªà â­®áâìî �¨¤ª®© ä §ë ¡«¨�¥ ª ¨¤¥ «ì­®¯« áâ¨ç¥áª®© �¨¤ª®áâ¨ á ¡®«¥¥ ¢ëá®ª¨¬ ¯à¥¤¥«®¬ â¥ªãç¥áâ¨.7.5. �¥¯«®¯¥à¥­®á ¢ ¯«®áª®¬ ª ­ «¥ ¨ªàã£«®© âàã¡¥ (á ãç¥â®¬ ¤¨áá¨¯ æ¨¨)Ǒ«®áª¨© ª ­ «. � áá¬®âà¨¬ § ¤ çã ® ¤¨áá¨¯ â¨¢­®¬ ­ £à¥-¢¥ ­¥­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¯«®áª®¬ ª ­ «¥ á ¨§®â¥à¬¨ç¥áª¨¬¨áâ¥­ª ¬¨, ­  ª®â®àëå ¯®¤¤¥à�¨¢ ¥âáï ®¤¨­ ª®¢ ï ¯®áâ®ï­­ ï â¥¬-¯¥à âãà 

ξ = 0, T = Ts; ξ = 2h, T = Ts. (7.5.1)(�¤¥áì ¨á¯®«ì§ã¥âáï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â, ¢¢¥¤¥­­ ï ¢ à §¤. 7.4). �á«¨â¥¬¯¥à âãà  �¨¤ª®áâ¨ ­  ¢å®¤¥ à ¢­  â¥¬¯¥à âãà¥ áâ¥­®ª Ts, â® ­ ¯à®âï�¥­¨¨ ­¥ª®â®à®£® ãç áâª  âàã¡ë ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¢­ãâà¥­­¥£® âà¥-­¨ï �¨¤ª®áâì ¯®áâ¥¯¥­­® ­ £à¥¢ ¥âáï ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ª®«¨ç¥áâ¢®



7.5. �¥¯«®¯¥à¥­®á ¢ ¯«®áª®¬ ª ­ «¥ ¨ ªàã£«®© âàã¡¥ 271â¥¯« , ®â¢®¤¨¬®¥ ç¥à¥§ áâ¥­ªã, ­¥ áâ ­¥â à ¢­ë¬ ¤¨áá¨¯ â¨¢­ë¬ â¥¯-«®¢ë¤¥«¥­¨ï¬. � ®¡« áâ¨, ¢ ª®â®à®© ãáâ ­®¢¨âáï â ª®¥ à ¢­®¢¥á¨¥,â¥¬¯¥à âãà  �¨¤ª®áâ¨ ¯¥à¥áâ ­¥â ¨§¬¥­ïâìáï ¯® ¤«¨­¥, â.¥. ­ áâã¯¨âáâ ¡¨«¨§ æ¨ï â¥¬¯¥à âãà­®£® ¯®«ï (¥á«¨, ª®­¥ç­®, ¯à®ä¨«ì áª®à®áâ¨â ª�¥ áâ ¡¨«¨§¨à®¢ «áï). � «¥¥  ­ «¨§¨àã¥âáï ¨¬¥­­® â ª®¥ â¥à¬¨-ç¥áª¨ ¨ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨ áâ ¡¨«¨§¨à®¢ ­­®¥ â¥ç¥­¨¥.�«¥¤ãï [84, 103℄ ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® â¥¯«®¢ë¤¥«¥­¨¥ ­¥¢«¨ï¥â ­  ä¨§¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  �¨¤ª®áâ¨ (â.¥. ª �ãé ïáï ¢ï§ª®áâì,¯«®â­®áâì, â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâì ­¥ § ¢¨áïâ ®â â¥¬¯¥à âãàë). � íâ®¬á«ãç ¥ ¯à®ä¨«ì áª®à®áâ¨ ­ å®¤¨âáï ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â â¥¯«®¢®© § ¤ ç¨(á¬. à §¤. 7.4).� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¤«ï à á¯à¥¤¥«¥­¨ï â¥¬¯¥à âãàë ¢®¡« áâ¨ â¥¯«®¢®© áâ ¡¨«¨§ æ¨¨ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¢â®à®£® ãà ¢­¥­¨ï,¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¢ ¯à¨«®�¥­¨¨ 6 (£¤¥ ª®­¢¥ªâ¨¢­ë¥ ç«¥­ë à ¢­ë ­ã«î,  â¥¬¯¥à âãà  § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â ¯®¯¥à¥ç­®© ª®®à¤¨­ âë), ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤
λT ′′

ξξ + τV ′
ξ = 0, (7.5.2)£¤¥ λ|ª®íää¨æ¨¥­â â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨, τ = µV ′

ξ |á¤¢¨£®¢®¥ ­ ¯àï-�¥­¨¥, µ|ª �ãé ïáï ¢ï§ª®áâì �¨¤ª®áâ¨, èâà¨å ®¡®§­ ç ¥â ¯à®¨§-¢®¤­ãî ¯® ξ.�¢¨¤ã á¨¬¬¥âà¨¨ § ¤ ç¨ ®â­®á¨â¥«ì­® á¥à¥¤¨­ë ª ­ «  ξ = h¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì ¯®«®¢¨­ã ®¡« áâ¨ 0 6 ξ 6 h, ­  £à ­¨æ¥ª®â®à®© á«¥¤ã¥â ¢ëáâ ¢¨âì ãá«®¢¨¥ á¨¬¬¥âà¨¨
ξ = h, T ′

ξ = 0. (7.5.3)� áá¬®âà¨¬ á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì­®© ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­®© �¨¤ª®áâ¨ á¯à¥¤¥«®¬ â¥ªãç¥áâ¨ τ0 ( ­ «®£¨ç­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤«ï ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥© ¡ã¤ãâ á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì §­ ç¥­¨î τ0 = 0). �«ï ®¯à¥-¤¥«¥­¨ï ¯à®ä¨«ï â¥¬¯¥à âãàë ¯®áâã¯¨¬ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �­ -ç «  ¢ á¤¢¨£®¢®© ¯à¨áâ¥­®ç­®© §®­¥ 0 6 ξ 6 h− h0, £¤¥ h0 = τ0L/�P ,à¥è ¥¬ ãà ¢­¥­¨¥ (7.5.2) á £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ (7.5.1). � â¥¬ ¢ ª¢ -§¨â¢¥à¤®© §®­¥ h− h0 6 ξ 6 h à¥è ¥¬ ãà ¢­¥­¨¥ (7.5.2) ¯à¨ V ′
ξ = 0 á£à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ (7.5.3). � â¥¬ ®¡  ¯®«ãç¥­­ëå à¥è¥­¨ï á®¯àï£ -îâáï ­  ®¡é¥© £à ­¨æ¥ ¯à¨ ξ = h0. �ª § ­­ ï ¯à®æ¥¤ãà  ¯à¨¢®¤¨â ªá«¥¤ãîé¥¬ã à á¯à¥¤¥«¥­¨î â¥¬¯¥à âãàë ¢ ª ­ «¥:

T − Ts =  1
λ

∫ ξ0 (∫ h−h0
ξ

τV ′
ξ dξ

)
dξ ¯à¨ 0 6 ξ 6 h− h0,

Tmax − Ts ¯à¨ h− h0 6 ξ 6 h, (7.5.4)£¤¥ ¬ ªá¨¬ «ì­ ï â¥¬¯¥à âãà  Tmax ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ëà �¥­¨¥¬
Tmax − Ts = 1

λ

∫ h−h00 (∫ h−h0
ξ

τV ′
ξ dξ

)
dξ, h0 = L

τ0�P . (7.5.5)



272 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨�¥¯«®¢®© ¯®â®ª ­  áâ¥­ªã ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥
qT = λ

(
dT

dξ

)

ξ=0 = ∫ h−h00 τV ′
ξ dξ. (7.5.6)� á«ãç ¥ áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ ¢ á®®â­®è¥­¨ïå (7.5.4) | (7.5.6)á«¥¤ã¥â ¯®«®�¨âì h0 = 0 ¨ ¯®¤áâ ¢¨âì § ¢¨á¨¬®áâì τ = k(V ′

ξ )n.�¥§ã«ìâ âë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¢ëç¨á«¥­¨© ¯®¬¥é¥­ë ¢ â ¡«. 7.6. � ¬�¥ ¯à¨¢¥¤¥­ë ®á­®¢­ë¥ ¯ à ¬¥âàë â¥¯«®®¡¬¥­  ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­®©�¨¤ª®áâ¨ �¢¥¤®¢  | �¨­£ ¬  (­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨ ®â¢¥ç îâ§­ ç¥­¨ï τ0 = 0, µp = µ).�àã£« ï âàã¡ . Ǒà¨ â¥å �¥ ¯à¥¤¯®«®�¥­¨ïå (â¥¬¯¥à âãà  âàã-¡ë ¯®áâ®ï­­  ¨ à ¢­  Ts, ä¨§¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  áà¥¤ë ­¥ § ¢¨áïâ ®ââ¥¬¯¥à âãàë) à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë ¢ ®¡« áâ¨ â¥¯«®¢®© áâ ¡¨-«¨§ æ¨¨ ¤«ï ªàã£«®© âàã¡ë à ¤¨ãá  a á ãç¥â®¬ ¤¨áá¨¯ â¨¢­®£® à §®-£à¥¢  ®¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬¨ ãà ¢­¥­¨¥¬ ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï-¬¨:
λ

R
d

dR

(
R dT

dR

) = −τV ′
R; (7.5.7)

R = 0, R dT

dR = 0; R = a, T = Ts, (7.5.8)£¤¥ τ | á¤¢¨£®¢®¥ ­ ¯àï�¥­¨¥, V |áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨.�«ï ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­ëå áà¥¤ á ¯à¥¤¥«®¬ â¥ªãç¥áâ¨ τ0 à¥è¥­¨¥§ ¤ ç¨ (7.5.7), (7.5.8) ¨¬¥¥â ¢¨¤
T − Ts = 1

λ

∫ a

R

(∫ R

r0 τV ′
RR dR

)
dR
R ¯à¨ r0 6 R 6 a,

Tmax − Ts ¯à¨ 0 6 R 6 r0, (7.5.9)£¤¥ r0=2Lτ0/�P ,   ¬ ªá¨¬ «ì­ ï â¥¬¯¥à âãà  Tmax ¢ëç¨á«ï¥âáï â ª:
Tmax − Ts = 1

λ

∫ a

r0(∫ R

r0 τV ′
RR dR

)
dR
R . (7.5.10)�¥¯«®¢®© ¯®â®ª ­  áâ¥­ªã âàã¡ë ­ å®¤¨âáï á ¯®¬®éìî ¢ëà �¥­¨ï

qT = 1
λ

∫ a

r0 τV ′
RR dR. (7.5.11)�«ï ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥© ®á­®¢­ë¥ ¯ à ¬¥âàë â¥¯«®®¡-¬¥­  ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬ (7.5.9) | (7.5.11), £¤¥ r0 = 0.
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274 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨�«ï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ ¨ �¨¤ª®áâ¨ �¢¥¤®¢ |�¨­£ ¬  à¥§ã«ì-â âë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¢ëç¨á«¥­¨© ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ â ¡«. 7.6 (­ìîâ®­®¢-áª®© �¨¤ª®áâ¨ ®â¢¥ç ¥â §­ ç¥­¨¥ τ0 = 0).� ªá¨¬ «ì­ë© ¯¥à¥¯ ¤ â¥¬¯¥à âãàë ¤«ï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ ¢ªàã£«®© âàã¡¥ á®£« á­® ¤ ­­ë¬ â ¡«. 7.5 ¨ â ¡«. 7.6 ¬®�­® ¢ëà §¨âìç¥à¥§ áà¥¤­îî áª®à®áâì ¯®â®ª  〈V 〉 á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
Tmax − Ts = k

λ

( 3n+ 1
na

)n−1(〈V 〉)n+1.Ǒà¨ íâ®¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© à¥§ã«ìâ â ¤«ï ­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨(n = 1, k = µ) ­¥ § ¢¨á¨â ®â à ¤¨ãá  âàã¡ë
Tmax − Ts = µ

λ
(〈V 〉)2. (7.5.12)�®à¬ã«ë, ¯®«ãç¥­­ë¥ ¢ ¤ ­­®¬ à §¤¥«¥, ¯à¨¬¥­¨¬ë ¤«ï ¯®¤ ¢«ï-îé¥£® ¡®«ìè¨­áâ¢  ®¡ëç­ëå �¨¤ª®áâ¥©. �¥ç¥­¨ï ®ç¥­ì ¢ï§ª¨å �¨¤-ª®áâ¥© ¨¬¥îâ å à ªâ¥à­ë¥ ª ç¥áâ¢¥­­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨, ª®â®àë¥ ®¯¨-á ­ë ¢ á«¥¤ãîé¥¬ à §¤¥«¥.7.6. �¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨© â¥¯«®¢®© ¢§àë¢ ¢­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâïå� ç¥áâ¢¥­­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ â¥¯«®¯¥à¥­®á  ¢ ®ç¥­ì ¢ï§ª¨å�¨¤ª®áâïå. �¥¯«®, ¢®§­¨ª îé¥¥ ¢ ®ç¥­ì ¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâïå ¢á«¥¤-áâ¢¨¥ âà¥­¨ï, ¢ë§ë¢ ¥â §­ ç¨â¥«ì­®¥ ­ £à¥¢ ­¨¥ ¤ �¥ ¯à¨ ã¬¥à¥­-­ëå áª®à®áâïå ¤¢¨�¥­¨ï, ª ª ¯®ª §ë¢ ¥â á«¥¤ãîé¨© ¯à¨¬¥à. �ï§-ª®áâì ¨ ª®íää¨æ¨¥­â â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨ ¬®â®à­®£® ¬ á«  ¯à¨ ª®¬-­ â­®© â¥¬¯¥à âãà¥ (Ts = 20◦C), á®£« á­® ¤ ­­ë¬ â ¡«. 7.7 à ¢­ë:

µ = 0,8 ª£/¬·á¥ª, λ = 0,15 ­/á¥ª·£à ¤. Ǒ®¤áâ ¢¨¢ íâ¨ §­ ç¥­¨ï ¢ ä®à-¬ã«ã (7.5.12), ­ å®¤¨¬
Tmax − Ts =  5,5◦C ¯à¨ 〈V 〉 = 1 ¬/á¥ª,22◦C ¯à¨ 〈V 〉 = 2 ¬/á¥ª,49,5◦C ¯à¨ 〈V 〉 = 3 ¬/á¥ª.Ǒ®¢ëè¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë ¬ á«  ¯®«ãç ¥âáï áâ®«ì §­ ç¨â¥«ì­ë¬,çâ® ã�¥ ­¥«ì§ï ­¥ ãç¨âë¢ âì § ¢¨á¨¬®áâì ª®íää¨æ¨¥­â  ¢ï§ª®áâ¨ ®ââ¥¬¯¥à âãàë (¨§ â ¡«. 7.7 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ ¨§¬¥­¥­¨¨ â¥¬¯¥à âãàë®â 20 ¤® 60◦C ¢ï§ª®áâì ¬¥­ï¥âáï ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ 10 à §); ¯à¨ íâ®¬ ¨§¬¥­¥-­¨¥ ã¤¥«ì­®© â¥¯«®¥¬ª®áâ¨ ¨ â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨ ¬ á«  ­¥§­ ç¨â¥«ì­®¨ íâ¨ ¢¥«¨ç¨­ë ¢ ¯¥à¢®¬ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¬®�­® áç¨â âì ¯®áâ®ï­­ë¬¨.
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276 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨�áá«¥¤®¢ ­¨¥ ­¥«¨­¥©­ëå íää¥ªâ®¢, á¢ï§ ­­ëå á ¨§¬¥­¥­¨¥¬ ¢ï§ª®-áâ¨ ®â â¥¬¯¥à âãàë, ¡ã¤¥â ¯à®¢¥¤¥­® ­¨�¥.�¥®«®£¨ç¥áª®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¢ ­¥¨§®â¥à¬¨ç¥áª®¬ á«ãç ¥.� ¨¡®«¥¥ ®¡é¥¥ ®¤­®¬¥à­®¥ ­¥¨§®â¥à¬¨ç¥áª®¥ ãà ¢­¥­¨¥ á®áâ®ï­¨ï­¥­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨ ¬®�­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ F (τ, _γ, T ) = 0, £¤¥
τ |ª á â¥«ì­®¥ ­ ¯àï�¥­¨¥, _γ|áª®à®áâì á¤¢¨£ , T |â¥¬¯¥à âãà .�¥ª®â®àë¥ ª®­ªà¥â­ë¥ â¨¯ë ãà ¢­¥­¨ï á®áâ®ï­¨ï ®¯¨á ­ë ¢ â ¡«. 7.1¨ â ¡«. 7.3, £¤¥ à¥®«®£¨ç¥áª¨¥ ¯ à ¬¥âàë n, A, B, C, µ0, µ∞, τ0 á«¥¤ã¥âáç¨â âì § ¢¨áïé¨¬¨ ®â â¥¬¯¥à âãàë T .� áá¬®âà¨¬ ¯®¤à®¡­¥¥ áâ¥¯¥­­ãî �¨¤ª®áâì. �ªá¯¥à¨¬¥­âë [47℄¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¨­¤¥ªá ­¥­ìîâ®­®¢áª®£® ¯®¢¥¤¥­¨ï ¬ â¥à¨ «  n¬®�­® áç¨â âì ¯®áâ®ï­­ë¬, ¥á«¨ â¥¬¯¥à âãà­ë¥ ¯¥à¥¯ ¤ë ¢ ®¡« áâ¨â¥ç¥­¨ï ­¥ ¯à¥¢ëè îâ 30 ÷ 50◦C. �®­á¨áâ¥­æ¨ï áà¥¤ë k = k(T )£®à §¤® ¡®«¥¥ çã¢áâ¢¨â¥«ì­  ª â¥¬¯¥à âãà­ë¬ ­¥®¤­®à®¤­®áâï¬ ¨ã¬¥­ìè ¥âáï ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ T . Ǒ®íâ®¬ã ãà ¢­¥­¨¥ à¥®«®£¨ç¥áª®£®á®áâ®ï­¨ï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ ¢ ­¥¨§®â¥à¬¨ç¥áª®¬ á«ãç ¥ ¬®�­®§ ¯¨á âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

τ = k(T )| _γ|n−1 _γ. (7.6.1)Ǒ®ª �¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¯à¨ ­¥¨§®â¥à¬¨ç¥áª®¬ ¤¢¨�¥­¨¨ �¨¤ª®áâ¨¢ âàã¡ å ¨ ª ­ « å ¬®£ãâ ¢®§­¨ª âì ªà¨â¨ç¥áª¨¥ ï¢«¥­¨ï, á¢ï§ ­­ë¥á áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥¬ ¯à¥¤¥«ì­® ¤®¯ãáâ¨¬®£® £à ¤¨¥­â  ¤ ¢«¥­¨ï, ¯à¥¢ë-è¥­¨¥ ª®â®à®£® ­ àãè ¥â áâ æ¨®­ à­ë© à¥�¨¬ â¥ç¥­¨ï. �¯¨á ­­®¥ï¢«¥­¨¥ á®¯à®¢®�¤ ¥âáï ¯à®£à¥áá¨àãîé¨¬ ã¬¥­ìè¥­¨¥¬ ª �ãé¥©áï¢ï§ª®áâ¨ ¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¥¬ áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ¨ ¯®«ãç¨«® ­ §¢ ­¨¥ £¨¤-à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® â¥¯«®¢®£® ¢§àë¢  [22℄. �ª § ­­ë© íää¥ªâ ®¡ãá«®¢-«¥­ ­¥«¨­¥©­®© § ¢¨á¨¬®áâìî ª �ãé¥©áï ¢ï§ª®áâ¨ ®â â¥¬¯¥à âãàë ¨¯à®ï¢«ï¥âáï ¢ â®¬, çâ® ¯à¨ ­¥ª®â®àëå ¢­¥è­¨å ãá«®¢¨ïå £¥­¥à æ¨ïâ¥¯«  ¢ �¨¤ª®áâ¨ §  áç¥â âà¥­¨ï ¯à¥¢ëè ¥â â¥¯«®®â¢®¤ ª áâ¥­ª ¬âàã¡ë.� «¥¥ ¯à¨­¨¬ ¥âáï, çâ® â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâì áà¥¤ë ­¥ § ¢¨á¨â ®ââ¥¬¯¥à âãàë.�à ¢­¥­¨¥ ¤«ï à á¯à¥¤¥«¥­¨ï â¥¬¯¥à âãàë. �¥¨§®â¥à¬¨-ç¥áª®¥ ¯àï¬®«¨­¥©­®¥ áâ æ¨®­ à­®¥ â¥ç¥­¨¥ áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ ¢ªàã£«®© âàã¡¥ à ¤¨ãá  a ¯à¨ ¯®áâ®ï­­®© â¥¬¯¥à âãà¥ ­  ¥¥ ¯®¢¥àå­®-áâ¨ ­  ãç áâª¥ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®© ¨ â¥¯«®¢®© áâ ¡¨«¨§ æ¨¨ ®¯¨áë-¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ (7.4.1), (7.5.7), (7.6.1). �  áâ¥­ª¥ âàã¡ë ¢ëáâ ¢-«ï¥âáï ãá«®¢¨¥ ¯à¨«¨¯ ­¨ï,   £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï â¥¬¯¥à âãàë¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ (7.5.8).�¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (7.4.1), ®£à ­¨ç¥­­®¥ ¯à¨ R → 0, ¤ ¥âáïä®à¬ã«®© (7.4.2). �áª«îç ï τ ¨§ (7.5.7) á ¯®¬®éìî (7.4.2), ¨¬¥¥¬
V ′
R = 2λ

AR2 (RT ′
R)′R, τ = − AR2 , (7.6.2)



7.6. �¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨© â¥¯«®¢®© ¢§àë¢ 277£¤¥ A = �P/L| £à ¤¨¥­â ¤ ¢«¥­¨ï.Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâ¨ ¢ëà �¥­¨ï ¢ (7.6.1), ¯®á«¥ í«¥¬¥­â à­ëå ¯à¥®¡-à §®¢ ­¨© ¯à¨å®¤¨¬ ª ãà ¢­¥­¨î ¤«ï â¥¬¯¥à âãàë
T ′′
RR + 1

R T ′
R + 1

λ

( �P2L ) n+1
n R

n+1
n
[
k(T )]− 1

n = 0, (7.6.3)ª®â®à®¥ á«¥¤ã¥â ¤®¯®«­¨âì £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ (7.5.8).�§ ä®à¬ã«ë (7.6.1) ¯®«ãç¨¬ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨
V = ( �P2L )1/n

∫ a

R

[ R
k(T ) ]1/n

dR, (7.6.4)ª®â®à®¥ ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯®á«¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï § ¢¨á¨¬®áâ¨ T=T (R)¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ (7.6.3), (7.5.8).�ªá¯®­¥­æ¨ «ì­ ï § ¢¨á¨¬®áâì ª®­á¨áâ¥­æ¨¨ ®â â¥¬¯¥à -âãàë. �«ï ®ç¥­ì ¢ï§ª¨å ­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© (â¨¯  £«¨æ¥à¨­ )®¡ëç­® ¨á¯®«ì§ã¥âáï íªá¯®­¥­æ¨ «ì­ ï § ¢¨á¨¬®áâì ¢ï§ª®áâ¨ ®â â¥¬-¯¥à âãàë [175℄. � á¯à®áâà ­ïï íâ®â § ª®­ ­  ª®­á¨áâ¥­æ¨î áâ¥¯¥­­®©�¨¤ª®áâ¨, § ¯¨è¥¬ [22, 93, 111, 185℄
k = k0 exp[−α(T − T0)], (7.6.5)£¤¥ k0, α, T0 |í¬¯¨à¨ç¥áª¨¥ ¯®áâ®ï­­ë¥.Ǒ®¤áâ ¢¨¬ ¢ëà �¥­¨¥ (7.6.5) ¢ ãà ¢­¥­¨¥ (7.6.3) ¨ ¢¢¥¤¥¬ ­®¢ë¥¯¥à¥¬¥­­ë¥

y = ( R
a

) 3n+12n
, w = α

n
(T − Ts). (7.6.6)� à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬ § ¤ çã

yw′′
yy + w′

y + εnye
w = 0;

y = 0, (yw′
y) = 0; y = 1, w = 0, (7.6.7)£¤¥ ¯ à ¬¥âà εn ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

εn = 4nαa2k0
λ(3n+ 1)2 ( a�P2k0L ) n+1

n exp[ α
n
(Ts − T )]. (7.6.8)� ¤ ç  (7.6.7) á â®ç­®áâìî ¤® ¯¥à¥®¡®§­ ç¥­¨© á®¢¯ ¤ ¥â á ª« á-á¨ç¥áª®© § ¤ ç¥© ® â¥¯«®¢®¬ ¢§àë¢¥ [175℄. �ª § ­­®¥ ®¡áâ®ïâ¥«ì-áâ¢® á ãç¥â®¬ ä®à¬ã«ë (7.6.6) ¯®§¢®«ï¥â ­ ©â¨ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥¬-¯¥à âãàë ¢­ãâà¨ âàã¡ë ¤«ï ­¥¨§®â¥à¬¨ç¥áª®£® â¥ç¥­¨ï áâ¥¯¥­­®©�¨¤ª®áâ¨ [21℄

T = Ts + n

α
ln 8
εn

− 2n
α

ln[b( R
a

) 3n+1
n + 1

b

]
. (7.6.9)



278 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨�¤¥áì ¯®áâ®ï­­ ï ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï b ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ª¢ ¤à â­®¬ã ãà ¢-­¥­¨î á ª®à­ï¬¨
b1 = ( 2

εn

)1/2
−
( 2
εn

− 1)1/2, b2 = ( 2
εn

)1/2+( 2
εn

− 1)1/2, (7.6.10)£¤¥ ¯ à ¬¥âà εn ¢ë¯¨á ­ ¢ (7.6.8). �â¨¬ ¤¢ã¬ ª®à­ï¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ¤¢  à §«¨ç­ëå ¯à®ä¨«ï â¥¬¯¥à âãà; ãáâ®©ç¨¢®¥ à¥è¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â-áï ª®à­¥¬ b1,   ­¥ãáâ®©ç¨¢®¥ | ª®à­¥¬ b2. �à¨â¨ç¥áª®¥ ãá«®¢¨¥ ¢®§-­¨ª­®¢¥­¨ï â¥¯«®¢®£® ¢§àë¢  å à ªâ¥à¨§ã¥âáï à ¢¥­áâ¢®¬ ª®­áâ ­â
b1 = b2 ¢ (7.6.10) ¨ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â §­ ç¥­¨î εn = 2. Ǒà¨ εn > 2 § -¤ ç  (7.6.7) ­¥ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨ï, ¯®íâ®¬ã ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â áâ æ¨®­ à­ëå¯àï¬®«¨­¥©­ëå â¥ç¥­¨© ¢ âàã¡¥. � íâ®¬ á«ãç ¥ â¥¯«®, ¢ë¤¥«ïîé¥¥áï§  áç¥â ¢ï§ª®£® âà¥­¨ï, ­¥ ãá¯¥¢ ¥â ®â¢®¤¨âìáï ç¥à¥§ áâ¥­ª¨ âàã¡ë ¨¯à¨¢®¤¨â ª ¯à®£à¥áá¨¢­®¬ã ­ à áâ ­¨î â¥¬¯¥à âãàë (â.¥. â¥¯«®¢®¬ã¢§àë¢ã).�¡®§­ ç¨¬ â¥¯¥àì b = b1 ¨ à áá¬®âà¨¬ á«ãç © εn < 2.Ǒ®¤áâ ¢¨¬ ¢ëà �¥­¨¥ (7.6.9) ¢ ä®à¬ã«ã (7.6.4) á ãç¥â®¬ à ¢¥­áâ¢(7.6.5), (7.6.8). � à¥§ã«ìâ â¥ ­ å®¤¨¬ áª®à®áâì áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨

V = 4(3n+ 1)2λL
nαa2b2�P ∫ 1

R/a

ζ
1
n

(
ζ
3n+1

n + b−2)−2
dζ. (7.6.11)�«ï ­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â §­ ç¥­¨î n = 1,¨§ (7.6.11) ¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîé¨© ¯à®ä¨«ì [22℄:

V = 16λbL
αa2�P [ b1 + b2 + ar
tg b− by1 + b2y2 − ar
tg(by)], y = ( R

a

)2
.(7.6.12)Ǒ®« £ ï ¢ (7.6.12) y = 0, ¢ëç¨á«¨¬ áª®à®áâì ­  ®á¨ âàã¡ë

Umax = 16λbL
αa2�P ( b1 + b2 + ar
tg b).�«ï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ á¥ªã­¤­ë© à áå®¤ �¨¤ª®áâ¨ Q ç¥à¥§á¥ç¥­¨¥ âàã¡ë à ¢¥­

Q = 2π ∫ a0 VR dR = 4π(3n+ 1)λb2L
α(1 + b2)�P . (7.6.13)�§®â¥à¬¨ç¥áª®¬ã â¥ç¥­¨î �¨¤ª®áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯à¥¤¥«ì­ë©¯¥à¥å®¤ ¯à¨ α → 0. �§ ä®à¬ã«ë (7.6.10) á«¥¤ã¥â, çâ® b → (εn/8)1/2¯à¨ εn → 0. �ç¨âë¢ ï áª § ­­®¥, ¯¥à¥¯¨è¥¬ ãà ¢­¥­¨¥ (7.6.13)á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

Q = 8b2
εn(1 + b2) Qis, Qis = 12 π(3n+ 1)λ εnL

α�P , (7.6.14)



7.6. �¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨© â¥¯«®¢®© ¢§àë¢ 279£¤¥ Qis |à áå®¤ �¨¤ª®áâ¨ ¢ ¨§®â¥à¬¨ç¥áª®¬ á«ãç ¥ ¯à¨ T ≡ Ts.�á¯®¬¨­ ï, çâ® ªà¨â¨ç¥áª¨¥ ãá«®¢¨ï £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® â¥¯«®-¢®£® ¢§àë¢  å à ªâ¥à¨§ãîâáï ¯à¥¤¥«ì­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ εn = 2, b = 1,¨§ ä®à¬ã«ë (7.6.14) ¨¬¥¥¬
Q∗ = 2Qis. (7.6.15)�¨¤­®, çâ® ¤«ï ­¥¨§®â¥à¬¨ç¥áª®£® â¥ç¥­¨ï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨¯® ªàã£«®© âàã¡¥ ¯à¨ íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª®­á¨áâ¥­æ¨¨®â â¥¬¯¥à âãàë ¯à¨ «î¡®¬ ¨­¤¥ªá¥ n ªà¨â¨ç¥áª®¥ §­ ç¥­¨¥ à áå®¤ ¢ ¤¢  à §  ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¢ ¨§®â¥à¬¨ç¥áª®¬ á«ãç ¥.�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ à ¡®â¥ [20℄ ¨áá«¥¤®¢ «®áì ­¥¨§®â¥à¬¨ç¥áª®¥ â¥ç¥-­¨¥ áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨,®¤­  ¨§ ª®â®àëå ¤¢¨£ « áì á ¯®áâ®ï­­®© áª®à®áâìî (â¥ç¥­¨¥ �ãíââ );â ¬ �¥ à áá¬ âà¨¢ «®áì ¡¥§­ ¯®à­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ ¢ ª®«ìæ¥¢®¬ § §®à¥ ¨â¥ç¥­¨¥ ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï ¢à é îé¨¬¨áï æ¨«¨­¤à ¬¨ ¢ á«ãç ¥ íªá¯®­¥­-æ¨ «ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª®­á¨áâ¥­æ¨¨ (7.6.5) ¯à¨ ¯®áâ®ï­­®© â¥¬¯¥à -âãà¥ ­  £à ­¨æ å.�â¥¯¥­­ ï § ¢¨á¨¬®áâì ª®­á¨áâ¥­æ¨¨ ®â â¥¬¯¥à âãàë. �®¯ëâ å [106℄ ¨áá«¥¤®¢ «¨áì ¢®¤­ë¥ à áâ¢®àë ª à¡®ªá¨¬¥â¨«æ¥««î«®-§ë, ªà¨¢ ï â¥ç¥­¨ï ª®â®àëå å®à®è® ®¯¨áë¢ ¥âáï áâ¥¯¥­­ë¬ ãà ¢­¥-­¨¥¬ �á¢ «ì¤ | ¤¥ �¨«ï. �ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ¯®ª § â¥«ì n ¢ ¤¨ ¯ -§®­¥ â¥¬¯¥à âãà 15÷ 60◦C ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ­¥ ¬¥­ï¥âáï,   ª®­á¨áâ¥­æ¨îáà¥¤ë ¬®�­®  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ âì § ¢¨á¨¬®áâìî

k = k0(1 +Bn

T − T0
T0 )−n

, (7.6.16)£¤¥ Bn | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï ¯®áâ®ï­­ ï ¬ â¥à¨ « . �¨ ¯ §®­ §­ -ç¥­¨© n ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå à áâ¢®à®¢ á®áâ ¢«ï« 0,33÷ 1,0.�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (7.6.3), (7.5.8) ¢ á«ãç ¥ áâ¥¯¥­­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ª®­á¨áâ¥­æ¨¨ ®â â¥¬¯¥à âãàë (7.6.16) ¬®�­® ¢ëà §¨âì ç¥à¥§ äã­ª-æ¨î �¥áá¥«ï J0(x) ¢ ¢¨¤¥ [80℄
BnT + (1−Bn)T0
BnTs + (1−Bn)T0 = J0(σR 3n+12n )

J0(σa 3n+12n ) , (7.6.17)£¤¥ ª®íää¨æ¨¥­â σ ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥
σ = 2n3n+ 1 ( Bn

λT0 ) 12 ( �P2L ) n+12n
k
− 12n0 .�«ï ­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â §­ ç¥­¨î n = 1,ä®à¬ã«  (7.6.17) ¡ë«  ¢ë¢¥¤¥­  ¢ à ¡®â¥ [84℄.



280 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨Ǒãáâì x1 ≈ 2,405|¯¥à¢ë© ª®à¥­ì äã­ªæ¨¨ �¥áá¥«ï J0(x1) = 0. �§¢ëà �¥­¨ï (7.6.17) ¢¨¤­®, çâ® ã¢¥«¨ç¨¢ ï £à ¤¨¥­â ¤ ¢«¥­¨ï �P/L¯® § ª®­ã σa(3n+1)/(2n) → x1, ¬®�­® ¯®«ãç¨âì áª®«ì ã£®¤­® ¡®«ìè¨¥§­ ç¥­¨ï â¥¬¯¥à âãàë ­  ®á¨ ¯®â®ª . Ǒà¨ σa(3n+1)/(2n) > x1 ®£à ­¨-ç¥­­®£® à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ (7.6.3), (7.5.8), (7.6.16) ¢®®¡é¥ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â.� íâ®¬ á«ãç ¥ â¥¯«®, ¢ë¤¥«ïîé¥¥áï §  áç¥â ¢ï§ª®£® âà¥­¨ï, ­¥ ãá¯¥¢ -¥â ®â¢®¤¨âìáï, çâ® ¯à¨¢®¤¨â ª ¡ëáâà®¬ã ­¥áâ æ¨®­ à­®¬ã à §®£à¥¢ãáà¥¤ë.� á¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥¬¯¥à âãàë ¢ ¯«®áª®¬ ª ­ «¥ ¯à¨ áâ¥¯¥­­®© § -¢¨á¨¬®áâ¨ ª®­á¨áâ¥­æ¨¨ áà¥¤ë ®â â¥¬¯¥à âãàë (7.6.16) ¯®«ãç¥­® ¢[110, 113℄, â ¬ �¥ ®¯¨á ­ë ­¥ª®â®àë¥ ¤àã£¨¥ à¥è¥­¨ï.� à ¡®â¥ [109℄ ¨áá«¥¤®¢ « áì  ­ «®£¨ç­ ï § ¤ ç  ® ­¥¨§®â¥à¬¨-ç¥áª®¬ ¯àï¬®«¨­¥©­®¬ â¥ç¥­¨¨ ¢ï§ª®¯« áâ¨ç¥áª®© �¨¤ª®áâ¨ �¢¥¤®-¢ |�¨­£ ¬  ¢ ªàã£«®© âàã¡¥, ª®£¤  ¯à¥¤¥« â¥ªãç¥áâ¨ ¨ ¯« áâ¨ç¥áª ï¢ï§ª®áâì ®¡à â­® ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ë â¥¬¯¥à âãà¥.�® á¨å ¯®à à áá¬ âà¨¢ «¨áì ­¥¨§®â¥à¬¨ç¥áª¨¥ â¥ç¥­¨ï ­¥­ìîâ®-­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© á ãç¥â®¬ ¤¨áá¨¯ â¨¢­®£® à §®£à¥¢  ¨ § ¢¨á¨¬®áâ¨ª �ãé¥©áï ¢ï§ª®áâ¨ ®â â¥¬¯¥à âãàë. Ǒà¨ íâ®¬ â¥¬¯¥à âãà  ­  áâ¥­-ª å ¡ë«  ¯®áâ®ï­­  ¨ ®âáãâáâ¢®¢ « ª®­¢¥ªâ¨¢­ë© ¯¥à¥­®á â¥¯« .� à ¡®â å [111{113℄ ¨§ãç «¨áì â¥à¬®£¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ § ¤ ç¨­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© ¯à¨ ¯¥à¥¬¥­­®© â¥¬¯¥à âãà¥ ¢¤®«ì áâ¥-­®ª âàã¡ë (ª ­ « ), ª®£¤  ¢ �­ãî à®«ì ¨£à ¥â ª®­¢¥ªâ¨¢­ë© ¯¥à¥­®áâ¥¯« . �ç¨â «®áì, çâ® ª �ãé ïáï ¢ï§ª®áâì áà¥¤ë íªá¯®­¥­æ¨ «ì­ë¬¨«¨ áâ¥¯¥­­ë¬ ®¡à §®¬ § ¢¨á¨â ®â â¥¬¯¥à âãàë, ¨ ¯à¥­¥¡à¥£ «®áì¤¨áá¨¯ â¨¢­ë¬ â¥¯«®¢ë¤¥«¥­¨¥¬. � ®¤­®¬¥à­ëå áâ æ¨®­ à­ëå â¥ç¥-­¨ïå â ª®£® â¨¯  £à ¤¨¥­â ¤ ¢«¥­¨ï ¬¥­ï¥âáï ¢¤®«ì âàã¡ë. Ǒ®ª § ­®,çâ® ¢ ­¥ª®â®àëå á«ãç ïå ¬®�¥â ¢®§­¨ª âì á¨âã æ¨ï, å à ªâ¥à­ ï ¤«ïâ¥¯«®¢®£® ¢§àë¢ , ª®£¤  ¯®¤¢®¤ â¥¯«  §  áç¥â ª®­¢¥ªæ¨¨ �¨¤ª®áâ¨ ­ -ç¨­ ¥â ¯à¥¢ëè âì â¥¯«®®â¢®¤ ª áâ¥­ª ¬ âàã¡ë. �¡­ àã�¥­® â ª�¥,çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¤àã£®© ¬¥å ­¨§¬ ªà¨§¨á­ëå ï¢«¥­¨©: ¯à¨ ¯®áâ®-ï­­®¬ â¥¯«®®â¢®¤¥ ®â áâ¥­®ª âàã¡ë ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¬ «®© áª®à®áâ¨¯®â®ª  §  áç¥â ¨­â¥­á¨¢­®£® ®å« �¤¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¬®�¥â ­ ç âìáï¯à®£à¥áá¨àãîé¥¥ ã¢¥«¨ç¥­¨¥ ¥¥ ¢ï§ª®áâ¨, çâ® ¯à¨¢¥¤¥â ª ý§ ¯¨à -­¨îþ ¯®â®ª .7.7. �¡â¥ª ­¨¥ ¯«®áª®© ¯« áâ¨­ë áâ¥¯¥­­®©�¨¤ª®áâìî� á¢ï§¨ á ¬­®£¨¬¨ ¯à ªâ¨ç¥áª¨¬¨ ¯à¨«®�¥­¨ï¬¨ ¨¬¥¥âáï ¡®«ì-è®¥ ç¨á«® à ¡®â, ¯®á¢ïé¥­­ëå â¥®à¨¨ ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥© á® áâ¥¯¥­­ë¬ à¥®«®£¨ç¥áª¨¬ § ª®­®¬ (á¬., ­ ¯à¨-¬¥à, [73, 119, 121, 185, 187, 192℄). �á®¡®¥ ¢­¨¬ ­¨¥ ã¤¥«ï¥âáï ¨áá«¥-¤®¢ ­¨î  ¢â®¬®¤¥«ì­ëå § ¤ ç, â ª ª ª ¨å à¥è¥­¨ï ¯®§¢®«ïîâ ¢ë-



7.7. �¡â¥ª ­¨¥ ¯«®áª®© ¯« áâ¨­ë áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâìî 281ï¢¨âì å à ªâ¥à­ë¥ á¢®©áâ¢  ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì-§®¢ ­ë ¤«ï à §à ¡®âª¨ ¨ ®¡®á­®¢ ­¨ï ¯à¨¡«¨�¥­­ëå ¬¥â®¤®¢ à á-ç¥â . �¥â «ì­ë©  ­ «¨§ â¥ç¥­¨© ¤¨« â ­â­ëå �¨¤ª®áâ¥© ¯®ª §ë¢ -¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ áâà®£®© ¯à®áâà ­áâ¢¥­­®© «®ª «¨§ æ¨¨ ®¡« áâ¨, ¢ª®â®à®© ¯à®¨áå®¤¨â ¨§¬¥­¥­¨¥ ¯à®¤®«ì­®© á®áâ ¢«ïîé¥© áª®à®áâ¨[73, 74, 121℄.� áá¬®âà¨¬ áâ æ¨®­ à­®¥ ¨§®â¥à¬¨ç¥áª®¥ ®¡â¥ª ­¨¥ â®­ª®© ¯« -áâ¨­ë áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâìî. �ª®à®áâì ­ ¡¥£ îé¥£® ¯®â®ª  à ¢­  Ui.�ç¨â ¥¬, çâ® ª®®à¤¨­ âë X ¨ Y ®âáç¨âë¢ îâáï ¢¤®«ì ¨ ¯®¯¥à¥ª ¯« -áâ¨­ë,   ­ ç «® ª®®à¤¨­ â á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯¥à¥¤­¥© ªà®¬ª¥. Ǒà®¤®«ì-­ãî ¨ ¯®¯¥à¥ç­ãî á®áâ ¢«ïîé¨¥ áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ ®¡®§­ ç¨¬ VX¨ VY .�«ï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ ®á­®¢­ë¬ ¡¥§à §¬¥à­ë¬ ¯ à ¬¥âà®¬ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥­­®¥ ç¨á«® �¥©­®«ì¤á , ª®â®à®¥ ¢¢®¤¨âáï ¯® ä®à¬ã«¥Re = ρLnU2−ni
k

∼ á¨«  ¨­¥àæ¨¨á¨«  âà¥­¨ï , (7.7.1)£¤¥ L|à §¬¥à­ ï ¢¥«¨ç¨­ , ¢ë¡à ­­ ï §  ¬ áèâ ¡ ¤«¨­ë.Ǒà¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á  ®æ¥­ª  ç«¥­®¢ ãà ¢­¥­¨© ¤¢¨�¥-­¨ï (á¬. ¯à¨«®�¥­¨¥ 6) ¨ ­¥à §àë¢­®áâ¨ á ãç¥â®¬ ¢ëà �¥­¨© (7.1.1),(7.1.4) ¯à®¢®¤¨âáï ¯® â®© �¥ áå¥¬¥, çâ® ¨ ¤«ï ­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®-áâ¨. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®á«¥ ¢ë¤¥«¥­¨ï £« ¢­ëå ç«¥­®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å à §«®�¥­¨© ¨¬¥¥¬
VX

∂VX

∂X
+ VY

∂VX

∂Y
= k

ρ

∂

∂Y

(∣∣∣ ∂VX

∂Y

∣∣∣
n−1 ∂VX

∂Y

)
, (7.7.2)

∂VX

∂X
+ ∂VY

∂Y
= 0. (7.7.3)�â¨ ãà ¢­¥­¨ï, ª®â®àë¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢ ®¡« áâ¨ X > 0, Y > 0,á«¥¤ã¥â ¤®¯®«­¨âì £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨

VX(X, 0) = VY (X, 0) = 0, VX(0, Y ) = Ui, VX(X,∞) = Ui. (7.7.4)�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (7.7.2)| (7.7.4) á¢®¤¨âáï ª ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨î ®¡ëª-­®¢¥­­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï âà¥âì¥£® ¯®àï¤ª 
|f ′′

ζζ |n−1f ′′′
ζζζ + ff ′′

ζζ = 0 (7.7.5)á £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨
f(0) = 0, f ′

ζ(0) = 0, f ′
ζ(∞) = 1. (7.7.6)



282 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨�®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ �¨¤ª®áâ¨ VX , VY ¨  ¢â®¬®¤¥«ì­ ï ¯¥à¥¬¥­-­ ï ζ ¢ëà � îâáï ç¥à¥§ ª®®à¤¨­ âë X , Y ¨ äã­ªæ¨î f(ζ) á«¥¤ãî-é¨¬ ®¡à §®¬:
VX = Uif ′

ζ , VY = 1
n+ 1 [ n(n+ 1)kU2n−1i

ρXn

] 1
n+1 (ζf ′

ζ − f),
ζ = [ ρU2−ni

n(n+ 1)kX ] 1
n+1

Y.

(7.7.7)� à ¡®â å [79, 80℄ ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë â®ç­ë¥  ­ «¨â¨ç¥áª¨¥ à¥-è¥­¨ï § ¤ ç¨ (7.7.5), (7.7.6) ¤«ï ¯á¥¢¤®¯« áâ¨ç­ëå �¨¤ª®áâ¥© ¯à¨
n= 15 , 14 , 12 , 35 , 57 . �¨�¥ ¯à¨¢¥¤¥­ë ¤¢  ¨§ íâ¨å à¥è¥­¨©, § ¯¨á ­-­ë¥ ¢ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®© ä®à¬¥.Ǒà¨ n = 15 :

f = at2, ζ = b

∫ t0 (1 + t3)1/3dt, (7.7.8)£¤¥ a = 2−1/6 · 55/6, b = 105/6, t ∈ [0,+∞).Ǒà¨ n = 35 :
f = at2(1− t3)−1/2, ζ = b

∫ t0 (1− t3)−3/2dt, (7.7.9)£¤¥ a = 2−3/4 · 31/2 · 55/8, b = 2−7/4 · 33/2 · 55/8, t ∈ [0,+1).� à ¡®â¥ [121℄ ¡ë«® ¤®ª § ­®, çâ® ¤«ï ¤¨« â ­â­ëå �¨¤ª®áâ¥©(â.¥. ¯à¨ n > 1) ¢á¥ ¨§¬¥­¥­¨¥ áª®à®áâ¨ ¯à®¨áå®¤¨â ¢ ®£à ­¨ç¥­­®©®¡« áâ¨ ¢¡«¨§¨ ¯« áâ¨­ë ¯à¨ 0 6 ζ 6 ζ∗ (¢­¥ íâ®© ®¡« áâ¨ ¯à¨
ζ > ζ∗ áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨ ¯®áâ®ï­­  ¨ à ¢­  Ui). �ã­ªæ¨ï f ¨ £à ­¨æ ®¡« áâ¨ «®ª «¨§ æ¨¨ ζ = ζ∗ ¨éãâáï ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (7.7.5)á ¤¢ã¬ï £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯« áâ¨­ë (7.7.6) ¨¤¢ã¬ï ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨: f ′

ζ(ζ∗) = 1, f ′′
ζζ(ζ∗) = 0. �­¥®¡« áâ¨ «®ª «¨§ æ¨¨ ¯à¨ ζ > ζ∗ äã­ªæ¨ï f «¨­¥©­ : f = ζ−ζ∗+f(ζ∗).� ç áâ­®¬ á«ãç ¥ n=2 ¢¥«¨ç¨­  ζ∗ ≈ 1,849 ­ å®¤¨âáï ¨§ âà ­áæ¥­-¤¥­â­®£® ãà ¢­¥­¨ï 2 
os( 12 √3 ζ∗) = − exp( 32 ζ∗),   à¥è¥­¨¥ à áá¬ â-à¨¢ ¥¬®© § ¤ ç¨ ¢ ®¡« áâ¨ «®ª «¨§ æ¨¨ 0 6 ζ 6 ζ∗ ¨¬¥¥â ¢¨¤ [121℄

f(ζ) = exp(−ζ) + 2 exp( 12 ζ) sin( 12 √3 ζ − 16 π)
− exp(−ζ∗) + 2 exp( 12 ζ∗) sin( 12 √3 ζ∗ + 16 π) .�¥§ã«ìâ âë ç¨á«¥­­®£® à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ (7.7.5), (7.7.6) ¤«ï à §«¨ç-­ëå §­ ç¥­¨© ¯®ª § â¥«ï n (0,1 6 n 6 2,0) ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ ª­¨£¥ [187℄.



7.7. �¡â¥ª ­¨¥ ¯«®áª®© ¯« áâ¨­ë áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâìî 283�â®à ï ¯à®¨§¢®¤­ ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯« áâ¨­ë f ′′
ζζ(0) å®à®è®  ¯-¯à®ªá¨¬¨àã¥âáï ä®à¬ã«®©

f ′′
ζζ(0) = 0,062 + 0,43n− 0,0245n3, (7.7.10)¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© ¯à¨ 0,2 6 n 6 2,0 á®áâ ¢«ï¥â ¬¥­¥¥ 1%.�¢¥¤¥¬ ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ª®íää¨æ¨¥­âë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï âà¥­¨ï |«®ª «ì­ë©

cf = τs12 ρU2i = 2(n2 + n)− n
n+1 Re− 1

n+1
x

[
f ′′

ζζ(0)]n (7.7.11)¨ ¯®«­ë© (áà¥¤­¨©)
〈cf〉 = 2

ρU2i 1
L

∫ L0 τs dX = 2(n+ 1)(n2 + n)− n
n+1 Re− 1

n+1 [f ′′
ζζ(0)]n,(7.7.12)£¤¥ Rex = ρXnU2−ni /k|«®ª «ì­®¥ ç¨á«® �¥©­®«ì¤á ,   Re ¢ëç¨á«ï-¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ (7.7.1), £¤¥ L|¤«¨­  ¯« áâ¨­ë.�¥§ã«ìâ âë ç¨á«¥­­®£® à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ (7.7.5), (7.7.6) ¯®ª §ë¢ -îâ, çâ® ª®íää¨æ¨¥­âë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï å®à®è®  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîâáï ¢ë-à �¥­¨ï¬¨

cf = 2,266− 1,22n+ 0,28n2
n+ 1 Re− 1

n+1
x ,

〈cf〉 = (2,266− 1,22n+ 0,28n2) Re− 1
n+1 , (7.7.13)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®àëå ¯à¨ 0,1 6 n 6 2,0 ­¥ ¯à¥¢®á-å®¤¨â 0,5%.�«ï á« ¡® ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å �¨¤ª®áâ¥© á ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ § ª®­®¬¢ï§ª®£® âà¥­¨ï τ = τ( _γ) «®ª «ì­ë© ª®íää¨æ¨¥­â á®¯à®â¨¢«¥­¨ï¬®�­® ­ ©â¨ á ¯®¬®éìî ¯à¨¡«¨�¥­­ëå ä®à¬ã«

cf = 2τ(w)
ρU2i , X = 0,22 ρU3i ∫ ∞

w

dw

w2τ(w) , (7.7.14)£¤¥ w = ( _γ)Y =0 | áª®à®áâì á¤¢¨£  ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¯« áâ¨­ë. �«ïâ®£® çâ®¡ë ®¯à¥¤¥«¨âì § ¢¨á¨¬®áâì cf ®â X , ­ ¤® ¯®á«¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï¨­â¥£à «  ¨áª«îç¨âì ¨§ ¢ëà �¥­¨© (7.7.14) ¢¥«¨ç¨­ã w.�®à¬ã«ë (7.7.14) ¢ë¢®¤ïâáï á ¯®¬®éìî ¨­â¥£à «ì­®£® ¬¥â®¤ , £¤¥¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à®ä¨«ï ¯à®¤®«ì­®© á®áâ ¢«ïîé¥© áª®à®áâ¨ ¢ë¡¨à ¥âáï¯à®ä¨«ì ­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨.�«ï áâ¥¯¥­­ëå �¨¤ª®áâ¥© â¥áâ®¢ë¥ à áç¥âë ¯®ª §ë¢ îâ, çâ®¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì § ¢¨á¨¬®áâ¨ (7.7.14) ¯à¨ 0,8 6 n 6 1, 3á®áâ ¢«ï¥â 5%,   ¢ ¡®«¥¥ è¨à®ª®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ 0,5 6 n 6 1,8 | 9%.



284 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨�¨ääã§¨ï ª ¯«®áª®© ¯« áâ¨­¥, ®¡â¥ª ¥¬®© áâ¥¯¥­­®©�¨¤ª®áâìî. �®­¢¥ªâ¨¢­ë© ¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ¯« áâ¨­ë, ¯à®¤®«ì-­® ®¡â¥ª ¥¬®© ­¥­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâìî, à áá¬ âà¨¢ «áï ¢ à ¡®-â å [185℄. � ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï (¯à¨¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ Pe) à¥§ã«ìâ âë à¥è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© § -¤ ç¨ ¯à¨¢®¤ïâ ª á«¥¤ãîé¥¬ã ¢ëà �¥­¨î ¤«ï ¡¥§à §¬¥à­®£® ¤¨ääã-§¨®­­®£® ¯®â®ª :
j = 1�( 13 ) [ 32 (2n+ 1)

n+ 1 f ′′
ζζ(0)] 12 [ Re

n(n+ 1) ] 13(n+1) Pe 13 ( X
L

)− n+23(n+1)
,£¤¥ Re = ρLnU2−ni /k; Pe = LUi/D; L|à §¬¥à­ ï ¢¥«¨ç¨­ , ¢ë¡à ­-­ ï §  ¬ áèâ ¡ ¤«¨­ë; f | à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (7.7.5), (7.7.6). �«ï à á-ç¥â  ¢â®à®© ¯à®¨§¢®¤­®© f ′′

ζζ(0) ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨¡«¨�¥­­ãîä®à¬ã«ã (7.7.10).7.8. � â®¯«¥­­ ï áâàãï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨�áá«¥¤ã¥¬ ¯«®áªãî § ¤ çã ®¡ ¨áâ¥ç¥­¨¨ ­¥á�¨¬ ¥¬®© áâ¥¯¥­­®©�¨¤ª®áâ¨ ¨§ ã§ª®© £®à¨§®­â «ì­®© é¥«¨ ¢ ¡¥§£à ­¨ç­®¥ ¯à®áâà ­-áâ¢®, § ¯®«­¥­­®¥ â®© �¥ áà¥¤®©. �¢¥¤¥¬ ¯àï¬®ã£®«ì­ãî á¨áâ¥¬ã ª®-®à¤¨­ â X , Y , £¤¥ ®áì X ®âáç¨âë¢ ¥âáï ®â é¥«¨ ¨ ­ ¯à ¢«¥­  ¢¤®«ì®á¨ áâàã¨.�ç¨â ¥¬, çâ® é¥«ì ¡¥áª®­¥ç­® â®­ª ,   áª®à®áâì ¨áâ¥ç¥­¨ï �¨¤ª®-áâ¨ ¨§ ­¥¥ ­ áâ®«ìª® ¢¥«¨ª , çâ® ¯à®¤®«ì­ ï á®áâ ¢«ïîé ï ¨¬¯ã«ìá áâàã¨ ®áâ ¥âáï ª®­¥ç­®© ¢¥«¨ç¨­®©
J0 = ∫ +∞

−∞

ρVX
2 dY = 
onst . (7.8.1)�á«¥¤áâ¢¨¥ ¢ï§ª®£® âà¥­¨ï ¡ìîé ï ¨§ é¥«¨ á ¡®«ìè®© áª®à®áâìîáâàãï ã¢«¥ª ¥â §  á®¡®© ­¥ª®â®àãî ç áâì ®ªàã� îé¥© �¨¤ª®áâ¨ ¨®¤­®¢à¥¬¥­­® á ¬  ¯®¤â®à¬ �¨¢ ¥âáï. Ǒà¨ íâ®¬ ¢®§­¨ª ¥â â®­ª¨©¯®£à ­¨ç­ë© á«®©, á¨¬¬¥âà¨ç­ë© ®â­®á¨â¥«ì­® ®á¨X , ª®â®àë© ãâ®«-é ¥âáï ¢­¨§ ¯® â¥ç¥­¨î. � ¢«¥­¨¥ ¯®¯¥à¥ª áâàã¨ ­¥¨§¬¥­­®. Ǒ®áª®«ì-ªã ¢¤ «¨ ®â é¥«¨ �¨¤ª®áâì ­¥¯®¤¢¨�­ , â® ¤«ï ¢á¥© ®¡« áâ¨ â¥ç¥­¨ï£à ¤¨¥­â ¤ ¢«¥­¨ï à ¢¥­ ­ã«î.� á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© �¨¤ª®áâ¨ ¢ áâàã¥ ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢­¥-­¨ï¬¨ ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï (7.7.2), (7.7.3), ª®â®àë¥ á«¥¤ã¥â ¤®¯®«­¨âì£à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ á¨¬¬¥âà¨¨ ¯à®ä¨«ï áª®à®áâ¨ ­  ®á¨ â¥ç¥­¨ï

VY = 0, ∂VX

∂Y
= 0 ¯à¨ Y = 0, (7.8.2)



7.8. � â®¯«¥­­ ï áâàãï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ 285ãá«®¢¨¥¬ § âãå ­¨ï áª®à®áâ¨ ¢¤ «¨ ®â é¥«¨
VX → 0 ¯à¨ Y → ±∞ (7.8.3)¨ ¨­â¥£à «ì­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ (7.8.1).�®¬¯®­¥­âë áª®à®áâ¨ ¬®�­® ¢ëà §¨âì á ¯®¬®éìî  ¢â®¬®¤¥«ì­®©¯¥à¥¬¥­­®© η ¨ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© äã­ªæ¨¨ F = F (η) á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬ [185, 187℄:

η = A(k/ρ)− 1
n+1 X− 23n Y,

VX = [3n(n+ 1)℄ 12−n A
n+12−n X− 13n F ′

η,

VY = 13n [3n(n+ 1)℄ 12−n A
2n−12−n (k/ρ) 1

n+1 X 1−3n3n (ηF ′
η − F ), (7.8.4)£¤¥ ¯®áâ®ï­­ ï A ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ å®¤¥ à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ ¨§ ãá«®¢¨ïá®åà ­¥­¨ï ¨¬¯ã«ìá  (7.8.1), èâà¨å ®¡®§­ ç ¥â ¯à®¨§¢®¤­ãî ¯® η.Ǒ®¤áâ ¢«ïï ¢ëà �¥­¨ï (7.8.4) ¢ (7.7.2), (7.7.3), (7.8.2), (7.8.3),¯à¨å®¤¨¬ ª ®¡ëª­®¢¥­­®¬ã ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®¬ã ãà ¢­¥­¨î âà¥âì¥£®¯®àï¤ª 

n
∣∣F ′′

ηη

∣∣n−1
F ′′′

ηηη + (n+ 1)[FF ′′
ηη + (F ′

η)2] = 0 (7.8.5)á £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨
F = F ′′

ηη = 0 ¯à¨ η = 0; F ′
η → 0 ¯à¨ η → ±∞. (7.8.6)�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (7.8.5), (7.8.6), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ¤®¯®«­¨â¥«ì­®-¬ã ãá«®¢¨î â¨¯  ­®à¬¨à®¢ª¨ F ′

η(0)=1, ¬®�­® § ¯¨á âì ¢ ­¥ï¢­®¬ ¢¨-¤¥
η =∫ F0 [1− (2n− 1)(n+ 1) 1−n

n F
n+1

n
] n1−2n dF ¯à¨ n 6= 12 ,

∫ F0 exp( 34 F 3) dF ¯à¨ n = 12 .(7.8.7)�§ ¢ëà �¥­¨© (7.8.4), (7.8.2) ®¯à¥¤¥«¨¬ ¯®áâ®ï­­ãî A:
A = [3n(n+ 1)]− 23n [2 ∫ ∞0 (

F ′
η

)2
dη

] n−23n [
J0
ρ

( ρ
k

) 1
n+1 ] 2−n3n

. (7.8.8)�¥á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥£à « ¬®�­® ¢ëç¨á«¨âì ¯ãâ¥¬ ¯¥à¥å®¤  ®â¯¥à¥¬¥­­®© η ª äã­ªæ¨¨ F á®£« á­® à¥è¥­¨î (7.8.7). � ç áâ­®áâ¨,¯à¨ 12 < n < 2 ¯®«ãç¨¬:
∫ ∞0 (

F ′
η)2 dη = n(n+ 1)− 2

n+1 (2n− 1)− n
n+1 �( n

n+ 1 )�( 3n− 12n− 1 )�( n

n+ 1 + 3n− 12n− 1 ) ,(7.8.9)



286 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨£¤¥ �(x) | £ ¬¬ -äã­ªæ¨ï. Ǒà¨ n = 12 ¨¬¥¥¬
∫ ∞0 (

F ′
η)2 dη = 41/3 · 3−4/3 �(1/3) ≈ 0,983.� áá¬®âà¨¬ á­ ç «  á«ãç © ­¥­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨. �ëç¨á«¨¬¨­â¥£à « (7.8.7) ¯à¨ n = 1,   § â¥¬ ¢ëà §¨¬ F ç¥à¥§ η. � à¥§ã«ìâ â¥­ å®¤¨¬

F = th η (n = 1). (7.8.10)Ǒ® ä®à¬ã« ¬ (7.8.8), (7.8.9) ®¯à¥¤¥«¨¬ ª®­áâ ­âã A:
A = ( J048 ρ√ν )1/3

≈ 0,275( J0
ρ
√
ν

)1/3
, (7.8.11)£¤¥ ν|ª¨­¥¬ â¨ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì �¨¤ª®áâ¨.Ǒ®¤áâ ¢«ïï à ¢¥­áâ¢  (7.8.10), (7.8.11) ¢ ¢ëà �¥­¨ï (7.8.4), ¯®«ã-ç¨¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª®à®áâ¥© ¢ ¯«®áª®© áâàã¥ ­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®-áâ¨ [184℄

VX = 0,454( J20
ρ2νX )1/3(1− th2 η),

VY = 0,550 J0ν
ρX2 [2η(1− th2 η)− th η], (7.8.12)£¤¥

η = 0,275( J0
ρν2 )1/3

Y X−2/3.�áâ ­®¢¨¬áï â¥¯¥àì ­  ª ç¥áâ¢¥­­ëå ®á®¡¥­­®áâïå áâàã©­®£® â¥-ç¥­¨ï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â à¥®«®£¨ç¥áª®£® ¯ à ¬¥â-à  n.�§ ä®à¬ã«ë (7.8.7) á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï 0 < n 6 12 äã­ªæ¨ï F­¥®£à ­¨ç¥­­® ¢®§à áâ ¥â ¯à¨ η → ∞,   ¤«ï n > 12 äã­ªæ¨ï F ¯à¨
η → ∞ áâà¥¬¨âáï ª ¯®áâ®ï­­®¬ã ¯à¥¤¥«ã, à ¢­®¬ã

F (∞) = (n+ 1) n−1
n+1 (2n− 1)− n

n+1 . (7.8.13)�  ®á¨ ¯®â®ª  áª®à®áâì �¨¤ª®áâ¨ ¬ ªá¨¬ «ì­  ¨ ã¡ë¢ ¥â ¯® § ª®-­ã Umax∼X−1/(3n). Ǒ®íâ®¬ã ç¥¬ ¬¥­ìè¥ n, â¥¬ ¡ëáâà¥¥ ã¬¥­ìè ¥âáïáª®à®áâì.�¯à¥¤¥«¨¬ 1%-­ãî è¨à¨­ã áâàã¨ δ(X), ª ª ã¤¢®¥­­®¥ à ááâ®ï­¨¥®â ®á¨ áâàã¨ ¤® â®çª¨ á ª®®à¤¨­ â®© y0, £¤¥ ¯à®¤®«ì­ ï á®áâ ¢«ïîé ïáª®à®áâ¨ ®â«¨ç ¥âáï ®â á¢®¥£® ¯à¥¤¥«ì­®£® §­ ç¥­¨ï ­  1% :
δ(X) = 2y0 = 2 η0

A

( k
ρ

) 1
n+1

X
23n , (7.8.14)



7.9. �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ 287£¤¥ η0|§­ ç¥­¨¥  ¢â®¬®¤¥«ì­®© ¯¥à¥¬¥­­®©, ¯à¨ ª®â®à®© VX/Umax== F ′
η = 0,01. �§ ä®à¬ã«ë (7.8.14) á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ n > 23 áâàãï ¨¬¥¥â¢ë¯ãª«ãî ­ àã�ã ä®à¬ã, ¯à¨ n = 23 £à ­¨æë áâàã¨ ¯àï¬®«¨­¥©­ë,  ¯à¨ n < 23 £à ­¨æë áâàã¨ ¨¬¥îâ ¢¨¤ à áå®¤ïé¨åáï ¯ à ¡®« á®áâà®ª®­¥ç­®© á¨­£ã«ïà­®© â®çª®© ­  ®á¨ ¯®â®ª .�ëç¨á«¨¬ â¥¯¥àì ®¡ê¥¬­ë© à áå®¤ �¨¤ª®áâ¨ ­  ¥¤¨­¨æã ¤«¨-­ë é¥«¨:
Q = ∫ +∞

−∞

VX dY = 2F (∞)[3n(n+ 1)A2n−1] 12−n
( k
ρ

) 1
n+1

X
13n .(7.8.15)Ǒà¨ 12 < n < 2 ¢ íâ® ¢ëà �¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¯®¤áâ ¢¨âì §­ ç¥­¨¥

F (∞) ¨§ (7.8.13). �¨¤­®, çâ® ¯® ¬¥à¥ ã¤ «¥­¨ï ®â é¥«¨ à áå®¤ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï, â ª ª ª áâàãï ã¢«¥ª ¥â §  á®¡®© á ¡®ª®¢ ¯®ª®ïéãîáï�¨¤ª®áâì. � áå®¤ â ª�¥ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï á ã¢¥«¨ç¥­¨¥¬ ¨¬¯ã«ìá .Ǒà¨ ã¬¥­ìè¥­¨¨ ¯®ª § â¥«ï n ®â 1 ¤® 12 à áå®¤ ­¥®£à ­¨ç¥­­®ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï: lim
n→1/2Q = ∞. Ǒà¨ 0 < n < 12 ®¡ê¥¬­ë© à áå®¤ ¡ã¤¥â¡¥áª®­¥ç­ë¬.7.9. �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨�¢¨�¥­¨¥ áä¥à¨ç¥áª¨å ¯ã§ëà¥©, ª ¯¥«ì ¨ â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ á ¯®áâ®-ï­­®© áª®à®áâìî Ui ¢ áâ¥¯¥­­®© ­¥­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨ à áá¬ â-à¨¢ «®áì ¬­®£¨¬¨  ¢â®à ¬¨ (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [200, 217, 224, 236, 239,241{244, 256, 259, 260, 263, 264, 283, 315℄). �¨�¥ ªà âª® ¯¥à¥ç¨á«¥­ë­¥ª®â®àë¥ à¥§ã«ìâ âë íâ¨å à ¡®â.� á«ãç ¥ ¡¥§ë­¥àæ¨®­­®£® ®¡â¥ª ­¨ï (¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©-­®«ì¤á ) £ §®¢®£® ¯ã§ëàï ª¢ §¨­ìîâ®­®¢áª®© áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâìî,ã ª®â®à®© à¥®«®£¨ç¥áª¨© ¯ à ¬¥âà n ¡«¨§®ª ¥¤¨­¨æ¥, ¤«ï à áç¥â  ª®-íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ä®à¬ã«ã:

cf = 2∣∣~Fx

∣∣
πa2ρUi = 3 n−12 13 + 4n− 8n2(n+ 2)(2n+ 1) 8̃Re , (7.9.1)£¤¥ R̃e = ρanU2−ni /k|ç¨á«® �¥©­®«ì¤á , a|à ¤¨ãá ¯ã§ëàï.�¨¤­®, çâ® ¤«ï ¯á¥¢¤®¯« áâ¨ç¥áª¨å �¨¤ª®áâ¥© ª®íää¨æ¨¥­â á®-¯à®â¨¢«¥­¨ï ¢ëè¥,   ¤«ï ¤¨« â ­â­ëå ­¨�¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å §­ ç¥-­¨© ª®íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯à¨ ®¡â¥ª ­¨¨ ¯ã§ëàï ­ìîâ®­®¢-áª®© �¨¤ª®áâìî.



288 �¥­ìîâ®­®¢áª¨¥ �¨¤ª®áâ¨� á«ãç ¥ ®¡â¥ª ­¨ï ª ¯«¨ ­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨ ¯®áâã¯ â¥«ì-­ë¬ áâ®ªá®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï ª®íä-ä¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¬®�­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥
cf = 24�n(β)2nR̃e , (7.9.2)£¤¥ äã­ªæ¨ï �n ®âà � ¥â à¥®«®£¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  â¥ç¥­¨ï ¨ ï¢«ï¥âáïäã­ªæ¨¥© ¡¥§à §¬¥à­ëå ¯ à ¬¥âà®¢ n ¨ β = µan−1/(kUn−1i ); µ |¤¨­ ¬¨ç¥áª ï ¢ï§ª®áâì ª ¯«¨.�«ï £ §®¢®£® ¯ã§ëàï ¨ â¢¥à¤®© ç áâ¨æë, ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ¯à¥¤¥«ì­ë¬ §­ ç¥­¨ï¬ β = 0 ¨ β = ∞, äã­ªæ¨ï �n å®à®è®  ¯¯à®ª-á¨¬¨àã¥âáï § ¢¨á¨¬®áâï¬¨�n(0) = 0,81 + 0,46n− 0,6n2 (¯ã§ëàì), (7.9.3)�n(∞) = 1,65 + 0,1n− 0,75n2 (ç áâ¨æ ), (7.9.4)¯®£à¥è­®áâì ª®â®àëå ¢ ¤¨ ¯ §®­¥ 0,6 6 n 6 1,0 ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â 1,5%(á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ¯à®¢®¤¨«®áì á à¥§ã«ìâ â ¬¨ ç¨á«¥­­ëå à¥è¥­¨©).� á«ãç ¥ ª ¯«¨, ª®â®à®© á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ª®­¥ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï0 < β < ∞, äã­ªæ¨î �n(β) ¬®�­® ¢ëç¨á«ïâì á ¯®¬®éìî ¯à¨¡«¨-�¥­­®© ä®à¬ã«ë�n(β) = 1

β + 1 �n(0) + β

β + 1 �n(∞), (7.9.5)¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© á®áâ ¢«ï¥â ®ª®«® 3%.�ëà �¥­¨ï (7.9.2)| (7.9.5) ¯®§¢®«ïîâ ¢ëç¨á«ïâì ª®íää¨æ¨¥­âëá®¯à®â¨¢«¥­¨ï ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ áâ®ªá®¢®¬ ¯®â®ª¥ áâ¥¯¥­-­®© �¨¤ª®áâ¨.�ª®à®áâì ª ¯«¨, ¯ ¤ îé¥© ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ á¨«ë âï�¥áâ¨ ¢ áâ¥-¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤á , ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®ä®à¬ã«¥
Ui = 2a{ ag|ρ1 − ρ2|9k�n(β) }1/n

, (7.9.6)£¤¥ ρ1 ¨ ρ2 |¯«®â­®áâ¨ ª ¯«¨ ¨ á¯«®è­®© ä §ë.Ǒà¨ áâ®ªá®¢®¬ ®¡â¥ª ­¨¨ áä¥à¨ç¥áª®£® ¯ã§ëàï ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬¯®â®ª®¬ ¢ï§ª®¯« áâ¨ç­®© �¨¤ª®áâ¨ �¢¥¤®¢  | �¨­£ ¬  á ¬ «ë¬¯à¥¤¥«®¬ â¥ªãç¥áâ¨ ¤«ï ª®íää¨æ¨¥­â  á®¯à®â¨¢«¥­¨ï ¯®«ãç¥­® ¤¢ã-ç«¥­­®¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ à §«®�¥­¨¥:
cf = 8 (1 + 3,22 ε) Re−1, Re = aρUi/µp, (7.9.7)£¤¥ ε = aτ0/(µpUi) ≪ 1.



7.9. �¢¨�¥­¨¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ 289� à ¡®â¥ [107℄ ¢ à ¬ª å ïç¥¥ç­®© ¬®¤¥«¨ ¨áá«¥¤®¢ «®áì à¥®«®-£¨ç¥áª®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ ª®­æ¥­âà¨à®¢ ­­ëå áãá¯¥­§¨© á ­¥­ìîâ®­®¢áª®©¤¨á¯¥àá¨®­­®© áà¥¤®©, ®¯¨áë¢ ¥¬®© áâ¥¯¥­­®© ¬®¤¥«ìî ¨ ¬®¤¥«ìî�¥àà¨.� á«ãç ¥ ¬ áá®®¡¬¥­  £ §®¢®£® ¯ã§ëàï á ¯®áâã¯ â¥«ì­ë¬ áâ®ª-á®¢ë¬ ¯®â®ª®¬ ª¢ §¨­ìîâ®­®¢áª®© áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ (n ¡«¨§ª®ª ¥¤¨­¨æ¥) ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥ ¤«ï à áç¥â  áà¥¤­¥£® ç¨á« �¥à¢ã¤  ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨¡«¨�¥­­ãî ä®à¬ã«ã:Sh = [(0,497− 0,284n) Pe]1/2,¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ª®â®à®© ¢ ¤¨ ¯ §®­¥ 0,6 6 n 6 1,0 á®áâ ¢-«ï¥â ®ª®«® 4%.� ª­¨£ å [99, 216℄ ¤ ­ ¯®¤à®¡­ë© ®¡§®à ¨áá«¥¤®¢ ­¨©, ¯®á¢ïé¥­-­ëå ¤¢¨�¥­¨î ¨ ¬ á®®®¡¬¥­ã ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© ¢ ­¥­ìîâ®-­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨, ¯à¨¢¥¤¥­ë ¬­®£®ç¨á«¥­­ë¥ ä®à¬ã«ë ¨ £à ä¨ª¨¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á¨«ë á®¯à®â¨¢«¥­¨ï.



Ǒ���������Ǒ.1. �®ç­ë¥ à¥è¥­¨ï «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á Ǒà¨ á®áâ ¢«¥­¨¨ íâ®£® à §¤¥«  ¨á¯®«ì§®¢ ­ë à¥è¥­¨ï, ¯à¨¢¥¤¥­-­ë¥ ¢ ª­¨£ å [10, 35, 86, 89, 173℄.1.1. �à ¢­¥­¨¥ â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨ ∂T

∂t
= a2 ∂2T

∂x2 .1. �¥ª®â®àë¥ ç áâ­ë¥ à¥è¥­¨ï (A, B, λ | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥¯®áâ®ï­­ë¥): 1. T = Ax+B,2. T = A exp(a2λ2t± λx) +B,3. T = A exp(−a2λ2t) 
os(λx) +B,4. T = A exp(−a2λ2t) sin(λx) +B,5. T = A
1√
t
exp(− x24a2t )+B,6. T = A

x

t3/2 exp(− x24a2t )+B,7. T = A erf ( x2a√t )+B,£¤¥ erf z ≡ 2√
π

∫ z0 exp(−ξ2) dξ | ¨­â¥£à « ¢¥à®ïâ­®áâ¥© (äã­ªæ¨ï®è¨¡®ª).2. �¡« áâì: −∞ < x < +∞.
T = f(x) ¯à¨ t = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:

T = 12a√πt ∫ +∞

−∞

exp[− (x − ξ)24a2t ]
f(ξ) dξ.� áâ­ë© á«ãç ©: f(x) = {A ¯à¨ |x| < x0,

B ¯à¨ |x| > x0.�¥è¥­¨¥:
T = 12 (A−B) [erf ( x0 − x2a√t )+ erf ( x0 + x2a√t )]+ B.290



Ǒ.1. �®ç­ë¥ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨© â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  2913. �¡« áâì: 0 < x < +∞. Ǒ¥à¢ ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .3.1. T = f(x)
T = 0 ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:

T = 12a√πt ∫ +∞0 {exp [− (x− ξ)24a2t ]
− exp [− (x+ ξ)24a2t ]}

f(ξ) dξ.� áâ­ë© á«ãç ©: f(x) = A.�¥è¥­¨¥:
T = A erf ( x2a√t ) .3.2. T = 0

T = g(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = x2a√π ∫ t0 exp[− x24a2(t− τ) ] g(τ) dτ(t− τ)3/2 .� áâ­ë© á«ãç ©: g(x) = {A ¯à¨ 0 < t < t0,

B ¯à¨ t0 < t.�¥è¥­¨¥:
T =A erf
( x2a√t) ¯à¨ 0 < t < t0,

A erf
( x2a√t)+ (B − A) erf
( x2a√t− t0) ¯à¨ t0 < t,£¤¥ erf
 x ≡ 1− erf x.3.3. T = f(x)
T = g(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:

T = 12a√πt ∫ +∞0 {exp [− (x− ξ)24a2t ]
− exp[− (x+ ξ)24a2t ]}

f(ξ) dξ ++ x2a√π ∫ t0 exp [− x24a2(t− τ) ] g(τ) dτ(t− τ)3/2 .



292 Ǒà¨«®�¥­¨ï4. �¡« áâì: 0 < x < +∞. �â®à ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç *.4.1. T = f(x)
∂xT = 0 ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:

T = 12a√πt ∫ +∞0 {exp [− (x− ξ)24a2t ]+ exp [− (x+ ξ)24a2t ]}
f(ξ) dξ.4.2. T = 0

∂xT = g(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = − a√

π

∫ t0 exp [− x24a2(t− τ) ] g(τ)√
t− τ

dτ.� áâ­ë© á«ãç ©: g(t) = −A.�¥è¥­¨¥:
T = 2Aa√ t

π
exp(− x24a2t )− Ax erf
( x2a√t ) .4.3. T = f(x)

∂xT = g(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = 12a√πt ∫ +∞0 {exp [− (x− ξ)24a2t ]+ exp[− (x+ ξ)24a2t ]}

f(ξ) dξ −
− a√

π

∫ t0 exp [− x24a2(t− τ) ] g(τ)√
t− τ

dτ.5. �¡« áâì: 0 < x < +∞. �à¥âìï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .5.1. T = f(x)
∂xT − kT = 0 ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)* � «¥¥ ¯®¬¨¬® ®¡é¥¯à¨­ïâëå ®¡®§­ ç¥­¨© ¨á¯®«ì§ãîâáï â ª�¥ ªà âª¨¥®¡®§­ ç¥­¨ï ¤«ï ç áâ­ëå ¯à®¨§¢®¤­ëå: ∂tT ≡ ∂T

∂t
, ∂xT ≡ ∂T

∂x
, ∂xxT ≡ ∂2T

∂x2 .



Ǒ.1. �®ç­ë¥ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨© â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  293�¥è¥­¨¥:
T = 12a√πt ∫ +∞0 G(x, ξ, t)f(ξ) dξ,£¤¥

G(x, ξ, t) = exp [− (x− ξ)24a2t ]+ exp[− (x+ ξ)24a2t ]
−

− 2k ∫ +∞0 exp [− (x+ ξ + η)24a2t − kη

]
dη.5.2. T = 0

∂xT − kT = kg(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = − ak√

π

∫ t0 g(τ)√
t− τ

H(x, t− τ) dτ,£¤¥
H(x, t) = exp(− x24a2t )− k

∫ +∞0 exp [− (x + η)24a2t − kη

]
dη.� áâ­ë© á«ãç ©: g(t) = {−A ¯à¨ 0 < t < t− 0,

−B ¯à¨ T − 0 < t.�¥è¥­¨¥:
T = {AW (x, t) ¯à¨ 0 < t < T ,

AW (x, t) + (B −A)W (x, t− t0) ¯à¨ t0 < t,£¤¥
W (x, t) = erf
( x2a√t )− exp(kx+ a2k2t) erf
( x2a√t + ak

√
t

)
.5.3. T = f(x)

∂xT − kT = kg(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = 12a√πt ∫ +∞0 G(x, ξ, t)f(ξ) dξ − ak√

π

∫ t0 g(τ)√
t− τ

H(x, t− τ) dτ,£¤¥ äã­ªæ¨¨ G(x, ξ, t) ¨ H(x, t) á¬. ¢ 5.1 ¨ 5.2.6. �¡« áâì: 0 < x < l. Ǒ¥à¢ ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .6.1. �¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:
T = f(x)
T = 0
T = 0 ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)



294 Ǒà¨«®�¥­¨ï�¥è¥­¨¥:
T = ∞∑

n=1 bn exp(− a2n2π2t
l2 ) sin( nπx

l

)
,

bn = 2
l

∫ l0 f(x) sin( nπxl )
dx.� áâ­ë© á«ãç ©: f(x) = A.�¥è¥­¨¥:

T = 4A
π

∞∑

n=0 1(2n+ 1) exp[− a2(2n+ 1)2π2t
l2 ] sin[ (2n + 1)πx

l

]
.� áâ­ë© á«ãç ©: f(x) = Ax.�¥è¥­¨¥:

T = 2Al
π

∞∑

n=1 (−1)n−1
n

exp(− a2n2π2t
l2 ) sin( nπx

l

)
.6.2. �¥®¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:

T = f(x)
T = g(t)
T = h(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = 2

l

∞∑

n=1Mn(t) exp(− a2n2π2t
l2 ) sin( nπx

l

)
,£¤¥

Mn(t) = ∫ l0 f(x) sin( nπx
l

)
dx+ a2nπ

l

∫ t0 exp( a2n2π2t
l2 )

g(t) dt−
− (−1)n a2nπ

l

∫ t0 exp( a2n2π2t
l2 )

h(t) dt.7. �¡« áâì: 0 < x < l. �â®à ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .7.1. �¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:
T = f(x)
∂xT = 0
∂xT = 0 ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)



Ǒ.1. �®ç­ë¥ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨© â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  295�¥è¥­¨¥:
T = ∞∑

n=0 bn exp(− a2n2π2t
l2 ) 
os( nπx

l

)
,£¤¥

b0 = 1
l

∫ l0 f(x) dx, bn = 2
l

∫ l0 f(x) 
os( nπxl )
dx; n = 1, 2, . . .7.2. �¥®¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:

T = f(x)
∂xT = g(t)
∂xT = h(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)� à¥è¥­¨¨ íâ®© § ¤ ç¨ á¬. ¤ «¥¥ ¯. 6 à §¤¥«  1.2 ¯à¨ � ≡ 0.8. �¡« áâì: 0 < x < l. �à¥âìï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .8.1. �¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (b > 0):
T = f(x)
∂xT − bT = 0
∂xT + bT = 0 ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = ∞∑

n=1 ∫ l0 yn(x)yn(ξ)
‖yn‖2 exp(−a2λ2nt)f(ξ) dξ,£¤¥

yn(x) = 
os(λnx) + b

λn

sin(λnx), ‖yn‖2 = b

λ2n + l2 (1 + b2
λ2n ) .�¤¥áì λn |¯®«®�¨â¥«ì­ë¥ ª®à­¨ âà ­áæ¥­¤¥­â­®£® ãà ¢­¥­¨ï:tg(λl)

λ
= 2b

λ2 − b2 .8.2. �¥®¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:
T = f(x)
∂xT − bT = g(t)
∂xT + cT = h(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)



296 Ǒà¨«®�¥­¨ï£¤¥ b > 0, c > 0. � à¥è¥­¨¨ íâ®© § ¤ ç¨ á¬. ¤ «¥¥ ¯. 7 à §¤¥«  1.2 ¯à¨� ≡ 0.9. �¡« áâì: 0 < x < l. �¬¥è ­­ë¥ ªà ¥¢ë¥ § ¤ ç¨.9.1a. �¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:
T = f(x)
T = 0
∂xT = 0 ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = ∫ l0 G(x, ξ, t)f(ξ) dξ,£¤¥

G(x, ξ, t) = ϑ

(
x− ξ4l ,

a2t
l

)
− ϑ

(
x+ ξ4l ,

a2t
l

)++ ϑ

(
x+ ξ − 2l4l ,

a2t
l

)
− ϑ

(
x− ξ − 2l4l ,

a2t
l

)
.�¤¥áì ϑ(x, t) | äã­ªæ¨ï �ª®¡¨

ϑ(x, t) = 1 + 2 +∞∑

n=1 exp(−π2n2t) 
os(2πnx) = +∞∑

n=−∞

exp[− (x− n)24t ]
.Ǒ¥à¢ë© àï¤ ¡ëáâà® áå®¤¨âáï ¯à¨ ¡®«ìè¨å t,   ¢â®à®©| ¯à¨ ¬ «ëå t.9.1¡. �¥®¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:

T = f(x)
T = g(t)
∂xT = h(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)� à¥è¥­¨¨ íâ®© § ¤ ç¨ á¬. ¤ «¥¥ ¯. 8 à §¤¥«  1.2 ¯à¨ � ≡ 0.9.2 . �¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:
T = f(x)
∂xT = 0
T = 0 ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = ∫ l0 G(x, ξ, t)f(ξ) dξ,
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G(x, ξ, t) = ϑ

(
x− ξ4l ,

a2t
l

)+ ϑ

(
x+ ξ4l ,

a2t
l

)
−

− ϑ

(
x+ ξ − 2l4l ,

a2t
l

)
− ϑ

(
x− ξ − 2l4l ,

a2t
l

)
.�¤¥áì ϑ(x, t) | äã­ªæ¨ï �ª®¡¨ (á¬. ¢ëè¥ ¯. 9.1).9.2¡. �¥®¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:

T = f(x)
∂xT = g(x)
T = h(x) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)� à¥è¥­¨¨ íâ®© § ¤ ç¨ á¬. ¤ «¥¥ ¯. 8 à §¤¥«  1.2 ¯à¨ � ≡ 0.1.2. �à ¢­¥­¨¥ â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨ á ¨áâ®ç­¨ª®¢ë¬ç«¥­®¬ ∂T

∂t
= a2 ∂2T

∂x2 + �(x, t)1. �¡« áâì: −∞ < x < +∞.
T = f(x) ¯à¨ t = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:

T = ∫ +∞

−∞

G(x, ξ, t)f(ξ) dξ + ∫ t0 ∫ +∞

−∞

G(x, ξ, t − τ)�(ξ, τ) dξ dτ,£¤¥ äã­ªæ¨ï G(x, ξ, t) ®¯¨áë¢ ¥âáï ä®à¬ã«®©
G(x, ξ, t) = 12a√πt exp[− (x− ξ)24a2t ]

.2. �¡« áâì: 0 < x < +∞. Ǒ¥à¢ ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .
T = f(x)
T = g(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:

T = ∫ +∞0 G(x, ξ, t)f(ξ) dξ+ x2a√π ∫ t0 exp [− x24a2(t− τ) ] g(τ) dτ(t− τ)3/2 ++ ∫ t0 ∫ +∞0 G(x, ξ, t− τ)�(ξ, τ) dξ dτ,
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G(x, ξ, t) = 12a√πt {exp [− (x− ξ)24a2t ]

− exp [− (x+ ξ)24a2t ]}
.3. �¡« áâì: 0 < x < +∞. �â®à ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .

T = f(x)
∂xT = g(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:

T = ∫ +∞0 G(x, ξ, t)f(ξ) dξ − a√
π

∫ t0 exp [− x24a2(t− τ) ] g(τ)√
t− τ

dτ ++ ∫ t0 ∫ +∞0 G(x, ξ, t− τ)�(ξ, τ) dξ dτ,£¤¥
G(x, ξ, t) = 12a√πt {exp [− (x− ξ)24a2t ]+ exp [− (x+ ξ)24a2t ]}

.4. �¡« áâì: 0 < x < +∞. �à¥âìï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .
T = f(x)
∂xT − kT = kg(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:

T = 12a√πt ∫ +∞0 G(x, ξ, t)f(ξ) dξ − ak√
π

∫ t0 g(τ)√
t− τ

H(x, t− τ) dτ ++ ∫ t0 ∫ +∞0 G(x, ξ, t − τ)�(ξ, τ) dξ dτ,£¤¥
G(x, ξ, t) = exp[− (x− ξ)24a2t ]+ exp[− (x + ξ)24a2t ]

−

− 2k ∫ +∞0 exp [− (x+ ξ + η)24a2t − kη

]
dη.

H(x, t) = exp(− x24a2t )− k

∫ +∞0 exp[− (x+ η)24a2t − kη

]
dη.



Ǒ.1. �®ç­ë¥ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨© â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  2995. �¡« áâì: 0 < x < l. Ǒ¥à¢ ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .5.1. �¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:
T = f(x)
T = 0
T = 0 ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = ∫ t0 ∫ l0 G(x, ξ, t− τ)�(ξ, τ) dξ dτ + ∫ l0 G(x, ξ, t)f(ξ) dξ,£¤¥
G(x, ξ, t) = 2

l

∞∑

n=1 sin( nπxl ) sin( nπξ

l

) exp(− a2n2π2t
l2 )

.5.2. �¥®¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:
T = f(x)
T = g(t)
T = h(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)Ǒ¥à¥å®¤ï ª ­®¢®© § ¢¨á¨¬®© ¯¥à¥¬¥­­®© u = u(x, t) ¯® ä®à¬ã«¥
T = g(t) + x

l
[h(t)− g(t)℄ + u,¯®«ãç¨¬ ¤«ï u  ­ «®£¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ á ®¤­®à®¤­ë¬¨ £à ­¨ç­ë¬¨ãá«®¢¨ï¬¨, ª®â®à®¥ à áá¬ âà¨¢ «®áì ¢ëè¥ ¢ ¯. 5.1 (¯à¨ íâ®¬ á®®â¢¥â-áâ¢¥­­® ¨§¬¥­ïâáï äã­ªæ¨¨ f ¨ �).�¥è¥­¨¥:

T = ∫ t0 ∫ l0 G(x, ξ, t− τ)�(ξ, τ) dξ dτ ++ 2
l

∞∑

n=1Mn(t) exp(− a2n2π2t
l2 ) sin( nπx

l

)
,£¤¥

G(x, ξ, t) = 2
l

∞∑

n=1 sin( nπxl ) sin( nπξ

l

) exp(− a2n2π2t
l2 )

,

Mn(t) = ∫ l0 f(x) sin( nπx
l

)
dx+ a2nπ

l

∫ t0 exp( a2n2π2t
l2 )

g(t) dt−
− (−1)n a2nπ

l

∫ t0 exp( a2n2π2t
l2 )

h(t) dt.



300 Ǒà¨«®�¥­¨ï6. �¡« áâì: 0 < x < l. �â®à ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .6.1. �¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:
T = f(x)
∂xT = 0
∂xT = 0 ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = ∫ t0 ∫ l0 G(x, ξ, t− τ)�(ξ, τ) dξ dτ + ∫ l0 G(x, ξ, t)f(ξ) dξ,£¤¥
G(x, ξ, t) = 2

l

∞∑

n=1 
os( nπxl ) 
os( nπξ

l

) exp(− a2n2π2t
l2 )

.6.2. �¥®¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:
T = f(x)
∂xT = g(t)
∂xT = h(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)Ǒ¥à¥å®¤ï ª ­®¢®© § ¢¨á¨¬®© ¯¥à¥¬¥­­®© u = u(x, t) ¯® ä®à¬ã«¥
T = xg(t) + x22l [h(t)− g(t)℄ + u,¯®«ãç¨¬ ¤«ï u  ­ «®£¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ á ®¤­®à®¤­ë¬¨ £à ­¨ç­ë¬¨ãá«®¢¨ï¬¨, ª®â®à®¥ à áá¬ âà¨¢ «®áì ¢ëè¥ ¢ ¯. 6.1 (¯à¨ íâ®¬ á®®â¢¥â-áâ¢¥­­® ¨§¬¥­ïâáï äã­ªæ¨¨ f ¨ �).7. �¡« áâì: 0 < x < l. �à¥âìï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .7.1. �¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (b > 0, c > 0):

T = f(x)
∂xT − bT = 0
∂xT + cT = 0 ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = ∫ t0 ∫ l0 G(x, ξ, t− τ)�(ξ, τ) dξ dτ + ∫ l0 G(x, ξ, t)f(ξ) dξ,
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G(x, ξ, t) = ∞∑

n=1 1
‖yn‖2 yn(x)yn(ξ) exp(−a2λ2nt),

yn(x) = 
os(λnx) + b

λn

sin(λnx),
‖yn)‖2 = c2λ2n λ2n + b2

λ2n + c2 + b2λ2n + l2 (1 + b2
λ2n ) .�¤¥áì λn |¯®«®�¨â¥«ì­ë¥ ª®à­¨ âà ­áæ¥­¤¥­â­®£® ãà ¢­¥­¨ï:tg(λl)

λ
= b+ c

λ2 − bc
.7.2. �¥®¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:

T = f(x)
∂xT − bT = g(t)
∂xT + cT = h(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)Ǒ¥à¥å®¤ï ª ­®¢®© § ¢¨á¨¬®© ¯¥à¥¬¥­­®© u = u(x, t) ¯® ä®à¬ã«¥
T = h(t)− (1 + cl)g(t)

b+ c+ bcl
+ x

cg(t) + bh(t)
b+ c+ bcl

+ u,¯®«ãç¨¬ ¤«ï u  ­ «®£¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ á ®¤­®à®¤­ë¬¨ £à ­¨ç­ë¬¨ãá«®¢¨ï¬¨, ª®â®à®¥ à áá¬ âà¨¢ «®áì ¢ëè¥ ¢ ¯. 7.1 (¯à¨ íâ®¬ á®®â¢¥â-áâ¢¥­­® ¨§¬¥­ïâáï äã­ªæ¨¨ f ¨ �).8. �¡« áâì: 0 < x < l. �¬¥è ­­ë¥ ªà ¥¢ë¥ § ¤ ç¨.8.1 . �¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:
T = f(x)
T = 0
∂xT = 0 ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = ∫ l0 G(x, ξ, t)f(ξ) dξ + ∫ t0 ∫ l0 G(x, ξ, t− τ)�(ξ, τ) dξ dτ,£¤¥
G(x, ξ, t) = ϑ

(
x− ξ4l ,

a2t
l

)
− ϑ

(
x+ ξ4l ,

a2t
l

)++ ϑ

(
x+ ξ − 2l4l ,

a2t
l

)
− ϑ

(
x− ξ − 2l4l ,

a2t
l

)
.



302 Ǒà¨«®�¥­¨ï�¤¥áì ϑ(x, t) | äã­ªæ¨ï �ª®¡¨ (á¬. ¯. 9 ¢ à §¤¥«¥ 1.1).8.2a. �¥®¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:
T = f(x)
T = g(t)
∂xT = h(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)Ǒ¥à¥å®¤ï ª ­®¢®© § ¢¨á¨¬®© ¯¥à¥¬¥­­®© u = u(x, t) ¯® ä®à¬ã«¥
T = g(t) + xh(t) + u,¯®«ãç¨¬ ¤«ï u  ­ «®£¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ á ®¤­®à®¤­ë¬¨ £à ­¨ç­ë¬¨ãá«®¢¨ï¬¨, ª®â®à®¥ à áá¬ âà¨¢ «®áì ¢ëè¥ ¢ ¯. 8.1  (¯à¨ íâ®¬ á®®â-¢¥âáâ¢¥­­® ¨§¬¥­ïâáï äã­ªæ¨¨ f ¨ �).8.1¡. �¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:

T = f(x)
∂xT = 0
T = 0 ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = ∫ l0 G(x, ξ, t)f(ξ) dξ + ∫ t0 ∫ l0 G(x, ξ, t− τ)�(ξ, τ) dξ dτ,£¤¥
G(x, ξ, t) = ϑ

(
x− ξ4l ,

a2t
l

)+ ϑ

(
x+ ξ4l ,

a2t
l

)
−

− ϑ

(
x+ ξ − 2l4l ,

a2t
l

)
− ϑ

(
x− ξ − 2l4l ,

a2t
l

)
.�¤¥áì ϑ(x, t) | äã­ªæ¨ï �ª®¡¨ (á¬. ¯. 9 ¢ à §¤¥«¥ 1.1).8.2¡. �¥®¤­®à®¤­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï:

T = f(x)
∂xT = g(t)
T = h(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0¯à¨ x = l

(­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)Ǒ¥à¥å®¤ï ª ­®¢®© § ¢¨á¨¬®© ¯¥à¥¬¥­­®© u = u(x, t) ¯® ä®à¬ã«¥
T = (x− l)g(t) + h(t) + u,¯®«ãç¨¬ ¤«ï u  ­ «®£¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ á ®¤­®à®¤­ë¬¨ £à ­¨ç­ë¬¨ãá«®¢¨ï¬¨, ª®â®à®¥ à áá¬ âà¨¢ «®áì ¢ëè¥ ¢ ¯. 8.1¡ (¯à¨ íâ®¬ á®®â-¢¥âáâ¢¥­­® ¨§¬¥­ïâáï äã­ªæ¨¨ f ¨ �).
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∂t
= a2 ∂2T

∂x2 + bT.Ǒà¨ b < 0 íâ® ãà ¢­¥­¨¥ ¢áâà¥ç ¥âáï ¢ § ¤ ç å ¬ áá®¯¥à¥­®á  á®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¥©.1. �¥ª®â®àë¥ ç áâ­ë¥ à¥è¥­¨ï (A, B, λ | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥¯®áâ®ï­­ë¥): 1. T = (Ax +B)ebt,2. T = A exp[(a2λ2 + b)t± λx
]+B,3. T = A exp[(b− a2λ2)t] 
os(λx) +B,4. T = A exp[(b− a2λ2)t] sin(λx) +B,5. T = A

1√
t
exp(− x24a2t + bt

)+B,6. T = A
x

t3/2 exp(− x24a2t + bt

)+B,7. T = Aebt erf ( x2a√t )+B,£¤¥ erf z|¨­â¥£à « ¢¥à®ïâ­®áâ¥©.2. �¯à®é îé¥¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥. � ¬¥­  T = ebtu ¯à¨¢®¤¨â ªãà ¢­¥­¨î ∂tu = a2∂xxu, ª®â®à®¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢ à §¤¥«¥ 1.1. � -ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥ ¤«ï ­®¢®© ¯¥à¥¬¥­­®© u ­¥ ¬¥­ï¥âáï,   ­¥®¤­®à®¤­ ïç áâì ¢ £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨ïå ã¬­®� ¥âáï ­  äã­ªæ¨î e−bt. �ç¨âë¢ ïáª § ­­®¥ ­¥âàã¤­® ¯®«ãç¨âì à¥è¥­¨¥ ¨áå®¤­®£® ãà ¢­¥­¨ï á ­ ç «ì-­ë¬¨ ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨, ª®â®àë¥ à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¢ à §¤¥-«¥ 1.1. �«ï ¯à¨¬¥à  ¯à¨¢¥¤¥¬ ­¨�¥ à¥è¥­¨ï ¤¢ãå â¨¯¨ç­ëå § ¤ ç.3. �¡« áâì: −∞ < x < +∞.
T = f(x) ¯à¨ t = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = 12a√πt ∫ +∞

−∞

exp [− (x− ξ)24a2t + bt

]
f(ξ) dξ.4. �¡« áâì: 0 < x < +∞. Ǒ¥à¢ ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .

T = f(x)
T = g(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)



304 Ǒà¨«®�¥­¨ï�¥è¥­¨¥:
T = 12a√πt ∫ +∞0 {exp [− (x− ξ)24a2t ]

− exp[− (x+ ξ)24a2t ]}
ebtf(ξ) dξ++ x2a√π ∫ t0 exp [− x24a2(t− τ) ] exp[b(t− τ)℄ g(τ) dτ(t− τ)3/2 .2. ∂T

∂t
= a2 ∂2T

∂x2 + bT + �(x, t).� ¬¥­  T = ebtu ¯à¨¢®¤¨â ª ãà ¢­¥­¨î ∂tu = a2∂xxu+ e−bt�(x, t),ª®â®à®¥ ¯®¤à®¡­® à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢ à §¤¥«¥ 1.2.3. ∂T

∂t
= a2 ∂2T

∂x2 + b
∂T

∂x
+ cT +�(x, t).� ¬¥­  T =exp(λt+µx)u, £¤¥ λ= c− 14 b2/a2, µ=− 12 b/a2, ¯à¨¢®¤¨âª ãà ¢­¥­¨î ∂tu = a2∂xxu + exp(−λt − µx)�(x, t), ª®â®à®¥ ¯®¤à®¡­®à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢ à §¤¥«¥ 1.2.1.4. �à ¢­¥­¨ï á ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨1. ∂T

∂t
= a2 ( ∂2T

∂r2 + 1
r

∂T

∂r

)
.�â® ãà ¢­¥­¨¥ ¢áâà¥ç ¥âáï ¢ ¯«®áª¨å § ¤ ç å â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨(â¥¯«®®¡¬¥­ ªàã£®¢®£® æ¨«¨­¤à  á ®ªàã� îé¥© áà¥¤®©, r | à ¤¨- «ì­ ï ª®®à¤¨­ â ).1. �¥ª®â®àë¥ ç áâ­ë¥ à¥è¥­¨ï (A, B, λ | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥¯®áâ®ï­­ë¥): 1. T = A+B ln r,2. T = A+ 4a2Bt+Br2,3. T = A+ B

t
exp(− r24a2t ) ,4. T = A+B

∫ ζ1 e−z dz

z
, ζ = r24a2t ,5. T = exp(−a2λ2t)J0(λr),£¤¥ J0(z) |äã­ªæ¨ï �¥áá¥«ï.



Ǒ.1. �®ç­ë¥ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨© â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  3052. �¡« áâì: 0 < r < R. Ǒ¥à¢ ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .2.1. T = T0
T = TR

T 6=∞

¯à¨ t = 0¯à¨ r = R¯à¨ r = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)£¤¥ T0 = 
onst, TR = 
onst.�¥è¥­¨¥:
T (r, t)− TR

T0 − TR

= ∞∑

n=1 2
µnJ1(µn) exp(−µ2n a2tR2 ) J0 (µn

r

R

)
,£¤¥ µn | ª®à­¨ äã­ªæ¨¨ �¥áá¥«ï: J0(µn) = 0. Ǒà¨¢¥¤¥¬ ç¨á«¥­­ë¥§­ ç¥­¨ï ¯¥à¢ëå ¯ïâ¨ ª®à­¥© (á â®ç­®áâìî ¤® ç¥â¢¥àâ®£® §­ ª ¯®á«¥ § ¯ïâ®©): µ1 = 2,4048; µ2 = 5,5201; µ3 = 8,6537; µ4 = 11,7915;

µ5 = 14,9309. Ǒà¨ n→ ∞ ¨¬¥¥¬ µn+1 − µn → π.2.2. T = f(r)
T = 0
T 6=∞

¯à¨ t = 0¯à¨ r = R¯à¨ r = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T (r, t) = ∞∑

n=1An exp(− a2µ2nt
R2 )

J0 (µn

r

R

)
,£¤¥

An = 2
R2J21 (µn) ∫ R0 rf(r)J0 (µn

r

R

)
dr.�¤¥áì µn |ª®à­¨ äã­ªæ¨¨ �¥áá¥«ï: J0(µn) = 0.3. �¡« áâì: 0 < r < R. �â®à ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .3.1. T = T0

∂rT = gR

T 6=∞

¯à¨ t = 0¯à¨ r = R¯à¨ r = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)£¤¥ T0 = 
onst, gR = 
onst.�¥è¥­¨¥:
T (r, t) = T0 + gRR

[2 a2t
R2 − 14 (1− 2 r2

R2 )−

−
∞∑

n=1 2
µ2nJ0(µn) exp(−µ2n a2tR2 ) J0 (µn

r

R

)]
,



306 Ǒà¨«®�¥­¨ï£¤¥ µn | ª®à­¨ äã­ªæ¨¨ �¥áá¥«ï: J1(µn) = 0. Ǒà¨¢¥¤¥¬ ç¨á«¥­­ë¥§­ ç¥­¨ï ¯¥à¢ëå ¯ïâ¨ ª®à­¥© (á â®ç­®áâìî ¤® ç¥â¢¥àâ®£® §­ ª ¯®á«¥ § ¯ïâ®©): µ1 = 3,8317; µ2 = 7,0156; µ3 = 10,1735; µ4 = 13,3237;
µ5 = 16,4706. Ǒà¨ n→ ∞ ¨¬¥¥¬ µn+1 − µn → π.3.2. T = f(r)

∂rT = g(t)
T 6=∞

¯à¨ t = 0¯à¨ r = R¯à¨ r = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T (r, t) = 2

R2 ∫ R0 rf(r) dr + 2a
R

∫ t0 g(τ) dτ ++ ∞∑

n=1 exp(− a2µ2nt
R2 )

J0 ( µnr

R

)
Hn(r, t),£¤¥

Hn(r, t) = 1
J20 (µn) [ 2

R2 ∫ R0 rf(r)J0 ( µnr

R

)
dr ++ 2a

R

∫ t0 g(τ) exp( a2µ2nτ
R2 )

dτ

]
.�¤¥áì µn |ª®à­¨ äã­ªæ¨¨ �¥áá¥«ï: J1(µn) = 0.4. �¡« áâì: 0 < r < R. �à¥âìï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .

T = T0
∂rT = k(TR − T )
T 6=∞

¯à¨ t = 0¯à¨ r = R¯à¨ r = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)£¤¥ k = 
onst, T0 = 
onst, TR = 
onst.�¥è¥­¨¥:
T (r, t)− T0
TR − T0 = 1− ∞∑

n=1An exp(− a2µ2nt
R2 )

J0 ( µnr

R

)
,£¤¥

An = 2J1(µn)
µn[J20 (µn) + J21 (µn)℄ .�¤¥áì µn | ¯®«®�¨â¥«ì­ë¥ ª®à­¨ âà ­áæ¥­¤¥­â­®£® ãà ¢­¥­¨ï:

µnJ1(µn)− kRJ0(µn) = 0.



Ǒ.1. �®ç­ë¥ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨© â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  3072. ∂T

∂t
= a2 ( ∂2T

∂r2 + 2
r

∂T

∂r

)
.�â® ãà ¢­¥­¨¥ ¢áâà¥ç ¥âáï ¢ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç­ëå § ¤ ç å â¥¯«®¯à®-¢®¤­®áâ¨ (â¥¯«®®¡¬¥­ è à  á ®ªàã� îé¥© áà¥¤®©, r | à ¤¨ «ì­ ïª®®à¤¨­ â ). � ¬¥­  u(r, t) = rT (r, t) ¯à¨¢®¤¨â ª ãà ¢­¥­¨î á ¯®áâ®-ï­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ∂tu = a2∂rru, ª®â®à®¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢à §¤¥«¥ 1.1.1. �¥ª®â®àë¥ ç áâ­ë¥ à¥è¥­¨ï (A, B, λ | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥¯®áâ®ï­­ë¥): 1. T = A+B

1
r
,2. T = A+ 6a2Bt+Br2,3. T = A+ B

t3/2 exp(− r24a2t ) ,4. T = A+ B

r
√
t
exp(− r24a2t ) ,5. T = Ar−1 exp(a2λ2t± λr) +B,6. T = Ar−1 exp(−a2λ2t) 
os(λr) +B,7. T = Ar−1 exp(−a2λ2t) sin(λr) +B.2. �¡« áâì: 0 < r < R. Ǒ¥à¢ ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .2.1. T = T0

T = TR

T 6=∞

¯à¨ t = 0¯à¨ r = R¯à¨ r = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)£¤¥ T0 = 
onst, TR = 
onst.�¥è¥­¨¥:
T (r, t)− TR

T0 − TR

= 2 ∞∑

n=1 (−1)n+1Rπnr
sin( πnr

R

) exp(− a2π2n2t
R2 )

.2.2. T = f(r)
T = TR

T 6=∞

¯à¨ t = 0¯à¨ r = R¯à¨ r = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T (r, t) = ∞∑

n=1 An

r
sin( µnr

R

) exp(− a2µ2nt
R2 )

,



308 Ǒà¨«®�¥­¨ï£¤¥
An = 2

R

∫ R0 rf(r) sin ( µnr

R

)
dr.3. �¡« áâì: 0 < r < R. �â®à ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .3.1. T = T0

∂rT = gR

T 6=∞

¯à¨ t = 0¯à¨ r = R¯à¨ r = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)£¤¥ T0 = 
onst, gR = 
onst.�¥è¥­¨¥:
T (r, t) = T0 + gRR

[ 3a2t
R2 + 5r2 − 3R210R2 −

−
∞∑

n=1 2R
µ3n 
os(µn)r sin( µnr

R

) exp(− a2µ2nt
R2 )]

,£¤¥ µn |¯®«®�¨â¥«ì­ë¥ ª®à­¨ âà ­áæ¥­¤¥­â­®£® ãà ¢­¥­¨ï: tg(µn)−
− µn = 0. Ǒà¨¢¥¤¥¬ ç¨á«¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯¥à¢ëå ¯ïâ¨ ª®à­¥© (áâ®ç­®áâìî ¤® ç¥â¢¥àâ®£® §­ ª  ¯®á«¥ § ¯ïâ®©): µ1=4,4934; µ2=7,7253;
µ3 = 10,9041; µ4 = 14,0662; µ5 = 17,2208.3.2. T = f(r)

∂rT = g(t)
T 6=∞

¯à¨ t = 0¯à¨ r = R¯à¨ r = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T (r, t) = 3

R3 ∫ R0 r2f(r) dr + 3a
R

∫ t0 g(τ) dτ ++ ∞∑

n=1 exp(− a2µ2nt
R2 ) sin( µnr

R

)
Hn(r, t),£¤¥

Hn(r, t) = 2
µ2n 
os(µn)r [ 1

Rµn

∫ R0 rf(r) sin ( µnr

R

)
dr ++ a

∫ t0 g(τ) exp( a2µ2nτ
R2 )

dτ

]
.



Ǒ.1. �®ç­ë¥ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨© â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  309�¤¥áì µn | ¯®«®�¨â¥«ì­ë¥ ª®à­¨ âà ­áæ¥­¤¥­â­®£® ãà ¢­¥­¨ï:tg(µn)− µn = 0.4. �¡« áâì: 0 < r < R. �à¥âìï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .
T = T0

∂rT = k(TR − T )
T 6=∞

¯à¨ t = 0¯à¨ r = R¯à¨ r = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)£¤¥ k = 
onst, T0 = 
onst, TR = 
onst.�¥è¥­¨¥:
T (r, t)− T0
TR − T0 = 1− ∞∑

n=1An

R

r
sin( µnr

R

) exp(− a2µ2nt
R2 )

,£¤¥
An = 2

µn

sinµn − µn 
osµn

µn − sinµn 
osµn

.�¤¥áì µn | ¯®«®�¨â¥«ì­ë¥ ª®à­¨ âà ­áæ¥­¤¥­â­®£® ãà ¢­¥­¨ï:(kR− 1) tg(µn) + µn = 0.3. ∂T

∂t
= ∂2T

∂x2 + 1− 2β
x

∂T

∂x
, 0 < β < 1.�â® ãà ¢­¥­¨¥ ¢áâà¥ç ¥âáï ¢ § ¤ ç å ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®-£® á«®ï.1. �¥ª®â®àë¥ ç áâ­ë¥ à¥è¥­¨ï:

T = A+Bx2β , a, b = 
onst,
T = A+ 4(1− β)Bt+Bx2,
T = A+Btβ−1 exp(− x24t ) ,
T = A+B

x2β
tβ+1 exp(− x24t ) ,

T = A+B

∫ ζ0 zβ−1e−zdz, ζ = x24t ,
T = A+B

xβ

t
exp(− x2 + λ24t )

Iβ

(
λx2t ) ,

T = A+B
xβ

t
exp(− x2 + λ24t )

I−β

(
λx2t ) ,£¤¥ A, B, λ|¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¯®áâ®ï­­ë¥, Iβ(z) | ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ ïäã­ªæ¨ï �¥áá¥«ï.



310 Ǒà¨«®�¥­¨ï2. �¡« áâì: 0 6 x < ∞. Ǒ¥à¢ ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .
T = f(x)
T = g(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:

T = xβ2t ∫ ∞0 f(ξ)ξ1−β exp(− x2 + ξ24t )
Iβ

(
ξx2t ) dξ ++ x2β22β�(β) ∫ t0 g(τ) exp [− x24(t− τ) ] dτ(t− τ)1+β

.� áâ­ë© á«ãç ©: f(x) = a, g(x) = b, £¤¥ a, b|ª®­áâ ­âë.�¥è¥­¨¥:
T = (a − b)�(β) γ

(
β,

x24t )+ b,£¤¥ γ(β, z) = ∫ z0 ξβ−1e−ξdξ | ­¥¯®«­ ï £ ¬¬ -äã­ªæ¨ï, �(β) = γ(β, +∞) |£ ¬¬ -äã­ªæ¨ï.3. �¡« áâì: 0 6 x < ∞. �â®à ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .
T = f(x)
(
x1−2β∂xT

) = g(t) ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)�¥è¥­¨¥:
T = xβ2t ∫ ∞0 f(ξ)ξ1−β exp(− x2 + ξ24t )

I−β

(
ξx2t ) dξ −

− 22β−1�(1− β) ∫ t0 g(τ) exp [− x24(t− τ) ] dτ(t− τ)1−β
.4. �¡« áâì: 0 6 x < ∞. �à¥âìï ªà ¥¢ ï § ¤ ç .

T = 0[x1−2β∂xT + a(Ts − T )℄ = 0 ¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥)(£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥)£¤¥ a ¨ Ts |­¥ª®â®àë¥ ¯®áâ®ï­­ë¥.�¥è¥­¨¥:
T = 22β−1�(1− β) ∫ t0 ϕ(τ) exp [− x24(t− τ) ] dτ(t− τ)1−β

,



Ǒ.2. Ǒà¥®¡à §®¢ ­¨ï ãà ¢­¥­¨© â¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á  311£¤¥ äã­ªæ¨ï ϕ(t) § ¤ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ áâ¥¯¥­­®£® àï¤ 
ϕ(t) = ∞∑

n=0 (−λtβ)n�(nβ + 1) , λ = 22β−1a�(β)�(1− β) ,ª®â®àë© áå®¤¨âáï ¤«ï ¢á¥å x.4. ∂T

∂t
= a2x1−k

∂2T
∂x2 , 0 < k < ∞.�â® ãà ¢­¥­¨¥ ¢áâà¥ç ¥âáï ¢ § ¤ ç å ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®-£® á«®ï.Ǒà¥®¡à §®¢ ­¨¥
τ = 14 a2(k + 1)2t, ξ = x

k+12¯à¨¢®¤¨â ª ãà ¢­¥­¨î 3 ¨§ íâ®£® à §¤¥« :
∂T

∂τ
= ∂2T

∂ξ2 + 1− 2β
ξ

∂T

∂ξ
, £¤¥ β = 1

k + 1 .�«ï 0 6 x < ∞ à¥è¥­¨¥ ¨áå®¤­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¯à¨ ­ ¨¡®«¥¥à á¯à®áâà ­¥­­ëå ãá«®¢¨ïå
T = T0
T = Ts

¯à¨ t = 0¯à¨ x = 0£¤¥ T0 = 
onst, Ts = 
onst, ¨¬¥¥â ¢¨¤
T − Ts

T0 − Ts

= 1�(ν) γ (ν, ν2 xk+1
t

)
, ν = 1

k + 1 ,£¤¥ �(ν) = γ(ν,∞)| £ ¬¬ -äã­ªæ¨ï, γ(ν, ζ) = ∫ ζ0 ζν−1e−ζdζ|­¥¯®«-­ ï £ ¬¬ -äã­ªæ¨ï.Ǒ.2. Ǒà¥®¡à §®¢ ­¨ï ãà ¢­¥­¨© â¥¯«®-¨ ¬ áá®¯¥à¥­®á 1. �­â¥£à « �î ¬¥«ï. �¤­®à®¤­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ á ­¥®¤­®à®¤­ë¬ £à -­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬. �¥è¥­¨¥ ªà ¥¢®© § ¤ ç¨
∂T

∂t
= a(x) ∂2T

∂x2 + b(x) ∂T
∂x

+ c(x)T (1)
T = 0 ¯à¨ t = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥) (2)
T = g(t) ¯à¨ x = 0 (£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥) (3)
T = 0 ¯à¨ x = l (£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥) (4)



312 Ǒà¨«®�¥­¨ïá ­¥áâ æ¨®­ à­ë¬ £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¯à¨ x = 0 ¬®�¥â ¡ëâì ¢ëà �¥­® ¯®ä®à¬ã«¥ (¨­â¥£à « �î ¬¥«ï)
T (x, t) = ∫ t0 ∂W

∂t
(x, t − τ)g(τ) dτç¥à¥§ à¥è¥­¨¥ W (x, t) ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© § ¤ ç¨ ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï (1) á ­ ç «ì­ë¬¨ £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ (2), (4) (¢ ãà ¢­¥­¨¨, ­ ç «ì­®¬ ¨ £à ­¨ç­®¬ ãá«®¢¨ïåá«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì T ­  W ) 
 ¡®«¥¥ ¯à®áâë¬ áâ æ¨®­ à­ë¬ £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬¯à¨ x = 0:

W = 1 ¯à¨ x = 0 (£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥) (5)�ª § ­­ãî ä®à¬ã«ã ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨ ¯à¨ l = ∞.�­ «®£¨ç­ ï ä®à¬ã«  ¡ã¤¥â á¯à ¢¥¤«¨¢  ¤«ï ®¤­®à®¤­®£® £à ­¨ç­®£® ãá«®-¢¨ï ¯à¨ x = a ¨ ­¥®¤­®à®¤­®£® ­¥áâ æ¨®­ à­®£® £à ­¨ç­®£® ãá«®¢¨ï ¯à¨ x = b.2. �­â¥£à « �î ¬¥«ï. �¥®¤­®à®¤­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ á ®¤­®à®¤­ë¬ £à -­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬. �¥è¥­¨¥ ªà ¥¢®© § ¤ ç¨ ¤«ï ­¥®¤­®à®¤­®£® ãà ¢­¥­¨ï
∂T

∂t
= a(x, t) ∂2T

∂x2 + b(x, t) ∂T
∂x

+ c(x, t)T +�(x, t) (6)
T = 0 ¯à¨ t = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥) (7)
T = 0 ¯à¨ x = 0 (£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥) (8)
T = 0 ¯à¨ x = l (£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥) (9)¬®�¥â ¡ëâì ¢ëà �¥­® ¯® ä®à¬ã«¥ (¨­â¥£à « �î ¬¥«ï)

T (x, t) = ∫ t0 U(x, t− τ ; τ) dτç¥à¥§ à¥è¥­¨¥ U(x, t; τ) ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© § ¤ ç¨ ¤«ï ®¤­®à®¤­®£® ãà ¢­¥­¨ï
∂U

∂t
= a(x, t) ∂2U

∂x2 + b(x, t) ∂U
∂x

+ c(x, t)U (10)á £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ (8), (9) (¢ ª®â®àëå á«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì T ­  U) 
­¥®¤­®à®¤­ë¬ ­ ç «ì­ë¬ ãá«®¢¨¥¬, § ¢¨áïé¨¬ ®â ¯ à ¬¥âà  τ :
U = �(x, τ) ¯à¨ t = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥) (11)�ª § ­­ãî ä®à¬ã«ã ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨ ¯à¨ l = ∞.3. � ¤ ç¨ á ý®¡ê¥¬­®© à¥ ªæ¨¥©þ. � áá¬®âà¨¬ ªà ¥¢ãî § ¤ çã

∂T

∂t
= a(x) ∂2T

∂x2 + b(x) ∂T
∂x

− kT (12)
T = 0 ¯à¨ t = 0 (­ ç «ì­®¥ ãá«®¢¨¥) (13)
T = T0 ¯à¨ x = 0 (£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥) (14)
T = Tl ¯à¨ x = l (£à ­¨ç­®¥ ãá«®¢¨¥) (15)£¤¥ k, T0, Tl |­¥ª®â®àë¥ ¯®áâ®ï­­ë¥.



Ǒ.3. �àâ®£®­ «ì­ë¥ ªà¨¢®«¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨­ â 313�à ¢­¥­¨¥ (12) ç áâ® ¢áâà¥ç ¥âáï ¢ § ¤ ç å å¨¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®£¨¨, £¤¥äã­ªæ¨ï T ¨£à ¥â à®«ì ª®­æ¥­âà æ¨¨,   ¯ à ¬¥âà k ¨£à ¥â à®«ì ª®­áâ ­âëáª®à®áâ¨ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨.�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ á ®¡ê¥¬­®© à¥ ªæ¨¥© (12)| (15) ¬®�­® ¢ëà §¨âì ¯® ä®à¬ã«¥
T (x, t) = k

∫ t0 e−kτ T̃ (x, τ) dτ + e−ktT̃ (x, t)ç¥à¥§ à¥è¥­¨¥ T̃ (x, t) ¡®«¥¥ ¯à®áâ®£® ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© ãà ¢­¥­¨ï ¡¥§ ®¡ê¥¬­®©å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨
∂T̃

∂t
= a(x) ∂2T̃

∂x2 + b(x) ∂T̃
∂x

(16)á â¥¬¨ �¥ ­ ç «ì­ë¬ ¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ (13) | (15) (¢ ª®â®àëå á«¥¤ã¥â§ ¬¥­¨âì T ­  T̃ ). �ª § ­­ãî ä®à¬ã«ã ¬®�­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨ ¯à¨ l =∞.Ǒ.3. �àâ®£®­ «ì­ë¥ ªà¨¢®«¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ëª®®à¤¨­ âǑà¨ á®áâ ¢«¥­¨¨ íâ®£® à §¤¥«  ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ª­¨£¨ [89, 178℄.1. Ǒà®¨§¢®«ì­ ï ®àâ®£®­ «ì­ ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â. �à¨¢®«¨­¥©­ë¥ª®®à¤¨­ âë x1, x2, x3 § ¤ îâáï ª ª äã­ªæ¨¨ ¯àï¬®ã£®«ì­ëå ¤¥ª àâ®¢ëå ª®®à-¤¨­ â x, y, z:
x1 = x1(x, y, z), x2 = x2(x, y, z), x3 = x3(x, y, z).�á¯®«ì§ãï íâ¨ ¢ëà �¥­¨ï ¬®�­® ¢ëà §¨âì x, y, z ç¥à¥§ ªà¨¢®«¨­¥©­ë¥ ª®®à¤¨-­ âë x1, x2, x3:

x = x(x1, x2, x3), y = y(x1, x2, x3), z = z(x1, x2, x3).�®¬¯®­¥­âë ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥­§®à  gij ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬
gij(x1, x2, x3) = ( ∂x

∂xi

∂x

∂xj
+ ∂y

∂xi

∂y

∂xj
+ ∂z

∂xi

∂z

∂xj

)
x1,x2,x3 ;

gij(x1, x2, x3) = gji(x1, x2, x3); i, j = 1, 2, 3.�¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â ï¢«ï¥âáï ®àâ®£®­ «ì­®©, ¥á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï
gij(x1, x2, x3) = 0 ¯à¨ i 6= j.� íâ®¬ á«ãç ¥ âà¥â¨© ¨­¢ à¨ ­â ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥­§®à  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

g = g11g22g33.�¨�¥ ¯à¨¢¥¤¥­ë ®á­®¢­ë¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ®¯¥à â®àë ¢ ®àâ®£®­ «ì­®©ªà¨¢®«¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â x1, x2, x3. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¥¤¨­¨ç­ë¥ ­ -¯à ¢«ïîé¨¥ ¢¥ªâ®à  ®¡®§­ ç îâáï ~e1, ~e2, ~e3.



314 Ǒà¨«®�¥­¨ï�à ¤¨¥­â áª «ïà  p:
∇p = 1

√
g11 ∂p

∂x1 ~i1 + 1
√
g22 ∂p

∂x2 ~i2 + 1
√
g33 ∂p

∂x3 ~i3.�¨¢¥à£¥­æ¨ï ¢¥ªâ®à  ~v =~i1v1 +~i2v2 +~i3v3:
∇ · ~v = 1

√
g

[
∂

∂x1 (v1√ g

g11 )+ ∂

∂x2 (v2√ g

g22 )+ ∂

∂x3 (v3√ g

g33 )] .�à ¤¨¥­â áª «ïà  á ¯® ¢¥ªâ®àã ~v:(~v · ∇)c = v1√
g11 ∂c

∂x1 + v2√
g22 ∂c

∂x2 + v3√
g33 ∂c

∂x3 .�à ¤¨¥­â ¢¥ªâ®à  ~w ¯® ¢¥ªâ®àã ~v:(~v · ∇)~w =~i1(~v · ∇)w1 +~i2(~v · ∇)w2 +~i3(~v · ∇)w3.�®â®à ¢¥ªâ®à  ~v:
∇× ~v =~i1 √

g11√
g

[
∂

∂x2 (v3√g33 )− ∂

∂x3 (v2√g22 )]++~i2 √
g22√
g

[
∂

∂x3 (v1√g11 )− ∂

∂x1 (v3√g33 )]++~i3 √
g33√
g

[
∂

∂x1 (v2√g22 )− ∂

∂x2 (v1√g11 )].�¯¥à â®à � ¯« á  áª «ïà  c:�c ≡ 1
√
g

[
∂

∂x1 ( √
g

g11 ∂c

∂x1 )+ ∂

∂x2 ( √
g

g22 ∂c

∂x2 )+ ∂

∂x3 ( √
g

g33 ∂c

∂x3 )] .� ¯« á¨ ­ ¢¥ªâ®à  ~v: �~v = ∇(∇ · ~v)−∇× (∇× ~v).2. �¨«¨­¤à¨ç¥áª¨¥ ª®®à¤¨­ âë ̺, ϕ, z (¯à¨¬¥­ïîâáï â ª�¥ ª ª ¯®-«ïà­ë¥ ª®®à¤¨­ âë ­  ¯«®áª®áâ¨ xy). Ǒà¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®®à¤¨­ â (0 6 ϕ 6 2π):
̺ =√x2 + y2, tgϕ = y/x, z = z (sinϕ = y/̺),

x = ̺ 
osϕ, y = ̺ sinϕ, z = z.�®¬¯®­¥­âë ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥­§®à :
g̺̺ = 1, gϕϕ = ̺2, gzz = 1, √

g = ̺.�à ¤¨¥­â áª «ïà  p:
∇p = ∂p

∂̺
~i̺ + 1̺ ∂p

∂ϕ
~iϕ + ∂p

∂z
~iz .



Ǒ.3. �àâ®£®­ «ì­ë¥ ªà¨¢®«¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨­ â 315�¨¢¥à£¥­æ¨ï ¢¥ªâ®à  ~v:
∇ · ~v = 1̺ ∂(̺v̺)

∂̺
+ 1̺ ∂vϕ

∂ϕ
+ ∂vz

∂z
.�à ¤¨¥­â áª «ïà  á ¯® ¢¥ªâ®àã ~v:(~v · ∇)c = v̺

∂c

∂̺
+ vϕ

̺

∂c

∂ϕ
+ vz

∂c

∂z
.�à ¤¨¥­â ¢¥ªâ®à  ~w ¯® ¢¥ªâ®àã ~v:(~v · ∇)~w = (~v · ∇)w̺

~i̺ + (~v · ∇)wϕ
~iϕ + (~v · ∇)wz

~iz .�®â®à ¢¥ªâ®à  ~v:
∇× ~v = ( 1̺ ∂vz

∂ϕ
−

∂vϕ

∂z

)
~i̺ +( ∂v̺

∂z
− ∂vz

∂̺

)
~iϕ + 1̺ [ ∂(̺vϕ)

∂̺
−
∂v̺

∂ϕ

]
~iz .� ¯« á¨ ­ áª «ïà  c:�w = 1̺ ∂

∂̺

(
̺
∂w

∂̺

)+ 1̺2 ∂2w
∂ϕ2 + ∂2w

∂z2 .3. �ä¥à¨ç¥áª¨¥ ª®®à¤¨­ âë r, θ, ϕ. Ǒà¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®®à¤¨­ â(0 6 θ 6 π, 0 6 ϕ 6 2π):
r =√x2 + y2 + z2, θ = ar

os z

r
, tgϕ = y

x

(sinϕ = y√
x2 + y2 ),

x = r sin θ 
osϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r 
os θ.�®¬¯®­¥­âë ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥­§®à :
grr = 1, gθθ = r2, gϕϕ = r2 sin2 θ, √

g = r2 sin θ.�à ¤¨¥­â áª «ïà  p:
∇p = ∂p

∂r
~ir + 1

r

∂p

∂ϑ
~iθ + 1

r sin θ ∂p

∂ϕ
~iϕ.�¨¢¥à£¥­æ¨ï ¢¥ªâ®à  ~v:

∇ · ~v = 1
r2 ∂

∂r

(
r2vr

)+ 1
r sin θ ∂

∂θ

(sin θ vθ

)+ 1
r sinϕ ∂vϕ

∂ϕ
.�à ¤¨¥­â áª «ïà  á ¯® ¢¥ªâ®àã ~v:(~v · ∇)c = vr

∂c

∂r
+ vθ

r

∂c

∂θ
+ vϕ

r sin θ ∂c

∂ϕ
.



316 Ǒà¨«®�¥­¨ï�à ¤¨¥­â ¢¥ªâ®à  ~w ¯® ¢¥ªâ®àã ~v:(~v · ∇)~w = (~v · ∇)wr
~ir + (~v · ∇)wθ

~iθ + (~v · ∇)wϕ
~iϕ.�®â®à ¢¥ªâ®à  ~v:

∇× ~v = 1
r sin θ [ ∂(sin θ vϕ)

∂θ
− ∂vθ

∂ϕ

]
~ir ++ 1

r

[ 1sin θ ∂vr

∂ϕ
−

∂(rvϕ)
∂r

]
~iθ + 1

r

[
∂(rvθ)
∂r

− ∂vr

∂θ

]
~iϕ.� ¯« á¨ ­ áª «ïà  c:�w = 1

r2 ∂

∂r

(
r2 ∂w

∂r

)+ 1
r2 sin θ ∂

∂θ

(sin θ ∂w
∂θ

)+ 1
r2 sin2 θ ∂2w

∂ϕ2 .4. �®®à¤¨­ âë ¢ëâï­ãâ®£® í««¨¯á®¨¤  ¢à é¥­¨ï σ, τ, ϕ. Ǒà¥®¡à -§®¢ ­¨ï ª®®à¤¨­ â (σ > 1 > τ > −1):
x2 = a2(σ2 − 1)(1 − τ2) 
os2 ϕ, y2 = a2(σ2 − 1)(1 − τ2) sin2 ϕ, z = aστ.�¯¥æ¨ «ì­ ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â u, v, ϕ (0 6 u <∞, 0 6 v 6 π, 0 6 ϕ 6 2π):

σ = 
hu, τ = 
os v, ϕ = ϕ,

x = a shu sin v 
osϕ, y = a shu sin v sinϕ, z = a 
hu 
os v.�®¬¯®­¥­âë ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥­§®à :
gσσ = a2 σ2−τ2

σ2−1 , gττ = a2 σ2−τ21−τ2 , gϕϕ = a2(σ2−1)(1−τ2),
√
g = a3(σ2−τ2), guu = gvv = a2( sh 2u+sin2 v), gϕϕ = a2 sh 2u sin2 v.�à ¤¨¥­â áª «ïà  p:

∇p = 1
a

√
σ2 − 1
σ2 − τ2 ∂p

∂σ
~iσ + 1

a

√ 1− τ2
σ2 − τ2 ∂p

∂τ
~iτ + 1

a
√(1− τ2)(σ2 − 1) ∂p

∂ϕ
~iϕ.�¨¢¥à£¥­æ¨ï ¢¥ªâ®à  ~v:

∇ · ~v = 1
a(σ2 − τ2) { ∂

∂σ

[
vσ

√(σ2 − τ2)(σ2 − 1)]++ ∂

∂τ

[
vτ

√(σ2 − τ2)(1− τ2)]+ ∂

∂ϕ

[
vϕ

σ2 − τ2√(σ2 − 1)(1 − τ2) ]}.�à ¤¨¥­â áª «ïà  á ¯® ¢¥ªâ®àã ~v:(~v · ∇)c = vσ

a

√
σ2 − 1
σ2 − τ2 ∂c

∂σ
+ vτ

a

√ 1− τ2
σ2 − τ2 ∂c

∂τ
+ vϕ

a
√(σ2 − 1)(1 − τ2) ∂c

∂ϕ
.



Ǒ.3. �àâ®£®­ «ì­ë¥ ªà¨¢®«¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨­ â 317�à ¤¨¥­â ¢¥ªâ®à  ~w ¯® ¢¥ªâ®àã ~v:(~v · ∇)~w = (~v · ∇)wσ
~iσ + (~v · ∇)wτ

~iτ + (~v · ∇)wϕ
~iϕ.� ¯« á¨ ­ áª «ïà  c:�w = 1

a2(σ2−τ2) { ∂

∂σ

[(σ2−1) ∂w
∂σ

]+ ∂

∂τ

[(1−τ2) ∂w
∂τ

]+ σ2−τ2(σ2−1)(1−τ2) ∂2w
∂ϕ2}.5. �®®à¤¨­ âë á¯«îá­ãâ®£® í««¨¯á®¨¤  ¢à é¥­¨ï σ, τ, ϕ. Ǒà¥®¡à -§®¢ ­¨ï ª®®à¤¨­ â (σ > 0, −1 6 τ 6 1):

x2 = a2(1 + σ2)(1 − τ2) 
os2 ϕ, y2 = a2(1 + σ2)(1 − τ2) sin2 ϕ, z = aστ.�¯¥æ¨ «ì­ ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â u, v, ϕ (0 6 u <∞, 0 6 v 6 π, 0 6 ϕ 6 2π):
σ = shu, τ = 
os v, ϕ = ϕ,

x = a 
h u sin v 
osϕ, y = a 
hu sin v sinϕ, z = a shu 
os v.�®¬¯®­¥­âë ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥­§®à :
gσσ = a2 σ2+τ21+σ2 , gττ = a2 σ2+τ21−τ2 , gϕϕ = a2(1+σ2)(1−τ2),

√
g = a3(σ2+τ2), guu = gvv = a2( sh 2u+
os2 v), gϕϕ = a2 
h 2u sin2 v.�à ¤¨¥­â áª «ïà  p:

∇p = 1
a

√
σ2 + 1
σ2 + τ2 ∂p

∂σ
~iσ + 1

a

√ 1− τ2
σ2 + τ2 ∂p

∂τ
~iτ + 1

a
√(1− τ2)(σ2 + 1) ∂p

∂ϕ
~iϕ.�¨¢¥à£¥­æ¨ï ¢¥ªâ®à  ~v:

∇ · ~v = 1
a(σ2 + τ2) { ∂

∂σ

[
vσ

√(σ2 + τ2)(σ2 + 1)]++ ∂

∂τ

[
vτ

√(σ2 + τ2)(1 − τ2)]+ ∂

∂ϕ

[
vϕ

σ2 + τ2√(σ2 + 1)(1 − τ2) ]}.�à ¤¨¥­â áª «ïà  á ¯® ¢¥ªâ®àã ~v:(~v · ∇)c = vσ

a

√
σ2 + 1
σ2 + τ2 ∂c

∂σ
+ vτ

a

√ 1− τ2
σ2 + τ2 ∂c

∂τ
+ vϕ

a
√(σ2 + 1)(1 − τ2) ∂c

∂ϕ
.�à ¤¨¥­â ¢¥ªâ®à  ~w ¯® ¢¥ªâ®àã ~v:(~v · ∇)~w = (~v · ∇)wσ

~iσ + (~v · ∇)wτ
~iτ + (~v · ∇)wϕ

~iϕ.



318 Ǒà¨«®�¥­¨ï� ¯« á¨ ­ áª «ïà  c:�w = 1
a2(σ2+τ2) { ∂

∂σ

[(1+σ2) ∂w
∂σ

]+ ∂

∂τ

[(1−τ2) ∂w
∂τ

]+ σ2+τ2(1+σ2)(1−τ2) ∂2w
∂ϕ2}.6. �®®à¤¨­ âë í««¨¯â¨ç¥áª®£® æ¨«¨­¤à  σ, τ, z (¯à¨¬¥­ïîâáï â ª�¥ª ª í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ª®®à¤¨­ âë ­  ¯«®áª®áâ¨ xy). Ǒà¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®®à¤¨­ â(σ > 0, −1 6 τ 6 1):

x = aστ, y2 = a2(σ2 − 1)(1 − τ2), z = z.�¯¥æ¨ «ì­ ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â u, v, z (0 6 u <∞, 0 6 v 6 π):
σ = 
hu, τ = 
os v, z = z,

x = a 
h u 
os v, y = a shu sin v, z = z.�®¬¯®­¥­âë ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥­§®à :
gσσ = a2 σ2 − τ2

σ2 − 1 , gττ = a2 σ2 − τ21− τ2 , gzz = 1,
guu = gvv = a2( sh 2u+ sin2 v), gzz = 1.� ¯« á¨ ­: �w = 1
a2( sh 2u+ sin2 v) ( ∂2w

∂u2 + ∂2w
∂v2 )+ ∂2w

∂z2 == √
σ2 − 1

a2(σ2 − τ2) ∂

∂σ

(√
σ2 − 1 ∂w

∂σ

)+ √1− τ2
a2(σ2 − τ2) ∂

∂τ

(√1− τ2 ∂w

∂τ

)+ ∂2w
∂z2 .Ǒ.4. �à ¢­¥­¨¥ ª®­¢¥ªâ¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨ ¢à §«¨ç­ëå á¨áâ¥¬ å ª®®à¤¨­ â�¥ª àâ®¢  á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â: á¬. ãà ¢­¥­¨¥ (3.1.1).�¨«¨­¤à¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â:

∂C

∂t
+ V

R

∂C

∂R + Vθ

R
∂C

∂θ
+ VZ

∂C

∂Z
= D

[ 1
R

∂

∂R

(
R ∂C

∂R

)+ 1
R2 ∂2C

∂θ2 + ∂2C
∂Z2 ].�ä¥à¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â:

∂C

∂t
+VR

∂C

∂R
+ Vθ

R

∂C

∂θ
+ Vϕ

R sin θ ∂C

∂ϕ
==D[ 1

R2 ∂

∂R

(
R2 ∂C

∂R

)+ 1
R2 sin θ ∂

∂θ

(sin θ ∂C
∂θ

)+ 1
R2 sin2 θ ∂2C

∂ϕ2 ].Ǒà®¨§¢®«ì­ ï ®àâ®£®­ «ì­ ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â:
∂C

∂t
+ V1√

g11 ∂C

∂x1 + V2√
g22 ∂C

∂x2 + V3√
g33 ∂C

∂x3 == D
√
g

[
∂

∂x1 ( √
g

g11 ∂C

∂x1 )+ ∂

∂x2 ( √
g

g22 ∂C

∂x2 )+ ∂

∂x3 ( √
g

g33 ∂C

∂x3 )],£¤¥ g11, g22, g33 |ª®¬¯®­¥­âë ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥­§®à ; g = g11g22g33.



Ǒ.5. �à ¢­¥­¨ï ¤¢¨�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢ à §«¨ç­ëå á¨áâ¥¬ å ª®®à¤¨­ â 319Ǒ.5. �à ¢­¥­¨ï ¤¢¨�¥­¨ï �¨¤ª®áâ¨ ¢à §«¨ç­ëå á¨áâ¥¬ å ª®®à¤¨­ â�á¯®«ì§ã¥âáï ¬®¤¥«ì ¢ï§ª®© ­¥á�¨¬ ¥¬®© �¨¤ª®áâ¨.�¥ª àâ®¢  á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â: á¬. ãà ¢­¥­¨ï (1.1.2), (1.1.2).�¨«¨­¤à¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â.�à ¢­¥­¨¥ ­¥à §àë¢­®áâ¨:
∂V

R

∂R
+ 1

R
∂Vϕ

∂ϕ
+ ∂VZ

∂Z
+ V

R

R
= 0.�à ¢­¥­¨ï ¤¢¨�¥­¨ï (F

R
, Fϕ, FZ |ª®¬¯®­¥­âë ¢­¥è­¥© ®¡ê¥¬­®© á¨«ë):

HV
R

−
V 2

ϕ

R
= − 1

ρ

∂P

∂R
+ ν

(�V
R

− V
R

R2 − 2
R2 ∂Vϕ

∂ϕ

)+ F
R
,

HVϕ + V
R
Vϕ

R = − 1
ρR

∂P

∂ϕ
+ ν

(�Vϕ −
Vϕ

R2 + 2
R2 ∂V

R

∂ϕ

)+ Fϕ,

HVZ = − 1
ρ

∂P

∂Z
+ ν�VZ + FZ ,£¤¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ®¯¥à â®àë H ¨ � ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬:

H ≡ ∂

∂t
+ V

R

∂

∂R
+ Vϕ

R
∂

∂ϕ
+ VZ

∂

∂Z
,� ≡ ∂2

∂R2 + 1
R

∂

∂R + 1
R2 ∂2

∂ϕ2 + ∂2
∂Z2 .�ä¥à¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â.�à ¢­¥­¨¥ ­¥à §àë¢­®áâ¨:

∂

∂R

(
R2 sin θVR

)+ ∂

∂θ
(R sin θVθ) + ∂

∂ϕ

(
RVϕ

) = 0.�à ¢­¥­¨ï ¤¢¨�¥­¨ï:
MVR −

V 2
θ + V 2

ϕ

R
= − 1

ρ

∂P

∂R
+ ν�VR −

− 2ν
R2 ( ∂Vθ

∂θ
+ 1sin θ ∂Vϕ

∂ϕ
+ VR + 
tg θ Vθ

)+ FR,

MVθ + VRVθ − V 2
ϕ 
tg θ

R
= − 1

ρ
R
∂P

∂θ
+ ν�Vθ ++ ν

R2 sin2 θ (2 sin2 θ ∂VR

∂θ
− 2 
os θ ∂Vϕ

∂ϕ
− Vθ

)+ Fθ,

MVϕ + VRVϕ + VθVϕ 
tg θ
R

= − 1
ρR sin θ ∂P

∂ϕ
+ ν�Vϕ ++ ν

R2 sin2 θ (2 sin θ ∂VR

∂ϕ
+ 2 
os θ ∂Vθ

∂ϕ
− Vϕ

)+ Fϕ,£¤¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ®¯¥à â®àë M ¨ � ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬:
M ≡ ∂

∂t
+ VR

∂

∂R
+ Vθ

R

∂

∂θ
+ Vϕ

R sin θ ∂

∂ϕ
,� ≡ 1

R2 ∂

∂R

(
R2 ∂

∂R

)+ 1
R2 sin θ ∂

∂θ

(sin θ ∂

∂θ

)+ 1
R2 sin2 θ ∂2

∂ϕ2 .



320 Ǒà¨«®�¥­¨ïǑ.6. �à ¢­¥­¨ï ¤¢¨�¥­¨ï ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥©�¨�¥ ¯à¨¢¥¤¥­ë ãà ¢­¥­¨ï ¤¢¨�¥­¨ï ¨ â¥¯«®®¡¬¥­  ­¥á�¨¬ ¥¬ëå ­¥­ìîâ®-­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥©, ¯®¤ç¨­ïîé¨åáï à¥®«®£¨ç¥áª®¬ã ãà ¢­¥­¨î á®áâ®ï­¨ï (7.1.1),ª®£¤  ª �ãé ïáï ¢ï§ª®áâì µ= µ(I2, T ) ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ®¡à §®¬ § ¢¨á¨â ®â ¢â®à®£®¨­¢ à¨ ­â  â¥­§®à  áª®à®áâ¥© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ I2 ¨ â¥¬¯¥à âãàë T . Ǒà¨ á®áâ ¢«¥-­¨¨ íâ®£® à §¤¥«  ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ª­¨£¨ [120, 185, 202℄. �à ¢­¥­¨¥ ­¥à §àë¢­®áâ¨¢ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®© ¨ áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ å ª®®à¤¨­ â á¬. ¢ ¯à¨«®�¥­¨¨ 5.Ǒàï¬®ã£®«ì­ ï ¤¥ª àâ®¢  á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â.�à ¢­¥­¨ï ¤¢¨�¥­¨ï:
ρ

(
∂Vi

∂t
+ Vj

∂Vi

∂Xj

) = − ∂P

∂Xi

+ ∂

∂Xj

(
µ
∂Vi

∂Xj

)+ ∂µ

∂Xj

∂Vj

∂Xi

+ ρFi,£¤¥ ρ|¯«®â­®áâì �¨¤ª®áâ¨; i, j = 1, 2, 3; ¯® ¨­¤¥ªáã j ¢¥¤¥âáï áã¬¬¨à®¢ ­¨¥.�à ¢­¥­¨¥ â¥¯«®¯¥à¥­®á :
ρcp

(
∂T

∂t
+ Vj

∂T

∂Xj

) = λ
∂2T
∂X2

j

+ 2µI2,£¤¥ λ ¨ cp |â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâì ¨ ã¤¥«ì­ ï â¥¯«®¥¬ª®áâì �¨¤ª®áâ¨ (íâ¨ ¢¥«¨ç¨­ëáç¨â îâáï ¯®áâ®ï­­ë¬¨); ¯® ¨­¤¥ªáã j = 1, 2, 3 ¢¥¤¥âáï áã¬¬¨à®¢ ­¨¥. Ǒ®á«¥¤­¥¥á« £ ¥¬®¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (7.2.3) ãç¨âë¢ ¥â ¤¨áá¨¯ â¨¢­ë© à §®£à¥¢ �¨¤ª®áâ¨,¨­¢ à¨ ­â I2 ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ (7.1.15).�¨«¨­¤à¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â.�à ¢­¥­¨ï ¤¢¨�¥­¨ï:
ρ

(
∂V

R

∂t
+ V

R

∂V
R

∂R
+ Vϕ

R
∂V

R

∂ϕ
+ VZ

∂V
R

∂Z
−
V 2

ϕ

R

) == ρF
R
+ ∂τ

RR

∂R + 1
R

∂τ
Rϕ

∂ϕ
+ ∂τ

RZ

∂Z
+ τ

RR
− τϕϕ

R ,

ρ

(
∂Vϕ

∂t
+ V

R

∂Vϕ

∂R
+ Vϕ

R
∂Vϕ

∂ϕ
+ VZ

∂Vϕ

∂Z
+ V

R
Vϕ

R

) == ρFϕ + ∂τ
Rϕ

∂R
+ 1

R
∂τϕϕ

∂ϕ
+ ∂τϕZ

∂Z
+ 2τ

Rϕ

R
,

ρ

(
∂VZ

∂t
+ V

R

∂VZ

∂R
+ Vϕ

R
∂VZ

∂ϕ
+ VZ

∂VZ

∂Z

) == ρFZ + ∂τ
RZ

∂R
+ 1

R
∂τϕZ

∂ϕ
+ ∂τZZ

∂Z
+ τ

RZ

R
,£¤¥ ª®¬¯®­¥­âë â¥­§®à  ­ ¯àï�¥­¨© ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬:

τ
RR

= −P + 2µ ∂VR
∂R

, τϕϕ = −P + 2µ( 1
R

∂Vϕ

∂ϕ
+ V

R

R

)
,

τZZ = −P + 2µ ∂VZ

∂Z
, τ

Rϕ = µ

( 1
R

∂V
R

∂ϕ
+ ∂Vϕ

∂R
−

Vϕ

R

)
,

τϕZ = µ

(
∂Vϕ

∂Z
+ 1

R
∂VZ

∂ϕ

)
, τ

RZ = µ

(
∂VZ

∂R + ∂V
R

∂Z

)
.



Ǒ.6. �à ¢­¥­¨ï ¤¢¨�¥­¨ï ¨ â¥¯«®®¡¬¥­  ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å �¨¤ª®áâ¥© 321�à ¢­¥­¨¥ â¥¯«®¯¥à¥­®á :
ρcp

(
∂T

∂t
+ V

R

∂T

∂R
+ Vϕ

R
∂T

∂ϕ
+ VZ

∂T

∂Z

) == λ

[ 1
R

∂

∂R

(
R ∂T

∂R

)+ 1
R2 ∂2T

∂ϕ2 + ∂2T
∂Z2 ]+ 2µI2.�ä¥à¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â.�à ¢­¥­¨ï ¤¢¨�¥­¨ï:

ρ

(
∂VR

∂t
+VR

∂VR

∂R
+ Vθ

R

∂VR

∂θ
+ Vϕ

R sin θ ∂VR

∂ϕ
−
V 2

θ +V 2
ϕ

R

) = ρFR++ 1
R2 ∂

∂R

(
R2τRR

)+ 1
R sin θ ∂

∂θ

(sin θτRθ

)+ 1
R sin θ ∂τRϕ

∂ϕ
−
τθθ+τϕϕ

R
,

ρ

(
∂Vθ

∂t
+VR

∂Vθ

∂R
+ Vθ

R

∂Vθ

∂θ
+ Vϕ

R sin θ ∂Vθ

∂ϕ
+ VRVθ −V 2

ϕ 
tg θ
R

) = ρFθ++ 1
R2 ∂

∂R

(
R2τRθ

)+ 1
R sin θ ∂

∂θ

(sin θτθθ

)+ 1
R sin θ ∂τθϕ

∂ϕ
+ τRθ −τϕϕ 
tg θ

R
,

ρ

(
∂Vϕ

∂t
+VR

∂Vϕ

∂R
+ Vθ

R

∂Vϕ

∂θ
+ Vϕ

R sin θ ∂Vϕ

∂ϕ
+ VRVϕ+VθVϕ 
tg θ

R

) = ρFϕ++ 1
R2 ∂

∂R

(
R2τRϕ

)+ 1
R sin θ ∂

∂θ

(sin θτθϕ

)+ 1
R sin θ ∂τϕϕ

∂ϕ
+ τRϕ+τθϕ 
tg θ

R
,£¤¥ ª®¬¯®­¥­âë â¥­§®à  ­ ¯àï�¥­¨© ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬:

τRR = −P + 2µ ∂VR

∂R
, τθθ = −P + 2µ( 1

R

∂Vθ

∂θ
+ VR

R

)
,

τϕϕ = −P + 2µ( 1
R sin θ ∂Vϕ

∂ϕ
+ VR

R
+ Vθ 
tg θ

R

)
,

τRθ = µ

( 1
R

∂VR

∂θ
+ ∂Vθ

∂R
− Vθ

R

)
, τRϕ = µ

( 1
R sin θ ∂VR

∂ϕ
+ ∂Vϕ

∂R
−
Vϕ

R

)
,

τθϕ = µ

( 1
R sin θ ∂Vθ

∂ϕ
+ 1
R

∂Vϕ

∂θ
−

Vϕ 
tg θ
R

)
.�à ¢­¥­¨¥ â¥¯«®¯¥à¥­®á :

ρcp

(
∂T

∂t
+ VR

∂T

∂R
+ Vθ

R

∂T

∂θ
+ Vϕ

R sin θ ∂T

∂ϕ

) == λ

R2 [ ∂

∂R

(
R2 ∂T

∂R

)+ 1sin θ ∂

∂θ

(sin θ ∂T
∂θ

)+ 1sin2 θ ∂2T
∂ϕ2 ]+ 2µI2.�â®à®© ¨­¢ à¨ ­â â¥­§®à  áª®à®áâ¥© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¢ áä¥à¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ª®®à¤¨­ â ¨¬¥¥â ¢¨¤:

I2 = ( ∂VR

∂R

)2 + ( 1
R

∂Vθ

∂θ
+ VR

R

)2 + ( 1
R sin θ ∂Vϕ

∂ϕ
+ VR

R
+ Vθ 
tg θ

R

)2++ 12 ( 1
R

∂VR

∂θ
− Vθ

R

)2 + 12 ( 1
R sin θ ∂VR

∂ϕ
+ ∂Vϕ

∂R
−

Vϕ

R

)2++ 12 ( 1
R sin θ ∂Vθ

∂ϕ
+ 1
R

∂Vϕ

∂θ
−
Vϕ 
tg θ

R

)2
.�«ï áâ¥¯¥­­®© �¨¤ª®áâ¨ (7.1.4) ¤¨áá¨¯ â¨¢­ë© ç«¥­ ¢ ãà ¢­¥­¨ïå â¥¯«®¯¥-à¥­®á  ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ 2µI2 = k(2I2) n+12 .
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N0 6. |�. 1323 | 1326.28. �à®ã­èâ¥©­ �. �., �¨è¡¥©­ �. �. �¨¤à®¤¨­ ¬¨ª , ¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ¢¤¨á¯¥àá­ëå á¨áâ¥¬ å. |�.: �¨¬¨ï, 1977. | 280 á.29. �à®ã­èâ¥©­ �. �., �¥£®«¥¢ �. �. �¨¤à®¤¨­ ¬¨ª , ¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ¢ª®«®­­ëå  ¯¯ à â å. |�.: �¨¬¨ï, 1988. | 336 á.30. �ã¡­®¢ �. �., �¨ ­®¢ �. �., � §¥­¨­ �. �., �ãâ¥¯®¢ �. �., � ª¥¥¢ �. �,�¥¬¥­®¢ �. �. � ¯à®¡«¥¬¥ ­ ­¥á¥­¨ï § é¨â­®£® ¬¥â ««¨ç¥áª®£® ¯®ªàëâ¨ï­  ¢®«®ª®­­ë© á¢¥â®¢®¤. // �®ª« ¤ë �� ����.| 1994. |�. 337. |N0 5. |�. 624 | 627.31. �ã¥¢¨ç �. �. � ª®­¢¥ªâ¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨ ª ç áâ¨æ ¬ ª®­¤¥­á¨à®¢ ­­®£®¯®«¨¤¨á¯¥àá­®£® ®¡« ª  â¢¥à¤ëå áä¥à. // �­�.-ä¨§¨ç. �ãà­ «. | 1972. |�. 23. |N0 4. |�. 709 | 712.32. �ã¥¢¨ç �. �., � §¥­¨­ �. �. Ǒà¥¤¥«ì­ë¥ § ¤ ç¨ ® ¯¥à¥­®á¥ â¥¯«  ¨ ¬ ááëª æ¨«¨­¤àã ¨ áä¥à¥, ¯®£àã�¥­­ë¬ ¢ ¨­ä¨«ìâàã¥¬ë© §¥à­¨áâë© á«®©. //Ǒà¨ª«. ¬¥å. ¨ â¥å. ä¨§¨ª . | 1977. |N0 5. | C. 94 | 102.33. �ã¥¢¨ç �. �., �®à­¥¥¢ �. �. � ¬¥�ä §­®¬ ¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­¥ ¢ª®­æ¥­âà¨à®¢ ­­®© ¤¨á¯¥àá­®© á¨áâ¥¬¥. // �­�.-ä¨§¨ç. �ãà­ «. | 1973. |�. 25. |N0 4. |�. 594 | 600.34. �ã¥¢¨ç �. �., �¥«çª®¢  �. �. �¥®«®£¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ®¤­®à®¤­ëå ¬¥«ª®-¤¨á¯¥àá­ëå áãá¯¥­§¨©. �â æ¨®­ à­ë¥ â¥ç¥­¨ï. // �­�.-ä¨§¨ç. �ãà­ «. |1977. |�. 33. |N0 5. |�. 872 | 879.35. �ãâª®¢áª¨© �. �. � à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ á¨áâ¥¬ á à á¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ ¯ à ¬¥âà -¬¨.|�.: � ãª , 1979. | 224 
.36. �íâç¥«®à ��. �¢¥¤¥­¨¥ ¢ ¤¨­ ¬¨ªã �¨¤ª®áâ¨. |�.: �¨à, 1973. | 760 á.37. � ­-� ©ª �. �«ì¡®¬ â¥ç¥­¨© �¨¤ª®áâ¨ ¨ £ § . |�.: �¨à, 1986. | 182 á.38. � ­-� ©ª �.�¥â®¤ë ¢®§¬ãé¥­¨© ¢ ¬¥å ­¨ª¥ �¨¤ª®áâ¨. |�.: �¨à, 1967.|312 á.39. �¨âª®¢ �. �., �®«¯ ­®¢ �. Ǒ., �¥àáâ­¥¢ �. �. �¨¤à ¢«¨ç¥áª®¥ á®¯à®â¨¢-«¥­¨¥ ¨ â¥¯«®¬ áá®®¡¬¥­. |�: � ãª , 1994. | 282 á.40. �®¨­®¢ �. �., Ǒ¥âà®¢ �. �. �¢¨�¥­¨¥ ¯ã§ëà¥© ¢ �¨¤ª®áâ¨. // �â®£¨ ­ ãª¨¨ â¥å­. (¬¥å. �¨¤. ¨ £ § ). | 1976. |�. 10. |�. 86 | 147.41. �®¨­®¢ �. �., Ǒ¥âà®¢ �. �. � â¥ç¥­¨ïå á § ¬ª­ãâë¬¨ «¨­¨ï¬¨ â®ª  ¨¤¢¨�¥­¨¨ ª ¯¥«ì ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á . // �§¢. �� ����, �¥å.�¨¤. ¨ £ § . | 1987. |N0 5. | �. 61 | 70.42. �®¨­®¢ �. �., �®«®¢¨­ �. �., Ǒ¥âà®¢ �. �. �¢¨�¥­¨¥ í««¨¯á®¨¤ «ì­®£®¯ã§ëàï ¢ �¨¤ª®áâ¨ ¬ «®© ¢ï§ª®áâ¨. // Ǒà¨ª«. ¬¥å. ¨ â¥å. ä¨§¨ª . | 1970. |
N0 3. |�. 76 | 81.



324 �¯¨á®ª «¨â¥à âãàë43. �®¨­®¢ �. �., Ǒ¥âà®¢ �. �., �à £¥à �. �. � ¬®¤¥«¨ â¥ç¥­¨ï ¢­ãâà¨ �¨¤ª®©ª ¯«¨, ®¡â¥ª ¥¬®© £ §®¬. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1989. |
N0 6. |�. 167 | 170.44. �®«®éãª �. �., �¥¤ã­®¢ �. �. Ǒà®æ¥ááë ª® £ã«ïæ¨¨ ¢ ¤¨á¯¥àá­ëå á¨áâ¥-¬ å. |�.: �¨¤à®¬¥â¥®¨§¤ â, 1975. | 320 á.45. �®à®­æ®¢ �. �., � ­ ­ ©ª® �. �. �¥¯«®®¡¬¥­ ¢ �¨¤ª¨å ¯«¥­ª å. | �¨¥¢:�¥å­iª , 1972. | 196 á.46. �ã«¨á �. �., � èª à®¢ �. Ǒ. �¥®à¨ï áâàã© ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨. |�.: � ãª ,1965. | 432 á.47. � «ì¯¥à¨­ �. �., �®è¥¢ �. �., �â¥¯ ­®¢  �. �. �¥à¬®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥á¢®©áâ¢  ¯« áâ¨ä¨æ¨à®¢ ­­®© íâ¨«æ¥««î«®§ë. // �®««®¨¤­ë© �ãà­ «. |1961. |�. 23. |N0 1. |�. 8 | 11.48. �¥àèã­¨ �. �., �ãå®¢¨æª¨© �. �. �®­¢¥ªâ¨¢­ ï ãáâ®©ç¨¢®áâì ­¥á�¨¬ ¥¬®©�¨¤ª®áâ¨. |�: � ãª , 1972. | 392 á.49. �¥àèã­¨ �. �., �ãå®¢¨æª¨© �. �., �¥¯®¬­ïé¨© �. �. �áâ®©ç¨¢®áâì ª®­-¢¥ªâ¨¢­ëå â¥ç¥­¨©. |�: � ãª , 1989. | 319 á.50. �®«®¢¨­ �. �. �«¨ï­¨¥ íää¥ªâ®¢ � à ­£®­¨ ­  £¨¤à®¤¨­ ¬¨ªã ¨ ¬ áá®¯¥-à¥­®á ¯à¨ �¨¤ª®áâ­®© íªáâà ªæ¨¨. // �¨áá. ª ­¤. â¥å. ­ ãª. |M.: �����¨¬. �.�.� à¯®¢ , 1989. | 208 á.51. �®«®¢¨­ �. �., �ï§ ­æ¥¢ �. �. �à¥©ä à¥ £¨àãîé¥© ª ¯«¨, ¢ë§¢ ­­ë©å¥¬®ª®­æ¥­âà æ¨®­­ë¬ ª ¯¨««ïà­ë¬ íää¥ªâ®¬. // �§¢. �� ����, �¥å.�¨¤. ¨ £ § . | 1990. |N0 3. | �. 51 | 61.52. �®«®¢¨­ �. �., �ã¯ «® �. Ǒ., �ï§ ­æ¥¢ �. �. � å¥¬®â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¬íää¥ªâ¥ ¯à¨ ¤¢¨�¥­¨¨ ª ¯«¨ ¢ �¨¤ª®áâ¨. // �®ª« ¤ë �� ����.| 1986.|�. 290. |N0 1. |�. 35 | 39.53. �®«®¢¨­ �. �., �ã¯ «® �. Ǒ., �ï§ ­æ¥¢ �. �. �¥¬®ª®­æ¥­âà æ¨®­­ë©ª ¯¨««ïà­ë© íää¥ªâ ¯à¨ ¤¢¨�¥­¨¨ ª ¯«¨ ¢ �¨¤ª®áâ¨. // �§¢. �� ����,�¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1988. |N0 1. |�. 147 | 154.54. �®«®¢¨­ �. �., �¨¢®âï£¨­ �. �. �«¨ï­¨¥ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨­  ¬ áá®¯¥à¥­®á ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. // �¥áâ­¨ª ���.�¥à. 1 (¬ â. ¨ ¬¥å.). | 1979. |N0 4. |�. 77 | 83.55. �®«®¢¨­ �. �., �¨¢®âï£¨­ �. �. �¥áâ æ¨®­ à­ë© ª®­¢¥ªâ¨¢­ë© ¬ áá®¯¥-à¥­®á ¢­ãâà¨ ª ¯«¨ ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. // Ǒà¨ª«. ¬ â. ¨ ¬¥å. |1983. |�. 47. |N0 5. |�. 771 | 780.56. �®«ì¤èâ¨ª �. �. Ǒà®æ¥ááë ¯¥à¥­®á  ¢ §¥à­¨áâ®¬ á«®¥. | �®¢®á¨¡¨àáª:���, 1984. | 164 á.57. �®­®à �. �., �¨¢ª¨­¤ �. �. �¨­ ¬¨ª  ª ¯«¨. // �â®£¨ ­ ãª¨ ¨ â¥å­. (¬¥å.�¨¤. ¨ £ § ). | 1982. |�. 17.58. �ã¯ «® �. Ǒ., �ï§ ­æ¥¢ �. �. �¨ääã§¨ï ª ç áâ¨æ¥ ¢ á«ãç ¥ á¤¢¨£®¢®£® â¥-ç¥­¨ï ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨. Ǒà¨¡«¨�¥­¨¥ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï. //Ǒà¨ª«. ¬ â. ¨ ¬¥å. | 1972. |�. 36. |N0 3. |�. 475 | 479.59. �ã¯ «® �. Ǒ., �ï§ ­æ¥¢ �. �. � â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¬ ¤¢¨�¥­¨¨ �¨¤ª®áâ¨á® á¢®¡®¤­®© ¯®¢¥àå­®áâìî ¯à¨ ­¥«¨­¥©­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®£®­ âï�¥­¨ï ®â â¥¬¯¥à âãàë. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1988. |
N0 5. |�. 132 | 137.60. �ã¯ «® �. Ǒ., Ǒ®«ï­¨­ �. �., �ï§ ­æ¥¢ �. �. � áá®â¥¯«®®¡¬¥­ à¥ £¨àãî-é¨å ç áâ¨æ á ¯®â®ª®¬.|�.: � ãª , 1985. | 336 á.61. �ã¯ «® �. Ǒ., Ǒ®«ï­¨­ �. �., �ï§ ­æ¥¢ �. �. �¥ª®â®àë¥ ®¡é¨¥ á®®â­®-è¥­¨ï ¨­¢ à¨ ­â­®áâ¨ ¢ § ¤ ç å ® ª®­¢¥ªâ¨¢­®¬ â¥¯«®- ¨ ¬ áá®®¡¬¥­¥ ¯à¨¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § .|1981.|N0 6.|�. 92 | 97.62. �ã¯ «® �. Ǒ., Ǒ®«ï­¨­ �. �., �ï§ ­æ¥¢ �. �.� ¤¨ääã§¨¨ ª æ¥¯®çª¥ ª ¯¥«ì(¯ã§ëà¥©) ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § .|1978. |N0 1. | �. 59 | 69.



�¯¨á®ª «¨â¥à âãàë 32563. �ã¯ «® �. Ǒ., Ǒ®«ï­¨­ �. �., �ï§ ­æ¥¢ �. �. � ¬ áá®®¡¬¥­¥ ç áâ¨æ,à á¯®«®�¥­­ëå ­  ®á¨ ¯®â®ª , ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. // �§¢. �� ����,�¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1977. |N0 2. |�. 64 | 74.64. �ã¯ «® �. Ǒ., Ǒ®«ï­¨­ �. �., �ï§ ­æ¥¢ �. �. � ­¥áâ æ¨®­ à­®¬ ¬ áá®-®¡¬¥­¥ ª ¯«¨ ¢ ¯®â®ª¥ ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨. // Ǒà¨ª«. ¬ â. ¨ ¬¥å. | 1977. |�. 41. |N0 2. |�. 307 | 311.65. �ã¯ «® �. Ǒ., �¥¤­¨ª®¢ �. �., �ï§ ­æ¥¢ �. �. �¥à¬®ª ¯¨««ïà­ë© ¤à¥©äª ¯«¨ ¯à¨ ­¥«¨­¥©­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ­®£® ­ âï�¥­¨ï ®â â¥¬¯¥à -âãàë. // Ǒà¨ª«. ¬ â. ¨ ¬¥å. | 1989. |�. 53. |N0 3. |�. 433 | 442.66. �ã¯ «® �. Ǒ., �ï§ ­æ¥¢ �. �., �¥à£¥¥¢ �. �. �¨ääã§¨®­­ë© ¯®â®ª ­ ¤¥ä®à¬¨à®¢ ­­ë© £ §®¢ë© ¯ã§ëàì ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å �¥©­®«ì¤á . // �§¢.�� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1976. |N0 4. |�. 70 | 76.67. �ã¯ «® �. Ǒ., �ï§ ­æ¥¢ �. �., �«¨­ �. �. �¨ääã§¨ï ª ç áâ¨æ¥ ¢ ®¤­®-à®¤­®¬ ¯®áâã¯ â¥«ì­®-á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥. // Ǒà¨ª«. ¬ â. ¨ ¬¥å. | 1975. |�. 39. |N0 3. |�. 497 | 504.68. �ã¯ «® �. Ǒ., Ǒ®«ï­¨­ �. �., Ǒàï¤ª¨­ Ǒ. �. ¨ ¤à. � ­¥áâ æ¨®­ à­®¬¬ áá®®¡¬¥­¥ ª ¯«¨ ¢ ¯®â®ª¥ ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨. // Ǒà¨ª«. ¬ â. ¨ ¬¥å. |1978. |�. 42. |N0 3. |�. 441 | 449.69. �ã¯ «® �. Ǒ., Ǒ®«ï­¨­ �. �., �ï§ ­æ¥¢ �. �. ¨ ¤à. � ª®­¢¥ªâ¨¢­®¬¬ áá®®¡¬¥­¥ ¢ á¨áâ¥¬¥ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨ à á¯®«®�¥­­ëå áä¥à. // Ǒà¨ª«. ¬¥å.¨ â¥å. ä¨§¨ª . | 1979. |N0 4. |�. 39 | 41.70. � ­ª¢¥àâá Ǒ. �. � §®�¨¤ª®áâ­ë¥ à¥ ªæ¨¨. |�.: �¨¬¨ï, 1973. | 296 á.71. �¥¢­¨­ �. �. �íà®¬¥å ­¨ª  ¯«®å®®¡â¥ª ¥¬ëå ª®­áâàãªæ¨©. �¯à ¢®ç­¨ª. |�.: �ã¤®áâà®¥­¨¥, 1983. | 332 á.72. �¨«ì¬ ­ �. �., Ǒ®«ï­¨­ �. �. �¥â®¤ë ¬®¤¥«ì­ëå ãà ¢­¥­¨© ¨  ­ «®£¨© ¢å¨¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®£¨¨. |�.: �¨¬¨ï, 1988. | 304 á.73. �¨�¨­ �. �. � ¬¨­ à­ë© ¯®£à ­¨ç­ë© á«®© ­¥­ìîâ®­®¢áª®© �¨¤ª®áâ¨(ª ç¥áâ¢¥­­®¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥). // Ǒà¨ª«. ¬¥å. ¨ â¥å. ä¨§¨ª . | 1987.|N0 3.|�. 71 | 81.74. �¨�¨­ �. �., �ä¨¬æ¥¢ �. �. � â¥ç¥­¨ïå ¢ ¯«®áª®¬ « ¬¨­ à­®¬ ¯®£à ­¨ç-­®¬ á«®¥ ¤¨« â ­â­ëå �¨¤ª®áâ¥©. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . |1977. |N0 5. | �. 164 | 168.75. �ãª ãáª á �., �î£�¤  �. �¥¯«®®â¤ ç  æ¨«¨­¤à  ¢ ¯®¯¥à¥ç­®¬ ¯®â®ª¥�¨¤ª®áâ¨. | �¨«ì­îá: �®ªá« á, 1979. | 237 á.76. �ãà®¢ �. �. �¡â¥ª ­¨¥ ¯®à¨áâ®£® æ¨«¨­¤à  á¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬. // �¥®à.®á­®¢ë å¨¬. â¥å­®«. | 1995. |�. 29. |N0 2. | �. 213 | 216.77. �ãà®¢ �. �., Ǒ®«ï­¨­ �. �., Ǒ®â ¯®¢ �. �. �¡â¥ª ­¨¥ ¯®à¨áâ®© ç áâ¨æëá¤¢¨£®¢ë¬ ¯®â®ª®¬. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1995. |N0 3. |�. 113 | 120.78. � ©æ¥¢ �. �., Ǒ®«ï­¨­ �. �. �¨­ ¬¨ª  áä¥à¨ç¥áª®£® ¯ã§ëàï ¢ ­¥­ìîâ®­®¢-áª¨å �¨¤ª®áâïå. // �¥®à. ®á­®¢ë å¨¬. â¥å­®«. | 1992. | �. 26. | N0 2. |�. 236 | 242.79. � ©æ¥¢ �. �., Ǒ®«ï­¨­ �. �. � â®ç­ëå à¥è¥­¨ïå ãà ¢­¥­¨© ¯®£à ­¨ç­®£®á«®ï áâ¥¯¥­­ëå �¨¤ª®áâ¥©. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1989. |
N0 5. |�. 39 | 42.80. � ©æ¥¢ �. �., Ǒ®«ï­¨­ �. �. �¯à ¢®ç­¨ª ¯® ­¥«¨­¥©­ë¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì-­ë¬ ãà ¢­¥­¨ï¬. Ǒà¨«®�¥­¨ï ¢ ¬¥å ­¨ª¥, â®ç­ë¥ à¥è¥­¨ï. | �.: � ãª ,1993. | 464 á.81. �¨­ç¥­ª® �. �. � à áç¥âã £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï ª ¯¥«ì ¯à¨¬ «ëå ç¨á« å �¥©­®«ì¤á . // Ǒà¨ª«. ¬ â. ¨ ¬¥å. | 1978. |�. 42. |N0 5. |�. 955 | 959.82. �¨­ç¥­ª® �. �. �¥¤«¥­­®¥  á¨¬¬¥âà¨ç­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ ¤¢ãå ª ¯¥«ì ¢ ¢ï§ª®©áà¥¤¥. // Ǒà¨ª«. ¬ â. ¨ ¬¥å. | 1980. | �. 44. |N0 1. |�. 49 | 59.



326 �¯¨á®ª «¨â¥à âãàë83. �®ää¥ �. �., Ǒ¨áì¬¥­ �. �. �­�¥­¥à­ ï å¨¬¨ï £¥â¥à®£¥­­®£® ª â «¨§ . |�.: �¨¬¨ï, 1972. | 462 á.84. � £ ­®¢ �. �. �¡ ãáâ ­®¢¨¢è¥¬áï « ¬¨­ à­®¬ â¥ç¥­¨¨ ­¥á�¨¬ ¥¬®© �¨¤-ª®áâ¨ ¢ ¯«®áª®¬ ª ­ «¥ ¨ ªàã£«®© æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®© âàã¡¥ á ãç¥â®¬ â¥¯«®âëâà¥­¨ï ¨ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¢ï§ª®áâ¨ ®â â¥¬¯¥à âãàë. // Ǒà¨ª«. ¬¥å. ¨ â¥å. ä¨§¨-ª . | 1962. |N0 3. | �. 96 | 99.85. � ¤¥à �. �., �£«®¬ �. �. �«¨ï­¨¥ è¥à®å®¢ â®áâ¨ ¨ ¯à®¤®«ì­®£® £à ¤¨¥­â ¤ ¢«¥­¨ï ­  âãà¡ã«¥­â­ë¥ ¯®£à ­¨ç­ë¥ á«®¨. // �â®£¨ ­ ãª¨ ¨ â¥å­. (¬¥å.�¨¤. ¨ £ § ). | 1984. |�. 18. |�. 3 | 111.86. � àá«®ã �., �£¥à �. �¥¯«®¯à®¢®¤­®áâì â¢¥à¤ëå â¥«. | �.: � ãª , 1964. |488 á.87. � á âª¨­ �. �. �á­®¢­ë¥ ¯à®æ¥ááë ¨  ¯¯ à âë å¨¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®£¨¨. |�.: �¨¬¨ï, 1973. | 754 á.88. �®««¨­§ �. �¥ç¥­¨ï �¨¤ª®áâ¥© ç¥à¥§ ¯®à¨áâë¥ ¬ â¥à¨ «ë. | �.: �¨à,1964. | 351 
.89. �®à­ �., �®à­ �. �¯à ¢®ç­¨ª ¯® ¬ â¥¬ â¨ª¥. |�.: � ãª , 1984. | 832 á.90. �®ã« ��. �¥â®¤ë ¢®§¬ãé¥­¨© ¢ ¯à¨ª« ¤­®© ¬ â¥¬ â¨ª¥. | �.: �¨à,1972. | 274 á.91. �®ç¨­ �. �., �¨¡¥«ì �. �., �®§¥ �. �. �¥®à¥â¨ç¥áª ï £¨¤à®¬¥å ­¨ª .� áâì 1. |�.: �����, 1955. | 560 á.92. �ãà¤î¬®¢ �. �., Ǒ®«ï­¨­ �. �. � ¬ áá®®¡¬¥­¥ ç áâ¨æ, ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥©¢ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1990. |N0 4. |�. 137 | 141.93. �ãâ â¥« ¤§¥ �. �. �á­®¢ë â¥®à¨¨ â¥¯«®®¡¬¥­ . |�.: �â®¬¨§¤ â, 1979. |416 á.94. �ãâ â¥« ¤§¥ �. �. �¥¯«®¯¥à¥¤ ç  ¨ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®¥ á®¯à®â¨¢«¥­¨¥. |�.: �­¥à£® â®¬¨§¤ â, 1990. | 367 á.95. �ãâ¥¯®¢ �. �., �â¥à¬ ­ �. �., �âîè¨­ �. �. �¨¤à®¤¨­ ¬¨ª  ¨ â¥¯«®®¡-¬¥­ ¯à¨ ¯ à®®¡à §®¢ ­¨¨. |�.: �ëáè ï èª®« , 1977. | 352 á.96. � ¢à¥­âì¥¢ �. �., � ¡ â �. �. �¥â®¤ë â¥®à¨¨ äã­ªæ¨© ª®¬¯«¥ªá­®£®¯¥à¥¬¥­­®£®. |�.: � ãª , 1973. | 736 á.97. � ¬¡ �. �¨¤à®¤¨­ ¬¨ª . |�.: �®áâ¥å¨§¤ â, 1947. | 928 á.98. � ­¤ ã �. �., �¨äè¨æ �. �. �¨¤à®¤¨­ ¬¨ª . |�.: � ãª , �����, 1986.|736 á.99. �¥¢¨æª¨© �. Ǒ., �ã«ì¬ ­ �. Ǒ. �¨­ ¬¨ª  ¨ â¥¯«®¬ áá®®¡¬¥­ ¯ã§ëàìª®¢ ¢¯®«¨¬¥à­ëå �¨¤ª®áâïå. |�¨­áª: � ãª  ¨ â¥å­¨ª , 1990. | 175 á.100. �¥¢¨ç �. �. �¨§¨ª®-å¨¬¨ç¥áª ï £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª . | �.: �¨§¬ â«¨â, 1959. |670 á.101. �¥¢¨ç �. �., �àë«®¢ �. �., �®à®â¨«¨­ �. Ǒ. � â¥®à¨¨ ­¥áâ æ¨®­ à­®©¤¨ääã§¨¨ ¨§ ¤¢¨�ãé¥©áï ª ¯«¨. // �®ª« ¤ë �� ����.|1965.|�. 161.|
N0 3. |�. 648 | 652.102. �¥åâ¬ å¥à �. �. �á �¤¥­¨¥ ç áâ¨æ ¨§ « ¬¨­ à­®£® ¯®â®ª  ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨®â ç¨á«  Ǒ¥ª«¥. // �­�.-ä¨§¨ç. �ãà­ «.| 1971.|�. 20.|N0 3.|�. 546|549.103. �®©æï­áª¨© �. �.�¥å ­¨ª  �¨¤ª®áâ¨ ¨ £ § .|�.: � ãª , �����, 1987.|840 á.104. �ëª®¢ �. �. �¥®à¨ï â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨. |�.: �ëáè ï èª®« , 1967. | 600 á.105. � ª-� å« ­ �. �. �¥®à¨ï ¨ ¯à¨«®�¥­¨ï äã­ªæ¨© � âì¥.|�.: �§¤. ¨­®áâà.«¨â¥à., 1953. | 476 á.106. �¨§ãè¨­  �., �ãà¨¢ ª¨ �. �¥¯«®®¡¬¥­ ¯à¨ « ¬¨­ à­®¬ â¥ç¥­¨¨ ¯á¥¢¤®-¯« áâ¨ç­ëå �¨¤ª®áâ¥© ¢ ªàã£«®© âàã¡¥. // � á¡. ý�¥¯«®- ¨ ¬ áá®¯¥à¥­®áþ,�. 3. |�¨­áª, 1968.



�¯¨á®ª «¨â¥à âãàë 327107. �®è¥¢ �. �., �¢ ­®¢ �. �. �¥®«®£¨ç¥áª®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ ª®­æ¥­âà¨à®¢ ­­ëå­¥­ìîâ®­®¢áª¨å áãá¯¥­§¨©. |�.: � ãª , 1990. | 89 á.108. �î««¥à �., �¥â®èª¨­ �. �., � §¥­¨­ �. �., � ­­ �. �., �ãâ¥¯®¢ �. �.�¥®«®£¨ç¥áª®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ £ §®�¨¤ª®áâ­ëå ¯¥­. // �ãà­ « ¯à¨ª«. å¨¬¨¨. |1989. |�. 62. |N0 3. |�. 580 | 585.109. � ©¤¥­®¢ �. �. �¥¨§®â¥à¬¨ç¥áª ï ­¥ãáâ®©ç¨¢®áâì ¤¢¨�¥­¨ï ¢ï§ª®¯« áâ¨ç-­ëå �¨¤ª®áâ¥© ¢ âàã¡ å. // �¥¯«®ä¨§. ¢ëá®ª¨å â¥¬¯¥à âãà. | 1990. |�. 28. |N0 3. |�. 512 | 517.110. � ©¤¥­®¢ �. �. �¡ ¨­â¥£à «ì­ëå ãà ¢­¥­¨ïå, ®¯¨áë¢ îé¨å à á¯à¥¤¥«¥­¨¥â¥¬¯¥à âãàë ¢ ¯«®áª®¬ â¥ç¥­¨¨ ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å áà¥¤. // Ǒà¨ª«. ¬¥å. ¨ â¥å.ä¨§¨ª . | 1983. |N0 5. |�. 103 | 109.111. � ©¤¥­®¢ �. �. � ­¥«¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨ïå  ¢â®¬®¤¥«ì­®£® ­¥¨§®â¥à¬¨ç¥áª®-£® ¤¢¨�¥­¨ï ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨. // �ãà­. ¢ëç¨á«. ¬ â. ¨ ¬ â. ä¨§¨ª¨. |1988. |�. 28. |N0 12. |�. 1884 | 1896.112. � ©¤¥­®¢ �. �., Ǒ®«ï­¨­ �. �. � ª®­¢¥ªâ¨¢­®-â¥¯«®¢ëå íää¥ªâ å ¢ â¥®à¨¨ä¨«ìâà æ¨¨ ¨ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª¥. // �®ª« ¤ë �� ����. | 1984. | �. 279. |
N0 3. |�. 575 | 579.113. � ©¤¥­®¢ �. �., Ǒ®«ï­¨­ �. �. � ­¥ª®â®àëå ­¥¨§®â¥à¬¨ç¥áª¨å â¥ç¥­¨ïå�¨¤ª®áâ¨. // Ǒà¨ª«. ¬¥å. ¨ â¥å. ä¨§¨ª . | 1990. |N0 3. |�. 83 | 92.114. � ©äí �. �¥â®¤ë ¢®§¬ãé¥­¨©. |�.: �¨à, 1976. | 456 á.115. � ª®àïª®¢ �. �., Ǒ®ªãá ¥¢ �. �., �à¥©¡¥à �. �. �®«­®¢ ï ¤¨­ ¬¨ª  £ §®- ¨¯ à®�¨¤ª®áâ­ëå áà¥¤. |�.: �­¥à£® â®¬¨§¤ â, 1990. | 247 á.116. � â ­á®­ �. �. �¨ääã§¨®­­®¥ ®á �¤¥­¨¥  íà®§®«¥© ­  ®¡â¥ª ¥¬®¬ æ¨«¨­-¤à¥ ¯à¨ ¬ «ëå ª®íää¨æ¨¥­â å § å¢ â . // �®ª« ¤ë �� ����. | 1957. |�. 112. |N0 1. |�. 100 | 103.117. �¨£¬ âã«¨­ �. �. �¨­ ¬¨ª  ¬­®£®ä §­ëå áà¥¤. �. 1.|�.: � ãª , 1987.|464 
.118. �¨£¬ âã«¨­ �. �.�á­®¢ë ¬¥å ­¨ª¨ £¥â¥à®£¥­­ëå áà¥¤.|�: � ãª , 1978.|336 á.119. �¨§¬¥¥¢ �. �., �¨­¥­ª®¢ �. �., �ã¬« ¤§¥ �. �. �¥¯«®¢®© ¢§àë¢ ¯à¨â¥ç¥­¨¨ ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨å áà¥¤ ¢ ªàã£«®© âàã¡¥. // �­�.-ä¨§¨ç. �ãà­ «. |1988. |�. 55. |N0 2. |�. 212 | 217.120. �£¨¡ «®¢ Ǒ. �., �¨à§ ¤� ­§ ¤¥ �. �. �¥áâ æ¨®­ à­ë¥ ¤¢¨�¥­¨ï ¢ï§ª®-¯« áâ¨ç­ëå áà¥¤. |�.: �§¤. ���, 1970. | 416 á.121. Ǒ ¢«®¢ �. �. � â¥®à¨¨ ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï ­¥­ìîâ®­®¢áª¨å ­¥«¨­¥©­®-¢ï§ª¨åáà¥¤. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1978. |N0 3. |�. 26 | 33.122. Ǒ áª®­®¢ �. �., Ǒ®«¥� ¥¢ �. �., �ã¤®¢ �. �. �¨á«¥­­®¥ ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¥¯à®æ¥áá®¢ â¥¯«®- ¨ ¬ áá®®¡¬¥­ . |�.: � ãª , 1984. | 288 á.123. Ǒ¥à«¬ãââ¥à �. �áâ®©ç¨¢®áâì å¨¬¨ç¥áª¨å à¥ ªâ®à®¢. |�.: �¨¬¨ï, 1976. |256 á.124. Ǒ¥àà¨ ��. �¯à ¢®ç­¨ª ¨­�¥­¥à -å¨¬¨ª , â. 1. |�.: �¨¬¨ï, 1969. | 640 á.125. Ǒ¥âà®¢ �. �. �­ãâà¥­­¥¥ â¥ç¥­¨¥ ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¢ï§ª¨å ª ¯¥«ì. // �¥áâ-­¨ª ���. �¥à. 1 (¬ â. ¨ ¬¥å.). | 1988. |N0 3. |�. 85 | 88.126. Ǒ¥âà®¢ �. �. �à¨¢®«¨­¥©­®¥ ¤¢¨�¥­¨¥ í««¨¯á®¨¤ «ì­®£® ¯ã§ëàï. // Ǒà¨ª«.¬¥å. ¨ â¥å. ä¨§¨ª . | 1972. |N0 3. |�. 90 | 93.127. Ǒ¥âà®¢ �. �. �ª®à®áâì ¤¨áá¨¯ æ¨¨ í­¥à£¨¨ ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨ á ãá«®¢¨-¥¬ ¤«ï ª á â¥«ì­®£® ­ ¯àï�¥­¨ï ­  £à ­¨ç­®© «¨­¨¨ â®ª . // �®ª« ¤ë�� ����.| 1989. |�. 304. |N0 5. |�. 1082 | 1086.128. Ǒ¥âà®¢ �. �. �¨àªã«ïæ¨ï ¢­ãâà¨ ¢ï§ª¨å ¤¥ä®à¬¨à®¢ ­­ëå ª ¯¥«ì, ¤¢¨�ã-é¨åáï ¢ £ §¥ á ¯®áâ®ï­­®© áª®à®áâìî. // Ǒà¨ª«. ¬¥å. ¨ â¥å. ä¨§¨ª .|1989.|
N0 6. |�. 127 | 134.129. Ǒ¥âãå®¢ �. �. �¥¯«®®¡¬¥­ ¨ á®¯à®â¨¢«¥­¨¥ ¯à¨ « ¬¨­ à­®¬ â¥ç¥­¨¨ �¨¤-ª®áâ¨ ¢ âàã¡ å. |�.: �­¥à£¨ï, 1967. | 412 á.



328 �¯¨á®ª «¨â¥à âãàë130. Ǒ®¢¨æª¨© �. �., �î¡¨­ �. �. �á­®¢ë ¤¨­ ¬¨ª¨ ¨ â¥¯«®¬ áá®®¡¬¥­  �¨¤-ª®áâ¥© ¨ £ §®¢ ¯à¨ ­¥¢¥á®¬®áâ¨. |�.: � è¨­®áâà®¥­¨¥, 1972. | 252 á.131. Ǒ®«¥� ¥¢ �. �., �ã­í �. �., �¥à¥§ã¡ �. �. ¨ ¤à. � â¥¬ â¨ç¥áª®¥ ¬®¤¥-«¨à®¢ ­¨¥ ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® â¥¯«®¬ áá®®¡¬¥­  ­  ®á­®¢¥ ãà ¢­¥­¨© � ¢ì¥ |�â®ªá . |�.: � ãª , 1987. | 272 á.132. Ǒ®«ã¡ à¨­®¢ -�®ç¨­  Ǒ. �. �¥®à¨ï ¤¢¨�¥­¨ï £àã­â®¢ëå ¢®¤. |�.: � ãª ,1977. | 664 á.133. Ǒ®«ï­¨­ �. �. �á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨©  ­ «¨§ ­¥ª®â®àëå ­¥«¨­¥©­ëå § ¤ ç ®¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­¥ ç áâ¨æ á ¯®â®ª®¬ ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. // �®ª« ¤ë�� ����.| 1982. |�. 264. |N0 6. |�. 1322 | 1326.134. Ǒ®«ï­¨­ �. �.� ç¥áâ¢¥­­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¢­ãâà¥­­¨å § ¤ ç ­¥áâ æ¨®­ à­®£®ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® ¬ áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­  ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. // �¥®à.®á­®¢ë å¨¬. â¥å­®«. | 1984. |�. 18. |N0 3. | �. 284 | 296.135. Ǒ®«ï­¨­ �. �. �¥«¨­¥©­ ï § ¤ ç  ® ­¥áâ æ¨®­ à­®¬ ¬ áá®®¡¬¥­¥ ª ¯«¨ ¯à¨á®¨§¬¥à¨¬ëå ä §®¢ëå á®¯à®â¨¢«¥­¨ïå. // �®ª« ¤ë �� ����. | 1983. |�. 272. |N0 4. |�. 820 | 824.136. Ǒ®«ï­¨­ �. �. �¡ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¨ ­¥«¨­¥©­ëå ­¥áâ æ¨®­ à­ëå ãà ¢­¥­¨©ª®­¢¥ªâ¨¢­®£® â¥¯«®- ¨ ¬ áá®®¡¬¥­ . // �®ª« ¤ë �� ����. | 1980. |�. 251. |N0 4. |�. 817 | 820.137. Ǒ®«ï­¨­ �. �. � ¤¨ääã§¨®­­®¬ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¨ ª ¯¥«ì ¢ �¨¤ª®áâ¨. // �§¢.�� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1978. |N0 2. |�. 44 | 56.138. Ǒ®«ï­¨­ �. �. � ¤¨ääã§¨®­­®¬ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¨ â¢¥à¤ëå ç áâ¨æ ¯à¨ ¡®«ì-è¨å ç¨á« å Ǒ¥ª«¥. // Ǒà¨ª«. ¬ â. ¨ ¬¥å. | 1978. |�. 42.|N0 2.|�. 301|312.139. Ǒ®«ï­¨­ �. �. � áâàãªâãà¥ ¤¨ääã§¨®­­®£® á«¥¤  ¯®£«®é îé¥© ç áâ¨æë¢¡«¨§¨ ªà¨â¨ç¥áª¨å «¨­¨©. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1977. |
N0 3. |�. 82 | 86.140. Ǒ®«ï­¨­ �. �. � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢ ¤¨ääã§¨®­­®¬ á«¥¤¥ ç áâ¨æë,­ å®¤ïé¥©áï ¢ áâ®ªá®¢®¬ ¯®â®ª¥. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . |1977. |N0 1. | �. 176 | 179.141. Ǒ®«ï­¨­ �. �. �à¥å¬¥à­ë¥ § ¤ ç¨ ¤¨ääã§¨®­­®£® ¯®£à ­¨ç­®£® á«®ï. //Ǒà¨ª«. ¬¥å. ¨ â¥å. ä¨§¨ª . | 1984. |N0 4. | �. 71 | 81.142. Ǒ®«ï­¨­ �. �., �ï§ì¬¨­ �. �. � áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ç áâ¨æ á ¯®â®ª®¬. //�¥®à. ®á­®¢ë å¨¬. â¥å­®«. | 1995. |�. 29. |N0 2. | �. 141 | 153.143. Ǒ®«ï­¨­ �. �., �ï§ì¬¨­ �. �. � áá®- ¨ â¥¯«®®¡¬¥­ ª ¯¥«ì ¨ ¯ã§ëà¥© á¯®â®ª®¬. // �¥®à. ®á­®¢ë å¨¬. â¥å­®«. | 1995. | �. 29. | N0 3. | �. 249 |260.144. Ǒ®«ï­¨­ �. �., �à®å¨­ �. �. � â¥¯«®®¡¬¥­¥ â¥« á«®�­®© ä®à¬ë. // �¥®à.®á­®¢ë å¨¬. â¥å­®«. | 1990. |�. 24. |N0 1. | �. 12 | 19.145. Ǒ®«ï­¨­ �. �., Ǒàï¤ª¨­ Ǒ. �. � ¤¢ãå § ¤ ç å ª®­¢¥ªâ¨¢­®© ¤¨ääã§¨¨ ª¯®¢¥àå­®áâï¬ ¯«®å®®¡â¥ª ¥¬ëå â¥«. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . |1978. |N0 6. | �. 104 | 109.146. Ǒ®«ï­¨­ �. �., �¥¢æ®¢  �. �. � áá®®¡¬¥­ ª ¯¥«ì ¨ ç áâ¨æ á ¯®â®ª®¬ ¯à¨­ «¨ç¨¨ ®¡ê¥¬­®© å¨¬¨ç¥áª®© à¥ ªæ¨¨. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨£ § . | 1987. |N0 6. |�. 109 | 113.147. Ǒ®«ï­¨­ �. �., �¥¢æ®¢  �. �. � ­¥áâ æ¨®­ à­®¬ ¬ áá®®¡¬¥­¥ ª ¯«¨(¯ã§ëàï) ¢ âà¥å¬¥à­®¬ á¤¢¨£®¢®¬ ¯®â®ª¥. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨£ § . | 1986. |N0 6. |�. 111 | 119.148. Ǒ®«ï­¨­ �. �., �ãà¤î¬®¢ �. �., �¨«ì¬ ­ �. �. �¥â®¤  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®©ª®àà¥ªæ¨¨ ¢ § ¤ ç å å¨¬¨ç¥áª®© â¥å­®«®£¨¨. // �¥®à. ®á­®¢ë å¨¬. â¥å­®«.|1992. |�. 26. |N0 5. |�. 494 | 509.149. Ǒ®«ï­¨­ �. �., �¥¢æ®¢  �. �., �®¢ ç¥¢  �. �. �¥«¨­¥©­ë¥ § ¤ ç¨ â¥¯«®- ¨¬ áá®®¡¬¥­  ¯à¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå ª®íää¨æ¨¥­â å ¯¥à¥­®á . // �¥®à. ®á­®¢ë å¨¬.â¥å­®«. | 1990. | �. 24. |N0 6. |�. 723 | 734.



�¯¨á®ª «¨â¥à âãàë 329150. Ǒ®¯®¢ �. �. �ç¥â ¯à®¤®«ì­®© ¤¨ääã§¨¨ ¯à¨ â¥ç¥­¨¨ ¢ ª ­ «¥. // �§¢. ������, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1973. |N0 6. |�. 63 | 73.151. Ǒ®â ¯®¢ �. �., �¥à¥¡àïª®¢  �. �., �à®è¨­ �. �. �§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ¯®à¨áâëåáä¥à¨ç¥áª¨å â¥«, ®¡â¥ª ¥¬ëå ¬¥¤«¥­­ë¬ ¯®â®ª®¬ ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨. // �§¢.���, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1992. |N0 3. |�. 181 | 183.152. Ǒãå­ ç¥¢ �. �. �¢¨�¥­¨¥ ¢ï§ª®© �¨¤ª®áâ¨ á® á¢®¡®¤­ë¬¨ £à ­¨æ ¬¨. |�®¢®á¨¡¨àáª: �§¤. �®¢®á¨¡. ã­-â , 1989. | 96 á.153. � ¬¬ �. �. �¡á®à¡æ¨ï £ §®¢. |�.: �¨¬¨ï, 1976. | 656 á.154. �¢ ç¥¢ �. �., �«¥á à¥­ª® �. Ǒ. �«£¥¡à  «®£¨ª¨ ¨ ¨­â¥£à «ì­ë¥ ¯à¥®¡à §®-¢ ­¨ï ¢ ªà ¥¢ëå § ¤ ç å. |�¨¥¢: � ãª®¢  ¤ã¬ª , 1976. | 288 á.155. �¥¤­¨ª®¢ �. �., �ï§ ­æ¥¢ �. �. � â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¬ ¤¢¨�¥­¨¨ ª ¯«¨ ¯®¤¤¥©áâ¢¨¥¬ ¨§«ãç¥­¨ï. // Ǒà¨ª«. ¬¥å. ¨ â¥å. ä¨§¨ª . | 1989. | N0 2. |�. 179 | 183.156. �¥¤­¨ª®¢ �. �., �ï§ ­æ¥¢ �. �. � â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¬ ¤¢¨�¥­¨¨ ª ¯«¨ á®¤­®à®¤­ë¬ ¢­ãâà¥­­¨¬ â¥¯«®¢ë¤¥«¥­¨¥¬. // Ǒà¨ª«. ¬ â. ¨ ¬¥å. | 1989. |�. 53. |N0 2. |�. 271 | 277.157. �¥©­¥à �. �¥®«®£¨ï. |�.: �¨à, 1965. | 224 á.158. �¨¢ª¨­¤ �. �., �¨£®¢æ¥¢ �. �. �¢¨�¥­¨¥ ª ¯«¨ á ãç¥â®¬ â¥à¬®ª ¯¨««ïà­ëåá¨«. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1982. | No. 4. | �. 80 | 86.159. �¨¤ �., Ǒà ãá­¨æ ��., �¥à¢ã¤ �. �¢®©áâ¢  £ §®¢ ¨ �¨¤ª®áâ¥©.|�.: �¨¬¨ï,1982. | 592 á.160. �®ãç Ǒ. �ëç¨á«¨â¥«ì­ ï £¨¤à®¤¨­ ¬¨ª . |�.: �¨à, 1980. | 616 á.161. �ëáª¨­ �. �. �¢â®à¥ä¥à â ª ­¤. ¤¨áá¥àâ æ¨¨. | �.: �Ǒ� ¨¬. �. �. � «¨-­¨­ , 1976.162. �ï§ ­æ¥¢ �. �. �®­¢¥ªæ¨ï ¢ �¨¤ª®áâ¨ ¨ íªá¯¥à¨¬¥­âë ¢ ãá«®¢¨ïå ¬¨ªà®-£à ¢¨â æ¨¨.|�.: Ǒà¥¯à¨­â �Ǒ�¥å ­¨ª¨ �� ����.|N0 480, 1990.| 36 á.163. �ï§ ­æ¥¢ �. �. � â¥à¬®ª ¯¨««ïà­®¬ ¤¢¨�¥­¨¨ à¥ £¨àãîé¥© ª ¯«¨ ¢å¨¬¨ç¥áª¨  ªâ¨¢­®© áà¥¤¥. // �§¢. �� ����, �¥å. �¨¤. ¨ £ § . | 1985. |
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