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От редактора серии
Нестандартные методы анализа в современном понимании состоят в при-

влечении двух различных — «стандартной» и «нестандартной» — моделей тео-
рии множеств для исследования конкретных математических объектов и про-
блем. Такие методы получили существенное развитие во второй половине XX
века и сформировались в несколько направлений.

Первое из названных направлений вслед за его основоположником А. Ро-
бинсоном часто называют запоминающимся, хотя и несколько эпатажным, тер-
мином — нестандартный анализ (теперь чаще говорят о классическом или ро-
бинсоновском нестандартном анализе). Робинсоновский нестандартный анализ
характеризуется широким использованием давно известных в практике естество-
знания, но долгое время запрещенных в математике XX века концепций, связан-
ных с представлениями об актуальных бесконечно больших и актуальных беско-
нечно малых величинах. В этой связи сейчас за ним закрепилось наименование
инфинитезимальный анализ, выразительно напоминающее о классическом ана-
лизе бесконечно малых.

Инфинитезимальный анализ бурно развивается и уже внес капитальные из-
менения в систему общематематических представлений. Прежде всего это связа-
но с тем, что в нем предложено новое понимание метода неделимых, восходящего
к глубокой древности, и осуществлен синтез подходов к дифференциальному и
интегральному исчислениям, восходящих к их основоположникам. В наши дни
инфинитезимальный анализ находит широкое распространение и проникает во
все разделы современной математики. Наибольшие изменения происходят в этой
связи в негладком анализе, в теории вероятностей и теории меры, в качественной
теории дифференциальных уравнений и в математической экономике.

Второе направление — булевозначный анализ — характеризуется широким
использованием таких терминов, как спуски и подъемы, циклические оболочки
и миксинги, B-множества и изображения объектов в моделях. Развитие этого
направления, становление которого связано со знаменитыми работами П. Дж.
Коэна по гипотезе континуума, привело к принципиально новым идеям и ре-
зультатам в ряде направлений функционального анализа, прежде всего в теории
пространств Канторовича, в теории алгебр фон Неймана, в выпуклом анализе и
теории векторных мер.

В монографии [71], изданной в 1990 году Сибирским отделением издатель-
ства «Наука» и переизданной в 1994 году издательством Kluwer Academic Pub-
lishers на английском языке, впервые с единых методологических позиций были
рассмотрены оба указанных выше направления, составляющих ядро современ-
ных нестандартных методов анализа.

Читательский интерес и стремительное развитие самой дисциплины поста-
вили задачу отразить современное состояние дел, изложив новые темы и резуль-
таты. При работе над реализацией проекта выяснилось, что остаться в прежних
рамках одной книги уже невозможно. В этой связи было принято решение о
подготовке серии монографий под общим названием «Нестандартные методы
анализа», каждая из которых трактует различные аспекты этого математиче-
ского направления. Настоящее издание, открывающее серию, посвящено буле-
возначному анализу. Наряду с систематическим изложением соответствующего
формального аппарата, большое место в книге уделено анализу классических
объектов функционального анализа и, прежде всего, банаховых пространств и
алгебр.



Введение

Как следует из названия, настоящая книга посвящена булево-
значному анализу. Так называют аппарат исследования произволь-
ных математических объектов, основанный на сравнительном изу-
чении их вида в двух моделях теории множеств, конструкции кото-
рых основаны на принципиально различных булевых алгебрах. В
качестве этих моделей используются классический канторов рай в
форме универсума фон Неймана и специально построенный буле-
возначный универсум, в котором теоретико-множественные понятия
и утверждения получают весьма нетрадиционные толкования. Од-
новременное использование двух моделей для изучения одного объ-
екта — фамильная черта так называемых нестандартных методов
современной математики. В этой связи булевозначный анализ при-
нято относить к разновидностям нестандартного анализа.

Своим возникновением булевозначный анализ обязан выдающе-
муся достижению П. Дж. Коэна, установившему в начале шести-
десятых годов непротиворечивость добавления отрицания гипотезы
континуума CH к аксиомам теории множеств Цермело — Френкеля
ZFC. Вместе с более ранним результатом К. Гёделя о совместимости
CH с ZFC, установленный П. Дж. Коэном факт означает независи-
мость CH от обычных аксиом ZFC. Шаг, совершенный П. Дж. Ко-
эном, связан с преодолением им принципиальной трудности, отме-
ченной Дж. Шепердсоном и отсутствующей в случае, разобранном
К. Гёделем. Доказательство непротиворечивости (ZFC) + (¬ CH)
невозможно с помощью стандартных моделей. Точнее говоря, вы-
брав какую-либо реализацию универсума фон Неймана, мы не мо-
жем указать в ней подкласс, служащий моделью (ZFC)+(¬ CH), если
применять уже имеющуюся у нас интерпретацию предиката принад-
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лежности. П. Дж. Коэну удалось предложить новый мощный способ
построения невнутренних — нестандартных — моделей ZFC, назван-
ный им методом форсинга. Термин «форсинг» часто переводят как
«вынуждение». Возможно, точнее говорить в этом контексте о ме-
тоде принуждения. Использованные П. Дж. Коэном приемы — при-
менение аксиомы существования стандартной транзитивной модели
для ZFC и насильственное превращение последней в принципиально
нестандартную модель методом принуждения — вступают в проти-
воречие с обычной математической интуицией, исходящей, по сло-
вам самого П. Дж. Коэна, «из нашей веры в естественную почти
физическую модель математического мира» [52, с. 202].

Трудности в восприятии результатов П. Дж. Коэна задолго до
их появления прекрасно выразил Н. Н. Лузин в знаменитом докладе
«Современное состояние теории функций действительного перемен-
ного», сделанном им на Всероссийском съезде математиков в 1927 г.:
«Первое, что приходит на ум, это то, что установление мощности
continuum’а есть дело свободной аксиомы, вроде аксиомы о парал-
лелях для геометрии. Но в то же время, как при инвариантности
всех прочих аксиом геометрии Евклида и при варьировании аксио-
мы о параллельных меняется самый смысл произнесенных или на-
писанных слов: ,,точка“, ,,прямая“, etc. — смысл каких слов дол-
жен меняться, если мы делаем мощность continuum’а подвижной на
алефической шкале, все время доказывая непротиворечивость это-
го движения? Мощность continuum’а, если только мыслить его как
множество точек, есть единая некая реальность и она должна нахо-
диться на алефической шкале там, где она на ней есть; нужды нет,
если определение этого места затруднительно или, как прибавил бы
J. Hadamard, ,,даже невозможно для нас, людей“» [84, с. 11–12].

Весьма характерный взгляд сформулировал П. С. Новиков:
«...возможно (я сам придерживаюсь этого мнения), что результат
Коэна имеет чисто отрицательное значение и обнаруживает конец
развития ,,наивной“ теории множеств в духе Кантора» [96, с. 209].

Стремление облегчить указанные трудности в восприятии ре-
зультатов и методов П. Дж. Коэна привело Д. Скотта и Р. Соловея
к построению булевозначных моделей ZFC, обладающих привлека-
тельной наглядностью с точки зрения классических математиков и
в то же время приспособленных для получения теорем о независимо-
сти. Аналогичные модели были построены в тот же период начала
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60-х годов П. Вопенкой.
Из уже сказанного видно, что булевозначные модели, приводя-

щие к тем же целям, что и построенные П. Дж. Коэном с помощью
форсинга, должны быть в каком-то смысле нестандартными, обяза-
ны обладать чертами, отсутствующими у общепринятых моделей.

Качественно говоря, в понятии булевозначной модели присут-
ствует новая концепция моделирования, которую можно назвать
заочным моделированием или моделированием по телефону. Пояс-
ним суть этой концепции ее сравнением с традиционными подхода-
ми. В классическом смысле, сталкиваясь с двумя моделями одной
теории, мы пытаемся установить взаимнооднозначное соответствие
между фигурирующими в них универсумами. Если такую биекцию
удается подобрать, переводя предикаты и операции одной модели в
их аналоги в другой, мы говорим об изоморфности моделей. Таким
образом, описанное представление об изоморфизме подразумевает
очное сопоставление моделей — предъявление биекции универсумов.

Представим себе, что мы лишены возможности одновременного
физического поэлементного сравнения моделей, однако можем об-
мениваться информацией с обладателем другой модели, например,
по телефону. В процессе общения легко установить, что собесед-
ник с помощью своей модели изучает объекты, которые он имену-
ет знакомыми нам словами, говоря о множествах, их сравнении и
принадлежности. Поскольку нас интересует ZFC, мы спрашиваем
у него — истинны ли аксиомы ZFC? Поработав в своей модели, он
сообщает «да, истинны». Убедившись также, что он использует те
же правила вывода, что приняты нами, мы должны признать, что
имеющаяся у него модель — это модель интересующей нас теории.
Полезно подчеркнуть, что сделав такой вывод, мы ничего не узна-
ли ни об объектах, составляющих его модель, ни о процедурах, с
помощью которых он отличает истинные утверждения от ложных.†

Итак, новая концепция моделирования связана как с отказом
от отождествления предметных областей, так и с допуском но-
вых процедур верификации утверждений.

При построении булевозначной модели мы начинаем с выбо-
ра некоторой полной булевой алгебры, краеугольного камня буле-

† “E, Eir и Em” из знаменитого Personal Pronoun Pronouncement представля-
ются существенно более лучшим набором местоимений для данного абзаца
(см. [235]).
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возначного универсума и области прибытия оценки истинности, со-
поставляющей формуле ZFC некоторый элемент алгебры B. Точнее
говоря, задав B, мы строим универсум V(B), призванный служить
универсумом рассмотрения теории ZFC. Каждой формуле ϕ, пере-
менные которой теперь пробегают V(B), сопоставляется элемент [[ϕ]],
лежащий в исходной булевой алгебре B. Величину [[ϕ]] называют
оценкой истинности формулы ϕ. Оценки истинности используют-
ся для анализа формул ZFC. При этом оказывается, что теоремы
ZFC получают наибольшую возможную оценку 1B , и мы объявляем
их верными внутри V(B).

Детальное изложение упомянутых конструкций занимает главы
1–3 этой книги. Приводимые конструкции и, прежде всего, процеду-
ры спуска и подъема, осуществляющие функториальные связи меж-
ду универсумом фон Неймана V и булевозначным универсумом V(B),
составляют техническую основу применений булевозначных моделей
к задачам анализа. Необходимые детали аксиоматики теории мно-
жеств Цермело — Френкеля для удобства чтения помещены в Прило-
жении. Там же собраны простейшие сведения из теории категорий.
В заключительных главах мы демонстрируем важнейшие возможно-
сти, доставляемые булевозначным анализом, — способы превраще-
ний функциональных пространств в числовые множества, операто-
ров — в функционалы, вектор-функций — в обычные отображения
и т. п. Разумеется, отбор объектов анализа и круга приложений к
функциональному анализу во многом обусловлен нашими личными
научными интересами.

Мы начинаем с детального изучения булевозначных реализаций
общих алгебраических систем, которому посвящена глава 4. Тео-
рия алгебраических систем, заложенная в трудах А. И. Мальцева и
А. Тарского, относится к числу важнейших общематематических до-
стижений. В этой связи ясно, что сведения об булевозначном изоб-
ражении таких систем необходимы для приложений к любому со-
держательному разделу математики. Столь же универсальное зна-
чение имеют конструкции, представленные в главе 5. Математика,
во всяком случае математика как наука о бесконечном, немысли-
ма без вещественных чисел. Булевозначный анализ вскрыл особую
роль расширенного пространства Канторовича. Обнаружилось, что
каждое из таких пространств служит равноправной моделью поля
вещественных чисел. Напомним, что условно полные векторные ре-
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шетки, называемые также K-пространствами или пространства-
ми Канторовича, были введены в тридцатые годы Л. В. Канторови-
чем как полезная абстракция поля вещественных чисел. Для новых
объектов Л. В. Канторович выдвинул эвристический принцип пе-
реноса, состоящий в том, что элементы K-пространства аналогичны
вещественным числам, а утверждениям о функционалах отвечают
теоремы об операторах со значениями в K-пространствах. Время
позволило вложить точный смысл в принцип Канторовича. Соот-
ветствующий аппарат, и в первую очередь основополагающая теоре-
ма Е. И. Гордона, составляет ядро главы 5. Здесь же мы подробно
излагаем проблему булевозначной реализации центрального объекта
классического функционального анализа — банахова пространства.
Оказывается, что решеточно нормированные векторные простран-
ства, также открытые при зарождении теории K-пространств, слу-
жат изображениями традиционных нормированных пространств.

Глава 6 посвящена теории операторных алгебр. Булевозначный
анализ таких алгебр — направление исследований, инициированное
пионерскими работами Г. Такеути, — интенсивно развивается в по-
следние десятилетия. Изложение строится на основе результатов
главы 4 о булевозначной реализации решеточно нормированных про-
странств. На этом пути возникает единый метод исследования таких
аналитических объектов, как инволютивные банаховы алгебры, ба-
наховы модули, алгебры Йордана — Банаха, алгебры неограничен-
ных операторов и т. п.

Монография ориентирована на широкий круг читателей, инте-
ресующихся современными теоретико-модельными методами в их
приложении к функциональному анализу. Мы старались сделать
книгу возможно более независимой, хотя полностью осуществить за-
мысел не удалось ввиду большого количества математических идей
и объектов, вовлеченных в изложение. Надеемся, что читатель пой-
мет наши проблемы и простит пробелы и неточности.

Выполняя приятный долг, мы выражаем благодарность за по-
мощь в подготовке книги своим коллегам по Институту математи-
ки им. С. Л. Соболева Сибирского отделения Российской академии
наук и Институту математики и информатики Северо-Осетинского
научного центра.

А. Кусраев
С. Кутателадзе



Глава 1

Универсумы множеств

В кредо наивной теории множеств входит мечта о «канторовом
рае» — об универсуме — мире множеств, содержащем все мыслимые
в обособленном виде образования, каждое из которых представляет
собой «соединение в некое целое M определенных хорошо различи-
мых предметов m нашего созерцания или нашего мышления» [37,
с. 173].

Реалистические приближения к недостижимому идеалу — аде-
кватные формальные схемы, позволяющие предъявлять весьма бо-
гатый спектр конкретных множеств, оставаясь в комфортных усло-
виях достаточной логической строгости, — являются предметом со-
временной теории множеств.

Наиболее существенной частью современных аксиоматических
теорий множеств является построение универсумов, дающих удовле-
творительные для тех или иных нужд «аппроксимации снизу» для
мира наивных множеств. В рамках соответствующих аксиоматик
удается точно обосновать и детально осмыслить качественные фено-
менологические принципы, закладываемые в стандартные и нестан-
дартные математические модели.

В настоящее время наиболее разработанной и общеупотреби-
тельной является теория множеств Цермело — Френкеля. В ее рам-
ках мы и ведем изложение. Если читатель пожелает восстановить
детали языка и аксиоматики этой теории, он может обратиться к
Приложению.

В этой главе изложен формальный аппарат построения универ-
сумов множеств как результата специфических трансфинитных про-
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цессов создания так называемых кумулятивных иерархий. Наиболее
важным для дальнейшего является детальное описание конструкции
универсума фон Неймана.

С не меньшей тщательностью анализируется статут классов мно-
жеств в рамках формальной системы, восходящей к Дж. фон Ней-
ману, К. Гёделю и П. Бернайсу и являющейся консервативным рас-
ширением теории Цермело — Френкеля.

1.1. Булевы алгебры

В текущем параграфе дан эскиз нужных для дальнейшего све-
дений из теории булевых алгебр. Более полное изложение имеется в
монографиях [17, 101, 151, 164, 191].

1.1.1. С целью фиксации терминологии напомним некоторые
хорошо известные понятия.

Под упорядоченным множеством понимают пару (M,≤), где ≤
— отношение порядка на некотором M (см. П.1.10). Разумеется, тот
же термин относят к основному множеству M . В дальнейшем мы
применяем эту стандартную практику во всех аналогичных случаях
без особых оговорок.

Верхняя граница подмножества X в упорядоченном множестве
M — это элемент a ∈ M такой, что x ≤ a для всех x ∈ X. Наи-
меньшую верхнюю границу подмножества X называют его точной
верхней границей, или верхней гранью, или супремумом и обознача-
ют sup(X) или supX. Иначе говоря, a = sup(X) в том и только в
том случае, если a — верхняя граница X и a ≤ b для любой верхней
границы b множества X.

Двойственным образом, переходя от ≤ к ≤−1, определяют ниж-
нюю границу и точную нижнюю границу inf(X) или inf X, которую
называют инфимумом множества X. Если точная (верхняя или
нижняя) граница данного подмножества существует, то она един-
ственна.

Упорядоченное множество M называют решеткой, если любое
двухэлементное подмножество {x, y} множества M имеет точные
границы x ∨ y := sup{x, y} и x ∧ y := inf{x, y}. Для подмножества X
решетки L приняты следующие обозначения:

∨
X := sup(X),

∧
X := inf(X),
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∨

α∈A

xα :=
∨

{xα : α ∈ A},
∧

α∈A

xα :=
∧

{xα : α ∈ A},

n∨

k=1

xk := x1 ∨ . . . ∨ xn := sup{x1, . . . , xn},

n∧

k=1

xk := x1 ∧ . . . ∧ xn := inf{x1, . . . , xn}.

Здесь X — подмножество L, а (xα)α∈A — семейство элементов L;
наконец, x1, . . . , xn — некоторые элементы L.

В решетке L возникают бинарные операции (x, y) 7→ x ∨ y и
(x, y) 7→ x ∧ y, для которых наблюдается

(1) коммутативность:

x ∨ y = y ∨ x, x ∧ y = y ∧ x;

(2) ассоциативность:

x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z, x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z.

Из (2) индукцией выводится, что в решетке всякое непустое конеч-
ное множество имеет точные границы. Если же точные границы
существуют у каждого подмножества решетки L, то L называют
полной решеткой.

Говорят, что решетка L дистрибутивна, если в ней выполнены
следующие соотношения:

(3) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z),
(4) x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

Если существует наименьший (наибольший) элемент решетки, то он
называется нулем (соответственно единицей). Нуль и единица в ре-
шетке L обозначаются символами 0L, 1L или просто 0, 1, если ясно,
о какой решетке L идет речь. Отметим, что 0 и 1 являются ней-
тральными элементами:

(5) 0 ∨ x = x, 1 ∧ x = x.
В соответствии с общими определениями

∨
∅ = sup ∅ := 0,

∧
∅ =

inf ∅ := 1. Дополнение x∗ элемента x в решетке L с нулем и единицей
определяют как такой элемент x∗ ∈ L, что

(6) x ∧ x∗ = 0, x ∨ x∗ = 1.
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Элементы x и y в L называют дизъюнктными, если x ∧ y = 0.
Ясно, что каждый элемент x дизъюнктен любому своему дополне-
нию x∗. Отметим, наконец, что если всякий элемент в L имеет хотя
бы одно дополнение, то об L говорят как о решетке с дополнениями.
Само собой, далеко не всякая решетка есть решетка с дополнениями.

1.1.2. Булевой алгеброй называют дистрибутивную решетку с
дополнениями и наибольшим и наименьшим элементами. В частно-
сти, в булевой алгебре B по определению имеются нуль 0 := 0B и
единица 1 := 1B .

На первый взгляд данное определение может показаться не-
сколько странным. В самом деле, из него сразу не видно, по каким
причинам дистрибутивную решетку принято называть алгеброй, —
ведь слово алгебра относится к общепринятым (ср. алгебра Ли, ба-
нахова алгебра, C∗-алгебра и т. п.). Возникшее недоумение легко
развеивается, ибо в действительности булева алгебра служит алгеб-
рой над двухэлементным полем. Принципиальная важность этого
обстоятельства найдет частичное отражение в следующем парагра-
фе. Вместе с тем вполне естественно, что в разных контекстах на
булевы алгебры удобно смотреть с разных точек зрения.

Ниже булева алгебра будет интересовать нас преимущественно
как дистрибутивная решетка с дополнениями. Стоит подчеркнуть,
что важные для функционального анализа конкретные булевы ал-
гебры часто возникают именно как дистрибутивные решетки с до-
полнениями.

Отметим, что формальный пример булевой алгебры дает одно-
элементная решетка, т. е. множество вида {x} с очевидным поряд-
ком x ≤ x. Эту алгебру называют вырожденной. Вырожденная
булева алгебра естественна как алгебраическая система, но пред-
ставляется нелепой простушкой в интересующем нас контексте буле-
возначного анализа. Простейшей невырожденной булевой алгеброй
служит двухэлементная решетка {0,1},0 6= 1, с порядком: 0 ≤ 1,
0 ≤ 0, 1 ≤ 1. Двухэлементная решетка играет существенную роль
в последующих главах. В связи со сказанным условимся, говоря о
булевой алгебре B, всегда считать, что 0B 6= 1B , т. е. исключим из
рассмотрения вырожденные алгебры.

В булевой алгебре B каждый элемент x ∈ B имеет единственное
дополнение, обозначаемое символом x∗. Возникающее отображение
x 7→ x∗ (x ∈ B) идемпотентно (т. е. (∀x ∈ B) (x∗∗ := (x∗)∗ = x))
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и осуществляет дуальный изоморфизм или антиизоморфизм B на
себя (т. е. является изоморфизмом упорядоченных множеств (B,≤)
и (B,≤−1)). В частности, справедливы формулы де Моргана:

( ∨

α∈A

xα

)∗
=

∧

α∈A

x∗
α,

( ∧

α∈A

xα

)∗
=

∨

α∈A

x∗
α,

где xα ∈ B (α ∈ A).

1.1.3. Три операции ∨, ∧ и ∗, заданные в произвольной булевой
алгебре B, называют булевыми. Можно дать эквивалентное опре-
деление булевой алгебры B, охарактеризовав ее как универсальную
алгебру (B,∨,∧, ∗,0,1) с двумя бинарными операциями ∨ и ∧, с од-
ной унарной операцией ∗ и двумя выделенными элементами — «нуль-
арными» операциями — 0 и 1, удовлетворяющими условиям: (1) опе-
рации ∨ и ∧ коммутативны и ассоциативны (1.1.1 (1, 2)); (2) операции
∨ и ∧ двояко дистрибутивны относительно друг друга (1.1.1 (3, 4));
(3) элементы x и x∗ взаимно дополнительны (1.1.1 (6)); (4) 0 и 1 явля-
ются нейтральными элементами для операций ∨ и ∧ соответственно
(1.1.1 (5)).

Определив такую универсальную алгебру B, можно ввести в ней
отношение порядка, полагая x ≤ y, если x∧y = x. При этом окажет-
ся, что (B,≤) — дистрибутивная решетка с дополнениями, в которой
∨ и ∧ совпадают с решеточными операциями, ∗ — с дополнением, а
0 и 1 — наименьший и наибольший элементы. В литературе можно
встретить много эквивалентных систем аксиом, характеризующих
булевы алгебры.

1.1.4. Используя основные булевы операции ∨, ∧ и ∗, вводят
ряд других:

x − y := x ∧ y∗, x ⇒ y := x∗ ∨ y,

x M y := (x − y) ∧ (y − x) = (x ∧ y∗) ∨ (y ∧ x∗),
x ⇔ y := (x ⇒ y) ∧ (y ⇒ x) = (x∗ ∨ y) ∧ (y∗ ∨ x).

Приведем несколько легко проверяемых соотношений, которые
неоднократно применяются в дальнейшем:

(1) x ⇒ y = (x − y)∗, x ⇔ y = (x M y)∗;
(2) x ⇒ (y ⇒ z) = (x ∧ y) ⇒ z = (x ∧ y) ⇒ (x ∧ z);
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(3) x ≤ y ⇒ z ↔ x ∧ y ≤ z ↔ y − z ≤ x∗;
(4) x ≤ y ↔ x ⇒ y = 1 ↔ x − y = 0;
(5) x = y ↔ x ⇔ y = 1 ↔ x M y = 0.

Стоит подчеркнуть, что операция M, называемая симметрической
разностью, обладает свойствами метрики:

(6) x M y = 0 ↔ x = y;
(7) x M y = y M x;
(8) x M y ≤ (x M z) ∨ (z M y).

При этом относительно такой «метрики» решеточные операции ста-
новятся нерастягивающими, а дополнение — изометрией:

(x ∨ y) M (u ∨ v) ≤ (x M u) ∨ (y M v),
(x ∧ y) M (u ∧ v) ≤ (x M u) ∨ (y M v),

x∗ M y∗ = x M y.

1.1.5. Булеву алгебру B называют полной (σ-полной), если лю-
бое множество (любое счетное множество) в B имеет точные гра-
ницы. Вместо σ-полных алгебр чаще говорят просто о σ-алгебрах.
С полной булевой алгеброй B связаны отображения

∨
,
∧

: P(B) →
B, сопоставляющие множеству в B его супремум и инфимум соответ-
ственно. Эти отображения иногда именуют бесконечными операция-
ми. Для них справедливы многие полезные соотношения. Выделяют
бесконечные дистрибутивные законы:

(1) x ∨
∧

α∈A
xα =

∧
α∈A

x ∨ xα;

(2) x ∧
∨

α∈A
xα =

∨
α∈A

x ∧ xα.

Из (1), (2) вытекают следующие часто используемые равенства:
(3)

( ∨
α∈A

xα

)
⇒ x =

∧
α∈A

(xα ⇒ x);

(4)
( ∧

α∈A
xα

)
⇒ x =

∨
α∈A

(xα ⇒ x);

(5) x ⇒
( ∨

α∈A
xα

)
=

∨
α∈A

(x ⇒ xα);

(6) x ⇒
( ∧

α∈A
xα

)
=

∧
α∈A

(x ⇒ xα).

Обеспечены также коммутативность и ассоциативность точных
границ, в частных случаях отмеченные ранее в 1.1.1 (1, 2):

(7)
∨

α∈A

∨
β∈B

xα,β =
∨

β∈B

∨
α∈A

xα,β ;
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(8)
∧

α∈A

∧
β∈B

xα,β =
∧

β∈B

∧
α∈A

xα,β ;

(9)
∨( ⋃

α∈A
Xα

)
=

∨
α∈A

∨
Xα;

(10)
∧( ⋃

α∈A
Xα

)
=

∧
α∈A

∧
Xα,

где Xα ⊂ B (α ∈ A). Подчеркнем, что правила (1)–(6) имеют место
в произвольной булевой алгебре, а (7)–(10) — в любом упорядочен-
ном множестве с очевидными оговорками о существовании точных
границ.

1.1.6. Рассмотрим некоторые способы формирования булевых
алгебр.

(1) Непустое подмножество B0 булевой алгебры B называ-
ют подалгеброй B, если B0 замкнуто относительно булевых операций
∨, ∧ и ∗, т. е. {x ∨ y, x ∧ y, x∗} ⊂ B0, каковы бы ни были x, y ∈ B0.
Относительно индуцированного из B порядка подалгебра B0 будет
булевой алгеброй с теми же нулем и единицей, что и у B. В частно-
сти, B0 := {0B ,1B} — подалгебра B.

Подалгебру B0 ⊂ B именуют правильной (σ-правильной) в том
случае, когда для любого множества (любого счетного множества)
A ⊂ B0 точные границы

∨
A и

∧
A, существующие в B, входят в B0.

Пересечение произвольного семейства подалгебр снова будет подал-
геброй. То же верно и для правильных (σ-правильных) подалгебр,
что делает корректным следующее определение. Наименьшую по-
далгебру алгебры B, содержащую непустое подмножество M ⊂ B,
называют подалгеброй, порожденной множеством M . Аналогично
вводят правильную (σ-правильную) подалгебру, порожденную мно-
жеством M .

(2) Под идеалом булевой алгебры B понимают непустое
множество J ⊂ B, удовлетворяющее условиям

x ∈ J ∧ y ∈ J → x ∨ y ∈ J,

x ∈ J ∧ y ≤ x → y ∈ J.

Примерами идеалов служат множества Ba := {x ∈ B : x ≤ a}, где
a ∈ B. Такие идеалы называют главными. Если 0 6= e ∈ B, то
главный идеал Be является самостоятельной булевой алгеброй отно-
сительно индуцированного из B порядка. Роль единицы в Be играет
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элемент e. Решеточные операции наследуются из B, а дополнение в
Be имеет вид x 7→ e − x (x ∈ B).

Идеал J называют собственным, если J 6= B. Правильный иде-
ал B часто именуют полосой или компонентой B.

(3) Возьмем булевы алгебры B и B′. Отображение h : B →
B′ именуют (булевым) гомоморфизмом, если для любых x, y ∈ B
выполняются равенства

h(x ∨ y) = h(x) ∨ h(y),
h(x ∧ y) = h(x) ∧ h(y),

h(x∗) = h(x)∗.

Гомоморфизм h является изотонным (x ≤ y → h(x) ≤ h(y)) отоб-
ражением. Если h — гомоморфизм, то образ h(B) алгебры B —
подалгебра B′. Если h биективен, то его называют изоморфизмом, а
сами булевы алгебры B и B′ — изоморфными. Об инъективном го-
моморфизме принято говорить как о мономорфизме. Гомоморфизм
называют полным, если он сохраняет точные грани всех тех подмно-
жеств, у которых они есть.

Пусть C — произвольное множество и определена некоторая
биекция h : B → C. Тогда в C можно ввести порядок, полагая
h(x) ≤ h(y) в том и только в том случае, если x ≤ y. При этом
C превратится в булеву алгебру, а h станет изоморфизмом булевых
алгебр.

(4) Пусть J — собственный идеал булевой алгебры B. Вве-
дем отношение эквивалентности ∼ в B правилом

x∼y ↔ x M y ∈ J (x, y ∈ B).

Обозначим через ϕ каноническое (фактор-)отображение алгебры B
на фактор-множество B/J := B/∼. Для классов эквивалентности
u, v ∈ B/J положим u ≤ v, если существуют элементы x ∈ u и
y ∈ v такие, что x ≤ y. Тем самым в B/J определено отноше-
ние порядка. При этом B/J становится булевой алгеброй, кото-
рую называют фактор-алгеброй алгебры B по идеалу J . Возника-
ющие в B/J булевы операции таковы, что ϕ становится гомомор-
физмом. Если h : B → B′ — гомоморфизм, то ker(h) := {x ∈ B :
h(x) = 0} будет идеалом и существует единственный мономорфизм
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g : B/ ker(h) → B′, для которого g ◦ ϕ = h, где ϕ : B → B/ ker(h) —
фактор-гомоморфизм. Тем самым всякий гомоморфный образ буле-
вой алгебры изоморфен ее фактор-алгебре по подходящему идеалу.

(5) Возьмем семейство булевых алгебр (Bα)α∈A. Снабдим
произведение B :=

∏
α∈A Bα покоординатным отношением порядка,

полагая x ≤ y для x, y ∈ B, если x(α) ≤ y(α) при всех α ∈ A.
Тогда B — булева алгебра. Булевы операции в B совпадают с соот-
ветствующими покоординатными операциями в алгебрах Bα. Нуль
0B и единица 1B в B определяются равенствами 0B(α) := 0α и
1B(α) := 1α (α ∈ A), где 0α и 1α — нуль и единица в Bα. Булеву
алгебру B называют декартовым произведением семейства булевых
алгебр (Bα)α∈A.

(6) Вновь рассмотрим семейство булевых алгебр (Bα)α∈A.
Существуют булева алгебра B и семейство мономорфизмов ıα : Bα →
B (α ∈ A), удовлетворяющие условиям: (1) семейство подалгебр
(ıα(Bα))α∈A алгебры B независимо, т. е. для любого конечного набо-
ра ненулевых элементов xk ∈ ıαk

(Bαk
), где α1, . . . , αn ∈ A и αk 6= αl

при k 6= l, выполняется x1 ∧ . . . ∧ xn 6= 0; (2) подалгебра в B, по-
рожденная объединением всех ıα(Bα), совпадает с B. Если булева
алгебра B′ и семейство мономорфизмов ı′α : Bα → B′ (α ∈ A) удо-
влетворяют тем же условиям (1) и (2), то существует изоморфизм h
алгебры B на алгебру B′ такой, что ıα ◦ h = ı′α (α ∈ A). Пару
(B, (ıα)α∈A) называют булевым (или тензорным) произведением се-
мейства (Bα)α∈A и обозначают символом

⊗
α∈A Bα.

(7) Пополнением булевой алгебры B именуют пару (ı, A),
если выполняются условия:

(a) A — полная булева алгебра;
(b) ı — мономорфизм из B в A, сохраняющий точные

границы любых множеств;
(c) правильная подалгебра в A, порожденная множест-

вом ı(B), совпадает с A.
Разумеется, термин «пополнение» относят и к самой алгебре A.

Говорят, что пары (ı, A) и (ı′, A′) изоморфны, если существует изо-
морфизм h : A → A′ такой, что h◦ı = ı′. Для любой булевой алгебры
существует единственное с точностью до изоморфизма пополнение,
которое можно получить, например, классическим методом сечений
(восходящим к Дедекинду).

1.1.7. Примеры. (1) Для непустого множества X упорядочен-
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ное по включению множество подмножеств P(X) есть полная булева
алгебра, которую изредка называют булеаном X. При этом булевы
операции совпадают с теоретико-множественными операциями объ-
единения, пересечения и дополнения.

(2) Пусть X — топологическое пространство. Множество всех
открыто-замкнутых (т. е. открытых и замкнутых одновременно)
подмножеств пространства X, упорядоченное по включению, явля-
ется подалгеброй булеана P(X). Эту подалгебру мы обозначим
символом Clop(X). Булевы операции в Clop(X) наследуются из
P(X), а значит, совпадают с теоретико-множественными. Однако
ClopB(X) не есть правильная подалгебра P(X), т. е. бесконечные
операции в P(X) и Clop(X) могут существенно отличаться.

(3) Замкнутое подмножество F топологического пространства
X называют регулярным, если F = cl(int(F )), т. е. если F совпа-
дает с замыканием множества своих внутренних точек. Аналогич-
но, регулярное открытое множество G определяется соотношени-
ем G = int(cl(G)). Пусть RC (X) и RO (X) — множества регулярных
замкнутых подмножеств и регулярных открытых подмножеств то-
пологического пространства X. Множества RC (X) и RO (X), упо-
рядоченные по включению, служат полными булевыми алгебрами.
Отображение F 7→ int(F ) (F ∈ RC(X)) устанавливает между ни-
ми изоморфизм. Алгебры RC (X) и RO (X) содержатся в булеане
P(X), но не являются его подалгебрами. Так, например, в RC (X)
булевы операции имеют вид

E ∨ F = E ∪ F, E ∧ F = cl(int(E ∩ F )), F ∗ = cl(X − F ).

(4) Пусть Bor(X) — борелевская σ-алгебра топологического
пространства X (т. е. σ-правильная подалгебра булеана P(X), по-
рожденная топологией). Рассмотрим в Bor(X) идеал N , состоящий
из всех тощих множеств (т. е. множеств первой категории). То-
гда фактор-алгебра Bor(X)/N является полной булевой алгеброй.
Ее называют алгеброй борелевских множеств по модулю тощих
множеств. Изоморфная алгебра получится, если вместо Bor(X)
взять σ-алгебру множеств, обладающих свойством Бэра. (Множе-
ство M ⊂ X обладает свойством Бэра, если для некоторого откры-
того G ⊂ X симметрическая разность M M G есть тощее множество.)
Если пространство X бэровское, т. е. если в нем нет непустых от-
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крытых тощих множеств, то указанная алгебра изоморфна алгебре
регулярных замкнутых множеств RC (X).

(5) Пусть B — это σ-полная булева алгебра и задана положи-
тельная счетно-аддитивная функция µ : B → R. Счетная аддитив-
ность означает, как обычно, что

µ

( ∞∨

n=1

xn

)
=

∞∑

n=1

µ(xn)

для любой последовательности (xn) попарно дизъюнктных элемен-
тов из B. Такую функцию µ принято называть (конечной) ме-
рой. Положим N := {x ∈ B : µ(x) = 0}. Тогда N — это σ-
полный идеал. На фактор-алгебре B := B/N существует един-
ственная счетно-аддитивная функция µ̄, для которой µ = µ̄ ◦ ϕ, где
ϕ : B → B — фактор-гомоморфизм. Алгебра B является полной, а
функция µ̄ — строго положительной, т. е. µ̄(x) = 0 → x = 0. Ес-
ли ρ(x, y) := µ̄(x M y), то ρ — метрика, а метрическое пространство
(B, ρ) полно.

Пусть (X, B, µ) — пространство с конечной мерой, т. е. X —
непустое множество, B — это σ-полная подалгебра в P(X), а µ —
мера. Тогда алгебру B принято называть алгеброй измеримых мно-
жеств по модулю множеств нулевой меры.

(6) Пусть (X, B, µ) — то же, что и в (5). Обозначим симво-
лом M(µ) := M(X, B, µ) пространство классов эквивалентности µ-
измеримых почти всюду конечных функций на X. Измеримые функ-
ции эквивалентны, если они могут принимать различные значения
лишь на множестве нулевой меры. В пространстве M(µ) вводят по-
рядок, полагая f̄ ≤ ḡ в том и только в том случае, если f(x) ≤ g(x)
для почти всех x ∈ X. Здесь f̄ — класс эквивалентности функции f .
Упорядоченное множество M(µ) — решетка. Пусть 1 — класс экви-
валентности функции, тождественно равной единице на X. Поло-
жим B := {e ∈ M(µ) : e ∧ (1− e) = 0}. При этом B — полная булева
алгебра относительно индуцированного из M(µ) порядка,

c ∨ e = c + e − c · e, c ∧ e = c · e, e∗ = 1− e (c, e ∈ B),

где +, · , − суть сложение, умножение и вычитание в кольце M(µ).
(7) Пусть H — комплексное гильбертово пространство и L (H)

— алгебра всех ограниченных эндоморфизмов H, т. е. всюду опре-
деленных непрерывных линейных операторов, действующих из H
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в H. Коммутант A′ множества A ⊂ L (H) вводят формулой A′ :=
{T ∈ L (H) : (∀S ∈ A) (TS = ST )}, а бикоммутант — правилом
A′′ := (A′)′. Алгеброй фон Неймана называют любую самосопря-
женную (T ∈ A → T ∗ ∈ A) подалгебру A ⊂ L (H), совпадающую со
своим бикоммутантом.

Возьмем коммутативную алгебру фон Неймана A. Множество
всех ортопроекторов, содержащихся в A, обозначим символом P(A).
Отношение порядка в P(A) задают следующим способом:

π ≤ ρ ↔ π(H) ⊂ ρ(H) (π, ρ ∈ P(A)).

При этом P(A) — полная булева алгебра и булевы операции имеют
вид

π ∨ ρ = π + ρ − π ◦ ρ, π ∧ ρ = π ◦ ρ, π∗ = IH − π.

1.1.8. Примечания.
(1) Теория булевых алгебр берет свое начало от классического

сочинения Дж. Буля «Исследование законов мысли, на которых ос-
нованы математические теории логики и вероятностей» [124, 401]. О
цели и задаче книги Дж. Буль писал: «В предлагаемом вниманию
читателей трактате мы намереваемся исследовать фундаментальные
законы тех операций, которые совершает разум в процессе рассужде-
ний, дабы выразить их в символическом языке исчисления и на этой
основе построить науку логики и ее метод». Следуя своей установке,
Дж. Буль осуществил алгебраизацию логической системы, лежащей
в основе классических математических рассуждений. В результате
он стал автором алгебраической структуры, именуемой ныне буле-
вой алгеброй или алгеброй Буля.

(2) Одним из важнейших примеров, рассмотренных в упомя-
нутой книге, является алгебра высказываний. Говоря современным
языком, алгебра высказываний — булева алгебра, возникающая в ре-
зультате отождествления эквивалентных формул в множестве всех
замкнутых формул исчисления предикатов.

Сказанное в общем виде формализуется так. Пусть T — теория
первого порядка, основанная на классической (двузначной) логике.
В множестве всех высказываний Φ теории T введем отношение пред-
порядка, полагая ϕ ≤ ψ в том и только в том случае, если формула
ϕ → ψ есть теорема теории T . Рассмотрим отношение эквивалент-
ности ∼ в Φ:

ϕ∼ψ ↔ ϕ ≤ ψ ∧ ψ ≤ ϕ (ϕ, ψ ∈ Φ).
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Пусть A(T ) := Φ/∼ — соответствующее фактор-множество, снаб-
женное индуцированным порядком. Точнее, если |ϕ| — класс экви-
валентности формулы ϕ ∈ Φ, то |ϕ| ≤ |ψ| означает, что ϕ ≤ ψ. Возни-
кающее упорядоченное множество A(T ) является булевой алгеброй.
Ее называют иногда алгеброй Линденбаума — Тарского теории T .
Булевы операции в A(T ) имеют вид

|ϕ| ∨ |ψ| = |ϕ ∨ ψ|,
|ϕ| ∧ |ψ| = |ϕ ∧ ψ|,

|ϕ|∗ = |¬ϕ|.

Перевод логических проблем формальных теорий на язык соответ-
ствующих им булевых алгебр — алгебр Линденбаума — Тарского —
именуют булевым методом.

(3) Классические способы умозаключений (силлогизмы, исклю-
ченное третье, модус поненс, обобщение и т. п.) суть абстракции,
возникшие в результате идеализации тех реальных операций, кото-
рые совершает разум в процессе рассуждений. Неизбежно огрубляя
реальность, двузначная логика, строго говоря, дает лишь приблизи-
тельное, неполное описание законов мышления, что поясняет инте-
рес к неклассическим логическим системам. Одна из таких систем
выработана в рамках интуиционизма. Не вдаваясь в детали, коротко
опишем соответствующую алгебру высказываний.

Псевдобулевой алгеброй называют решетку L с нулем и едини-
цей, в которой для любых x, y ∈ L существует псевдодополнение
x ⇒ y элемента x относительно y. По определению псевдодополнение
x ⇒ y — наибольший из элементов z ∈ L, удовлетворяющих неравен-
ству z ∧ x ≤ y. Иначе говоря, верна эквивалентность (ср. 1.1.4 (3))

z ≤ x ⇒ y ↔ x ∧ z ≤ y (x, y, z ∈ L),

которую можно считать и определением x ⇒ y. Псевдобулева ал-
гебра является дистрибутивной решеткой. Полная решетка будет
псевдобулевой алгеброй в том и только в том случае, если в ней
выполняется следующий дистрибутивный закон:

x ∧
∨

α∈A

xα =
∨

α∈A

x ∧ xα (x, xα ∈ L).
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Упорядоченное по включению множество всех открытых под-
множеств топологического пространства — пример полной псевдо-
булевой алгебры. Псевдобулевы алгебры называют брауэровыми ре-
шетками или, чаще всего, гейтинговыми алгебрами. Можно пока-
зать, что алгебра Линденбаума — Тарского интуиционистской логи-
ки — гейтингова алгебра. Таким образом, гейтинговы алгебры ха-
рактеризуют интуиционистскую логику так же, как булевы алгебры
характеризуют классическую логику, см. [5, 98].

(4) Исследование некоторых типов неклассических логик при-
водит, как и в случае интуиционистской логики, к различным клас-
сам алгебраических систем, являющихся дистрибутивными решетка-
ми. Наиболее известные разновидности — импликативная решетка
или решетка с относительными псевдодополнениями, топологиче-
ская булева алгебра (т. е. булева алгебра B с операцией I : B → B,
удовлетворяющей аксиомам внутренности: I(x∧y) = Ix∧ Iy; x ≤ y →
Ix ≤ Iy, I2 = I, I0 = 0, I1 = 1), алгебра Поста и т. п. (см., например,
[5, 29, 98]). Общая теория решеток — самостоятельное направление
с богатой внутренней проблематикой, имеющая многочисленные и
глубокие связи с другими разделами математики.

(5) Происхождение упомянутых выше логик и решеток связано
с «исследованием законов мысли» в духе упомянутой программы
Дж. Буля. Принципиально иной тип логик породил анализ законов
микромира. Логика квантовой механики значительно отклоняется
как от классической, так и от интуиционистской и модальной логик.

Орторешеткой называют решетку L с нулем, единицей и одно-
местной операцией (ортодополнения) ( · )⊥ : L → L, удовлетворяю-
щей условиям:

x ∧ x⊥ = 0, x ∨ x⊥ = 1;
x⊥⊥ := (x⊥)⊥ = x;

(x ∨ y)⊥ = x⊥ ∧ y⊥, (x ∧ y)⊥ = x⊥ ∨ y⊥.

Дистрибутивная орторешетка является булевой алгеброй. Элементы
x и y орторешетки называют ортогональными и пишут x ⊥ y, если
x ≤ y⊥ или, что равносильно, y ≤ x⊥. Орторешетку L именуют ор-
томодулярной решеткой или (квантовой) логикой, если для любых
x, y ∈ L, x ≤ y, существует такой элемент z ∈ L, что x ⊥ z и x∨z = y.
Последнее равносильно тому, что из x ≤ y следует y = x ∨ (y ∧ x⊥).
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Пример квантовой логики доставляет решетка всех замкнутых под-
пространств гильбертова пространства с операцией ортогонального
дополнения.

1.2. Реализация булевых алгебр

Принципиально важную возможность представить булеву ал-
гебру в виде алгебры открыто-замкнутых подмножеств компактно-
го пространства гарантирует теорема Стоуна. Доказательство этой
теоремы и описание некоторых связанных с ней технических средств
— основная цель настоящего параграфа.

1.2.1. Пусть 2 := Z2 := P({∅}) := {0,1} — двухэлементное
множество, наделенное структурой поля с помощью соотношений:

0 + 0 := 0, 0 + 1 = 1 + 0 := 1, 1 + 1 := 0,

0 · 1 = 1 · 0 := 0, 0 · 0 := 0, 1 · 1 := 1.

Отметим, что все элементы поля 2 идемпотентны. Рассмотрим те-
перь произвольное множество B, наделенное структурой ассоциа-
тивного кольца, в котором каждый элемент идемпотентен: b ∈ B →
b2 = b. Тогда B называют булевым кольцом. Такое кольцо коммута-
тивно и удовлетворяет тождеству b = −b для b ∈ B. Ясно, что булево
кольцо является векторным пространством над полем 2, более того,
коммутативной алгеброй над этим полем.

Напомним, что единица алгебры считается по определению от-
личной от ее нуля. Естественно, поле 2 можно отождествить с под-
кольцом булева кольца, составленным из нуля и единицы последнего.
Это отражается в обозначениях: для нуля любого кольца использу-
ют символ 0, для единицы — символ 1. Конечно, такое соглаше-
ние приводит к довольно обычной коллизии обозначений (в поле 2
сложение и умножение можно поменять местами, причем 0 станет
играть роль 1 и наоборот).

Булево кольцо B всегда рассматривают с отношением порядка,
определенным правилом:

b1 ≤ b2 ↔ b1b2 = b1 (b1, b2 ∈ B).

Непосредственно выясняется, что упорядоченное множество (B,≤)
представляет собой дистрибутивную решетку с наименьшим элемен-
том 0 и с наибольшим 1. При этом решеточные операции связаны с
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кольцевыми следующим образом:

x ∨ y = x + y + xy, x ∧ y = xy.

Более того, у каждого элемента b ∈ B имеется, и притом единствен-
ное, дополнение, т. е. такой элемент b∗, что

b∗ ∨ b = 1, b∗ ∧ b = 0.

Очевидно, что b∗ = 1+b. Итак, всякое булево кольцо станет булевой
алгеброй, если в нем определить порядок указанным выше способом.

В свою очередь, в булевой алгебре B можно ввести структуру
кольца, полагая

x + y := x M y, xy := x ∧ y (x, y ∈ B).

При этом (B, +, · ,0,1) становится булевым кольцом с единицей, для
которого вновь возникающее отношение порядка совпадает с уже
имеющимся.

Таким образом, булеву алгебру допустимо рассматривать как
алгебру с единицей над полем 2, в которой каждый элемент идем-
потентен.

1.2.2. Пусть B — произвольная булева алгебра.
(1) Характером алгебры B называют (булев или, что то

же, кольцевой) гомоморфизм χ : B → 2. Обозначим символом X(B)
множество всех характеров B с топологией поточечной сходимости.
Точнее, топология в X(B) индуцирована топологией произведения
из 2B , причем 2 наделяется единственной компактной хаусдорфо-
вой топологией, дискретной топологией 2. Напомним, что топологи-
ческое пространство X связно, если ∅ и X являются единственны-
ми открыто-замкнутыми подмножествами X. Топологическое про-
странство X называют вполне несвязным при условии, что любое
связное подпространство X содержит не более одной точки. Воз-
никшее топологическое пространство 2B — канторов дисконтинуум
— хаусдорфово, компактно и вполне несвязно. Топологическое про-
странство с такими свойствами именуют булевым. Понятно, что
X(B) — замкнутое подмножество 2B . Следовательно, X(B) само
является булевым пространством. Множество X(B) называют про-
странством характеров булевой алгебры B.
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(2) Как известно, непустое множество F ⊂ B называют
фильтром, если

x ∈ F ∧ y ∈ F → x ∨ y ∈ F ,

x ∈ F ∧ x ≤ y → y ∈ F .

Фильтр, отличный от B, именуют собственным. О максимальных
(по включению) элементах множества всех собственных фильтров
говорят как об ультрафильтрах. Пусть U(B) — множество всех
ультрафильтров в B, а U(b) — множество ультрафильтров, содер-
жащих b. Снабдим U(B) топологией, приняв систему множеств
{U(b) : b ∈ B} за базу топологии. Такое определение топологии кор-
ректно, ибо, как легко проверить, U(x∧y) = U(x)∩U(y) (x, y ∈ B).
Топологическое пространство U(B) часто называют стоуновским
пространством булевой алгебры B и обозначают St(B).

(3) Пусть M(B) — множество всех максимальных (собствен-
ных) идеалов алгебры B. Идеал здесь можно понимать в соответ-
ствии с 1.1.6 (2), равно как и в стандартном смысле теории колец.
Множество J ⊂ B будет идеалом в том и только в том случае, если
J∗ := {x∗ : x ∈ J} — фильтр в B. Более того, J ∈ M(B) ↔ J∗ ∈
U(B). Таким образом, отображение J 7→ J∗ осуществляет биек-
цию между M(B) и U(B). Множество M(B) принято называть про-
странством максимальных идеалов и наделять той единственной
топологией, которая делает гомеоморфизмом отображение J 7→ J∗.

1.2.3. Отметим некоторые алгебраические факты, необходимые
в связи с применением преобразования Гельфанда в нашей ситуации.

(1) Булево кольцо B является полем в том и только в том слу-
чае, если оно содержит в точности два элемента 0 и 1. Следователь-
но, 2 — единственное с точностью до изоморфизма булево поле.

C В самом деле, ненулевой элемент x ∈ B обратим, поэтому
справедливы импликации:

xx−1 = 1 → xxx−1 = 1 → xx−1 = x → x = 1. B

Для χ ∈ X(B) обозначим символом χ∗ отображение x 7→ χ(x)∗
(x ∈ B). Как видно, ker(χ) := {x ∈ B : χ(x) = 0} — идеал, а ker(χ)∗
— фильтр.
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(2) Отображения χ 7→ ker(χ) (χ ∈ X(B)) и χ 7→ ker(χ)∗ (χ ∈
X(B)) являются гомеоморфизмами X(B) на M(B) и U(B) соответ-
ственно.

C Отображение χ 7→ ker(χ) инъективно. Если J ∈ M(B), то
B/J — поле и согласно (1) оно изоморфно 2. Положим χ := λ◦ϕ, где
ϕ : B → B/J — фактор-гомоморфизм, а λ : B/J → 2 — изоморфизм.
Ясно, что ker(χ) = J , значит, указанное отображение биективно.
Остальные утверждения очевидны. B

(3) Элемент b ∈ B равен нулю тогда и только тогда, когда χ(b) =
0 для всех χ ∈ X(B).

C Допустим, что x 6= 0. Тогда главный идеал {y ∈ B : y ≤
x∗} является собственным и его можно расширить до максималь-
ного идеала J ∈ M(B). Это утверждение—теорема Крулля—непо-
средственно выводится из леммы Куратовского — Цорна (см. П.3.9).
В силу (2) J = ker(χ) для некоторого χ ∈ X(B). Поскольку x /∈ J ,
то должно быть χ(x) 6= 0. B

1.2.4. Теорема Стоуна. Каждая булева алгебра B изоморф-
на булевой алгебре открыто-замкнутых множеств единственного с
точностью до гомеоморфизма булева пространства — стоуновского
компакта алгебры B.

C Пусть C(X(B), 2) — алгебра непрерывных 2-значных функ-
ций, определенных на вполне несвязном компакте X(B). Преобразо-
вание Гельфанда GB элементу x ∈ B ставит в соответствие 2-знач-
ную функцию

x̂ : χ 7→ χ(x) (χ ∈ X(B)).

Понятно, что GB : B → C(X(B), 2) — гомоморфизм. Из 1.2.3 (3) вы-
текает инъективность этого гомоморфизма. Возьмем f ∈C(X(B), 2)
и положим Vf := {χ ∈ X(B) : f(χ) = 1}. Множество Vf открыто-
замкнуто. По определению топологии в X(B), найдутся b1, . . . , bk ∈
B и c1, . . . , cl ∈ B такие, что

Vf := {χ ∈ X(B) : χ(bn) = 1 (n ≤ k), χ(cm) = 0 (m ≤ l)}.

Положим b0 := b1 ∧ . . .∧ bk, c0 := c1 ∨ . . .∨ cl и b := b0 ∧ c∗0. Множество
Vf можно описать так:

Vf = {χ ∈ X(B) : χ(b0) = 1 ∧ χ(c0) = 0} =
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= {χ ∈ X(B) : χ(b) = 1} = {χ ∈ X(B) : b̂(χ) = 1}.

Отсюда видно, что f = b̂, следовательно, GB — изоморфизм.
Предположим теперь, что Q1 и Q2 — вполне несвязные компак-

ты и отображение h : C(Q1,2) → C(Q2,2) есть изоморфизм алгебр.
Если χ — характер алгебры C(Q2,2), то χ ◦ h — характер алгебры
C(Q1,2). При этом отображение χ 7→ χ ◦ h осуществляет гомео-
морфизм пространств характеров. С другой стороны, пространство
характеров алгебры C(Qk,2) гомеоморфно компакту Qk. Таким об-
разом, компакты Q1 и Q2 гомеоморфны. Остается заметить, что ал-
гебра C(X(B), 2) изоморфна алгебре открыто-замкнутых множеств
пространства X(B), а значит, и пространства U(B). B

Описанный в этой теореме изоморфизм B и Clop(St(B)) иногда
именуют преобразованием Стоуна булевой алгебры B.

1.2.5. В дальнейшем нас будут интересовать, как правило, пол-
ные булевы алгебры. С полными булевыми алгебрами неразрывно
связаны экстремальные компакты, т. е. компакты, представляю-
щие собой экстремально несвязные пространства. Напомним, что
хаусдорфово топологическое пространство называют экстремально
несвязным или, короче, экстремальным, если замыкание любого его
открытого подмножества открыто. Ясно, что экстремально несвяз-
ное пространство вполне несвязно.

Теорема Огасавары. Булева алгебра является полной в
том и только в том случае, если ее стоуновский компакт экстремален.

C Пусть B — полная булева алгебра, а h — изоморфизм B на
алгебру открыто-замкнутых множеств компакта Q := U(B). Возь-
мем открытое множество G ⊂ Q. Так как Q вполне несвязно, то
G =

⋃
U , где U — совокупность открыто-замкнутых множеств, со-

держащихся в G. Пусть U ′ := {h−1(U) : U ∈ U } и b :=
∨

U ′.
Открыто-замкнутое множество h(b) и есть замыкание G. В самом
деле, cl(G) ⊂ h(b) и h(b)\ cl(G) открыто. Если последнее множество
непусто, то h(c) ⊂ h(b)\ cl(G) для некоторого 0 6= c ∈ B. Но это
означает, что h(c) ∨ h(u) ≤ h(b) для всех u ∈ U ′. Последнее проти-
воречит равенству b =

∨
U . Тем самым cl(G) = h(b) — открытое

множество.
Предположим теперь, что компакт Q экстремален. Пусть G

— некоторое множество открыто-замкнутых подмножеств Q и G :=
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G . Множество G открыто и его замыкание cl(G) также должно
быть открытым ввиду экстремальности Q. Понятно, что cl(G) —
точная верхняя граница множества G в булевой алгебре открыто-
замкнутых множеств Clop(Q). B

1.2.6. Примеры.
(1) Стоуновский компакт булевой алгебры {0,1} есть одното-

чечное множество. Если булева алгебра конечна, то она состоит из
2n элементов для некоторого n ∈ N и ее стоуновское пространство
содержит в точности n точек.

(2) Возьмем непустое множество X. Стоуновский компакт буле-
ана P(X) есть компактификация Стоуна — Чеха β(X) множества
X, рассматриваемого как дискретное топологическое пространство.

(3) Если Q — вполне несвязный компакт, то стоуновский ком-
пакт алгебры Clop(Q) гомеоморфен Q.

(4) Пусть B, B′ — булевы алгебры и h : B → B′ — гомоморфизм.
Пусть ı : B → Clop(St(B)) и ı′ : B′ → Clop(St(B′)) — преобразова-
ния Стоуна алгебр B и B′. Существует единственное непрерывное
отображение θ : St(B′) → St(B) такое, что

h(x) = (ı′)−1θ−1(ı(x)) (x ∈ B).

Отображение h 7→ St(h) := θ является биекцией между множествами
гомоморфизмов из B в B′ и непрерывных отображений из St(B′)
в St(B). Если B′′ — еще одна булева алгебра и g : B′ → B′′ —
гомоморфизм, то St(g◦h) = St(h)◦St(g). Кроме того, St(IB) = ISt(B).

Пусть Bool — категория булевых алгебр и гомоморфизмов, а
Comp — категория компактов и непрерывных отображений. Ска-
занное выше можно сформулировать так (см. П.3).

Теорема. Отображение St является контравариантным функ-
тором из категории Bool в категорию Comp.

Два важных частных случая описанной ситуации стоит выде-
лить отдельно.

(5) Булева алгебра B0 изоморфна подалгебре булевой алгебры
B в том и только в том случае, если стоуновский компакт St(B0)
является непрерывным образом компакта St(B).

(6) Булева алгебра B′ является гомоморфным образом алгебры
B (или изоморфна фактор-алгебре алгебры B) (см. 1.1.6 (4)) в том и
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только в том случае, если стоуновский компакт St(B′) гомеоморфен
замкнутому подмножеству компакта St(B).

(7) Пусть B :=
∏

α∈A Bα, где (Bα)α∈A — непустое семейство бу-
левых алгебр. Стоуновский компакт St(B) булевой алгебры B совпа-
дает со стоун-чеховской компактификацией топологической суммы⋃

α∈A St(Bα) × {α} пространств St(Bα).
(8) Пусть B :=

⊗
α∈A Bα — булево произведение непустого се-

мейства булевых алгебр (1.1.6 (6)). Тогда стоуновский компакт St(B)
алгебры B гомеоморфен произведению

∏
α∈A St(Bα).

(9) Абсолют компакта X — это компакт aX, удовлетворяю-
щий следующим условиям: (a) X — непрерывный неприводимый
образ aX (т. е. существует непрерывная сюръекция aX на X и X не
является непрерывным образом никакого собственного замкнутого
подмножества aX); (b) всякий компактный непрерывный неприво-
димый прообраз компакта X гомеоморфен aX.

Если oB — пополнение булевой алгебры B, то St(oB) = a St(B);
т. е. абсолют стоуновского компакта алгебры B гомеоморфен сто-
уновскому компакту ее пополнения oB.

1.2.7. Атомом булевой алгебры B называют такой ее ненулевой
элемент a, что {x ∈ B : 0 ≤ x ≤ a} = {0, a}. Эквивалентно, a 6= 0
— атом булевой алгебры B, если для любого x ∈ B либо a ≤ x, либо
a ≤ x∗. Говорят, что B атомична, или атомна, если для всякого
ненулевого элемента x ∈ B существует атом a ≤ x. Булеву алгебру
называют безатомной, если она не содержит ни одного атома.

Будем говорить, что булева алгебра B вполне дистрибутивна,
если ∧

m∈M

∨

n∈N

xm,n =
∨

f∈NM

∧

m∈M

xm,f(m),

где xm,n ∈ B (m ∈ M,n ∈ N), M и N — произвольные множества
и NM := {f : f : M → N}. Если в этом определении M и N —
счетные множества, то мы говорим, что B — это σ-дистрибутивная
или счетно-дистрибутивная булева алгебра (см. 5.2.15 (6)).

Теорема. Пусть B — полная булева алгебра. Равносильны
следующие утверждения:

(1) B изоморфна булеану P(A) для непустого A;
(2) B вполне дистрибутивна;
(3) B атомична.
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C (1) → (2) Достаточно заметить, что булеан с теоретико-множе-
ственными объединением и пересечением — это вполне дистрибутив-
ная булева алгебра.

(2) → (3) Рассмотрим двойное семейство {xb,t ∈ B : b ∈ B,
t ∈ 2}, где 2 := {0,1}, xb,0 := b∗ и xb,1 := b. Тогда

1 =
∧

b∈B

xb,0 ∨ xb,1 =
∧

b∈B

∨

t∈2

xb,t.

Ввиду того, что B — вполне дистрибутивная булева алгебра, будет

1 =
∨

{c(f) : f : B → 2},

где c(f) :=
∨
{xb,f(b) : b ∈ B}. Отсюда видно, что для b ∈ B верно

b =
∨
{b ∧ c(f) : f ∈ 2B}. Поэтому для ненулевого b ∈ B найдется

g ∈ 2B такой, что b∧ c(g) 6= 0. С другой стороны, для произвольных
b ∈ B и f ∈ 2B возможны лишь два случая:

(a) f(b) = 0 → xb,f(b) = b∗ → c(f) ≤ b∗ ↔ b ∧ c(f) = 0,
(b) f(b) = 1 → xb,f(b) = b → c(f) ≤ b.

Итак, если b 6= 0, то либо b∧c(f) = 0, либо c(f) ≤ b, т. е. c(f) — атом
B, если c(f) 6= 0. Но так как имеется достаточно много ненулевых
c(f), то B — атомичная булева алгебра.

(3) → (1) Пусть A — множество всех атомов булевой алгебры B.
Для x ∈ B обозначим символом h(x) множество всех атомов a ∈ B
таких, что a ≤ x. Без труда проверяется, что отображение h : B →
P(A) есть изоморфизм булевых алгебр. B

1.2.8. Примечания.
(1) Как видно из теоремы 1.2.4, булева алгебра полностью опре-

деляется своим стоуновским компактом. Точнее, любое свойство бу-
левой алгебры B можно перевести на топологический язык, после
чего оно становится свойством стоуновского компакта St(B). Та-
кой способ исследования булевых алгебр называют реализационным
методом.

(2) Основная идея, заложенная в теореме Стоуна 1.2.4, прохо-
дит и в случае произвольных дистрибутивных решеток. Для дистри-
бутивной решетки L роль пространства St(L) играет определенным
образом топологизированное множество всех простых идеалов (или
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фильтров). Собственный идеал J ⊂ L называют простым в следу-
ющем случае:

x ∧ y ∈ J → x ∈ J ∨ y ∈ J.

Стоуновы пространства дистрибутивных решеток можно использо-
вать для построения новых решеток или для топологического опи-
сания теоретико-решеточных свойств (реализационный метод) (см.
[5, 29, 98]).

1.3. Теория фон Неймана — Гёделя —
Бернайса

Схема аксиом подстановки ZFϕ
4 теории множеств Цермело —

Френкеля ZFC (см. Приложение) охватывает бесконечное число ак-
сиом из-за произвола в выборе формулы ϕ. Стоит попытаться ввести
новые неопределяемые примитивные объекты, определяемые фор-
мулами ϕ из ZFϕ

4 . Тогда множество утверждений, содержащихся в
схеме ZFϕ

4 , предстанет в форме одной аксиомы о таких объектах.
При этом потребуются аксиомы, из которых вытекало бы существо-
вание объекта, соответствующего формуле. Поскольку все формулы
строятся по единой процедуре за конечное число шагов, то не исклю-
чено, что можно достичь желаемого с помощью конечного числа ак-
сиом. Это основное соображение, идущее от фон Неймана, заложено
в аксиоматику теории множеств, развитой Гёделем и Бернайсом и
обозначаемой NGB.

Первоначальным неопределяемым объектом (понятием) NGB
является класс. Класс, являющийся элементом какого-либо клас-
са, называют множеством. Прочие классы именуют собственны-
ми. Объективизация классов определяет коренное отличие NGB от
ZFC, в метаязыке которой «класс» и «свойство» воспринимаются
как синонимы.

При аксиоматическом изложении NGB пользуются, как прави-
ло, одной из двух различных модификаций языка ZFC. Первая из
них состоит в добавлении к языку ZFC нового одноместного пре-
дикатного символа M . Содержательно M(X) означает, что X есть
множество. Вторая модификация использует два разных типа пере-
менных для множеств и классов. Стоит подчеркнуть, что указанные
приемы не являются обязательными для описания NGB, а исполь-
зуются лишь из соображений удобства.
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1.3.1. Система NGB — это теория первого порядка (с равен-
ством). Строго говоря, язык NGB ничем не отличается от языка
ZFC. Однако в качестве переменных принято употреблять пропис-
ные латинские буквы X, Y , Z, . . . (с индексами). Строчные ла-
тинские буквы мы оставляем для argo, возникающего в результате
введения сокращающих символов, отсутствующих в языке NGB.

Пусть M(X) служит сокращением для формулы (∃Y ) (X ∈ Y )
(читается «X есть множество»). Строчные латинские буквы x, y,
z, . . . (с индексами) будут обозначать переменные для множеств.
Точнее, формулы (∀x)ϕ(x) и (∃x)ϕ(x) являются сокращениями для
формул (∀X) (M(X) → ϕ(X)) и (∃X) (M(X)∧ϕ(X)) соответствен-
но. Содержательно эти формулы означают: «для любого множества
верно ϕ» и «существует множество, для которого верно ϕ». При ис-
пользовании указанных сокращений переменная X не должна вхо-
дить в формулу ϕ, а также в те формулы, частями которых явля-
ются эти сокращения. Впрочем, установленных правил употребле-
ния строчных и прописных букв мы будем придерживаться лишь в
пределах текущего параграфа. Убедившись же в принципиальной
формализуемости теории классов, мы постепенно вернемся к обще-
принятому — более свободному — математическому языку. Напри-
мер, перенося теоретико-множественную концепцию отображения в
новый мир, мы обычно говорим о класс-функциях F , подразумевая,
что такое F может уже и не быть множеством, но тем не менее обла-
дает привычными свойствами функции. Такая практика представ-
ляет собой неотъемлемую привилегию работающего математика.

Приступим к формулировке специальных аксиом NGB.

1.3.2. Аксиома экстенсиональности NGB1:
два класса совпадают, если (и только если) они состоят из одних и
тех же элементов

(∀X)(∀Y )(X = Y ↔ (∀Z)(Z ∈ X ↔ Z ∈ Y )).

1.3.3. Аксиомы для множеств:
(1) аксиома (неупорядоченной) пары NGB2:

(∀x)(∀ y)(∃ z)(∀u)(u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y);

(2) аксиома объединения NGB3:

(∀x)(∃ y)(z ∈ y ↔ (∃u)(u ∈ x ∧ z ∈ u));
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(3) аксиома степени NGB4:

(∀x)(∃ y)(∀ z)(z ∈ y ↔ z ⊂ x);

(4) аксиома бесконечности NGB5:

(∃x)(∅ ∈ x ∧ ((∀ y)(y ∈ x ↔ y ∪ {y} ∈ x))).

Как видно, эти аксиомы совпадают с одноименными аналогами из
ZFC, сформулированными в П.2.3, П.2.4, П.2.7 и П.2.8. Следует
только иметь в виду, что в словесных формулировках слово мно-
жество здесь уже означает класс, являющийся элементом класса.
В символической же записи аксиом малые латинские буквы свиде-
тельствуют о сокращениях (см. 1.3.1). Так, например, частично
развернутая аксиома степени NGB4 имеет вид

(∀X)(M(X) → (∃Y )(M(Y ) ∧ (∀Z)(M(Z) → (Z ∈ Y ↔ Z ⊂ X)))).

В записи аксиомы бесконечности NGB5 использовано сокращение

∅ ∈ x := (∃ y)(y ∈ x ∧ (∀u)(u /∈ y)).

Существование пустого множества в NGB заранее не предполагает-
ся, как и в ZFC, а вытекает из аксиом. Тем не менее иногда это
утверждение включают в список NGB в качестве отдельной аксио-
мы:

(5) (∃ y)(∀u)(u /∈ y).

1.3.4. Аксиома подстановки NGB6 : если класс X одно-
значен, то для любого множества y класс вторых компонент тех пар
из X, первые компоненты которых входят в y, является множеством:

(∀X)(Un (X) → (∀ y)(∃ z)(∀u)(u ∈ z ↔ (∃ v)((v, u) ∈ X ∧ v ∈ y))),

где Un(X) := (∀u)(∀ v)(∀w)((u, v) ∈ X ∧ (u,w) ∈ X → v = w).
Как и предполагалось, схема ZFϕ

4 превратилась в одну акси-
ому. Здесь же отметим, что схеме аксиом выделения из ZF (см.
П.2.5) также соответствует одна аксиома — аксиома выделения. Она
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утверждает, что для любых множества x и класса Y существует мно-
жество, состоящее из элементов, общих для x и Y , т. е.

(∀x)(∀Y )(∃ z)(∀u)(u ∈ z ↔ u ∈ x ∧ u ∈ Y ).

Эта аксиома слабее аксиомы подстановки (она выводится из NGB6
и нижеследующей теоремы 1.3.14), но в некоторых случаях более
удобна в обращении.

Следующая группа из аксиом NGB7–NGB13 предназначена для
формирования классов. Эти аксиомы утверждают, что для некото-
рых свойств, выраженных формулами, существуют классы всех мно-
жеств, обладающих соответствующими свойствами. Единственность
при этом вытекает, как это обычно бывает, из аксиомы экстенсио-
нальности NGB1.

1.3.5. Аксиома ∈-отношения NGB7: существует класс,
состоящий в точности из тех упорядоченных пар множеств, у кото-
рых первая компонента служит элементом второй:

(∃X)(∀ y)(∀ z)((y, z) ∈ X ↔ y ∈ z)).

1.3.6. Аксиома пересечения NGB8: для любых двух клас-
сов существует их пересечение:

(∀X)(∀Y )(∃Z)(∀u)(u ∈ Z ↔ u ∈ X ∧ u ∈ Y ).

1.3.7. Аксиома дополнения NGB9: для каждого класса
существует дополнительный ему класс:

(∀X)(∃Y )(∀u)(u ∈ Y ↔ u /∈ X).

Отсюда вытекает существование универсального класса U := ∅
— дополнения пустого класса ∅.

1.3.8. Аксиома области определения NGB10: для каж-
дого класса X упорядоченных пар существует класс Y := domX,
элементами которого являются в точности первые компоненты эле-
ментов класса X:

(∀X)(∃Y )(∀u)(u ∈ Y ↔ (∃ v) ((u, v) ∈ X)).
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1.3.9. Аксиома декартова произведения NGB11: для
всякого класса X существует класс Y := X×U, состоящий из всевоз-
можных упорядоченных пар, первые компоненты которых являются
элементами класса X:

(∀X)(∃Y )(∀u)(∀ v)((u, v) ∈ Y ↔ u ∈ X).

1.3.10. Аксиомы перестановки NGB12 и NGB13. Пусть
σ := (ı1, ı2, ı3) — перестановка множества {1, 2, 3}. Класс Y назовем
σ-транспонированием класса X, если (x1, x2, x3) ∈ Y тогда и только
тогда, когда (xı1 , xı2 , xı3) ∈ X.

Для любого класса X существуют его (2, 3, 1)- и (1, 3, 2)-транс-
понирования:

(∀X)(∃Y )(∀u)(∀ v)(∀w)((u, v, w) ∈ Y ↔ (v, w, u) ∈ X);
(∀X)(∃Y )(∀u)(∀ v)(∀w)((u, v, w) ∈ Y ↔ (u,w, v) ∈ X).

1.3.11. Аксиома фундирования NGB14: в произволь-
ном непустом классе есть элемент, не имеющий с ним общих элемен-
тов:

(∀X)(X 6= ∅ → (∃ y)(y ∈ X ∧ y ∩ X = ∅)).

1.3.12. Аксиома выбора NGB15: для каждого класса X
существует выбирающая функция, т. е. однозначный класс, сопо-
ставляющий всякому непустому множеству из X некоторый его эле-
мент:

(∀X)(∃Y )(∀u)(u 6= ∅ ∧ u ∈ X → (∃!v)(v ∈ u ∧ (u, v) ∈ Y )).

Это очень сильная форма аксиомы выбора. Она равносильна суще-
ствованию одновременного выбора по одному элементу из каждого
непустого множества.

На этом список специальных аксиом NGB завершается. Как
видно, аксиоматика NGB, в отличие от ZFC, конечна. Другое удоб-
ное качество системы NGB состоит в том, что она фактически опери-
рует и с множествами, и со свойствами множеств как с формальными
объектами, осуществляя объективизацию, недоступную выразитель-
ным средствам ZFC.
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1.3.13. Из группы аксиом формирования классов выведем не-
сколько утверждений, которые потребуются нам при доказательстве
общей теоремы о существовании классов.

(1) Для любого класса существует его (2, 1)-транспони-
рование:

(∀X)(∃Z)(∀u)(∀ v)((u, v) ∈ Z ↔ (v, u) ∈ X).

C Аксиома декартова произведения гарантирует существование
класса X × U.

Последовательное применение аксиом (2, 3, 1)- и (1, 3, 2)-транс-
понирования к классу X ×U дает класс Y всех троек (v, u, w) таких,
что (v, u) ∈ X. Воспользовавшись аксиомой области определения,
заключаем, что Z := dom(Y ) — искомый класс. B

(2) Для любых двух классов существует их декартово
произведение:

(∀X)(∀Y )(∃Z)(∀w)
(w ∈ Z ↔ (∃u ∈ X)(∃v ∈ Y )(w = (u, v))).

C Нужно воспользоваться последовательно аксиомой декартова
произведения, утверждением (1), аксиомой пересечения и положить
Z := (U× Y ) ∩ (X × U). B

Для n ≥ 2 в силу 1.3.13 (2) определен класс Un всех упорядочен-
ных n-ок.

(3) Для любого класса X существует класс Z := (Un ×
Um) ∩ (X × Um):

(∀X)(∃Z)(∀x1) . . . (∀xn)(∀ y1) . . . (∀ ym)
((x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ∈ Z ↔ (x1, . . . , xn) ∈ X).

(4) Для любого класса X существует класс Z := (Um ×
Un) ∩ (Um × X):

(∀X)(∃Z)(∀x1) . . . (∀xn)(∀ y1) . . . (∀ ym)
((y1, . . . ym, x1, . . . , xn) ∈ Z ↔ (x1, . . . , xn) ∈ X).

C Для доказательства (3) и (4) нужно применить аксиому де-
картова произведения и аксиому пересечения. B
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(5) Для любого класса X существует класс Z такой, что

(∀x1) . . . (∀xn)(∀ y1) . . . (∀ ym)
((x1, . . . , xn−1, y1, . . . , ym, xn) ∈ Z ↔ (x1, . . . , xn) ∈ X).

C Следует применить аксиомы перестановки и аксиому декар-
това произведения. B

1.3.14. Теорема. Пусть ϕ — формула, в построении которой
участвуют только переменные из числа X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym, при-
чем ϕ предикативна, т. е. в ϕ связаны лишь переменные для мно-
жеств. Тогда в NGB доказуемо утверждение

(∀Y1) . . . (∀Ym)(∃Z)(∀x1) . . . (∀xn)
((x1, . . . , xn) ∈ Z ↔ ϕ(x1, . . . , xn, Y1, . . . , Ym)).

C Пусть формула ϕ записана с учетом принятых сокращений
в таком виде, что связанными в ней являются только переменные
для множеств. Достаточно рассмотреть те ϕ, которые не содержат
подформул вида Y ∈ W и X ∈ X, ибо последние заменяются на
эквивалентные: (∃x)(x = Y ∧ x ∈ W ) и (∃u)(u = X ∧ u ∈ X). Кроме
того, можно исключить из ϕ символ равенства, подставив в соот-
ветствии с аксиомой экстенсиональности вместо X = Y выражение
(∀u)(u ∈ X ↔ u ∈ Y ). Доказательство проводится индукцией по
длине k формулы ϕ, т. е. по числу k логических связок и кванторов,
входящих в ϕ.

При k = 0 формула ϕ атомна и имеет вид xı ∈ x, или x ∈ xı,
или xı ∈ Yl (ı <  ≤ n, l ≤ m). Если ϕ := xı ∈ x, то по аксиоме
∈-отношения существует класс W1, для которого

(∀xı)(∀x)((xı, x) ∈ W1 ↔ xı ∈ x).

Если же ϕ := x ∈ xı, то вначале, воспользовавшись той же аксиомой,
находим класс W2 со свойством

(∀xı)(∀x)((x, xı) ∈ W2 ↔ x ∈ xı),

а затем применяем 1.3.13 (1). В результате подберем класс W3, для
которого будет

(∀xı)(∀x)((xı, x) ∈ W3 ↔ x ∈ xı).
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Итак, в любом из этих двух случаев существует такой класс W , что
справедлива формула

Φ := (∀xı)(∀x)((xı, x) ∈ W ↔ ϕ(x1, . . . , xn, Y1, . . . , Ym)).

На основании 1.3.13 (4) в формуле Φ можно заменить подформулу
(xı, x) ∈ W на (x1, . . . , xı−1, xı) ∈ Z1 для некоторого другого класса
Z1 и добавить кванторы (∀x1) . . . (∀xı−1) в начале. Пусть Ψ — по-
лучаемая при этом формула. В силу 1.3.13 (5) в формуле Ψ вместо
подформулы (x1, . . . , xı−1, xı, x) ∈ Z1 допустимо написать (x1, . . . ,
xı, xı+1, . . . , x) ∈ Z2 для некоторого другого класса Z2 и добавить
кванторы (∀xı+1) . . . (∀x−1) в начале формулы Ψ. Наконец, приме-
нив 1.3.13 (3) к Z2, найдем класс Z, для которого верна формула

(∀x1) . . . (∀xn)((x1, . . . , xn) ∈ Z ↔ ϕ(x1, . . . , xn, Y1, . . . , Ym)).

Для оставшегося случая xı ∈ Yl требуемое утверждение следует из
существования декартовых произведений W := Uı−1 ×Yl и Z := W ×
Un−ı. Тем самым теорема установлена при k = 0.

Допустим, что для всех k < p теорема доказана и формула ϕ
имеет p логических связок и кванторов. Достаточно рассмотреть
случаи, когда ϕ получается из каких-то формул с помощью отрица-
ния, импликации и квантора общности.

Пусть ϕ := ¬ψ. По индукционному предположению существует
класс V такой, что

(∀x1) . . . (∀xn)((x1, . . . , xn) ∈ V ↔ ψ(x1, . . . , xn, Y1, . . . , Ym)).

По аксиоме дополнения имеется класс Z := U − V := U\V , удовле-
творяющий нужным условиям.

Пусть ϕ := ψ → θ. Вновь по индукционному предположению
найдутся классы V и W такие, что для V и ψ выполнено отмеченное
выше и, кроме того,

(∀x1) . . . (∀xn)((x1, . . . , xn) ∈ W ↔ θ(x1, . . . , xn, Y1, . . . , Ym)).

Искомый класс Z := U − (V ∩ (U − W )) существует ввиду аксиомы
пересечения и аксиомы дополнения.
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Пусть ϕ := (∀x)ψ, а V и ψ те же, что и выше. Если применить
аксиому области определения к классу X := U−V , то получим класс
Z1, для которого

(∀x1) . . . (∀xn)
(
(x1, . . . , xn) ∈ Z1 ↔ (∃x)¬ψ(x1, . . . , xn, Y1, . . . , Ym)

)
.

Класс Z := U−Z1, который существует по аксиоме дополнения, будет
искомым, ибо формула (∀x) ψ эквивалентна ¬(∃x)(¬ψ). B

1.3.15. Каждая аксиома формирования классов NGB7– NGB13
является следствием теоремы 1.3.14 при подходящем выборе фор-
мулы ϕ. С другой стороны, сама эта теорема, как видно из дока-
зательства, выводится из аксиом формирования классов. Замеча-
тельно, что вместо бесконечного числа утверждений, содержащихся
в 1.3.14, можно обойтись конечным числом аксиом NGB7–NGB13.

Теорема 1.3.14 позволяет доказывать существование самых раз-
нообразных классов. Так, для всякого класса Y существуют класс
всех его подмножеств P(Y ) и объединение всех элементов класса⋃

Y , определяемые обычными формулами

(∀u)(u ∈ P(Y ) ↔ u ⊂ Y ),

(∀u)
(
u ∈

⋃
Y ↔ (∃ v)(v ∈ Y ∧ u ∈ v)

)
.

В этом легко можно убедиться, если взять ϕ(X, Y ) := X ⊂ Y и
ϕ(X, Y ) := (∃V )(X ∈ V ∧ V ∈ Y ). По аналогичным соображениям
возможны определения Z−1, im(Z), Z ¹ Y , Z“Y , X ∪Y и т. п., где X,
Y и Z — некоторые классы.

1.3.16.Теорема.Всякая теорема ZFC является теоремой NGB.
C Все аксиомы ZF являются теоремами NGB. Докажем един-

ственную неочевидную часть этого утверждения, касающуюся ак-
сиомы подстановки ZFϕ

4 . Пусть формула ϕ не содержит свободных
вхождений переменной y и {x, t, z1, . . . , zm} — полный набор пере-
менных, использованных в построении ϕ. Далее предположим, что
для всех x, u, v, z1, . . . , zm выполняется

ϕ(x, u, z1, . . . , zm) ∧ ϕ(x, v, z1, . . . , zm) → u = v.

Формула ϕ предикативна, если в ней связанными являются лишь
переменные для множеств. По теореме 1.3.14 существует класс Z
такой, что

(∀x)(∀u)
(
(x, u) ∈ Z ↔ ϕ(x, u, z1, . . . , zm)

)
.
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Из указанного выше свойства ϕ видно, что класс Z однозначен, т. е.
в NGB доказуема Un (Z). По аксиоме подстановки NGB6 существует
множество y, для которого

(∀ v)
(
v ∈ y ↔ (∃u)((u, v) ∈ Z ∧ u ∈ x)

)
.

Ясно, что для y выполняется нужное соотношение

(∀ z1) . . . (∀ zm)(∀ v)
(
v ∈ y ↔ (∃u ∈ x)ϕ(u, v, z1, . . . , zm)

)
. B

1.3.17. Теорема. Каждая теорема NGB, в которой говорится
о множествах, является теоремой ZFC.

C Доказательство можно найти, например, в [52]. Оно требует
привлечения некоторых фактов из теории моделей, выходящих за
рамки настоящей книги. B

Содержание теорем 1.3.16 и 1.3.17 часто формулируют в следу-
ющем виде.

1.3.18. Теорема. Теория множеств фон Неймана — Гёделя —
Бернайса NGB является консервативным расширением теории мно-
жеств Цермело — Френкеля ZFC.

1.3.19. Примечания.
(1) Имеется много изложений теории множеств. Упомянем толь-

ко некоторые: [8, 13, 20, 21, 34, 36, 37, 52, 90, 91, 105, 127, 150, 163,
180, 248].

Теория NGB (наряду с теорией ZFC) является одной из наибо-
лее простых и удобных аксиоматических систем теории множеств.
Обзор других аксиоматических систем дан в [8, 13, 105, 112].

(2) Из разнообразия аксиоматических теорий множеств выде-
лим теорию Бернайса — Морса, расширяющую NGB. Эта теория
имеет специальные аксиомы NGB1–NGB5, NGB14 и следующую схе-
му аксиом выделения:

(∃X)(∀Y )
(
Y ∈ X ↔ M(Y ) ∧ ϕ(Y, X1, . . . , Xn)

)
,

где ϕ — произвольная формула, не содержащая вхождений перемен-
ной X.

(3) Теорема 3.1.17 принадлежит А. Мостовскому. Из нее следу-
ет, в частности, что теория ZF непротиворечива в том и только в том
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случае, когда непротиворечива теория NGB. Этот факт получили
И. Новак и Дж. Шенфилд (см. [13, 111]).

Из 1.3.14 видно, что если в формуле ϕ область действия кван-
торов ограничена множеством, то схема аксиом выделения есть тео-
рема NGB. Теория множеств Бернайса — Морса допускает в схе-
ме аксиом выделения квантификацию по произвольным классам. К
теории множеств Бернайса — Морса можно также добавить аксиому
выбора NGB15.

1.4. Ординалы

Концепция ординала является ключевой при изучении беско-
нечных множеств. Она предназначена для трансфинитного итери-
рования различных математических построений или рассуждений, а
также служит для измерения мощностей. Как именно это делается
— тема текущего параграфа.

1.4.1. Рассмотрим классы X и Y . Скажем, что X есть отно-
шение порядка или просто порядок на Y , если X является анти-
симметричным, рефлексивным и транзитивным отношением на Y .
Антисимметричность, рефлексивность и транзитивность отношения
записываются так же, как и на языке ZFC (см. П.1.10). Порядок
X на Y называют линейным, если Y × Y ⊂ X ∪ X−1. Говорят, что
отношение X вполне упорядочивает Y или что Y — вполне упорядо-
ченный класс, если X — порядок на Y и всякий непустой подкласс
класса Y имеет наименьший элемент (относительно X). Классы X1
и X2, упорядоченные отношениями R1 и R2 соответственно, имену-
ют подобными, если существует биекция h из X1 на X2 такая, что
(x, y) ∈ R1 ↔ (h(x), h(y)) ∈ R2 для всех x, y ∈ X1.

1.4.2. Введем отношение E формулой

(x, y) ∈ E ↔ (x ∈ y) ∨ x = y.

Класс E существует в силу аксиомы ∈-отношения NGB7 и теоремы
1.3.14. Как видно, E — отношение порядка на универсальном классе
U.

Класс X называют транзитивным (не путать с транзитивным
отношением!), если каждый его элемент является также и его под-
множеством:

Tr (X) := (∀ y) (y ∈ X → y ⊂ X).
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Ординальным классом мы будем именовать всякий транзитив-
ный класс, вполне упорядоченный отношением E. Запись Ord (X)
означает, что X — ординальный класс. Ординальный класс, являю-
щийся множеством, называют ординалом (или порядковым числом,
или трансфинитным числом). Класс всех ординалов обозначают
символом On. Напомним, что ординалы символизируются, как пра-
вило, малыми греческими буквами. При этом приняты следующие
сокращения:

α < β := α ∈ β, α ≤ β := (α ∈ β) ∨ (α = β), α + 1:= α ∪ {α}.

Если α < β, то говорят, что α предшествует β, а β следует за α.
Привлекая аксиому фундирования NGB14, легко установить следу-
ющий факт.

1.4.3. Класс является ординальным в том и только в том слу-
чае, если он транзитивен и линейно упорядочен отношением E.

C Пусть транзитивный класс X линейно упорядочен отношени-
ем E. Возьмем непустой подкласс Y ⊂ X и покажем, что Y имеет
наименьший элемент. Существует по меньшей мере один элемент
y ∈ Y . Если y = ∅, то y — искомый наименьший элемент в Y .
Если же y 6= ∅, то по аксиоме фундирования можно подыскать эле-
мент x ∈ y такой, что x ∩ y = ∅. Тогда x — наименьший элемент
множества y, так как y линейно упорядочено. Ввиду линейной упо-
рядоченности класса Y отношением E элемент x будет наименьшим
и в классе Y . Тем самым X — ординальный класс и достаточность
указанного условия обоснована. Необходимость его очевидна. B

Итак, в NGB или ZFC можно пользоваться более простым опре-
делением ординала:

Ord (X) ↔ Tr (X) ∧ (∀u ∈ X)(∀ v ∈ X)(u ∈ v ∨ u = v ∨ v ∈ u).

Полезно подчеркнуть, что эквивалентность приведенных определе-
ний ординала устанавливается без аксиомы выбора.

Большинство приводимых ниже свойств ординалов можно вы-
вести, не прибегая к аксиоме фундирования, пользуясь только пер-
воначальным определением ординала. Это обстоятельство, важное,
например, для обоснования совместимости аксиомы фундирования
с остальными аксиомами ZF, для наших дальнейших целей несуще-
ственно.
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1.4.4. Ниже нам потребуются несколько вспомогательных фак-
тов.

(1) Пусть X и Y — произвольные классы. Если X ординален, Y
транзитивен и X 6= Y , то равносильны соотношения Y ⊂ X
и Y ∈ X.

C При Y ∈ X класс Y — множество и Y ⊂ X из-за транзитив-
ности X. Допустим, в свою очередь, что Y ⊂ X. Так как X 6= Y , то
Z := X−Y 6= ∅. Класс Z имеет наименьший элемент x ∈ Z (в смысле
отношения порядка E). Это означает, что x∩Z = ∅ или x ⊂ Y . Кро-
ме того, x ⊂ X, ибо x ∈ X и X транзитивен. Возьмем элемент y ∈ Y .
Так как X линейно упорядочен, то x ∈ y или x = y, или, наконец,
y ∈ x. Первые два соотношения с учетом транзитивности Y дают
x ∈ Y , что противоречит вхождению x ∈ Z. Следовательно, y ∈ x.
Тем самым Y ⊂ x. Принимая в расчет уже доказанное включение
x ⊂ Y , получаем x = Y . Окончательно x = Y ∧ x ∈ X → Y ∈ X. B

(2) Пересечение любых двух ординальных классов есть орди-
нальный класс.

C Очевидно. B
(3) Если X и Y — ординальные классы, то

X ∈ Y ∨ X = Y ∨ Y ∈ X.

C Пусть пересечение X ∩ Y = Z не совпадает ни с одним из
классов X и Y . Тогда согласно (1) и (2) Z ∈ X и Z ∈ Y , т. е.
Z ∈ X ∩ Y = Z. Однако для множества Z ∈ X соотношение Z ∈ Z
невозможно. Следовательно, либо Z = X и тогда Y ⊂ X, либо
Z = Y и тогда X ⊂ Y . Остается сослаться на (1). B

1.4.5. Теорема. Справедливы следующие утверждения:
(1) элементами любого ординального класса могут быть

только ординалы;
(2) класс On — единственный ординальный класс, не яв-

ляющийся ординалом;
(3) для каждого ординала α множество α + 1 служит

ординалом, причем наименьшим из всех следующих
за α ординалов;

(4) объединение
⋃

X непустого класса ординалов X ⊂
On — ординальный класс; если X — множество, то⋃

X есть верхняя граница множества X в упорядо-
ченном классе On.
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C (1) Возьмем ординальный класс X и элемент x ∈ X. Так как
X транзитивен, то x ⊂ X, следовательно, x линейно упорядочено
отношением E. Покажем Tr (x). Если z ∈ y ∈ x, то z ∈ X ввиду
транзитивности X. Из возможных трех случаев z = x, x ∈ z и z ∈ x,
первые два приводят к замкнутым циклам z ∈ y ∈ z и z ∈ y ∈ x ∈
z соответственно, противоречащим аксиоме фундирования. Стало
быть, z ∈ x. Итак, z ∈ y → z ∈ x, т. е. y ⊂ x. Это доказывает Tr (x),
а заодно и Ord (x).

(2) Линейная упорядоченность класса On следует из 1.4.4 (3), а
его транзитивность — из (1), поэтому Ord (On). Если On — мно-
жество, то On — ординал и получается противоречие: On ∈ On.
Следовательно, On — ординальный класс, но не ординал. Для про-
извольного ординального класса X из X /∈ On вытекает X = On.
Действительно, утверждение 1.4.4 (3) допускает еще только одну воз-
можность On ∈ X, которая входит в противоречие с тем, что On —
собственный класс.

(3) Если α — ординал, то множество α+1 линейно упорядочено
по очевидным соображениям. Для x ∈ α + 1 либо x ∈ α, либо x = α,
причем в обоих случаях x ⊂ α. Но α ⊂ α + 1, стало быть, x ⊂
α + 1, что и доказывает транзитивность α + 1. Окончательно α + 1
— ординал и α < α + 1. Если α < β для некоторого ординала β,
то α ∈ β и α ⊂ β, т. е. α ∪ {α} ⊂ β. Согласно 1.4.4 (1) верно либо
α ∪ {α} ∈ β, либо α ∪ {α} = β, значит, α + 1 ≤ β.

(4) Предположив X ⊂ On и y ∈ Y :=
⋃

X, подыщем такой
элемент x ∈ X, что y ∈ x. Поскольку x — ординал, то y ⊂ x и,
тем более, y ⊂ Y . Ввиду транзитивности класса On (см. (2)) из
x ∈ X следует x ⊂ On, а потому Y ⊂ On. Итак, Y — транзитивный
подкласс On, стало быть, Y — ординал. Если α ∈ X, то α ⊂ Y
и согласно 1.4.4 (1) α ≤ Y . Если же β — ординал и β ≥ α для
всех α ∈ X, то Y ⊂ β и вновь по 1.4.4 (1) Y ≤ β. Следовательно,
Y = sup(X). B

1.4.6. Точную верхнюю границу множества ординалов x при-
нято обозначать lim(x). Ординал α называется предельным, если
α 6= ∅ и lim(α) = α. Эквивалентно, α — предельный ординал, если
он не представим в виде α = β + 1 с каким-либо β ∈ On. Обо-
значим символом KII класс всех предельных ординалов. Ордина-
лы, не входящие в KII, образуют класс непредельных ординалов
KI := On−KII = {α ∈ On : (∃β ∈ On) (α = β + 1)}. Обозначим
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буквой ω наименьший предельный ординал (существование которо-
го обеспечено теоремой 1.4.5 и аксиомой бесконечности). Можно по-
казать, что ω совпадает с классом непредельных ординалов α таких,
что каждый предшественник α также является непредельным:

ω = {α ∈ On : α ∪ {α} ∈ KI}.

Элементы ω называют конечными ординалами, или натураль-
ными числами, или положительными целыми числами. Наимень-
ший ординал — нулевое множество 0 := ∅ — содержится в ω. Сле-
дующий ординал 1:= 0 + 1 = 0 ∪ {0} = {∅} содержит единственный
элемент 0. Далее, 2 := 1 ∪ {1} = {0} ∪ {1} = {0, 1} = {0, {0}},
3 := 2 ∪ {2} = {0, {0}, {{0, {0}}} и т. д. Итак,

ω := {0, {0}, {0, {0}}, . . . } = {0, 1, 2, . . . }.

Используется также обозначение

N := ω − {0} = {1, 2, . . . }.

В следующей теореме перечислены основные свойства множе-
ства натуральных чисел ω, совокупность которых известна под на-
званием системы аксиом Пеано. Отметим, что по более давней ма-
тематической традиции термин натуральное число относят только к
элементам N. Нуль исторически «менее» натурален.

1.4.7. Теорема. Справедливы следующие утверждения:
(1) нуль является натуральным числом, т. е. 0 ∈ ω;
(2) для каждого натурального числа α ∈ ω непосред-

ственно следующий за ним ординал α + 1 — также
натуральное число;

(3) 0 6= α + 1 ни для какого натурального числа α;
(4) для натуральных чисел α и β из α+1 = β+1 следует

α = β;
(5) если класс X содержит пустое множество и с каждым

ординалом содержит также непосредственно следую-
щий за ним ординал, то ω ⊂ X.
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1.4.8. Теорема (принцип трансфинитной индукции). Пусть
X — некоторый класс, обладающий свойствами: (1) 0 ∈ X; (2) если α
— ординал и α ∈ X, то α+1 ∈ X; (3) если x — множество ординалов,
содержащееся в X, то lim(x) ∈ X. Тогда On ⊂ X.

C Предположим, что On 6⊂ X. Тогда непустой подкласс On−X
вполне упорядоченного класса On имеет наименьший элемент α ∈
On−X, причем это означает, что α ∩ (On−X) = 0 или α ⊂ X и
α 6= 0 ввиду (1). Если α ∈ KI, т. е. α = β +1 для некоторого β ∈ On,
то β ∈ α ⊂ X → β ∈ X и по условию (2) α = β + 1 ∈ X. Если же
α ∈ KII, то из условия (3) выводим α = lim(α) ∈ X. В обоих случаях
имеем α ∈ X, что противоречит включению α ∈ On−X. B

1.4.9. Теорема (принцип трансфинитной рекурсии). Пусть G
— некоторая класс-функция. Тогда существует единственная функ-
ция F , для которой

(1) dom(F ) = On;
(2) F (α) = G(F ¹ α) при любом α ∈ On, где F ¹ α :=

F ∩ (α × U) — ограничение F на α.
C Определим класс Y соотношением

f ∈ Y ↔ Fnc (f) ∧ dom(f) ∈ On∧(∀α ∈ dom(f)) (f(α) = G(f ¹ α)).

Если f , g ∈ Y , то либо f ⊂ g, либо g ⊂ f . Действительно, если
β := dom(f) и γ := dom(g), то β ≤ γ или γ ≤ β. Считая, например,
что γ < β, положим z := {α ∈ On : α < γ ∧ f(α) 6= g(α)}. Если z 6= 0,
то имеется наименьший элемент δ ∈ z. Тогда для всех α < δ будет
f(α) = g(α), т. е. f ¹ δ = g ¹ δ. Но по определению класса Y верно
также f(δ) = G(f ¹ δ) и g(δ) = G(g ¹ δ), следовательно, f(δ) = g(δ) и
δ /∈ z. Это противоречит выбору δ, значит, z = 0, т. е. f(α) = g(α)
при всех α < γ. Отсюда получаем требуемое включение g ⊂ f .
Положим F =

⋃
Y . Легко видеть, что F — функция, dom(F ) ⊂ On

и F (α) = G(F ¹ α) для всех α ∈ dom(F ). Если α ∈ dom(F ), то
(α, G(F ¹ α)) ∈ f при некотором f ∈ Y . Тогда α ∈ β := dom(f) ⊂
dom(F ) и ввиду транзитивности β будет α ⊂ dom(F ). Итак, класс
dom(F ) транзитивен и по 1.4.4 (1) либо dom(F ) = On, либо dom(F ) ∈
On. Однако последнее включение невозможно. В самом деле, из
δ := dom(F ) ∈ On следует, что функция f := F ∪ {(δ, G(F ))} входит
в Y , стало быть, f ⊂ F , откуда выводим противоречие: f ⊂ F →
dom(f) ⊂ dom(F ) → δ ∈ dom(F ) = δ. B
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1.4.10. Бинарное отношение R называют вполне фундирован-
ным, если для всякого x ∈ U класс R−1(x) — множество и для любого
непустого x ∈ U существует элемент y ∈ x такой, что x∩R−1(y) = 0.
Последнее условие (в предположении аксиомы выбора) равносиль-
но тому, что не существует бесконечной последовательности (xn) со
свойством xn ∈ R(xn+1) для всех n ∈ ω. Примером вполне фундиро-
ванного отношения служит отношение ∈. Принципы трансфинитной
индукции и рекурсии удобно применять в следующем виде.

1.4.11. Теорема. Пусть R — вполне фундированное отноше-
ние. Тогда справедливы утверждения:

(1) (индукция по R) если класс X таков, что для каждого
x ∈ U соотношение R−1(x) ⊂ X влечет x ∈ X, то
X = U;

(2) (рекурсия по R) для любой функции G : U → U
существует такая функция F , что dom(F ) = U и
F (x) = G(F ¹ R−1(x)) для всех x ∈ U.

1.4.12. Два множества называют равномощными, если суще-
ствует взаимнооднозначное отображение одного из них на другое.
Ординал, который не равномощен никакому предшествующему ор-
диналу, называется кардиналом. Любое натуральное число является
кардиналом. Кардинал, не являющийся натуральным числом, назы-
вают бесконечным. Значит, ω — наименьший бесконечный кардинал.
Для любого ординала α обозначим символом ωα бесконечный карди-
нал, для которого упорядоченное множество всех бесконечных кар-
диналов, меньших ωα, подобно α. Если такой кардинал существует,
то он единствен.

1.4.13. Теорема (принцип измерения мощностей). Справед-
ливы следующие утверждения:

(1) бесконечные кардиналы образуют некоторый вполне
упорядоченный собственный класс;

(2) для любого ординала α существует кардинал ωα, при-
чем отображение α 7→ ωα является подобием класса
ординалов и класса бесконечных кардиналов;

(3) существует отображение | · | из универсального клас-
са U на класс всех кардиналов такое, что множества x
и |x| равномощны для любого x ∈ U.
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C Доказательство см., например, в [91]. B
Кардинал |x| называют мощностью или кардинальным числом

множества x. Итак, всякое множество равномощно единственному
кардиналу, а именно своему кардинальному числу. Множество x
счетно, если |x| = ω0 := ω, и не более чем счетно, если |x| ≤ ω0.

1.4.14. Для произвольного ординала α обозначим символом 2ωα

мощность множества P(ωα), т. е. 2ωα := |P(ωα)|. Такое обозначение
оправдано тем, что 2x и P(X) равномощны для любого x, где 2x —
класс всех отображений из x в 2. Теорема, установленная Г. Кан-
тором, утверждает, что |x| < |2x|, каково бы ни было множество x.
В частности, ωα < 2ωα для любого ординала α. Тогда по теореме
1.4.13 будет ωα+1 ≤ 2ωα . Вопрос о том, имеются или нет промежу-
точные мощности между ωα+1 и 2ωα , т. е. выполнено ли равенство
ωα+1 = 2ωα , составляет содержание обобщенной проблемы контину-
ума. При α = 0 это классическая проблема континуума. Под ги-
потезой континуума CH (обобщенной гипотезой континуума GCH )
понимают равенство ω1 = 2ω (соответственно равенство ωα+1 = 2ωα

для всех α ∈ On).

1.4.15. Введем порядок в классе On×On, который мы будем
называть каноническим. Рассмотрим α1, α2, β1, β2 ∈ On. Будем
считать, что (α1, α2) ≤ (β1, β2), если выполнено любое из следующих
условий:

(1) α1 = β1 и α2 = β2;
(2) sup{α1, α2} < sup{β1, β2};
(3) sup{α1, α2} = sup{β1, β2} и α1 < β1;
(4) sup{α1, α2} = sup{β1, β2} и α1 = β1 и α2 < β2.

Таким образом, пары (α, β) сравниваются по sup{α, β}, а в мно-
жестве упорядоченных пар (α, β), имеющих одинаковый sup{α, β},
порядок лексикографический.

Можно легко проверить, что класс On×On с каноническим по-
рядком есть вполне упорядоченный класс. Аналогично определяется
каноническое вполне упорядочение класса On×On×On и т. д.

1.4.16. Примечания.
(1) Идея трансфинита относится к числу наиболее фундамен-

тальных и оригинальных открытий Г. Кантора. Используя эту идею,
он создал метод количественного анализа бесконечности, глубоко
проникнув в ее сущность. Понятие бесконечности присутствует в
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религиозных и философских учениях с древнейших времен. Однако
до Г. Кантора вся совокупность представлений о бесконечном со-
ставляла преимущественно гуманитарную дисциплину. Г. Кантор
сделал само понятие бесконечности предметом математического ис-
следования. Призванная и вдохновленная бесконечным, математика
стала «наукой о бесконечном». В этом состоит одна из наиболее рас-
пространенных точек зрения на предмет математики наших дней,
свидетельствующая величие идеи Г. Кантора.

(2) Проблема континуума восходит к Г. Кантору и названа пер-
вой в знаменитом докладе Д. Гильберта [97]. Оставаясь десятилети-
ями нерешенной, она порождала глубокие исследования по основа-
ниям теории множеств. В 1939 г. К. Гёдель установил совместимость
обобщенной гипотезы континуума с ZFC [19]. В 1963 г. П. Дж. Ко-
эн показал, что отрицание обобщенной гипотезы континуума также
совместимо с ZFC. Оба эти результата принесли с собой новые идеи,
методы и проблемы.

(3) По Г. Кантору ординал есть порядковый тип некоторого
вполне упорядоченного множества x, т. е. класс всех упорядочен-
ных множеств, подобных x. Однако все порядковые типы, кроме
порядкового типа пустого множества, являются собственными клас-
сами. Указанное обстоятельство делает невозможным развить тео-
рию порядковых типов (в рамках NGB), ибо нельзя рассматривать
классы порядковых типов. Определение 1.4.2 выделяет по одному
каноническому представителю из каждого порядкового типа. Такое
определение ординала принадлежит Дж. фон Нейману.

(4) Здесь мы привели лишь самые основные факты об ордина-
лах. Подробности и дальнейшие сведения можно найти в [55, 91].

1.5. Иерархии множеств

Рекурсивные определения, основанные на теореме 1.4.9 или ее
вариантах, доставляют, в частности, возрастающие (или убываю-
щие) трансфинитные последовательности множеств, называемые ку-
мулятивными иерархиями. Особый интерес для нас представляют
иерархии, приводящие к моделям теории множеств.

1.5.1. Рассмотрим некоторое множество x0 и два однозначных
класса Q и R. Исходя из них, построим новый однозначный класс G.
Прежде всего положим G(0) := x0. Далее, если x — функция и
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dom(x) = α + 1 для некоторого α ∈ On, то G(x) := Q(x(α)). Ес-
ли же dom(x) = α — предельный ординал, то для получения G(x)
сначала «накопим» множество из значений x(β) при β < α, а затем
к полученному множеству применим R, т. е. G(x) := R(

⋃
im(x)).

Во всех остальных случаях будем считать, что G(x) = 0. В силу
теоремы 1.4.9 о трансфинитной рекурсии существует однозначный
класс F , удовлетворяющий условиям

F (0) = x0,

F (α + 1) = Q(F (α)),

F (α) = R

( ⋃

β<α

F (β)
)

(α ∈ KII).

Такую функцию F часто называют кумулятивной иерархией. Объ-
единение элементов класса im(F ), т. е. класс

⋃

α∈On

F (α) :=
⋃

im(F ),

называют пределом кумулятивной иерархии (F (α))α∈On.

1.5.2. В дальнейшем нас интересует только тот специальный
случай, когда x0 — пустое множество, R — тождественное отобра-
жение универсального класса U и Q — некоторая класс-функция,
dom(Q) = U. При этом кумулятивные иерархии строятся индуктив-
но, начиная с пустого множества, последовательным применением
операции Q. Варьируя Q, можно получать различные кумулятив-
ные иерархии.

Наименьший ординал α, для которого x ∈ F (α + 1), называ-
ется (ординальным) рангом множества x относительно иерархии
(F (α))α∈On и обозначается rank(x). Понятно, что это определение
оправдано теоремой 1.3.14, в полном соответствии с которой суще-
ствует класс rank, удовлетворящий условию

(∀x) (∀ y) ((x, y) ∈ rank ↔ ϕ(x, y, F, On)),

где ϕ — предикативная формула

(∃α ∈ On) (y = α∧x ∈ F (α+1)∧ (∀β ∈ On) (x ∈ F (β +1) → α ≤ β)).

При этом верно Un (rank), dom(rank) =
⋃

im F и im(rank) ⊂ On, т. е.
rank — функция из

⋃
im(F ) в On. В обозначении ранга не указано F ,

так как ниже всегда ясно, о какой иерархии идет речь.
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1.5.3. В качестве простейшего примера рассмотрим случай, ко-
гда x0 = 0, R = IU и Q := Ptr, где Ptr любому x ∈ U сопоставля-
ет класс Ptr(x) всех транзитивных подмножеств множества x. Так
как транзитивное подмножество ординала есть ординал, то Q(α) =
α∪ {α} = α + 1 или F (α + 1) = α + 1 для каждого ординала α. Если
α пределен, то

F (α) =
⋃

β<α

F (β) =
⋃

β+1<α

F (β + 1) =
⋃

β+1<α

β + 1 = α.

Поэтому предел возникающей кумулятивной иерархии — это класс
ординалов On.

1.5.4. Если на роль Q пригласить операцию образования мно-
жества всех подмножеств P, считая, что x0 = 0, R = IU, получится
общеизвестная кумулятивная иерархия

V0 := 0,

Vα+1 := P(Vα) (α ∈ On),

Vα :=
⋃

β<α

Vβ (α ∈ KII).

Класс V :=
⋃

α∈On Vα — универсум фон Неймана (см. Приложение).
Напомним, что его нижние уровни имеют вид V1 = P(0) = {0} = 1,
V2 = P(1) = {0, {0}} = 2, V3 = P(V2) = {0, {0}, {{0}}, {0, {0}}} 6= 3
и т. д.

1.5.5. Справедливы следующие утверждения:
(1) Vα — транзитивное множество для каждого α ∈ On;
(2) Vβ ∈ Vα и Vβ ⊂ Vα при любых α, β ∈ On, β < α;
(3) если x ∈ y ∈ V, то rank(x) < rank(y);
(4) класс ординалов On содержится в универсуме V;
(5) rank(α) = α для α ∈ On;
(6) если x — множество и x ⊂ V, то x ∈ V.

C (1) Применяем трансфинитную индукцию. При α = 0 класс
V0 = 0 — транзитивное множество. Допустим, что множество Vα

транзитивно. Так как Vα+1 = P(Vα), то Vα+1 — множество и для
любых x и y из x ∈ y ∈ Vα+1 вытекает, что y ⊂ Vα и x ∈ Vα.
По индукционному предположению x ⊂ Vα или x ∈ Vα+1, значит,
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y ⊂ Vα+1. Если α ∈ KII и Vβ — транзитивное множество при всех
β < α, то для каждого x ∈ Vα будет

(∃β < α) (x ∈ Vβ) → (∃β < α) (x ⊂ Vβ) → x ⊂ Vα.

Кроме того, Vα есть множество как объединение множества мно-
жеств.

(2) Транзитивность Vα уже установлена в (1). Поэтому доста-
точно показать, что Vβ ∈ Vα (β < α). Проведем трансфинитную
индукцию по α. При α = 1 доказывать нечего. Пусть α > 1 и
Vβ ∈ Vα для всех β < α. Неравенство β < α + 1 выполняется лишь
тогда, когда α = β или β < α. Если α = β, то

Vβ = Vα ∈ P(Vα) = Vα+1.

Если же β < α, то по индукционному предположению Vβ ∈ Vα, а по
(1) Vα ⊂ Vα+1, следовательно, Vβ ∈ Vα+1. Осталось заметить, что
для предельного ординала α ∈ KII при β < α всегда верно Vβ ∈ Vα,
так как

Vβ ∈ Vβ+1 ⊂
⋃

γ<α

Vγ = Vα.

(3) Нетрудно понять, что α = rank(x) тогда и только тогда,
когда x ∈ Vα+1 и x /∈ Vα. Поэтому если x ∈ y, то y 6⊂ Vα и тем самым
y /∈ Vα+1. По определению rank(y) > α.

(4), (5) Вновь привлекаем трансфинитную индукцию.
При α = 0 имеем 0 ∈ V0 ⊂ V и rank(0) = 0, ибо 0 /∈ V0.
Пусть α ∈ V и rank(α) = α. Тогда α + 1 = α ∪ {α} ⊂ Vα+1 или

α + 1 ∈ P(Vα+1) = Vα+2. С другой стороны, если α + 1 ∈ Vα+1, то
α∪{α} ⊂ Vα и получаем противоречие: α ∈ Vα. Значит, α+1 /∈ Vα+1,
а потому rank(α+1) = α+1. Допустим, что α ∈ KII и для всех β < α
имеем β ∈ V и rank(β) = β. Тогда

α = {β ∈ On : β < α} ⊂
⋃

β<α

Vβ+1 ⊂ Vα,

откуда выводим: α ∈ Vα+1. Кроме того, соотношение α ∈ Vα влечет,
что α ∈ Vβ для некоторого β < α. Привлекая (3) и индукционное
предположение, мы немедленно приходим к противоречию:

β = rank(β) < rank(α) < β.

(6) Положим α := sup{rank(y) : y ∈ x}. Понятно, что x ⊂ Vα+1 и
x ∈ Vα+2 ⊂ V. B
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1.5.6. Теорема. Аксиома фундирования NGB14 равносильна
равенству U = V, т. е. совпадению универсального класса с универ-
сумом фон Неймана.

C Пусть U = V и возьмем непустой класс X. Существует эле-
мент x ∈ X, имеющий наименьший ранг α, т. е. rank(x) = α и
rank(x) ≤ rank(y) для всех y ∈ X. Если u ∈ x∩X, то в силу 1.5.5 (3)
rank(u) < α = rank(x), но это противоречит определению α. Стало
быть, x ∩ X = 0.

Докажем теперь, что V 6= U противоречит аксиоме фундиро-
вания. Действительно, применив эту аксиому к непустому классу
U − V, найдем множество y ∈ U − V, для которого y ∩ (U − V) = 0.
Последнее соотношение дает y ⊂ V, а из 1.5.5 (6) выводим y ∈ V. Это
противоречит выбору y. B

1.5.7. Теорема. Справедливы следующие утверждения:
(1) (∈-индукция): если класс X таков, что для всякого

множества x из x ⊂ X вытекает x ∈ X, то X = V;
(2) (∈-рекурсия): если G — однозначный класс, то су-

ществует единственная функция F , определенная на
всем V, для которой F (x) = G(im(F ¹ x)) при x ∈ V;

(3) индукция по рангу: если для класса X и каждого
множества x из {y ∈ V : rank(y) < rank(x)} ⊂ X
следует, что x ∈ X, то X = V.

C Как установлено в 1.5.6, универсум V совпадает с классом
всех множеств U. Поэтому требуемые утверждения вытекают непо-
средственно из 1.4.11 при условии, что отношения ∈ := {(x, y) ∈
V2 : x ∈ y} и R := {(x, y) ∈ V2 : rank(x) ≤ rank(y)} вполне фун-
дированы. Для ∈ нужное свойство следует из аксиомы фундирова-
ния (см. 1.4.10). Возьмем теперь такую последовательность (xn)n∈ω

множеств xn ∈ V, что xn+1 ∈ R(xn) (n ∈ ω). Тогда последователь-
ность ординалов αn := rank(xn) удовлетворяет условию αn+1 < αn

(n ∈ ω) из-за 1.5.5 (3). Это противоречит тому, что класс On вполне
упорядочен. Следовательно, R вполне фундированно. B

1.5.8. Пусть ∼ является отношением эквивалентности на клас-
се W . Совокупность всех элементов W , эквивалентных данному
x ∈ W , образует, вообще говоря, собственный класс, что и препят-
ствует образованию фактор-класса. Эта трудность преодолевается
с помощью следующей теоремы.
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Теорема Фреге — Рассела — Скотта. Существует
функция F : W → V такая, что при всех x, y ∈ W выполняется

F (x) = F (y) ↔ x∼y.

C По теореме 1.3.14 существует класс F , для которого при всех
x, y ∈ W будет

(x, y) ∈ F ↔ ϕ(x, y, W,∼, rank),
где предикативная формула ϕ имеет вид

(∀ z) (z ∈ y ↔ z ∈ W ∧ x∼ z ∧ (∀u)(x∼u → rank(z) ≤ rank(u))).
Таким образом, F — функция и y = F (x) — это класс множеств z,
эквивалентных x и имеющих наименьший ординальный ранг среди
всех таких множеств. Если α = rank(x), то F (x) ⊂ W∩Vα+1, поэтому
F (x) — множество. Кроме того, dom(F ) = W и для любых x, y ∈ W
будет x∼y ↔ F (x) = F (y). В самом деле, если F (x) = F (y), то
найдется w ∈ W , для которого x∼w и y∼w, т. е. x∼y. Обратная
импликация очевидна. B

Из аксиомы области определения NGB10 и из 1.3.13 (1) следует
существование класса im(F ) := {F (x) : x ∈ W}. Этот класс мы и
назовем фактор-классом W по отношению эквивалентности ∼, т. е.
W/∼ := im(F ). При этом принято говорить, что F — канонический
фактор-гомоморфизм или каноническая проекция.

1.5.9. Пусть B — фиксированное множество, содержащее более
одного элемента. Положим Q := P(B) : x 7→ Bx (x ∈ V), где Bx —
как обычно, множество всех отображений из x в B. Возникающую
при этом кумулятивную иерархию (см. 1.5.1, где x0 = 0, R = IV)
обозначают символом (V (B)

α )α∈On. Понятно, что B-значный универ-
сум

V(B) :=
⋃

α∈On

V (B)
α

является подклассом класса V и состоит из B-значных функций,
определенных на множествах B-значных функций. Стандартная ин-
терпретация символа ∈ в V(B) не дает ничего интересного, ибо для
B-значных функций u, v соотношение u ∈ v верно лишь в тривиаль-
ных случаях. Однако иерархии (Vα) и (V (B)

α ) существенно различны
и это обстоятельство может служить основой нестандартных интер-
претаций теории множеств в универсуме V(B). Подробнее об этом
будет идти речь ниже в гл. 2.
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1.5.10. Для полноты приведем еще одну кумулятивную иерар-
хию. Следующие операции над множествами называют гёделевыми
(всего их восемь): образование неупорядоченной пары, теоретико-
множественной разности, декартова произведения; (2, 3, 1)-, (3, 2, 1)-
и (1, 3, 2)-транспонирование (см. 1.3.10), а также X 7→ X2∩ ∈ и X 7→
dom(X). Для любого множества (множеств) X замыкание clG(X)
есть наименьшее множество, содержащее X и замкнутое относитель-
но гёделевых операций. Положим теперь Q(x) := P(X)∩clG(x∪{x}).
Возникающую при этом иерархию называют конструктивной иерар-
хией и обозначают (Lα)α∈On. Конструктивный универсум — это
класс L :=

⋃
α∈On Lα; элементы L — конструктивные множества. По-

дробности см. в [36, 93].

1.5.11. Примечания.
(1) Кумулятивная иерархия (Vα)α∈On была впервые рассмот-

рена Дж. фон Нейманом. Релятивизация аксиомы фундирования
к классу V доказуема в NGB–{NGB14}. Из этого факта вытека-
ет совместимость NGB14 с остальными аксиомами NGB. Другими
средствами показывается, что ¬ NGB14 также совместима с прочими
аксиомами NGB, т. е. NGB14 — независимая аксиома.

(2) Если B — полная гейтингова решетка (см. 1.1.8 (3)), то уни-
версум V(B) можно превратить в модель интуиционистской теории
множеств, используя структуру B и иерархию (V (B)

α ). В частности,
если B — полная булева алгебра, то возникает булевозначная модель
теории множеств. Подробнее об этом см. в 2.1.10 (3).

(3) Если B := [0, 1] — отрезок чисел вещественной прямой, за-
ключенных между нулем и единицей, то класс V(B) естественно на-
звать универсумом нечетких множеств [35] (см. также [185, 260,
261]). Этот универсум может служить моделью для некоторой тео-
рии множеств с подходящей многозначной логикой и составить из-
вестную базу для изучения нечетких множеств.

(4) Конструктивный универсум L является наименьшей тран-
зитивной моделью ZF, содержащей все ординалы. Класс L удовле-
творяет аксиоме выбора и обобщенной гипотезе континуума. Таким
образом, AC и GCH совместимы с ZF. Утверждение о том, что
все множества конструктивны, называют аксиомой конструктивно-
сти и записывают в виде V = L. Релятивизация формулы V = L к
классу L доказуема в ZF. Значит, аксиома V = L совместима с ZF.
Все эти результаты, а также определение конструктивных множеств
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принадлежит К. Гёделю [19] (см. также [36, 93]). Соответствующие
утверждения о совместимости аксиомы выбора и GCH верны и для
NGB (см. [36, 52, 91, 93]).

(5) В [241] показано, что если B представляет собою кванто-
вую логику (см. 1.1.8 (5)), то универсум V(B) служит моделью для
определенной квантовой теории множеств в смысле, аналогичном
указанному ниже в 2.4. Изучение квантовых теорий как логиче-
ских систем, построение квантовой теории множеств и развитие со-
ответствующей квантовой математики — интересная и актуальная
проблематика, но в этом направлении сделано немного. Адекватные
математические средства и правильные ориентиры намечаются, воз-
можно, в теории алгебр фон Неймана и выросших из нее различных
«некоммутативных» направлений (некоммутативная теория вероят-
ностей, некоммутативное интегрирование и т. п.).



Глава 2

Булевозначные универсумы

Общей чертой различных нестандартных методов анализа яв-
ляется привлечение специальных весьма нетрадиционных моделей
теории множеств. Аппарат булевозначного анализа базируется на
свойствах некоторой кумулятивной иерархии V(B), очередной слой
которой составляют функции, отправляющиеся из предыдущих сло-
ев и прибывающие в наперед выбранную полную булеву алгебру B.
Построение этой иерархии — булевозначного универсума V(B) — и
изучение общих свойств V(B) служат главными темами текущей гла-
вы.

Идея, заложенная в конструкцию булевозначного универсума,
проста. Заметим, что вместо множества можно предъявить его ха-
рактеристическую функцию. Путешествуя по этажам универсума
фон Неймана и осуществляя последовательные замены, мы прихо-
дим к иерархии, составленной только из двузначных функций. За-
мена 2 на произвольную булеву алгебру B и повторение процесса
приводят к искомому V(B).

Наиболее тонкие моменты, заслуживающие особого внимания,
состоят в точном разъяснении того смысла, в котором V(B) можно
рассматривать в качестве модели теории множеств. Мы подробно из-
лагаем процедуру определения и способы нахождения оценок истин-
ности теоретико-множественных формул. Столь же большое вни-
мание уделено освещению основных технических приемов, составля-
ющих фундамент булевозначного анализа, — принципов переноса,
перемешивания и максимума.

Соображения логической строгости и возможно более полной



50 Гл. 2.Булевозначные универсумы

независимости изложения заставили нас уделить много места по-
строению отделимого универсума и интерпретации NGB в V(B). При
первом чтении с этими более специальными фрагментами читатель,
интересующийся лишь содержательными приложениями к анализу,
может познакомиться достаточно бегло.

2.1. Универсум над булевой алгеброй

В этом разделе определяется булевозначный универсум, строят-
ся булевы оценки истинности теоретико-множественных формул и
сообщаются соответствующие простейшие факты.

2.1.1. Начнем с неформальных наводящих соображений, после
знакомства с которыми конструкции булевозначного универсума и
булевых оценок истинности, возможно, покажутся естественными.
Пусть 2 := {0,1} — обычная двухэлементная булева алгебра. Возь-
мем произвольное множество x ∈ V и свяжем с ним какую-либо (ха-
рактеристическую) функцию χx со значениями в 2, определяемую
(вообще говоря, неоднозначно) теми условиями, что x ⊂ dom(χx) и
χx(t) = 1 в том и только в том случае, когда t ∈ x. Понятно, что име-
ются веские основания отождествить x с любой такой функцией χx.
Для того чтобы элементы области определения dom(χx) двузначной
функции χx также оказались двузначными функциями, следовало,
конечно, предварительно на этаже Vβ , β < rank(x), в котором распо-
лагается dom(χx), все элементы заменить подходящими характери-
стическими функциями. Если же хочется обслужить в этом смысле
весь мир множеств, т. е. универсум V, то следует начинать с нулево-
го этажа ∅. Формализуя эти наблюдения, мы приходим к понятию
2-значного универсума

V(2) := {x : (∃α ∈ On) (x ∈ V (2)
α )},

где V
(2)
0 := ∅, V

(2)
1 := {∅}, V

(2)
2 := {{∅}, ({∅},1)} и т. д. Точнее, по

аналогии с V определяем по ∈-рекурсии кумулятивную иерархию

V (2)
α := {x : Fnc (x) ∧ im(x) ⊂ 2 ∧ (∃β < α)(dom(x) ∈ V

(2)
β )}.

Ясно, что V(2) состоит из двузначных функций, причем с каждым
элементом x ∈ V(2) связано множество x̄ := {y ∈ V(2) : x(y) = 1}.
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Правда, разным элементам V(2) может соответствовать одно и то же
множество. Поэтому отождествим те функции x и y ∈ V(2), для
которых x̄ = ȳ, не обращая внимания на формальные трудности и
препоны, неминуемо встречающиеся на этом пути. Возьмем произ-
вольные x, y ∈ V(2). В силу произведенного выше отождествления
равенство x = y верно в том и только в том случае, если x̄ = ȳ.
Формулу же x ∈ y естественно считать истинной лишь в том случае,
когда x̄ ∈ ȳ. Положим [[x = y]] := 1, [[x ∈ y]] := 1 в случае истинности
формул x = y, x ∈ y, и пусть [[x = y]] := 0, [[x ∈ y]] := 0 в противном
случае. Тогда справедливы представления:

[[x ∈ y]] =
∨

t∈dom(y)

y(t) ∧ [[t = x]],

[[x = y]] =
∨

t∈dom(x)

x(t) ⇒ [[t ∈ y]] ∧
∨

t∈dom(y)

y(t) ⇒ [[t ∈ x]].

Полезно сравнить эти формулы со следующими предложениями
теории множеств:

u ∈ v ↔ (∃w)(w ∈ v ∧ w = u),
u = v ↔ (∀w)(w ∈ u → w ∈ v) ∧ (w ∈ v → w ∈ u).

2.1.2. Пусть B — фиксированная полная булева алгебра, явля-
ющаяся элементом универсума фон Неймана V. Булевозначный уни-
версум V(B) возникает как предел кумулятивной иерархии (1.5.1),
если x0 := 0, R := IV, а Q определяется формулой

y ∈ Q(x) ↔ Fnc (y) ∧ dom(y) ⊂ x ∧ im(y) ⊂ B.

Таким образом, иерархия (V (B)
α )α∈On имеет вид

V
(B)
0 := 0,

V
(B)
α+1 := {y : Fnc (y) ∧ dom(y) ⊂ V (B)

α ∧ im(y) ⊂ B},

V (B)
α :=

⋃
{V (B)

β : β < α} (α ∈ KII).

По определению
V(B) :=

⋃

α∈On

V (B)
α .
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Учитывая, что пустое множество — это функция с пустой обла-
стью определения, выпишем первый и второй этажи булевозначного
универсума: V

(B)
1 = {0}, V

(B)
2 = {0} ∪ {(0, b) : b ∈ B}. Ординальный

ранг элемента x ∈ V(B) обозначим символом ρ(x).

2.1.3. Поскольку отношение y ∈ dom(x) вполне фундированно,
то из 1.4.11 (1) вытекает следующий принцип индукции для V(B):

(∀x ∈ V(B))((∀ y ∈ dom(x))ϕ(y) → ϕ(x)) → (∀x ∈ V(B))ϕ(x),

где ϕ — произвольная формула ZFC.

2.1.4. Наша ближайшая задача состоит в том, чтобы припи-
сать оценку истинности каждой формуле ZFC, свободные перемен-
ные которой заменены элементами V(B). Такая оценка должна быть
элементом B и обладать тем свойством, что теоремы ZFC станут
«истинными» в V(B), т. е. получат наибольшую оценку истинности
— единицу.

Прежде всего, введем оценку истинности для атомных формул
x ∈ y и x = y. Это делается с помощью двух класс-функций [[ · ∈ · ]]
и [[ · = · ]] из V(B) × V(B) в B.

Для произвольных x, y ∈ V(B) положим

(1) [[x ∈ y]] :=
∨

z∈dom(y)
y(z) ∧ [[z = x]],

(2) [[x = y]] :=
∧

z∈dom(x)
y(z) ⇒ [[z ∈ y]] ∧

∧
z∈dom(y)

y(z) ⇒ [[z ∈ x]].

Используя эти формулы и наделяя On×On канонической структу-
рой вполне упорядоченного класса, рекурсией по (ρ(x), ρ(y)) (см.
1.4.15) можно определить функции [[ · ∈ · ]] и [[ · = · ]]. В самом
деле, на нулевом уровне при (ρ(x), ρ(y)) = (0, 0) имеем (см. 1.1.1)

[[0 ∈ 0]] =
∨

∅ = 0B , [[0 = 0]] =
∧

∅ = 1B .

Кроме того, при z ∈ dom(y) (или z ∈ dom(x)) будет (ρ(x), ρ(z)) <
(ρ(x), ρ(y)) (соответственно (ρ(z), ρ(y)) < (ρ(x), ρ(y))).

Можно пойти по другому пути и воспользоваться трансфинит-
ной рекурсией 1.4.9. Именно, если при всех u, v ∈ V

(B)
α значения

[[u ∈ v]] и [[u = v]] определены, то для x, y ∈ V
(B)
α+1 можно вычислить
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[[x = y]] =
∧

u∈dom(x)

(
x(u) ⇒

∨

v∈dom(y)

y(v) ∧ [[u = v]]
)
∧

∧
∧

v∈dom(y)

(
y(v) ⇒

∨

u∈dom(x)

x(u) ∧ [[u = v]]
)

,

так как dom(x) ⊂ V
(B)
α и dom(y) ⊂ V

(B)
α . Теперь уже известны

значения [[x = z]] для всех z ∈ dom(y). Поэтому можно вычислить

[[x ∈ y]] =
∨

z∈dom(y)

y(z) ∧ [[z = x]].

Случай предельного ординала α не вызывает затруднений.

2.1.5. Рассмотрим подробнее обоснование рекурсивного опреде-
ления 2.1.4. Для k := 1, 2, 3, 4 положим

πk
x(u, v) :=

∨
{b ∈ B : (∃ c1, c2, c3, c4 ∈ B)((u, v, c1, c2, c3, c4) ∈

∈ x ∧ ck = b)}.

Пусть π1 и π2 — функции, сопоставляющие каждой упорядоченной
шестерке (u, v, c1, c2, c3, c4) соответственно первую и вторую компо-
ненты u и v. В этих обозначениях опишем некоторый однозначный
класс Q. Для произвольного x ∈ V множество Q(x) состоит из все-
возможных шестерок (u, v, c1, c2, c3, c4), удовлетворяющих условиям

Fnc (u), Fnc (v), im(u) ∪ im(v) ⊂ B,

dom(u) ⊂ π“1 x, dom(v) ⊂ π“2 x;

b1 =
∨

z∈dom(v)

v(z) ∧ π3
x(u, z),

b2 =
∨

z∈dom(u)

u(z) ∧ π4
x(v, z),

b3 = b4 =
∧

z∈dom(u)

u(z) ⇒ π1
x(z, v) ∧

∧

z∈dom(v)

v(z) ⇒ π2
x(u, z).

Согласно 1.5.1 существует кумулятивная иерархия (F (α))α∈On,
для которой



54 Гл. 2.Булевозначные универсумы

F (0) = (0, 0,0B ,0B ,1B ,1B),
F (α + 1) = Q(F (α)) (α ∈ On),

F (α) =
⋃

β<α

F (β) (α ∈ KII).

Легко заметить, что класс X := im(F ) — это функция, причем im(X)
⊂ B4 и dom(X) = V(B) × V(B). Если Pk : B4 → B символизирует k-ю
проекцию, то полагаем по определению

[[ · ∈ · ]] := P1 ◦ X, [[ · = · ]] := P3 ◦ X.

2.1.6. Опишем теперь способ осмысления всякой формулы тео-
рии множеств как утверждения об элементах булевозначного универ-
сума. Мы намерены тем самым интерпретировать классическую тео-
рию множеств в универсуме V(B) с помощью рассмотренных в 2.1.4
функций [[ · ∈ · ]] и [[ · = · ]].

Прежде всего, мы определим интерпретационный класс I как
совокупность всех отображений из множества символов переменных
языка теории множеств в универсум V(B).

Интерпретацией переменной x мы будем назвать отображение
вычисления x̄, сопоставляющее каждому ν ∈ I элемент x̄(ν) := ν(x).

В качестве интерпретаций формул x ∈ y и x = y возьмем функ-
ции

ν 7→ [[x̄(ν) ∈ ȳ(ν)]], ν 7→ [[x̄(ν) = ȳ(ν)]] (ν ∈ I).

Теперь для любой формулы ϕ(x1, . . . , xn) с n свободными перемен-
ными определим интерпретацию ν 7→ [[ϕ(x̄1(ν), . . . , x̄n(ν))]] индукци-
ей по длине формулы ϕ следующими правилами:

[[ϕ(x) ∧ ψ(y)]] : ν 7→ [[ϕ(x̄(ν))]] ∧ [[ψ(ȳ(ν))]],
[[ϕ(x) ∨ ψ(y)]] : ν 7→ [[ϕ(x̄(ν))]] ∨ [[ψ(ȳ(ν))]],

[[¬ϕ(x)]] : ν 7→ [[ϕ(x̄(ν))]]∗,
[[ϕ(x) → ψ(y)]] : ν 7→ [[ϕ(x̄(ν))]] ⇒ [[ψ(ȳ(ν))]],

[[(∀ t)ϕ(t, x)]] : ν 7→
∧

{[[ϕ(t̄(ν′), x̄(ν′))]] : ν′ ∈ Iν(x)},

[[(∃ t)ϕ(t, x)]] : ν 7→
∨

{[[ϕ(t̄(ν′), x̄(ν′))]] : ν′ ∈ Iν(x)},

где x := (x1, . . . , xn), y := (y1, . . . , ym), x̄(ν) := (x̄1(ν), . . . , x̄n(ν)),
ȳ(ν) := (ȳ1(ν), . . . , ȳm(ν)), Iν(x) := {ν′ ∈ I : ν(x) = ν′(x)}, причем все
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свободные переменные формул ϕ и ψ содержатся среди t, x1, . . . , xn

и t, y1, . . . , ym соответственно.
Заметим, что [[ϕ(x̄(ν))]] зависит только от значений x̄k(ν) = ν(xk)

(k := 1, . . . , n), поэтому мы пишем [[ϕ(u1, . . . , un)]] вместо [[ϕ(x̄(ν))]] =
[[ϕ(x̄1(ν), . . . , x̄n(ν))]], если uk := x̄k(ν) ∈ V(B) (k := 1, . . . , n). Ве-
личина [[ϕ(u1, . . . , un)]] — это булева оценка истинности формулы
ϕ(u1, . . . , un).

Если ϕ := ϕ(x1, . . . , xn) — формула и u1, . . . , un ∈ V(B), то пола-
гают по определению

V(B) |= ϕ(u1, . . . , un) ↔ [[ϕ(u1, . . . , un)]] = 1B .

В этой ситуации говорят, что ϕ истинна внутри V(B) при задан-
ных значениях u1, . . . , un переменных x1, . . . , xn или просто: утвер-
ждение ϕ(u1, . . . , un) справедливо в V(B). Иногда мы прибегаем к
формуле ϕ, выраженной в естественном языке, — это обстоятель-
ство отмечается кавычками: V(B) |=«ϕ». Отметим также, что знак
удовлетворения |= приводит к употреблению теоретико-модельных
выражений типа «V(B) — это булевозначная модель для ϕ» вместо
V(B) |= ϕ и т. п.

2.1.7. Введенное понятие интерпретации позволяет судить об
элементах V(B). Однако зачастую более удобным для этой цели ока-
зывается несколько иной язык, называемый B-языком. Этот язык
получается присоединением к алфавиту языка теории множеств по
одному символу константы для каждого элемента из V(B). При этом,
как обычно, элементы из V(B) отождествляются с соответствующи-
ми символами констант. Формулы и высказывания B-языка назовем
B-формулами и B-высказываниями. Тогда всякая B-формула (B-
высказывание) получается из некоторой формулы теории множеств
путем задания значений из V(B) для некоторых (соответственно для
всех) свободных переменных.

Посмотрим теперь, как упрощаются определения булевых оце-
нок истинности из 2.1.6 при использовании B-языка. Именно, булеву
оценку истинности любого B-высказывания можно получить, пола-
гая

[[σ ∧ τ ]] := [[σ]] ∧ [[τ ]],
[[σ ∨ τ ]] := [[σ]] ∨ [[τ ]],
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[[¬σ]] := [[σ]]∗,
[[σ → τ ]] := [[σ]] ⇒ [[τ ]],

[[(∀x)ϕ(x)]] :=
∧

{[[ϕ(u)]] : u ∈ V(B)},

[[(∃x)ϕ(x)]] :=
∨

{[[ϕ(u)]] : u ∈ V(B)},

где σ и τ — произвольные B-высказывания, а ϕ — какая-либо B-
формула с одной свободной переменной x.

Говорят, что B-высказывание σ истинно в (внутри) V(B), и пи-
шут V(B) |= σ, если [[σ]] = 1B .

В дальнейшем без специальных оговорок мы используем оба
языковых средства 2.1.6 и 2.1.7. При этом удобно употреблять одни
и те же буквы при обозначении как переменных, так и элементов
универсума V(B). Если одновременно рассматриваются несколько
булевых алгебр B, C, . . . и есть потребность детализации, то наряду
с [[ϕ]] мы будем писать [[ϕ]]B , [[ϕ]]C и т. д.

2.1.8. Теорема. Если формула ϕ(u1, . . . , un) доказуема в ис-
числении предикатов, то V(B) |= ϕ(x1, . . . , xn) для любых x1, . . . , xn ∈
V(B). В частности, для x, y, z ∈ V(B) справедливы соотношения:

(1) [[x = x]] = 1;
(2) x(y) ≤ [[y ∈ x]] для всех y ∈ dom(x);
(3) [[x = y]] = [[y = x]];
(4) [[x = y]] ∧ [[y = z]] ≤ [[x = z]];
(5) [[x ∈ y]] ∧ [[x = z]] ≤ [[z ∈ y]];
(6) [[y ∈ x]] ∧ [[x = z]] ≤ [[y ∈ z]];
(7) [[x = y]] ∧ [[ϕ(x)]] ≤ [[ϕ(y)]] для любой B-формулы ϕ.

C Легко проверяется, что аксиомы исчисления предикатов ис-
тинны внутри V(B), а правила вывода истинность увеличивают. Точ-
нее, если формула ϕ выводима в исчислении предикатов из формул
ϕ1, . . . , ϕn, то [[ϕ1]] ∧ . . . ∧ [[ϕn]] ≤ [[ϕ]].

Покажем теперь справедливость (1)–(7).
(1) Это свойство устанавливается индукцией по вполне фунди-

рованному отношению y ∈ dom(x). Предположим, что [[y = y]] = 1
при всех y ∈ dom(x). Тогда по 2.1.4 (1)

[[y ∈ x]] =
∨

t∈dom(x)

x(t) ∧ [[t = y]] ≥ x(y) ∧ [[y = y]] ≥ x(y),
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следовательно, из-за 1.1.4 (4) верно

[[x = x]] =
∧

y∈dom(x)

x(y) ⇒ [[y ∈ x]] = 1.

(2) Учитывая 2.1.4 (1) и доказанное в (1), при y ∈ dom(x) оце-
ниваем

[[y ∈ x]] ≥ x(y) ∧ [[y = y]] = x(y).

(3) Вытекает того, что выражение в 2.1.4 (2), задающее буле-
возначную оценку истинности равенств, симметрично.

Утверждения (4)–(6) устанавливаются одновременной индукци-
ей. Пусть ρ(x, y, z) := (α, β, γ) ∈ On3 такая перестановка тройки
ординалов ρ(x), ρ(y) и ρ(z), что α ≥ β ≥ γ. (Естественно, мы наде-
ляем On3 канонической структурой вполне упорядоченного класса
1.4.15.) Допустим, что x, y, z ∈ V(B) и для всех u, v, w ∈ V(B) при
ρ(u, v, w) < ρ(x, y, z) выполнены неравенства (4)–(6). Индукционный
шаг осуществим для каждого случая раздельно.

(4) Пусть t ∈ dom(x). Поскольку [[x = y]] ≤ x(t) ⇒ [[t ∈ y]], то
согласно 1.1.4 (3)

x(t) ∧ [[x = y]] ≤ [[t ∈ y]],
x(t) ∧ [[x = y]] ∧ [[y = z]] ≤ [[t ∈ y]] ∧ [[y = z]].

Заметив, что ρ(t, y, z) < ρ(x, y, z), и применив индукционное предпо-
ложение для (6), получим

[[t ∈ y]] ∧ [[y = z]] ≤ [[t ∈ z]],
x(t) ∧ [[y = x]] ∧ [[y = z]] ≤ [[t ∈ z]].

Воспользуемся вновь соотношением 1.1.4 (3). Тогда

[[x = y]] ∧ [[y = z]] ≤ x(t) ⇒ [[t ∈ z]],

следовательно,

[[x = y]] ∧ [[y = z]] ≤
∧

t∈dom(x)

x(t) ⇒ [[t ∈ z]].
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Аналогично,

[[x = y]] ∧ [[y = z]] ≤
∧

t∈dom(z)

z(t) ⇒ [[t ∈ x]].

В силу 2.1.4 (2) заключаем: [[x = y]] ∧ [[y = z]] ≤ [[x = z]].
(5) Рассмотрим t ∈ dom(y). Тогда ρ(t, x, z) < ρ(x, y, z). Значит,

по индукционному предположению, для (4) будет

y(t) ∧ [[t = x]] ∧ [[x = z]] ≤ y(t) ∧ [[t = z]] ≤ [[z ∈ y]].

Отсюда ввиду 1.1.5 (2)

[[x = z]] ∧
∨

t∈dom(y)

y(t) ∧ [[t = x]] ≤ [[z ∈ y]],

или [[x = z]] ∧ [[x ∈ y]] ≤ [[z ∈ y]].
(6) Пусть снова t ∈ dom(x). Тогда

x(t) ∧ [[x = z]] ≤ [[t ∈ z]],
[[t = y]] ∧ x(t) ∧ [[x = z]] ≤ [[t = y]] ∧ [[t ∈ z]].

На этот раз снова ρ(t, y, z) < ρ(x, y, z). Поэтому по индукционному
предположению для (5) и формулы 1.1.5 (2) получаем

x(t) ∧ [[x = z]] ∧ [[t = y]] ≤ [[y ∈ z]],

[[x = z]] ∧
∨

t∈dom(x)

x(t) ∧ [[t = y]] ≤ [[y ∈ z]].

Итак, [[x = z]] ∧ [[y ∈ x]] ≤ [[y ∈ z]] согласно 2.1.4 (1).
(7) Доказывается индукцией по длине формулы с учетом уже

установленных соотношений. B
В качестве следствия из теоремы 2.1.8 укажем следующие пра-

вила вычисления булевых значений истинности формул с ограничен-
ными кванторами.
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2.1.9. Для любой B-формулы ϕ с одной свободной переменной
x и для каждого u ∈ V(B) справедливы соотношения

[[(∃x ∈ u)ϕ(x)]] =
∨

v∈dom(u)

u(v) ∧ [[ϕ(v)]],

[[(∀x ∈ u)ϕ(x)]] =
∧

v∈dom(u)

u(v) ⇒ [[ϕ(v)]].

C Эти формулы двойственны друг другу, поэтому достаточно
доказать одну из них, например, первую. Ввиду 2.1.8 (2) справедли-
во неравенство

[[(∃x ∈ u)ϕ(x)]] ≥
∨

v∈dom(u)

u(v) ∧ [[ϕ(v)]].

С другой стороны, привлекая 2.1.4 (1) и 2.1.8 (7), получим

[[(∃x ∈ u)ϕ(x)]] =
∨

t∈V(B)

∨

v∈dom(u)

u(v) ∧ [[t = v]] ∧ [[ϕ(t)]] ≤

≤
∨

v∈dom(u)

u(v) ∧ [[ϕ(v)]]. B

2.1.10. Примечания.
(1) Для каждой конкретной формулы теории множеств ϕ при

u1, . . . , un ∈ V(B) и b ∈ B выражение [[ϕ(u1, . . . , un)]] = b снова фор-
мула теории множеств. Однако в ZFC закон ϕ 7→ [[ϕ]] не служит
определимым классом, допуская лишь метаязыковое определение.

(2) Булевозначный универсум V(B) используют для доказатель-
ства относительной совместимости теоретико-множественных утвер-
ждений по следующей схеме. Пусть T и T ′ — расширения теории
ZF, причем из совместимости ZF следует совместимость T ′. Пред-
положим, что можно определить B так, что T ′ |= «B — полная
булева алгебра» и T ′ |= [[ϕ]]B = 1 для каждой аксиомы ϕ теории T .
Тогда из совместимости ZF следует совместимость T (см. [119]).

(3) Пусть Ω — полная гейтингова решетка (см. 1.1.8 (3)). Псев-
додополнение b∗ элемента b ∈ Ω вводится формулой x∗ := x ⇒ 0, где
⇒ — операция относительного псевдодополнения. Незначительная
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модификация формул 2.1.4 позволяет определить оценки истинности
[[ · ∈ · ]]Ω и [[ · = · ]]Ω, действующие из V(Ω) × V(Ω) в Ω. Истинность в
V(Ω) определяется так же, как и в 2.1.6. При этом в V(Ω) оказываются
истинными все теоремы интуиционистского исчисления предикатов
(см. [144, 148, 245, 246]).

2.2. Преобразования булевозначных
универсумов

Всякий гомоморфизм булевой алгебры B индуцирует некоторое
преобразование универсума V(B). Изучение таких преобразований
и, в частности, анализ того, как при этом преобразуются булевы
оценки истинности формул — тема текущего параграфа.

2.2.1. Пусть π — гомоморфизм B в полную булеву алгебру C.
Рекурсией по вполне фундированному отношению y ∈ dom(x) опре-
деляется отображение π∗ : V(B) → V(C) такое, что dom(π∗x) := {π∗y :
y ∈ dom(x)} и

π∗x : v 7→
∨

{π(x(z)) : z ∈ dom(x), π∗z = v}.
Если гомоморфизм π инъективен, то инъективным будет и отоб-

ражение π∗. При этом
π∗x : π∗y 7→ π(x(y)) (y ∈ dom(x)).

C В самом деле, достаточно установить, что для произвольно-
го ординала α инъективным является сужение π∗ на V

(B)
α . Пред-

положим, что это утверждение выполнено для всех β < α. Пусть
x, y ∈ V

(B)
α таковы, что π∗x = π∗y. Заметим, что в этом случае

π∗x : π∗z 7→ π(x(z)) (z ∈ dom(x)) и π∗y : π∗z 7→ π(y(z)) (z ∈ dom(y)).
Тем самым мы приходим к равенству

{(π∗z, π(x(z))) : z ∈ dom(x)} = {(π∗u, π(y(u))) : u ∈ dom(y)}.
Поскольку для некоторого β < α множества dom(x) и dom(y) со-
держатся в V

(B)
β , то π∗ инъективен на каждом из этих множеств.

Учитывая инъективность π, получим
{(z, x(z)) : z ∈ dom(x)} = {(u, y(u)) : u ∈ dom(y)},

или, что то же самое, x = y. B
Гомоморфизм π : B → C называют полным, если π (

∨
M) =∨

π(M) для каждого множества M ⊂ B. Всюду ниже π — полный
гомоморфизм из B в полную булеву алгебру C.
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2.2.2. Теорема. Справедливы следующие утверждения:
(1) если ρ — полный гомоморфизм алгебры C в полную

булеву алгебру D, то (ρ ◦ π)∗ = ρ∗ ◦ π∗;
(2) если гомоморфизм π инъективен (сюръективен), то

отображение π∗ инъективно (соответственно, сюръ-
ективно);

(3) при всех x и y ∈ V(B) выполнены равенства

[[π∗x = π∗y]]C = π([[x = y]]B),
[[π∗x ∈ π∗y]]C = π([[x ∈ y]]B);

(4) для любых x ∈ V(B) и t ∈ V(C) справедливо равенство

[[t ∈ π∗x]]C =
∨

u∈V(B)

π([[u = x]]B) ∧ [[t ∈ π∗u]]C .

C (1) Предположим, что (ρ ◦ π)∗y = (ρ∗ ◦ π∗)y для всех y ∈
dom(x). Тогда для u := (ρ ◦ π)∗y, где y ∈ dom(x), последовательно
выводим (см. 1.1.5 (9)):

((ρ ◦ π)∗x)u =

=
∨

{(ρ ◦ π)(x(z)) : z ∈ dom(x), (ρ∗ ◦ π∗)z = (ρ∗ ◦ π∗)y} =

=
∨{

ρ
(∨

{π(x(z)) : z ∈ dom(x), π∗z = v}
)

: v ∈ dom(π∗x), ρ∗v =

= (ρ∗ ◦ π∗)y
}

=
∨

{ρ((π∗x)(v)) : v ∈ dom(π∗x), ρ∗v = ρ∗(π∗y)} =

= (ρ∗(π∗x))(ρ∗(π∗y)) = ((ρ∗ ◦ π∗)x)u.

Итак, (ρ ◦ π)∗x = ρ∗(π∗x). Требуемое вытекает теперь из 2.1.3.
(2) Случай инъективного π был уже разобран в 2.2.1. Допустим,

что π — сюръективное отображение. Тогда существуют главный иде-
ал B0 булевой алгебры B и изоморфизм ρ : C

на−→ B0, для которого
ρ−1 совпадает с сужением π0 гомоморфизма π на B0. Если x ∈ V(C),
то согласно (1) x = I∗Cx = (π0 ◦ ρ)∗x = π∗

0(ρ∗x) ∈ im(π∗
0). Итак, π∗

0
отображает V(B0) на V(C). Осталось заметить, что V(B0) ⊂ V(B) и
сужение π∗ на V(B0) совпадает с π∗

0 .
(3) Доказательство проводится индукцией по (ρ(x), ρ(y)) при ка-

ноническом упорядочении класса On×On (см. 1.4.15).
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Предположим, что требуемые формулы выполнены для любых
u, v ∈ V(B) при (ρ(u), ρ(v)) < (ρ(x), ρ(y)). Если z ∈ dom(x) или
z ∈ dom(y), то, очевидно, max{(ρ(z), ρ(x)), (ρ(z), ρ(y))} < (ρ(x), ρ(y)).
Следовательно, справедливы следующие выкладки (см. 1.1.5 (2, 9)):

[[π∗x ∈ π∗y]] =

=
∨

t∈dom(π∗y)

(π∗y)(t) ∧ [[t = π∗x]]=
∨

z∈dom(y)

(π∗y)(π∗z) ∧ [[π∗z = π∗x]] =

=
∨

z∈dom(y)

(∨
{π(y(u)) : u ∈ dom(y), π∗u = π∗z}

)
∧ [[π∗z = π∗x]]=

=
∨

z∈dom(y)

∨
{π(y(u)) ∧ [[π∗z = π∗x]] : u ∈ dom(y), π∗u = π∗z} =

=
∨

u∈dom(y)

π(y(u)) ∧ π([[u = x]]) = π

( ∨

u∈dom(y)

y(u) ∧ [[u = x]]
)

=

= π([[x ∈ y]]).

Аналогичные вычисления проходят и для булевых оценок ис-
тинности равенства (последовательно применяются 2.1.4 (2), 2.2.1,
1.1.5 (10), 2.1.4 (2)):

[[π∗x = π∗y]] =

=
∧

t∈dom(π∗y)

(π∗y)(t) ⇒ [[t ∈ π∗x]] ∧
∧

t∈dom(π∗x)

(π∗x)(t) ⇒ [[t ∈ π∗y]] =

=
∧

z∈dom(y)

(π∗y)(π∗z) ⇒ [[π∗z ∈ π∗x]]∧

∧
∧

z∈dom(x)

(π∗x)(π∗z) ⇒ [[π∗z ∈ π∗y]] =

=
∧

z∈dom(y)

∧
{π(y(u)) ⇒ π([[u ∈ x]]) : u ∈ dom(y), π∗u = π∗z}∧

∧
∧

z∈dom(x)

∧
{π(x(u)) ⇒ π([[u ∈ y]]) : u ∈ dom(x), π∗u = π∗z} =

=
∧

u∈dom(x)

π(x(u) ⇒ [[u ∈ y]]) ∧
∧

u∈dom(y)

π(y(u) ⇒ [[u ∈ x]])=π([[x = y]]).
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(4) В силу (3) и 2.1.8 (4) для x ∈ V(B) и t ∈ V(C) выполнены
оценки

[[t ∈ π∗x]] =

=
∨

s∈dom(π∗x)

(π∗x)(s) ∧ [[s = t]] =
∨

u∈dom(x)

(π∗x)(π∗u) ∧ [[π∗u = t]] ≤

≤
∨

u∈V(B)

π([[u ∈ x]]) ∧ [[π∗u = t]] =

=
∨

u∈V(B)

[[π∗u ∈ π∗x]] ∧ [[π∗u = t]] ≤ [[t ∈ π∗x]]. B

2.2.3. Теорема. Пусть u1, . . . , un ∈ V(B) и π — полный гомо-
морфизм из B в C. Пусть, далее, ϕ(x1, . . . , xn) — некоторая формула
ZFC. Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) если ϕ — формула класса ˚1, а гомоморфизм π про-
изволен, то

π([[ϕ(u1, . . . , un)]]B) ≤ [[ϕ(π∗u1, . . . , π
∗un]]C ;

(2) если ϕ — ограниченная формула, а π произволен, ли-
бо если π — эпиморфизм, а ϕ — произвольная фор-
мула, то

π([[ϕ(u1, . . . , un)]]B) = [[ϕ(π∗u1, . . . , π
∗un)]]C .

C Для атомных формул это утверждение обеспечено 2.2.2. Об-
щий случай устанавливается индукцией по длине формулы ϕ. При
этом нетривиальный индукционный шаг возникает лишь тогда, ко-
гда ϕ имеет вид (∃x)ϕ0 или (∀x)ϕ0. Именно здесь необходимы до-
полнительные предположения о ϕ и π.

(1) Если на индукционном шаге навешен ограниченный кван-
тор общности, т. е. если ϕ имеет вид (∀x∈u)ϕ0(x, u1, . . . , un), то (см.
1.1.5 (3, 10)) проведем следующие выкладки:

[[ϕ(π∗u, π∗u1, . . . , π
∗un)]] =

=
∧

x∈dom(π∗u)

(π∗u)(x) ⇒ [[ϕ0(x, π∗u1, . . . , π
∗un)]] =
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=
∧

x∈dom(u)

(π∗u)(π∗x) ⇒ [[ϕ0(π∗x, π∗u1, . . . , π
∗un)]] =

=
∧

x∈dom(u)

∧
{π(u(z))⇒ [[ϕ0(π∗x, π∗u1, . . . , π

∗un)]] :

z∈dom(u), π∗z = π∗x} =
∧

x∈dom(u)

π(u(x) ⇒ [[ϕ0(x, u1, . . . , un)]]) =

= π[[(∀x ∈ u)ϕ0(x, u1, . . . , un)]] = π[[ϕ(u, u1, . . . , un)]].

Далее, для неограниченного квантора существования непосредст-
венно из определений выводим

[[(∃x)ϕ0(x, π∗u1, . . . , π
∗un)]] ≥

≥
∨

{[[ϕ0(x, π∗u1, . . . , π
∗un)]] : x ∈ im(π∗)} =

=
∨

{[[ϕ0(π∗u, π∗u1, . . . , π
∗un)]] : u ∈ V(B)} =

=
∨

{π([[ϕ0(u, u1, . . . , un)]]) : u ∈ V(B)} = π([[(∃x)ϕ0(x, u1, . . . , un)]]).

(2) Отметим, прежде всего, что если π — сюръекция, то π∗ также
сюръекция, т. е. im(π∗) = V(C) (см. 2.2.2 (2)). Поэтому для формулы
ϕ := (∃x)ϕ0 будет

[[ϕ(π∗u1, . . . , π
∗un)]] =

=
∨

{[[ϕ0(x, π∗u1, . . . , π
∗un)]] : x ∈ V(C) = im(π∗)} =

=
∨

{[[ϕ0(π∗u, π∗u1, . . . , π
∗un)]] : u ∈ V(B)} =

=
∨

{π([[ϕ0(u, u1, . . . , un)]]) : u ∈ V(B)} = π([[ϕ(u1, . . . , un)]]).

Те же самые рассуждения годятся и для формулы ϕ вида (∀x)
ϕ0(x, u1, . . . , un).

Если же область действия рассматриваемого квантора суще-
ствования ограничена, т. е. если формула ϕ(u1, . . . , un) имеет вид
(∃x ∈ u)ϕ0(x, u1, . . . , un) и u, u1, . . . , un ∈ V(B), то (см. определения
и 1.1.5 (2, 9)) законны вычисления

[[ϕ(π∗u, π∗u1, . . . , π
∗un)]] =
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=
∨

x∈dom(π∗u)

(π∗u)(x) ∧ [[ϕ0(x, π∗u1, . . . , π
∗un)]] =

=
∨

x∈dom(u)

(π∗u)(π∗x) ∧ [[ϕ0(π∗x, π∗u1, . . . , π
∗un)]] =

=
∨

x∈dom(u)

∨{
π(u(z)) ∧ [[ϕ0(π∗x, π∗u1, . . . , π

∗un)]] :

z ∈ dom(u), π∗z = π∗x
}

=

=
∨

z∈dom(u)

π (u(z) ∧ [[ϕ0(z, u1, . . . , un)]]) = π([[ϕ(u, u1, . . . , un)]]).

Случай ограниченного квантора общности рассмотрен выше. B

2.2.4. Следствие. Пусть π, ϕ, u1, . . . , un — те же, что и в
2.2.3, и выполнено одно из следующих утверждений:

(1) ϕ(x1, . . . , xn) — формула класса ˚1, π — произволен;
(2) π — эпиморфизм, ϕ(x1, . . . , xn) — произвольная фор-

мула.
Тогда

V(B) |= ϕ(u1, . . . , un) → V(C) |= ϕ(π∗u1, . . . , π
∗un).

2.2.5. Следствие. Пусть π, ϕ и u1, . . . , un — те же, что и в
2.2.3, а кроме того выполнено одно из следующих условий:

(1) ϕ — ограниченная формула, а π — мономорфизм;
(2) π — изоморфизм, а ϕ — произвольная формула.

Тогда

V(B) |= ϕ(u1, . . . , un) ↔ V(C) |= ϕ(π∗u1, . . . , π
∗un).

2.2.6. Рассмотрим теперь важный специальный случай изучен-
ной ситуации. Пусть B0 — правильная подалгебра полной булевой
алгебры B. Это означает, что B0 — полная подалгебра и точные
границы любого множества в B0 не зависят от того, вычисляются
они в B0 или в B. В этой ситуации V(B0) ⊂ V(B), причем если ı —
тождественное вложение B0 в B, то ı∗ — вложение V(B0) в V(B). Из
2.2.5 (1) следует, что если ϕ(x1, . . . , xn) — ограниченная формула и
u1, . . . , un ∈ V(B0), то

V(B0) |= ϕ(u1, . . . , un) ↔ V(B) |= ϕ(u1, . . . , un).
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Поскольку двухэлементную алгебру 2 := {0,1} можно рассмат-
ривать как правильную подалгебру булевой алгебры B, то сказан-
ное выше справедливо и для универсума V(2). Ниже мы увидим, что
универсум V(2) в естественном смысле изоморфен универсуму фон
Неймана V.

2.2.7. Для произвольного множества x ∈ V определим элемент
x∧ ∈ V(2) ⊂ V(B) рекурсией по вполне фундированному отношению
y ∈ x. Для этого положим

dom(x∧) := {y∧ : y ∈ x}, im(x∧) := {1B}.

Из 2.2.2 (3) для любых x, y ∈ V будет

[[x∧ ∈ y∧]]B ∈ 2, [[x∧ = y∧]]B ∈ 2.

Отображение x 7→ x∧ (x ∈ V) называется каноническим вло-
жением класса всех множеств V в булевозначный универсум V(B).
Элементы из V(B), имеющие вид x∧ при некотором x ∈ V, называ-
ются стандартными. Иногда x∧ называют стандартным именем
множества x в V(B).

2.2.8. Теорема. Справедливы следующие утверждения:
(1) если x ∈ V и y ∈ V(B), то

[[y ∈ x∧]] =
∨

{[[y = u∧]] : u ∈ x};

(2) если x, y ∈ V, то

x ∈ y ↔ V(B) |= x∧ ∈ y∧, x = y ↔ V(B) |= x∧ = y∧;

(3) отображение x 7→ x∧ инъективно;
(4) для любого y ∈ V(2) существует единственный эле-

мент x ∈ V такой, что V(B) |= x∧ = y;
(5) если π — полный гомоморфизм из B в C, то для каж-

дого x ∈ V будет π∗x∧ = x
∧
∧, где ( · )

∧
∧ — каноническое

вложение V в V(C).
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C (1) Непосредственный подсчет с привлечением определений
2.1.4 и 2.2.7 дает

[[y ∈ x∧]] =
∨

t∈dom(x∧)

x∧(t) ∧ [[t = y]] =

=
∨

t∈x

x∧(t∧) ∧ [[t∧ = y]] =
∨

t∈x

[[t∧ = y]].

(2) Предположим, что для всех z ∈ V таких, что rank(z) <
rank(y), выполнены соотношения

(∀x)(x ∈ z ↔ [[x∧ ∈ z∧]] = 1),
(∀x)(x = z ↔ [[x∧ = z∧]] = 1),
(∀x)(z ∈ x ↔ [[z∧ ∈ x∧]] = 1).

Согласно (1) [[x∧ ∈ y∧]] =
∨
{[[t∧ = x∧]] : t ∈ y}. Поскольку rank(t) <

rank(y) при t ∈ y, с учетом индуктивного предположения получим,
что [[x∧ ∈ y∧]] = 1 в том и только в том случае, если [[t∧ = x∧]] = 1
или t = x для некоторого t ∈ y. Далее, по определению

[[x∧ = y∧]] =
∧

t∈x

[[t∧ ∈ y∧]] ∧
∧

s∈y

[[s∧ ∈ x∧]]

и rank(s) < rank(y) при s ∈ y. Следовательно, в силу уже доказан-
ного и по индуктивному предположению правая часть последнего
равенства равна единице в том и только в том случае, если t ∈ y для
всех t ∈ x и s ∈ x для всех s ∈ y, т. е. если x = y. Вновь привлекая
(1), получаем

[[y∧ ∈ x∧]] =
∨

{[[y∧ = t∧]] : t ∈ x}.

Значит, [[y∧ ∈ x∧]] = 1 имеет место лишь тогда, когда [[y∧ = t∧]] = 1
для некоторого t ∈ x. Последнее же в силу уже установленного
равносильно соотношению (∃ t ∈ x)(t = y), т. е. включению y ∈ x.

(3) Вытекает из (2).
(4) Предположим, что y ∈ V(2) и для любого t ∈ dom(y) уже

установлено, что существует u ∈ V, для которого [[t = u∧]] = 1.
Определим x ∈ V равенством

x := {u ∈ V : (∃ t ∈ dom(y))(y(t) = 1 ∧ [[u∧ = t]] = 1)}.
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Тогда для u ∈ x будет

[[u∧ ∈ y]] =
∨

t∈dom(y)

y(t) ∧ [[t = u∧]] = 1.

Кроме того, используя индукционное предположение, для t ∈ dom(y)
выводим

y(t) ≤ [[t ∈ x∧]] =
∨

u∈x

[[t = u∧]].

Из всего сказанного следует, что

[[x∧ = y]] =
∧

t∈dom(y)

y(t) ⇒ [[t ∈ x∧]] ∧
∧

u∈x

[[u∧ ∈ y]] = 1.

(5) Проведем индукцию по вполне фундированному отношению
y ∈ x. Предположим, что (∀ y ∈ x)(π∗y∧ = y

∧
∧). Тогда

dom(π∗x∧) = {y
∧
∧ : y ∈ x} = dom(x

∧
∧).

Стало быть, для y ∈ x будет

(π∗x∧)(y
∧
∧) = (π∗x∧)(π∗y∧) =

=
∨

{π(x∧(y∧)) : z ∈ dom(x∧), π∗z = π∗y∧} ≥

≥ π(x∧(y∧)) = 1B = x
∧
∧(y

∧
∧).

Итак, π∗x∧ = x
∧
∧, что обосновывает индукционный шаг. B

2.2.9. Пусть u1, . . . , un ∈ V и ϕ(x1, . . . , xn) — формула ZFC. То-
гда имеют место утверждения

(1) ϕ(u1, . . . , un) ↔ V(2) |= ϕ(u∧
1 , . . . , u∧

n);
(2) если ϕ — ограниченная формула, то

ϕ(u1, . . . , un) ↔ V(B) |= ϕ(u∧
1 , . . . , u∧

n);

(3) если ϕ — формула класса ˚1, то

ϕ(u1, . . . , un) → V(B) |= ϕ(u∧
1 , . . . , u∧

n).
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/ Заметим, что в проверке нуждается лишь утверждение (1),
так как (2) и (3) вытекают из (1), 2.2.4 (1) и 2.2.5 (1). Для атомных
формул (1) обеспечено 2.2.8 (2). При индукции по длине формулы
ϕ нетривиальный шаг возникает лишь в том случае, когда появ-
ляется квантор существования. Допустим, что ϕ имеет вид (∃x)
ψ(x, u1, . . . , un) и [[ϕ(u∧

1 , . . . , u∧
n)]] = 1, причем для ψ утверждение (1)

выполнено. Тогда

1 =
∨

{[[ψ(u, u∧
1 , . . . , u∧

n)]]2 : u ∈ V(2)}.

Следовательно, [[ψ(v, u∧
1 , . . . , u∧

n)]] = 1 для некоторого v ∈ V(2). Со-
гласно 2.2.8 (4) существует такой u0 ∈ V, что [[u∧

0 = u]] = 1. Отсюда
в силу 2.1.8 (7)

1 = [[ψ(v, u∧
1 , . . . , u∧

n)]] ∧ [[v = u∧
0 ]] ≤ [[ψ(u∧

0 , . . . , u∧
n)]].

По индукционному допущению имеет место ψ(u0, . . . , un). Значит,
верно также и ϕ(u1, . . . , un). Наоборот, если ϕ(u1, . . . , un), то для
некоторого u0 ∈ V будет ψ(u0, u1, . . . , un). По индукционному пред-
положению [[ψ(u∧

0 , u∧
1 , . . . , u∧

n)]] = 1. Еще и [[(∃x)ψ(x, u∧
1 , . . . , u∧

n)]] ≥
[[ψ(u∧

0 , u∧
1 , . . . , u∧

n)]], откуда [[ψ(u∧
1 , . . . , u∧

n)]] = 1. B

2.2.10. Примечания.
(1) Пусть U — ультрафильтр в булевой алгебре B, а U′ — двой-

ственный к нему идеал, т. е. U′ := {b∗ : b ∈ U}. Тогда фактор-алгебра
B/U′ двухэлементна и ее можно отождествить с булевой алгеброй
2 := {0,1}. Фактор-гомоморфизм π : B → 2 не является, вообще
говоря, полным. Это не позволяет применить 2.2.4 и 2.2.5 для уста-
новления связи между истинностью в V(B) и V(2). Однако если π
полон (т. е. если ультрафильтр U главный), то из 2.2.5 видно, что
для любых формулы ϕ(x1, . . . , xn) и набора u1, . . . , un ∈ V(B) будет

V(2) |= ϕ(π∗u1, . . . , π
∗un) ↔ [[ϕ(u1, . . . , un)]] ∈ U,

ибо для b ∈ B равносильны соотношения π(b) = 1 и b ∈ U.
(2) Путем факторизации из универсума V(B) и ультрафильтра

U можно сконструировать модель, отличную от V(2).
Введем в V(B) отношение ∼U по формуле

∼U := {(x, y) ∈ V(B) × V(B) : [[x = y]] ∈ U}.
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Ясно, что ∼U — отношение эквивалентности на V(B). Обозначим
символом V(B)/U фактор-класс (см. 1.5.8) универсума V(B) по ∼U,
рассматриваемый вместе с бинарным отношением

∈U := {(x̃, ỹ) : x, y ∈ V(B), [[x ∈ y]] ∈ U},

где x 7→ x̃ — каноническое фактор-отображение из V(B) в V(B)/U.
Можно показать, что

V(B)/U |= ϕ(x̃1, . . . , x̃n) ↔ [[ϕ(x1, . . . , xn)]] ∈ U

для x2, . . . , xn ∈ V(B) и формулы ϕ.
Читатель, знакомый с теорией ультрапроизведений, усмотрит в

(2) известную теорему Лося (см. [34, 36, 46, 120]). Нетрудно убедить-
ся в наличии и других глубоких связей с каноническими теоретико-
модельными конструкциями. В (3) и (4) мы получим ультрапроиз-
ведения путем факторизации подходящего булевозначного универ-
сума.

(3) Пусть T — непустое множество (не обязательно всех) глав-
ных ультрафильтров на булевой алгебре B, а VT — как обычно, класс
всех отображений из T в V. Ввиду 2.2.8 (4) для каждого x ∈ V(2) су-
ществует единственный элемент x∨ ∈ V такой, что [[(x∨)∧ = x]] = 1.
Определим теперь отображение h : V(B) → VT , полагая

h(x) := {(t, π∗
t x) : t ∈ T} (x ∈ V(B)),

где πt — полный гомоморфизм из B в 2, определяемый ультрафиль-
тром t, т. е. πt(b) = 1, если b ∈ t, и πt(b) = 0, если b ∈ t′. Мож-
но показать, что h — сюръективное отображение. С другой сторо-
ны, h инъективен в том и только в том случае, если всякий эле-
мент b ∈ B принадлежит какому-нибудь ультрафильтру t ∈ T , т. е.
(∀ b ∈ B)(∃ t ∈ T ) (b ∈ t) (это означает, что T определяет плотное
множество точек в стоуновском компакте алгебры B, или B атом-
на, или B изоморфна булеану P(T )). Утверждение об инъектив-
ности и есть упомянутая теорема Лося. В этом случае для любых
u1, . . . , un ∈ V(B) и формулы ϕ(x1, . . . , xn) будет

[[ϕ(u1, . . . , un)]] ≤ b ↔ (∀ t ∈ T ) ([[ϕ(π∗
t u1, . . . , π

∗
t un)]] = 1 → b ∈ t).
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(4) Пусть T — некоторое множество и U — ультрафильтр в буле-
ане P(T ). Пусть V(B)/U — обычная ультрастепень класса V по U с
каноническим фактор-отображением g : VT → VT /U (см. 1.5.7). По-
ложим λ(x̃) := g◦h(x), где h определено в (3), а x 7→ x̃ — то же, что и в
(3). Тем самым определена биекция λ между V(P(T ))/U и VT /U. При
этом для любой формулы ϕ(x1, . . . , xn) и функций u1, . . . , un ∈ VT

будет

VT /U |= ϕ(ũ1, . . . , ũn) ↔ {t ∈ T : ϕ(u1(t), . . . , un(t))} ∈ U.

(5) Полезно сравнить 2.2.4 и 2.2.5 со следующим утверждением.
Если M — транзитивная модель ZFC (т. е. M — транзитивный
класс, являющийся моделью ZFC), u1, . . . , un ∈ M , ϕ(x1, . . . , xn) —
ограниченная формула и ψ(x1, . . . , xn) — формула класса ˚1, то

(M |= ϕ(u1, . . . , un)) ↔ ϕ(u1, . . . , un),
(M |= ψ(u1, . . . , un)) → ψ(u1, . . . , un).

2.3. Перемешивание и принцип максимума

Рассмотрим семейство функций (fξ)ξ∈Ξ, заданных на некотором
множестве A. Если (Aξ)ξ∈Ξ — семейство попарно непересекающихся
подмножеств множества A, то на A можно определить функцию f ,
сужение которой на Aξ совпадает с сужением fξ на Aξ при всех ξ ∈ Ξ.
Эту функцию естественно назвать дизъюнктным перемешиванием
семейства (fξ)ξ∈Ξ. Булевозначный универсум полон в том смысле,
что в нем существуют дизъюнктные перемешивания любых семейств
его элементов. Указанное обстоятельство позволяет строить различ-
ные специальные элементы внутри V(B). Перейдем к деталям.

2.3.1. Множество, состоящее из попарно дизъюнктных элемен-
тов булевой алгебры, называют антицепью. Иначе говоря, подмно-
жество A множества B есть антицепь (в B), если a1 ∧ a2 = 0 для
любых различных a1, a2 ∈ A. Если антицепь имеет вид A := {aξ :
ξ ∈ Ξ}, то всегда предполагают, что aξ∧aη = 0, как только ξ 6= η. Ан-
тицепь A в B называется разбиением элемента b ∈ B, если

∨
A = b,

и разбиением единицы алгебры B, если
∨

A — это единица B.
Рассмотрим антицепь (bξ)ξ∈Ξ в булевой алгебре B и семейство

(xξ)ξ∈Ξ элементов универсума V(B). Дизъюнктным перемешивани-
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ем или просто перемешиванием семейства (xξ) относительно ан-
тицепи (bξ) (изредка говорят с вероятностями (bξ)) называют эле-
мент x ∈ V(B), определенный соотношениями

dom(x) :=
⋃

{dom(xξ) : ξ ∈ Ξ},

x(t) :=
∨

{bξ ∧ xξ(t) : ξ ∈ Ξ} (t ∈ dom(x)).

В последнем равенстве подразумевается, что xξ(t) = 0 при t ∈
dom(x) − dom(xξ). Поскольку α := supξ∈Ξ ρ(xξ) ∈ On, то dom(x) ⊂
V(B)

α+1. Значит, приведенные соотношения действительно определяют
некоторый элемент x ∈ V(B). Приняты символические обозначения:
mixξ∈Ξ(bξxξ) := mix{bξxξ : ξ ∈ Ξ} := x. Для изучения основных
свойств перемешиваний докажем один вспомогательный факт.

2.3.2. Пусть x ∈ V(B) и b ∈ B. Определим функцию bx соотно-
шениями

dom(bx) := dom(x), bx : t 7→ b ∧ x(t) (t ∈ dom(x)).

Тогда bx ∈ V(B) и для любых x и y ∈ V(B) справедливы равенства

[[x ∈ by]] = b ∧ [[x ∈ y]], [[bx = by]] = b ⇒ [[x = y]].

C Проверка первого соотношения состоит в непосредственном
подсчете булевых значений истинности с привлечением бесконечного
дистрибутивного закона 1.1.5 (2). В самом деле,

[[x ∈ by]] =
∨

t∈dom(by)

(by)(t) ∧ [[t = x]] =

= b ∧
∨

t∈dom(y)

y(t) ∧ [[t = x]] = b ∧ [[x ∈ y]].

Далее, пользуясь первым равенством и применяя последовательно
1.1.4 (2), 1.1.5 (6), 1.1.4 (4), 1.1.4 (2), 1.1.5 (6), выводим

[[bx = by]] =
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=
∧

t∈dom(by)

(by)(t) ⇒ [[t ∈ bx]] ∧
∧

t∈dom(bx)

(bx)(t) ⇒ [[t ∈ by]] =

=
∧

t∈dom(y)

(b ∧ y(t))⇒(b ∧ [[t ∈ x]])∧

∧
∧

t∈dom(x)

(b ∧ x(t))⇒(b ∧ [[t ∈ y]]) =

=
∧

t∈dom(y)

((b ∧ y(t)) ⇒ b) ∧ ((b ∧ y(t)) ⇒ [[t ∈ x]])∧

∧
∧

t∈dom(x)

((b ∧ x(t)) ⇒ b) ∧ ((b ∧ x(t)) ⇒ [[t ∈ y]]) =

=
∧

t∈dom(y)

b ⇒ (y(t) ⇒ [[t ∈ x]]) ∧
∧

t∈dom(x)

b ⇒ (x(t) ⇒ [[t ∈ y]]) =

= b ⇒ [[x = y]]. B

2.3.3. Теорема (принцип перемешивания). Пусть (bξ)ξ∈Ξ —
антицепь в B и (xξ)ξ∈Ξ — семейство элементов V(B). Положим x :=
mixξ∈Ξ(bξxξ). Тогда

[[x = xξ]] ≥ bξ (ξ ∈ Ξ).

Если, кроме того, (bξ)ξ∈Ξ — разбиение единицы и элемент y ∈ V(B)

удовлетворяет соотношению [[y = xξ]] ≥ bξ при всех ξ ∈ Ξ, то [[x =
y]] = 1.

C По определению перемешивания bξx = bξxξ для любого ξ ∈ Ξ.
Привлекая 2.3.2, выводим

1 = [[bξx = bξxξ]] = bξ ⇒ [[xξ = x]].

Значит, [[x = xξ]] ≥ bξ для всех ξ ∈ Ξ согласно 1.1.4 (4).
Предположим теперь, что (bξ) — разбиение единицы и [[y = xξ]]

(ξ ∈ Ξ). Тогда в силу 2.1.8 (4) будет

bξ ≤ [[x = xξ]] ∧ [[xξ = y]] ≤ [[x = y]] (ξ ∈ Ξ).

Следовательно,

1 =
∨

{bξ : ξ ∈ Ξ} ≤ [[x = y]] ≤ 1,

что и требовалось. B
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2.3.4. Возьмем x ∈ V(B) и определим x̄ ∈ V(B) соотношениями

dom(x̄) := dom(x), x̄(t) := [[t ∈ x]] (t ∈ dom(x)).

Тогда V(B) |= x = x̄.
C К цели приводят следующие несложные вычисления, исполь-

зующие определения из 2.1.4, а также 1.1.4 (4) и 2.1.8 (2):

[[x = x̄]] =

=
∧

t∈dom(x)

x(t) ⇒ [[t ∈ x̄]] ∧
∧

t∈dom(x̄)

[[t ∈ x]] ⇒ [[t ∈ x]] =

=
∧

t∈dom(x)

x(t) ⇒
( ∨

u∈dom(x̄)

x̄(u) ∧ [[u = t]]
)

≥

≥
∧

t∈dom(x)

x(t) ⇒ [[t ∈ x]] = 1. B

2.3.5. Возьмем разбиение единицы (bξ)ξ∈Ξ ⊂ B и семейство
(xξ)ξ∈Ξ ⊂ V(B). Положим x := mixξ∈Ξ(bξxξ). Тогда справедливы
утверждения:

(1) если (x′
ξ)ξ∈Ξ ⊂ V(B) и V(B) |= xξ = x′

ξ (ξ ∈ Ξ), то

V(B) |= x = mix
ξ∈Ξ

(bξx
′
ξ);

(2) если элемент y ∈ V(B) таков, что dom(y) = dom(x) и

y(t) :=
∨

ξ∈Ξ
bξ ∧ [[t ∈ xξ]] (t ∈ dom(y)),

то V(B) |= x = y.
C Пусть x′ := mixξ∈Ξ(bξx

′
ξ). Из условий выводим

bξ ≤ [[xξ = x′
ξ]] ∧ [[xξ = x]] ∧ [[x′

ξ = x′]] ≤ [[x = x′]],

стало быть, [[x = x′]] = 1. Второе утверждение следует из первого и
из 2.3.4. B
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2.3.6. Для любых b ∈ B и x ∈ V(B) справедливы формулы

[[bx = x]] = b ∨ [[x = ∅]], [[bx = ∅]] = b∗ ∨ [[x = ∅]].

В частности,
V(B) |= bx = mix{bx, b∗∅}.

C Заметим, что [[t ∈ bx → t ∈ x]] = 1, ибо в силу 2.3.2 [[t ∈ bx]] =
b ∧ [[t ∈ x]] ≤ [[t ∈ x]]. Тем самым [[bx = x ↔ (∀ t)(t ∈ x → t ∈ bx)]] = 1.
С учетом этого равенства вычисляем

[[bx = x]] =
∧

t∈V(B)

[[t ∈ x]] ⇒ [[t ∈ bx]] =

=
∧

t∈V(B)

[[t ∈ x]]∗ ∨ (b ∧ [[t ∈ x]]) =

=
∧

t∈V(B)

(b ∨ [[t ∈ x]]∗) ∧ ([[t ∈ x]]∗ ∨ [[t ∈ x]]) =

=
∧

t∈V(B)

b ∨ [[t ∈ x]]∗ = b ∨
∧

t∈V(B)

[[t ∈ x]]∗ =

= b ∨ [[(∀ t)(t /∈ x)]] = b ∨ [[x = ∅]].

С другой стороны, вновь привлекая 2.3.2 и учитывая, что b∅ =
∅, можно написать

b∗ ∨ [[x = ∅]] = b ⇒ [[x = ∅]] = [[bx = b∅]] = [[bx = ∅]]. B

2.3.7. Допустим, что (bξ) — разбиение единицы в B, а семейство
(xξ) ⊂ V(B) таково, что V(B) |= xξ 6= xη для любых ξ 6= η. Тогда
существует элемент x ∈ V(B), для которого [[x = xξ]] = bξ при всех ξ.

C Положим x := mix(bξxξ) и aξ := [[x = xξ]]. По условию

aξ ∧ aη = [[x = xξ]] ∧ [[xη = x]] ≤ [[xξ 6= xη]]∗ = 0

при ξ 6= η. Кроме того, bξ ≤ aξ для всех ξ в силу свойств пере-
мешивания. Таким образом, (aξ) — также разбиение единицы в B.
С другой стороны,

b∗ξ =
∨

η 6=ξ

bη ≤
∨

η 6=ξ

aη = a∗
ξ ,



76 Гл. 2.Булевозначные универсумы

поэтому b∗ξ ≤ a∗
ξ → bξ ≥ aξ. Итак, разбиения единицы (bξ) и (aξ)

совпадают. B
Следующий факт, доказательство которого основано на переме-

шивании двух элементов, часто позволяет сократить объем вычис-
лений.

2.3.8. Рассмотрим B-формулы ϕ(x) и ψ(x). Допустим, что для
некоторого u0 ∈ V(B) выполнено [[ϕ(u0)]] = 1. Тогда

[[(∀x)(ϕ(x) → ψ(x))]] =
∧

{[[ψ(u)]] : u ∈ V(B), [[ϕ(u)]] = 1},

[[(∃x)(ϕ(x) ∧ ψ(x))]] =
∧

{[[ψ(u)]] : u ∈ V(B), [[ϕ(u)]] = 1}.

C Докажем первое равенство. Прежде всего, очевидно (см.
2.1.7), что

c := [[(∀x)(ϕ(x) → ψ(x))]] =
∧

t∈V(B)

[[ϕ(t)]] ⇒ [[ψ(t)]] ≤

≤
∧

t∈V(B),[[ϕ(t)]]=1

[[ϕ(t)]]∗ ∨ [[ψ(t)]] =
∧

t∈V(B),[[ϕ(t)]]=1

[[ψ(t)]] =: d.

Для обоснования обратного неравенства d ≤ c возьмем произ-
вольный элемент t ∈ V(B) и положим u := mix{bt, b∗u0}, где b :=
[[ϕ(t)]]. Тогда в силу 2.1.8 (7) и 2.3.3 можно оценить

b ≤ [[ϕ(t)]] ∧ [[t = u]] ≤ [[ϕ(u)]],
b∗ ≤ [[ϕ(u0)]] ∧ [[u = u0]] ≤ [[ϕ(u)]].

Значит, [[ϕ(u)]] = 1. Далее, по тем же соображениям

b ∧ [[ψ(u)]] ≤ [[u = t]] ∧ [[ψ(u)]] ≤ [[ψ(t)]].

Следовательно, законны оценки

[[ψ(u)]] ≤ b∗ ∨ (b ∧ [[ψ(u)]]) ≤ b∗ ∨ [[ψ(t)]] =
= b ⇒ [[ψ(t)]] = [[ϕ(t)]] ⇒ [[ψ(t)]].

Так как d ≤ [[ψ(u)]], то d ≤ [[ϕ(t)]] ⇒ [[ψ(t)]] (t ∈ V(B)). Переходя
к инфимуму по t в правой части последнего неравенства, получим
d ≤ c.

Второе равенство двойственно первому и выводится из него с по-
мощью формул де Моргана (см. 1.1.2). B
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2.3.9. Установим теперь центральный результат настоящего па-
раграфа — принцип максимума, утверждающий, что в формуле

[[(∃x)ϕ(x)]] =
∨

{[[ϕ(u)]] : u ∈ V(B)}

точная верхняя граница достигается на некотором u0 из V(B).
Предварительно напомним одно важное свойство полных буле-

вых алгебр. Начнем с определения
Пусть B — полная булева алгебра. Множество E ⊂ B называют

минорирующим или минорантным в B0 ⊂ B, если для всякого 0 <
b ∈ B0 найдется такой x ∈ E, что 0 < x ≤ b.

(1) Теорема (принцип исчерпывания). Пусть M — непустое
множество элементов полной булевой алгебры B, а E — множество,
минорирующее в компоненте B0 ⊂ B, порожденной множеством M .
Тогда существует антицепь E0 ⊂ E такая, что

∨
E0 =

∨
M и для

любого x ∈ E0 найдется y ∈ M , для которого x ≤ y.
C Рассмотрим множество A всех антицепей A, удовлетворяющих

условиям: (a) A ⊂ E, (b) для любого x ∈ A существует y ∈ M , для
которого x ≤ y. Если 0 6= y ∈ M , то ввиду условия минорантности
y ≥ x для некоторого 0 6= x ∈ E. Значит, {x} ∈ A и A непусто. Мно-
жество A, упорядоченное по включению, удовлетворяет, как легко
проверить, условиям леммы Куратовского — Цорна. Следователь-
но, существует максимальный элемент E0 ∈ A. Нужно показать, что
элементы b0 :=

∨
E0 и b :=

∨
M совпадают. Из определения A видно,

что b0 ≤ b. Если b0 6= b, то найдутся такие элементы 0 6= x0 ∈ B
и x ∈ M , что x0 ∧ b0 = 0 и x0 ≤ x. Ввиду условия минорантности
0 < y ≤ x для некоторого y ∈ E. Множество E0 ∪ {y} входит в A и
существенно шире, чем E0. Это противоречит максимальности E0,
а потому b0 = b. B

(2) Следствие. Для любого непустого множества M ⊂ B
существует антицепь A ⊂ B со свойствами:

∨
A =

∨
M и для любого

x ∈ A найдется y ∈ M такой, что x ≤ y.
C Нужно взять минорантное множество E :=

⋃
y∈M [0, y] и при-

менить (1). B
2.3.10. Теорема (принцип максимума). Пусть ϕ(x, x1, . . . , xn)

— некоторая формула, а u1, . . . , un — произвольные элементы из
V(B). Тогда существует u0 ∈ V(B) такой, что

[[(∃x)ϕ(x, u1, . . . , un)]] = [[ϕ(u0, u1, . . . , un)]].
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В частности, если V(B) |= (∃x)ϕ(x, u1, . . . , un), то V(B) |= ϕ(u0,
u1, . . . , un) для некоторого u0 ∈ V(B).

C По определению

b := [[(∃x)ϕ(x, u1, . . . , un)]] =

=
∨

u∈V(B)

[[ϕ(u, u1, . . . , un)]].

Класс A := {[[ϕ(u, u1, . . . , un)]] : u ∈ V(B)} является подмножеством
алгебры B. Ввиду 2.3.9 (2) существуют разбиение (bξ)ξ∈Ξ элемен-
та b и семейство (uξ)ξ∈Ξ элементов V(B), для которых выполняются
соотношения

bξ ≤ [[ϕ(uξ, u1, . . . , un)]] (ξ ∈ Ξ),

b =
∨

{[[ϕ(uξ, u1, . . . , un)]] : ξ ∈ Ξ}.

Положим u0 := mixξ∈Ξ(bξuξ) и заметим, что по 2.3.3 будет bξ ≤ [[u0 =
uξ]] (ξ ∈ Ξ). Как видно,

[[ϕ(u0, u1, . . . , un)]] ≤ b.

С другой стороны, привлекая 2.1.8 (7), получим

bξ ≤ [[u0 = uξ]] ∧ [[ϕ(uξ, u1, . . . , un)]] ≤ [[ϕ(u0, . . . , un)]].

Следовательно,
[[ϕ(u0, . . . , un)]] ≥

∨

ξ∈Ξ
bξ = b.

Вторая часть теоремы — непосредственное следствие первой. B

2.4. Принцип переноса

В этом параграфе проверяется, что универсум V(B), построен-
ный над произвольной полной булевой алгеброй B, вместе с буле-
выми функциями истинности [[ · ∈ · ]] и [[ · = · ]] служит булевознач-
ной моделью теории множеств ZFC. Точнее, справедлив следующий
факт.
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2.4.1. Теорема (принцип переноса). Всякая теорема ZFC ис-
тинна в V(B). Символически: V(B) |= ZFC.

Доказательство этой теоремы состоит в проверке соотношений
V(B) |= ZFk для k := 1, 2, . . . , 6 и V(B) |= AC. Значительная часть
усилий при этом приходится на рутинный подсчет, детали которого
приводятся ради полноты изложения.

2.4.2. Аксиома экстенсиональности ZF1 истинна в V(B):

V(B) |= (∀x)(∀ y)(x = y ↔ (∀ z)(z ∈ x ↔ z ∈ y)).

C Доказательство немедленно получается из определения буле-
вой оценки истинности равенства 2.1.4 (2) и из 2.1.9. В самом деле,
для любых x и y ∈ V(B) положим

c := c(x, y) := [[(∀ z ∈ x)(z ∈ y)]] =
∧

z∈dom(x)

x(z) ⇒ [[z ∈ y]].

Очевидно, что c(x, y) ∧ c(y, x) = [[x = y]], а с другой стороны,

c(x, y) ∧ c(y, x) = [[(∀ z)(z ∈ x ↔ z ∈ y)]].

Отсюда в силу 1.1.4 (5) заключаем

[[x = y ↔ (∀ z)(z ∈ x ↔ z ∈ y)]] = 1 (x, y ∈ V(B)).

Переходя к инфимуму по x и y, получаем требуемое. B

2.4.3. Аксиома объединения ZF2 истинна в V(B):

V(B) |= (∀x)(∃ y)(∀ z)(z ∈ y ↔ (∃u ∈ x)(z ∈ u)).

C Возьмем произвольный элемент x ∈ V(B) и определим y ∈ V(B)

соотношениями

dom(y) :=
⋃

{dom(u) : u ∈ dom(x)},

y(t) := [[(∃u ∈ x)(t ∈ u)]] (t ∈ dom(y)).

Достаточно показать, что [[y =
⋃

x]] = 1.
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В силу 2.1.9 выполняется

[[y ⊂
⋃

x]] = [[(∀ t ∈ y)(∃u ∈ x)(t ∈ u)]] =

=
∧

t∈dom(y)

[[(∃u ∈ x)(t ∈ u)]] ⇒ [[(∃u ∈ x)(t ∈ u)]] = 1.

Далее заметим, что при u ∈ dom(x) и z ∈ dom(u) будет (см. 2.1.8 (2)
и 2.1.9)

x(u) ∧ u(z) ≤ x(u) ∧ [[z ∈ u]] ≤
∨

u∈dom(x)

x(u) ∧ [[z ∈ u]] =

= [[(∃u ∈ x)(z ∈ u)]] = y(z) ≤ [[z ∈ y]].

Отсюда x(u) ⇒ (u(z) ⇒ [[z ∈ y]]) = 1 ввиду 1.1.4 (2–4). Учитывая это
равенство и привлекая 2.1.9, 1.1.5 (6), вычисляем

[[
⋃

x ⊂ y]] = [[(∀u ∈ x)(∀ z ∈ u)(z ∈ y)]] =

=
∧

u∈dom(x)

x(u) ⇒
( ∧

z∈dom(u)

u(z) ⇒ [[z ∈ y]]
)

=

=
∧

u∈dom(x)

∧

z∈dom(u)

x(u) ⇒ (u(z) ⇒ [[z ∈ y]]) = 1.

Тем самым [[y =
⋃

x]] = 1. Следовательно,

[[(∃u) (u =
⋃

x)]] =
∨

u∈V(B)

[[u =
⋃

x]] ≥ [[y =
⋃

x]] = 1.

Переход к инфимуму по x ∈ V(B) дает требуемое:

[[(∀x)(∃ y) (y =
⋃

x)]] =
∧

x∈V(B)

[[(∃ y) (y =
⋃

x)]] = 1. B

2.4.4. Аксиома степени ZF3 истинна в V(B):

V(B) |= (∀x)(∃ y)(∀ z) (z ∈ y ↔ z ⊂ x).
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C Рассмотрим произвольный элемент x ∈ V(B) и определим y ∈
V(B) так:

dom(y) := Bdom(x),

y(z) := [[z ⊂ x]] (z ∈ dom(y)).

Достаточно показать, что [[z ∈ y ↔ z ⊂ x]] = 1 для каждого z ∈ V(B).
Нетрудно видеть, что

[[z ∈ y]] =
∨

t∈dom(y)

y(t) ∧ [[t = z]] =

=
∨

t∈dom(y)

[[t ⊂ x]] ∧ [[t = z]] ≤ [[z ⊂ x]].

Следовательно, [[z ∈ y → z ⊂ x]] = 1 согласно 1.1.4 (4). Теперь нужно
обосновать равенство [[z ⊂ x → z ∈ y]] = 1. Для этого мы несколько
модифицируем z, а именно, рассмотрим элемент z′ ∈ dom(y) такой,
что dom(z′) := dom(x) и z′(t) := [[t ∈ z]] (t ∈ dom(z′)). Тогда для
каждого t ∈ V(B) будет

[[t ∈ z′]] =
∨

u∈dom(z′)

z′(u) ∧ [[t = u]] =

=
∨

u∈dom(z′)

[[u ∈ z]] ∧ [[u = t]] ≤ [[t ∈ z]],

значит, [[z′ ⊂ z]] = 1. С другой стороны, ввиду 2.1.8 (5) и 2.1.9

[[t ∈ z ∩ x]] =
∨

u∈dom(x)

x(u) ∧ [[t = u]] ∧ [[t ∈ z]] ≤

≤
∨

u∈dom(x)

z′(u) ∧ [[t = u]] = [[t ∈ z′]],

поэтому [[z ∩ x ⊂ z′]] = 1 (вновь апелляция к 1.1.4 (4)). Кроме того,

[[z ⊂ x]] =
∧

t∈V(B)

[[t ∈ z]] ⇒ [[t ∈ x]] ≤
∧

t∈dom(z′)

z′(t) ⇒ [[t ∈ x]] =
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= [[(∀ t ∈ z′)(t ∈ x)]] = [[z′ ⊂ x]] = y(z′) ≤ [[z′ ∈ y]].

Подытоживая все сказанное относительно z и z′, получаем

[[z ⊂ x]] ≤ [[x ∩ z ⊂ z′]] ∧ [[z′ ⊂ z]] ∧ [[z ⊂ x]] ≤ [[z = z′]],
[[z ⊂ x]] ≤ [[z′ ∈ y]].

Из последних двух соотношений немедленно вытекает

[[z ⊂ x]] = [[z ⊂ x]] ∧ [[z = z′]] ≤ [[z′ ∈ y]] ∧ [[z = z′]] ≤ [[z ∈ y]],

т. е. [[z ⊂ x]] ≤ [[z ∈ y]], что равносильно требуемому из-за 1.1.4 (4). B

2.4.5. Аксиома подстановки ZFϕ
4 истинна в V(B):

V(B) |= (∀u)(∀ v1)(∀ v2) (ϕ(u, v1) ∧ ϕ(u, v2) → v1 = v2) →
→ ((∀x)(∃ y)(∀ t)(∀ s ∈ x)(ϕ(s, t) ↔ t ∈ y)).

C В исчислении предикатов аксиому подстановки можно выве-
сти из аксиомы выделения (см. 1.2.5) и формулы

Φ := (∀x)((∀ t ∈ x)(∃u)ϕ(t, u) → (∃ y)(∀ t ∈ x)(∃u ∈ y)ϕ(t, u))

(y не входит свободно в ϕ), т. е. Φ ∧ Ψ → ZFϕ
4 , где Ψ — аксиома

выделения. В силу этого достаточно показать, что V(B) |= Φ и V(B) |=
Ψ.

(1) V(B) |= Ψ := (∀x)(∃ y)(∀ t) (t ∈ y ↔ t ∈ x ∧ ψ(t)).
Возьмем произвольный элемент x ∈ V(B) и рассмотрим функцию
y ∈ V(B), определяемую формулами

dom(y) := dom(x),
y(t) := x(t) ∧ [[ψ(t)]] (t ∈ dom(y)).

Тогда [[(∀ t)(t ∈ y ↔ t ∈ x ∧ ψ(t))]] = a ∧ b, где

a := [[(∀ t ∈ y)(t ∈ x ∧ ψ(t))]], b := [[(∀ t ∈ x)(ψ(t) → t ∈ y)]].

Однако из 2.1.8 (2) и 2.1.9 легко выводится, что a = b = 1. В самом
деле,
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a =
∧

t∈dom(y)

y(t) ⇒ [[t ∈ x ∧ ψ(t)]] =

=
∧

t∈dom(y)

x(t) ∧ [[ψ(t)]] ⇒ [[t ∈ x]] ∧ [[ψ(t)]] = 1.

Аналогично

b =
∧

t∈dom(x)

x(t) ⇒ ([[ψ(t)]] ⇒ [[t ∈ y]]) =

=
∧

t∈dom(x)

x(t) ∧ [[ψ(t)]] ⇒ [[t ∈ x]] ∧ [[ψ(t)]] = 1.

(2) V(B) |= Φ. Пусть x — произвольный элемент V(B). Так
как B — множество, то для каждого фиксированного t ∈ dom(x)
множеством является класс

K := {[[ϕ(t, u)]] : u ∈ V(B)} ⊂ B.

Из аксиомы подстановки для множеств (т. е. в V) вытекает суще-
ствование такого ординала α(t), что

{[[ϕ(t, u)]] : u ∈ V
(B)
α(t)} = K.

Положим α := sup{α(t) : t ∈ dom(x)} и определим y ∈ V(B) форму-
лами

dom(y) := V(B)
α , im(y) = {1}.

Тогда y — искомый элемент, как показывают следующие вычисле-
ния:

[[(∀ t ∈ x)(∃u)ϕ(t, u)]] =
∧

t∈dom(x)

x(t) ⇒
( ∨

u∈V(B)

[[ϕ(t, u)]]
)

=

=
∧

t∈dom(x)

x(t) ⇒
( ∨

u∈V(B)
α(t)

[[ϕ(t, u)]]
)
≤

≤
∧

t∈dom(x)

x(t)⇒
( ∨

u∈V(B)
α

[[ϕ(t, u)]]
)

=
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=
∧

t∈dom(x)

x(t) ⇒ [[(∃u ∈ y)ϕ(t, u)]] = [[(∀ t ∈ x)(∃u ∈ y)ϕ(t, u)]]. B

2.4.6. Аксиома бесконечности ZF5 истинна в V(B):
V(B) |= (∃x)(0 ∈ x ∧ (∀ t)(t ∈ x → t ∪ {t} ∈ x)).

C Эта аксиома удовлетворяется, если взять x := ω∧ (см. 2.2.7).
Прежде всего, очевидно, что [[0∧ ∈ ω∧]] = 1, так как 0∧ ∈ dom(ω∧).
Отметим, что при t ∈ V и u := t ∪ {t} будет [[u∧ = t∧ ∪ {t∧}]] = 1.
В самом деле, из-за 2.2.8 (1) верно

[[v ∈ u∧]] =
∨

s∈u

[[s∧ = v]] = [[t∧ = v]] ∨
∨

s∈t

[[s∧ = v]] =

= [[t∧ = v]] ∨ [[v ∈ t∧]] = [[t∧ = v ∨ v ∈ t∧]] = [[v ∈ t∧ ∪ {t∧}]].
Теперь с учетом этого на основании 2.1.9 и 2.2.8 (2) легко сосчитать:

[[(∀ t ∈ ω∧)(t ∪ {t}) ∈ ω∧]] =
∧

t∈ω

[[t∧ ∪ {t∧} ∈ ω∧]] =

=
∧

t∈ω

[[(t ∪ {t})∧ ∈ ω∧]] = 1. B

2.4.7. Аксиома регулярности ZF6 истинна в V(B):
V(B) |= (∀x)(∃ y) (x = 0 ∨ (y ∈ x ∧ y ∩ x = 0)).

C Возьмем произвольный элемент x ∈ V(B). Покажем, что
b := [[x 6= 0 ∧ (∀ y ∈ x)(y ∩ x 6= 0)]] = 0B .

Предположим, что b 6= 0B . Так как b ≤ [[(∃u)(u ∈ x)]], то существует
элемент y0 ∈ V(B), для которого [[y0 ∈ x]] ∧ b 6= 0 и ρ(y0) ≤ ρ(y) при
[[y ∈ x]]∧ b 6= 0 (y ∈ V(B)). Так как, кроме того, для каждого y ∈ V(B)

верна оценка

[[y ∈ x]] ∧ b ≤ [[y ∩ x 6= 0]] =
∨

z∈dom(y)

y(z) ∧ [[z ∈ x]],

то [[z ∈ x]] ∧ [[y0 ∈ x]] ∧ b 6= 0 для некоторого z ∈ dom(y0). Однако
ρ(z) < ρ(y0), что противоречит выбору y0. Таким образом, b = 0B .
Отсюда

1B = b∗ = [[¬(x 6= 0 ∧ (∀ y ∈ x)(y ∩ x 6= 0))]] =
= [[(∃ y)(x = 0 ∨ (y ∈ x ∧ y ∩ x = 0))]].

Переход к инфимуму по x ∈ V(B) завершает доказательство. B
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2.4.8. Осталось проверить истинность аксиомы выбора внутри
V(B). Для этого потребуются еще некоторые вспомогательные по-
строения.

Рассмотрим произвольные элементы x, y ∈ V(B). Определим од-
ноэлементное множество {x}B , неупорядоченную пару {x, y}B и упо-
рядоченную пару (x, y)B внутри V(B) соотношениями

dom({x}B) := {x}, im({x}B) := {1};
dom({x, y}B) := {x, y}, im({x, y}B) := {1};

(x, y)B := {{x}B , {x, y}B}B .

Элементы {x}B , {x, y}B и (x, y) ∈ V(B) соответствуют своим назва-
ниям.

Справедливы утверждения

V(B) |= (∀ t)(t ∈ {x}B ↔ t = x),

V(B) |= (∀ t)(t ∈ {x, y}B ↔ t = x ∨ t = y),

V(B) |= «(x, y)B — упорядоченная пара элементов x и y».

В сокращенной записи:

[[{x}B = {x}]] = [[{x, y}B = {x, y}]] = [[(x, y)B = (x, y)]] = 1.

C Проверим, например, утверждение относительно неупорядо-
ченной пары. Для любого t ∈ V(B) будет

[[t ∈ {x, y}B ]] =
∨

{[[t = s]] : s ∈ dom({x, y}B)} =

= [[t = x]] ∨ [[t = y]] = [[t = x ∨ t = y]].

Следовательно,

[[(∀ t)(t ∈ {x, y}B ↔ t = x ∨ t = y)]] = 1. B

2.4.9. Введенные в предыдущем пункте и относящиеся к па-
ре элементов понятия легко обобщаются на случай n-ок для про-
извольного n > 2. Пусть x : n → V(B). Тогда по определению
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s := (x(0), . . . , x(n − 1))B ∈ V(B), если существует отображение y :
n 7→ V(B) такое, что

y(0) = x(0), y(n − 1) = s,

y(k) = (y(k − 1), x(k))B (0 < k ≤ n − 1).

Ясно, что тем самым определена функция из (V(B))n в V(B):

(x0, . . . , xn−1) 7→ (x0, . . . , xn−1)B (x0, . . . , xn−1 ∈ V(B)).

Отметим одно важное свойство этой функции, ограничившись
для простоты случаем n = 2. Напомним, что для любых x, y, x′,
y′ ∈ V справедлива эквивалентность

(x, y) = (x′, y′) ↔ x = x′ ∧ y = y′.

Это утверждение является теоремой ZF. Значит, оно верно и в мо-
дели V(B) согласно 2.4.2–2.4.7. Следовательно, для любых x, y, x′,
y′ ∈ V(B) выполняется

[[(x, y) = (x′, y′)]] = [[x = x′]] ∧ [[y = y′]].

Так как (x, y)B — упорядоченная пара внутри V(B), то будет

[[(x, y)B = (x′, y′)B ]] = [[x = x′]] ∧ [[y = y′]].

В частности,

V(B) |= (x, y)B = (x′, y′)B ↔ V(B) |= x = x′ ∧ y = y′,

т. е. функция ( · , · )B «инъективна во внутреннем смысле». Разу-
меется, она инъективна и в смысле V, т. е. если (x, y)B и (x′, y′)B

совпадают как элементы V, то x = x′ и y = y′. Но все же это два
разных свойства.

2.4.10. Напомним, что согласно теореме 1.4.3 ординал можно
определить как транзитивное множество, линейно упорядоченное от-
ношением принадлежности E. В символической записи
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Ord (x) ↔ ((∀u ∈ x)(∀ v ∈ u)(v ∈ x)∧
∧(∀u ∈ x)(∀ v ∈ x)(u ∈ v ∨ u = v ∨ v ∈ u)).

Отсюда видно, что Ord (x) — ограниченная формула, значит, в силу
2.2.9 (2) верно

α ∈ On ↔ V(B) |= Ord (α∧).

Кроме того, в 2.2.8 (2) установлено, что

[[α∧ = β∧]] = 1 ↔ α = β (α, β ∈ On).

2.4.11. Аксиома выбора AC истинна в V(B):

V(B) |= (∀x)(∃ y) (y — выбирающая функция для x).

C В теории ZF можно доказать, что для x найдется выбирающая
функция при условии, что существуют ординал α и функция f , для
которых α = dom(f) и im(f) ⊃ u :=

⋃
x. В самом деле, выбирающую

функцию y можно определить по формуле

(t, s) ∈ y ↔ s ∈ t ∧ t ∈ x ∧ (∃α0 ∈ α) (f(α0) = s)∧
∧(∀β ∈ α)(f(β) ∈ t → α0 ≤ β).

Таким образом, y(t) = f(α0), где α0 — наименьший элемент множе-
ства ординалов {β ∈ α : f(β) ∈ t}.

В силу 2.4.2–2.4.7 доказанное утверждение является истинным
внутри V(B). Значит, нам осталось проверить, что

V(B) |= (∀u)(∃α)(∃ f)(Ord (α) ∧ Fnc (f) ∧ dom(f) = α ∧ im(f) ⊃ u).

Возьмем произвольный элемент u ∈ V(B) и, пользуясь аксио-
мой выбора для множеств, подберем ординал α и функцию g так,
чтобы dom(g) = α и dom(u) ⊂ im(g) ⊂ V(B). Определим f ∈ V(B)

соотношением

f := {(β∧, g(β))B : β < α} × {1B}.

Покажем, что f удовлетворяет всем требуемым условиям.
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(1) V(B) |= «f — бинарное отношение». Действительно, для
произвольного f ∈ V(B) имеем

[[t ∈ f ]] =
∨

β<α

[[t = (β∧, g(β))B ]] ≤

≤
∨

{[[t = (x, y)B ]] : x, y ∈ V(B)} = [[(∃x)(∃ y) (t = (x, y))]].

(2) V(B) |= Fnc (f). Ввиду (1) нужно лишь показать однознач-
ность f внутри V(B). Возьмем произвольные t, s1, s2 ∈ V(B) и под-
считаем, применяя последовательно 2.1.4 (1), 2.4.9, 2.1.8 (4), 2.2.8 (2):

[[(t, s1) ∈ f ∧ (t, s2) ∈ f ]] = [[(t, s1)B ∈ f ]] ∧ [[(t, s2)B ∈ f ]] =

=
∨

β<α

∨

γ<α

[[(t, s1)B = (β∧, g(β))B ]] ∧ [[(t, s2)B = (γ∧, g(γ))B ]] =

=
∨

β<α

∨

γ<α

[[t = β∧]] ∧ [[t = γ∧]] ∧ [[s1 = g(β)]] ∧ [[s2 = g(γ)]] ≤

≤
∨

β<α

∨

γ<α

[[β∧ = γ∧]] ∧ [[s1 = g(β)]] ∧ [[s2 = g(γ)]] =

=
∧

β<α

[[s1 = g(β)]] ∧ [[s2 = g(β)]] ≤ [[s1 = s2]].

(3) V(B) |= Ord (α∧) ∧ dom(f) = α∧. То, что V(B) |= Ord (α∧),
было уже отмечено в 2.4.10. Далее, для t ∈ V(B) имеем

[[t ∈ dom(f)]] = [[(∃ s)(t, s) ∈ f ]] =
∨

s∈V(B)

[[(t, s) ∈ f ]] =

=
∨

s∈V(B)

∨

β<α

[[(t, s) = (β∧, g(β))]] =

=
∨

β<α

∨

s∈V(B)

[[t = β∧]] ∧ [[s = g(β)]] =

=
∨

β<α

[[t = β∧]] =
∨

β∧∈dom(α∧)

[[t = β∧]] = [[t ∈ α∧]].

(4) V(B) |= im(f) ⊃ u. Возьмем s ∈ V(B) и проведем следующие
вычисления:
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[[s ∈ u]] =
∨

v∈dom(u)

u(v) ∧ [[s = v]] ≤
∨

β≤α

[[s = g(β)]] =

=
∨

β<α

(
[[s = g(β)]] ∧

∨

t∈V(B)

[[β∧ = t]]
)

=

=
∨

β<α

∨

t∈V(B)

[[(t, s) = (β∧, g(β))]] =

=
∨

t∈V(B)

[[(t, s) ∈ f ]] = [[(∃ t)(t, s) ∈ f ]] = [[s ∈ im(f)]]. B

Доказательство теоремы 2.4.1 закончено.

2.4.12. Примечания.
(1) Замена логической части ZF законами интуиционистской ло-

гики (см. 2.1.10 (3)) приводит к интуиционистской теории множеств
ZFI. Модели ZFI также можно строить по излагаемой схеме.

Именно, если Ω — полная гейтингова решетка, то универсум
V(Ω) станет гейтинговозначной моделью теории ZFI, если определить
соответствующие функции истинности [[ · ∈ · ]] и [[ · = · ]] из V(Ω) ×
V(Ω) в V(Ω). Подробности см. в [144, 148, 245].

(2) Пусть B — (квантовая) логика (см. 1.5.11 (5)). Если опреде-
лить функции [[ · ∈ · ]] и [[ · = · ]] по формулам 2.1.4 и ввести оценки
истинности формул, как в 2.1.7, то в универсуме V(B) истинными
окажутся аксиомы ZF2–ZF6 и AC.

Таким образом, в V(B) можно развить теорию множеств. В част-
ности, вещественные числа внутри V(B) будут соответствовать на-
блюдаемым в математической модели квантово-механической систе-
мы (см. [241]).
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2.5. Отделимые булевозначные универсумы

Здесь конструируются отделимые булевозначные универсумы.
Помимо этого, предлагается интерпретация NGB в таких объектах
(ср. [181]).

2.5.1. Для элементов x и y универсума V(B) соотношение V(B)

|= x = y вовсе не означает, что x и y совпадают как множества, т. е.
как элементы V. В самом деле, если для каждого ординала α опреде-
лить xα ∈ V(B) по формулам dom(xα) = V

(B)
α , im(xα) := {0}, то, как

легко проверить, [[xα = 0]] = 1 при всех α. Значит, каждый элемент
класса {xα : α ∈ On} изображает пустое множество внутри V(B).
Можно убедиться, что для всякого x ∈ V(B) имеется собственный
класс y ∈ V(B) такой, что [[x = y]] = 1. Это обстоятельство приво-
дит к техническим неудобствам и, в частности, затрудняет процесс
перевода с языка V(B) на язык V. Указанный дефект модели V(B)

устраняется путем надлежащей факторизации (см. 1.5.8).

2.5.2. Введем в универсуме V(B) отношение эквивалентности ∼:

∼ := {(x, y) ∈ V(B) × V(B) : [[x = y]] = 1B}.

Рассмотрим фактор-класс Ṽ(B) := V(B)/∼, и пусть π : V(B) → Ṽ(B)

— каноническое отображение. Класс Ṽ(B) называют отделимым бу-
левозначным универсумом. Булевы значения истинности равенства
[[ · = · ]]s и принадлежности [[ · ∈ · ]]s для класса Ṽ(B) введем путем
снижения соответствующих функций [[ · = · ]] и [[ · ∈ · ]] на фактор-
класс:

[[ · = · ]]s := [[ · = · ]] ◦ (π−1 × π−1),
[[ · ∈ · ]]s := [[ · ∈ · ]] ◦ (π−1 × π−1).

Теперь для любой формулы ϕ(u1, . . . , un) и для произвольных
x̃, . . . , x̃n ∈ Ṽ(B) определим [[ϕ(x̃1, . . . , x̃n)]] ∈ B так же, как и в 2.1.7.
Тогда будет

[[ϕ(x1, . . . , xn)]] = [[ϕ(πx1, . . . , πxn)]]s (x1, . . . , xn ∈ V(B)).

Истинность формул в Ṽ(B) задается так же, как и в 2.1.6:

Ṽ(B) |= ϕ(x̃1, . . . , x̃n) ↔ [[ϕ(x̃1, . . . , x̃n)]]s = 1B .
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Корректность указанных определений не вызывает сомнений, ибо в
силу 2.1.8 (7) для любой формулы ϕ в ZFC верно

1 = [[x = y]] → [[ϕ(x)]] = [[ϕ(y)]] (x, y ∈ V(B)).

Таким образом, при вычислении булевых оценок истинности в отде-
лимом универсуме можно пользоваться произвольными представи-
телями нужных классов эквивалентности. Из этого замечания выте-
кает, в частности, что теорема 2.1.8 остается верной при замене V(B)

на Ṽ(B) и снабжении булевых оценок истинности нижним индексом s.
В качестве несколько неожиданного примера использования от-

делимого универсума Ṽ(B) дадим следующее определение. Взяв x̃ ∈
Ṽ(B), введем символ ∨x̃ для так называемого уровня x̃, т. е. положим

∨x̃ :=
∨

t∈dom(x)

x(t),

где x ∈ V(B) — представитель класса эквивалентности x̃ ∈ V(B).
Определение уровня в первый момент воспринимается как не

вполне законное, так как области определения у равных внутри V(B)

элементов не обязаны совпадать. В то же время

[[(∃ y ∈ x̃)]]s = [[(∃ y ∈ x̃)y = y]]s =

=
∨

t∈dom(x)

x(t) ∧ [[t = t]] =
∨

t∈dom(x)

x(t) = ∨x̃.

Как видно, ∨x̃ = [[x 6= ∅]]s, так что понятие уровня корректно. Ана-
логичным образом, взяв x̃ из Ṽ(B) и b из булевой алгебры B, мы
можем корректно определить элемент b̃x : t 7→ b ∧ x(t) (t ∈ dom(x))
в универсуме Ṽ(B). Действительно, если [[x1 = x2]] = 1, то в силу
ранее установленного 2.3.2 [[bx1 = bx2]] = b ⇒ [[x1 = x2]] = 1. В этой
связи часто используют запись 0 = ∅, имея в виду, в частности, что
0∅ = ∅ = 0x̃ для всякого x ∈ Ṽ(B).

2.5.3. Отметим, что изложенное в 2.2–2.4 с очевидными оговор-
ками и уточнениями остается в силе для Ṽ(B). Так, Ṽ(B) является
моделью ZFC в смысле 2.4. Аналогично, если ρ — полный гомомор-
физм булевых алгебр, то ρ∗ оставляет инвариантным любой класс
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эквивалентности и, значит, ρ∗ индуцирует единственное отображе-
ние соответствующих отделимых универсумов, которое обозначаем
также ρ∗, т. е. имеет место аналог 2.2.2 и т. д. Если (xξ) ⊂ V(B),
(bξ) — дизъюнктное семейство в B и x = mix(bξxξ), то за элемен-
том x̃ := πx сохраним название перемешивания и обозначение x̃ =
mix(bξx̃ξ) (x̃ξ = πxξ). Такое определение перемешивания в Ṽ(B) кор-
ректно ввиду 2.3.5 (1). Итак, если x̃ ∈ Ṽ(B) и (x̃ξ) ⊂ Ṽ(B), то запись
x̃ = mix(bξx̃ξ) означает, что

bξ ≤ [[x̃ = x̃ξ]]s (ξ ∈ Ξ).

Отметим, что если (bξ) — разбиение единицы, то перемешивание
mix(bξxξ) единственно (ввиду отделимости) (см. 2.3.3).

Из равенства (см. 2.4.9)

[[(x, y)B = (x′, y′)B ]] = [[x = x′]] ∧ [[y = y′]]

видно, что отображение ( · , · )B устойчиво относительно отношения
эквивалентности 2.5.2. Поэтому существует инъективное вложение
Ṽ(B) × Ṽ(B) → Ṽ(B), обозначаемое тем же символом ( · , · )B , для ко-
торого (πx, πy)B = π((x, y)B). При этом

[[(x̃, ỹ)B = (x̃, ỹ)]]s = 1 (x̃, ỹ ∈ V(B)).

Принцип максимума также сохраняется и имеет следующее уточне-
ние.

2.5.4. Пусть ϕ(u, u1, . . . , un) — формула, x̃1, . . . , x̃n ∈ Ṽ(B) и
Ṽ(B) |= (∃!u)ϕ(u, x̃1, . . . , x̃n). Тогда существует единственный эле-
мент x̃0 ∈ Ṽ(B) такой, что Ṽ(B) |= ϕ(x̃0, x̃1, . . . , x̃n).

C Пусть x̃k := π(xk), где xk ∈ V(B) (k := 1, . . . , n). Тогда V(B) |=
(∃!u)ϕ(u, x1, . . . , xn). В силу принципа максимума существует эле-
мент x0 ∈ V(B), для которого V(B) |= ϕ(x0, x1, . . . , xn). Положим
x̃0 := π(x0). Понятно, что Ṽ(B) |= ϕ(x̃0, x̃1, . . . , x̃n). Если для какого-
нибудь элемента z ∈ Ṽ(B) выполнено Ṽ(B) |= ϕ(z, x̃1, . . . , x̃n), то будет
Ṽ(B) |= ϕ(x̃0, . . . , x̃n) ∧ ϕ(z, x̃1, . . . , x̃n). По условию Ṽ(B) |= z = x̃0, а
это и означает, ввиду отделимости Ṽ(B), что z = x̃0. B
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2.5.5. Для произвольных b и c ∈ B положим (см. 1.1.4)

[[b = c]] := b ⇔ c = (b M c)∗ = (b ∧ c) ∨ (b∗ ∧ c∗).

Заметим, что из-за 1.1.4 (3) a ≤ [[b = c]] в том и только в том случае,
если a ∧ b = a ∧ c. Рассмотрим функцию f : dom(f) → B, область
определения dom(f) которой содержится в Ṽ(B). Говорят, что f —
экстенсиональная функция, если

[[x = y]]s ≤ [[f(x) = f(y)]] (x, y ∈ dom(f)).

Экстенсиональность f , как легко заметить, равносильна соотноше-
нию

f(x) ∧ [[x = y]]s ≤ f(y) (x, y ∈ dom(f)).

Если u : dom(u) → B — произвольная функция и dom(u) ⊂ Ṽ(B),
то с u можно связать экстенсиональную функцию ū : Ṽ(B) → B по
формуле

ū : x 7→
∨

t∈dom(u)

u(t) ∧ [[t = x]]s (x ∈ Ṽ(B)).

Еще один класс экстенсиональных функций возникает следующим
образом. Пусть ϕ — некоторая B-формула. Тогда экстенсиональна
функция

ϕ̄ : x 7→ [[ϕ(x)]]s (x ∈ Ṽ(B)).

2.5.6. Теорема. Если u : dom(u) → B — функция, причем
dom(u) ⊂ Ṽ(B) и dom(u) ∈ V, то существует единственный элемент
x ∈ Ṽ(B) такой, что ū(t) = [[t ∈ x]]s при всех t ∈ Ṽ(B). Наоборот,
если x ∈ Ṽ(B), то существует функция u : dom(u) → B, для которой
dom(u) ⊂ Ṽ(B), dom(u) ∈ V и ū(t) = [[t ∈ x]]s (t ∈ Ṽ(B)).

C Пусть D — такое подмножество неотделимого универсума,
что образ D при каноническом фактор-отображении π совпадает с
dom(u). Определим элемент x′ ∈ V(B) формулой

dom(x′) := D, x′(t) := u(πt) (t ∈ D).

Положим, наконец, x := π(x′). Тогда для t ∈ Ṽ(B) будет

[[t ∈ x]]s =
∨

y∈D

x′(y) ∧ [[t = πy]]s =
∨

y∈dom(u)

x(y) ∧ [[y = t]] = ū(t).
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Если еще какой-то элемент z ∈ Ṽ(B) обладает этими свойствами, то
[[t ∈ x]]s = [[t ∈ z]]s для всех t ∈ Ṽ(B). Отсюда

Ṽ(B) |= (∀ t) (t ∈ x ↔ t ∈ z).

В силу аксиомы экстенсиональности внутри Ṽ(B) получим [[x = z]]s =
1. Отделимость Ṽ(B) дает x = z.

Наоборот, пусть x ∈ Ṽ(B), а x′ — такой элемент неотделимого
универсума, что x = π(x′). Положим dom(u) := π“(dom(x′)) и опре-
делим u : dom(u) → B так, чтобы u(πt) = x′(t) (t ∈ dom(x′)). Тогда
для любого t ∈ Ṽ(B) выполнено

[[t ∈ x]]s =
∨

y∈dom(x′)

x′(y) ∧ [[t = πy]]s =

=
∨

y∈dom(u)

u(y) ∧ [[y = t]]s = ū(t). B

2.5.7. В дальнейшем мы в основном будем работать с отдели-
мым булевозначным универсумом Ṽ(B). При этом часто, не оговари-
вая этого специально, при вычислениях булевых оценок истинности
мы заменяем элементы Ṽ(B) их представителями из V(B) (как это
обычно практикуется, например, при работе с пространствами клас-
сов эквивалентности измеримых функций в анализе). Кроме того,
начиная со следующего предложения, мы используем только обо-
значения V(B), [[ · = · ]] и [[ · ∈ · ]] вместо Ṽ(B), [[ · = · ]]s и [[ · ∈ · ]]s и
осуществляем все аналогичные упрощения, поскольку это не приво-
дит к недоразумениям.

Как видно из 2.5.6, всякий элемент V(B) определяет некоторое
экстенсиональное отображение на V(B) со значениями в B. В то же
время лишь часть из экстенсиональных отображений V(B) в B за-
дается элементами V(B). Это обстоятельство мотивирует следующее
определение.

2.5.8. Классом внутри V(B) или V(B)-классом называют всякое
экстенсиональное отображение X : V(B) → B, являющееся классом
в обычном смысле, т. е. в смысле V. Каждому элементу x ∈ V(B)

сопоставим V(B)-класс

〈x〉 := [[ · ∈ x]] : t 7→ [[t ∈ x]] (t ∈ V(B)).
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Ясно, что такое сопоставление инъективно. Введем теперь булевы
оценки истинности, полагая для V(B)-классов X и Y и элемента z ∈
V(B):

[[〈z〉 ∈ X]] := X(z),

[[X = Y ]] :=
∧

u∈V(B)

[[〈u〉 ∈ X]] ⇔ [[〈u〉 ∈ Y ]],

[[X ∈ Y ]] :=
∨

u∈V(B)

[[〈u〉 = X]][[〈u〉 ∈ Y ]].

Первая и третья формулы согласованы, ибо в силу экстенсиональ-
ности X выполнено

[[〈z〉 ∈ X]] =
∨

u∈V(B)

X(u) ∧ [[u = z]]

и, кроме того, [[〈z〉 = 〈u〉]] = [[z = u]] при всех u, z ∈ V(B). Из опреде-
лений видно, что [[X = Y ]] = 1 влечет X = Y . Функция UB : x 7→ 1B

(x ∈ V(B)) представляет собой универсальный класс внутри V(B).
Пустой V(B)-класс — функция, тождественно равная нулю на V(B).

2.5.9. Напомним, что формула называется предикативной, ес-
ли в ней связанными являются лишь переменные для множеств (см.
1.3.14).

(1) Определим булеву оценку истинности предикативной фор-
мулы индукцией по длине (см. 2.1.6). Для пропозициональных свя-
зок это делается так же, как и в 2.1.7, тем самым нужно только
уточнить случай кванторов, действие которых ограничено классом
множеств. При этом можно рассматривать лишь формулы, не со-
держащие подформул вида X1 ∈ X2, ибо последняя эквивалентна
формуле (∃x)(x = X1 ∧ x ∈ X2).

Итак, пусть ϕ — предикативная формула со свободными пере-
менными X, X1, . . . , Xn, а Y1, . . . , Yn — некоторые V(B)-классы. По-
ложим по определению

[[(∀x) ϕ(x, Y1, . . . , Yn)]] =
∧

y∈V(B)

[[ϕ(y, Y1, . . . , Yn)]],
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[[(∃x) ϕ(x, Y1, . . . , Yn)]] =
∨

y∈V(B)

[[ϕ(y, Y1, . . . , Yn)]].

Мы будем говорить, что предикативная формула ϕ(X1, . . . , Xn)
истинна внутри V(B) при заданных значениях Y1, . . . , Yn перемен-
ных X1, . . . , Xn, если [[ϕ(Y1, . . . , Yn)]] = 1. Так же, как и в 2.1.6,
условимся, что

V (B) |= ϕ(Y1, . . . , Yn) ↔ [[ϕ(Y1, . . . , Yn)]] = 1.

(2) Понятие истинности в модели V(B) распространяют на не-
предикативные формулы следующим образом. Если ϕ(X, X1, . . . ,
Xn) — непредикативная формула, то полагаем

V(B) |= (∀X) ϕ(X, Y1, . . . , Yn) (V(B) |= (∃X) ϕ(X, Y1, . . . , Yn)),

если и только если [[ϕ(Y, Y1, . . . , Yn)]] = 1 для всякого V(B)-класса
Y (соответственно существует такой V(B)-класс Y , что [[ϕ(Y, Y1, . . . ,
Yn)]] = 1).

V(B)-класс Y называется V(B)-множеством, если V(B) |=M(Y ),
где M(X) := (∃Z)(X ∈ Z) (см. 1.3.1). Проще было бы вместо V(B)-
множества говорить B-множество, однако этот термин мы сохраним
для других объектов (см. 3.4).

2.5.10. Если x ∈ V(B), то V(B)-класс 〈x〉 является V(B)-мно-
жеством. Наоборот, если V(B)-класс X есть V(B)-множество, то X =
〈x〉 для некоторого x ∈ V(B).

C Для произвольного элемента x ∈ V(B) верно

[[〈x〉 ∈ 〈{x}B〉]] = [[x ∈ {x}B ]] = 1,

поэтому V(B) |= M(〈x〉). Допустим, что для V(B)-класса X выполня-
ется V(B) |= M(X). Тогда по определению (см. 2.5.9 (2)) существует
V(B)-класс Z, для которого

∨

t∈V(B)

Z(t) ∧ [[〈t〉 = X]] = 1.

Отсюда в силу принципа исчерпывания можно подобрать такое раз-
биение единицы (bξ)ξ∈Ξ и такое семейство (xξ)ξ∈Ξ ⊂ V(B), что

[[〈xξ〉 = X]] ≥ bξ (ξ ∈ Ξ).
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Если x := mix(bξxξ), то

[[〈x〉 = X]] ≥ [[〈x〉 = 〈xξ〉]] ∧ [[〈xξ〉 = X]] ≥ bξ.

Следовательно, [[〈x〉 = X]] = 1 или 〈x〉 = X. B
На основании установленного факта в дальнейшем мы будем

отождествлять элемент x∈V(B) и соответствующее V(B)-множество
〈x〉.

2.5.11. Пусть C — полная булева алгебра и π : B → C — полный
гомоморфизм. Рассмотрим V(B)-класс X и положим по определению

(x, b) ∈ π∗X ↔ b =
∨

t∈V(B)

(π ◦ X)(t) ∧ [[x = π∗t]]C .

Тогда π∗X — это класс внутри V(B). Действительно, π∗X — подкласс
V в силу теоремы 1.3.14, ибо

π∗X = {(x, b) : ϕ(x, b, B, C,X, π∗, [[ · = · ]],V(B))}

для предикативной формулы ϕ(Y, Z,B, . . . ), имеющей вид

Z =
∨

t∈V(B)

(π ◦ X)(t) ∧ [[Y = π∗t]].

Кроме того, π∗X — экстенсиональная функция:

(π∗X)(x) ∧ [[x = y]] =
∨

t∈V(B)

(π ◦ X)(t) ∧ [[x = π∗t]]∧

∧[[x = y]] ≤
∨

t∈V(B)

(π ◦ X)(t) ∧ [[y = π∗t]] = (π∗X)(y).

Легко видеть, что для классов сохраняет силу утверждение 2.2.2 (1),
т. е. если ρ — полный гомоморфизм, то

(ρ ◦ π)∗X = (ρ∗ ◦ π∗)X.

Далее, если V(B) |= M(X), то V(C) |= M(π∗X). Действительно, если
X = 〈x〉, x ∈ V(B), то в силу 2.2.2 (4)
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〈π∗x〉(t) =
∨

u∈V(B)

π([[u ∈ x]]) ∧ [[t = π∗u]] =

=
∨

u∈V(B)

(π ◦ 〈x〉)(u) ∧ [[t = π∗u]] = (π∗〈x〉)(t).

Значит, 〈π∗x〉 = π∗〈x〉 = π∗X. Обратное утверждение верно, если π
инъективен.

Отметим еще, что данное определение согласуется с 2.2.1 благо-
даря 2.2.2 (4).

2.5.12. Для каждого V(B)-класса X и для всякой предикатив-
ной B-формулы ϕ с одной свободной переменной имеют место пред-
ставления

[[(∀x ∈ π∗X) ϕ(x)]]C =
∧

t∈V(B)

π ◦ X(t) ⇒ [[ϕ(π∗t)]]C ,

[[(∃x ∈ π∗X) ϕ(x)]]C =
∨

t∈V(B)

π ◦ X(t) ∧ [[ϕ(π∗t)]]C .

C Достаточно обосновать одно из этих соотношений, например
первое. Вот соответствующие вычисления (где мы использовали
1.1.5 (3), 2.1.8 (7) и тождество (a ∧ b) ⇒ (c ∧ b) = (a ∧ b) ⇒ c):

[[(∀x ∈ π∗X) ϕ(x)]] =
∧

x∈V(C)

[[x ∈ π∗X]] ⇒ [[ϕ(x)]] =

=
∧

x∈V(C)

( ∨

t∈V(B)

π ◦ X(t) ∧ [[x = π∗t]]
)
⇒ [[ϕ(x)]] =

=
∧

t∈V(B)

∧

x∈V(C)

(π ◦ X(t) ∧ [[x = π∗t]]) ⇒ [[ϕ(x)]] ≤

≤
∧

t∈V(B)

π ◦ X(t) ⇒ [[ϕ(π∗t)]] =

=
∧

t∈V(B)

( ∧

x∈V(C)

(π ◦ X(t))∗ ∨ [[x = π∗t]]∗ ∨ [[ϕ(π∗t)]]
)

=

=
∧

t∈V(B)

∧

x∈V(C)

(π ◦ X(t) ∧ [[x = π∗t]]) ⇒ ([[ϕ(π∗t)]] ∧ [[x = π∗t]]) ≤
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≤
∧

t∈V(B)

∧

x∈V(C)

(π ◦ X(t) ∧ [[x = π∗t]]) ⇒ [[ϕ(x)]] =

=
∧

x∈V(C)

( ∨

t∈V(B)

π ◦ X(t) ∧ [[x = π∗t]]
)
⇒ [[ϕ(x)]] =

=
∧

x∈V(C)

[[x ∈ π∗X]] ⇒ [[ϕ(x)]] = [[(∀x ∈ π∗X)ϕ(x)]].

2.5.13. Для любых V(B)-классов X и Y выполняется

[[π∗X = π∗Y ]]C = π[[X = Y ]]B , [[π∗X ∈ π∗Y ]]C = π[[X ∈ Y ]]B .

C Прежде всего заметим, что π ◦ Y (t) = (π∗Y )(π∗t) или π[[t ∈
Y ]]B = [[π∗t ∈ π∗Y ]]C при t ∈ V(B). Это вытекает из 2.5.8 и 2.5.11
с помощью 2.2.2 (3). Далее, воспользовавшись первой из формул
2.5.12, без труда выводим

[[π∗X ⊂ π∗Y ]]C = [[(∀x ∈ π∗X)(x ∈ π∗Y )]]C =

=
∧

t∈V(B)

π ◦ X(t) ⇒ [[π∗t ∈ π∗Y ]]C =

=
∧

t∈V(B)

π([[t ∈ X]]B ⇒ [[t ∈ Y ]]B) = π[[X ⊂ Y ]]B .

Отсюда

[[π∗X = π∗Y ]]C = [[π∗X ⊂ π∗Y ]]C ∧ [[π∗Y ⊂ π∗X]]C = π[[X = Y ]]B .

Наконец, принимая в расчет уже доказанное, по второй из формул
2.5.12 получаем

[[π∗X ∈ π∗Y ]]C = [[(∃ t ∈ π∗Y ) (t = π∗X)]]C =

=
∨

t∈V(B)

π ◦ Y (t) ∧ [[π∗t = π∗X]]C =

=
∨

t∈V(B)

π

(
Y (t) ∧ [[t = X]]B

)
= π[[X ∈ Y ]]B . B
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2.5.14. Установленное в предыдущих пунктах позволяет пере-
нести на рассматриваемый случай различные утверждения из 2.2.
Отметим из них только следующие.

(1) Если ϕ(Y1, . . . , Yn) — ограниченная предикативная форму-
ла, то для любых V(B)-классов X1, . . . , Xn будет

π[[ϕ(X1, . . . , Xn)]]B = [[ϕ(π∗X1, . . . , π
∗Xn)]]C .

Отсюда, в частности, следует, что если π — мономорфизм, то

V(B) |= ϕ(X1, . . . , Xn) ↔ V(C) |= ϕ(π∗X1, . . . , π
∗Xn).

(2) Если ϕ — предикативная формула класса ˚1, то для
тех же X1, . . . , Xn будет

π[[ϕ(X1, . . . , Xn)]]B ≤ [[ϕ(π∗X1, . . . , π
∗Xn)]]C .

В частности, верна импликация

V(B) |= ϕ(X1, . . . , Xn) → V(C) |= ϕ(π∗X1, . . . , π
∗Xn).

C Доказательство проводится по схеме 2.2.3. Возьмем для при-
мера случай ограниченного квантора общности: ϕ := (∀x ∈ Y )ψ.
Для V(B)-классов Y, X1, . . . , Xn в соответствии с 2.5.12 и 2.5.13 име-
ем

[[ϕ(π∗Y, π∗X1, . . . , π
∗Xn)]] =

=
∧

x∈V(B)

[[π∗x ∈ π∗Y ]] ⇒ [[ψ(π∗x, π∗X1, . . . , π
∗Xn)]] =

=
∧

x∈V(B)

π[[x ∈ Y ]] ⇒ π[[ψ(x,X1, . . . , Xn)]] =

= π

( ∧

x∈V(B)

[[x ∈ Y ]] ⇒ [[ψ(x,X1, . . . , Xn)]]
)

=

= π[[(∀x ∈ Y )ψ(x,X1, . . . , Xn)]] = π[[ϕ(Y, X1, . . . , Xn)]]. B

2.5.15. Используя каноническое вложение ( · )∧ : V → V(B), мож-
но каждому классу X ⊂ V сопоставить V2-класс X ′ по формуле

X ′(t) :=
{

12, если (∃x ∈ X)(t = x∧),
02, в противном случае.
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Экстенсиональность X ′ тривиально следует из 2.1.8 (4). Далее, по-
ложим X∧ := ı∗“X ′, где ı — тождественное вложение 2 в B. Итак,
X∧ есть V(B)-класс, для которого

X∧(t) =
∨

{[[t = x∧]] : x ∈ X} (t ∈ V(B)).

Отметим, что поскольку Ord (X) — ограниченная предикатив-
ная формула, то в силу 2.2.8 (4), 2.2.9 (1) и 2.5.14 On∧ — ординальный
класс внутри V(B), т. е. V(B) |= Ord (On∧).

Формулы 2.5.12, очевидно, могут быть специализированы:

[[(∀x ∈ Y ∧)ϕ(x)]] =
∧

{ϕ(x∧)]] : x ∈ Y },

[[(∃x ∈ Y ∧)ϕ(x)]] =
∨

{[[ϕ(x∧)]] : x ∈ Y }.

2.5.16. Пусть ϕ и ψ — предикативные формулы со свободными
переменными X, X1, . . . , Xn, а Y1, . . . , Yn — некоторые V(B)-классы.
Тогда при условии, что [[ϕ(x0, Y1, . . . , Yn)]] = 1 для некоторого x0 ∈
V(B), будет

[[(∃x)(ϕ(x, Y1, . . . , Yn) ∨ ψ(x, Y1, . . . , Yn))]] =

=
∨

{[[ψ(x, Y1, . . . , Yn)]] : x ∈ V(B) ∧ [[ϕ(x, Y1, . . . , Yn)]] = 1},

[[(∀x)(ϕ(x, Y1, . . . , Yn) → ψ(x, Y1, . . . , Yn))]] =

=
∧

{[[ψ(x, Y1, . . . , Yn)]] : x ∈ V(B) ∧ [[ϕ(x, Y1, . . . , Yn)]] = 1}.

C Доказательство проводится по той же схеме, что и в 2.3.8. B

2.5.17. Теорема (принцип максимума). Пусть ϕ(x) — преди-
кативная B-формула от одной свободной переменной (ϕ может со-
держать константы, являющиеся V(B)-классами или V(B)-множест-
вами). Тогда имеют место следующие утверждения:

(1) существует элемент x0 ∈ V(B), для которого

[[(∃x)ϕ(x)]] = [[ϕ(x0)]];

(2) если V(B) |= (∃x)ϕ(x), то существует элемент x0 ∈
V(B), для которого V(B) |= ϕ(x0);

(3) если V(B) |= (∃!x)ϕ(x), то существует единственный
элемент x0 ∈ V(B), для которого V(B) |= ϕ(x0).
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C Доказательство, основанное на принципе перемешивания (см.
2.5.3), ничем не отличается от рассуждений, приведенных в 2.3.10 и
2.5.4. B

2.5.18. Теорема (принцип переноса). Все теоремы NGB ис-
тинны в модели V(B).

C Достаточно убедиться в справедливости аксиом NGB внутри
V(B).

(1) Истинность аксиомы экстенсиональности для классов внут-
ри V(B) следует сразу же из определений 2.5.8 и 2.5.9. Утверждение
V(B) |= NGB2–NGB5 установлено в 2.4.

(2) V(B) |= NGB6. Это доказывается так же, как и в 2.4.5. Нуж-
но только выражения ϕ(t, u) всюду заменить на (t, u) ∈ X (см. 2.4.5
и 1.3.4).

(3) V(B) |=
∧13

k=7 NGBk. Достаточно убедиться в том, что внут-
ри V(B) истинно утверждение 1.3.14, частными случаями которо-
го являются аксиомы NGB7–NGB13. Пусть формула ϕ(X1, . . . , Xn,
Y1, . . . , Ym) удовлетворяет всем условиям из 1.3.14. Рассмотрим про-
извольные V(B)-классы Y1, . . . , Ym и определим V(B)-класс Z форму-
лой

Z(t) := [[(∃x1, . . . , xn)(t = (x1, . . . , xn)∧
∧ϕ(x1, . . . , xn, Y1, . . . , Ym))]].

Легко проверить, что тогда

V(B) |= (∀x1, . . . , xn)(∃ t)((t = (x1, . . . , xn)∧
∧t ∈ Z ↔ ϕ(x1, . . . , xn, Y1, . . . , YN ))).

(4) V(B) |= NGB14. Заменив в 2.4.7 малую латинскую букву x
на прописную X, получим требуемые рассуждения.

(5) V(B) |= NGB15. Пусть G — функция из On на V(B). Положим

F (t) :=
∨

{[[t = (α∧, G(α))B ]] : α ∈ On}.

Тогда F есть V(B)-класс и аналогично тому, как это сделано в 2.4.10,
можно просто вычислить: [[Fnc (F )]] = 1, [[Ord (On∧) ∧ dom(F ) =
On∧]] = 1 и [[im(F ) ⊃ UB ]] = 1. Таким образом, внутри V(B) универ-
сальный класс UB можно вполне упорядочить. Отсюда вытекает,
что V(B) |= «существует выбирающая функция для класса U(B)». B
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2.5.19. Теорема 2.5.18 дает возможность оперировать с класса-
ми внутри V(B). В качестве примера рассмотрим определение кате-
гории в булевозначной модели.

Категория K внутри V(B) состоит из классов ObK, Mor K, Com
внутри V(B), называемых соответственно классом объектов, классом
морфизмов, композицией категории K, таких, что V(B) |= (K1)–(K3):

(K1) существуют отображения D и R из Mor K в ObK такие, что
для любых объектов a и b класс K(a, b) := HK(a, b) := {α ∈ Mor K :
D(α) = a, R(α) = b} является множеством (называемым множе-
ством морфизмов из a в b);

(K2) Com — ассоциативная частичная бинарная операция на
Mor K, причем

dom(Com):= {(α, β) ∈ (Mor K)2 : D(β) = R(α)};

(K3) для каждого объекта a ∈ ObK существует морфизм 1a,
называемый тождественным морфизмом объекта a, для которого
D(1a) = R(1a) = a, Com(1a, α) = α при D(α) = a и Com(β, 1a) = β
при R(β) = a.

Вместо Com(α, β) обычно пишут βα или β ◦ α.

2.5.20. Примечания.
(1) Модель V(B) можно характеризовать аксиоматически следу-

ющим образом. Существует единственный с точностью до сохраня-
ющей булевы оценки истинности биекции класс V(B), удовлетворяю-
щий условиям:

(a) имеются два отображения [[ · ∈ · ]], [[ · = · ]] : V(B) ×
V(B) → B такие, что обычные аксиомы равенства ис-
тинны внутри V(B) (см. 2.1.7, 2.1.8);

(b) V(B) отделим, т. е. [[x = y]] = 1B влечет x = y при
x, y ∈ V(B);

(c) аксиомы экстенсиональности и фундирования истин-
ны внутри V(B);

(d) для V(B) справедливо утверждение 2.5.6.
(2) Пусть π — полный гомоморфизм из B в полную булеву ал-

гебру C. Тогда π∗ — единственное отображение из V(B) в V(C), для
которого, во-первых, [[π∗x = π∗y]]C = π[[x = y]]B (x, y ∈ V(B)), а,
во-вторых, при y ∈ V(B) и z ∈ V(C) будет выполнено неравенство
[[z ∈ π∗y]]C ≤ sup{[[z = π∗x]] : x ∈ V(B)}.



Глава 3

Функторы булевозначного
анализа

Принципы переноса и максимума позволяют проводить внутри
булевозначного универсума конструкции, обычные для математиче-
ской практики. В булевозначной модели имеются поля веществен-
ных и комплексных чисел, банаховы пространства, дифференциаль-
ные операторы и т. д. Изображающие их объекты можно восприни-
мать как нестандартные реализации исходных математических об-
разований.

Таким образом, считая модель V(B) нестандартным представле-
нием математического мира и учитывая, что V(B) строится в пре-
делах универсума фон Неймана, мы можем заглянуть внутрь буле-
возначного мира и увидеть нестандартные изображения стандарт-
ных объектов. При переборе алгебр B взору наблюдателя открыва-
ются многие ипостаси одной и той же идеи, выраженной теоретико-
множественной формулой. Сравнение таких ипостасей между собой
составляет метод исследования заложенной в них математической
идеи. При этом обнаруживается, что существенно различные ана-
литические объекты являются просто разными реализациями одной
и той же концепции. Тем самым выявляются внутренние причины
многих неочевидных параллелей и аналогий, а также возникают до-
полнительные возможности для изучения старых объектов.

Изложенное напоминает знаменитую платонову пещеру. Ес-
ли кому-то удалось вырваться из этой пещеры, то он, желая пове-
дать увиденное остальным, мог бы ночью зажечь снаружи пещеры
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несколько костров. Тогда каждая вещь на поверхности проявится
внутри пещеры не одной тенью (как у Платона), а набором различи-
мых теней. Теперь узники пещеры могут постигать суть недоступ-
ных вещей, изучая множество теней, несущих бо́льшую информа-
цию.

Сравнительный анализ объектов с помощью булевозначных мо-
делей проводится в два этапа, которые условно можно назвать син-
таксическим и семантическим. На синтаксическом этапе изучаемое
математическое утверждение (определение, конструкция, свойство и
т. п.) превращается в формальный текст символического языка тео-
рии множества, а точнее, в текст подходящего арго. Здесь часто
приходится изучать сложность полученного текста и, в частности,
выяснять, является ли этот текст или какие-то его фрагменты огра-
ниченными формулами. Семантический этап заключается в интер-
претации имеющегося формального текста в булевозначном универ-
суме. Здесь в терминах обычной теории множеств, т. е. в универсуме
фон Неймана V, осмысливаются (дешифруются, переводятся) тек-
сты, содержащие утверждения, истинные для объектов булевознач-
ного универсума V(B). Это делается с помощью точно определенных
операций над элементами и подмножествами булевозначного универ-
сума и универсума фон Неймана.

В текущей главе рассматриваются основные операции булево-
значного анализа — каноническое вложение, спуск, подъем и погру-
жение. Важнейшие свойства этих операций удобно формулировать,
привлекая понятия категории и функтора. Читатель может осве-
жить свои знания основ теории категорий с помощью Приложения.

3.1. Каноническое вложение

Здесь мы более подробно изучим способ вложения класса всех
множеств в булевозначный универсум.

3.1.1. Теорема. Справедливы следующие утверждения:
(1) если класс X ⊂ V и элемент z ∈ V(B) таковы, что

V(B) |= z ∈ X∧, то z = mixx∈X(bxx∧) для некоторого
разбиения единицы (bx)x∈X в B;

(2) для V2-класса Y существует единственный класс X ⊂
V такой, что V2 |= X∧ = Y ;

(3) для X ⊂ V и Y ⊂ V выполняется
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X ∈ Y ↔ V(B) |= X∧ ∈ Y ∧, X = Y ↔ V(B) |= X∧ = Y ∧;

(4) если π : B → C — полный гомоморфизм, то π∗X∧ =
X

∧
∧ для каждого класса X ⊂ V, где X

∧
∧ — канониче-

ское вложение X в V(C).
C (1) Для x ∈ X положим bx := [[x∧ = z]]. Тогда при x, y ∈ X,

x 6= y, в силу 2.2.8 (2) выполняется

bx ∧ by ≤ [[x∧ = y∧]] = 0.

С другой стороны,
∨

{bx : x ∈ X} = X∧(z) = [[z ∈ X∧]] = 1,

так что (bx)x∈X — разбиение единицы и z = mixx∈X(bxx∧).
(2) Следует из 2.2.8. В самом деле, если X ′ := {y ∈ V(2) : [[y ∈

Y ]] = 12} и X := {x ∈ V : x∧ ∈ X ′}, то для t ∈ V(2) по 2.2.8 (3, 4) будет

X∧(t) =
∨

{[[t = x∧]]2 : x ∈ X} =
∨

{[[t = x∧]]2 : Y (x) = 12} =

=
∨

{Y (x) ∧ [[t = x∧]]2 : x ∈ V(2)} = Y (t).

Единственность вытекает из 2.2.8 (4) и 2.5.15.
(3) Нужно сопоставить 2.5.15 и (2).
(4) Если ı1 и ı2 — вложения алгебры 2 в B и C соответственно,

то π ◦ ı1 = ı2 и в силу 2.5.11

π∗X∧ = π∗ ◦ ı∗1(X
∧) = ı∗2X

∧ = X
∧
∧. B

3.1.2. Если x и y — некоторые множества, то

{x}∧ = {x∧}B , {x, y}∧ = {x∧, y∧}B , (x, y)∧ = (x∧, y∧)B .

C Все три формулы ограничены, поэтому из 2.2.9 выводим

V(B) |= {x}∧ = {x∧} ∧ {x, y}∧ = {x∧, y∧} ∧ (x, y)∧ = (x∧, y∧).

Остается привлечь нужные соотношения из 2.4.8. B
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3.1.3. Пусть формула ϕ класса ˚1 удовлетворяет всем условиям
теоремы 1.3.14. Возьмем классы Z1, . . . , Zn, Y1, . . . , Ym, и пусть класс
Y определяется формулой

Y := {(x1, . . . , xn) : x1 ∈ Z1 ∧ . . . ∧ xn ∈ Zn∧
∧ϕ(x1, . . . , xn, Y1, . . . , Ym)}.

Тогда внутри V(B) имеет место соотношение

Y ∧ = {(x1, . . . , xn) : x1 ∈ Z∧
1 ∧ . . . ∧ xn ∈ Z∧

n∧
∧ϕ(x1, . . . , xn, Y ∧

1 , . . . , Y ∧
m)}.

C Согласно теореме 1.3.14 Y — единственный класс, удовлетво-
ряющий Φ(Z1, . . . , Zn, Y1, . . . , Ym) и Ψ(Z1, . . . , Zn, Y1, . . . , Ym), где Φ
и Ψ имеют вид

Φ :=(∀u∈Y )(∃x1∈Z1) . . . (∃xn∈Zn)(u = (x1, . . . , xn)∧ϕ(x1, . . . , Ym)),
Ψ := (∀x1 ∈ Z1) . . . (∀xn ∈ Zn)(∃u)

(u = (x1, . . . , xn) ∧ ϕ(x1, . . . , Ym) → u ∈ Y ).

Как видно, Φ и Ψ — формулы класса ˚1, значит, по 2.5.14 будет

V(B) |= Φ(Z∧
1 , . . . , Y ∧

m) ∧ Ψ(Z∧
1 , . . . , Y ∧

m).

Последнее равносильно требуемому. B

3.1.4. Для любых классов X ⊂ V и Y ⊂ V справедливы утвер-
ждения:

(1) V(B) |= (X ∪ Y )∧ = X∧ ∪ Y ∧;
(2) V(B) |= (X × Y )∧ = X∧ × Y ∧;
(3) V(B) |= (

⋃
X)∧ =

⋃
(X∧);

(4) Rel (X) → V(B) |= Rel (X∧);
(5) (F : X → Y ) → V(B) |= F∧ : X∧ → Y ∧;
(6) Rel (X) → V(B) |= (X“Y )∧ = (X∧)“(Y ∧);
(7) Rel (X) → V(B) |= dom(X∧)=dom(X)∧ ∧ im(X∧)=im(X)∧.
C Формулы (1)–(5) следуют из 3.1.3 (см. П.1.11, П.1.12). Для

получения (6) и (7) нельзя применить 3.1.3. Поэтому мы выведем
их прямым подсчетом, привлекая 2.4.9, 3.1.1 и 3.1.2.
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Начнем с выкладки для (6):

[[t ∈ (X∧)“(Y ∧)]] = [[(∃u ∈ X∧)(∃ v ∈ Y ∧)(u = (v, t))]] =

=
∨

u∈X

∨

v∈Y

[[u∧ = (v∧, t)]] =
∨

v∈Y

∨

(z,w)∈X

[[z∧ = v∧]] ∧ [[w∧ = t]] =

=
∨

{[[w∧ = t]] : v ∈ Y, (v, w) ∈ X} =

= [[(∃w ∈ (X∧)“(Y ∧)) (t = w)]] = [[t ∈ (X“Y )∧]].

Завершим доказательство выкладкой для (7):

[[t ∈ dom(X∧)]] = [[(∃u ∈ X∧)(∃ v)(u = (t, v))]] =

=
∨

(z,w)∈X

∨

v∈V(B)

[[z∧ = t]] ∧ [[w∧ = v]] =

=
∨

{[[z∧ = t]] : z ∈ dom(X)} = [[t ∈ dom(X)∧]]. B

3.1.5. Теорема. Пусть X и Y — непустые множества, F ⊂
X × Y . Рассмотрим соответствие Φ := (F, X, Y ). Тогда элемент
Φ∧ ∈ V(B) удовлетворяет следующим условиям:

(1) V(B) |=Φ∧ —соответствие из X∧ в Y ∧ и Gr(Φ∧)=F∧;
(2) V(B) |= Φ∧(A∧) = Φ(A)∧ при всех A ∈ P(X);
(3) V(B) |=(Ψ ◦Φ)∧ =Ψ∧ ◦Φ∧ для любого соответствия Ψ;
(4) V(B) |= (IX)∧ = IX∧ .

C (1) Если формула ϕ(X, Y, F, Φ) утверждает, что Φ — соот-
ветствие из X в Y и F = Gr(Φ), то ϕ — ограниченная формула и
требуемое вытекает из 2.2.9. (2) Следует из 3.1.4 (6). В (3), (4) мы
опять имеем дело с ограниченными формулами, поэтому достаточно
сослаться на 2.2.9. B

3.1.6. Следствие. Для любого отображения f : X → Y эле-
мент f∧ удовлетворяет условиям

(1) V(B) |= f∧ : X∧ → Y ∧;
(2) V(B) |= f∧(x∧) = f(x)∧ при всех x ∈ X;
(3) V(B) |= (g ◦ f)∧ = g∧ ◦ f∧ для любого g : Y → Z.

3.1.7. Введем категории V∗ и V
(B)
∗ , связанные с универсумами

V и V(B). Не оговаривая каждый раз особо, условимся предполагать,
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что классы объектов и морфизмов категории не пересекаются (этого
можно добиться, применяя разные индексы, см. П.3.2). Пусть V∗
— категория непустых множеств и соответствий. Так что ObV∗ :=
V \ {∅} и V∗(x, y) — множество всех непустых соответствий из x в y.
Композиция — это обычная суперпозиция соответствий.

Класс объектов категории V
(B)
∗ — непустые V(B)-множества:

Ob V
(B)
∗ := {x ∈ V(B) : [[x 6= ∅]] = 1}.

Множество морфизмов из объекта x ∈ ObV
(B)
∗ в объект y ∈ ObV

(B)
∗

определяется формулой

V
(B)
∗ (x, y) := {α ∈ V(B) : [[α ⊂ x × y в y и Gr(α) 6= ∅]]=1}.

Если α и β — морфизмы категории V
(B)
∗ , причем [[D(β) = R(α)]] = 1,

то по принципу максимума существует единственный элемент γ ∈
V(B) такой, что [[γ = β ◦ α]] = 1. Элемент γ принимается в качестве
композиции морфизмов α и β в категории V(B).

Подкатегории V∗ и V
(B)
∗ , состоящие из тех же объектов и из

отображений в качестве морфизмов, обозначим соответственно через
V и V (B). Пусть F∧ символизирует отображение из V∗ в V

(B)
∗ ,

сопоставляющих множеству x ∈ V \ {0} и соответствию α элементы
x∧ ∈ V(B) и α∧ ∈ V(B). Из 3.1.5 и 3.1.6 вытекает

3.1.8. Теорема. Отображение F∧ — ковариантный функтор
из категории V∗ в категорию V

(B)
∗ (а также из категории V в кате-

горию V (B)).
Функтор F∧ (а также его ограничение на подкатегорию V )

называют функтором канонического вложения или же функтором
стандартного имени.

3.1.9. Остановимся на свойствах ординалов внутри V(B).
(1) Нам уже известно (см. 2.4.10), что Ord (X) — ограниченная

формула. Поскольку lim(α) ≤ α для всякого ординала α, то формулу
Ord (x) ∧ x = lim(x) можно записать в виде

Ord (x) ∧ (∀ t ∈ x)(∃ s ∈ x)(t ∈ s),

а значит, она также ограничена. Наконец, запись

Ord (x) ∧ x = lim(x) ∧ (∀ t ∈ x)(t = lim(t) → t = 0)
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убеждает, что «наименьший предельный ординал» — также ограни-
ченная формула. Таким образом, согласно 2.2.9 α — (наименьший)
предельный ординал в том и только в том случае, когда V(B) |= «α∧

— (наименьший) предельный ординал». Так как ω — наименьший
предельный ординал (см. 1.4.6), то V(B) |= «ω∧ — наименьший пре-
дельный ординал».

(2) Из 1.4.5 (2), 2.5.15 и 2.5.16 следует, что V(B) |= «On∧ — един-
ственный ординальный класс, не являющийся ординалом». Таким
образом, для любого x ∈ V(B) имеет место соотношение

[[Ord (x)]] =
∨

{[[x = α∧]] : α ∈ On}.

(3) Для произвольного x ∈ V(B) выполнено V(B) |= Ord (x) в том
и только в том случае, если существуют ординал β ∈ On и разбиение
единицы (bα)α∈β ⊂ B такие, что x = mixα∈β(bαα∧). Иными словами,
любой ординал внутри V(B) есть перемешивание некоторого множе-
ства стандартных ординалов.

C Этот факт вытекает из (2) и 3.1.1 (1). B
(4) Из 2.5.16 получаем формулы квантификации по ординалам:

[[(∀x)(Ord (x) → ψ(x))]] =
∧

α∈On

[[ψ(α∧)]],

[[(∃x)(Ord (x) ∧ ψ(x))]] =
∨

α∈On

[[ψ(α∧)]].

3.1.10. Класс X называют конечным, если X совпадает с обра-
зом некоторой функции, определенной на конечном ординале. Сим-
волически конечность класса X записывают в виде Fin(X), так что

Fin(X) := (∃n)(∃ f)(n ∈ ω ∧ Fnc (f) ∧ dom(f) = n ∧ im(f) = X).

Легко заметить, что выписанная формула не ограничена. Поскольку
в силу NGB6 выполнено Fin(X) → M(X), вместо конечных классов
мы будем говорить о конечных множествах. Символом Pfin(X) обо-
значен класс всех конечных подмножеств класса X, т. е.

Pfin(X) := {Y ∈ P(X) : Fin(Y )}.
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Выясним теперь, что происходит с конечными множествами при
каноническом вложении V в V(B), т. е. узнаем, что из себя представ-
ляет класс Pfin(X)∧. Сначала покажем, что

V(B) |= Pfin(X)∧ ⊂ Pfin(X∧).

C Заметим, что если f — отображение из некоторого n ∈ ω в
X, то [[im(f∧) ∈ Pfin(X∧)]] = 1. Действительно, по 3.1.6 [[f∧ : n∧ →
X∧]] = [[n∧ ∈ ω∧]] = 1, поэтому

[[im(f∧) ∈ P(X∧) ∧ Fin(im(f∧))]] = 1.

Теперь для произвольного t ∈ V(B) легко сосчитать (см. 2.2.8 (1),
3.1.4 (7), 3.1.6):

[[t ∈ Pfin(X)∧]] =

=
∨

u∈Pfin(X)

[[t = u∧]] =
∨

n∈ω

∨

f :n→X

[[t = im(f)∧]] =

=
∨

n∈ω

∨

f :n→X

[[t = im(f∧)]] ∧ [[n∧ ∈ ω∧]] ∧ [[f∧ : n∧ → X∧]] ≤

≤ [[t ∈ Pfin(X∧)]]. B

3.1.11. Для любого класса X выполняется

V(B) |= Pfin(X)∧ = Pfin(X∧).

C Предположим, что для t ∈ V(B) справедливы равенства

[[t ∈ Pfin(X∧)]] = [[(∃n ∈ ω∧)(∃f)(f : n ↔ X∧ ∧ t = im(f)]] = 1.

Тогда существует такое счетное разбиение единицы (b(n))n∈ω ⊂ B,
что

[[(∃ f)(f : n∧ → X∧ ∧ t = im(f)]] ≥ b(n) (n ∈ ω).

Для каждого n ∈ ω по принципу максимума можно подыскать f ′
n ∈

V(B) так, чтобы было выполнено неравенство

[[f ′
n : n∧ → X∧]] ∧ [[t = im(f ′

n)]] ≥ b(n).
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Пользуясь утверждением 3.1.6, подберем f ′′
n ∈ V(B) так, чтобы [[f ′′

n :
n∧ → X∧]] ≥ (b(n))∗, и положим fn := mix{b(n)f ′

n, (b(n))∗f ′′
n}. Тогда

[[fn : n∧ → X∧]] = 1 и [[t = im(fn)]] ≥ b(n). Далее, для каждого
k ∈ n имеем [[fn(k∧) ∈ X∧]] = 1. Следовательно, fn(k) = mix(b(k)

x x∧)
для некоторого разбиения единицы (b(k)

x )x∈X (см. 3.1.1 (1)). Таким
образом,

[[fn(k∧) = x∧]] ≥ b(k)
x (x ∈ X, k ∈ n).

Пусть Xn — как обычно, класс всех отображений из n в X. Заметим,
что для g ∈ Xn и k ∈ n будет

[[fn(k∧) = g∧(k∧)]] = [[fn(k∧) = g(k)∧]] ≥ b
(k)
g(k),

стало быть, [[fn = g∧]] ≥ bg,n, где bg,n :=
∧
{b(k)

g(k) : k ∈ n}. Но тогда
выполнено также

[[im(f) = im(g∧)]] ≥ bg,n (g ∈ Xn).

По определению im(g) ∈ Pfin(X), а в силу 3.1.4 (7) верно

[[im(g∧) ∈ Pfin(X)∧]] = 1.

Отсюда получаем

[[t ∈ Pfin(X)∧]] ≥ [[t = im(fn)]]∧
∧[[im(fn) = im(g∧)]] ∧ [[im(g∧) ∈ Pfin(X)∧]] ≥ b(n) ∧ bg,n.

Пользуясь определением элемента bg,n и дистрибутивными законами
1.1.5 (1, 2), можно сосчитать:

∨
{b(n) ∧ bg,n : n ∈ ω ∧ g ∈ Xn} =

∨

n∈ω

b(n)∧
( ∨

g∈Xn

∧

k∈n

b
(k)
g(k)

)
=

=
∨

n∈ω

b(n)∧
( ∧

k∈n

∨

g∈Xn

b
(k)
g(k)

)
=

∨

n∈ω

b(n) ∧
( ∧

k∈n

∨

x∈X

b(k)
x

)
=

∨

n∈ω

b(n) =1.

Как видно, [[t ∈ Pfin(X)∧]] = 1. Поэтому, привлекая 2.5.16, мож-
но заключить,что [[Pfin(X∧) ⊂ Pfin(X)∧]] = 1. Противоположное
включение обосновано в 3.1.10. B
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3.1.12. Для любого класса X и для каждого n ∈ ω имеют место
соотношения

(1) V(B) |= (Xn)∧ = (X∧)n∧
;

(2) V(B) |= P(X)∧ ⊂ P(X∧).
C (1) Принимая в расчет 3.1.6, для произвольного t ∈ V(B) мож-

но написать:

[[t ∈ (Xn)∧]] =
∨

{[[t = u∧]] : u ∈ Xn} =

=
∨

{[[t = u∧]] ∧ [[u∧ : n∧ → X∧]] : u ∈ Xn} ≤

≤
∨

{[[t = u]] ∧ [[u : n∧ → X∧]] : u ∈ V(B)} =

= [[(∃u)(u : n∧ → X∧ ∧ t = u)]] = [[t ∈ (X∧)n∧
]].

Этим установлено равенство

[[(Xn)∧ ⊂ (X∧)n∧
]] = 1.

Для оценки истинности обратного включения рассмотрим такой эле-
мент u ∈ V(B), что [[u : n∧ → X∧]] = 1. Тогда [[u(k∧) ∈ X∧]] = 1

(k ∈ n), значит, [[u(k∧) = mix(b(k)
x x∧)]] = 1 для некоторого раз-

биения единицы (b(k)
x )x∈X (см. 3.1.1 (1)). Переходя к более мел-

ким разбиениям единицы, если нужно, можно подобрать такое раз-
биение единицы, (bξ) и такие семейства (xk,ξ) ⊂ X (k ∈ n), что
[[u(k∧) = mix(bξx

∧
k,ξ)]] = 1 для всех k ∈ n. Определим функции

uξ : n → X соотношениями uξ(k) := xk,ξ. Тогда [[u = u∧
ξ ]] ≥ bξ и

[[u∧
ξ ∈ (Xn)∧]] = 1, значит, [[u ∈ (Xn)∧]] = 1. В силу 2.5.16 получаем

[[(X∧)n∧ ⊂ (Xn)∧]] = 1.
(2) Устанавливается прямым подсчетом. B

3.1.13. Примечания.
(1) С кардиналами внутри модели V(B) дело обстоит не так про-

сто, как с ординалами (см. 3.1.9). Нетрудно заметить, что ¬ Card(x)
есть ˚1-формула, значит, [[Card(α∧)]] = 1 → Card(α). Однако фор-
мула Card(x) не входит в класс ˚1. По этой причине обратная им-
пликация может нарушиться, а ординал потерять свойство быть кар-
диналом при каноническом вложении в V(B). В действительности
для бесконечных кардиналов λ < κ можно подобрать такую полную
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булеву алгебру B, что V(B) |= |λ∧| = |κ∧|. Это обстоятельство на-
зывают смещением кардинальных чисел. Возможен такой выбор B,
что V(B) |= 2ωα = ωβ+1 для некоторых α < β. Так устанавливается
совместимость ¬ GCH с ZFC [36, 119, 248].

(2) Несмотря на сказанное в (1), кардиналы в V(B) ведут себя
прилично, если подчинить B условию счетности антицепей, т. е. если
всякая антицепь в B не более чем счетная (говорят также, что булева
алгебра B счетного типа). Для таких B выполняется

V(B) |= Card(α∧) ↔ Card(α),

V(B) |= (ωα)∧ = ωα∧ .

(3) Свойства конструктивных множеств (см. 1.5.10) внутри
V(B) похожи на свойства ординалов. Именно, если L(x) — формула,
утверждающая, что x — конструктивное множество, то

[[L(u)]] =
∨

{[[u = v]] : v ∈ L} (u ∈ V(B)).

При этом сохраняют силу утверждения 3.1.9 (2)–3.1.9 (4), если заме-
нить в последних Ord на L (см. [36, 119, 248]).

(4) Ввиду 3.1.11 может показаться, что в 3.1.12 (2) имеет ме-
сто равенство, т. е. [[P(X∧) = P(X)∧]] = 1. Однако это не так:
если B — алгебра регулярных замкнутых подмножеств канторова
ω-дисконтинуума, то [[P(ω∧) 6= P(ω)∧]] = 1.

3.2. Функтор спуска

Здесь излагаются основные приемы перевода сообщений об эле-
ментах универсума V(B) в утверждения об обычных множествах.
Роль переводчика выполняет операция спуска. Слово спуск исполь-
зуется для обозначения как результата, так и способа изображе-
ния элементов из V(B) в универсуме V. Таким образом, неформаль-
но говоря, спуск действует из V(B) в V.

3.2.1. Рассмотрим произвольный V(B)-класс X: V(B) → B и по-
ложим

X↓ := {x ∈ V(B) : [[x ∈ X]] = 1B}.

Это равенство определяет некоторый подкласс X↓ универсального
класса V, называемый спуском V(B)-класса X. Пусть Xϕ := ϕ̄ —
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класс внутри V(B), определяемый B-формулой ϕ (см. 2.5.5). Тогда
спуск класса Xϕ имеет вид

Xϕ↓ = {x ∈ V(B) : [[ϕ(x)]] = 1}.

При этом формулу x ∈ Xϕ↓ выражают словами «x удовлетворя-
ет ϕ внутри V(B)». Так, например, если f ∈ V(B) и [[Fnc (f)]] = 1,
то говорят, что f — функция внутри V(B) или функция в модели
V(B). Очевидно, что спуск универсального V(B)-класса UB совпада-
ет с V(B). Сразу же отметим две полезные формулы, вытекающие
непосредственно из 2.5.16:

[[Xϕ ⊂ Xψ]] =
∧

{[[ψ(x)]] : x ∈ Xϕ↓},

[[Xϕ ∩ Xψ 6= ∅]] =
∨

{[[ψ(x)]] : x ∈ Xϕ↓},

где ϕ и ψ — произвольные B-формулы.
В дальнейшем систематически используется следующий прием

сокращения записей. Пусть символ f — (общепринятое) обозначение
для некоторой n-местной функции, например, { · , · }, ( · , · ), Φ( · ),
πΦ( · ) и т. п. Тогда для любых x1, . . . , xn ∈ V(B) существует един-
ственный элемент xf ∈ V(B) такой, что

[[xf = f(x1, . . . , xn)]] = [[(∃x)(x1, . . . , xn, x) ∈ f ]].

В этой ситуации вместо xf↓ пишем просто f(x1, . . . , xn)↓. Например,
Φ(A)↓ — это класс, определяемый соотношением

y ∈ Φ(A) ↔ ([[(∃x ∈ A)(y ∈ Φ(x))]] = 1).

3.2.2. Пусть X — подкласс класса V(B) (т. е. X ⊂ V(B) в смыс-
ле V). Говорят, что X является циклическим (или полным) и пи-
шут Cyc(X), если X замкнут относительно перемешиваний любых
своих подсемейств по произвольным разбиениям единицы. Иными
словами, класс X цикличен, когда для любого разбиения единицы
(bξ)ξ∈Ξ ⊂ B и каждого семейства (xξ)ξ∈Ξ ⊂ X будет mixξ∈Ξ(bξxξ) ∈
X. Очевидно, что пересечение любого множества циклических мно-
жеств — снова циклическое множество. Наименьшее циклическое
множество, содержащее данное множество M ⊂ V(B), называют цик-
лической оболочкой или циклическим расширением M и обозначают
cyc(M). Понятно, что множество M ⊂ V(B) будет циклическим в
том и только в том случае, если M = cyc(M).
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3.2.3. Пусть X и Y — классы внутри V(B). Имеют место утвер-
ждения:

(1) [[X 6= ∅]] = 1 → X↓6= ∅ ∧ Cyc(X↓);
(2) X ∈ V(B) → X↓∈ V;
(3) X = Y ↔ X↓= Y ↓.

C (1) Непустота класса X↓ вытекает из принципа максимума.
Если (xξ)ξ∈Ξ ⊂ X↓ и (bξ)ξ∈Ξ — разбиение единицы, то для x :=
mixξ∈Ξ(bξxξ) выполнено

[[x ∈ X]] ≥ [[x = xξ]] ∧ [[xξ ∈ X]] ≥ bξ (ξ ∈ Ξ).

Значит, [[x ∈ X]] ≥
∨

ξ∈Ξ bξ = 1 и x ∈ X↓.
(2) Предположим, что X ∈ V(B) и x ∈ X↓. Пусть u :dom(u)→B

— такая функция, что dom(u) ⊂ V(B), dom(u) ∈ V и ū( · ) = [[ · ∈ X]]
(см. 2.5.6). Тогда

∨
{u(t) ∧ [[t = x]] : t ∈ dom(u)} = 1.

Привлекая принцип исчерпывания 2.3.9, найдем разбиение единицы
(bξ) ⊂ B и семейство (tξ) ⊂ dom(u), для которых u(tξ)∧ [[x = tξ]] ≥ bξ.
Отсюда видно, что x = mix(bξtξ). Обозначим Part(B) множество
всех разбиений единицы в B и положим

Y :=
⋃

{(dom(u))θ : θ ∈ Part(B)}.

Рассмотрим функцию F , сопоставляющую каждому x множество
упорядоченных пар (θ, v) таких, что θ ∈ Part(B), v : θ → dom(u)
и если θ := (bξ), то x = mix(bξxξ), где xξ := v(bξ). Ясно, что
dom(F ) ⊃ X↓, im(F ) ⊂ P(Part(B) × Y ) и F (x) ∩ F (y) = ∅ при
x 6= y. Таким образом, |X↓| ≤ |P(Part(B) × Y )| и X↓∈ V.

(3) Если X↓= Y ↓, то согласно 2.5.16

[[X ⊂ Y ]] =
∧

t∈X↓

[[t ∈ Y ]] =
∧

t∈Y ↓

[[t ∈ Y ]] = 1.

Аналогично, [[Y ⊂ X]] = 1, поэтому [[X = Y ]] = 1. B
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3.2.4. Пусть X и Y — два V(B)-класса, а X ×B Y — их декар-
тово произведение внутри V(B), которое существует из-за 1.3.13 (2) и
2.5.18.

Отображение

( · , · )B : (x, y) 7→ (x, y)B (x ∈ X↓, y ∈ Y ↓)

осуществляет биекцию класса X ↓ ×Y ↓ на класс (X ×B Y )↓. При
этом

[[PrX↓(x, y) = PrX(x, y)]] = [[PrY ↓(x, y) = PrY (x, y)]] = 1

(x ∈ X↓, y ∈ Y ↓),

где PrX↓ и PrY ↓ — канонические проекторы на компоненты X↓ и Y ↓
соответственно, а PrX и PrY — канонические проекторы внутри V(B)

на X и Y соответственно.
(Следует иметь в виду, что PrX и PrY — классы внутри V(B),

а PrX↓ и PrY — классы в смысле V.)
C Как отмечалось ранее (см. 2.4.9 и 2.5.3), функция ( · , · )B

является инъективным вложением класса V(B) × V(B) в класс V(B).
Ввиду этого достаточно установить, что ( · , · )B отображает X↓ ×
Y ↓ ⊂ V(B) × V(B) на (X ×B Y )↓. Для любых x ∈ X↓ и y ∈ Y ↓ имеем

[[(x, y)B ∈ X × Y ]] =
= [[(∃u)(∃ v)(u ∈ X ∧ v ∈ Y ∧ (u, v) = (x, y)B)]] =

=
∨

u∈V(B)

∨

v∈V(B)

[[u ∈ X]] ∧ [[v ∈ Y ]] ∧ [[(u, v) = (x, y)B ]] ≥

≥ [[x ∈ X]] ∧ [[y ∈ Y ]] ∧ [[(x, y) = (x, y)B ]] = 1.

Таким образом, (x, y)B ∈ (X ×B Y ) ↓. Рассмотрим теперь произ-
вольный элемент z ∈ (X ×B Y )↓ и заметим, что в силу принципа
максимума найдутся элементы x и y ∈ V(B), для которых

1 = [[z ∈ X × Y ]] = [[(∃u ∈ X)(∃ v ∈ Y )(z = (u, v))]] =
= [[x ∈ X]] ∧ [[y ∈ Y ]] ∧ [[z = (x, y)]].

Отсюда x ∈ X↓, y ∈ Y ↓ и z = (x, y)B . Наконец, для x ∈ X↓, y ∈ Y ↓
и z ∈ V(B) будет

[[z = PrX(x, y)]] = [[((x, y), z) ∈ PrX ]] = [[z = x]] = [[z = PrX↓(x, y)]],
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что обеспечивает справедливость требуемого соотношения для кано-
нического проектора на X. Аналогично обстоит дело и с проектиро-
ванием на вторую компоненту. B

3.2.5. Рассмотрим бинарное отношение X внутри V(B). Это
означает, что X — класс внутри V(B) и [[X — бинарное отношение ]]
= 1. В соответствии с 3.2.4 и аксиомой области определения NGB
существует класс Y такой, что

(x, y) ∈ Y ↔ (x, y)B ∈ X↓.

В самом деле, нужно положить

Y := dom(( · , · )B ∩ (V(B) × V(B) × X↓)).

Ясно, что Y — бинарное отношение и ( · , · )B осуществляет биек-
цию между Y и X↓. Класс Y назовем спуском бинарного отношения
X и для его обозначения сохраним символ X↓. Совершенно анало-
гично определяется спуск n∧-местного отношения X, а именно

X↓ := {(x1, . . . , xn) ∈ (V(B))n : (x1, . . . , xn)B ∈ X↓}.

Таким образом, спуск класса X и спуск бинарного отношения X не
одно и то же, а общее обозначение X↓ — удобная вольность, которую
следует всегда иметь в виду, чтобы избежать недоразумений. На-
пример, равенство (X×BY )↓ = X↓×Y ↓ следует воспринимать всего
лишь как иную запись первой части 3.2.4. Эти же замечания отно-
сятся и к определяемым ниже спускам соответствий, категорий и т. п.

3.2.6. Теорема. Каковы бы ни были классы X и Y , внутри
V(B) справедливы следующие формулы:

(1) dom(X)↓= dom(X↓), im(X)↓= im(X↓);
(2) (X ∩ Y )↓= X↓ ∩Y ↓;
(3) (X ¹ Y )↓= (X↓) ¹ (Y ↓);
(4) (X−1)↓= (X↓)−1;
(5) (X ◦ Y )↓= (X↓) ◦ (Y ↓);
(6) (X“Y )↓= (X↓)“(Y ↓);
(7) (V(B) |= Fnc (X)) ↔ Fnc (X↓);
(8) (V(B) |= X ⊂ Y ) ↔ X↓⊂ Y ↓;
(9) [[x = y]] ≤ [[X(x) = X(y)]] (x, y ∈ V(B));

(10) (X↓)n = (Xn∧
)↓ (n ∈ ω).
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C (1) В силу принципа максимума для любого x ∈ V(B) суще-
ствует такой y ∈ V(B), что

[[x ∈ dom(X)]] = [[(∃u)((x, u) ∈ X)]] = [[(x, y)B ∈ X]].

Отсюда видно, что из x ∈ dom(X) ↓ в силу принципа максимума
следует x ∈ dom(X↓). Наоборот, если x ∈ dom(X↓), то [[(x, y) ∈ X]] =
1 для некоторого y ∈ V(B). Значит,

[[x ∈ dom(X)]] =
∨

{[[(x, u) ∈ X]] : u ∈ V(B)} ≥ [[(x, y) ∈ X]],

откуда x∈dom(X)↓. Аналогично доказывается второе соотношение.
(2) По определению для произвольного x ∈ V(B) будет

[[x ∈ X ∩ Y ]] = [[x ∈ X ∧ x ∈ Y ]] = [[x ∈ X]] ∧ [[x ∈ Y ]].

Стало быть, x ∈ (X ∩ Y )↓ в том и только в том случае, если одно-
временно x ∈ X↓ и x ∈ Y ↓.

(3) Привлекая (2), 3.2.4 и определение ограничения X ¹ Y , вы-
водим

(X ¹ Y )↓= (X ∩ (Y × UB))↓= X↓ ∩(Y ↓ ×V(B)) = (X↓) ¹ (Y ↓).

(4) Вытекает из определения X−1.
(5) Для любого класса Z обозначим σZ класс, полученный из Z

применением σ-транспонирования, где σ := (ı1, ı2, ı3) — перестановка
множества {1, 2, 3} (см. 1.3.10). Тогда нетрудно проверить, что (σZ)↓
= σ(Z↓). Если Z ∈ V(B) таков, что V(B) |= Z = (Y ×UB)∩ (UB ×X),
а σ := {1, 3, 2}, то

V(B) |= X ◦ Y = dom(σZ).

Теперь на основании (1), (2) и 3.2.4 можно написать цепочку
равенств:

(X ◦ Y )↓= dom(σZ)↓= dom(σ(Z↓)) =

= dom(σ((Y ↓ ×V(B)) ∩ (V(B) × X↓)) = (X↓) ◦ (Y ↓).
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(6) Последовательное использование (1) и (3) дает

(X“Y )↓= (im(X ¹ Y ))↓= im((X ¹ Y )↓) =
= im((X↓) ¹ (Y ↓)) = (X↓)“(Y ↓).

(7) Допустим, что [[Fnc (X)]] = 1. Тогда X↓ — бинарное отноше-
ние, и, кроме того,

[[(x, y) ∈ X]] ∧ [[(x, z) ∈ X]] ≤ [[y = z]]

для любых x, y, z ∈ V(B). Отсюда видно, что при (x, y) ∈ X↓ и
(x, z) ∈ X↓ будет [[y = z]] = 1, т. е. y = z. Иными словами, выпол-
няется Fnc (X↓). В свою очередь, если X↓ — однозначное бинарное
отношение, то, воспользовавшись правилом 2.5.16, выводим

[[Fnc (X)]] =
∧

x∈V(B)

∧
{[[y = z]] : (x, y) ∈ X↓, (x, z) ∈ X↓} = 1.

(8) Принимая в расчет (2) и 3.2.3 (3), можно написать

1 = [[X ⊂ Y ]] ↔ 1 = [[X ∩ Y = X]] ↔ X↓ ∩Y ↓= X↓↔ X↓⊂ Y ↓.

(9) Формула (∀x)(∀ y)(x = y → X“{x} = X“{y}) является теоре-
мой ZF, поэтому имеет единичную оценку истинности. Развертывая
значения оценки истинности для кванторов, а затем для имплика-
ции, получим требуемое.

(10) Если [[t : n∧ → X]] = 1, то для каждого k ∈ n существует
единственный элемент x ∈ X↓, для которого [[t(k∧) = x]] = 1. Пола-
гая s(k) := x при k ∈ n, получим отображение s : n → X↓, которое
обозначим t↓. Итак,

[[t↓(k) = t(k∧)]] = 1 (k ∈ n).

Наоборот, если s : n → X↓, то определяем t ∈ V(B) соотношением

t := {(k∧, s(k))B : k ∈ n} × 1B .

При этом [[t : n∧ → X]] = 1, [[t(k∧) = s(k)]] = 1 для k ∈ n и t↓ = s. Из
всего сказанного следует, что отображение t 7→ t↓ — биекция между
{x ∈ V(B) : [[x ∈ Xn∧

]] = 1} и (X↓)n.
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Теперь нужно вспомнить определение s := (x(0), . . . , x(n − 1))B

(см. 2.4.9). Пусть x : n → X↓ и y : n → X↓ таковы, что y(0) = x(0),
y(k) = (y(k−1), x(k))B для 0 6= k ∈ n и y(n−1) = s. По доказанному
существуют такие p, q ∈ V(B), что [[p, q : n∧ → X]] = 1, причем p↓x и
q↓ = y. Далее, нетрудно проверить, что

[[p(0) = q(0) ∧ (∀ k ∈ n∧)(k 6= 0 → q(k) = (q(k − 1), p(k)))]] = 1.

Следовательно, [[q(n∧−1) = (p(0∧), . . . , p(n∧−1)) ∈ Xn∧
]] = 1. С дру-

гой стороны, [[s = q(n∧−1)]] = 1, поэтому s ∈ (Xn∧
)↓. Таким образом,

отображение

(x(0), . . . , x(n − 1)) 7→ (x(0), . . . , x(n − 1))B

— инъекция (X↓)n в (Xn∧
)↓. Аналогичные рассуждения показыва-

ют, что образ (X↓)n при этом есть все (Xn∧
)↓. B

3.2.7. Несколько иначе, чем в 3.2.6, обстоит дело со спусками
дополнения к классу и объединения классов. Рассмотрим произ-
вольный класс Y ⊂ V(B). Поскольку формула x ∈ V(B) ∧ (∀ y ∈
Y )([[x = y]] = 0) предикативная, существует класс Y c, определяемый
соотношением

x ∈ Y c ↔ x ∈ V(B) ∧ (∀ y ∈ Y )([[x = y]] = 0).

Пусть теперь X — класс внутри V(B). Обозначим символом Xc V(B)-
класс, являющийся дополнением к классу X внутри V(B), т. е.

V(B) |= (∀x)(x ∈ Xc ↔ x /∈ X).

Существование V(B)-класса Xc вытекает из 2.5.18. Рассмотрим фор-
мулу

ϕ(y,B, Y,V(B), [[ · = · ]]) := (∀ a)(∀ b)(∀x)(b : a → Y ∧
∧«b — разбиение единицы» ∧ x : a → Y ∧ y =

= mix
α∈a

(b(α) · x(α))),

утверждающую, что y есть перемешивание некоторого семейства
элементов класса Y . Можно убедиться, что эта формула предика-
тивна, значит, существует класс mix(Y ) такой, что

(∀ y)(y ∈ mix(Y ) ↔ ϕ(y,B, Y,V(B), [[ · = · ]]).
В качестве примера укажем на то, что для произвольного класса
X ⊂ V будет X∧↓= mix(X1), где X1 := {x∧ : x ∈ X}, а каноническое
вложение осуществляет инъекцию X в mix(X1) (см. 3.1.1 (1)).
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3.2.8. Если класс Y является множеством, то

mix(Y ) = cyc(Y ).

C Нужно лишь обосновать, что множество mix(Y ) всевозмож-
ных перемешиваний mixy∈Y (byy) элементов множества Y циклично.
Рассмотрим разбиение единицы (bξ)ξ∈Ξ и элементы

yξ := mix
y∈Y

(bξ,yy) (ξ ∈ Ξ)

в множестве mix(Y ). Положим y0 := mixξ∈Ξ(bξyξ) и b(ξ,y) := bξ ∧ bξ,y

(ξ ∈ Ξ, y ∈ Y ). Если (ξ, y) 6= (η, z), то

b(ξ,y) ∧ b(η,z) = bξ ∧ bη ∧ bξ,y ∧ bη,z = 0.

Кроме того, нетрудно вычислить (см. 1.1.5 (2))

∨

(ξ,y)∈Ξ×Y

b(ξ,y) =
∨

ξ∈Ξ

(
bξ ∧

∨

y∈Y

bξ,y

)
= 1.

Следовательно, (b(ξ,y)) — разбиение единицы. Для любого y ∈ Y
будет

[[y0 = y]] ≥ [[y0 = yξ]] ∧ [[yξ = y]] ≥ bξ ∧ bξ,y.

Отсюда видно, что y0 = mix(b(ξ,y)y), а потому y0 ∈ mix(Y ), т. е.
mix(Y ) — циклическое множество. B

3.2.9. Для любых непустых классов X и Y внутри V(B) выпол-
нено:

(1) Xc↓= X↓c;
(2) (X ∪ Y )↓= mix(X↓ ∪Y ↓).

C (1) Ввиду определений и предложения 2.5.16 имеют место эк-
вивалентности

x ∈ Xc↓↔ [[x ∈ Xc]] = 1 ↔

↔ [[x /∈ X]] = 1 ↔ [[x ∈ X]] = 0 ↔
∨

{[[x = s]] : s ∈ X↓} = 0 ↔

↔ (∀ s ∈ X↓)([[s = x]] = 0) ↔ x ∈ (X↓)c.
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(2) Из предложения 3.2.6 (8) видно, что X↓∪ Y ↓ ⊂ (X ∪ Y )↓.
Наоборот, если z ∈ (X ∪ Y )↓, то

(∃x ∈ X)(∃ y ∈ Y )(x = z ∨ y = z).

Привлекая принцип максимума, подберем x0, y0 ∈ V(B) так, чтобы b∨
c = 1, где b := [[x0 ∈ X]] ∧ [[x0 = z]] и c := [[y0 ∈ Y ]] ∧ [[y0 = z]]. Возьмем
произвольные x1 ∈ X ↓ и y1 ∈ Y ↓ и положим x = mix{bx0, b

∗x1},
y := mix{cy0, c

∗y1}. Тогда x ∈ X↓, ибо

b ≤ [[x = x0]] ∧ [[x0 ∈ X]] ≤ [[x ∈ X]],
b∗ ≤ [[x1 = x]] ∧ [[x1 ∈ X]] ≤ [[x ∈ X]].

По аналогичной причине y ∈ Y ↓. Кроме того,

b ≤ [[x = x0]] ∧ [[x0 = z]] ≤ [[x = z]],
b∗ ≤ c ≤ [[y = y0]] ∧ [[y0 = z]] ≤ [[y = z]],

т. е. z = mix{bx, b∗y} и z ∈ mix(X↓ ∪Y ↓). B
Здесь можно отметить дополнительно, что фактически
(3) (X ∪ Y )↓=

⋃
b∈B bX↓ ⊕ b∗Y ↓,

где bX↓⊕b∗Y ↓ — множество элементов вида mix{bx, b∗y} (x ∈ X ↓,
y ∈ Y ↓).

3.2.10. Иногда операцию спуска приходится осуществлять по-
вторно. Поясним, как это происходит.

Пусть X — некоторый класс. Организуем класс-функцию Y по
формуле

Y := {(x, y) : x ∈ V(B) ∧ y = x↓}.

Двойным спуском класса X называется класс
⋃

im(Y ¹(X↓)), обозна-
чаемый X¸. Таким образом,

X¸=
⋃

{x↓: x ∈ X↓}.

Разумеется, если X ∈ V(B), то X¸ ∈V (см. 3.2.3 (2)).
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3.2.11. Для любого непустого V(B)-класса X справедливы соот-
ношения

(1) (
⋃

X)↓=
⋃

(X¸);
(2) (

⋂
Y )↓=

⋂
(X¸);

(3) P(X)¸ ⊂ P(X↓).
C Доказательство опирается на 2.5.16. Вот необходимые вычис-

ления:
(1) u ∈

⋃
(X¸) ↔ (∃ v ∈ X¸)(u ∈ v) ↔ (∃ z ∈ X↓)(u ∈ z↓) ↔

(∃ z ∈ X↓)([[u ∈ z]] = 1) ↔ [[(∃ z ∈ X)(u ∈ z)]] = 1 ↔ [[u ∈⋃
X]] = 1 ↔ u ∈ (

⋃
X)↓ .

(2) u ∈
⋂

(X¸) ↔ (∀ v ∈ X¸)(u ∈ v) ↔ (∀ z ∈ X↓)(u ∈ z↓) ↔
(∀ z ∈ X↓)([[u ∈ z]] = 1) ↔ [[(∀ z ∈ X)(u ∈ z)]] = 1 ↔ [[u ∈⋂

X]] = 1 ↔ u ∈ (
⋂

X)↓ .

(3) u ∈ P(X)¸↔ (∃ z ∈ P(X)↓)(u = z↓) ↔ (∃ z)([[z ⊂ X]] =
1 ∧ u = z↓) ↔ (∃ z)(z↓⊂ X↓ ∧u = z↓) → u ⊂ X↓↔ u ∈ P(X↓
). B

3.2.12. Теорема. Пусть X, Y , f ∈ V(B) таковы, что [[X 6=
∅]] = [[Y 6= ∅]] = [[f : X → Y ]] = 1. Тогда существует единственное
отображение f↓: X↓→ Y ↓ — спуск f — такое, что

[[f(x) = f↓(x)]] = 1 (x ∈ X↓).

Спуск отображений обладает свойствами:
(1) Результат f ↓ спуска отображения f внутри V(B) —

экстенсиональное отображение, т. е.

[[x = x′]] ≤ [[f↓(x) = f↓(x′)]] (x, x′ ∈ X↓);

(2) если Z, g ∈ V(B) таковы, что выполнено [[Z 6= ∅]] =
[[g : Y → Z]] = 1, то

(g ◦ f)↓= g↓ ◦f↓;

(3) f ↓ сюръективно (соответственно инъективно, биек-
тивно) в том и только в том случае, если [[f сюръек-
тивно (соответственно инъективно, биективно) ]]=1.
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C Пусть h — спуск соответствия f в смысле 3.2.5. Из 3.2.6 (1, 7)
вытекает, что h : X ↓→ Y ↓. Далее, поскольку (x, h(x))B ∈ f ↓ для
любого x ∈ X↓, то

[[h(x) = f(x)]] = [[(x, h(x)) ∈ f ]] = [[(x, h(x))B ∈ f ]] = 1.

Отображение h однозначно определяется этим свойством, ибо если
g : X↓→ Y ↓ обладает тем же свойством, то

[[h(x) = g(x)]] ≥ [[g(x) = f(x)]] ∧ [[h(x) = f(x)]] = 1

и h(x) = g(x) для каждого x ∈ X↓ ввиду отделимости V(B). Исполь-
зуя определяющее свойство отображения h и 3.2.6 (9), оцениваем

[[x = x′]] ≤ [[f(x) = f(x′)]] ∧ [[f(x) = h(x)]]∧
∧[[f(x′) = h(x′)]] ≤ [[h(x) = h(x′)]].

Тем самым установлено (1), а (2) следует из 3.2.6 (5). Осталось
обосновать (3). Утверждение относительно сюръективности без тру-
да выводится из 3.2.6 (6), а биективность есть конъюнкция сюръек-
тивности и инъективности. Инъективность f внутри V(B) равносиль-
на соотношению

[[x = x′]] = [[f(x) = f(x′)]] = [[h(x) = h(x′)]] (x, x′ ∈ X↓).

Отсюда x = x′ в том и только в том случае, если h(x) = h(x′), а это
и означает инъективность отображения h. B

3.2.13. Теорема. Пусть X, Y, F ∈ V(B) таковы, что [[X 6= ∅]] =
[[Y 6= ∅]] = [[∅ 6= F ⊂ X × Y ]] = 1. Пусть Φ ∈ V(B) — соответствие из
X в Y с графиком F внутри V(B), т. е. V(B) |= Φ = (F, X, Y ). Тогда
тройка Φ↓ := (F↓, X↓, Y ↓) — спуск Φ — единственное соответствие,
удовлетворяющее равенству

Φ↓(x) = Φ(x)↓ (x ∈ X↓).

Спуск соответствий обладает свойствами:
(1) Φ(A)↓ ∈ Φ↓(A↓) для любого A ∈ V(B), удовлетворяю-

щего условию [[A ⊂ X]] = 1;
(2) πΦ(A)↓ = πΦ↓(A↓) при всех A ∈ V(B), для которых

верно [[A ⊂ X]] = 1;
(3) (Φ′ ◦ Φ)↓= Φ′↓ ◦ Φ↓ для еще одного соответствия Φ′

внутри V(B);
(4) (IX)↓= IX↓.
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C Все утверждения, кроме (2), элементарно выводятся из 3.2.6.
Отметим только, что определяющее равенство Φ↓(x)=Φ(x)↓ (x∈X↓)
нужно понимать в соответствии с 3.2.1. Именно по принципу мак-
симума существует Ψ ∈ V(B) такой, что [[Ψ : X → P(Y )]] = 1 и
[[Φ(x) = Ψ(x)]] = 1 для всех x ∈ X↓. Ввиду 3.2.12 Ψ↓: X↓→ P(Y )↓
и [[Φ(x) = Ψ ↓ (x)]] = 1 при x ∈ X ↓. Но тогда Φ ↓ определяется
соотношением

Φ↓(x) = (Ψ↓(x))↓= Ψ(x)¸ (x ∈ X↓).

Отсюда, в частности, видно, что Φ↓(A↓) = Ψ(A)¸. Учитывая это,
докажем (2). Прежде всего, заметим, что

[[πΦ(A) =
⋂

Ψ(A)]] = 1,

т. е. внутри V(B) выполнено πΦ(A) =
⋂
{Ψ(a) : a ∈ A}. Отсюда,

пользуясь правилом 3.2.11 (2), выводим

πΦ(A)↓=
( ⋂

Ψ(A)
)
↓=

⋂
(Ψ(A)¸) =

=
⋂

{Φ↓(a) : a ∈ A↓} = πΦ↓(A↓). B

3.2.14. (1) Пусть X и Y —непустые множества внутри V(B), а
семейство (fξ)ξ∈Ξ ⊂ V(B) таково, что

[[fξ : X → Y ]] = 1 (ξ ∈ Ξ).

Тогда для каждого разбиения единицы (bξ)ξ∈Ξ ⊂ B перемешивание
mixξ∈Ξ(bξfξ) — функция из X в Y внутри V(B) и

mix
ξ∈Ξ

(bξfξ)↓(x) = mix
ξ∈Ξ

(bξfξ↓(x)) (x ∈ X↓).

C Положим g := mixξ∈Ξ(bξfξ). Так как

bξ ≤ [[g = fξ]] ∧ [[fξ : X → Y ]] ≤ [[g : X → Y ]],

то [[g : X → Y ]] = 1, т. е. g — функция из X в Y . Кроме того, для
каждого x ∈ X↓ в силу 3.2.12
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bξ ≤ [[g↓(x) = g(x)]] ∧ [[g(x) = fξ(x)]]∧
∧[[fξ↓(x) = fξ(x)]] ≤ [[g↓(x) = fξ↓(x)]].

Отсюда вытекает, что g↓(x) = mixξ∈Ξ(bξfξ↓(x)). B
(2) Пусть X, Y и (bξ) те же, а (Φξ)ξ∈Ξ — семейство элемен-

тов V(B), являющихся соответствиями из X в Y внутри V(B). Тогда
перемешивание mixξ∈Ξ(bξΦξ) будет соответствием из X в Y , причем

mix
ξ∈Ξ

(bξΦξ)↓(x) = mix
ξ∈Ξ

(bξΦξ↓(x)) (x ∈ X↓).

C Доказательство аналогично 3.2.14 (1). B

3.2.15. Обозначим символом F ↓ отображение, сопоставляющее
каждому непустому V(B)-множеству X его спуск X↓ и каждому со-
ответствию Φ внутри V(B) — соответствие Φ↓.

Теорема. Отображение F ↓ является ковариантным функто-
ром из категории V

(B)
∗ в категорию V∗ (соответственно из категории

V (B) в категорию V ).

3.2.16. Теорема. Пусть K — это некоторая категория внут-
ри V(B). Тогда существует единственная категория K′ (в смысле V)
такая, что ObK′ = (Ob K) ↓, Mor K′ = (Mor K) ↓ и Com′ = Com ↓,
где Com′ — композиция категории K′ и V(B) |=«Com — композиция
категории K».

C Из 3.2.6 (7) следует, что Com′ — частичная бинарная операция
в классе (Mor K)↓. Поскольку [[Com(α, β) = Com′(α, β)]] = 1 для лю-
бых α, β ∈ Mor K′, то из ассоциативности Com внутри V(B) без тру-
да выводится ассоциативность Com′. Пусть D и R — V(B)-классы,
фигурирующие в определении категории K (см. 2.5.19). Положим
D′ := D↓ и R′ := R↓. Благодаря 3.2.6 (1) и 3.2.6 (7), D′ и R′ — отоб-
ражения из Mor K′ в ObK′. Вновь привлекая 3.2.6 (1), заключаем,
что для α, β ∈ Mor K′ равносильны соотношения (α, β) ∈ dom(Com′)
и [[(α, β) ∈ dom(Com)]] = 1. С другой стороны, равенство R′(α) =
D′(β) выполняется лишь в том случае, когда [[R(α) = D(β)]] = 1.
Существование тождественных морфизмов в K′ очевидно. Следова-
тельно, K удовлетворяет всем условиям определения 2.5.19. B
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3.2.17. Категория K′ из 3.2.16 называется спуском категории
K и обозначается K↓. Пусть SetB

∗ — категория непустых множеств и
соответствий внутри V(B). Более подробно, Mor SetB

∗ , Ob SetB
∗ , Com :

V(B) → B имеют вид

ObSetB
∗ : x 7→ [[x 6= ∅]],

Mor SetB
∗ : α 7→ [[(∃x)(∃ y)(∃ f)

(x 6= ∅ ∧ y 6= ∅ ∧ f 6= ∅ ∧ f ⊂ x × y ∧ α = (f, x, y)]],
Com : u 7→ [[(∃α)(∃β)(∃γ)

(α, β, γ — соответствия) ∧ γ = α ◦ β ∧ u = (α, β, γ)]].

Нетрудно видеть, что спуск категории SetB
∗ совпадает с категорией

V
(B)
∗ , введенной в 3.1.7. Аналогично определяется категория SetB

непустых множеств и отображений внутри V(B), при этом V (B) =
SetB↓.

3.2.18. Примечания.
(1) Как уже отмечалось в 3.2.5, общий символ ↓ использует-

ся для обозначения различных, но имеющих общую природу опера-
ций. Таким образом, запись X↓ может быть осмыслена однозначно
лишь при дополнительной информации о том, какой именно объект
X спускается. Ситуация здесь вполне аналогична употреблению зна-
ка + для записи весьма произвольных групповых операций: сложе-
ние чисел, векторов, линейных операторов и т. п. Точное толкование
всегда легко восстанавливается по контексту.

(2) Двойной спуск 3.2.10 возникает и в связи с другими теорети-
ко-множественными операциями. Так, например, если

∏
X — класс

всех отображений f из X в
⋃

X таких, что f(x) ∈ x для любого
x ∈ X, а

∑
X :=

⋃
{x × {x} : x ∈ X}, то для каждого X ∈ V(B)

имеются естественные биекции

(∏
X

)
¸=

∏
(X¸),

(∑
X

)
↓=

∑
(X¸).

В выражении (
∏

X)¸ повторный спуск — спуск отображений.
(3) Очевидно, что в 3.2.11 (3) включение строгое (если B 6= 2).

Отметим также, что P(X)↓ — алгебраическая система сигнатуры
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(∨,∧, ∗, 0, 1). Можно показать, что это полная булева алгебра, явля-
ющаяся пополнением множества P(X)¸, упорядоченного по вклю-
чению в следующем смысле. Существует сохраняющая порядок инъ-
екция ı : P(X)¸ → P(X)↓, для которой при a ∈ P(X)↓, a < 1,
найдется b ∈ P(X)¸, так что будет a ≤ ı(b) < 1. Положение здесь
вполне аналогично конструкции пополнения булевой алгебры (см.
[36, 101]).

(4) При доказательстве 3.2.6 (10) было установлено, в частно-
сти, что для каждого X ∈ V(B) отображение ↓ осуществляет биек-
цию между множествами V (n,X↓) и V (B)(n∧, X). В действительно-
сти этот факт носит весьма общий характер и отражает глубокую
взаимосвязь функторов F∧ и F ↓. Подробнее об этом см. в 3.5.

3.3. Функтор подъема

В этом параграфе вводится процедура подъема, действующая
в направлении, противоположном спуску. Мы определяем соответ-
ствующий функтор и изучаем его основные свойства.

3.3.1. Рассмотрим произвольный подкласс X класса V(B).
(1) Существует V(B)-класс Y , заданный формулой

Y (t) :=
∨

{[[t = x]] : x ∈ X} (t ∈ V(B)).

C Действительно, по теореме 1.3.14 имеется класс Y (в смысле
универсум V) такой, что

(y, b) ∈ Y ↔ y ∈ V(B) ∧ b ∈ B ∧
(

b =
∨

x∈X

[[x = y]]
)

.

Как видно, класс Y однозначен и domY = V(B), т. е. Y — отображе-
ние из V(B) в B. Кроме того, это отображение экстенсионально, ибо
в силу 2.1.8 (4)

Y (t) ∧ [[t = s]] =
∨

{[[t = x]] ∧ [[t = s]] : x ∈ X} ≤

≤
∨

{[[s = x]] : x ∈ X} = Y (s).

Следовательно, Y есть класс внутри V(B). B
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Итак, по любому классу X ⊂ V(B) однозначно определяется
класс Y внутри V(B), который называют подъемом класса X и обо-
значают X↑. В случае, когда X — множество, существует единствен-
ный элемент y ∈ V(B) такой, что X↑(t) = [[t ∈ y]] для всех t ∈ V(B) (см.
2.5.6). Этот y и считается в дальнейшем подъемом множества X в
соответствии с 2.5.10. В качестве примера отметим, что для класса
X ⊂ V класс X∧ — подъем класса {x∧ : x ∈ X} (см. 2.5.15).

(2) Предположим теперь, что X — бинарное отношение такое,
что X ⊂ V(B)×V(B). Чтобы осуществить подъем отношения X, нуж-
но сначала погрузить X в V(B), а затем применить указанную выше
процедуру. Для достижения нашей цели воспользуемся функцией
(x, y) 7→ (x, y)B (см. 3.2.4). Таким образом, мы даем следующее
определение подъема бинарного отношения:

X↑: t 7→
∨

{[[t = (x, y)B ]] : (x, y) ∈ X}.

В частности, если X — произведение классов Y ⊂ V(B) и Z ⊂ V(B),
то получаем подъем произведения

(Y × Z)↑: t 7→
∨

{[[t = (x, y)B ]] : y ∈ Y, z ∈ Z}.

3.3.2. Пусть X ⊂ V(B) — непустой класс и ϕ — некоторая B-
формула. Тогда

[[(∀u ∈ X↑)ϕ(u)]] =
∧

{[[ϕ(u)]] : u ∈ X},

[[(∃u ∈ X↑)ϕ(u)]] =
∨

{[[ϕ(u)]] : u ∈ X}.

C Выведем последнюю формулу (см. 1.1.5 (2, 7)):

[[(∃u ∈ X↑)ϕ(u)]] = [[(∃u)(u ∈ X↑ ∧ϕ(u))]] =

=
∨

v∈V(B)

∨

u∈X

[[u = v]] ∧ [[ϕ(v)]] =

=
∨

u∈X

( ∨

v∈V(B)

[[v = u]] ∧ [[ϕ(v)]]
)

=
∨

{[[ϕ(u)]] : u ∈ X}.

Случай квантора общности рассматривается аналогично. B
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3.3.3. Каковы бы ни были класс X ⊂ V(B) и непустой V(B)-
класс Y : V(B) → B, справедливы следующие правила сокращения
стрелок:

(1) X↑↓ = mix(X);
(2) Y ↓↑ = Y .

C (1) Случай пустого класса тривиален.
Если x ∈ X, то [[x∈X↑]] = 1, следовательно, x ∈ X↑↓. Отсюда и

из 3.2.3 вытекает mix(X) ⊂ X↑↓. Обратное включение выводится из
3.3.2 и принципа перемешивания.

(2) Для произвольного y ∈ V(B) ввиду 2.5.16 будет

[[y ∈ Y ↓↑]] =
∨

{[[y = t]] : t ∈ Y ↓} = [[(∃t ∈ Y )(t = y)]] = [[y ∈ Y ]]. B

(3) При использовании перемешивания семейства упорядочен-
ных пар полезно следующее предложение.

Пусть (bξ)ξ∈Ξ — разбиение единицы в B, а (xξ)ξ∈Ξ и (yξ)ξ∈Ξ —
семейства элементов V(B). Тогда

mix
ξ∈Ξ

bξ(xξ, yξ)B =
(
mix
ξ∈Ξ

bξxξ, mix
ξ∈Ξ

bξyξ

)B
.

C Сначала покажем, что b(x, y)B = b(bx, by)B для любых x, y ∈
V(B) и b ∈ B. Для этого последовательно применим 2.3.2, 2.4.9 и
2.3.6:

[[b(x, y)B = b(bx, by)B ]] = b → [[(x, y)B = (bx, by)B ]] = b →
→ ([[x = bx]] ∧ [[y = by]]) = b → ((b∗ ⇒ [[x = ∅]])∧

∧(b∗ ⇒ [[y = ∅]])) = b∗ ∨ ((b ∨ [[x = ∅]]) ∧ (b ∨ [[y = ∅]])) =
= (b∗ ∨ b ∨ [[x = ∅]]) ∧ (b∗ ∨ b ∨ [[y = ∅]]) = 1.

Теперь положим

x := mix
ξ∈Ξ

bξxξ, y := mix
ξ∈Ξ

bξyξ.

С учетом уже доказанного будет

bξ(xξ, yξ)B = bξ(bξxξ, bξyξ)B = bξ(bξx, bξy)B = bξ(x, y)B .
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Осталось сослаться на принцип перемешивания. B
Установленный факт позволяет рассматривать перемешивания

в классе V(B) × V(B). Именно, будем считать, что по определению

mix
ξ∈Ξ

bξ(xξ, yξ) :=
(
mix
ξ∈Ξ

bξxξ, mix
ξ∈Ξ

bξyξ

)
.

Теперь можно сказать, что отображение (x, y) 7→ (x, y)B сохраняет
перемешивания.

3.3.4. Теорема. Для любых классов X ⊂ V(B) и Y ⊂ V(B)

справедливы утверждения:
(1) V(B) |= X↑ ⊂Y ↑, если X ⊂ Y ;
(2) V(B) |= (X ∪ Y )↑ = X↑ ∪Y ↑;
(3) V(B) |= (mix(X) ∩ mix(Y ))↑= X↑ ∩Y ↑;
(4) V(B) |= (X × Y )↑ = X↑ ×Y ↑.

Если X и Y — отношения, а Z — класс, то выполнены также
(5) V(B) |= dom(X)↑= dom(X↑) ∧ im(X)↑= im(X↑);
(6) V(B) |= (X−1)↑= (X↑)−1;
(7) V(B) |= (mix(X)“ mix(Z))↑= (X↑)“(Z↑);
(8) V(B) |= (mix(X) ◦ mix(Y ))↑= (X↑) ◦ (Y ↑);
(9) V(B) |= (Zn)↑= (Z↑)n∧

для n ∈ N.

C (1) Вытекает из определения подъема.
(2) Обоснование этого факта содержится в следующих выклад-

ках:

[[t ∈ (X ∪ Y )↑]] =
∨

{[[t = u]] : u ∈ X ∪ Y } =

=
∨

u∈X

[[t = u]] ∨
∨

u∈Y

[[t = u]] = [[t ∈ X↑ ∨t ∈ Y ↑]].

(3) Допустим, что мы уже доказали равенство внутри V(B) подъ-
ема пересечения классов X и Y и пересечения подъемов X↑ и Y ↑.
Тогда по 3.2.6 (2) и 3.3.3 будет

mix(X ∩ Y ) = (X ∩ Y )↑↓= (X↑ ∩Y ↑)↓=
= X↑↓ ∩Y ↑↓= mix(X) ∩ mix(Y ).
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Пусть, наоборот, известно, что циклическая оболочка пересечения
классов X и Y равна пересечению их циклических оболочек. Тогда,
привлекая снова 3.2.6 (2) и 3.3.3, получим

(X ∩ Y )↑↓= X↑↓ ∩Y ↑↓= (X↑ ∩Y ↑)↓,

следовательно, [[(X ∩ Y )↑= X↑ ∩Y ↑]] = 1 согласно 3.2.3 (3).
Для завершения доказательства нужно установленную эквива-

лентность применить к классам mix(X) и mix(Y ) и воспользоваться
правилами сокращения стрелок 3.3.3.

(4) Руководствуясь 3.3.2, вычисляем

[[z ∈ X↑ ×Y ↑]] = [[(∃u ∈ X↑)(∃ v ∈ Y ↑)z = (u, v)]] =

=
∨

u∈X

∨

v∈Y

[[z = (u, v)]] =
∨

(u,v)∈X×Y

[[z = (u, v)B ]] = [[z ∈ (X × Y )↑]].

(5) Предполагая, что X — бинарное отношение, нетрудно про-
верить справедливость цепочки равенств (см. 1.1.5 (2, 7)):

[[x ∈ dom(X↑)]] = [[(∃y)((x, y) ∈ X↑)]] =

=
∨

y∈V(B)

∨

(s,t)∈X

[[(x, y)B = (s, t)B ]]=

=
∨

(s,t)∈X

∨

y∈V(B)

[[x = s]] ∧ [[y = t]] =

=
∨

s∈dom X

[[x = s]] = [[x ∈ dom(X)↑]].

Утверждение об im(X) устанавливается аналогично.
(6) [[(x, y) ∈ (X↑)−1]] = [[(y, x) ∈ X↑]] =

∨
(s,t)∈X

[[(s, t) = (y, x)]] =

=
∨

(t,s)∈X−1

[[(t, s) = (x, y)]] = [[(x, y) ∈ (X−1)↑]].

(7), (8) Легко видеть, что
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mix(X) ∩ (mix(Z) × V(B)) = mix(X) ∩ mix(Z × V(B));

(mix(Y ) × V(B)) ∩ (V(B) × mix(X)) =

= mix(Y × V(B)) ∩ mix(V(B) × X).

Далее действуем по схеме 3.2.6 (5, 6), привлекая (3), (4) и учитывая,
что [[V(B)↑= UB ]] = 1.

(9) Заметим, что с учетом 3.3.3 (3) mix(Zn) = mix(Z)n. Отсюда
согласно 3.2.6 (10) и 3.3.3 (1)

(
(Z↑)n∧)

↓= (Z↑↓)n = (Zn)↑↓,

что в силу 3.2.3 (3) дает требуемое равенство. B

3.3.5. Рассмотрим класс X, элементами которого являются под-
множества V(B), т. е. X ⊂ P(V(B)). Двойным подъемом класса X,
обозначаемым X·, называется подъем класса {x↑: x ∈ X}. Следо-
вательно,

[[t ∈ X·]] =
∨

{[[t = x↑]] : x ∈ X} (t ∈ V(B)).

Введем еще обозначение:

mix “X := {mix(u) : u ∈ X}.

Понятно, что [[X·= (mix “X)·]] = 1. Обозначим P0(X) класс не-
пустых элементов P(X), т. е.

P0(X) := {z : z ⊂ X ∧ z 6= ∅}.

3.3.6. Пусть X —непустой V(B)-класс и Y ⊂ P(V(B)). Тогда
(1) V(B) |=

⋃
(Y ·) = (

⋃
Y )↑;

(2) V(B) |=
⋂

(Y ·) =
⋂

(mix “(Y ↑));
(3) V(B) |=

⋃
X = (

⋃
(X¸))↑;

(4) V(B) |= P0(X↓)·= P0(X).
C Доказательство оставляем в качестве упражнения. B
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3.3.7. Вернемся к теореме 3.3.4 и заметим, что в силу пунк-
тов (1) и (4) этой теоремы подъем отношения — снова отношение.
Для приложений к анализу важно, чтобы при подъеме сохранялись
также «образы точек и множеств» X(t) и X“A, что не всегда имеет
место согласно 3.3.4 (7). Более того, при подъеме функция может
потерять свойство однозначности. Последнее легко понять, если
учесть, что процедура подъем–спуск приводит к циклической обо-
лочке (3.3.3 (1)), а функции, полученные путем спуска, обязательно
экстенсиональны 3.2.6 (9).

Приведем соответствующий пример. Пусть X ⊂ V(B) — цикли-
ческое множество и f : X → {0∧,1∧} — двузначная функция. Допу-
стим, что f(x) = 0∧ и f(y) = 1∧ для некоторых x, y ∈ X, x 6= y, а эле-
мент b ∈ B отличен от 0 и 1. Если на элементе z := mix{bx, b∗y} ∈ X
функция f принимает значение 0∧, то 0 < b∗ ≤ [[z = y]] £ [[f(z) =
f(y)]] = 0. Аналогично, при f(z) = 1∧ будет 0 < b ≤ [[z = x]] £
[[f(z) = f(x)]] = 0.

С другой стороны, [[z = y]] ≤ [[f↑(z) = f↑(y)]] по 3.2.6 (9). Значит,
либо [[f↑(y) = f(y)]] 6= 1, либо [[f↑(x) = f(x)]] 6= 1, т. е. не для любых
x ∈ X выполняется [[f↑(x) = f(x)]] = 1. Таким образом, пробле-
му сохранения функциональной зависимости при подъеме следует
рассмотреть специально.

3.3.8. Для произвольного отношения X ⊂ V(B) × V(B) равно-
сильны следующие условия:

(1) если b ≤ [[x1 = x2]] при x1, x2 ∈ dom(X), b ∈ B, то
для любого u ∈ V(B) будет

∨
{b ∧ [[y1 = u]] : y1 ∈ X(x1)} =

∨
{b ∧ [[y2 = u]] : y2 ∈ X(x2)};

(2) если x1, x2 ∈ dom(X) и y1 ∈ X(x1), то

[[x1 = x2]] ≤
∨

{[[y1 = y2]] : y2 ∈ X(x2)};

(3) mix(X(x)) = mix(X)(x) (x ∈ dom(X));
(4) [[X↑(x) = X(x)↑]] = 1 (x ∈ dom(X));
(5) [[x1 = x2]] ≤ [[X(x1)↑= X(x2)↑]] (x1, x2 ∈ dom(X)).

C (1) → (2) Полагаем в (1) b := [[x1 = x2]] и u := y1.
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(2) → (3) Включение ⊂ очевидно. Для доказательства проти-
воположного включения возьмем разбиение единицы (bξ) ⊂ B и се-
мейство пар ((xξ, yξ)) ⊂ X. Пусть (x, y) = mix(bξ(xξ, yξ)). Нужно
установить, что y ∈ mix(X(x)). Из (2) следует, что

bξ ≤ [[x = xξ]] ≤
∨

{[[y′ = yξ]] : y′ ∈ X(x)} = [[yξ ∈ X(x)↑]].

Значит, bξ ≤ [[y = yξ]] ∧ [[yξ ∈ X(x)↑]] ≤ [[y ∈ X(x)↑]], так что [[y ∈
X(x)↑]] = 1. Но тогда y ∈ X(x)↑↓= mix(X(x)), что и нужно.

(3) → (4) Ввиду предложений 3.3.3 (1) и 3.2.6 (6) имеем

X(x)↑↓= mix(X(x)) = mix(X)(x) = (X↑↓)(x) = (X↑(x))↓ .

Вновь используя 3.3.3 (2), приходим к нужному соотношению.
(4) → (5) Достаточно применить 3.2.6 (9).
(5) → (1) Если b ≤ [[x1 = x2]] и x1, x2 ∈ dom(X), то b(X(x1)↑=

b(X(x2)↑) в соответствии с 2.3.2. С другой стороны, по определению
подъема

[[u ∈ b(X(xk)↑)]] =
∨

{b ∧ [[u = y]] : y ∈ X(xk)},

что и приводит к требуемому. B

3.3.9. Вернемся теперь к понятию экстенсиональности, с кото-
рым мы уже имели дело в 3.2.6 (9) и 3.2.12 (1), в более общей ситуа-
ции. Бинарное отношение R ⊂ V(B)×V(B) называют экстенсиональ-
ным по второй компоненте, если оно удовлетворяет одному (а тогда
и любому) из равносильных условий 3.3.8 (1)–(5). Заметим, что если
R — функция, то каждое из условий (2) и (5) из 3.3.8 превращается
в соотношение (ср. 2.5.5)

[[x1 = x2]] ≤ [[R(x1) = R(x2)]] (x1, x2 ∈ dom(R)).

Пусть X ⊂ V(B) и Y ⊂ V(B) — множества. Соответствие Φ :=
(F, X, Y ) называют экстенсиональным, если его график F есть экс-
тенсиональное по второй компоненте отношение. Если же, сверх
того, dom(Φ) = mix(dom(Φ)) и Φ(x) = mix(Φ(x)) для каждого x ∈
dom(Φ), то говорят, что Φ вполне экстенсионально. Легко усмот-
реть, что из полной экстенсиональности Φ вытекает F = (X × Y ) ∩
mix(F ).



3.3.Функтор подъема 137

Будем говорить, что множества A и C ⊂ V(B) находятся в об-
щем положении, если

[[a = c]] ≤
∨

{[[a = b]] ∧ [[b = c]] : b ∈ A ∩ C}

для любых a ∈ A и c ∈ C. При выполнении этого условия в послед-
нем соотношении фактически имеется равенство, ибо [[a = b]] ∧ [[b =
c]] ≤ [[a = c]].

Равносильны следующие утверждения:
(1) V(B) |= (A ∩ C)↑= A↑ ∩C↑;
(2) mix(A ∩ C) = mix(A) ∩ mix(C);
(3) A и C находятся в общем положении.

C Эквивалентность (1) и (2) вытекает из 3.2.6 (1), 3.3.3 (1) и
3.2.4 (3). Докажем (1) ↔ (3). Заметим, что включение A↑ ∩C ↑⊂
(A ∩ C)↑ равносильно формуле

(∀ a ∈ A↑)(∀ c ∈ C↑)(a = c → (∃ b ∈ A ∩ C)(a = b ∧ b = c)).

Булева оценка истинности последней равна
∧

a∈A,c∈C

[[a = c]] ⇒
∨

b∈A∩C

[[a = b]] ∧ [[b = c]].

Отсюда видно, что (3) равносильно включению A↑∩C↑⊂(A ∩ C) ↑
внутри V(B). Обратное включение верно всегда. B

Итак, если A ⊂ C, то множества A и C находятся в общем
положении по тривиальной причине. В общем положении находятся
любые два множества вида A := {a∧ : a ∈ A′}, где A′ ∈ V.

Подъемом соответствия Φ := (F, X, Y ) мы будем называть эле-
мент Φ↑ := (F↑, X↑, Y ↑)B ∈ V(B), где F↑ — подъем F (см. 3.3.1 (2)).

3.3.10. Теорема. Пусть X и Y — подмножества класса V(B)

и Φ — экстенсиональное соответствие из X в Y . Подъем Φ↑ — един-
ственное соответствие из X↑ в Y ↑ внутри V(B), для которого

[[dom(Φ↑) = (dom(Φ))↑]] = 1,

[[Φ↑(x) = Φ(x)↑]] = 1 (x ∈ dom(Φ)).

Подъем соответствий обладает свойствами:



138 Гл. 3.Функторы булевозначного анализа

(1) если dom(Φ) и множество A ⊂ X находятся в общем
положении, то

V(B) |= Φ(A)↑= Φ↑(A↑);

(2) суперпозиция Ψ ◦ Φ экстенсиональных соответствий
Φ и Ψ будет экстенсиональным соответствием. Ес-
ли, сверх того, имеет место равенство dom(Ψ ◦ Φ) =
dom(Φ), а множества dom(Ψ) и Φ(x) находятся в об-
щем положении при всех x ∈ dom(Φ), то

V(B) |= (Ψ ◦ Φ)↑= Ψ↑ ◦Φ↑;

(3) V(B) |= (IX)↑= IX↑.
C Ввиду 3.3.4 и 3.3.8 достаточно обосновать единственность Φ↑

и свойства (1)–(3). При этом случай пустого соответствия опускаем
из-за его очевидности. Пусть Ψ — соответствие внутри V(B), удовле-
творяющее тем же соотношениям, что и Φ↑, т. е. [[dom(Ψ) = dom(Φ)↑
]] = 1 и [[Ψ(x) = Φ(x)↑]] = 1 (x ∈ dom(Φ)). Тогда V(B) |= dom(Ψ) =
dom(Φ↑) и

[[(∀x ∈ dom(Ψ))Ψ(x) = Φ↑(x)]] =

=
∧

x∈dom(Φ)

[[Ψ(x) = Φ↑(x)]] =
∧

x∈dom(Φ)

[[Ψ(x) = Φ(x)↑]] = 1.

(1) Учитывая 3.3.9 (1) и установленные свойства Φ↑, для произ-
вольного y ∈ V(B) можно выписать эквивалентности:

y ∈ Φ↑(A↑) ↔ (∃x)(x ∈ (dom(Φ))↑∧x ∈ A↑∧y ∈ Φ↑(x)) ↔
↔ (∃x)(x ∈ (A ∩ dom(Φ))↑ ∧y ∈ Φ↑(x)) ↔

↔ (∃x ∈ (A ∩ dom(Φ))↑) y ∈ Φ(x)↑ .

Следовательно, имеют место равенства

[[y ∈ Φ↑(A↑)]] =
∨

x∈A∩dom(Φ)

[[y ∈ Φ(x)↑]] =

=
∨

x∈A∩dom(Φ)

∨

v∈Φ(x)

[[y = v]] =
∨

v∈Φ(A)

[[y = v]] = [[y ∈ Φ(A)↑]].
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(2) Установим экстенсиональность соответствия Θ := Ψ◦Φ. Возь-
мем x1, x2 ∈ dom(Θ), y1 ∈ Φ(x1) и z1 ∈ Ψ(y1). Согласно 3.3.8 (2)
справедливы оценки

∨

z2∈Θ(x2)

[[z1 = z2]] =
∨

y2∈Φ(x2)

( ∨

z2∈Ψ(y2)

[[z1 = z2]]
)

≥

≥
∨

y2∈Φ(x2)

[[y1 = y2]] ≥ [[x1 = x2]].

Вновь привлекая 3.3.8 (2), замечаем, что Θ — экстенсиональное со-
ответствие. Следовательно, ввиду уже доказанного, для Θ верно

[[Θ↑(x) = Θ(x)↑]] = 1 (x ∈ dom(Θ)).

Учитывая также установленное в (1), можно написать внутри V(B):

Θ↑(x) = Θ(x)↑= Ψ(Φ(x))↑= Ψ↑(Φ(x)↑) =
= Ψ↑(Φ↑(x)) = (Ψ↑◦Φ↑)(x) (x ∈ dom(Θ)).

Тем самым из 3.3.2 вытекает соотношение

V(B) |= (∀x ∈ dom(Θ↑)) (Θ↑(x) = (Ψ↑◦Φ↑)(x)),

которое равносильно требуемому, ибо dom(Ψ↑◦Φ↑) = dom(Θ↑).
(3) Очевидно. B
3.3.11. Теорема. Пусть X и Y — подмножества класса V(B),

а f — экстенсиональное отображение из X в Y . Тогда f ↑ — един-
ственный элемент из V(B), для которого

[[f↑: X↑→ Y ↑]] = [[f↑(x) = f(x)]] = 1 (x ∈ X).

Подъем отображений обладает свойствами:
(1) если Z — подмножество V(B) и g : Y → Z — экстен-

сиональное отображение, то отображение g ◦ f также
экстенсионально и

V(B) |= (g ◦ f)↑= g↑ ◦f↑;
(2) V(B) |= f(A)↑= f↑(A↑) (A ⊂ X);
(3) V(B) |= «отображение f↑ инъективно» в том и только

в том случае, если f инъективно;
(4) V(B) |= «отображение f↑ сюръективно» в том и толь-

ко в том случае, если mix(im f) = mix(Y ).
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3.3.12. Из предложения 3.3.3 непосредственно вытекают пра-
вила сокращения стрелок для соответствий и отображений.

Пусть Φ и f — экстенсиональные соответствия из X в Y , причем
f однозначно. Пусть, далее, Ψ — соответствие внутри V(B). Тогда
справедливы равенства

(1) Φ↑↓(x) = mix(Φ(x)) (x ∈ dom(Φ)),
(2) f↑↓(x) = f(x) (x ∈ dom(f)),
(3) Ψ↓↑= Ψ,
(4) πΦ↑↓(A) = πΦ↑(A↑)↓ (A ⊂ X),
(5) πΦ↑↓(A)↑= πΦ↑(A↑) (A ⊂ X).

Если к тому же Φ вполне экстенсионально и A ⊂ dom(Φ), то
(6) πΦ(A)↑= πΦ↑(A↑).

C (1) Из 3.2.13, 3.3.10 и 3.3.3 (1) для x ∈ dom(Φ) непосредственно
выводим

Φ↑↓(x) = Φ↑(x)↓= Φ(x)↑↓ = mix(Φ(x)).

(2, 3) Очевидно.
(4) Для произвольного A ⊂ X получаем

z ∈ πΦ↑(A↑)↓↔ [[(∀ a ∈ A↑)z ∈ Φ↑(a)]] = 1 ↔

↔
∧

a∈A

[[z ∈ Φ↑(a)]] = 1 ↔ (∀ a ∈ A)(z ∈ Φ↑(a)↓) ↔

↔ (∀ a ∈ A)z ∈ Φ↑↓(a) ↔ z ∈ πΦ↑↓(A).

(5) В силу 3.3.3 (2) из уже доказанного вытекает нужное равен-
ство.

(6) Для вполне экстенсионального Φ в силу (1) будет

πΦ↑↓(A) =
⋂

a∈A

Φ↑↓(a) =
⋂

a∈A

Φ(a) = πΦ(A).

Требуемое вытекает из (5). B

3.3.13. Рассмотрим категорию PV
(B)
∗ , состоящую из непустых

подмножеств класса V(B) и экстенсиональных соответствий, имею-
щих непустой график, с обычной суперпозицией в качестве компо-
зиции:
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ObPV
(B)
∗ := P(V(B)) \ {∅};

PV
(B)
∗ (X, Y ) := {Φ : Φ — экстенсиональное соответствие из X

в Y и Gr(Φ) 6= ∅},

Com(Φ, Ψ) := Ψ ◦ Φ (Φ, Ψ ∈ Mor PV
(B)
∗ ).

Подкатегорию категории PV
(B)
∗ , состоящую из циклических мно-

жеств и вполне экстенсиональных соответствий, обозначим через
G PV

(B)
∗ . Пусть еще PV (B) и G PV (B) — подкатегории категорий

PV
(B)
∗ и G PV

(B)
∗ соответственно с теми же классами объектов, но

с классами экстенсиональных отображений в качестве морфизмов.
Корректность этих определений обеспечена 3.3.10 и 3.3.11. Рассмот-
рим теперь отображение F ↑, сопоставляющее каждому объекту X

и каждому морфизму Φ категории PV
(B)
∗ их подъемы X↑ и Φ↑ со-

ответственно. Ввиду теоремы 3.3.10 F ↑ действует в категорию V
(B)
∗

(см. 3.1.7).

3.3.14. Теорема. Отображение F ↑ есть ковариантный функ-
тор из категории PV (B) в категорию V (B).

3.3.15. Примечания.
(1) Употребление символа ↑ для обозначения разного рода подъ-

емов аналогично ситуации с обозначением спусков. Поэтому здесь
уместны все предостережения и соглашения, высказанные в 3.2.5 и
3.2.18 (1).

Терминология, использующая «подъемы и спуски», была пред-
ложена С. С. Кутателадзе в [76, 77] в память об М. К. Эшере (см. [155,
184]).

(2) Функторы F∧ и F ↑ действуют в одну и ту же категорию и во
многом напоминают друг друга (ср., например, определения 2.5.15
и 3.3.1(1), формулы 3.3.2 с аналогичными формулами из 2.5.15, 3.3.3
и 3.1.1 (1), 3.3.4 и 3.1.4, 3.3.10 и 3.1.5). Более глубокая аналогия
обнаружится в следующем параграфе.

(3) Формулы 3.3.2 и соответствующие им аналоги из 2.5.15 яв-
ляются частными случаями следующих правил.

Если ϕ и ψ — предикативные формулы с n+1 и m+1 свободными
переменными соответственно, а X1, . . . , Xn и Y1, . . . , Ym —некоторые
V(B)-классы, то
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[[(∀u)(ϕ(u, X̄) → ψ(u, Ȳ )]] =
∧

{[[ψ(u, X̄)]] : x ∈ A},

[[(∃u)(ϕ(u, X̄) ∧ ψ(u, Ȳ )]] =
∨

{[[ψ(u, X̄)]] : x ∈ A},

где A — любой подкласс класса V(B), удовлетворяющий условию

mix(A) = {x ∈ V(B) : [[ϕ(x, X̄)]] = 1} 6= ∅ (X̄ = (X1, . . . , Xn)).

(4) Операцией подъема мы уже неявно пользовались в 2.4. По-
ясним этот момент. Пусть x — подмножество неотделимого универ-
сума, а x′ ⊂ V(B) — его образ при факторизации (см. 2.5.2, 2.5.7):
x′ := π“x := {πt : t ∈ x}. Определим элемент y неотделимого универ-
сума формулами: dom(y) := x, im(y) := {1}. Тогда [[πy = x′↑]] = 1.

В самом деле,

[[πt ∈ x′↑]] =
∨

u∈x′

[[πt = u]] =
∨

u∈x

[[πt = πu]] =

=
∨

u∈dom(y)

y(u) ∧ [[t = u]] = [[t ∈ y]] = [[πt ∈ πy]].
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Таким образом, элемент y из 2.4.5 (2), элементы {x}B и {x, y}B из
2.4.8, f из 2.4.11 (1–3) — все это подъемы в неотделимом универсуме.
Кроме того, X∧ есть подъем класса {x∧ : x ∈ X} (см. 3.3.1 (1)).

(5) В утверждениях 3.3.10 (1, 2) нельзя опустить условие обще-
го положения. Соответствующие контрпримеры легко строятся, ис-
пользуя следующее соображение. Допустим, что A ⊂ X и Φ — соот-
ветствие из X в X с графиком {(x, x) : x ∈ M}. Если A ⊂ X, причем
A ∩ M = ∅, но A ∩ mix(M) 6= ∅, то Φ(A) = ∅ и [[Φ(A)↑= ∅]] = 1. С
другой стороны, [[Φ↑(A↑) 6= ∅]] = 1, ибо для z ∈ A ∩ mix(M) будет
[[z ∈ Φ↑(A↑)]] = 1.

Отметим, что в нескольких ранних публикациях [61, 70, 77] ана-
логи вышеуказанных утверждений сформулированы в неявном пред-
положении, что A ⊂ dom(Φ) или im(Φ) ⊂ dom(Ψ). Отсутствие явных
оговорок такого рода может привести к недоразумениям при работе
с соответствиями общего вида. Однако для всюду определенных со-
ответствий и, в частности, отображений никакой опасности нет. Вы-
сказанные замечания относятся и к правилам подсчета поляр (см.
3.3.12 (6)).

3.4. Функтор погружения

В приложениях булевозначных моделей к анализу весьма по-
лезен следующий прием. Изучаемый аналитический объект погру-
жается в булевозначный универсум так, что внутри модели он ста-
новится более простым и (или) хорошо изученным объектом. Эта
процедура оказывается функториальной, т. е. позволяет изучать не
только внутреннюю структуру отдельных объектов, но и их взаимо-
связи.

3.4.1. Возникающие при спусках множества наделены добавоч-
ной алгебраической структурой. Поэтому претендовать на погру-
жение в V(B) могут лишь объекты, должным образом связанные с
полной булевой алгеброй B.

Введем необходимую нам терминологию. Рассмотрим произ-
вольное множество X. Отображение d : X × X → B называют
B-полуметрикой, если для любых x, y, z ∈ X выполнены условия

(1) d(x, x) = 0;
(2) d(x, y) = d(y, x);
(3) d(x, y) ≤ d(x, z) ∨ d(z, y).
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Если, кроме того, из d(x, y) = 0 вытекает x = y, то d называют
B-метрикой или булевой метрикой на X. Пару (X, d) именуют B-
множеством или булевым множеством.

Содержащееся в классе V(B) множество X обладает канониче-
ской B-метрикой

d(x, y) := [[x 6= y]] = [[x = y]]∗ (x, y ∈ X).

То, что d есть B-метрика, следует из 2.1.8 (1, 3, 4) и отделимости V(B).
Рассматривая подмножества класса V(B) как B-множества, мы все-
гда будем иметь в виду указанную булеву метрику. Многие понятия
из гл. 2 естественно переносятся на B-множества путем дуализации
относительно дополнения в алгебре B. Поэтому при введении новых
понятий излишние подробности иногда опускаются.

3.4.2. Пусть (bξ) — разбиение единицы в B и (xξ) — семейство
элементов B-множества X. Перемешиванием семейства (xξ) отно-
сительно (bξ) называют элемент x ∈ X такой, что bξ ∧ d(x, xξ) = 0
для всех ξ. Как и раньше, перемешивание обозначаем символом
x = mix bξxξ. Перемешивание (если оно существует) единственно. В
самом деле, если y ∈ X и (∀ ξ)(bξ ∧ d(y, xξ) = 0), то

bξ ∧ d(x, y) ≤ bξ ∧ (d(x, xξ) ∨ d(xξ, y)) = 0.

Бесконечный дистрибутивный закон 1.1.5 (2) в B влечет

d(x, y) =
∨

{bξ ∧ d(x, y)} = 0,

значит, x = y.
Подчеркнем, что в отличие от универсума V(B) (см. 2.3) переме-

шивания в B-множестве существуют не всегда.

3.4.3. Рассмотрим B-множество (X, d). Взяв A ⊂ X, обозначим
символом mix(A) множество всех перемешиваний элементов из A.
Если mix(A) = A, то говорят, что A — циклическое подмножество
в X. Пересечение всех циклических множеств, содержащих A, обо-
значается cyc(A). Булево множество X называют расширенным (или
полным), если в нем существуют перемешивания mix(bξxξ) любых се-
мейств (xξ) ⊂ X относительно любых разбиений единицы (bξ) ⊂ B.
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В случае, когда такие перемешивания существуют лишь для конеч-
ных семейств элементов, само X называют разложимым. Так же,
как и в 3.2.8, показывается, что если X — расширенное B-множество,
то mix(A) = cyc(A) для любого A ⊂ X. Циклическое подмножество
B-множества не всегда является расширенным B-множеством. В
то же время циклическое подмножество V(B) со своей канонической
B-метрикой есть расширенное B-множество.

3.4.4. Пусть A — некоторое множество и для каждого α ∈ A
задано B-множество (Xα, dα). Положим X := ˝α∈AXα и определим
отображение d : X × X → B соотношением:

d(x, y) :=
∨

{dα(x(α), y(α)) : α ∈ A}.

Тогда d — булева метрика на X, причем (X, d) расширенно в том и
только в том случае, когда Xα расширенно для любого α ∈ A.

C Без труда проверяется, что указанное отображение является
B-метрикой. Кроме того, если (bξ) — разбиение единицы, а (xξ) —
семейство элементов произведения X, то x = mix(bξxξ) в том и толь-
ко в том случае, если x(α) = mix(bξxξ(α)) для всех α ∈ A. Отсюда и
вытекает утверждение о расширенности X. B

В дальнейшем произведение B-множеств всегда рассматривает-
ся как B-множество с указанной в 3.4.4 булевой метрикой.

3.4.5. Пусть множество A лежит в расширенном B-множестве
(X, d). Тогда для любого x ∈ X булево расстояние от x до A, задан-
ное как

dist(x,A) :=
∧

{d(x, a) : a ∈ A},

достигается на некотором a ∈ mix(A). Иными словами, для каждого
x ∈ X существует такой a ∈ mix(A), что dist(x,A) = d(x, a).

C Если b0 := dist(x,A), то существуют разбиение (bξ) элемента
b∗0 и семейство (aξ) ⊂ A такие, что bξ ∧ d(x, aξ) = 0 для всех ξ.
Положим a := mix{b0a0, bξaξ}, где a0 — произвольный элемент из A.
Поскольку (bξ) ∪ {b0} — разбиение единицы, то a ∈ mix(A). Кроме
того, для любого ξ будет

bξ ∧ d(x, a) ≤ (bξ ∧ d(x, aξ)) ∨ (bξ ∧ d(aξ, a)) = 0.

Значит, b∗0 ∧ d(x, a) =
∨
{bξ ∧ d(x, a)} = 0 или d(x, a) ≤ b0. Противо-

положное неравенство очевидно. B
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3.4.6. Отметим три полезных следствия 3.4.5.
(1) Булево расстояние от точки x ∈ X до подмножества A рас-

ширенного B-множества X равно нулю в том и только в том
случае, если x ∈ mix(A).

(2) Булево расстояние между двумя множествами A1 ⊂ X и
A2 ⊂ X определим формулой

d̄(A1, A2) :=
∨

α∈A1

dist(a, A2) ∨
∨

α∈A2

dist(A1, a).

Легко проверить, что d̄ —булева полуметрика на P(X), кото-
рая, вообще говоря, не является метрикой. Полуметрику d̄ есте-
ственно назвать B-полуметрикой Хаусдорфа, ассоциированной с d.

Если X расширенно, то d̄(A1, A2) = 0 в том и только в том
случае, если mix(A1) = mix(A2).

(3) Пусть Pcyc(X) — множество всех циклических подмножеств
B-множества (X, d). Тогда (X, d) расширенно в том и толь-
ко в том случае, когда (Pcyc(X), d̄) — расширенное B-мно-
жество.

C Действительно, пусть X расширенно. Тогда согласно (2) d̄
— метрика на Pcyc(X) и нужно лишь обосновать расширенность
(Pcyc(X), d̄). Для этого рассмотрим разбиение единицы (bξ) и се-
мейство (Aξ) в Pcyc(X). Определим A ⊂ X как совокупность всех
перемешиваний вида mix(bξxξ), где xξ ∈ Aξ при всех ξ. Тогда для
любых x ∈ A и x′ ∈ Aξ в силу коммутативности точных границ
1.1.5 (8) справедливы равенства

bξ ∧ dist(x′, A) =
∧

{bξ ∧ d(x′, a) : a ∈ A} = 0,

bξ ∧ dist(x,Aξ) =
∧

{bξ ∧ d(x, a) : a ∈ Aξ} = 0.

Далее, в силу дистрибутивных законов 1.1.5 (1, 2) будет bξ ∧ d̄(A,Aξ)
= 0. Последнее верно при каждом ξ, значит, A = mix(bξAξ). Цик-
личность A доказывается как в 3.2.8.

Обратное утверждение следует из того, что отображение x 7→
{x} — инъекция X в Pcyc(X), причем d̄({x}, {y}) = d(x, y) для лю-
бых x, y ∈ X. B
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3.4.7. Рассмотрим B-множества (X, dX) и (Y, dY ). Соответствие
Φ из X в Y называют нерастягивающим, если

d̄Y (Φ(x), Φ(y)) ≤ dX(x, y) (x, y ∈ dom(Φ)),

где d̄Y — это B-полуметрика Хаусдорфа, ассоциированная с dY .
(1) Нерастягиваемость соответствия Φ равносильна каждому

из условий (ср. 3.3.8 (1, 2)):
(a) если dX(x1, x2) ≤ b (x1, x2 ∈ dom(Φ)), то для каждого

y ∈ Y выполняется

b ∨ dist(y,Φ(x1)) = b ∨ dist(y, Φ(x2));

(b) dist(y1, Φ(x2)) ≤ dX(x1, x2) для всех x1, x2 ∈ dom(Φ)
и y1 ∈ Φ(x1).

Если X и Y служат подмножествами V(B), то для обозначе-
ния одного и того же свойства соответствия мы вынуждены после
введенного определения употреблять два (противоположных по об-
щепринятому смыслу) термина — нерастягиваемость и экстенсио-
нальность. Во избежание недоразумений следует помнить, что экс-
тенсиональность осмыслена с помощью булевой оценки истинности
равенства [[ · = · ]], а нерастягиваемость относится к изучаемой B-
метрике.

Соответствие Φ называют вполне нерастягивающим, если оно
нерастягивающее и

Φ(x) = mix(Φ(x)) (x ∈ dom(Φ)).

(2) Спуск любого соответствия является вполне нерастягиваю-
щим (или, что то же, вполне экстенсиональным) соответ-
ствием.

C Требуемое означает, что если Ψ — соответствие внутри V(B) и
Φ := Ψ↓, то Φ — экстенсиональное соответствие и Φ(x) — циклическое
множество при каждом x ∈ dom(Φ). Экстенсиональность Φ вытекает
из 3.2.6 (9), 3.2.13 и 3.3.8 (5), а цикличность Φ(x) — из 3.2.3 (1) и
3.2.13 (1). B

Отображение f : X → Y будет нерастягивающим, если

dY (f(x), f(x′)) ≤ dX(x, x′) (x, x′ ∈ X).

Если в последнем соотношении выполняется равенство, то говорят,
что f есть B-изометрия. Биективную B-изометрию называют изо-
морфизмом B-множеств.
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3.4.8. Всякое множество X ∈ V можно превратить в B-множе-
ство, определив на нем дискретную B-метрику:

d(x, y) :=
{

1B , если x 6= y,

0B , если x = y.

При этом пару (X, d) именуют дискретным B-множеством. В дис-
кретном B-множестве отсутствует перемешивание mix(bξxξ), если
только множество элементов (xξ) содержит более одного элемен-
та, а разбиение единицы (bξ) отлично от тривиального разбиения
{0B ,1B}. Любое соответствие из дискретного B-множества в произ-
вольное B-множество является нерастягивающим.

Дискретные и расширенные B-множества — два крайних при-
мера «B-квалификации», доставляемых элементами универсумов V
и V(B) (см. 3.2.3). Компромиссные варианты B-множеств дает класс
P(V(B)). В анализе встречаются также B-множества иного проис-
хождения.

3.4.9. Пусть π — полный мономорфизм из B в булеву алгебру C.
Положим

dπ(x, y) :=
∧

{b∗ : π(b) ∧ x = π(b) ∧ y} (x, y ∈ C).

Тогда dπ есть B-метрика на C и булевы операции на C являются
нерастягивающими отображениями.

C Если π = IB , то dπ(b, b′) = (b ⇔ b′)∗ = b M b′. Рассмотрим еще
одну полную булеву алгебру C ′ и полный мономорфизм π′ : B → C ′.
Гомоморфизм h : C → C ′ будет нерастягивающим отображением B-
множеств (C, dπ) и (C ′, dπ′) тогда и только тогда, если h ◦ π = π′. В
самом деле, нерастягиваемость h в метриках dπ и dπ′ означает, что
π(b)∧x = π(b)∧y влечет π′(b)∧h(x) = π′(b)∧h(y) для любых x, y ∈ C и
b ∈ B. Если π′ = h◦π, то, применяя h к равенству π(b)∧x = π(b)∧y,
получим π′(b) ∧ h(x) = π′(b) ∧ h(y). Наоборот, если в последнем
равенстве взять x = 1C и y := π(b), то будет π′(b) = π′(b) ∧ hπ(b)
или π′(b) ≤ h ◦ π(b). Отсюда ввиду произвольности b ∈ B выводим
π′ = h ◦ π. B

3.4.10. Разберем еще одну конструкцию с B-множествами, ана-
логичную 2.2.10. Пусть ψ — ультрафильтр на булевой алгебре D.
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Рассмотрим булево множество (X, dX) с D-значной B-метрикой dX .
Введем бинарное отношение ∼ψ в X формулой

(x, y) ∈ ∼ψ ↔ dX(x, y)∗ ∈ ψ.

Из определения булевой метрики видно, что ∼ψ — отношение эк-
вивалентности. Пусть X/∼ψ — фактор-множество множества X
по отношению ∼ψ, а πX : X → X/∼ψ — каноническое отображе-
ние. Если проделать то же самое с булевым множеством (D, M), то
в качестве D/∼ψ мы получим двухэлементную булеву алгебру так,
что D/∼ψ ' {0D,1D}. Как видно, существует единственное отоб-
ражение d̃ : X/∼ψ → D/∼ψ такое, что d̃(πXx, πXy) = πD(d(x, y))
(x, y ∈ X). Кроме того, d̃ — дискретная булева метрика на X/∼ψ. Ес-
ли dX — дискретная метрика, то ∼ψ = IX и X/∼ψ = X. Некоторые
теоретико-множественные операции в X и X/∼ψ связаны просты-
ми соотношениями. Если (Xα) — семейство подмножеств множества
X, то (

⋃
Xα)/∼ψ =

⋃
(Xα/∼ψ). В случае степеней между Xn/∼ψ и

(X/∼ψ)n существует естественная биекция, задаваемая формулой

πXn(x1, . . . , xn) 7→ (πXx1, . . . , πXxn) (x1, . . . , xn ∈ X).

Отметим также, что если A ⊂ X, то A/∼ψ = πX(A) и πA = πX ¹ A.
Возьмем еще одно B-множество (Y, dY ), и пусть F ⊂ X × Y .

Тогда, как легко проверить,

dom(F/∼ψ) = dom(F )/∼ψ, im(F/∼ψ) = im(F )/∼ψ.

3.4.11. Пусть ρ — произвольный автоморфизм (т. е. гомомор-
физм в себя) булевой алгебры B, а ψρ — элемент V(B), определяемый
функцией {(b∧, ρ(b)) : b ∈ B} в соответствии с 2.5.6. Тогда имеют ме-
сто следующие утверждения:

(1) ρ(b) = [[b∧ ∈ ψρ]] для любого b ∈ B;
(2) для множества A ⊂ B выполняется [[A∧ ⊂ ψρ →

(
∧

A)∧ ∈ ψρ]] = 1 в том и только в том случае, ес-
ли ρ (

∧
A) =

∧
ρ(A);

(3) [[ψρ — ультрафильтр на B∧]] = 1.
C (1) Проверяется вычислением с применением 2.2.8 (1, 2).
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(2) Используя (1), для A ⊂ B выводим

[[A∧ ⊂ ψρ]] =
∧

a∈A

[[a ∈ ψρ]] =
∧

a∈A

ρ(a) =
∧

ρ(A).

Поскольку ρ (
∧

A) ≤
∧

ρ(A) в силу изотонности ρ, неравенство [[A∧ ⊂
ψρ]] ≤ [[(

∧
A)∧ ∈ ψρ]] равносильно равенству ρ (

∧
A) =

∧
ρ(A).

(3) Прежде всего заметим, что V(B) |= ψρ ⊂ B∧. В самом деле,
для каждого t ∈ V(B) имеем

[[t ∈ ψρ]] =
∨

b∈B

ρ(b) ∧ [[t = b∧]] ≤
∨

b∈B

[[t = b∧]] = [[t ∈ B∧]].

Далее, из (1) следует, что [[0∧ /∈ ψρ]] = 1, а из (2) видно, что [[ψρ

— базис фильтра ]] = 1. Кроме того, если b ∈ B, то

[[(∃a ∈ ψρ)(a ≤ b∧)]] =
∨

a∈B

ρ(a) ∧ [[a∧ ≤ b∧]] =
∨

a≤b

ρ(a) =

= ρ(b) = [[b∧ ∈ ψρ]],

так что
[[(∀ b ∈ B∧)((∃ a ∈ ψρ)a ≤ b) → b ∈ ψρ]] = 1.

Итак, ψρ — фильтр в B∧ внутри V(B) и осталось показать, что V(B) |=
«для любого b ∈ B∧ либо b ∈ ψρ, либо b∗ ∈ ψρ». Обоснование этого
утверждения содержится в выкладках:

[[(∀ b ∈ B∧)(b ∈ ψρ ∨ b∗ ∈ ψρ)]] =

=
∧

b∈B

[[b∧ ∈ ψρ]] ∨ [[(b∗)∧ ∈ ψρ]] =
∧

b∈B

ρ(b) ∨ ρ(b∗) =

=
∧

{ρ(b ∨ b∗) : b ∈ B} = ρ(1) = 1. B

3.4.12. Пусть ψ := ψı, где ı — тождественный гомоморфизм
на B. Согласно 3.4.11 V(B) |=«ψ — ультрафильтр на B∧ и A∧ ⊂ ψ
влечет

∧
(A)∧ ∈ ψ», каково бы ни было множество A ⊂ B.

Возьмем произвольное B-множество (X, d). Из 3.1.16 видно, что
(X∧, d∧) есть B-множество внутри V(B). На основании 3.4.10, 3.4.11
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и принципа максимума существуют такие X̃, ∼ := ∼ψ и πX ∈ V(B),
что

(1) V(B) |= «∼ — отношение эквивалентности на X∧»;
(2) V(B) |= X̃ := X∧/∼;
(3) V(B) |= «πX : X → X̃ — фактор-отображение»;
(4) [[(x∧, y∧)B ∈ ∼]] = d(x, y)∗ (x, y ∈ X).

Если применить описанную процедуру к B-множеству (B, M)
(см. 3.4.9), то в качестве B̃ получим двухэлементную булеву ал-
гебру, так что V(B) |= B̃ ' {0∧

B ,1∧
B}B . Таким образом, внутри V(B)

существует единственная {0∧
B ,1∧

B}-значная булева метрика d̃ на X̃,
для которой

V(B) |= (∀x, y ∈ X∧)d̃(πX(x), πX(y)) = πB(d∧(x, y)).

Как видно из 3.4.10, для дискретного B-множества (X, d) будет ∼ =
IX∧ и X∼ = X∧.

Будем говорить, что подмножества A и C некоторого B-множе-
ства (X, d) находятся в общем положении, если

d(a, c) ≥
∧

{d(a, b) ∨ d(b, c) : b ∈ A ∩ C}

для любых a ∈ A и c ∈ C. Так же, как и в 3.3.9, в указанном соот-
ношении фактически имеет место равенство, ибо d(a, c) ≤ d(a, b) ∨
d(b, c).

(5) Множества A и C находятся в общем положении в
том и только в том случае, если

V(B) |= (A ∩ C)∼ = A∼ ∩ C∼.

C Заметим, что (A ∩ C)∼ = πX((A ∩ C)∧) = πX(A∧ ∩ C∧) и
A∼ ∩C∼ = πX(A∧)∩πX(C∧). Следовательно, включение (A∩C)∼ ⊂
A∼ ∩ C∼ верно всегда, а A∼ ∩ C∼ ⊂ (A ∩ C)∼ равносильно формуле

(∀ a ∈ A∧)(∀ c ∈ C∧)(a∼c → (∃ b ∈ (A ∩ C)∧)(b∼a ∧ b∼c)).

Расписывая булеву оценку истинности последней и учитывая равен-
ство [[a∧∼c∧]] = d(a, c)∗, получим

∧

a∈A,c∈C

d(a, c)∗ ⇒
( ∨

b∈A∩C

d(a, b)∗ ∧ d(b, c)∗
)

= 1.
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Теперь ясно, что [[A∼ ∩ C∼ ⊂ (A ∩ C)∼]] = 1 тогда и только тогда,
если для любых a ∈ A и c ∈ C верно

d(a, c)∗ ≤
( ∧

b∈A∩C

d(a, b) ∨ d(b, c)
)∗

.

Но это означает, что A и C находятся в общем положении. B

3.4.13. Теорема. Пусть (X, dX) и (Y, dY ) — некоторые B-мно-
жества и Φ — нерастягивающее соответствие из X в Y . Тогда внутри
V(B) существует единственное соответствие Φ∼ из X∼ в Y ∼ такое,
что

dom(Φ∼) = (dom(Φ))∼,

[[Φ∼(πXx∧) = πY (Φ(x)∧)]] = 1 (x ∈ dom(Φ)).

При этом имеют место следующие утверждения:
(1) если множества A ⊂ X и dom(Φ) находятся в общем

положении, то

V(B) |= Φ(A)∼ = Φ∼(A∼);

(2) суперпозиция Ψ ◦ Φ нерастягивающих соответствий
Φ и Ψ будет нерастягивающим соответствием, а ес-
ли dom(Ψ ◦Φ) = dom(Φ) и множества dom(Ψ) и Φ(x)
находятся в общем положении при всех x ∈ dom(Φ),
то

V(B) |= (Ψ ◦ Φ)∼ = Ψ∼ ◦ Φ∼;

(3) V(B) |= (IX)∼ = IX∼ .
C Как известно из 3.1.5, V(B) |= «Φ∧ — соответствие из X∧ в

Y ∧». Положим Φ∼ := πY ◦ Φ∧ ◦ π−1
X . Ясно, что V(B) |= «Φ∼ — соот-

ветствие из X∼ в Y ∼ и dom(Φ∼) = πX(dom(Φ∧)) = πX((dom(Φ))∧) =
(dom(Φ))∼». Покажем теперь, что для любых x ∈ Z := dom(Φ)
и y ∈ V(B) булевы оценки истинности b1 := [[y ∈ Φ∼ ◦ πX(x∧)]] и
b2 := [[y ∈ πY ◦ Φ∧(x∧)]] совпадают. В самом деле,

b1 =[[(∃s ∈ Z∧)(∃t ∈ Y ∧)(y=πY (t) ∧ t ∈ Φ∧(s) ∧ πX(s)=πX(x∧))]] =
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=
∨

s∈Z

∨

t∈Y

[[t∧ ∈ Φ(s)∧]] ∧ [[y = πY (t∧)]] ∧ [[πX(s∧) = πX(x∧)]] ≥

≥
∨

t∈Y

[[y = πY (t∧)]] ∧ [[t∧ ∈ Φ(x)∧]] =

= [[(∃ t ∈ Y ∧)(y = πY (t) ∧ t ∈ Φ∧(x∧))]] = b2.

С другой стороны, учитывая равенства

dX(s, x)∗ = [[πX(s∧) = πX(x∧)]],

d̄Y (Φ(x), Φ(s))∗ = [[πY (Φ(x)∧) = πY (Φ(s)∧)]]

и привлекая нерастягиваемость соответствия Φ, получаем

b1 ≤
∨

s∈Z

∨

t∈Y

[[πY (Φ(s)∧) = πY (Φ(x)∧)]] ∧ [[t∧ ∈ Φ(s)∧]]∧

∧[[y = πY (t∧)]] ≤
∨

s∈Z

[[y ∈ πY (Φ∧(x∧))]] = b2.

Итак, b1 = b2, что немедленно влечет справедливость определяюще-
го соотношения [[πY (Φ(x)∧) = Φ∼(πX(x∧))]] = 1 (x ∈ Z). Тем самым
выполнено соотношение

V(B) |= (∀x ∈ (dom(Φ))∧)Φ∼(πXx) = πY Φ∧(x).

Отсюда вытекает единственность Φ∼, ибо dom(Φ∼) = (dom(Φ))∼ =
πX((dom(Φ))∧).

(1) Привлекая 3.4.12 (5), легко заметить, что

Φ∼(A∼) = Φ∼(A∼ ∩ dom(Φ∼)) = Φ∼((A ∩ dom(Φ))∼).

С другой стороны, Φ(A)∼ = Φ(A ∩ dom(Φ))∼. Стало быть, не огра-
ничивая общности можно считать, что A ⊂ dom(Φ). В силу опреде-
ляющего свойства Φ∼, внутри V(B) справедлива цепочка равенств

Φ∼(A∼) =
⋃

a∈A∼

Φ∼(a) =
⋃

a∈A∧

Φ∼(πXa) =

=
⋃

a∈A∧

πY (Φ∧(a)) = πY (Φ∧(A∧)) = πY (Φ(A)∧) = Φ(A)∼.
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(2) Пусть Ψ — нерастягивающее соответствие из Y в U . Возьмем
x1, x2 ∈ Z, y1 ∈ Φ(x1) и u1 ∈ Ψ(y1). Тогда по 3.4.7 (1)

dist(u1, Ψ ◦ Φ(x2)) ≤
∧

{dist(u1, Ψ(y)) : y ∈ Φ(x2)} ≤

≤
∧

{d(y1, y) : y ∈ Φ(x2)} = dist(y1, Φ(x2)) ≤ d(x1, x2).

Отсюда ввиду произвольности x1, x2, y1 и u1 получаем нерастягива-
емость соответствия Ψ ◦ Φ.

Далее, учитывая (1), 3.1.5 (2) и определяющие соотношения для
(Ψ ◦ Φ)∼, Ψ∼ и Φ∼, можно написать (x ∈ Z):

(Ψ∼ ◦ Φ∼)(πXx∧) = Ψ∼(Φ(x)∼) = Ψ(Φ(x))∼ =
= πY ((Ψ ◦ Φ)(x)∧) = πY ((Ψ ◦ Φ)∧(x∧)) = (Ψ ◦ Φ)∼(πXx∧).

Стало быть, [[(Ψ ◦ Φ)∼ = Ψ∼◦Φ∼]] = 1, ибо Z∼ = dom(Ψ∼ ◦ Φ∼).
(3) Очевидное следствие из 3.1.5 (4). B

3.4.14. Теорема. Для любого нерастягивающего отображе-
ния f : X → Y существует единственный элемент f∼ ∈ V(B) такой,
что

[[f∼ : X∼ → Y ∼]] = [[f∼ ◦ πX = πY ◦ f∧]] = 1.

При этом справедливы утверждения:
(1) V(B) |= f(A)∼ = f∼(A∼) для каждого A ⊂ X;
(2) если g : Y → Z — нерастягивающее отображение,

то g ◦ f — нерастягивающее отображение и V(B) |=
(g ◦ f)∼ = g∼ ◦ f∼;

(3) V(B) |= «f∼ инъективно» в том и только в том случае,
если f — это B-изометрия;

(4) V(B) |= «f∼ сюръективно» в том и только в том слу-
чае, если ∨

{d(f(x), y) : x ∈ X} = 1

для всякого y ∈ Y .

3.4.15. Рассмотрим категории BSet∗ и CBSet∗. Объекты этих
категорий — непустые B-множества и непустые расширенные B-
множества соответственно; морфизмы — нерастягивающие и вполне
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нерастягивающие соответствия соответственно. При этом компози-
ция морфизмов — суперпозиция соответствий. Подкатегории кате-
горий BSet∗ и CBSet∗, состоящие из тех же объектов и из нерастя-
гивающих отображений, мы обозначим соответственно через BSet и
CBSet. Пусть F∼ — функция, сопоставляющая объекту X и мор-
физму Φ категории BSet элементы F∼(X) := X∼ и F∼(Φ) := Φ∼.

3.4.16. Отображение F∼ является ковариантным функтором
из категории BSet в категорию V (B).

3.4.17. Примечания.
(1) Концепция булевой метрики появилась в начале пятидеся-

тых годов при изучении различных «расстояний» на абстрактных
множествах со значениями в упорядоченных системах (см. [123, 140,
220]). К сожалению, какой-либо особо богатой геометрии, связан-
ной с этой концепцией, обнаружено не было, чем, по-видимому, и
объясняется непопулярность B-метрик в последующие годы. При-
чину такого курьеза можно усмотреть с помощью теорем 3.4.13 и
3.5.4. Геометрия булевых метрик весьма содержательна и интерес-
на в сочетании с топологическими или функционально-аналитичес-
кими структурами. Наличие подходящей B-метрики указывает на
целесообразность изучения рассматриваемой структуры с помощью
булевозначных моделей.

(2) Отображение [[ · = · ]] : X2 → B называется булевознач-
ным равенством (отношением равенства), если оно удовлетворя-
ет условиям 2.2.8 (1, 3, 4). Такие отображения широко используют-
ся при булевозначной интерпретации теорий первого порядка (см.
[144]). Легко видеть, что понятие булевозначного равенства есть
просто «зеркальное отражение» идеи булевой метрики, ибо условия
2.2.8 (1, 3, 4) выполнены в том и только в том случае, если отображе-
ние (x, y) 7→ [[x = y]]∗ есть булева метрика.

(3) Принятые в этом параграфе определения 3.4.1 мотивирова-
ны тем, что рассматриваемые в анализе структуры обладают неко-
торой естественной B-(полу)метрикой. В то же время B-значное
равенство приходится здесь вводить достаточно искусственно.

(4) Можно показать, что справедливо утверждение, обратное
к 3.4.6. Именно, если ψ — ультрафильтр на B∧ внутри V(B), то
отображение ρψ : B → B, определенное формулой ρψ(b) := [[b∧ ∈ ψ]],
есть автоморфизм B∧. При этом ρψρ

= ρ и [[ψρψ
= ψ]] = 1.
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(5) По поводу 3.4.13 (1, 2) можно высказать те же замечания,
что и в 3.3.15 (5).

3.5. Взаимосвязи основных функторов

Между основными функторами, описанными в предыдущих че-
тырех параграфах, существуют интересные и весьма полезные в при-
ложениях связи. Изучение последних составляет содержание теку-
щего параграфа.

3.5.1. Напомним, что для произвольного X ∈ P(V(B)) множе-
ство mix(X) состоит из всевозможных перемешиваний mix(bξxξ) се-
мейств (xξ) ⊂ X относительно любых разбиений единицы (bξ) ⊂ B
(см. 3.2.7). При этом операция mix действует как взятие цикли-
ческой оболочки (3.2.8). Распространим mix на экстенсиональные
соответствия.

Пусть X и Y — подмножества класса V(B), а Φ — экстенсио-
нальное соответствие из X в Y . Существует единственное вполне
экстенсиональное соответствие Ψ из mix(X) в mix(Y ), для которого

Ψ(x) = mix(Φ(x)) (x ∈ dom(Φ)).

C Действительно, следует положить Ψ := Φ↑↓ и воспользоваться
утверждениями 3.3.12 (1) и 3.4.7 (2). Из 3.2.13 и 3.3.3 (1) видно, что
Gr(Ψ) = mix(Gr(Φ)). B

Положим по определению mix(Φ) := Ψ. Если Θ — еще одно
экстенсиональное соответствие и dom(Θ) ⊂ Y , то в силу 3.2.13 (3) и
3.3.4 (8) будет mix(Θ ◦ Φ) = mix(Θ) ◦ mix(Φ) тогда и только тогда,
когда (Θ ◦ Φ)↑= Θ↑ ◦ Φ↑. Кроме того, очевидно, mix(IX) = Imix(X).

3.5.2. Возьмем непустое множество X. Обозначим символом
B0(X) множество всех разбиений единицы в B вида (bx = b(x))x∈X :

b ∈ B0(X) ↔ (b ∈ BX ∧ (∀x ∈ X)(∀y ∈ X)(x 6= y) → b(x) ∧ b(y) = 0)).

Элементу y ∈ X поставим в соответствие разбиение единицы ıy :=
ıXy := (bx)x∈X , где bx = 1 при x = y и bx = 0 при x 6= y. Понятно, что
ıX является инъекцией из X в B0(X). Для элементов u, v ∈ B0(X)
определим

d(u, v) :=
∧

{u(x)∗ ∨ v(x)∗ : x ∈ X}.
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Нетрудно проверить, то d есть B-метрика на B0(X). Более того,
(B0(X), d) — расширенное B-множество. Последнее устанавливает-
ся по существу теми же рассуждениями, что и в 3.2.8. Итак, B0( · )
— отображение из V в CBSet. Распространим это отображение на
соответствия. Возьмем соответствие Φ := (F, X, Y ). Положим соот-
ветствие B0(Φ) := (G,B0(X), B0(Y )), где

G := {(u, v) ∈ B0(X) × B0(Y ) ↔
↔ (∀x ∈ X)(∀ y ∈ Y )(u(x) ∧ v(y) 6= 0 → (x, y) ∈ F )}.

Если Φ однозначно, то и B0(Φ) однозначно.
Непосредственно из определений выводится, что

B0(IX) = IB0(X),

B0(Ψ ◦ Φ) = B0(Ψ) ◦ B0(Φ),
Φ = ı−1

Y ◦ B0(Φ) ◦ ıX .

Из сказанного следует, что отображение B0( · ) является ковари-
антным функтором из V∗ в CBSet∗.

3.5.3. Некоторые взаимосвязи между основными операциями
булевозначного анализа приводились ранее в форме правил сокра-
щения стрелок. Придадим этим правилам функториальные форму-
лировки.

(1) Функтор спуска F ↓ и функтор подъема F ↑ устанавливают
изоморфизм между категориями V (B) и C PV (B). Иначе говоря,
F ↑ ◦ F ↓ и F ↓ ◦ F ↑ совпадают с тождественными функторами на
V (B) и C PV (B) соответственно.

C Тождественность функтора F ↑◦F ↓ легко вытекает из правил
«спуск–подъем» 3.3.3 (2) и 3.3.12 (3), а функтора F ↓◦F ↑ — из правил
«подъем–спуск» 3.3.3 (1) и 3.3.12 (1). B

(2) Функтор mix : PV (B) → C PV (B) совпадает с суперпози-
цией F ↑ ◦ F ↓ и является C PV (B)-рефлектором категории PV (B).
В частности, C PV (B) — рефлективная подкатегория в PV (B).

C Равенство mix := F ↑ ◦ F ↓ вытекает из 3.3.3 (1) и 3.3.12 (2).
Возьмем непустые множества A, C ∈ P(V(B)), и пусть C циклично.
Тогда всякое экстенсиональное отображение g : A → C допускает
единственное экстенсиональное распространение ḡ = g↑↓: mix(A) →
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C (см. 3.2.12, 3.3.11 и 3.3.12 (2)). Следовательно, отображение огра-
ничения θA,C : h 7→ h ¹ A служит биекцией C PV (B) (mix(A), C) на
PV (B)(A,C). Семейство отображений θA,C обозначим через θ. То-
гда θ есть сопряжение от mix к функтору тождественного вложения
C PV (B) в PV (B). В самом деле, если A′, C ′ ∈ P(V(B)) и C ′ цик-
лично, то для любых экстенсиональных отображений f : mix A → C,
g : A′ → A, h : C → C ′ будет (f ◦mix(g)) ¹ A′ = (f ¹ A) ◦ g. Тем более
верно

(h ◦ (f ◦ mix(g))) ¹ A′ = h ◦ (f ¹ A) ◦ g,

или, что то же,

θA′,C′(h ◦ f ◦ mix(g)) = h ◦ θA(f) ◦ g. B

(3) Суперпозиция функтора канонического вложения и функто-
ра спуска естественно изоморфна функтору B0; символически F ↓ ◦
F∧∼B0.

C Для любого множества X отображение

θX : (bx)x∈X 7→ mix
x∈X

(bxx∧) ((bx)x∈X ∈ B0(X))

является биекцией B0(X) на X∧↓. Отображение θ : X 7→ θX (X ∈
ObV∗) есть изоморфизм функторов B0 и F ↓ ◦F∧. Для этого до-
статочно заметить, что при u ∈ B0(X) и v ∈ B0(Y ), a := θX(u) и
b := θY (v) будет (a, b) ∈ Φ∧ ↓ в том и только в том случае, если
(x, y) ∈ Φ всякий раз, когда u(x) ∧ v(x) 6= 0. B

3.5.4. Теорема. Пусть (X, dX) — некоторое B-множество. По-
ложим X ′ := X∼↓. Тогда имеют место утверждения:

(1) существует инъекция ıX : X → X ′ такая, что

dX(x1, x2) = [[ıXx1 6= ıXx2]] (x1, x2 ∈ X);

(2) для любого x′ ∈ X ′ существуют разбиение единицы
(bξ) и семейство (xξ)⊂X такие, что x′=mix(bξı(xξ));

(3) если Φ — нерастягивающее соответствие из X в B-
множество Y , Y ′ := Y ∼↓ и Φ′ := Φ∼↓, то Φ′ — един-
ственное вполне экстенсиональное соответствие из X ′
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в Y ′, для которого dom(Φ′) = mix(ıX(dom(Φ))) и,
кроме того,

Φ′(ıXx) = mix(ıX(Φ(x))) (x ∈ dom(Φ)).

C (1) По определению X∼ и πX (см. 3.4.12 (1–3)) для любого
x ∈ X будет [[πXx∧ ∈ X∼]] = 1, поэтому существует единственный
элемент x′ ∈ X ′ такой, что [[x′ = πXx∧]] = 1. Положим ıXx := x′.
Тем самым определено отображение ı := ıX : X → X ′, причем [[ıx =
πXx∧]] = 1 (x ∈ X). Используя последнее соотношение и равенство
3.4.12 (4), для произвольных x1, x2 ∈ X выводим

[[ıx1 6= ıx2]] = [[πXx∧
1 = πXx∧

2 ]]∗ = [[x1∼x2]]∗ = dX(x1, x2).

Отсюда, в частности, вытекает инъективность ı.
(2) Сначала заметим, что имеет место формула [[t ∈ (im(ı))↑=

πX(X∧)]] = 1. Действительно, для t ∈ V(B) по определению инъекции
ı верно

[[t ∈ (im(ı))↑]] =
∨

x∈X

[[t = ıx]] =
∨

x∈X

[[t = πXx∧]] = [[t ∈ πX(X∧)]].

Теперь с учетом правила сокращения 3.3.3 (1) будет

X ′ = πX(X∧)↓= (im(ı))↑↓= ı(X)↑↓= mix(ı(X)).

(3) Поскольку Φ∼ — соответствие из X∼ в Y ∼ внутри V(B), то Φ′

— вполне экстенсиональное соответствие из X ′ в Y ′ согласно 3.4.7 (2).
Применяя свойства спуска соответствий (см. 3.2.13 (1)), для про-

извольных x ∈ X и y ∈ Y можно написать:

ıY y ∈ Φ′(ıXx) ↔ [[ıY y ∈ Φ∼(ıXx)]] = 1.

В правой части этой эквивалентности можно ıXx заменить на πXx∧

ввиду конструкции ıX . Далее, по теореме 3.4.13

[[ıY y ∈ Φ∼(πXx∧)]] = [[ıY y ∈ πY (Φ(x)∧)]].

Из всего сказанного следует, что ıY y ∈ Φ′(ıXx) в том и только в том
случае, если ıY y ∈ πY (Φ(x)∧)↓, а это и влечет требуемое соотноше-
ние. В самом деле, доказанное в (1) и (2) позволяет заключить, что
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A∼ ↓= πY (A∧) ↓= mix(ıY (A)) для любого A ⊂ Y . Учитывая еще
правило 3.2.13 (1), выводим

Φ′(ıXx) = Φ∼↓(ıXx) = Φ∼(πX(x∧))↓= πY (Φ(x)∧) = mix(ıY (Φ(x))),

где x ∈ dom(Φ). Положим X1 := im(ıX), Y1 := im(ıY ) и Φ1 := ı−1
Y ◦

Φ′ ◦ ıX . Тогда Φ1 — экстенсиональное соответствие из X1 в Y1 и
выполнены равенства

X ′ = mix(X1), Y ′ = mix(Y1), Φ′(x) = mix(Φ1(x)) (x ∈ dom(Φ1)).

Отсюда вытекает Φ′ = mix(Φ1) и тем самым единственность Φ′. B

3.5.5. Опишем модифицированные спуски и подъемы соответ-
ствий.

(1) Пусть X — непустое B-множество, Y — произвольный эле-
мент V(B) такой, что [[Y 6= ∅]] = 1. Рассмотрим Φ ∈ V(B), для
которого V(B) |= «Φ = (F, X∼, Y ) — соответствие из X∼ в Y ». По
теореме 3.2.13 Φ↓ — соответствие из X ′ := X∼↓ в Y ↓. Положим по
определению Φ↓ := Φ↓◦ ıX . Соответствие Φ↓ называется модифици-
рованным спуском соответствия Φ. Ввиду теорем 3.2.13 и 3.5.4 Φ↓
— единственное вполне нерастягивающее соответствие из X в Y ↓,
для которого

y ∈ Φ↓(x) ↔ [[y ∈ Φ(ıXx)]] = 1 (x ∈ X).

Заметим также, что Φ↓ = (F↓−, X, Y ↓), где

F↓− := {(x, y) ∈ X × Y ↓ : (ıXx, y)B ∈ F}.

(2) Предположим теперь,что Ψ := (F, X, Y ↓) — нерастягиваю-
щее соответствие. Операция подъема из 3.3 к Ψ непосредственно
неприменима. Однако соответствие Ψ ◦ ıX , как видно, экстенсио-
нально, и к нему можно применить подъем. Положим по опреде-
лению Ψ↑ := (Ψ ◦ ı−1

X )↑ и назовем Ψ↑ модифицированным подъемом
соответствия Ψ. В силу теорем 3.3.10, 3.5.4 Ψ↑ — единственное
соответствие из X∼ в Y внутри V(B) такое, что

[[dom(Ψ)↑ = (dom(Ψ))∼]] = 1,

[[Ψ↑(ıXx) = Ψ(x)↑]] = 1 (x ∈ dom(Ψ)).



3.5.Взаимосвязи основных функторов 161

Заметим вновь, что Ψ↑ = (F−↑, X∼, Y ), где

F− := {(ıXx, y)B : (x, y) ∈ F}.

(3) Допустим, что X — дискретное B-множество. Тогда Φ↓ есть
соответствие из X в Y ↓ и оно однозначно определяется соотношением

y ∈ Φ↓(x) ↔ [[y ∈ Φ(x∧)]] = 1 (x ∈ X).

С другой стороны, в этом случае всякое соответствие Ψ из X в Y ↓
является нерастягивающим, так что существует единственное соот-
ветствие Ψ↑ из X∧ в Y , для которого

[[Ψ↑(x∧) = Ψ(x)↑]] = 1 (x ∈ X).

3.5.6. Теорема. Пусть [[X∼, Y ]] — множество элементов Φ ∈
V(B), для которых [[Φ — соответствие из X∼ в Y ]] = 1, а [[X, Y ↓]] —
множество всех вполне нерастягивающих соответствий из X в Y ↓.
Модифицированные спуск и подъем — взаимно обратные отображе-
ния, осуществляющие биекцию между [[X∼, Y ]] и [[X, Y ↓]].

C Обозначим для простоты ı := ıX . Из 3.5.4 (2) и 3.3.3 (1) видно,
что X∼ = im(ı)↑. Отсюда в силу 3.3.10 (3) вытекает IX∼ = (Iim(ı))↑.
Далее, привлекая правила сокращения стрелок для соответствий,
получим, что внутри V(B) выполняются равенства

Φ↓↑ = ((Φ↓ ◦ ı) ◦ ı−1)↑= (Φ↓ ◦ Iim(ı))↑= Φ↓↑ ◦ (Iim(ı))↑= Φ ◦ IX∼ = Φ.

С другой стороны, для вполне нерастягивающего Ψ имеем

Ψ↑↓(x) = (Ψ ◦ ı−1)↑↓(ıx) = (mix(Ψ)) ◦ ı−1(ıx) =
= mix(Ψ(x)) = Ψ(x) (x ∈ mix(dom(Ψ)) = dom(Ψ)). B

3.5.7. Теорема. Функтор спуска F ↓ является правым сопря-
женным к функтору погружения F∼. При этом модифицированный
спуск ↓ есть сопряжение, а модифицированный подъем ↑ — косопря-
жение.
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C Рассмотрим функторы H ∼ и H ↓ из категории BSet × V (B)

в категорию V , определяемые соотношениями

H ∼(X, Y ) := V (B)(X∼, Y ), H ↓(X, Y ) := BSet0(X, Y ↓);
H ∼(α, β) := Φ′ ↔ V(B) |= Φ′ = β ◦ Φ ◦ α∼;

H ↓(α, β) := β↓ ◦Ψ ◦ α,

где X ∈ ObBSet, Y ∈ ObV (B), α ∈ BSet(X1, X), β ∈ V (B)(Y, Y1),
Φ ∈ H ∼(X, Y ), Ψ ∈ H ↓(X, Y ).

Требуемое утверждение состоит в том, что модифицированный
спуск ↓ — это изоморфизм функторов H ∼ и H ↓. Ввиду теоремы
3.5.6 нужно лишь установить, что ↓ — функторный морфизм функ-
тора H ∼ в функтор H ↓, или, другими словами, что коммутативна
диаграмма

H ∼(X, Y )
↓−−−−→ H ↓(X, Y )

H ∼(α,β)
y

y H ↓(α,β)

H ∼(X1, Y1) −−−−→
↓

H ↓(X1, Y1)

для любых указанных выше X, X1, Y , Y1, α и β. Последнее равно-
сильно справедливости равенства (H (α, β)Φ)↓ = H ↓(α, β)(Φ↓) при
каждом Φ ∈ H ∼(X, Y ), или, учитывая определение H ∼ и H ↓, сов-
местности условий

Ψ ∈ H ↓(X, Y ), [[Ψ = β ◦ Φ ◦ α∼]] = 1,

(β↓) ◦ (Φ↓) ◦ α = Ψ↓.

Последние выполнены в том и только в том случае, если

[[β ◦ Φ ◦ α∼ = (β↓ ◦(Φ↓) ◦ α)↑]] = 1.

Однако, как видно из правил сокращения стрелок и определений
модифицированных спусков и подъемов, внутри V(B) имеют место
равенства

(β↓ ◦(Φ↓) ◦ α)↑ = (β↓ ◦(Φ↓) ◦ ı ◦ α ◦ ı−1)↑=
= β↓↑ ◦(Φ↓↑) ◦ (ı ◦ α ◦ ı−1)↑= β ◦ Φ ◦ (ı ◦ α ◦ ı−1)↑ .

Осталось заметить, что [[(ı◦α◦ı−1)↑= α∼]] = 1, и теорема доказана. B
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3.5.8. Приведем еще некоторые важные следствия теоремы 3.5.4
(сохраняя принятые в ней посылки и обозначения).

(1) Если (X, dX) — расширенное B-множество, то ıX — биекция
между X и X ′.

C Нужно только заметить, что в случае, когда x = mix(bξxξ)
для разбиения единицы (bξ) и семейства (xξ) ⊂ X будет ıXx =
mix(bξıXxξ). B

(2) Для всякого B-множества (X, dX) существует тройка (X ′,
d′X , ıX), называемая B-расширением (X, dX) и удовлетво-
ряющая условиям:

(a) (X ′, d′X) — расширенное B-множество, а ıX — изомет-
рическое отображение X в X ′;

(b) X ′ = mix(im(ıX));
(c) для любого нерастягивающего соответствия Φ из X в

расширенное B-множество Y существует единствен-
ное вполне нерастягивающее соответствие Φ′ из X ′ в
Y такое, что dom(Φ′) = mix(ı(dom(Φ))) и

mix(Φ(x)) = Φ(ıXx) (x ∈ dom(Φ));

(d) если тройка (X ′′, d′′X , ı′X) удовлетворяет (a)–(c), то су-
ществует B-изоморфизм ı между X ′ и X ′′, для кото-
рого ı ◦ ıX = ı′X .

C Для доказательства нужно в 3.5.4 (3) взять в качестве Y рас-
ширенное B-множество и воспользоваться следствием (1). B

(3) Если X ∈ ObV (B), то существует X ∈ V(B) такой, что [[X

— изоморфизм (в категории V (B)) X на X↓∼]] = 1.
C В самом деле, если Y := X↓, то, полагая X := ıY ↑, получим,

что X — изоморфизм между Y ↑= X и Y ∼ = X↓∼, ибо ıY есть
изоморфизм между Y и Y ∼↓. B

(4) Если X и Y — расширенные B-множества, а Φ — соответ-
ствие из X∼ в Y ∼ внутри V(B), то существует единственное
вполне нерастягивающее соответствие Ψ из X в Y такое,
что Ψ∼ = Φ.

C Действительно, Φ′ := Φ↓ — вполне экстенсиональное соответ-
ствие из X ′ := X∼↓ в Y ′ := Y ∼↓. Значит, Ψ := ı−1

Y ◦ Φ′ ◦ ıX — вполне
нерастягивающее соответствие из X в Y . Если Ψ′ := Ψ∼ ↓, то по
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3.5.4 (3) будет ı−1
Y ◦Ψ ◦ ıX = ı−1

Y ◦Ψ′ ◦ ıX . Принимая во внимание (1),
Ψ = Ψ′. Отсюда Φ = Φ′↑= Ψ′↑= Ψ↑. B

(5) Если X и Y — расширенные B-множества, то отображение
Φ 7→ Φ∼ задает биекцию между множествами морфизмов
CBSet∗(X, Y ) и V

(B)
∗ (X∼, Y ∼).

3.5.9. Пусть X и Y — произвольные B-множества и Φ — вполне
нерастягивающее соответствие из X в Y . Тогда для любого множе-
ства A ⊂ dom(Φ) будет

V(B) |= πΦ(A)∼ = πΦ∼(A∼).

C Заметим, что соотношения (∀ a ∈ A∧)(y ∈ Φ∼(πXa)) и y ∈
πΦ∼(A∼) равносильны, так как A∼ = πX(A∧). Пользуясь теоремой
3.4.13 и полной нерастягиваемостью Φ, можно для y ∈ ıY (Y ) напи-
сать эквивалентности

y ∈ πΦ∼(A∼)↓↔
∧

{[[y ∈ Φ∼(πXa∧)]] : a ∈ A} = 1 ↔

↔ (∀ a ∈ A)[[y ∈ πY (Φ(a)∧)]] = 1 ↔ (∀ a ∈ A)(y ∈ Φ(a)∼↓) ↔
↔ (∀ a ∈ A)y ∈ mix(ıY (Φ(a))) ↔ (∀ a ∈ A) y ∈ ıY (mix(Φ(a))) ↔

↔ y ∈
⋂

a∈A

ıA(Φ(a)) ↔ y ∈ ıY (πΦ(A)).

Следовательно,

πΦ∼(A∼) = ıY (πΦ(A))↑= πΦ(A)∼. B

3.5.10. Теорема. Функторы F∼ и F ↓ устанавливают экви-
валентность категорий CBSet∗ и V

(B)
∗ . В частности, F∼ и F ↓ —

сопряженные друг к другу полные унивалентные функторы, сохра-
няющие индуктивные и проективные пределы (на указанных кате-
гориях).

C Достаточно обосновать справедливость следующих двух ут-
верждений;

(1) функтор F ↓ ◦ F∼ естественно изоморфен тождественному
функтору на CBSet∗, а изоморфизм осуществляется отображениями
ıX : X 7→ X ′ (X ∈ CBSet∗);
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(2) функтор F∼ ◦ F ↓ естественно изоморфен тождественному
функтору на V

(B)
∗ ; изоморфизм задается отображениями X ∈ V (B)

(X, X↓∼) (X ∈ V
(B)
∗ ).

Для доказательства (1) достаточно воспользоваться следствием
3.5.8 (1) и заметить, что ввиду 3.5.4 (3) при X, Y ∈ ObCBSet∗ и
Φ ∈ CBSet∗(X, Y ) коммутативна диаграмма

X
ıX−−−−→ X∼↓

Φ
y

yΦ∼↓

Y −−−−→
ıY

Y ∼↓

Далее, из 3.5.8 (3, 4) вытекает, что для любых X, Y ∈ ObV
(B)
∗ и

Φ ∈ V
(B)
∗ (X, Y ) диаграмма

X
X−−−−→ X↓∼

Φ
y

yΦ↓∼

Y −−−−→
Y

Y ↓∼

коммутативна. Отсюда получаем (2). B

3.5.11. Для любых X ∈ ObCBSet∗ и Y ∈ ObV
(B)
∗ выполнено:

(Y )↓= ıY ↓, V(B) |= (ıX)∼ = X∼ .
C Первое равенство вытекает непосредственно из определений:

(Y )↓= (ıY ↓)↑↓= ıY ↓. Для доказательства второго положим

b := [[(ıX)∼ = X∼ ]], bx := [[ıX∼πXx∧ = X∼πXx∧]] (x ∈ X).

Заметим, что b =
∧
{bx : x ∈ X}, поэтому нужно показать, что

bx = 1 для каждого x ∈ X. Однако если x ∈ X, то по 3.4.13 и
по определению X имеем bx = [[πX∼↓(ıXx)∧ = (ıX∼↓) ↑ ◦πX(x∧)]].
Наконец, привлекая равенства

[[πXx∧ = ıXx]] = [[πX∼↓y
∧ = ıX∼↓y]] = 1 (x ∈ X, y ∈ Y ∼↓),

справедливые ввиду определения ıX из доказательства 3.5.4 (1), и
полагая y = ıXx, получим

bx = [[πX∼↓(ıXx)∧ = ıX∼↓(ıXx)]] = 1,

что и требовалось. B



Глава 4

Булевозначный анализ
алгебраических систем

В каждом булевозначном универсуме имеется полный набор ма-
тематических объектов, включающий в частности множества с до-
полнительными структурами: группы, кольца, алгебры и т. п. При-
менение функтора спуска к алгебраическим системам в булевознач-
ной модели выделяет образования с новыми свойствами и ведет к
выявлению фактов об их строении и взаимосвязях. Такой прием ис-
следования называют прямой булевозначной интерпретацией. При
этом появляются новые теоремы или, точнее говоря, путем непосред-
ственного перевода расширяется содержательный объем уже имею-
щихся теорем. Возникающие таким образом сведения далеко не все-
гда оказываются по-настоящему новыми, полезными или интересны-
ми, и прямая булевозначная интерпретация может стать бесполезной
забавой.

В связи с этим естественно спросить: какие практически важ-
ные математические структуры можно получить при булевознач-
ной интерпретации наиболее употребительных структур? Какие при
этом справедливы принципы переноса? Ясно, что здесь речь должна
идти о специфических объектах, дополнительные особенности стро-
ения которых позволяют говорить об их булевозначной реализации,
каковая, при ее должном понимании, невозможна для произвольных
объектов.

В предыдущей главе показано, что абстрактное B-множество
можно погрузить в булевозначный универсум так, что булево рас-
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стояние между элементами становится булевой оценкой истинности
их несовпадения. Соответствующий элемент универсума V(B) явля-
ется по определению булевозначной реализацией рассматриваемого
B-множества. Если B-множество обладало дополнительной струк-
турой, то можно попытаться наделить аналогичной структурой и его
булевозначную реализацию с тем, чтобы использовать технику спус-
ков и подъемов для изучения исходного объекта. Таким образом,
сформулированные выше вопросы можно трактовать как проблему
поиска квалифицированных булевозначных реализаций структури-
рованных B-множеств.

В текущей главе мы займемся анализом названной проблемы
для объектов общей алгебры. Центральным для нас будет понятие
алгебраической B-системы. Последняя представляет собой непустое
B-множество с нерастягивающими операциями и некоторым коли-
чеством B-предикатов, т. е. B-значных нерастягивающих отобра-
жений. Оказывается, что булевозначной реализацией алгебраиче-
ской B-системы служит обычная — двузначная — алгебраическая
система того же типа. Это означает, что подходящее расширение
любой алгебраической B-системы совпадает со спуском двузначной
алгебраической системы внутри V(B). С другой стороны, двузнач-
ную алгебраическую систему можно превратить в алгебраическую
B-систему, если в ней выделена полная булева алгебра конгруэнции.
Важно при этом проследить за тем, какие формулы остаются истин-
ными при переходе из B-системы к двузначной системе и наоборот.
Иными словами, здесь возникают варианты принципа переноса или
принципа сохранения соотношений, давно известные в некоторых
разделах математики. Общие факты иллюстрируются конкретны-
ми алгебраическими системами, в которых полные булевы алгебры
конгруэнций связаны с отношениями порядка или дизъюнктности.

4.1. Алгебраические B-системы

Введем класс алгебраических систем, подходящий для булево-
значной интерпретации языков первого порядка. Такие системы воз-
никают как B-множества, снабженные нерастягивающими операци-
ями и предикатами.

4.1.1. Напомним, что сигнатура — это тройка σ := (F, P, a),
где F и P — некоторые (возможно, пустые) множества, а a — отоб-
ражение из F ∪ P в ω. Под n-местной операцией и n-местным
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предикатом на B-множестве A мы будем понимать нерастягиваю-
щие отображения f : An → A и p : An → B соответственно. По
определению отображения f и p нерастягивающие, если

d(f(a0, . . . , an−1), f(a′
0, . . . , a

′
n−1)) ≤

n−1∨

k=0

d(ak, a′
k),

ds

(
p(a0, . . . , an−1), p(a′

0, . . . , a
′
n−1)

)
≤

n−1∨

k=0

d(ak, a′
k)

для всех a0, a′
0, . . . , an−1, a′

n−1 ∈ A, где d — это B-метрика множеств
A и ds — симметрическая разность на B, т. е. ds(b1, b2) := b1 M b2
(см. 1.1.4). Алгебраической B-системой сигнатуры σ называют па-
ру (A, ν), где A — непустое B-множество, называемое основным, а ν
— такое отображение, что dom(ν) = F ∪ P , причем ν(f) есть a(f)-
местная операция на A при всех f ∈ F , а ν(p) есть a(p)-местный пре-
дикат на A для каждого p ∈ P . Нерастягивающее отображение из
An в B именуют также B-предикатом или B-значным предикатом.
Отображение ν называют интерпретирующим и иногда пишут для
удобства fν и pν вместо ν(f) и ν(p). Сигнатуру алгебраической B-
системы A := (A, ν) мы часто будем обозначать через σ(A), а основ-
ное множество A — через |A|. Поскольку A0 = {∅}, то нульместные
операции и предикаты на A — это отображения из {∅} в множество
A и в алгебру B соответственно. Будем отождествлять отображе-
ние g : {∅} → A ∪ B с элементом g(∅). Таким образом, нульмест-
ные операции на A суть выделенные элементы A, а множество всех
нульместных предикатов на A есть булева алгебра B. Если F :=
{f1, . . . , fn} и P := {p1, . . . , pm}, то алгебраическую B-систему сигна-
туры σ часто записывают в виде (A, ν(f1), . . . , ν(fn), ν(p1), . . . , ν(pm))
и даже (A, f1, . . . , fn, p1, . . . , pm), а вместо σ = (F, P, a) используют
обозначение σ = (f1, . . . , fn, p1, . . . , pm).

4.1.2. Если B — двухэлементная булева алгебра {0,1}, то вме-
сто алгебраической B-системы говорят о двузначной системе или
просто об алгебраической системе. В этом случае в качестве B-мно-
жества получаются произвольные множества, а n-местные операция
и предикат на B-множестве A специализируются как произвольное
отображение из An в A и любая характеристическая функция p :
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An → {0,1}, отождествляемая с множеством {x ∈ An : p(x) = 1}.
Значит, алгебраическая система сигнатуры σ — это пара (A, ν), где
A — непустое множество, а ν — функция из dom(ν) = F ∪ P в V
такая, что

ν(f) : Aa(f) → A, ν(p) ⊂ Aa(p) (f ∈ F, p ∈ P ).

С другой стороны, если (A, ν) — алгебраическая система сиг-
натуры σ и A ⊂ V(B), то, рассматривая A как B-множество (с B-
метрикой d(a, a′) := [[a = a′]]∗ = [[a 6= a′]] (a, a′ ∈ A)), для каждого
p ∈ P можно определить n-местный B-предикат ν′(p) на A, n := a(p),
по формуле (см. 3.4.5)

ν′(p) := (a0, . . . , an−1) 7→ dist((a0, . . . , an−1), ν(p)).

Нерастягиваемость отображения ν′(p) : An → B очевидна. Пусть,
кроме того, ν(f) — нерастягивающее отображение для всех f ∈ F .
Положим ν′(f) := ν(f), f ∈ F . Тогда (A, ν′) — алгебраическая B-
система.

Разумеется, что рассмотрение конкретных алгебраических си-
стем проходит достаточно свободно. Вместо торжественного выпи-
сывания формальных деталей сигнатуры, обычно указывают лишь
наиболее важные символы и даже отождествляют всю алгебраиче-
скую систему с ее основным множеством. Такая практика представ-
ляет собой еще одну неотъемлемую привилегию работающего мате-
матика.

4.1.3. Алгебраическую B-систему A := (A, ν) именуют расши-
ренной (разложимой), если A есть расширенное (разложимое) B-
множество (3.4.3). Назовем B-значный предикат p на множестве A
достоверным, если существует такой элемент x ∈ A, что p(x) = 1.

(1) Нерастягивающее отображение p из расширенного B-мно-
жества A в B является достоверным B-значным предикатом
в том и только в том случае, если 1 =

∨
{p(x) : x ∈ A}.

C Действительно, если выполнено указанное условие, то най-
дутся семейство (xξ) ⊂ A и разбиение единицы (bξ) ⊂ B такие, что
p(xξ) ≥ bξ. Если x := mix(bξxξ), то p(x) = 1. B

С каждой алгебраической B-системой A можно связать алгеб-
раическую систему A с тем же основным множеством |A| := |A|, ин-
терпретирующее отображение которого ν определяется следующим
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образом. Если f — функциональный символ, то ν(f) := ν(f); если
же p — предикатный символ и n = a(p), то ν(p) := {(x0, . . . , xn−1) ∈
An : p(x0, . . . , xn−1) = 1}. Ясно, что предикат ν(p) может оказаться
пустым для некоторого p. Говорят, что алгебраическая система A
есть очистка A или что A получается из A процедурой очистки.

(2) Если (A, ν) — алгебраическая B-система и (A, ν) — ее очи-
стка, то для каждого достоверного предиката pν имеем

pν : x 7→ dist(x, ν(p))∗ (x ∈ Aa(p)).

C В силу теоремы о реализации B-множеств (см. 3.5.8) B-множе-
ство A допускает расширение A′ ⊂ V(B), а pν допускает единствен-
ное продолжение ν′(p) до B-значного предиката на A′. При этом
ν′(p)(x) = dist(x,mix(ν(p)))∗ = dist(x, ν(p))∗ = [[x ∈ pν ↑]] (x ∈
Aa(p)). Отсюда и вытекает требуемое, ибо допущение A ⊂ A′ не
ограничивает общности. B

Предложение (2) позволяет алгебраическую B-систему с досто-
верными предикатами отождествить с некоторой алгебраической си-
стемой, а именно с ее очисткой. Естественно спросить: а какие ал-
гебраические системы получаются описанной процедурой очистки
из разложимых (расширенных) алгебраических B-систем? Ответ на
этот вопрос будет сформулирован в терминах конгруэнций алгебра-
ической системы.

4.1.4. Рассмотрим произвольную алгебраическую систему A :=
(A, ν) сигнатуры σ := (F, P, a). Отношение эквивалентности ρ на
множестве A называется конгруэнцией системы A, если для каж-
дого f ∈ F и для любых x0, . . . , xn−1, y0, . . . , yn−1 ∈ A, n = a(f),
из соотношений (x0, y0) ∈ ρ, . . . , (xn−1, yn−1) ∈ ρ вытекает (fν(x0,
. . . , xn−1), fν(y0, . . . , yn−1)) ∈ ρ. Множество всех конгруэнций на
алгебраической системе A обозначается символом Cong(A). Введем
отношение порядка в Cong(A) посредством формулы

ρ1 ≤ ρ2 ↔ ρ1 ⊂ ρ2 (ρ1, ρ2 ∈ Cong(A)).

Ясно, что тождественная конгруэнция IA := {(x, x) : x ∈ A} и
тривиальная, «неразборчивая» конгруэнция A × A являются соот-
ветственно наименьшим и наибольшим элементами Cong(A).

(1) Теорема. Упорядоченная система Cong(A) является пол-
ной решеткой. Точная нижняя граница множества P ⊂ Cong(A)
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совпадает с пересечением
⋂
{ρ : ρ ∈ P}. Точная верхняя граница

множества P ⊂ Cong(A) представляет собой объединение всевоз-
можных композиций ρ1 ◦ . . . ◦ ρn, где {ρ1, . . . , ρn} — произвольное
конечное подмножество в P.

Из этой теоремы видно, что для ρ1, ρ2 ∈ Cong(A) конгруэнция
ρ1∨ρ2 совпадает с объединением всевозможных отношений вида ρ1 ◦
ρ2 ◦ρ1 ◦ . . .◦ρ1 ◦ρ2. Следовательно, если ρ1 и ρ2 перестановочны, т. е.
ρ1 ◦ ρ2 = ρ2 ◦ ρ1, то ρ1 ∨ ρ2 = ρ1 ◦ ρ2. Наоборот, если ρ1 ∨ ρ2 = ρ1 ◦ ρ2,
то конгруэнции ρ1 и ρ2 перестановочны.

Множество конгруэнций Λ на алгебраической системе A назо-
вем независимым (конечно независимым), если для любых семейств
(конечных семейств) (λξ)ξ∈Ξ в Λ и (aξ)ξ∈Ξ в A существует такой
элемент a ∈ A, что (a, aξ) ∈ λξ для всех ξ ∈ Ξ. Множество Λ
называется полным, если (a) inf(Λ) :=

⋂
(Λ) = IA и (b) для любо-

го p ∈ P и для произвольной n-ки (x0, . . . , xn−1) ∈ An, n = a(p),
из соотношения (x0, . . . , xn−1) /∈ ν(p) вытекает существование такой
конгруэнции λ ∈ Λ, что (y0, . . . , yn−1) /∈ ν(p), как только (x0, y0) ∈
λ, . . . , (xn−1, yn−1) ∈ λ (см. [88]).

Условие (b) в определении полного множества конгруэнций удо-
бно формулировать в терминах перемешивания. Рассмотрим семей-
ство (aλ)λ∈Λ в множестве A. Если для некоторого a ∈ A выполняет-
ся (a, aλ) ∈ λ при всех λ ∈ Λ, то естественно сказать, что a есть пе-
ремешивание семейства (aλ) относительно Λ. Множество U ⊂ An

назовем устойчивым относительно Λ-перемешивания, если для лю-
бого семейства ((a0

λ, . . . , an−1
λ )) в U выполняется (a0, . . . , an−1) ∈ U ,

где ak есть перемешивание (ak
λ) относительно Λ.

(2) Независимое множество конгруэнций Λ алгебраической си-
стемы A является полным в том и только в том случае, если inf(Λ) =
IA и любой предикат ν(p), p ∈ P , устойчив относительно Λ-переме-
шиваний.

C В самом деле, допустим, что все предикаты устойчивы отно-
сительно Λ-перемешиваний. Пусть p ∈ P , n = a(p), (x0, . . . , xn−1) /∈
ν(p), и тем не менее для всякого λ ∈ Λ существуют такие (y0

λ, . . . ,
yn−1

λ ) ∈ ν(p), что (xk, yk
λ) ∈ λ (k = 0, . . . , n − 1). Пусть yk — пере-

мешивание семейства (yλ,k)λ∈Λ относительно Λ. Тогда (y0, . . . , yn−1)
∈ ν(p). В то же время (xk, yk) ∈ λ для всех λ ∈ Λ. Поэтому xk = yk

(k = 0, . . . , n − 1), ибо
⋂

Λ = IA. Тем самым мы приходим к проти-
воречию.
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Наоборот, предположим, что Λ — полное множество. Возь-
мем p ∈ P и семейство n-ок (aλ,0, . . . , aλ,n−1), содержащееся в ν(p).
Пусть ak — перемешивание семейства (aλ,k)λ∈Λ относительно Λ. Ес-
ли (a0, . . . , an−1) /∈ ν(p), то ввиду полноты Λ найдется конгруэнция
λ ∈ Λ, для которой (aλ,0, . . . , aλ,n−1) /∈ ν(p). Это противоречит вы-
бору (aλ,0, . . . , aλ,n−1), значит, ν(p) устойчив относительно пере-
мешиваний. Как видно, необходимость верна без предположения о
независимости Λ. B

4.1.5. Условимся называть булевой алгеброй конгруэнций каж-
дую из таких булевых алгебр B ⊂ Cong(A), что в B точные нижние
границы произвольных множеств наследуются из решетки Cong(A)
и наименьшая конгруэнция IA служит нулем B. Следует подчерк-
нуть, что булево дополнение ρ∗ элемента ρ ∈ B может не быть до-
полнением ρ в решетке Cong(A), т. е. точная верхняя граница ρ и ρ∗

в Cong(A) может оказаться меньше A × A.
Базой алгебраической системы A назовем всякую полную бу-

леву алгебру конгруэнций B ⊂ Cong(A), если любой предикат ν(p)
(p ∈ P ) устойчив относительно Λ∗-перемешиваний для любого раз-
биения единицы Λ ⊂ B, где Λ∗ := {b∗ : b ∈ Λ}. Алгебраическую
систему с базой B назовем расширенной (разложимой), если для лю-
бого (соответственно любого конечного) разбиения единицы Λ ⊂ B
множество конгруэнций Λ∗ является независимым. Имеет место сле-
дующее очевидное предложение.

Алгебраическая система A имеет базу B, изоморфную полной
булевой алгебре B, в том и только в том случае, если существует
инъективное отображение h : B → Cong(A), удовлетворяющее усло-
виям:

(1) h сохраняет точные нижние границы любых множеств и
h(0) = IA;

(2) любой предикат ν(p) (p ∈ P ) устойчив относительно h(Λ∗)-
перемешиваний для всякого разбиения единицы Λ ⊂ B.

При этом A расширена (разложима) тогда и только тогда, когда
множество h(Λ∗) независимо для каждого (для любого конечного)
разбиения единицы Λ ⊂ B.

4.1.6. Алгебраическую B-систему A называют наполненной, ес-
ли для любого 0 6= b ∈ B существуют элементы x, y ∈ A, x 6= y, та-
кие, что d(x, y) ≤ b. Понятно, что разложимая B-система наполнена,
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хотя обратное, вообще говоря, не имеет места.

Теорема. Алгебраическая система A в том и только в том
случае получается процедурой очистки из некоторой наполненной
алгебраической B-системы A′, если A имеет базу, изоморфную B.
При этом A и A′ расширены (разложимы) или нет одновременно.

C Пусть A′ — наполненная алгебраическая B-система. Каждо-
му b ∈ B поставим в соответствие отношение h(b) := {(x, y) ∈ A2 :
d(x, y) ≤ b}. Так как ν(f) — нерастягивающее отображение для
каждого f ∈ F , то h(b) будет конгруэнцией на A. Очевидно, что
h(0) = IA и h сохраняет точные нижние границы. Инъективность h
вытекает из наполненности A. Допустим, что алгебраическая систе-
ма A получается из A′ процедурой очистки. Заметим, что множество
вида {z ∈ A : p(z) = 1} устойчиво относительно любых перемеши-
ваний в B-множестве A. Теперь из 4.1.5 видно, что A имеет базу,
изоморфную B.

Наоборот, пусть алгебраическая система A имеет базу B и су-
ществует булев изоморфизм h из B на B. Положим по определению

d(x, y) :=
∧

{b ∈ B : (x, y) ∈ h(b)} (x, y ∈ A).

Если b1, b2 ∈ B таковы, что (x, z) ∈ h(b1) и (z, y) ∈ h(b2), то (x, y) ∈
h(b2) ◦ h(b1). Но h(b2) ◦ h(b1) ⊂ h(b1 ∨ b2), поэтому d(x, y) ≤ b1 ∨ b2.
Переходя к инфимуму по указанным b1 и b2 и пользуясь дистрибу-
тивным законом 1.1.5 (1), получим d(x, y) ≤ d(x, z) ∨ d(z, y). Теперь
ясно, что d — булева полуметрика на A. Так как h сохраняет точные
нижние границы, то

h(d(x, y)) =
⋂

{h(b) : b ∈ B ∧ (x, y) ∈ h(b)}.

Отсюда выводим, что d(x, y) ≤ b тогда и только тогда, когда (x, y)
∈ h(b). В частности, d(x, y) = 0 влечет x = y, а для 0 6= b ∈ B можно
подыскать такие x, y ∈ A, что x 6= y и d(x, y) ≤ b.

Остается показать, что если Λ —разбиение единицы в B, то для
семейства (ab)b∈Λ ⊂ A перемешивание относительно h(Λ∗) совпадает
с перемешиванием в смысле B-метрики d, т. е. с mixb∈Λ(bab). Но это
тривиально вытекает из уже доказанного: (a, ab) ∈ h(b∗) ↔ d(a, ab) ≤
b∗ ↔ b∧d(a, ab) = 0. Определим теперь A′ := (A′, ν′), полагая A′ := A,
ν′(f) = ν(f), f ∈ F и

ν′(p) : x 7→ dist(x, ν(p)) (p ∈ P, x ∈ Aa(p)).
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Если f ∈ F и n = a(f), то для любого b ∈ B и элементов x0,
y0, . . . , xn−1, yn−1 ∈ A из соотношений (xk, yk) ∈ h(b), k < n сле-
дует, что (fν(x0, . . . , xn−1), fν(y0, . . . , yn−1)) ∈ h(b). Это означает,
что

d(fν(x0, . . . , xn−1), fν(y0, . . . , yn−1)) ≤ b.

Переходя к точной нижней границе по b и замечая, что

∧
{b : (xk, yk) ∈ h(b), k < n} =

n−1∨

k=0

d(xk, yk),

мы заключаем, что fν = ν(f) — нерастягивающее отображение.
Возьмем p ∈ P , a(p) = m и элементы x := (x0, . . . , xm−1) и y :=
(y0, . . . , ym−1) из Am. Тогда

d(x, y) ∧ dist(x, ν(p)) ≤ dist(y, ν(p)),

откуда и видна нерастягиваемость ν′(p). Кроме того, в силу свойства
устойчивости ν(p) (см. 4.1.3 (2)) будет ν(p) = {x ∈ Am : ν′(p)(x) =
1}. Итак, A есть очистка наполненной алгебраической B-системы
A′. Расширенность систем A и A′ означает, что Λ∗, где Λ — разбие-
ния единицы в B, есть независимое множество и что в (A, d) суще-
ствуют любые перемешивания. Однако последние два утверждения
эквивалентны. По аналогичным соображениям эквивалентны также
утверждения о разложимости этих двух систем. B

4.1.7. Рассмотрим некоторые конкретные примеры алгебраиче-
ских B-систем. Напомним, что ассоциативное кольцо R называется
булевым кольцом, если всякий его элемент идемпотентен, т. е. ес-
ли (∀x ∈ R) (x2 = x). Булево кольцо с единицей является булевой
алгеброй, и наоборот, всякая булева алгебра B является булевым
кольцом с единицей. При этом кольцевые нуль и единица совпада-
ют с булевыми нулем и единицей соответственно (см. 1.2.1).

(1) Пусть B0 — некоторая булева алгебра и X — унитальный
модуль над булевым кольцом B0. Пусть B — пополнение алгебры
B0, а  — изоморфизм B0 на плотную подалгебру в B. Положим по
определению

d(x, y) :=
∧

{(b) : b∗x = b∗y, b ∈ B0} (x, y ∈ X).
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Нетрудно видеть, что d есть B-полуметрика на X. Проверим, на-
пример, неравенство треугольника. Если b∗x = b∗z и c∗z = c∗y,
то для e := b∗ · c∗ = b∗ ∧ c∗ = (b ∨ c)∗ будет ex = ez и ey = ez.
Следовательно, ex = ey и d(x, y) ≤ e ≤ (b ∨ c) = (b) ∨ (c) и, в
силу произвольности b и c, получим d(x, y) ≤ d(x, z) ∨ d(z, y). На-
зовем модуль X латерально точным, если для любого разбиения
единицы (bξ) в B0 из (∀ ξ) (bξx = 0) следует x = 0, каков бы ни
был элемент x ∈ X. Понятно, что для латерально точного униталь-
ного B0-модуля X полуметрика d является метрикой. Аналогично
неравенству треугольника для d проверяется нерастягиваемость мо-
дульных операций:

d(x + u, y + v) ≤ d(x, y) ∨ d(u, v) (x, y, u, v ∈ X),
d(bx, cy) ≤ d(x, y) ∨ ds(b, c) (x, y ∈ X; b, c ∈ B).

Из последнего неравенства следует, в частности,

d(bx, by) ≤ d(x, y) (b ∈ B; x, y ∈ X).

Кроме того, очевидно, что d(−x,−y) = d(x, y). Таким образом,
множество X с операциями +, − и с унарными операциями умноже-
ния на b ∈ B0 есть алгебраическая B-система.

(2) Пусть R — коммутативное кольцо с единицей. Рассмотрим
множество всех его идемпотентных элементов B0 := {e ∈ R : e · e =
e}. Тогда B0 — булево кольцо с единицей и R — модуль над B0.
Если B и  те же, что и в (1), то на R возникает B-полуметрика d.
Естественно определяется латеральная точность R над B0. В силу
(1) получаем, что коммутативное кольцо R с единицей, латерально
точное над подкольцом своих идемпотентов B0, является алгебраи-
ческой B-системой сигнатуры (+,−, · ,1).

(3) Пусть C — некоторая булева алгебра, а ı — гомоморфизм
булевой алгебры B0 в C. Поскольку ı(B0) — подкольцо булева коль-
ца C, то на C естественно определяется структура унитального мо-
дуля над B0. Если B и  те же, что и в (1), то B-полуметрика d

имеет вид
d(x, y) :=

∧
{(b) : ı(b∗)x = ı(b∗)y}.

Модуль C будет латерально точным, если ı — полный мономорфизм.
Ввиду указанной выше связи между булевыми и кольцевыми опера-
циями булева алгебра C является алгебраической B-системой сигна-
туры (∨,∧, ∗,0,1) в случае полного мономорфизма ı. Эта система
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будет расширенной, если, например, B0 и C — полные булевы алгеб-
ры.

4.1.8. Обратимся к B-значной интерпретации языков первого
порядка. Пусть A := (A, ν) — алгебраическая B-система сигнатуры
σ := σ(A) := (F, P, a).

Пусть ϕ(x0, . . . , xn−1) — формула сигнатуры σ с n свободными
переменными и a0, . . . , an−1 ∈ A. Естественно определяется значе-
ние истинности |ϕ|A(a0, . . . , an−1) ∈ B формулы ϕ в системе A при
заданных значениях a0, . . . , an−1 переменных x0, . . . , xn−1. Опреде-
ление дается, как обычно, индукцией по длине формулы ϕ. Для
пропозициональных связок и кванторов полагаем

|ϕ ∧ ψ|A (a0, . . . , an−1) := |ϕ|A(a0, . . . , an−1) ∧ |ψ|A(a0, . . . , an−1);
|ϕ ∨ ψ|A (a0, . . . , an−1) := |ϕ|A(a0, . . . , an−1) ∨ |ψ|A(a0, . . . , an−1);

|¬ϕ|A (a0, . . . , an−1) := |ϕ|A(a0, . . . , an−1)∗;

|(∀x0)ϕ|A (a1, . . . , an−1) :=
∧

a0∈A

|ϕ|A(a0, . . . , an−1);

|(∃x0)ϕ|A (a1, . . . , an−1) :=
∨

a0∈A

|ϕ|A(a0, . . . , an−1).

Осталось рассмотреть случай атомных формул.
Пусть p ∈ P — некоторый m-местный предикатный символ,

q ∈ P — нульместный предикатный символ, а t0, . . . , tm−1 — тер-
мы сигнатуры σ, принимающие значения b0, . . . , bm−1 при заданных
значениях a0, . . . , an−1 переменных x0, . . . , xn−1.

Положим по определению

|ϕ|A(a0, . . . , an−1) := ν(q), если ϕ = qν ;
|ϕ|A(a0, . . . , an−1) := d(b0, b1)∗, если ϕ = (t0 = t1);

|ϕ|A(a0, . . . , an−1) := pν(b0, . . . , bm−1), если ϕ = pν(t0, . . . , tm−1),

где d — это B-метрика на множестве A.
Говорят, что ϕ(x0, . . . , xn−1) истинна в системе A при задан-

ных значениях a0, . . . , an−1 ∈ A переменных x0, . . . , xn−1 (или, коро-
че, ϕ(a0, . . . , an−1) истинна в A) и пишут A |= ϕ(a0, . . . , an−1), если
|ϕ|A(a0, . . . , an−1) = 1B . При B := {0,1} получаем обычное опреде-
ление истинности формулы в алгебраической системе (см. [34, 88]).
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Напомним, что замкнутую формулу ϕ сигнатуры σ называют
тождественно истинной, если она выполняется на любой алгебра-
ической 2-системе сигнатуры σ.

4.1.9. Теорема. Пусть A — произвольная алгебраическая B-
система. Тогда имеют место следующие утверждения:

(1) всякая теорема исчисления предикатов истинна в A;
(2) всякая тождественно истинная замкнутая формула

сигнатуры σ(A) истинна в A.

C (1) Здесь следует убедиться, что аксиомы исчисления преди-
катов истинны в A, а правила вывода не нарушают истинности в A
(ср. 2.1.8). Для этого нужно лишь проследить за соответствующи-
ми вычислениями булевых значений истинности (см. [34, 61, 70, 119,
247, 248]).

(2) Если замкнутая формула ϕ не выполняется на A, то b :=
|ϕ|A < 1B . Пусть h : B → 2 := {0,1} — полный гомоморфизм, при-
чем h(b) = 0. Существование такого h следует из того, что идеал
[0, b] можно продолжить до максимального идеала, который берется
за h−1(0). Если ν — интерпретирующее отображение A, то положим
ν′(f) := fν для функциональных символов и ν′(p) := h◦pν для преди-
катных символов. Тогда A′ := (|A|, ν′) — алгебраическая 2-система
и |ϕ|A′

= h(b) = 0, т. е. ϕ не выполняется на A′ и не может быть
тождественно истинной. B

4.1.10. Рассмотрим алгебраические B-системы A := (A, ν) и
C := (C, µ) одной и той же сигнатуры σ. Отображение h : A →
C называется гомоморфизмом B-системы A в алгебраическую B-
систему C, если для любых a0, . . . , an−1 ∈ A верно

(1) dB(h(a1), h(a2)) ≤ dA(a1, a2);
(2) h(fν) = fµ, если a(f) = 0;
(3) h(fν(a0, . . . , an−1)) = fµ(h(a0), . . . , h(an−1)), если 0 6= n :=

a(f);
(4) pν(a0, . . . , an−1) ≤ pµ(h(a0), . . . , h(an−1)), где n := a(p).

Гомоморфизм h называется сильным, если
(5) для произвольного p ∈ P , a(p) := n 6= 0, и для любых

c0, . . . , cn−1 ∈ C справедливо неравенство
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pµ(c0, . . . , cn−1) ≥
∨

a0,...,an−1∈A

{pν(a0, . . . , an−1)∧

∧dC(c0, h(a0)) ∧ . . . ∧ dC(cn−1, h(an−1))}.

Если гомоморфизм h инъективен, а условия (1) и (4) выполня-
ются с равенством, то говорят, что h — изоморфизм из A в C. Ясно,
что любой сюръективный изоморфизм h и, в частности, отображе-
ние IA : A → A являются сильными гомоморфизмами. Суперпози-
ция (сильных) гомоморфизмов есть (сильный) гомоморфизм. Если
h — гомоморфизм и существует отображение h−1, также являюще-
еся гомоморфизмом, то h — изоморфизм. В случае двухэлементной
булевой алгебры B := {0,1} возникают обычные понятия гомомор-
физма, сильного гомоморфизма, изоморфизма (см. [34, 88]).

4.1.11. Рассмотрим некоторое множество Φ формул одной и той
же фиксированной сигнатуры σ. Определим категорию B-AS(Φ)
следующим образом. Класс ObB-AS(Φ) состоит из всех алгебра-
ических B-систем сигнатуры σ, на каждой из которых истинны все
формулы из Φ. Класс Mor B-AS(Φ) — класс всех гомоморфизмов
алгебраических B-систем из ObB-AS(Φ) с обычной суперпозицией
в качестве композиции морфизмов. Ясно, что изоморфизм в ка-
тегории B-AS(Φ) — это B-изометрический сильный гомоморфизм.
Обозначим символом B-CAS(Φ) полную подкатегорию категории B-
AS(Φ), в которой объектами являются расширенные алгебраические
B-системы.

4.1.12. Согласно 4.1.5 и 4.1.6 структура алгебраической B-сис-
темы восстанавливается по полной булевой алгебре конгруэнций.
С другой стороны, один из общих способов порождения полных буле-
вых алгебр связан с отношением дизъюнктности. Рассмотрим неко-
торые простейшие взаимосвязи этих понятий. Начнем с некоторых
напоминаний.

Возьмем множества X и Y . Пусть Φ — соответствие из X в Y .
Поляра πΦ(A) множества A ⊂ X и обратная поляра π−1

Φ (C) множе-
ства C ⊂ Y относительно соответствия Φ вводятся формулами (см.
П.3.10):

πΦ(A) :=
⋂

x∈A

Φ(x), π−1
Φ (C) :=

⋂

y∈C

Φ−1(y).
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Множество K ⊂ Y называют Φ-компонентой (или просто компонен-
той, когда ясно, о каком Φ идет речь), если K = πΦ(π−1

Φ (K)), или,
что то же, K = πΦ(A) для некоторого A ⊂ X. Совокупность всех Φ-
компонент обозначается символом KΦ(Y ). Наименьшая компонента,
содержащая данное множество C ⊂ Y , обозначается [C]. При этом
[C] = πΦ(π−1

Φ (C)).
(1) Теорема. Множество KΦ(Y ) при упорядочении по вклю-

чению становится полной решеткой. Точные границы произвольного
семейства (Kξ)ξ∈Ξ элементов в KΦ(Y ) вычисляются по формулам

∧

ξ∈Ξ
Kξ =

⋂

ξ∈Ξ
Kξ,

∨

ξ∈Ξ
Kξ =

[ ⋃

ξ∈Ξ
Kξ

]
.

Взятие обратной поляры K 7→ π−1
Φ (K) является антитонной биекци-

ей KΦ(Y ) на KΦ−1(X).
(2) Соответствие ∆ из X в X называют отношением дизъ-

юнктности или дизъюнктностью (в множестве X), если выпол-
нены условия:

(a) ∆ = ∆−1, т. е. ∆ симметрично;
(b) ∆ ∩ IX ⊂ Θ × Θ,

где Θ := π∆(X) — наименьшая ∆-компонента;
(c) [x] ∩ [y] ⊂ Θ → (x, y) ∈ ∆.

Дизъюнктность ∆ называют простой, если она подчинена дополни-
тельному требованию

(d) (x, y) ∈ ∆ → x ∈ Θ ∨ y ∈ Θ.
Ввиду симметричности ∆ решетки K∆(X) и K∆−1(X) совпада-

ют. Если A ⊂ X, то поляру π∆(A) называют дизъюнктным до-
полнением A и обозначают также A⊥. Соотношения x ∈ π∆(A) и
C ⊂ π∆(A) записывают в виде x ⊥ A и C ⊥ A. Заметим также, что
A⊥⊥ := (A⊥)⊥ = [A].

(3) Теорема. Множество K∆(X) всех компонент относитель-
но дизъюнктности ∆, упорядоченное по включению, является пол-
ной булевой алгеброй. Булево дополнение компоненты совпадает с
ее дизъюнктным дополнением.

C В (1) уже упомянуто, что K∆(X) — полная решетка. Нулем
и единицей этой решетки являются множества Θ и X соответствен-
но. Привлекая элементарные правила оперирования с полярами из



180 Гл. 4.Анализ алгебраических систем

П.3.10 и дистрибутивность теоретико-множественных операций для
произвольных компонент K, L, M , можно выписать цепочку ра-
венств:

(K ∨ L) ∧ M = ((K ∨ L)⊥ ∪ M⊥)⊥ = ((K⊥ ∩ L⊥) ∪ M⊥)⊥ =
= ((K⊥ ∪ M⊥) ∩ (L⊥ ∪ M⊥))⊥ = [(K⊥ ∪ M⊥)⊥ ∪ (L⊥ ∪ M⊥)⊥] =

= (K⊥⊥ ∩ M⊥⊥) ∨ (L⊥⊥ ∩ M⊥⊥) = (K ∧ M) ∨ (L ∧ M).

Итак, решетка K∆(X) дистрибутивна. Ясно, что K∩K⊥ = Θ. С дру-
гой стороны,

K ∨ K⊥ = [K ∪ K⊥] = (K⊥ ∧ K)⊥ = Θ⊥ = X,

т. е. K⊥ является дополнением K в решетке K∆(X). B
4.1.13. Рассмотрим множество X с фиксированной дизъюнкт-

ностью ∆. Пусть  — изоморфизм K∆(X) на полную булеву алгеб-
ру B. Введем отображение s : X → B по формуле s(x) := ([x])
(x ∈ X). Допустим, что наименьшая компонента одноточечна, т. е.
Θ := {θ} = [θ] для некоторого θ ∈ X. Будем говорить, что B-
метрика d и дизъюнктность ∆ на множестве X согласованы, если
d(x, θ) = s(x) (x ∈ X).

Рассмотрим теперь отображение

δ : (x, y) 7→ (s(x) ∧ s(y))∗ (x, y ∈ X).

Теорема. Пусть на множестве X заданы дизъюнктность и со-
гласованная с ней B-метрика d. Тогда тройка X := (X, δ, θ) является
алгебраической B-системой, на которой выполняются аксиомы про-
стой дизъюнктности (a)–(d) из 4.1.12 (2).

C Прежде всего заметим, что

d(x, y)∗ ∧ s(x) = d(x, y)∗ ∧ d(x, θ) ≤
≤ d(x, y)∗ ∧ (d(x, y) ∨ d(y, θ)) ≤ d(y, θ) = s(y).

Отсюда видно, что s — нерастягивающее отображение. Следова-
тельно, нерастягивающим будет и отображение δ. Итак, X — ал-
гебраическая B-система с двуместным предикатом δ и выделенным
элементом θ. По определению 4.1.8 будет

|xδy|X = δ(x, y), |x 6= θ|X = s(x) (x, y ∈ X).
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Проверим аксиомы дизъюнктности для δ. Симметричность δ
очевидна. То, что {θ} — наименьшая компонента, видно из выкла-
док:

|x ∈ πδ(X) → x = θ|X =
( ∧

y∈X

δ(x, y)
)

⇒ s(x∗) =

=
∨

y∈X

(s(x) ∧ s(y)) ∨ s(x)∗ = s(x)∗ ∨
∨

y∈X

s(y) = 1.

Ясно также, что для x, y ∈ X верно

δ(x, x) = |xδx|X = s(x)∗ = |x = θ|X.

Значит, выполнено условие (b) из определения дизъюнктности. За-
метим далее, что

|u ∈ [x]|X = s(u) ⇒ s(x) (x, u ∈ X).

Исходя из этого, вычисляем:

|[x] ∩ [y] = {θ}|X =
( ∧

u∈X

(s(u) ⇒ s(x)) ∧ (s(u) ⇒ s(y))
)

⇒

⇒ s(u)∗ =
∧

u∈X

s(u)∗ ∨ (s(x)
∧

s(y))∗ = δ(x, y).

Тем самым |[x] ∩ [y] = {θ} → xδy|X = 1 и δ — отношение дизъюнкт-
ности. Простота δ означает, что при любых x, y ∈ X справедливо

|xδy → x = θ ∨ y = θ|X = 1,

или, что то же самое,

δ(x, y) ⇒ s(x)∗ ∨ s(y)∗ = 1.

Последнее вытекает из определения δ. B
Пусть A := (A, ν) — алгебраическая B-система, а ∆ — то же, что

и в 4.1.13. Предположим, что все операции системы A сохраняют
дизъюнктность, т. е. для любого функционального символа f и для
любых элементов a ∈ A, x0, . . . , xn−1 ∈ A (n := a(f)) из соотношений
xk ⊥ a (k := 0, 1, . . . , n − 1) вытекает fν(x0, . . . , xn−1) ⊥ a. Если,
кроме того, B-метрика и дизъюнктность ∆ согласованы, то тройку
(A, ν, ∆) называют алгебраической B-системой с дизъюнктностью.
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4.1.14. Примечания.
(1) При доказательстве теоремы Стоуна 1.2.4 было установле-

но, что булева алгебра B изоморфна алгебре непрерывных функций
C(St(B), 2), где St(B) — вполне несвязный компакт. Можно попы-
таться в этом утверждении двухэлементное поле 2 заменить на про-
извольную универсальную алгебру. На этом пути возникает важный
пример алгебраической B-системы — булева степень универсальной
алгебры, введенная Р. Ф. Аренсом и И. Капланским [117] (см. также
[142, 143, 218]).

(2) В данном параграфе и ниже в этой главе мы рассматриваем
лишь вопросы, связанные с булевозначной реализацией алгебраи-
ческих B-систем и со спецификой соответствующей техники спус-
ков и подъемов. Логико-алгебраические аспекты алгебраических B-
систем более подробно обсуждаются, например, в [4, 144].

4.2. Спуски алгебраических систем

В настоящем параграфе операция спуска распространяется на
общие алгебраические системы и приводится несколько конкретных
примеров.

4.2.1. Пусть σ := (F, P, a) — некоторая сигнатура. Из общих
свойств канонического вложения класса множеств V в универсум
V(B) (см. 3.1.6, 3.1.9) следует, что V(B) |= «a∧ — отображение из
F∧ ∪P∧ в множество положительных целых чисел ω∧». Кроме того,
V(B) |= σ∧ = (F∧, P∧, a∧), следовательно,

V(B) |= «σ∧ есть сигнатура».

Если σ — некоторая сигнатура внутри V(B), то σ↓ не будет, во-
обще говоря, сигнатурой в обычном смысле. В самом деле, пусть
σ = (F, P, a)B ∈ V(B) для некоторых F , P , a ∈ V(B), причем [[a :
F ∪ P → ω∧]] = 1. Тогда для каждого u ∈ F ↓ ∪P ↓ найдется такое
счетное разбиение единицы (bn)n∈ω ⊂ B, что a↓(u) = mix(bnn∧). Та-
ким образом, при спуске произвольной сигнатуры возникают функ-
циональные и предикатные символы «смешанной арности». Разуме-
ется, можно было бы изучать более общий случай операций и преди-
катов смешанной арности, причем принципиальных трудностей при
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этом не возникло бы. Другое направление обобщения связано с рас-
смотрением алгебраических систем с бесконечноместными операци-
ями и предикатами. Настоящее изложение не затрагивает подобные
вопросы.

4.2.2. Прежде чем дать общие определения, рассмотрим спуск
весьма простой и важной алгебраической системы — двухэлементной
булевой алгебры. Возьмем два произвольных элемента 0, 1 ∈ V(B),
для которых [[0 6= 1]] = 1B . Можно считать, например, что 0:= 0∧

B и
1:= 1∧

B .
Спуск C двухэлементной булевой алгебры {0, 1}B ∈ V(B) пред-

ставляет собой полную булеву алгебру, изоморфную B. Изоморфизм
χ : B → C можно выбрать так, чтобы

[[χ(b) = 1]] = b, [[χ(b) = 0]] = b∗ (b ∈ B).

C Поскольку 0, 1 ∈ C, то для каждого b ∈ B перемешивание
c := mix(b1, b∗0) также входит в C, причем [[c = 1]] ≥ b и [[c = 0]] ≥ b∗.
С другой стороны,

[[c = 1]] ∧ [[c = 0]] = [[c = 1 ∧ c = 0]] ≤ [[0 = 1]] = 0,

значит, [[c = 1]] = b и [[c = 0]] = b∗. Полагая χ(b) := c, получим
отображение χ : B → C. Инъективность χ очевидна. Проверим,
что χ сюръективно. Действительно, если c ∈ C, то для b := [[c = 1]]
имеем

[[χ(b) = 0]] = b∗ = [[c = 0]], [[χ(b) = 1]] = b,

поэтому [[χ(b) = c]] ≥ [[χ(b) = 1]] ∧ [[c = 1]] = b.
Аналогично [[χ(b) = c]] ≥ b∗, стало быть, χ(b) = c.
Осуществим теперь спуск булевых операций из {0, 1}(B). Тогда

для любых x, y, z ∈ C справедливы эквивалентности

z = x ∧ y ↔ [[z = 1 ↔ x = 1 ∧ y = 1]] = 1,

z = x ∨ y ↔ [[z = 0 ↔ x = 0 ∧ y = 0]] = 1,

x = y∗ ↔ [[x = 1 ↔ y = 0]] = 1.

Исходя из этих соотношений, легко проверить, что C — буле-
ва алгебра, а χ — булев изоморфизм. Покажем, к примеру, что χ
сохраняет точные верхние границы любых двух элементов.
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Пусть b1, b2 ∈ B, b0 := b1 ∨ b2 и cl := χ(bl) при l = 0, 1, 2. Тогда
по определению

[[cl = 1]] = bl, [[cl = 0]] = b∗l (l = 0, 1, 2),

следовательно,

[[c0 = 0]] = b∗0 = b∗1 ∧ b∗2 = [[c1 = 0]] ∧ [[c2 = 0]],

или, что то же самое, [[c0 = 0 ↔ c1 = 0∧ c2 = 0]] = 1. Таким образом,
c0 = c1 ∨ c2 или χ(b0) = χ(b1) ∨ χ(b2). Аналогично проверяется
сохранение точных нижних границ и дополнений. B

4.2.3. Рассмотрим теперь алгебраическую систему A сигнату-
ры σ∧ внутри V(B), и пусть [[A = (A, ν)B ]] = 1 для некоторых A,
ν ∈ V(B). Под спуском алгебраической системы A понимается пара
A↓:= (A↓, µ), где µ — функция, определяемая соотношениями:

µ : f 7→ (ν↓(f))↓ (f ∈ F ),
µ : p 7→ χ−1 ◦ (ν↓(p))↓ (p ∈ P ).

Здесь χ — канонический изоморфизм булевых алгебр B и {0, 1}B ,
определенный в 4.2.2.

Говоря более подробно, модифицированный спуск ν↓ есть отоб-
ражение с областью определения dom(ν↓) = F ∪ P . Для каждого
p ∈ P имеем [[a(p)∧ = a∧(p∧)]] = 1, [[ν↓(p) = ν(p∧)]] = 1, следователь-
но,

V(B) |= ν↓(p) : Aa(f)∧ → {0, 1}B .

Теперь ясно, что (ν↓(p))↓: (A↓)a(f) → C := {0, 1}B↓ и можно поло-
жить µ(p) := χ−1 ◦ (ν↓(p))↓.

Пусть символ ϕ(x0, . . . , xn−1) обозначает фиксированную фор-
мулу сигнатуры σ с n свободными переменными. Выпишем фор-
мулу Φ(x0, . . . , xn−1,A) языка теории множеств, выражающую тот
факт, что A |= ϕ(x0, . . . , xn−1). Напомним, что соотношение A |=
ϕ(x0, . . . , xn−1) определяет n-местный предикат в A, или, что то же
самое, отображение из An в {0, 1}. В силу принципа максимума и
принципа переноса существует единственный элемент |ϕ|A ∈ V(B)

такой, что

[[|ϕ|A : An∧
→ {0, 1}B ]] = 1,

[[|ϕ|A(a↑) = 1]] = [[Φ(a(0), . . . , a(n − 1), A)]] = 1
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для каждого a : n → A↓. В дальнейшем вместо |ϕ|A(a↑) будем писать
|ϕ|A (a0, . . . , an−1), где al := a(l). Итак, соотношение

V(B) |= «ϕ(a0, . . . , an−1) истинна в модели A»

равносильно следующему: [[Φ(a0, . . . , an−1, A)]]=1.

4.2.4. Теорема. Пусть A — алгебраическая система сигнату-
ры σ∧ внутри V(B). Тогда A ↓ — расширенная алгебраическая B-
система сигнатуры σ. При этом для любой формулы ϕ сигнатуры σ
выполняется

χ ◦ |ϕ|A↓ = |ϕ|A↓ .

C Нам уже известно, что A↓ — расширенное B-множество. Да-
лее, модифицированный спуск ν′ элемента ν ∈ V(B) есть отображе-
ние, причем dom(ν′) = F ∪ P (см. 3.5.5 (3)). Кроме того,

[[ν′(f) : Aa(f)∧ → A]] = 1 (f ∈ F ),

[[ν′(p) : Aa(p)∧ → {0, 1}]] = 1 (p ∈ P ).

Отсюда с учетом 3.2.6 (10) и 3.2.12 выводим, что ν′(f) ↓ и ν′(p) ↓
являются нерастягивающими отображениями из (A↓)a(f) в A↓ и из
(A↓)a(p) в C := {0, 1}B↓ соответственно. Значит, (A↓, µ) — расширен-
ная алгебраическая B-система.

Пусть теперь ϕ — формула сигнатуры σ и покажем, что

[[|ϕ|A (a0, . . . , an−1) = 1]] = |ϕ|A↓(a0, . . . , an−1)

для любых a0, . . . , an−1 ∈ A↓.
Тогда в силу 3.2.12 и определения χ из 4.2.2 имеют место равен-

ства

|ϕ|A↓(a0, . . . , an−1) = [[|ϕ|A↓ (a0, . . . , an−1) = 1]] =
= χ−1(|ϕ|A↓ (a0, . . . , an−1)),

откуда вытекает требуемое соотношение.
Будем действовать индукцией по длине формулы ϕ. Пусть сна-

чала ϕ — атомная формула. Если q ∈ P и a(q) = 0, то [[ν(q∧) =
0 ∨ ν(q∧) = 1]] = 1, так что ν′(q) ∈ C и µ(q) = χ−1(ν′(q)) ∈ B.
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По 4.2.2 µ(q) = [[χ ◦ µ(q) = 1]] = [[1 = ν(q∧)]]. Далее, рассмотрим
термы t0, . . . , tm−1 сигнатуры σ, принимающие значения b0, . . . , bm−1
при значениях a0, . . . , an−1 переменных x0, . . . , xn−1. Пусть p ∈ P и
a(p) = m. Если ϕ(x0, . . . , xn−1) := p(t0, . . . , tm−1), то

[[|ϕ|A (a0, . . . , an−1) = 1]] = [[ν↓(p)(b0, . . . , bm−1) = 1]] =
= [[χ ◦ pµ(b0, . . . , bm−1) = 1]] = pµ(b0, . . . , bm−1).

Если же ϕ(x0, . . . , xn−1) := (t0(x0, . . . , xn−1) = t1(x0, . . . , xn−1)), то

[[|ϕ|A(a0, . . . , an−1) = 1]] = [[b0 = b1]] = d(b0, b1)∗.

Предположим теперь, что ϕ1 и ϕ2 имеют вид ϕ ∧ ψ и (∀x0)ϕ соот-
ветственно, причем для ϕ и ψ требуемое утверждение уже доказано.
Тогда

[[|ϕ1|A(a0, . . . , an−1) = 1]] = [[|ϕ|A(a0, . . . , an−1) = 1∧
∧ |ψ|A(a0, . . . , an−1) = 1]] = [[|ϕ|A(a0, . . . , an−1) = 1]]∧
∧ [[|ψ|A(a0, . . . , an−1) = 1]] = |ϕ1|A↓(a0, . . . , an−1);

[[|ϕ2|A(a0, . . . , an−1) = 1]] = [[(∀x0 ∈ A)|ϕ|A(a0, . . . , an−1) = 1]] =

=
∧

a0∈A↓

[[|ϕ|A(a0, . . . , an−1) = 1]] = |ϕ2|A↓(a0, . . . , an−1).

Аналогично разбираются случаи квантора общности и осталь-
ных пропозициональных связок. B

4.2.5. Теорема. Пусть A и B — алгебраические системы од-
ной и той же сигнатуры σ∧ внутри V(B). Положим A′ := A↓ и B′ :=
B↓. Тогда если h — гомоморфизм (сильный гомоморфизм) внутри
V(B) системы A в систему B, то h′ := h↓ — гомоморфизм (сильный
гомоморфизм) B-систем A′ и B′. Наоборот, если h′ : A′ → B′ —
гомоморфизм (сильный гомоморфизм) алгебраических B-систем, то
h := h′ ↑ — гомоморфизм (сильный гомоморфизм) внутри V(B) из
системы A в систему B.

C Ограничимся обоснованием п. 4.1.10 (3) из определения гомо-
морфизма, т. е. рассмотрим лишь случай ненульместного функци-
онального символа. Для других символов сигнатуры σ рассужде-
ния аналогичны. Пусть A := (A, ν)B для некоторых A, ν ∈ V(B) и
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A′ = (A′, ν′). Предположим, что µ ∈ V(B) и µ′ ∈ V — интерпретирую-
щие отображения систем B и B′ соответственно. Рассмотрим функ-
циональный символ f арности n = a(f) и элементы a0, . . . , an−1 ∈ A′.
Как и раньше, запись t = g(a0, . . . , an−1) для g ∈ V(B) будет служить
обозначением для формулы t = g(a), где a ∈ V(B) — такой элемент
из V(B), что [[a : n∧ → A]] = 1 и a↓(l) = al (l < n). Если h ∈ V(B) —
гомоморфизм внутри V(B) из A в B, то

[[h(ν(f∧)(a0, . . . , an−1)) = µ(f∧)(h(a0), . . . , h(an−1))]] = 1.

Кроме того, по определению спусков (см. 3.5.5 (3))

[[ν(f∧) = ν↓(f)]] = [[µ(f∧) = µ↓(f)]] = 1;
[[ν↓(f)(a0, . . . , an−1) = ν′(f)(a0, . . . , an−1)]] = 1;
[[µ↓(f)(b0, . . . , bn−1) = µ′(f)(b0, . . . , bn−1)]] = 1;

[[h(t) = h′(t)]] = 1 (t ∈ A′).

Суммируя все эти соотношения, ввиду отделимости V(B) получим

h′(ν′(f)(a0, . . . , an−1)) = µ′(f)(h(a0), . . . , h(an−1)).

Наоборот, предположим, что выполнено последнее равенство.
Заменив в этом равенстве h′ на h := h′↑, получим формулу, истин-
ную внутри V(B). Последовательно заменяя в ней ν′(f) на ν↓(f) и
ν↓(f) на ν(f∧), а затем µ′(f) на µ↓(f) и µ↓(f) на µ(f∧), приходим
к новой формуле, истинной внутри V(B). Эта новая формула и есть
требуемое свойство внутри V(B). B

Следствие. В обозначениях теоремы 4.2.5 [[h — изоморфизм
алгебраических систем A и B]] = 1 в том и только в том случае, если
h′ — изоморфизм алгебраических B-систем A′ и B′.

4.2.6. Как уже отмечалось в 4.1.3, расширенную алгебраиче-
скую B-систему A := (A, ν) можно рассматривать как обычную (т. е.
{0, 1}-значную) алгебраическую систему A′ := (A, ν′) той же сигна-
туры, если заменить B-значные предикаты pν множествами ν′(p) :=
{(x0, . . . , xn−1) ∈ An : pν(x) = 1}. Это отнюдь не означает, что ес-
ли A является B-моделью формулы ϕ сигнатуры σ(A), то A′ будет
{0,1}-значной моделью, т. е. моделью в обычном смысле для той
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же формулы ϕ. Вместе с тем для некоторых формул дело обстоит
именно так. Этот вопрос будет рассмотрен подробнее в следующем
параграфе.

Здесь же ограничимся несколькими конкретными примерами
алгебраических B-систем, получаемых с помощью спуска. Если фор-
мула ϕ представляет собой аксиомы группы кольца, модуля и т. п.
и алгебраическая система A является двузначной моделью для ϕ, то
говорим, как обычно, что A — группа, кольцо, модуль и т. п. Ес-
ли же A есть B-модуль для ϕ, то говорим, что A — это B-группа,
B-кольцо, B-модуль и т. д.

Рассмотрим произвольную группу G. Эндоморфизм π : G → G
назовем проектором, если π ◦ π = π. Будем говорить, что B —
булева алгебра проекторов в группе G, если B состоит из попарно
коммутирующих проекторов в G и образует булеву алгебру с нулем
0B := 0 и единицей 1B := IG относительно операций:

π1 ∨ π2 := π1 + π2 − π1 ◦ π2, π1 ∧ π2 := π1 ◦ π2, π
∗ := 1 − π

(π1, π2, π ∈ B).

Порядок в B таков, что π1 ≤ π2 в том и только в том случае, если
π1(G) ⊂ π2(G).

Алгебраическую систему (G, B) и самое группу G мы называем
BAP-группой или группой с выделенными проекциями или, короче,
группой с проекциями. При этом мы говорим, что B — выделенная
булева алгебра проекций BAP-группы (G,B). Назовем BAP-группу
(G, B) расширенной, если B порядково полная булева алгебра и для
любого семейства (xξ) ⊂ G и любого разбиения единицы (πξ) ⊂ B
существует единственный элемент x ∈ G такой, что πξxξ = πξx для
всех ξ. Пусть (G,B) и (G′, B′) — две BAP-группы. Групповой го-
моморфизм h : G → G′ называется BAP-гомоморфизмом, если су-
ществует булев изоморфизм  : B → B′, такой, что h ◦ π = (π) ◦ h
для всех π ∈ B.

Пусть теперь R — кольцо и аддитивная группа этого кольца
имеет булеву алгебру проекторов B. Если, сверх того, каждый про-
ектор π ∈ B является кольцевым гомоморфизмом, то говорят, что
(R, B) — это BAP-кольцо или кольцо с проекциями.

Носителем элемента x ∈ R назовем проектор [x] :=
∧
{π ∈ B :

πx = x}. Ясно, что если носители [x] и [y] дизъюнктны (как эле-
менты булевой алгебры B), то x · y = 0. Обратное, вообще говоря,
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неверно. Если x ·y = 0, то говорят, что x и y ортогональны. Элемент
называется регулярным, если он ортогонален только к нулевому эле-
менту. Делителем нуля именуют всякий элемент, ортогональный к
какому-нибудь ненулевому элементу.

Кольцо называют полупервичным, если оно не имеет ненулевых
нильпотентных идеалов. Нильпотентность идеала J ⊂ K означает,
что Jn := J · . . . · J︸ ︷︷ ︸

n раз

= {0} для некоторого натурального n.

Пусть S — мультипликативное подмножество кольца с еди-
ницей K, т. е. 1 ∈ S и xy ∈ S для любых x и y ∈ S. В множестве
K × S введем отношение эквивалентности, полагая

(x, s)∼(x′, s′) ↔ (∃ t ∈ S)(t(sx′ − s′x) = 0).

Пусть S−1K := K × S/∼, а (x, s) 7→ x/s — каноническое фактор-
отображение. Множество S−1K можно снабдить структурой кольца
с помощью равенств

(x/s) + (y/t) := (tx + sy)/st, (x/s)(y/t) := (xy)/(st).

Отображение x 7→ x/1 (x ∈ K) есть гомоморфизм из K в S−1K, на-
зываемый каноническим. Кольцо S−1K называется кольцом част-
ных кольца K по подмножеству S.

4.2.7. Теорема. Пусть G — группа внутри V(B) и G := G ↓.
Тогда G — группа, причем в ней выделены полная булева алгебра
проекторов B и изоморфизм  : B

на−→ B такие, что

b ≤ [[x = 0]] ↔ (b)x = 0 (x ∈ G, b ∈ B).

Более того, (G, B) — расширенная BAP-группа и имеют место экви-
валентности:

(1) V(B) |= «G коммутативна» ↔ «G коммутативна»;
(2) V(B) |= «G — группа без кручения» ↔ «G — группа

без кручения».
C По теореме 4.2.4 G↓ — расширенная алгебраическая B-систе-

ма и притом B-группа. Спуск операции суммы + обозначим тем же
символом.
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Покажем, что G — группа. Ограничимся существованием об-
ратных элементов. Пусть ϕ := (∀x)(∃! y)(x + y = 0). Тогда по 4.1.8

|ϕ|G :=
∧

x∈G

∨

y∈G

|x + y = 0|G = 1.

В силу расширенности B-множества G для каждого x ∈ G существу-
ет y ∈ G такой, что

1 = |x + y = 0|G = d(x + y, 0)∗ = [[x + y = 0]],

следовательно, x + y = 0. Если x + z = 0 для некоторого z ∈ G, то
|x + z = 0|G = 1. Поскольку G есть B-группа, то

1 = |x + y = 0 ∧ x + z = 0|G ⇒ |y = z|G,

значит, |y = z|G = [[z = y]] = 1 и z = y.
Конгруэнциями группы G являются в точности эквивалентно-

сти, определяемые различными ее нормальными подгруппами. По-
этому в силу теоремы 4.1.6 существует изоморфизм  из B на неко-
торую полную булеву алгебру B′ нормальных подгрупп группы G
такой, что b ≤ [[x = 0]] ↔ x ∈ (b∗) (b ∈ B, x ∈ G).

Если b ∈ B, то f(b)∩ f(b∗) = 0. С другой стороны, для каждого
x ∈ G существуют x1 := mix{bx, b∗0}, x2 := mix{b∗x, b0} и поскольку
b∗ ≤ [[x1 = 0]], b ≤ [[x2 = 0]], то x1 ∈ (b), x2 ∈ (b∗). Кроме того,
[[x = x1 + x2]] ≥ [[x1 = x]] ∧ [[x2 = 0]] ≥ b и [[x = x1 + x2]] ≥[[x1 = 0]]∧
[[x2 = x]] ≥ b∗, значит, x = x1 + x2. Итак, всякая подгруппа ви-
да (b) выделяется прямым слагаемым и ей соответствует оператор
проектирования πb на (b) параллельно дополнительной подгруппе
(b∗). Точнее, πb определяется условиями: πbx = x для всех x ∈ (b)
и πbx = 0 при x ∈ (b∗). Обозначим той же буквой  изоморфизм
b 7→ πb, b ∈ B, и положим B := (B). Ясно, что B и  удовлетво-
ряют требуемым условиям. Расширенность группы G равносильна
расширенности соответствующего B-множества, ибо x = mix(bξxξ) в
том и только в том случае, если (bξ)x = (bξ)xξ при всех ξ.

Допустим, что G — группа с кручением. Тогда

[[(∃x ∈ G )(∃n ∈ ω∧)(nx = 0) ∧ (0 6= x) ∧ (0 < n)]] = 1,



4.2.Спуски алгебраических систем 191

значит, существуют элемент 0 6= x ∈ G и разбиение единицы (bn)n∈ω

в B такие, что bn ≤ [[n∧x = 0]] для всех n ∈ ω. Заметим, что
[[n∧x = nx]] = 1. Стало быть, bn ≤ [[x 6= 0]], bn ≤ [[nx = 0]] и
(bn)(nx) = n(bn)x = 0. Хотя бы для одного 0 6= n ∈ ω проек-
тор (bn) ненулевой, но это означает, что G — группа с кручени-
ем. Наоборот, если nx = 0 для некоторых 0 6= x ∈ G и n ∈ ω, то
[[n∧x = 0]] = [[nx = 0]] = 1, поэтому [[(∃n ∈ ω∧)(nx = 0)∧ (n > 0)]] = 1,
т. е. [[G — группа с кручением ]] = 1. Утверждение, касающееся
коммутативности, очевидно. B

4.2.8. Теорема. Пусть K — кольцо внутри V(B) и K := K ↓.
Тогда K — расширенное BAP-кольцо с выделенной булевой алгеброй
проекторов B и существует изоморфизм  : B

на−→ B такой, что

b ≤ [[x = 0]] ↔ (b)x = 0 (x ∈ K, b ∈ B).

При этом справедливы следующие эквивалентности:
(1) V(B) |= «K коммутативно (полупервично)» ↔ «K

коммутативно (полупервично)»;
(2) V(B) |= «K не имеет делителей нуля» ↔ «любые два

элемента из K ортогональны лишь в том случае, ко-
гда дизъюнктны их носители»;

(3) V(B) |= «S служит мультипликативным подмноже-
ством кольца K » ↔ «S := S ↓ — мультипликатив-
ное подмножество в K», при этом (S −1K )↓' S−1K
(здесь ' означает кольцевой изоморфизм);

(4) V(B) |= «K — поле» ↔ «K полупервично, ортого-
нальность элементов K равносильна дизъюнктности
их носителей и всякий регулярный элемент в нем об-
ратим»;

(5) V(B) |= «R — радикал кольца с единицей K » ↔ «R↓
— радикал кольца с единицей K»; иными словами,
если K имеет единицу, то R(K )↓= R(K);

(6) V(B) |= «(K , D) — это BAP-кольцо» ↔ «отображе-
ние π 7→ π↓ (π ∈ D↓) есть изоморфизм D↓ на неко-
торую булеву алгебру проекторов D в K, причем B
есть правильная подалгебра в D и (K, D) — это BAP-
кольцо».
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C По теореме 4.2.7 K — расширенная BAP-группа и существу-
ет изоморфизм  из B на полную булеву алгебру B аддитивных
проекторов, удовлетворяющий нужному условию. Снабдим K опе-
рацией умножения в соответствии с общим определением 4.2.3. Бо-
лее подробно для элементов x, y ∈ K имеем [[x, y ∈ K ]] = 1, по-
этому в модели V(B) существует произведение z этих элементов:
[[z ∈ K ]] = [[z = x · y]] = 1. Примем z за произведение x и y в
K. Итак,

z = x · y ↔ [[z = x · y]] = 1 (x, y, z ∈ K).

То, что при этом получается кольцо, без труда выводится с ис-
пользованием теоремы 4.2.4. Возьмем произвольный элемент b ∈ B и
покажем, что проектор (b) есть кольцевой гомоморфизм. Действи-
тельно, операция умножения в K является спуском соответствующей
операции в K , поэтому она экстенсиональна и, значит, сохраняет пе-
ремешивание. Следовательно, учитывая определение проектора (b)
(см. 4.2.7), для любых x, y ∈ K получим

(b)xy = mix{bxy, b∗0} =
= mix{bx, b∗0} · mix{by, b∗0} = (b)x · (b)y.

Обратимся теперь к обоснованию утверждений (1)–(6).
(1) Устанавливается по аналогии с 4.2.7 (1).
(2) Утверждение V(B) |= «K не имеет делителей нуля» равно-

сильно тому, что для любых x и y ∈ K ↓ верно b := [[xy = 0]] =
[[x = 0]] ∨ [[y = 0]]. Если выполняется последнее соотношение и
xy = 0, то b = 1, стало быть, для e := [[x = 0]] и c := [[y = 0]] имеем
e∗ ∧ c∗ = 0. Кроме того, (e∗)x = x и (c∗)y = y, поэтому [x] ≤ (e∗) и
[y] ≤ (c∗). Отсюда видно, что носители [x] и [y] дизъюнктны. Если
же [x] ◦ [y] = 0, то, как отмечалось в 4.2.6, x · y = 0.

Наоборот, допустим, что равенство xy = 0 равносильно дизъ-
юнктности носителей [x] и [y]. Тогда для b := [[xy = 0]] из равенств
0 = (b)xy = ((b)x) · ((b)y) вытекает, что проекторы π := [(b)x] и
ρ := [f(b)y] дизъюнктны. Заметим, что (b) ◦ π∗x = 0 и (b) ◦ ρ∗y = 0,
а потому

[[x = 0]] ∨ [[y = 0]] ≥ (b ∧ f−1(π∗)) ∨ (b ∧ −1(ρ∗)) = b.

(3) Утверждение о мультипликативности ясно. Докажем, что
спуск кольца частных есть кольцо частных. Заметим сначала, что
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(S × K )↓= S × K. Рассмотрим отношение эквивалентности P ∈
V(B) такое, что для x, x′ ∈ K и s, s′ ∈ S

V(B) |= (x, s)P(x′, s′) ↔ (∃ t ∈ S )(t(sx′ − s′x) = 0).

Если P := P↓, то P — отношение эквивалентности в K × S, причем

(x, s)P (x′, s′) ↔ (∃ t ∈ S) (t(sx′ − s′x) = 0).

Далее, спуск фактор-множества S ×K /P биективен с множеством
KS × K/P . Наконец, для x, y ∈ K и s, t ∈ S равенства

(x/s) + (y/t) = (tx + sy)/st, (x/s)(y/t) = (xy/st)

верны в том и только в том случае, если они истинны внутри V(B).
Осталось сопоставить сказанное с определением кольца частных.

(4) Допустим, что [[K — поле ]] = 1. Тогда K полупервично и из
xy = 0 вытекает [x]◦[y] = 0 для всех x и y ∈ K согласно (1) и (2). Для
всякого регулярного элемента x ∈ K будет (b)xy = 0 → (b)y = 0,
каковы бы ни были b ∈ B и y ∈ K. Но тогда [[xy = 0]] ≤ [[y = 0]],
т. е. [[x 6= 0]] = 1. Таким образом, существует элемент u ∈ K такой,
что [[xu = ux = 1]] = 1, поэтому xu = ux = 1, т. е. x обратим
в кольце K. Наоборот, пусть K полупервично, всякий регулярный
элемент в нем обратим и ортогональность элементов K равносильна
дизъюнктности их носителей. Тогда V(B) |= «K — коммутативное
кольцо», следовательно, [[K — поле ]] = [[(∀x)(x ∈ K ∧ x 6= 0 →
«x обратим») ]] =

∧
{[[(∃ z)(z = x−1)]] : x ∈ K ∧ [[x 6= 0]] = 1}. Значит,

достаточно показать, что если [[x 6= 0]] = 1, то [[x обратим ]] = 1,
каков бы ни был x ∈ K. Допустим, что [[x 6= 0]] = 1 и xy = 0 для
некоторого y ∈ K. Тогда для π := [x] и ρ := [y] имеем π ◦ ρ = 0.
С другой стороны, (b)x = 0 влечет b ≤ [[x = 0]] = [[x 6= 0]]∗ = 1∗ = 0,
стало быть, ρ := (1) = IK . Отсюда получаем π ≤ ρ∗ = 0 или y = 0.
Следовательно, элемент x обратим в кольце K. Это немедленно
приводит к соотношению [[x обратим в K ]] = 1.

(5) Элемент x входит в радикал кольца в том и только в том
случае, если для любого y элемент 1 − yx обратим слева. Остается
заметить, что 1− yx обратим слева в K тогда и только тогда, когда
[[1 − yx обратим слева в K ]] = 1.
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(6) Если [[ (K , D) — это BAP-кольцо ]] = 1 и π ∈ D↓, то по 4.2.7
π↓: K → K — гомоморфизм. С другой стороны, [[π ◦ π = π]] = 1,
поэтому (π↓) ◦ (π↓) = (π ◦ π)↓= π↓, т. е. π↓ — проектор. То, что
D — булева алгебра, будет установлено в 4.2.9. Тем самым (K, D)
— это BAP-кольцо. По определению B = {π↓: π ∈ {0D ,1D}B↓} (см.
4.2.7), поэтому B ⊂ D. Аналогично устанавливается противополож-
ная импликация. B

4.2.9. Теорема. Пусть D — полная булева алгебра внутри
V(B) и D := D ↓. Тогда D — полная булева алгебра и существует
полный мономорфизм ı : B → D такой, что

b ≤ [[x ≤ y]] ↔ ı(b)x ≤ ı(b)y

для всех x, y ∈ D и b ∈ B.
C В силу 4.2.4 D — расширенная алгебраическая B-система сиг-

натуры (∨,∧, ∗, 0, 1). То, что D — булева алгебра, также следует из
4.2.4. Временно обозначив булевы операции в D через ∨̃, ∧̃, прове-
рим, например, дистрибутивность.

Рассмотрим термы t1(x, y, z) := (x ∧ y) ∨ z, t2(x, y, z) := (x ∨
z) ∧ (x ∨ y) и формулу ψ := (∀x)(∀ y)(∀ z)ϕ(x, y, z), где ϕ(x, y, z) :=
(t1(x, y, z) = t2(x, y, z)). Тогда согласно 4.2.4 будет

1 = [[|ψ|D = 1]] = |ψ|D =
∧

a,b,c∈D

|ϕ|D(a, b, c),

значит, |ϕ|D(a, b, c) = 1 для всех a, b, c ∈ D. Далее,

1 = |ϕ|D(a, b, c) = d(t1(a, b, c), t2(a, b, c))∗ =
= [[t1(a, b, c) = t2(a, b, c)]] = [[(a∧̃b)∨̃c = (a∨̃c)∧̃(b∨̃c)]].

Отсюда ввиду отделимости V(B) получаем (a∧̃b)∨̃c = (a∨̃c)∧̃(b∨̃c).
Точно так же проверяется справедливость остальных аксиом булевой
алгебры. Итак, D — булева алгебра.

Полнота D не есть свойство первого порядка, поэтому она не
выводима по указанной схеме. Пусть ≤∈ V(B) — обычное отношение
порядка в D , т. е.

V(B) |= (∀x ∈ D)(∀ y ∈ D)(x ≤ y ↔ x ∧ y = x).
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Положим ≤̃ := (≤)↓. Тогда для x, y ∈ D выполняется x≤̃y в том
и только в том случае, если x∧̃y = x. Рассмотрим соответствие
Φ := (≤̃, D, D). Ясно, что Φ вполне нерастягивающее. Далее, если
A ⊂ D, то πΦ(A) (π−1

Φ (A)) — множество всех верхних (соответствен-
но нижних) границ множества A (относительно порядка ≤̃). Таким
образом,

sup(A) = πΦ(A) ∩ π−1
Φ (πΦ(A)),

если sup(A) существует. Если Ψ := (≤,D , D)B , то Ψ — соответствие
внутри V(B) и Φ = Ψ↓. В силу полноты D существует такой элемент
a ∈ D, что [[a = sup(A)]] = 1 или [[πΨ(A) ∩ π−1

Ψ (πΨ(A)) = a]] = 1.
Привлекая правило спуска поляр (см. 3.2.13 (2)), выполним простые
вычисления:

a = (π−1
Ψ (πΨ(A↑)) ∩ πΨ(A↑))↓=

= π−1
Ψ (πΨ(A↑↓)) ∩ πΦ(A↑↓) = sup(mix(A)) = sup(A).

Следовательно, a = sup(A) и полнота D обоснована. Пусть λ ∈
V(B) — тождественное вложение алгебры {0D ,1D}B в D внутри V(B).
Положим ı1 = λ↓ и ı := ı1 ◦ ı2, где ı2 — изоморфизм B на {0D ,1D}B↓.
Тогда ı — мономорфизм. Полнота мономорфизма ı следует из того,
что для A ⊂ B верно ı(πΦ′(A)) ⊂ πΦ(ı(A)), где Φ′ := ı−1 ◦ Φ ◦ ı.

Далее, ввиду очевидного соотношения

V(B) |= (∀x, y ∈ D)(∀ c ∈ {0D ,1D})(λ(c)x =
= λ(c)y ↔ (c = 0D) ∨ (c = 1D ∧ x = y))

для любых x, y ∈ D и b ∈ B будет

[[ı(b)x = ı(b)y]] = b∗ ∨ (b ∧ [[x = y]]).

Отсюда получаем ı(b)x = ı(b)y ↔ b ≤ [[x = y]], следовательно,

d(x, y)∗ = [[x = y]] =
∨

{b ∈ B : ı(b)x = ı(b)y}.

Теперь ясно, что если ϕ(x, y) := x ≤ y, то

|ϕ|D(x, y) =
∨

{b ∈ B : ı(b)x ≤ ı(b)y},

[[|ϕ|D(x, y) = 1]] = [[x ≤ y]],
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откуда и вытекает требуемая эквивалентность. B
Отметим теперь несколько следствий для BAP-колец и буле-

вых алгебр, доказательства которых содержатся по существу в 4.2.5,
4.2.7, 4.2.8, 4.3.2.

Возьмем BAP-кольца K1 и K2 и пусть 1 и 2 — изоморфизмы
B на выделенные булевы алгебры проекторов в K1 и K2 соответ-
ственно. Гомоморфизм h : K1 → K2 назовем B-однородным, если
h ◦ 1(b) = 2(b) ◦ h (b ∈ B). Будем говорить также, что K1 — кольцо
с выделенной булевой алгеброй проекторов B и h перестановочен с
проекторами из B.

4.2.10. (1) Теорема. Пусть K1 и K2 —это BAP-кольца с од-
ной и той же выделенной алгеброй проекторов D внутри V(B). Поло-
жим D := D↓, Kl := Kl↓ и l := 1, 2. Тогда K1 и K2 — это BAP-кольца
с выделенной алгеброй проекторов D и если внутри V(B) верно, что
h — гомоморфизм из кольца K1 в кольцо K2, перестановочный с
проекторами из D , то h↓ — гомоморфизм из кольца K1 в кольцо K2,
перестановочный с проекторами из D. Если h — изоморфизм K1 на
K2, то h↓ — изоморфизм K1 на K2.

(2) Теорема. Пусть D1 и D2 — полные булевы алгебры внут-
ри V(B). Положим Dk := Dk↓, и пусть ık : B → Dk — канонический
мономорфизм при k = 1, 2 (см. 4.2.9). Если h ∈ V(B) есть изомор-
физм D1 на D2 внутри V(B), то существует изоморфизм H алгебры
D1 на D2, для которого коммутативна диаграмма:

D1 D2

B

-H

¡
¡

¡
¡

¡ª

ı1
@

@
@

@
@R

ı2

Наоборот, если H : D1 → D2 — такой изоморфизм булевых алгебр,
что указанная диаграмма коммутативна, то алгебры D1 и D2 изо-
морфны внутри V(B).
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4.3. Погружение алгебраических B-систем

В текущем параграфе функтор погружения, изученный в 3.4,
распространяется на категории алгебраических B-систем.

4.3.1. Пусть A := (A, ν) — алгебраическая B-система сигнатуры
σ := (F, P, a). Рассмотрим отображение ν′ : F ∪ P → V(B), действую-
щее по правилу

ν′ : s 7→ ν(s)∼ := F∼(ν(s)) (s ∈ F ∪ P ),

где F∼ — функтор погружения (см. 3.4.12–3.4.16). В соответствии
с общим определением погружения соответствий 3.4.13 для каждого
f ∈ F , a(f) = n, отображение λ′(f) : (A∼)n∧ → A∼ внутри V(B)

определяется соотношением

[[ν′(f)(ıA(x0), . . . , ıA(xn−1)) = ıA ◦ ν(f)(x0, . . . , xn−1)]] = 1,

где ıA — каноническое вложение A в A′ := A∼ ↓ (см. 3.5.4). Ана-
логично для p ∈ P , a(p) = m, элемент ν′(p) ∈ V(B) — это такое
отображение из (A∼)m∧

в {0, 1}B ∈ V(B), что

[[ν′(p)(ıA(x0), . . . , ıA(xm−1)) = ıB ◦ ν(p)(x0, . . . , xm−1)]] = 1.

Как видно, модифицированный подъем µ := (ν′)↑ отображения ν′ :
F ∪P → im(ν′) представляет собой интерпретирующее отображение
внутри V(B). Пару (A∼, µ) или элемент (A∼, µ)B ∈ V(B) называют
булевозначной реализацией алгебраической B-системы A и обозна-
чают символом A∼.

4.3.2. Теорема. Для любой алгебраической B-системы A сиг-
натуры σ ее булевозначная реализация A∼ является алгебраической
системой сигнатуры σ∧ внутри V(B). При этом для всякой формулы
ϕ сигнатуры σ с n свободными переменными и для произвольных
a0, . . . , an−1 ∈ A := |A| выполняется

|ϕ|A(a0, . . . , an−1) = [[|ϕ|A
∼
(ıA(a0), . . . , ıA(an−1)) = 1]].

C Напомним, что, рассматривая произвольное множество как
B-множество, мы имеем в виду дискретную B-метрику на ней. В
силу этого σ∼ = σ∧ (см. 3.4.12). Благодаря 3.5.5, выполнено

V(B) |= «µ — функция и dom(µ) = F∧ ∪ P∧».
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По теореме 3.4.14 V(B) |= «µ(f∧) — отображение из (A∼)a(f)∧ в
A∼» при всех f ∈ F и V(B) |= «µ(p) — отображение из (A∼)a(p)∧ в
{0, 1}» для каждого p ∈ P . Отсюда немедленно вытекает, что V(B) |=
«A∼ — алгебраическая система сигнатуры σ∧».

Рассмотрим теперь формулу ϕ сигнатуры σ. В силу теоремы
3.5.5 (3) для f ∈ F и p ∈ P будет

ıA ◦ fν(a0, . . . , an−1) = µ(f∧)↓(ıA(a0), . . . , ıA(an−1)) (al ∈ A),
ıB ◦ pν(a0, . . . , an−1) = µ(p∧)↓ (ıA(a0), . . . , ıA(an−1)) (al ∈ A).

Используя эти равенства, индукцией по длине формулы ϕ вы-
водим

|ϕ|A(a0, . . . , an−1) = |ϕ|A
′
(ıA(a0), . . . , ıA(an−1)) (a0, . . . , an−1 ∈ A),

где A′ := A∼↓. Осталось привлечь теорему 4.2.4. B

4.3.3. Теорема. Пусть A := (A, ν) — алгебраическая B-систе-
ма сигнатуры σ. Тогда существуют такие A и µ ∈ V(B), что выпол-
нены условия:

(1) V(B) |= «(A , µ) — алгебраическая система сигнатуры
σ∧»;

(2) если A′ := (A′, ν′) — спуск системы (A , µ), то A′

— расширенная алгебраическая B-система сигнату-
ры σ;

(3) существует изоморфизм ı из A в A′ такой, что A′ =
mix(ı(A));

(4) для любой формулы ϕ сигнатуры σ с n свободными
переменными выполняется

|ϕ|A(a0, . . . , an−1) = |ϕ|A
′
(ı(a0), . . . , ı(an−1)) =

= χ−1 ◦ (|ϕ|A
∼
)↓(ı(a0), . . . , ı(an−1))

при всех a0, . . . , an−1 ∈ A и χ из 4.2.2.

C Положим A := A∼, ı := ıA, а µ определим как в 4.3.1. Тогда
требуемые утверждения вытекают из 3.5.5 (3), 4.2.4 и 4.3.2. B
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4.3.4. Теорема. Рассмотрим алгебраические B-системы A и
B одной и той же сигнатуры.

(1) Пусть h — нерастягивающее отображение из |A| в
|B|. Тогда h является гомоморфизмом (сильным го-
моморфизмом, изоморфизмом) в том и только в том
случае, если V(B) |= «h∼ — гомоморфизм (сильный
гомоморфизм, изоморфизм) из A∼ в B∼». Гомомор-
физм h∼ сюръективен внутри V(B) тогда и только
тогда, когда |B| = mix(h(|A|)).

(2) Пусть g ∈ V(B) и V(B) |= «g : A∼ → B∼ — гомомор-
физм алгебраических B-систем». Если при этом B
— расширенная алгебраическая B-система, то суще-
ствует единственный гомоморфизм h : A → B такой,
что g = h∼.

C (1) Если h′ := h∼↓, A′ := A∼↓, B′ := B∼↓, ı := ı|A| и  := ı|B|,
то h′ ◦ ı =  ◦ h (см. 3.5.4 (3)). Покажем, что h — гомоморфизм
в том и только в том случае, если h′ — гомоморфизм. При этом
ограничимся обоснованием 4.1.10 (3) с n = 1. Иными словами, нужно
показать, что h и h′ одновременно сохраняют или нет одноместные
операции. Пусть ν, λ, µ(ν) и µ(λ) — интерпретирующие отображения
систем A, B, A∼ и B∼ соответственно. Если h — гомоморфизм, то
h ◦ fν = fλ ◦ h. Кроме того, ı ◦ fν = (fµ(ν)↓) ◦ ı и  ◦ fλ = (fµ(λ)↓) ◦ ,
следовательно,

h′ ◦ (fµ(ν)↓) ◦ ı =  ◦ h ◦ fν =  ◦ fλ ◦ h = (fµ(λ)↓) ◦ h′ ◦ ı.

Учитывая также соотношение |A∼↓| = mix(ı(|A|)), получим h′◦(fµ(ν)↓
) = (fµ(λ)↓) ◦ h′. Наоборот, если верно последнее равенство, то, рас-
суждая в противоположном направлении, найдем h◦fν = fλ◦h. Слу-
чай произвольных операций или произвольных предикатов несколь-
ко более громоздок, но не вызывает принципиальных трудностей.
Итак, h — гомоморфизм, сильный гомоморфизм или изоморфизм
алгебраических B-систем A и B тогда и только тогда, когда соот-
ветствующим свойством обладает отображение h′ из A′ в B′. Ввиду
этого требуемое вытекает из 4.2.5 и 4.3.3.

(2) Если A — расширенная алгебраическая система, то требуе-
мое вытекает из 3.5.8 (4). В общем случае нужно вначале привлечь
3.5.8 (2). Искомый гомоморфизм имеет вид h := −1 ◦ (g↓) ◦ ı. B
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4.3.5. Отметим некоторые следствия теорем 4.3.3 и 4.3.4.
(1) Теорема. Если A — алгебраическая система конечной сиг-

натуры σ, то V(B) |= «A∧ — алгебраическая система сигнатуры σ∧».
При этом для всякой формулы сигнатуры ϕ с n свободными пере-
менными будет

A |= ϕ(a0, . . . , an−1) ↔ [[A∧ |= ϕ(a∧
0 , . . . , a∧

n−1)]] = 1,

каковы бы ни были a0, . . . , an−1 ∈ A.
C Для доказательства нужно лишь заметить, что если A :=

(A, f0, . . . , fk−1, p0, . . . , pm−1), то предложение A |= ϕ(a0, . . . , an−1)
записывается ограниченной формулой теории множеств ψ(A∧, f∧

0 ,
. . . , f∧

n , p∧
0 , . . . , p∧

m−1, a∧
0 , . . . , a∧

n−1), и сослаться на 2.2.9. B
(2) Теорема. Для всякой алгебраической B-системы A суще-

ствуют расширенная алгебраическая B-система A′ сигнатуры σ(A)
и изоморфизм ı из A в A′ такие, что

(a) |A′| = mix(ı(|A|));
(b) если h — гомоморфизм из A в расширенную алгебра-

ическую B-систему B, то существует единственный
гомоморфизм h′ : A′ → B такой, что h′ ◦ ı = h;

(c) если A′′ — расширенная алгебраическая B-система, а
изоморфизм ı′ : A → A′′ удовлетворяет условию (a)
(с заменой A′ на A′′), то существует единственный
изоморфизм h из A′ на A′′ такой, что h ◦ ı = ı′.

C Пусть (A , µ) — булевозначная реализация алгебраической B-
системы A. Тогда спуск A′ := (A , µ)↓ удовлетворяет всем требуемым
условиям. Действительно, в силу 4.3.3 (3, 4) каноническое вложение
ı := ı|A| является изоморфизмом, причем выполнено (a). Если h и B
— те, что указаны в (b), то по теореме 4.3.4 g := h∼↓ — гомоморфизм
из A′ в B′ := B∼↓. В силу расширенности B каноническое отобра-
жение  := ı|B| является изоморфизмом «на». Ясно, что h′ := −1 ◦ g
и есть искомый гомоморфизм. Полезно отметить, что если a ∈ |A′|
и a = mix(bξı(aξ)), то h′(a) = mix(bξh ◦ ı(aξ)). Утверждение (c) вы-
текает из (a) и из теоремы 4.3.4. B

Любую пару (A′, ı), где A′ — расширенная алгебраическая B-
система, а ı — изоморфизм из A в A′, удовлетворяющую условию
(a) теоремы (2), естественно назвать максимальным расширением A.
Тогда из теоремы (2) можно извлечь следующее утверждение.
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(3) Всякая алгебраическая B-система обладает единственным с
точностью до изоморфизма максимальным расширением.

Возьмем полный гомоморфизм π из B в полную булеву алгеб-
ру C. Пусть A := (A, f0, . . . , fk−1, p0, . . . , pm−1) — алгебраическая
система конечной сигнатуры внутри V(B). Обозначим

π∗(A) := (π∗(A), π∗(f0), . . . , π∗(pm−1))C , π∗(A) ∈ V(C),

где π∗ : V(B) → V(C) — ассоциированное с π отображение (см. 2.2).
(4) Теорема. Элемент π∗(A) представляет собой алгебраиче-

скую систему конечной сигнатуры σ(A) внутри V(C). Отображение
a 7→ π∗(a) (a ∈ A↓) является гомоморфизмом из A↓ в π∗(A)↓. Для
любой формулы ϕ сигнатуры σ(A) с n свободными переменными и
для произвольных a0, . . . , an−1 ∈ |A↓| выполняется формула

A↓|= ϕ(a0, . . . , an−1) → π∗(A)↓|= ϕ(π∗(a0), . . . , π∗(an−1)).

В частности, если B — алгебраическая B-система конечной сигна-
туры и A = B∼, то для a0, . . . , an−1 ∈ |B| имеем

B |= ϕ(a0, . . . , an−1) → π∗(A)↓|= ϕ(π∗ ◦ ı(a0), . . . , π∗ ◦ ı(an−1)),

где ı := ı|B|. Если π — мономорфизм, то π∗ — изоморфизм из A↓
в π∗(A)↓ и в указанных формулах верна также и обратная импли-
кация. Если π — изоморфизм, то π∗ — изоморфизм алгебраических
B-систем.

C Для доказательства этого факта нужно собрать воедино 2.2.4,
2.2.5, 4.1.10, 4.2.5 и воспользоваться рассуждением из (1). B

(5) Для всякой алгебраической системы A внутри V(B) выпол-
няется [[A↓∼ изоморфна A]] = 1.

(6) Теорема. Булевозначная реализация (A , ν, δ) алгебраи-
ческой B-системы с дизъюнктностью (A, ν, ∆) является алгебраиче-
ской системой с простой дизъюнктностью внутри V(B). Если (A′, ν′)
:= (A , µ)↓ и ∆′ := {(x, y) ∈ A′ × A′ : δ↓(x, y) = 1}, то (A′, ν′, ∆′)
— расширенная алгебраическая B-система с дизъюнктностью и для
любых x, y ∈ A справедливы эквивалентности

x ⊥ y ↔ ıx ⊥ ıy ↔ [[ıx = θ ∨ ıy = θ]] = 1,

где ı = ıA : A → A′ — каноническая инъекция.
C Достаточно привлечь 4.1.13 и 4.3.3. B
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4.3.6. Остановимся теперь подробнее на важном вопросе, за-
тронутом в 4.2.6. Возьмем алгебраическую B-систему A сигнатуры
σ. Для формулы ϕ той же сигнатуры и элементов a0, . . . , an−1 ∈
|A| мы временно будем использовать более информативную запись
A |=B ϕ(a0, . . . , an−1) вместо A |= ϕ(a0, . . . , an−1).

Применяя процедуру очистки, описанную в 4.1.3, к B-системе A,
мы получим двузначную алгебраическую систему A. Можно гово-
рить об истинности ϕ(a0, . . . , an−1) как в A, так и в A, ибо |A| = |A|
и σ(A) = σ. Возникает естественный вопрос, как связаны утвер-
ждения A |=B ϕ(a0, . . . , an−1) и A |= ϕ(a0, . . . , an−1). Теоремы 4.2.7
и 4.2.8 дают примеры таких формул ϕ, для которых из A |=B ϕ
вытекает A |= ϕ. С другой стороны, нетрудно построить пример,
нарушающий эту импликацию.

Действительно, пусть B := P([0, 1]) и A := R[0,1] — множество
всех вещественных функций на отрезке [0, 1] с B-метрикой

d(f, g) := {t ∈ [0, 1] : f(t) 6= g(t)} (f, g ∈ A).

Введем B-значный бинарный предикат [[ · ≤ · ]] на A формулой

[[f ≤ g]] := {t ∈ [0, 1] : f(t) ≤ g(t)} (f, g ∈ A).

Тогда A := (A, [[ · ≤ · ]]) — алгебраическая B-система и A |=B ϕ, где
ϕ := (∀x)(∀ y)(x ≤ y ∨ y ≤ x). Кроме того, очевидно, что A := (A,≤)
— очистка A, если положить

f ≤ g ↔ (∀ t ∈ [0, 1])f(t) ≤ g(t).

Очевидно, что A |= ¬ϕ. Итак, если T B(A) и T (A) — множества всех
формул (с константами из |A|), истинных в системах A и A соответ-
ственно, то никакое из этих двух множеств не будет, вообще говоря,
подмножеством другого. Можно ожидать поэтому, что имеют ме-
сто лишь соотношения вида T B(A) ∩ Φ(?)T (A) ∩ Φ для некоторого
класса Φ формул сигнатуры σ. Для точных формулировок необхо-
дим определенный синтаксический анализ текстов.

4.3.7. Выделим необходимые нам типы формул.
(1) Классы генерических и строго генерических формул опреде-

ляются рекурсией по длине формулы. Вот соответствующие правила
формирования:
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(a) Всякая атомная формула является строго генериче-
ской.

(b) Если ϕ и ψ — строго генерические формулы, то стро-
го генерическими будут также ϕ ∧ ψ, (∃x)ϕ, (∀x)ϕ.

(c) Каждая строго генерическая формула является гене-
рической.

(d) Если ϕ и ψ — генерические формулы, то генериче-
скими будут также ϕ ∧ ψ, (∃x)ϕ, (∀x)ϕ.

(e) Если ϕ — строго генерическая формула, то ¬ϕ — ге-
нерическая формула.

(f) Если ϕ — строго генерическая формула, а ψ — гене-
рическая формула, то ϕ → ψ — генерическая форму-
ла.

(2) Базисной хорновской формулой называют дизъюнкцию θ1 ∧
. . . ∧ θn, где самое большее одна из формул θk базисна, а остальные
— отрицания атомных формул. Формулу называют хорновской, если
она строится из базисных хорновских формул посредством связок ∧,
∃ и ∀.

(3) Всякая генерическая формула исчисления предикатов логи-
чески эквивалентна хорновской формуле и наоборот.

4.3.8. Примеры.
(1) Пусть ϕ — формула сигнатуры {≤} с единственным пре-

дикатным символом. Если ϕ — аксиомы решеточно упорядоченно-
го множества (= решетки; см. 1.1.1), то ϕ — генерическая форму-
ла. Дистрибутивность в указанной сигнатуре не записывается гене-
рической формулой. Однако если возьмем сигнатуру σ := {∧,∨},
где ∧ и ∨ — двуместные функциональные символы, то формула
x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) атомная и, значит, строго генериче-
ская. Более того, дистрибутивная решетка — строго генерическая
формула сигнатуры {∧,∨}.

(2) Возьмем формулы ϕ и ψ сигнатуры {∧,∨, ∗, 0, 1}. Пусть ϕ —
аксиомы булевой алгебры (см. 1.1.2), а ψ := «существует по крайней
мере один атом», т. е.

ψ := (∃x)(∀ y)(x 6= 0 ∧ y = y → x = y ∨ y = 0).

Тогда ϕ — строго генерическая формула, но ψ не является генери-
ческой.
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(3) Пусть σ := {+, 0}, где + — двуместный функциональный
символ, 0 — символ константы. Если ϕ — аксиомы группы (ассоци-
ативность групповой операции, аксиома нуля, существование обрат-
ного элемента), то ϕ — строго генерическая формула сигнатуры σ.

(4) Пусть σ := {+, · , 0, 1}, где +, · — двуместные функциональ-
ные символы, 0 и 1 — символы констант. Пусть ϕ — аксиомы кольца,
а ψ — аксиомы области целостности, т. е. ψ := ϕ ∧ θ, где

θ := (∀x)(∀ y)(x · y = 0 → x = 0 ∨ y = 0).

Тогда ϕ — строго генерическая формула, а ψ — генерическая фор-
мула.

4.3.9. Продолжим наш синтаксический анализ следующим ут-
верждением.

(1) Теорема Йеха. Пусть A — расширенная алгебраическая
B-система, а ϕ — формула сигнатуры σ(A) и a0, . . . , an−1 ∈ |A|. Если
ϕ строго генерическая, то

(a) A |=B ϕ(a0, . . . , an−1) ↔ A |= ϕ(a0, . . . , an−1).
Если ϕ генерическая, то

(b) A |=B ϕ(a0, . . . , an−1) → A |= ϕ(a0, . . . , an−1).
C Доказательство ведется индукцией по длине формулы ϕ. В

соответствии с теоремой 4.3.3 можно считать, что A = A ↓, где A —
алгебраическая система сигнатуры σ∧ внутри V(B).

Если ϕ — атомная формула, то утверждение непосредственно
следует из определения очистки, ибо для предикатного символа p ∈
σ(A), a(p) = n, верно

pν(a0, . . . , an−1) = 1 ↔ (a0, . . . , an−1) ∈ ν(p)

для всех a0, . . . , an−1 ∈ |A|. Для конъюнкции ϕ := ψ ∧ θ, учитывая
определение 4.1.8 и индукционное предположение, имеем

[[ψ ∧ θ]]A = 1 ↔ |ψ|A = 1 ∧ |θ|A = 1 ↔ A |= ψ ∧ A |= θ ↔ A |= ψ ∧ θ.

Аналогично обстоит дело с квантором общности ϕ := (∀x)ψ:

|(∀x)ϕ|A = 1 ↔ (∀ a ∈ |A|)ψ(a)|A = 1 ↔
↔ (∀ a ∈ |A|)A |= ψ(a) ↔ A |= (∀x)ψ.
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Рассмотрим случай квантора существования ϕ := (∃x)ψ. В силу
принципа максимума существует элемент z ∈ V(B) такой, что

[[A |= (∃x)ψ]] = [[z ∈ |A | ∧ A |= ψ(z)]].

По теореме 4.3.3 эту формулу можно переписать так:

[[z ∈ |A |]] ∧ |ψ(z)|A = |(∃x)ψ|A.

Отсюда и из индукционного предположения видно, что верны экви-
валентности

|(∃x)ψ|A = 1 ↔ (∃ z ∈ |A|)|ψ(z)|A = 1 ↔
↔ (∃ z ∈ |A|)(A |= ψ(z) ↔ A |= (∃x)ψ),

ибо по определению 4.2.3 |A| = |A |↓. Итак, в каждом из рассмот-
ренных случаев индукционный шаг осуществим для строго генери-
ческой формулы ϕ, что доказывает (a).

Переходя к (b), заметим, что случаи ∧, ∃ и ∀ рассматривают-
ся так же, как выше. Пусть ϕ := ¬ψ, где ψ — строго генерическая
формула. Осталось проанализировать случаи формирования ϕ с по-
мощью отрицания и импликации (см. 4.1.7 (e, f)). Если |ϕ|A = 1, то
|ψ|A = 0 и в силу установленного в (a) ψ не может быть истинной в
A. Но тогда A |= ϕ. Наконец, рассмотрим формулу вида ϕ := θ → ψ,
где θ — строго генерическая формула, а ψ — генерическая формула.
Предположим, что |θ → ψ|A = 1. Если A |= θ, то доказанное в (a)
дает |θ|A = 1, поэтому |ψ|A = 1. По индукционному предположению
будет A |= ψ. Тем самым A |= θ → ψ. B

Отметим, что теорема Йеха позволяет заменить доказательство
некоторых фрагментов теорем 4.2.7–4.2.9 синтаксическим разбором
соответствующих предложений. Разумеется, можно сформулиро-
вать и общий факт такого рода.

(2)Следствие. Пусть A и A — булевозначная реализация и
очистка расширенной алгебраической B-системы. Для любого хор-
новского предложения ϕ верно

[[A |= ϕ]] = 1 → A |= ϕ.
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4.3.10. Пусть Φ — некоторое множество формул одной и той же
сигнатуры σ. Введем категорию AS(B)(Φ) следующим образом:

ObAS(B)(Φ) := {A ∈ V(B) : [[A — алгебраическая система
сигнатуры σ∧ и A |= Φ]] = 1};

AS(B)(A, B) := {h ∈ V(B) : [[h — гомоморфизм из A в B]] = 1};
Com(f, g) = h ↔ [[h = g ◦ f ]] = 1.

То, что этими условиями действительно определяется катего-
рия, следует из принципа переноса, принципа максимума, теоремы
4.3.2, а также из других свойств функтора погружения. Так же, как
и раньше, мы будем обозначать символами F∼ и F ↓ отображения
погружения и спуска соответственно, действующие в категориях ал-
гебраических систем: F∼: B-AS(Φ) → AS(B)(Φ), F ↓ : AS(B)(Φ) →
B-AS(Φ).

Теорема. Справедливы следующие утверждения:
(1) отображение F ↓ есть ковариантный функтор из ка-

тегории AS(B)(Φ) в категорию B-CAS(B)(Φ);
(2) отображение F∼ является ковариантным функтором

из категории B-AS(Φ) (а также из B-CAS(Φ)) в ка-
тегорию AS(B)(Φ);

(3) функторы F ↓ и F∼ осуществляют эквивалентность
категорий AS(B)(Φ) и B-CAS(Φ).

4.3.11. (1) Теорема. Пусть D — полная булева алгебра и  :
B → D — полный мономорфизм. Тогда существуют полная булева
алгебра D внутри V(B) и изоморфизм H из D на D′ := D↓ такие, что
коммутативна диаграмма

D D′
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-H

¡
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¡
¡
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@
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ı′

где ı′ — канонический мономорфизм из B в D′.
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(2) Теорема. Пусть (K, D) — это BAP-кольцо и  : B → D
— полный мономорфизм. Тогда существуют BAP-кольцо (K , D)
внутри V(B) и изоморфизм h кольца K в кольцо K ′ := K ↓ такие,
что для любого b ∈ B коммутативна диаграмма

K
h−−−−→ K ′

(b)
y

yı′(b)

K −−−−→
h

K ′

где ı′ — канонический мономорфизм из B в D′.
Аналогичные результаты имеют место и для BAP-групп.

4.3.12. Примечания.
(1) Пусть C и D — булевы алгебры, а P и Q — их стоуновские

компакты. Определим тензорное произведение C ⊗ D алгебр C и D
как булеву алгебру открыто-замкнутых подмножеств декартова про-
изведения P ×Q (см. 1.1.6 (6) и 1.2.6 (8)). Пусть C⊗̂D — пополнение
булевой алгебры C ⊗ D (см. 1.1.6 (7) и 1.2.6 (9)). Если D — булева
алгебра, а элемент D ∈ V(B) таков, что V(B) |= «D — пополнение
булевой алгебры D∧», то алгебры D↓ и B⊗̂D изоморфны (см. [234]).

(2) Теоремы Соловея — Тенненбаума (см. 4.3.11) могут быть по-
ложены в основу итерирования конструкции булевозначной модели.
Пусть D ∈ V(B) и V(B) |= «D — полная булева алгебра». По схеме 2.1
внутри V(B) можно построить V(B)-классы — булевозначный универ-
сум (V(B))(D), соответствующие булевы оценки истинности [[ · = · ]]D
и [[ · ∈ · ]]D , а также каноническое вложение ( · )∧ универсального
класса UB в (V(B))D . Положим D := D ↓, WI(D) := (V(B))(D) ↓,
[[ · = · ]]D := ([[ · = · ]]D) ↓, [[ · ∈ · ]]D := ([[ · ∈ · ]]D) ↓,  := ( · )∧ ↓.
Пусть ı : B → D — канонический мономорфизм, а ı∗ : V(B) → V(D)

— соответствующая инъекция (см. 2.2).
Тогда существует единственная биекция h : V(D) → WI(D) такая,

что

[[x = y]]D = [[h(x) = h(y)]]D , [[x ∈ y]]D = [[h(x) ∈ h(y)]]D ,

каковы бы ни были x и y ∈ V(B).
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При этом диаграмма
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коммутативна. Детали см. в [234]. О родственных булевозначных
конструкциях в теории универсальных алгебр см. [218].

(3) Дальнейшие итерации описанной выше конструкции при-
водят к трансфинитной последовательности булевозначных расши-
рений. На этом пути возникает сильный метод — итерированный
форсинг, с помощью которого была установлена относительная сов-
местимость гипотезы Суслина с ZFC (см. [234]).

4.4. Упорядоченные алгебраические системы

Полная булева алгебра конгруэнций, необходимая для булево-
значной реализации алгебраической системы, часто порождается от-
ношением порядка. Указанное обстоятельство приводит к возмож-
ности булевозначной реализации упорядоченных алгебраических си-
стем. Необходимые дополнительные сведения можно найти в [5, 50,
106, 122].

4.4.1. Упорядоченной группой называют алгебраическую систе-
му (G, +, 0,≤), для которой соблюдены условия:

(1) (G, +, 0) — группа;
(2) (G,≤) — (частично) упорядоченное множество;
(3) структуры группы и порядка согласованы так, что группо-

вые трансляции являются изотонными отображениями, т. е.
G является моделью для

(∀x)(∀ y)(∀ a)(∀ b)(x ≤ y ↔ a + x + b ≤ a + y + b).

(Аддитивная запись групповой операции не означает, что она ком-
мутативна.) Говорят, что G — линейно упорядоченная группа, если
помимо (1)–(3) выполняется

(4) (G,≤) — линейно упорядоченное множество, т. е. на G вы-
полняется формула (∀x)(∀ y) (x ≤ y ∨ y ≤ x).
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Элемент x ∈ G называется положительным, если x ≥ 0. Мно-
жество всех положительных элементов именуют положительным
конусом и обозначают через G+. Подмножество K группы G явля-
ется положительным конусом относительно некоторого группового
порядка на G, если выполняются условия:

(a) K ∩ (−K) = {0};
(b) K + K = K;
(c) x + K = K + x (x ∈ G).

При этом конус K и соответствующий ему порядок связаны соотно-
шениями

x ≤ y ↔ y − x ∈ K ↔ −x + y ∈ K.

Группа G линейно упорядочена в том и только в том случае,
если справедливо

(d) G = G+ ∪ (−G+).
Конус положительных элементов называется воспроизводящим,

если G = G+ − G+. При соблюдении этого условия говорят также,
что G — направленная группа. По определению упорядоченная груп-
па G целозамкнута (архимедова) в том и только в том случае, если
для любых x, y ∈ G из неравенств nx ≤ y, n ∈ ω (соответственно
nx ≤ y, ±n ∈ ω) следует, что x ≤ 0 (соответственно x = 0). Гомомор-
физм h : G → G′ упорядоченных групп положителен, если h(x) ≥ 0
для каждого 0 ≤ x ∈ G.

4.4.2. Решеточно упорядоченной группой называют упорядо-
ченную группу G, в которой всякое непустое конечное множество
{x0, . . . , xn−1} ⊂ G имеет точную верхнюю границу x0 ∨ . . .∨xn−1 :=
sup{x0, . . . , xn−1} и точную нижнюю границу x0 ∧ . . . ∧ xn−1 := inf
{x0, . . . , xn−1}. Для всякого элемента x решеточно упорядоченной
группы G определены элементы |x| := x ∨ (−x), x+ := x ∨ 0 и x− :=
(−x)+ = −x∧ 0, называемые соответственно модулем, положитель-
ной частью и отрицательной частью x. В любой решеточно упо-
рядоченной группе выполняются соотношения:

(1) x = x+ − x−, |x| = x+ + x−, x+ ∧ x− = 0;
(2) (x + y)+ ≤ x+ + y+, (x + y)− ≤ x− + y−;
(3) (nx)+ = nx+, (nx)− = nx−, |nx| = n|x| (n ∈ ω);
(4) |x + y| ≤ |x| + |y| + |x|;
(5) |x + y − x| = x + |y| − x; (x + y − x)− = x + y− − x;
(6) u ∧ x = 0, u ∧ y = 0 → u ∧ (x + y) = 0;
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Решеточно упорядоченная группа G коммутативна в том и только в
том случае, если вместо (4) выполняется |x + y| ≤ |x| + |y| для всех
x, y ∈ G. Из прочих свойств решеточно упорядоченной группы G
отметим, что G — группа без кручения, G является дистрибутивной
решеткой и в ней справедливы соотношения

a +
( ∨

xα

)
+ b =

∨
(a + xα + b),

a +
( ∧

xα

)
+ b =

∧
(a + xα + b).

Подгруппа G0 решеточно упорядоченной группы называется o-
идеалом, порядковым идеалом или выпуклой подгруппой, если для
любых x и y из |x| ≤ |y| и y ∈ G0 следует, что x ∈ G0. Если, сверх
того, подгруппа G0 нормальна, то ее именуют l-идеалом.

4.4.3. Всюду ниже G будет решеточно упорядоченной группой.
Введем в G отношение дизъюнктности ⊥ по формуле

⊥:= {(x, y) ∈ G × G : |x| ∧ |y| = 0}.

Ясно, что ⊥ удовлетворяет всем аксиомам отношения дизъюнкт-
ности из 4.1.12 (2). Полную булеву алгебру, составленную из ⊥-
компонент K⊥(G), называют базой G и обозначают B(G). Допу-
стим, что компонента K ∈ B(G) выделяется прямым слагаемым
группы G. Тогда соответствующий проектор πK — положительный
эндоморфизм в G, причем πKx ≤ x для всех 0 ≤ x ∈ G. Если вся-
кая компонента в K выделяется прямым слагаемым, то множество
Pr(G) всех проекторов вида πK (K ∈ B(G)) есть полная булева ал-
гебра, изоморфная B(G). В этой ситуации говорят, что G — группа
с проекциями на компоненты. Решеточно упорядоченная группа G
с проекциями на компоненты называется расширенной или ортого-
нально полной, если она расширена относительно алгебры проекто-
ров Pr(G). Максимальным расширением решеточно упорядоченной
группы G назовем расширенную решеточно упорядоченную группу
G′ вместе с o-изоморфизмом ı : G → G′ такую, что G′ = mix(ı(G))
и для каждого 0 < x′ ∈ G′ найдется 0 < x ∈ G, ı(x) ≤ x′ (здесь mix
вычисляется относительно булевой алгебры Pr(G)).

Напомним, что [x] обозначает наименьшую компоненту, содер-
жащую x. Из свойств, перечисленных в 4.4.2, вытекает такой факт.
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(1) Справедливы следующие соотношения:

[x + y] = [x ∨ y] = [x] ∨ [y] (x, y ∈ G+);
[x] = [|x|] = [x+] ∨ [x−] (x ∈ G);

[x + y − x] = x + [y] − x (x, y ∈ G);
x ⊥ y → x + y = y + x (x, y ∈ G).

(2) Всякая компонента K ∈ B(G) является o-идеалом.
C Действительно, если x и y ∈ A⊥ для некоторого A ⊂ G, то в

силу второго соотношения из (1) и 4.4.2 можно написать

{x + y}⊥ ⊃ {x}⊥ ∧ {y}⊥ ∧ {x}⊥ ⊃ A,

значит, x + y ∈ {x + y}⊥⊥ ⊂ A⊥. Тем самым установлено, что A⊥

— подгруппа в G. С другой стороны, если y ∈ A⊥ и |x| ≤ |y|, то
{x}⊥ ⊃ {y}⊥ ⊃ A, поэтому x ∈ {x}⊥⊥ ⊂ A⊥, что и требовалось. B

4.4.4. Если группа G не коммутативна, то компоненты в ней
не обязательно будут нормальными подгруппами, т. е. не являют-
ся, вообще говоря, l-идеалами. В связи с этим вводится следую-
щее понятие. Компоненту K ∈ B(G) назовем инвариантной, если
x + K − x ⊂ K для каждого x ∈ G. В силу 4.4.3 (2) это равносильно
тому, что K есть l-идеал. Множество всех инвариантных компонент
обозначим символом Bı(G).

(1) Множество всех инвариантных компонент Bı(G) является
правильной подалгеброй булевой алгебры всех компонент.

C Ясно, что пересечение любого множества инвариантных ком-
понент будет инвариантной компонентой. Поэтому достаточно уста-
новить, что инвариантной компонентой будет дизъюнктное допол-
нение каждой инвариантной компоненты. Возьмем K ∈ Bı(G) и
x ∈ K⊥. Тогда для любых y ∈ K и a ∈ G будет 0 = (a+ |y|−a)∧|x| =
−a+(a+|y|−a)∧|x|+a = |y|∧(−a+|x|+a), тем самым −a+|x|+a ∈ K⊥.
Это и означает, что компонента K⊥ инвариантна. B

(2) Для решеточно упорядоченной группы G равносильны ут-
верждения:

(a) всякая компонента инвариантна, т. е. B(G)=Bı(G);
(b) для любых x, y ∈ G имеет место равенство

{x}⊥ = y + {x}⊥ − y;
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(c) если элемент x ∈ G дизъюнктен какому-нибудь из
своих сопряженных y + x − y, то x = 0.

C Условие (b) является очевидным следствием (a). Допустим,
что выполнено (b) и x ⊥ (y + x− y) для некоторых x и y ∈ G. Тогда

x ∈ {y + x − y}⊥ = y + {x}⊥ − y = {x}⊥,

откуда немедленно вытекает, что x = 0. Наконец, пусть выполнено
(c) и компонента K имеет вид A⊥, A ⊂ G. Возьмем произвольные
x ∈ K, y ∈ G, a ∈ A и положим z := (y + |x| − y) ∧ |a|. Ясно, что
0 ≤ z ∧ (−y + z + y) ≤ |x| ∧ |a| = 0, так что z = 0. Но это означает,
что |y + x − y| = y + |x| − y ∈ A⊥ = K, т. е. y + K − y ⊂ K. B

Введем симметричное отношение M в G формулой

M := {(x, y) ∈ G × G : (∀ a)(∀ b)(a + |x| − a) ∧ (b + |y| − b) = 0}.

Если для некоторых x и y ∈ G неверно, что x M y, то найдутся такие
a0 и b0 ∈ G, что u0 := (a0 + |x|−a0)∧ (b0 + |y|− b0) 6= 0. Легко видеть,
что u0 ∈ {a0 + |x| − a0}MM, а с другой стороны, {a0 + |x| − a0}MM =
{x}MM. Отсюда вытекает, что u0 ∈ {x}MM и аналогично u0 ∈ {y}MM.
Заметим еще, что наименьшая M-компонента есть {0} и M ∩IG⊂ ⊥
∩IG = {(0, 0)}. Таким образом, M — отношение дизъюнктности на G
(см. 4.1.12 (2)).

(3) Множество всех M-компонент совпадает с полной булевой
алгеброй инвариантных ⊥-компонент: RM(G) = Bı(G).

4.4.5. Предположим теперь, что группа G имеет инвариант-
ную базу, т. е. все ее компоненты инвариантны. Это означает в
точности, что M=⊥. Понятно, что коммутативная решеточно упоря-
доченная группа имеет инвариантную базу. В указанной ситуации
можно превратить G в алгебраическую B-систему. Пусть  — изо-
морфизм полной булевой алгебры B на (инвариантную) базу B(G).
Положим по определению

p(x) := −1({x−}M) (x ∈ G).

Отображение p : G → B обладает рядом важных свойств.
(1) Для любых x и y ∈ G имеют место соотношения:
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(a) 0 ≤ x → p(x) = 1;
(b) p(x) ∧ p(−x) = −1({x}⊥);
(c) p(x) ∧ p(y) ≤ p(x + y);
(d) p(x) = p(y + x − y);
(e) p(x) ∨ p(−x) = 1.

C Первое утверждение очевидно. Для доказательства (b) необ-
ходимо заметить, что {x}⊥ = {x+}⊥∧{x−}⊥ = {x−}⊥∧{(−x)−}⊥
благодаря дизъюнктности x+ и x−. Тогда ясно, что −1({x−}⊥) =
−1({x−}⊥)∧−1({(−x)−}⊥) = p(x)∧p(−x). Аналогичными рассуж-
дениями с учетом 4.4.2 (2, 6) устанавливается (c). Соотношение (d)
вытекает из 4.4.2 (5) ввиду инвариантности компонент. Привлекая
вновь дизъюнктность элементов x+ и x−, можно написать

({x+}⊥ ∨ {x−}⊥)⊥ = {x+}⊥⊥ ∧ {x−}⊥⊥ = {0}.

Отсюда выводим {x+}⊥∨{x−}⊥ = G, что равносильно требуемому. B
Введем два отображения σ и d : G × G → B следующими фор-

мулами:

σ(x, y) := p(y − x), d(x, y) := −1({x − y}M) (x, y ∈ G).

Из 4.4.5 (a)–(d) непосредственно вытекает
(2) Отображение σ обладает следующими свойствами:

(a) σ(x, x) = 0 (рефлексивность);
(b) σ(x, y) ∧ σ(y, z) ≤ σ(x, z) (транзитивность);
(c) σ(x, y) = σ(a + x − b, a + y − b) (инвариантность);
(d) σ(x, y) ∧ σ(y, x) = d(x, y)∗ (антисимметричность).

Ввиду (d) d(x, y) = σ(x, y)∗ ∨ σ(y, x)∗, следовательно, d — это B-
метрика на G, инвариантная относительно правых и левых сдвигов,
а σ является B-предикатом. Наконец, ясно, что d(x, 0)=−1({x}⊥⊥),
т. е. B-метрика d согласована с дизъюнктностью ⊥ (см. 4.1.13).

4.4.6. Теорема. Пусть G — решеточно упорядоченная группа
с инвариантной базой. Тогда G, рассматриваемая с B-предикатом
σ и соответствующей B-метрикой d, представляет собой алгебраиче-
скую B-систему сигнатуры (+, 0,≤), на которой выполняются акси-
омы линейно упорядоченной группы.
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C Как уже отмечалось выше, B-метрика d инвариантна относи-
тельно сдвигов. С учетом этого можно написать

d(x + y, u + v) = d(x,−y + u + v) ≤ d(x, u) ∨ d(u,−y + u + v),
d(u,−y + u + v) = d(u + y − u, v) ≤ d(y, v) ∨ d(u + y − u, y),

d(u + y − u, y) = d(u + y, u + y) = 0.

Из этих соотношений видно, что d(x + y, u + v) ≤ d(x, u) ∨ d(y, v),
т. е. операция суммы есть нерастягивающее отображение. Далее,
благодаря 4.4.5 (3) по определению d будет

d(x, y)∗ ∧ p(x) = p(x) ∧ p(x − y) ∧ p(y − x) ≤ p(y),

каковы бы ни были x и y ∈ G. Отсюда без труда выводится, что
σ(x, y)∧d(x, u)∗∧d(y, v)∗ ≤ σ(u, v), а это означает нерастягиваемость
отображения σ.

Итак, (G,+, 0, σ) служит алгебраической B-системой сигнатуры
(+, 0,≤) при следующей интерпретации символа ≤: если x, y ∈ G, то
|x ≤ y|G := σ(x, y). Тогда унарный B-предикат p на G будет, очевид-
но, интерпретацией свойства быть положительным элементом, т. е.
|0 ≤ x|G = p(x). Тот факт, что G является B-моделью для аксиом
линейно упорядоченной группы, есть просто иная трактовка свойств
4.4.5 (1–5). Проверим, например, согласованность порядка σ с груп-
повой структурой и линейную упорядоченность.

Если ϕ — замкнутая формула из 4.4.1 (3), то, расписывая булевы
оценки истинности для кванторов в соответствии с 4.1.8, получим

|ϕ|G =
∧

x,y,a,b∈G

|x ≤ y → a + x + b ≤ a + y + b|G.

Далее, учитывая, что σ служит интерпретацией символа ≤, напи-
шем:

|x ≤ y → a + x + b ≤ a + y + b|G = σ(x, y) ⇒ σ(a + x + b, a + y + b).

Однако согласно 4.4.5 (4) выполняется

σ(a + x + b, a + y + b) = p(a + y + b − (a + x + b)) =
= p(a + (y − x) − a) = p(y − x) = σ(x, y).
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Значит, 1 = σ(x, y) ⇒ σ(a + x + b, a + y + b), поэтому |ϕ|G = 1.
Пусть теперь ϕ — аксиома линейной упорядоченности 4.4.1 (4).

Вновь пользуясь правилами 4.1.8, напишем:

|ϕ|G =
∧

x,y∈G

|x ≤ y ∨ y ≤ x|G =
∧

x,y∈G

σ(x, y) ∨ σ(y, x).

Заметим, далее, что в силу 4.4.5 (5) выполняется

σ(x, y) ∨ σ(y, x) = p(y − x) ∨ p(x − y) = 1,

стало быть, |ϕ|G = 1. B

4.4.7. Обратимся теперь к случаю решеточно упорядоченных
колец. Алгебраическая система (A,+, · , 0,≤) называется упорядо-
ченным кольцом, если справедливы утверждения:

(1) (K, +, 0,≤) — коммутативная упорядоченная группа;
(2) (K, +, · , 0) — кольцо (не обязательно коммутативное

или ассоциативное);
(3) умножение в кольце K согласовано с порядком так,

что из 0 ≤ x, y ∈ K следует 0 ≤ xy, т. е. K является
моделью для формулы

(∀x)(∀ y)(x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 → x · y ≥ 0).

Таким образом упорядоченное кольцо представляет собой коль-
цо, аддитивная группа которого упорядочена и, кроме того, коль-
цевые гомотетии, соответствующие положительным элементам, яв-
ляются положительными эндоморфизмами указанной упорядочен-
ной группы. Часто мы будем приписывать упорядоченному кольцу
свойства соответствующей упорядоченной группы. Так, например,
понятия решеточно или линейно упорядоченного кольца, положи-
тельного конуса и т. п. относятся к упорядоченной группе кольца и
не нуждаются в пояснениях. Порядок на K называется кольцевым,
если он удовлетворяет всем условиям из (1) и (3).

Упорядоченное кольцо K называют коммутативным, если по-
мимо (1)–(3) выполняется также аксиома

(4) (∀x)(∀ y) (xy = yx).
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Подмножество P кольца K является положительным конусом
некоторого кольцевого порядка в том и только в том случае, если

P ∩ (−P ) = {0}; P + P ⊂ P ; P · P ⊂ P.

В решеточно упорядоченном кольце K помимо указанных в 4.4.2
соотношений выполняется также: (xy)+ ≤ x+y+ + x−y−; (xy)− ≤
x+y− + x−y+; |xy| ≤ |x| · |y|.

4.4.8. Всякое решеточно упорядоченное кольцо K можно пре-
вратить в упорядоченную B-группу, но при этом K не будет, вообще
говоря, B-кольцом. Дело в том, что кольцевое умножение может не
быть нерастягивающей операцией относительно соответствующей B-
метрики. Чтобы исключить это нежелательное явление, необходима
более тесная взаимосвязь умножения и порядка. Решеточно упоря-
доченное кольцо K называется f -кольцом, если оно удовлетворяет
следующему условию: если x, y ∈ K и x ∧ y = 0, то (ax) ∧ y = 0
и (xa) ∧ y = 0 для любого 0 ≤ a ∈ K. Отметим, что во всяком
f -кольце выполняется: |x| ∧ |y| = 0 → xy = 0. Если в f -кольце нет
ненулевых нильпотентных элементов, то верно и обратное утвержде-
ние или, как еще говорят, f -кольцо является точным. В частности,
f -кольцо без делителей нуля является линейно упорядоченным, а
линейно упорядоченное кольцо без ненулевых нильпотентных эле-
ментов не содержит делителей нуля. Из прочих свойств f -кольца
отметим следующие:

(x ∨ y)z = (xz) ∨ (yz); z(x ∨ y) = (zx) ∨ (zy);
(x ∧ y)z = (xz) ∧ (yz); z(x ∧ y) = (zx) ∧ (zy);

|xy| = |x| · |y|.

Для любого решеточно упорядоченного кольца K равносильны
следующие утверждения:

(1) K является f -кольцом;
(2) {xy}⊥⊥ ≤ {x}⊥⊥ ∧ {y}⊥⊥;
(3) d(xy, uv) ≤ d(x, u) ∨ d(y, v).

C Допустим, что K есть f -кольцо. Если |x| ∧ |u| = 0 или |y| ∧
|u| = 0, то |xy| ∧ |u| = (|x| · |y|) ∧ |u| = 0. Значит, из u ∈ {x}⊥ или
u ∈ {y}⊥ следует u ∈ {x · y}⊥, т. е. {x}⊥ ∪ {y}⊥ ⊂ {xy}⊥. Отсюда
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{xy}⊥⊥ ≤ ({x}⊥∪{y}⊥)⊥ = {x}⊥⊥∧{y}⊥⊥. Пусть теперь выполнено
(2). Заметим, что |xy−uv| = |x(y−v)+(x−u)v| ≤ |x|·|y−v|+|x−u|·|v|,
поэтому

{xy − uv}⊥⊥ ≤ {y − v}⊥⊥ ∨ {x − u}⊥⊥.

Это неравенство равносильно (3) в силу определения B-метрики d
из 4.4.5. Наконец, предположим, что отображение (x, y) 7→ xy нерас-
тягивающее. Положим в (3) u = 0, v = y := a и перепишем его в виде
{x · a}⊥⊥ ⊂ {x}⊥⊥ ∨ {0}⊥⊥ = {x}⊥⊥ или {xa}⊥ ⊃ {x}⊥. Если теперь
x ∧ y = 0 для некоторого y ∈ K, то y ∈ {xa}⊥ и при a ≥ 0 выполня-
ется (xa) ∧ y = 0. Аналогично устанавливается, что (ax) ∧ y = 0 и
тем самым K есть f -кольцо. B

4.4.9. Теорема. Всякое (ассоциативное, коммутативное) f -
кольцо K вместе с B-предикатом σ и соответствующей B-метрикой
d представляет собой алгебраическую B-систему, которая является
B-моделью для аксиом (ассоциативного, коммутативного) линейно
упорядоченного кольца. При этом элемент 0 6= e ∈ K является коль-
цевой единицей указанного B-кольца в том и только в том случае,
если e — порядковая и кольцевая единица кольца K.

C Как установлено в 4.4.6, K является линейно упорядоченной
B-группой с указанными σ и d. Добавим к этой B-группе нерас-
тягивающее отображение (x, y) 7→ xy и докажем, что полученная
алгебраическая B-система есть f -кольцо. Ассоциативность, комму-
тативность и дистрибутивность в B-системе K тривиально следуют
из соответствующих свойств кольца K. Проверим аксиому согласо-
ванности 4.4.7 (3). Для этого заметим, что благодаря 4.4.7 и 4.4.8 (2)
выполнено

{(xy)−}⊥ ≥ {x+y−}⊥ ∧ {x−y+}⊥ ≥ {x−}⊥ ∧ {y−}⊥.

По определению p заключаем, что p(x) ∧ p(y) ≤ p(xy). Теперь оста-
ется вычислить булевы оценки истинности по правилам 4.1.8:

|(∀x)(∀ y)(x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 → xy ≥ 0)|K =

=
∧

x,y∈K

|x ≥ 0|K ∧ |y ≥ 0|K ⇒ |xy ≥ 0|K =

=
∧

x,y∈K

p(x) ∧ p(y) ⇒ p(x · y) = 1.
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Заметим далее, что для e ∈ K равенство 1 = |θ < e|K = |e ≥
0 ∧ e 6= 0|K означает, что p(e) ∧ d(e, 0) = 1, т. е. e ≥ 0 и e является
порядковой единицей. С другой стороны,

|(∀x)(xe = ex = x)|K =
∧

x∈K

d(x, ex)∗ ∧ d(x, xe)∗,

поэтому e будет единицей B-кольца тогда и только тогда, когда e
— порядковая единица в K и для каждого x ∈ K выполняется
d(xe, x) = d(ex, x) = 0. Последнее означает: x = ex = xe, что и
требовалось. B

4.4.10. Теорема. Пусть G — упорядоченная группа в модели
V(B) и G := G ↓. Тогда G — упорядоченная группа, расширенная
относительно булевой алгебры проекторов B и существует изомор-
физм  из B на B такой, что

b ≤ [[0 ≤ x]] ↔ 0 ≤ (b)x (x ∈ G, b ∈ B).

При этом имеют место следующие эквивалентности:
(1) V(B) |= «G направлена (целозамкнута, архимедова)»

↔ «G направлена (целозамкнута, архимедова)»;
(2) V(B) |= «G решеточно упорядочена (порядково пол-

на)» ↔ «G решеточно упорядочена (порядково пол-
на)»;

(3) V(B) |= «G — упорядоченное кольцо» ↔ «G — рас-
ширенное упорядоченное кольцо с булевой алгеброй
проекторов B»;

(4) V(B) |= «G — линейно упорядоченное тело» ↔ «G —
расширенное f -кольцо без ненулевых нильпотентных
элементов, B — алгебра проекторов на всевозмож-
ные компоненты G и всякий регулярный элемент в G
обратим».

C То, что G — расширенная группа с полной булевой алгеброй
проекторов B, было установлено в 4.2.7. Пусть G + — положитель-
ный конус группы G внутри V(B). Тогда

[[G + + G + ⊂ G +]] = [[G + ∩ −G + = {0}]] =
= [[(∀x ∈ G )(x + G + = G + + x)]] = 1.
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Положим G+ := G +↓ и заметим, что G+ +G+ ⊂ G+, G+∩−G+ = {0}
по правилам спусков пересечения и образа. Далее, для любого x ∈ G
будет [[x + G + = G + + x]] = 1, т. е. x + G + = G + + x, но тогда

(x + G+) = (x + G +)↓= (G + + x)↓= G+ + x.

Итак, G — упорядоченная группа с положительным конусом G+.
Существование изоморфизма  : B → B также доказано в 4.2.7.
При этом равносильны соотношения b ≤ [[x = y]] и (b)x = (b)y.
Возьмем x ∈ G и заметим, что [[0 ≤ x ↔ (∃ y ∈ G +)(x = y)]] = 1.
Это означает, что b ≤ [[0 ≤ x]] в том и только в том случае, когда
b ≤ [[(∃ y ∈ G +)(x = y)]]. Последнее равносильно существованию
y ∈ G +↓ =: G+, такого что b ≤ [[x = y]] или (b)x = (b)y ≥ 0.
Докажем теперь эквивалентности (1)–(4).

(1) Направленность G означает, что [[G + − G + = G ]] = 1. Но
это равносильно направленности G, ибо (G + − G +)↓= G +↓ −G +↓=
G+ − G+. Целозамкнутость G — это не что иное, как

∧
{[[x ≤ 0]] : [[(∃ y ∈ G )(∀n ∈ ω∧)(nx ≤ y)]] = 1} = 1.

Поэтому G целозамкнута в том и только в том случае, если для
каждого x ∈ G верна импликация

(∃ y ∈ G)([[(∀n ∈ ω∧)(nx ≤ y)]] = 1 → [[x ≤ 0]] = 1),

или
((∃ y ∈ G)(∀n ∈ ω)[[n∧x ≤ y]] = 1) → [[x ≤ 0]] = 1.

Последняя строчка представляет собой эквивалентную запись цело-
замкнутости группы G. Аналогично доказывается утверждение об
архимедовости G.

(2) Пусть G решеточно упорядочена. Покажем, что на алгебра-
ической системе G истинна замкнутая формула (∀x)(∀ y)(∃ z) (z =
sup{x, y}), т. е. что в G для любых двух элементов существует точ-
ная верхняя граница. Если x и y ∈ G, то [[{x, y} ⊂ G ]] = 1. Поэтому
[[(∃u ∈ G )(u = sup{x, y})]] = 1. В силу принципа максимума суще-
ствует z ∈ V(B) такой, что

[[z ∈ G ]] ∧ [[z = sup{x, y}]] = 1.
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Это означает, с одной стороны, что z ∈ G, а с другой —

|z = sup{x, y}|G↓ = 1.

По определению отношения порядка отсюда получаем z = x ∨ y. Те
же рассуждения приводят к существованию точной нижней границы
x ∧ y.

Предположим теперь, что [[ G — порядково полная группа ]] = 1.
Покажем, что тогда и G будет порядково полной. Сначала напом-
ним следующее эквивалентное определение точной верхней границы
sup(A) множества A в произвольном упорядоченном множестве:

sup(A) = π≤(A) ∩ π−1
≤ (π≤(A)).

Возьмем теперь произвольное ограниченное сверху подмноже-
ство A системы G ↓. Это означает, что π≤(A) 6= ∅. Но тогда по
правилам спуска и подъема поляр [[π≤(A↑) 6= ∅]] = 1, или, что то же
самое, [[A↑ — ограниченное сверху подмножество в G ]] = 1. Отсюда
по принципу максимума выводим, что для некоторого a ∈ G↓ будет

[[a = sup(A↑) = π≤ (A↑) ∩ π−1
≤ (π≤ (A↑))]] = 1.

Привлекая вновь нужные правила спуска и подъема, получим, что
a = sup(mix(A)). Наконец, учитывая полную экстенсиональность от-
ношения ≤, заключаем sup(mix(A)) = sup(A). Итак, A имеет точную
верхнюю границу. Таким образом, G — порядково полная упорядо-
ченная группа.

(3) Следует из 4.2.8 и из установленных свойств G.
(4) Пусть V(B) |= «G — линейно упорядоченное тело». Благодаря

(3) и 4.2.8, можно заключить, что G — упорядоченное расширенное
ассоциативное кольцо с булевой алгеброй положительных проекто-
ров B, не имеющее ненулевых нильпотентных элементов. Так как
G является моделью для (∀x)(∀ y)(x ∧ y = 0 → x = 0 ∨ y = 0), то
для любых x, y ∈ G будет [[x ∧ y = 0]] ≤ (x = 0) ∨ (y = 0). Если
x ∧ y = 0, то b∗ ≤ [[x = 0]] и b ≤ [[y = 0]], или (b)x = x и (b)y = 0
для подходящего b ∈ B. Отсюда уже без труда выводится, что B
— булева алгебра проекторов на компоненты. Но тогда ортогональ-
ная полнота G равносильна расширенности G относительно B. Так
как проекторы (b) (b ∈ B) мультипликативны (см. 4.2.8), то ядро
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всякого проектора есть кольцевой идеал. Это немедленно приводит
к справедливости в G характеристического свойства f -кольца (см.
4.4.8 (2)).

Наоборот, если G удовлетворяет указанным в (4) условиям, то
ввиду (2) [[G — решеточно упорядоченное кольцо ]] = 1. Как нетруд-
но видеть, G будет и f -кольцом без ненулевых нильпотентных эле-
ментов внутри V(B). Но тогда для x, y ∈ G из [[xy = 1]] = 1 следует
[[|x| ∧ |y| = 0]] = 1, или |x| ∧ |y| = 0, следовательно, найдется такой
элемент b ∈ B, что (b)x = 0 и (b∗)y = 0. Отсюда b ≤ [[x = 0]] и
b∗ ≤ [[y = 0]], значит, [[x = 0 ∨ y = 0]] ≥ b ∨ b∗ = 1. Тем самым уста-
новлено, что V(B) |= «G не имеет делителей нуля». Но f -кольцо без
делителей нуля линейно упорядочено, так что V(B) |= «G линейно
упорядочено». Наконец, в силу 4.2.8 ненулевые элементы G обрати-
мы и, стало быть, V(B) |= «G — линейно упорядоченное тело». B

4.4.11. Таким образом, решеточно упорядоченные группы и f -
кольца определенным способом превращаются в линейно упорядо-
ченные B-группы и B-кольца. Это означает в силу 4.3, что они
имеют булевозначные реализации, являющиеся линейно упорядочен-
ными группами и кольцами соответственно. Следовательно, всякую
информацию о строении линейно упорядоченных групп и колец мож-
но использовать для изучения более общих классов групп и колец.
Продемонстрируем это положение на примере следующих известных
фактов (см. [5, 106]).

(1) Теорема Гёльдера. Любая архимедова линейно упоря-
доченная группа изоморфна подгруппе аддитивной группы действи-
тельных чисел.

(2) Всякая архимедова направленная группа коммутативна.
(3) Теорема. Архимедово линейно упорядоченное кольцо ли-

бо является нулевым (т. е. произведение любых двух элементов рав-
но нулю), либо порядково и алгебраически изоморфно однозначно
определенному подкольцу поля действительных чисел.

4.4.12. Теорема. Пусть G — архимедова решеточно упорядо-
ченная группа, база которой изоморфна булевой алгебре B. Тогда
в булевозначной модели V(B) существует подгруппа G аддитивной
группы поля действительных чисел, такая, что решеточно упоря-
доченная группа G′ := G ↓ является максимальным расширением
группы G.
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C В соответствии с 4.4.6 группу G можно превратить в линей-
но упорядоченную B-группу. Пусть G — булевозначная реализация
этой алгебраической B-системы. Тогда по 4.3.3 G — линейно упоря-
доченная группа внутри V(B). По теореме 4.4.10 G′ := G↓ — решеточ-
но упорядоченная группа, причем известно, что G′ = mix(ı(G)), где
ı — канонический изоморфизм из G в G′. Если b ∈ B, а Lb ∈ B(G)
и πb ∈ Pr(G′) — соответствующие компонента и проектор, то усло-
вия x ∈ Lb и (I − πb)(ı(x)) = 0 равносильны для любого x ∈ G.
Действительно, по определению B-метрики на G (см. 4.4.5) соотно-
шение x ∈ Lb означает d(x, 0) ≤ b, а из теоремы 4.4.10 видно, что
πbı(x) = ı(x) выполняется лишь в том случае, если b∗ ≤ [[ı(x) = 0]].
Но при этом известно, что

[[ı(x) = 0]] = [[ı(x) 6= 0]]∗ = d(x, 0)∗.

Итак, установлено, что соответствие L′ 7→ ı−1(L′) (L′ ∈ B(G′)) явля-
ется изоморфизмом баз B(G′) и B(G). Возьмем теперь 0 < x ∈ G′.
Если x = mix(πξı(xξ)), то 0 < πξ ◦ ı(xξ) ≤ ı(xξ) для некоторого ξ. В
силу указанного изоморфизма баз существует 0 < z ∈ G, для кото-
рого z ∈ {πξ ◦ ı(xξ)}⊥⊥. Теперь для x0 := xξ ∧ z имеем

0 < ı(x0) ≤ ı(z) ∧ πξ ◦ ı(xξ) ≤ πξ ◦ ı(xξ) ≤ x.

Тем самым ı(G) минорантно в G′. Допустим теперь, что для некото-
рых x, y ∈ G′ выполняется n|x| ≤ y (n ∈ ω). Пусть y = mix(πξı(yξ)) и
x = mix(πξı(xξ)) для некоторых семейств (xξ) и (yξ) в G и разбиения
единицы (πξ) в Pr(G′). Положим Ξ0 := {ξ ∈ Ξ : πξ ◦ ı(|xξ|) = 0}. Вви-
ду минорантности ı(G) для каждого ξ ∈ Ξ\Ξ0 существует 0 < uξ ∈ G,
для которого ı(uξ) ≤ πξ(ı|xξ|). Далее, для тех же ξ и для всех n ∈ ω
будет

ı(nuξ) ≤ πξ ◦ ı(n|xξ|) = πξ(n|x|) ≤ πξy = πξ ◦ ı(yξ) ≤ ı(yξ),

или nuξ ≤ yξ. Благодаря архимедовости G, получаем uξ = 0. Это
означает, что Ξ0 = Ξ, а потому x = 0. Следовательно, группа G′ ар-
химедова, а по 4.4.10 [[ G — архимедова ]] = 1. По теореме Гёльдера
4.4.11 (1) G изоморфна аддитивной подгруппе группы действитель-
ных чисел R. По теореме 4.3.4 можно считать, что G есть линейно
упорядоченная подгруппа в R. B
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4.4.13. Теорема. Пусть K — архимедово f -кольцо. Тогда в
K существуют две взаимно дополнительные компоненты K0 и K1,
такие что если базы B(K0) и B(K1) изоморфны булевым алгебрам
B0 и B1 соответственно, то имеют место утверждения:

(1) в булевозначной модели V(B0) существует подгруп-
па K0 группы действительных чисел такая, что ре-
шеточно упорядоченная группа K ′

0 := K0 ↓ с нуле-
вым умножением есть максимальное расширение f -
кольца K0;

(2) в булевозначной модели V(B) существует подкольцо
K1 кольца действительных чисел такое, что f -кольцо
K ′

1 := K ′
1↓ является максимальным расширением K.

При этом f -кольцо K ′
0 ⊕ K ′

1 является максимальным расшире-
нием f -кольца K.

C Мы уже видели в 4.4.12, что реализация аддитивной группы
f -кольца K в модели V(B), B = B(K), будет подгруппой аддитив-
ной группы действительных чисел. Однако согласно 4.4.9 K явля-
ется B-кольцом, а по теореме 4.3.3 [[ K — кольцо ]] = 1. Положим
b0 := [[K — нулевое кольцо ]] и b1 := [[ K — подкольцо кольца действи-
тельных чисел ]]. Благодаря принципу переноса и теореме 4.4.11 (3),
b0 ∨ b1 = 1. С другой стороны, b0 ∧ b1 = 0, ибо кольцо не может быть
одновременно нулевым и подкольцом кольца действительных чисел.
Пусть K0 и K1 — компоненты в K, соответствующие элементам b0 и
b1, т. е. K0 и K1 определены условиями

x ∈ K1 ↔ d(x, 0) ≤ bl (l = 0, 1),

где d — это B-метрика B-системы K. Положим Bl := [0, bl] и заме-
тим, что база B(Kl) изоморфна Bl, причем bl — единица алгебры
Bl.

Обозначим Kl := π∗
l (K ) ∈ V(Bl), где πl : b 7→ b∧bl, b ∈ B. Так как

πl — эпиморфизм B на Bl, то V(B0) |= «π∗
0(K ) — подгруппа аддитив-

ной группы действительных чисел» и V(B1) |= «π∗
1(K ) — подкольцо

кольца действительных чисел». По теореме 4.4.12 K ′ := K↓ есть рас-
ширение упорядоченной группы K. Поскольку bl = [[π∗

l (K ) ' K ]],
то K ′

l := Kl↓ ' (bl)(Kl), следовательно, K ′ ' K ′
0 ⊕ K ′

1. Отсюда
видно, что K ′ есть максимальное расширение K. B
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4.5. Спуски полей

Здесь устанавливается, что рационально полные коммутатив-
ные полупервичные кольца биективно соответствуют полям в бу-
левозначных моделях теории множеств. Отсюда, в частности, вы-
водится возможность переноса хорновских свойств полей на такие
кольца. Необходимые факты из теории колец изложены в деталях,
например, в [82, 104].

4.5.1. Всюду в данном параграфе K — коммутативное кольцо
с единицей 1, причем 1 6= 0. В этом случае полупервичность кольца
равносильна отсутствию в нем ненулевых нильпотентных элемен-
тов, т. е. таких элементов 0 6= x ∈ K, что xn = 0 для некоторого
n ∈ N. Напомним также, что коммутативное кольцо называют об-
ластью целостности или целостным кольцом, если 0 6= 1 и 0 —
единственный делитель нуля.

(1) Отношение ⊥ в полупервичном кольце K, определяемое ра-
венством

⊥ := {(x, y) ∈ K × K : xy = 0},

есть отношение дизъюнктности, причем наименьшая ⊥-компонента
совпадает с одноточечным множеством {0}. Дизъюнктность ⊥ будет
простой в том и только в том случае, когда K — область целостности.

C Отношение ⊥ симметрично ввиду коммутативности K. Для
произвольного элемента x ∈ π⊥(K) будет x2 = 0, поэтому x = 0.
Следовательно, второе свойство дизъюнктности (см. 4.1.12 (2)) вы-
текает из полупервичности K. Если z = xy 6= 0, то для произволь-
ных u ∈ π⊥(x) и v ∈ π⊥(y) будет uz = (ux)y = 0 и zv = x(yv) = 0.
Тем самым,

z ∈ π⊥
(
π⊥(x) ∪ π⊥(y)

)
= [x] ∩ [y].

Иначе говоря, выполнено и третье условие из определения дизъ-
юнктности 4.1.12 (2). Итак, ⊥ — отношение дизъюнктности в K.
Привлекая определение 4.1.12 (2), видим, что дизъюнктность ⊥ про-
ста лишь в том случае, когда из равенства xy = 0 вытекает либо
x = 0, либо y = 0. B

Легко видеть, что аннулятор L⊥ непустого множества L ⊂ K,
определяемый формулой

L⊥ := π⊥(L) :=
{
k ∈ K : kL = {0}

}
,
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служит идеалом кольца K. Идеалы такого вида называют аннуля-
торными идеалами. Можно показать, что множество J ⊂ K яв-
ляется аннуляторным идеалом в том и только в том случае, если
J = J⊥⊥, где J⊥⊥ := (J⊥)⊥. Из 4.1.12 (3) вытекает следующее утвер-
ждение.

(2) Аннуляторные идеалы любого коммутативного полупервич-
ного кольца K образуют полную булеву алгебру B(K), причем ре-
шеточные операции в B(K) имеют вид:

L ∧ M := L ∩ M, L ∨ M := (L ∪ M)⊥⊥ (L, M ∈ B(K)),

а булево дополнение L∗ идеала L ∈ B(K) совпадает с его аннулято-
ром L⊥.

4.5.2. Пусть B — полная булева алгебра аннуляторных идеалов
кольца K. Определим в K булево расстояние, положив

d(k1, k2) := {k1 − k2}⊥⊥ (k1, k2 ∈ K).

(1) Коммутативное полупервичное кольцо K с B-метрикой d и
дизъюнктностью ⊥ представляет собой B-кольцо с дизъюнктностью.

C Убедимся сначала, что выполнены свойства булевой метрики
из 3.4.1. Свойства (1) и (2) видны непосредственно из определения d.
Для проверки свойства (3) из 3.4.1 возьмем k ∈ {k1−k2}⊥∩{k2−k3}⊥
и заметим, что k(k1 − k2) = 0 и k(k2 − k3) = 0, т. е. k(k1 − k3) = 0
или k ∈ {k1 − k3}⊥. Отсюда выводим

d(k1, k3) = {k1 − k3}⊥⊥ ⊂ ({k1 − k2}⊥ ∩ {k2 − k3}⊥)⊥ =
= {k1 − k2}⊥⊥ ∨ {k2 − k3}⊥⊥ = d(k1, k2) ∨ d(k2, k3).

Если d(k1, k2) = 0, то {k1 − k2}⊥ = K, значит, (k1 − k2)2 = 0. Но так
как в K нет ненулевых нильпотентных элементов, то k1 = k2.

Проверим, что кольцевые операции — нерастягивающие отобра-
жения. Надо показать, что

{k1 − k′
1}⊥ ∩ {k2 − k′

2}⊥ ⊆ {(k1 + k2) − (k′
1 + k′

2)}⊥;
{k1 − k′

1}⊥ ∩ {k2 − k′
2}⊥ ⊆ {k1k2 − k′

1k
′
2}⊥.
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Первое включение очевидно. Имеют место очевидные соотношения
k1k2 − k′

1k
′
2 = k1k2 − k1k

′
2 + k1k

′
2 − k′

1k
′
2 = k1(k2 − k′

2) + k′
2(k1 − k′

1),
откуда следует второе включение.

Кольцевые операции очевидным образом сохраняют дизъюнкт-
ность, т. е. из x, y ∈ a⊥ следует, что xy, x + y ∈ a⊥. Согласованность
дизъюнктности с B-метрикой d тривиально следует из определений,
ибо d(x, 0) = x⊥⊥ (см. 4.1.13). B

(2) Для любых x, y ∈ K имеет место равенство d(xy, 0) = d(x, 0)∧
d(y, 0).

C Нужно установить равенство {xy}⊥⊥ = {x}⊥⊥ ∧ {y}⊥⊥, в
котором включение ⊂ очевидно. Возьмем u ∈ {x}⊥⊥ ∧ {y}⊥⊥ =
({x}⊥∪{y}⊥)⊥. Это означает, что для любых a, b ∈ K из ax = 0 сле-
дует au = 0, а из by = 0 следует bu = 0. Применив эти соображения
при b := v2x и a := v2u, для произвольного v ∈ K выводим

v ⊥ xy → (v2x)y = 0 → (v2u)y = 0 →
→ v2u2 = 0 → (vu)2 = 0 → vu = 0.

Итак, для любого v ∈ {xy}⊥ выполнено v ⊥ u, стало быть, u ∈
{xy}⊥⊥. B

4.5.3. Элемент e ∈ K называют идемпотентом, если e2 = e.
Идемпотенты коммутативного кольца K с единицей образуют булеву
алгебру P(K) (не обязательно полную), в которой булевы операции
имеют вид

e ∧ d = e · d, e ∨ d = e + d − e · d, e∗ = 1 − e (e, d ∈ P(K)).

Кольцо K называют регулярным (в смысле фон Неймана), ес-
ли каждый главный идеал в нем порождается идемпотентом или,
эквивалентно, если каждый главный идеал в нем выделяется пря-
мым слагаемым. Регулярность кольца K равносильна разрешимо-
сти в нем уравнения a2x = a для любого элемента a ∈ K (уравнения
aa′a = a в некоммутативном случае).

Если коммутативное полупервичное кольцо K разложимо отно-
сительно введенной булевой метрики, то каждый аннуляторный иде-
ал порождается идемпотентом и, в частности, оно регулярно. При
этом отображение  : e 7→ e·K осуществляет булев изоморфизм P(K)
на B(K).
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C Возьмем аннуляторный идеал b ∈ B(K). В силу разложимо-
сти B-кольца K существует элемент e ∈ K, для которого b∧d(1, e) =
0 и b∗∧d(0, e) = 0, т. е. e := mix{b1, b∗0}. Этот элемент является идем-
потентом, так как из 4.5.2 (2) вытекает d(e2, e) = d(e, 0) ∧ d(1, e) ≤
b ∧ b⊥ = 0. В частности, e ⊥ (1 − e), поэтому аннуляторные иде-
алы d(e, 0) = {e}⊥⊥ и d(1, e) = {1 − e}⊥⊥ дизъюнктны, следова-
тельно, d(e, 0) = b и d(1, e) = b⊥. Теперь, используя равенство
d(ex, x) = d(1, e) ∧ d(x, 0) (см 4.5.2 (2)), для произвольного x ∈ K
выводим:

x ∈ b ↔ d(x, 0) ≤ b ↔ d(ex, x) = 0 ↔ ex = x.

Таким образом, b = eK. Оставшиеся детали очевидны. B

4.5.4. Множество S ⊂ K называют плотным, если S⊥ = {0},
т. е. если для любого k ∈ K из равенства k · S = {0} следует k = 0.
Кольцо K называют рационально полным, если для любого плотного
идеала J ⊂ K и произвольного группового гомоморфизма h : J → K,
для которого h(kx) = kh(x) при всех k ∈ K и x ∈ J , существует
элемент r ∈ K такой, что h(x) = rx для всех x ∈ J .

Теорема. Рационально полное кольцо является расширенным
B-кольцом. Если кольцо регулярно, то верно и обратное утвержде-
ние: расширенное B-кольцо рационально полно.

C Пусть (bξ) — разбиение единицы в булевой алгебре аннуля-
торных идеалов B и (kξ) — произвольное семейство в кольце K.
Пусть J — множество всех сумм вида

∑
ξ xξ, где xξ ∈ bξ и в сум-

ме имеется лишь конечное число ненулевых слагаемых xξ. Тогда
J — плотный идеал. Определим отображение h : J → K формулой
h(x) := kξx (x ∈ bξ). Ясно, что h удовлетворяет нужным услови-
ям из определения рациональной полноты, поэтому при некотором
r ∈ K имеет место представление h(x) = rx для всех x ∈ J . Ес-
ли x ∈ bξ, то h(x) = rx = kξx или x(r − kξ) = 0. Тем самым
bξ ⊂ {r−kξ}⊥ = d(r, kξ), значит, будет bξ∧d(r, kξ) = 0 и r = mix(bξkξ).

Предположим теперь, что кольцо K регулярно. Возьмем идеал
J ⊂ K и K-гомоморфизм h : J → K. Используя лемму Куратовско-
го — Цорна, можно в множестве J ∩ P(K) выбрать максимальное
множество попарно дизъюнктных элементов (eξ). Виду того, что
рассматриваемое B-кольцо расширенно, существует элемент k ∈ K,
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для которого eξk = eξh(eξ) = h(eξ). Заметим, что eξkx = xh(eξ) =
eξh(x), т. е. eξ(h(x) − kx) = 0 для всех ξ и x ∈ J . Если теперь
h(x) 6= kx, то для некоторого ненулевого идемпотента e0 ∈ P(K)
будет e0(h(x) − kx) 6= 0. Но тогда должно быть e0 ⊥ eξ для всех ξ,
что противоречит максимальности семейства (eξ). B

4.5.5. Отметим три следствия из установленного факта.
(1) Рационально полное полупервичное кольцо регулярно.
(2) Аннуляторный идеал рационально полного коммутативного

полупервичного кольца является рационально полным кольцом.
Говорят, что кольцо K самоинъективно, если оно инъектив-

но как K-модуль. Напомним, что K-модуль M называют инъек-
тивным, если для любых данных K-модуля N , K-подмодуля N0
и K-гомоморфизма h0 : N0 → M существует продолжение до K-
гомоморфизма h : N → M . Критерий Бэра утверждает, что K-
модуль M инъективен в том и только в том случае, если для любых
идеала J ⊂ K и K-гомоморфизма h : J → M существует элемент
m ∈ M такой, что h(x) = mx для всех x ∈ J (см., например, [82] или
[104]).

(3) Кольцо рационально полно тогда и только тогда, если оно
самоинъективно.

C → Рассмотрим гомоморфизм h : J → K, где J — идеал ра-
ционально полного кольца K. Согласно 4.5.4 K0 := J⊥⊥ = eK для
некоторого идемпотента e ∈ K. Так как кольцо K0 рационально
полно, а отображение eh : J → K0 является гомоморфизмом, то
существует элемент k ∈ K такой, что eh(x) = kx при всех x ∈ J .
Остается заметить, что eh(x) = h(ex) = h(x) (x ∈ J).

← Это следует из критерия Бэра. B

4.5.6. Теорема. Пусть элемент K ∈ V(B) таков, что [[K —
поле ]] = 1. Тогда K ↓ — рационально полное коммутативное полу-
первичное кольцо и существует изоморфизм  алгебры B на булеву
алгебру аннуляторных идеалов B(K ↓) такой, что

b ≤ [[x = 0]] ↔ x ∈ (b∗) (x ∈ K, b ∈ B).

C Вытекает из 4.2.8, 4.5.3 и 4.5.4. Нужно только заметить, что
в силу 4.2.8 (4) проекторы (b) соответствуют в точности аннулятор-
ным идеалам (b). B
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4.5.7. (1) Теорема. Пусть K — полупервичное коммутатив-
но рационально полное кольцо и B = B(K ↓) — полная булева ал-
гебра аннуляторных идеалов. Тогда в модели V(B) существует поле
K ∈ V(B) такое, что кольца K и K ↓ изоморфны.

C Воспользуемся теоремой 4.3.3. Кольцо K является расширен-
ной алгебраической B-системой в силу 4.5.4. Следовательно, изомор-
физм ı из 4.3.3 (3) будет биекцией. Так как K — коммутативное B-
кольцо, то из 4.3.3 (4) вытекает, что [[K — коммутативное кольцо]] =
1. Остается доказать, что в кольце K обратим любой ненулевой эле-
мент, т. е. [[K |= ϕ]] = 1, где ϕ — (∀y)(∃x)(y 6= 0 → xy = 1). В силу
4.3.3 (4) достаточно установить, что |ϕ|K = 1, т. е. K |=B ϕ.

Так как кольцо K регулярно (см. 4.5.3 и 4.5.4), то для произ-
вольного y ∈ K найдется элемент x ∈ K такой, что y2x = y. Имеют
место очевидные импликации

y2x = y → y(yx − 1) = 0 → y ∈ {yx − 1}⊥ →
→ {y} ⊂ {yx − 1}⊥ → {y}⊥⊥ ⊂ {yx − 1}⊥⊥⊥ →

→ {y}⊥⊥ ⊂ {yx − 1}⊥.

Учитывая определение d, выводим d(y, 0) ≤ d(yx, 1)⊥. Привлекая
определение B-значной интерпретации атомных формул из 4.1.8, по-
лучаем, что для любого y ∈ K существует X ∈ K такой, что |y 6=
0 → yx = 1|K = 1. Вновь воспользовавшись определениями 4.1.8,
приходим к требуемому |ϕ|K = 1. B

(2) Следствие. Хорновские теории рационально полных ком-
мутативных полупервичных колец и полей совпадают.

4.5.8. Приведем теперь построение полного кольца частных, ос-
нованное на установленных результатах о булевозначной реализа-
ции. Сначала напомним некоторые определения. Кольцо K̂ назы-
вают классическим кольцом частных кольца K, если существует
мономорфизм колец λ : K → K̂ такой, что элемент λ(x) обратим в
K̂ для каждого регулярного элемента x ∈ K и имеет место представ-
ление

K̂ = {λ(x)λ(y)−1 : x, y ∈ K, y регулярен в K}.

Если K — область целостности, то K̂ — поле, которое называют по-
лем частных кольца K. Классическое кольцо частных мы будем
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обозначать символом Qcl(K) := K̂. Заметим, что Qcl(K) = S−1h(K),
если в качестве мультипликативного множества S, фигурирующе-
го в 4.2.6, взять множество всех регулярных элементов (т. е. всех
неделителей нуля) кольца K.

В то же самое время кольцо K является алгебраической B-
системой и согласно 4.3.5 (2) обладает максимальным расширени-
ем (K ′, ı), где ı : K → K ′ — кольцевой мономорфизм. Кольцо
QB(K) := K ′ принято называть также ортогональным пополнени-
ем кольца K.

Кольцо Q(K) := Qcl
(
QB(K)

)
вместе с мономорфизмом κ := λ ◦ ı

называют полным кольцом частных кольца K.

Теорема. Пусть K — коммутативное полупервичное кольцо
и B — булева алгебра его аннуляторных идеалов. Пусть K — бу-
левозначная реализация кольца K как алгебраической B-системы.
Тогда [[ K — целостное кольцо ]] = 1 и при это существуют элементы
F , λ ∈ V(B) такие, что справедливы утверждения:

(1) V(B) |= «F — поле частных целостного кольца K , а
λ : K → F — вложение кольца K в поле частных»;

(2) (F ↓, λ↓ ◦ı) — полное кольцо частных кольца K, где
ı : K → K ′ := K↓ — каноническое вложение.

C Булевозначная реализация K := K˜алгебраической B-систе-
мы (B-кольца) K будет кольцом внутри V(B), см. 4.3.1, 4.3.3 и
4.5.2 (1). В соответствии с 4.1.13 B-значная дизъюнктность ∆ в коль-
це K определяется формулой ∆(x, y) :=

(
d(x, 0)∧d(y, 0)

)∗, поэтому в
силу 4.5.2 (2) будет ∆(x, y) :=

(
d(xy, 0)

)∗ = [[xy = 0]]. Отсюда видно,
что для булевозначной реализации δ этой дизъюнктности выполня-
ется [[δ(x, y) ↔ xy = 0]]. Таким образом, δ связана с кольцевым
умножением в K так же, как и ∆ с кольцевым умножением в K ′.
Согласно 4.3.5 (6) дизъюнктность δ простая, а это означает ввиду
4.5.1 (1), что [[K — целостное кольцо ]] = 1.

Существование элементов F , λ ∈ V(B), удовлетворяющих усло-
вию (1), вытекает из принципа максимума и утверждения о том,
что область целостности имеет кольцо частных, которое является
полем. Пусть K ′ := K ↓ и ı : K → K ′ — канонический мономор-
физм, см. 4.3.3. Тогда K ′ — ортогональное пополнение кольца K,
т. е. K ′ = QB(K). Кроме того, из 4.2.8 (3) следует, что F↓= Qcl(K ′).
Окончательно получаем F↓= Q(K). B
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4.5.9. Из установленной теоремы можно извлечь разнообраз-
ные следствия о строении кольца частных. Рассмотрим некоторые
из них.

(1) Полное кольцо частных любого коммутативного полупер-
вичного кольца рационально полно и, следовательно, самоинъектив-
но и регулярно.

C Непосредственно следует из 4.5.5 (1, 3), 4.5.6 и 4.5.8. B
(2) Булева алгебра B := B(K) изоморфна булевой алгебре ан-

нуляторных идеалов каждого из колец K ′ и Q(K). Изоморфизмы
осуществляются отображениями:

gı : L 7→ ı−1(L) (L ∈ B(K ′)), gκ : L 7→ κ−1(L) (L ∈ B(Q(K))).

C Вытекает из 4.2.8 и 4.3.5 (6). B
(3) Полное кольцо частных Q(K) коммутативного полупервич-

ного кольца K является инъективным K-модулем.
C В силу критерия Бэра (см. 4.5.5) достаточно показать, что

если J — идеал в K и h : J → Q(K) — K-гомоморфизм, то для
некоторого q ∈ Q(K) имеет место представление h(x) = qx (x ∈ J).
Согласно теореме 4.5.8, можно не ограничивая общности считать,
что K ⊂ K ′ := K ↓⊂ Q(K) = F↓. Заметим, что для x ∈ J и k ∈ K
из x ⊥ k следует h(x) ⊥ k. Тем самым, x ∈ b → h(x) ∈ g−1

κ (b) для
каждого b ∈ B, следовательно, h — экстенсиональное отображение.
Пусть J := J↑ и η := h′↑. Тогда J — идеал в K , а η : J → F —
K -гомоморфизм.

Теперь достаточно показать, что для некоторого q ∈ F выпол-
няется η(x) = qx для всех x ∈ J . Последнее без труда выводится из
следующего очевидного соотношения aη(x) = η(ax) = xη(a), спра-
ведливого для всех a, x ∈ J . В самом деле, если a 6= 0, то положим
q := η(a)a−1 ∈ F . B

Подмодуль M некоторого K-модуля M̂ называют массивным
(или существенным), если для любого элемента 0 6= x ∈ M̂ найдется
такой элемент k ∈ K, что kx 6= 0 и kx ∈ M . Инъективной оболочкой
кольца K называют пару (K̂, τ) такую, что M̂ — инъективный K-
модуль, τ : M → M̂ — мономорфизм и τ(M) — массивный подмодуль
в M̂ .

(4) Пара (Q(K), κ) является инъективной оболочкой кольца K,
рассматриваемого как K-модуль.
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C В силу доказанного в (3) нужно лишь установить, что κ(K)
есть массивный подмодуль K-модуля Q(K). При этом можно счи-
тать, что K ⊂ Q(K). Следовательно, нужно показать, что для лю-
бого 0 6= q ∈ Q(K) существует k ∈ K со свойствами kq 6= 0 и kq ∈ K.

Из определения Q(K) видно, что существуют семейства (xξ) ⊂
K и (yξ) ⊂ K и разбиение единицы (bξ) ⊂ B такие, что q = xy−1, x =
mix(bξxξ) и y = mix(bξyξ). Поскольку q 6= 0, для некоторого индекса
ξ будет exξ 6= 0, где e — идемпотент в K ′, соответствующий идеалу
b := bξ. Верно также, что eyξ 6= 0, так как y — регулярный элемент.
Пусть a — произвольный ненулевой элемент из идеала b, причем
axξ 6= 0. Положим k := ayξ = aeyξ. Тогда qk = a(ex)(yξy

−1) = axξ =
aexξ ∈ b ⊂ K. B

Дробью называют гомоморфизм K-модулей J → K, где J —
плотный идеал в кольце K. В множестве дробей вводится эквива-
лентность: две дроби эквивалентны если они совпадают на пересе-
чении областей определения. Фактор-множество естественным об-
разом наделяется структурой кольца (подробности см. в [82]). Это
кольцо обозначим символом Q′(K).

(5) Кольца Q(K) и Q′(K) изоморфны.
C Вновь будем считать K подкольцом кольца Q(K). Учитывая

(4), каждой дроби h ∈ Q′(K) можно сопоставить элемент σ(h), для
которого h(x) = σ(h)x для всех x из области определения h. Легко
видеть, что отображение h 7→ σ(h) является мономорфизмом ко-
лец, поэтому нужно обосновать сюръективность этого гомоморфиз-
ма. Для произвольного q ∈ Q′(K) положим J := {k ∈ K : qk ∈ K}.
Тогда J — плотный идеал в K. Если дробь hq задается формулой
hq : x 7→ qx, то σ(hq) = q. B

Кольцом частных (в смысле Утуми) кольца K назовем пару
(R, ν), где R — кольцо и ν : K → R — кольцевой мономорфизм, если
существует мономорфизм τ : R → Q(K) такой, что κ = τ ◦ ν.

(6) Пусть K ′ обозначает максимальное расширение полупервич-
ного кольца K как алгебраической B-системы. Тогда K ′ — кольцо
частных кольца K.

C Следует из определения кольца частных, если положить ν := ı
и τ := λ. B

(7) Существует единственное с точностью до изоморфизма ра-
ционально полное кольцо частных Q(K) коммутативного полупер-
вичного кольца K.
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C Вытекает, например, из единственности инъективной оболоч-
ки с точностью до изоморфизма. B

4.5.10. Примечания.
(1) Идея о том, что регулярные коммутативные кольца можно

изучать, рассматривая свойства подходящих полей, не является но-
вой. Например, коммутативные регулярные кольца исследовались
путем представления их в виде подпрямых произведений полей или
в виде кольца глобальных сечений расслоения полей над топологи-
ческим булевым пространством [219, 226]. Изложенный в этом па-
раграфе подход на основе булевозначных реализаций унифицирует
указанную идею, обладая техническими и методологическими пре-
имуществами.

(2) Теорема из 4.5.8 показывает, что с точки зрения V(B) пол-
ное кольцо частных коммутативного полупервичного кольца K есть
просто поле частных области целостности, полученной при погруже-
нии K в V(B), где в качестве B берется булева алгебра аннуляторных
идеалов K.

(3) Детальное освещение сведений из теории колец, использо-
ванных в этом параграфе, можно найти в [82, 104, 147]. Результаты,
изложенные в 4.5.6 и 4.5.7, получены Е. И. Гордоном [25]. Несколь-
ко позже аналогичные результаты опубликовала Кэй Смит в [231].
Фактически она установила эквивалентность категорий регулярных
коммутативных колец и булевозначных полей. Используя этот факт,
она показала, что регулярное коммутативное кольцо имеет алгебра-
ическое замыкание.

(4) Изложенные методы применимы к более общим классам ко-
лец. Так, например, отношение из 4.5.1 будет дизъюнктностью и в
случае некоммутативного кольца без ненулевых нильпотентных эле-
ментов. Следовательно, множество аннуляторных идеалов такого
кольца K образует полную булеву алгебру B, а само кольцо K реа-
лизуется в модели V(B) как кольцо без делителей нуля.

(5) Отправляясь от результатов настоящего параграфа и поль-
зуясь теми же средствами, можно получить аналогичные результаты
о модулях, см. [26].

Модуль M над кольцом K называют отделимым, если для лю-
бого элемента x ∈ M и любого плотного идеала J ⊂ K из равенства
J · x = {0} следует, что x = 0.



234 Гл. 4.Анализ алгебраических систем

Теорема. Пусть M — линейное пространство над полем K в
модели V(B), а ı : B → B(K ↓) — булев изоморфизм из 4.5.3 (2). То-
гда M↓ — унитальный отделимый инъективный модуль над кольцом
K и выполняется соотношение

b ≤ [[x = 0]] ↔ ı(b)x = 0 (x ∈ M↓, b ∈ B).

(6) Отделимость K-модуля M гарантирует, что B-полуметрика
d, определяемая формулой

d(x, y) :=
∧

{b ∈ B : b∗x = b∗y} (x, y ∈ M),

является B-метрикой. Таким образом, отделимый K-модуль имеет
структуру алгебраической B-системы, что приводит к следующему
результату (см. [26]).

Теорема. Пусть K — некоторое рационально полное комму-
тативное кольцо, B = B(K) и K — булевозначная реализация коль-
ца K. Пусть M — унитальный отделимый инъективный K-модуль.
Тогда существует элемент M ∈ V(B) такой, что [[ M — линейное
пространство над полем K ]], причем существуют изоморфизмы ал-
гебраических B-систем ıK : K → K ↓ и ıM : M → M↓ такие, что

ıM (ax) = ıK(a)ıM (x) (a ∈ K, x ∈ M).



Глава 5

Булевозначный анализ
банаховых пространств

Булевозначный универсум V(B), связанный с фиксированной бу-
левой алгеброй B, представляет собой одну из тех арен, где разыг-
рываются математические события. В самом деле, в силу принци-
пов переноса и максимума в V(B) имеются числа и группы, интегра-
лы Лебега и Римана, выполняются теоремы Радона — Никодима и
осуществимо жорданово разложение матрицы. Простейшая техника
спусков и подъемов, с которой мы ознакомились на примере алгебра-
ических систем, показывает, что каждый из математических объек-
тов в V(B) есть реализация аналогичного классического объекта с до-
полнительной структурой, определяемой алгеброй B. В частности,
высказанное соображение относится и к алгебраическим системам,
используемым в функциональном анализе.

В настоящей главе излагаются факты, связанные с булевознач-
ной реализацией классических объектов анализа. Основной предмет
рассмотрения — банаховы пространства в булевозначном универсу-
ме. Оказывается, что такие пространства неразрывно связаны с кон-
цепциями теории упорядоченных векторных пространств и, прежде
всего, с K-пространствами, введенными в начале тридцатых годов
Л. В. Канторовичем. Открытие этой связи является наиболее зна-
чительным общематематическим достижением булевозначного ана-
лиза.

Основополагающий результат булевозначного анализа в этом
направлении — это теорема Гордона (см. 5.2.2), которую можно сфор-
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мулировать так: расширенное K-пространство есть интерпретация
поля вещественных чисел в подходящей булевозначной модели. При
этом любая теорема о вещественных числах, сформулированная в
рамках теории множеств Цермело — Френкеля, имеет свой аналог
для соответствующего K-пространства. Перевод одних теорем в
другие осуществляется с помощью общих операций булевозначного
анализа.

Как центральные результаты текущей главы следует выделить
также теоремы 5.2.4, 5.4.2 и 5.5.11. Первая из них утверждает, что
любую архимедову векторную решетку можно погрузить в буле-
возначную модель так, что она превращается в векторную подре-
шетку поля действительных чисел, рассматриваемого как вектор-
ная решетка над некоторым плотным подполем. Вторая теорема
говорит о том, что решеточно нормированное пространство можно
реализовать в подходящей булевозначной модели как плотное линей-
ное подпространство (над некоторым полем, например, полем раци-
ональных чисел) банахова пространства. Наконец, смысл третьей
теоремы состоит в следующем: банахово пространство возникает с
помощью процедуры ограниченного спуска из булевозначной модели
в том и только в том случае, если оно содержит полную булеву алгеб-
ру проекторов единичной нормы, обладающую свойством циклично-
сти. Последнее равносильно также и тому, что упомянутое банахово
пространство есть порядково полное решеточно нормированное про-
странство, а исходная скалярная норма является смешанной. Этот
факт служит основой для развиваемого в следующей главе подхода
к инволютивным банаховым алгебрам.

5.1. Векторные решетки

Здесь эскизно изложены основные понятия теории векторных
решеток. Более детализированное изложение можно найти в [1, 18,
44, 45, 116, 186, 227, 258].

5.1.1. Пусть F — линейно упорядоченное поле. Рассмотрим
алгебраическую систему E, сигнатура которой содержит символы
+, 0,≤, λ, где λ пробегает поле F, обозначая всякий раз одномест-
ную операцию на E. Последнюю называют растяжением вектора
в λ раз или умножением вектора на скаляр λ. Допустим, что для E
выполнены условия:
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(1) (E, +, 0,≤) — коммутативная упорядоченная группа;
(2) E — векторное пространство над F;
(3) умножение на любой положительный скаляр λ ∈ F

является положительным эндоморфизмом упорядо-
ченной группы (E, +, 0,≤).

В рассматриваемой ситуации говорят, что задано упорядоченное век-
торное пространство E.

Таким образом, упорядоченное векторное пространство можно
определить как пару (E,≤), где E — векторное пространство над по-
лем F, а ≤ — векторный порядок в E, т. е. отношение порядка в E,
согласованное со структурой векторного пространства. Последнее,
неформально говоря, означает, что неравенства в E «можно склады-
вать и умножать на положительные элементы поля F». Формально
говоря, отношение векторного порядка в E должно быть конусом
в E2 и одновременно отношением порядка в E. Задание векторного
порядка в векторном пространстве E над полем F равносильно также
указанию множества (положительного конуса) E+ ⊂ E со свойства-
ми: E+ + E+ ⊂ E+; λE+ ⊂ E+ (0 ≤ λ ∈ F); E+ ∩ (−E+) = 0. При
этом порядок ≤ и конус E+ связаны соотношением

x ≤ y ↔ y − x ∈ E+ (x, y ∈ E).

Понятия и результаты теории упорядоченных групп примени-
мы, разумеется, и к упорядоченным векторным пространствам. Яс-
но, например, что для упорядоченного векторного пространства по-
нятия архимедовости, линейной упорядоченности, o-идеала и т. д.
относятся к соответствующей упорядоченной группе.

5.1.2. Векторной решеткой называют упорядоченное вектор-
ное пространство, являющееся решеточно упорядоченной группой.
Тем самым в каждой векторной решетке E существуют точная верх-
няя граница sup{x1, . . . , xn} := x1∨· · ·∨xn и точная нижняя граница
inf{x1, . . . , xn} := x1∧· · ·∧xn произвольного непустого конечного мно-
жества {x1, . . . , xn} ⊂ E. В частности, любой элемент x векторной
решетки имеет положительную часть x+ := x∨ 0, отрицательную
часть x− := (−x)+ := −x ∧ 0 и модуль |x| := x ∨ (−x).

Напомним, что в векторной решетке E дизъюнктность вводит-
ся формулой

⊥:= {(x, y) ∈ E × E : |x| ∧ |y| = 0}.
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Компонентой (или полосой) векторной решетки E называют мно-
жество вида

M⊥ := {x ∈ E : (∀ y ∈ M)x ⊥ y},

где M — произвольное непустое множество в E. Компоненту K ви-
да {u}⊥⊥ называют главной, а элемент |u| — порядковой единицей (в
K). Совокупность всех компонент векторной решетки, упорядочен-
ная по включению, образует полную булеву алгебру B(E), в которой
булевы операции имеют вид:

L ∧ K = L ∩ K, L ∨ K = (L ∪ K)⊥⊥, L∗ = L⊥ (L, K ∈ B(E)).

Алгебра B(E) носит название базы E.
Пусть K — компонента векторной решетки E и 0 ≤ x ∈ E. Если

в E существует элемент sup{u ∈ K : 0 ≤ u ≤ x}, то он называется
проекцией x на компоненту K и обозначается через [K]x (или PrK x).
Для произвольного x ∈ E полагают [K]x := [K]x+ − [K]x−.

Проекция элемента x ∈ E на компоненту K существует тогда и
только тогда, когда справедливо разложение x = y + z, где y ∈ K и
z ∈ K⊥. При этом y = [K]x и z = [K⊥]x. Допустим, что всякий эле-
мент x ∈ E имеет проекцию на K. Тогда оператор x 7→ [K]x (x ∈ E)
линеен, идемпотентен и 0 ≤ [K]x ≤ x для всех 0 ≤ x ∈ E. Гово-
рят, что векторная решетка допускает проекции на компоненты (на
главные компоненты), если для всякой компоненты (главной компо-
ненты) K определен оператор проектирования [K]. Если векторная
решетка E допускает проекции на компоненты и всякое дизъюнкт-
ное множество положительных элементов в E имеет супремум, то E
называют расширенной.

5.1.3. Элемент 1 ∈ E именуют (порядковой) единицей, если
{1}⊥⊥ = E, т. е. если в E нет отличных от нуля элементов, дизъ-
юнктных 1. Другими словами, порядковая единица E — это по-
рядковая единица компоненты E векторной решетки E. Пусть для
некоторого 0 ≤ e ∈ E выполняется e∧ (1−e) = 0. Тогда говорят, что
e — единичный элемент (относительно 1). Множество C(1) := C(E)
всех единичных элементов с индуцированным из E порядком есть
булева алгебра. Решеточные операции в C(1) наследуются из E, а
булево дополнение имеет вид e∗ = 1 − e (e ∈ C(1)).

Всюду ниже, где не указано явно поле F, подразумевается век-
торная решетка над линейно упорядоченным полем действительных
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чисел R. В идеале I(u) :=
⋃∞

n=1[−nu, nu], порожденном элементом
0 ≤ u ∈ E, можно ввести полунорму

‖x‖u := inf{λ ∈ R : |x| ≤ λu} (x ∈ I(u)).

Если I(u) = E, то говорят, что u — сильная единица, а E — век-
торная решетка ограниченных элементов. Полунорма ‖ · ‖u будет
нормой в том и только в том случае, если E архимедова.

Элемент x ≥ 0 векторной решетки называется дискретным, если
[0, x] = [0, 1]x, т. е. если из 0 ≤ y ≤ x следует, что y = λx для
некоторого 0 ≤ λ ≤ 1. Векторная решетка E называется дискретной,
если для каждого 0 < y ∈ E найдется такой дискретный элемент
x ∈ E, что 0 < x ≤ y. В случае, когда E не имеет ненулевых
дискретных элементов, говорят, что E непрерывна.

5.1.4. Пространством Канторовича или же K-пространством
называют такую векторную решетку, в которой всякое непустое по-
рядково ограниченное подмножество имеет точные границы. Из-
редка вместо K-пространства используют более полный термин —
условно порядково полная векторная решетка. Если в векторной
решетке существуют точные границы непустых счетных ограничен-
ных множеств, то ее называют Kσ-пространством. Всякое Kσ-
пространство, и тем более всякое K-пространство, архимедово.

Множество проекторов на всевозможные компоненты в E обо-
значим символом Pr(E). Для проекторов π и ρ положим π ≤ ρ при
условии, что πx ≤ ρx при всех 0 ≤ x ∈ E.

Теорема. Пусть E — произвольное K-пространство. Тогда
проектирование на компоненты определяет изоморфизм K 7→ [K]
булевых алгебр B(E) и Pr(E). Если в E имеется единица, то отоб-
ражения π 7→ π1 из Pr(E) в C(E) и e 7→ {e}⊥⊥ из C(E) в B(E) также
являются изоморфизмами булевых алгебр.

Проектор πu на компоненту вида {u}⊥⊥, где 0 ≤ u ∈ E, может
быть найден по более простому правилу, нежели указано в 5.1.2:

πux = sup{x ∧ (nu) : n ∈ N} (0 ≤ x ∈ E).

В частности, в Kσ-пространстве существует проекция любого эле-
мента на всякую главную компоненту.



240 Гл. 5.Анализ банаховых пространств

Пусть E — это Kσ-пространство с единицей 1. Проекция еди-
ницы на компоненту {x}⊥⊥ называется следом элемента x и обозна-
чается символом ex. Таким образом, ex := sup{1 ∧ (n|x|) : n ∈ N}.
След ex служит как единицей в {x}⊥⊥, так и единичным элементом
в E. Для каждого вещественного числа λ через ex

λ обозначают след
положительной части элемента λ1− x, т. е. ex

λ := e(λ1−x)+ . Возника-
ющую при этом функцию λ 7→ ex

λ (λ ∈ R) называют спектральной
функцией или характеристикой элемента x.

5.1.5. (1) Пусть E — алгебра над полем F, наделенная таким от-
ношением порядка, что E можно рассматривать как упорядоченное
векторное пространство, конус положительных элементов которого
замкнут относительно умножения. Тогда E называют упорядочен-
ной алгеброй над полем F или, короче, упорядоченной F-алгеброй.
Можно сказать, что упорядоченная алгебра — это алгебраическая
система E, сигнатура которой содержит символы +, 0,≤, , · и λ, где
λ пробегает множество элементов поля F, обозначая всякий раз одно-
местную операцию растяжения вектора в λ раз, причем соблюдены
условия:

(a) E — упорядоченное векторное пространство;
(b) (E, +,0,≤, · ) — упорядоченное кольцо.

Будем говорить, что E — решеточно упорядоченная алгебра (f -
алгебра), если E — упорядоченная алгебра и соответствующее упо-
рядоченное кольцо решеточно упорядочено (является f -кольцом).
Точной называют такую f -алгебру, в которой для любых двух эле-
ментов x и y из x · y = 0 следует, что x ⊥ y. Нетрудно показать,
что f -алгебра является точной в том и только в том случае, если в
ней нет ненулевых нильпотентных элементов. Точность f -алгебры
равносильна отсутствию в ней строго положительных элементов с
нулевым квадратом (см. 4.4.8).

(2) Комплексной векторной решеткой принято называть ком-
плексификацию E⊗ iE вещественной векторной решетки E, где, как
обычно, символ i обозначает мнимую единицу. В это определение
часто включают дополнительное требование существования модуля

|z| := sup{Re(eiθz) : 0 ≤ θ ≤ π}

у любого элемента z ∈ E ⊗ iE. Легко сформулировать требова-
ния к E, обеспечивающие автоматическое наличие модуля в E ⊗
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iE. Например, достаточно считать, что E — это K-пространство
(или хотя бы Kσ-пространство). Таким образом, комплексное K-
пространство — комплексификация вещественного K-пространст-
ва. Говоря о порядковых свойствах комплексной векторной решетки
E ⊗ iE, имеют в виду ее вещественную часть E. Понятия подрешет-
ки, идеала, компоненты, проектора и т. п. естественно распространя-
ются на случай комплексной векторной решетки путем надлежащей
комплексификации.

5.1.6. С отношением порядка в векторной решетке связаны раз-
личные типы сходимости. Пусть (A,≤) — направленное множество,
т. е. ≤ ◦ ≤−1= A2. Рассмотрим сеть (xα) := (xα)α∈A в E. Ее на-
зывают возрастающей (убывающей), если xα ≤ xβ (xβ ≤ xα) при
α ≤ β (α, β ∈ A).

Говорят, что сеть (xα) порядково сходится или o-сходится к
элементу x ∈ E, если существует убывающая сеть (eα)α∈A в E со
свойствами infα∈A eα = 0 и |x − xα| ≤ eα (α ∈ A). При этом x

называют o-пределом сети (xα) и пишут x = o-lim xα или xα
(o)−→ x. В

K-пространстве E для порядково ограниченной сети вводятся также
верхний и нижний o-пределы формулами:

lim sup
α∈A

xα := lim
α∈A

xα := inf
α∈A

sup
β≥α

xβ ,

lim inf
α∈A

xα := lim
α∈A

xα := sup
α∈A

inf
β≥α

xβ .

Между указанными объектами имеется очевидная связь:

x = o-lim xα ↔ lim supxα = x = lim inf xα.

Говорят, что сеть (xα)α∈A сходится с регулятором к x ∈ X,
если существуют элемент 0 ≤ u ∈ E, называемый регулятором схо-
димости, и числовая сеть (λα)α∈A ⊂ R со свойствами lim λα = 0
и |x − xα| ≤ λαu (α ∈ A). При этом x называют r-пределом сети

(xα) и пишут x = r-lim xα или xα
(r)−→ x. Как видно, сходимость

с регулятором u — это сходимость в нормированном пространстве
(I(u), ‖ · ‖u).

Наличие в K-пространстве o-сходимости позволяет определить
сумму бесконечного семейства (xξ)ξ∈Ξ.
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В самом деле, для θ := {ξ1, . . . , ξn} ∈ Pfin(Ξ) обозначим yθ :=
xξ1 + . . . + xξn

. Тогда возникает сеть (yθ)θ∈Θ, где множество Θ :=
Pfin(Ξ) естественным образом упорядочено по включению. Если су-
ществует предел x = o-limθ∈Θ yθ, то элемент x называют o-суммой
семейства (xξ) и пишут x = o-

∑
ξ∈Ξ xξ. Понятно, что при xξ ≥ 0

(ξ ∈ Ξ) для существования o-суммы семейства (xξ) необходимо и до-
статочно, чтобы сеть (yθ)θ∈Θ была порядково ограничена; при этом
o-

∑
ξ∈Ξ xξ = supθ∈Θ yθ. Если элементы семейства (xξ) попарно дизъ-

юнктны, то
o-

∑

ξ∈Ξ
xξ = sup

ξ∈Ξ
x+

ξ − sup
ξ∈Ξ

x−
ξ .

Всякое K-пространство E является o-полным в следующем смысле.
Если сеть (xα)α∈A в E удовлетворяет условию

lim sup |xα − xβ | = inf
γ∈A

sup
α,β≥γ

|xα − xβ | = 0,

то существует такой элемент x ∈ E, что x = o-lim xα.

5.1.7. Примеры.
(1) Пусть (Eα)α∈A — семейство векторных решеток (f -алгебр)

над одним и тем же упорядоченным полем F. Тогда декартово про-
изведение E := ˝α∈AEα, рассматриваемое с покоординатными опера-
циями и порядком, является векторной решеткой (f -алгеброй) над
полем F. При этом решетка E порядково полна, расширена или дис-
кретна тогда и только тогда, когда этим свойством обладают все
сомножители Eα. База B(E) изоморфна произведению семейства
булевых алгебр (B(Eα))α∈A. Элемент e ∈ E будет единицей в том и
только в том случае, если e(α) — единица в Eα при всех α ∈ A. В
частности, совокупность RA (CA) всех вещественных (комплексных)
функций на непустом множестве A представляет собой расширенное
дискретное K-пространство (комплексное K-пространство).

(2) Всякий идеал, а значит, и фундамент векторной решетки
(K-пространства) является векторной решеткой (K-пространством).
База векторной решетки изоморфна базе любого его фундамента.
В частности, K-пространством является lp(A) для любого 1 ≤ p ≤ ∞
(см. (1)).

(3) Пусть N — это o-идеал векторной решетки E. Тогда фак-
тор-пространство Ẽ := E/N также будет векторной решеткой, если
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определить в нем отношение порядка с помощью положительного ко-
нуса ϕ(E+), где ϕ : E → Ẽ — канонический фактор-гомоморфизм.
Векторная решетка Ẽ архимедова в том и только в том случае,
когда N замкнут относительно сходимости с регулятором. Если
E есть f -алгебра, а o-идеал N является также и кольцевым идеа-
лом, то Ẽ — f -алгебра. Если E — это Kσ-пространство и N се-
квенциально o-замкнут, то Ẽ будет Kσ-пространством, а гомомор-
физм ϕ — секвенциально o-непрерывным. База векторной решет-
ки Ẽ изоморфна полной булевой алгебре ∆-компонент R∆(E), где
∆ := {(x, y) ∈ E × E : |x| ∧ |y| ∈ N}.

(4) Пусть (Ω, A ) — измеримое пространство, т. е. Ω — непу-
стое множество и A — σ-алгебра его подмножеств. Обозначим че-
рез M (Ω, A ) множество всех вещественных (комплексных) измери-
мых функций на Ω с операциями и порядком, индуцированными
из RΩ (из CΩ). Возьмем какой-нибудь σ-полный идеал N алгеб-
ры A . Пусть N — множество таких функций f ∈ M (Ω, A ), что
{t ∈ Ω : f(t) 6= 0} ∈ N , и положим M(Ω, A , N) := M (Ω, A )/N .
Тогда M (Ω, A ) и M(Ω, A , N ) — вещественные (комплексные) Kσ-
пространства и одновременно f -алгебры. Предположим, что µ :
A → R ∪ {+∞} — счетно-аддитивная положительная мера. Век-
торная решетка M(Ω, A , µ) := M(Ω, A , µ−1(0)) будет расширенным
K-пространством, если мера µ конечна или σ-конечна. Вообще по-
рядковая полнота решетки M(Ω, A , µ) связана со свойством прямой
суммы для меры µ [44, 158]. Однако для простоты мы ограничим-
ся случаем σ-конечной меры µ. Пространство M(Ω, A , µ) непре-
рывно тогда и только тогда, когда µ не имеет атомов. Напомним,
что атомом меры µ называют множество A ∈ A такое, что 0 <
µ(A) и если A′ ∈ A , A′ ⊂ A, то либо µ(A′) = 0, либо µ(A′) =
µ(A). Дискретность M(Ω, A , µ) равносильна тому, что мера µ чи-
сто атомическая, т. е. всякое множество ненулевой меры содержит
атом µ. Класс эквивалентности функции, тождественно равной еди-
нице, будет порядковой и кольцевой единицей в M(Ω, A , µ). База
K-пространства M(Ω, A , µ) изоморфна булевой алгебре A /µ−1(0)
измеримых множеств по модулю множеств нулевой меры. В силу
(2) K-пространствами будут также пространства Lp(Ω, A ,µ) (1 ≤
p ≤ ∞), являющиеся фундаментами M(Ω, A , µ).

(5) Пусть H — комплексное гильбертово пространство и A —
сильно замкнутая коммутативная алгебра самосопряженных огра-
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ниченных операторов в H. Обозначим P(A) множество всех орто-
проекторов в H, входящих в алгебру A. Тогда P(A) — полная булева
алгебра. Пусть A∞ — множество всех плотно определенных само-
сопряженных операторов a в H таких, что спектральная функция
λ 7→ ea

λ (λ ∈ R) оператора a принимает свои значения в P(A). Пусть
A∞ — множество плотно определенных нормальных операторов a в
H таких, что если a = u|a| — полярное разложение a, то |a| ∈ A∞. В
множествах A∞ и A∞ естественно вводится структура упорядочен-
ного векторного пространства. Так, для a и b ∈ A∞ сумма a + b и
произведение a ·b определяются как единственные самосопряженные
расширения операторов h 7→ ah+bh и h 7→ a·bh (h ∈ dom(a)∩dom(b)),
где dom(c) — область определения c. Кроме того, для a ∈ A∞ пола-
гают a ≥ 0 в том и только в том случае, если 〈ah, h〉 ≥ 0 для всех
h ∈ dom(a). Операции и порядок в A∞ получаются путем комплек-
сификации A∞.

Множества A∞ и A∞ с указанными операциями и порядком
представляют расширенное K-пространство и комплексное расши-
ренное K-пространство с базой единичных элементов P(A). При
этом A — это K-пространство ограниченных элементов в A∞.

(6) Пусть Q — топологическое пространство. Пусть, далее,
Bor(Q) := Bor(Q, R) — множество всех борелевских функций из Q
в R с поточечными операциями суммы и произведения, а также
с поточечным отношением порядка. Тогда Bor(Q, R) — это Kσ-
пространство. Обозначим через N множество таких борелевских
функций f ∈ Bor(Q), что {t ∈ Q : f(t) 6= 0} — тощее множество (т. е.
множество первой категории). Пусть B(Q) — фактор-пространство
Bor(Q)/N с индуцированными из Bor(Q) операциями и порядком.
Тогда B(Q) — это K-пространство, база которого изоморфна буле-
вой алгебре борелевских подмножеств Q по модулю множеств пер-
вой категории. Если топологическое пространство Q бэровское (т. е.
всякое непустое открытое множество в Q нетощее), то база B(B(Q))
изоморфна булевой алгебре всех регулярных открытых (или регу-
лярных замкнутых) подмножеств Q. Оба пространства Bor(Q) и
B(Q) являются точными f -алгебрами. Функция, тождественно рав-
ная единице, служит в них порядковой и кольцевой единицей. За-
менив R на C, получим комплексное K-пространство B(Q).
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(7) Пусть вновь Q — топологическое пространство, а C(Q) —
пространство всех непрерывных действительных функций на Q. То-
гда C(Q) — подрешетка и подалгебра в Bor(Q). В частности, C(Q) —
это точная архимедова f -алгебра. Вообще говоря, C(Q) не будет K-
пространством. Порядковая полнота C(Q) связана с экстремальной
несвязностью пространства Q (см. 1.2.5). Для равномеризуемого
топологического пространства Q база векторной решетки C(Q) изо-
морфна алгебре регулярных открытых множеств.

Пусть теперь LSC(Q) — множество (классов эквивалентности)
полунепрерывных снизу функций f : Q → R := R∪{±∞) таких, что
f−1(−∞) нигде не плотно, а внутренность множества f−1([−∞,∞))
плотна в Q. Как обычно, две функции считают эквивалентными, ес-
ли их значения различаются лишь на тощем множестве. Сумму f +g
(произведение f · g) элементов f, g ∈ LSC(Q) определим как полуне-
прерывную снизу регуляризацию поточечной суммы t 7→ f(t) + g(t)
(t ∈ Q0) (поточечного произведения t 7→ f(t) · g(t) (t ∈ Q0)), где Q0
— плотное подмножество Q, на котором конечны f и g. Тем самым
LSC(Q) превращается в расширенное K-пространство и f -алгебру,
причем база LSC(Q) изоморфна алгебре регулярных открытых мно-
жеств. Таким образом, K-пространства B(Q) и LSC(Q) изоморфны
в случае бэровского Q. Если же Q равномеризуемо, то C(Q) есть
(порядково) плотная подрешетка в LSC(Q).

5.1.8. Особую роль в теории векторных решеток играет про-
странство непрерывных функций, принимающих бесконечные зна-
чения на нигде не плотном множестве. Для введения этого про-
странства необходимы еще некоторые вспомогательные факты. Взяв
произвольные f : Q → R и λ ∈ R, положим

{f < λ} := {t ∈ Q : f(t) < λ}, {f ≤ λ} := {t ∈ Q : f(t) ≤ λ}.

(1) Пусть Q — произвольное топологическое пространство, Λ —
плотное множество в R и λ 7→ Uλ (λ ∈ Λ) — возрастающее отобра-
жение из Λ в упорядоченное по включению множество P(Q). Тогда
равносильны следующие утверждения:

(a) имеется, и притом единственная, непрерывная функ-
ция f : Q → R такая, что

{f < λ} ⊂ Uλ ⊂ {f ≤ λ} (λ ∈ Λ),
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(b) для любых λ, µ ∈ Λ из λ < µ вытекает

cl(Uλ) ⊂ int(Uµ).

C Импликация (a) → (b) тривиальна. Докажем (b) → (a). Для
каждого t ∈ Q положим f(t) := inf{λ ∈ Λ : t ∈ Uλ}. Тем самым
определена функция f : Q → R и нетрудно проверить, что {f <
λ} ⊂ Uλ ⊂ {f ≤ λ}. Ясно также, что

{f < λ} =
⋃

{Uµ : µ < λ, µ ∈ Λ}, {f ≤ λ} =
⋂

{Uν : λ < ν, ν ∈ Λ}.

Заметим, что пока была использована только изотонность отобра-
жения λ 7→ Uλ.

Рассмотрим теперь отображения

λ 7→ Vλ := int(Uλ), λ 7→ Wλ := cl(Uλ) (λ ∈ Λ).

Как видно, они возрастают. Тем самым существуют такие функции
g и h : Q → R, что

{g < λ} ⊂ Vλ ⊂ {g ≤ λ}, {h < λ} ⊂ Wλ ⊂ {h ≤ λ} (λ ∈ Λ).

Из определения Wλ следует, что Uµ ⊂ Wλ при µ < λ. В силу плот-
ности Λ в R для любых t ∈ Q и ν > f(t) найдутся такие λ, µ ∈ Λ,
что f(t) < µ < λ < ν, значит, t ∈ Uµ ⊂ Wλ и h(t) < λ < ν. Устрем-
ляя ν к f(t), получим h(t) ≤ f(t). Это же неравенство очевидно и
при f(t) = +∞. Аналогично Vµ ⊂ Uλ при µ < λ, следовательно,
f(t) ≤ g(t) для всех t ∈ Q. Записывая (b) в виде Wµ ⊂ Vλ при µ < λ,
вновь с помощью приведенных выше рассуждений заключаем, что
g(t) ≤ h(t) при всех t ∈ Q. Таким образом, f = g = h. Непрерыв-
ность f вытекает из равенств

{f < λ} = {g < λ} =
⋃

{Vµ : µ < λ, µ ∈ Λ},

{f ≤ λ} = {h ≤ λ} =
⋂

{Wµ : µ > λ, µ ∈ Λ},

так как Vµ открыто, а Wµ замкнуто при всех µ ∈ Λ. B
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(2) Пусть Q — экстремальный компакт, т. е. Q — компактное то-
пологическое пространство, в котором замыкание всякого открытого
множества открыто. Пусть Q0 — открытое плотное подмножество
Q и f : Q0 → R — непрерывная функция. Тогда существует един-
ственная непрерывная функция f̄ : Q0 → R такая, что f(t) = f̄(t)
(t ∈ Q0).

C В самом деле, если Uµ := cl({f < µ}), то отображение µ 7→
Uµ (µ ∈ R) возрастает и удовлетворяет условию (b) из (1). Стало
быть, существует и при этом единственная функция f̄ : Q → R со
свойствами {f̄ < µ} ⊂ Uµ ⊂ {f̄ ≤ µ} (µ ∈ R). Несложно понять, что
при этом f̄ ¹ Q0 = f , т. е. ограничение f̄ на Q0 совпадает с f . B

(3) Обозначим символом C∞(Q) множество всех непрерывных
функций x : Q → R, которые могут принимать значения ±∞ лишь
на нигде не плотном множестве. Введем в C∞(Q) отношение поряд-
ка, полагая x ≤ y в том и только в том случае, если x(t) ≤ y(t) для
всех t ∈ Q. Далее, возьмем x и y ∈ C∞(Q) и положим Q0 := {|x| <
+∞}∩{|y| < +∞}. Тогда Q0 открыто и плотно в Q. Согласно (2) су-
ществует единственная непрерывная функция z : Q → R такая, что
z(t) = x(t) + y(t) при t ∈ Q0. Эту функцию z мы и примем за сум-
му элементов x и y. Аналогично определяется произведение любых
двух элементов. Отождествляя число λ с функцией, тождественно
равной λ на Q, получим произведение любых x ∈ C∞(Q) и λ ∈ R.

Легко видеть, что C∞(Q) с введенными операциями и порядком
является векторной решеткой и одновременно точной f -алгеброй.
Ниже увидим, что C∞(Q) — расширенное K-пространство. Функ-
ция, тождественно равная единице, является кольцевой и порядко-
вой единицей. База векторной решетки C∞(Q) изоморфна булевой
алгебре всех открыто-замкнутых подмножеств компакта Q.

5.1.9. Пусть E и F — векторные решетки.
(1) Линейный оператор U : E → F называют: положитель-

ным, если U(E+) ⊂ F+; регулярным, если он допускает представ-
ление в виде разности двух положительных операторов; наконец,
порядково ограниченным или o-ограниченным, если образ всякого o-
ограниченного подмножества E относительно U есть o-ограниченное
подмножество F . Если F — это K-пространство, то оператор регу-
лярен в том и только в том случае, если он o-ограничен. Множества
всех регулярных и положительных операторов из E в F обознача-
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ются символами L∼(E,F ) и L∼(E,F )+ соответственно.
Теорема Рисса — Канторовича. Если E — векторная

решетка, а F — некоторое K-пространство, то пространство регуляр-
ных операторов L∼(E,F ), упорядоченное конусом положительных
операторов L∼(E,F )+, представляет собой K-пространство.

(2) Рассмотрим векторную решетку E и некоторую ее вектор-
ную подрешетку D ⊂ E. Линейный оператор U из D в E называют
нерасширяющим (или стабилизатором), если для всякого x ∈ D
верно Ux ∈ {x}⊥⊥. Нерасширяющий оператор может и не быть
регулярным. Регулярный нерасширяющий оператор именуют орто-
морфизмом.

Пусть Orth(E) обозначает множество всех ортоморфизмов, дей-
ствующих в E, а Z (E) — это o-идеал, порожденный в L∼(E) тож-
дественным оператором IE . Пространство Z (E) часто называют
центром векторной решетки E. Определим теперь пространство
всех ортоморфизмов Orth∞(E). Обозначим сначала буквой M все-
возможные пары (D, π), где D — фундамент E, а π — ортоморфизм
из D в E. Элементы (D, π) и (D′, π′) множества M объявим эквива-
лентными, если на пересечении D ∩ D′ ортоморфизмы π и π′ совпа-
дают. Фактор-множество множества M по указанному отношению
и есть Orth(E). Каждый ортоморфизм π ∈ Orth(E) отождествим с
соответствующим классом эквивалентности в Orth∞(E). Тогда име-
ют место включения Z (E) ⊂ Orth(E) ⊂ Orth∞(E). В множестве
Orth∞(E) естественно вводится структура упорядоченной алгебры.

(a) Теорема. Если E — архимедова векторная решетка, то
Orth∞(E) — точная f -алгебра с единицей IE . При этом Orth(E) есть
f -подалгебра Orth∞(E), а Z (E) — это f -подалгебра ограниченных
элементов в Orth(E).

(b) Теорема. Всякая архимедова f -алгебра E с единицей 1
алгебраически и решеточно изоморфна f -алгебре ортоморфизмов.
При этом идеал I(1) отображается на Z (E).

Если E — архимедова векторная решетка, то база каждой из
f -алгебр Orth∞(E), Orth(E) и Z (E) изоморфна базе E. Если E —
это K-пространство, то Orth∞(E) — расширенное K-пространство,
а Orth(E) — его фундамент.
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5.1.10. Примечания.
(1) Создание теории упорядоченных векторных пространств от-

носят к 1930-м годам и связывают с исследованиями Г. Биркгофа,
Л. В. Канторовича, М. Г. Крейна, Х. Накано, Ф. Рисса, Г. Фрей-
денталя и др. В наше время теория и приложения упорядоченных
векторных пространств — обширная область математики, составля-
ющая, по существу, одно из основных направлений современного
функционального анализа. Это направление хорошо представлено
в монографической литературе, см. [1, 18, 44, 45, 115, 116, 165, 171,
178, 182, 183, 186, 227, 229, 258]. Отметим также обзоры [9, 10, 11],
в которых имеется обширная библиография.

(2) Сведения, изложенные в этом параграфе, являются началь-
ными в теории векторных решеток и содержатся в любой из книг
[18, 44, 116, 186, 227]. Векторные решетки называют также про-
странствами Рисса, см. [186, 258].

(3) Порядково полные векторные решетки, т. е. K-пространст-
ва, выделил и начал изучать Л. В. Канторович. Это было сдела-
но в его первой основополагающей работе на эту тему [38], в кото-
рой он писал: «В этой заметке я определяю новый тип пространств,
которые я называю линейными полуупорядоченными пространства-
ми. Введение этих пространств позволяет изучать линейные опе-
рации одного общего класса (операции, значения которых принад-
лежат такому пространству) как линейные функционалы». Здесь
Л. В. Канторович сформулировал важную методологическую уста-
новку — эвристический принцип переноса, согласно которому эле-
менты K-пространства — суть обобщенные числа.

(4) Эвристический принцип переноса Л. В. Канторовича нашел
многочисленные подтверждения в исследованиях как самого авто-
ра, так и его последователей (см. [39–43]. Уже в начальный период
развития теории предпринимались формализации этих эвристиче-
ских соображений. На этом пути возникли так называемые теоремы
о сохранении соотношений, которые утверждают, что если какое-то
предложение, включающее конечное число функциональных соотно-
шений, доказано для вещественных чисел, то аналогичный факт ав-
томатически оказывается верным и для элементов K-пространства
(см. [18, 45]). В то же время оставался совершенно неясным внут-
ренний механизм, управляющий феноменом сохранения соотноше-
ний, границы его применимости, а также общие причины многих
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аналогий и параллелей с классической теорией функций. Глубина и
универсальность принципа Канторовича были объяснены в рамках
булевозначного анализа (см. 5.2.15 (1)).

5.2. Реализация векторных решеток

В текущем параграфе устанавливается, что архимедовы вектор-
ные решетки реализуются как подгруппы аддитивной группы дей-
ствительных чисел в подходящей булевозначной модели. С помощью
такой реализации выводятся основные структурные свойства вектор-
ных решеток: функциональное исчисление, интегральное представ-
ление элементов, представление пространствами функций и т. п.

5.2.1. Пусть R — линейно упорядоченное поле вещественных
чисел, а R∧ — его образ при каноническом вложении класса всех
множеств в универсум V(B) (см. 2.2.7). Так как R — алгебраиче-
ская система сигнатуры σ := (+, · , 0, 1,≤), то по следствию 4.3.5 (1)
R∧ — алгебраическая система сигнатуры σ∧ внутри V(B). Более то-
го, для всякой формулы ϕ(u0, . . . , un−1) сигнатуры σ и для любых
x0, . . . , xn−1 ∈ R выполняется ϕ(x0, . . . , xn−1) в том и только в том
случае, если внутри V(B) выполняется ϕ(x∧

0 , . . . , x∧
n−1). В частности,

в качестве ϕ можно взять аксиомы архимедова линейно упорядо-
ченного поля. Следовательно, V(B) |= «R∧ — архимедово линейно
упорядоченное поле». Однако нельзя утверждать, что R∧ — поле
действительных чисел внутри V(B) (см. [149]). Дело в том, что акси-
ома полноты поля действительных чисел не выражается ограничен-
ной формулой. Вот одна из эквивалентных формулировок аксиомы
полноты:

(∀A) (A ⊂ R ∧ A 6= ∅ ∧ π≤(A) 6= ∅ → (∃x ∈ R)(x = sup(A))),

т. е. всякое непустое множество действительных чисел, имеющее
верхнюю границу, имеет и точную верхнюю границу. В этой аксио-
ме квантор общности пробегает множество всех подмножеств мно-
жества R.

Напомним (см. 3.1.1), что B0(R) := R∧↓ состоит из всех пере-
мешиваний вида mixt∈R(btt

∧), где (bt)t∈R — разбиение единицы в B.
По теореме 4.4.10 B0(R) — расширенное точное f -кольцо. Можно
отождествить f -кольцо B0(R) с f -кольцом всех непрерывных функ-
ций x из стоуновского компакта St(B) алгебры B в множество R :=
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R∪ {±∞} с дискретной топологией, принимающих значения ±∞ на
нигде не плотном множестве. Ясно, что B0(R) является на самом
деле f -алгеброй, так как можно считать R ⊂ B0(R) при отождеств-
лении числа λ с функцией, тождественно равной λ на St(B).

5.2.2. В силу принципа переноса и принципа максимума суще-
ствует такой элемент R ∈ V(B), что V(B) |= «R — упорядоченное
поле вещественных чисел». Понятно, что внутри V(B) поле R един-
ственно с точностью до изоморфизма, т. е. если R′ — еще одно поле
вещественных чисел внутри V(B), то V(B) |= «R и R′ изоморфны».
Как уже говорилось выше, R∧ — архимедово упорядоченное поле
внутри V(B), следовательно, V(B) |= «R∧ ⊂ R и R — (метрическое)
пополнение поля R∧». При этом для единицы 1 поля R будет V(B) |=
«1:= 1∧ есть единица поля R».

Перейдем теперь к рассмотрению спуска R↓ алгебраической си-
стемы R := (|R|, +, · , 0, 1,≤). Таким обрахом, спуск основного мно-
жества системы R мы рассматриваем вместе со спущенными опе-
рациями и порядком в R. Более подробно, сложение, умножение и
порядок в R↓ вводятся следующими правилами (см. 4.2.3):

x + y = z ↔ [[x + y = z]] = 1,

xy = z ↔ [[xy = z]] = 1,

x ≤ y ↔ [[x ≤ y]] = 1,

λx = y ↔ [[λ∧x = y]] = 1

(x, y, z ∈ R↓, λ ∈ R).

Теорема Гордона. Пусть R — поле действительных чисел
в модели V(B). Алгебраическая система R↓ (т. е. множество |R|↓
со спущенными операциями и порядком) есть расширенное K-прост-
ранство. При этом существует (канонический) изоморфизм χ буле-
вой алгебры B на булеву алгебру проекторов Pr(R↓) (или единичных
элементов C(R↓)) такой, что имеют место эквивалентности

χ(b)x = χ(b)y ↔ b ≤ [[x = y]],
χ(b)x ≤ χ(b)y ↔ b ≤ [[x ≤ y]]

для всех x, y ∈ R↓ и b ∈ B.
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C Доказательство этого результата содержится, по сути дела,
в 4.4.10. В самом деле, согласно 4.4.10 (2, 4) R ↓ — расширенное и
порядково полное f -кольцо с единицей 1 := 1∧. Отображение λ 7→
λ∧ · 1 является изоморфизмом поля R в R ↓. Полагая λx := λ∧x
(x ∈ R↓, λ ∈ R), получим требуемую векторную структуру на R↓.
Тем самым R↓ — расширенное K-пространство. B

5.2.3. Используя те же обозначения, что и в 5.2.2, выясним
смысл некоторых утверждений в терминах K-пространства R↓.

(1) Пусть (bξ)ξ∈Ξ — разбиение единицы в B и (xξ)ξ∈Ξ — произ-
вольное семейство в R↓. Тогда

mix
ξ∈Ξ

(bξxξ) = o-
∑

ξ∈Ξ
χ(bξ)xξ.

C Действительно, если x = mix(bξxξ), то из определения пере-
мешивания с учетом теоремы 5.2.2 следует, что χ(bξ)x = χ(bξ)xξ для
каждого ξ. Суммируя по ξ это соотношение, получим требуемое. B

(2) Для множества A ⊂ R↓ и произвольных a ∈ R↓ и b ∈ B
справедлива эквивалентность

χ(b)a = sup(χ(b)(A)) ↔ b ≤ [[a = sup(A↑)]].

C Действительно, благодаря 5.2.2 равенство χ(b)a = sup{χ(b)x :
x ∈ A} выполняется в том и только в том случае, если b ≤ [[x ≤ a]]
при всех x ∈ A и для каждого y ∈ R↓ из соотношения (∀x ∈ A)(b ≤
[[x ≤ y]]) вытекает b ≤ [[a ≤ y]]. Последнее утверждение есть просто
иная запись соотношения b ≤ [[sup(A↑) = a]]. B

(3) Рассмотрим сеть s : A → R↓, где A — направленное множе-
ство. Тогда модифицированный подъем s↑ : A∧ → R является сетью
внутри V(B), причем для любых x ∈ R↓ и b ∈ B выполняется

χ(b)x = o-lim(χ(b) ◦ s) ↔ b ≤ [[x = lim(s↑)]].

C Соотношение χ(b)x = o-lim(χ(b) ◦ s) равносильно существова-
нию сети r : A → R↓ такой, что r(α) ≤ r(β) при α ≤ β, inf{r(α) : α ∈
A} = 0 и |χ(b)x − χ(b)s(α)| ≤ χ(b)r(α) для всех α ∈ A.
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Благодаря 5.2.3 (2) и равенству r(A)↑= r↑(A∧), последние три
соотношения означают, что справедливы неравенства

b ≤ [[(∀α ∈ A∧)(|x − s↑(α)| ≤ r(α))]],
b ≤ [[inf(r↑(A∧) = 0)]],

b ≤ [[(∀α, β ∈ A∧)(α ≤ β → r↑(α) ≤ r↑(β)]],

более короткая запись которых и есть формула b ≤ [[x = lim(s↑)]]. B
Совершенно аналогично доказывается следующее предложение.
(4) Пусть s и A ∈ V(B) таковы, что [[s : A → R — сеть ]] = 1.

Тогда спуск s↓: A↓→ R↓ является сетью, причем для всяких x ∈ R↓
и b ∈ B верно

χ(b)x = o-lim(χ(b) ◦ (s↓)) ↔ b ≤ [[x = lim(s)]].

(5) Для каждого элемента x ∈ R↓ имеют место равенства

ex = χ([[x 6= 0]]), ex
λ = χ([[x < λ]]) (λ ∈ R).

C Заметим, что вещественное число t отлично от нуля в том и
только в том случае, если точная верхняя граница множества {1 ∧
(n|t|) : n ∈ ω} есть 1. Следовательно, по принципу переноса для
x ∈ R ↓ имеем [[x 6= 0]] = [[sup{1∧ ∧ (n|x|) : n ∈ ω∧} = 1]]. Если
A := {1 ∧ (n|x|) : n ∈ ω}, то [[sup(A↑) = sup{1∧ ∧ (n|x|) : n ∈ ω∧}]] = 1
и ex = sup(A). Следовательно, b := [[x 6= 0]] = [[ex = 1]]. Аналогично
выводим b∗ = [[ex = 0]]. Привлекая свойства χ, получаем ex = χ(b).
Возьмем теперь произвольное число λ ∈ R и заметим, что λ∧ = λ∧1,
значит, ex

λ = e(λ∧−x)+ . В силу уже доказанного

χ−1(ex
λ) = [[(λ∧ − x) ∨ 0 6= 0]] = [[λ∧ − x > 0]] = [[x < λ∧]]. B

5.2.4. Теорема. Пусть X — архимедова векторная решетка
с базой B := B(X). Пусть R — поле вещественных чисел в модели
V(B). Тогда существует линейный и решеточный изоморфизм ı из X
в расширенное K-пространство R↓ такой, что выполняются условия:

(1) изоморфизм ı сохраняет точные границы непустых
ограниченных множеств;



254 Гл. 5.Анализ банаховых пространств

(2) порядковый идеал J(ı(X)), порожденный множест-
вом ı(X), есть фундамент R↓;

(3) для любого y ∈ J(ı(X)) справедливы равенства

inf{ı(x) : x ∈ X, ı(x) ≥ y} =
= y = sup{ı(x) : x ∈ X, ı(x) ≤ y};

(4) для x ∈ X и b ∈ B выполняется b ≤ [[ı(x) = 0]] в том
и только в том случае, если x ∈ b⊥.

C В теореме 4.4.12 было доказано, что существует подгруппа
X аддитивной группы поля действительных чисел R ∈ V(B), а
также аддитивный и решеточный изоморфизм ı := ıX из X в X .
Пусть e — ненулевой положительный элемент группы X . Заме-
няя в случае необходимости X на изоморфную ей группу e−1X ,
можно считать, что e = 1 ∈ X . Заметим, что X∧ — векторное про-
странство над полем R∧. Нетрудно понять, что фактор-отображение
ϕ := ϕX : X∧ → X в этой ситуации будет R∧-линейным. В частно-
сти, [[ϕ((λx)∧) = λ∧ϕ(x∧)]] = 1 (λ ∈ R, x ∈ X). Отсюда получаем
[[ı(λx) = λ∧ı(x)]] = 1 или ı(λx) = λı(x) (см. 5.2.2). Теперь для
1 = mix(bξı(eξ)), (eξ) ⊂ X и для λ ∈ R можно написать

bξ ≤ [[λ∧ = λ∧ · ıeξ]] ∧ [[λ∧ · ıeξ = ı(λeξ)]] ∧ [[ı(λeξ) ∈ X ]] ≤ [[λ∧ ∈ X ]].

Стало быть, λ∧ ∈ X , поэтому [[R∧ ⊂ X ⊂ R]] = 1. Более того,
V(B) |= «X — векторная подрешетка поля R, рассматриваемого со
структурой векторной решетки над R∧». Но тогда X ↓ — векторная
подрешетка расширенного K-пространства R ↓, а ı можно считать
вложением X в R↓. Остается проверить (1)–(4).

(1) Возьмем такие A ⊂ X и a ∈ X, что a = sup(A). Пусть
z = sup(ı(A)), где супремум вычисляется в R↓.

Из очевидного соотношения [[X минорантно в R]] = 1 выводится
без труда, что X ↓ минорантно в R↓. Но тогда ı(X) также мино-
рантно в R↓ (см. 4.4.12). Если ı(a) ≥ z, то для некоторого 0 < x ∈ X
будет ı(x) ≤ ı(a) − z или z ≤ ı(a − x). Это означает, что a − x есть
верхняя граница множества A и в силу равенства a = sup(A) должно
быть a−x ≥ a или x ≤ 0. Полученное противоречие показывает, что
z = ı(a).
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(2) Поскольку ı(X) минорантно в R ↓, то R ↓= ı(X)⊥⊥. Тем
более выполняется равенство R↓= J(ı(X))⊥⊥, где J(ı(X)) — поряд-
ковый идеал, порожденный множеством ı(X).

(3) Соотношение [[R∧ ⊂ X ⊂ R]] = 1 позволяет заключить, что
V(B) |= «X — плотная подгруппа в R». Поэтому для любого x ∈ R↓
внутри V(B) верно

inf{x′ ∈ X : x′ ≥ x} = x = sup{x′ ∈ X : x′ ≤ x}.

Привлекая 5.2.3 (2), отсюда выводим непосредственно

inf{x′ ∈ X ↓: x′ ≥ x} = x = sup{x′ ∈ X ↓: x′ ≤ x}

и остается учесть минорантность ı(X) в X ↓.
(4) Было обосновано в 4.4.12. B

5.2.5. Отметим несколько следствий установленной реализаци-
онной теоремы.

(1) Пусть X — архимедова векторная решетка, база B(X) ко-
торой изоморфна булевой алгебре B. Найдется элемент X ∈ V(B),
удовлетворяющий условиям:

(a) V(B) |= «X — векторная подрешетка поля веществен-
ных чисел R, рассматриваемого со структурой век-
торной решетки над R∧».

(b) X ′ := X ↓ — расширенная векторная решетка с про-
екциями, представляющая r-плотную подрешетку K-
пространства R↓;

(c) существует линейный и решеточный изоморфизм ı :
X → X ′ с сохранением точных границ, причем для
x ∈ X ′ имеются разбиение единицы (πξ)ξ∈Ξ в Pr(X ′)
и семейство (xξ)ξ∈Ξ в X такие, что

x = o-
∑

ξ∈Ξ
πξ ◦ ı(xξ).

C Все эти утверждения, по существу, содержатся в 5.2.4. Пока-
жем, например, r-плотность X ′ в R↓. Если x ∈ R↓, то V(B) |= «x
— вещественное число и оно может быть аппроксимировано с любой
точностью элементами X ». Иными словами, справедливо равенство

[[(∀ ε ∈ R∧)(ε > 0 → (∃λ ∈ X )(|λ − x| < ε))]] = 1.
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Расписывая булевы оценки истинности для кванторов, для любого
ε > 0 найдем λ ∈ X ′ такой, что |λ − x| ≤ ε1, а это и требовалось. B

(2) Если X — это K-пространство, то X = R, а ı(X) — фунда-
мент в R↓. Образом X при изоморфизме ı служит все R↓ в том и
только в том случае, если X — расширенное K-пространство.

C Требуемое вытекает из 5.2.2 и 5.2.4 (2, 3). B
(3) Расширенные K-пространства порядково изоморфны тогда

и только тогда, когда они имеют изоморфные базы.
CДействительно, если X и Y —расширенные K-пространства,

а h — порядковый изоморфизм X на Y , то соответствие K 7→ h(K)
(K ∈ B(X)) есть изоморфизм баз. Наоборот, если B(X) и B(Y )
изоморфны булевой алгебре B, то ввиду (2) X и Y порядково изо-
морфны расширенному K-пространству R↓. B

(4) Расширением K-пространства X называют пару (Y, ı), где
Y — также K-пространство, а ı — изоморфизм X на некоторый фун-
дамент в Y .

В классе Ext(X) всех расширений K-пространства введем пред-
порядок следующим образом. Для (Y, ı) и (Z, ) из Ext(X) положим
(Y, ı) ≺ (Z, ), если существует изоморфизм h пространства Y на
некоторый фундамент в Z такой, что h ◦ ı = . Максимальный эле-
мент предупорядоченного класса Ext(X) называют максимальным
расширением X и обозначают символом mX. Из (1) и (2) вытекает
такой результат.

Всякое K-пространство обладает максимальным расширением.
Максимальное расширение единственно с точностью до порядкового
изоморфизма и является расширенным K-пространством.

(5) Пусть X — расширенное K-пространство с фиксированной
единицей 1. Тогда в X можно, и притом единственным способом,
определить умножение так, что X становится точным f -кольцом, а
1 — единицей умножения.

C Отождествим число λ ∈ R с элементом λ · 1. В силу (2) X
изоморфно R ↓ и при этом изоморфизме 1 переходит в 1 := 1∧ ∈
R↓, ибо [[1∧ — единица поля R]] = 1. Спуск операции умножения
в R доставляет искомую мультипликативную структуру. Если × :
X2 → X — еще одно умножение в X, удовлетворяющее указанным
условиям, то оно экстенсионально и его подъем (×)↑ есть умножение
в R с единицей 1. Ясно, что тогда × = ·, в силу единственности
мультипликативной структуры поля R. B
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(6) Для любой архимедовой векторной решетки X существуют
единственное с точностью до линейного и решеточного изоморфизма
K-пространство oX, а также линейный изоморфизм  : X → oX,
сохраняющий точные границы, такие, что

sup{(x) : x ∈ X, (x) ≤ y} = y = inf{(x) : x ∈ X, (x) ≥ y}

для каждого y ∈ oX.
C Пусть R и J(ı(X)) те же, что и в 5.2.4. Тогда пара (J(ı(X)), ı)

удовлетворяет всем указанным условиям. Если (Y, ) — какая-либо
пара с теми же свойствами, то базы B(Y ) и B(R ↓) изоморфны
между собой, а в силу (2) изоморфными будут и K-пространства
mY и R↓. Значит, можно считать, что ı(X) ⊂ Y ⊂ R↓, причем Y —
фундамент R↓. Тогда J(ı(X)) ⊂ Y . Но для каждого y ∈ Y должны
существовать такие x′ и x′′ ∈ X, что ı(x′) ≤ y ≤ ı(x′′), т. е. должно
быть Y ⊂ J(ı(X)). B

Пусть F — это K-пространство и A ⊂ F . Обозначим через
dA множество всех c ∈ F , представимых в виде o-

∑
ξ∈Ξ πξaξ, где

(aξ)ξ∈Ξ ⊂ A и (πξ)ξ∈Ξ — разбиение единицы в Pr(F ). Пусть rA —
множество всех элементов x ∈ F вида x = r-limn→∞ an, где (an) —
произвольная последовательность в A, сходящаяся с регулятором.

(7) Для архимедовой векторной решетки X имеет место фор-
мула oX = rdX.

5.2.6. Теорема. Пусть X — некоторое Kσ-пространство с еди-
ницей 1. Спектральная функция λ 7→ ex

λ (λ ∈ R) элемента x ∈ X
обладает следующими свойствами:

(1) ex
λ ≤ ex

µ при λ ≤ µ;
(2) ex

+∞ :=
∨

µ∈R
ex
µ = 1, ex

−∞ :=
∧

µ∈R
ex
µ = 0;

(3)
∨

µ<λ

ex
µ = ex

λ (λ ∈ R);

(4) x ≤ y ↔ (∀λ ∈ R) (ey
λ ≤ ex

λ);
(5) ex+y

λ =
∨
{ex

µ · ey
ν : µ, ν ∈ R, µ + ν = λ};

(6) ex·y
λ =

∨
{ex

µ · ey
ν : 0 ≤ µ, ν ∈ R, µν = λ} (x ≥ 0, y ≥ 0);

(7) e−x
λ =

∨
{1− ex

−µ : µ ∈ R, µ < λ} = (1− ex
−λ) · e(x+λ1);

(8) x = inf(A) ↔ (∀λ ∈ R)(ex
λ =

∨
{ea

λ : a ∈ A});
(9) ex∨y

λ = ex
λ · ey

λ;
(10) ecx

λ = cex
λ + c∗ при λ > 0,
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ecx
λ = cex

λ при λ ≤ 0 (c ∈ C(X)).
При вычислении точных границ в (2), (3) и (5)–(7) можно считать,
что µ и ν действуют в некоторое плотное подполе P поля R.

C Предположим сначала, что X — это K-пространство. В силу
теоремы 5.2.4, без ограничения общности можно считать, что X =
R↓. Но тогда требуемые утверждения легко выводятся из 5.2.3 (5)
и свойств чисел. Докажем, например, (6) и (8). Пусть x ≥ 0, y ≥ 0,
и предположим, что существует произведение x · y. Тогда x и y —
неотрицательные числа внутри V(B). В силу 5.2.3 (5) ex·y

λ = χ([[x ·y <
λ∧]]), ex

λ = χ([[x < λ∧]]) и ey
λ = χ([[y < λ∧]]). В то же время внутри

V(B) выполнено

(∀x ∈ R)(∀ y ∈ R)
(
x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 → (x · y < λ ↔

↔ (∃ 0 < µ, ν ∈ P∧)(x < µ) ∧ (y < ν) ∧ (λ = µν))
)
,

следовательно,

[[x · y < λ∧]] =
∨

0<µ,ν∈P
λ=µν

{[[x < µ∧]] ∧ [[y < ν∧]]}.

Отсюда и вытекает требуемое.
Возьмем теперь A ⊂ X и допустим, что x = inf(A). Тогда ex

λ =
χ([[x < λ∧]]) = χ([[inf(A↑) < λ∧]]) в силу 5.2.3 (1, 5). Однако A↑ —
некоторое множество вещественных чисел внутри V(B), поэтому

V(B) |= inf(A↑) < λ∧ ↔ (∃ a ∈ A↑)(a < λ∧).

Вычисляя булевы оценки истинности, находим

[[x < λ∧]] =
∨

a∈A

[[a < λ∧]],

следовательно,

ex
λ =

∨
{χ([[a < λ∧]]) : a ∈ A} =

∨
{ea

λ : a ∈ A}.

Наоборот, допустим, что ex
λ есть супремум множества {ea

λ : a ∈ A}
при всех λ ∈ R. Тогда

[[x < λ∧]] = [[(∃ a ∈ A↑)(a < λ∧)]] = [[inf(A↑) < λ∧]]
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для каждого λ ∈ R, значит,

[[(∀λ ∈ R∧)(x < λ ↔ inf(A↑) < λ)]] = 1.

Последнее влечет [[x = sup(A↑)]] = 1 и, привлекая 5.2.3 (2), получим
x = inf(A).

Последнее утверждение теоремы вытекает из того, что если P —
плотное подполе R, то V(B) |= «поле P∧ плотно в R». В том случае,
когда X — это Kσ-пространство, можно считать X ⊂ R↓. Если в ка-
честве поля P взять поле рациональных чисел Q, то точные границы
во всех рассматриваемых формулах будут вычисляться по счетным
множествам. Следовательно, точные границы в этих формулах, вы-
численные в пространстве R↓, фактически принадлежат X, стало
быть, совпадают с соответствующими точными границами в X. B

5.2.7. Установим три полезных признака o-сходимости.
(1) Пусть вновь X — это K-пространство с единицей 1. Возь-

мем порядково ограниченную сеть (xα)α∈A положительных элемен-
тов в X. Тогда (xα) — это сеть, o-сходящаяся к нулю в том и только
в том случае, если для любого 0 < ε ∈ R сеть единичных элементов
(exα

ε ) также o-сходится к 1.
C В самом деле, по теореме 5.2.4 можно считать xα положи-

тельными элементами K-пространства R ↓. Отображение s : α 7→
s(α) := xα имеет модифицированный подъем δ := s↑, который явля-
ется сетью в R, т. е. числовой сетью внутри V(B). Ввиду 5.2.3 (3)
o-lim(xα) = 0 в том и только в том случае, если [[lim(δ) = 0]] = 1.
Последнее можно переписать в эквивалентной форме так:

V(B) |= (∀ ε ∈ R∧)(ε > 0 →
→ (∃α ∈ A∧)(∀β ∈ A∧)(β ≥ α → δ(β) = xβ < ε)).

Расписывая булевы оценки истинности для кванторов, найдем еще
одну равносильную запись:

(∀ ε > 0)(∃ (bα))(∀β ∈ A)(α ≤ β → bα ≤ [[δ(β∧) = xβ < ε∧]]),

где (bα) — разбиение единицы в B. Наконец, привлекая 5.2.3 (5),
получим

(∀ ε > 0)(∃ (bα)α∈A)(∀β ∈ A)(α ≤ β → χ(bα) ≤ e
xβ
ε )
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или
(∀ ε > 0)(∃ (bα)α∈A)(χ(bα) ≤

∧
{exβ

ε : β ≥ α}).

Так как ∨(bα) = 1, то отсюда видно, что o-lim xα = 0 равносильно
утверждению: для каждого ε > 0 верно

o-lim(exα
ε ) = lim inf(exα

ε ) =
∨

α∈A

∧
{exβ

ε : β ≥ α} = 1. B

(2) Порядково ограниченная сеть (xα)α∈A в K-пространстве X
с единицей 1 o-сходится к элементу x ∈ X в том и только в том слу-
чае, если для любого ε > 0 существует разбиение единицы (πα)α∈A
в Pr(X) такое, что

πα|x − xβ | ≤ ε1 (α, β ∈ A, β ≥ α).

C Для доказательства вновь привлечем 5.2.4. Пусть s, δ те же,
что и в (1). Рассуждая, как и выше, найдем, что xα

o→ x равносиль-
но следующему: для любого ε > 0 существует разбиение единицы
(bα)α∈A в B такое, что

bα ≤ [[|xβ − x| ≤ ε∧]] (α, β ∈ A, β ≥ α).

Если πα := χ(bα) (см. 5.2.2), то последнее соотношение означает, что

πα|xβ − x| ≤ ε1 (α, β ∈ A, β ≥ α). B

(3) Порядково ограниченная сеть (xα) в K-пространстве X с
единицей o-сходится к элементу x ∈ X в том и только в том случае,
если для каждого ε > 0 существует возрастающая сеть проекторов
(ρα) такая, что o-lim(ρα) = IX и

ρα|x − xβ | ≤ ε1 (α, β ∈ A, β ≥ α).

C Нужно в (2) положить ρα :=
∨
{πβ : β ≥ α}. B

5.2.8. Обратимся теперь к результатам о функциональной реа-
лизации векторных решеток.

(1) Пусть B — полная булева алгебра. Разложением (не пу-
тать с разбиением) единицы в алгебре B называют отображение
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e : R → B, обладающее свойствами 5.2.6 (1–3) спектральной функ-
ции. Множество всех разложений единицы в B обозначим символом
R(B). В этом множестве введем сложение, умножение на действи-
тельные числа и порядок по правилам (ср. 5.2.6 (4–6)):

(e1 + e2)(λ) :=
∨

{e1(µ) · e2(ν) : µ, ν ∈ R; µ + ν = λ};

(αe)(λ) := e(λ/α) (α > 0);

(−e)(λ) :=
∨

µ<λ

1 − e(−µ) = 1 −
∧

µ<λ

e(−µ);

(0 · e)(λ) := 0(λ) :=
{

1, если λ > 0,

0, если λ ≤ 0;
e1 ≤ e2 ↔ (∀λ ∈ R) e1(λ) ≥ e2(λ).

Множество R(B) с введенными операциями и порядком есть
расширенное K-пространство, изоморфное R↓.

C Согласно 5.2.2, без ограничения общности можно считать,
что B — база единичных элементов K-пространства R↓. Элементу
x ∈ R↓ поставим в соответствие его спектральную функцию λ 7→ ex

λ

(λ ∈ R). Тем самым получим инъективный решеточный гомомор-
физм из R↓ в R(B), как видно из теоремы 5.2.6. Нужно обосновать
сюръективность этого гомоморфизма. Возьмем произвольное раз-
ложение единицы e : R → B. Пусть ˚ — множество всех разбиений
числовой прямой, т. е. σ ∈ ˚, если σ : Z → R — строго возрастающая
функция, limn→∞ σ(n) = ∞ и limn→∞ σ(−n) = −∞ (как обычно, Z —
множество целых чисел). В расширенном K-пространстве R↓ суще-
ствует сумма xσ :=

∑
n∈Z σ(n+1)bnσ, где bnσ := e(σ(n+1))− e(σ(n)).

Положим A := {xσ : σ ∈ ˚} и x = inf(A). Инфимум существует, ибо
xσ ≥

∑
n∈Z σ(n)bnσ для фиксированного разбиения σ ∈ ˚. Заметим

также, что xσ = mix(bnσσ(n + 1)∧) и

[[xσ < λ∧]] =
∨

{bnσ : σ(n + 1) < λ} =
∨

{e(σ(n + 1)) : σ(n + 1) < λ}.

Так как [[x = inf(A↑)]] = 1, то справедливы вычисления:

[[x < λ∧]] = [[(∃ a ∈ A↑)a < λ∧]] =

=
∨

a∈A

[[a < λ∧]] =
∨

σ∈˚

∨

σ(n+1)<λ

bnσ =
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=
∨

σ∈˚

∨

σ(n+1)<λ

e(σ(n)) =
∨

µ<λ

e(µ) = e(λ).

Итак, e — спектральная функция элемента x. B
(2) Теорема. Пусть Q — стоуновский компакт полной буле-

вой алгебры B, а R — поле действительных чисел в модели V(B).
Векторная решетка C∞(Q) служит расширенным K-пространством,
линейно и решеточно изоморфным R↓. Изоморфизм устанавливает-
ся сопоставлением элементу x ∈ R↓ функции x̂ : Q → R по формуле

x̂(q) := inf{λ ∈ R : [[x < λ∧]] ∈ q}.

C Мы уже убедились в (1), что K-пространство R↓ изоморфно
пространству всех B-значных спектральных функций, причем эле-
менту x ∈ R↓ соответствует функция λ 7→ [[x < λ∧]] (λ ∈ R). Пусть
элементу [[x < λ∧]] ∈ B соответствует открыто-замкнутое множе-
ство Uλ стоуновского компакта Q. Тогда в силу 5.1.8 (2) каждому
элементу x ∈ R ↓ соответствует единственная непрерывная функ-
ция x̂ : Q → R такая, что {x̂ < λ} ⊂ Uλ ⊂ {x̂ ≤ λ}. Но тогда
x̂(q) = inf{λ ∈ R : q ∈ Uλ} = inf{λ ∈ R : [[x < λ∧]] ∈ q}. Из соотно-
шений

∧
{[[x < λ∧]]} = 0 и

∨
{[[x < λ∧]]} = 1 (см. 5.2.6 (2)) следует,

что замкнутое множество
⋂
{Uλ : λ ∈ R} имеет пустую внутрен-

ность, а открытое множество
⋃
{Uλ : λ ∈ R} плотно в Q. Значит,

функция x̂ может принимать значения ±∞ только на нигде не плот-
ном множестве, а потому x̂ ∈ C∞(Q). Элементарную проверку того,
что отображение x 7→ x̂ есть линейный и решеточный изоморфизм,
опускаем. B

5.2.9. Отметим некоторые следствия доказанной теоремы.
(1) Пусть X — некоторое K-пространство и {eξ}ξ∈Ξ — полное

множество попарно дизъюнктных положительных элементов в X.
Пусть Q — стоуновский компакт булевой алгебры компонент B(X).
Тогда существует и притом единственный линейный и решеточный
изоморфизм X на фундамент K-пространства C∞(Q) такой, что
eξ переходит в характеристическую функцию некоторого открыто-
замкнутого множества Qξ ⊂ Q. Этот изоморфизм сопоставляет эле-
менту x ∈ X функцию x̂ : Q → R по правилу

x̂(q) := inf
{
λ ∈ R : {eξ

λ}
⊥⊥ ∈ q

}
(q ∈ Qξ),
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где (eξ
λ) — характеристика проекции x на компоненту {eξ}⊥⊥ отно-

сительно единицы eξ.
(2) Пространство X является расширенным (K-пространством

ограниченных элементов) в том и только в том случае, если его обра-
зом при указанном изоморфизме служит все C∞(Q) (подпростран-
ство C(Q) всех непрерывных конечных функций на компакте Q).

(3) Любая архимедова векторная решетка (f -алгебра) X линей-
но и решеточно изоморфна векторной подрешетке (и подалгебре)
пространства C∞(Q), где Q — стоуновский компакт базы B(X).

Обозначим через C∞(Q, SZ) подмножество функций из C∞(Q),
принимающих целые значения на открыто-замкнутом множестве S
в Q. Понятно, что C∞(Q, SZ) — расширенное f -кольцо.

(4) Полная решеточно упорядоченная группа G изоморфна не-
которому фундаменту расширенной решеточно упорядоченной груп-
пы C∞(Q, SZ), где Q — стоуновский компакт базы B(G).

C Если G — булевозначная реализация G, то G — полная ли-
нейно упорядоченная группа в силу 4.4.10 и 4.4.12. Но тогда либо G
изоморфна R, либо G — бесконечная циклическая группа. Следо-
вательно, найдется такой b ∈ B, что b = [[G ' Z∧]] и b∗ = [[G ' R]].
Так же, как и в 4.4.13, устанавливается, что G разлагается в пря-
мую сумму двух компонент, одна из которых реализуется как R в
V([0,b∗]), а другая — как Z в V([0,b]). Остается привлечь теорему (1) и
заметить, что Z∧↓' B0(Z) ' C∞(S, SZ), где S — открыто-замкнутое
множество в Q, соответствующее элементу b ∈ B. B

Аналогично выводится и следующее утверждение.
(5) Любое f -кольцо o-изоморфно прямому произведению двух

f -колец K1 и K2 таких, что K1 — фундамент и подкольцо расширен-
ного f -кольца C∞(Q1, S1Z), а K2 — фундамент расширенной группы
C∞(Q2, S2Z) с нулевым умножением, где Ql — стоуновский компакт
алгебры B(Kl) и Sl ∈ B(Ql) (l = 1, 2).

5.2.10. Построим интеграл типа Стилтьеса по спектральной ме-
ре. Пусть Ω — произвольное непустое множество, а ˚ — некоторая
σ-алгебра подмножеств Ω. Рассмотрим булеву алгебру B единичных
элементов некоторого фиксированного Kσ-пространства X. Спек-
тральной мерой называют σ-непрерывный булев гомоморфизм µ из
˚ в B. Здесь σ-непрерывность означает, что для всякой последова-
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тельности (en)n∈ω элементов σ-алгебры ˚ выполняется

µ

( ∞∨

n=0

en

)
=

∞∨

n=0

µ(en).

Возьмем измеримую функцию f : Ω → R. Для произвольного
разбиения числовой прямой Λ := (λk)k∈Z, −∞ ← . . . λ−1 < λ0 < λ1 <
. . . → +∞, положим en := f−1([λn, λn+1)) и составим интегральные
суммы

σ(f, Λ) :=
∞∑

−∞
λnµ(en), σ(f, Λ) :=

∞∑

−∞
λn+1µ(en),

где суммы вычисляются в X. Ясно, что при любом выборе tn ∈ en

(n ∈ Z) будет

σ(f, Λ) ≤
∞∑

−∞
f(tn)µ(en) ≤ σ(f, Λ).

Понятно также, что при измельчении разбиения Λ величина σ(f, Λ)
возрастает, а σ(f, Λ) убывает. Если существует такой элемент x ∈ X,
что supσ(f, Λ) = x = inf σ(f, Λ), где точные границы берутся по
всевозможным разбиениям Λ := (λl)l∈Z числовой прямой при δ(Λ) :=
supn∈Z{λn −λn−1} → 0, то говорят, что функция f интегрируема по
спектральной мере µ и пишут при этом

I(f) := Iµ(f) :=
∫

Ω

fdµ :=
∫

Ω

f(t)dµ(t) := x.

Заметим, что 0 ≤ σ(f, Λ) − σ(f, Λ) ≤
∑∞

n=−∞ δµ(ek) = δ1, где δ :=
δ(Λ). Поэтому функция f интегрируема по спектральной мере µ в
том и только в том случае, если существуют суммы σ(f, Λ) и σ(f, Λ)
хотя бы для одного разбиения Λ. В частности, ограниченная изме-
римая функция интегрируема.

(1) Пусть X = R↓, а µ — спектральная мера со значениями в
B := C(X). Тогда для любой измеримой функции f выполняется

[[Iµ(f) < λ∧]] = µ({f < λ}) (λ ∈ R),
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причем Iµ(f) — единственный элемент K-пространства X, удовле-
творяющий этому условию.

C Возьмем произвольное число λ ∈ R, и пусть b ≤ [[λ∧ ≤ Iµ(f)]].
По теореме из 5.2.2 для любого разбиения Λ будет bλ ≤ bIµ(f) ≤
bσ(f, Λ). Если разбиение Λ := (λl)l∈Z таково, что λ0 = λ и cn := {u ∈
Ω : λn ≤ f(u) < λn+1}, то при n < −1 имеем λb∧µ(cn) ≤ λn+1b∧µ(cn)
и λn+1 < λ. Следовательно, должно быть b∧µ(cn) = 0. Поэтому для
c :=

∨−∞
n=−1 cn будет b∧µ(c) = 0, или b ≤ µ(c)∗ = µ(Ω−c) = µ({f ≥ λ}).

Итак, [[Iµ(f) ≥ λ∧]] = µ({f ≥ λ}), а это равносильно требуемому
соотношению.

Допустим, что [[x < λ∧]] = µ({f < λ}) для некоторого x ∈ X. В
силу установленного свойства Iµ(f) можно написать

[[(∀λ ∈ R∧)(Iµ(f) < λ ↔ x < λ)]] =

=
∧

λ∈R

[[Iµ(f) < λ∧]] ⇔ [[x < λ∧]] = 1.

Учитывая плотность R∧ в R, получаем, что x = Iµ(f). B
(2) В условиях предложения (1) функция λ 7→ µ({f < λ}) (λ ∈

R), является характеристикой элемента Iµ(f).

5.2.11. Теорема. Пусть X — расширенное Kσ-пространство,
а µ : ˚ → B := C(X) — некоторая спектральная мера. Спектраль-
ный интеграл Iµ( · ) представляет собой секвенциально o-непрерыв-
ный (линейный мультипликативный и решеточный) гомоморфизм из
f -алгебры измеримых функций M (Ω, ˚) в X.

C Не ограничивая общности, будем считать, что X ⊂ R↓. Сум-
мы σ(f, Λ) и σ(f < Λ) существуют, так как суммируются попарно
дизъюнктные элементы, а пространство X расширенно. Отсюда, как
уже отмечалось, вытекает существование Iµ(f). Линейность и поло-
жительность оператора Iµ очевидны. Докажем его секвенциальную
o-непрерывность. Возьмем убывающую последовательность (fn)n∈ω

измеримых функций, для которой выполнено limn→∞ fn(t) = 0 при
всех t ∈ Ω. Пусть xn := Iµ(fn) (n ∈ ω) и 0 < ε ∈ R. Если обозначить
cn := {t ∈ Ω : fn(t) < ε}, то Ω =

⋃∞
n=0 cn. В силу 5.2.3 (5) и 5.2.10 (2)

можно написать

o- lim
n→∞

exn
ε = o- lim

n→∞
µ(cn) =

∨

n∈ω

µ(cn) = µ(Ω) = 1.
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По признаку o-сходимости 5.2.7 (1) получаем o-limn→∞ xn = 0. Да-
лее, для любых измеримых функций f и g : Ω → R из 5.2.6 (9) и
5.2.10 (2) вытекает

ef∨g
λ = µ({f ∨ g < λ}) = µ({f < λ} ∩ {g < λ}) =

= µ({f < λ}) ∧ µ({g < λ}) = e
I(f)
λ ∧ e

I(g)
λ = e

I(f)∨I(g)
λ .

Следовательно, I(f ∨ g) = I(f) ∨ I(g). Это означает, что I := Iµ —
решеточный гомоморфизм. Аналогично для f ≥ 0 и g ≥ 0 из 5.2.6 (6)
и 5.2.8 (2) видно, что при λ ∈ Q будет

e
I(fg)
λ = µ({fg < λ}) =

∨
{µ({f < κ}) ∧ µ({g < ν}) : λ = νκ,

0 ≤ κ, ν ∈ Q} =
∨

{eI(f)
κ · eI(g)

ν : 0 ≤ κ, ν ∈ Q, νκ = λ} = e
I(f)·I(g)
λ .

Итак, I(f) · I(g) = I(fg). Для произвольных f и g последнее ра-
венство вытекает из уже установленных свойств спектрального ин-
теграла:

Iµ(fg) = Iµ(f+g+) + Iµ(f−g−) − Iµ(f+g−) − Iµ(f−g+) =
= Iµ(f)+Iµ(g)+ + Iµ(f)−Iµ(g)− − Iµ(f)−Iµ(g)+ − Iµ(f)+Iµ(g) =

= Iµ(f) · Iµ(g). B

5.2.12. Пусть e0, . . . , en−1 : R → B — произвольный конечный
набор спектральных функций со значениями в σ-алгебре B. Тогда
существует единственная B-значная спектральная мера µ, опреде-
ленная на борелевской σ-алгебре Bor(Rn) пространства Rn, для ко-
торой

µ

(
n−1∏

l=0

(−∞, λl)

)
=

n−1∧

l=0

el(λl),

каковы бы ни были λ0, . . . , λn−1 ∈ R.
C Не ограничивая общности, можно предположить, что B =

ClopB(Q), где Q — стоуновский компакт B. Согласно 5.2.8 (2) су-
ществуют непрерывные функции xl : Q → R (l := 0, . . . , n − 1) та-
кие, что el(λ) = {xl < λ} для всех λ ∈ R и l = 0, . . . , n − 1. По-
ложим f(t) := (x0(t), . . . , xn−1(t)) ∈ Rn, если все xl(t) конечны и



5.2.Реализация векторных решеток 267

f(t) = ∞, если xl(t) = +∞ хотя бы для одного индекса l. Тем
самым определено непрерывное отображение f : Q → Rn ∪ {∞} (ба-
зис фильтра окрестностей точки ∞ состоит из дополнений к все-
возможным шарам с центром в нуле). Ясно, что f измеримо отно-
сительно борелевских алгебр Bor(Q) и Bor(Rn). Пусть Bσ(Q) есть
σ-алгебра подмножеств Q, порожденная алгеброй Clop(Q), а ∆ —
это σ-идеал в Clopσ(Q), состоящий из тощих множеств. Тогда су-
ществует изоморфизм h фактор-алгебры Clopσ(Q)/∆ на σ-алгебру
B := Clop(Q). Обозначим через [A]∆ класс эквивалентности множе-
ства A ∈ Clopσ(Q). Определим теперь µ : Bor(Rn) → B формулой
µ(A) := h([f−1(A)]∆) (A ∈ Bor(Rn)).

Очевидно, что µ — спектральная мера. Если A =
∏n−1

l=0 (−∞, λl),
то f−1(A) =

⋂n−1
l=0 {xl < λl} =

∧n−1
l=0 el(λl), значит, µ(A) = e0(λ0) ∧

. . . ∧ en−1(λn−1). Если µ′ — еще одна спектральная мера с теми же
свойствами, что и µ, то множество B := {A ⊂ Rn : µ(A) = µ′(A)}
является σ-алгеброй и содержит все множества вида (−∞, λ0)× . . .×
(−∞, λn−1). Поэтому Bor(Rn) ⊂ B и µ = µ′. B

Возьмем теперь некоторые элементы x0, . . . , xn−1 некоторого Kσ-
пространства X с единицей 1. Пусть exl : R → B := C(1) — харак-
теристика элемента xl. В соответствии с доказанным предложением
существует спектральная мера µ : Bor(Rn) → B, для которой

µ

(
n−1∏

l=0

(−∞, λl)

)
=

n−1∧

l=0

exl(λl).

Интеграл от измеримой функции f : Rn → R по мере µ обозначим
через I(f, r) := I(f, x0, . . . , xn−1), где r := (x0, . . . , xn−1). Напомним,
что Bor(Rn, R) — пространство всех борелевских функций из Rn в R
— является Kσ-пространством и точной f -алгеброй.

5.2.13. Теорема. Для любого упорядоченного набора r := (x0,
. . . , xn−1) элементов расширенного Kσ-пространства X отображение
f 7→ I(f, r) (f ∈ Bor(Rn, R)) представляет собой гомоморфизм f -
алгебры Bor(Rn, R) в X, удовлетворяющий условиям

(1) I(dλl, r) = xl (l < n), где dλl : Rn → R — это l-я
координатная функция (λ0, . . . , λn−1) 7→ λl;

(2) если последовательность (fk) ⊂ Bor(Rn, R) такова,
что limn→∞ fk(t) = f(t) для всех t ∈ Rn, то выполня-
ется o-limn→∞ I(fk, r) = I(f, r).
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C Благодаря теореме 5.2.11, нужно лишь доказать утвержде-
ние (1). При этом ограничимся для простоты случаем n = 1.

Итак, пусть x ∈ X, а µ — спектральная мера, ассоциированная
с характеристикой (ex

λ)λ∈R элемента x. Докажем, что тогда

x =
∫

R

λdµ(λ) :=
∫

R

λdex
λ.

Возьмем произвольное число ε > 0. Пусть разбиение Λ := (λl)
числовой прямой таково, что λl+1 − λl < ε для всех l ∈ Z. Положим

σ :=
∞∑

−∞
ξnµ([λn−1, λn)) =

∞∑

−∞
ξn(ex

λn
− ex

λn−1
),

где ξn ∈ [λn−1, λn). В силу 5.2.3 (5) bn := ex
λn

−ex
λn−1

= ex
λn

∧(ex
λn−1

)∗ =
[[λ∧

n−1 ≤ x < λ∧
n]]. Заметим, что bn = [[ξ∧

n = σ]] (см. 5.2.2). С другой
стороны,

bn = [[λ∧
n−1 ≤ x < λ∧

n]] ∧ [[λ∧
n−1 − λ∧

n−1 ≤ ε∧]]∧
∧[[λ∧

n−1 ≤ ξn < λ∧
n]] ≤ [[ |x − ξ∧

n| ≤ ε∧]],

следовательно, [[ |x−σ| ≤ ε∧]] = 1 или |x−σ| < ε1. Это означает, что
x есть r-предел требуемых интегральных сумм. B

5.2.14. Теорема Фрейденталя. Пусть E — некоторое Kσ-
пространство с единицей 1. Всякий элемент x ∈ E допускает пред-
ставление

x =
∞∫

−∞

λ dex
λ,

где интеграл — предел с регулятором 1 интегральных сумм x(β) :=∑
n∈Z τn(ex

tn+1
− ex

tn
) при δ(β) := supn∈Z(tn+1 − tn) → 0, где tn < τn ≤

tn+1, β := (tn)n∈Z, R =
⋃

n∈Z[tn, tn+1].

5.2.15. Примечания.
(1) Теорема Гордона из 5.2.2 впервые установлена в [22] и пе-

реоткрыта Т. Йехом в [160], где расширенное K-пространство задано
другой системой аксиом и фигурирует под именем полной стоуновой
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алгебры. Теорему Гордона, устанавливающую булевозначный статут
понятия K-пространства, можно сформулировать так: расширен-
ное K-пространство есть интерпретация поля действительных чисел
в подходящей булевозначной модели. При этом любая теорема (в
рамках теории ZFC) о вещественных числах имеет свой аналог для
соответствующего K-пространства. Тем самым принцип Канторо-
вича, гласящий, что «элементы K-пространства — суть обобщенные
числа», получает в булевозначном анализе четкую математическую
формулировку. Теорема 5.2.5 (1) получена в [63], см. также [162].
О булевозначном анализе векторных решеток см. также [12, 23, 24,
71].

(2) Результаты этого параграфа, за редким исключением, хоро-
шо известны в теории векторных решеток. Однако доказательства
нетрадиционны: все основные факты выводятся путем интерпрета-
ции простых свойств поля действительных чисел в булевозначной
модели. Тот факт (см. 5.2.8), что для полной булевой алгебры B
множество всех разложений единицы R(B) есть расширенное K-
пространство, база которого изоморфна B, установил Л. В. Кан-
торович [45]. Результат 5.2.9 (1) о реализации произвольного K-
пространства в виде фундамента в C∞(Q) впервые установили неза-
висимо Б. З. Вулих и Т. Огасавара (см. [18, 45]). Теоремы 5.2.9 (3–5)
вытекают из теоремы о представлении K-пространств и из 4.4.13. В
связи с 5.2.7 и 5.2.5 (3–6) вполне уместно также вспомнить и дру-
гие результаты Л. В. Канторовича, Б. З. Вулиха и А. Г. Пинскера
(см. [45]), многие открытия которых лежат за пределами нашего рас-
смотрения.

(3) Существование изоморфизма h в доказательстве теоремы
5.2.12 вытекает из следующей теоремы (см. [101; теорема 29.1]).

Теорема Люмиса — Сикорского. Пусть Q — стоунов
компакт булевой σ-алгебры B. Пусть Clopσ(Q) — это σ-алгебра под-
множеств Q, порожденная множеством Clop(Q) всех открыто-замк-
нутых множеств, а ∆ — это σ-идеал в Clopσ(Q), состоящий из то-
щих множеств. Тогда алгебра B будет изоморфна фактор-алгебре
Clopσ(Q)/∆. Если ı0 — изоморфизм B на Clop(Q), то отображение
ı : b 7→ [ı0(b)]∆ (b ∈ B), где [A]∆ — класс эквивалентности множе-
ства A ∈ Clopσ(Q) по идеалу ∆, является изоморфизмом алгебры B
на алгебру Clopσ(Q)/∆.
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В соответствии с этим фактом нужно положить h := ı(−1).
(4) Борелевские функции от элементов произвольного Kσ-про-

странства с единицей, по-видимому, впервые рассмотрел В. И. Со-
болев [102].

В этой же работе утверждалось, что всякая спектральная функ-
ция со значениями в σ-алгебре определяет спектральную меру на
борелевской σ-алгебре действительной прямой. Однако такую меру
нельзя в общем случае получить методом продолжения Каратеодо-
ри.

Как показал Д. А. Владимиров, для полной булевой алгебры
счетного типа продолжение по Каратеодори возможно лишь в том
случае, когда она регулярна. Тем самым метод продолжения из
5.2.12 существенно отличается от продолжения по Каратеодори.

(5) В случае, когда n = 1, теорему 5.2.12 получил М. Райт в [255]
как следствие установленной им теоремы Рисса для операторов со
значениями в Kσ-пространстве.

(6) Вопрос о совпадении R∧ и R внутри (V)(B) полностью решен
А. Е. Гутманом в [149]: искомое равенство выполнено в том и только
в том случае, когда булева алгебра B является σ-дистрибутивной.
Там же дан пример безатомной булевой алгебры B с указанными
свойствами (ср. 1.2.7).

5.3. Решеточно нормированные пространства

Функциональные пространства часто допускают естественную
нормировку посредством элементов векторной решетки. Это об-
стоятельство является определяющим для некоторых структурных
свойств изучаемых пространств. Помимо этого, норма со значения-
ми в векторной решетке позволяет выделить интересный класс ма-
жорируемых операторов. Начальные сведения об указанных объек-
тах излагаются в текущем параграфе.

5.3.1. Рассмотрим векторное пространство X над R и веще-
ственную векторную решетку E. Не оговаривая каждый раз, будем
считать, что все рассматриваемые векторные решетки архимедовы.
Отображение p : X → E+ назовем векторной (E-значной) нормой,
если оно удовлетворяет условиям:

(1) p(x) = 0 ↔ x = 0 (x ∈ X);
(2) p(λx) = |λ|p(x) (x ∈ X, λ ∈ R);
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(3) p(x + y) ≤ p(x) + p(y) (x, y ∈ X).
Векторную норму p именуют разложимой или нормой Канторовича,
если

(4) для любых e1, e2 ∈ E+ и x ∈ X из p(x) = e1 + e2
следует существование таких x1, x2 ∈ X, что x = x1+
x2 и p(xl) = el (l := 1, 2).

Тройку (X, p,E) (или, проще, X, (X, p), опуская подразумева-
емые параметры) называют решеточно нормированным простран-
ством, если p есть E-значная норма на векторном пространстве X.
Если норма p разложима, то и само пространство X называют раз-
ложимым.

5.3.2. Возьмем сеть (xα)α∈A в пространстве X. Говорят, что она
o-сходится к элементу x ∈ X и пишут o-lim xα = x, если существу-
ет убывающая сеть (eγ)γ∈Γ в E+ такая, что inf eγ = 0 и для любого
γ ∈ Γ найдется индекс α(γ) ∈ A, для которого p(x−xα) ≤ eγ при всех
α ≥ α(γ). Пусть для некоторого элемента е ∈ E+ выполнено усло-
вие: каково бы ни было число ε > 0, найдется индекс α(ε) ∈ A такой,
что p(x− xα) ≤ εe при всех α ≥ α(ε). Тогда мы будем говорить, что
(xα) сходится с регулятором e или r-сходится к x ∈ X и писать
x = r-lim xα. Скажем, что (xα) — это порядково фундаменталь-
ная или o-фундаментальная (r-фундаментальная) сеть, если сеть
(xα − xβ)(α, β)∈A×A является o-сходящейся (r-сходящейся) к нулю.
Решеточно нормированное пространство называют порядково пол-
ным, короче, o-полным (r-полным), если всякая o-фундаментальная
(r-фундаментальная) сеть в нем o-сходится (r-сходится) к элементу
этого пространства.

Возьмем семейство (xξ)ξ∈Ξ и свяжем с ним сеть (yα)α∈A, где A =
Pfin(Ξ) — множество всех конечных подмножеств Ξ и y :=

∑
ξ∈α xξ.

Если существует x := o-limα yα, то говорят, что семейство (xξ) по-
рядково суммируемо или o-суммируемо и x — это сумма семейства
(xξ). При этом принято писать x = o-

∑
ξ∈Ξ xξ.

5.3.3. Элементы x, y ∈ X называют дизъюнктными и пишут
x ⊥ y, если p(x) ∧ p(y) = 0. Так же, как и в 5.1.2, определяется
упорядоченное по включению множество всех компонент
B(X) := {M⊥ : M ⊂ X, M 6= ∅}; M⊥ := {x ∈ X : (∀y ∈ M) x ⊥ y}.

Нетрудно показать, что если X разложимо, то B(X) — полная бу-
лева алгебра. Будем называть ее базой X. Компонента K ∈ B(X)
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является подпространством X. Фактически K = h(L) := {x ∈ X :
p(x) ∈ L} для некоторой компоненты L в E. Отображение L 7→ h(L)
является булевым гомоморфизмом из B(E) на B(X).

Норму p назовем d-разложимой, а X — d-разложимым про-
странством, если для каждого x ∈ X и дизъюнктных e1, e2 ∈ E+
существуют такие x1, x2 ∈ X, что x = x1 +x2 и p(xk) = ek (k := 1, 2).
Напомним, что под булевой алгеброй проекторов в векторном про-
странстве X подразумевают множество коммутирующих линейных
идемпотентных операторов со следующими булевыми операциями:

π1 ∨ π2 := π1 + π2 − π1 ◦ π2, π1 ∧ π2 = π1 ◦ π2, π∗ = IX − π.

Нулем и единицей этой булевой алгебры служат нулевой и тожде-
ственный операторы в X.

5.3.4. Теорема. Пусть E0 := p(X)⊥⊥ — решетка с проек-
циями, а X — это d-разложимое пространство. Тогда существуют
полная булева алгебра проекторов B в X и изоморфизм h из Pr(E0)
на B такие, что π ◦ p = p ◦ h(π) для всех π ∈ Pr(E0).

C Из d-разложимости X и из возможности проектирования на
компоненты в E0 выводим, что отображение L 7→ h(L) (L ∈ B(E0))
служит изоморфизмом булевых алгебр B(E0) и B(X). Кроме того,
для K ∈ B(X) компонента K⊥ является алгебраическим дополнени-
ем K, т. е. K ∩ K⊥ = 0 и K + K⊥ = X. Следовательно, существует
оператор проектирования πK : X → X на компоненту K параллель-
но K⊥. Положим B := {πK : K ∈ B(X)}. При этом B — полная
булева алгебра, изоморфная B(X). Проектору ρ ∈ Pr(E0) поставим
в соответствие оператор проектирования πK ∈ B, где K = h(ρ(E0)).
Полученное отображение ρ 7→ πK мы обозначим той же буквой h.
Тогда h — изоморфизм Pr(E0) на B.

Возьмем π ∈ Pr(E0) и x ∈ X. По определению h будет h(π)x ∈
h(π(E0)) или p(h(π)x) ∈ π(E0), поэтому π⊥p(h(π)x) = 0. Тем самым
πp(h(π) = ph(π)(π ∈ B(E0)). Заметим далее, что для дизъюнктных
x, y ∈ X верно p(x + y) = p(x) + p(y). Действительно, неравенство
p(x) ≤ p(x + y) + p(y) влечет p(x) ≤ p(x + y), ибо p(x) ⊥ p(y). Точно
так же p(y) ≤ p(x + y). Но тогда p(x) + p(y) = p(x) ∨ p(y) ≤ p(x + y).
Для x ∈ X можно написать

p(x) = p(h(π)x + h(π⊥)x) = p(h(π)x) + p(h(π⊥)x).
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Учитывая установленное выше соотношение πph(π⊥) = 0, получаем
πp(x) = πp(h(π)x) (x ∈ X), т. е. πp = πph(π). Окончательно πp =
πph(π) = ph(π) для всех (π) ∈ Pr(E0). B

5.3.5. Разложимое o-полное решеточно нормированное простра-
нство называют пространством Банаха — Канторовича.

Пусть (Y, q, F ) — пространство Банаха — Канторовича, причем
q(Y )⊥⊥ = F . Можно показать, что при этом F будет K-простран-
ством и q(Y ) = F+ (см. [67]). Согласно 5.3.4, булевы алгебры Pr(F )
и Pr(Y ) отождествляются и π ◦ q = q ◦ π для всех π ∈ Pr(F ).

Множество M ⊂ X называют ограниченным (по норме), если
существует e ∈ E+, для которого p(x) ≤ e при всех x ∈ M . Про-
странство X называют d-полным, если в нем o-суммируемо всякое
ограниченное семейство, состоящее из попарно дизъюнктных эле-
ментов.

Для любого ограниченного семейства (xξ)ξ∈Ξ в Y и разбиения
единицы (πξ)ξ∈Ξ в Pr(Y ) существует x := o-

∑
ξ∈Ξ πξxξ. При этом

x — единственный элемент, удовлетворяющий соотношениям πξx =
πξxξ (ξ ∈ Ξ).

C Если e := sup p(xξ), то для α, β ∈ Pfin(Ξ) будет

q(yα − yβ) = q

( ∑

ξ∈αMβ

πξxξ

)
≤

( ∑

ξ∈αMβ

πξ

)
e,

где yα :=
∑

ξ∈α πξxξ и α M β — симметрическая разность α и β.
Отсюда видно, что сеть (yα) является o-фундаментальной. Стало
быть, существует x = o-limα yα. B

Из этого предложения видна, в частности, d-полнота Y . Кроме
того, непосредственно из определений вытекает, что Y будет и r-
полным.

5.3.6. Пусть (Y, q, F ) — пространство Банаха — Канторовича,
причем F = q(Y )⊥⊥. Говорят, что Y расширенно, если mF = F ,
т. е. если расширенным является нормирующее пространство F .
Это равносильно тому, что Y разложимо, o-полно и всякое дизъ-
юнктное семейство в нем o-суммируемо. Пространство Y называют
максимальным расширением решеточно нормированного простран-
ства (X, p,E) при соблюдении условий:

(1) F = mE (и, в частности, Y расширенно);
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(2) существует линейная изометрия ı : X → Y ;
(3) если Z — разложимое o-полное подпространство Y и ı(X) ⊂

Z, то Z = Y . Ниже будет показано, что максимальным расширением
обладает всякое решеточно нормированное пространство.

Предположим, что F — идеал в E. Как видно, множество

Z := {x ∈ X : p(x) ∈ F}

также будет векторным пространством. Если q — ограничение p
на Z, то (Z, q, F ) — решеточно нормированное пространство, ко-
торое называют ограничением X относительно F или, короче, F -
ограничением X.

5.3.7. Примеры.
(1) Положим X := E и p(x) := |x| := x ∨ (−x) (x ∈ X). Тогда p

— разложимая норма.
(2) Пусть Q — топологическое пространство, а Y — нормиро-

ванное пространство. Пусть X := Cb(Q, Y ) — пространство непре-
рывных ограниченных вектор-функций из Q в Y . Положим E :=
Сb(Q, R). Для f ∈ X векторную норму p(f) введем соотношением
p(f) : t 7→ ‖f(t)‖ (t ∈ Q). Тогда p — разложимая норма, а X являет-
ся r-полным в том и только в том случае, если Y банахово.

(3) Пусть (Ω, ˚, µ) — пространство с σ-конечной мерой, Y —
нормированное пространство, E — фундамент в M(Ω, ˚, µ). Пусть,
далее, M(µ, Y ) — пространство классов эквивалентности µ-измери-
мых вектор-функций, действующих из Ω в Y . Как обычно, вектор-
функции эквивалентны, если они принимают равные значения по-
чти во всех точках множества Ω. Если z ∈ M(µ, Y ) — класс экви-
валентности измеримой вектор-функции z : Ω → Y , то символом
p(z) := z обозначим класс эквивалентности скалярной измеримой
функции t 7→ ‖z(t)‖ (t ∈ Ω).

Положим по определению E(Y ) := {z ∈ M(µ, Y ) : p(z) ∈ E}.
Тогда (E(Y ), p, E) — решеточно нормированное пространство с раз-
ложимой нормой. Если Y банахово, то E(Y ) — пространство Банаха
— Канторовича, а M(µ, Y ) — его максимальное расширение.

(4) Возьмем те же E и Y , а также нормирующее простран-
ство Z ⊂ Y ′, т. е. такое подпространство, что ‖y‖ = sup {〈y, y′〉 :
‖y′‖ ≤ 1, y′ ∈ Z} (y ∈ Y ). Здесь Y ′ — сопряженное простран-
ство, а 〈· , ·〉 — билинейная форма двойственности Y ↔ Y ′. Вектор-
функцию z : Ω → Y назовем Z-измеримой, если для каждого y′ ∈ Z
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измерима функция t 7→ 〈z(t), y′〉 (t ∈ Ω). Класс эквивалентности
последней функции обозначим символом 〈z, y′〉. Пусть M — мно-
жество Z-измеримых вектор-функций z, для которых множество
{〈z, y′〉 : y′ ∈ Z, ‖y‖ ≤ 1} ограничено в M(Ω, ˚, µ). Буквой N
обозначим множество таких z ∈ M , что для каждого y′ ∈ Z измери-
мая функция t 7→ 〈z(t), y′〉 равна нулю почти всюду, т. е. 〈z, y′〉 = 0.
Для z ∈ M /N положим

p(z) := z := sup {〈u, y′〉 : y′ ∈ Z, ‖y′‖ ≤ 1},

где u — произвольный представитель класса z, а супремум берется
в K-пространстве M(Ω, ˚, µ). Определим теперь пространство

Es(Y, Z) := {z ∈ M /N : p(z) ∈ E}

с разложимой E-значной нормой p. Если Y банахово, то Es(Y, Z) —
пространство Банаха — Канторовича.

(5) Предположим, что E — фундамент расширенного K-прост-
ранства C∞(Q), где Q — экстремальный компакт. Пусть C∞(Q, Y )
— множество классов эквивалентности непрерывных вектор-функ-
ций u, действующих из котощих подмножеств dom(u) ⊂ Q в нор-
мированное пространство Y . Котощим называем множество, име-
ющее тощее дополнение. Вектор-функции u и v эквивалентны, ес-
ли u(t) = v(t) при t ∈ dom(u) ∩ dom(v). Для z ∈ C∞(Q, Y ) суще-
ствует единственная функция xz ∈ C∞(Q) такая, что ‖u(t)‖ = xz(t)
(t ∈ dom(u)), каков бы ни был представитель u класса z. Положим
p(z) := z := xz и

E(Y ) := {z ∈ C∞(Q, Y ) : p(z) ∈ E}.

(6) Возьмем то же Z, что и в (4). Обозначим символом MQ

множество σ(Y, Z)-непрерывных вектор-функций u : dom(u) → Y
таких, что dom(u) — котощее множество в Q и множество {〈u, y′〉 :
y′ ∈ Z, ‖y′‖ ≤ 1} ограничено в K-пространстве C∞(Q). Здесь 〈u, y′〉
представляет собой единственное непрерывное продолжение функ-
ции t 7→ 〈u(t), y′〉 (t ∈ dom(u)) на все Q; так что, по определению,
〈u, y′〉(t) = 〈u(t), y′〉 (t ∈ dom(u)).

Рассмотрим фактор-множество MQ/∼, где u∼v означает, что
u(t) = v(t) (t ∈ dom(u) ∩ dom(v)). Для z ∈ MQ/∼ положим

p(z) := z : = sup {〈u, y′〉 : y′ ∈ Z, ‖y′‖ ≤ 1},
Es(Y, Z) : = {z ∈ MQ/∼ : p(z) ∈ E}.
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Каждое из множеств C∞(Q, Y ) и MQ/∼ наделяется естественной
структурой модуля над кольцом C∞(Q). При этом E(Y ) и Es(Y, Z)
оказываются решеточно нормированными пространствами с разло-
жимой нормой. Если Y банахово, то E(Y ) и Es(Y, Z) — пространства
Банаха — Канторовича.

Возьмем нормированное пространство X, и пусть κ — канони-
ческое вложение X в X ′′. Положим Y := X ′ и Z := κ(X). В этой
ситуации приняты обозначения

Es(X ′) := Es(Y, Z), 〈x, u〉 := 〈u, κ(x)〉,

где u — произвольный элемент из Es(X ′).

5.3.8. Пусть (X, p,E) и (Y, q, F ) — решеточно нормированные
пространства под одним и тем же полем скаляров. Линейный опера-
тор T : X → Y называют мажорируемым, если существует положи-
тельный оператор S : E → F (называемый мажорантой T ) такой,
что

q(T (x)) ≤ S(p(x)) (x ∈ X).

Если F — пространство Канторовича, а норма p разложима, то в
множестве всех мажорант существует наименьший элемент T в
смысле упорядочения пространства регулярных операторов Lr(E,
F ). Отображение T 7→ T (T ∈ M(X, Y )) является векторной нор-
мой на пространстве M(X, Y ) всех мажорируемых операторов из X
в Y . Если Y — пространство Банаха — Канторовича, а норма в X
разложима, то M(X, Y ) — пространство Банаха — Канторовича с
указанной мажорантной нормой (см. [67, 75]).

5.3.9. Выделим два частных случая.
(1) Возьмем E := R и Y := F . Тогда X — нормированное про-

странство, а мажорируемость оператора T : X → F означает, что
множество

{Tx : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}

порядково ограничено в F . Точную верхнюю границу этого множе-
ства называют абстрактной нормой оператора T и обозначают T .
(Это обозначение согласуется с введенным выше, если отождествить
пространства F и Lr(R, F ).) В этой ситуации говорят также, что
T — оператор с абстрактной нормой. Обозначим через La(X, E)
пространство операторов с абстрактной нормой из X в E.
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(2) Пусть теперь E и F — фундаменты одного и того же K-
пространства. Оператор T ∈ M(X, Y ) назовем ограниченным, ес-
ли T ∈ Orth(E,F ). Обозначим символом Db(X, Y ) пространство
всех ограниченных операторов. Понятно, что T ∈ Db(X, Y ) то-
гда и только тогда, когда существует c ∈ mE = mF такой, что
c · E ⊂ F и q(Tx) ≤ cp(x) (x ∈ X), где имеется в виду мультиплика-
тивная структура в mE, однозначно определяемая выбором единицы
(см. 5.2.5 (5)).

5.3.10. Пусть X — нормированное пространство, а E — фунда-
мент K-пространства C∞(Q). Для оператора с абстрактной нормой
T : X → E существует единственный элемент uT ∈ Es(X ′) такой,
что

Tx = 〈x, uT 〉 (x ∈ X).

Сопоставление T 7→ uT осуществляет линейную изометрию прост-
ранств Банаха — Канторовича La(X, E) и Es(X ′).

C Если e := T , то для любого x ∈ X функция Tx ∈ C∞(Q)
конечна в каждой точке множества Q0 := {t ∈ Q : e(t) < +∞} вви-
ду оценки |Tx| ≤ e‖x‖. Из этой же оценки видно, что при t ∈ Q0
функционал v(f) : x 7→ (Tx)(t) (x ∈ X) ограничен и ‖v(f)‖ ≤ e(t).
Тем самым возникает отображение v : Q0 → X ′, которое непре-
рывно относительно слабой топологии σ(X ′, X). Пусть uT — класс
эквивалентности вектор-функции v. Тогда Tx = 〈x, uT 〉 для всех
x ∈ X. В частности, существует sup {〈Kx, uT 〉| : ‖x‖ ≤ 1} = e, поэто-
му uT ∈ Es(X ′) и uT = T . Итак, отображение T 7→ uT изометрич-
но действует из La(X, E) в Es(X ′). Линейность и сюръективность
этого отображения очевидны. B

5.3.11. Возьмем нормированные пространства X и Y . Рассмот-
рим оператор T ∈ La(X⊗̂Y, E), где X⊗̂Y — проективное тензорное
произведение. Легко видеть, что билинейный оператор b := T⊗ :
X × Y → E имеет абстрактную норму

b := sup {|b(x, y)| : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1},

причем b = T . Обозначим символом Ba(X × Y, E) множество
всех билинейных операторов b : X × Y → E, имеющих абстрактную
норму, а символом B(X×Y ) — множество всех билинейных форм на
X × Y . Ввиду изометрического изоморфизма (X⊗̂Y )′ ' B(X × Y ),
из 5.3.10 выводится следующее утверждение.
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Для оператора b ∈ Ba(X × Y, E) существует единственный эле-
мент ub ∈ Es(B(X × Y )) такой, что

b(x, y) = 〈x ⊗ y, ub〉 (x ∈ X, y ∈ Y ).

Сопоставление b 7→ ub является линейной изометрией пространств
Ba(X × Y, E) и Es(B(X × Y )).

5.3.12. Пусть G — некоторый фундамент в C∞(Q). В соот-
ветствии с 5.3.7 (5) положим Gs(L (X, Y ′)) := Gs(L (X, Y ′), X ⊗ Y ).
Таким образом, пространство Gs(L (X, Y ′)) состоит из (классов эк-
вивалентных) оператор-функций K : dom(K) → L (X, Y ′) таких,
что dom(K) — котощее множество в Q, функция t 7→ 〈y,K(t)x〉 (t ∈
dom(K)) непрерывна для всех x ∈ X, y ∈ Y и существует

K := sup {|〈y,Kx〉| : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1} ∈ G.

Если K ∈ Gs(L (X, Y ′)) и u ∈ E(X), то вектор функция t 7→ K(t)u(t)
(t ∈ Q0 := dom(K)∩dom(u)) непрерывна в слабой топологии σ(Y ′, Y ).
В самом деле, для произвольных t, t0 ∈ Q0 справедлива оценка

|〈y,K(t) u(t) − K(t0) u(t0)〉| ≤ |〈y, (K(t) − K(t0)) u(t0)〉|+
+ K (t)‖y‖‖u(t) − u(t0)‖.

Можно считать, что dom(K) = { K < +∞}, стало быть, K огра-
ничена в окрестности точки t0. Учитывая сильную непрерывность
u и слабую непрерывность K, получаем требуемое. Класс эквива-
лентности слабо непрерывной вектор-функции t 7→ K(t) u(t) мы бу-
дем обозначать символом Ku, а непрерывное продолжение функции
t 7→ 〈y,K(t) u(t)〉 на все Q — символом 〈y,Ku〉.

5.3.13. Теорема. Для ограниченного оператора T ∈ Lb(E(X),
Es(Y ′)) существует единственный элемент KT ∈ Gs(L (X, Y ′)), где
G := Orth(E), такой что

Tu = KT u (u ∈ E(X)).

Сопоставление T 7→ KT осуществляет линейную изометрию между
пространствами Lb(E(X), Es(Y ′)) и Gs(L (X, Y ′)).
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C Согласно 5.3.12 нужно лишь доказать первую часть теоремы.
Для x ∈ X, y ∈ Y и e ∈ E положим Sx,y(e) := 〈y, T (x⊗ e)〉. Нетрудно
видеть, что Sx,y ∈ Orth(E). Если b(x, y) := Sx,y, то b : X × Y → G
— билинейный оператор с абстрактной нормой и b = T . В силу
5.3.11 существует единственный элемент KT ∈ Gs(B(X, Y )) такой,
что KT = T и

〈y, T (x ⊗ e)〉 = 〈x ⊗ y,KT 〉e.

Учитывая изометрический изоморфизм B(X, Y ) ' L (X, Y ′), можно
считать, что KT ∈ Gs(L (X, Y ′)) и тогда

〈y, T (x ⊗ e)〉 = 〈y,KT x〉e = 〈y,KT x ⊗ e〉.

Остается заметить, что X⊗E порядково плотно в E(X), а оператор T
порядково непрерывен (подробности см. в [64, 67]). B

5.3.14. Примечания.
(1) Векторные пространства, нормированные элементами век-

торной решетки, т. е. то, что мы называем решеточно нормиро-
ванным пространством, ввел Л. В. Канторович в 1935 году [38].
В этой же работе впервые появилась необычная аксиома разложи-
мости 5.3.1 (4). Интересно отметить, что в исследованиях других ав-
торов эта аксиома иногда опускалась как несущественная. А. Г. Ку-
сраев выяснил принципиальное значение аксиомы разложимости в
связи с булевозначным представлением решеточно нормированных
пространств [61] (см. ниже 5.4.2).

(2) Несколько ранее Д. Курепа рассмотрел espaces pseudodis-
tancies, т. е. пространство с метрикой, принимающей значения из
упорядоченного векторного пространства. Первые применения век-
торных норм и метрик относились к методу последовательных при-
ближений и численному анализу, см. [42, 45, 49, 228].

(3) В упомянутой работе Л. В. Канторовича [38] были введены
также мажорируемые операторы из 5.3.8, см. также [39]. Их появле-
ние имело двоякую мотивировку — теоретическую, обусловленную
развитием общей теории операторов в полуупорядоченных простран-
ствах (см. [39–41, 45]), и прикладную, связанную с приближенными
методами анализа (см. [42, 43, 45]).

(4) Продвинутая теория мажорируемых операторов построена
лишь в последнее десятилетие, см. [61, 64, 67, 73]. Связь между
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разложимостью и существованием булевой алгебры проекторов в
решеточно нормированном пространстве (теорема 5.3.4) обнаружил
А. Г. Кусраев [61, 62]. Утверждение из 5.3.11 установил Г. Н. Шота-
ев [113]. Теорема 5.3.13 была доказана в [64].

(5) Подробности относительно материала об измеримых и непре-
рывных функциях со значениями в банаховом пространстве и, в
частности, в пространстве ограниченных линейных операторов, эс-
кизно изложенного в 5.3.7, см. в [67, 83, 130, 131, 135]. Дальнейшие
примеры решеточно нормированных пространств связаны с теорией
непрерывных и измеримых банаховых расслоений (см. [30, 67]).

5.4. Спуски банаховых пространств

Пространство Банаха — Канторовича при погружении в подхо-
дящую булевозначную модель превращается в банахово простран-
ство. Возникающие при этом связи составляют содержание текуще-
го параграфа. Напомним, что C — поле комплексных чисел внутри
V(B).

5.4.1. Теорема. Пусть (X , ρ) — банахово пространство в мо-
дели V(B). Положим X := X ↓ и p := ρ↓. Имеют место утверждения:

(1) (X, p, R ↓) — расширенное пространство Банаха —
Канторовича;

(2) пространство X допускает структуру точного уни-
тального модуля над кольцом Λ := C↓ такую, что
(a) (λ1)x = λx (λ ∈ C , x ∈ X),
(b) p(ax) = |a|p(x) (a ∈ C↓, x ∈ X),
(c) b ≤ [[ x = 0 ]] ↔ χ(b)x = 0 (b ∈ B , x ∈ X),

где χ — канонический изоморфизм из B на E(R↓).
C Обозначим одним и тем же символом ⊕ операции сложения

в X , C и R. Пусть ¯ обозначает как внешний закон композиции,
действующий из C ×X в X , комплексного векторного пространства
X , так и умножения в R и в C . Положим + := ⊕↓ и · := ¯↓. Это
означает, что

x + y = z ↔ [[ x ⊕ y = z ]] = 1 (x, y, z ∈ X);
a · x = y ↔ [[ a ¯ x = y ]] = 1 (a ∈ Λ; x, y ∈ X).

Из простейших свойств спуска следует, что (X, +) — абелева группа
(см. 4.2.7). Например, коммутативность операции + выводится так:
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внутри модели верно [[⊕ ◦ ı = ⊕ ]] = 1, где  : X × X → X × X —
перестановка координат. Но тогда ı := ↓ — перестановка координат
в X × X и

+ ◦ ı = (⊕↓) ◦ (↓) = (⊕ ◦ )↓= ⊕↓= +.

Для произвольных b ∈ B и x ∈ X положим χ(b)x := mix{ bx, b∗0 },
где 0 — нейтральный элемент группы (X,+). Иными словами, χ(b)x
— единственный элемент из X, для которого [[ χ(b)x = x ]] ≥ b и
[[ χ(b)x = 0 ]] ≥ b∗. Тем самым определено отображение χ(b) : X → X,
причем χ(b) аддитивно и идемпотентно. Пусть P := {χ(b) : b ∈
B }. Тогда P — полная булева алгебра, а χ — булев изоморфизм.
Учитывая, что внутри модели V(B) для X справедливы аксиомы
векторного пространства, можно написать

a · (x + y) = a ¯ (x ⊕ y) = a ¯ x ⊕ a ¯ y = a · x + a · y,

(a + b) · x = (a ⊕ b) ¯ x = a ¯ x ⊕ b ¯ x = a · x + b · x,

(ab) · x = (ab) ¯ x = a ¯ (b ¯ x) = a · (b · x),
1 · x = 1¯ x = x (a, b ∈ Λ; x, y ∈ X).

Ввиду отделимости V(B) из этих соотношений вытекает, что опера-
ции + и · задают структуру унитального Λ-модуля на X. Полагая
λx = (λ1) · x (λ ∈ C , x ∈ X), получим структуру комплексного
векторного пространства на X, причем выполняется равенство (a).
Так как в модели V(B) верно

χ(b) = 1 → χ(b) ¯ x = x,

χ(b) = 0 → χ(b) ¯ x = 0,

то по определению χ (ср. 5.2.2) будет

b ≤ [[ χ(b) ¯ x = x ]] = [[χ(b) · x = x ]],
b∗ ≤ [[ χ(b) ¯ x = 0 ]] = [[χ(b) · x = 0 ]].

Отсюда χ(b) · x = mix{bx, b∗0} = h(b)x, что и дает равенство (c).
Займемся теперь банаховыми свойствами пространства (X , ρ).

Субаддитивность и однородность нормы ρ можно записать так:

ρ ◦ ⊕ ≤ ⊕ ◦ (ρ × ρ), ρ ◦ ¯ = ¯ ◦ (| · | × ρ),
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где ρ×ρ : (x, x) 7→ (ρ(x), ρ(x)) и | · |×ρ : (a, x) 7→ (|a|, ρ(x)). Учитывая
правила спуска суперпозиции 3.2.12, получим

p ◦ + ≤ + ◦ (p × p), p ◦ (·) = (·) ◦ (| · | × p).

Это означает, что оператор p : X → R↓ удовлетворяет 5.3.1 (3) и
условию (b). Но тогда верно и 5.3.1 (2) ввиду (a). Если p(x) = 0
для некоторого x ∈ X, то в силу [[ ρ(x) = p(x) ]] = 1 будет [[ ρ(x) =
0 ]] = 1, значит, [[x = 0 ]] = 1 или x = 0. Итак, p — векторная норма.
Разложимость p вытекает из свойства (b). Действительно, если c :=
p(x) = c1 + c2 (x ∈ X; c1, c2 ∈ Λ+), то найдутся a1, a2 ∈ Λ+ такие,
что akc = ck (k := 1, 2) и a1 + a2 = 1. (Нужно положить ak = ck(c +
(1 − ec))−1, где ec — след элемента c.) Для xk := ak · x (k := 1, 2)
будет x = x1 + x2 и p(xk) = p(ak · x) = akp(x) = ck (k := 1, 2).

Остается обосновать o-полноту X. Возьмем o-фундаментальную
сеть s : A → X. Если s(α, β) = s(α) − s(β) (α, β ∈ A), то o-limα,β p ◦
s(α, β) = 0. Пусть σ : A∧ → X — модифицированный подъем s,
а σ(α, β) = σ(α) − σ(β) (α, β ∈ A∧). Тогда σ — модифицированный
подъем s и ρ ◦ σ — модифицированный подъем p ◦ s. В силу 5.2.3
[[ lim ρ ◦ σ = 0 ]] = 1, т. е. V(B) |= «σ — фундаментальная сеть в X ».
Так как X — банахово пространство внутри V(B), ввиду принципа
максимума найдется такой элемент x ∈ X, что [[ lim ρ ◦ σ0 = 0 ]] = 1,
где σ0 : A∧ → X определен формулой σ0(α) := σ(α) − x (α ∈
A∧). Модифицированным спуском σ0 будет сеть s0 : α 7→ s(α) −
x (α ∈ A). Следовательно, согласно 5.2.3 будет o-lim p0s0 = 0 или
o-limα p(s(α) − x) = 0. B

Возникшее таким образом расширенное пространство Банаха —
КанторовичаX ↓ := (X , ρ)↓:= (X ↓, ρ↓,R↓) называют спуском бана-
хова пространства (X , ρ).

5.4.2. Теорема. Для любого решеточно нормированного про-
странства (X, p,E) существует единственное с точностью до линей-
ной изометрии банахово пространство X внутри универсума V(B),
где B ' B(p(X)⊥⊥), для которого спуск X ↓ является максималь-
ным расширением (X, p,E).

C Будем считать, не ограничивая общности, что E = p(X)⊥⊥ ⊂
mE = R↓ и B = B(E). Положим

d(x, y) := p(x − y)⊥⊥ (x, y ∈ X).
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Без труда проверяется, что d есть B-метрика на множестве X. Если
снабдить поле C дискретной B -метрикой d0, то операции сложения
+ : X × X → X и умножения · : C × X → X будут нерастягива-
ющими отображениями. Нерастягивающим будет также векторная
норма p. Все эти утверждения почти очевидны. Так, например, для
умножения верно

d(αx, βy) = p(αx − βy)⊥⊥ ≤ (|α|p(x − y))⊥⊥ ∨ (|α − β|p(y))⊥⊥ ≤
≤ d(x, y) ∨ d◦(α, β)

при α, β ∈ C и x, y ∈ X.
Пусть X0 — булевозначная реализация B-множества (X, d). По-

ложим ρ0 := F∼(p), ⊕ := F∼(+) и ¯ := F∼(·), где F∼ — функтор
погружения (см. 3.4). Отображения ⊕ и ¯ определяют структуру
векторного пространства над полем C∧ в множестве X0, а функция
ρ0 : X0 × X0 → R является нормой.

В силу принципа максимума имеются элементы X , ρ ∈ V(B),
для которых [[(X , ρ) — комплексное банахово пространство, явля-
ющееся пополнением нормированного пространства (X0, ρ0) ]] = 1.
При этом можно считать, что [[ X0 — плотное C∧-подпространство
X ]] = 1. Пусть ı : X → X0 := X0↓ — каноническая инъекция (см.
3.5.4). Так как + — нерастягивающее отображение из X × X в X,
то сумма +:= ⊕↓ в пространстве X0 единственным образом опреде-
ляется соотношением ı ◦ + = + ◦ (ı × ı), где ı × ı : (x, y) 7→ (ıx, ıy) —
каноническая инъекция B-множества X ×X (см. 3.5.4). Но это рав-
носильно аддитивности ı. Аналогично, для операции (·) := ¯↓ имеем
ı ◦ (·) = (·) ◦ (κ × ı), где κ × ı : (λ, x) 7→ (λ∧, ıx) (λ ∈ C , x ∈ X).
Таким образом, ı — линейный оператор. Еще раз применив те же
соображения для p0 := ρ0↓, получим ıE ◦p = p0 ◦ ı, где ıE — канониче-
ская инъекция E. Это означает, что ı — изометрия, т. е. ı сохраняет
векторную норму.

Рассмотрим подпространство ıX ⊂ Y ⊂ X ↓, являющееся рас-
ширенным пространством Банаха — Канторовича с нормой q(y) =
ρ↓(y) (y ∈ Y ).

Из разложимости нормы q и дизъюнктной полноты Y вытекает,
что X0 ⊂ Y. Действительно, X0 = mix(ı(X)), а в силу условия (c) из
5.4.1(2) для x ∈ X ↓ будет x = mix(bξıxξ) в том и только в том случае,
если x = o-

∑
χ(bξ)ı(xξ). С другой стороны, Y разложимо и d-полно,
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значит, согласно 5.3.4 и 5.3.5, Y инвариантно относительно каждого
проектора x 7→ χ(b)x (x ∈ X ↓) и содержит все суммы указанного
вида. По аналогичным соображениям Y = mix(Y ). Если Y := Y ↑,
то [[X0 ⊂ Y ⊂ X ]] = 1, причем Y ↓= Y . Пусть σ : ω∧ → Y —
фундаментальная последовательность и s — ее модифицированный
спуск. Тогда s есть o-фундаментальная последовательность в Y ,
следовательно, существует y := o-lim s. Из 5.2.3 (4) видно, что [[ y =
lim σ ]] = 1. Этим установлена полнота множества Y , а вместе с ней
и соотношение X = Y или X = Y.

Пусть Z — банахово пространство внутри V(B), причем X ↓ —
максимальное расширение решеточно нормированного пространст-
ва X. Если ı′ — соответствующее изометрическое вложение X в
Z ↓, то ı′ ◦ ı распространяется единственным образом до линейной
изометрии X0 на дизъюнктно полное подпространство Z0 ⊂ Z. Про-
странства X0 и Z0 := Z↑ изометричны. Но тогда изометричны и их
пополнения X и Y ⊂ Z соответственно. Так как Y ↓ — простран-
ство Банаха — Канторовича и ı′X ⊂ Y ↓⊂ Z ↓, то Y ↓= Z ↓. Поэтому
Y = Z и, стало быть, X и Z линейно изометричны. B

5.4.3. Следствие. Справедливы утверждения:
(1) Всякое решеточно нормированное пространство (x, p, E) до-

пускает единственное с точностью до линейной изометрии макси-
мальное расширение (mX, pm, mE, ı). При этом для любых x ∈ mX и
ε > 0 найдутся семейство (xξ)ξ∈Ξ в X и разбиение единицы (πξxξ)ξ∈Ξ
в Pr(mX) такие, что

pm

(
x −

∑

ξ∈Ξ
πξı(xξ)

)
≤ εpm(x).

(2) Решеточно нормированное пространство является линейно
изометричным фундаменту своего максимального расширения то-
гда и только тогда, когда оно разложимо и o-полно, т. е. является
пространством Банаха — Канторовича.

C Сформулированные два утверждения удобно доказывать вме-
сте. Пользуясь обозначениями из 5.3.7, положим mX := X ↓, pm :=
ρ↓. Тогда (mX, pm, mE, ı) — максимальное расширение простран-
ства X. Зафиксируем единицу e ∈ E+ и возьмем x ∈ mX. Ясно, что
[[ e ∈ R ]] = [[ e > 0 ]] = [[x ∈ X ]] = 1. Так как [[X0 плотно в X ]] = 1,
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то для любого ε > 0 в силу принципа максимума найдется такой
элемент xε ∈ V(B), что

[[ xε ∈ X◦ ]] = [[ ρ(x − xε) ≤ ε∧ · e ]] = 1.

Отсюда выводим xε ∈ X0 и pm(x − xε) ≤ εe. Остается заметить, что
X0 = mix(ı(X)), поэтому xε имеет вид

∑
ξ∈Ξ πξı(xξ), где (xξ) ⊂ X,

а (πξ) — разбиение единицы в Pr(mX).
Очевидно, что фундамент пространства Банаха — Канторовича

разложим и o-полон. Наоборот, пусть X — разложимое и o-полное
решеточно нормированное пространство. Можно показать, что E0 :=
p(X)⊥⊥ есть K-пространство. Поэтому, считая E0 фундаментом в
R↓, мы не умаляем общности. Пусть x ∈ mX и pm(x) ∈ E0. В силу
(1) найдется последовательность (xn) ⊂ X0, для которой

pm(xn) ≤
(
1 +

1
n

)
p(x), pm(x − xn) ≤ 1

n
p(x) (n ∈ ω).

Так как o-полное разложимое пространство d-полно и r-полно, то
отсюда вытекает, что xn ∈ X и x ∈ X. Тем самым X = {x ∈ mX :
pm(x) ∈ E0}, т. е. X — фундамент mX.

Остается установить утверждение о единственности в (1).
Пусть (Y, q,mE, ı0) — это максимальное расширение простран-

ства X. Ввиду 5.4.1 и (2) будем считать, что Y = Y ↓, где Y —
банахово пространство внутри V(B). По теореме 5.4.1 [[ существует
линейная изометрия λ пространства X на Y ]] = 1. Но тогда λ↓—
линейная изометрия X ↓ на Y . B

5.4.4. Дизъюнктным пополнением (d-пополнением) решеточно
нормированного пространства (X, p,E) называют дизъюнктно пол-
ное пространство (Y, q, dE), где dE — дизъюнктное пополнение E
(dE вычисляется в oE, см. 5.2.5 (7)), если существует линейная изо-
метрия ı : X → Y, для которой Y = mix(ı(X)).

Порядковым пополнением (o-пополнением) решеточно нормиро-
ванного пространства (X, p,E) называют пространство Банаха —
Канторовича (Y, q, oE) вместе с линейной изометрией ı : X → Y, ес-
ли любое o-полное разложимое подпространство Z ⊂ Y, содержащее
ı(X), совпадает с Y . Если E = mE, то o-пополнение пространства
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X есть его максимальное расширение (см. 5.3.3). Для подмножества
U ⊂ Y введем обозначения:

rU := {y := r-lim
n→∞

yn : (yn)n∈N ⊂ U},

oU := {y := o-lim
α

yα : (yα)α∈A ⊂ U},

dU :=
{

y := o-
∑

πξyξ : (yξ)ξ∈Ξ ⊂ U
}

,

где A — произвольное направленное множество, (πξ) — произвольное
разбиение единицы в Pr(Y ), а пределы и сумма существуют в Y.

5.4.5. Для любого решеточно нормированного пространства су-
ществует единственное с точностью до линейной изометрии o-попол-
нение (d-пополнение).

C Напомним, что dE ⊂ oE ⊂ mE. Положим

Y := {x ∈ mX : spm(x) ∈ oE}.

Тогда Y — o-пополнение, а d-пополнением X будет d(ı(X)). B
В дальнейшем мы всегда считаем, что решеточно нормирован-

ное пространство X содержится в своем o-пополнении X.

5.4.6. Для o-пополненияX пространства X верно X = rdX.
Если X разложимо, а E0 := p(x)⊥⊥ — векторная решетка с главными
проекциями, то X = oX.

C Первая часть этого утверждения вытекает из 5.4.3 (1). Возь-
мем x ∈ X и подберем сеть (xα) ⊂ X, o-сходящуюся к x. Введем на
X отношение эквивалентности и предпорядок формулами

z∼y ↔ p(x − y) = p(x − z),
z ≺ y ↔ p(x − y) ≤ p(x − z) (y, z ∈ X).

Если E0 — решетка с главными проекциями, то можно подобрать
такой проектор π ∈ Pr(X), что πp(x − y) + π⊥p(x − z) = p(x − y) ∧
p(y − z). Для элемента u := πy + π⊥z будет

p(x − u) = p(x − y) ∧ p(x − z),

поэтому y ≺ u и z ≺ u. Итак, предупорядоченное множество (X,≺)
направлено вверх. Отсюда видно, что фактор-множество A := X/∼
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с фактор-порядком является направленным вверх упорядоченным
множеством. Рассмотрим теперь сеть (xα)α∈A, где xα ∈ α и α ∈
A. Из построения видно, что сеть (p(x − xα))α∈A убывает. Пусть
e := inf p(x− xα), где инфимум вычисляется в oE. В силу равенства
X = rdX для произвольного числа ε > 0 можно подыскать семейство
(xξ) ⊂ X и разбиение единицы (πξ) ⊂ Pr(X) так, чтобы pm(x −∑

πξxξ) ≤ εpm(x). Учитывая 5.3.4, можно написать

e =
∑

πξe ≤
∑

πξp(x − xξ) = p

(
x −

∑
πξxξ

)
≤ εp(x).

Отсюда вытекает e = 0 и o-limα xα = x. B

5.4.7. Разложимое решеточно нормированное пространство o-
полно тогда и только тогда, когда оно d-полно и r-полно.

C Необходимость этих условий отмечалась в 5.3.5. Достаточ-
ность вытекает из 5.4.6. B

5.4.8. Пусть (X, p,E) — пространство Банаха — Канторовича,
E = p(X)⊥⊥ и A := Orth(E). Тогда можно, и притом единствен-
ным способом, определить на X структуру точного унитального A-
модуля так, что естественное представление A в X задает изомор-
физм булевых алгебр Pr(E) ⊂ A и Pr(X). При этом

p(ax) = |a|p(x) (x ∈ X, a ∈ A).

C Нужно применить 5.4.1 (2). В частности, в силу условия (c)
из этого пункта булева алгебра P(X) совпадает с множеством опе-
раторов умножения x 7→ χ(b)x (x ∈ X), где b ∈ B . B

Банахово пространство X внутри V(B) назовем булевозначной
реализацией решеточно нормированного пространства X при том
условии, что X ↓ представляет собой максимальное расширение X.

5.4.9. Теорема. Пусть X и Y — булевозначные реализации
пространств Банаха — Канторовича X и Y , каждое из которых нор-
мированно посредством одного и того же расширенного K-простран-
ства E. Пусть L (B)(X , Y ) — пространство линейных ограниченных
операторов из X в Y внутри V(B), где B ' B(E). Погружение
операторов T 7→ T∼ осуществляет линейную изометрию решеточно
нормированных пространств L (B)(X , Y )↓ и Lb(X, Y ).
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C В силу 5.4.3 (2) без ограничения общности можно считать, что
E = R↓, X = X ↓ и Y = Y ↓. Возьмем отображение T : X → Y
внутри V(B) и положим T = T ↓. Пусть ρ и θ — нормы банаховых
пространств X и Y соответственно, p := ρ↓, q = θ↓ и + обозначает
операцию суммы в X , Y , X и Y . Линейность и ограниченность T
означают справедливость соотношений

T ◦ + = + ◦ (T × T ), θ ◦ T ≤ kρ,

где k ∈ R↓+. Правила спуска и подъема суперпозиции позволяют
записать эти соотношения в следующей эквивалентной форме:

T ◦ + = + ◦ (T × T ), q ◦ T ≤ kp.

Таким образом, оператор T линеен и ограничен. Пусть K — множе-
ство тех k ∈ R↓+, что q(Tx) ≤ kp(x) (x ∈ X). Тогда внутри V(B)

будет
K↑= {k ∈ R+ : θ ◦ T ≤ kρ}.

Учитывая 5.3.2 (2), выводим

V(B) |= T = inf K = inf(K↑) = ‖T ‖.

Отсюда вытекает, что отображение T 7→ T ↓ сохраняет векторную
норму. Для обоснования линейности этого отображения достаточно
проверить его аддитивность. Если T1, T2 ∈ L (B)(X , Y )↓, то для
каждого x ∈ X внутри V(B) выполняется

(T1 + T2)↓(x) = (T1 + T2)(x) = T1x + T2x =
= T1↓ (x) + T2↓ (x) = (T1↓ +T2↓)(x).

Следовательно, (T1 + T2)↓= T1↓ +T2↓. Итак, спуск осуществляет
линейную изометрию L (B)(X , Y )↓ на пространство всех ограни-
ченных линейных экстенсиональных операторов из X в Y . Остается
заметить, что всякий ограниченный линейный оператор из X в Y
является экстенсиональным или, что эквивалентно, удовлетворяет
неравенству [[ x = 0 ]] ≤ [[ Tx = 0 ]]. В самом деле, если b := [[x = 0 ]],
то ввиду 5.4.1 (2) χ(b)x = 0, поэтому

χ(b)q(Tx) ≤ χ(b)p(x) = p(χ(b)x) = 0.

Отсюда q(χ(b)Tx) = 0 или χ(b)Tx = 0 и вновь по 5.4.1 (2) заключаем
b ≤ [[ Tx = 0 ]]. B
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5.4.10. Теорема. Пусть X — нормированное пространство,
а X̃ — его пополнение. Если X — пополнение R∧-нормированного
пространства X∧ внутри V(B), то расширенное пространство Банаха
— Канторовича X ↓ линейно изометрично пространству C∞(Q, X̃),
где Q — стоуновский компакт R↓.

C Отождествим K-пространства R↓ и C∞(Q) и применим теоре-
му 5.4.2 к решеточно нормированному пространству (X, p,R↓), где
p(x) = ‖x‖ · 1. Сохранив те же обозначения, что и в доказатель-
стве 5.4.2, заметим, что X0 = X∧. Следовательно, X ↓ := (X ↓, q,
R↓) есть максимальное расширение пространства (X, p,R↓). Для
удобства будем считать X ⊂ X ↓. Из 5.4.3 вытекает, что для лю-
бых u ∈ C∞(Q, X̃) и ε > 0 найдутся семейство (xξ) ⊂ X и раз-
биение единицы (Qξ) ⊂ Clop(Q), для которых ступенчатая вектор-
функция uε, принимающая значение xξ на множестве Qξ, удовле-
творяет оценке u − uε ≤ ε1. Пусть T (uε) = mix(bξxξ), где bξ —
элемент B , соответствующий открыто-замкнутому множеству Qξ.
Тогда T (uε) = uε , стало быть, T — линейное изометрическое вло-
жение подпространства всех вектор-функций вида uε. Если ε → 0,
то uε − u

(r)−→ 0, поэтому последовательность
(
T (u1/n)

)
является

r-фундаментальной. В силу полноты X ↓ существует v := r :=-
lim T (u1/n). Полагая T (U) := v, получим линейное изометрическое
вложение T : C∞(Q, X̃) → X ↓. Если Z := im(T ), то Z — разложи-
мое o-полное подпространство X ↓, причем X ⊂ Z. По теореме 5.4.2
и в соответствии с определением 5.3.6 будет Z = X ↓. B

5.4.11. Пусть X и X те же, что и в 5.3.10, а X ′ сопряжено к
X внутри V(B). Тогда пространства X ′↓ и Es(X ′), где E = C∞(Q),
линейно изометричны.

C Применим теорему 5.4.9 к Y := E и X := (X, p,E), где p(x) =
‖x‖1. Получим, что пространства X ′↓:= L (B)(X , R)↓ и La(X, E)
линейно изометричны. Остается применить 5.3.10. B

5.4.12. Примечания.
(1) Основные результаты этого параграфа — теоремы 5.4.1, 5.4.2

и 5.4.9 — установлены А. Г. Кусраевым, см. [61, 67].
(2) Критерий полноты 5.4.7 был сформулирован А. Г. Кусра-

евым в [62] при условии, что нормирующая решетка E порядково
полна. В [61] приводится доказательство в более общей ситуации
пространств с разложимой векторной мультинормой. Предположе-
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ние о порядковой полноте E удалось снять в [49]. Для архимедовой
векторной решетки (случай X = E) указанный факт установили
А. И. Векслер и В. А. Гейлер [16].

(3) Максимальное расширение произвольного K-пространства
изучил А. Г. Пинскер (см. [45]). Им установлено, в частности, что
K-пространство обладает единственным с точностью до изоморфиз-
ма максимальным расширением. Утверждение 5.4.3 (1), представля-
ющее собой обобщение теоремы Пинскера для решеточно нормиро-
ванных пространств, полученo, по существу, в [61]. Относительно
теоремы 5.4.5 о порядковом пополнении решеточно нормированного
пространства см. [61, 67]. Утверждение X = oX из 5.4.6 принадле-
жит А. Е. Гутману. Для архимедовой векторной решетки утвержде-
ние 5.4.6 установил А. И. Векслер (см. [14]).

(4) Теорема 5.4.10 — один частный случай конструкции булева
расширения равномерных структур, разработанной Е. И. Гордоном
и В. А. Любецким, см. [86]. Теорема 5.4.11 является простым след-
ствием 5.3.10 и одного результата Е. И. Гордона о представлении
операторов с абстрактной нормой [23].

5.5. Пространства со смешанной нормой

В этом параграфе мы выделяем важный класс банаховых про-
странств, связанный с концепцией векторной нормы.

5.5.1. Нормированной (банаховой) решеткой называют вектор-
ную решетку E, которая одновременно является нормированным
(банаховым) пространством, причем норма монотонна в следующем
смысле: если |x| ≤ |y|, то ‖x‖ ≤ ‖y‖ (x, y ∈ E).

Пусть (X, p,E) — решеточно нормированное пространство, где
E — нормированная решетка. Тогда на X можно ввести смешанную
норму

|||x||| := ‖p(x)‖ (x ∈ X).

Нормированное пространство X := (X, ||| · |||) в этой ситуации назы-
вают также пространством со смешанной нормой. В силу неравен-
ства |p(x) − p(y)| ≤ p(x − y) и монотонности нормы в E векторная
норма p будет непрерывным оператором из (X, ||| · |||) в E.

5.5.2. Пусть E — банахова решетка. Тогда пространство (X,
||| · |||) банахово в том и только в том случае, когда (X, p,E) полно
относительно сходимости с регулятором.
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C Возьмем фундаментальную последовательность (xn) ⊂ X. Без
ограничения общности можно считать, что |||xn+1 −xn||| ≤ 1/n3 для
всех n ∈ N. Положим

en := p(x1) +
n∑

k=1

kp(xk+1 − xk) (n ∈ N).

Тогда можно оценить

‖en+l − en‖ = ‖
n+l∑

k=n+1

kp(xn+1 − xk)‖ ≤

≤
n+l∑

k=n+1

k|||xk+1 − xk||| ≤
n+l∑

k=n+1

1
k2 −→

n,l→0
0.

Итак, последовательность (en) фундаментальна, а потому имеет пре-
дел e := limn→∞ en. Так как en+k ≥ en (n, k ∈ N), то e = sup(en).
Если n ≥ m, то

mp(xn+l − xn) ≤
n+l∑

k=n+1

kp(xn+1 − xk) ≤ en+l − en ≤ e,

следовательно, p(xn+l − xn) ≤ (1/m)e.
Значит, (xn) служит r-фундаментальной последовательностью.

Ввиду условия r-полноты существует x := r-limn→∞ xn. Ясно, что
limn→∞ |||x−xn||| = 0. Предположим, что последовательность (xn) ⊂
X является r-фундаментальной, т. е. p(xn − xm) ≤ λke (m, n, k ∈
N; m, n ≥ k), где 0 ≤ e ∈ E и limk→∞ λk = 0. Тогда |||xn − xm||| ≤
λk‖e‖ → 0 при k → ∞, следовательно, существует x := limn→∞ xn.
Векторная норма p является непрерывным оператором из (X, ||| · |||)
в (E, ||·||). Следовательно, переход к пределу по норме в неравенстве
p(xm − xn) ≤ λke при m → ∞ приводит к неравенству p(x − xn) ≤
λke (k ≤ n). Стало быть, x = r-limn→∞ xn. B

5.5.3. Пусть F — идеал в E. Напомним, что для Y := {x ∈ X :
p(x) ∈ F} и q := p ¹ Y тройку (Y, q, F ) называем F -ограничением
пространства X. Если X — пространство Банаха — Канторовича,
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то таким же будет и Y . Если X является r-полным, а F — банахова
решетка, то Y — банахово пространство со смешанной нормой.

Возьмем банахово пространство (X , ρ) внутри V(B) и фунда-
мент F в R↓. Ограничение пространства X ↓ относительно F назы-
вают F -спуском X или спуском X относительно F и обозначают
символом F ↓(X ). Точнее, F -спуск есть тройка (F ↓(X ), p, F ), где

F ↓(X ) := {x ∈ X ↓: ρ↓(x) ∈ F}, p := (ρ↓) ¹ E↓(X ).

Если банахова решетка E является идеалом в R↓, то E↓(X ) —
банахово пространство со смешанной нормой.

В том случае, когда E — это K-пространство ограниченных
элементов (т. е. порядковый идеал в R ↓, порожденный единицей
1 ∈ R↓), вместо E-спуска мы будем говорить об ограниченном спуске
и называть E↓ функтором ограниченного спуска. При этом пишут:
X ↓∞ := E↓(X ).

5.5.4. В связи с данными определениями возникает естествен-
ный вопрос: какие банаховы пространства линейно изометричны
E-спускам и, в частности, ограниченным спускам банаховых про-
странств из булевозначной модели? Понятно, что ответ существенно
зависит от геометрии банахова пространства. Не углубляясь в эту
тему, коротко рассмотрим нужный для дальнейшего случай ограни-
ченного спуска.

Пусть X — нормированное пространство. Допустим, что в ал-
гебре ограниченных эндоморфизмов L (X) пространства X имеется
полная булева алгебра B проекторов единичной нормы, изоморфная
B. В этой ситуации мы будем отождествлять булевы алгебры B и B
и писать B ⊂ L (X). Назовем X нормированным B-пространством,
если B ⊂ L (X) и для любого разбиения единицы (bξ)ξ∈Ξ в B вы-
полнены два условия:

(1) если для некоторого x ∈ X верно bξx = 0 (ξ ∈ Ξ), то x = 0;
(2) если для x ∈ X и семейства (xξ)ξ∈Ξ в X верно bξx = bξxξ (ξ ∈

Ξ), то ‖x‖ ≤ sup{‖bξxξ‖ : ξ ∈ Ξ}.
Условия (1) и (2) равносильны следующим условиям (1′) и (2′)

соответственно:
(1′) для каждого x ∈ X существует наибольший проектор b ∈ B

такой, что bx = 0;
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(2′) если x, (xξ) и (bξ) те же, что и в (2), то ‖x‖ = sup{‖bξxξ‖ :
ξ ∈ Ξ}. Из (2′) следует, в частности, что

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

bkx

∥∥∥∥∥ = max
k:=1,...,n

‖bkx‖

для x ∈ X и попарно дизъюнктных проекторов b1, . . . , bn ∈ B .
Элемент x ∈ X, удовлетворяющий условию (∀ ξ) bξx = bξxξ,

где (bξ) — разбиение единицы, называют перемешиванием семей-
ства (xξ) (относительно (bξ)). При соблюдении условия (1) переме-
шивание единственно. Условие (2) допускает такую эквивалентную
формулировку: единичный шар UX замкнут относительно переме-
шиваний.

5.5.5. Теорема. Для банахова пространства X равносильны
следующие утверждения:

(1) X — разложимое пространство со смешанной нор-
мой, причем нормирующая решетка является K-про-
странством ограниченных элементов;

(2) X — банахово B-пространство.
C (1) → (2) Это следует из определений и 5.3.4.
(2) → (1) Предположим, что X — банахово B-пространство, а

J : B → B — соответствующий изоморфизм B на булеву алгеб-
ру проекторов B. Пусть E — идеал, порожденный единицей в рас-
ширенном K-пространстве всех B-значных спектральных функций
(см. 5.2.8). Возьмем конечнозначный элемент d :=

∑n
ı=1 λıbı ∈ E, где

{b1, . . . , bn} — разбиение единицы в B, λ1, . . . , λn ∈ R, а под λb по-
нимается спектральная функция e : µ 7→ e(µ) ∈ B, равная нулю при
µ ≤ λ и единице при µ > λ. Положим J(α) :=

∑n
ı=1 λıJ(bı) и заме-

тим, что J(α) — ограниченный линейный оператор в X. Вычислим
норму этого оператора:

‖J(α)‖ = sup
‖x‖≤1

‖J(α)x‖ = sup
‖x‖≤1

sup
l=1,...,n

{‖πlx‖ · |λl|} =

= sup
l=1,...,n

sup{‖πlx‖ |λl| : ‖x‖ ≤ 1} = max{|λ1|, . . . , |λn|}.

С другой стороны, норма ‖α‖∞ элемента α в K-пространстве ограни-
ченных элементов E также совпадает с max{|λ1|, . . . , |λn|}. Следова-
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тельно, J — линейная изометрия подпространства E0 конечнознач-
ных элементов из E в алгебру ограниченных операторов L (X). Яс-
но также, что J(αβ) = J(α) ◦ J(β) для всех α, β ∈ E0. Так как
E0 плотно по норме в E, а L (X) — банахова алгебра, то J может
быть продолжен по непрерывности до изометрического изоморфиз-
ма алгебры E на замкнутую подалгебру алгебры L (X). Полагая
xα := αx := J(α)x для x ∈ X и α ∈ E, вводим на X структуру
унитального E-модуля, причем ‖αx‖ ≤ ‖x‖ ‖α‖∞ (α ∈ E, x ∈ X).

Кроме того, αUX + βUX ⊂ UX при |α| + |β| ≤ 1. Введем теперь
отображение p : X → E+ по формуле

p(x) := inf{α ∈ E+ : x ∈ αUX} (x ∈ X),

где инфимум берется в K-пространстве E. Если p(x) = 0, то для
ε > 0 найдутся разбиение единицы (πξ) ⊂ B и семейство (αξ) ⊂ E+
такие, что πξαξ ≤ ε1 и x ∈ αξUX для всех ξ. Но тогда πξx ∈
πξαξUX ⊂ εUX и в силу замкнутости шара UX относительно пере-
мешиваний будет x = mix(πξx) ∈ εUX . Ввиду произвольного выбора
ε > 0 должно быть x = 0. Если x ∈ αUX и y ∈ βUX для некоторых
α, β ∈ E+, то, обозначив γ := α + β + ε1, можно написать

x + y = γ (γ−1x + γ−1y) ∈ γ(γ−1αUX + γ−1βUX) ⊂ γUX .

Следовательно, p(x + y) ≤ α + β + ε1, и переход к инфимуму по
указанным α, β и ε дает p(x + y) ≤ p(x) + p(y). Далее для π ∈ B и
x ∈ X имеют место равенства

πp(x) = inf{πα : 0 ≤ α ∈ E, x ∈ αUX} =
= inf{α ∈ E+ : πx ∈ αUX} = p(πx).

Но тогда для α =
∑

λıπı, где {π1, . . . , πn} — разбиение единицы в B,
будет

p(αx) =
∑

πıp(λıx) =
n∑

i=1

πı|λı|p(x) = |α|p(x).

Отсюда видно, что p(αx) = |α|p(x) для всех α ∈ E. Тем самым
(X, p,E) — разложимое решеточно нормированное пространство с
разложимой нормой.
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Докажем теперь, что норма пространства X является смешан-
ной, т. е. ‖x‖ = ‖p(x)‖∞ (x ∈ X). Возьмем 0 6= x ∈ X и положим
y = x/‖x‖. Тогда y ∈ UX и p(y) ≤ 1. Следовательно, p(x) ≤ ‖x‖ · 1
или ‖p(x)‖∞ ≤ ‖x‖ · ‖1‖∞ = ‖x‖. Наоборот, для ε > 0 можно подо-
брать разбиение единицы (πξ)ξ∈Ξ в Pr(E) и семейство (αξ)ξ ⊂ E+

такие, что πξαξ ≤ p(x) + ε1 ≤ (‖p(x)‖∞ + ε) · 1 и x ∈ αξUX (ξ ∈ Ξ).
Отсюда πξxξ ∈ πξαξUX ⊂ (‖p(x)‖∞ + ε) · πξ1UX ⊂ (‖p(x)‖∞ + ε)UX ,
следовательно, ‖πξx‖ ≤ ‖p(x)‖∞ + ε. Учитывая произвол в выборе
ε > 0 и 5.5.4 (2), получаем ‖x‖ ≤ ‖p(x)‖∞. B

5.5.6. Нормированное B-пространство назовем B-циклическим,
если в нем существует перемешивание любого ограниченного по нор-
ме семейства относительно любого разбиения единицы в B.

С учетом сказанного в 5.5.4, можно утверждать, что нормиро-
ванное пространство X является B-цикличным тогда и только тогда,
когда для любого разбиения единицы (bξ) ⊂ B и произвольного се-
мейства (xξ) в UX существует единственный элемент x ∈ UX такой,
что bξx = bξxξ для всех ξ.

(1) Банахово B-пространство X будет B-циклическим в том и
только в том случае, если X дизъюнктно полно как решеточно нор-
мированное пространство.

C Очевидно из определений. B
Изометрию между нормированными B-пространствами назовем

B-изометрией, если она линейна и перестановочна с каждым проек-
тором из B. Будем говорить, что Y — это B-циклическое расширение
B-пространства X, если Y является B-цикличным пространством и
существует B-изометрия ı : X → Y такая, что всякое B-циклическое
подпространство в Y , содержащее ı(X), совпадает с Y .

(2) Нормированное B-пространство будет B-циклическим бана-
ховым пространством в том и только в том случае, когда соответ-
ствующее решеточно нормированное пространство o-полно.

C Это следует из 5.4.7 и (1), если учесть, что полнота по норме
равносильна полноте относительно сходимости с регулятором, см.
5.5.2. B

(3) Для каждого банахова B-пространства существует един-
ственное с точностью до B-изометрии B-циклическое расширение.

C Это следует из 5.4.5 и (2). B
Дадим, наконец, ответ на вопрос, сформулированный в 5.5.4.
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5.5.7. Теорема. Банахово пространство линейно изометрич-
но ограниченному спуску некоторого банахова пространства из мо-
дели V(B) в том и только в том случае, если оно B-циклическое.

C См. 5.4.1, 5.4.2, 5.5.5, 5.5.6 (2). B
Возьмем нормированное B-пространство X. Пусть X̃ — его по-

полнение по норме. Тогда X̃ будет банаховым B-пространством, ибо
каждый проектор b ∈ B имеет единственное продолжение с сохра-
нением нормы на все X̃. Согласно 5.5.6 (3) X̃ допускает цикличе-
ское B-расширение, которое мы обозначим через X. Теперь в соот-
ветствии с теоремой 5.5.7 возьмем банахово пространство X внут-
ри V(B), ограниченный спуск которого B-изометричен X. Элемент
X ∈ V(B) называют булевозначной реализацией X.

5.5.8. Пусть X и Y — нормированные пространства, причем B ⊂
L (X) и B ⊂ L (Y ). Оператор T : X → Y называют B-линейным,
если он линеен и перестановочен с проекторами из B, т. е. b ◦ T =
T ◦ b для всех b ∈ B. Обозначим через LB(X, Y ) множество всех
ограниченных B-линейных операторов из X в Y . При этом W :=
LB(X, Y ) — банахово и B ⊂ W . Если Y является B-цикличным, то
таким же будет и W . Проектор b ∈ B действует в W по правилу
T 7→ b ◦ T (T ∈ W ).

Пространство X# := LB(X, B(R)) называют B-сопряженным
к X. Если X# и Y — это B-изометричные пространства, то го-
ворят, что Y является B-двойственным пространством и X — это
B-преддвойственное пространство к Y . При этом пишут X = Y#.

5.5.9. Теорема. Пусть X — нормированное B-пространство,
Y — некоторое B-циклическое банахово пространство, а X и Y —
соответствующие булевозначные реализации пространств X и Y .

Пространство LB(X, Y ) B-изометрично ограниченному спуску
пространства L (X , Y ) всех линейных ограниченных операторов из
X в Y внутри V(B). При этом оператору T ∈ LB(X, Y ) соответ-
ствует элемент T := T↑∈ V(B), определяемый соотношениями:

[[ T : X → Y ]] = 1, [[ T ıx = ıTx ]] = 1 (x ∈ X),

где ı — вложение X в X ↓ и Y в Y ↓.
C Без ограничения общности можно предположить, что X и Y —

ограниченные спуски банаховых пространств X и Y соответственно
(см. 5.5.6 (3), 5.5.7).
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Положим X0 := X ↓ и Y0 := Y ↓. Ввиду 5.4.9 L (X , Y ) ↓ и
Lb(X0, Y0) линейно изометричны. Но ограничение Lb(X0, Y0) от-
носительно B(R) совпадает с ограниченным спуском пространства
L (X , Y ). Остается заметить, что каждый оператор T из Lb(X, Y )
имеет единственное распространение с сохранением нормы. B

5.5.10. Пусть пространство X ∗ — банахово сопряженное к X .
Пусть символы ' и 'B обозначают изометрический изоморфизм и
изометрический B-изоморфизм соответственно. Предположим, что
X, Y , X и Y те же, что и в 5.5.9. Тогда

(1) X#'BY ↔ [[ X ∗ ' Y ]] = 1.
(2) Если X — это B-циклическое расширение X, то вы-

полнено X# = X
#

.

5.5.11. Примечания.
(1) Пространства со смешанной нормой в смысле этого парагра-

фа изучались в [64]. Там же даны различные приложения концепции
смешанной нормы к геометрии банаховых пространств и теории ли-
нейных операторов.

Ограниченный спуск из 5.5.3 ранее изучали Г. Такеути в связи
с алгебрами фон Неймана и C∗-алгебрами в булевозначных моде-
лях [243, 244] и М. Озава в связи с булевозначной интерпретацией
теории гильбертовых и банаховых пространств [209, 215].

(2) Основные результаты комментируемого параграфа установ-
лены А. Г. Кусраевым в [64]. Позднее аналогичные утверждения
получил М. Озава [215] в несколько иной постановке. Различие со-
стоит в том, что в [215] рассматриваются банаховы пространства с
дополнительной структурой модуля, которая может быть восстанов-
лена в произвольном банаховом B-пространстве, см. 5.4.8 и 5.5.5.

(3) В связи с теоремой 5.5.7 лишь затронуто богатое и краси-
вое направление — геометрия нормированных пространств, см. [33,
178, 182, 183]. Банаховы пространства с полными булевыми алгебра-
ми проекторов безотносительно к булевозначному анализу изучались
в [15, 137, 227].



Глава 6

Булевозначный анализ
банаховых алгебр

Одним из наиболее привлекательных традиционных разделов
функционального анализа является теория банаховых алгебр. В
этой главе проводится булевозначный анализ инволютивных бана-
ховых алгебр.

Булевозначный подход к изучению операторных алгебр осно-
ван на следующем соображении. Если центр алгебры достаточно
квалифицирован и хорошо в ней расположен, то при погружении в
соответствующую булевозначную модель центр становится одномер-
ной подалгеброй, что может привести к более простой алгебре. В то
же время, в силу принципа переноса, объемы формальных теорий
исходной алгебры и ее булевозначной реализации совпадают. Дета-
лизация этого утверждения для банаховых алгебр и C∗-алгебр при-
ведена в теоремах 6.1.5 и 6.1.6.

Изложение строится вокруг анализа AW ∗-алгебр и AW ∗-моду-
лей, которые реализуются в булевозначной модели как AW ∗-факто-
ры и гильбертовы пространства соответственно, см. теоремы 6.2.4 и
6.2.8.

Размерность гильбертова пространства в модели — это буле-
возначный кардинал, который естественно назвать булевой размер-
ностью AW ∗-модуля. Здесь проявляется весьма тонкий эффект сме-
щения кардинальных чисел: при погружении в булевозначную мо-
дель стандартные кардиналы могут «склеиваться». Это означает,
что изоморфные AW ∗-модули могут иметь базисы разной мощно-
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сти. Отсюда вытекает также, что AW ∗-алгебра типа I разлагает-
ся в прямую сумму однородных подалгебр, вообще говоря, многими
способами. Последнее утверждение в качестве гипотезы высказал
И. Капланский в 1953 году. Указанные результаты изложены в 6.3
и 6.4.

Опираясь на результаты о булевозначном погружении AW ∗-мо-
дулей и AW ∗-алгебр, мы выводим функциональные реализации этих
объектов. Точнее говоря, устанавливается, что AW ∗-модуль унитар-
но эквивалентен прямой сумме однородных AW ∗-модулей, состоя-
щих из непрерывных вектор-функций со значениями в гильбертовом
пространстве. Аналогичное представление имеет и AW ∗-алгебра
типа I, только вместо непрерывных вектор-функций используются
оператор-функции, непрерывные в сильной операторной топологии.
Соответствующие факты представлены в 6.5.

AW ∗-алгебру называют вложимой, если она ∗-изоморфна би-
коммутанту в некоторой AW ∗-алгебре типа I. Каждая вложимая
AW ∗-алгебра допускает булевозначную реализацию, являющуюся
алгеброй или фактором фон Неймана. Даны различные характе-
ризации вложимых AW ∗-алгебр. В частности, в 6.6 установлено,
что AW ∗-алгебра будет вложимой в том и только в том случае, ес-
ли она имеет разделяющее множество центрозначных нормальных
состояний.

6.1. Спуски банаховых алгебр

В предыдущей главе была намечена принципиальная схема бу-
левозначной реализации для банаховых пространств. Здесь эта тема
развивается для инволютивных банаховых алгебр.

6.1.1. Начнем с напоминания нужных определений, ограничи-
ваясь рассмотрением комплексных алгебр. Подчеркнем, что говоря
об алгебре, мы всегда имеем в виду ассоциативную алгебру с едини-
цей. Инволютивной алгеброй или ∗-алгеброй называют алгебру A с
инволюцией, т. е. с отображением x 7→ x∗ (x ∈ A), удовлетворяю-
щим условиям:

(1) x∗∗ = x (x ∈ A);
(2) (x + y)∗ = x∗ + y∗ (x, y ∈ A);
(3) (λx)∗ = λ∗x∗ (λ ∈ C, x ∈ A);
(4) (xy)∗ = y∗x∗ (x, y ∈ A).
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Элемент x инволютивной алгебры именуют эрмитовым, если
x∗ = x. Эрмитов элемент e называют проектором, если он идемпо-
тентен, т. е. если e2 = e. Множество всех проекторов инволютивной
алгебры A мы будем обозначать символом P(A). Легко понять, что
формула

c ≤ e ↔ c = ce = ec (c, e ∈ P(X))

определяет отношение порядка ≤ в множестве проекторов. Проекто-
ры e и c называют эквивалентными и пишут e ∼ c, если существует
такой элемент x ∈ A, что x∗x = e и xx∗ = c. В этой ситуации говорят
также, что x — частичная изометрия с начальным проектором e и с
конечным проектором c. Отношение ∼ в действительности является
эквивалентностью на P(A).

Проектор e называют центральным, если ex = xe для каждого
x ∈ A. Множество всех центральных проекторов обозначается через
Pc(A).

6.1.2. Для непустого множества M ⊂ A положим

M⊥ := {y ∈ A : (∀x ∈ M)xy = 0};
⊥M := {x ∈ A : (∀y ∈ M)xy = 0}.

Приняты следующие названия: M⊥ — правый аннулятор, ⊥M —
левый аннулятор.

Из общих свойств аннуляторов выводится, что множество всех
правых (левых) аннуляторов, упорядоченное по включению, явля-
ется полной решеткой. Отображение K 7→ K∗ := {x∗ : x ∈ K}
является изотонной биекцией этих решеток, ибо (M⊥)∗ = ⊥(M∗) и
(⊥M)∗ = (M∗)⊥.

Бэровской ∗-алгеброй называют инволютивную алгебру A, в ко-
торой для каждого непустого M ⊂ A выполняется M⊥ = eA при
некотором e ∈ P(A). Иначе говоря, любой левый аннулятор имеет
вид ⊥M = Ac для подходящего проектора c. В бэровской ∗-алгебре
для каждого левого аннулятора L существует единственный проек-
тор cL ∈ A такой, что x = xcL для всех x ∈ L и cLy = 0 в том и
только в том случае, когда y ∈ L⊥. Сопоставление L 7→ cL являет-
ся изоморфизмом между упорядоченными множествами всех левых
аннуляторов и всех проекторов. Обратный изоморфизм имеет вид
c 7→ ⊥(1 − c) (c ∈ P(A)). Аналогичное утверждение верно и для
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правых аннуляторов. Отсюда вытекает, в частности, что упорядо-
ченное множество P(A) является полной решеткой. Отображение
e 7→ e⊥ := 1− e (e ∈ P(A)) удовлетворяет условиям:

e⊥⊥ = e, e ∧ e⊥ = 0, e ∨ e⊥ = 1,

(e ∧ c)⊥ = e⊥ ∨ c⊥, (e ∨ c)⊥ = e⊥ ∧ c⊥,

e ≤ c → e ∨ (e⊥ ∧ c) = c.

Иными словами, (P(A),∧,∨,⊥) представляет собой ортомодуляр-
ную решетку (см. [5]).

6.1.3. Норму ‖·‖ на алгебре A назовем субмультипликативной,
если

‖xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ (x, y ∈ A).

Банахова алгебра — это алгебра, являющаяся банаховым простран-
ством по отношению к фиксированной на ней субмультипликативной
норме. Если банахова алгебра A инволютивна и при этом

‖xx∗‖ = ‖x‖2 (x ∈ A),

то A называют C∗-алгеброй.
Элемент x некоторой C∗-алгебры A считают положительным,

если x = y∗y для некоторого y ∈ A. При этом множество всех поло-
жительных элементов A+ является упорядочивающим конусом, так
что (A,A+) — упорядоченное векторное пространство. Рассматри-
вая C∗-алгебру как упорядоченное векторное пространство, всегда
имеют в виду порядок, определяемый конусом A+.

6.1.4. Банахову алгебру A назовем B-циклической (относитель-
но полной булевой алгебры проекторов B), если она представляет
собой B-циклическое банахово пространство (в смысле 5.5.6) и каж-
дый проектор из B мультипликативен. Последнее означает, что

π(xy) = π(x)π(y) = xπy = π(x)y (x, y ∈ A, π ∈ B).

Понятие B-циклической инволютивной банаховой алгебры возника-
ет, если потребовать дополнительно, что проекторы из B сохраняют
инволюцию:

π(x∗) = (πx)∗ (x ∈ A, π ∈ B).
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Наконец, определение B-циклической C∗-алгебры очевидно.
Напомним, что мы рассматриваем только алгебры с единицей.

Если 1—единица алгебры A, то проектор b∈B можно отождествить
с элементом b1, получая в случае инволютивности A центральный
проектор в смысле 6.1.1. При этом мы будем писать B ⊂ Pc(A).
Запись B @ A означает, что A — это B-циклическая банахова ал-
гебра. Для C∗-алгебры A условие ее B-цикличности подразумевает,
что для любого разбиения единицы (bξ)ξ∈Ξ и любого ограниченно-
го семейства (xξ)ξ∈Ξ ⊂ A существует единственный элемент x ∈ A

такой, что bξx = bξxξ (ξ ∈ Ξ).
Примером B-циклической C∗-алгебры служит комплексное K-

пространство ограниченных элементов с базой B при фиксированной
единице (см. 5.1.3, 5.2.5 (5)). Такая алгебра единственна с точно-
стью до ∗-изоморфизма и обозначается через B(C). Часто мы будем
отождествлять B(C) с ограниченной частью спуска C↓, где C — по-
ле комплексных чисел внутри V(B). Алгебру B(C) часто называют
стоуновой и обозначают символом S (B).

Возьмем B-циклические банаховы алгебры A1 и A2. Ограни-
ченный оператор Φ : A1 → A2 называют B-гомоморфизмом, если он
B-линеен в смысле 5.5.8 и мультипликативен: Φ(xy) = Φ(x) · Φ(y).
Если A1 и A2 инволютивны и B-гомоморфизм Φ сохраняет инволю-
цию: Φ(x∗) = Φ(x)∗ (x ∈ A1), то Φ называют ∗-B-гомоморфизмом.
Таким образом, алгебры A1 и A2 являются B-изоморфными, если
существует изоморфизм A1 на A2, перестановочный с проекторами
из B. Если B-изоморфизм сохраняет инволюцию, то мы называем
его ∗-B-изоморфизмом.

6.1.5. Теорема. Ограниченный спуск банаховой алгебры из
модели V(B) есть B-циклическая банахова алгебра. Наоборот, для
любой B-циклической банаховой алгебры A существует единствен-
ная с точностью до изоморфизма банахова алгебра A внутри V(B)

такая, что A изометрически B-изоморфна ограниченному спуску A .

C Пусть A — это B-циклическая банахова алгебра. По теореме
5.5.7 в модели V(B) существует банахово пространство A такое, что
его ограниченный спуск A0 есть B-циклическое банахово простран-
ство, изометрически B-изоморфное A. Поэтому можно без ограни-
чения общности считать, что A0 = A. Умножение в A экстенсио-
нально. Действительно, если b ≤ [[ x = u ]] ∧ [[ y = v ]], где x, y, u,
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v ∈ A, то в силу (b) из 5.4.1 (2) будет

0 = xχ(b) (y − v) + χ(b) (x − u)v → χ(b) (xy − uv) =
= 0 → χ(b) (xy) = χ(b) uv → b ≤ [[ xy = uv ]].

Пусть ¯ — подъем операции умножения · в A. Легко понять, что ¯
есть бинарная операция в A и пространство A с операцией ¯ будет
алгеброй. Если p — векторная норма в пространстве A, то ‖a‖ =
‖p(a)‖∞ и [[ p(a) = ρ(a) ]] = 1 (a ∈ A ), где ρ — норма в A (см. 5.5.5).
Покажем, что норма p субмультипликативна, т. е. p(xy) ≤ p(x)p(y).
Вспомним (см. 5.4.1 (2) и 5.5.5), что A является банаховым модулем
над кольцом B(R), где B(R) — ограниченная часть R↓, а для p верна
формула

p(x) = inf{α ∈ E+ : x ∈ αUA} (x ∈ A).

Следовательно, субмультипликативность p вытекает из того, что
единичный шар UA устойчив относительно умножения, т. е. из x,
y ∈ UA вытекает xy ∈ UA. Таким образом, p◦ (·) ≤ (·)◦ (p×p). При-
влекая правила подъема отображений (см. 3.3.11), получаем [[ ρ◦¯ ≤
¯ ◦ (ρ × ρ) ]] = 1, т. е. [[ норма ρ субмультипликативна ]] = 1. Окон-
чательно заключаем, что A — банахова алгебра внутри V(B). Един-
ственность A обоснована в следующих рассуждениях. Пусть A1 и
A2 — банаховы алгебры внутри V(B), а g — это изометрический B-
изоморфизм их ограниченных спусков. Тогда g — экстенсиональ-
ное отображение и ψ := g↑ — линейная изометрия банаховых про-
странств A1 и A2. Мультипликативность ψ следует из соотношений

ψ ◦¯=g↑ ◦ (·)↑=(g ◦ (·))↑=((·) ◦ (g× g))↑=(·)↑ ◦ (g↑× g↑)=¯◦ (ψ×ψ),

где ¯ — умножение в каждой из алгебр A1 и A2, а (·) — умножение
в каждом из ограниченных спусков.

Предположим теперь, что A — банахова алгебра внутри V(B)

и A — ее ограниченный спуск. Мы уже знаем, что A представляет
собой B-циклическое банахово пространство (см. 5.5.11). Если χ —
канонический изоморфизм B на базу E(E), то b ≤ [[ x = 0 ]] ↔ χ(b)x =
0 для каждого x ∈ A (см. 5.4.1 (2)). Учитывая определение χ и
очевидное соотношение

χ(b) = 0 ∨ χ(b) = 1 → χ(b)xy = (χ(b)x)y = x (χ(b)y) (x, y ∈ A),



304 Гл. 6.Анализ банаховых алгебр

для любых x, y ∈ A можно написать:

[[ χ(b)xy=xχ(b)y=(χ(b)x)y ]]≥ [[ χ(b)=1 ]] ∨ [[ χ(b)=0 ]]=b ∨ b∗=1.

Отсюда видно, что проектор πb : x 7→ χ(b)x (x ∈ A) удовлетво-
ряет требуемому соотношению πbxy = (πbx)y = x (πby) (x, y ∈ A).
Значит, A есть B-циклическая банахова алгебра. B

6.1.6. Теорема. Ограниченный спуск C∗-алгебры из модели
V(B) есть B-циклическая C∗-алгебра.

Наоборот, для любой B-циклической C∗-алгебры A существует
единственная с точностью до ∗-изоморфизма C∗-алгебра A внут-
ри V(B) такая, что ограниченный спуск A является алгеброй, ∗-B-
изоморфной A.

C Если A — это B-циклическая C∗-алгебра, то структура бана-
хова S (B)-модуля обладает на A тем дополнительным свойством,
что (αx)∗ = αx∗ (α ∈ B(R), x ∈ A) (как и выше, B(R) — веще-
ственная часть комплексной банаховой алгебры S (B)). В самом де-
ле, если α :=

∑n
k=1 λkπk, где λ1, . . . , λn ∈ R и π1, . . . , πn ∈ E(S (B)),

то

(αx)∗ =
n∑

k=1

λk (πkx)∗ =
n∑

k=1

λkπkx∗ = αx∗.

Инволюция в C∗-алгебре является изометрией. Поэтому U∗
A = UA.

Из всего сказанного следует, что

x ∈ αUA ↔ xx∗ ∈ α2UA (x ∈ A, α ∈ S (B)).

Отсюда видно, что p(xx∗) = p(x)2 и, в частности инволюция, бу-
дет изометрией и по отношению к векторной норме p, т. е. p(x∗) =
p(x) (x ∈ A). Заметим также, что если (A , ρ) — банахова ал-
гебра внутри V(B), A — ее ограниченный спуск и p — ограниче-
ние ρ ↓ на A, то подъем инволюции из A удовлетворяет условию
[[ (∀x ∈ A )ρ(xx∗) = ρ(x)2 ]] = 1 в том и только в том случае, если
p(xx∗) = p(x)2 (x ∈ A). Остается привлечь теорему 6.1.5 и осуще-
ствить некоторые элементарные проверки. B

6.1.7. Теорема. Пусть A — это B-циклическая банахова ал-
гебра, в которой обратим всякий элемент x ∈ A, удовлетворяющий
условию (∀b ∈ B)(bx = 0 → b = 0). Тогда A изометрически B-
изоморфна стоуновой алгебре с базой B.
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C Согласно теореме 6.1.5, можно считать, что A есть ограничен-
ный спуск банаховой алгебры A ∈ V(B). Указанное в формулировке
условие влечет, что в алгебре A обратим любой ненулевой элемент.
В самом деле,

c := [[ (∀x) (x ∈ A ∧ x 6= 0 → (∃z)(z = x−1))]] =

=
∧

{[[ (∃z)(z = x−1) ]] : x ∈ A ∧ [[ x 6= 0 ]] = 1}.

В силу соотношения (c) из 5.4.1 (2) [[ x 6= 0 ]] = 1 равносильно условию
χ(b)x = 0 ↔ b = 0. Значит, если [[ x 6= 0 ]] = 1, то существует x−1 в
алгебре A и [[ (∃z)(z = x−1) ]] = 1. Тем самым c = 1. По теореме Гель-
фанда — Мазура алгебра A изометрически изоморфна полю ком-
плексных чисел C . Но тогда A изометрически B-изоморфна огра-
ниченному спуску C , т. е. стоуновой алгебре с базой B (см. 6.1.4). B

6.1.8. Теорема. Пусть A — это B-циклическая банахова ал-
гебра, S (B) — стоунова алгебра с базой B и Φ : A → S (B) — некото-
рый B-линейный оператор. Предположим, Φ(1) = 1 и eΦ(x) = 1 для
каждого обратимого элемента x ∈ A. Тогда Φ мультипликативен,
т. е. Φ(xy) = Φ(x)Φ(y) (x, y ∈ A).

C Рассуждая так же, как и в 6.1.7, положим ϕ := Φ↑. Тогда
[[ ϕ : A → C — линейный функционал ]] = 1, причем [[ ϕ(x) 6= 0
для любого обратимого x ∈ A ]] = 1. По теореме Глисона — Желяз-
ко — Кахана [[ ϕ — мультипликативный функционал ]] = 1. Отсюда
выводится мультипликативность Φ так же, как в 6.1.5 субмульти-
пликативность p. B

6.1.9. Теорема. Пусть A,S (B) и Φ те же, что и в 6.1.8, при-
чем A инволютивна и коммутативна. Обозначим буквой K множе-
ство всех положительных B-линейных операторов Ψ : A → S (B)
таких, что Ψ(1) ≤ 1. Если Φ ∈ K, то равносильны утверждения:

(1) Φ(xy) = Φ(x)Φ(y) (x, y ∈ A);
(2) Φ(xx∗) = Φ(x)Φ(x∗) (x ∈ A);
(3) Φ ∈ ext(K),

где ext(K) — множество крайних точек выпуклого множества K.
C Сохранив прежние обозначения, можно утверждать: [[ A —

коммутативная банахова алгебра с инволюцией, а ϕ : A → C —
положительный функционал, причем ϕ(1) ≤ 1 ]] = 1. Пусть K —
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множество всех положительных функционалов ψ на A , для которых
ψ(1) ≤ 1. Можно показать, что отображение ψ 7→ (ψ↓) ¹ A осуществ-
ляет аффинную биекцию λ между выпуклыми множествами K ↓ и
K := {Ψ↑ : Ψ ∈ K}. При этом [[ψ ∈ ext(K ) ]] = 1 ↔ λψ ∈ ext(K).
Остается применить скалярный вариант (т. е. при S (B) = C ) тре-
буемого факта внутри V(B). B

6.1.10. Обозначим B-Hom(A1, A2) множество всех B-гомомор-
физмов из A1 в A2. Пусть далее HomB(A1, A2) — элемент V(B),
изображающий множество всех гомоморфизмов из A1 в A2.

(1) Теорема. Пусть A1 и A2 — банаховы алгебры внут-
ри V(B), а A1 и A2 — соответствующие ограниченные спуски. Ес-
ли Φ ∈ B-Hom(A1, A2) и ϕ := Φ↑, то [[ ϕ ∈ HomB(A1, A2) ]] = 1 и
[[ ‖ϕ‖ ≤ C ]] = 1 для некоторого C ∈ R. Сопоставление Φ 7→ ϕ —
изометрическая биекция между B-Hom(A1, A2) и HomB(A1, A2)↓∞.

C Всё требуемое, за исключением мультипликативности, содер-
жится в 5.4.9. Мультипликативность операторов ϕ и Φ можно обос-
новать так же, как единственность в 6.1.5. B

(2) Пусть A1 и A2 — инволютивные банаховы алгебры
внутри V(B), а Φ ∈ B-Hom(A1, A2) и ϕ ∈ HomB(A1, A2) соответству-
ют друг другу в силу биекции из (1). Тогда равенство [[ ϕ сохраняет
инволюцию ]] = 1 выполнено в том и только в том случае, когда Φ
сохраняет инволюцию.

C См. 5.5.4 и 6.1.6. B

6.1.11. Пусть A — инволютивная банахова алгебра внутри V(B)

и A — ее ограниченный спуск. Тогда элемент x ∈ A будет эрмито-
вым (положительным, проектором, центральным проектором) в том
и только в том случае, если [[ x — эрмитов (положителен, является
проектором, центральным проектором) ]] = 1.

C Очевидно. B

6.1.12. Примечания.
(1) Дж. фон Нейман начал изучать инволютивные операторные

алгебры в связи с математическими проблемами, возникающими в
квантовой механике, см. [95, 193, 194]. Эта традиционная связь с
теоретической физикой жива и поныне (см., например, [6]), хотя со-
временная теория инволютивных топологических алгебр включает
несколько абстрактных направлений и большое количество тонких
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математических проблем [32, 94, 103, 118, 133, 167, 179, 222, 225, 236,
237, 257].

Изучение C∗-алгебр начато И. М. Гельфандом и М. А. Най-
марком в 1943 году. Важнейшие структурные свойства C∗-алгебр
связаны с положительностью. Основные понятия теории инволю-
тивных алгебр см. в [121]. Необходимые сведения из теории C∗-
алгебр имеются в [32, 81, 92, 118]; алгебры фон Неймана освещены
в [133, 225, 237].

(2) Изучение C∗-алгебр и алгебр фон Неймана методом буле-
возначных моделей начал Г. Такеути в [243, 244]. Он же установил
теорему 6.1.6.

Теоремы 6.1.7 и 6.1.8 — интерпретация в булевозначной модели
классических фактов теории банаховых алгебр: теоремы Гельфанда
— Мазура и теоремы Глисона — Желязко — Кахана (см., например,
[81, 224]).

Отметим также монографию [128], освещающую приложения
булевозначных моделей к проблемам независимости в соответству-
ющих разделах функционального анализа.

6.2. AW ∗-алгебры и AW ∗-модули

Здесь будут установлены результаты о булевозначной реализа-
ции объектов, указанных в названии параграфа.

6.2.1. AW ∗-алгеброй называют C∗-алгебру, являющуюся в то
же время бэровской ∗-алгеброй. Более подробно AW ∗-алгебра —
такая C∗-алгебра, в которой всякий правый аннулятор имеет вид eA,
где e — проектор. Заметим попутно, что AW ∗-алгеброй принято
называть то, что следовало бы именовать бэровской C∗-алгеброй.

C∗-алгебра A будет AW ∗-алгеброй в том и только в том случае,
если выполняются условия:

(1) в упорядоченном множестве проекторов P(A) каждое се-
мейство попарно ортогональных элементов имеет супремум;

(2) каждая максимальная коммутативная ∗-подалгебра A0 в A
есть комплексное K-пространство ограниченных элементов.

Примером AW ∗-алгебры служит пространство всех ограничен-
ных линейных операторов L (H) в комплексном гильбертовом про-
странстве H. Структуру банаховой алгебры в L (H) определяют
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обычные операции сложения и умножения операторов и классиче-
ская операторная норма. Инволюция в L (H) — взятие сопряженно-
го оператора. Отметим также, что коммутативная AW ∗-алгебра, на-
зываемая также стоуновой алгеброй, есть комплексное K-простран-
ство ограниченных элементов, причем единица умножения является
сильной порядковой единицей.

6.2.2. Спектральная теорема. В AW ∗-алгебре A для лю-
бого эрмитова элемента a ∈ A существует единственное разложение
единицы λ 7→ eλ (λ ∈ R) в P(A) такое, что

a =

‖a‖∫

−‖a‖

λ deλ.

При этом для элемента x ∈ A будет ax = xa в том и только в том
случае, если xeλ = eλx для всех λ ∈ R.

C Под разложением единицы в P(A) понимают, как и в случае
булевой алгебры, функцию λ 7→ eλ (λ ∈ R) со свойствами 5.2.6 (1–3),
см. 5.2.8. Максимальная коммутативная ∗-подалгебра в A, содер-
жащая элемент a, будет комплексным K-пространством согласно
6.2.1 (2). Поэтому требуемое представление выводится из теоремы
Фрейденталя 5.2.14. Утверждение о коммутировании следует из то-
го, что элемент a и множество {eλ : λ ∈ R} порождают одну и ту же
максимальную ∗-подалгебру. B

6.2.3. Теорема. AW ∗-алгебра A является B-циклической C∗-
алгеброй, какова бы ни была правильная подалгебра B полной бу-
левой алгебры Pc(A).

C Пусть U — единичный шар алгебры A. Нужно лишь устано-
вить, что для любых разбиения единицы (bξ)ξ∈Ξ ⊂ B и семейства
(aξ)ξ∈Ξ ⊂ U найдется единственный элемент a ∈ U такой, что bξaξ =
bξa для всех ξ ∈ Ξ. Допустим сначала, что aξ — эрмитов элемент для
каждого ξ ∈ Ξ. Тогда семейство (bξaξ) состоит из попарно коммути-
рующих эрмитовых элементов, так как (bξaξ) · (bηaη) = (bξbη) · (aξaη)
при ξ 6= η. Пусть A0 — максимальная коммутативная ∗-подалгебра в
A, содержащая семейство (bξaξ). Согласно 6.2.1 (2) A0 — комплекс-
ное K-пространство ограниченных элементов, поэтому существует
элемент a = o-

∑
ξ∈Ξ bξaξ, где o-сумма вычисляется в A0. Ясно, что
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bξaξ = bξa при всех ξ ∈ Ξ. В то же время из −1 ≤ aξ ≤ 1 вытекает
−1 ≤ a ≤ 1, следовательно, ‖a‖ ≤ 1.

Докажем единственность. Допустим, что для некоторого эрми-
това элемента d ∈ A выполняется bξd = 0 при всех ξ ∈ Ξ. Согласно
5.2.6 (10) имеем

e
bξd
λ = b⊥ξ ∨ ed

λ = 1 = e1λ (λ ∈ R, λ > 0),

e
bξd
λ = bξ ∧ ed

λ = 0 = e0λ (λ ∈ R, λ ≤ 0).

Равенства b⊥ξ ∨ed
λ = 1 и bξ∧ed

λ = 0 равносильны неравенствам ed
λ ≥ bξ

и ed
λ ≤ b⊥ξ соответственно. Отсюда выводим ed

λ = 1 при λ > 0 и
ed
λ = 0 при λ ≤ 0, т. е. спектральная функция элемента d совпадает

со спектральной функцией нуля. Тем самым d = 0.
В общем случае произвольных aξ ∈ U воспользуемся представ-

лением aξ = uξ + ivξ, где i — мнимая единица, а uξ и vξ — одно-
значно определенные эрмитовы элементы из U . В соответствии с
уже доказанным, существуют эрмитовы элементы u, v ∈ U такие,
что bξu = bξuξ и bξv = bξvξ при всех ξ ∈ Ξ. Элемент a = u + iv будет
искомым. В самом деле, bξa = bξaξ ξ ∈ Ξ. Кроме того, эрмитовы
элементы a∗

ξaξ входят в U и bξa
∗a = bξa

∗
ξaξ (ξ ∈ Ξ). Так как элемент

a∗a, удовлетворяющий этим условиям, единствен, то a∗a ∈ U . Но
тогда a ∈ U , ибо ‖a‖2 = ‖a∗a‖ ≤ 1. B

6.2.4. Теорема. Пусть A — это AW ∗-алгебра внутри V(B) и
A — ее ограниченный спуск. Тогда A — также AW ∗-алгебра, причем
в Pc(A) имеется правильная подалгебра, изоморфная B. Наоборот,
пусть A — такая AW ∗-алгебра, что B — правильная подалгебра бу-
левой алгебры Pc(A). Тогда в V(B) есть единственная с точностью
до ∗-изоморфизма AW ∗-алгебра A , ограниченный спуск которой ∗-
B-изоморфен A.

C В силу теорем 6.1.6 и 6.2.3 в доказательстве нуждается лишь
утверждение о бэровости C∗-алгебр A и A . Последнее же элемен-
тарно (см. 3.2.13 (2), 3.3.12 (6)) с учетом 6.1.11. B

6.2.5. Центром AW ∗-алгебры A называют множество элемен-
тов z ∈ A, коммутирующих со всеми элементами A, т. е. Z (A) :=
{z ∈ A : (∀x ∈ A)xz = zx}. Понятно, что Z (A) — коммутатив-
ная AW ∗-подалгебра A, причем λ1 ∈ Z (A) для всех λ ∈ C. Если
Z (A) = {λ1 : λ ∈ C}, то AW ∗-алгебру A называют AW ∗-фактором.
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Теорема. Если алгебра A — это AW ∗-фактор внутри V(B), то
ее ограниченный спуск A будет AW ∗-алгеброй и булева алгебра всех
ее центральных проекторов изоморфна B. Наоборот, если A — это
AW ∗-алгебра и B := Pc(A), то в модели V(B) существует единствен-
ный с точностью до ∗-изоморфизма AW ∗-фактор A , ограниченный
спуск которого ∗-B-изоморфен A.

C Следует применить 6.2.4 и тот факт, что спуск двухэлемент-
ной булевой алгебры изоморфен B (см. 4.2.2). B

6.2.6. Пусть Λ — коммутативная AW ∗-алгебра и B — полная
булева алгебра проекторов Λ. Рассмотрим унитальный Λ-модуль X.
Отображение 〈· | ·〉 : X × X → Λ называют Λ-значным скалярным
произведением, если для любых x, y, z ∈ X и a ∈ Λ выполнены
условия:

(1) 〈x |x〉 ≥ 0; 〈x |x〉 = 0 ↔ x = 0;
(2) 〈x | y〉 = 〈y, x〉∗;
(3) 〈ax | y〉 = a〈x | y〉;
(4) 〈x + y | z〉 = 〈x | z〉 + 〈y | z〉.

Располагая Λ-значным скалярным произведением, можно вве-
сти в X норму по формуле

(5) |||x||| :=
√

‖〈x|x〉‖ (x ∈ X),

а также векторную норму

(6) x :=
√

〈x|x〉 (x ∈ X).

При этом |||x||| = ‖ x ‖ (x ∈ X), так как ‖a‖ = ‖(
√

a)2‖ = ‖
√

a‖2

для положительного элемента a ∈ Λ. Таким образом, (5) определяет
смешанную норму на X (см. 5.5.1).

6.2.7. Теорема. Пара (X, ||| · |||) представляет собой B-цикли-
ческое банахово пространство в том и только в том случае, если
(X, · ) — пространство Банаха — Канторовича.

C Заметим, что норма 6.2.6 (6) разложима, ибо bx = b x для
всех x ∈ X и b ∈ B согласно 6.2.6 (3). По теореме 5.5.2 простран-
ство (X, ||| · |||) банахово тогда и только тогда, когда (X, · ) r-полно.
Кроме того ясно, что B-цикличность (X, ||| · |||) равносильна дизъ-
юнктной полноте (X, · ). В силу этих замечаний требуемое вытекает
из 5.4.7. B
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AW ∗-модулем (над Λ) называют унитальный Λ-модуль, наде-
ленный Λ-значным скалярным произведением и удовлетворяющий
любому (а потому и каждому) из двух эквивалентных условий тео-
ремы 6.2.7.

6.2.8. Теорема. Ограниченный спуск произвольного гильбер-
това пространства из модели V(B) есть AW ∗-модуль над стоуновой
алгеброй S (B). Наоборот, если X — это AW ∗-модуль над S (B),
то внутри V(B) существует единственное с точностью до унитарной
эквивалентности гильбертово пространство X , ограниченный спуск
которого унитарно эквивалентен X.

C Не нарушая общности, можно считать S (B) ⊂ C ↓. Пусть
X — гильбертово пространство внутри V(B) и X — его ограничен-
ный спуск. Тогда пара (X, · ), где · — спуск нормы пространства
X , будет пространством Банаха — Канторовича, а пара (X, ||| · |||),
где |||x||| = ‖ x ‖ (x ∈ X), станет B-циклическим банаховым про-
странством (см. 5.5.7). В частности, X — унитальный модуль над
S (B). Пусть (· | ·) ∈ V(B) — скалярные произведения пространства
X , а 〈· | ·〉 — его спуск. Без труда проверяется, что 〈· | ·〉 удовле-
творяет 6.2.6 (1–4) для всех x, y, z ∈ X ↓ и a ∈ C↓. Если x, y ∈ X,
то [[ |(x | y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ ]] = 1, значит, |〈x | y〉| ≤ x · y . Так как
x , y ∈ S (B), то 〈x | y〉 ∈ S (B). Итак, ограничение 〈· | ·〉 на X ×X,

обозначаемое тем же символом, будет S (B)-значным скалярным
произведением на X. Остается заметить, что x =

√
〈x |x〉, ибо

[[ ‖x‖ =
√

(x |x) ]] = 1 и спуск функции √ : R+ → R+ будет отобра-
жением квадратного корня в алгебре S (B).

Рассмотрим теперь AW ∗-модуль X над S (B). По теореме 5.4.2
булевозначная реализация X ∈ V(B) пространства Банаха — Кан-
торовича (X, · , S (B)) — это банахово пространство внутри V(B).
Можно считать поэтому X ⊂ X ↓. Пусть (· | ·) — подъем S (B)-
значного скалярного произведения 〈· | ·〉 пространства X. Тогда (· | ·)
— скалярное произведение на X внутри V(B). Из тех же соображе-
ний, что и выше, видно, что при этом [[‖x‖ =

√
(x |x) (x ∈ X )]] = 1,

ибо x =
√

〈x |x〉 (x ∈ X).
Пусть Y — еще одно гильбертово пространство внутри V(B),

причем ограниченный спуск Y унитарно эквивалентен X. Если U :
X → Y — унитарный изоморфизм, то u := U↑ — линейная биекция
из X на Y . Для U имеет место равенство 〈· | ·〉 ◦ (U × U) = 〈· | ·〉,
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следовательно, внутри V(B) будет

(· | ·) ◦ (u× u) = 〈· | ·〉 ↑ ◦ (U↑ ×U↑) = (〈· | ·〉 ◦ (U × U))↑= 〈· | ·〉↑= (· | ·).

Тем самым u — унитарная эквивалентность X и Y . B
Гильбертово пространство X называют булевозначной реализа-

цией AW ∗-модуля X.
Пусть L B(X , Y ) — это пространство линейных ограниченных

операторов из X в Y внутри V(B) (см. 5.4.9), а Hom(X, Y ) — про-
странство всех ограниченных Λ-линейных операторов из X в Y , где
X и Y — некоторые AW ∗-модули над коммутативной AW ∗-алгеброй
Λ := S (B). Напомним, что тем самым Λ — ограниченный спуск
поля C . Можно показать, что Hom(X, Y ) = LB(X, Y ) (см. 5.5.9).

6.2.9. Теорема. Пусть X и Y — гильбертовы пространства
внутри V(B), а X и Y — их ограниченные спуски. Для любого огра-
ниченного Λ-линейного оператора Φ : X → Y элемент ϕ := Φ↑ будет
ограниченным линейным оператором из X в Y в модели V(B), при-
чем [[ ‖ϕ‖ ≤ c∧ ]] = 1 для некоторого c ∈ R. Сопоставление Φ 7→ ϕ
есть B-линейная изометрия B-циклических банаховых пространств
Hom(X, Y ) и L B(X , Y )↓∞.

C См. 5.4.9, 5.5.9. B

6.2.10. Займемся некоторыми следствиями доказанного.
(1) Обозначим символом AW ∗-mod-S (B) категорию, состав-

ленную из AW ∗-модулей над стоуновой алгеброй S (B) и ограни-
ченных S (B)-линейных операторов. Рассмотрим еще категорию
Hilbert(B)

∞ , объекты которой — гильбертовы пространства внутри
V(B), а морфизмы — такие линейные ограниченные операторы f :
X → Y в модели V(B), что [[ ‖f‖ ≤ c∧ ]] для некоторого c ∈ R. Тео-
ремы 6.2.8 и 6.2.9 можно высказать в следующей форме.

Теорема. Функторы ограниченного спуска и погружения за-
дают эквивалентность категорий Hilbert(B)

∞ и AW ∗-mod-S (B).
(2) Пусть End(X) := Hom(X, X) и L B(X ) := L B(X , X ). Из

6.2.9 видно, что End(X) и L B(X )↓∞ изометрически B-изоморфны.
Так как пространство всех ограниченных операторов L B(X ) явля-
ется AW ∗-фактором внутри V(B), то L B(X)↓∞ есть AW ∗-алгебра
(см. 6.2.5). Изометрический B-изоморфизм End(X) и L B(X )↓∞
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будет изоморфизмом алгебр, если в End(X) ввести умножение как
композицию операторов и сопряженный оператор к T ∈ End(X)
определить формулой: 〈Tx | y〉 = 〈x | T ∗y〉 для всех x, y ∈ X.

Теорема. Пространство End(X) при наделении его указанны-
ми операциями становится AW ∗-алгеброй.

6.2.11. Покажем теперь, что при погружении в булевозначную
модель тип AW ∗-алгебры сохраняется. Тип алгебры определяется
строением ее решетки проекторов. Следовательно, необходимо про-
следить за тем, что происходит с классификацией проекторов при
переходе к булевозначной реализации.

Напомним нужные определения. Возьмем AW ∗-алгебру A. Про-
ектор π ∈ A называют: (a) абелевым, если алгебра πAπ коммутатив-
на; (b) конечным, если для любого проектора ρ ∈ A из π ∼ ρ ≤ π
вытекает ρ = π; (c) бесконечным, если он не является конечным;
(d) чисто бесконечным, если он не содержит ненулевых конечных
проекторов. Как обычно, фраза «проектор π содержит ρ» означает
неравенство ρ ≤ π.

Говорят, что A — алгебра типа I, если каждый ненулевой про-
ектор в ней содержит ненулевой абелев проектор; типа II, если A не
содержит ненулевых абелевых проекторов и всякий ненулевой про-
ектор в A содержит ненулевой конечный проектор; типа III, если
единица алгебры — чисто бесконечный проектор. Алгебра A конеч-
на, если единица A является конечным проектором.

6.2.12. Теорема. Пусть A — это AW ∗-алгебра внутри V(B) и
A — ее ограниченный спуск. Для любого проектора π ∈ P(A) имеют
место эквивалентности:

(1) π абелев ↔ [[ π абелев ]] = 1;
(2) π конечен ↔ [[ π конечен ]] = 1;
(3) π чисто бесконечен ↔ [[ π чисто бесконечен ]] = 1.

C Утверждение (1) очевидно. Далее, для π, ρ ∈ P(A) формулы
π ∼ ρ, π ≤ ρ и π . ρ равносильны алгебраическим соотношениям
(см. 6.1.1):

π ∼ ρ ↔ xx∗ = π ∧ x∗x = ρ,

π ≤ ρ ↔ πρ = ρπ = π,

π . ρ ↔ π ∼ π0 ∧ π0 ≤ ρ.
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Умножение, инволюция и равенство в A возникают как спуски
соответствующих объектов из A , поэтому

π ∼ ρ ↔ [[ π ∼ ρ ]] = 1,

π ≤ ρ ↔ [[π ≤ ρ ]] = 1,

π . ρ ↔ [[ π . ρ ]] = 1.

Докажем (2). Учитывая формулу

[[ (∀x ∈ A )ϕ(x) → ψ(x) ]] =
∧

{[[ψ(x) ]] : x ∈ A ↓, [[ ϕ(x) ]] = 1},

а также равенство P(A )↓= P(A), можно написать цепочку эквива-
лентностей:

[[ π конечен ]] = 1 ↔
↔ [[ (∀ρ ∈ P(A ))π ∼ ρ ≤ π → π = ρ ]] = 1 ↔

↔ (∀ρ ∈ P(A))[[ π ∼ ρ ≤ π ]] = 1 → [[ π = ρ ]] = 1 ↔
↔ (∀ρ ∈ P(A))π ∼ ρ ≤ π → π = ρ.

Аналогично доказывается (3). B

6.2.13. Теорема. Пусть алгебры A и A те же, что и в 6.2.12.
Тогда имеют место эквивалентности:

(1) A конечна ↔ [[ A конечна ]] = 1,
(2) A имеет тип I ↔ [[ A имеет тип I ]] = 1,
(3) A имеет тип II ↔ [[ A имеет тип II ]] = 1,
(4) A имеет тип III ↔ [[ A имеет тип III ]] = 1.

C Все утверждения вытекают из 6.2.12 и из определений. B

6.2.14. Примечания.
(1) Современная структурная теория AW ∗-алгебр и AW ∗-мо-

дулей начинается с работ И. Капланского [168–170]. Такие объекты
естественно возникают на пути алгебраизации теории операторных
алгебр фон Неймана.

(2) Основные результаты этого параграфа, теоремы 6.2.4, 6.2.8,
6.2.9, получил М. Озава [208, 210–212]. Наше изложение использует
реализационные теоремы из главы 5. Теоремы 6.2.12 и 6.2.13 фак-
тически получены Г. Такеути [244].
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(3) Вещественными неассоциативными аналогами C∗-алгебр и
операторных алгебр фон Неймана являются JB-алгебры. Теория
таких алгебр восходит к работе Йордана — фон Неймана — Виг-
нера [166] и как раздел функционального анализа существует с се-
редины 60-х годов, см. [114, 250]. Теория JB-алгебр интенсивно
разрабатывается, причем круг ее приложений расширяется. Сре-
ди основных объектов исследования — структура и классификация
JB-алгебр, неассоциативное интегрирование и квантовая теория ве-
роятностей, геометрия состояний JB-алгебр и др. (см. [2, 3, 100,
152], а также имеющуюся там библиографию).

(4) Приведем один результат о булевозначной реализации JB-
алгебр, аналогичный теореме 6.2.4. Предположим, что B является
подалгеброй булевой алгебры центральных идемпотентов JB-алге-
бры A. Алгебру A называют B-JB-алгеброй, если для любых раз-
биения единицы (eξ)ξ∈Ξ в B и семейства (xξ)ξ∈Ξ в A существует и
притом единственное B-перемешивание x := mixξ∈Ξ (eξxξ). Имеет
место следующий результат о булевозначной реализации JB-алгебр
(см. [66]).

Теорема. Ограниченный спуск любой JB-алгебры из моде-
ли V(B) представляет собой B-JB-алгебру. Наоборот, для любой
B-JB-алгебры A существует единственная с точностью до изомор-
физма JB-алгебра A , ограниченный спуск которой изометрически
B-изоморфен A. При этом [[A является JB-фактором ]] = 1 в том и
только в том случае, если B(R) = Z (A).

6.3. Булева размерность AW ∗-модуля

С каждым AW ∗-модулем можно однозначно связать некоторый
нестандартный кардинал, служащий гильбертовой размерностью
его булевозначной реализации. Внешняя расшифровка последнего
понятия приводит к определению булевой размерности.

6.3.1. Пусть X — унитальный AW ∗-модуль над коммутативной
AW ∗-алгеброй Λ. Множество E ⊂ X называют базисом в X, если
справедливо следующее:

(1) 〈x|y〉 = 0 при всех различных x, y ∈ E ;
(2) 〈x|x〉 = 1 для каждого x ∈ E ;
(3) из условия (∀e ∈ E )〈x|e〉 = 0 вытекает x = 0.
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Говорят, что AW ∗-модуль X является λ-однородным, если λ — кар-
динал и в X существует базис мощности λ.

Для каждого 0 6= b ∈ B обозначим через κ(b) наименьший кар-
динал γ, для которого AW ∗-модуль bX будет γ-однородным. Если
X однороден, то κ(b) определен для всех 0 6= b ∈ B, значит, κ —
отображение из B+ := {b ∈ B : b 6= 0} в некоторое множество кар-
динальных чисел. Можно показать, что κ — функция кратности,
т. е. κ(sup(bξ)) = sup(κ(bξ)) для каждого семейства (bξ) ⊂ B. Будем
говорить, что AW ∗-модуль X строго γ-однороден, если X однороден
и γ = κ(b) при каждом ненулевом b ∈ B. Для конечного кардинала
γ свойства γ-однородности и строгой γ-однородности AW ∗-модуля
равносильны. Удобно считать κ(0) = 0.

Мощность множества M (т. е. кардинал, биективный с M) мы
будем обозначать символом |M |. Запись [[ dim(X ) = λ ]] = 1 означа-
ет, что V(B) |= «мощность ортонормированного базиса пространства
X равна λ». Дадим теперь булевозначную интерпретацию однород-
ности и строгой однородности.

6.3.2. Теорема. Для λ-однородности AW ∗-модуля X необхо-
димо и достаточно, чтобы [[ dim(X ) = |λ∧| ]] = 1.

C По теореме 5.4.2 можно считать, что X ⊂ X ↓. Для эле-
ментов x, y ∈ X и a ∈ Λ равносильны соотношения 〈x|y〉 = a и
[[ (x|y) = a ]] = 1, ибо отображение 〈· ·〉 и спуск формы (· | ·) совпадают
на X×X. Отсюда, в частности, видно, что отношение ортогонально-
сти в X есть ограничение на X спуска отношения ортогональности
в X . Из этих замечаний следует, что множество E ⊂ X ортонор-
мированно тогда и только тогда, когда [[ E ↑ — ортонормированное
множество в X ]] = 1. Далее, пользуясь правилом спуска поляр, для
ортогональных дополнений в X и в X получим (E ↑)⊥↓= (E ↑↓)⊥.
Заметим также, что E ⊥ = (E ↑↓)⊥. Значит, E ⊥↑= (E ↑)⊥. В частно-
сти, E ⊥ = 0 в том и только в том случае, если [[ (E ↑)⊥ = {0} ]] = 1.
Итак, E — базис в X лишь в том случае, когда [[ E — базис в X ]] = 1.
Если |E | = λ и ϕ : λ → E — биекции, то модифицированный подъ-
ем ϕ↑ будет биекцией λ∧ на E ↑. Наоборот, пусть D — базис в X
и [[ ψ : λ∧ → D — биекция ]] = 1 для некоторого кардинала λ. То-
гда модифицированный спуск ϕ := ψ↓ : λ → D ↓ будет инъекцией.
Следовательно, множество E := im(ϕ) имеет мощность λ, а в си-
лу сказанного выше оно ортонормированно. Остается заметить, что
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D↓= mix(E ) = E↑↓, т. е. [[ E↑= D ]] = 1, а потому E — базис в X. B

6.3.3. Теорема. Для строгой λ-однородности AW ∗-модуля X
необходимо и достаточно, чтобы [[ dim(X ) = λ∧ ]] = 1.

C Если X строго λ-однороден, то по теореме 6.3.2 [[ dim(X ) =
|λ∧| ]] =1. С другой стороны, существует разбиение единицы (bα)α<β

в булевой алгебре B, для которого |λ∧| = mixα<β(bαα∧). Так как
bα ≤ [[ X = bαX ]], то верно также соотношение bα ≤ [[ dim(bαX ) =
α∧ ]]. Рассмотрим множество Bα := [0, bα] := {b′ ∈ B : b′ ≤ bα}. Если
bα 6= 0, то Bα — полная булева алгебра и V(Bα) |= «bαX — гильбер-
тово пространство и α∧ = dim(bαX )». Ограниченный спуск bαX
из модели V(Bα) есть bαX, следовательно, bαX — это α-однородный
AW ∗-модуль. Кроме того, V(Bα) |= «α∧ — кардинал», а значит, и
α будет кардиналом. По определению строгой однородности имеем
λ ≤ α. Итак, bα = 0 при α < λ, поэтому [[λ∧ ≤ |λ∧| ]] = 1. Тем
самым [[ λ∧ = |λ∧| ]] = 1, ибо соотношение [[ |λ∧| ≤ λ∧ ]] = 1 выпол-
нено по определению мощности. Теперь мы вправе заключить, что
[[ dim(X ) = λ∧ ]] = 1.

Допустим, что верно последнее равенство. Тогда λ — кардинал,
ибо λ∧ — кардинал внутри V(B), а по 6.3.2 X будет λ-однородным.
Если X является γ-однородным для некоторого кардинала γ, то
вновь по 6.3.2 получаем [[ dim(X ) = |γ∧| ]] = 1. Отсюда выводим
[[ λ∧ = |γ∧| ≤ γ∧ ]] = 1 и далее λ ≤ γ. Эти же рассуждения го-
дятся и для AW ∗-алгебры bX, где 0 6= b ∈ B, если вместо модели
V(B) использовать V([0,b]). Таким образом, AW ∗-модуль X строго
λ-однороден. B

6.3.4. Введем основное понятие данного параграфа. Разбиение
единицы (bγ)γ∈Γ в B назовем B-размерностью AW ∗-модуля X, ес-
ли Γ — непустое множество кардиналов, bγ 6= 0 при всех γ ∈ Γ и
bγX — строго γ-однородный AW ∗-модуль для каждого γ ∈ Γ. При
этом мы будем писать B-dim(X) = (bγ)γ∈Γ. Заметим, что элементы
B-размерности попарно различны в силу определения строгой од-
нородности. Скажем, что B-размерность X равна γ (символически
B-dim(X) = γ), если Γ = {γ} и bγ = 1. Равенство B-dim(X) = γ
означает, что X строго γ-однороден. Функцию кратности κ из 6.3.1
можно определить и в случае произвольного AW ∗-модуля по фор-
муле κ(b) = sup

{
κ(b′) : b′ ≤ b, b′ ∈ hb

}
, где hb — множество таких

b′ ≤ b, что b′X однороден. Как видно, если B-dim(X) = (bγ)γ∈Γ, то
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κ(b) = sup{γ ∈ Γ : b ∧ bγ 6= 0}.

6.3.5. Теорема.. Пусть (bγ)γ∈Γ — разбиение единицы в B, где
Γ — множество кардиналов и bγ 6= 0 (γ ∈ Γ). Тогда B-dim(X) =
(bγ)γ∈Γ в том и только в том случае, если [[dim(X ) = mixγ∈Γ(bγγ∧)]]
= 1.

C Как уже отмечалось, bγX можно отождествить с ограничен-
ным спуском гильбертова пространства bγX из модели V(Bγ), где
Bγ := [0, bγ ]. В силу 6.3.4 γ-однородность bγX равносильна соот-
ношению bγ = [[ dim(bγX ) = γ∧ ]]Bγ ≤ [[ dim(X ) = γ∧ ]]B . Но тогда
равенство B-dim(X) = (bγ)γ∈Γ верно в том и только в том случае, ес-
ли bγ ≤ [[ dim(X ) = γ∧ ]] (γ ∈ Γ), ибо bγ ≤ [[X = bγX ]] = [[ dim(X ) =
dim(bγX )]]. Тем самым, [[dim(X ) = mixγ∈Γ(bγγ∧)]] = 1. B

6.3.6. Сейчас мы выясним, какие разбиения единицы могут слу-
жить B-размерностями AW ∗-модулей. Возьмем кардинал λ. Для
b ∈ B и β ∈ On пусть b(β) обозначает множество всех разбиений эле-
мента b, имеющих вид (bα)α∈β . Определим [0, b]-значную метрику d
на b(β) формулой:

d(u, v) :=
( ∨

α∈β

uα ∧ vα

)∗ (
u = (uα), v = (vα) ∈ b(β)

)
.

Тем самым
(
b(β), d

)
— булево множество. Запись b(β) ' b(γ) при

γ ∈ On означает, что между b(β) и b(γ) существует биекция, сохра-
няющая булеву метрику, т. е. B-изометрия.

Булеву алгебру B назовем λ-стабильной, если для любого нену-
левого b ∈ B и произвольного ординала α из b(λ) ' b(α) следует
λ ≤ α. О стоуновском компакте такой алгебры говорят, что он λ-
стабилен. Ненулевой элемент b ∈ B по определению считаем λ-
стабильным, если такова булева алгебра [0, b].

6.3.7. Теорема.. Разбиение единицы (bγ)γ∈Γ в полной булевой
алгебре B, состоящее из попарно различных элементов, будет B-
размерностью некоторого AW ∗-модуля в том и только в том случае,
если Γ — множество кардиналов и bγ — это γ-стабильный элемент
для каждого γ ∈ Γ.

C Положим λ := mixγ∈Γ(bγγ∧). В модели V(B) существует гиль-
бертово пространство X , для которого [[dim(X ) = |λ|]] = 1. Из 6.3.5



6.4.Реализация AW ∗-модулей 319

видно, что B-dim(X) = (bγ)γ∈Γ тогда и только тогда, когда [[ |λ| =
λ ]] = 1. Последнее же соотношение равносильно системе неравенств

bγ ≤ [[ |γ∧| = γ∧ ]] (γ ∈ Γ).

Неравенство bγ ≤ [[ |γ∧| = γ∧ ]] для ненулевого bγ означает справедли-
вость того, что V([0,bγ ]) |= γ∧ = |γ∧|. Следовательно, остается пока-
зать, что γ-стабильность булевой алгебры B0 := [0, b] и соотношения
V(B0) |= γ∧ = |γ∧| имеют место или нет одновременно.

Заметим, что

[[ γ∧ = |γ∧| ]] = [[ (∀α ∈ On) (γ∧ ∼ α → γ∧ ≤ α) ]] =

=
∧{

[[ γ∧ ∼ α∧ ]] ⇒ [[ γ∧ ≤ α ]] : α ∈ On
}
.

Как видно, [[ γ∧ = |γ∧| ]] = 1 лишь только в том случае, когда
c := [[ γ∧ ∼ α∧ ]] ≤ [[ γ∧ ≤ α∧ ]] для любого ординала α. Если c 6= 0,
то γ ≤ α. В то же время неравенство c ≤ [[ γ∧ ∼ α∧ ]] означает, что
c(γ) ' c(α). Таким образом, равенство [[ γ∧ = |γ∧| ]] = 1 равносильно
γ-стабильности булевой алгебры B0. B

6.3.8. Примечания. Булеву размерность AW ∗-алгебры в смыс-
ле определения 6.3.4 рассмотрел А. Г. Кусраев [65].

Ранее М. Озава ввел булеву размерность AW ∗-модуля как раз-
мерность гильбертова пространства, служащего булевозначной реа-
лизацией этого модуля, т. е. как внутренний объект булевозначной
модели [210]. Определение 6.3.4 является внешней расшифровкой
определения М. Озавы.

Теоремы 6.3.2 и 6.3.3 установлены в [65] и [210] соответственно.
Относительно теоремы 6.3.7 см. [65, 210].

6.4. Реализация AW ∗-модулей

В этом параграфе устанавливается, что любой AW ∗-модуль мы
можем представить в виде прямой суммы семейства модулей непре-
рывных вектор-функций, причем такое представление в определен-
ном смысле единственно.

Обозначим символом C#(Q, H) часть пространства C∞(Q, H),
состоящую из таких вектор-функций z, что z ∈ C(Q) (см. 5.3.7 (5)).
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6.4.1. Пусть Q — экстремальный компакт, а H — гильбертово
пространство размерности λ. Пространство C#(Q, H) является λ-
однородным AW ∗-модулем над алгеброй Λ := C(Q, C).

C Пусть (· | ·) — скалярное произведение пространства H. Вве-
дем Λ-значное скалярное произведение в C#(Q, H) следующим об-
разом. Возьмем непрерывные вектор-функции u : dom(u) → H и v :
dom(v) → H. Функция q 7→ 〈u(q)|v(q) 〉 (q ∈ dom(u)∩dom(v)) непре-
рывна и допускает единственное непрерывное продолжение z ∈ C(Q)
на все Q. Если x и y — классы эквивалентности вектор-функций u и
v, то полагаем (x | y) := z. Как видно, (· | ·) — это Λ-значное скаляр-
ное произведение, причем x =

√
(x |x) для всякого x ∈ C#(Q, H).

Так как C#(Q, H) — пространство Банаха — Канторовича, то оно
дизъюнктно полно. Более того, C#(Q,H) — банахово пространство,
в котором норма удовлетворяет соотношениям

‖x‖ = ‖ x ‖∞ =
√

‖(x |x)‖∞
(
x ∈ C#(Q, H)

)
.

Пусть E — базис в H. Для каждого e ∈ E введем вектор-функцию
ē : q 7→ e (q ∈ Q) и положим E := {ē : e ∈ E }. Нетрудно заметить, что
E — базис в C#(Q, H). Из всего сказанного следует, что C#(Q, H)
— это λ-однородный AW ∗-модуль, где λ = dim(H). B

6.4.2. Нам потребуется еще один вспомогательный факт. Обо-
значим символом P-lin(A) множество всех линейных комбинаций эле-
ментов A с коэффициентами из поля P.

Пусть X — векторное пространство над полем F и P — подполе
F. Тогда X∧ — векторное пространство над полем F∧ и для любого
множества A ⊂ X верно (P-lin(A))∧ = P∧-lin(A∧).

C Первая часть утверждения очевидна, ибо предложение «X
— векторное пространство над полем F» записывается ограничен-
ной формулой. По той же причине (P-lin(A))∧ — это P∧-линейное
подпространство в X∧, содержащее A∧. Поэтому P∧-lin(A∧) ⊂ (P-
lin(A))∧. Наоборот, пусть элемент x ∈ X имеет вид

∑
k∈n α(k) u(k),

где n ∈ N, α : n → P и u : n → A. Тогда α∧ : n∧ → P∧, u∧ : n∧ → A∧

и x∧ =
∑

k∈n∧ α∧(k)u∧(k). Следовательно, x∧ ∈ P∧-lin(A∧), что по-
казывает справедливость включения P-lin(A))∧ ⊂ P∧-lin(A∧). B

6.4.3. Теорема. Пусть H — гильбертово пространство. Если
λ = dim(H) и H — пополнение метрического пространства H∧ внут-
ри V(B), то [[ H —гильбертово пространство и dim(H ) = |λ∧| ]]=1.
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C По определению, H —банахово пространство. Если b(· , ·) —
скалярное произведение в H, то b∧ : H∧ × H∧ → C∧ — равномерно
непрерывная функция, имеющая единственное непрерывное продол-
жение на все H × H , которое мы обозначим (· | ·). Тогда (· | ·) —
скалярное произведение в H и, как легко заметить,

V(B) |= ‖x‖ =
√

(x |x) (x ∈ H ).

Тем самым [[H — гильбертово пространство ]] = 1. Пусть E — гиль-
бертов базис H. Покажем, что [[ E ∧ — базис H ]] = 1. Ортонормаль-
ность E ∧ вытекает из определения скалярного произведения в H ,
как видно из следующих вычислений:

[[ (∀x ∈ E ∧) (x |x) = 1 ]] =
∧

x∈E

[[ (x∧|x∧) = 1 ]] =
∧

x∈E

[[ b(x, x)∧ = 1∧ ]] = 1;

[[ (∀x, y ∈ E ∧) (x 6= y → (x | y) = 0) ]] =

=
∧

x,y∈E

[[ x∧ 6= y∧ ]] ⇒ [[ (x∧|y∧) = 0 ]] =

=
∧

x,y∈E
x6=y

[[ b∧(x∧, y∧) = 0 ]] =
∧

x,y∈E
x6=y

[[ b(x, y)∧ = 0∧ ]] = 1.

Так как H∧ плотно в H и C∧-lin(E ∧) ⊂ C -lin(E ∧), то нужно лишь
установить, что C∧-lin(E ∧) плотно в H∧. Возьмем x ∈ H и ε >
0. Поскольку E — базис H, найдется xε ∈ C-lin(E ), для которого
‖x − xε‖ < ε. Отсюда вытекает, что [[ ‖x∧ − xε

∧‖ < ε∧ ]] = 1 и [[ x∧
ε ∈

(C -lin(E ))∧ ]] = 1. Привлекая 6.4.2, видим, что внутри V(B) верна
формула

(∀x ∈ H) (∀0 < ε ∈ R∧) (∃xε ∈ C∧- lin(E ∧) (‖x − xε‖ < ε),

т. е. [[ C∧-lin(E ∧) плотно в H∧ ]] = 1. Остается заметить, что если ϕ
— биекция между множеством E и кардиналом λ, то ϕ∧ — биекция
между множествами E ∧ и λ∧ внутри V(B). B

Отметим несколько следствий.
6.4.4. В условиях теоремы 6.4.3 ограниченный спуск гильбер-

това пространства H из модели V(B) унитарно эквивалентен AW ∗-
модулю C#(St(B), H), где St(B) — стоуновский компакт алгебры B.

C Вытекает из 5.4.10 и 6.4.1. B
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6.4.5. Для непустого множества M ограниченный спуск гиль-
бертова пространства l2(M∧) из модели V(B) унитарно эквивалентен
AW ∗-модулю C#(St(B), l2(M)), где St(B) — стоуновский компакт
алгебры B.

C Положим H = l2(M) в 6.4.3 и заметим, что из [[ dim(H ) =
|M∧| ]] = 1 следует [[ H и l2(M∧) унитарно изоморфны ]] = 1. B

6.4.6. Пусть λ = dim(H) — бесконечный кардинал. Тогда AW ∗-
модуль C#(Q, H) строго λ-однороден тогда и только тогда, когда
компакт Q является λ-стабильным.

C Достаточно применить 6.3.3, 6.3.7 и 6.4.3. B
6.4.7. Для произвольных бесконечномерных гильбертовых про-

странств H1 и H2 можно подобрать экстремально несвязный ком-
пакт Q так, что AW ∗-модули C#(Q, H1) и C#(Q, H2) будут унитарно
эквивалентны.

C Пусть λk := dim(Hk) (k = 1, 2). Существует полная булева
алгебра B, для которой ординалы λ

∧

1 и λ
∧

2 равномощны внутри V(B)

(см. [36, 119]). Поэтому требуемое вытекает из 6.4.3 и 6.4.4. B
6.4.8. Пусть Hk — гильбертово пространство, λk := dim(Hk) ≥

ω. Пусть, далее, AW ∗-модуль C#(Q, Hk) строго λk-однороден при
k = 1, 2. Если C#(Q, H1) и C#(Q, H2) унитарно эквивалентны, то
гильбертовы пространства H1 и H2 унитарно эквивалентны.

C Из 6.3.3, 6.4.3 и 6.4.4 [[λ
∧

1 = |λ∧

1 | = |λ∧

2 | = λ
∧

2 ]] = 1. B
6.4.9. Некоторый AW ∗-модуль X называют B-сепарабельным,

если существует последовательность (xn) ⊂ X такая, что AW ∗-под-
модуль, порожденный множеством {bxn : n ∈ N, b ∈ B}, совпадает
с X. Очевидно, что если H — это B-сепарабельное гильбертово про-
странство, то AW ∗-модуль C#(Q, H) будет B-сепарабельным.

6.4.10. Для любого бесконечномерного гильбертова простран-
ства H существует экстремально несвязный компакт Q такой, что
AW ∗-модуль C#(Q, H) будет B-сепарабельным, где B — это булева
алгебра характеристических функций открыто-замкнутых множеств
в Q.

C В 6.4.7 нужно положить H1 := l2(ω), H2 := H и использовать
сепарабельность l2(ω). B

6.4.11. Теорема. Для каждого AW ∗-модуля X существует се-
мейство непустых экстремально несвязных компактов (Qγ)γ∈Γ, где
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Γ — множество кардиналов такое, что Qγ является γ-стабильным
при всех γ ∈ Γ и имеет место унитарная эквивалентность

X '
∑

γ∈Γ

⊕
C#

(
Qγ , l2(γ)

)
.

Если какое-то семейство (Pδ)δ∈∆ экстремально несвязных компак-
тов удовлетворяет указанным условиям, то Γ = ∆ и Pγ гомеоморфен
Qγ для всех γ ∈ Γ.

C По теореме 6.2.8 можно считать, что X — ограниченный спуск
гильбертова пространства X из V(B). Пусть, далее, B-dim(X) =
(bγ)γ∈Γ, а Qγ — открыто-замкнутое подмножество стоуновского ком-
пакта алгебры B, соответствующее элементу bγ ∈ B. Воспользуемся
тем, что X есть прямая сумма компонент вида bγX, а bγX унитар-
но эквивалентен ограниченному спуску bγX из модели V(Bγ), где
Bγ = [0, bγ ]. Из 6.3.5 видно, что bγ ≤ [[ dim(bγX ) = γ∧ ]]. Следова-
тельно, для ненулевого bγ будет V(Bγ) |= «bγX — гильбертово про-
странство размерности γ∧ ». Привлекая принцип переноса, заключа-
ем, что V(Bγ) |= « bγX унитарно эквивалентно l2(γ∧)». В силу 6.4.5
ограниченный спуск l2(γ∧) из модели V(Bγ) унитарно эквивалентен
AW ∗-модулю C#(Qγ , l2(γ)). Пусть uγ ∈ V(Bγ) — унитарный изомор-
физм bγX на l2(γ∧) внутри V(Bγ), а U — его ограниченный спуск.
Тогда U устанавливает унитарную эквивалентность между AW ∗-
модулями bγX и C#(Qγ , l2(γ)). По определению, элемент bγ ∈ B,
а заодно с ним и компакт Qγ являются γ-стабильными. Допустим,
что для семейства экстремально несвязных компактов (Pδ)δ∈∆ вы-
полнены те же условия, что и для (Qγ)γ∈Γ. Тогда Pδ гомеомор-
фен открыто-замкнутому подмножеству P ′

δ стоуновского компакта
алгебры B, причем P ′

δ будет δ-стабильным. Если Pδγ := P ′
δ ∩ Qγ и

bγδ — соответствующий элемент B, то AW ∗-модули C#(Pδγ , l2(δ)) и
C#(Pδγ , l2(γ)) унитарно эквивалентны одной и той же компоненте
bδγX. Кроме того, компакт Pδγ должен быть δ- и γ-стабильным од-
новременно. В соответствии с 6.4.6 и 6.4.8 будет либо Pδγ = ∅, либо
l2(δ) ∼ l2(γ), т. е. δ = γ. Тем самым P ′

γ = Qγ (γ ∈ Γ). B
6.4.12. Примечания. Все результаты данного параграфа взя-

ты из [65]. Из утверждений 6.4.7 и 6.4.11 следует, что для любых
бесконечных кардиналов α < β существует AW ∗-модуль, который
γ-однороден для всех α ≤ γ ≤ β. Этот факт установил М. Оза-
ва [210, 212].
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6.5. Реализация AW ∗-алгебр типа I

С помощью результатов предыдущего параграфа, здесь мы по-
лучим функциональную реализацию AW ∗-алгебр типа I.

Всюду в этом параграфе A — произвольная AW ∗-алгебра типа I,
Λ — ее центр, а B — полная булева алгебра центральных проекторов
в A, так что B ⊂ Λ ⊂ A.

6.5.1. Пусть Bh — множество таких b ∈ B, что bA — однородная
алгебра. Взяв b ∈ Bh, обозначим символом κ(b) наименьший кар-
динал λ, для которого bA — это λ-однородная AW ∗-алгебра. Для
произвольного b ∈ B положим κ(b) := sup{κ(b′) : b′ ≤ b, b′ ∈ Bh}.
Тем самым определена функция κ на B, принимающая свои зна-
чения из некоторого множества кардиналов. Назовем κ функцией
кратности алгебры A. Элемент b ∈ B, а также алгебру bA называ-
ют строго λ-однородными, если κ(b′) = λ при 0 6= b′ ≤ b. Говорят
также, что b и bA имеют строгую кратность λ. Существует един-
ственное отображение κ : Γ → B такое, что Γ — некоторое множество
кардинальных чисел, не превосходящих κ(1), семейство (κ(γ))γ∈Γ —
разбиение единицы в B и элемент κ(γ) имеет строгую кратность γ
при всех γ ∈ Γ. Разбиение единицы (κ(γ))γ∈Γ называют строгим
декомпозиционным рядом AW ∗-алгебры A. Нетрудно заметить, что
если A = End(X) для AW ∗-модуля X, то строгий декомпозицион-
ный ряд алгебры A совпадает с B-dim(X), а κ совпадает с функцией
кратности, введенной в 6.4.1. Функции кратности κ и κ′ на булевых
алгебрах B и B′ соответственно, а также соответствующие им раз-
биения единицы κ и κ′ именуют конгруэнтными, если существует
изоморфизм π из B на B′ такой, что κ′ ◦ π = κ. Как видно, конгру-
энтность κ и κ′ означает, что эти функции определены на одном и
том же множестве, причем π ◦ κ = κ′.

6.5.2. Пусть Q — некоторый экстремальный компакт, H — гиль-
бертово пространство, а L (H) — пространство линейных ограничен-
ных операторов в H. Обозначим через C(Q, L (H)) множество всех
оператор-функций u : dom(u) → L (H), определенных на котощих
множествах dom(u) ⊂ Q и непрерывных в сильной операторной то-
пологии. Если u ∈ C(Q, L (H)) и h ∈ H, то вектор-функция uh :
q 7→ u(q)h (q ∈ dom(u)) непрерывна и, стало быть, определяет един-
ственный элемент ũh ∈ C∞(Q, H) условием uh ∈ ũh (см. 5.3.7 (5)).
Введем отношение эквивалентности в C(Q, L (H)), полагая u ∼ v
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в том и только в том случае, если u и v совпадают на dom(u) ∩
dom(v). Если ũ — класс эквивалентности оператор-функции u :
dom(u) → L (H), то по определению ũh := ũh (h ∈ H). Пусть
SC∞(Q, L (H)) — множество всех классов эквивалентности ũ та-
ких, что u ∈ C(Q, L (H)) и множество { ũh : ‖h‖ ≤ 1} ограниче-
но в C∞(Q). Так как ũh на некотором котощем множестве сов-
падает с функцией q 7→ ‖u(q)h‖ (q ∈ dom(u)), то включение ũ ∈
SC∞(Q, L (H)) означает, что функция q 7→ ‖u(q)‖ (q ∈ dom(u))
непрерывна на котощем множестве. Тем самым существуют эле-
мент ũ ∈ C∞(Q) и котощее множество Q0 ⊂ Q, для которых
ũ (q) = ‖u(q)‖ (q ∈ Q0). При этом ũ = sup{ ũh : ‖h‖ ≤ 1}, где су-

премум берется в C∞(Q). В множестве SC∞(Q, L (H)) естественным
образом вводится структура ∗-алгебры и унитального C∞(Q)-модуля
с помощью операций

(u + v)(q) := u(q) + v(q) (q ∈ dom(u) ∩ dom(v)),
(uv)(q) := u(q) ◦ v(q) (q ∈ dom(u) ∩ dom(v)),
(av)(q) := a(q)v(q) (q ∈ dom(a) ∩ dom(v)),

u∗(q) := u(q)∗ (q ∈ dom(u)),

где u, v ∈ C(Q, L (H)) и a ∈ C∞(Q). При этом имеют место соотно-
шения

ũ + ṽ ≤ ũ + ṽ ,

ũṽ ≤ ũ · ṽ ,

aṽ = |a| ṽ , ũ · ũ∗ = ũ
2
.

Если ũ ∈ SC∞(Q, L (H)), а элемент x̃ ∈ C∞(Q, H) задан непре-
рывной вектор-функцией x : dom(x) → H, то можно определить
ũx̃ := ũx ∈ C∞(Q, H), где ux : q 7→ u(q)x(q) (q ∈ dom(u) ∩ dom(x)),
ибо последняя функция непрерывна. При этом

ũx ≤ ũ · x (x ∈ C∞(Q, H)).

Отсюда вытекает, в частности, что

ũ = sup { ũx : x ∈ C∞(Q, H), x ≤ 1} .
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Обозначим через Sũ оператор x 7→ ũx.
Введем теперь нормированную ∗-алгебру формулой

SC#(Q, L (H)) := {v ∈ SC∞(Q, L (H)) : v ∈ C(Q)},
‖v‖ = ‖ v ‖∞ (v ∈ SC#(Q, L (H))).

6.5.3. Теорема. Для любого оператора U ∈ End(C#(Q, H))
существует единственный элемент u ∈ SC#(Q, L (H)), для которо-
го U = Su. Сопоставление U 7→ u осуществляет ∗-B-изоморфизм
End(C#(Q, H)) на A := SC#(Q, L (H)). В частности, A — это λ-
однородная алгебра. При этом если Q — это λ-стабильный компакт,
то A — строго λ-однородная AW ∗-алгебра, где λ = dim(H).

C Прежде всего заметим, что оператор Su удовлетворяет нера-
венству Sux ≤ u · x для всех x ∈ C#(Q, H). Следовательно, при
каждом u ∈ SC#(Q, L (H)) оператор Su действует в C#(Q, H), C(Q)
линеен и ограничен. Более того,

‖Su‖ = sup
‖x‖≤1

‖ Sux ‖∞ = sup sup
x ≤1 q∈Q

ux (q) = sup
q∈Q

u (q) = ‖u‖.

Ясно также, что Su∗ = Su
∗ для каждого u ∈ SC#(Q, L (H)). Итак,

отображение u 7→ Su представляет собой ∗-B-изоморфное вложение
SC#(Q, L (H)) в End(C#(Q, H)). Докажем, что оно сюръективно.
Оператор U ∈ End(C#(Q, H)) является мажорируемым, т. е. удо-
влетворяет неравенству Ux ≤ f · x для каждого x ∈ C#(Q, H),
где f := sup { Ux : x ≤ 1} ∈ C(Q). По теореме 5.3.13 суще-
ствует оператор-функция u : dom(u) → L (H), удовлетворяющая
условиям: (1) функция q 7→ 〈u (q)h|g〉 (q ∈ dom(u)) непрерывна
для всех g, h ∈ H; (2) существует функция ϕ ∈ C∞(Q) такая, что
‖u(q)‖ ≤ ϕ(q) (q ∈ dom(u)); (3) Ux = ũx для всех x ∈ C#(Q, H)
и u = f . Таким образом, U = Sũ, и нужно лишь обосновать,
что u непрерывна в сильной операторной топологии. Учитывая
смысл точных границ в K-пространстве C∞(Q), можно заметить,
что ‖u(q)‖ = u (q) (q ∈ Q0), где Q0 — котощее множество в Q.
Поэтому, заменив, если нужно, dom(u) на Q◦ ∩ dom(u), можно счи-
тать, что функция q 7→ ‖u(q)‖ (q ∈ dom(u)) непрерывна. Вместе с
уже отмеченным выше условием (1) это влечет непрерывность u в
сильной операторной топологии, т. е. u ∈ SC#(Q, L (H)). Заключи-
тельная часть теоремы вытекает из 5.3.4 (3). B



6.5.Реализация AW ∗-алгебр типаI 327

Семейства непустых компактов (Qγ)γ∈Γ и (Pδ)δ∈∆ назовем кон-
груэнтными, если Γ = ∆, а Qγ и Pγ гомеоморфны при всех γ ∈ Γ.

6.5.4. Теорема. Для произвольной AW ∗-алгебры A типа I су-
ществует единственное с точностью до конгруэнции семейство непу-
стых экстремально несвязных компактов (Qγ)γ∈Γ такое, что выпол-
няются условия:

(1) Γ — множество кардиналов и компакт Qγ является
γ-стабильным при каждом γ ∈ Γ;

(2) имеет место ∗-изоморфизм алгебр

A '
∑

γ∈Γ

⊕
SC#(Qγ , L (l2(γ))).

C По теореме 6.2.5 можно считать, что A есть ограниченный
спуск AW ∗-фактора A из V(B). При этом A имеет тип I, а значит, A '
L (X ), где X — гильбертово пространство внутри V(B). Отсюда
видно, что A и End(X), где X — ограниченный спуск X , являются
∗-изоморфными алгебрами.

Пусть B-dim(X) = (bγ)γ∈Γ, а Qγ — открыто-замкнутое множе-
ство стоуновского компакта алгебры B, соответствующее элементу
bγ ∈ B. В силу 6.3.7 компакт Qγ будет γ-стабильным. Тем самым
выполнено (1).

В силу теоремы 6.4.11 существует унитарная эквивалентность
X '

∑⊕
γ∈Γ C#(Qγ , l2(γ)). Но тогда имеет место ∗-изоморфизм AW ∗-

алгебр
End(X) '

∑

γ∈Γ

⊕
End(C#(Qγ , l2(γ))).

Привлекая теорему 6.5.3, приходим к (2). Требуемая единственность
вытекает из 6.4.11. B

6.5.5. Следствия. Справедливы утверждения:
(1) Всякая AW ∗-алгебра типа I разлагается в прямую сумму

строго однородных компонент. Такое разложение является
единственным с точностью до ∗-изоморфизма.

(2) Две AW ∗-алгебры типа I ∗-изоморфны тогда и только тогда,
когда они имеют конгруэнтные функции кратности или, что
то же, конгруэнтные строгие декомпозиционные ряды.
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C Это утверждение вытекает из (1). Достаточно заметить, что
в представлении 6.5.4 размерность A конгруэнтна разбиению едини-
цы (χγ)γ∈Γ, где χγ — характеристическая функция множества Qγ в
дизъюнктной сумме семейства (Qγ). B

(3) Пусть Γ — множество кардиналов и (bγ) — разбиение едини-
цы в B, состоящее из ненулевых попарно различных элемен-
тов. Тогда (bγ)γ∈Γ будет строго декомпозиционным рядом
некоторой AW ∗-алгебры в том и только в том случае, когда
bγ будет γ-стабильным при всех γ ∈ Γ.

C Требуемое вытекает из 6.3.7 и 6.5.3. B
6.5.6. Примечания.
(1) Основные результаты, относящиеся к функциональной ре-

ализации, теоремы 6.4.11 и 6.5.4, получены А. Г. Кусраевым в [65].
Результат о классификации AW ∗-алгебр типа I (см. 6.5.5 (2)) полу-
чил ранее М. Озава в несколько ином виде [210]. Разница состо-
ит в том, что инвариант, характеризующий AW ∗-алгебру типа I с
точностью до ∗-изоморфизма, является у М. Озавы булевозначным
кардиналом, т. е. внутренним объектом булевозначного универсума.
Определение, данное в 6.5.1, не использует конструкцию булевознач-
ного универсума.

(2) Отметим также, что из 6.4.8 и 6.5.5 (2) вытекает отрицатель-
ное решение проблемы И. Капланского о единственности разложе-
ния AW ∗-алгебры типа I в прямую сумму однородных компонент,
полученное М. Озавой в [211, 212]. Как видно из 6.4.8, это свя-
зано с эффектом смещения кардинальных чисел при погружении
в булевозначную модель 3.1.13 (1). В случае, когда булева алгебра
центральных идемпотентов B имеет счетный тип, смещение карди-
нальных чисел не происходит (см. 3.1.13 (2)), поэтому упомянутое
разложение единственно. И. Капланский установил единственность
разложения в предположении счетности типа алгебры B и предполо-
жил, что в общем случае единственности разложения нет (см. [170]).

6.6. Вложимые C∗-алгебры

Алгебры типа I имеют наиболее простое строение в классе AW ∗-
алгебр. Естественный интерес вызывают алгебры, которые могут
быть реализованы как бикоммутанты в AW ∗-алгебре типа I. Такие
алгебры называют вложимыми. Как можно усмотреть из результа-
тов 6.2, они превращаются в алгебры фон Неймана при погружении в
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подходящую булевозначную модель. Тем самым возникает возмож-
ность переносить результаты об алгебрах фон Неймана в соответ-
ствующие результаты о вложимых алгебрах. В текущем параграфе
этот подход демонстрируется на нескольких примерах.

6.6.1. Приведем необходимые определения и факты.
(1) Пусть, как и раньше, H — гильбертово пространство, а

L (H) — пространство линейных ограниченных эндоморфизмов H.
Для множества M ⊂ L (H) коммутант M ′ определяется как мно-
жество операторов из L (H), коммутирующих с каждым оператором
из M (см. 6.2.5). Ясно, что M ′ — банахова алгебра операторов, со-
держащая единицу 1 := IH .

Бикоммутантом M называют множество M ′′ := (M ′)′.
Алгеброй фон Неймана в H называют ∗-подалгебру A′ алгебры

L (H), совпадающую со своим бикоммутантом, т. е. A = A′′.
Центр алгебры фон Неймана A определяется формулой Z (A) =

A ∩ A′. Алгебру фон Неймана A именуют фактором, если ее центр
тривиален, т. е. если Z (A) = C · 1 := {x · IH : λ ∈ C}.

(2) Теорема о бикоммутанте. Пусть A — инволютивная
алгебра операторов в гильбертовом пространстве H, причем IH ∈ A.
Тогда A совпадает со своим бикоммутантом A′′ в том и только в том
случае, если A замкнута в сильной (или, что равносильно, в слабой)
операторной топологии пространства L (H).

(3) Теорема Сакаи. C∗-алгебра A является алгеброй фон
Неймана (с точностью до ∗-изоморфизма) в том и только в том слу-
чае, если A представляет собой сопряженное банахово пространство.

(4) C∗-алгебру A принято называть B-вложимой, если суще-
ствуют AW ∗-алгебра N типа I и ∗-мономорфизм ı : A → N такие,
что B = Pc(N) и ı(A) = ı(A)′′, где ı(A)′′ — бикоммутант ı(A) в N .
Заметим, что в этом случае A будет AW ∗-алгеброй и B содержит-
ся в Pc(A) в качестве правильной подалгебры. В частности, A это
B-циклическая алгебра (см. 6.2.3).

Говорят, что C∗-алгебра A вложима, если она B-вложима для
некоторой правильной подалгебры B ⊂ Pc(A).

Если B = Pc(A) и A является B-вложимой, то A называют
центрально вложимой алгеброй.

Напомним, что мы всегда предполагаем наличие единицы в C∗-
алгебре. Кроме того, запись B @ A по-прежнему означает B-циклич-
ность алгебры A.
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6.6.2. Теорема. Пусть A — это C∗-алгебра в модели V(B) и A
— ее ограниченный спуск. Тогда A будет B-вложимой AW ∗-алгеброй
в том и только в том случае, если A — алгебра фон Неймана внутри
V(B). Алгебра A центрально вложима в том и только в том случае,
если A — фактор фон Неймана внутри V(B).

C Допустим, что A — бикоммутант в AW ∗-алгебре N типа I,
причем Pc(N) = B. Учитывая 6.2.5 и 6.2.13, можно считать, что
N — ограниченный спуск некоторого AW ∗-фактора N типа I из
модели V(B). Из соотношений A′′ ⊂ N и A′′ = A непосредственно
видно, что [[ A = A ↑⊂ N ]] = 1 и [[ A ′′ = (A↑)′′ = A′′ ↑= A ]] =
1. Тем самым A — бикоммутант в N и остается заметить, что
AW ∗-фактор N типа I изоморфен алгебре B(H ) для некоторого
гильбертова пространства H .

Наоборот, пусть [[A — алгебра фон Неймана ]] = 1. Это озна-
чает, что [[ A — бикоммутант в L (H ) ]] = 1 для некоторого гиль-
бертова пространства H в модели V(B). Пусть N — ограниченный
спуск L (H ). Тогда N есть AW ∗-алгебра типа I в силу 6.2.13 (2),
A — бикоммутант в N и Pc(N) = B (см. 6.2.5). Вторая часть тре-
буемого утверждения следует из теоремы 6.2.5, согласно которой A
будет фактором фон Неймана внутри V(B) тогда и только тогда, ко-
гда Pc(A) = B. B

6.6.3. Охарактеризуем вложимые C∗-алгебры. Напомним, что
для нормированного B-пространства X символом X# обозначается
B-двойственное пространство (см. 5.5.8). Будем говорить, что C∗-
алгебра A является B-двойственной, если A содержит булеву алгебру
B центральных проекторов и B-изометрична B-двойственному про-
странству X# некоторого нормированного B-пространства X. Про-
странство X при этом называют B-преддвойственным для A и пи-
шут A# = X.

6.6.4. Теорема. C∗-алгебра B-вложима в том и только в том
случае, если она B-двойственна. В классе B-циклических банаховых
пространств B-преддвойственное пространство единственно с точно-
стью до B-изометрии.

C Пусть A — это C∗-алгебра и B @ Pc(A). В силу 6.1.6 можно
предположить, что A совпадает с ограниченным спуском C∗-алгебры
A из модели V(B). Внутри V(B) применим теорему Сакаи, по кото-
рой в силу принципа переноса будет [[A — алгебра фон Неймана]]=
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[[алгебра A линейно изометрична сопряженному банахову простран-
ству X ′ ]]. Если X — ограниченный спуск банахова пространства
X , то пространство X# является B-линейно изометричным огра-
ниченному спуску пространства X ′ (см. 5.5.10). Теперь из теоре-
мы 6.6.2 видно, что если A является B-вложимой, то A также и
B-двойственна, причем A# = X — это B-циклическое пространство.

Наоборот, пусть A является B-двойственной и A# = X0 — нор-
мированное B-пространство. Если X — B-циклическое расширение
X0, то X#

0 = X#, т. е. A# = X. Обозначим через X булевознач-
ную реализацию пространства X. Тогда A ' X #. По теореме 6.6.2
алгебра A будет B-вложимой.

Предположим теперь, что B-циклические пространства X и Y
B-преддвойственны к A. Обозначим через X и Y реализации в
модели V(B) пространств X и Y соответственно. Тогда [[ X и Y
преддвойственны к A ]] = 1. Так как алгебра фон Неймана имеет
единственное с точностью до линейной изометрии преддвойственное
пространство, то [[X и Y линейно изометричны]] = 1. Так как X и
Y совпадают с ограниченными спусками X и Y соответственно, то
X и Y являются B-изометричными. B

6.6.5. Теорема. Пусть N — некоторая AW ∗-алгебра типа I и
A является AW ∗-подалгеброй в N , содержащей центр Z (N). Тогда
алгебра A и ее коммутант A′ в N имеют один и тот же тип I, II
или III.

C Согласно 6.2.5 и 6.2.13 можно считать, что N и A — ограничен-
ные спуски N и A соответственно из модели V(B), где B = Pc(N),
[[ N = L (H ) для некоторого гильбертова пространства H ]] = 1,
[[ A — это AW ∗-подалгебра в N ]] = 1. Таким образом, A — алгебра
фон Неймана внутри V(B). Но для алгебр фон Неймана требуемое
утверждение справедливо (см. [225]), т. е. A и A ′ имеют один и тот
же тип I, II или III. В то же время A′ совпадает с ограниченным
спуском A ′, ибо A ′↓= (A ↓)◦, где (·)◦ — коммутант в алгебре N ↓.
Остается привлечь еще раз теорему 6.2.13. B

6.6.6. Теорема. Пусть C∗-алгебра A будет B0-вложимой для
некоторой правильной подалгебры B0 ⊂ Pc(A). Тогда A будет B-
вложимой для любой правильной подалгебры B0 ⊂ B ⊂ Pc(A).

C Предположим, что A является бикоммутантом в AW ∗-алгебре
N типа I и Pc(N) = B0. Пусть B — правильная подалгебра булевой
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алгебры Pc(A), причем B0 ⊂ B. Через C (B) обозначим C∗-алгебру,
порожденную множеством B. Так как B — правильная подалгебра,
то C (B) будет AW ∗-подалгеброй в N (см. 6.2.1 (1, 2)). Кроме того,
C (B) содержит центр N , так как B0 = Pc(N). По теореме 6.6.4
коммутант C (B)′ = B′ алгебры C (B) в N имеет тот же тип, что
и алгебра C (B). Но C (B) — коммутативная AW ∗-алгебра, значит,
C (B)′ — алгебра типа I. Из-за коммутативности C (B) верно также,
что центр C (B)′ совпадает с C (B). Поскольку C (B) содержится в
центре алгебры A, то коммутант A′, вычисленный в N , содержится
в C (B)′. Следовательно, бикоммутант алгебры A в C (B)′ совпадает
с бикоммутантом той же алгебры в N , т. е. A есть бикоммутант в
C (B). Тем самым A — это B-вложимая алгебра. B

6.6.7. Следствия. Справедливы утверждения:
(1) C∗-алгебра вложима в том и только в том случае, если

она центрально вложима.
(2) Алгебра фон Неймана A является B-вложимой для

любой правильной подалгебры B ⊂ Pc(A).

6.6.8. Пусть A — это C∗-алгебра и B @ A. Линейный опера-
тор T : A → B(C) называют положительным, если T (x∗x) ≥ 0
для всех x ∈ A. Положительный B-линейный оператор T называ-
ют состоянием, если ‖T‖ = 1. Состояние T называют нормальным,
если T (sup(xα)) = sup(T (xα)) для любой возрастающей сети (xα)
эрмитовых элементов, имеющей супремум. Говорят, что A имеет
разделяющее множество B(C)-значных нормальных состояний, ес-
ли положительность элемента x ∈ A равносильна тому, что Tx ≥ 0
для каждого нормального B(C)-значного состояния T .

Монотонная полнота C∗-алгебры A означает, что любая огра-
ниченная сверху монотонно возрастающая сеть эрмитовых элемен-
тов в A имеет точную верхнюю границу. Легко проверить, что моно-
тонная полнота A равносильна монотонной полноте ее булевознач-
ной реализации.

6.6.9. Теорема. Пусть A — некоторая C∗-алгебра внутри
V(B) и A — ее ограниченный спуск. Для любого B(C)-значного со-
стояния Φ на A верно [[ ϕ := Φ↑ — состояние на A ]] = 1. Всякое
состояние на A имеет вид Φ↑, где Φ — некоторое B(C)-значное со-
стояние на A. Состояние Φ нормально в том и только в том случае,
когда [[ ϕ := Φ↑ — нормальное состояние ]] = 1.



6.6.Вложимые C∗-алгебры 333

C Первая часть теоремы следует из 5.5.9. Нужно только учесть,
что соответствие Φ 7→ ϕ := Φ ↑ сохраняет положительность, ибо
Φ(A+)↑ = ϕ(A+ ↑) = ϕ(A+). Утверждение о нормальности легко
выводится с помощью правил спуска и подъема поляр (см. 5.2.13,
5.3.12). B

6.6.10. Теорема. Для B-циклической C∗-алгебры A равно-
сильны утверждения:

(1) A является B-вложимой алгеброй;
(2) A монотонно полна и имеет разделяющее множество

B(C)-значных состояний.
C В соответствии с теоремой 6.1.6 можно считать A ограни-

ченным спуском C∗-алгебры A из модели V(B). По теореме 6.6.2
A будет B-вложимой тогда и только тогда, когда [[A — алгебра
фон Неймана ]] = 1. Теперь воспользуемся следующим фактом: C∗-
алгебра будет алгеброй фон Неймана в том и только в том случае,
если она монотонно полна и имеет разделяющее множество нормаль-
ных состояний. Опустив некоторые детали, разберемся с существо-
ванием нормальных состояний. Пусть Sn(A ) — множество всех нор-
мальных состояний алгебры A внутри V(B), а Sn(A , B) — множе-
ство всех нормальных B(C)-значных состояний на A. Соответствие
Φ 7→ ϕ := Φ↑ есть биекция между Sn(A )↓ и Sn(A,B) (см. 6.6.9).

Допустим, что Sn(A,B) — разделяющее множество. Для нену-
левого элемента x ∈ A подберем такое Φ0 ∈ Sn(A,B), что Φ0x 6= 0.
Ввиду B-линейности Φ имеем [[ 0 6= x ]] ≤ [[ Φ0(x) 6= 0 ]]. Привлекая
правила вычисления булевых оценок истинности, напишем:

[[ Sn(A ) — разделяющее множество ]] =
= [[ (∀x ∈ A ) (x 6= 0 → (∃ϕ ∈ Sn(A )) ϕ(x) 6= 0) ]] =

=
∧

x∈A

[[ x 6= 0 ]] ⇒
∨

Φ∈Sn(A,B)

[[ Φ↑(x) 6= 0 ]] ≥

≥
∧

x∈A

[[ x 6= 0 ]] ⇒ [[ Φ0 ↑(x) 6= 0 ]] = 1.

Тем самым Sn(A ) — разделяющее множество внутри V(B). На-
оборот, пусть выполнено последнее утверждение. Для ненулевого
x ∈ A имеем b := [[x 6= 0 ]] > 0. По принципу максимума существует
ϕ ∈ Sn(A )↓ такое, что b ≤ [[ ϕ(x) 6= 0 ]]. Пусть Φ — ограничение на
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A ⊂ A ↓ оператора ϕ↓. Тогда Φ ∈ Sn(A,B) и b ≤ [[ Φ(x) 6= 0 ]]. Следо-
вательно, след eΦ(x) элемента Φ(x) больше или равен b (см. 5.2.3 (5)),
а значит, Φ(x) 6= 0. B

6.6.11. Теорема. Для AW ∗-алгебры A равносильны утвер-
ждения:

(1) A вложима;
(2) A центрально вложима;
(3) A обладает разделяющим множеством центрознач-

ных нормальных состояний;
(4) A является Pc(A)-двойственным пространством.

C См. 6.6.4, 6.6.7 (1), 6.6.10. B

6.6.12. Примечания.
(1) Результаты этого параграфа принадлежат М. Озаве [211,

214, 215].
(2) Существуют различные классы упорядоченных и инволю-

тивных алгебр (см. [100, 110]), к которым применимы методы, изло-
женные в 6.2–6.6. К числу важнейших относится класс JB-алгебр.

(3) В качестве простой иллюстрации укажем йорданов аналог
теоремы 6.6.10, установленный в [66].

Теорема. Для B-JB-алгебры A равносильны утверждения:
(a) A является B-сопряженным пространством;
(b) A монотонно полна и имеет разделяющее множество

центрозначных нормальных состояний.
Если выполнено одно из этих условий, то B-предсопряженным к A
будет часть B-сопряженного пространства A#, состоящая из поряд-
ково непрерывных операторов.

(4) О других приложениях булевозначных моделей, примыка-
ющих к теме настоящей главы, см. [51, 175, 176, 195–197, 200–207,
209–215, 243, 244]. О несколько иных приложениях булевозначного
анализа см. также [27, 28, 63–65, 69, 70, 72–75, 78–80, 172–177].



Приложение

Здесь приведены начальные сведения из теории множеств и тео-
рии категорий.

П.1. Язык теории множеств

Аксиоматические теории множеств точно регламентируют кор-
ректные способы формирования множеств. Образно говоря, аксио-
матики описывают миры — универсумы — множеств, которые при-
званы служить адекватными отображениями наших интуитивных
представлений о «канторовом рае» — универсуме наивной теории
множеств. Интересующие нас аксиоматики строятся и изучаются
как формальные теории. Необходимо специально отметить, что,
несмотря на свою очевидную ограниченность (математика не сво-
дится к синтаксису своих текстов) и во многом благодаря ей (вы-
членение семиотических аспектов эксплицирует проблему смысла),
формальный подход доказал свою исключительную плодотворность
(теоремы Гёделя, независимость континуум-гипотезы и аксиомы вы-
бора, булевозначный анализ и т. п.).

Стержнем формальной теории является ее язык. Точное опи-
сание и изучение последнего по необходимости производится сред-
ствами некоторого, вообще говоря, другого языка, который принято
называть метаязыком. Обычно в качестве метаязыка употребляются
определенным образом ограниченные и регламентированные фраг-
менты естественных языков, обогащенные разными техническими
терминами. Средства, допускаемые в метаязык, важны с точки зре-
ния метаматематики. Учитывая, что нас интересуют не метаматема-
тические, а прикладные теоретико-модельные аспекты формальной
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теории множеств, мы не предъявляем к метаязыку чрезмерно жест-
кие требования. В частности, в дальнейшем широко используются
общепринятые выразительные средства и уровень строгости обыч-
ной — содержательной — математики.

П.1.1. Аксиоматическая теория множеств — это формальная
система. Составляющими такой системы являются алфавит, фор-
мулы, аксиомы и правила вывода. В качестве алфавита рассмат-
ривают фиксированный набор A символов произвольной природы
— канторовское множество. Конечные последовательности элемен-
тов A называют выражениями, иногда — текстами. Если каким-либо
способом (предписаниями, алгоритмами и т. п.) выделено некоторое
множество «правильно составленных» выражений Φ(A), то говорят,
что задан язык с алфавитом A. При этом выделенные выражения
называют формулами. После этого фиксируют некоторые конеч-
ные или бесконечные совокупности формул, именуемые аксиомами,
а также явно описывают допускаемые правила вывода — отношения
в Φ(A). Формулы, получаемые из аксиом за конечное число шагов
с помощью указанных правил вывода, называют теоремами. Часто
используют (и мы будем поступать также) более вольный и удобный
способ выражения. Именно, говорят, что теоремы формальной си-
стемы составляют наименьшее множество формул, содержащее все
аксиомы и замкнутое относительно правил вывода.

П.1.2. Нас будет интересовать специальный тип формального
языка — язык первого порядка (с равенством) исчисления предика-
тов (с равенством). Сигнатурой σ называют тройку (F, P, a), где
F и P — некоторые множества, называемые множеством символов
операций и множеством символов предикатов соответственно, а a —
отображение F ∪ P в множество натуральных чисел. Говорят, что
u ∈ F ∪ P есть n-арный или n-местный символ, если a(u) = n. Ал-
фавит языка первого порядка сигнатуры σ состоит из следующих
символов:

(1) множество символов сигнатуры σ, т. е. множество
F ∪ P ;

(2) множество переменных: строчные или прописные
латинские буквы, возможно с индексами;

(3) пропозициональные связки: ∧ — конъюнкция, ∨ —
дизъюнкция, → — импликация, ¬ — отрицание;
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(4) кванторы: ∀ — квантор общности и ∃ — квантор су-
ществования;

(5) символ равенства =;
(6) вспомогательные символы: ( — открывающая скоб-

ка, ) — закрывающая скобка, , — запятая.

П.1.3. В языке теории множеств выделяют формулы и термы.
(1) Термы сигнатуры σ составляют наименьшее множество вы-

ражений языка (той же сигнатуры), удовлетворяющее условиям:
(a) всякая переменная есть терм;
(b) всякий нульместный символ операции есть терм;
(c) если f ∈ F , a(f) = n и t1, . . . , tn — термы, то выра-

жение f(t1, . . . , tn) — терм.
(2) Атомные или атомарные формулы сигнатуры σ — это вы-

ражения вида
t1 = t2, p(y1, . . . , yn), q,

где t1, t2, y1, . . . , yn — термы сигнатуры σ, p — некоторый n-местный
предикатный символ и q — нульместный предикатный символ.

(3) Формулы сигнатуры σ составляют наименьшее множество
выражений, удовлетворяющее условиям:

(a) атомные формулы сигнатуры σ являются формулами
сигнатуры σ;

(b) если ϕ и ψ — формулы сигнатуры σ, то (ϕ∧ψ), (ϕ∨ψ),
(ϕ → ψ), ¬ϕ — также формулы сигнатуры σ;

(c) если ϕ — формула сигнатуры σ, а x — переменная,
то (∀x)ϕ, (∃x)ϕ — также формулы сигнатуры σ.

Вхождение переменной x в формулу ϕ связано в ϕ или входит
в область действия квантора, если x входит в подформулу ϕ вида
(∀x)ψ или (∃x)ϕ. В противном случае вхождение x свободно в ϕ.
Говорят, что x свободно (связано) в ϕ, если существует свободное
(связанное) вхождение x в ϕ. При желании подчеркнуть, что в фор-
муле ϕ свободными являются переменные x1, . . . , xn и только они,
мы пишем ϕ = ϕ(x1, . . . , xn) или просто ϕ(x1, . . . , xn). Слова «пред-
ложение» и «утверждение» неформально трактуют как синонимы
слова «формула». Формулу без свободных переменных называют
высказыванием. Говоря об истинности или ложности формулы ϕ,
имеют в виду универсальное замыкание формулы ϕ, которое полу-
чается навешиванием квантора всеобщности на каждую свободную
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переменную формулы ϕ. Обратите внимание, что квантификация
допустима лишь по отношению к переменным. Слова «первый по-
рядок» подчеркивают именно эту синтаксическую особенность рас-
сматриваемого языка.

П.1.4. Язык теории множеств — язык первого порядка, сиг-
натура которого содержит лишь один бинарный предикатный сим-
вол ∈ и не имеет прочих предикатных или функциональных симво-
лов. Таким образом, теория множеств — это простой пример теории
первого порядка. Обычно пишут x ∈ y вместо ∈ (x, y) и говорят, что
x — элемент или член y. В этой связи говорят также о принадлеж-
ности или членстве множеств. Таким образом, формулы теории
множеств суть формальные тексты, составленные из атомных фор-
мул вида x ∈ y и x = y посредством пропозициональных связок и
кванторов.

Теория множеств, точнее говоря, та теория множеств, которую
мы излагаем в настоящей книге, строится на основе законов клас-
сической логики. Иными словами, в ней действуют обычные логи-
ческие аксиомы и правила вывода исчисления предикатов, которые
можно найти почти в любом руководстве по математической логике
(см., например, [34, 47, 111]). Отметим здесь же, что используемое в
книге исчисление предикатов часто именуется классическим, узким
или исчислением первого порядка.

Помимо этого принимается некоторое количество нелогических
или специальных аксиом, отражающих содержательные представ-
ления о множествах или классах. Варьируя в разумных пределах
специальные аксиомы, получают различные по своим выразитель-
ным возможностям аксиоматические системы для теории множеств.
В этом приложении описана теория множеств Цермело — Френкеля.

П.1.5. Одной из важнейших функций метаязыка является вве-
дение новых сокращающих символов и установление соответствую-
щих синтаксических правил. Дело в том, что формализация да-
же несложных фрагментов содержательной математики приводит к
громоздким текстам, запись и прочтение которых проблематичны по
физическим и психологическим причинам. Это обстоятельство вы-
нуждает вводить большое количество сокращений и, по сути дела,
просто строить более удобный сокращенный вариант исходного сим-
волического языка. При этом необходимым требованием является
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принципиальная возможность однозначного перевода сокращенного
изложения на формализованный язык. В соответствии с нашими
планами мы не будем останавливаться подробно на способах введе-
ния сокращений, точных описаний, функциональных выражений и
т. п. Например, в дальнейшем, как и ранее, мы применяем символ
присваивания :=, не вдаваясь в сопутствующие тонкости.

П.1.6. Приведем примеры сокращения некоторых формальных
текстов языка теории множеств. Словесные толкования этих текстов
апеллируют к интуитивным наивным представлениям о множествах.
Прежде всего отметим следующие общепринятые сокращения:

(∃! x) ϕ(x) := (∃x)ϕ(x) ∧ (∀x)(∀ y)(ϕ(x) ∧ ϕ(y) → x = y);
(∃x ∈ y)ϕ := (∃x) (x ∈ y ∧ ϕ);
(∀x ∈ y)ϕ := (∀x) (x ∈ y → ϕ),

где ϕ — некоторая формула. Полагают также x 6= y := ¬(x = y)
и x /∈ y := ¬(x ∈ y). Для простейших теоретико-множественных
операций приняты обычные соглашения:

x ⊂ y := (∀ z)(z ∈ x → z ∈ y);
u = ∪x = ∪(x) := (∀ z)(z ∈ u ↔ (∃ y ∈ x)z ∈ y);
u = ∩x = ∩(x) := (∀ z)(z ∈ u ↔ (∀ y ∈ x)z ∈ y);

u = y − x = y \ x := (∀ z)(z ∈ u ↔ (z ∈ y ∧ z /∈ x)).

Если ϕ — формула, то совокупность Pϕ(x) всех подмножеств x,
удовлетворяющих условию ϕ, описывается выражением

u = Pϕ(x) := (∀ z)(z ∈ u ↔ (z ⊂ x) ∧ ϕ(z)).

Пустое множество ∅ не содержит элементов, так что

u = ∅ := (∀x)(x ∈ u ↔ x 6= x).

В приведенных выше текстах использован весьма употребительный
прием сокращения — пропуск части скобок.
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П.1.7. Утверждение о том, что x есть неупорядоченная пара
элементов y и z, формализуется так:

(∀u)(u ∈ x ↔ u = y ∨ u = z).

При этом полагают {y, z} := x. Отметим, что фигурные скобки от-
сутствуют в исходном алфавите и, стало быть, суть метасимволы.

Упорядоченная пара и упорядоченная n-ка вводятся приемом
Куратовского:

(x, y) := 〈x, y〉 := {{x}, {x, y}};
(x1, . . . , xn) := 〈x1, . . . , xn〉 := 〈〈x1, . . . , xn−1〉, xn〉,

где {x} := {x, x}. Обратим внимание на перегруженность круглых
скобок. Это обстоятельство неизбежно и не должно восприниматься
как повод для обязательного введения новых символов.

С помощью заключенных соглашений можно придать формаль-
ный смысл предложению «X — декартово произведение Y × Z».
Именно, по определению считают: X := {(y, z) : y ∈ Y, z ∈ Z}.

П.1.8. Рассмотрим утверждения:
(1) Rel (X);
(2) Y = dom(X);
(3) Z = im(X).

Соответствующие формальные тексты имеют вид
(1′) (∀u) (u ∈ X → (∃ v)(∃w) u = (v, w));
(2′) (∀u) (u ∈ Y ↔ (∃ v)(∃w) w = (u, v) ∧ w ∈ X);
(3′) (∀u) (u ∈ Z ↔ (∃ v)(∃w) w = (v, u) ∧ w ∈ X).

Таким образом, в (1)–(3) речь идет о том, что элементами X служат
упорядоченные пары, причем Y — область определения X, а Z —
это область значений X. При этом X иногда называют абстракт-
ным отношением.

Однозначность X, или сокращенно Un (X), выражается фор-
мулой

Un (X) := (∀u)(∀ v1)(∀ v2)((u, v1) ∈ X ∧ (u, v2) ∈ X → v1 = v2).

Полагают Fnc (X) := Func (X) := Un (x) ∧ Rel (X). Если выполнено
Fnc (X), то по очевидным причинам X часто именуют функцией или
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даже класс-функцией. При этом для выражения (u, v) ∈ X приняты
записи v = X(u), X : u 7→ v и т. п. Далее, фраза F — отображение
или функция из X в Y означает, что F ⊂ X × Y , при этом Fnc (F ) и
область определения F совпадает с X:

F : X → Y := F ⊂ X × Y ∧ Fnc (F ) ∧ dom(F ) = X.

Термин класс-функция также применяют для F при желании под-
черкнуть, что F — это класс. Ограничение X на U есть по опреде-
лению X ∩ (U × im(X)). Его обозначают X ¹ U .

Если существует и притом единственное z, для которого (y, z)
∈ X, то полагают X‘y := z. В остальных случаях считают X‘y := ∅.
Наконец, по определению X“y := im(X ¹ y). Вместо X“{z} пишут
X(x) или даже Xx, если это не приводит к недоразумениям.

Стоит подчеркнуть, что здесь и в дальнейшем мы придержи-
ваемся свободной точки зрения на введение и сокращение скобок.
Иначе говоря, их появление и ликвидация, как правило, управляют-
ся соображениями удобства, а также требованиями к уровню фор-
мализации текущего фрагмента текста.

Абстрактные отношения достойны особого внимания. Приведем
уместные подробности.

Соответствием из множества X в множество Y называют упо-
рядоченную тройку Φ := (F, X, Y ), где F — некоторое подмножество
произведения X ×Y . Отметим, что для F выполнено Rel (F ). Часто
говорят, что F — график X — область отправления и Y — область
прибытия соответствия Φ. При этом пишут Gr(Φ) = F . Напом-
ним, что отношением или бинарным отношением на X называют
соответствие, у которого область отправления и область прибытия
есть X.

Образом множества A ⊂ X относительно соответствия Φ
называется проекция на Y множества (A × Y ) ∩ F , обозначаемая
символом Φ(A) или даже F (A). Итак,

Φ(A) := F (A) := {y ∈ Y : (∃x ∈ A)((x, y) ∈ F )}.

Задание соответствия Φ равносильно указанию отображения

Φ̃ : x → Φ({x}) ∈ P(Y ) (x ∈ X),
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где P(Y ) — совокупность всех подмножеств множества Y . На этом
основании соответствие Φ иногда отождествляется с отображением
Φ̃. Более того, часто не различают отображение Φ̃, соответствие Φ и
график Φ, используя одну и ту же букву для их обозначения. Пишут
также Φ(x) вместо Φ({x}).

Область определения соответствия Φ — это область определе-
ния его графика F . Иначе говоря,

dom(Φ) := {x ∈ X : Φ(x) 6= ∅}.

Аналогично, область значений или образ соответствия — это образ
его графика.

П.1.9. Предположим, что X и Y — абстрактные отношения,
т. е. Rel (X) и Rel (Y ). Можно организовать суперпозицию (или
композицию) X и Y , обозначаемую символом Y ◦X, собирая в единое
целое в точности те упорядоченные пары (x, z), для которых (x, y) ∈
X и (y, z) ∈ Y при подходящем y:

(∀u)(u ∈ Y ◦ X ↔ (∃x)(∃ y)(∃ z)(x, y) ∈ X ∧ (y, z) ∈ Y ∧ u = (x, z)).

Имея абстрактное отношение X, определяют обратное абстрактное
отношение X−1 по правилу:

(∀u)(u ∈ X−1 ↔ (∃x)(∃ y)(x, y) ∈ X ∧ u = (y, x)).

Символом IX обозначается тождественное отношение на X,
т. е.

(∀u)(u ∈ IX ↔ (∃x)(x ∈ X ∧ u = (x, x))).

Детализируем сказанное для соответствий.
Итак, пусть Φ := (F, X, Y ) — это соответствие из X в Y . По-

ложим F−1 := {(y, x) ∈ Y × X : (x, y) ∈ F}. Соответствие Φ−1 :=
(F−1, Y,X) называют обратным для Φ. Рассмотрим еще одно соот-
ветствие Ψ := (G,Y, Z), и пусть H — образ множества (F×Z)∩(X×G)
при отображении (x, y, z) 7→ (x, z). Ясно, что

H = {(x, z) ∈ X × Z : (∃ y ∈ Y )((x, y) ∈ F ∧ (y, z) ∈ G)},



П.1.Язык теории множеств 343

т. е. H совпадает с суперпозицией G ◦ F графиков G и F . Соответ-
ствие Ψ ◦Φ := (G ◦F, X,Z) называют композицией соответствий Φ
и Ψ. Справедливы следующие очевидные равенства:

(Ψ ◦ Φ)−1 = Φ−1 ◦ Ψ−1, Θ ◦ (Ψ ◦ Φ) = (Θ ◦ Ψ) ◦ Φ.

Остановимся еще на одном понятии, связанном с соответствия-
ми. Рассмотрим соответствие Φ := (F, X, Y ). Полярой πΦ(A) мно-
жества A ⊂ X относительно соответствия Φ называется сово-
купность таких y ∈ Y , что A × {y} ⊂ F . Таким образом,

πΦ(A) := πF (A) := {y ∈ Y : (∀x ∈ A) ((x, y) ∈ F )}.

Если соответствие Φ фиксировано, то для простоты пишут π(A) вме-
сто πΦ(A) и π−1(A) вместо πΦ−1(A).

Простейшие свойства поляр таковы:
(1) если A ⊂ B ⊂ X, то π(A) ⊃ π(B);
(2) для любого A ⊂ X выполнены включения

A ⊂ π−1(π(A)); A × π(A) ⊂ F ;

(3) если A × B ⊂ F , то B ⊂ π(A) и A ⊂ π−1(B);
(4) если (Aξ)ξ∈Ξ — это непустое семейство подмножеств

множества X, то π(
⋃

ξ∈Ξ Aξ) =
⋂

ξ∈Ξ π(Aξ);
(5) если A ⊂ X и B ⊂ Y , то π(A) = π(π−1(π(A))) и

π−1(B) = π−1(π(π−1(B))).

П.1.10. В случае Rel (X) ∧ ((X ∩ Y 2) ◦ (X ∩ Y 2) ⊂ X) говорят,
что X — транзитивное отношение на Y . Если Rel (X)∧(IY ⊂ X), то
X называют рефлексивным (на Y ). Если X = X−1, то X называют
симметричным (на Y ). Наконец, при Rel (X) ∧ ((X ∩ X−1) ∩ Y 2 ⊂
IY ) используют термин «X — антисимметричное отношение на Y ».
Здесь, конечно же, использовано стандартное сокращение: Y 2 :=
Y × Y .

Рефлексивное и транзитивное отношение называют предпоряд-
ком (или отношением предпорядка). Антисимметричный предпоря-
док — это порядок. Симметричный предпорядок — это эквивалент-
ность. Используют и другую стандартную в данной ситуации тер-
минологию. Напомним, в частности, что порядок X на Y называют
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линейным, а само Y — цепью (относительно X), если Y 2 ⊂ X ∪X−1.
Если всякое непустое подмножество множества Y имеет наимень-
ший (относительно порядка X) элемент, то говорят, что X вполне
упорядочивает Y или что Y вполне упорядочено (подразумеваемым
порядком X).

П.1.11. Кванторы называют ограниченными, если они входят
в текст в виде (∀x ∈ y) или (∃x ∈ y). Существует классификация
формул теории множеств (и вообще любой теории первого порядка),
основанная на характере использования ограниченных и неограни-
ченных (т. е. не являющихся ограниченными) кванторов. В дальней-
шем особую роль будут играть два класса формул — ограниченные
формулы, называемые иначе ˚0-формулами, а также ˚1-формулы.
Говорят, что формула ϕ ограничена, если всякий квантор присут-
ствует в ϕ в виде (∀x ∈ y) или (∃x ∈ y) (см. сокращения в П.1.6).
Формулу ϕ относят к классу ˚1 или называют ˚1-формулой, если
ϕ строится из атомных формул и их отрицаний с помощью толь-
ко логических операций ∧, ∨, (∀x ∈ y) и (∃x). Ясно, что всякая
ограниченная формула попадает в класс ˚1. Однако не всякая ˚1-
формула ограничена и существуют формулы, не содержащиеся в
классе ˚1. Рассмотрим соответствующие примеры. Начнем с огра-
ниченных формул.

П.1.12. Запись z = {x, y} эквивалентна ограниченной формуле

x ∈ z ∧ y ∈ z ∧ (∀u ∈ z)(u = x ∨ u = y).

Отсюда видно, что упорядоченная пара вводится ограниченной фор-
мулой. То же самое можно сказать и о декартовом произведении, так
как Z = X × Y можно записать в виде

(∀ z ∈ Z)(∃x ∈ X)(∃ y ∈ Y )(z = (x, y))∧
∧(∀x ∈ X)(∀ y ∈ Y )) (∃ z ∈ Z) (z = (x, y)).

Еще одну ограниченную формулу доставляет понятие «отображение
F из X в Y » (см. П.1.8). Действительно, из сказанного выше следует,
что F ⊂ X × Y — ограниченная формула, а кроме того выражения
dom(F ) = X и Un (F ), эквивалентные соответственно формулам
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(∀x ∈ X)(∃ y ∈ Y )(∃ z ∈ F )z = (x, y),
(∀ z1 ∈ F )(∀ z2 ∈ F )(∀x ∈ X)(∀ y1 ∈ Y )(∀ y2 ∈ Y )

z1 = (x, y1) ∧ z2 = (x, y2) → y1 = y2,

также являются ограниченными формулами.

П.1.13. Утверждение «множества x и y равномощны», означа-
ющее, что «существует биекция между x и y» или, символически,
x ' y, записывается ˚1-формулой:

(∃ f)(f : x → y ∧ im(f) = y ∧ Un (f−1)).

Однако это обстоятельство не выражается ограниченной формулой.
Еще одну ˚1-формулу дает понятие абстрактного отношения:

Rel (X) := (∀u ∈ X)(∃ v)(∃w)u = (v, w).

Следующая формула, утверждающая, что множество y не равно-
мощно никакому своему элементу, в класс ˚1 не входит:

(∀x ∈ y) ¬(x ' y).

П.1.14. Примечания.
(1) Разумеется, варьировать можно не только специальные ак-

сиомы теории первого порядка (см. П.1.4), но и ее логическую часть,
т. е. логические аксиомы и правила вывода. Получающиеся при
этом множества теорем могут существенно отличаться друг от дру-
га. Так, например, удаляя из аксиом исчисления высказываний за-
кон исключенного третьего, получают интуиционистское исчисление
высказываний. Аналогично строится интуиционистское исчисление
предикатов (см. [21, 31]).

(2) Современная формальная логика сформировалась в ходе
трудного развития философской и математической мысли. Клас-
сическое исчисление предикатов восходит к аристотелевой силлоги-
стике. Происхождение интуиционистской логики связано с другими
философскими идеями. В разные эпохи для разных целей изобрета-
лись логические системы, существенно отличные от обеих названных
систем. Так, древняя индийская логика имела три типа отрицаний:
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чего-то никогда не было и не может быть; что-то было, но сейчас
отсутствует; что-то сейчас есть, но скоро исчезнет.

(3) Как видно из 3.1.6 и 3.1.7, сокращения могут участвовать
в формулах, в сокращениях, в сокращениях в сокращениях и т. п.
Изобретение и введение символов во многом является искусством
и, как всякое искусство, не может быть формализовано полностью.
Тем не менее систематизация и кодификация правил определения
сокращений необходима как с теоретической, так и с практической
точек зрения. Некоторые такие системы правил (точные описания,
введение функциональных букв и т. п.) можно найти в [20, 47, 109].

П.2. Аксиоматика Цермело — Френкеля

Как уже отмечалось в 3.1.4, аксиомы теории множеств вклю-
чают в себя общелогические аксиомы теорий первого порядка, фик-
сирующие классические правила логического вывода. Ниже пере-
числяются специальные аксиомы теории множеств ZF1–ZF6 и AC.
Если принять в качестве специальных аксиом ZF1–ZF6, то возни-
кающую аксиоматическую систему называют системой или теорией
множеств Цермело — Френкеля и обозначают ZF. При добавлении
к ZF аксиомы выбора AC возникает более широкая теория, которую
по-прежнему именуют теорией Цермело — Френкеля, но обозначают
символом ZFC. Отметим, что параллельные словесные формулиров-
ки аксиом мотивируются канторовскими представлениями о множе-
ствах.

П.2.1. При изучении ZFC часто используют термины свойство
и класс. Уточним их формальный статус. Рассмотрим формулу
ϕ = ϕ(x), построенную в рамках ZFC (символически: ϕ ∈ (ZFC)).
Вместо текста ϕ(y) пишут y ∈ {x : ϕ(x)}. Таким образом, действует
так называемая схема Чёрча для классификации y ∈ {x : ϕ(x)} :=
ϕ(y).

Встречая запись y ∈ {x : ϕ(x)}, на языке ZFC говорят, что y
обладает свойством ϕ, или y лежит в классе {x : ϕ(x)}. В этом
смысле свойство, формула и класс в ZFC — одно и то же. Схемой
Чёрча мы фактически уже пользовались в 3.1.6 и 3.1.7. При работе
с ZFC удобны и другие широко распространенные сокращения, в
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частности,

U := {x : x = x}— универсум или класс всех множеств;
{x : ϕ(x)} ∈ U := (∃ z)(∀ y)ϕ(y) ↔ y ∈ z;
{x : ϕ(x), ψ(x)} := {x : ϕ(x)} ∩ {x : ψ(x)};

x ∪ y := ∪{x, y}, x ∩ y ∩ z := ∩{x, y, z} . . . .

Перейдем теперь к формулировкам специальных аксиом ZFC.

П.2.2. Аксиома экстенсиональности ZF1: два множе-
ства совпадут в том (и только в том) случае, если они состоят из
одних и тех же элементов:

(∀x)(∀ y)(∀ z)(z ∈ x ↔ z ∈ y) ↔ x = y.

Отметим, что вторую эквивалентность без изменения объема аксио-
мы можно заменить на →, ибо обратная импликация является тео-
ремой исчисления предикатов.

П.2.3. Аксиома объединения ZF2:
объединение множества множеств — также множество:

(∀x)(∃ y)(∀ z)(∃u)(u ∈ z ∧ z ∈ x) ↔ z ∈ y.

Используя сокращения из П.1.6 и П.2.1, аксиому ZF2 переписывают
в виде

(∀x) ∪ x ∈ U.

П.2.4. Аксиома степени ZF3:
все подмножества данного множества составляют некоторое множе-
ство, т. е.

(∀x)(∃ y)(∀ z)(z ∈ y ↔ (∀u)(u ∈ z → u ∈ x)),

или в краткой записи
(∀x)P(x) ∈ U.

П.2.5. Аксиома подстановки ZF4ϕ:
произвольный взаимнооднозначный образ множества — снова мно-
жество:

(∀x)(∀ y)(∀ z)(ϕ(x, y)) ∧ ϕ(x, z) → y = z) →
→ (∀ a)(∃ b)((∃ s ∈ x)(∃ t)ϕ(s, t) ↔ t ∈ y).
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В несколько сокращенной записи:

(∀x)(∀ y)(∀ z)(ϕ(x, y) ∧ ϕ(x, z) → y = z) →
→ (∀ a)({v : (∃u ∈ a)ϕ(u, v)} ∈ U).

Здесь ϕ — формула ZFC, не содержащая свободных вхождений a.
Отметим, что ZF4ϕ является схемой для бесконечного набора аксиом,
так как для каждой подходящей ϕ ∈ (ZFC) формулируется своя
аксиома. Тем не менее для краткости и единообразия говорят просто
об аксиоме подстановки, имея в виду отмеченную ее особенность.

Сформулируем полезные следствия ZF4ϕ .

П.2.6. Пусть ψ = ψ(z) — формула ZFC. Тогда для любого
множества x можно составить его подмножество, отбирая элементы
x со свойством ψ, т. е.

(∀x){z ∈ x : ψ(x)} ∈ U.

Это утверждение — аксиома ZF4ϕ , где в качестве ϕ фигурирует фор-
мула ψ(u) ∧ (u = v). Приведенное положение часто именуют аксио-
мами выделения или аксиомами свертывания.

П.2.7. Применяя аксиому ZF4ϕ для формулы

ϕ(u, v) := (u = ∅ → v = x) ∧ (u 6= ∅ → v = y)

множества z := P(P(∅)), мы убеждаемся в том, что неупорядо-
ченная пара {x, y} двух множеств (ср. 3.1.7) — снова множество.
Последнее утверждение часто именуют аксиомой неупорядоченной
пары.

П.2.8. Аксиома бесконечности ZF5:
существует по крайней мере одно бесконечное множество:

(∃x)(∅ ∈ x ∧ (∀ y)(y ∈ x → y ∪ {y} ∈ x)).

Тем самым существует такое множество x, что ∅ ∈ x, {∅} ∈ x,
{∅, {∅}} ∈ x, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}} ∈ x и т. д. Внимательный чита-
тель заметит некоторую щель между формальной и неформальной
формулировками аксиомы бесконечности. Бдительный читатель мо-
жет заподозрить злоупотребление термином «бесконечность». На
самом деле, аксиома бесконечности относится к основополагающим
доктринам канторианства. В этой связи некоторое таинство здесь
неизбежно и должно приветствоваться.
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П.2.9. Аксиома фундирования ZF6:
всякое непустое множество имеет непересекающийся со всем множе-
ством элемент

(∀x)(x 6= ∅ → (∃ y)(y ∈ x ∧ y ∩ x = ∅)).

Применив аксиому ZF6 к одноэлементному множеству x := {y},
получим y /∈ y. Несколько забегая вперед, отметим, что по ана-
логичной причине (на этот раз нужно взять x := {x1, . . . , xn}) не
существуют бесконечно убывающие ∈-последовательности x1 3 x2 3
. . . 3 xn 3 . . . .

П.2.10. Аксиома выбора AC:
произведение непустого множества непустых множеств не пусто:

(∀x)(∃ f)(Fnc (f) ∧ x ⊂ dom(f)) ∧ (∀ y ∈ x)y 6= ∅ → f(y) ∈ y.

Функцию f в описанной ситуации называют выбирающей для x.
Известно большое количество утверждений, эквивалентных ак-

сиоме выбора в рамках рассматриваемой нами теории, см. [159].
Приведем формулировки двух наиболее популярных из них.

Теорема Цермело (принцип полного упорядочения). Вся-
кое множество может быть вполне упорядочено.

Лемма Куратовского — Цорна (принцип максимально-
сти).
Пусть M — (частично) упорядоченное множество, в котором любое
линейное упорядоченное множество имеет верхнюю границу. Тогда
любой элемент M мажорируется некоторым максимальным элемен-
том.

П.2.11. На основе приведенной аксиоматики складывается точ-
ное представление о классе всех множеств как об «универсуме фон
Неймана». Исходным объектом построения мыслится пустое множе-
ство. Элементарный шаг введения новых множеств из уже постро-
енных состоит в формировании объединения множеств подмножеств
имеющихся множеств. Трансфинитное повторение таких шагов ис-
черпывает класс всех множеств. Классы (в «платонистском» стиле)
можно мыслить как внешние объекты по отношению к элементам
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универсума фон Неймана. Класс в этом понимании есть совокуп-
ность множеств, удовлетворяющих теоретико-множественному свой-
ству, описываемому формулой теории Цермело — Френкеля. По-
этому класс, состоящий из элементов некоторого множества (по ак-
сиоме подстановки) сам является множеством. Формально коррект-
ное определение универсума фон Неймана требует предварительного
знакомства с понятиями ординала и кумулятивной иерархии. Ниже
приводим необходимый минимум сведений об этих объектах. Более
подробное изложение дано в параграфе 1.5.

П.2.12. Множество x называется транзитивным, если каждый
элемент x является подмножеством x. Множество x называют орди-
налом, если само x транзитивно и линейно упорядочено отношени-
ем ∈. В символической записи эти определения выглядят так:

Tr (x) := (∀ y ∈ x)(y ⊂ x) := x — «транзитивное множество»;
Ord (x) := Tr (x) ∧ (∀ y ∈ x)(∀ z ∈ x)

(y ∈ z ∨ z ∈ y ∨ z = y) := «x — ординал».

Ординалы принято обозначать малыми греческими буквами. Каж-
дый ординал рассматривается с естественным отношением порядка:
для β, γ ∈ α полагают γ ≤ β ↔ γ ∈ β ∨ γ = β.

Класс всех ординалов обозначается символом On, так что On:=
{α : Ord (α)}.

Ординал является вполне упорядоченным множеством, т. е. он
линейно упорядочен и любое его подмножество имеет наименьший
элемент (последнее обеспечено аксиомой фундирования). Несложно
убедиться, что

α ∈ On∧β ∈ On → α ∈ β ∨ α = β ∨ β ∈ α;
α ∈ On∧β ∈ α → β ∈ On;
α ∈ On → α ∪ {α} ∈ On;

Ord (∅).

Ординал α+1:= α∪{α} называют сыном α. Ординал, являющийся
сыном другого ординала, называют последующим. Ординал, не рав-
ный нулю и не являющийся последующим, называют предельным.
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Приняты обозначения:

KI := {α ∈ On : (∃β) Ord (β) ∧ α = β + 1 ∨ α = ∅};
KII := {α ∈ On : α — предельный ординал};

0 := ∅, 1:= 0 + 1, 2:= 1 + 1, . . . ,
ω := {0, 1, 2, . . . }.

Сейчас самый подходящий момент напомнить, что континуум, о
котором мы так часто говорим в этой книге, это просто множество
подмножеств ω.

П.2.13. Отметим, что в ZFC можно доказать возможность ис-
пользования общеизвестных (на «наивном» уровне) свойств ордина-
лов, в частности законность трансфинитной индукции и рекурсив-
ных определений. Приведем определение универсума фон Неймана,
сознательно опуская пока формальное обоснование законности по-
добных определений. Для каждого ординала α положим

Vα :=
⋃

β<α

P(Vβ),

т. е. Vα = {x : (∃β) (β ∈ α ∧ x ⊂ Vβ)}. Подробнее говоря,

V0 := ∅;
Vα+1 := P(Vα);

Vβ :=
⋃

α<β

Vα, если β ∈ KII.

Полагают
V :=

⋃

α∈On

Vα.

Принципиальным фактом, обеспеченным аксиомой фундирования,
является теорема

(∀x)(∃α)(Ord (α) ∧ x ∈ Vα),

которую записывают в виде U = V и выражают словами: «класс всех
множеств — это универсум фон Неймана» или «любое множество
вполне фундировано».
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Графически универсум фон Неймана V можно представлять се-
бе как перевернутую пирамиду, вершиной которой служит пустое
множество. Другие «нижние» этажи пирамиды таковы:

V0 = ∅, V1 = {∅}, V2 = {∅, {∅}}, . . . ,
Vω = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, . . . }, . . . .

П.2.14. Реализация универсума V в виде «кумулятивной иерар-
хии» множеств (Vα)α∈On позволяет с каждым множеством x связать
его ранг:

rank(x) := наименьший ординал α такой, что x ∈ Vα+1.

Легко убедиться, что

a ∈ b → rank(a) < rank(b);
Ord (α) → rank(α) = α;

(∀x)(∀ y) rank(y) < rank(x) → (ϕ(y) → ϕ(x)) → (∀x)ϕ(x),

где ϕ — формула ZFC. Последнюю теорему (точнее, схему теорем)
называют принципом индукции по рангу.

П.2.15. Примечания.
(1) Первая (наряду с теорией типов Б. Рассела) система аксиом

для теории множеств, предложенная Е. Цермело в 1908 г., совпадает,
по существу, с ZF1–ZF3, ZF5, П.2.5, П.2.6. Аксиомы экстенсиональ-
ности ZF1 и объединения ZF2 предложены ранее Г. Фреге (1883 г.) и
Г. Кантором (1899 г.) соответственно. Идея аксиомы бесконечности
ZF5 восходит к Р. Дедекинду.

(2) Аксиома выбора AC неявно использовалась, по-видимому,
давно, но замечена она Дж. Пеано в 1890 г. и Б. Леви в 1902 г. Эта
аксиома введена Е. Цермело в 1904 г. и была наиболее оспаривае-
мой в течение многих лет. Аксиома выбора лежит в основе многих
важных фрагментов современной математики. Неудивительно, что
в настоящее время она принята большинством ученых. Обсуждение
места и роли аксиомы выбора в различных разделах математики
можно найти в [19, 52, 105, 159, 180].

(3) Теория множеств Цермело оформилась в начале 20-х годов
XX века. В тот период завершилась формализация языка теории
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множеств, позволившая уточнить расплывчатое описание свойств,
допускаемых в аксиоме выделения. В то же время аксиомы Церме-
ло не дают в качестве следствия утверждение Кантора о том, что
взаимнооднозначный образ множества есть множество. Указанный
пробел устранили А. Френкель в 1922 г. и Т. Сколем в 1923 г., пред-
ложив варианты аксиомы подстановки. Этот момент можно считать
рождением теории ZFC.

(4) Аксиому фундирования ZF6, по существу, предложил Дж.
фон Нейман в 1925 г. Эта аксиома не зависит от остальных аксиом
ZFC.

(5) Система аксиом ZFC является бесконечной, как это отмеча-
лось в П.2.4. Отсутствие конечной аксиоматизируемости ZFC уста-
новил Р. Монтэгю в 1960 г., см. [13, 105, 150, 180].

П.3. Категории и функторы

Наряду с теорией множеств, теория категорий является универ-
сальным языком современной математики. В рамках данной книги
категории и функторы используются как удобное средство, позволя-
ющее однообразно смотреть на важные математические конструкции
и рассуждения, формулировать общие свойства различных струк-
тур. Ниже эскизно излагаются основные понятия теории категорий.
Подробности можно найти в [7, 108, 187].

П.3.1. Категория K состоит из классов ObK , Mor K и Com,
называемых соответственно классом объектов, классом морфизмов
и законом композиции категории K . При этом должны быть вы-
полнены условия:

(1) существуют отображения D и R из Mor K в ObK ,
для которых класс

HK (a, b) := {α ∈ Mor K : D(α) = a ∧ R(α) = b},

называемый классом морфизмов из a в b, является
множеством для любых a, b ∈ Ob K ;

(2) Com — ассоциативная частичная бинарная операция
на Mor K , причем

dom(Com) =
=

{
(α, β) ∈ (Mor K ) × (Mor K ) : D(β) = R(α)

}
;
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(3) для каждого объекта a ∈ ObK существует морфизм
1a, называемый тождественным морфизмом объек-
та a, такой, что D(1a) = a = R(1a), а кроме того,
Com(1a, α) = α при R(α) = a и Com(β, 1a) = β при
D(β) = a.

Ясно, что класс Mor K есть объединение множеств HK (a, b),
где a и b пробегают ObK , причем множества HK (a, b) и HK (c, d)
не пересекаются при (a, b) 6= (c, d). Для любых α, β ∈ Mor K пишут
обычно β ◦ α или βα вместо Com(α, β). Соотношение α ∈ HK (a, b)
часто записывают в виде α : a → b и выражают словами «α — мор-
физм из объекта a в объект b».

П.3.2. Категория H называется подкатегорией категории K ,
если выполнены условия:

(1) ObH ⊂ ObK и HH (a, b) ⊂ HK (a, b) для любой
пары объектов a, b ∈ ObH ;

(2) композиция категории H есть ограничение компози-
ции категории K на класс (Mor H ) × (Mor H ).

Понятно, что при этом тождественный морфизм любого объекта
a ∈ ObH совпадает с тождественным морфизмом этого же объекта
в категории K .

Подкатегория H категории K называют полной, в случае вы-
полнения равенства HK (a, b) = HH (a, b) для любых a, b ∈ ObH .

Произведение H ×K категорий H и K определяется следую-
щими соотношениями:

ObH × K := (ObH ) × (ObK );
HH ×K ((a, b), (a′, b′)) := HH (a, a′) × HK (b, b′),

(α′, β′) ◦ (α, β) := (α′α, β′β),

где a, a′ ∈ Ob H ; b, b′ ∈ ObK ; α, α′ ∈ Mor H и β, β′ ∈ Mor K .
Категория K ◦, дуальная к произвольной категории K , имеет те

же объекты и морфизмы, что и K . Закон композиции Com◦ катего-
рии K ◦ вводится соотношением (α, β, γ) ∈ Com ◦ ↔ (β, α, γ) ∈ Com .
На практике классы объектов и морфизмов могут пересекаться (так
зачастую и происходит). Однако, не теряя общности, можно считать
эти классы дизъюнктными, добавляя в случае необходимости метку
каждому объекту категории. Мы придерживаемся этого соглашения
во всей книге.
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П.3.3. Рассмотрим категории H и K . Ковариантный функ-
тор F : H → K из H в K — это отображение, область опреде-
ления которого составлена из всех объектов и морфизмов категории
H и которое удовлетворяет следующим условиям:

(1) если α : a → b — морфизм категории H , то F (α) :
F (a) → F (b);

(2) если α : a → b и β : b → c — морфизмы категории H ,
то F (βα) = F (β)F (α);

(3) если a ∈ ObH , то F (1a) = 1F(a).
Итак, для каждой пары объектов a, b ∈ ObH функтор F опре-

деляет отображение Fa,b : HH (a, b) → HK (a, b). Если Fa,b инъ-
ективно (сюръективно) при любых a и b, то функтор F называют
унивалентным (полным). Ковариантный функтор из H ◦ в K (или
из H в K ◦) называют контравариантным функтором из H в K .

П.3.4. Пусть H и K — категории. Рассмотрим ковариантные
функторы F : H → K и G : H → K . Естественным преобразо-
ванием ϕ : F → G функтора F в функтор G называют отображение
ϕ : ObH → Mor K такое, что

(1) ϕa := ϕ(a) ∈ HK (F (a), F (b)) для любого a ∈ ObH ;
(2) для любого морфизма α : a → b категории H диа-

грамма
F (a) ϕa−−−−→ G (a)

F(α)
y

yG (α)

F (b) −−−−→
ϕb

G (b)

коммутативна, т. е. G (α)ϕa = ϕbF (α). В этой ситуации говорят
также, что ϕ — функторный морфизм.

Естественное преобразование ϕ : F → G называют естествен-
ной эквивалентностью функторов F и G или функторным изо-
морфизмом между F и G , если ϕa есть изоморфизм в категории K
для каждого a ∈ ObH . В этом случае отображения ϕ−1

a образуют
естественное преобразование G в F , которое обозначим через ϕ−1.
Напомним, что морфизм α : a → b называется изоморфизмом, если
существует такой морфизм β : b → a, что αβ = 1b и βα = 1a.

П.3.5. Категории H и K называют эквивалентными, если су-
ществуют функторы F : H → K и G : K → H такие, что функтор
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FG естественно изоморфен тождественному функтору IH , а функ-
тор G F естественно изоморфен тождественному функтору IK . При
этом говорят, что функторы F и G устанавливают эквивалент-
ность категорий H и K .

Отношение эквивалентности между категориями рефлексивно,
симметрично и транзитивно.

П.3.6. Категории H и K эквивалентны в том и только в том
случае, если существует полный унивалентный функтор F из H в
K такой, что для каждого объекта b ∈ ObK существует изоморф-
ный ему объект вида F (a), где a ∈ ObH .

П.3.7. Возьмем функторы F : H → K и G : K → H . Сопо-
ставим этим функторам два новых функтора HF и HG из категории
H ◦×K в категорию множеств и отображений. Именно, для любых
a ∈ ObH , b ∈ ObK , α ∈ HH (a, a′), β ∈ HK (b, b′) положим

HF (a, b) := HK (F (a), b), HG (a, b) := HH (a, G (b)),

HF (α, β) : f → βfF (α), HG (α, β) : g → G (β)gα,

где f ∈ HK (F (α), b) и g ∈ HH (a, G (b)).
Говорят, что функторы F и G составляют сопряженную пару,

если функторы HF и HG изоморфны. При этом F называют левым
сопряженным к G , а G — правым сопряженным к F . Изоморфизм
ϕ : HF → HG называют сопряжением, а обратный изоморфизм ϕ−1

— косопряжением.

П.3.8. Пусть K — подкатегория категории H . Объект в b ∈
ObK называется K -рефлектором объекта a ∈ ObH , если суще-
ствует такой морфизм ϕ : a → b, что всякий морфизм α : a → c,
c ∈ ObK , представим в виде α = ϕβ для однозначно определенного
морфизма β : b → c. Подкатегорию K называют рефлективной,
если для каждого объекта категории H существует K -рефлектор.

П.3.9. Подкатегория K категории H является рефлективной
в том и только в том случае, если функтор тождественного вложения
K → H обладает правым сопряженным функтором R : H → K .

Функтор R называют K -рефлектором категории H .

П.3.10. В качестве примера рассмотрим категорию множеств
Sets. Объектами категории Sets служат всевозможные множества, а
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морфизмами — произвольные отображения множеств. Композиция
морфизмов — обычная композиция отображений. Для f ∈ Mor Sets
множества D(f) и R(f) — соответственно область определения и
область значений отображения f . Морфизм 1a — тождественное
отображение множества a.

Разнообразные примеры категорий возникают как подкатего-
рии структуризованных множеств. Объектами такой подкатего-
рии служат множества, наделенные некоторой структурой σ (вклю-
чающей алгебраические операции, отношения, норму, топологию и
т. п.), а морфизмами — отображения, в определенном смысле сохра-
няющие структуру σ. Разумеется, Sets — категория структуризо-
ванных множеств с пустой структурой. Полезно рассмотреть и бо-
лее широкую категорию множеств и соответствий Sets∗. Классы
объектов категорий Sets и Sets∗ совпадают, морфизмами же в кате-
гории Sets∗ служат всевозможные соответствия. Для соответствия
Φ := (F, X, Y ) положим D(Φ) := X и R(Φ) := Y . Композиция соот-
ветствий ассоциативна, причем Ψ ◦ Φ существует в том и только в
том случае, когда R(Φ) = D(Ψ). Тождественный морфизм на мно-
жестве A — тождественное отображение множества A. Итак, Sets∗
— категория, а Sets — ее подкатегория.

П.3.11. Примечания.
Категории и функторы были введены в 1945 году С. Маклей-

ном и С. Эйленбергом в связи с исследованиями по гомологической
алгебре. В последующие два-три десятилетия теория категорий вы-
шла далеко за пределы алгебраической топологии и стала играть
существенную роль в различных разделах математики. Мы приве-
дем лишь начальные понятия, необходимые для описания категорий
и функторов булевозначного анализа. Более подробные сведения о
категориях и функторах можно найти, в частности, в [7, 21, 108].
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103. Соловьёв Ю. П., Троицкий Е. В. C∗-алгебры и эллиптические
операторы в дифференциальной топологии.—М.: Факториал,
1996.—352 с.

104. Фейс К. Алгебра: кольца, модули и категории. Т. 1.— М.: Мир,
1977.— 688 с.



Литература 365

105. Френкель А., Бар-Хиллел И. Основания теории множеств.—М.:
Мир, 1966.—555 с.

106. Фукс Л. Частично упорядоченные алгебраические системы.—
М.: Мир, 1965.—342 с.

107. Фурман М. П. Логика топосов // Справочная книга по мате-
матической логике.—М.: Наука, 1983.—Ч. 4.—С. 241–277.

108. Цаленко М. Ш., Шульгейфер Е. Ф. Основы теории категорий.
—М.: Наука, 1974.—256 с.
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AW ∗-алгебра, 306
AW ∗-модуль, 310

B-вложимая алгебра, 328
B-высказывание, 55
B-гомоморфизм, 301
B-двойственное пространство,

295
B-значный предикат, 167
B-значный универсум, 47
B-изометрия, 146
B-линейный оператор, 295
B-метрика, 143, 146
B-множество, 143
B-однородный гомоморфизм,

195
B-полуметрика, 142
B-полуметрика Хаусдорфа,

145
B-преддвойственное

пространство, 295, 329
B-размерность, 316
B-сепарабельный модуль, 321
B-сопряженное пространство,

295
B-формула, 55
B-циклическая C∗-алгебра,

301
B-циклическая банахова

алгебра, 300
B-циклическая инволютивная

банахова алгебра, 300
B-циклическое

нормированное
пространство, 294

B-язык, 55
BAP-гомоморфизм, 187
BAP-группа, 187
BAP-кольцо, 187
B(C)-значное нормальное

состояние, 331

C∗-алгебра, 300

d-полное пространство, 272
d-пополнение, 284
d-разложимая норма, 271

d-разложимое пространство,
271

E-значная норма, 269
f -алгебра, 239
f -кольцо, 215
F -ограничение пространства,

290
F -спуск, 291
K-пространство, ix, 238
Kσ-пространство, 238
K-рефлектор, 355
n-арный символ, 335
n-местная операция, 166
n-местный предикат, 166
n-местный символ, 335
o-ограниченный линейный

оператор, 246
o-полное решеточно

нормированное
пространство, 270

o-полнота, 241
o-пополнение, 284
o-предел, 240
o-сумма, 241
o-суммируемое семейство, 270
o-сходимость, 240
o-фундаментальная сеть, 270
r-полное решеточно

нормированное
пространство, 270

r-предел, 240
r-фундаментальная сеть, 270
Z-измеримая вектор-функция,

273
∗-алгебра, 298
∗-B-гомоморфизм, 301
∗-B-изоморфизм, 301
2-значный универсум, 50

V(B)-класс, 95
V(B)-множество, 96
∈-индукция, 45
∈-рекурсия, 45
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λ-однородный модуль, 315
λ-стабильная булева алгебра,

317
λ-стабильный компакт, 317
λ-стабильный элемент, 317
Λ-значное скалярное

произведение, 309

Φ-компонента, 178

σ-алгебра, 6
σ-дистрибутивная булева

алгебра, 22
σ-полная булева алгебра, 6
σ-правильная подалгебра, 7
σ-правильная подалгебра,

порожденная
множеством, 7

σ-транспонирование, 27
˚0-формула, 343
˚1-формула, 343

абелев проектор, 312
абсолют компакта, 21
абстрактная норма оператора,

275
абстрактное отношение, 339
аксиома, 335
аксиома бесконечности,

25, 347
аксиома выбора, 27, 348
аксиома выделения, 26, 347
аксиома декартова

произведения, 27
аксиома дополнения, 26
аксиома конструктивности, 48
аксиома неупорядоченной

пары, 347
аксиома области определения,

27
аксиома объединения, 25, 346
аксиома отношения ∈, 26
аксиома пары, 25
аксиома пересечения, 26
аксиома подстановки, 26, 346
аксиома свертывания, 347
аксиома степени, 25, 346

аксиома фундирования,
27, 348

аксиома экстенсиональности,
25, 346

аксиомы перестановки, 27
алгебра борелевских

множеств по модулю
тощих множеств, 10

алгебра высказываний, 12
алгебра измеримых множеств

по модулю множеств
нулевой меры, 11

алгебра Линденбаума —
Тарского, 13

алгебра с инволюцией, 298
алгебра типа I, 312
алгебра типа II, 312
алгебра типа III, 312
алгебра фон Неймана, 12, 328
алгебраическая B-система,

167
алгебраическая B-система с

дизъюнктностью, 180
алгебраическая система, 167
алгебраическое дополнение,

271
алфавит, 335
аннулятор, 223
аннуляторный идеал, 224
антиизоморфизм, 4
антисимметричное отношение,

342
антицепь, 71
архимедова упорядоченная

группа, 208
ассоциативность, 3
атом булевой алгебры, 21
атом меры, 242
атомарная формула, 336
атомная булева алгебра, 21
атомная формула, 336

база алгебраической системы,
171

база векторной решетки, 237
база группы, 209
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база решеточно
нормированного
пространства, 270

базис, 314
базисная хорновская

формула, 202
банахова алгебра, 300
банахова решетка, 289
безатомная булева алгебра, 21
бесконечные дистрибутивные

законы, 6
бесконечные операции, 6
бесконечный кардинал, 39
бесконечный проектор, 312
бикоммутант, 12, 328
бинарное отношение, 340
бинарное отношение,

экстенсиональное по
второй компоненте, 136

брауэрова решетка, 14
булеан, 10
булев гомоморфизм, 8
булев метод, 13
булева алгебра, 4
булева алгебра конгруэнций,

171
булева алгебра счетного

типа, 114
булева метрика, 143
булева степень, 181
булево кольцо, 15, 173
булево множество, 143
булево произведение, 9
булево пространство, 17
булево расстояние между

двумя множествами, 145
булевозначная модель для

формулы, 55
булевозначная реализация,

295, 311
булевозначная реализация

алгебраической системы,
196

булевозначная реализация
решеточно

нормированного
пространства, 286

булевозначное равенство, 154
булевозначный анализ, v, vi
булевы операции, 5
бэровская ∗-алгебра, 299
бэровское пространство,

11, 243

векторная норма, 269
векторная решетка, 236
векторная решетка

ограниченных элементов,
238

векторный порядок, 236
вероятность, 72
верхний o-предел, 240
верхняя граница, 2
верхняя грань, 2
вложимая AW ∗-алгебра, 298
вложимая алгебра, 328
возрастающая сеть, 240
воспроизводящий конус, 208
вполне дистрибутивная

булева алгебра, 21
вполне нерастягивающее

соответствие, 146
вполне несвязное

пространство, 17
вполне упорядоченное

множество, 349
вполне упорядоченный

класс, 33
вполне фундированное

бинарное отношение, 39
вполне экстенсиональное

соответствие, 136
вспомогательные символы,

336
выбирающая функция, 348
выделенная булева алгебра,

187
выпуклая подгруппа, 209
вырожденная алгебра, 4
высказывание, 336
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гёделевы операции, 47
гейтингова алгебра, 14
гильбертова размерность, 314
гипотеза континуума, 40
главная компонента, 237
главный идеал, 7
гомоморфизм алгебраических

B-систем, 176
график, 340
группа без кручения, 188
группа с выделенными

проекциями, 187
группа с проекциями, 187
группа с проекциями на

компоненты, 209

двойной подъем, 134
двойной спуск, 123
двузначная система, 167
двухэлементная решетка, 4
декартово произведение,

9, 339
делитель нуля, 188
дизъюнктное дополнение, 178
дизъюнктное перемешивание,

71
дизъюнктное пополнение, 284
дизъюнктность, 178, 236
дизъюнктный элемент, 3, 270
дискретная B-метрика, 147
дискретная векторная

решетка, 238
дискретное B-множество, 147
дискретный элемент, 238
дистрибутивная решетка, 3
длина формулы, 29
дополнение элемента, 3
достоверный предикат, 168
дробь, 231
дуальная категория, 353
дуальный изоморфизм, 4

единица решетки, 3
единичный элемент, 237
естественная эквивалентность

функторов, 354

закон композиции, 352
знак удовлетворения, 55

идеал, 209
идеал булевой алгебры, 7
идемпотент, 225
идемпотентный элемент, 173
изоморфизм, 8, 354
изоморфизм B-множеств, 146
изоморфизм «в» для

алгебраических B-систем,
177

изоморфная булева алгебра, 8
изоморфная пара, 9
изотонный гомоморфизм, 8
инвариантная база, 211
инвариантная компонента,

210
инволютивная алгебра, 298
индукция по рангу, 45
интерпретационный класс, 54
интерпретация переменной, 54
интерпретирующее

отображение, 167
инфимум, 2
инфинитезимальный

анализ, v
инъективный модуль, 227
истинная предикативная

формула внутри V(B), 96
истинная формула, 175
истинность внутри

универсума, 56

каноническая проекция, 46
канонический гомоморфизм,

188
канонический изоморфизм,

250
канонический порядок, 40
канонический

фактор-гомоморфизм, 46
каноническое вложение, 66
кардинал, 39
кардинальное число

множества, 40
категория внутри V(B), 103



380 Предметный указатель

категория множеств, 355
категория множеств и

соответствий, 356
квантовая логика, 15
кванторы, 336
класс, 23, 345
класс внутри V(B), 95
класс всех множеств, 345
класс генерических формул,

201
класс морфизмов, 103, 352
класс объектов, 103, 352
класс строго генерических

формул, 201
класс-функция, 24, 339
классическое кольцо частных,

228
кольцевой порядок, 214
кольцо с проекциями, 187
кольцо частных, 188, 231
коммутант, 12, 328
коммутативная группа, 188
коммутативное упорядоченное

кольцо, 214
коммутативность, 3
компактификация Стоуна

— Чеха, 20
комплексификация, 239
комплексная векторная

решетка, 239
комплексное K-пространство,

240
композиция, 103, 341
композиция соответствий, 342
компонента, 8, 178, 237
конгруэнтное разбиение

единицы, 323
конгруэнтное семейство, 326
конгруэнция, 169
конечно независимое

множество конгруэнций,
170

конечный класс, 110
конечный ординал, 37
конечный проектор, 312
конструктивная иерархия, 47

континуум, 350
косопряжение, 355
котощее множество, 274
кумулятивная иерархия,

42, 351

латеральная точность, 174
латерально точный модуль,

174
левый аннулятор, 299
левый сопряженный функтор,

355
лемма Куратовского —

Цорна, 348
линейно упорядоченная

группа, 207
линейный порядок, 33, 343

мажоранта, 275
мажорируемое отображение,

325
мажорируемый линейный

оператор, 275
максимальное расширение,

272
максимальное расширение

группы, 199
максимальное расширение

K-пространства, 255
максимальное расширение

решеточно упорядоченной
группы, 209

массивный подмодуль, 230
мера, 11
метод форсинга, vii
минорантное множество, 77
минорирующее множество, 77
мнимая единица, 239
множества в общем

положении, 136, 150
множество, 23
множество морфизмов, 103
множество переменных, 335
множество символов, 335
модифицированный подъем

соответствия, 159
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модифицированный спуск
соответствия, 159

модуль, 208, 239
модуль элемента, 236
мономорфизм, 8
монотонная полнота, 331
мощность, 40
мультипликативное

подмножество, 188
мультипликативный проектор,

300

наполненная алгебраическая
система, 171

направленная группа, 208
направленное множество, 240
натуральное число, 37
не более чем счетное

множество, 40
независимое множество

конгруэнций, 170
непрерывная векторная

решетка, 238
неприводимый образ, 21
неразборчивая конгруэнция,

169
нерастягивающее

отображение, 167
нерастягивающее

соответствие, 146
нерасширяющий линейный

оператор, 247
нестандартный анализ, v
неупорядоченная пара, 339
нижний o-предел, 240
нижняя граница, 2
нильпотентный идеал, 188
норма Канторовича, 270
нормальное состояние, 331
нормированная решетка, 289
нормированное

B-пространство, 291
носитель элемента, 187
нуль решетки, 3

область значений, 339
область определения, 339, 341

область целостности, 223
обобщенная гипотеза

континуума, 40
обобщенная проблема

континуума, 40
образ множества, 340
обратная поляра, 177
обратное отношение, 341
обратное соответствие, 341
ограничение, 340
ограничение пространства

относительно идеала, 273
ограниченная формула, 343
ограниченное по норме

множество, 272
ограниченный квантор, 343
ограниченный оператор, 276
ограниченный спуск, 291
однозначность, 339
оператор с абстрактной

нормой, 275
ординал, 34, 349
ординальный класс, 34
ординальный ранг множества,

42
ортогонально полная

решеточно упорядоченная
группа, 209

ортогональное пополнение
кольца, 229

ортогональный элемент,
15, 188

ортомодулярная решетка,
15, 300

ортоморфизм, 247
орторешетка, 14
основное множество, 167
отделимый булевозначный

универсум, 90
отделимый модуль, 233
открыто-замкнутое

множество, 10
отношение, 340
отношение дизъюнктности,

178
отношение порядка, 33
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отношение равенства, 154
отображение, 340
отрицательная часть, 208, 236
оценка истинности, ix, 55
очистка, 169

перемешивание, 72, 143,
170, 292

плотное множество, 226
подалгебра, 7
подалгебра, порожденная

множеством, 7
подкатегория, 353
подкатегория

структуризованных
множеств, 356

подобный класс, 33
подъем бинарного отношения,

130
подъем класса, 129
подъем множества, 130
подъем произведения, 130
подъем соответствия, 137
поле частных кольца, 229
полная булева алгебра, 6
полная подкатегория

категории, 353
полная решетка, 3
полное булево множество, 143
полное кольцо частных, 229
полное множество, 170
полный гомоморфизм, 8, 60
полный подкласс, 115
положительная часть,

208, 236
положительное целое

число, 37
положительный конус,

208, 236
положительный линейный

оператор, 246, 331
положительный элемент,

207, 300
полоса, 8, 237
полупервичное кольцо, 188
поляра, 177, 342
пополнение, 9

порядковая единица, 237
порядковая сходимость, 240
порядково ограниченный

линейный оператор, 246
порядковое пополнение, 284
порядковое число, 34
порядковый идеал, 209
порядок, 33, 342
последующий ординал, 349
правило вывода, 335
правильная подалгебра, 7
правильная подалгебра,

порожденная
множеством, 7

правый аннулятор, 299
правый сопряженный

функтор, 355
предел кумулятивной

иерархии, 42
предельный ординал, 37, 349
предикат, 167
предикативная формула, 95
предпорядок, 342
преобразование Стоуна, 19
принадлежность, 337
принцип измерения

мощностей, 39
принцип индукции, 52
принцип индукции по

рангу, 351
принцип исчерпывания, 77
принцип максимальности, 348
принцип максимума, 77, 101
принцип перемешивания, 73
принцип переноса, 79, 102
принцип полного

упорядочения, 348
принцип трансфинитной

индукции, 38
проблема континуума, 40
проектор, 187, 299
проекция, 237
произведение, 353
пропозициональные связки,

335
простая дизъюнктность, 178
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простой собственный идеал,
23

пространство Банаха —
Канторовича, 272

пространство Канторовича,
x, 238

пространство максимальных
идеалов, 17

пространство с конечной
мерой, 11

пространство со смешанной
нормой, 289

пространство характеров, 17
процедура очистки, 169
прямая булевозначная

интерпретация, 165
псевдобулева алгебра, 13
псевдодополнение, 13, 59
пустое множество, 338
пустой класс, 26

равномощное множество, 39
разбиение единицы, 71
разбиение элемента, 71
разделяющее множество, 331
разложение единицы, 259
разложимая алгебраическая

система, 168, 171
разложимая норма, 270
разложимое множество, 144
разложимое решеточно

нормированное
пространство, 270

растяжение вектора, 235
расширение K-пространства,

255
расширенная алгебраическая

система, 168, 171
расширенная векторная

решетка, 237
расширенная группа, 187
расширенная решеточно

упорядоченная группа,
209

расширенное булево
множество, 143

расширенное пространство
Банаха — Канторовича,
272

рационально полное кольцо,
226

реализационный метод, 23
регулярное кольцо, 225
регулярное открытое

множество, 10
регулярное топологическое

пространство, 10
регулярный положительный

оператор, 246
регулярный элемент, 188
регулятор сходимости, 240
рефлексивное отношение, 342
рефлективная подкатегория,

355
решетка, 2
решетка с дополнениями, 4
решеточно нормированное

пространство, 270
решеточно упорядоченная

алгебра, 239
решеточно упорядоченная

группа, 208

самоинъективное кольцо, 227
свойство, 345
свойство Бэра, 10
связное пространство, 16
сеть, 240
сигнатура, 166, 335
сильная единица, 238
сильный гомоморфизм, 176
символ присваивания, 338
символ равенства, 336
симметрическая разность,

6, 167
симметричное отношение, 342
система аксиом Пеано, 37
след, 239
смещение кардинальных

чисел, 114
собственный идеал, 8
собственный класс, 23
собственный фильтр, 17
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согласованная дизъюнктность,
179

согласованная метрика, 179
соответствие, 340
сопряжение, 355
сопряженная пара, 355
состояние, 331
спектральная мера, 262
спектральная функция, 239
спуск алгебраической

системы, 183
спуск банахова пространства,

281
спуск бинарного отношения,

118
спуск категории, 127
спуск класса, 114
спуск относительно

фундамента, 291
спуск отображения, 124
стабилизатор, 247
стандартное имя множества,

66
стандартный элемент, 66
стоунова алгебра, 301, 307
стоуновское пространство

булевой алгебры, 17
строгая кратность, 323
строгий декомпозиционный

ряд, 323
строго γ-однородный модуль,

315
строго λ-однородная алгебра,

323
субмультипликативная

норма, 300
суперпозиция, 341
супремум, 2
существенный подмодуль, 230
схема Чёрча, 345
счетная аддитивность, 11
счетно-дистрибутивная булева

алгебра, 22
счетное множество, 40
сын, 349

тензорное произведение, 9
теорема, 335
теорема Гёльдера, 220
теорема Гордона, 250
теорема Йеха, 203
теорема Крулля, 18
теорема Лося, 70
теорема Люмиса —

Сикорского, 268
теорема Огасавары, 19
теорема Сакаи, 328
теорема Стоуна, 18
теорема Фреге — Рассела

— Скотта, 46
теорема Фрейденталя, 267
теорема Цермело, 348
теорема о бикоммутанте, 328
теория Бернайса — Морса, 32
теория первого порядка, 337
теория Цермело — Френкеля,

345
теория фон Неймана —

Гёделя — Бернайса, 23
терм, 336
тождественная конгруэнция,

169
тождественно истинная

формула, 176
тождественное отношение, 341
тождественный морфизм

объекта, 103, 352
точная f -алгебра, 239
точная верхняя граница, 2
точная нижняя граница, 2
точное f -кольцо, 215
тощее множество, 10
транзитивная модель, 71
транзитивное множество, 349
транзитивное отношение, 342
транзитивный класс, 34
трансфинитное число, 34
тривиальная конгруэнция, 169

убывающая сеть, 240
ультрастепень, 70
ультрафильтр, 17
универсальное замыкание, 336
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универсальный класс, 26
универсум, 346
универсум нечетких

множеств, 48
универсум фон Неймана,

43, 348
упорядоченная алгебра, 239
упорядоченная группа, 207
упорядоченная пара, 339
упорядоченная F-алгебра, 239
упорядоченная n-ка, 339
упорядоченное векторное

пространство, 236
упорядоченное кольцо, 214
упорядоченное множество, 2
уровень, 91
устойчивое множество, 170
фактор, 309, 328
фактор-алгебра, 8
фактор-класс, 46
фильтр, 17
формальная система, 335
формула де Моргана, 5
формула сигнатуры σ, 336
функтор канонического

вложения, 109
функтор ограниченного

спуска, 291
функтор стандартного

имени, 109
функторный изоморфизм, 354
функторный морфизм, 354
функция, 340
функция внутри V(B), 115
функция в модели V(B), 115
функция кратности, 315, 323
характер алгебры, 16
характеристика элемента, 239
хорновская формула, 202
целозамкнутая упорядоченная

группа, 208
целостное кольцо, 223

центр, 308
центр алгебры фон Неймана,

328
центр векторной решетки, 247
центрально вложимая

алгебра, 328
центральный проектор, 299
цепь, 343
циклическая оболочка, 115
циклический подкласс, 115
циклическое подмножество,

143
циклическое расширение, 115

частичная изометрия, 299
чисто атомическая мера, 242
чисто бесконечный проектор,

312
член множества, 337
членство, 337

эвристический принцип
переноса, x, 248

эквивалентная
вектор-функция, 274

эквивалентная измеримая
функция, 11

эквивалентность, 342
эквивалентные категории, 354
эквивалентный проектор, 299
экстенсиональная функция,

93
экстенсиональное

отображение, 124
экстенсиональное

соответствие, 136
экстремально несвязное

топологическое
пространство, 19

экстремальный компакт, 19
элемент множества, 337
эрмитов элемент, 299

язык первого порядка, 335
язык теории множеств, 337
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