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1. Динамическое представление сигналов

1.1. Аналоговые и дискретные сигналы

Информация передаётся в виде сообщений. Каж-
дое сообщение имеет некий материальный носи-
тель — сигнал (электрический, пневматический или
любой другой). Таким образом, сигнал — это фи-
зический процесс, отображающий некоторую инфор-
мацию. Определенный параметр этого процесса (на-
пример, напряжение или частота) изменяется в со-
ответствии с передаваемой информацией.

Аналоговый сигнал является функцией непре-
рывного1 времени (рис. 1.1 а).

Дискретный по величине сигнал (рис. 1.1 б) мо-
жет принимать не любые, а только определённые
значения из заданного набора {xm} допустимых зна-
чений. Часто эти значения расположены на одинако-
вом расстоянии друг от друга. Разница между сосед-
ними допустимыми значениями дискретного сигнала
называется шагом квантования. Благодаря кванто-
ванию (дискретизации по величине) улучшается по-
мехоустойчивость, так как можно безошибочно при-
нимать сигнал на фоне помех, уровень которых мень-
ше половины шага квантования.

Дискретный по времени сигнал (рис. 1.1 в) опи-
сывается решетчатой функцией (дискретной после-
довательностью) x[tn], значения которой определе-
ны только в некоторые моменты времени tn (где
n = 0, 1, 2, . . . ). Обычно эти моменты следуют друг
за другом с одинаковым интервалом ∆, называе-
мым шагом дискретизации по времени. Тогда мож-
но выбрать начало отсчёта так, чтобы начальный мо-
мент t0 был равен нулю и, следовательно, tn = n ·∆.
Значения x[tn] называются отсчётами сигнала. Ве-
личина φ = 1/∆, обратная шагу дискретизации по
времени, называется частотой дискретизации.

Сигнал, дискретный как по величине, так и по
времени, называется цифровым (рис. 1.1 г). Он имеет
некоторое (обычно конечное) множество возможных
значений и определён в дискретные моменты време-
ни.

1.2. Элементарные сигналы

Для описания сигналов используют математи-
ческие модели.

Динамическим представлением называется опи-
сание сигнала в виде функции времени. При этом ча-
сто применяют два элементарных сигнала — функ-
цию Дирака и функцию Хевисайда.

1. Функция Хевисайда. Рассмотрим сначала
функцию (рис. 1.2 а)

η(t, τ) =





0, если t < −τ/2,

0,5 + t/τ, если −τ/2 6 t 6 τ/2,

1, если t > τ/2,

(1.1)

описывающую переход некоторого параметра сигна-
ла из “нулевого” состояния в “единичное”, соверша-
ющийся за время τ по линейному закону. В пределе
при τ → 0 этот переход будет совершаться мгновен-
но.

Функция, равная нулю при t < 0 и единице при
t > 0, называется функцией включения или функ-
цией Хевисайда2 (рис. 1.2 б):

σ(t) = lim
τ→0

η(t, τ) =

{
0, если t < 0;
1, если t > 0.

(1.2)

При t = 0 обычно считают σ(0) = 0,5 (или 1). В при-
ложении ?? приведено интегральное представление
(п. zpar:heavint) для функции Хевисайда (см. с. ??).

Смещённой функцией включения σ(t− t0) на-
зывают функцию, “начавшуюся” в момент времени
t0 6= 0 (рис. 1.2 в):

σ(t− t0) =





0, если t < t0;
1/2, если t = t0;
1, если t > t0.

(1.3)

Функция Хевисайда используется для описания
разрывных и/или ограниченных во времени сигна-
лов.

Пример 1.1 Прямоугольный импульс амплитудой 10 В
и длительностью 3 с может быть представлен следующим
образом (рис. 1.3)

x(t) = 10 · (σ(t)− σ(t− 3)
)
. (1.4)

Пример 1.2 Синусоидальный сигнал с амплитудой 4 В
и периодом 5 с, начавшийся в момент времени t0 = 3 с,
запишется в следующем виде (рис. 1.4):

x(t) = 4 · σ(t− 3) · sin (2πt/5 − 6π/5) .

Фазовая задержка 6π/5 необходима, если в момент t = 3
рассматриваемый сигнал не имеет разрыва.

Функция Хевисайда имеет разрыв первого рода3

и поэтому недифференцируема. Однако, её произ-
водную можно определить как предел производной
функции перехода (1.1)

dσ

dt
= lim

τ→0

d

dt
η(t, τ). (1.5)

Производная функции перехода является
кусочно-непрерывной и представляет собой прямо-

1Заметим, что понятие непрерывности для сигналов отличается от аналогичного понятия для функций: в первом случае имеется
в виду континуальность аргумента, а во втором — непрерывность самой функции.

2Оливер Хе́висайд (Oliver Heaviside) — английский физик, инженер-электротехник (1850 –1925).
3Функция f(t) имеет разрыв в точке t0 , если не равны друг другу левый и правый пределы: f(t0 − 0) = lim

t→t0−0
f(t) и

f(t0 + 0) = lim
t→t0+0

f(t). Если левый и правый пределы оба не равны бесконечности, то это разрыв первого рода, в противном

случае — разрыв второго рода.
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Рис. 1.1. Классификация сигналов: а) аналоговый; б) дискретный по величине; в) дискретный по времени;
г) цифровой сигнал
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Рис. 1.2. Графики сигналов: а) функция перехода длительностью τ ; б) функция включения (ступенька
Хевисайда); в) смещённая функция включения

угольный импульс длительностью τ (рис. 1.5 а):

п(t, τ) =
σ
(
t + τ

2

)− σ
(
t− τ

2

)

τ
=

=





0, t < −τ/2;
1/τ, −τ/2 6 t 6 τ/2;
0, t > τ/2.

(1.6)

При τ → 0 высота импульса 1/τ →∞, а пло-
щадь импульса (произведение длительности на ам-
плитуду) независимо от τ остаётся равной единице:∫∞
−∞ п(t, τ) dt = 1.

2. Функция Дирака. Предел
δ(t) = lim

τ→0
п(t, τ) (1.7)

называется дельта-функцией Дирака1 (рис. 1.5 б).
Согласно формуле (1.6) функция Дирака является
производной функции Хевисайда:

dσ /dt = δ(t). (1.8)
Аналогично определяют смещённую (задержан-

ную) функцию Дирака (рис. 1.5 в)
δ(t− t0) = lim

τ→0
п(t− t0, τ). (1.9)

Она равна нулю всюду, кроме точки t = t0 , где
она равна бесконечности. Площадь такого бесконеч-
но высокого импульса при любом t0 равна единице
(нормировка дельта-функции):

∞∫

−∞
δ(t− t0) dt =

t0+ε2∫

t0−ε1

δ(t− t0) dt = 1, (1.10)

где ε1, ε2 > 0 — любые положительные числа.
Размерность функции δ(x) обратна размерности

переменной x, поэтому функция δ(t) временно́го ар-
гумента t имеет размерность частоты 1/с [это следу-
ет из формулы нормировки (1.10)].

Сжатый (растянутый) во времени импульс2 δ(at)
имеет площадь∫ ∞

−∞
δ(at) dt =

∫ ∞

−∞

δ(ξ)
a

dξ = 1/a.

Данное равенство доказывается заменой переменных
ξ = at.

При a < 0 выполняется δ(at) = δ(|a| t) (так как
функция Дирака чётная3), поэтому δ(at) = 1

|a|δ(t).

3. Обобщённые функции. Для определения
ступеньки Хевисайда иногда выгодно использо-
вать какую-нибудь непрерывно-дифференцируемую
функцию, например, функцию Ферми (рис. 1.6 а)

ηF (t, τ) =
1

1 + exp(−t/τ)
; σ(t) = lim

τ→0
ηF (t, τ).

(1.11)
Если определить функцию Хевисайда как предел

функции Ферми, то δ(t) = dσ /dt можно определить
как предел производной функции Ферми (рис. 1.6 б)

d

dt
σ(t) = lim

τ→0

d

dt
ηF (t, τ) = lim

τ→0

exp(−t/τ)
τ (1 + exp(−t/τ))2

.

(1.12)
Для определения функции Дирака с помо-

щью предельного перехода τ → 0 могут быть
использованы также другие функции, например,

1√
2π · τ exp(−t2/2τ2) или sin (t/τ)

πt/τ .

Производные любого порядка от функции Дира-
ка можно определить с помощью предельного пере-
хода τ → 0 через производные функции Ферми:

dnδ

dtn
=

dn+1σ

dtn+1
= lim

τ→0

dn+1ηF

dtn+1
. (1.13)

Первая производная функции Дирака называет-
ся дублет (рис. 1.7). Она равна +∞ при t = 0− 0 и
−∞ при t = 0 + 0.

Дельта-функция и её производные относятся к
классу так называемых обобщенных функций4. Из-
за своей сингулярности (нулевой ширины и беско-
нечной высоты), они могут использоваться только
под знаком интеграла.

1Поль Дира́к (Paul Dirac) — английский физик-теоретик (1902 – 1984).
2Покажите, что сжатию соответствует a > 1, а растяжению 0 < a < 1.
3Функция f(t) называется чётной, если она симметрична относительно оси ординат, то есть если выполняется: f(−t) = f(t).
4Владимиров В.С. Обобщенные функции в математической физике. 2-е изд.– М.,1979.
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Рис. 1.3. Прямоугольный импульс ам-
плитудой 10 В и длительностью 3 с
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Рис. 1.4. Синусоидальный сигнал, “начавшийся” в мо-
мент времени t = 3 с
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Рис. 1.5. а) функция п(t, τ); б) дельта-функция Дирака (дельта-импульс); в) задержанный дельта-импульс

1.3. Динамическое представление сигналов

1. Представление с помощью функции Ди-
рака. Рассмотрим произвольный сигнал x(t). Ап-
проксимируем его прямоугольными импульсами
(рис. 1.8 а) шириной ∆ = tk+1 − tk , высота кото-
рых совпадает со значением сигнала x(t) в точках
tk = k ·∆, (k = . . . ,−1, 0, 1, 2, . . .):

x(t) ≈ x̃(t) =

=
∞∑

k=−∞
x(tk) (σ(t− tk + ∆/2)− σ(t− tk −∆/2)),

(1.14)

Умножим и разделим данное выражение на ∆.
Устремим длительность импульсов ∆ к нулю. Дис-
кретная переменная tk в пределе перейдёт в непре-
рывную переменную (обозначим её через τ ); раз-
ности ∆ = tk+1 − tk в пределе будет соот-
ветствовать дифференциал dτ ; прямоугольные им-
пульсы (σ(t− tk + ∆/2)− σ(t− tk −∆/2)) /∆ при
∆ → 0 по определению “превратятся” в дельта-
функции δ(t− tk), а сумма в пределе даст интеграл

x(t) =
∫ ∞

−∞
x(τ) δ(t− τ) dτ. (1.15)

Выражение (1.15) носит название фильтрующего
свойства1 дельта-функции. Интеграл вида (1.15) на-
зывается свёрткой и обозначается x(t) ∗ δ(t). В об-
щем случае свёртка x(t) ∗ y(t) определяется следую-
щим образом:

x(t) ∗ y(t) ≡
∫ ∞

−∞
x(τ) y(t− τ) dτ =

=
∫ ∞

−∞
x(t− τ) y(τ) dτ ≡ y(t) ∗ x(t)

(1.16)

(коммутативность легко доказывается заменой пере-
менных ξ = τ − t).

Так как δ(t) — чётная функция, то δ(τ − t) =

δ(t− τ), поэтому

x(t) =
∫ ∞

−∞
x(τ) δ(t− τ) dτ =

∫ ∞

−∞
x(τ) δ(τ − t) dτ.

(1.17)
Поскольку δ -импульс имеет бесконечно малую дли-
тельность, то пределы интегрирования могут быть
сужены: ∫ t+ε

t−ε
x(τ) δ(t− τ) dτ = x(t), (1.18)

где ε > 0 — сколь угодно малое число.
Технически устройство, выделяющее мгновенное

значение сигнала x(t0), может быть представлено в
виде умножителя и интегратора (рис. 1.9):

x(t0) =
∫

x(t) δ(t− t0) dt.

Т. к. согласно фильтрующему свойству δ -
функции

σ(t) = σ(t) ∗ δ(t) =

=

∞∫

−∞
σ(t− τ) δ(τ) dτ =

t∫

−∞
δ(τ) dτ,

то по определению первообразной получаем, что при
дифференцировании функции Хевисайда получается
дельта-функция Дирака:

dσ(t)
dt

= δ(t). (1.19)

Данное свойство может быть использовано при
дифференцировании функций, имеющих разрыв пер-
вого рода в точках tk , т.е. таких функций, у которых
предел слева x(tk − 0) = x−k не равен пределу спра-
ва x(tk + 0) = x+

k . Разность hk = x+
k − x−k называет-

ся скачком функции в точке tk . Если величины всех
скачков конечны, то представляя x(t) в виде суммы
непрерывной функции xн(t) и промасштабированных
ступенек σ(t− tk):

x(t) = xн(t) +
∑

k

hk σ(t− tk),

получим

dx/dt ≡ ẋ(t) = ẋн(t) +
∑

k

hk δ(t− tk) (1.20)

(точка означает дифференцирование по времени).

1Функция x(t) должна быть непрерывной в точке t. Выражение (1.15) может быть также доказано с помощью известной в
курсе математического анализа теоремы о среднем.
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Рис. 1.6. Функция Ферми (а) и её производная (б)
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ции Дирака (дублет)
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Рис. 1.9. Устройство для выделе-
ния мгновенного значения сигнала

Например, функция (1.4) имеет производную
10 · (δ(t)− δ(t− 3)

)
.

2. Представление с помощью функции Хеви-
сайда. С другой стороны, любой сигнал x(t) может
быть приближённо представлен в виде следующих
друг за другом ступенек (рис. 1.8 б):

x(t) ≈ x̃(t) = x(t0)σ(t− t0)+
+

(
x(t1)− x(t0)

)
σ(t− t1)+

+
(
x(t2)− x(t1)

)
σ(t− t2) + . . . =

= x(t0)σ(t− t0)+

+
∞∑

k=1

(
x(tk)− x(tk−1)

)
σ(t− t0 − k∆),

где шаг по времени ∆ = tk+1 − tk . При ∆ → 0
дискретную переменную t0 + k∆ можно заменить
непрерывной переменной τ (где t0 < τ < ∞), малые
приращения (x(tk)− x(tk−1)) “превратятся” в диф-
ференциал dx = (dx/dτ) · dτ , а сумма в пределе даст
интеграл Дюамеля:

x(t) = x(t0) σ(t− t0) +

∞∫

t0

dx(τ)
dτ

σ(t− τ) dτ. (1.21)

Итак, непрерывный сигнал может быть представ-
лен в виде интеграла по времени с помощью функ-
ций Дирака [свёртка (1.16)] или Хевисайда [инте-
грал Дюамеля (1.21)].

Пример 1.3 Рассмотрим экспоненциально убываю-
щий импульс x(t) = Ae−αt · σ(t). По формуле (1.21) по-
лучаем

x(t) = A σ(t)− αA

∞∫

0

e−αt σ(t− τ) dτ =

= A σ(t)− αA

t∫

0

e−ατ dτ,

т. к. σ(t− τ) = 0 при t− τ < 0.
Как и следовало ожидать, высота элементарных сту-

пенек, из которых складывается данный сигнал, убывает

по экспоненте.

3. Динамическое представление производной
сигнала по времени. Теперь рассмотрим, какой
смысл имеет производная δ̇(t) дельта-функции. Для
этого возьмём свёртку некоторого сигнала x(t)
с производной дельта-импульса. Интегрируем по ча-
стям:

x(t) ∗ δ̇(t) ≡
∞∫

−∞
x(t− τ)

dδ(τ)
dτ

dτ =

= x(t− τ) δ(τ)
∣∣∣
∞

τ=−∞
−

∞∫

−∞
δ(τ)

(−ẋ(t− τ)
)
dτ.

Т. к. δ(ξ)|ξ=±∞ = 0, то считая сигнал x(t) огра-
ниченным по амплитуде и используя фильтрующее
свойство дельта-функции, получим

x(t) ∗ δ̇(t) = ẋ(τ) ∗ δ(t) = ẋ(t) ≡ dx(t)
dt

. (1.22)

Производная дельта-функции (иногда называе-
мая дублетом, см. рис. 1.7) является нечётной:
δ̇(−t) = −δ̇(t), поэтому

∫ ∞

−∞
x(t) δ̇(t) dt = −ẋ(0). (1.23)

В общем случае можно доказать, что

x(t) ∗ dnδ(t)
dtn

=
dnx(t)

dtn
. (1.24)

Таким образом, производная дельта-функции лю-
бого порядка выделяет производную подынтеграль-
ной функции соответствующего порядка в тот мо-
мент времени, где сосредоточена дельта-функция
(обобщённое фильтрующее свойство). Производ-
ные дельта-функции порядка n являются чётными
функциями при чётном n и нечётными функциями
при нечётном n.

Используя формулу (1.19) и дифференцируя (??)1

по t под знаком интеграла, можно получить инте-

1См. приложение ??, с. ??.



Ю. В. Земсков. АСОИУ. Часть I. Основы теории сигналов и систем. ВПИ ВолгГТУ, 2003 г. 7

гральное представление для функции Дирака:

δ(t) =
1

2πj

c+j∞∫

c−j∞
est ds. (1.25)

Задача 1.1 Вычислите свёртку следующих сигналов:

1) e−atσ(t) и e−btσ(t);
2) e−jω1tσ(t) и e−jω2tσ(t);
3) e−a+jω1tσ(t) и e−a+jω2tσ(t);
4) ejω1t и ejω2t ;

5) e−at cosω1t · σ(t) и e−bt cos ω2t · σ(t).

2. Векторное представление сигналов

2.1. Нормированные, метрические и
гильбертовы пространства

1. Пространство сигналов. Дискретный сиг-
нал xn , заданный своими отсчётами в моменты вре-
мени tn (n = 1, 2, . . . , N ), может быть представлен
в виде точки в N -мерном пространстве, координа-
ты которой совпадают с отсчётами сигнала. Если
число отсчётов устремить к бесконечности, то при-
дём к бесконечномерному функциональному про-
странству (пространству функций или простран-
ству непрерывных сигналов). Таким образом, сигнал,
заданный всеми своими значениями в различные
моменты времени, может быть представлен в виде
элемента (радиус-вектора, точки) многомерного (или
бесконечномерного) пространства. В данном разделе
мы обсудим некоторые важные для теории сигналов
геометрические понятия, являющиеся предметом ис-
следования функционального анализа.

Говорят, что множество (элементов, функций,
сигналов) имеет структуру, если между элемен-
тами множества установлены соотношения или над
ними определены некоторые операции. Множество,
наделённое структурой, называется пространством.
Обычно определяют операции сложения и вычита-
ния сигналов, а также операцию умножения сиг-
нала на число (масштабирование). Для того, чтобы
множество сигналов с определёнными соответству-
ющим образом операциями сложения, вычитания
и/или умножения являлось пространством, необхо-
димо, чтобы множество было замкнуто относительно
этих операций, то есть взвешенная сумма αx + βy
элементов x и y рассматриваемого множества также
должна являться элементом данного множества. По
этой причине, например, не является пространством
множество импульсов амплитудой не больше 10 В.

2. Метрическое пространство. Простран-
ство A называется метрическим, если для любой
пары его элементов x и y задано вещественное
число d(x, y), часто обозначаемое ‖x− y‖ и име-
ющее смысл расстояния между элементами, причём
должны выполняться следующие аксиомы:

1) свойство неотрицательности:
∀x, y ∈ A : d(x, y) > 0;

2) свойство идентичности:
d(x, y) = 0 ⇔ x = y;

3) свойство симметрии:
d(x, y) = d(y, x);

4) неравенство треугольника:
∀x, y, z ∈ A : d(x, y) + d(y, z) > d(x, z).

Заметим, что расстояние — всегда вещественное
число, даже если рассматриваются комплексные сиг-
налы. На одном и том же множестве можно задать
различные метрики (способы вычисления расстоя-
ния), при этом получаются разные пространства.

Если рассматривается пространство непрерыв-
ных функций (сигналов), определённых на отрезке
a 6 t 6 b, то метрику часто задают в виде

dk(x, y) =
(∫ b

a
|x(t)− y(t)|k dt

)1/k

, (2.1)

где k выбирают равным единице:

d1(x, y) =
∫ b

a
|x(t)− y(t)| dt, (2.2)

двум (евклидова метрика):

d2(x, y) =
(∫ b

a
|x(t)− y(t)|2 dt

)1/2

(2.3)

или бесконечности:
d∞(x, y) = sup

t∈T
|x(t)− y(t)| . (2.4)

Заметим, что при выборе метрики в интеграль-
ном виде, расстояние между двумя сигналами оказы-
вается равным нулю, если они равны почти всюду,
т. е. отличаются друг от друга на счётном множестве
изолированных точек (говоря математическим язы-
ком — на множестве меры нуль), так как эта разница
не вносит вклад в интеграл, имеющий смысл пло-
щади фигуры, образованной при вычитании данных
сигналов.

Если рассматриваются дискретные сигналы, за-
данные в виде наборов n вещественных чисел
(x, y ∈ Rn), или векторы, определённые своими ко-
ординатами в некотором базисе, то во всех форму-
лах для вычисления метрики интеграл заменяется на
сумму:

dk(x, y) =
( n∑

i=1

|xi + yi|k
)1/k

. (2.5)

Если рассматривается множество n-значных дво-
ичных слов (комбинации нулей и единиц дли-
ной n), то используют расстояние Хемминга — чис-
ло несовпадающих символов в словах x и y:

dH(x, y) =
n∑

i=1

(
(xi + yi)mod 2

)
. (2.6)

Например, dH(1 1 0 1 0, 1 0 0 1 1) = 2.
Покажите самостоятельно, что для перечислен-

ных способов задания метрики выполняются аксио-
мы 1–4.

Отображение элементов множества в числовое
значение (скаляр) называется функционалом. Таким
образом, метрика — это функционал.
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3. Нормированное пространство. Аналогично
метрике определяется норма, имеющая смысл длины
вектора. Пространство A называется нормирован-
ным, если для любого элемента x этого простран-
ства задано вещественное число ‖x‖, причём выпол-
няются аксиомы:

1) ‖x‖ > 0;
2) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;
3) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖, где λ — число;
4) ‖x + y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.
Если рассматриваются комплексные сигналы, то

норму часто задают в виде

‖x‖ =
(∫

x(t) · x∗(t) dt

)1/2

. (2.7)

Квадрат нормы называют энергией сигнала Ex .
Для вещественных сигналов комплексное сопряже-
ние можно опустить:

‖x‖ =
(∫

x2(t) dt
)1/2

. (2.8)

Если на множестве сигналов задана операция вы-
читания, то метрику можно задать в виде нормы раз-
ности сигналов. В этом случае говорят, что метрика
согласована с нормой.

4. Линейное пространство сигналов. Часто
на множестве сигналов вводят структуру линейно-
го пространства. Линейное пространство L (век-
торное пространство) — это множество объектов–
векторов с определёнными операциями сложения
векторов x + y и умножения вектора на число (ска-
ляр) λx, замкнутое относительно этих операций, т.е.

∀x ∈ L ⇒ (λ · x) ∈ L,

∀x, y ∈ L ⇒ x + y ∈ L,

причём должны выполняться следующие аксиомы:
1) коммутативность сложения векторов:

x + y = y + x

и умножения вектора на скаляр:
λx = xλ;

2) ассоциативность сложения векторов:
(x + y) + z = x + (y + z)

и умножения вектора на скаляр:
(αβ)x = α(βx);

3) дистрибутивность умножения на скаляр отно-
сительно сложения векторов:

λ(x + y) = λx + λy

и дистрибутивность умножения на вектор относи-
тельно сложения скаляров:

(α + β)x = αx + βx;
4) существование нулевого вектора:

∀x ∈ L : x + y = x ⇔ x ≡ 0;
5) существование противоположного вектора

(для любого x существует ему противоположный):
∀x ∈ L ∃y ∈ L : x + y = 0 ⇔ y ≡ −x;

6) унитарность умножения на скаляр:
∀x ∈ L : 1 · x = x.

Линейное пространство может быть как действи-
тельным, так и комплексным (в последнем случае
все сигналы и числа могут принимать комплексные
значения).

5. Скалярное произведение сигналов. Нако-
нец, по аналогии с обычным векторным простран-
ством, в линейном пространстве сигналов задают
скалярное (внутреннее) произведение 〈x , y〉 —
функционал, отображающий упорядоченную пару
элементов пространства x и y на множество веще-
ственных или комплексных чисел, причём должно
выполняться:

1) 〈x , y〉 > 0;
2) 〈x , y〉 = 〈y , x〉∗ ;
3) 〈λx , y〉 = λ 〈x , y〉 ; 〈x , λy〉 = λ∗ 〈x , y〉;
4) 〈x1 + x2 , y〉 = 〈x1 , y〉+ 〈x2 , y〉.
Линейное пространство, в котором введено ска-

лярное произведение, называют гильбертовым1.
С помощью скалярного произведения можно вве-

сти понятие нормы сигнала:

‖x‖ =
√
〈x , x〉, (2.9)

в этом случае говорят, что норма порождена ска-
лярным произведением. В комплексном гильберто-
вом пространстве непрерывных сигналов скалярное
произведение задают обычно в виде

〈x , y〉 =
∫

x(t) y∗(t) dt, (2.10)

где звёздочка означает комплексное сопряжение.
Для дискретных сигналов интеграл заменяют

суммой:

〈x , y〉 =
∑

i

xi y
∗
i . (2.11)

Угол ϕxy между сигналами x и y определяется
согласно равенству

cosϕxy =
Re 〈x , y〉
‖x‖ · ‖y‖ . (2.12)

Два сигнала называются ортогональными, если их
скалярное произведение равно нулю. Можно дока-
зать, что из равенства ±90◦ угла между комплекс-
ными сигналами ещё не следует их ортогональность.
Действительно, рассмотрим на некотором отрезке T
постоянные сигналы x(t) = a + jb и y(t) = c + jd.
Их скалярное произведение

〈x , y〉 =
∫

T
(a + jb) (c− jd) dt =

=
∫

T

(
(ac + bd) + (−ad + bc)

)
dt =

=
(
ac + bd + j(bc− ad)

) · T ;
Re(x, y) = (ac + bd) · T.

Если ϕxy = ±π/2, то Re 〈x , y〉 = 0, но мнимая часть
(bc− ad) · T может быть не равна нулю.

Для гильбертова пространства справедливо
неравенство Коши–Буняковского (иногда называе-
мое неравенством Шварца):

|〈x , y〉| 6 ‖x‖ · ‖y‖ . (2.13)
1Более точное определение гильбертова пространства можно найти в курсе функционального анализа, например: Люстер-

ник Л.А., Соболев В.И. Краткий курс функционального анализа.— М., 1982.
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Доказательство. Рассмотрим неравенство
〈x− λy , x− λy〉 > 0

(оно выполняется благодаря свойству 1 скалярного
произведения, здесь λ — скаляр). Раскрывая левую
часть данного неравенства, получим:

〈x , x〉 − 2λ 〈x , y〉+ λ2 〈y , y〉 > 0.

Квадратный трёхчлен (относительно λ) неотрицате-
лен, следовательно, дискриминант отрицателен или
равен нулю:

〈x , y〉2 − 〈x , x〉 · 〈y , y〉 6 0,

откуда и следует неравенство Коши–Буняковского.
¤

Рассмотрим несколько примеров использования
векторного представления сигналов.

Пример 2.1 Аппроксимация четверть-волны косину-
соиды прямоугольным импульсом той же амплитуды
(рис. 2.1 а).

Предположим, что требуется подобрать длитель-
ность t1 прямоугольного импульса

y(t) = A
(
σ(t)− σ(t− t1)

)
,

чтобы расстояние между ним и сигналом

x(t) = A cos(πt/2t0)
(
σ(t)− σ(t− t0)

)

было как можно меньше.
Найдём сначала энергию исходного сигнала:

‖x(t)‖2 =
∫ ∞

−∞
x2(t) dt = A2

∫ t0

0

cos2
tπ

2t0
dt.

Здесь мы использовали формулу

cos2 α = (1 + cos 2α)/2.

Получаем, что энергия равна

‖x‖2 =
A2

2

∫ t0

0

dt +
A2

2

∫ t0

0

cos
tπ

t0
dt =

=
A2 t

2

∣∣∣∣
t0

0

+
A2 t0
2π

sin
tπ

t0

∣∣∣∣
t0

0

=
A2t0

2
.

откуда норма ‖x‖ = A
√

t0/2. Аналогично находятся энер-
гия и норма прямоугольного импульса:

‖y‖2 = A2

∫ t1

0

dt = A2t1; ‖y‖ = A
√

t1.

Скалярное произведение

〈x , y〉 =
∫ ∞

−∞
x(t) y(t) dt = A2

min(t0, t1)∫

0

cos
πt

2t0
dt =

= A2 2t0
π

sin
2πt

2t0

∣∣∣∣
min(t0, t1)

0

=
2A2t0

π
· sin π ·min(t0, t1)

2t0
.

При t1 < t0 получаем

〈x , y〉 =
2A2t0

π
sin

πt1
2t0

,

а при t1 > t0 взаимная энергия равна

〈x , y〉 =
2A2t0

π
,

т. к. sin π/2 = 1.
Наконец, найдём квадрат расстояния (энергию разно-

сти сигналов)

‖x− y‖2 = 〈x− y , x− y〉 = ‖x‖2 − 2 〈x , y〉+ ‖y‖2 =

=





A2t0
2

+ A2t1 − 4A2t0
π

· sin πt1
2t0

при t1 < t0;

A2t0
2

+ A2t1 − 4A2t0
π

при t1 > t0.

Для нахождения минимума приравняем нулю произ-
водную ‖x− y‖2 по t1 .

При t1 < t0 :

d

dt1
‖x− y‖2 = A2

(
1− 2 cos

t1π

2t0

)
= 0,

откуда получаем что cos(πt1/2t0) = 1/2, следовательно
πt1/2t0 = π/3 и длительность прямоугольного импульса
должна быть равна t1 = 2t0/3. При этом расстояние меж-
ду сигналами

‖x− y‖ = A

√
t0(7/6− 2

√
3/π) ≈ 0,253 A

√
t0.

При t1 > t0 квадрат расстояния ‖x− y‖2 линейно уве-
личивается при увеличении t1 , следовательно, минимум
достигается при t1 = t0 , но при этом

‖x− y‖ = A
√

t0(1,5− 4/π) ≈ 0,476 A
√

t0,

что больше предыдущего значения. Итак, окончательно
получаем, что

t1 = 2t0/3.

На рис. 2.2 показана программа, реализующая вычис-
ление длительности прямоугольного импульса, аппрокси-
мирующего четверть волны косинусоидального сигнала.

Пример 2.2 Аппроксимация прямоугольного импуль-
са другим прямоугольным импульсом (рис. 2.1 б).

Рассмотрим прямоугольный импульс x(t) амплиту-
дой A0 и длительностью t0 :

x(t) = A0

(
σ(t)− σ(t− t0)

)

и прямоугольный импульс амплитудой A1 и длительно-
стью t1 :

y(t) = A1

(
σ(t)− σ(t− t1)

)
.

Нетрудно найти, что

‖x(t)‖ = A0

√
t0; ‖y(t)‖ = A1

√
t1;

〈x , y〉 = A0A1 min(t0, t1);

‖x− y‖ =
(
A2

0t0 + A2
1t1 − 2A0A1 min(t0, t1)

)1/2
.

При t0 6 t1 расстояние

‖x− y‖ = (A2
0t0 − 2A0A1t0 + A2

1t1)
1/2,

а при t0 > t1 :

‖x− y‖ = (A2
0t0 − 2A0A1t1 + A2

1t1)
1/2.

Если обозначить t1/t0 = τ , A1/A0 = α, то при τ > 1:

‖x− y‖2 = A2
0t0(1− 2α + α2τ),

а при τ 6 1:

‖x− y‖2 = A2
0t0(1− 2ατ + α2τ).

Теперь найдём такое τ , при котором ‖x− y‖2 = min.
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Рис. 2.1. Аппроксимация сигналов
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Рис. 2.2. Аппроксимация четверть-волны косинусоиды прямоугольным импульсом той же амплитуды (про-
грамма для MathCAD)

При τ > 1 расстояние ‖x− y‖ линейно увеличивается
с ростом τ , поэтому точке минимума соответствует τ = 1,
следовательно, t0 = t1 , при этом

‖x− y‖ = A0(1− α)
√

t0.

При τ 6 1 возможны следующие варианты:
1) если α < 2, то ‖x− y‖2 линейно уменьшается с уве-

личением τ и тогда минимум достигается опять при τ = 1;
2) если α > 2, то ‖x− y‖2 линейно увеличивается с

увеличением τ и минимум соответствует τ → 0 (очень ко-
роткий импульс), но при этом ‖x− y‖ → A0

√
t0 , т.е. боль-

ше, чем в первом случае;
3) если α = 2, то расстояние ‖x− y‖ = A0

√
t0 при

любом τ , что снова больше, чем при τ = 1.

Итак, при равной длительности прямоугольных им-
пульсов (t0 = t1 ) обеспечивается минимальное расстояние
между ними, независимо от их амплитуды.

Теперь найдём α, при котором ‖x− y‖2 = min,
считая τ заданным. Приравнивая нулю производную
d

dα
‖x− y‖2 , при τ > 1 получаем A1 = A0t0/t1 , а при

τ 6 1 получаем α = 1, т. е. A1 = A0 независимо от дли-
тельности импульсов t0 и t1 .

2.2. Базис в пространстве сигналов

Напомним несколько определений из линейной
алгебры.

Пусть {αi}n
i=1 — набор скаляров, {xi}n

i=1 — на-
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бор векторов линейного пространства сигналов. Ли-
нейная комбинация векторов xi с коэффициента-
ми αi — это вектор, полученный по правилу

y =
n∑

i=1

αi xi.

Набор скаляров называют тривиальным, если
все элементы набора равны нулю.

Набор векторов xi называют линейно незави-
симым, если их линейная комбинация равна нулю
лишь в случае, когда набор скаляров αi тривиален,
т. е. если нельзя выразить какой-нибудь вектор из
набора через линейную комбинацию остальных.

Набор векторов xi линейно зависим, если суще-
ствует нетривиальный набор скаляров αi , такой что

n∑

i=1

αi xi = 0.

Другими словами, набор линейно зависим, если име-
ется вектор из этого набора, равный линейной ком-
бинации остальных:

xk = − 1
αk

n∑

i=1
i6=k

αi xi.

Набор ортогональных ненулевых векторов xi ли-
нейно независим. Данное утверждение можно до-
казать, приравняв к нулю линейную комбинацию∑

k αk xk :

0 = 〈0 , xi〉 =
〈∑

k

αk xk , xi

〉
=

∑

k

αk 〈xk , xi〉 =

= αi 〈xi , xi〉 = 0 ⇒ αi = 0.
Набор векторов xi линейного пространства назы-

вают полным, если любой вектор y, принадлежащий
данному пространству, можно представить в виде
некоторой линейной комбинации векторов из этого
набора:

y =
n∑

i=1

αi xi.

Теорема 2.1 Если из полного набора вычерк-
нуть те векторы, которые выражаются через ли-
нейную комбинацию остальных, то получится
по-прежнему полный набор, но уже линейно
независимый.

Доказательство. (Метод прополки). Пусть
{xi}n

i=1 — полный набор в некотором линейном про-
странстве L. Пусть некоторый вектор xk выражается
через линейную комбинацию остальных. Вычеркнем
xk из набора {xi}n

i=1 , тогда после приведения по-
добных членов в разложении y вместо xk останется
линейная комбинация пока не вычеркнутых векто-
ров xi , но уже с другими коэффициентами. И так
до тех пор, пока не окажется ни одного xk , пред-
ставимого через линейную комбинацию остальных.
¤

Полный линейный независимый набор векторов
линейного пространства называется базисом этого
пространства.

Любой вектор можно представить в виде ли-

нейной комбинации базисных векторов. Выбор ба-
зиса неоднозначен. Так, любой из векторов базиса
xk можно заменить на λxk (где λ 6= 0) или приба-
вить к любому вектору базиса линейную комбина-
цию остальных.

Если к базису добавить любой вектор, то по-
лучившийся набор будет уже линейно зависимым
(данное утверждение следует из полноты бази-
са и определения линейной зависимости). Если
{xi}n

i=1 — полный набор в линейном пространстве L,
а {yi}m

i=1 — линейно независимый набор в L, то
n > m.

Если набор {xi}n
i=1 — базис в L, а набор

{yi}m
i=1 — некоторый другой базис в L, то n = m.

Число векторов в базисе называют размерностью
линейного пространства (таким образом, размер-
ность не зависит от выбора базиса).

Коэффициенты {αi}n
i=1 в разложении любого

вектора y ∈ L по векторам базиса {xi}n
i=1 называет-

ся координатами вектора y в этом базисе. Коорди-
наты зависят от выбора базиса. При сложении векто-
ров (умножении вектора на скаляр) его соответству-
ющие координаты также складываются (умножаются
на скаляр).

Все приведённые утверждения справедливы и
для линейного пространства сигналов.

Часто удобно некоторый сигнал x(t) рассматри-
вать не как функцию, заданную бесконечным чис-
лом своих значений в различные моменты време-
ни, а работать со счётным количеством коэффици-
ентов αi разложения x(t) по некоторым базисным
сигналам ηi(t):

x(t) =
∑

i

αi ηi(t). (2.14)

Такое разложение называется обобщённым ря-
дом Фурье1, а коэффициенты αi — спектральны-
ми коэффициентами. Набор спектральных коэффи-
циентов образуют спектр сигнала. Число базисных
функций и, следовательно, число спектральных ко-
эффициентов обычно бесконечно. Заметим, что ди-
намическое представление сигналов – частный слу-
чай векторного, соответствующего выбору базисных
сигналов в виде дельта-функций или ступенек Хеви-
сайда.

Набор сигналов называют ортогональным, если
все их попарные скалярные произведения равны ну-
лю, т. е. если 〈ηi , ηk〉 = 0 для любых i 6= k. Набор
называют ортонормированным, если 〈ηi , ηk〉 = δik ,
где символ Кро́некера

δik =

{
1, i = k,

0, i 6= k.

Теорема 2.2 Если базисные сигналы ηi(t) ор-
тогональны, то спектральные коэффициенты в

1Жан Батист Жозеф Фурье́ (Fourier) — французский математик (1768–1830).
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разложении (2.14) находятся по формуле

αi =
〈x , ηi〉
〈ηi , ηi〉 . (2.15)

Доказательство.
〈x , ηk〉 =

〈∑

i

αi ηi , ηk

〉
=

=
∑

i

αi 〈ηi , ηk〉 = αk 〈ηk , ηk〉 .

¤
Для ортонормированного базиса

αi = 〈x , ηi〉 , (2.16)
т. к. 〈ηi , ηi〉 = ‖ηi‖2 = 1.

Найдём набор коэффициентов αi , при котором
ряд

∑
αi ηi(t) наилучшим образом аппроксимирует

сигнал x(t), т. е. при котором минимально расстоя-
ние ‖x(t)−∑

αi ηi(t)‖. Энергия ошибки

0 6
∥∥∥x−

∑

i

αiηi

∥∥∥
2

=
〈
x−

∑

i

αiηi , x−
∑

i

αiηi

〉
=

= 〈x , x〉 −
∑

i

αi 〈ηi , x〉 −
∑

i

α∗i 〈x , ηi〉 +

+
∑

i

αiα
∗
i 〈ηi , ηi〉.

Обозначим
〈x , ηi〉 / 〈ηi , ηi〉 = xi;

‖ηi‖ =
√
〈ηi , ηi〉 = Ai.

Тогда получаем

‖x‖2 −
∑

i

αi A
2
i x∗i −

∑

i

α∗i A2
i xi +

∑

i

αiα
∗
i A2

i .

Прибавим и вычтем
∑
i
‖x‖2 , тогда энергия ошибки

‖x‖2 −
∑

i

|xi|2 +
∑

i

(αi Ai − xi) · (αi Ai − xi)∗ =

= ‖x‖2 −
∑

i

|xi|2 +
∑

i

|αi Ai − xi|2.

Минимум ошибки ‖x‖2 −∑
i
|xi|2 достигается

при αi = xi/Ai . Таким образом, коэффициенты (2.15)
ряда Фурье (2.14) обеспечивают наилучшую аппрок-
симацию произвольного сигнала по векторам набо-
ра ηi . При этом энергия ошибки аппроксимации рав-
на ∥∥∥x−

∑

i

xiηi

∥∥∥
2

= ‖x‖2 −
∑

i

|xi|2 > 0.

Отсюда следует неравенство Бесселя:∑

i

|xi|2 6 ‖x‖2 (2.17)

— сумма квадратов коэффициентов разложения сиг-
нала по любому набору векторов ηi(t) не больше
квадрата нормы этого сигнала. Для полной систе-
мы векторов ηi неравенство Бесселя обращается в
равенство (условие полноты набора ηi):∑

i

|〈x , ηi〉|
‖ηi‖2 = ‖x‖2 . (2.18)

Таким образом, энергия сигнала складывается из
энергий всех его спектральных компонент.

Теорема 2.3 Для полной ортонормированной
системы векторов ηi известно равенство Парсе-
валя:

〈x , y〉 =
∑

i

〈x , ηi〉 · 〈ηi , y〉. (2.19)

Доказательство. Выполним разложение сигна-
лов x(t) и y(t) по базисным сигналам:

x =
∑

i

〈x , ηi〉 ηi; y =
∑

k

〈y , ηk〉 ηk.

Тогда

〈x , y〉 =
〈∑

i

〈x , ηi〉 ηi ,
∑

k

〈y , ηk〉 ηk

〉
=

=
∑

i

∑

k

〈x , ηi〉 · 〈y , ηk〉∗ · 〈ηi , ηk〉 =

=
∑

i

〈x , ηi〉 · 〈ηi , y〉,

т. к. 〈ηi , ηk〉 = δik . ¤
Аппаратный способ нахождения коэффициентов

разложения сигнала в обобщённый ряд Фурье пока-
зан на рис. 2.3. В схеме используются умножители
и интеграторы.

2.3. Разложение периодических сигналов в ряд
Фурье

Наиболее часто используемый базис, по которо-
му раскладывают другие сигналы, — это система
экспонент с мнимым показателем{

ηk(t; ω1) = Aejkω1t
}

k=0,±1,±2,...
(2.20)

с кратными частотами1 k ω1 . Разложение сигнала по
данному базису называется гармоническим анали-
зом.

Докажем сначала, что набор функций (2.20)
является ортогональным на отрезке [t, t + T ], где
T = 2π/ω1 , и найдём амплитуду A, при которой он
становится ортонормированным.

Скалярное произведение двух произвольно взя-
тых сигналов ηn(t) и ηm(t) из рассматриваемого на-
бора

〈ηn , ηm〉 =
∫ t+ 2π

ω1

t
A2ejω(n−m) dt =

=
A2

jω1(n−m)
ejω(n−m)t

∣∣∣∣
t+ 2π

ω1

t

=

=
A2

jω1(n−m)
ejω(n−m)t

(
ejω(n−m)2π − 1

)
=

=
A2ejω(n−m)tej(n−m)π

jω1(n−m)

(
ej(n−m)π − e−j(n−m)π

)
=

=
2A2ejω(n−m)tej(n−m)π

ω1(n−m)
· ej(n−m)π − e−j(n−m)π

2j
=

=
2A2

ω1(n−m)
ej(n−m)(ω1t−π) sin

(
(n−m)π

)
.

При n 6= m базисные сигналы ортогональны:
〈ηn , ηm〉 = 0, т. к. sinπk = 0.

При n = m неопределённость 0/0 раскрывается
по правилу Лопиталя (или разложением в ряд Тей-

1Напомним, что круговая частота ω = 2π f измеряется в рад/c.
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× ∫
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6

Рис. 2.3. Параллельная (а) и последовательная (б) схема устройства для вычисления спектральных коэф-
фициентов

лора): вычисляем производные числителя и знаме-
нателя функции

〈ηn , ηm〉 =
2A2

ω1
· sin(kπ)

k
,

где k = n−m = 0. Получаем, что при k = 0:

〈ηn , ηm〉 =
2A2

ω1
· π cos(kπ)

1
=

2A2π

ω1
.

Если выбрать 2A2π/ω1 = 1, т.е. A =
√

ω1/2π = 1/
√

T ,
то получим ортонормированный набор:

〈ηn , ηm〉 = δnm =

{
1, n = m;
0, n 6= m.

Теперь найдём коэффициенты разложения (спек-
тральные коэффициенты) некоторой периодической
с периодом T функции x(t) по ортонормированному
базису {

1√
T

ej2πkt/T

}

k=0,±1,±2,...

. (2.21)

Используя (2.16), получаем

αk = 〈x(t) , ηk(t)〉 =
1√
T

∫

T
x(t) e−j 2πkt

T dt,

где интеграл берётся по любому отрезку длиной T ,
например, от 0 до T или от −T/2 до T/2 (при этом
значение интеграла не изменяется). Итак, если сиг-
нал x(t) имеет период T , то его можно представить
в виде бесконечной суммы

x(t) =
∞∑

k=−∞
αk · exp

(
j
2πkt

T

)
;

αk =
1
T

∫

T
x(t) · exp

(
−j

2πkt

T

)
dt

(2.22)

Данное разложение называется рядом Фурье в ком-
плексной форме, а слагаемые данного ряда — гармо-
никами сигнала x(t).

Здесь мы не доказали полноту набора (2.20), но
известно, что для равномерной сходимости ряда Фу-
рье достаточно, чтобы сигнал x(t) был непрерывным,
а его первая производная по времени — кусочно-
непрерывна. Если сигнал имеет разрывы первого ро-
да (в пределах периода число таких разрывов, а так-
же число экстремумов сигнала должно быть конеч-
но), то ряд Фурье в точках разрыва ti сходится к
среднему арифметическому

(
x(ti − 0) + x(ti + 0)

)
/2.

При этом по обе стороны от точки разрыва наблюда-
ются всплески около 9% от величины скачка функ-
ции в точке разрыва (явление Гиббса), т. е. сходи-
мость уже́ не является равномерной.

Из (2.22) следует, что в случае действительного
сигнала x(t) спектральные коэффициенты (ампли-
туды гармоник) удовлетворяют равенству α−k = α∗k
(см. задачу 3 на с. 16). Т. к. по формуле Эйлера

ej 2πkt
T + e−j 2πkt

T

2
= cos

2πkt

T
;

ej 2πkt
T − e−j 2πkt

T

2j
= sin

2πkt

T
,

(2.23)

то рассмотренный базисный набор комплексных экс-
понент (2.21) в случае действительных сигналов x(t)
эквивалентен набору тригонометрических функций:

1√
T

,

{√
2
T

cos
2πkt

T
,

√
2
T

sin
2πkt

T

}

k=1, 2,...

(2.24)
— каждая пара гармоник с номерами k и −k
(k 6= 0) раскладывается на взвешенную сумму
ak cos(2πkt/T ) + bk sin(2πkt/T ).

Таким образом, действительный T -периодический
сигнал можно представить в виде суммы

x(t) = a0 +
∞∑

k=1

(
ak cos

2πkt

T
+ bk sin

2πkt

T

)
,

(2.25)
где спектральные коэффициенты вычисляются по
формулам

a0 =
1
T

∫

T
x(t) dt; ak =

2
T

∫

T
x(t) cos

2πkt

T
dt;

(k = 1, 2, . . .) bk =
2
T

∫

T
x(t) sin

2πkt

T
dt.

(2.26)
Данное разложение называется рядом Фурье в три-
гонометрической форме. Амплитуда нулевой гармо-
ники (величина постоянной составляющей сигнала,
т. е. его среднее значение) в обеих формах записи
одинакова: α0 = a0 , а амплитуды остальных гармо-
ник связаны соотношением αk = (ak − jbk)/2 (см.
задачу 11 на с. 16). Если известны αk , то ak и bk

можно найти по формулам:
ak = αk + α−k = 2 Reαk;
bk = j (αk − α−k) = −2 Imαk.

(2.27)

Гармоника с частотой ωk = 2πk/T = ω1k имеет

амплитуду Ak =
√

a2
k + b2

k = 2 |αk| и начальную фа-

зу ϕk = arg αk = − arctg (bk/ak), поэтому ряд Фурье
для действительного сигнала можно переписать в
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амплитудно-фазовой форме:

x(t) = a0 +
∞∑

k=1

Ak cos (2πkt/T + ϕk). (2.28)

Пример 2.3 Разложить в ряд Фурье последователь-
ность однополярных прямоугольных импульсов (меандр,
рис. 2.4) амплитудой A, симметричную относительно на-
чала отсчёта времени t = 0, скважность (отношение пери-
ода T к длительности импульса τ ) равна q = T/τ .

Постоянная составляющая

a0 =
A

T

∫ τ/2

−τ/2

dt =
Aτ

T
= A/q;

амплитуды остальных гармоник

ak =
2A

T

∫ τ/2

−τ/2

cos
2πkt

T
dt =

2A

T

T

2πk
sin

2πkt

T

∣∣∣∣
τ/2

−τ/2

=

=
2A

πk
sin

πkτ

T
=

2A

πk
sin

πk

q
;

т. к. cos(πkτ/T ) = cos(−πkτ/T ), то

bk =
2A

T

∫ τ/2

−τ/2

sin
2πkt

T
dt = 0.

Получаем ряд Фурье для рассматриваемого сигнала в
тригонометрической форме:

x(t) =
A

q

(
1 + 2

∞∑

k=1

sin(πk/q)
πk/q

cos
2πkt

T

)
.

Т. к. все bk = 0, то согласно формуле (2.27) коэф-
фициенты ряда Фурье в комплексной форме будут равны
αk = ak/2.

Спектральная диаграмма для меандра скважности 2
изображена на рис. 2.4 б (показаны коэффициенты раз-
ложения αk , которые в данном случае имеют нулевую
мнимую часть и в два раза меньше, чем коэффициенты
ak ). Как видим, все чётные гармоники (кроме нулевой)
равны нулю. На рис 2.4 в показан сигнал, образованный
суммой гармоник с номерами k = 0, ±1, ±2, ±3 (пунктир-
ная кривая), и с номерами k = 0, ±1, . . . , ±10 (сплошная
линия). Хорошо видно явление Гиббса — всплески по обе
стороны от точек разрывов.

Пример 2.4 Найдём спектр последовательности тре-
угольных импульсов (рис. 2.5 а), симметричных относи-
тельно начала отсчёта времени, амплитудой A, длитель-
ностью τ , следующих друг за другом с периодом T .

В пределах одного периода, на отрезке
t ∈ [−T/2, T/2]:

x(t) =

{
A (2t/τ + 1) при −τ/2 6 t 6 0;
A (−2t/τ + 1) при 0 6 t 6 τ/2.

Раскладывая в ряд Фурье, получим

αk =
1
T

∫ T/2

−T/2

x(t) e−jω1kt dt =

=
A

T

∫ 0

−τ/2

(
2t

τ
+ 1

)
e−jω1kt dt+

+
A

t

∫ τ/2

0

(
−2t

τ
+ 1

)
e−jω1kt dt =

=
2A

Tτ

(∫ 0

−τ/2

te−jω1kt dt−
∫ τ/2

0

t e−jω1kt dt

)
+

+
A

T

(∫ 0

−τ/2

e−jω1kt dt−
∫ τ/2

0

e−jω1kt dt

)
.

Первые два интеграла берутся по частям:

∫
t e−αt dt = − 1

α

∫
t de−αt =

= − 1
α

(
t e−αt −

∫
e−αt dt

)
=

= − 1
α

(
t e−αt +

1
α

e−αt

)
= − 1

α2
e−αt − t

α
e−αt,

в результате получим:

αk =
2A

Tτ

[
1

ω2
1k2

e−jω1kt − t

jω1k
e−jω1kt

]∣∣∣∣
0

− τ
2

−

− 2A

Tτ

[
1

ω2
1k2

e−jω1kt − t

jω1k
e−jω1kt

]∣∣∣∣
τ
2

0

−

− A

T

1
jω1k

e−jω1kt

∣∣∣∣
0

−τ/2

− A

T

1
jω1k

e−jω1kt

∣∣∣∣
τ
2

0

=

=
2A

Tτ

[
1

ω2
1k2

− 1
ω2

1k2
ejω1 k τ/2 − τ

2jω1k
ejω1 k τ/2

]
−

− 2A

Tτ

[
1

ω2
1k2

e−jω1k τ/2 − τ

2jω1k
e−jω1k τ/2 − 1

ω2
1k2

]
−

− A

jTω1k

(
1− ejω1k τ/2 + e−jω1k τ/2 − 1

)
=

=
4A

Tτω2
1k2

− 2A

Tτω2
1k2

(
ejω1 k τ/2 + e−jω1 k τ/2

)
=

=
4A

t τ ω2
1 k2

(
1− cos(ω1 kτ/2)

)
=

AT

π2k2τ

(
1− cos

πkτ

T

)
.

При k = 0 неопределённость 0/0 устраняется, если
разложить cos α в ряд Тейлора

cos α = 1− α2/2 + . . . ,

откуда

α0 =
AT

π2k2τ

π2k2τ2

2T 2
=

Aτ

2T
.

Итак,

α0 =
Aτ

2T
; αk =

AT

π2k2τ

(
1−cos

πkτ

T

)
, k=1, 2, . . . .

Например, рассмотрим сигнал x(t) при T = 8, τ = 6,
A = 3. Тогда

α0 = 9/8; α1 =
3 · 8
π26

(
1− cos

3π

4

)
=

4
π2

(
1 +

√
2

2

)
;

α2 =
1
π2

; α3 =
4

9π2

(
1−

√
2

2

)
=

8
9π2

; α4 =
1

4π2
; . . . .

Если раскладывать x(t) в ряд Фурье по тригономет-
рическим функциям, то

ak = αk + α−k = 2αk; bk = j (αk − α−k) = 0,

а при разложении в ряд Фурье в амплитудно-фазовой
форме:

Ak = ak = 2αk; ϕk = 0.
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Рис. 2.4. Разложение меандра в ряд Фурье: а) исходный сигнал; б) спектральная диаграмма; в) результат
суммирования первых гармоник: k = 0,±1,±2,±3 (пунктир); k = 0,±1, . . . ,±10 (сплошная линия)
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Рис. 2.5. Разложение в ряд Фурье последовательности треугольных импульсов: а) симметричыне треуголь-
ные импульсы; б) пилообразные импульсы

Пример 2.5 Спектр пилообразного сигнала
(рис. 2.5 б):

a0 =
1
T

∫ T

0

At

T
dt = A/2;

ak =
2
T

∫ T

0

At

T
cos

2πkt

T
dt

bk =
2
T

∫ T

0

At

T
sin

2πkt

T
dt.

Подобные интегралы берутся по частям:

∫ T

0

t sin at dt =
−1
a

∫ T

0

t d cos at =

=
−1
a

t cos at

∣∣∣∣
T

0

+
1
a

∫ T

0

cos at dt =

=
(−1

a
t cos at +

1
a2

sin at

)∣∣∣∣
T

0

=

=
1
a2

sin aT − T

a
cos aT

Тогда

bk =
2
T

A

T

(
T 2

4π2k2
sin 2πk − T 2

2πk
cos 2πk

)
=

= 0− 2AT 2

2T 2πk
= − A

πk
.

Коэффициенты ak найдите самостоятельно.

Пример 2.6 Докажем, что если сигнал чётный, т. е.
если x(−t) = x(t), то все коэффициенты bk = 0 (где
k = 0, 1, 2, . . .), а если нечётный, т. е. если x(−t) = −x(t),
то все коэффициенты ak = 0 (k = 1, 2, . . .).

Например, для нечётного сигнала, выполняя замену
переменных t → −t и используется чётность косинуса, по-

лучаем

ak =
2
T

( 0∫

−T/2

x(t) cos
2πkt

T
dt +

T/2∫

0

x(t) cos
2πkt

T
dt

)
=

=
2
T

( 0∫

T/2

x(−t) cos
2πk(−t)

T
d(−t) +

T/2∫

0

x(t) cos
2πkt

T
dt

)
=

=
2
T

( 0∫

T/2

x(t) cos
2πkt

T
dt +

T/2∫

0

x(t) cos
2πkt

T
dt

)
= 0.

Для чётного сигнала равенство нулю коэффициен-
тов bk доказывается аналогично.

Задание 2.1 Решите следующие задачи:

1. Дан график спектральных компонент αk разложе-
ния в комплексный ряд Фурье. Как нарисовать графи-
ки для коэффициентов разложения в амплитудно-фазовой
форме?

2. Найдите коэффициенты для ряда Фурье (во всех
трёх формах) и нарисуйте линейчатый спектр (амплитуд-
ный и фазовый) для следующих сигналов:

а) однополярная пила амплитудой A и периодом T ,
возрастающая от 0 до aT (0 < a 6 1);

б) однополярная пила с амплитудой A, убывающая
от 0 до aT (0 < a 6 1);

в) треугольные импульсы положительной полярности,
начало отсчёта времени совпадает с вершиной импуль-
са, амплитуда A, период Т, длительность импульса aT ;
a < 1;

г) x(t) = |A cosωt|;
д) x(t) =

∣∣A sin3 ωt
∣∣;

е) x(t) = A cos2 ωt;

ж) x(t) = A cosΩt · sin ωt, где ω/Ω = k — целое число
(тогда сигнал имеет период T = 2π/Ω);
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з) x(t) = A
∞∑

k=−∞

(
σ(t− kT )− σ(t− kT − τ)

) · cos ωt;

T = 2πn/ω > τ ; τ < T ;

и) x(t) = A
∞∑

k=−∞

(
σ(t− kT )− σ(t− kT − τ)

) · sin ωt;

T = 2πn/ω > τ ; τ < T ;

к) x(t) = A
∞∑

k=−∞

(
σ(t−kT )−σ(t−kT−τ)

) · (t−kT )2 ;

τ < T ;
л) однополярный несимметричный треугольный сиг-

нал, возрастающий от −aT до 0 и убывающий от 0 до bT
(0 < a, b 6 1/2);

м) трапециевидный периодический сигнал, линейно
возрастающий от 0 до aT , остающийся постоянным от aT
до bT и линейно убывающий от bT до T (a < b < 1).

3. Докажите, что спектральные коэффициенты
вещественного сигнала удовлетворяют соотношению:
α−k = α∗k .

4. Докажите, что действительные части Re αk и ам-
плитуды спектральных коэффициентов |αk| вещественно-
го сигнала являются чётными функциями аргумента k, а
мнимые составляющие Im αk и фазовые углы arg αk —
нечётными.

5. Докажите, что коэффициенты разложения αk чёт-
ного действительного сигнала имеют нулевую мнимую
часть и что тригонометрическая форма ряда Фурье для
такого сигнала содержит только косинусоиды.

6. Докажите, что коэффициенты разложения αk

нечётного вещественного сигнала — чисто мнимые и что
тригонометрическая форма ряда Фурье для такого сигна-
ла содержит только синусоиды.

7. Периодическая функция называется нечётно-
гармонической, если её представление в ряд Фурье со-
держит только нечётные гармоники с номерами ±1, ±3,
±5, . . . . Докажите, что необходимым и достаточным
условием для того, чтобы функция x(t) была нечётно-
гармонической, является равенство x(t− T/2) = −x(t).

8. Периодическая функция называется чётно-
гармонической, если её представление в ряд Фурье
содержит только чётные гармоники с номерами 0, ±2,
±4 . . .. Докажите, что необходимым и достаточным
условием для того, чтобы функция x(t) была чётно-
гармонической, является равенство x(t− T/2) = x(t).

9. Докажите, что любой сигнал можно предста-
вить в виде суммы чётно-гармонической и нечётно-
гармонической составляющих.

10. Нарисуйте график какой-нибудь чётно-
гармонической и нечётно-гармонической функции.

11. Докажите, что αk = (ak − jbk)/2.
12. Докажите переход от ряда Фурье в тригонометри-

ческой форме к ряду Фурье в амплитудно-фазовой фор-
ме.

2.4. Преобразование Фурье

Если сигнал x(t) определён на некотором отрезке
[t1; t2], а вне этого отрезка x(t) = 0, то можно счи-
тать любой отрезок длиной T > (t2 − t1) периодом
рассматриваемого сигнала и раскладывать его в ряд
Фурье (2.22):

x(t) =
1
T

∞∑

k=−∞
ej2πkt/T ·

T/2∫

−T/2

x(t) e−j2πkt/T dt.

Ряд Фурье в этом случае сходится к периодической
функции, полученной периодическим продолжением
рассматриваемого сигнала за пределы отрезка, на ко-
тором производится интегрирование.

Устремим период к бесконечности: T →∞, тогда
частота первой гармоники ω1 = 2π/T → 0. При этом
частотный интервал между соседними гармониками
∆ω = ω1 → 0. В пределе дискретная переменная kω1

“превратится” в непрерывную ω, а ∆ω — в диффе-
ренциал dω; в результате, записывая ряд Фурье в
комплексной форме, получим

x(t) = lim
T→∞
ω1→0

ω1

2π

∞∑

k=−∞
ejω1t

∫ T/2

−T/2
x(t) e−jkω1t dt =

=
1
2π

∫ ∞

−∞
ejωt

(∫ ∞

−∞
e−jωt dt

)
dω.

Интеграл в скобках называют (прямым) преобразо-
ванием Фурье сигнала x(t):

F{x(t)} ≡ X(ω) =
∫ ∞

−∞
x(t) e−jωt dt, (2.29)

а внешний интеграл — обратным преобразованием
Фурье:

F−1{X(ω)} ≡ x(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
X(ω) ejωt dω. (2.30)

Результат прямого преобразования (Фурье-образ)
называют спектральной плотностью (спектром)
сигнала. Действительно, если взять малый интер-
вал ∆ω вокруг некоторой частоты ωk , то получим
N = ∆ω/ω1 = ∆ω/(2π/T ) спектральных компонент
внутри этого промежутка с практически одинаковы-
ми частотами; складывая их, как будто они имеют
одинаковую частоту, получим амплитуду

αk =
N

T

∞∫

−∞
x(t) e−jωkt dt =

=
∆ω

2π

∞∫

−∞
x(t) e−jωkt dt = X(ωk)

∆ω

2π
.

Таким образом, отдельные гармоники при рассмот-
ренном предельном переходе “сливаются” и величи-
на X(ωk) характеризует плотность их распределения
возле частоты ωk .

Для того, чтобы существовала пара преобразова-
ний Фурье (2.29–2.30) для сигнала x(t), достаточ-
но одновременного выполнения следующих условий
(условия Дирихле):

1) сигнал x(t) должен быть абсолютно интегри-
руемым: ∫ ∞

−∞
|x(t)| dt < ∞

— глобальное условие, оно обеспечивает сходимость
интеграла (2.29);

2) сигнал x(t) должен иметь конечное число мак-
симумов и минимумов и конечное число точек раз-
рыва первого рода на любом конечном интервале —
локальные условия, они обеспечивают сходимость
интеграла (2.30).
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Вместо абсолютной интегрируемости можно по-
требовать квадратичную интегрируемость, т. е. ко-
нечность энергии сигнала, что предпочтительнее,
т. к. имеет конкретный физический смысл и всегда
выполняется в реальных системах.

Заметим, что в литературе существуют и другие
способы определения пары преобразований Фурье.
Часто используются (благодаря своей симметрично-
сти) следующие пары преобразований:




X(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
x(t) e−jωt dt;

x(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
X(ω) ejωt dω

(2.31)

или 



X(f) =
∫ ∞

−∞
x(t) e−j2πft dt;

x(t) =
∫ ∞

−∞
X(f) ej2πft df.

(2.32)

2.5. Свойства преобразования Фурье

1. Линейность. Образ линейной комбинации
сигналов есть линейная комбинация (с теми же ко-
эффициентами) образов каждого сигнала в отдель-
ности:
F
{∑

i

αi xi(t)
}

=
∑

i

αiF{xi(t)} =
∑

i

αi Xi(ω)

(следует из линейности интеграла).
2. Спектр смещённого сигнала:

F{x(t− τ)} = e−jωτ F{x(t)}.
Доказательство. Делая в интеграле∫ ∞

−∞
x(t− τ) e−jωt dt

замену переменных t− τ → ξ , получим∫ ∞

−∞
x(ξ) e−jωξ e−jωτ dξ = e−jωτ

∫ ∞

−∞
x(t) e−jωt dt.

3. Смещение спектральной характеристики:
X(ω + Ω) = F{

e−jΩ t x(t)
}
.

Доказательство.

X(ω + Ω) =
∫ ∞

−∞
x(t) e−j(ω+Ω) t dt =

=
∫ ∞

−∞
x(t) e−j Ω t e−jωt dt.

4. Спектр производной:
F{ẋ(t)} = jωX(ω) = jωF{x(t)},

где ẋ(t) ≡ dx/dt.
Доказательство. Выполняя интегрирование по

частям, получим∫ ∞

−∞
ẋ(t) e−jωt dt =

= x(t) ejωt
∣∣∞
−∞ −

∫ ∞

−∞
x(t) (−jω) e−jωt dt =

= jω

∫ ∞

−∞
x(t) e−jωt dt,

т. к. если существует преобразование Фурье сигна-
ла x(t), то

x(t) · ejωt
∣∣∞
−∞ = 0.

5. Спектр интеграла. Если сигнал имеет нуле-
вую постоянную составляющую∫ ∞

−∞
x(τ) dτ = 0,

то

F
{∫ t

−∞
x(τ) dτ

}
=

X(ω)
jω

=
F{x(t)}

jω
.

Доказательство. Интегрируя по частям, полу-
чим

∞∫

−∞

( t∫

−∞
x(τ) dτ

)
e−jωt dt =

= − 1
jω

e−jωt

t∫

−∞
x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣

∞

−∞

+
1
jω

∞∫

−∞
x(t) e−jωt dt.

6. Спектр свёртки. Образ свертки двух сигна-
лов равен произведению образов данных сигналов:

F{x(t) ∗ y(t)} = F
{∫ ∞

−∞
x(t)y(t− τ) dτ

}
=

= F{x(t)} · F{y(t)}.
Доказательство. В кратном интеграле∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
x(t− τ) y(τ) dτ

)
e−jωt dt =

=
∫ ∞

−∞
y(τ)

(∫ ∞

−∞
x(t− τ) dt

)
dτ

замена переменных t− τ → ξ приводит к∫ ∞

−∞
y(τ)

(∫ ∞

−∞
x(ξ) e−jωξ dξ

)
e−jωτ dτ =

=
(∫ ∞

−∞
y(τ) e−jωτ dτ

)
·
(∫ ∞

−∞
x(ξ) e−jωξ dξ

)
.

7. Спектр произведения. Спектр произведения
сигналов равен свёртке спектров исходных сигналов,
делённой1 на 2π:

F{x(t) · y(t)} =
1
2π

X(ω) ∗ Y (ω) =

=
1
2π

∫ ∞

−∞
X(ξ) · Y (ω − ξ) dξ

(доказывается аналогично предыдущему свойству).
8. Дифференцирование спектра:

dX(ω)/dω = −j t x(t).
Доказательство.
d

dω

∫ ∞

−∞
x(t) e−jω t dt =

∫ ∞

−∞
x(t) (−jt) e−jω t dt.

9. Масштабирование:

F{x(at)} =
1
|a| X(ω/a).

Доказательство. Выполним в интеграле∫ ∞

−∞
x(at) e−jωt dt

1Некоторые из рассмотренных свойств изменят свой вид, если вместо пары определений (2.29) и (2.30) для преобразования
Фурье использовать какой-либо другой вариант. Например, если использовать определение (2.32), то в данном свойстве исчезнет
коэффициент 2π .
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замену переменных at → ξ , получим
1
|a|

∫ ∞

−∞
x(ξ) e−jωξ/a dξ

10. Сопряжённая симметрия. Если сигнал
действительный, то X(ω) = X∗(−ω). Другими сло-
вами, если записать образ действительного сигнала
в виде суммы действительной и мнимой частей

X(ω) = XRe(ω) + j XIm(ω),
то XRe(ω) — чётная функция, а XIm(ω) — нечётная.

Доказательство. Заменяя экспоненту с мни-
мым показателем тригонометрическими функциями
по формуле Эйлера, пару преобразований Фурье
можно записать в следующем виде:

x(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
X(ω) ejωt dω =

=
1
2π

∞∫

−∞
(XRe + j XIm) · (cosωt + j sinωt) dω;

X(ω) = XRe(ω) + j XIm(ω) =

=
∫ ∞

−∞
x(t) e−jωt dt =

=
∫ ∞

−∞
x(t) · (cosωt− j sinωt) dt.

Приравнивая действительные и мнимые части по-
следнего равенства получим, что функция

XRe(ω) =
∫ ∞

−∞
x(t) cos(ωt) dt

является чётной благодаря чётности косинуса, а
функция

XIm(ω) = −
∫ ∞

−∞
x(t) sin(ωt) dt

является нечётной благодаря нечётности синуса.
Следовательно,

X∗(−ω) = XRe(−ω)− j XIm(−ω) =
= XRe(ω) + j XIm(ω) = X(ω).

Аналогично можно показать, что для действи-
тельного сигнала x(t) модуль образа |X(ω)| — чёт-
ная, а аргумент arg X(ω) — нечётная функция. Дей-
ствительно, если

X(ω) = A(ω) ej ϕ(ω),

то
X(ω) = A(ω) ej ϕ(ω) = X∗(−ω) = A(−ω) e−jϕ(−ω),

откуда
A(−ω) = A(ω); ϕ(−ω) = −ϕ(ω).

11. Обращение времени. Обращение времен-
ной шкалы эквивалентно обращению шкалы частот
и сдвигу на 180◦ начальных фаз всех спектральных
компонент: F{x(−t)} = −X(−ω).

Доказательство. Выполним в интеграле

F{x(−t)} =
∫ ∞

−∞
x(−t) e−jωt dt

замену переменных t → −ξ , получим

−
∫ ∞

−∞
x(ξ) ejωt dξ = −X(−ω).

12. Чётная симметрия. Если сигнал чётный,
т. е. x(t) = x(−t), то спектральная плотность также
чётная: X(ω) = X(−ω).

Доказательство. Сделав замену переменных
t → −t в интеграле

X(−ω) =
∫ ∞

−∞
x(t) ejωt dt

и воспользовавшись чётностью x(t), получим

X(−ω) =

∞∫

−∞
x(−t) e−jωt dt =

∞∫

−∞
x(t) e−jωt dt = X(ω).

Заметим, что если x(t) — чётная и действительная
функция, то X(ω) — также чётная и действительная
(докажите самостоятельно).

13. Нечётная симметрия. Спектральная плот-
ность нечетного сигнала также является нечёт-
ной функцией, т. е. если x(−t) = −x(t), то
X(ω) = −X(−ω). Если сигнал является нечётным и
действительным, то его Фурье-образ — нечётная и
чисто мнимая функция (докажите самостоятельно).

14. Дуальность времени и частоты. Если
F{x(t)} = X(ω), то F{X(t)} = 2πx(ω).

Доказательство. Выполним в интеграле (2.30)
замену переменных t → −ξ , ω → η, получим равен-
ство

2π x(−ξ) =
∫ ∞

−∞
X(η) e−jηξ dξ,

откуда при замене η → t, ξ → ω следует, что X(t)
является образом сигнала 2π x(ω).

15. Формула Релея. Связь между скалярным
произведением сигналов и их спектров

〈x , y〉 =
1
2π
〈X(ω) , Y (ω)〉 =

=
1
2π

∞∫

−∞
X(ω) · Y ∗(ω) dω

— аналог равенства Парсеваля для периодических
сигналов (докажите самостоятельно, расписывая об-
разы X и Y по определению и изменяя порядок ин-
тегрирования).

Существуют специальные таблицы преобразова-
ний Фурье различных функций и рассмотренные
свойства позволяют в большинстве случаев без вы-
числения интегралов свести рассматриваемую зада-
чу к табличной.

Иногда для действительных сигналов рас-
сматривают пару вещественных преобразований
Фурье с положительными частотами: косинус-
преобразование Фурье:

Xc(ω) =
∫ ∞

−∞
x(t) cosωt dt (2.33)

и синус-преобразование Фурье:

Xs(ω) =
∫ ∞

−∞
x(t) sin ωt dt. (2.34)

В этом случае обратное преобразование

x(t) =
1
π

∫ ∞

0
(Xc(ω) cos ωt + Xs(ω) sin ωt) dω.

(2.35)
Докажите данное равенство самостоятельно, рас-
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писывая комплексные функции в виде суммы дей-
ствительной и мнимой части:

X(ω) = XRe(ω) + j XIm(ω) = Xc(ω)− j Xs(ω);

ejωt = cosωt + j sinωt

Если сигнал x(t) действительный и чётный (или
определён только при положительных или только
при отрицательных t), то Xs(ω) = 0 (это следует
из свойства чётной симметрии) и, таким образом,
существует взаимно-однозначное соответствие меж-
ду сигналом и его косинус-преобразованием. Если
же сигнал вещественный и нечётный (или опреде-
лён только при положительных или только при от-
рицательных t, то Xc(ω) = 0 и, таким образом, су-
ществует взаимно-однозначное соответствие между
сигналом и его синус-преобразованием.

2.6. Преобразование Фурье неинтегрируемых
функций

Рассмотрим сигналы, для которых не выполня-
ется условие абсолютной интегрируемости, но для
которых, тем не менее, можно определить спектраль-
ную плотность.

Пример 2.7 Экспонента с мнимым показателем:
x(t) = ejω0t .

Предположим, что существует F{x(t)} = X(ω) и за-
пишем обратное преобразование Фурье

ejω0t =
1
2π

∫ ∞

−∞
X(ω) e−jωt dt.

Используя фильтрующее свойство дельта-функции, полу-
чаем, что

X(ω) = 2π δ(ω − ω0).

Итак,
F{

ejω0t
}

= 2π δ(ω − ω0).

Заметим, что мы нашли значение несобственного интегра-
ла ∫ ∞

−∞
ej(ω−ω0)t dt = 2π δ(ω − ω0).

Отсюда следует, что

F{cos ω0t} = π
(
δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)

)
;

F{sin ω0t} = −jπ
(
δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0)

)
.

Пример 2.8 Постоянный сигнал x(t) = 1. Данный
случай сводится к предыдущему при нулевой частоте
(ω0 = 0). Тогда

F{x(t)} =
∫ ∞

−∞
e−jωt dt = 2π δ(0).

Пример 2.9 Экспоненциально убывающий импульс
x(t) = e−αtσ(t). Спектральная плотность при α > 0:

X(ω) =
∫ ∞

0

e−(α+jωt) dt =
−1

α + jω
e−(α+jωt)

∣∣∣∣
∞

0

=
1

α + jω
.

Пример 2.10 Спектр функции Хевисайда. При
α = 0 сигнал из примера 2.9 “превращается” в ступеньку
Хевисайда x(t) = σ(t) и формальное интегрирование даёт

спектр X(ω) = 1/jω. Однако, эта чисто мнимая нечётная
функция должна быть спектральной плотностью действи-
тельной нечётной функции, тогда как σ(t) не является ни
чётной, ни нечётной; кроме того, функция Хевисайда σ(t)
содержит постоянную составляющую 1/2, следовательно,
её спектр содержит сингулярную составляющую πδ(ω).
На самом деле

F{σ(t)} =
∫ ∞

−∞
e−jωt dt = πδ(ω) +

1
jω

.

Это может быть доказано, если рассмотреть функцию

x(t) = sgn(t) · e−α|t| =

{
e−αt, t > 0,

−eαt, t < 0.

Её спектральная плотность

X(ω) = −
∫ 0

−∞
e(α−jω) t dt +

∫ ∞

0

e−(α+jω) t dt =

= −
∫ ∞

0

e(−α+jω) t dt +
∫ ∞

0

e−(α+jω) t dt =

=
−1

α− jω
+

1
α + jω

=
−2jω

α2 + ω2

(здесь мы использовали замену переменных t → −t).
При α → 0:

X(ω) =
−2j

ω
=

2
jω

,

а сам сигнал

x(t) = sgn(t) =

{
1, t > 0,

−1, t < 0.

Таким образом1, F{sgn(t)} = 2/jω. Но т. к.

σ(t) =
1
2

sgn(t) +
1
2
,

то используя свойство линейности преобразования Фурье,
а также результат примера 2.8, получим

F{σ(t)} = πδ(ω) + 1/jω,

что и требовалось доказать.

2.7. Преобразование Хартли

Преобразование Хартли является аналогом пре-
образования Фурье, но его преимущество в том, что
действительный сигнал x(t) отображается в действи-
тельный образ XH(ω). Введём обозначение

cas(ωt) = cos(ωt) + sin(ωt).
Образ Хартли определяется формулой

H{x(t)} ≡ XH(ω) =
∫ ∞

−∞
x(t) cas(ωt) dt. (2.36)

Расписывая тригонометрические функции через
экспоненты мнимого аргумента, получаем, что образ
Хартли XH(ω) действительного сигнала x(t) связан
с образом Фурье X(ω) = XRe(ω) + j XIm(ω):

XH(ω) =
1
2

(X(ω) + X(−ω)) +
j

2
(X(ω)−X(−ω)) =

= XRe(ω)−XIm(ω) = Xc(ω) + Xs(ω).
1Этот же результат следует и из интеграла (??) на с. ??. Заметим, что из соотношения F{sgn t} = 2/jω , используя принцип

дуальности, можно получить, что F{2/jt} = 2π sgn(−ω) = −2π sgn(ω), откуда F{1/t} = −jπ sgn(ω)
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Здесь мы учли ранее доказанные свойства чётности
действительной части XRe(ω) и нечётности мнимой
части XIm(ω) образа Фурье действительного сигна-
ла.

Обратное преобразование Хартли:

x(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
XH(ω) cas(ωt) dω. (2.37)

Доказательство.∫
XH(ω) cas(ωt) dω =

=
∫ (

XRe(ω)−XIm(ω)
)(ejωt + e−jωt

2
+

+
ejωt − e−jωt

2j

)
dω =

=
1
2

∫ (
XRe(ω) + j XIm(ω)

)
ejωt dω+

+
1
2

∫ (
XRe(ω)− j XIm(ω)

)
e−jωt dω.

Первый интеграл согласно (2.30) равен π x(t), а
для второго, делая замену переменной интегрирова-
ния ω → −ω и используя чётность действительной и
нечётность мнимой части образа Фурье, получим

1
2

∫ (
XRe(ω) ejωt + j XIm(ω) ejωt

)
dω = π x(t),

откуда сумма обоих интегралов равна 2π x(t), что и
приводит к (2.37). ¤

2.8. Аналитический сигнал и преобразование
Гильберта

В теоретических исследованиях удобно использо-
вать ещё одно представление сигналов: в виде суммы
двух компонент, одна из которых содержит только
положительные, а другая — только отрицательные
частоты:

x(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
X(ω) ejωt dω =

=
1
2π

∫ 0

−∞
X(ω) ejωt dω +

1
2π

∫ ∞

0
X(ω) ejωt dω.

(2.38)
Назовём функцию

x̃(t) =
1
π

∫ ∞

0
X(ω) ejωt dω (2.39)

аналитическим сигналом, отвечающим веществен-
ному сигналу x(t). Тогда в разложении (2.38) пер-
вый интеграл можно с помощью замены переменных
ω → −ξ представить в виде

1
2π

∫ 0

−∞
X(ω) ejωt dω =

−1
2π

∫ 0

∞
X(−ξ) e−jξt dξ =

=
1
2π

∫ ∞

0
X(−ξ) e−jξt dξ =

=
1
2π

∫ ∞

0
X∗(ξ) e−jξt dξ =

=
1
2π

(∫ ∞

0
X(ξ) ejξt dξ

)∗
=

1
2

x̃∗(t)

(здесь использован принцип сопряжённой симмет-
рии), в результате формула (2.38) запишется в виде

x(t) =
1
2
(
x̃(t) + x̃∗(t)

)
.

Мнимая часть аналитического сигнала x̂(t) = Im x̃(t)
называется сопряжённым сигналом по отношению
к исходному x(t). Таким образом, аналитический
сигнал — это комплексная функция, действительная
часть которой совпадает с исходным вещественным
сигналом, а мнимая — представляет собой сопря-
жённый сигнал:

x̃(t) = x(t) + j x̂(t) = |x̃(t)| ejϕ(t).

Модуль аналитического сигнала |x̃(t)| называет-
ся огибающей; ϕ(t) = arctg

(
x̂(t)/x(t)

)
— локаль-

ной фазой; f(t) =
1
2π

dϕ(t)
dt

— локальной часто-

той сигнала x(t).
В силу линейности преобразования Фурье

X̃(ω) = X(ω) + j X̂(ω).

Спектральная плотность аналитического сигнала
согласно (2.39) равна нулю на отрицательных часто-
тах и в два раза больше спектральной плотности ис-
ходного сигнала на положительных частотах:

X̃(ω) =
∫ ∞

−∞
x̃(t) e−jωt dt =

{
2X(ω), ω > 0;
0, ω < 0.

Поэтому спектральная плотность сопряжённого сиг-
нала

X̂(ω) =
∫ ∞

−∞
x̂(t) e−jωt dt =

= −j sgn(ω) ·X(ω) =

{
−j X(ω), ω > 0;

j X(ω), ω < 0.

Устройство для получения сопряжённого сигнала
из исходного можно представить в виде некоторой
системы, умножающей спектр исходного сигнала на
−j sgn(ω), где sgn(ω) — знаковая функция, равная
+1 при положительном аргументе и −1 при отри-
цательном. Другими словами, данная система осу-
ществляет сдвиг фаз всех спектральных компонент
на 90◦ в области отрицательных частот и на −90◦ в
области положительных частот (такую систему на-
зывают квадратурным фильтром).

Переходя от произведения спектров к
свёртке сигналов, запишем сигнал в виде
x(t) = x(t) ∗ F−1{−j sgn(ω)}. Используя результат
примера 2.10 на с. 19 и принцип дуальности, по-
лучим, что F−1{−j sgn(ω)} = 1/πt, следователь-
но, сопряжённый и исходный сигналы связаны
соотношением

x̂(t) = x(t) ∗ 1
πt

=
1
π

∫ ∞

−∞

x(ξ)
t− ξ

dξ . (2.40)

С другой стороны, т. к. X(ω) = j sgn(ω) X̂(ω), то

x(t) = −x̂(t) ∗ 1
πt

=
1
π

∫ ∞

−∞

x̂(ξ)
ξ − t

dξ . (2.41)

Формулы (2.40) и (2.41) определяют пару преоб-
разований Гильберта: прямое x̂(t) = H{x(t)} и об-
ратное x(t) = H−1{x̂(t)}.

Функция 1/(t− ξ), называемая ядром инте-
грального преобразования, имеет разрыв при t = ξ ,
поэтому все интегралы понимаются в смысле глав-
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ного значения:
∞∫

−∞

x(ξ)
t− ξ

dξ = lim
ε→0

( t−ε∫

−∞

x(ξ)
t− ξ

dξ +

∞∫

t+ε

x(ξ)
t− ξ

dξ
)
.

В тех точках, где исходный сигнал достигает экс-
тремума (максимума или минимума), сопряжённый
сигнал проходит через нуль. Графически это можно
объяснить тем, что ядро преобразования Гильбер-
та нечётно, а сигнал в точке экстремума локально
можно считать четной функцией, в результате проис-
ходит компенсация площадей фигур, определённых
подынтегральным выражением. Например,

H{cos(ωt)} = sin(ωt) · sgn(ω);
H{sin(ωt)} = − cos(ωt) · sgn(ω).

2.9. Корреляционный анализ сигналов

При обработке сигналов часто важно выяснить
степень их отличия друг от друга. Данная задача
решается методами корреляционного анализа.

Напомним, что скалярное произведение сигналов
〈x(t) , y(t)〉 называют взаимной энергией данных
сигналов. Согласно формуле Релея взаимная энергия

〈x(t) , y(t)〉 =

∞∫

−∞
x(t)y∗(t) dt =

1
2π

∞∫

−∞
X(ω)Y ∗(ω) dω.

Функция Wxy(ω) = X(ω) Y ∗(ω) называется взаим-
ным энергетическим спектром сигналов x(t) и y(t).
Она характеризует степень сходства сигналов в ча-
стотной области: модуль этой функции достигает
максимума на тех частотах, где спектры сигналов пе-
рекрываются и имеют одинаковые фазы, и миниму-
ма — где отсутствуют спектральные составляющие
хотя бы одного из сигналов или где они находятся в
противофазе.

Итак, взаимная энергия сигналов определяется
их взаимным энергетическим спектром

〈x(t) , y(t)〉 =
∫ ∞

−∞
x(t) y∗(t) dt =

1
2π

∫ ∞

−∞
Wxy(ω) dω.

Данная формула показывает, что в формирование
взаимной энергии наибольший вклад вносят те ча-
стотные области, где максимален их взаимный энер-
гетический спектр.

Обратное преобразование Фурье от взаимного
энергетического спектра

Kxy(τ) ≡ F−1{Wxy(ω)} =
1
2π

∫ ∞

−∞
Wxy(ω) ejωτ dω =

=
1
2π

∫ ∞

−∞
X(ω) Y ∗(ω) ejωτ dω =

=
1
2π

∫ ∞

−∞
X(ω) (Y (ω) e−jωτ )∗ dω =

=
1
2π

∫ ∞

−∞
X(ω) Y ∗

τ (ω) dω =
∫ ∞

−∞
x(t) y∗(t− τ) dt

называется взаимной функцией корреляции сиг-
налов x(t) и y(t). Здесь мы использовали свой-
ство преобразования Фурье задержанного сигнала
Yτ (ω) = F{y(t− τ)} = Y (ω) · e−jωt и формулу Релея.

Взаимная функция корреляции

Kxy(τ) =
∫ ∞

−∞
x(t) y∗(t− τ) dt = 〈x(t) , y(t− τ)〉 ,

как и взаимный энергетический спектр, характери-
зует степень сходства сигналов x(t) и y(t), но только
не в частотной, а во временно́й области. Так, если
сигнал y(t) “очень похож” на сдвинутый во времени
сигнал x(t), т. е. если y(t) ≈ x(t− τ ′), то при зна-
чении аргумента τ = τ ′ функция корреляции дости-
гает своего максимума. Если совпадение сигналов
полное: y(t) = x(t− τ ′), то этот максимум окажется
равен взаимной энергии Exy .

Заменой переменных t− τ → t можно доказать,
что

Kxy(τ) =
∫ ∞

−∞
x(t) y∗(t− τ) dt =

=
∫ ∞

−∞
y∗(t) x(t + τ) dt = K∗

yx(−τ).

Для действительных сигналов знак комплексного со-
пряжения можно опустить. Из неравенства Коши–
Буняковского следует, что
|Kxy(τ)| = |〈x(t) , y(t− τ)〉| 6 ‖x(t)‖ · ‖y(t− τ)‖ ,

откуда Kxy(τ) 6 ‖x(t)‖ · ‖y(t)‖, поскольку норма
сигнала не изменяется при его сдвиге во времени.

Пример 2.11 Рассмотрим два экспоненциальных им-
пульса, задержанных друг относительно друга на вре-
мя t0 :

x(t) = e−αtσ(t); y(t) = e−α(t−t0)σ(t− t0).

Спектры этих импульсов

X(ω) =
1

α + j ω
; Y (ω) =

e−jωt0

α + j ω
.

Взаимный энергетический спектр

Wxy(ω) = X(ω)Y ∗(ω) =
ejωt0

α2 + ω2
.

Взаимная функция корреляции

Kxy(τ) = F−1

{
ejωt0

α2 + ω2

}
=

1
2α

e−α·|τ+t0|.

Здесь мы использовали свойство задержки и тот факт,
что Фурье-образом импульса x(t) = exp(−α · |t|) является
функция X(ω) = 2α/(α2 + ω2). Разумеется, для вычисле-
ния функции корреляции можно было также использовать
формулу свёртки.

Как видно из полученного результата, функция взаим-
ной корреляции рассмотренных сигналов достигает своего
максимума при τ = −t0 , что соответствует задержке на τ
первого импульса или сдвигу вперёд во времени на ту же
величину второго импульса, что и следовало ожидать.

При x(t) = y(t) формула взаимной энергии даёт
энергию сигнала Ex = 〈x(t) , x(t)〉, а функция

Wx(ω) = X(ω) X∗(ω) = |X(ω)|2
в этом случае является действительной (даже для
комплексных сигналов) и называется энергетиче-
ским спектром сигнала x(t) или спектральной
плотностью энергии. Энергетический спектр содер-
жит информацию о периодических компонентах сиг-
нала x(t), т. е. зависит от его амплитудного спектра,
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но не зависит от его фазового спектра. По формуле
Релея

Ex = 〈x(t) , x(t)〉 =

∞∫

−∞
‖x(t)‖2 dt =

1
2π

∞∫

−∞
Wx(ω) dω

Данная формула показывает, что энергия сигнала
может быть представлена в виде суммы энергий всех
его гармоник.

В случае действительного сигнала энергети-
ческий спектр является чётной действительной
функцией, поэтому вместо Wx(ω) часто использу-
ют функцию физической (положительной) частоты
Wx(ω) = 2Wx(ω), где ω > 0. В этом случае во всех
интегралах по ω нижний предел интегрирования
следует выбирать равным 0.

Обратное преобразование Фурье от энергетиче-
ского спектра

Kx(τ) ≡ F−1{Wx(ω)} =

=
∫ ∞

−∞
x(t) x∗(t− τ) dt ≡ 〈x(t) , x(t− τ)〉

называется функцией автокорреляции сигнала x(t).
Эта функция вещественна для вещественных

сигналов и характеризует степень сходства самого
сигнала и его сдвинутой во времени копии. При
нулевом значении аргумента Kx(τ) равна энергии
сигнала: Kx(0) = Ex > 0. Из неравенства Коши–
Буняковского следует, что при всех значениях сво-
его аргумента Kx(τ) никогда не превышает энергии
сигнала: Kx(τ) 6 Kx(0) = Ex . Заменой переменных
в интеграле можно доказать, что функция автокор-
реляции является чётной, т. е. Kx(−τ) = Kx(τ).

2.10. Кепстральный анализ

Все рассмотренные ранее преобразования сигна-
лов имели линейных характер. Опишем нелинейную
обработку сигналов, называемую кепстральным ана-
лизом.

Комплексным кепстром сигнала x(t) называет-
ся обратное преобразование Фурье от логарифма его
Фурье-образа X(ω):

Kx(q) = F−1{LnX(ω)} =
1
2π

∫ ∞

−∞
LnX(ω) ejωq dω

(2.42)
Если записать Фурье-образ в амплитудно-

фазовой форме X(ω) = |X(ω)| ejϕ(ω) , то
главное значение комплексного логарифма
Ln X(ω) = ln |X(ω)|+ jϕ(ω) является комплексной
функцией частоты, действительная часть которой
представляет собой логарифм амплитудного спектра
ln |X(ω)| (чётная функция для действительного сиг-
нала), а мнимая — фазовый спектр ϕ(ω) (нечётный
для действительного сигнала).

Термин “кепстр” образован перестановкой букв
в слове “спектр” (в англоязычной литературе аргу-
мент q называют “quefrency”.)

Кроме комплексного кепстра, рассматривают так-

же кепстр мощности

Cx(q) = F−1{ln Wx(ω)} =
1
2π

∫ ∞

−∞
ln Wx(ω) ejωq dω,

(2.43)
являющийся действительной чётной функцией в
случае действительного сигнала, так как действи-
тельным и чётным является энергетический спектр
Wx(ω). Кепстр мощности содержит информацию о
периодических компонентах сигнала x(t), но не за-
висит от его фазового спектра.

Хотя аргумент q в обоих определениях имеет раз-
мерность времени, это особое, кепстральное время,
поскольку кепстр в любой момент q зависит от ис-
ходного сигнала, определённого своими значениями
во все моменты “обычного” времени −∞ < t < ∞.

Кепстральный анализ получил распространение
при обработке сигналов, представляющих собой
свёртку двух функций времени, кепстры мощности
которых являются неперекрывающимися на оси q
импульсами. В подобной ситуации фазовый спектр
функций может не учитываться.

Следует отметить, что кепстр можно вычислить
не для любого сигнала. Для сигналов с конечной
энергией ∫ ∞

−∞
Wx(ω) dω < ∞,

откуда следует, что при |ω| → ∞ энергетический
спектр Wx(ω) → 0. Но тогда при |ω| → ∞ обраща-
ется в бесконечность |ln Wx(ω)| и интеграл∫ ∞

−∞
|ln Wx(ω)| dω

расходится. Это противоречие в некоторых практи-
ческих задачах обходят заменой пределов интегриро-
вания ±∞ граничными частотами ±ωгр , в пределах
которых заключена основная доля энергии сигнала
и значение логарифма ограничено.

Пример 2.12 Найдём кепстр дельта-импульса
x(t) = Aδ(t). Т. к. X(ω) = A, то

Kx(q) = Cx(q)/2 = δ(q) ln A.

При A = 1 кепстр равен 0.
Задание 2.2 Решите следующие задачи:
1. Выведите формулу для вычисления образа Фурье

интеграла от сигнала с ненулевой постоянной составляю-
щей.

2. Найдите образы Фурье следующих функций, на-
рисуйте графики исходного сигнала и его спектральной
плотности:

а) x(t) = A
(
1− e−at

)
cos ωt;

б) x(t) = A
(
σ(t)− σ(t− τ)

)
sin ωt;

в) x(t) = Ae−αt cosωt;
г) x(t) = A

τ t
(
σ(t)− σ(t− τ)

)
;

д) x(t) = A sinΩt cos(ωt + ϕ0); Ω ¿ ω;
е) x(t) = Ae−t/τ

(
σ(t)− σ(t− T )

)
;

ж) x(t) = At
T e−t/τ

(
σ(t)− σ(t− T )

)
;

з) x(t) = A cos πt
T

(
σ(t)− σ(t− T )

)
;

и) x(t) = A cos2(ωt + ϕ0);
к) x(t) = A

(
1− e−at

)
; a > 0;

л) x(t) = A
(
σ(t)− σ(t− T )

)
+ Bt

T

(
σ(t)− σ(t− T )

)
;
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м) x(t) = Aest ; s = α + j ω;
н) x(t) = Aest

(
σ(t)− σ(t− T )

)
; s = α + j ω;

о) x(t) = A
(
1− e−at

)
cos ωt

(
σ(t)− σ(t− 2π/ω)

)
.

3. Найдите и изобразите на графике образы Хартли
для сигналов из задачи 2.

4. Перепишите свойства преобразования Фурье для
случая, когда используются симметричные форму-
лы (2.32).

5. Найдите и изобразите на графиках аналитические
и сопряжённые сигналы для сигналов из задачи 2.

6. Интегрируя формулу (2.40) как свёртку, покажите,
что X(ω) = −j X(ω) sgn(ω).

7. Докажите, что преобразование Фурье аналитиче-
ского сигнала x̃(t) равно нулю при отрицательных часто-
тах.

8. Определим чётную и нечётную части веществен-
ного сигнала x(t) следующими формулами:

xчёт(t) =
(
x(t) + x(−t)

)
/2; xнечёт(t) =

(
x(t)− x(−t)

)
/2.

Запишем образ Фурье сигнала x(t) как сумму действи-
тельной и мнимой частей: X(ω) = XRe(ω) + j XIm(ω). До-
кажите следующие утверждения:

а) XRe(ω) = F{xчёт(t)};
б) XIm(ω) = F{xнечёт(t)};
в) если сигнал x(t) = 0 при t < 0 (т. е. если сигнал

может быть записан в виде x(t) = x(t) · σ(t)), то действи-
тельная и мнимая части спектральной плотности связа-
ны преобразованием Гильберта XIm(ω) = H{XRe(ω)}, при
этом сам сигнал x(t) и действительная часть его образа
Фурье XRe(ω) связаны соотношением

x(t) = F−1{XRe(ω) + jH{XRe(ω)}},

т. е. сигнал x(t) полностью определяется своей чётной
частью xчёт(t).

9. Докажите следующие свойства преобразования
Гильберта:

а) линейность;

б) образ смещённого сигнала равен смещённому об-
разу: H{x(t− τ)} = x̂(t− τ);

в) повторное преобразование даёт отрицательный ис-
ходный сигнал: H{H{x(t)}} = −x(t);

г) чётный исходный сигнал имеет нечётный образ, а
нечётный сигнал — чётный образ;

д) свойство подобия: H{x(at)} = x̂(at);
е) сохранение энергии:

∫∞
−∞ x2(t) dt =

∫
x̂2(t) dt;

ж) ортогональность:
∫∞
−∞ x(t) x̂(t) dt;

з) преобразование свертки: H{x(t) ∗ y(t)}= x̂(t) ∗ ŷ(t).
и) Докажите формулу (2.35).

к) Докажите, что Kxy(τ) = K∗
yx(−τ).

л) Докажите, что Kx(τ) = Kx(−τ).
10. Докажите, что H{cos(ωt)} = sin(ωt) · sgn(ω);

H{sin(ωt)} = − cos(ωt) · sgn(ω).
11. Найдите взаимную корреляционную функцию двух

прямоугольных импульсов разной длительности и ампли-
туды.

12. Найдите автокорреляционные функции сигналов из
задачи 2.

13. Найдите комплексный кепстр и кепстр мощности
для сигналов из задачи 2.

14. Для некоторого периодического сигнала известны
коэффициенты αk его разложения в ряд Фурье. Найдите
спектральную плотность данного сигнала.

3. Сигналы с ограниченным спектром

3.1. Сигналы с прямоугольным спектром

Линии связи имеют конечную полосу пропуска-
ния, поэтому спектр принимаемых сигналов всегда
ограничен.

Рассмотрим сигнал с прямоугольным спектром
шириной1 Ω (идеальный низкочастотный сигнал,
ИНЧС, рис. 3.1 а):

S(ω) = Sm · [σ(ω + Ω)− σ(ω − Ω)
]

=

=





0, ω < −Ω;
Sm, −Ω 6 ω 6 Ω;
0, ω > Ω.

Найдём сам сигнал, для которого вычислим об-
ратное преобразование Фурье:

s(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
S(ω) ejωt dω =

=
1
2π

∫ Ω

−Ω
Sm ejωt dω =

=
Sm

2π

1
jt

∣∣∣∣
Ω

−Ω

=
Sm

πt

ejΩt − e−jΩt

2j
=

=
Sm

πt
sinΩt = Sm

Ω
π

sincΩt,

где sincx ≡ sinx

x
.

Теперь рассмотрим идеальный полосовой сигнал
(ИПС, рис. 3.1 в):

S(ω) =

{
Sm, ω0 − Ω 6 ω 6 ω0 + Ω;
0, ω /∈ [ω0 − Ω; ω0 + Ω].

Найдём сам сигнал s(t):

s(t) =
Sm

2π

(∫ −ω0+Ω

−ω0−Ω
ejωt dω +

∫ ω0+Ω

ω0−Ω
ejωt dω

)
=

=
Sm

2π

[ 1
jt

(
ej(−ω0+Ω) t − e−j(−ω0+Ω) t+

+ ej(ω0+Ω) t − ej(ω0−Ω) t
)]

=

=
Sm

πt

1
2j

[(
ejΩt − e−jΩt

)
e−jω0t+

+
(
ejΩt − e−jΩt

)
ejω0t

]
=

=
2Sm

πt
sinΩt cosω0t = 2Sm

Ω
π

sincΩt cosω0t

— радиоимпульс с частотой ω0 и огибающей
2Sm

Ω
π sincΩt.

Заметим, что амплитуда ИНЧС и ИПС прямо
пропорциональна ширине спектра Ω.

1Часто для действительных сигналов вместо спектра (2.29) рассматривают энергетический спектр, являющийся действительной
функцией положительной (физической) частоты, ширина такого спектра в два раза меньше, а высота — в два раза выше.
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Рис. 3.1. Примеры сигналов с ограниченным спектром: а) идеальный низкочастотный сигнал; б) его спектр;
в) идеальный полосовой сигнал; г) его спектр

3.2. Базис В.А. Котельникова

Докажем ортогональность ИНЧС, сдвину-
тых относительно друг друга на t0 = πk/Ω,
k = ±1, ±2, . . .. Действительно, рассмотрим два сиг-
нала: x(t) = A sinc Ωt и y(t) = A sincΩ(t− t0). Если
y(t) = x(t− t0), то спектр сдвинутого сигнала

Y (ω) =
∫ ∞

−∞
x(t− t0) e−jωt dt.

Выполним замену переменных t− t0 = ξ ,
t = t0 + ξ ; dt = dξ , получим

Y (ω) =
∫ ∞

−∞
x(ξ) e−jω(t0+ξ) dξ =

= e−jωt0

∫ ∞

−∞
x(ξ) e−jωξ dξ = e−jωt0 X(ω).

По формуле Релея скалярное произведение сиг-
налов

〈x , y〉 =
1
2π

∫ ∞

−∞
X(ω) · Y ∗(ω) dω =

=
1
2π

∫ Ω

−Ω

(
Aπ

Ω

)2

ejωt0 dω =

=
A2π

2Ω2

∫ Ω

−Ω
ejωt0 dω =

A2π

Ω2
· ejΩt0 − e−jΩt0

2jt0
=

=
A2π

Ω2

sinΩt0
t0

=
A2π

Ω
sinc Ωt0.

Таким образом, 〈x , y〉 = 0 при Ωt0 = ±πk
(k = 1, 2, . . .). Минимальный сдвиг, при котором x
и y ортогональны, равен t0 = ±π/Ω = ±1/(2F ), где
F = Ω/(2π) — ширина спектра (Гц).

Теперь докажем, что набор функций
ck(t, Ω) = A sinc(Ωt− πk), образованных из импуль-
сов c0(t) = A sinc(Ωt) сдвигом на время t0 = πk/Ω
(k = ±1, ±2, . . .), является базисом в простран-
стве сигналов, спектр которых ограничен отрез-

ком [−Ω; Ω]. Сначала докажем ортогональность:
〈ck1 , ck2〉 = 0 при k1 6= k2 . Используя свойство пре-
образования Фурье задержанного сигнала, получа-
ем, что

F{ck(t)} = exp(−jωπk/Ω) F{c0(t)},
а по формуле Релея имеем:

〈Ck1 , Ck2〉 =
1
2π
〈F{Ck1} , F{Ck2}〉 =

=
1
2π

〈
e−jωπk1/ΩF{c0} , e−jωπk2/ΩF{c0}

〉
=

=
1
2π

∫ Ω

−Ω

Aπ

Ω
e−jωπk1/Ω · Aπ

Ω
e−jωπk2/Ω dω =

=
A2π

2Ω2

∫ ∞

−∞
e
−jωπ(k2−k1)

Ω dω =

=
A2π

Ω2

Ω
π(k2 − k1)

(
ejπ(k2−k1) − e−jπ(k2−k1)

)

2j
=

=
A2

Ω(k2 − k1)
sin(π(k2 − k1)) =

=
A2π

Ω
sinc(π(k2 − k1)) = 0

при k2 6= k1 , т. к. sinπk = 0 (k = k2 − k1).
Теперь найдём нормировку: 〈ck(t) , ck(t)〉 = 1.

Т. к. по правилу Лопиталя

sinc(0) =
sinx

x

∣∣∣∣
x=0

=
(sinx)′

x′

∣∣∣∣
x=0

=
cosx

1

∣∣∣
x=0

= 1,

то

〈ck , ck〉 =
A2π

Ω
sinc(0) =

A2π

Ω
.

Следовательно, A2π/Ω = 1, откуда A =
√

Ω/π. Та-
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ким образом, система сигналов

ck(t, Ω) =

√
Ω
π

sinc
(

Ω
(
t− πk

Ω

))
=

=

√
Ω
π

sinc(Ωt− πk)

является ортонормированной:

〈ck , cj〉 = δkj =

{
1, k = j;
0, k 6= j.

Тогда обобщённый ряд Фурье для сигнала x(t):

x(t) =
∞∑

k=−∞
αk ck(t, Ω), (3.1)

где
αk = 〈x(t) , ck(t, Ω)〉 =

=
∫ ∞

−∞
x(t) ck(t, Ω) dt =

1
2π

∫ Ω

−Ω
X(ω) C∗

k(ω) dω.

Т. к.

F{ck(t)} ≡ Ck(ω) =





√
π

Ω
e−jωkπ/Ω, −ω 6 ω 6 Ω;

0, ω 6∈ [−Ω; Ω],
то

αk =
√

π

Ω
1
2π

∫ Ω

−Ω
X(ω) ejωkπ/Ω dω =

=
√

π

Ω
x(kπ/Ω) =

√
π

Ω
x(k/2F ),

где F = Ω/(2π) (k = ±1, ±2, . . .).
Тогда ряд (3.1) можно записать в виде

x(t) =
∞∑

k=−∞
x(πk/Ω) sinc(Ωt− πk). (3.2)

Итак, мы получили разложение сигнала по бази-
су Котельникова, однако, необходимо ещё доказать
полноту данного базиса.

Теорема 3.1 (В.А. Котельников1) Если x(t) —
сигнал, спектр которого ограничен частотами
−Ω 6 ω 6 Ω, то он может быть разложен в
ряд (3.2).

Доказательство. Допустим, спектр сигнала x(t)
сосредоточен в полосе [−Ω; Ω] не полностью и ряд
Котельникова

y(t) =
∞∑

k=−∞
x(πk/Ω) sinc(Ωt− πk)

даёт ошибку s(t) = y(t)− x(t). Т. к. спектры сигна-
лов y и s не перекрываются, то ‖s‖2 = ‖x‖2 − ‖y‖2 .
Действительно,

‖x‖2 =
∫ ∞

−∞
x(t) x∗(t) dt =

∫ ∞

−∞
(y + s) (y + s)∗ dt =

=
∫ ∞

−∞
(yy∗ + ss∗ + 2ys∗) dt =

= ‖y‖2 + ‖s‖2 + 2 〈y , s〉 =

= ‖y‖2 + ‖s‖2 +
1
π

∫ ∞

−∞
Y (ω) S∗(ω) dω.

Норма ошибки

‖s(t)‖ =
( 1

2π

∫ ∞

−∞
S(ω) S∗(ω) dω

)1/2
=

=
( 1

π

∫ ∞

Ω
S(ω) S∗(ω) dω

)1/2
=

=
( 1

π

∫ ∞

Ω
X(ω) X∗(ω) dω

)1/2
,

т. к. спектр действительного сигнала симметричен.
Здесь S(ω) — часть спектра сигнала x(t) вне полосы
[−Ω; Ω]; X(ω) = Y (ω) + S(ω).

Для ограниченного спектра S(ω) ≡ 0 и ряд Ко-
тельникова даёт точное представление сигнала. ¤

Таким образом, если известны отсчёты сиг-
нала, взятые через равные промежутки време-
ни 1/(2F ) = π/Ω (с частотой Котельникова–
Найквиста), и спектр сигнала не содержит частот
выше Ω, то сигнал может быть полностью восста-
новлен, т. е. по формуле (3.2) могут быть получены
значения сигнала во все остальные моменты време-
ни. Заметим, что для моментов времени tk = πk/Ω
ряд (3.2) чисто формален — все слагаемые, кроме
одного, равны нулю.

3.3. Принцип неопределённости

Рассмотрим, как связаны между собой длитель-
ность сигнала и ширина его спектра. Длительно-
стью сигнала назовём величину:

∆T = 2 ·



∫∞
−∞ t2x2(t) dt∫∞
−∞ x2(t) dt

−
(∫∞

−∞ t x2(t) dt∫∞
−∞ x2(t) dt

)2 

1/2

.

(3.3)
Из теории вероятностей известно, что если ρ(t)

является функцией распределения плотности веро-
ятности некоторой случайной величины, то среднее
значение этой величины вычисляется по формуле

t0 =

∫∞
−∞ t ρ(t) dt∫∞
−∞ ρ(t) dt

, (3.4)

а дисперсия равна(
∆T

2

)2

=

∫∞
−∞

(
t2 − t20

)
ρ(t) dt∫∞

−∞ ρ(t) dt
=

=

∫∞
−∞ t2 ρ(t) dt∫∞
−∞ ρ(t) dt

− t20.

(3.5)

Таким образом, если считать ρ(t) = x2(t) (т. к.
плотность распределения вероятности должна быть
положительной величиной, а сигнал x(t) может при-
нимать отрицательный значения), то вторую дробь в
определении ∆T можно считать квадратом средней
величины сигнала x2(t).

С точки зрения механики твёрдого тела t0 мож-
но интерпретировать как координату центра тяже-
сти массы, распределённой вдоль оси t по закону
ρ(t) = x2(t), а ∆T — как удвоенную величину ради-
уса инерции2.

1Владимир Александрович Котельников (1908) — советский учёный, радиотехник.
2Напомним, что радиус инерции равен расстоянию от центра тяжести, на котором надо сконцентрировать всю массу, равнуюR∞

−∞ ρ(t) dt, чтобы получить тот же момент инерции.
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Аналогично определим в частотной области по-
лосу сигнала

∆Ω = 2 ·
(∫∞

−∞ ω2 |X(ω)|2 dω∫∞
−∞ |X(ω)|2 dω

)1/2

(3.6)

Здесь среднее значение ω0 равно 0 благодаря сим-
метричности спектра действительного сигнала.

Заметим, что возможны и другие способы опре-
деления длительности или полосы сигнала. Самый
простой из них заключается в том, что учитывают
только тот промежуток времени, где сигнал (или его
спектр) превышает уровень 70,7% от своего макси-
мального значения. Или учитывают тот промежуток
времени (полосу частот), где сосредоточена опреде-
лённая доля энергии сигнала.

Произведение длительности сигнала на ширину
его спектра называется базой сигнала.

Принцип неопределённости: для любого дей-
ствительного сигнала x(t) произведение его дли-
тельности на полосу не может быть меньше некото-
рой величины, которая одинакова для всех сигналов
и зависит только от способа определения длитель-
ности и полосы. Так, если ∆T и ∆Ω находятся по
формулам (3.3) и (3.6), то база любого сигнала не
может быть меньше 2:

∆T ·∆Ω > 2. (3.7)
Доказательство. Перенесём для удобства нача-

ло отсчёта времени в центр сигнала: t0 = 0 и норми-
руем сигнала так, чтобы его энергия была равна 1:∫ ∞

−∞
x2(t) dt =

1
2π

∫ ∞

−∞
|X(ω)|2 dω = 1.

Тогда

(∆T )2 = 4
∫ ∞

−∞
t2x2(t) dt;

(∆Ω)2 =
2
π

∫ ∞

−∞
ω2 |X(ω)|2 dω.

Используя свойство преобразования Фурье:
F{ẋ(t)} = jωF{x(t)}, получим что∫ ∞

−∞
ω2 |X(ω)|2 dω = 2π

∫ ∞

−∞
(ẋ(t))2 dt =

=
∫ −∞

−∞
(F{ẋ(t)})2dω.

Тогда квадрат базы сигнала

(∆T )2 · (∆Ω)2 = 16
∫ ∞

−∞
t2x2(t) dt ·

∫ −∞

−∞
(ẋ(t))2dt =

= 16 ‖t x(t)‖2 · ‖ẋ(t)‖2

(обращаем внимание, что это верно только для нор-
мированного и центрированного сигнала).

Используя неравенство Коши–Буняковского
|〈x , y〉|2 6 |x|2 · |y|2 ,

получаем, что

(∆T )2 · (∆Ω)2 > 16
∣∣∣∣
∫ −∞

−∞
t x(t)ẋ(t) dt

∣∣∣∣
2

.

Интегрируем по частям:∫ −∞

−∞
t x(t)ẋ(t) dt =

1
2

∫ −∞

−∞
t d(x2(t)) =

=
1
2

(
t x2(t)

∣∣∞
−∞ −

∫ −∞

−∞
x2(t) dt

)
=

1
2

(0− 1) = −1
2
,

используя тот факт, что если интегралы, по которым
определяется длительность сигнала, существуют, а
x(t) — сигнал с единичной энергией, то x(t) → 0
при t → ±∞.

Таким образом, (∆T )2 · (∆Ω)2 > 4, откуда
∆T ·∆Ω > 2 — чем больше длительность сигнала,
тем у́же его спектр и наоборот. ¤

Найдём сигнал, база которого минималь-
на: ∆T ·∆Ω = 2. Чтобы неравенство Коши–
Буняковского превратилось в равенство, надо, что-
бы угол между сигналами был равен 0 (или
180◦), т. е. k · t x(t) = ẋ(t), иначе ẋ(t)/x(t) = kt;
d
dt lnx(t) = kt, откуда ln x(t) = k t2/2 + const.
Получаем, что сигнал с минимальной базой
x(t) = const · ekt2/2 . При k < 0 это — гауссовский
импульс (рис. 3.2).

Принцип неопределённости для сигналов являет-
ся частным случаем общего принципа неопределён-
ности, известного в квантовой механике.

Можно также доказать, что если сигнал огра-
ничен во времени (т. е. равен нулю вне некоторого
промежутка времени), то его спектр не ограничен по
частоте (т. е. не существует такого диапазона частот,
вне которого спектральная плотность всюду равна
нулю) и наоборот, если ограничен спектр, то неогра-
ничен сам сигнал.

3.4. Влияние ограничения сигнала по времени
на его спектр

Предположим, что для обработки сигнала x(t)
использованы результаты его наблюдения в течение
ограниченного промежутка времени длиной T . Вы-
числим спектр такого сигнала и сравним его со спек-
тром исходного. Ограничение сигнала по времени эк-
вивалентно умножению его на функцию окна

w(t0, T ) = σ(t− t0)− σ(t− t0 − T ). (3.8)

Как известно, спектр произведения сигналов ра-
вен свёртке спектров исходных сигналов, деленной
на 2π:

Xw(ω) = F{w(t0, T ) · x(t)} =

=
1
2π

∫ ∞

−∞
W (ξ) X(ω − ξ) dξ.

Спектральная плотность функции окна

F{w(t0, T )} ≡ W (ω) =
∫ t0+T

t0

e−jωt dt =

=
1
jω

(
e−jωt − e−jω(t0+T )

)
=

=
e−jω(t0+T

2 )

jω

(
ejωπ/2 − e−jωπ/2

)
=

= T · e−jω(t0+T
2 ) sinc(πω/2) .

Тогда спектр ограниченного по времени сигнала

Xw(ω) =
T

2π

∫ ∞

−∞
e−jξ (t0+T

2 ) sinc(ξπ/2) X(ω − ξ) dξ

При t0 = T/2 (т. е. если переместить начало от-
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Рис. 3.2. Гауссов импульс x(t) = exp
(−k t2

)
при k = 1 (сплошная линия 1) и k = 2 (пунктирная линия 2)

счёта времени в центр окна) имеем

Xw(ω) =
T

2π

∫ ∞

−∞
sinc(ξT/2) X(ω − ξ) dξ =

=
T

2π
sinc(Tω/2) ∗X(ω).

(3.9)

Как следует из полученного результата, спектр
исходного сигнала “сворачивается” с функцией
sinc(Tω/2), основной “колокол” которой сосредото-

чен в интервале t ∈ (−2π/T ; 2π/T ).
Таким образом, при ограничении сигнала по вре-

мени его спектр “размывается”, его “неровности”
сглаживаются, усредняясь на интервале времени
длиной ≈ 4π/T . Из принципа дуальности времени
и частоты можно заключить, что при ограничении
спектра по частоте аналогично искажается сам сиг-
нал.

4. Преобразование Лапласа

4.1. Двустороннее преобразование Лапласа

Иногда невозможно вычислить преобразование
Фурье из-за того, что сигнал при t → ±∞ изменяет-
ся экспоненциально и интеграл (2.29) не сходится. В
этом случае можно умножить сигнал на экспоненци-
ально затухающую функцию exp(−σt) и вычислять
преобразование Фурье взвешенного сигнала:

X(s) =
∫ ∞

−∞
x(t) e−σt e−jωt dt =

=
∫ ∞

−∞
x(t) e−st dt; s = σ + jω.

(4.1)

Данный интеграл обычно сходится в полосе
σ1 < Re s < σ2 . Тогда взвешенный сигнал имеет сле-
дующее представление:

x(t)e−σt =
1
2π

∫ ∞

−∞
X(σ + jω) ejωt dω,

откуда исходный сигнал

x(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
X(s) est ds (4.2)

(ds = dω, т. к. значение σ фиксировано).
Более распространена в литературе запись дан-

ного выражения в виде контурного интеграла ком-
плексной переменной s:

x(t) =
1

2πj

∫

C
X(s) est ds, (4.3)

где контур интегрирования C (рис. 4.1) лежит в пре-
делах области сходимости интеграла (4.1).

Определённая таким способом пара интеграль-
ных преобразований x(t) ↔ X(s), устанавливающая
взаимно-однозначное соответствие между сигналами
(функциями времени) и их изображениями (функци-
ями частоты), называется двусторонним прямым и
обратным преобразованием Лапласа1. Слово “дву-

стороннее” относится к симметричным пределам ин-
тегрирования в формуле (4.1).

Заметим, что если для сигнала x(t) существует
не только изображение по Лапласу X(s), но и образ
Фурье X(ω), то они переходят друг в друга подста-
новкой s = jω.

4.2. Одностороннее преобразование Лапласа

Обычно рассматриваются сигналы, начавшиеся в
некоторый момент времени t0 , т. е. равные нулю
при t < t0 . Такие сигналы называются физически
реализуемыми (каузальными). Тогда удобно перене-
сти начало отсчёта времени точку t0 и считать, что
сигнал тождественно равен нулю при всех отрица-
тельных t. В этом случае нижний предел в интегра-
ле (4.1) можно выбрать равным нулю и мы приходим
к одностороннему преобразованию Лапласа

X(s) ≡ L{x(t)} ≡
∫ ∞

0
x(t) e−st dt. (4.4)

Оператор L отображает функцию времени x(t)
(оригинал) в функцию X(s) (изображение) ком-
плексной частоты

s = σ + jω; est = eσ+jω = eσt(cosωt + j sinωt).
Для обозначения соответствия изображения своему
оригиналу будем использовать двустороннюю стрел-
ку: x(t) ↔ X(s); оригиналы (функции времени) бу-
дем обозначать строчными буквами, а их изображе-
ния (функции частоты) — заглавными. Заметим, что
интеграл (4.4) представляет собой скалярное произ-
ведение оригинала и экспоненты с комплексным по-
казателем

exp(−s∗t) = e−σt(cosωt + j sinωt).
1Пьер Симон Лаплас (Laplace) — французский математик и физик (1749–1827).
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Рис. 4.1. Контур интегрирования на комплексной плоскости для вычисления обратного преобразования
Лапласа

Можно доказать, что интеграл (4.4) сходится при
Re s > C0 , если сигнал x(t) удовлетворяет следу-
ющим условиям: 1) непрерывен при t > 0 (причём
непрерывность может быть нарушена лишь в отдель-
ных точках, являющихся точкой разрыва первого ро-
да) и число точек разрыва конечно на любом конеч-
ном интервале (другими словами, сигнал имеет счёт-
ное количество точек разрыва первого рода); 2) ра-
вен нулю при t < 0; 3) имеет ограниченный порядок
роста, т. е. если существуют такие M > 0; C0 > 0,
что x(t) < MeC0t (C0 называют показателем ро-
ста.

Действительно, при C > C0 :
∣∣∣∣
∫ ∞

0
x(t) e−st dt

∣∣∣∣ 6
∫ ∞

0
|x(t)| · ∣∣e−st

∣∣ dt <

<

∫ ∞

0
MeC0t

∣∣e−st
∣∣ dt < M

∫ ∞

0
e−(C−C0)t dt =

= −M · e−(C−C0)t

C − C0

∣∣∣∣∣
∞

0

=
M

C − C0
< ∞,

здесь C0 называется также абсциссой абсо-
лютной сходимости, т. к. сходится интеграл∫∞
0 |x(t) exp(−st)| dt. Изображение по Лапласу в по-

луплоскости абсолютной сходимости Re s > C0 яв-
ляется аналитической функцией.

Обратное преобразование Лапласа определяет-
ся интегралом Меллина

L−1{X(s)} = x(t) =
1

2πj

∫ c+j∞

c−j∞
X(s) est ds; t > 0.

(4.5)
Этот интеграл сходится, если функция X(s) яв-

ляется аналитической при Re s > C0 и равномерно
стремится к нулю при |s| → ∞, C0 6 c 6 Re s (от-
носительно arg s) и если интеграл

∫ c+j∞
c−j∞ X(s) ds

сходится абсолютно. При этом можно доказать, что
L−1{L{x(t)}} = x(t) почти всюду, а в точках разры-
ва ti :

L−1{L{x(ti)}} =
(
x(ti + 0) + x(ti − 0)

)
/2.

Контур интегрирования в (4.5), называемый ино-
гда контуром Бромвича, представляет собой беско-
нечную прямую на комплексной плоскости s, парал-
лельную мнимой оси и оставляющую слева от себя
все особые точки подынтегральной функции.

Для доказательства формулы (4.5) воспользуем-
ся динамическим представлением сигнала (1.15), в
котором дельта-функцию заменим её интегральным

представлением (1.25):

x(t) =
1

2πj

∫ ∞

−∞
x(τ) dτ

∫ c+j∞

c−j∞
es(t−τ) ds.

Меняем местами порядок интегрирования и сужаем
пределы интегрирования по времени (т. к. рассмат-
риваемые сигналы равны 0 при отрицательных зна-
чениях t, получим

x(t) =
1

2πj

∫ c+j∞

c−j∞

(∫ ∞

0
x(τ) e−sτ dτ

)
est ds =

=
1

2πj

∫ c+j∞

c−j∞
X(s) est ds,

что и требовалось доказать.
В дальнейшем, если не оговорено противное,

будем рассматривать одностороннее преобразова-
ние Лапласа. Заметим, что если сигнал x(t) = 0
при t < 0, то оба преобразования Лапласа равны
друг другу, а если существует преобразование Фу-
рье X(ω), то оно получается из двустороннего обра-
за по Лапласу подстановкой s = jω.

Пример 4.1 Изображение функции Хевисайда:

x(t) = σ(t);

X(s) =
∫ ∞

0

e−st dt =
1
s

e−st
∣∣∞
0

=
1
s
; (Re s > 0).

Пример 4.2 Изображение экспоненциального им-
пульса:

x(t) = e−αt;

X(s) =
∫ ∞

0

e−(α+s)t dt =
−1

s + α
e−(α+s)t

∣∣∣
∞

0
=

=
1

s + α
(Re s > −α).

Пример 4.3 Изображение дельта-функции:

x(t) = δ(t− t0) ↔ X(s) =
∫ ∞

0

δ(t− t0) e−st dt = est0 .

При t0 = 0

L{δ(t)} = lim
ε→0

∫ ∞

0−ε

δ(t) e−st dt = 1.

Пример 4.4 Изображения экспоненты мнимого аргу-
мента и тригонометрических функций:

x(t) = Aejωt;
Re x(t) = x1(t) = A cosωt;
Im x(t) = x2(t) = A sinωt;

X(s) =
∫ ∞

0

Aejωte−st dt = A

∫ ∞

0

e−t(s−jω) dt =

=
A

s− jω
= A · s + jω

s2 + ω2
;
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L{x1(t)} = Re X(s) =
As

s2 + ω2
;

L{x2(t)} = Im X(s) =
Aω

s2 + ω2
.

Пример 4.5 Изображение экспоненциально затухаю-
щих гармонических колебаний:

x1(t) = Ae−αt cosωt = A Re e−(α−jω)t;

x2(t) = Ae−αt sin ωt = A Im e−(α−jω)t;

X1(s) =
A(s + α)

(s + α)2 + ω2
;

X2(s) =
Aω

(s + α)2 + ω2
.

4.3. Свойства преобразования Лапласа

Рассмотрим основные свойства одностороннего
преобразования Лапласа, которые часто использу-
ются при анализе систем обработки сигналов и при
вычислении оригиналов или их образов.

1. Линейность:
L

{∑

i

αi xi(t)i

}
=

∑

i

L{αi xi(t)} (4.6)

(доказательство следует из линейности интеграла).
2. Изображение смещённого сигнала:

L{x(t− t0)} = X(s) · e−st0 . (4.7)
Доказательство. Сделаем замену переменных

t− t0 = ξ в интеграле∫ ∞

0
x(t− t0) e−st dt =

∫ ∞

0
x(ξ) e−s(ξ+t0) d(ξ + t0) =

= e−st0

∫ ∞

0
x(ξ) e−sξ dξ = e−st0X(s).

3. Смещение изображения:
L{X(s + α)} = x(t) · e−αt. (4.8)

Доказательство.∫ ∞

0
x(t) e−αte−stdt =

∫ ∞

0
x(t) e−(s+α)tdt = X(s + α).

4. Изображение производной:

L
{

dx

dt

}
= sX(s)− x(0), (4.9)

где x(0) ≡ x(t)|t=−0 — начальное условие.
Доказательство. Интегрируем по частям

L
{

dx

dt

}
=

∞∫

0

dx

dt
e−stdt =

= x(t)e−st
∣∣∞
0

+ s

∫ ∞

0
x(t) e−stdt =

= −x(0) + sX(s).

В общем случае

L
{

dnx(t)
dtn

}
= snX(s)− sn−1x(0)− sn−2x′(0)− . . .−

− sx(n−2)(0)− x(n−1)(0) =

= snX(s)−
n−1∑

i=0

sn−i−1 x(i)(0).

(4.10)

5. Изображение интеграла:

L
{∫ t

0
x(ξ) dξ

}
= X(s)/s. (4.11)

6. Изображение свёртки:

L{x1(t) ∗ x2(t)} = L
{∫ ∞

0
x1(t− τ) x2(τ) dτ

}
=

= L{x1(t)} · L{x2(t)}.
(4.12)

Доказательство.∫ ∞

0

(∫ ∞

0
x1(t− τ) x2(τ) dτ

)
e−st dt =

=
∫ ∞

0
x2(τ)

(∫ ∞

0
x1(t− τ) e−st dt

)
dτ.

Сделаем замену переменных t− τ = η, получим∫ ∞

0
x2(τ)

(∫ ∞

0
x1(η) e−s(η+τ)dη

)
dτ =

=
∫ ∞

0
x2(τ) e−sτdτ

∫ ∞

0
x1(η) e−sηdη =

= X1(s) X2(s).

7. Дифференцирование изображения:

L−1

{
dX(s)

ds

}
= −t x(t); (4.13)

L{tnx(t)} = (−1)n dnX(s)
dsn

. (4.14)

Доказательство.
d

ds
X(s) =

d

ds

∫ ∞

0
x(t) e−stdt =

=
∫ ∞

0

d

ds
x(t) e−stdt =

= −
∫ ∞

0
t x(t) e−stdt = −L{t x(t)}

(дифференцировать под знаком интеграла можно
благодаря его равномерной сходимости).

8. Масштабирование:

L{x(at)} =
1
a

X(s/a) (a > 0). (4.15)

Доказательство. Сделаем замену переменных
at = η в интеграле∫ ∞

0
x(at) e−stdt =

=
1
a

∫ ∞

0
x(η) e−sη/adη =

1
a

X(s/a).

9. Теорема о начальном значении :

x(0) = lim
s→∞ sX(s). (4.16)

Доказательство. Используем свойство диффе-
ренцирования (4.13), получим при s →∞:

lim
s→∞L

{
dx

dt

}
= lim

s→∞

∫ ∞

0

dx

dt
e−stdt =

=
∫ ∞

0

dx(t)
dt

lim
s→∞ e−stdt = 0.

10. Теорема о конечном значении:

lim
s→0

sX(s) = x(∞). (4.17)
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Доказательство.

lim
s→0

L
{

dx

dt

}
= lim

s→0

∫ ∞

0

dx

dt
e−stdt =

=
∫ ∞

0

dx(t)
dt

lim
s→0

e−stdt =

=
∫ ∞

0

dx(t)
dt

dt = x(∞)− x(0).

Пример 4.6 Используя свойство дифференцирова-
ния изображения, найдём образ сигнала x(t) = t cosωt:

X(s) = −dL{cosωt}
ds

= − d

ds

(
s

s2 + ω2

)
=

s2 − ω2

(s2 + ω2)2
.

Пример 4.7 Аналогично для сигнала x(t) = te−αt по-
лучаем

X(s) = − d

ds
L{

e−αt
}

= − d

ds

(
1

s + α

)
=

1
(s + α)2

.

В общем случае можно доказать, что

L{
tne−αt

}
=

n!
(s + α)n+1

. (4.18)

Пример 4.8 Используя свойство о изображении за-
держанного сигнала, найдём образ по Лапласу задержан-
ной функции включения:

L{σ(t− τ)} = e−sτ/s. (4.19)

Пример 4.9 Из предыдущего примера и из свой-
ства линейности следует, что изображение прямоуголь-
ного импульса

L{σ(t)− σ(t− τ)} =
1
s
− e−sτ

s
=

(1− e−sτ )
s

. (4.20)

Пример 4.10 Используя свойство дифференцирова-
ния, получаем, что

L{dδ(t)/dt} = s. (4.21)

4.4. Вычисление обратного преобразования
Лапласа

4.4.1. Теорема разложения Хевисайда

Пусть необходимо найти L−1{Y (s)}, причём
Y (s) — дробно-рациональная функция, т. е.

Y (s) =
bmsn + . . . + b1s + b0

ansn + . . . + a1s + a0
=

m∑
k=0

bks
k

n∑
k=0

aksk

; m < n.

(4.22)
Делением числителя и знаменателя на an всегда
можно добиться, чтобы старший коэффициент an

равнялся 1. Далее будем рассматривать только этот
случай. Заметим, что невыполнение условия an = 1
является частым источником ошибок при вычисле-
ниях оригинала по известному изображению.

Полином в знаменателе степени n согласно
основной теореме алгебры имеет n корней sk ;
при действительных коэффициентах ak корни либо
действительны, либо комплексно-сопряжены. Корни
знаменателя называются полюсами функции Y (s).

Если все n полюсов различны (т. е. не кратные), то
полином можно представить в виде произведения

n∑

k=0

aks
k = an

n∏

k=1

(s− sk) =
n∏

k=1

(s− sk). (4.23)

Тогда дробно-рациональную функцию, если она
правильная (т.е. если степень числителя меньше сте-
пени знаменателя), можно разложить на слагаемые
(теорема разложения Хевисайда):

Y (s) =

m∑
k=0

bks
k

n∑
k=0

aksk

=

m∑
k=0

bks
k

n∏
k=1

(s− sk)
=

n∑

k=1

Ak

s− sk
, (4.24)

где коэффициенты (вычеты) находятся по формуле

Ak =
(
Y (s) · (s− sk)

)∣∣∣
s=sk

. (4.25)

Если же имеются кратные полюсы, тогда разло-
жение усложняется. Каждому p-кратному полюсу в
разложении Y (s) будут соответствовать p слагае-
мых:

A1

(s− sk)p
+

A2

(s− sk)p−1
+ . . . +

Ap

s− sk
.

В этом случае коэффициенты, соответствующие
каждому кратному полюсу, находятся по формуле

Ai =
1

(i− 1)!
lim

s→sk

di−1

dsi−1

(
(s− sk)p · Y (s)

)
. (4.26)

Пример 4.11 Например,

Y (s) =
1

(s + 1)3(s + 2)
=

A1

(s + 1)3
+

A2

(s + 1)2
+

A3

s + 1
+

A4

s + 2
.

(4.27)
Во многих случаях вместо громоздкой формулы (4.26)

выгодно использовать один из следующих способов.
Способ 1. Приведение к общему знаменателю и при-

равнивание коэффициентов при равных степенях s. Для
изображения (4.27):

1 = A1(s+2)+A2(s+1)(s+2)+A3(s+1)2(s+2)+A4(s+1)3.

Раскрываем скобки:

1 = A1s + 2A1 + A2s
2 + 3A2s + 2A2+

+ A3(s2 + 2s + 1)(s + 2) + A4(s3 + 3s2 + 3s + 1) =

= A1s + 2A1 + A2s
2 + 3A2s + 2A2 + A3s

3 + 4A3s
2+

+ 5A3s + 2 + A4s
3 + 3A4s

2 + 3A4s + A4 =

= s3(A3 + A4) + s2(A2 + 4A3 + 3A4)+
+ s(A1 + 3A2 + 5A3 + 3A4) + (2A1 + 2A2 + A4 + 2).

Приравниваем коэффициенты при равных степенях s
и получаем

A3 + A4 = 0; A2 + 4A3 + 3A4 = 0;
A1 + 3A2 + 5A3 + 3A4 = 0; 2A1 + 2A2 + A4 + 2 = 1.

Решая систему линейных уравнений, находим, что
A1 = 1; A2 = −1; A3 = 1; A4 = −1. Используя свойство

L{
tne−αt

}
= n!/(s + α)n+1,

находим оригинал

y(t) =
1
2

t2e−t − te−t + e−t − e−2t.

Способ 2. Разложение Y (s) · (s + 1)3 в степенной
ряд относительно (s + 1).
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Используя разложение

1
1 + x

= 1− x + x2 − x3 + . . .

при x < 1, получим

Y (s)(s + 1)3 =
1

s + 2
=

1
(s + 1) + 1

=

= 1− (s + 1) + (s + 1)2 + . . . .

Тогда разложение изображения имеет следующий вид:

Y (s) =
1− (s + 1) + (s + 1)2 + . . .

(s + 1)3
=

=
1

(s + 1)3
− 1

(s + 1)2
+

1
s + 1

− . . . .

Коэффициент при 1/(s + 2) находится обычным спо-
собом, т. к. полюс s = −2 не кратный.

Способ 3. По формуле (4.25).
Находим A1 при старшей степени 1/(s + 1)3 , получа-

ем

A1 =
(
Y (s) · (s + 1)3

)∣∣∣
s=−1

=
1

s + 2

∣∣∣∣
s=−1

= 1;

затем вычитаем из Y (s) найденный первый член разло-
жения 1/(s + 1)3 , в результате полюс s = −1 будет лишь
второго порядка:

Y1(s) =
1

(s + 1)3(s + 2)
− 1

(s + 1)3
=

1− (s + 2)
(s + 1)3(s + 2)

=

=
−1

(s + 1)2(s + 2)
=

A2

(s + 1)2
+

A3

(s + 1)
+

A4

s + 2
;

A2 =
(
Y1(s) · (s + 1)2

)∣∣∣
s=−1

=
−1

s + 2

∣∣∣∣
s=−1

= −1.

Теперь вычитаем член −1/(s + 1)2 , получим

Y2(s) = Y1(s) +
1

(s + 1)2
=

=
−1 + s + 2

(s + 1)2(s + 2)
=

1
(s + 1)(s + 2)

;

A3 =
(
Y2(s) · (s + 1)

)∣∣∣
s=−1

=
1

s + 2

∣∣∣∣
s=−1

= 1

A4 =
(
Y (s) · (s + 2)

)∣∣∣
s=−2

= −1.

Таким образом, получаем тот же результат, что и рань-
ше.

Если степень полинома знаменателя не больше
степени числителя, то дробно-рациональную функ-
цию с помощью деления числителя на знаменатель
можно представить в виде суммы полинома и пра-
вильной дробно-рациональной функции; оригиналом
для первого будет являться сумма дельта-импульсов
и их производных, а к последней может быть при-
менён рассмотренный выше способ разложения на
элементарные дроби.

Пример 4.12 Например, если образ

X(s) =
s3 + 5s2 + 9s + 1

s2 + 3s + 2
=

= s + 2 +
s− 3

s2 + 3s + 2
= s + 2− 4

s + 1
+

5
s + 2

,

то оригинал

x(t) = δ̇(t) + 2δ(t)− 4e−tσ(t) + 5e−2tσ(t).

4.4.2. Интеграл Меллина

В некоторых случаях для нахождения обратного
преобразования Лапласа приходится вычислять ин-
теграл Меллина (4.5), используя методы функции
комплексного переменного. Если для изображения
выполняются условия леммы Жордана (см. п. ?? на
с. ??), то интеграл по бесконечной полуокружности,
расположенной слева от мнимой оси, равен нулю
при t > 0. Тогда интеграл Меллина может быть вы-
числен с помощью интегрирования по замкнутому
контуру (рис. 4.2). Если все особенности изображе-
ния являются полюсами, то интеграл Меллина равен
сумме вычетов относительно всех полюсов:

1
2πj

∫ c+j∞

c−j∞
X(s) estds =

n∑

k=1

res
(
X(s) est

)∣∣∣
s=sk

.

В некоторых случаях вместо вычетов удобно ис-
пользовать интегрирование по эквивалентному кон-
туру, внутри которого расположены все полюса изоб-
ражения, например, по окружности с центром в на-
чале координат. Если изображение имеет точки раз-
ветвления, то необходимо выбрать эквивалентный
контур с разрезами, чтобы точка разветвления ока-
залось вне контура, и провести интегрирование по
каждому берегу разреза, но рассмотрение этих во-
просов выходит за рамки нашего курса.

Пример 4.13 Необходимо найти оригинал x(t), если
известно изображение

X(s) =
1

(s + α)2
.

Эта функция имеет полюс s = −α кратности 2. По фор-
муле (??) находим

x(t) =
d

ds
(s + α)2 · 1

(s + α)2
· est

∣∣∣∣
s=−α

=

= t e−st
∣∣
s=−α

= t e−αt; t > 0.

Аналогичный результат уже был получен в приме-
ре 4.7 на с. 30 другим способом.

Пример 4.14 Рассмотрим функцию X(s) = 1/sn ,
имеющую полюс кратности n при s = 0. Разложим экс-
поненту в ряд

exp(st) = 1 + st + (st)2/2! + (st)3/3! + . . . =
∞∑

k=0

(st)k

k!
.

Вычет относительно s = 0 будет равен коэффициенту
при 1/s в разложении

( ∞∑

k=0

(st)k

k!

)
/sn,

т. е. при k = n− 1, откуда находим оригинал

x(t) = tn−1/(n− 1)!

Задание 4.1 Решите следующие задачи:
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-

c + j∞

c− j∞

jω

σ
c

Рис. 4.2. Контур интегрирования на комплексной плоскости

1. Докажите, что следующие оригиналы имеют ука-
занные изображения по Лапласу и область сходимости.
Найдите область сходимости, где она не указана. Если
оригинал x(t) отличен от 0 при t < 0, рассматривайте
двустороннее преобразование Лапласа. Нарисуйте график
оригинала и покажите штриховкой на комплексной плос-
кости область сходимости.

а) x(t) = e−αtσ(t) ↔ X(s) = 1/(s+α); Re s > −α;
б) x(t) = −e−αtσ(−t) ↔ X(s) = 1/(s + α);

Re s < −α;
в) x(t) = e−α |t|, α > 0 ↔ X(s) = 2α2/(α2 − s2);

|Re s| < α;
г) x(t) = σ(t + T/2) − σ(t− T/2) ↔

X(s) =
(
esT/2 − e−sT/2

)
/s при любых s;

д) x(t) = 1/(1 + t2) ↔ X(s) =
∫ ∞

−∞

e−st

(1 + t2)
dt;

s = jω (область сходимости — мнимая ось);

е) x(t) = et2 ; изображение не существует (интеграл
не сходится);

ж) x(t) = e−t − e−2t , t > 0 ↔
X(s) =

1
(s + 1) (s + 2)

.

з) 2e−t − e−2t, t > 0 ↔ X(s) =
s + 2

(s + 1) (s + 2)
.

и)
1
2α

(
eαt − e−αt

)
=

1
α

shαt, t > 0 ↔ 1
s2 − α2

;

к) x(t) =
1

2jω0

(
e(−α+jω0)t − e(−α−jω0)t

)
=

e−αt

ω0
sin ω0t, t > 0; X(s) =

1
(s + α)2 + ω2

0

;

л) x(t) = σ(t) − 2 · σ(t− 1) + σ(t− 2) =



1; 0 < t < 1;
−1; 1 < t < 2;
0 в остальных случаях;

X(s) =
1
s

(
1− e−s

)2
;

м) x(t) = sin t − sin(t − 2π) · σ(t− 2π) ={
sin t, 0 < t < 2π;
0 в остальных случаях;

X(s) =
1

s2 + 1
(1− e−2πs);

н) te−t + e−t = e−t(1 + t); t > 0;
s + 2

(s + 1)2
;

о) x(t) = e−t − 1 + t, t > 0; X(s) =
1

s2(s + 1)
;

п) x(t) = e−t(cos t− sin t)σ(t); X(s) =
s

s2 + 2s + 2
.

2. Вычислите обратное преобразование Лапласа для
образов, указанных в задаче 1 на с. 32.

3. Сформулируйте и докажите свойства двусторонне-
го преобразования Лапласа, аналогичные рассмотренным
в разделе 4.3.


