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ВВЕДЕНИЕ 
 
Материалом пособия явился курс лекций, читаемый студентам 

специальности «Физика кинетических явлений» в МИФИ более 25 
лет. Курс посвящен основам статистической обработки ядерно-
физического эксперимента. Так как явления в ядерной физике но-
сят стохастический характер, то при обработке результатов экспе-
риментов не обойтись без применения статистических методов. 
Все статистически методы основываются на специальном разделе 
математики – теории вероятности. В пособии приведены в очень 
сжатом виде основные понятия теории вероятностей. Из стати-
стических методов рассматриваются методы по оценке величин и 
проверке статистических гипотез, т.е. основные статистические 
методы для анализа экспериментальных данных.  

Главная цель, которую преследовали авторы – дать ясную 
формулировку задачи и предложить ее решение в очень ограни-
ченном объеме времени. При этом считалось, что читатели знако-
мы с высшей математикой и с основами теории вероятности. Опи-
сываемые статистические методы находят самое широкое приме-
нение во всех областях деятельности человека: ядерная физика, 
экономика, финансы, медицина и другие. В пособии приведены 
самые разнообразные примеры на применение тех или иных мето-
дов. Приведены примеры по обработке результатов эксперимен-
тов, поставленных на кафедре «Прикладная ядерная физика».  

В целом авторы придерживались классических приемов изло-
жения методов обработки результатов, но при этом принималась 
во внимание ограниченность по времени данного курса для этой 
специальности и рассматривались те задачи, которые необходимы 
инженеру-физику названной специальности.  

Кроме чисто статистических методов, затрагивается вопрос, 
который очень часто стоит перед экспериментаторам в области 
прикладной ядерной физики, а именно, обработка аппаратурных 
спектров. Представлены подходы по обработке линейчатых спек-
тров.  

В конце пособия приводится довольно обширный список лите-
ратуры по предлагаемому вопросу.  
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Схема проведения эксперимента 

 
Основу физики составляет наблюдение за каким-либо явлени-

ем, в процессе которого познаются законы, управляющие данным 
явлением. Такое наблюдение носит название эксперимента.  

Рассмотрим последовательно, какие шаги должны быть пред-
приняты для проведения эксперимента. Первым шагом в схеме 
проведения эксперимента является возникновение, формулировка 
или постановка физической задачи. Правильная постановка зада-
чи предопределяет успех при исследовании изучаемого явления. 

Задачи для проведения эксперимента могут быть различными. 
На первоначальном этапе постановки физической задачи исследо-
ватель может делать некоторые теоретические предположения, 
которые будут либо подтверждены, либо опровергнуты в ходе 
проведения эксперимента. Таким образом, проверка теоретиче-
ских предсказаний важна сама по себе и для подтверждения жиз-
неспособности теории. Расхождение между теорией и практикой 
часто является основанием для постановки новой эксперимен-
тальной работы. Следовательно, можно сделать вывод, что тео-
рия и практика взаимно помогают и дополняют друг друга.  

В настоящее время проводится большое число различных ис-
следований и наблюдений. Несмотря на то, что все они различны, 
в большинстве случаев они ставятся по определенным правилам. 
Знание этих правил позволяет правильно понять сущность инте-
ресующего нас явления. 

Следующим шагом проведения эксперимента должно быть мо-
делирование: математическое или физическое. В связи с разви-
тием компьютерных технологий в настоящее время большое зна-
чение получил метод математического моделирования процессов, 
происходящих в природе. Число физических задач, решаемых ме-
тодами математического моделирования, достаточно велико. Ос-
новной особенностью такого моделирования является то, что фи-
зический прибор, объект или явление заменяются их математиче-
ской моделью. Изучая свойства разработанной модели с помощью 
ЭВМ, можно предсказывать поведение моделируемого объекта в 
произвольных физических условиях. Причем изучение свойств 
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объекта-модели не требует больших затрат времени и финансовых 
расходов и, что самое главное, позволяет получать данные, необ-
ходимые для исследования свойств объекта в реальных условиях. 

Метод математического моделирования – это удобный и 
универсальный метод, позволяющий изучать свойства изучаемого 
объекта, прибора, физического явления. Метод математического 
моделирования можно представить в виде схемы (рис. В.1).  

 
 

Модель 

Программа 

Алгоритм 

Объект 

 
 

Рис. В.1. Схема «модель-алгоритм-программа» 
 

Реализация данной схемы включает следующие этапы. Сначала 
строится эквивалентная математическая модель физического объ-
екта, отражающая все его основные свойства. Затем происходит 
выбор или разработка алгоритма, который должен отражать все 
основные свойства модели и объекта и не искажать их. И, нако-
нец, на основе алгоритма пишется программа для компьютера.  

Схема проверяется на тестовых примерах. Если установлено, 
что она реально отражает исследуемый объект, то с ее помощью 
можно проводить всестороннее исследование свойств интере-
сующего нас объекта. 

Если происходит моделирование не на компьютере, а физиче-
ское моделирование, то его проводят следующим образом: для 
определения работоспособности объекта строят небольшую мо-
дель (ускоритель, макет детектора) и обкатывают основную идею. 

После проведения этапа моделирования, в процессе которого 
проявилась некоторая идея, характеризующая изучаемую величи-
ну, наступает следующий шаг исследования – выбор метода изме-



 
 

8

рения исследуемой величины. Под методом измерения, в свою 
очередь, понимают совокупность правил и средств измерений. 
Измерение, это нахождение физической величины опытным путем 
с помощью специальных технических средств. Физическая вели-
чина является характеристикой физического объекта, определяю-
щая какое-либо его свойство. 

Методы измерения могут быть: 
прямыми – искомое значение величины находят непосредст-

венно из опытных данных. Прямые измерения дают наиболее аде-
кватную характеристику исследуемого объекта. Остальные типы 
измерений представляют собой различные комбинации прямых 
измерений; 

совместными называют одновременные измерения двух или 
нескольких неодноименных величин, характеризующих состояние 
исследуемой системы. Важно, что измерения проводятся одно-
временно; 

косвенными – исследуемая величина определяется с помощью 
известных соотношений между физическими величинами, най-
денными в результате прямых измерений; 

совокупными – проводятся измерения нескольких одноимен-
ных величин, при которых результаты измерений находят из ре-
шения системы линейных уравнений. 

В качестве средств измерения подразумевается все многообра-
зие измерительных приборов и устройств. Обычно измерительный 
прибор состоит из датчиков, каналов передачи информации от 
них, регистрирующего устройства, связанного с ЭВМ, вспомога-
тельных устройств, необходимых для проведения эксперимента, 
различных дополнительных устройств. При создании эксперимен-
тальной установки ее разработчику надо учитывать уже сущест-
вующие технологические решения. Желательно, чтобы разраба-
тываемые конструкции отличались простотой и технологично-
стью. 

Измерительный прибор необходимо градуировать и для него 
необходимо метрологическое обеспечение. Таким образом, мет-
рологическое обеспечение – следующий шаг в алгоритме. Усло-
вия, при которых делается градуировка приборов, определяются 
соответствующими стандартами и называются нормальными ус-
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ловиями. В зависимости от величины погрешности инструментам 
и приборам присваивается тот или тип точности, который обозна-
чается на шкале прибора. Единого принципа определения классов 
точности для приборов разного типа не существует. К некоторым 
приборам прилагается градуировочный график, некоторые снаб-
жаются паспортом, в котором указаны поправки или ошибки для 
всех точек шкалы. Приборам, ошибка которых превышает ошиб-
ки, предусмотренные шкалой классов точности, но которые все же 
могут быть использованы для грубых измерений, класс точности 
не присваивается и за величину ошибки принимается половина 
цены наименьшего деления или цена деления. 

 
Погрешности измерений 

 
Как бы тщательно не проводился эксперимент, его результаты 

всегда подвержены некоторым погрешностям или ошибкам. В 
процессе проведения эксперимента истинные значения физиче-
ских величин обычно определяются с некоторыми ошибками, т.е.  
на самом деле находятся их эмпирические представления – ре-
зультаты наших измерений. Можно сказать, что на самом деле 
истинное значение это – идеал, который недостижим. 

Пусть проводится серия измерений (n измерений): i=1…n. В 
результате i-го измерения получают величину xi. Погрешность i-го 
измерения представляет собой следующую величину: Δxi = xi – x0,, 
где x0 – неизвестное истинное значение измеряемой величины.  

Так как x0 неизвестна, то вместо нее обычно подставляют ее 
действительное значение. Под действительным значением пони-
мают значение физической величины, найденное эксперименталь-
но и настолько приближенное к данной цели, что может быть ис-
пользовано вместо него. 

Погрешности могут быть следующих видов. 
 
По причине появления:  

 математическая модель, 
 промахи персонала при обработке,  
 аппаратурный коэффициент.  
По закономерности проявления:  
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 систематические, 
 случайные. 
По форме числового выражения:  

 абсолютные,  
 относительные,  
 приведенные. 

 
Следующий шаг на пути исследования изучаемого явления – 

это автоматизация измерений и представление эксперименталь-
ных данных в удобочитаемом виде. 

Предполагается, что надо измерить некоторую величину. На 
практике производят ограниченное число измерений, например n. 
В этом случае говорят, что имеет место выборка из генеральной 
совокупности объема n. 

Под генеральной совокупностью понимают неограниченное 
число измерений (n→∞). При анализе полученной выборки ос-
новные усилия направлены на получение сведений о группировке 
данных (среднем), о рассеянии данных (дисперсии) и о связи раз-
личных данных между собой (корреляции). 

Опыт показывает, что при повторении измерений получаются 
разные значения одной и той же величины. Следовательно, каж-
дое полученное единичное измерение можно рассматривать как 
случайное событие. Поэтому действия над группами полученных 
таким образом чисел или же обработка результатов измерений 
являются действиями над случайными числами. Таким образом, 
случайной величиной называют измеряемую физическую вели-
чину, значения которой подвержены неконтролируемому разбросу 
при повторении измерений. Для обработки результатов измеряе-
мых величин применяют аппарат теории вероятности.  
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1. Основные понятия теории вероятности 

 
Случайные величины могут быть одномерными (зависящими 

от одной переменной) и многомерными (зависящими от несколь-
ких переменных). Кроме того, они могут быть дискретными и 
непрерывными.  

Если в процессе эксперимента проводится n повторных наблю-
дений случайной величины Х, то процесс можно рассматривать 
как одно наблюдение случайного вектора, имеющего компонен-
ты x1, x2,…xn. 

Чтобы обеспечить полное описание эксперимента, недостаточ-
но задать лишь пространство элементарных событий для искомой 
случайной величины. Необходимо, кроме того, знать для каждого 
дискретного значения частоту ν появления случайной величины 
или vP  вероятность попадания на v й− уровень: 

( ), 1,2,...,v vP P X x v n= = = . 
Случайные величины бывают дискретными или непрерывны-

ми. Случайная величина может принимать различные значения. 
Если количество этих значений конечно, то такую величину назы-
вают дискретной. Если количество таких значений бесконечно, 
то такую величину называют непрерывной.  

1.1. Числовые характеристики случайных величин 
Функция распределения 

Пусть переменная величина ξ является случайной и принимает 
ряд значений x1, x2, …,xn . В процессе эксперимента проводят n 
повторных наблюдений случайной величины ξ. Для описания од-
номерных случайных величин ξ достаточно задать способ вычис-
ления вероятностей ( ) ( )P x P xξΔ = ∈Δ  для полузамкнутых слева 
интервалов вида min[ , )x x xΔ = , где minx – минимально возможное 
значение величины ξ, а x – текущее возможное значение ξ. Веро-
ятность min([ , )) ( )P x x P xξ= <  однозначно определяется числом x 
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– правой границей интервала и является функцией x. Определим 
функцию распределения вероятностей (ФР) ( )F xξ  случайной ве-

личины ξ , ставящей в соответствие любому значению случайной 
величины x вероятность события xξ < : 

( ) ( )F x P xξ ξ= < . 
Обычно пишут F(x), т.е. опускают упоминание собственно слу-

чайной величины, для которой написана функция распределения. 
Определение функции распределения применимо как к дис-

кретным, так и к непрерывным величинам.  
Рассмотрим основные свойства функции распределения веро-

ятностей F(x): 

a) F(x) является неубывающей функцией аргумента x; 
b) ( ) 0F −∞ = ; 
c) ( ) 1F ∞ = ; 
d) в случае дискретного аргумента x ( )F x  возрастает 

скачками; 
e) ( ) ( ) ( )P a x b F b F aξ ξ≤ ≤ = − . 

Если случайная величина  – экспериментальные данные, то 
обычно вид ( )F x  неизвестен при первичной обработке. 

Функция плотности вероятности 

Понятие функции плотности вероятности применимо только к 
непрерывным случайным величинам.  

Определение функции плотности вероятности f(x) : 

0 0

( 2 2) ( 2) ( 2)( ) lim lim
x x

P x x x x x F x x F x xf x
x x→ →

−Δ ≤ ≤ +Δ +Δ − −Δ
= =

Δ Δ
. 

Функция плотности вероятности f(x) есть производная функции 
распределения в точке x 

( )( ) dF xf x
dx

= . 

Свойства функции плотности вероятности:  
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a) ( ) 0f x ≥ , т.к. ФР неубывающая; 
b) { }[ , ] ( )P x x x f x xξ ∈ + Δ ≈ Δ  для малых Δх; 

c) min

min

{ [ , ]} ( ) ( ) для
x

x

P x x F x f u du xξ ∈ = = ∀∫ ; 

d) 
0

0

0 0 0 0{ [ , ]} ( ) ( ) ( )
x x

x

P x x x F x x F x f u duξ
+Δ

∈ +Δ = +Δ − = ∫ , 

для ∀х0 и Δх; 

e) min max

max

min

{ [ , ]} ( ) 1
x

x

P x x f x dxξ ∈ = =∫   – условие норми-

ровки. 
Рассмотрим на примере нормального распределения примеры 

графиков F(x) и f(x) на рис. 1.1 и 1.2. 

 

 
Рис.1.1. Вероятность 

попадания случайной ве-
личины в интервал 

[ ]0 0;x x x+ Δ  равна в 

соответствии со свойством 
ФР e): 0 0( ) ( )F x x F x+Δ − . 
На рисунке отмечен отре-
зок  

 
 
Рис.1.2. Вероятность 

попадания случайной ве-
личины в интервал  
[x0; x0 + Δx] пропорцио-
нальна заштрихованной 
площади в соответствие со 
свойством d) 

Для дискретных величин понятие функции плотности вероят-
ности не используют, а используют значение вероятности Pi при-



 
 

14

нятия того или иного значения xi (при непрерывной случайной 
величине такая вероятность будет равна 0 и не имеет никакого 
физического смысла). 

График функции распределения случайной дискретной вели-
чины значения на грани шестигранной бросаемой игральной кости 
представлен на рис.1.3. 

 
Рис.1.3. График функции распределения случайной дискрет-

ной величины значения на грани шестигранной бросаемой иг-
ральной кости. Внизу – график вероятности принятия значения 

Внизу под графиком функции распределения приведен график 
вероятности принять то или иное значение. Необходимо обратить 
внимание, что это не график функции плотности распределения.  

Возможные принимаемые значения xi=1,2,3,4,5,6: 

F(xi)= ( )
ix x

i
i

P x
<

∑ . 

Вероятность принятия одного из возможных значений (любо-
го) одинакова и равна P(P=1/6). Функция распределения равна 
вероятности того, что будет приятно значение меньше x. 
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Математическое ожидание случайной величины 

Математическим ожиданием дискретной случайной величи-
ны { }E x  называют сумму всех возможных значений случайной 
величины xi, умноженной на соответствующие вероятности: 

1 1
{ } ( )

n n

i i i i
i i

E x x P x P X x
= =

= = =∑ ∑ . 

Для непрерывных случайных величин: 
{ } ( )E x xf x dx= ∫ . 

Математическое ожидание может обозначаться несколькими 
способами: { }, ,E x M μ . 

Математическое ожидание указывает центр группирования 
значений случайной величины. 

Если φ(x) – интегрируемая функция случайной величины, ко-
торая тоже является случайной величиной, тогда:  

{ ( )} ( ) ( )E x x f x dxϕ ϕ= ∫ . 
При этом интегрирование производится по всей области изме-

нения величины х, ( )f x  – функция плотности вероятности. 
Рассмотрим свойства математического ожидания: 

a) { } , constE c c c= = ; 
b) { ( )} { ( )}k k k k

k k
E c x c E xϕ ϕ=∑ ∑ ; ck=constk;  

c) { } { }k k
k k

E x E x=∑ ∑ . 

Эмпирическим, т.е взятым из опыта, аналогом математическо-
го ожидания является выборочная средняя величина. 

Для набора значений случайной величины выборочное среднее 
равно: 

1

1 n

i
i

x x
n =

= ∑ ,  

если xi равновероятны, или  
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1

1 n

i i
i

x x P
n =

= ∑ ,  

где Pi–вероятность проявления значения xi. 
Если данные сгруппированы, т.е. указаны значения xi и частота 

принятия таких значений νi, то  

1

1

1

1  1,2,..., .

k

i i k
i

i ik
i

i
i

v x
x v x i n

nv

=

=

=

= = =
∑

∑
∑

, т.к. 
1

k

i
i

v n
=

=∑ , 

где n – объем выборки; k – число значений, которые принимала 
случайная величина. 

Кроме математического ожидания о группировке данных могут 
свидетельствовать моды, медианы, квантили. 

 
Рис. 1.4. Характеристики несимметричного распределения 

На рис. 1.4 показаны мода и медиана. Мода показывает макси-
мум распределения, а медиана делит функцию плотности вероят-
ности на две одинаковые области, в которые случайная величина 
попадает с одинаковыми вероятностями. Квантиль будет описан 
ниже. 
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Дисперсия случайной величины 

Характеристикой отклонения случайной величины от матема-
тического ожидания 0x x−  является дисперсия, которая обозна-
чается каким-либо одним из символов: D, σ2 или var. 

Для дискретных величин дисперсия представлена формулой:  

( )2 2 2( ) { } ( ) { ( ) }i i i i i
i i i

D x x E x P x P E xμ μ= − = − = −∑ ∑ ∑ , 

где Pi – вероятность проявления значения xi. 
Для непрерывных случайных величин дисперсия выражается: 

2 2( ) ( ) ( ) {( ) }D x x f x dx E xμ μ= − = −∫ , 
где f(x) – функция плотности вероятности. 

Рассмотрим свойства дисперсии: 
a) ( ) 0D c = ;  

b) 2 2( ) [ { }] ( ) ( )D ax ax E ax f x dx a D x= − =∫ , где a=const;  

c) 2( ) [( ) { }] ( )D a x a x E a x f x dx+ = + − + =∫   
2  [ { }] ( ) ( )x E x f x dx D x= − =∫ , где a=const. 

Часто используют величину Dσ =  – среднее квадратичное 
отклонение. 

Эмпирическим (полученным в результате опыта) аналогом 
дисперсии является выборочная дисперсия Sn

2 , которая для вы-
борки объема n имеет вид: 

2 2

1

1 ( )
1

n

n i
i

S x x
n =

= −
− ∑ (для равновероятных значений xi). 

Удобно использовать следующие формулы для нахождения 
дисперсии:  

2 2( ) {[ { }] } {[ ] }D x E x E x E x μ= − = − =  
2 2 2 2{ } 2 { } { }E x E x E xμ μ μ= − + = − =  

2 2{ } [ { }]E x E x= − , или 2 2 2{ }E xσ μ= − . 
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1.2. Распределения случайных величин 
Одним из основных этапов обработки результатов измерений 

является нахождение функции распределения или функции 
плотности вероятности наблюдаемой случайной величины. 

На практике встречаются распределения самых разных видов. 
Рассмотрим наиболее часто встречающиеся в экспериментальной 
физике распределения случайных величин. Причем они могут 
быть как дискретными, так и непрерывными. Рассмотрим для та-
ких наиболее часто используемых распределений функции рас-
пределения, функции плотности вероятности, их графики и свой-
ства.  

 
1.2.1. Биноминальное (дискретное) распределение  

(Распределение Бернулли) 

Пусть опыт может приводить к одному из двух несовместимых 
исходов А или В. Опыт в любом случае завершается исходом либо 
А, либо В, т.е. А + В = U, и это U достоверно происходит. Вероят-
ность того, что исход U произойдет, равна 1. 

Пусть вероятности исходов А и В равны соответственно: 
( )P A p=   и  ( ) 1P B p q= − = . 

Пусть проводится N экспериментов. Сколько раз в этих экспе-
риментах исходом будет событие А? 

Вероятности событий А и В независимы, поэтому вероятность 
того, что первые k экспериментов имеют исход А, а остальные  – 
исход В, будет равна произведению вероятностей для каждого от-
дельного случая: 

(1 )k N kp p −− . 

Из комбинаторики известно количество сочетаний k
NC  – коли-

чество наборов, состоящих из k элементов, взятых из данных N 
элементов:  

!
!( )!

k
N

NC
k N k

=
−

. 

Следовательно, полную вероятность появления pk k исходов А 
можно записать в виде: 
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(1 )k k N k
k NP C p p −= − . 

Это распределение и носит название биноминального. Бино-
минальное распределение дает вероятность получения k событий 
А (иногда для определенности их называют успешными события-
ми), если общее количество испытаний равно N , а вероятность 
успеха в одном испытании равна p. 

Биноминальное распределение переходит в пуассоновское рас-
пределение при N, стремящемся к бесконечности. 

1.2.2. Распределение Пуассона (дискретное) 

Распределению Пуассона подчиняются многие природные со-
бытия, в том числе и события попадания при определенных усло-
виях в детектор частиц радиоактивного распада. Условия для та-
кого соответствия распределению Пуассона будут рассмотрены 
ниже. 

Распределение Пуассона дает вероятность наблюдения количе-
ства событий в заданный промежуток времени при условии, что 
события независимы и возникают с постоянной скоростью.  

Рассмотрим пример попадания частиц в детектор. Введем сле-
дующие обозначения: 

( )kp t   – вероятность попадания k  частиц в детектор за интер-
вал времени t; 

0 ( )p t   – вероятность отсутствия попадания хотя бы одной час-
тицы в детектор за интервал времени t; 

n   – среднее значение числа частиц, попавших в детектор за 
единицу времени; 

N nt=   – среднее значение числа попавших в детектор частиц 
за время t. 

Пусть события попадания частиц в детектор удовлетворяют 
следующим требованиям: стационарности, отсутствию последей-
ствия и ординарности. 

Стационарность означает, что вероятность появления k собы-
тий ( )kp t  в течение промежутка времени от τ  до tτ +  не зависит 
от начального момента τ, а зависит только от k и t. 
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Отсутствие последействия означает, что вероятность ( )kp t  
наступления k событий в течение промежутка времени tτ τ÷ +  
не зависит от того, сколько раз и как появлялось событие ранее. 

Ординарность означает, что 1p>   – вероятность появления бо-
лее одного события за промежуток времени tτ τ÷ + Δ представ-
ляет собой величину бесконечно малую по сравнению с Δt, т.е. 

1( , ) 0( )p t t t t> + Δ = Δ , где 0( )tΔ   – бесконечно малая величина по 
отношению к Δt. Иными словами, два или несколько событий за 
время Δt практически появиться не могут.  

Такой поток событий называется пуассоновским, а вероятность 
таких событий описывается формулой Пуассона: 

( )( ) exp( )
!

k

k
ntp t nt
k

= −  , 

или, используя среднее число событий за интересующее нас вре-
мя: 

N nt=  ( ) exp( )
!

k

k
Np t N
k

= − . 

Можно рассмотреть следующие частные случаи такой вероят-
ности.  

Какова вероятность того, что за промежуток времени t не про-
изойдет ни одного события? Для нахождения такой вероятности 
надо количество событий k приравнять к нулю. Из формулы при 
k = 0 получим: 

0 exp( )p nt= − . 
Какова вероятность того, что произойдет только одно событие? 

Приравняем k=1. Из общей формулы для вероятности имеем: 
1 exp( )p nt nt= − . 

Математическое ожидание и дисперсия для пуассоновского по-
тока событий равны между собой: 

{ } { } .E k D k N nt= = =  
Этим свойством можно пользоваться для первичной проверки 

того, соответствует ли исследуемое распределение пуассоновско-
му. 
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Функция распределения для пуассоновского потока событий 
представлена на рис.1.5, а вероятность принятия значения пред-
ставлена на рис. 1.6. 

 

 
Рис.1.5. График функции распределения (nt=5) 

 
Рис.1.6. График вероятности принятия значений 

для случайной величины 

Функция распределения вероятности для пуассоновского пото-
ка определяется как вероятность того, что произойдет число со-
бытий меньше, чем заданное значение x. Такое представление о 
функции распределения – прямое следствие определения функции 
распределения.  

Исходя из этого, можно написать, что функция распределения 
есть сумма всех вероятностей для k<x: 

k

   

(nt)( ) e
k!

nt

k
k x

F x −

<

= ∑ . 

Рассмотрим пример на применение распределения Пуассона:  
Среднее число отсчетов счетчика за 1 мин равно 5. 
Определить вероятность того, что за 2 мин произойдет: 
а) два отсчета; 
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б) менее двух отсчетов; 
в) не менее двух отсчетов. 
В соответствии с формулой среднее количество отчетов соста-

вит: 
5 2 10N nt= = ⋅ = ;  

а) подставляем k=2: 
2

10 5
2

10 e 2,5 10
2!

p − −= = ⋅ ; 

б) для k<2, 2 0 1 exp( ) exp( )p p p N N N< = + = − + − =  
4(1 )exp( ) 11exp( 10) 4,9 10N N −= + − = − = ⋅ ; 

в) для k>2, 2 21 0,9995p p> <= − = .    
Установим, когда пуассоновское распределение можно исполь-

зовать при решении практических задач по регистрации частиц 
радиоактивного распада. Радиоактивный распад данного источни-
ка определяется числом активных ядер и вероятностью распада 
каждого ядра λ , с-1. Если длительно производить измерения за 
одинаковые промежутки времени, то активность источника может 
заметно уменьшиться.  

В этом случае нарушится условие стационарности и распреде-
ление Пуассона применять нельзя. Однако если интервал времени 
измерения существенно меньше времени жизни рассматриваемых 
радиоактивных ядер, и за время измерения распадается ничтожная 
доля радиоактивных ядер, то распределение Пуассона можно ис-
пользовать.  

Обозначая интервал времени измерения t, а время жизни ядер - 
τ, можно записать условие применимости распределения Пуассо-
на: 

1t
τ
<< . 

1.2.3. Равномерное распределение (непрерывное) 

Встречаются ситуации, когда значения непрерывной случайной 
величины лежат в определенном интервале и при этом все они 
равновероятны. В таких случаях считают, что случайная величина 
имеет равномерное распределение. Это бывает тогда, когда пока-
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зания считываются со шкалы измерительных приборов или фик-
сируют показания с ограниченным числом значащих цифр. 

Например: длина образца измерена с точностью до 1 см. Если 
обозначить погрешность измерения через x, то на отрезке -
0,5 см ≤ х ≤ 0,5 см вероятность любого значения x будет одинакова. 

Пусть переменная случайная величина х имеет равновероятное 
значение функции плотности вероятности на интервале от a до b, 
тогда можно записать: 

( )
0
c

f x
⎧

= ⎨
⎩

  
б ,

,  . 
a x b

x a x b
≤ ≤

< >
 

Из условия нормировки (свойство функции плотности вероят-
ности) следует: 

1( ) 1;    ( ) , 
( )

b

a

f x dx f x dx c dx c
b a

∞ ∞

−∞ −∞

= = = ⋅
−∫ ∫ ∫  

следовательно,
1     c

b a
=

−
. 

Функция ( )F x  получается путем интегрирования: 

1( ) ( )
x x

a a

x aF x f x dx dx
b a b a

−
= = =

− −∫ ∫ . 

Графики функции плотности вероятности и функции распреде-
ления приведены на рис. 1.7 и 1.8. 

 
Рис. 1.7. Функция плотности вероятности 

равномерного распределения 
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Рис. 1.8. Функция распределения равномерно-

го распределения 
0

( )

1

x a
x aF x a x b
b a

x b

<⎧
⎪ −⎪= ≤ ≤⎨ −⎪

>⎪⎩

 

Вычислим математическое ожидание и дисперсию: 
2 21{ }

2( ) 2

b

a

b a a bE x xdx
b a b a

− +
= = =

− −∫ ; 

2
21 ( ){ } ( )

2 12

b

a

a b b aD x x dx
b a

+ −
= − =

− ∫ . 

Среднеквадратичное отклонение 

2 3
b aDσ −

= = . 

Вероятность попадания в интервал от α до β равна заштрихо-
ванной площади на графике функции плотности вероятности (см. 
рис. 1.7), на графике функции распределения она отмечена отрез-
ком (см. рис. 1.8): 

( )( )P x
b a
β αα β −

< < =
−

 

или 
P(α <x< β)=F(β)-F(α). 

1.2.4. Нормальное распределение (непрерывное) 

Нормальное распределение, или распределение Гаусса, являет-
ся предельной формой, в которую могут переходить многие дру-
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гие виды функций распределения. Приблизительно нормальное 
распределение имеет случайная величина, характеризующая ре-
зультат одновременного влияния большого числа случайных фак-
торов, каждый из которых по своему влиянию не превышает за-
метным образом остальные. 

Нормальным называют распределение вероятности непрерыв-
ной случайной величины, которое описывается функцией плотно-
сти вероятности: 

2

2

1 ( )( ) exp
22

xf x μ
σπσ

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥⋅ ⎣ ⎦

, 

где σ2 – дисперсия, μ  – математическое ожидание.  
Нормальное распределение, имеющее математическое ожида-

ние μ и дисперсию σ2, обозначается 2( , )N μ σ , 2( , , )N x μ σ . 
График функции плотности нормального распределения пред-

ставлен на рис. 1.9, график функции распределения  – на рис. 1.10. 

 
Рис.1.9. График функции плотности нормального распределения для 

μ=30 при различных значениях σ(σ1<σ2<σ3) 
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Рис 1.10. График функции распределения 

 
График функции плотности вероятности имеет колоколообраз-

ный вид. Максимальное значение ординаты получается при x μ=  

и равно 
1

2 π σ⋅ ⋅
 . По мере удаления x от x μ=  функция плот-

ности уменьшается и при x = ±∞  обращается в 0. Математиче-
ское ожидание характеризует положение центра рассеяния. Кри-
вая нормального распределения симметрична относительно оси  – 
вертикальной прямой x μ= . Изменение математического ожида-
ния при неизменной дисперсии приводит к перемещению оси 
симметрии вдоль оси абсцисс.  

Дисперсия является характеристикой рассеяния в целом. При 
малых значениях σ кривая распределения имеет более остроко-
нечную вершину, чем при больших σ. 

Одновременное изменение параметров математического ожи-
дания и дисперсии приводит к изменению формы и положения 
кривой нормального распределения.  

Функция распределения как интегральная по отношению к 
функции плотности вероятности для нормального распределения 
имеет вид: 

2

2
( )

21( ) e
2

tx

F x dt
μ
σ

π σ

−
−

−∞

= ⋅
⋅ ⋅ ∫ . 

Сразу можно отметить, что значение подобного интеграла 
нельзя найти из элементарных функций. Следовательно, нельзя 
найти с помощью простых вычислений с какой вероятностью слу-
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чайная величина, подчиняющаяся нормальному распределению, 
будет принимать значения меньше и�и больше заданного. Но так 
как поставленная задача очень распространена, введены в обиход 
табулированные значения интегралов для стандартного нормаль-
ного распределения, и уже с их помощью можно ответить на та-
кой вопрос. Ниже рассматривается последовательность необхо-
димых действий для вычисления различных характеристик нор-
мального распределения.  

Стандартное нормальное распределение 

Распределение, имеющее математическое ожидание 0μ =  и 
дисперсию 1σ = , называют стандартным нормальным распреде-
лением и обозначают (0,1)N .  

В этом случае функция плотности вероятности имеет вид: 
21( ) exp

22
uuϕ

π
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и ее график представлен на рис 1.11. 

 

 
Рис. 1.11. График функции плотности вероятности стан-

дартного нормального распределения 
 
Функция распределения для стандартного нормального рас-

пределения имеет вид: 
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21( ) exp
22

u tФ u dt
π −∞

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . 

Значения функции распределения – это вероятности того, что 
случайная величина, подчиняющаяся стандартному нормальному 
распределению, будет принимать значения меньше заданного. Так 
как знание о таких вероятностях очень важны, а рассчитать значе-
ния функции вероятности в элементарных функциях невозможно, 
то значения приводятся в статистических таблицах. Говорят, что 
«затабулированы» вероятности того, что величина, имеющая 
стандартное нормальное распределение, будет иметь значение 
меньше, чем u: 

21( ) exp
22

u tФ u dt
π −∞

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . 

Такие интегралы называются интегралами Гаусса, их значения  
– гауссианами.  

 

 
Рис.1.12. График функции плотности стандартного нормаль-

ного распределения 
 
Заштрихованная площадь – значения интеграла Гаусса и есть 

вероятность того, что стандартная нормальная величина принима-
ет значения меньше, чем u. 



 
 

29

Обычно значений интеграла Гаусса от отрицательных величин 
в таблице не приводится. Однако их можно вычислить, используя 
симметрию функции распределения относительно математическо-
го ожидания, а значит относительно 0 для стандартного нормаль-
ного распределения. 

Также из рис. 1.12. видно, что: 
Ф(-u)+Ф(u)=1,  

тогда 
( ) 1 ( )Ф u Ф u− = − . 

Интеграл Лапласа 

В таблицах приводят и функцию Лапласа, которая определяет-
ся следующим образом: 

 
2

0
0

1( ) exp
22

z tz dt
π

⎛ ⎞
Φ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  – вероятность того, что случай-

ная стандартная нормальная величина принимает значения в ин-
тервале от 0 до z. Для обозначения интегралов Лапласа применя-
ют маленький символ 0 внизу, что показывает, что интегрирова-
ние производится не от -∞ как для интеграла Гаусса, а только от 0.  

Графическое представление интеграла Лапласа приведено на 
рис. 1.13.  

 
Рис.1.13. Графическая интерпретация интеграла Лапласа 
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Чтобы перейти к стандартной функции нормального распреде-
ления, нужно найти вероятность того, что случайная нормальная 
величина меньше z : 

0
1( ) ( )
2

P z z= + Φ . 

Вероятность, что случайная нормальная величина < -z:  

0
1( ) ( )
2

P z Ф z− = − . 

Кроме того, имеет смысл определение функции Лапласа для 
отрицательных чисел (рис. 1.14): 

2

0
0

0 2

0

1( ) exp
22

1 exp ( ) .
22

z

z

tz dt

t dt z

π

π

−

−

⎛ ⎞
Φ − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − − = −Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
 

 
Рис.1.14. Графическая интерпретация свойств интеграла  

Лапласа 

Таким образом, для интегралов Лапласа справедливо: 
0 0( ) ( )z zΦ = −Φ − ; 
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0 0( ) ( )z zΦ − = −Φ ; 

0 (0) 0Φ = ; 

0
1( )
2

Φ +∞ = . 

Преобразование нормального распределения в стандартное 
нормальное распределение 

Преобразование 
xu μ
σ
−

=  переводит нормальное распределе-

ние с параметрами μ и σ в стандартное нормальное распределе-
ние, имеющее математическое ожидание 0μ =  и дисперсию 

2 1σ = . 
Такое преобразование используется для решения задач о нахо-

ждении вероятности для нормальных случайных величин с произ-
вольными параметрами μ и σ. Преобразуя случайную величину x в 
стандартную нормальную u, можно по таблицам найти требуемую 
вероятность.  

Рассмотрим такую задачу.  
Задача 1.1. Нормальная случайная величина имеет математи-

ческое ожидание 50μ =  и стандартное отклонение 5σ = . Требу-
ется найти вероятность того, что случайная величина меньше 60 
(рис. 1.15). 

Решение: По определению функции распределения: 

60 50( 60) ( ) (2) 0,977
5

xP x F x μ
σ
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞< = = Φ = Φ = Φ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Сначала сделали переход от случайной величины с параметра-
ми μ и σ к стандартной нормальной величине, затем нашли в ста-
тистических таблицах значение функции распределения Ф(2) для 
стандартной нормальной величины u=2, а значит вероятность то-
го, что стандартная нормальная величина будет принимать значе-
ния меньше 2 или, что то же самое вероятность того, что нор-
мальная величина с параметрами (50, 5) будет принимать значе-
ния меньше 60. 
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Рис.1.15. График функции плотности вероятности для задачи 1.1 

Ответ: P(x<60) = 0,977. 

Рассмотрим вероятность попадания случайной величины х в 
интервал от α до β (α и β  – произвольные значения).  

По определению функции распределения: 

2 2

2 2

2

2

( ) ( ) ( )

1 ( ) ( )exp exp
2 22

1 ( )exp  .
22

P x F F

x xdx dx

x dx

β α

β

α

α β β α

μ μ
σ σπσ

μ
σπσ

−∞ −∞

< < = − =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= − − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫

∫

 

Подставим 
x uμ
σ
−

=  и используем табулированные значения 

функции Лапласса: 
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2

2 2

0 0

1( ) exp
22

1 1exp exp
2 22 2

uP x du

u udu du

β μ
σ

α μ
σ

β μ α μ
σ σ

α β
π

π π

−

−

− −

⎛ ⎞
< < = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫

∫ ∫

 

0 0 ,β μ α μ
σ σ
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= Φ −Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

где 0Φ  – значения функции Лапласа. 

Правило «трех сигм» 

Если рассматриваемый интервал симметричен относительно μ 
(пусть ε  – некоторое значение), то 

,α μ ε= −  ,β μ ε= +  

( ) 0 0P x μ μ ε μ ε μμ ε μ ε
σ σ

− + − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− < < + = Φ −Φ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

0 0 02  .ε ε ε
σ σ σ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= Φ −Φ − = Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Если величина интервала кратна σ, то kε σ= , где k = 1,2,3..., 

0( ) 2 ( ) .P k x k kμ σ μ σ− < < + = Φ  
Берем таблицы функций Лапласа: 

( ) ( )0 01, 2 1 0,682k F x μ σ= − < = Φ =
 

 – значит в интервал от x μ−  до x μ+  случайная нормальная ве-
личина попадает с вероятностью 0,682;  

( ) ( )0 02, 2 2 2 0,954;k F x μ σ= − < = Φ =  

( ) ( )0 03. 3 2 3 0,997k F x μ σ= − < = Φ =  – правило три сиг-

ма. В интервал от 3μ σ−  до 3μ σ+  нормальная случайная вели-
чина попадает с вероятностью 0,997. 
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Квантиль нормального распределения 

Понятие квантиля применимо для любого распределения.  
Определение квантиля: Квантилем хq уровня q называется 

величина, определяемая формулой: 

( ) ( )  .
qx

qF x f x dx q
−∞

= =∫  

Определение квантиля является задачей обратной к определе-
нию вероятности, с которой случайная величина будет меньше 
заданного значения.  

Для нормального распределения квантиль уровня P  – 
[ ] pP uΩ = , такая величина, что:  

21 exp  .
22

pu
tP dt

π −∞

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

 
Рис.1.16. Графическая интерпретация понятия  

квантиль up уровня P 
Рис 1.16 поясняет понятие квантиля уровня Р для нормального 

распределения. Если известен уровень (вероятность Р), то по этой 
вероятности можно однозначно найти значение up. Причем стан-
дартная нормальная величина будет принимать значения ниже up с 
вероятностью P.  
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Значения квантилей для стандартного нормального распреде-
ления приводятся в статистических таблицах. 

Из симметрии ϕ(u) относительно 0: 

( ) ( ) ,  следовательно  ( ) 1 ( )  .
u u

u u

t dt t dt t dt t dtϕ ϕ ϕ ϕ
− ∞ ∞ −

−∞ −∞

= + = −∫ ∫ ∫ ∫  

( ) 1 ( ) ,Ф u Ф u= − − если ( ) ,  следовательно   pФ u P=  

11 ( ), значит  .p pP Ф u u u −= − − − =  

 
Рис.1.17. Квантиль положительной величины 

 
Рис.1.18. Квантиль отрицательной величины 
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Рис. 1.17 и 1.18 иллюстрируют соотношение между up и u1-p . 
Рассмотрим задачу на использование понятия квантиля. 

Задача 1.2. (обратная к задаче 1.1). 
Нормальная случайная величина имеет 50μ =  и 5σ =  (рис. 

1.19). 

 
Рис.1.19. Функция плотности распределения  

для задачи 2.1 

Найти такое значение переменной случайной величины х, что-
бы с 0,95P =  значение х было меньше найденного х. 

Решение: 
Надо найти такое значение x0,95, чтобы F(x0,95)=0,95. Сначала 

найдем квантиль стандартного нормального распределения, т.е. 
значение стандартной нормальной величины, меньше которого 
случайная величина может принимать значения с вероятностью  
Р = 0,95.  

Такое значение можно найти по таблице квантилей для задан-
ной величины вероятности, в данном случае: 0,95( ) 0,95 иuΦ =  

0,95 1,645u =   – по таблице квантилей.  
Затем сделаем переход от стандартного нормального распреде-

ления к нормальному распределению с параметрами(50, 5): 
0,95(1,645) 0,95 ,

x
F

μ
σ
−⎛ ⎞

Φ = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 



 
 

37

0,95 0,95 50
1,645

5
x xμ

σ
− −

= = . Отсюда следует, что x0,95 = 58,22. 

Значение переменной случайной величины 58,22 таково, что с 
0,95P =  значение случайной нормальной величины меньше най-

денного 58,22. 
Ответ: x0,95=58,22. 

1.2.5. Центральная предельная теорема 

Центральная предельная теорема играет важнейшую роль в 
статистике, так как обосновывает применение нормального рас-
пределения к большинству практических случаев.  

Пусть kx  представляют собой множество независимых слу-
чайных величин, имеющих один и тот же закон распределения, c 
математическим ожиданием μ и конечной дисперсией σ2 . При 
увеличении объема выборки n →∞  распределение выборочного 
среднего x  будет стремиться к нормальному распределению с 

математическим ожиданием μ и дисперсией 
2

n
σ

. 

По определению среднего: 
1

1 .
n

k
k

x x
n =

= ∑  

Математическое ожидание для всех xk есть μ ∀ k и дисперсия 
σ2 ∀ k. Тогда: 

{ } { }1 1 1 ,k k
k k

E x E x E x n
n n n

μ μ⎧ ⎫= = = =⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ ∑ ∑  

{ } { }
2

2
2 2

1 1 1 .k k
k k

D x D x D x n
n n n n

σσ⎧ ⎫= = = =⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ ∑  

Эти выражения не являются доказательством центральной пре-
дельной теоремы, а только иллюстрацией правильности соотно-
шений. Не доказываем здесь и то, что распределение x  стремится 
к нормальному.  
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1.2.6. Распределение χ2 (непрерывное) 

Распределение χ2 (хи – квадрат) является непрерывным. Пусть 
1 2, ,..., nx x x  – независимые нормальные случайные величины, 

причем (0,1)ix N∈ . Сумма квадратов этих величин носит назва-
ние распределения χ2 с n степенями свободы. 

2 2 2
1 ...  ,n nx xχ = + +  

χ2 имеет функцию распределения: 

( )
2

12 2 2

02

1 e
2

2

n x

n nF x dx
nГ

χ

χ
− −

= ⋅
⎛ ⎞ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ , 

где Γ(x)  – гамма-функция , 1

0

( ) e  .x tГ х t dt
∞

− −= ∫  

Соответствующая плотность вероятности определяется выра-
жением: 

( )
212 2 2

2

1( ) exp
22

2

n

n
n

f
n

χχ χ
− ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎛ ⎞ ⎝ ⎠Γ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Графики плотности вероятности для различного числа степе-
ней свободы представлены на рис. 1.20. 

Математическое ожидание и дисперсия равны соответсвенно: 
E{χ2} = n; σ2(χ2) = 2n. 

При n > 30 распределение χn
2 можно считать нормальным. 

Из статистических таблиц можно найти вероятность P того, 
что величина χ2 принимает значение, не превышающее данное 
значение 2

,n Pχ . 
Эта вероятность равна площади, которая ограничена ветвью 

кривой плотности слева от значения 2
,n Pχ  на рис 1.21. 
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Рис.1.20. Графики плотности вероятности распределения  

χn
2 при различных n: 

1 – n=1; 2 – n=6; 3 – n=10; 4 – n=40; 5 – нормальное  
распределение.N(40,80) 

 

 
Рис. 1.21. График функции плотности распределения 2χ . 
Заштрихованная площадь равна вероятности того, что 

случайная величина, подчиняющаяся распределению 2χ  

меньше, чем 2
,n Pχ  

Применение распределения χn
2 

Покажем, что величина (n - 1)S2/σ2, где S  – выборочная дис-
персия, подчиняется χ2- распределению с числом степеней свобо-
ды n-1. 

Несмещенное выражение для S2: 
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( )
2

2

1

1 .
1

n

n i
i

S x x
n =

= −
− ∑  

Если выборка производится из xi независимых величин, подчи-
няющихся нормальному распределению со средним x  и диспер-

сией σ2, то 
x x
σ
−

 подчиняется стандартному нормальному рас-

пределению. Тогда 
( )2

2
1

n i

i

x x

σ=

−
∑  – подчиняется распределению χ2. 

Следовательно, и  

( ) ( ) ( )2
222

2 2
1 1

11
1

n n i
i

i i

x xS n
S x x

n σ σ= =

−−
= − ⇒ =

− ∑ ∑  

также подчиняется распределению χ2. 

Надо учесть, что квадраты ( )2

ix x− не являются независимы-

ми, так как ( )2

ix x− связаны уравнением 
1

0.
n

i
i

x x
=

− =∑
 
В этом 

уравнении xi независимы друг от друга до (n - 1) номера. Но по-
следнее n-е значение переменной x определяется величиной x , и 
поэтому происходит утрата одной степени свободы. Она идет на 
получение среднего значения. 

Таким образом, величина S2(n - 1)/σ2 подчиняется распределе-
нию χ2 с (n - 1) числом степеней свободы. 

1.2.7. Распределение Стьюдента (непрерывное) 

Если считать что y, а также y1, y2,...,yn  – независимые величи-
ны, имеющие нормальное распределение N(0, σ2), то отношением 

Стьюдента называют безразмерную величину 1
2

2

1

.
1 n

i
i

yt

y
n =

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑
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Говорят, что величина t подчиняется распределению Стьюден-
та с числом степеней свободы n. Причем величины y и yi не имеют 
различия. Величину y можно записать в ряду yi. Распределение t 
не зависит от σ2, поэтому, не нарушая общности, можно считать, 
что σ2 = 1 и y,yi ∈ N(0,1).  

Можно показать, что плотность распределения Стьюдента, 
представляющая собой отношение нормально распределенной 
величины к величине, подчиняющейся распределению χ2, имеет 
следующий вид: 

( )
1

2 2

1
1 2 1 ,

2

n

n

n
xS x

n nnπ

+
−

+⎛ ⎞Γ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= +⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

где n – число степеней свободы. График функции плотности веро-
ятности представлен на рис. 1.22. 

Функция распределения:  

( )

1
1 2

11
2 2

x

n

n
dS x

n nn
n

α
απ −∞

+⎛ ⎞Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠=

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Γ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ . 

При больших n и ограниченных x величина 

1
2 2

1

n

x
n

+
−

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
уст-

ремляется к exp(-x2/2), а множитель перед интегралом к → 
1/ 2  .π  

Следовательно, распределение Стьюдента при большом числе 
степеней свободы переходит в нормальное распределение N(0,1). 
В статистических таблицах имеются так называемые процентные 
точки t распределения Стьюдента. Величины tn,P таковы, что 

( )
,n P

n

t

P S t dt
−∞

= ∫ , т.е. случайная величина, подчиняющаяся распре-

делению Стьюдента с числом степеней свободы n меньше такой 
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величины с вероятностью Р (рис. 1.23). По таблицам можно найти 
tn,P, зная P, т.е. такую величину, менее которой должна быть стью-
дентовская величина с вероятностью P. 

 

 
Рис.1.22. График плотности вероятн�сти величины, под-

чиняющейся распределению Стьюдента (1). Для сравнения 
приведена плотность вероятности стандартного нормального 

распределения (2) 
 

 
Рис.1.23. Процентные точки tn,P распределения Стьюдента 
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Рассмотрим пример применения распределения Стьюдента. 
Пусть имеется случайная нормально распределенная величина x с 
дисперсией 2 ( )xσ  в выборке объема n. Ее среднее значение x . 
По центральной предельной теореме, дисперсия среднего  
σ2( x ) = σ(x)/n. Из центральной предельной теоремы также следу-
ет, что для достаточно большой выборки выборочное среднее x  
распределено нормально с математическим ожиданием μ и дис-

персией σ( x ). Таким образом, величина 
( )

xy
x
μ

σ
−

= имеет стан-

дартное нормальное распределение.  
Проводя измерения, экспериментатор обычно не знает величи-

ны σ(x) и пользуется выборочной оценкой для диспер-

сии ( ) ( )22

1

1 .
1

n

i
i

S x x x
n =

= −
− ∑  

Следовательно, оценка для дисперсии среднего 

( ) ( )22

1

1 .
( 1)

n

i
i

S x x x
n n =

= −
− ∑  

Величина 
( )

( )
( )

( ) 1n

x x n
t

S xS x

μ μ
−

− −
= =  представляет собой от-

ношение нормально распределенной величины к величине, под-
чиняющейся распределению χ2, и, следовательно, по определению 
является стьюдентовской величиной, т.е. подчиняется распреде-
лению Стьюдента с числом степеней свободы n-1. Число степеней 
свободы определяется так же, как и для S2, подчиняющегося рас-
пределению χ2. 

Задача 1.3. 
Действительно ли средний рост большой группы людей равен 

167 см? 
В выборке из 10 человек рост распределился следующим обра-

зом: 
160, 160, 167, 170, 173, 176, 178, 178, 181, 181 см. 
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Выборочное среднее
10

1

1 172,4 см.
10 i

i

x x
=

= =∑  

Может ли тот факт, что x  > 167 см обусловлен просто игрой 
случая?  

Построим величину с известным заранее характером распреде-
ления: 

( )( )
( )

( )

( )
( ) ( )

,  ,

0,1  ,
( )

0,1  .

x N x

x
z N

x

x n
z N

x

μ σ

μ

σ

μ

σ

→

−
= →

−
= →

 

Если бы σ(x) была известна, то можно было бы воспользовать-
ся таблицами нормального распределения вероятности и прове-
рить, является ли z значительно больше 0 при условии, что  
μ = 167. Но мы не знаем σ2(x), а оцениваем дисперсию с помощью 
выборочной дисперсии: 

( ) ( )21022

1 1

172, 41( ) 62,9
1 9

n
i

i
i i

x
S x x x

n = =

−
= − = =

− ∑ ∑ , 

т.е. S = 7,93. 
Оценка среднеквадратичного отклонения для величины :x   

( ) ( ) 62,9 2,51.
10

S x
S x

n
= = =  

Введем величину 
( )

( )
,

x n
t

S x

μ−
=  которая подчиняется рас-

пределению Стьюдента с числом степеней свободы n-1=10-1=9: 

t9=
172,4 167,0 2,15.

2,51
−

=  
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Смотрим в таблицы распределения Стьюдента. С какой веро-
ятностью величина, подчиняющаяся распределению Стьюдента, 
будет принимать значения 2,15 ? 

Из статистических таблиц можно видеть, что с вероятностью 
5%  t9 > 1,83, т.е. вероятность того, что случайная величина, под-
чиняющаяся распределению Стьюдента с числом степеней свобо-
ды 9 больше 1,83, равна 5%. Это значит, что меньше чем в 5% 
случаев может быть t9 > 1,83. В нашем эксперименте t9 = 2,15. 

Делаем вывод, что только в 5% случаев экспериментальные 
данные могут подтверждать гипотезу о том, что средний рост че-
ловека равен 167 см. Очевидно, что эта вероятность очень низкая. 

1.2.8. Показательное распределение (непрерывное) 

Из распределения Пуассона: вероятность p0(t) того, что за вре-
мя t при среднем числе событий n не произойдет ни одного, равна 
p0(t)=exp(-nt). Это выражение можно рассматривать как надеж-
ность, т.е. вероятность безотказной работы элемента за время t. 

Введем понятие функция надежности R(t)=exp(-nt). При этом 
считается, что события, приводящие к отказам, распределены по 
закону Пуассона (что соответствует природе многих событий). 
Если надежность описана функцией R, то функцию распределения 
отказов F(t) можно записать: 

F(t)= 1- R(t)=1-exp(-nt). 
Учитываем, что R(t)+F(t) = 1, а F(t)  – вероятность того, что за 
время t произойдет отказ. 

F(t)  – функция распределения для показательного распределе-
ния. Функция плотности вероятности по определению является 
производной функции распределения. Таким образом, функция 
плотности вероятности: 

f(t)=F’(t)=n·exp(-nt). 
Графики F(t) и f(t) представлены на рис. 1.24 и 1.25. 

Математическое ожидание показательного распределения 
(функции распределения отказов), или средний интервал времени 
между двумя отказами: 

0 0

{ } ( ) exp( ) 1 /  .t E t t f t dt t n nt dt n
∞ ∞

= = ⋅ = ⋅ − =∫ ∫  
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Рис. 1.24.График функции распределе-
ния для показательного распределения 

Рис. 1.25. График функции плотно-
сти вероятности для показательного 

распределения 
Дисперсия для показательного распределения: 

2 2 2 2

0
2 2 2

( ) { } { } exp( ) (1 / )

2 / 1/ 1/ .

D t E t E t t n nt dt n

n n n

∞

= − = − − =

= − =

∫  

Вероятность попадания в интервал [t1 ; t2] – вероятность того, 
что отказ произойдет в интервале времени от t1 до t2: 

P(t1<t<t2)=F(t2)-F(t1)=exp(-nt1) - exp(-nt2) 
1.2.9. Распределение Лоренца 

Распределение Лоренца описывает события, которые изучают с 
помощью метода резонанса. Плотность вероятности и функция 
распределения имеют вид: 

( )
0

0 2
2

0

1 1 12( ; , ) ,   ( ) arctg  .
2( ) 22

x xp x x F x
x xπ π

Γ −
Γ = = +

ΓΓ− +
 

Величины математического ожидания и дисперсии нельзя оп-
ределить, поскольку интегралы от функции 0( ; , )p x x Γ  расходят-
ся. Поэтому такое распределение характеризуют медианой x0 и 
полушириной Г. Полуширина Г определяется таким образом, что 
при x = x0 2

Γ±  плотность вероятностей достигает половины мак-

симального значения. На рис. 1.26 наглядно показаны распределе-
ния Лоренца и Гаусса с одинаковой «полушириной»  – полной 
шириной на половине высоты. 
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Рис 1.26. Распределения Гаусса (1) и Лоренца (2) с одинаковой  

полушириной Г 

Хорошо видно, что распределение Лоренца более широкое, 
иными словами, плотность вероятностей падает медленнее. То же 
самое справедливо и для вероятностей в интервале 

0 0;2 2x xΓ Γ⎡ ⎤− +⎣ ⎦ : 

( )0 0 76%2 2P x x xΓ Γ− ≤ ≤ + = для распределения Гаусса и  

( )0 0 50%2 2P x x xΓ Γ− ≤ ≤ + = для распределения Лоренца. 

 
Вопросы к главе 1 

 
1. Какие числовые характеристики имеются у случайных ве-

личин? 
2. Что такое функция распределения и функция плотности 

распределения? Как эти функции взаимосвязаны? Применимы ли 
понятия функции распределения и плотности распределения к 
дискретным и непрерывным случайным величинам? 

3. Какие процессы подчинятся распределению Пуассона? 
4. Какова функция плотности для нормального распределе-

ния? Каковы значения параметров для стандартного нормального 
распределения? В чем смысл «правила 3σ»? 
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5. Как используется центральная предельная теорема при об-
работке экспериментальных данных? 

6. Как связаны с нормальным распределением распределение 
Стьюдента и распределение χ2? 

7. Как определить, с какой вероятностью случайная величина 
будет принимать значения в определенном интервале, если из-
вестна функция плотности вероятности для случайной величины? 

8. Какие процессы описываются показательным распределе-
нием? 
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2. Оценки параметров распределения 
Чтобы найти оценку параметра, необходимо сначала выбрать 

способ перехода от наблюдаемых экспериментальных значений к 
оценке. Численное значение, получаемое в результате применения 
какого-либо способа к определенному набору экспериментальных 
данных, называется оценкой. Не существует однозначного алго-
ритма оценивания. Оценку можно получить различными путями, 
но они всегда основаны на априорной информации об исследуе-
мом процессе и апостериорных данных, полученных в результате 
измерений. Оценка может быть представлена единственным зна-
чением, тогда она называется точечной оценкой. Или оценка мо-
жет быть задана интервалом значений, тогда она называется ин-
тервальной оценкой. Интервальные оценки применимы, когда 
выборка экспериментальных данных имеет небольшой объем n. 
Оценка параметра интервалом точнее, поскольку интервал либо 
ближе к истинному значению, либо интервал включает истинное 
значение. 

2.1. Свойства оценок 
Каждая оценка имеет свои свойства, однако при этом жела-

тельно, чтобы она обладала следующими свойствами: 
1) состоятельностью; 
2) несмещенностью; 
3) эффективностью; 
4) устойчивостью. 
Оценка называется состоятельной, если она стремится к ис-

тинному значению параметра с увеличением объема выборки n. 
Определим понятие смещенности и несмещенности оценки. 

Пусть �θ – будет оценкой параметра θ, полученной на основании N 
наблюдений. 

Смещенностью оценки называется отклонение: 
� � �

0( ) ( ) ( )Nb E Eθ θ θ θ θ= − = − .  
Поэтому оценка называется несмещенной, если для всех N 
�( )Nb θ =0 или E( �θ ) = θ. 
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Определим понятие эффективности оценки. Оценка �θ  счита-
ется эффективной, если она среди других оценок обладает наи-
меньшим случайным разбросом относительно истинного значения 
оцениваемого параметра. Мерой разброса служит дисперсия 
σ2( �θ ): 

σ2( �θ )=E{( �θ θ− )2}. 
Под устойчивостью понимают нечувствительность оценки к 

малым изменениям во входных данных – экспериментальных зна-
чениях. 

2.2. Интервальные оценки 
Для небольших по объему выборок широко используются ин-

тервальные оценки, которые определяются двумя числами – 
концами интервалов. 

Если �θ является оценкой θ, то значение |θ - �θ | характеризует 
точность этой оценки. Полагая δ > 0 – погрешность оценки, то-
гда погрешность можно представить в виде |θ - �θ | < δ. 

Следует иметь в виду, что из-за случайности �θ  можно гово-
рить лишь о вероятности Р, с которой это неравенство реализует-
ся. 

Надежностью или доверительной вероятностью оценки θ 
называют вероятность Р = 1 - α, с которой реализуется неравенст-
во  
|θ - �θ | < δ. Здесь α = 1 - Р называют уровнем значимости. 

Значения α выбирают обычно равными 0,01; 0,05; 0,1. Выбор 
уровня значимости чаще всего остается за экспериментатором, т.е. 
результаты одного и того же эксперимента можно представить с 
разными уровнями значимости. Поэтому так важно указывать 
уровень значимости, ведь оценка и результат эксперимента на-
прямую зависит от него:  

Р(|θ - �θ | < δ.) = 1 - α;  P( �θ  - δ < θ < �θ  + δ) = 1 - α . 
Вероятность того, что в интервале ( �θ  - δ; �θ  + δ) заключен не-

известный параметр θ, равна Р = 1 - α . 
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Доверительным интервалом называют интервал ( �θ -δ; �θ +δ), 
который накрывает неизвестный параметр с заданной надежно-
стью или доверительной вероятностью Р = 1 - α . 

Дать интервальную оценку для параметра – это значит задать 
доверительный интервал для параметра, куда этот параметр попа-
дает с выбранной доверительной вероятностью (или уровнем зна-
чимости).  

2.2.1. Доверительный интервал для математического  
ожидания 

1. При известной дисперсии 
Пусть имеется ряд экспериментальных значений x1, x2, ..., xn, и 

известна дисперсия σ2. Оценим математическое ожидание одним 
значением: 

1

1 .
n

i
i

x x
n =

= ∑  

Здесь x подчиняется N(μ,σ2/n)  – нормальному распределению, по 
центральной предельной теореме: 

( )
( )x nx

x

μμ
σσ

−−
= , подчиняется N(0,1)  – стандартному нор-

мальному распределению. 
Выберем уровень значимости α так, чтобы надежность P= 1 - α 

соответствовала up, где up  – квантиль стандартного распределения 
уровня P, т.е. по определению квантиля  

( )1 ,p p

x n
P u u

μ
α

σ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟< = − = Φ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

где Ф(up)  – табулированный интеграл Гаусса, т.е. 
( ) ( )p

p

u x
P x u

n
σ

μ
⎛ ⎞

− < = Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Из этого следует, что 
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( )p p
p

u u
P x x u

n n
σ σ

μ
⎛ ⎞

− < < + = Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Это выражение понимаем так: оценка μ попадет в заданный ин-
тервал в P процентов случаев, а в (1 - P) процентов случаев не по-
падает. Это собственно и есть интервальная оценка для математи-
ческого ожидания.  

Ширина доверительного интервала 
2

.p p pu u u
x x

n n n
σ σ σ

+ − + =  

Можно использовать эту оценку и другим способом. Если за-
ранее задана погрешность /pu nδ σ= , то по найденному из таб-
лиц значению квантиля up уровня P и известной дисперсии σ 2 
можно определить предстоящий объем выборки 2 2 2

Pn u σ δ= . Та-
кой объем выборки позволит в дальнейшем после проведения экс-
перимента представить оценку математического ожидания в ин-
тервале с заданной погрешностью и заданной доверительной ве-
роятностью. Так как объем выборки  – это количество проведен-
ных экспериментов, а, следовательно, это – количество затрачен-
ных на получение знания ресурсов, такая оценка желательна при 
планировании эксперимента.  

2. Доверительный интервал для математического ожидания при 
неизвестной дисперсии 

Та же задача, что и выше, но σ2 неизвестна. В этом случае вы-
бирают статистику Стьюдента:  

1 .n
xt n

S
μ

−

−
=  

Имея определенный объем выборки n и задав доверительную 
вероятность P = 1 - α, можно по таблицам определить процент-
ную точку t распределения tn-1,P такой, что будет выполняться со-
отношение: 
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1, 1n p

x n
P t

S

μ
α−

⎛ ⎞−
⎜ ⎟< = −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

 или 

1, 1, 1 .n p n pt S t S
P x x

n n
μ α− −⎛ ⎞

− < < + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Полуширина доверительного интервала 1,n pt S
n

δ −=  зависит от n 

и P. Поэтому n определить уже не получится, так как 1,n pt −  зави-
сит от n. 

2.2.2. Доверительный интервал для дисперсии 

Пусть имеются экспериментальные данные x1, x2, ..., xn. Можно 

посчитать выборочную дисперсию ( )22

1

1 .
1

n

i
i

S x x
n =

= −
− ∑  Для по-

строения доверительного интервала для σ2 выбирают статистику 
χ2: S2(n - 1)/σ2  – подчиняется χn-1

2 . 
Для уровня значимости α доверительная вероятность P =1 - α : 

( )
1 1

2
2 2
1 22

1
1 .

n n

n S
P χ χ α

σ− −

⎛ ⎞−
< < = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

По таблицам для χ2-распределения выбирают такие значения 

1

2
1n

χ
−

 и 
1

2
2n

χ
−

, чтобы соответствующая суммарная площадь под 
кривой была равна 1 - P = α (рис. 2.1). 

Этому условию удовлетворяет равенство:  
P(χ2 < χ1

2) = P(χ2 > χ2
2) = α/2. 

Следовательно  
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

2 2 2 2
1 2

1
1

1 .

n S
P P P

n

P P

χ χ χ χ χ χ

χ χ χ χ α

⎛ ⎞−
< < = − < − > =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= > − > = −
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Рис.2.1. График плотности распределения для 2χ  

Неравенство 
2

2 2
1 22

( 1)n Sχ χ
σ
−

< < можно преобразовать к виду: 

2 2
2

2 2
2, 1 1, 1

( 1) ( 1) .
n n

n S n Sσ
χ χ− −

− −
< <  

Для планирования эксперимента (определение объема выборки 
n) данное неравенство использовать сложно, так как 2

1nχ −  зависит 
от n, и необходимо оценивать S2 до основного эксперимента. 

2.3. Методы точечного оценивания параметров 
2.3.1. Метод максимального правдоподобия 

Функция правдоподобия 

Пусть имеется выборка из n независимых результатов наблю-
дений: x1...xn. При этом случайная величина x распределена по из-
вестному закону f(x,θ) с неизвестным параметром (или парамет-
рами) θ1 , θ2 ,… θr. (θ

G
). 

Совместная функция вероятности L(x,θ) = L(x1,x2,...,xn,θ) в силу 
независимости каждого измерения может быть представлена в 
виде:  

L(x,θ)=f(x1,θ)f(x2,θ)...f(xn,θ) = 
1

( , ).
n

i
i

f x θ
=
∏  
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Здесь L(x,θ) рассматривается как функция θ при фиксированных, 
полученных в измерениях x. Чем больше значение каждого из со-
множителей в L, тем больше само значение L и тем более вероятна 
система значений x1, x2, ...,xn при значении параметра θ. Поэтому L 
называют функцией правдоподобия. 

Функция L может быть симметрична, иметь один пик, но она 
может иметь и сложный вид с несколькими пиками. На рис. 2.2 и 
2.3 представлены возможные виды совместной функции вероят-
ности – функции правдоподобия. 

 
Рис.2.2 Одновершинная функция 

правдоподобия 
Рис.2.3 Многовершинная функция  

правдоподобия 

Основы метода максимального правдоподобия 

Метод оценки параметра θ состоит в поиске максимума функ-
ции правдоподобия L(x1,x2,...,xn,θ). При этом x1,...,xn считаются по-
стоянными, а параметр θ  – переменным. Находят такое значение 
θ, при котором L(x,θ) становится наиболее правдоподобной. При 
этом каждый из сомножителей в L принимает наибольшее значе-
ние, а значит набор значений x и θ наиболее вероятен. 

Оценки, полученные таким методом  – состоятельные, асим-
птотически несмещенные и эффективные. 

В общем случае доказано, что вторая производная от L(x,θ) 
меньше 0, и, таким образом, равенство нулю первой производной 
дает максимальное значение L(x,θ). 
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Максимум можно определять по любой методике. Не изменяя 
общий подход, можно искать максимум у логарифмической 
функции L. 

Введем обозначение: 

l(x1,x2,...,xn,θ) = ln L(x1,x2,...,xn,θ) = ln ( , )if x θ∑
 
– логарифми-

ческая функция правдоподобия. 
Уравнение для получения оценки параметра можно записать в 

виде: 
1 2( , ... , ) .ndl x x x

d
θ θ

θ
=  

Если параметров несколько, например k, то можно записать 
систему уравнений: 

1 2( , ... , ) 0n

j

l x x x θ
θ

∂
=

∂

G
;     j = 1...k. 

Рассмотрим несколько задач на метод максимального правдо-
подобия. 

Задача 2.1. Оценить математическое ожидание iμ  и дисперсию 
j2σ  для величины, подчиняющейся нормальному распределению. 
Имеется выборка объема n: x1,x2,...,xn. 

Функция плотности нормального распределения для величины 
x: 

( )
2

2
2

1 ( ), , exp  .
22

xf x μμ σ
σπσ

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

Функция правдоподобия:  

( )

2 2
1 2

1

2

2
1

( , ,... , , ) ( , , )

1 exp
22

n

n i
i

n
i

i

L x x x f x

x

μ σ μ σ

μ
σπσ

=

=

= =

⎡ ⎤−
= − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∏

∏
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22
2

1

1(2 ) exp ( )  .
2

n n
n

i
i

xπ σ μ
σ

− −

=

⎧ ⎫= − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑  

Логарифмическая функция правдоподобия: 

( )2 2 2
1 2 2

1

1, ,... , , ln ln 2 ln ( ) .
2 2 2

n

n i
i

n nl x x x L xμ σ π σ μ
σ =

= = − − − −∑  

Для получения оценок составим систему уравнений, приравняв 
частные производные по μ и σ2 к нулю: 

2
1 2

2
1

2
21 2

2 2 4
1

( , ,... , , ) 1 ( ) 0 ,

( , ,... , , ) 1 ( ) 0.
2 2

n
n

i
i

n
n

i
i

l x x x x

l x x x n x

μ σ μ
μ σ

μ σ μ
σ σ σ

=

=

⎧∂
= − =⎪ ∂⎪

⎨
∂⎪ = − + − =⎪ ∂⎩

∑

∑
 

Из первого уравнения находится μ: i
1

1 .
n

i
i

x x
n

μ
=

= =∑  

Используя iμ , из второго уравнения можно определить i
2
.σ  

i 2
σ = 2

1

1 ( )
n

i
i

x x
n =

−∑ . 

Оценка σ2 является асимптотически несмещенной, так как 
несмещенной оценкой σ2 является выборочная дисперсия: 

2 2

1

1 ( ) .
1

n

i
i

S x x
n =

= −
− ∑  

Покажем, что оценка дисперсии i
2

σ = 2

1

1 ( )
n

i
i

x x
n =

−∑ является 

только асимптотически несмещенной, т.е. оценка смещена при 
малом объеме выборки n. 

Определим математическое ожидание полученной оценки: 

запишем оценку i
2

σ = 2

1

1 ( )
n

i
i

x x
n =

−∑ = ( ) ( )22

1

1 .
n

i
i

x x
n

μ μ
=

⎡ ⎤− − −⎢ ⎥⎣ ⎦∑  

Найдем математическое ожидание такой величины: 
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j{ } ( ){ }22 2

1

1 ( )  .
n

i
i

E E x E x
n

σ μ μ
=

⎧ ⎫= − − −⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑  

Помним о том, что по определению  

2 2

1

1 ( ) .
n

i
i

E x
n

σ μ
=

⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑  

В соответствии с центральной предельной теоремой:  
2

2

1

1 ( ) .
n

i

E x
n n

σμ
=

⎧ ⎫− =⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑  

Тогда математическое ожидание полученной оценки i
2

:σ  

j{ }
2

2 2 .
2

E σσ σ= −
 

Из него следует, что несмещенная оценка σ2 : 

 i i2 22 2
несмещ

1

1 ( ) .
1 1

n

i
i

nS x x
n n

σ σ
=

= = = −
− − ∑  

Задача 2.2. Оценить математическое ожидание на основании 
выборки объема n. Случайная величина подчиняется распределе-
нию Пуассона. 
Решение. Имеется x1,...,xn; оценить μ.  Функция распределения 

для x: f(x,μ) = μxe-μ/x!. Функция правдоподобия: 

L(x1,x2,...,xn,μ) = 
1 2

1 2

e e ... e ;
! ! !

nxx x

nx x x
μ μ μμ μ μ− − −⋅ ⋅ ⋅  

логарифмическая функция правдоподобия: 

L(x1,x2,...,xn,μ) = 1 2
1

ln ln( ! !... !) .
n

k n
k

x n x x xμ μ
=

− −∑  

Для поиска максимума приравняем нулю частную производ-
ную: 

1 2

1

ln ( , ,... , ) 1 0 .
n

n
k

k

L x x x x nμ
μ μ =

∂
= − =

∂ ∑
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i
1

1Ответ:  
n

k
k

x
n

μ
=

= ∑  

2.3.2. Бейесовский подход к получению оценок 

Метод Бейеса учитывает априорное знание о виде закона рас-
пределения исследуемой величины при анализе эксперименталь-
ных результатов. 
Определение 1. Априорная вероятность p(θ) параметра θ харак-

теризует возможность осуществления различных значений θ до 
того, как проведен эксперимент. 
Определение 2. Апостериорная вероятность q(θ|x) характеризу-

ет возможность осуществления различных значений θ после того, 
как к априорному значению добавлено знание, извлеченное из 
экспериментальных данных x

G
. 

Теорема Бейеса. Апостериорная вероятность параметра θ по-
лучается умножением априорной вероятности на функцию прав-
доподобия: 

( ) ( | )( / )  .
const

p L xq x θ θθ =  

Const находится из условия нормировки: 

( | ) 1q x dθ θ
+∞

−∞

=∫  для непрерывных θ,   

или 

1

( | ) 1
n

i
i

q xθ
=

=∑  для дискретных θ,  

где n – количество измерений; L(x/θ) – плотность условного рас-
пределения выборки х при заданном значении θ совпадает с функ-
цией правдоподобия: 

const ( ) ( | )p L x dθ θ θ
+∞

−∞

= ∫ , 

или  
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1

const ( ) ( | ).
n

i i i
i

p L xθ θ
=

=∑  

Любой постоянный множитель в функциях p и L может быть 
опущен. 

Точечной бейесовской оценкой для θ служит среднее значение, 
вычисленное по апостериорному распределению:  

� { }| ( | ) ,E x q x dθθ θ θ θ θ= = ∫  
если априорная вероятность неизвестна, то применяют постулат 
Бейеса. 
Постулат Бейеса: Если распределение априорной вероятности 

для θ неизвестно, то, предполагая, что значения θ априори равно-
вероятны, мы можем охарактеризовать полную неосведомлен-
ность относительно θ и следует положить: P(θ) = const. 

Задача 2.3 (на бейесовский подход). Оценить параметр θ, когда 
θ принимает только два значения θ1 = 0 или θ2 = 1. 

Априорное распределение задается априорными вероятностями 
qi для θi (i = 1,2). Имеется выборка из одного наблюдения – значе-
ние величины x. Апостериорное распределение параметра θ имеет 
вид: 

1

1 2

( | 0)( 0 | )  .
( | 0) ( | 1)

q L xq x
q L x q L x

θθ
θ θ

=
= =

= + =
 

Так как выборка только из одного измерения, то вместо функ-
ции максимального правдоподобия L(x|θ) можно использовать 
f(x|θ) – вероятность того, что x принимает какие-либо значения 
при заданных θ: 

1

1 2

( | 0)( 0 | )  ,
( | 0) ( | 1)

( 1| ) 1 ( 0 | ).

q f xq x
q f x q f x

q x q x

θθ
θ θ

θ θ

=
= =

= + =
= = − =

 

Бейесовскую оценку �θ  получаем, если выберем значение θ, 
дающее максимум условной апостериорной плотности q(θ|x). Та-
ким образом, за счет априорной плотности q(θ) подправляется 
оценка максимального правдоподобия. 
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Предполагаем, что максимальное значение функции плотности 
достигается при максимальном значении аргумента: 

� 1,  если ( 1| ) ( 0 | ),
0,  если ( 1| ) ( 0 | ).

q x q x
q x q x
θ θ

θ
θ θ
= > =⎧

= ⎨ = ≤ =⎩
 

Вот это и есть бейесовское решающее правило – по максимуму 
апостериорной вероятности. 

Полученное значение оценки можно выразить в терминах 
правдоподобия:  

�
2

1

2

1

( |1)1, если ,
( | 0)
( |1)0,  если .
( | 0)

qf x
f x q

qf x
f x q

θ

⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ ≥
⎪⎩

 

2.3.3. Метод наименьших квадратов (МНК) 
Имеется вектор неизвестных параметров 1...    rθ θ θ−

G
, который 

необходимо определить. 
В эксперименте вместо собственно параметров определяют ка-

кие-либо другие величины y1…yn ( y
JG

), причем каждая эксперимен-
тальная величина yi определена с погрешностью iε . 

Полагаем, что эти погрешности случайные, а не систематиче-
ские (нет постоянного смещения у ошибки), т.е. { } 0iE ε =  для 

любого iε . Причем имеется связь экспериментальных величин yi с 

параметрами θ
G

 и некоторыми значениями xi (i=1…n). Величины xi 
определяют условия эксперимента по получению величины yi. 

Таким образом, известна связь yi= ( ),i ixη θ ε+
G

. Задача состоит 

в определении θ
G

 при известных ,   , y x ε
JG G G

. 
Метод наименьших квадратов заключается в минимизации 

суммы квадратов, характеризующих отклонение эксперименталь-
ного значения yi от некоего идеального значения ( ),ixη θ

G
. 
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Минимизируется следующий функционал: 

( ( ))2

1

, min .
n

i i
i

Q y xη θ
=

= − →∑
G

 

Рассмотрим метод наименьших квадратов для некоторых кон-
кретных типов функции η . 

МНК для прямых равноточных измерений 

Измеряется непосредственно величина θ , которую необходи-
мо узнать. Получены результаты n измерений с погрешностью εi: 

 ;i iy θ ε= + по условиям задачи: 

{ } { } { }2 20;  ; ; ( ) 0.i iE D E yε ε σ θ η θ= = = =  
Считаем, что погрешности распределены нормально. Предпо-

ложение о нормальном распределении результатов можно оправ-
дать центральной предельной теоремой. 

Если погрешности ε распределены нормально, то значит, нор-
мальное распределение имеют и y. 

Вероятность получить в результате i-го измерения значения в 
интервале yi ÷ yi + dy: 

2

i 2

( )1d exp d
22
iyf y yθ
σπσ

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
. 

Функция правдоподобия: 
2

2
1

( )1 exp  ;
22

n
i

i

yL dyθ
σπσ=

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∏  

логарифмическая функция правдоподобия: 
2

2
1

1 ( ) const;
2

n

i
i

l y θ
σ =

= − − +∑  

l принимает максимальное значение, если 2

1

( )
n

i
i

y θ
=

−∑  принимает 

минимальное значение. Это и есть принцип метода наименьших 
квадратов: 
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2 2

1 1

( ) min, 
n n

i i
i i

Q y θ ε
= =

= − = →∑ ∑  

а min значение для положительной величины Q = 0. Тогда:   

�
1

1 n

i
i

y y
n

θ
=

= = ∑  – оценка, полученная методом наименьших 

квадратов. Оценка совпадает с оценкой по методу максимального 
правдоподобия и совпадает с простым выборочным средним. 

 
МНК для прямых неравноточных измерений 

Измеряется непосредственно сама величина, интересующая 
нас, но погрешности разные: 

{ } { }2 2 1; 0 ; .i i i i i
i

y E E
g

θ ε ε ε σ= + = = =  

Здесь введено понятие «вес измерения g». Вес – это величина 
обратно пропорциональная дисперсии. 

Полагаем, что погрешности распределены нормально относи-
тельно нуля. Так как измерения прямые, то измеряется непосред-
ственно величина искомого параметра, т.е.: 

y = η(θ) = θ. 
Вероятность получить в результате i-го измерения значение в 

интервале yi ÷ yi + dy составляет:  
2

2

( )1 exp .
22
i

i
ii

yf dy dyθ
σπσ

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

Логарифмическая функция правдоподобия: 
2

2
1

( )1 const
2

n
i

i i

y
l

θ
σ=

−
= − +∑  (т.е. не функция от θ), 

l принимает максимальное значение, если 
2

2
1

( ) min.
n

i

i i

y θ
σ=

−
→∑  

Таким образом, условие метода наименьших квадратов: 
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2
2 2

2
1 1 1

( ) ( ) min.
n n n

i
i i i i

i i ii

yQ g y gθ θ ε
σ= = =

−
= = − = →∑ ∑ ∑  

� 1

1

n

i i
i

n

i
i

g y

g
θ =

=

=
∑

∑
 – так называемое средневзвешенное индивидуаль-

ных измерений. 

МНК для косвенных измерений (линейный случай) 

Интересующие нас величины θ непосредственно не измеряют-
ся, а измеряются некие величины ( , )     1... .i i i iy x i nη ε= + =θ

G
 

Параметров θ может быть несколько: θ1,θ2,…,θr (θ
G

); xi – из-
вестные величины, определяющие i-й номер эксперимента. 

Если η – линейная функция и связана с параметрами так: 

1 21 2( , ) ... .i i i i i ir r iy x x x xη ε θ θ θ ε= + = + + + +θ
G

 
Можно определить векторы, состоящие из столбцов: 

1 1 1 1

 ;   ;   ; 

r n n n

y

y

θ θ ε

θ θ ε

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

θ η y ε
G G G G

# # # #

 

и матрицу 
11 12 1

1 2

 
             .

 

r

n n nr

x x x

x x x

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

x
"

# #
"

 

В матричном виде уравнение ( , )i i iy xη ε= +θ
G

 можно предста-

вить как:   0= ⇒ = + ⇒ − − =η xθ y xθ ε y ε xθ
G G G G G G G G

. 
Эту систему уравнений надо решить относительно θ, используя 

метод максимального правдоподобия и тот факт, что погрешности 
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измерений yi с дисперсиями σi подчиняются нормальному распре-
делению, т.е.: 

2 2

2 2

( )1 1( ) exp exp .
22 2
i i i

i
i ii i

yf y η ε
σ σπσ πσ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞−
= = −⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎝ ⎠
 

Функция правдоподобия для n измерений имеет вид: 
2

12
2

11 1

1( ) (2 ) ( )exp .
2

nn n n
i

i i
ii i i

L f y επ σ
σ

− −

== =

⎧ ⎫
= = −⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑∏ ∏  

Логарифмическая функция правдоподобия 
2

1
2

11

1ln ln 2 ln .
2 2

n n
i

i
ii i

nl L επ σ
σ

−

==

⎛ ⎞
= = − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∏  

Это выражение достигает максимума, когда последнее слагае-
мое будет минимально, что и соответствует условию МНК: 

2 2

2 2
1 1

( ) min .
Tn n

i i i

i ii i

yQ ε
σ σ= =

−
= = →∑ ∑ x θ

JJG G
 

Величину εi, используя введенные матричные обозначения, 
можно записать следующим образом: 

i0    .
T

i iyε− − = ⇒ = − ⇒ = −y ε xθ ε y xθ x θ
G G G G G G JJG G

 
Введем понятие: матрица ошибок: 

2
1

2
2

2

        0
0  

.
         

0          

y

n

ε

σ

σ

σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪= = ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

C C

"

# %
"

 

Обратная ей матрица называется весовой: 



 
 

66

2
1 1

2

1    0
    0

   ,
0     g 10     

y

n

n

g

ε

σ

σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎪ ⎪

⎪ ⎪⎩ ⎭

G G

"
"

# % # %
" "

     

2

1 .i
i

g
σ

=  

С учетом введенных обозначений для Gy можно переписать: 
2

2
1

min
n Ti

y
i i

Q ε
σ=

= = →∑ ε G ε
G G

 
или  

( ) ( ) min.T
yQ = − − →y xθ G y xθ

G G G G
 

Для получения min функционала необходимо образовать част-
ные производные Q по θi и приравнять их к 0: 

( )

T

0 ; 1...  ,                         ,

2

2 ( ) 0  .

T

i

T
T TT

y y y y

T T T
y y y

T T T
y y y

Q i r

Q

θ θ

θ θθ

∂ ∂
= = =

∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + = + =
∂ ∂∂

= + = =

= − = ⇒ =

ε x

ε G ε ε G ε x G ε ε G x

x G ε x G ε x G ε

x G y xθ x G y x G xθ

G G G G G G
G

G G G

G G G

 

Для получения искомой оценки параметра �θ  необходимо по-
действовать на уравнение оператором 1( )T

y
−x G x : 

� 1( )T T
y y

−= −θ x G x x G y
G G

 – это полученная методом наименьших 
квадратов оценка для вектора параметров.  

Рассмотрим частный случай: когда все измерения равноточ-
ные, т.е. 2 2

iσ σ=  и не зависят от yi. Тогда веса одинаковы: 

2

1
ig g

σ
= = . Подставим постоянные веса в полученную ранее 
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оценку для �θ . � ( ) 1T T
y y

−
= −θ x G x x G y
G G

 и получим для равноточ-

ных измерений: � ( ) 1T T−
= −θ x x x y
G G

. 

Подбор коэффициентов линейной регрессии 

Рассмотрим случай подбора коэффициентов линейной регрес-
сии по экспериментальным данным в самом простом случае – для 
подбора коэффициентов линейной зависимости. 

В этом случае нужно подобрать только два коэффициента для 
определения прямой линии. Пусть известна форма зависимости y 
от x , т.е. известно, что зависимость можно представить в виде 
прямой: y= 1θ x+ 0.θ  

Для выявления значений коэффициентов 1θ и 0θ проводят ряд 
экспериментов и получают экспериментальные значения y1, y2,… 
yn. 

Для каждого эксперимента можно записать: 
1 1 0 ,  1...i i iy x i nθ θ ε= + + = , 

где iε – погрешность измерений. 

Если измерения равноточны { } 2
iD ε σ= , можно сразу напи-

сать сумму квадратов отклонений от «истинной» линии, т.е функ-
ционал для метода наименьших квадратов: 

( )2
1 1 0

1

n

i i
i

Q y x θ θ
=

= − −∑ . 

Затем постараться найти такие 1θ  и 0θ , чтобы Q было мини-
мально: min.Q →  

По обычному МНК для нахождения таких i1θ и i0θ можно нахо-
дить минимум Q, дифференцируя Q по 1θ и 0θ , таким образом 
имеем систему уравнений: 

0 1

0;    0. Q Q
θ θ
∂ ∂

= =
∂ ∂
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( )

( )

0 1 1
10

1 0 1 1
11

2 0,

2 0.

n

i i
i

n

i i i
i

Q y x

Q x y x

θ θ
θ

θ θ
θ

=

=

∂⎧
= − − − =⎪∂⎪

⎨
∂⎪ = − − − =

⎪∂⎩

∑

∑
 

0 1 1
1 1

2
1 0 1 1 1

1 1 1

0,

0.

n n

i i
i i

n n n

i i i i
i i i

y n x

x y x x

θ θ

θ θ

= =

= = =

⎧ − − =⎪⎪
⎨
⎪ − − =
⎪⎩

∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

0 1 1
1 1

2
0 1 1 1 1

1 1 1

n n

i i
i i

n n n

i i i i
i i i

n x y

x x x y

θ θ

θ θ

= =

= = =

⎧ + =⎪⎪
⎨
⎪ + =
⎪⎩

∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

При решении этой системы уравнений получены следующие 
оценки: 

1
1 1

1 1
11 1

1 0 12

1
2 1
1

1

;   .

 

n n

ni in n
i i

ii i i
ii i

n

in
i

i
i

x y
yx y x

n
n n

x
x

n

θ θ θ

= =

== =

=

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟= = −
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠−

∑ ∑
∑∑ ∑

∑
∑

 

Таким образом, получены оценки для двух коэффициентов для 
прямой линии в случае любого количества проведенных измере-
ний.  

Если измерений было всего два (это минимальное количество 
измерений для оценки двух коэффициентов), то можно записать 
следующую систему уравнений: 

1 11 1 0 1

2 12 1 0 2

,
;

y x
y x

θ θ ε
θ θ ε

= + +⎧
⎨ = + +⎩

; 

и ее решением будут являться оценки:  
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i

i ( )

1 2
1

11 12

1 2 11 12 1
0

,

( )
.

2

y y
x x

y y x x

θ

θ
θ

−⎧ =⎪ −⎪
⎨

+ − +⎪ =⎪⎩

 

Эти оценки совпадают с общей оценкой для любого n. 
Можно представить это решение в матричной форме: 

1 0 11 1

2 0 12 1

,
.

y x
y x

θ θ
θ θ

= +⎧
⎨ = +⎩

 

10

20

1,
1.

x
x

=

=
 

Матрица  11

12

1
,

1
x
x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x
  
вектор-столбец  1

2

,
y
y

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

y
G

 

вектор-строка 0 1( , ),θ θ=θ
G

  искомая оценка:
� ( ) 1

.T T−
=θ x x x y
G G

 
Такая оценка совпадает с данной ранее оценкой для вектора 

параметров в линейном МНК.  
Задача 2.4. Оценить θ для прямых неравноточных измерений. 

В этом случае: yi = θ + εi , i = 1,…n,.  E{εi } = 0,
  

2

1 ,i
i

g
σ

=  

11 0 0
1 0 0

,        ,

1 0

y

n

g

g

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x G

"

%
# # #

"

 



 
 

70

� ( ) ( )
1

1 1

1

1 1

1
1

1,1...1 1,1...1
            

1

.

n n
n

n n

i i i
i i

y
g g

g g
y

g g y

θ

−

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟= × × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎝ ⎠

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

#
#

 

Оценка погрешности МНК 

Ковариационная матрица (матрица ошибок) выборочных оце-
нок θ

G
для неизвестных θ: 1 1( )T

yθ θ
− −= =C G x G xG G показывает как 

влияют погрешности измерений на неизвестные параметры θ
G

. 
Диагональные элементы этой матрицы можно рассматривать как 
дисперсии, а квадратные корни из этих элементов в качестве “по-
грешностей измерения” θ

G
, хотя θ

G
 непосредственно не измеряет-

ся. 

МНК для косвенных измерений (нелинейный случай) 

МНК в нелинейном случае можно свести к линейному при оп-
ределенных условиях. 

Между измеряемыми величинами y
JG
и неизвестными парамет-

рами θ
G

 есть зависимость f
JG

, т.е. пусть в i-м измерении 

( , ) 0 ; =1...i if y i nθ =
G

, где n – число измерений, 1( ... )rθ θ θ
G

 ,  r – 
число параметров. В матричном виде: 

( , ) 0=f θ y
G G G

 
Пусть функция f дифференцируема. Выберем точку 

0 10 20 0( , ... ).rθ θ θθ
JJG

 Произведем разложение функции fi в ряд Тейло-

ра в точке 0θ
JJG

 и рассмотрим только линейные члены: 
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0

0

0 1 10
1

( , ) ( , ) ( ) ... ( )i i
i i i i r r

r

f ff y f y
θ

θ

θ θ θ θ
θ θ
∂ ∂

= + − + + −
∂ ∂

θ θ G
G

G G
+….. 

Для такого разложения, конечно, нужно выбрать такую точку 

0θ
JJG

, чтобы производная в этой точке существовала, и функция не 

сильно менялась в окрестности этой точки. Функция f
G

 не должна 
сильно отличаться от линейной вблизи 0θ

JJG
 и θ
G

. 
Только в этом случае можно ограничиться линейными членами 

в разложении в ряд Тейлора.  
Введем обозначение для поправки: 

1 10

0

0

   .

r r

θ θ

θ θ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

ξ θ θ
G G JJG

#  

Введем элементы матрицы x: 

0

j
jl

l

f
x

θ
θ
∂⎛ ⎞

= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ JJG
и элементы 

 

0( , ) .
идеальное значение

i i i ic f y ε= −θ

����G

 

Тогда выражение для f
G
можно записать в виде:: 

.= + −f xξ c ε
G G G G

 
Величины ξ являются поправками, поэтому, решая последнюю 

систему уравнений относительно ξ, получаем поправки МНК: 
1( ) .T T

y y
−= −ξ x G x x G c

G G
 

Практически здесь получен ответ для нелинейного МНК, но он 
получен не собственно для самого параметра, а для поправки при 
определении параметра. Сам параметр можно найти следующим 

образом: 0 .= +θ θ ξ
GG G�

 

Ковариационная матрица такая же: 1 1( ) .T
yξ ξ

− −= =G C x G xG G  
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Значение θ0 фиксировано, поэтому ковариационная матрица 

1 = +θ θ ξ
JJG G G

 совпадает с 1
ξ
−G G  т. е. 

1

1 1( )T
yθ

− −=G x G xG . 
Найдена ли последняя поправка для параметра? Или надо про-

должить процесс нахождения поправок? 
Заменив θ0 на θ1, можно повторить все расчеты и получить 

лучшее приближение для параметра и так далее. 
Когда можно остановиться в нахождении поправок для пара-

метра? На этот вопрос ответим ниже.  

Свойства оценок, полученных методом наименьших  
квадратов 

В методе полагалось, что функция распределения погрешно-
стей нормальна, а, следовательно, результаты наблюдения также 
распределены по нормальному закону. 

Оценка �θ  обладает следующими свойствами:  

1) имеет нулевое смещение: i{ } ; 1... ;i iE i rθ θ= =   

2) имеет минимальную дисперсию: 
i{ }2 2( ) ( ) min;i i iEσ θ θ θ= − =  

3) величина T
yQ = ε G ε  подчиняется χ2-распределению с n-r 

степенями свободы. 
Покажем это для простейшего случая прямых неравноточных 

измерений, когда имеется один параметр r = 1:  

2
1

2

1 0 0

0
.

10

y

n

σ

σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

G

"

# %
#

"
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2

2
1

n
i

i i

Q ε
σ=

=∑ , где εi распределено, по предположению, по нор-

мальному закону с нулевым средним и дисперсией 2
iσ , поэтому 

величина 
2

2
i

i

ε
σ

 имеет стандартное нормальное распределение. 

Значит, сумма 
2

2
i

i

ε
σ

подчиняется χ2-распределению с n-1 степе-

нями свободы. 
Применение данного свойства. Если в n измерениях определя-

ется r параметров, то, выбирая (сами!) уровень значимости α, на-
ходим из таблицы для χ -квадрат распределения значение 

2
1 , .n rαχ − −  Результат подгонки не может быть принят, если полу-

ченное из расчета значение функционала 2
1 , .T

y n rQ αχ − −= >ε G ε  
Величина функционала Q всегда вычисляется в процессе рас-

чета параметра, поэтому в конце надо просто сравнить Q и 
2
1 ,n rαχ − −  . 

Если 2
1 ,n rQ αχ − −> , то продолжим расчеты поправки к пара-

метру. Если 2
1 ,n rQ αχ − −< , то расчеты поправки можно остановить 

и принять оценку параметра ту, которая получена для данного 
значения функционала.  

Следует отметить еще одно следствие того, что функционал Q 
подчиняется χ2-распределению с n-r степенями свободы, а имен-
но: математическое ожидание Q равно n-r. 

Пример использования метода наименьших квадратов. Есть 
шестимодульный детектор нейтронов с анизотропной чувстви-
тельностью (рис. 2.4). 
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Чувствительность i-го модуля к потоку нейтронов из направле-

ния пространства j обозначим Aij. Понятно, что из-за экранировки 
модулей друг другом такая чувствительность Aij будет разной у 
разных модулей i к нейтроном, приходящих из направления j .  

Счет нейтронов в каждом i-м детекторе равен Ni с погрешно-
стью εi. Требуется определить Фj число нейтронов, приходящих из 
каждого j- элемента пространства.  i = 1…6 ; j = 1…6. 

Считаем, что 
6

1

2
1

2
6

,

0
.

0

i ij j i
j

N

N A

ε

ε

σ

σ

=

= Φ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

C C
"

# % #
"

 

Обратная матрица или матрица весов: 

 
Рис.2.4.  Шестимодульный детектор  

нейтронов

i 
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2
1

2
2

2
6

1

1     
.

               
1                         

ε

σ

σ

σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

G
%

 

Так как счет Ni распределен по закону Пуассона, то σ2
i =Ni . 

В этом случае оценка числа нейтронов Фj, приходящих из каж-
дого j- элемента, определяемая по МНК, составит следующую ве-

личину: 1( ) ( )T T
ε ε

−=Φ A G A A G N
JJG JG

. 
Преимуществом применения здесь МНК являются получение 

ответа сразу после постановки задачи и учет погрешности опреде-
ления числа нейтронов Фj, приходящих из каждого j- элемента 
пространства: l l

1 1( ) .T
ε

− −

Φ Φ
= =C G A G A  

2.4. Погрешности косвенных измерений 
Часто результат эксперимента представляет собой некоторую 

функцию от нескольких случайных величин xr. Предположим, что 
каждое наблюдаемое значение xr принадлежит генеральной сово-
купности со средним μr и среднеквадратичным отклонением σr. 
Теория переноса ошибок позволяет определить значение средне-
квадратичного отклонения, которое следует приписать величине 
y(x1…xr). 

Для набора m случайных величин xr (r=1…m) – элементы мат-
рицы ошибок (ковариационной матрицы) D(x) определяются сле-
дующим образом:  

[ ] ( )( ){ }( ) ( ; ) , r r s s r srs
x E x x x xμ μ= − − =D cov

 
где r,s =1…m. Из определения следует, что D(x) –симметричная 
матрица ранга m, диагональные элементы которой представляют 
собой дисперсии соответствующих величин: 
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[ ] 2( ) ,rrr
x σ=D  

Недиагональные элементы этой матрицы связаны коэффициен-
том корреляции 

[ ]( )
rr

xD = .r s rsσ σ ρ  

Если случайные переменные xr и xs независимы, то rsρ =0 
Если все величины некоррелированы, т.е. независимы, то мат-

рица D(x) будет диагональна. 
При обработке результатов измерений часто дисперсии и ма-

тематические ожидания неизвестны, поэтому приходится исполь-
зовать оценки ( ) ( )     и  ( , ).r r r sS x S x g x x  
Линейные функции. Пусть величины yr(r=1…m) являются ли-

нейными функциями переменных xs(s=1…n). Это означает, что  

yr=ar1x1+ar2x2+…arnxn=
1

,
n

rs s
s

a x
=
∑  

где ars– постоянная, представляющая собой элементы матрицы А. 
Можно написать в матричном виде .=y Ax

G G
 

Если произведено несколько измерений каждой величины xs, то 
оценка величины yr получается при замене xs на их средние значе-
ния .sx  

Пусть D(x) –матрица ошибок для xs, тогда матрицей ошибок 
для функций yr будет D(y)=AD(x)AT. 
Нелинейные функции. Приведенные выше результаты можно 

обобщить на случай нелинейных функций yr=fr(x1…xn).  
Предположим, что функция fr слабо меняется в области, огра-

ниченной среднеквадратичным отклонением от ее среднего зна-
чения, или, иными словами, что с точностью до первого порядка 
ее разложение в ряд Тейлора имеет вид: 

yr= fr(x1…xn) = fr ( )1
1

( ... ) .
n

r
n s s

s s x

fx x x x
x=

⎧ ⎫∂⎪ ⎪+ −⎨ ⎬∂⎪ ⎪⎩ ⎭
∑  
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В этом разложении sx – среднее значение sx , а xG  обозначает 

набор 1( ... ).nx x  

Тогда оценка величины i 1( ... )r r ny f x x=  будет функцией 

средних значений x . Обозначим .r
rs

s x

f
x
∂

=
∂

F  

Тогда, используя предыдущий результат, можно записать: 
D(y)=FD(x)FT , а элементы матрицы ошибок можно получить 

из соотношения: 

[ ] ( )( )
1 1

( ) .
n n

r r
i i j jrs

i j i jx x

f fD y x x x x
x x= =

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= − −⎨ ⎬
∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

∑∑  

Если случайные переменные x1…xn независимы, то cov(xr,xs) =0 
и формула упрощается :  

2
2

1
( ) ( ).

n

i
i i

yD y x
x

σ
=

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑  

Полученное выражение позволяет получить формулу для расчета 
погрешности функции y в зависимости от погрешностей незави-
симых переменных xi: 

2
2

1

( ) ( ),
n

i
i i

yy x
x

σ σ
=

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑

 
которая получила название закон переноса погрешностей. 

В качестве примера рассмотрим погрешность отношения двух 
величин: 

2 2 2
21 1 1 2 1 2

122 2 2
2 1 22 1 2

;   ( ) 2 .x x s s s sy y g
x x xx x x

σ
⎧ ⎫⎪ ⎪= = + −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
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Вопросы к главе 2 
 
1. Что такое точечные и интервальные оценки параметров рас-

пределения? 
2. Что такое доверительный интервал и доверительная вероят-

ность? 
3. Приведите интервальные оценки для математического ожи-

дания и дисперсии. 
4. Что такое функция максимального правдоподобия и как с ее 

помощью получают оценки параметров? 
5. Объясните, как применять «байесовское решающее прави-

ло». 
6. Какой функционал предлагается минимизировать в методе 

наименьших квадратов и почему? 
7. Приведите примеры оценки параметра с использованием 

метода наименьших квадратов для прямых измерений, произве-
денных с одинаковой и разной точностью. 

8. Как используется метод наименьших квадратов для косвен-
ных измерений? 

9. Как используется метод наименьших квадратов для нахож-
дения параметров линейной регрессии? 

10.  Каковы свойства оценок, полученных методам наименьших 
квадратов, и как используются эти свойства? 

11.  Приведите формулу «переноса погрешностей». В каких 
случаях ею можно пользоваться? 
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3. Статистические гипотезы 

Статистическая гипотеза – это предположение о свойствах 
случайных величин и их распределений, которые можно прове-
рить статистическими методами по результатам наблюдений. 

Например, часто надо знать закон распределения случайной 
величины. Если закон распределения неизвестен, но имеются ос-
нования предположить, что он имеет определенный вид (назовем 
его А), тогда можно выдвинуть гипотезу: случайная величина рас-
пределена по закону А. Эта гипотеза называется гипотезой о виде 
закона распределения.  

Бывают случаи, когда закон распределения известен, но неиз-
вестны его параметры. Если есть основания предположить, что 
неизвестный параметр θ равен определенному значению θ0, то 
выдвигают гипотезу θ = θ0. Эта гипотеза называется гипотезой о 
значении параметра распределения. 

Возможны и другие гипотезы: о равенстве параметров двух 
или нескольких распределений, о независимости выборок и мно-
гие другие. 

Примеры статистических гипотез: 
- случайная величина подчиняется закону Пуассона; 
- дисперсии двух нормальных случайных чисел равны между 

собой. 
Гипотеза «на Марсе есть жизнь» не является статистической, 

поскольку в ней не идет речь ни о виде, ни о параметрах распре-
деления. 

Наряду с выдвигаемой гипотезой рассматривают и противоре-
чащую ей гипотезу. 

Нулевой (основной) называют выдвинутую гипотезу – ее 
обозначают Н0. 

Конкурирующей называют альтернативную гипотезу, кото-
рая противоречит Н0 – ее обозначают Н1. 

Пример: если нулевая гипотеза состоит в предположении, что 
математическое ожидание μ нормального распределения равно 10, 
то альтернативная гипотеза, в частности, может состоять в пред-
положении, что μ ≠ 10.  
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Коротко это записывают так: Н0: μ = 10; Н1: μ ≠ 10. 
Простой называют гипотезу, которая содержит только одно 

предположение. Например Н0: μ = 10 – это простая гипотеза. 
Сложной называют гипотезу, которая состоит из конечного 

или бесконечного числа простых гипотез. Н1: μ ≠ 10 – сложная 
гипотеза. 

В итоге проверки статистической гипотезы может быть приня-
то неверное решение. Ошибки могут быть двух родов. 

Ошибка первого рода состоит в том, что будет опровергнута 
правильная гипотеза. 

Ошибка второго рода состоит в том, что будет принята непра-
вильная гипотеза. 

Последствия этих ошибок могут оказаться весьма различными. 
Для проверки статистической гипотезы используют специаль-

но подобранную случайную величину, распределение которой 
известно (f(x,θ)). Такая величина называется выборочной стати-
стикой или статистическим критерием. 

Приведем примеры таких статистик. 
При оценке математического ожидания используется знание о 

среднем x , которое распределено по нормальному закону. Если 

дисперсия 2σ  известна, то статистика 2

x μ
σ
−  имеет стандартное 

нормальное распределение. 
При оценке математического ожидания в случае неизвестной 

дисперсии величина 
( )x n

S
μ−

 подчиняется распределению 

Стьюдента. Следовательно, используется статистический крите-

рий или статистика 
( ) .x nt

S
μ−

=  

Наблюдаемым значением критерия называют значение кри-
терия (или статистики), вычисленное с использованием выбороч-
ных (экспериментальных) данных. 

После выбора критерия множество всех его возможных значе-
ний разбивают на два непересекающихся подмножества: одно из 
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них содержит значения критерия, при которых гипотеза принима-
ется, а другое – при которых гипотеза отвергается. 

Критической областью называют совокупность значений 
критерия, при которых гипотезу отвергают.  

Областью принятия гипотезы (областью допустимых значе-
ний) называют совокупность значений критерия, при которых ги-
потезу принимают. 

Принцип проверки статистической гипотезы. Если наблю-
даемое значение критерия принадлежит критической области – 
гипотезу отвергают. Если наблюдаемое значение критерия при-
надлежит области принятия гипотезы – гипотезу принимают, т.е. 
считают, что она не противоречит выборочным (эксперименталь-
ным) данным. 

Критическими точками (границами) называют точки, отде-
ляющие критическую область от области принятия гипотезы. 

Различают одностороннюю (правостороннюю или левосто-
роннюю) и двустороннюю критические области. 

Как найти критическую область? 
Если мы выбрали критерий с известным распределением, то 

задавшись уровнем значимости α, зная функцию распределения 
вероятности для критерия К, можем указать такие Кα, что: 

1)Р(К > Kα) = α , где Kα – граница правосторонней критиче-
ской области; 

2)P(K < Kα) = α, где Kα – граница левосторонней критической 
области. 

В случае 1) в критической области неправдоподобно большие 
значения К, в случае 2) в критической области – неправдоподобно 
малые значения К. 

3.1. Проверка гипотез о значении параметра  
распределения 

3.1.1. Ошибки первого и второго рода 

Для иллюстрации рассмотрим гипотезу о значении параметра 
распределения – математического ожидания. 
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Пусть нулевая гипотеза Н0 состоит в том, что  μ = θ0. Так как 
набор экспериментальных данных всегда ограничен, всегда есть 
вероятность принятия ошибочного решения. Доля случаев, когда 
гипотеза будет отвергнута, в то время, когда она верна, называет-
ся уровнем значимости α. Чаще всего уровень значимости выби-
рают равным 0,1; 0,05; 0,025 и считают, что ошибка первого рода, 
т.е. неприятие гипотезы, совершается в доле случаев α (с вероят-
ностью α), в то время как гипотеза Н0 верна. 

Ошибка второго рода получается в доле случаев β, т.е. гипотеза 
Н0 будет принята в то время, как справедлива гипотеза Н1. μ = θ1: 

1( , )  ; ( , ) .
K

K

f K dK f K dK
α

α

α θ β θ
∞

−∞

= =∫ ∫  

Рассмотрим последовательность проверки статистической ги-
потезы: 

1) определяют вид критерия; 
2) задаются уровнем значимости α; 
3) находят границы критических областей; 
4) вычисляют наблюдаемое значение критерия; 
5) определяют, в какую область попадает наблюдаемое зна-

чение критерия: если в критическую – делают вывод о том, что 
экспериментальные данные не подтверждают гипотезу; если в об-
ласть принятия – делают вывод о том, что экспериментальные 
данные не противоречат гипотезе. 

Вывод делается с уровнем значимости α. 
Простой критерий с уровнем значимости α контролирует 

лишь ошибки первого рода и не измеряет степень риска, связан-
ного с ошибкой второго рода. Для оценки вероятности соверше-
ния ошибки второго рода мы должны так уточнить постановку 
задачи, чтобы допустить существование альтернативной гипоте-
зы. 

Мерой полезности критерия служит мощность критерия. 
Мощностью критерия называют вероятность попадания критерия 
в критическую область при условии, что справедлива альтерна-
тивная (конкурирующая) гипотеза. 
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Мощность критерия обозначают: 11 ( , ) .
K

f K dK
α

π β θ
∞

= − = ∫  

Чем больше мощность критерия, тем меньше вероятность со-
вершить ошибку второго рода. Поясним это с помощью распреде-
ления, представленного на рис. 3.1. 

 

 
Рис. 3.1 Графическая интерпретация вероятностей совершить ошибку перво-

го и второго рода: в доле случаев α совершается ошибка 1-го рода; в доле случа-
ев β совершается ошибка второго рода; в доле случаев 1-β ошибка второго рода 

не совершается 
 
Приведем несколько задач на построение статистик (величин с 

известным законом распределения) для проверки гипотез о значе-
нии параметра распределения.  
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3.1.2. Проверка гипотезы о математическом ожидании  

Проверка гипотезы о математическом ожидании, если 
 дисперсия известна 

Задача 3.1. 
Индийский чай расфасовывается в пачки с массой μ = 100 г со 

стандартным отклонением 0,1 г. Случайная выборка n = 15 пачек 
готовой продукции показала среднюю массу равной x  = 100,2 г. 
Имеется ли основание для заключения, что фасовочная машина 
работает без нарушения в настройке? 
Решение: 
Можно полагать, что распределение массы пачек соответствует 

нормальному распределению. Нулевая гипотеза состоит в том, что 
выборочное среднее согласуется с выборкой, взятой из нормаль-
ной генеральной совокупности, т.е. μ = 100. 
Н0: μ = 100 г. 
Альтернативная гипотеза Н1: μ ≠ 100 г, т.е. выборка взята из 

нормального распределения с другим математическим ожидани-
ем. 

Из гипотезы Н0 следует, что выборочное распределение сред-

него тоже нормальное с μ = 100 г и дисперсией 
20,1

15
 (по централь-

ной предельной теореме).  
Выберем обычный уровень значимости α = 5 %. 
Сначала построим нормальное распределение с μ=100г и 

σ2=0,12/15 (рис.3.2). 
Определим критические значения выборочного распределения 

для 5% уровня значимости. Для этого найдем квантили стандарт-
ного нормального распределения, т.е. такие значения, которые 
ограничат критическую область. Если уровень значимости 5%, то 
вероятность попадания в критическую область не должна превы-
шать 5%.  

Нормальное распределение симметрично, это значит, что име-
ется две критические области: область слишком маленьких значе-
ний и область слишком больших значений. Вероятность попасть в 
обе области должна быть не более 5% , из-за симметрии распреде-
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ления можно считать, что вероятность попасть в одну из областей 
будет не меньше половины от уровня значимости, т.е. 2,5%. Ищем 
квантиль нормального распределения для уровня 2,5%. 

 
Рис. 3.2. Пример статистического распределения для принятия правильного 

решения (гипотезы) 
Из таблиц можно найти квантили только для стандартного 

нормального распределения, а реальное распределение массы не 
стандартное, а имеющее математическое ожидание μ  и диспер-
сию 2σ . Перейти от точек, ограничивающих критическую область 
в стандартном нормальном распределении к точкам для имеюще-

гося распределения μ  и σ  можно с помощью замены u = x μ
σ
− . 

Тогда: 1( ) ,    2,5%,     1,96,      1,96.p p pU P P U U −Φ = = = = −  
Найдем значения x1 и x2, 

2

1

0,1 1,96 100 0,05 100,05 ,
15

0,1 1,96 100 0,05 99,95 .
15

x

x

μ

μ

= + ⋅ = + =

= − ⋅ = − =
 

 
Нанесем точки x1 и x2 на рис. 3.2.  
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Точки x1 и x2 разделили все возможные значения случайной ве-
личины на три области: 

1) меньше x1, первая критическая область для случайной вели-
чины. Вероятность попадания в эту область всего 2,5%. Если слу-
чайная величина попадает в эту область, то считаем, что это зна-
чение маловероятно и поэтому неправдоподобно. Такая область 
называется областью неправдоподобно маленьких значений слу-
чайной величины. Так как значения неправдоподобны, говорят, 
что при попадании значения случайной величины в эту область 
гипотеза не подтверждается;  

2) область от x1 до x2 . Вероятность попадания в эту область 
достаточно большая  – 95%. Поэтому, если случайная величина 
попадает в эту область, то считаем, что такое значение вероятно и 
поэтому правдоподобно. Такая область называется областью 
правдоподобных значений, и поэтому также называется областью 
принятия гипотезы;  

3) больше x2 , вторая критическая область для случайной вели-
чины. Вероятность попадания в эту область также всего 2,5%. Ес-
ли случайная величина попадает в эту область, то считаем, что это 
значение маловероятно и поэтому неправдоподобно. Такая об-
ласть называется областью неправдоподобно больших значений 
случайной величины. Так как значения неправдоподобны, гово-
рят, что при попадании значения случайной величины в эту об-
ласть гипотеза не подтверждается.  

Теперь нанесем на рис. 3.2 значение выборочного среднего 
x=100,2. Значения полученного среднего попадают в область не-
приятия гипотезы Н0. 

Таким образом, на основании проведенного анализа можно 
сделать следующий вывод: с уровнем значимости 5% полученные 
экспериментальные данные не подтверждают гипотезу Н0 о том, 
что значение математического ожидания равно 100 г.  

К сожалению, предложенная задача часто имеет теоретический 
характер. Так как в практике заранее значение дисперсии бывает 
известно крайне редко. Гораздо чаще значение дисперсии оцени-
вается по результатам того же эксперимента. Рассмотрим такую 
задачу.  
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Проверка гипотезы для нормально распределенных величин 
при неизвестной дисперсии 

Задача 3.2. Фирма «Светлана» производит электрические лам-
почки. Для определенного типа лампочек установлен норматив-
ный срок использования (ресурс) μ = 1500 ч. Для испытания новой 
партии была взята выборка n = 10 лампочек. Среднее время поль-
зования лампочкой в выборке x  = 1410 ч со среднеквадратичным 
выборочным отклонением S = 90 часов. Свидетельствуют ли эти 
данные о том, что ожидаемый срок использования изменился по 
сравнению с нормативно установленным ресурсом, равным 1500 ч ? 
Решение. 
Нулевая гипотеза состоит в предположении о том, что выборка 

взята из генеральной совокупности со средним временем исполь-
зования лампочки 1500 ч. 
Н0: μ = 1500 ч. 
Гипотеза альтернативная состоит в том, что математическое 

ожидание времени использования лампочки не равно 1500ч.:  
μ ≠ 1500 ч. 

Из гипотезы Н1 следует, что мы будем использовать двухсто-
ронний критерий. Кроме того, из гипотезы Н0 следует, что выбо-
рочное среднее имеет нормальное распределение со средним  

μ = 1500 ч и дисперсию 
10

ч
n
σ σ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 – по центральной предель-

ной теореме.  
Построим выборочную статистику, т.е. такую величину, кото-

рая имела бы известное распределение. 

Величина

x

n

μ
σ
−

имела бы нормальное распределение, но у 

нас есть только выборочная дисперсия S, тогда мы можем постро-
ить только следующую статистику:  
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N
2

( ) ( ) 1 .

1

N

x n x nt
SnS

n χ

μ μ− − −
= =

−

∼

∼


��

 

Как было показано ранее (см. распределение Стьюдента), ве-
личина t подчиняется распределению Стьюдента с (n – 1) степе-
нями свободы. 

Посчитаем значение нашей статистики из экспериментальных 

данных: 9
(1410 1500) 3,0.
90 / 10 1

t −
= = −

−
 

Выберем уровень значимости α = 0,05.  

Применим такие же рассуждения, как и в предыдущей задаче.  
Найдем квантили распределения Стьюдента, т.е. такие значе-

ния, которые ограничат критическую область. Если уровень зна-
чимости 5%, то вероятность попадания в критическую область не 
должна превышать 5%. Распределение Стьюдента симметрично, 
это значит, что имеются две критические области: область слиш-
ком маленьких значений и область слишком больших значений. 
Вероятность попасть в обе области должна быть 5%. Из-за сим-
метрии распределения можно считать, что вероятность попасть в 
одну из областей будет не меньше половины от уровня значимо-
сти, т.е. 2,5%. Ищем квантиль распределения Стьюдента для 
уровня 2,5%. 

Внесем эти значения на рис. 3.3.  
Точки -xc и xc разделили все возможные значения случайной 

величины на три области: 
1) меньше -xc первая критическая область для случайной вели-

чины. Вероятность попадания в эту область всего 2,5%. Если слу-
чайная величина попадает в эту область, то считаем, что это зна-
чение маловероятно и поэтому неправдоподобно. Такая область 
называется область неправдоподобно маленьких значений слу-
чайной величины. Так как значения неправдоподобны, говорят, 
что при попадании значения случайной величины в эту область, 
гипотеза не подтверждается;  
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Рис 3.3. Области принятия и непринятия 

гипотезы 

2) область от -xc до xc . Вероятность попадания в эту область 
достаточно большая 95%. Поэтому, если случайная величина по-
падает в эту область, то считаем что такое значение вероятно и 
поэтому правдоподобно. Такая область называется областью 
правдоподобных значений и поэтому также называется областью 
принятия гипотезы;  

3) больше xc – вторая критическая область для случайной вели-
чины. Вероятность попадания в эту область 2,5%. Если случайная 
величина попадает в эту область, то считаем, что это значение ма-
ловероятно и поэтому неправдоподобно. Такая область называет-
ся областью неправдоподобно больших значений случайной вели-
чины. Так как значения неправдоподобны, говорят, что при попа-
дании значения случайной величины в эту область, гипотеза не 
подтверждается.  

Отметим на рис. 3.3 точку со значением статистики при t = -3,0. 
Это значение статистики t = -3,0 лежит за пределами области при-
нятия гипотезы. Выборочные данные не подтверждают нулевую 
гипотезу. 
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Вероятность появления выборочного среднего, равного 1410 ч 
или менее, из-за случайности отбора при выборке размером 10 
единиц, взятой из нормальной генеральной совокупности с  
μ = 1500, меньше, чем 5 %. С вероятностью 95 % гипотеза не под-
тверждается, и, значит, ресурс лампочек изменился. 

3.1.3. Критерий Неймана – Пирсона для проверки простых  
гипотез о значении параметра 

Проверяем гипотезы о значении параметра распределения. 
Пусть есть гипотеза Н0 . Она состоит в том, что для случайной ве-
личины х, которая имеет функцию плотности распределения f(x) – 
значение параметра этой функции равно θ0. 

Альтернативная гипотеза Н1 заключается в том, что значение 
параметра равно θ1. 

Нужен критерий для проверки гипотезы Н0 по сравнению с 
альтернативной гипотезой Н1. 

Полагаем, что функция плотности вероятности случайной ве-
личины f(x/θ) непрерывна и непрерывно отношение функций 

0

1

( / ) .
( / )

f x
f x

θ
θ

 

Тогда можно найти максимальное значение мощности крите-
рия 1 - β. Для критической области ω (какая она, выясним позже)  

0

1 1
1 0

0 0

( / ) ( / )1 ( / ) ( / ) .
( / ) ( / )

f x f xf x dx f x dx E
f x f xω

ω ω θ θ

θ θβ θ θ
θ θ

=

⎧ ⎫
− = = = ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫ ∫

Мощность критерия 1-β будет максимальна тогда, когда ω – такая 

часть пространства, где отношение 1

0

( / )
( / )

f x
f x

θ
θ

 максимально. 

Поэтому наилучшей критической областью является та, кото-
рая состоит из точек, удовлетворяющих неравенству: 

1

0

( / ) .
( / )

f x C
f x α

θ
θ

≥  
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Это отношение тоже называют функцией правдоподобия l, ко-
торая зависит от (х, θ0, θ1). 
Сα выбирают так, чтобы удовлетворить неравенству: 

0( / ) .
cx

f x dxα θ
∞

= ∫  

Гипотеза Н0: f(x/θ0) принимается, если l(x,θ0,θ1) ≤ Cα. Гипотеза 
Н1: f(x/θ1) принимается, если l(x,θ0,θ1) > Cα. 

Если отношение 0 1( , , )l x θ θ  имеет известный закон распреде-
ления, тогда можно из таблиц и по заданному уровню значимости 
найти процентные точки такого известного распределения. Прак-
тически 0 1( , , )l x θ θ  является квантилем такого распределения для 
уровня α. Вычислив из имеющихся после эксперимента данных 
отношение и сравнив с Cα , можно будет делать вывод о прием-
лемости гипотезы Н0 или Н1.  

Этот критерий называется критерием Неймана – Пирсона. Он 
является наиболее мощным для проверки двух простых гипотез. 

Пример на критерий Неймана – Пирсона. Предположим, что 
измеряется некоторая величина. Например, плотность потока х. 
Через некоторое время в аппаратуру внесли какие-то изменения.  

Необходимо знать, увеличилась ли плотность потока после 
внесения в аппаратуру модернизаций. Чтобы ответить на этот во-
прос, измерим N раз плотность потока и вычислим среднее x . 
Полагаем, что погрешности распределены по нормальному закону 
с дисперсией σ2. 

На языке статистики гипотезы Н0 и Н1можно сформулировать 
следующим образом:  

гипотеза Н0 состоит в том, что математическое ожидание оста-
лось прежним: Н0: μ = μ0 , т.е. распределение N(μ0, σ2); 

гипотеза Н1 состоит в том, что математическое ожидание изме-
нилось: H1: μ = μ1 , т.е. распределение N(μ1,σ2). 

Надо проверить эти гипотезы. Наиболее мощный критерий по 
лемме Неймана – Пирсона основан на следующей статистике: 
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1
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=
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Функция t является монотонной функцией переменной Z:  

0 .xZ

N

μ
σ
−

=  

Переменная Z распределена по нормальному закону N(μ1-μ0,1), 
если верна гипотеза H1, или по закону N(0,1) – если верна H0. 

По критерию Неймана – Пирсона мы должны найти такую об-
ласть X, где Z было бы больше некоего значения, назовем его λα: 

{X, Z>λα}, где α  – уровень значимости. 
Мы вводим как бы обрезание по Z, а λα – есть α-точка стан-

дартного нормального распределения, такая что:  

0
( ) .P Z α μ μ

λ α
=

> =  

Для приведения к табличному интегралу удобно получить ве-
личину 1 - α: для нормального распределения: 

0

0
1 1( ) 1 x xP Z U

N Nα α αμ μ

μ μλ α
σ σ− −=

⎛ ⎞− −
< = − = Φ = Φ ⇒ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

– квантиль нормального распределения уровня 1-α. 
Найдем критическую область для выборочного среднего 

кр 0 1 .x U
Nα
σμ −= +  

Если принять α = 0,05, то квантиль уровня U1-α = U0,95 = 1,645 и 
нижняя граница критического множества составит 
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кр. 0 1,645 ,x
N
σμ= +  

т.е. при гипотезе Н0 → x  должно быть расположено слева от зна-

чения μ0 +1,645 .
N
σ  

Таким образом, при попадании результатов измерений в об-

ласть 0 1x u
nα
σμ −< −  или в область 0 1x u

nα
σμ −> +  говорят, 

что экспериментальные данные не подтвердили гипотезу о том, 
что математическое ожидание не изменилось.  

Если значение x , рассчитанное из экспериментальных данных, 

попадает в область от 0 1u
nα
σμ −−  до 0 1u

nα
σμ −+ , то говорят, 

что экспериментальные данные подтверждают гипотезу о том, что 
математическое ожидание не изменилось.  

Рассмотрим мощность этого критерия. По определению мощ-
ность: 1-β = Р(Z > λα). Если значения xi распределены по закону 
N(μ,σ2), а переменная Z распределена по закону N(d,1), где 

1 0( )Nd μ μ
σ

= − . Тогда мощность критерия (1 - β): 

2

1 0

1 ( )( ) 1 exp
22

( ) ( ) .

Z dP Z dz

Nd U

α

α
λ

α α

λ β
π

λ μ μ
σ

∞ ⎡ ⎤−
> = − = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎛ ⎞
= Φ − = Φ − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫
 

Таким образом, мощность критерия (1 - β) является возрас-
тающей функцией (μ1 - μ0) и N. 

3.1.4. Односторонний критерий для проверки простой  
гипотезы против сложной гипотезы о среднем значении 

Не существует наиболее мощного критерия при сравнении 
простой и сложной гипотезы. Рассмотрим нормально распреде-
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ленную случайную величину х, имеющую неизвестное математи-
ческое ожидание μ (дисперсия σ2  – известна) N(μ,σ2). Пусть про-
изводится одно измерение. 

Проверяется гипотеза H0: μ = μ0 против сложной альтернативы 
H1: при μ > μ0. Сначала считаем, что альтернатива имеет лишь 
одно значение μ = μ1, где μ1 > μ0. Проверочная статистика строит-
ся в виде отношения правдоподобия, как и в предыдущей задаче. 
При определенных значениях μ1, μ0 и известной дисперсии σ2 от-
ношение 

2 2
1 01 1 2

2 2
0

( )exp
2

xf
f

μ μ μ μ
σ σ

⎧ ⎫− −
= −⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

тоже имеет определенное значение. Тогда проверочная статистика 
приобретает вид: cexp(ax). Константы c и a положительны, поэто-
му проверочная статистика – монотонная функция x. 

Двигаясь по оси х от +∞ до границы критической области xс, 
определим уровень значимости: 

0
( ) .cP x x

μ μ
α

=
> =  

Удобнее записать выражение для 1 - α , тогда 

( )
0

1( ) 1 .c
c

xP x x U αμ μ

μ α
σ −=

−⎛ ⎞< = Φ = − = Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Откуда следует, что возможно определить границу критиче-
ской области xc : 

1 0 1 или .c
c

xU x Uα α
μ μ σ

σ− −

−
= = +  

Из этого видно, что критическая область не зависит от μ1 и ос-
тается одной и той же при любых μ > μ0. Значит можно применять 
такой критерий и для проверки простой гипотезы против сложной.  

Мощность критерия 1-β равна вероятности того, что отвергает-
ся гипотеза H0: μ = μ0, если верна альтернатива H1: μ = μ1 , или же 
вероятности того, что при альтернативе H1 результат измерения 
попадет в критическую область [xc;+∞]: 
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( ) ( )
1 1

1
1

0 1 1 0 1
1

0 1 1 0
1

( ) 1 1

1 1

  .

c
c c

xP x x P x x

U U

U U

μ μ μ μ

α
α

α α

μπ μ
σ

μ σ μ μ μ
σ σ

μ μ μ μ
σ σ

= =

−
−

−

−⎛ ⎞= > = − < = −Φ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −Φ = −Φ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= Φ − − = Φ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Если принять уровень значимости α= 0,05 и U1-α = U0,95 = 1,645, 
то нижняя граница критического множества xc = μ0 + 1,645σ, т.е. 
при гипотезе H0 граница xc расположена справа от математическо-
го ожидания на 1,645σ. 

3.1.5. Критерий отношения правдоподобия для проверки 
сложных гипотез 

В теории Неймана – Пирсона можно полагать параметрθ
G

 век-
торной величиной, т.е. в r-мерном пространстве θ

G
 = (θ1,…,θr). 

Наиболее мощный критерий, в этом случае, также задается отно-
шением правдоподобия. 

Обозначим Ω и ω множества, определяемые гипотезами H1 и 
H0. 

Обозначим L(x/ω) наибольшее значение функции правдоподо-
бия при θ

G
∈ω и L(x/Ω) – при θ

G
∈Ω. Составляем проверочную ста-

тистику λ для проверки H0 из соотношений L(x/ω) и L(x/Ω). Пред-

ставим ее в следующем виде: ( )/
( / )

L x
L x

ω
λ =

Ω
. Она будет зависеть 

только от значений случайной величины x.  
Статистика λ не зависит от неизвестных параметров и исполь-

зуется для проверки H0. 
Она не может быть меньше 0, так как представляет собой от-

ношение положительных чисел, и не может быть больше 1, так 
как параметрическое множество Ω включает в себя ω и, следова-
тельно, максимальное значение функции L(x/ω) не может быть 
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больше L(x/Ω), т.е. статистика λ заключена в интервале между 0 и 
1:0 ≤ λ ≤ 1. 

Если λ меньше некоторого критического значения λc, то гипо-
тезу H0 отвергают. 

Значение λc выбирают из условия, что уровень значимости 
критерия равен α. 

3.2. Критерии для проверки гипотез о виде закона 
распределения 

3.2.1. Критерий согласия χ2 (Пирсона) 

Полигоны распределения и гистограммы 
 экспериментальных данных 

Прежде чем перейти к рассмотрению критериев для проверки 
гипотез о виде закона распределения, рассмотрим один из методов 
предоставления экспериментальных данных, а именно – построе-
ние гистограммы. Представление экспериментальных данных в 
виде гистограммы – удобный способ отобразить графически зави-
симость частоты проявления того или иного значения (а значит и 
вероятность такого появления) от значения экспериментальной 
величины. Ранее экспериментальные значения мы предоставляли 
в виде ряда 1 2, , .nx x x…  

Если в этом ряду значения расположены так, что  
1 2 nx x x< < <… , 

то такой ряд называется вариационным. 
Если n (число проведенных экспериментов) велико, а набор 

возможных экспериментальных значений ограничен, то в вариа-
ционном ряду будут повторяющиеся значения. Таким образом, 
каждому значению случайной величины можно поставить в соот-
ветствие количество ее повторений в вариационном ряду.  

Если это число попаданий поделим на общее число экспери-
ментов, то получим частоту попадания случайной величины в это 
значение. И тогда каждому значению случайной величины можно 
поставить в соответствие частоту появления в вариационном ряду 
такого значения.  
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Если рассматриваемая величина дискретная, то описанные за-
висимости можно отложить на графике, который называется по-
лигон распределения (рис.3.4). На нем по оси абсцисс откладыва-
ют значения случайной величины, а по оси ординат – частоты 
проявления случайной величины в вариационном ряду, т.е. в экс-
периментальных значениях. Такой график строится для дискрет-
ных величин, и когда набор значений этих величин не слишком 
велик.  

 
Рис 3.4. График полигона распределения 

Если же величина имеет большой набор возможных значений, 
или же она непрерывная, то график зависимости частоты прояв-
ления от значения величины строят иначе. В этом случае все про-
странство возможных значений случайной величины разбивают 
на r интервалов. Для каждого такого интервала можно посчитать 

iν  – число попаданий случайной величины в этот интервал или, 

разделив на общее число экспериментальных данных i

n
ν , частоту 

попадания в интервал. По оси абсцисс будем откладывать интер-
валы (т.е. отрезки), на которые мы договорились разбить значения 
случайной величины. Над каждым отрезком оси абсцисс построим 
прямоугольник, высота которого равна частоте появления значе-
ний в этом интервале. Таким способом строится гистограмма для 
непрерывной случайной величины (рис.3.5). 
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Рис 3.5. График-гистограмма экспериментальных данных 

Рассмотрим, как преставление экспериментальных данных в 
виде гистограммы поможет в анализе гипотезы о виде закона рас-
пределения случайной величины.  

Методика проверки гипотезы по критерию 

Критерий 2χ  проверки гипотез о виде закона распределения 
выглядит следующим образом.  

Сначала представляют экспериментальные данные в виде гис-
тограммы (рис.3.6.). Затем пространство значений исследуемой 
случайной величины S разбивают на r интервалов S1, S2…Sr. Как и 
на какие интервалы надо разбивать все пространство поговорим 
чуть позже. Однако понятно, что для наглядности отображения 
зависимости частоты появления от значения случайной величины 
интервалов должно быть много, и их длины должны быть одина-
ковы. К сожалению, экспериментатор не всегда может построить 
хорошую гистограмму в таких условиях. У него может не быть 
большого количества данных в интервалах, где частоты проявле-
ния малы. А вот в некоторых интервалах частоты могут быть 
очень велики. Поэтому надо понимать, что графическое представ-
ление будет идеальным при  одном разбиении, а вот анализ дан-
ных можно и нужно делать при другом разбиении.  
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Рис 3.6. Гистограмма экспериментальных данных и гипотетическое  

распределение для критерия согласия χ2 

Гистограмме сопоставляется некоторая конкретная вероятно-
стная функция, которая наилучшим образом (по мнению экспери-
ментатора) описывает экспериментальные данные ( )f x . Это –   
гипотеза. Если сопоставляется функция, то экспериментатор дол-
жен знать функцию гипотетического распределения. Раз есть 
функция плотности вероятности, то можно посчитать гипотетиче-
скую вероятность попадания случайной величины в тот или иной 
интервал.  

Гипотетическая вероятность внутри интервалов принимает 
значение pi(Si). По правилам нормировки: 

1

1, 0
r

i i
i

p p
=

= >∑ . 

С другой стороны, из экспериментальных данных каждому ин-
тервалу Si соответствует νi выборочных значений, а так как всего 
экспериментов было n, то:  

1

.
r

i
i

nν
=

=∑  

Для каждого интервала существует частота попадания νi в этот 
интервал, это, собственно, и отображено на гистограмме. Частоту 
попадания νi в интервал с точки зрения теории вероятности можно 
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трактовать как экспериментальную вероятность попадания в ин-
тервал. Такие вероятности будут нормированы, так как 

1 1

1 1 1,
r n

i
i

i i

n
n n n
ν ν

= =

= = ⋅ =∑ ∑  

Значит, любому интервалу Si можно поставить в соответствие 
νi/n – экспериментальную вероятность попадания в интервал и 
гипотетическую вероятность pi. 

В соответствии с общим принципом метода наименьших квад-
ратов в качестве меры расхождения между гипотетической и экс-
периментальной вероятностями выбираем величину Z, равную: 

2

1

r
i

i i
i

Z c p
n
ν

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ .  

При этом коэффициенты ci, строго говоря, произвольны. Одна-
ко ясно, что ci должны содержать учет абсолютных величин pi. 
Поэтому вводят веса ci = n/pi. 

Пирсон доказал, что если ci = n/pi, то величина 
2

1 1

1r r
i i

i
i ii i

Z n p n
p n np

ν ν
= =

⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  

обладает очень важным свойством – подчиняется распределению 
χ2. При этом χ2 имеет r-1 степень свободы.  

Однако для расчета часто необходимо определить сначала па-
раметры гипотетического распределения. Такие параметры рас-
считываются из тех же самых экспериментальных данных. Ис-
пользование экспериментальных данных для расчета параметров 
распределения понижает число степеней свободы k на число па-
раметров l. 

При рассмотрении нормального распределения необходимо 
рассчитать μ и D, следовательно l = 2. Отсюда k = r – l – 1 = r – 3. 

При рассмотрении распределения Пуассона необходимо рас-
смотреть только один параметр, и тогда: 1 2k r l r= − − = − . 

Так Пирсон доказал, что Ζ  может быть статистикой, т.е. вели-
чиной, построенной из экспериментальных данных, но имеющей 
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известное распределение. В этом случае критерий проверки гипо-
тез можно сформулировать следующим образом. 

Проверка гипотезы H0 о том, что экспериментальные данные 
имеют выбранное теоретическое распределение при уровне зна-
чимости α, равносильна построению критической области, опре-
деляемой вероятностью:  

( )
2
1 ,

2
1 , ( ) .

k

k kP Z P u du
α

α
χ

χ α
−

∞

−≥ = =∫  

Если значение Z = χ2 в результате опытов превосходит 2
1 ,kαχ −  

или равно 2
1 ,kαχ − , т.е. Z≥ 2

1 ,kαχ − , то считают, что гипотеза не со-

гласуется с экспериментальными данными. 2
1 ,kαχ −  выбирается из 

таблиц процентных точек распределения 2
kχ  . Выбор уровня зна-

чимости в большинстве случаев, как и при проверке других гипо-
тез, есть произвол экспериментатора.  

Пошаговая процедура проверки гипотезы о виде закона рас-
пределения по критерию χ2 

Рассмотрим пошаговую процедуру проверки по критерию χ2.  
1. Выборку объема n разбивают на r интервалов. При этом 

необходимо, чтобы число интервалов r было больше 7, а каждый 
интервал содержал бы не меньше 5 значений; при этом длина ин-
тервалов может быть различной; количество значений в каждом 
интервале должно быть примерно одинаково.  

2. На основе выборочных данных выбирают гипотетическую 
функцию.  

3. Оценивают ее параметры (и их количество l).  
4. Рассчитывают число степеней свободы k = r-l-1.  
5. Выбирают уровень значимости α.  
6. Из таблицы находят χ2

1-α,k.  
7. Для каждого интервала вычисляют число попаданий νi.  
8. Для каждого интервала вычисляют гипотетическую веро-

ятность pi. 
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9. Вычисляют 
2

1

1 ,
r

i
i

i i

Z n p
p n

ν
=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

10. Производят сравнение: если Z < 2
1 ,kαχ −  – гипотеза прини-

мается, если Z ≥ 2
1 ,kαχ −  – гипотеза отвергается. 

Величину Z можно представить в другом виде (более удобном 
для вычислений). С учетом того, что  

1 1

  и  1,
r r

i i
i i

n pν
= =

= =∑ ∑  

2 2
2 2

2
1 1

2 2
2

2
1 1 1 1 1

2 2

1 1 1

21 1

21 1 2

2 .

r r
i i i

i i i
i ii i

r r r r r
i i i i

i i
i i i i ii i i i

r r r
i i

i
i i ii i

Z n p n p p
p n p n n

pn n n p
p n np p p n

n p n n n
p n p n

ν ν νχ

ν ν ν ν

ν ν

= =

= = = = =

= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞= = − = − + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − + = − +

+ = − + = −

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

Таким образом, 
2

1

.
r

i

i i

vZ n
p n=

= −∑  

Задачи на критерий Пирсона 

Задача 3.3 (первая задача на критерий χ2, приведена в книге  
Д. Худсона «Статистика для физиков») 

Двадцать лет собирались сведения о количестве кавалеристов 
прусской армии, погибших в результате гибели под ними коня. 
Эти данные основывались на ежегодных докладах десяти армей-
ских корпусов, представленных за 20 лет, что в целом составляет 
200 донесений. Задача- –   проверить гипотезу, что данные о гибе-
ли кавалеристов описываются распределением Пуассона (табл. 
3.1). Применим приведенный выше алгоритм. 

1. Разбиваем данные на   интервалы (табл. 3.2).  
2. Получаем оценки параметров распределения. 
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Таблица 3.1 

Число 
погибших x 0 1 2 3 4 5 6 всего 

Число донесе-
ний iν  с указа-
нием x погиб-

ших 

109 65 22 3 1 0 0 200 

Ожидаемое 
число донесе-
ний pin по рас-
пределению 
Пуассона 

108,7 66,3 20,2 4,1 0,6 0,07 0,01 200 

 
Таблица 3.2 

x 0 1 2 ≥ 3 

iν  109 65 22 4 

pin/pi 108,7/0,543 66,3/0,33 20,2/0,10 4,8/0,024 

Распределение Пуассона e
!

k
N

k
Np
k

−=
 
для k- – событий, где N 

– математическое ожидание. 
Нужен один параметр – N, его эмпирическим аналогом будет 

выборочное среднее. 
3. Находим выборочное среднее: 

1

1

1              

1 (0 109 65 44 9 4) 0,61 (кавалериста),
200

k

i i
i

i ik

i
i

x
x x

n

ν
ν

ν

=

=

= = =

= ⋅ + + + + =

∑
∑

∑

∑

 

k = r – l – 1 = 4 – 1 – 1 = 2- – рассчитанное число степеней свобо-
ды. 

4. Тогда для гипотетических npk получим значения: 
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0,610,61 e 200 ,
!

k

knp
k

−

= которые приведены в табл. 3.1. 

5. Устанавливаем уровень значимости α = 0,05. Находим по 
таблице   χ2

0,95,2 = 5,991. 
6. Вычисляем Z=χ2

эксп : 

( )

224 4

1 1

4 2 2

1

2 2 2

1

1 1 0,3
108,7

1,3 1,8 0,8 0,32.
66,3 20, 2 4,8

i i
i

i ii i

i i
i i

n n p
np p n

np
np

ν ν

ν

= =

=

⎛ ⎞
− = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − = +

+ + + =

∑ ∑

∑  

7. Производим сравнение χ2
эксп(0,32) <χ2

теорит (5,991). 
8. Делаем вывод: 
С уровнем значимости 5% (или с доверительной вероятностью 

95%) экспериментальные данные не опровергают гипотезу о том, 
что число погибших распределено по закону Пуассона.  

Задача 3.4 (вторая задача на критерий χ2)  

Условие. Произведено 23 измерения случайной величины x. 
Проверить с помощью критерия χ2 согласие наблюдений с зако-
ном нормального распределения. Результаты измерений: 269, 266, 
275, 280, 297, 300, 331, 300, 281, 328, 306, 296, 293, 299, 299, 298, 
309, 324, 298, 308, 312, 290, 309. 
Решение. Упорядочим экспериментальные данные, т.е. постро-

им вариационный ряд, где x1 < x2 … < x23, и разобьем все про-
странство возможных значений на r = 9 интервалов, помеченных 
скобками. Получим (266, 269, 275), (280, 281), (290, 293, 296), 
(297, 298, 298), (299, 299, 300, 300), (306, 308), (309, 309, 312), 
(324, 328), (331). 

Для каждого интервала посчитаем экспериментальную вероят-
ность попадания в интервал (частота попадания в интервал – υi, 
поделенное на общее количество экспериментов – n=23) и гипоте-
тическую вероятность попадания в рассматриваемый интервал. 
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Данные и результаты задачи приведены в табл. 3.3. 
Таблица 3.3 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
   x x≤275 275

<x≤
281 

281 
<x≤ 
296 

296
<x≤
298 

298 
<x≤ 
300 

300 
<x≤ 
308 

308 
<x≤ 
312 

312 
<x≤ 
328 

x>328 

υi 3 2 3 3 4 2 3 2 1 
υi/n 0,13 0,09 0,13 0,13 0,17 0,09 0,13 0,09 0,04 
pi 0,09 0,07 0,29 0,04 0,04 0,17 0,08 0,18 0,04 
υi/n - 
- pi 

0,04 0,02 0,16 0,09 0,13 0,08 0,05 0,09 0,00 

Гипотетическую вероятность (попадания) в интервал ищем, 
исходя из предположения о том, что распределение нормальное, 
т.е.: 

2

2
( )

21( ) e .
2

x

f x
μ
σ

πσ

−
−

=  

Сначала надо найти неизвестные параметры: математическое 
ожидание μ и дисперсию σ2. Так как параметры неизвестны, то 
воспользуемся их эмпирическими аналогами: арифметическим 
средним x  и выборочной дисперсией S2 соответственно. 

Арифметическое среднее найдем по формуле: 
23

1

1 298,6 ,
23 i

i
x x

=

= =∑  

а выборочную дисперсию по форуле: 
23

2 2 2

1 1

1 1( ) ( 298,6) 289,34 .
1 22

n

i i
i i

S x x x
n = =

= − = − =
− ∑ ∑  

Среднее квадратичное отклонение при этом: 
2 289,34 17,01 .S S= = =  

Далее, для нормального распределения надо найти вероятность 
попадания в заданный интервал. В соответствии с определением 
функции распределения: 

P(a<x<b) = F(b) – F(a) = pi, 
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Значения         можно посчитать при помощи пакета математи-
ческих функций или взять из таблиц. Но неизвестны значения F(b) 
и F(a), а известны из таблиц значения Φ(b) и Φ(a) для стандартно-
го нормального распределения, где  

2

2

0

1( ) e .
2

u t

u dt
π

−
Φ = ∫  

Для того чтобы воспользоваться знанием о Φ(u), сделаем пере-

нос 
xu μ
σ
−

= , а в наших обозначениях 
x xu

S
−

= . 

Таким образом, для того чтобы найти гипотетическую вероят-
ность попадания в первый интервал x≤275, сделаем перенос 

275 298,6 1,38 .
17,01

u −
= = −  

Из таблицы (1,38) 0,91Φ = . По свойству ( ) 1 ( )u uΦ − = −Φ  
можно найти ( 1,38) 0,09Φ − = , значит ( 275) 0,09P x ≤ = . 

Для последующих интервалов, действуя аналогично, получаем:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

298,6 298,6( ) ( ).
17,01 17,01

b x a xP a x b F b F a
S S

b a

− −
< < = − = Φ −Φ =

− −
= Φ −Φ

 

Полученные значения приведены в табл. 3.3. 
Произведем сравнение гипотетических и экспериментальных 

вероятностей, т.е. рассмотрим разность i
i

vp
n

− . Полученные зна-

чения приведены также табл. 3.4. 

Посчитаем значение величины 
1

1 ( ) 13,8.
n

i
i

i i

vZ n p
p n=

= − =∑
 

Определим количество степеней свободы k = r – l – 1 = 9 – 2 = 6. 
Зададимся уровнем значимости 2,5% .α =  Найдем из таблицы 

величину 2
0,975;6 14,45χ = . 
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Сравниваем табличное значение и значение Z, полученное из 
экспериментальных данных: 

2
1 ,6Z αχ −< , т.к. 13,8<14,45. 

На основании этого неравенства можно утверждать, что экспе-
риментальные данные с уровнем значимости 2,5% не противоре-
чат гипотезе о нормальном распределении. 

3.2.2. Критерий согласия Колмогорова 

Построение экспериментальной функции распределения 

Выводы при проверке гипотезы о виде закона распределения 
можно делать не только на основании сравнения функций плотно-
сти распределения, но и на основании сравнения значений другой 
характеристической функции, а именно -–   функции распределе-
ния. На сравнении значений функции распределения основаны два 
критерия, рассматриевых ниже: это критерий Колмогорова и кри-
терий Мизеса.  

Итак, будем сравнивать значения гипотетической функции 
распределения, т.е. такой, которая в представлении эксперимента-
тора наилучшим образом соответствует набору эксперименталь-
ных данных, и значения функции распределения, которые получе-
ны из эксперимента.  

Сначала попытаемся представить, как из ряда эксперименталь-
ных значений можно построить экспериментальную функцию 
распределения.  

Ряд экспериментальных значений представляют в виде вариа-
ционного ряда, т.е.  

x1 < x2 < … < xn, 
тогда экспериментальную функцию распределения F(x) по опре-
делению можно представить следующим образом: 

F(x) по определению – вероятность того, что случайная вели-
чина меньше х. 

Как можно оценить на основании экспериментальных данных 
вероятность того, что случайная величина будет меньше х1 ? Мы 
знаем, что х1 –   наименьшее значение в выборке, и, следователь-
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но, в эксперименте получилось, что вероятность принять значения 
меньше х1 равно 0. 

Следовательно,     F(x)=0 при х<х1. 
Какова вероятность, что случайная величина будет меньше чем 

х2? Из вариационного ряда видно, что случайная величина прини-
мала один раз значение меньше чем х2. Значит, такая вероятность 
равна 1/n и F(x)=1/n при х<х2. 

Какова вероятность, что случайная величина будет меньше чем 
х3? Из вариационного ряда видно, что случайная величина прини-
мала два раза значение меньше чем х3. Значит, такая вероятность 
равна 2/n и F(x)=2/n при х<х3. 

Обобщим полученные значения для любых х. 
Когда вариационный ряд закончится, мы напишем вероятность 

того, что случайная величина приняла значение меньше самого 
большого значения в ряду. Очевидно, что эта вероятность равна 1. 

Построим обобщенное выражение для функции распределения:  

1

1

0, ,

( ) , ; 1... 1,

1,  .

k k

n

x x
kF x x x x k n
n

x x

+

<⎧
⎪⎪= ≤ < = −⎨
⎪

>⎪⎩

 

График экспериментальной   функции распределения вероят-
ности для экспериментальных данных 1,..., nx x  представлен на  
рис. 3.7. 

В точках разрыва x = xk функция F(x) переходит скачками от 
значения (k-1)/n к значению k/n для xk-1 < x < xk+1.  
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Рис. 3.7. График экспериментальной функции распределения 

Основы критерия согласия Колмогорова 
Этот критерий основывается на теореме Колмогорова.  

Теорема Колмогорова. Какова бы ни была функция распреде-
ления F(x) непрерывной случайной величины при неограничен-
ном возрастании числа независимых измерений n, вероятность 
неравенства n D < λ стремится к пределу k(λ) – функция Кол-
могорова. 

Т.е.  lim ( ) ( ).
n

P nD kλ λ
→∞

< =  

Здесь D = max|F(x) – F0(x)|;  
F(x) – функция распределения, полученная в эксперименте; 
F0(x) – гипотетическая функция распределения; 
k(λ) – функция Колмогорова, которая описывается следующим 

образом: 

2 2

1
1 2 ( 1) exp( 2 );   0

( ) .
0;   0

k

k
k

k
λ λ

λ
λ

∞

=

⎧ ⎫
− − − >⎪ ⎪= ⎨ ⎬

⎪ ⎪<⎩ ⎭

∑
 

Используя теорему Колмогорова, можно оценить вероятность 
того, что расхождение между гипотетической и эксперименталь-
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ной функцией имеет полученное значение. Если эта вероятность 
высока- –   гипотетическая функция хорошо описывает экспери-
ментальные данные. Если вероятность полученного значения рас-
хождения мала – гипотетическая функция плохо описывает экспе-
риментальные данные. 

Такой критерий называют критерием согласия Колмогорова. 
Практически критерий Колмогорова используют, когда F0(x) 

известна априори. Но его можно так же применять и тогда, когда 
параметры F(x) рассчитываются из эксперимента. 

Пошаговая схема проверки по критерию Колмогорова 

1. Для выбранного числа интервалов строят эксперименталь-
ную функцию F(x) и гипотетическую F0(x). 

2. Из полученных данных определяют D = max|F(x) – F0(x)|. 
3. Определяют величину λ = D n . 
4. По таблице функции Колмогорова находят вероятность P(λ). 

P(λ) указывает, что за счет случайного характера эксперименталь-
ных данных максимальное расхождение между F(x) и F0(x) будет 
не меньше найденного. 

5. При малых P(x) гипотеза отвергается; при больших P(λ) ги-
потеза может считаться совместимой с экспериментальными дан-
ными. 

Вместо проверки гипотезы согласия величина D может быть 
использована при построении доверительных границ для непре-
рывной функции распределения. 

Какова бы ни была истинная (теоретическая) функция распре-
деления, можно записать P[F(x) - dα ≤ F0(x) ≤ F(x) + dα] = 1 - α. 

Здесь dα - –   критическое значение D при уровне значимости α. 
Доверительная область представляет собой зону (полосу) ши-

риной ±dα около экспериментальной (выборочной) функции рас-
пределения F(x). С вероятностью 1 - α истинная функция распре-
деления F0(x) лежит внутри этой полосы. 

Для случаев большой статистики (n > 80)   экспериментальных 
данных 
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1 ln
2 2 .d

nα

α⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠≈  

Это выражение можно использовать при оценке объема выбор-
ки (т.е. необходимого числа измерений n) , необходимой для ап-
проксимации функции распределения с заданной точностью. 

При α = 0,05 с вероятностью 0,95 при выборке объема n    F(x) 
будет отстоять от истинной F0(x) не более, чем на Δ = 0,61/ n . 
Например, при n = 100 , Δ = 0,061. 

Задача 3.5 (на проверку гипотезы по критерию Колмогорова) 

На основании приведенных данных (табл. 3.4) проверить дос-
товерность (при α = 0,05), что f(y) = N(μ,σ2) по критерию Колмо-
горова. 

Таблица 3.4 
Интервал Наблюд. частоты F(x) F0(x) 

-∞ ;0,5 1 0,0089 0,141 
0,5;1,0 9 0,089 0,204 
1,0;1,5 23 1 23 9 0,295

112
+ +

=  0,281 

1,5;2,0 17 0,446 0,371 
2,0;2,5 13 0,563 0,468 
2,5;3,0 12 0,67 0,567 
3,0;3,5 10 0,759 0,662 
3,5;4,0 9 0.839 0,747 
4,0;4,5 9 0,92 0,82 
4,5;5,0 3 0,946 0,878 
5,0;+∞  6 1 1 

 
Применим вышеприведенный алгоритм: 
1) находим экспериментальную функцию распределения F(x): 

( );0,5

1 1( ) 0,0089,
112x

F x
n−∞

= = =
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где n – общее количество экспериментов =1+9+23+..+6=112;n  

(0,5;1,0)

1 9( ) 0,089.
112 112x

F x = + =  

И т.д., значения приведены в табл. 3.4; 
2)  находим гипотетическое распределение F0(x). 
Для случайной величины, подчиняющейся нормальному рас-

пределению, вероятность попасть в интервал от -∞ до х: 
2

2

0

( )
21( ) e .

2

tx xF x dt
μ
σ μ

σπ σ

−
−

−∞

−⎛ ⎞= ⋅ = Φ⎜ ⎟⋅ ⋅ ⎝ ⎠∫  

Значения функции x μ
σ
−⎛ ⎞Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
можно взять из таблиц или по-

считать численными методами, но сначала нужны оценки матема-
тического ожидания и дисперсии. 

Оценка математического ожидания может быть вычислена так: 

{ }

1,5 2,0 2,5

1,0 1,5 2,0

3,0 3,5 4,0 4,5 5

2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0

0,5 1,0 2 2
2

0,5

2 2 2 2 2 2

1( ) ( )

1 23 17 131 9
112 2 2 2

12 10 9 9 3 6 2,663.
2 2 2 2 2 2

E x xf x dx xv x dx
n

x xx dx x dx x

x x x x x x
+∞

+∞ +∞

−∞ −∞

−∞

= = =

⎡
= ⋅ + ⋅ + + + +⎢

⎢⎣
⎤+ + + + + + =⎥⎦

∫ ∫

∫ ∫  

Таким же образом вычислим оценку дисперсии и получим: 

i 2,663xμ = =  и  i
( )2

2 2,01.
1

x x v
S

n
σ

− ⋅
= = =

−
∑  

3)  находим D = max|F0(x) – F(x)|. 
Из табл. 3.4 видно, что D, т.е максимальная разница между ги-

потетической и экспериментальную функцией распределения,  
получается на первом интервале: D = 0,141 – 0,0089 = 0,132. 

Определяем λ: 
0,132 112 1,39 ;D nλ = = =  

4) Выберем уровень значимости α = 0,05.  
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По табл. П.6 находим критическое значение λкрит. для соответ-
ствующего уровня значимости: 

λкрит. = 1,36/ n =0,12. 
Такое критическое значение показывает, каким большим  мо-

жет быть значение λ за счет статистической природы данных при 
заданном уровне значимости. 

Сравниваем полученное в расчете и табличное (критическое) 
значение λ: 

λкрит. ≤ λрасч..  (0,12 ≤1,39) 
Вывод: такое большое расхождение между гипотетической и 

экспериментальной функцией распределения не может быть обу-
словлено статистической природой данных при заданном уровне 
значимости. Проверка по критерию Колмогорова не подтвердила 
гипотезу о том, что рассматриваемое распределение – нормальное.  

3.2.3. Критерий согласия ω2 (Критерий Мизеса) 

Так же как и прежде, обозначим F(x) – экспериментальное рас-
пределение; F0(x) – гипотетическое распределение. 

В качестве меры расхождения F0(x) и F(x) определяют средний 
квадрат отклонения по всем возможным значениям аргумента: 

[ ]22
0 0( ) ( ) ( ).F x F x dF xω

+∞

−∞

= −∫  

Вся область интегрирования в определении ω2 разбивается на 
интервалы: 1 1 2 1( ; )( , ) ( , )( ; ).n n nx x x x x x−−∞ … +∞  

Определение ω2, учитывая знания о виде экспериментальной 
функции распределения, можно переписать в следующем виде: 
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Это выражение используют для вычисления ω2 по данным вы-
борки, которые предварительно записываются в виде вариацион-
ного ряда. 

Математическое ожидание E{ω2} и дисперсия D{ω2} равны: 

E{ω2}= 1/σn и { }2
3

4 3
180

nD
n

ω −
= . 

Существуют таблицы критических значений nω2 
крит. для раз-

личных уровней значимости. 
Приведем одно критическое значение для наиболее употреб-

ляемого уровня значимости: 

уровень значимости nω2
крит. 

0,05 0,4614 
Этими данными можно пользоваться при n > 40. Критерий ω2 

полнее использует информацию, содержащуюся в выборке, чем 
критерий согласия Колмогорова. 

3.3. Анализ грубых ошибок 
Часто в экспериментальных результатах присутствуют выбро-

сы, т.е. такие результаты, которые на первый взгляд кажутся экс-
периментатору или значительно большими всей выборки или зна-
чительно меньшими. Такие выбросы нужно анализировать, т.е. 
пытаться ответить на вопрос: действительно ли это значение явля-
ется исключением, обусловленным, например, сбоем в работе ап-
паратуры, не отслеженным изменением напряжения или еще чем-
нибудь подобным, или этот выброс на самом деле является частью 
ряда экспериментальных значений, и существенное отклонение 
полученного результата обусловлено статистической (вероятност-
ной) природой изучаемого объекта.  

Наиболее полно изучены погрешности для нормального рас-
пределения. Поэтому анализ грубых ошибок произведем для нор-
мального распределенных величин. 

Полагаем, что результаты наблюдений распределены по нор-
мальному закону N(x,μ,σ2). Выборка имеет объем n и подозри-
тельный выброс xmax. Гипотеза H0 состоит в том, что значение xmax 
принадлежит той же генеральной совокупности, что и другие n-1 
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измерения, т.е. значение xmax – не выброс. Альтернативная слож-
ная гипотеза H1 что значение xmax – выброс, т.е. грубая ошибка. 

По общему подходу к проверке гипотез, гипотеза H0 отклоня-
ется, если при сравнении значения xmax с некоторым критическим 
значением xc, xmax попадает в критическую область с заданным 
уровнем значимости. Если ожидание μ и дисперсия σ известны, то 
можно написать закон распределения xmax в выборке объема n. Со-
бытие xmax < x равносильно тому, что все n результатов измерений 
меньше x. 

В силу независимости измерений вероятность такого положе-
ния при n измерениях из нормальной совокупности N(x,μ,σ2) рав-
на Nn. Полагая x = μ + tσ, можно получить, что:  

( )2
max( ) ( ; ) ;0,1 ;0,1 .

n
n nxP x x N N N tμμ σ

σ
⎡ − ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤< = = = ⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 
Выберем уровень значимости и определим t: 
P(xmax < x) = P(xmax < μ + tσ) = Nn(t;0,1) = 1 - α. 
P(xmax ≥ x) = P(xmax ≥ μ + tσ) = α.. 
Верхнюю допустимую границу обозначим uα,n = μ + tσ. 
Однако реально экспериментатор не знает истинных значений 

μ и σ. И поэтому все проверки гипотез основываются только на 
знании оценок этих параметров. В этом случае вместо μ исполь-

зуют среднее арифметическое 
1

1 n

i
i

x x
n =

= ∑ , а вместо дисперсии – 

выборочную дисперсию nS , 2

1

1 ( )
1

n

n i
i

S x x
n =

= −
− ∑ . 

Граничное условие при неизвестных μ и σ, т.е. значение с ко-
торым будем сравнивать выброс, может быть представлено сле-
дующим образом: 

uα,n = , .n nx q Sα+  
Для минимального значения результата измерений:  

min , .n nx x q Sα< −  
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Значения qα,n для уровней значимости α = 0,1 α = 0,05 даются в 
статистических таблицах. 

Эти данные получены при исследовании вероятности  

max
, ,n

x xP q
s α

⎛ ⎞−
<⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

где max,   и nx x S  определены из выборки объема n.  
При больших объемах выборки можно использовать следую-

щую приближенную формулу для , :nqα  

,
3 1(1 ) ,

1n
nq u

n nα α
−

= +
−

 

где n – объем выборки, uα– квантиль нормального распределения 
уровня α. 

В эксперименте, в принципе, может наблюдаться несколько 
сомнительных точек. Тогда их анализ проводится путем последо-
вательного отбора. Сначала анализируют усеченную выборку, в 
которую включены точки, не вызывающие сомнения, и точку, 
имеющую наименьшее отклонение от оценки математического 
ожидания. 

Если проверка, базирующаяся на этой ограниченной выборке, 
позволяет забраковать сомнительный результат, то естественно 
отбрасываются и другие большие отклонения. Напротив, в случае 
благоприятного исхода анализ продолжается, выборка расширяет-
ся за счет включения в нее вызывавшей сомнение точки, и прово-
дится анализ следующего по величине выброса. 

Задача 3.6 (на анализ грубых ошибок) 

В серии 9 измерений: 
7, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 17, 25 имп/мин. 
Является ли результат измерения 25 имп/мин выбросом ? 
Полагаем уровень значимости α = 0,025 и вся выборка произ-

ведена из нормальной генеральной совокупности. 
Находим среднее x  = 13,8 имп/мин. Среднее квадратичное от-

клонение S = 5,1 имп/мин. Из таблицы квантиль q0,025;9 = 2,349.  
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Тогда uα,n = 13,8 + 5,1 ⋅ 2,349 = 25,8 имп/мин. 
Ответ: с уровнем значимости α = 2,5% в ряду эксперимен-

тальных значений xmax = 25 < 25,8 не может быть отнесен к гру-
бым ошибкам. 

 

 

Вопросы к главе 3 
1. Чем отличается статистическая гипотеза от других гипотез? 

Что такое статистический критерий? 
2. Объясните понятие ошибки первого и второго рода. Что та-

кое мощность критерия? 
3. Что такое критерий Неймана – Пирсона и чем он отличается 

от других критериев? 
4.  Какие гипотезы и каким образом проверяет критерий со-

гласия Пирсона? 
5. Чем отличается критерий Колмогорова от критерия согла-

сия Пирсона? 
6. Как построить функцию распределения по эксперименталь-

ным данным? 
7. Приведите последовательность действий при проверке ги-

потезы по критерию Мизеса. 
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4. Планирование эксперимента 

 
Вопросы планирования эксперимента стали актуальными в 

связи с трудностью интерпретации невоспроизводимых результа-
тов.  

Основные принципы планирования эксперимента: 
1. Повторяемость. Нельзя делать выводы по одному экспери-

менту, проведенному одним экспериментатором на одной уста-
новке. Результат такого эксперимента не признается научным со-
обществом. Эксперимент должен быть повторяем другим экспе-
риментатором. 

2. Сбалансированность (о сравнительных экспериментах, что-
бы не возникало смещения). Необходимо задуматься о возможных 
смещениях, т.е. систематических ошибках, вызванных каким-то 
постоянно действующим фактором. Необходимо проводить срав-
нительные эксперименты.  

3. Высокая чувствительность. Нужно отметить некий мини-
мум, когда эксперимент нечувствителен к исследуемому парамет-
ру или выборка мала. Потом чувствительность возрастает и экс-
перимент должен проводиться только в области, где чувствитель-
ность будет высока.  

4. Однородность – одинаковые условия могут не соблюдаться 
при возрастании объема выборки. 

5. Рандомизация. Рандомизировать – сделать случайным. 
Часто в экспериментах встречаются систематически дейст-

вующие факторы, которые трудно поддаются анализу и контролю. 
Традиционный способ разделения на систематические и случай-
ные ошибки здесь затруднен. 

Применяют следующий подход: следуют особой программе 
наблюдений, чтобы случайным образом перетасовывать отдель-
ные этапы исследований и, значит, рандомизировать подобные 
трудно контролируемые систематические воздействия. Результа-
ты такого рандомизированного эксперимента можно обрабаты-
вать с помощью статистических методов. 
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План рандомизации составляется с учетом особенностей экс-
перимента, в зависимости от которых он может иметь ту или 
иную степень сложности. 

Пример: Испытание приборов на стенде. 
Цель исследований – установить надежность. 
Приборы из разных партий могут быть надежными при разных 

значениях температуры. 
Наблюдения рандомизируют во времени и в пространстве. 

Можно с помощью таблицы случайных чисел определять номер 
партии, из которой берем прибор. 

Можно рандомизировать блоками: когда объекты исследова-
ний подразделяются на отдельные группы – блоки. В каждой из 
групп объекты располагаются различными (не повторяющимися) 
способами, а последовательность испытаний групп выбирается 
случайным образом. 

Грамотно планировать эксперимент – значит получить с наи-
меньшими затратами ресурсов наиболее хорошие результаты. С 
точки зрения статистического анализа наилучший результат экс-
перимента достигается в случае, если значения исследуемых ве-
личин оцениваются с максимальной достоверностью. Именно та-
кой подход и применяется в дальнейших методах. При прочих 
равных условиях достоверность результата тем выше, чем меньше 
дисперсия исследуемых значений. Поэтому с точки зрения стати-
стического подхода эксперимент спланирован оптимально, если 
дисперсии достигают минимальных значений.  

4.1. Оптимизация распределения времени 
наблюдений 

Допустим, исследуется величина Y, значения которой опреде-
ляются в результате косвенных наблюдений с помощью n вспомо-
гательных величин y1, y2…yn, имеющих случайный характер, т.е.  
Y = Y(y1,…,yn). 

Представление об истинном значении величины Y (полученное 
каким-либо методом оценивания ) и значении ее дисперсии можно 
записать: 
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где iy  – среднее значение вспомогательных величин, 2 ( )iyσ  – 
их дисперсии.  

При этом дисперсия рассчитывается по правилу переноса оши-
бок. С точки зрения оптимизации эксперимента надо получить 
minD(Y). Если iy  определяется как выборочное среднее дискрет-

ных измерений yi, т.е.: 
1

1 ir

i i
i

y y
r λ

λ=

= ∑ , то их дисперсия 2 ( )iyσ  будет 

представлена следующим соотношением:  
2 2

2 ( ) ( )( ) 0  ,
i

i i
i t

i i

y yy
r t

λ λσ σσ
→∞

= →∼  

где ti – полное время, затраченное на измерение i-й величины, оно 
пропорционально ri. 

Для непрерывных измерений: yi = Ni/ti и дисперсия 
2

2 2

( )( ) 0
i

i i i
i t

i i i

N N yy
t t t

σσ
→∞

= = = → . 

Таким образом, дисперсию величин yi можно представить как  
2

2 ( ) .i
i

i

hy
t

σ =  

Здесь hi – некоторая величина (hi
2 совпадает с σ2(yi) при t = 1):  

hi называется функцией трудности измерений в отдельных 
точках. 

Если величины 2
1( )

ii tyσ =  неизвестны, то функция трудности 
измерения составляется по их оценкам. Очевидно, что при беско-

нечном времени наблюдений 2 ( )iyσ →0, так же D(Y)→0. 
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Однако реально время на измерение T, определяемой величины 
Y, ограничено и равно некоторому конечному значению. Его не-
обходимо распределить между отдельными операциями ti так, 
чтобы: 

D(Y)→min при 
1

const
n

i
i

T t
=

= =∑ .  

Если бы слагаемые 
2

2 ( )i
i

Y y
y

σ
⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 в формуле для D(
_
Y ) оказа-

лись равными между собой (при ti = 1), полное время можно было 
бы распределить равномерно между всеми измерениями. Тогда 
дисперсия D(Y) минимизировалась бы только за счет увеличения 
суммарного времени. 

Но величины 
2

2 ( )i
i

Y y
y

σ
⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

не равны между собой. Задача на-

хождения времен при таких условиях является задачей на услов-
ный  экстремум.  

По методу Лагранжа находят условный экстремум – оптималь-
ное распределение времени наблюдений: 
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При полученном значении времени окончательная минималь-
ная дисперсия будет равна: 

2

min
1

( ) .
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i
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А среднее квадратичное отклонение:  
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i
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С целью оценки эффективности полученной методики сравним 
результаты измерения Y по двум методикам: оптимального и рав-
номерного распределения времени. 

Для простоты полагаем, что первое слагаемое 
2

1
1

( )Y y
y
σ∂

∂
 

значительно больше последующих  
2 ( ),i

i

Y y
y
σ∂

∂
 т.е.  

2 2
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Y Yy y
y y
σ σ∂ ∂

>>
∂ ∂

,  

и тогда оценка для минимальной дисперсии при оптимальном 
распределении времени наблюдений равна: 

min 1
1
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yT

σ ∂
≈

∂
 

При равномерном распределении времени наблюдений имеем:  
ti = T/n → t1 = T/n. 

Выражение для дисперсии в этом случае будет таким: 
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Таким образом. дисперсия при равномерном распределении 
времени в n раз больше дисперсии при оптимальном распределе-
нии времени наблюдения. 

Пример 1. Определение оптимального распределения времени 
наблюдений интенсивности событий.  
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Оценить время, необходимое для определения интенсивности 
событий с требуемой точностью δ(y)=3%. 

Пусть ν1=100 соб/мин – предварительная оценка основного ис-
точника событий,  ν2=25 соб/мин – оценка фоновых событий. 
Оценка полезных событий Y= ν1- ν2. 2 2

1 1 2 2,  .h hν ν= =  
Пусть Т – общее время, тогда 
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Пример 2. Оценим время, необходимое для определения от-
ношения интенсивностей двух источников ионизирующего излу-
чения с точностью =5% 

Пусть v1 =400 соб/мин; и v2 =100 соб/мин – скорость счета от  
1 и 2 источника соответственно: 

21
1,2 1,2

2

;   ;Y hν ν
ν

= =  
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Измерение интенсивности событий 

 
Рассмотрим эксперимент, в котором регистрируют поток собы-

тий. Среди всех событий есть “истинные” и “ложные”(фон). 
Если уровень помех остается постоянным и не зависит от ин-

тенсивности суммарного потока событий, то фон можно выделить 
с помощью дополнительных измерений. 

В течение времени t1 наблюдаются события, вызванные совме-
стным действием источника и фона – зарегистрировано N1 собы-
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тий. При наблюдении фона в течение t2 отмечено N2 событий. 
Оценками измеренных интенсивностей событий являются: 

i i1 2
1 2

1 2

;   ,N N
t t

ν ν= =  

поэтому оценка интенсивности истинных событий:  
� � �1 2 .ν ν ν= −  

При N1,N2>>1 величина i i( )1 2ν ν−  распределена нормально с 

дисперсией: 
σ2(ν) = N1/t1 + N2/t2; 

σ2(ν1) = N1/t1 ; σ2(ν2) = N2/t2; 
2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2/  ;    / . h N t h N tσ σ= = = =  
Распределение времени между двумя измерениями возможно, 

если есть предварительная оценка функции трудности измерений 
hi , тогда 

1
1

1 1
1 2 2

1 1

1
.

i i
i ii i

Nh
t

t T T
h h

ν
ν
ν ν
ν ν= =

∂
⋅

∂
= =

∂ ∂
∂ ∂∑ ∑

 

Тогда t1:t2= 1 2: .ν ν  Полученное соотношение и есть основ-
ное правило распределения времени между измерениями фона и 
событий плюс фон.  

 Если N1 >> 1, а N2 – невелико, но ν1 >>νф, полученные соотно-
шения остаются в силе, поскольку неточность в определении ма-
лого компонента слабо влияет на погрешность оценки конечного 
результата. 

Задача 4.1 (на оптимальное планирование времени измерений) 
Требуется провести в течение 1 часа измерения скорости счета 

импульсов от регистрации излучения, испускаемого образцом, с 
учетом фона. Каким должно быть оптимальное соотношение вре-
мен измерения этого излучения и фона для получения в течение 
заданного времени максимальной точности?  
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Приближенные значения полной скорости счета импульсов и 
фоновых импульсов равны 1000 и 20 имп/мин соответственно.  

Соотношение измеряемых времен можно получить из формул: 
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1 ;           1;
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Найдем  ошибку результата измерения:  

min ф ф+и
1 1( ) ( )

60
1 ( 1000 20) 4,6 .
60

i
i i

YY h N N
yT

σ
⎛ ⎞∂

= = + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

= + =

∑
 

В этом случае относительная ошибка составит: 
( ) 4,6 4,6%.

980
Y

Y
σ

= ≈  
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4.2. Выбор точек наблюдений 
Если прямые наблюдения малоэффективны, то трудности мож-

но обойти, анализируя характер поведения исследуемых величин 
в «труднодоступных» точках путем экстраполяции данных, полу-
ченных в смежных областях. 

Для такой экстраполяции в область с повышенной трудностью 
нужно быть уверенным в том, что с помощью измерений в других 
точках удалось «уловить» общий характер поведения функции, 
описывающей исследуемое явление. Таким образом, возникает 
проблема наиболее удачной расстановки точек во всем интервале 
изменения аргумента. 

Проанализируем проблему оптимального выбора условия на-
блюдений, подразумевая под последними область независимого 
аргумента х, в которой имеются участки разной трудности. 

Под исследуемой функцией понимаем зависимость вида:  
yi = y(xi). 

Эту зависимость описывают с помощью ортогональных функ-
ций: 

1

0
( ) ( ).

m

k k
k

y x L xα
−

=

=∑  

Функции Lk(x) удовлетворяют условию ортогональности: 

1

( ) ( )
n

i k i k i k kk
i

L x L x Nω σ′ ′
=

=∑ , 

где  

2

1 1

( );   1 .
n n

k i k i i
k i

N L xω ω
= =

= =∑ ∑  

Тогда дисперсия Y в точке x оценивается из соотношения 
1

2 2 2

0

( ) ( ) / .
m

k k
k

y L x Nσ σ
−

=

= ∑  

Проблема минимизации дисперсии σ2(y) сводится к оптималь-
ному выбору числа точек xi и их положения. 

Условимся относительно выбора числа точек измерения х. Нам 
надо описать эмпирический материал по измерениям в n точках. В 
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процессе этого анализа подбирается mmax функцией Lk. При этом 
предельное значение mmax ≤ n. 

С другой стороны, если заранее твердо установлен набор 
функций Lk(x) с известным mmax, то минимальное число точек на-
блюдения будет равно: nmin = mmax. 

Если точки расставлены так, чтобы обеспечить минимум дис-
персии, то введение еще одной точки может только ухудшить 
точность оценки. 

В качестве Lk(x) можно выбрать полиномы Ньютона: 

1

( ) ( )1( ) .
( )

n
i k

k
i k ik k
i k

x x l xL x
x xω ω=

≠

−
= =

−∏  

Все lk(x) являются полиномами степени n-1, различаясь между 
собой коэффициентами при х: 

1 .k i k
i

N Lω= =∑  

Соотношение для дисперсии 
2

2 2 2 2

1 1
( ( )) ( ) ( ) ( ).

n n

k k k
k kk

y x l x l x yσσ σ
ω= =

= =∑ ∑  

Учитывая соотношение для времени наблюдения в точках с 
разной трудностью 

( )( ) ( )
( )1

1 ( ),
n

k
k

k i k k i

x x
y x h x

x xT
σ

= ≠

−
=

−∑∏  

варьируя σ(y(x)) по x, можно найти систему уравнений по x. 
Пример: простой случай с двумя точками n = 2. 
Требуется определить коэффициенты прямой линии 

0 1( )y x xα α= + −  
Выясним оптимальные условия для измерения коэффициента 

α1. При n = 2 стандартное отклонение оценки α1: 
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i( ) ( )

2 2
1 2 1 2

1
2 1 2 1

( ) ( )
.
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x x T x x

σ σ
σ α

+ +
= →

− −
 

Если времена выбрать как t1/t2 = h1/h2, где h1,2 = h(x1,2) – значе-
ния функции трудности измерений σ2(y1) = hi

2/ti   T = t1 + t2, то 
точки должны расставляться так, чтобы (h1 + h2)/(x2 – x1) было 
максимальным. 

 

  
a) б) 

Рис. 4.1. График построения прямой по двум экспериментальным точкам (а) 
и по трем – (б) 

 
Значение дисперсии коэффициента угла наклона прямой линии 

описывается углом наклона α1 в пучке прямых, проведенных в 
пределах коридора ошибок. На рис.4.1,а измерялись значения 
только в двух точках - x1 и x2. Соответственно, дисперсии в этих 
точках невелики и нарисованный разброс также невелик. Тот же 
эксперимент по определению такой же прямой линии проведен в 
трех точках и его результаты представлены на рис.4.1,б. Так как 
время измерений было распределено между тремя точками, то 
дисперсия измерений в каждой из этих точек была больше, чем 
дисперсия измерения точек в предыдущем варианте. Таким обра-
зом, коридор возможных значений наклона исследуемой прямой 
линии α1 заметно увеличился, что хорошо видно из результатов 
эксперимента.  
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Вопросы к главе 4 
 
1. Какой эксперимент можно назвать оптимальным ? 
2. Что такое рандомизация? 
3. Как оптимально распределять имеющееся время в экспери-

ментах по измерению активности от источника излучения в при-
сутствии фонового излучения? 

4. Как правильно выбрать положение точек измерения при не-
обходимости проводить измерения в нескольких точках? 

5. Как выбрать положение точек измерения при восстановле-
нии линейной зависимости? 
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5. Обработка линейчатых спектров 

Экспериментатор, работающий в области прикладной ядерной 
физики, достаточно часто сталкивается с задачей обработки ре-
зультатов ядерно-физического эксперимента, представленных в 
виде их спектрального распределения.  

Спектром называется зависимость количества частиц или от-
счетов от энергии, массы и других характеристик частиц. Под ли-
нейчатым спектром подразумевают спектр, в котором эти харак-
теристики (энергия, масса, номер канала) принимают дискретные 
значения. 

Каждая конкретная физическая система (например, ядро) имеет 
свой набор энергетических состояний, и следовательно, переходы 
между этими состояниями сопровождаются излучением с линей-
чатым спектром. Исследуя спектры образцов по характерным ли-
ниям, можно распознать наличие ядер данного типа в образце, а 
по интенсивности этих линий (числу частиц с этой энергией) 
можно судить о концентрации соответствующих ядер. На таком 
принципе работает метод активационного анализа. 

Таким образом, в сферу обработки результатов ядерно-
физического эксперимента входит также обработка спектров. 

Несмотря на простоту поставленной задачи, а именно: опреде-
ление положения (энергии) линии и ее интенсивности, могут 
встретиться следующие трудности: 

• все аппаратные устройства (спектрометры) имеют конечное 
разрешение. В результате δ-функция (линия) преобразуется в ко-
локолообразную кривую (пик), и если пиков много, то такие пики 
налагаются друг на друга, затрудняя анализ; 

• шумы и фон существенно затрудняют анализ; 
• спектр есть результат измерения большого количества час-

тиц. Но само количество этих частиц конечно и случайно, что то-
же затрудняет анализ. 
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5.1. Основные задачи анализа спектра 
Задача 5.1. Идентификация пиков. Необходимо отсекать об-

ласти спектра, где есть пики, т.е. указать границы области и оце-
нить положение максимума и площади пика.  

Сначала дается приближенное значение этих характеристик, а 
потом в задаче 5.3 уточнение производится методом наименьших 
квадратов. 

Задача 5.2. Анализ мультиплетности (множественности) пи-
ков. Необходимо знать количество пиков. 

Задача 5.3. Точное определение площади пиков и положения 
максимума. 

Задача 5.4. Переход от вычисленных значений в площади пика 
и положения максимума, определенных в терминах числа отсче-
тов и каналов соответственно, к величинам, выраженным в еди-
ницах активности и энергии. 

Для этого используются калибровочные зависимости «канал-
энергия» и «энергия-эффективность». Эти зависимости получают 
в измерениях с хорошо известными изотопами. Условия калибро-
вочных измерений и экспериментов с образцами неизвестного со-
става должны быть идентичны. 

Но прежде, чем перейти к описанным задачам часто обработка 
начинается с задачи 5.0 – «сглаживание спектра»  – для умень-
шения статистических выбросов в аппаратурном спектре. Сгла-
живание – это замена отсчета в данном канале средневзвешенным 
значением отсчета в каналах, прилегающих к нему (включая рас-
сматриваемый канал). 

Введем обозначение Ni – отсчет в i-м канале – несглаженный, 
Wj – вес, выбираемый так, что Wj падает с увеличением j и Wj=W-j, 
тогда сглаженный отсчет в канале i: 

сглаж ( ) .

k

j i j
j k

k

j
j k

W N
N i

W

+
=−

=

=
∑

∑
 

Сглаживание можно производить либо с помощью метода 
наименьших квадратов, либо с помощью преобразования Фурье. 
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Поиск пиков 

Основные трудности при определении пиков: 
• пики бывают слабые настолько, что их интенсивность не 

превышает в три раза среднеквадратичную флуктуацию фоновых 
отсчетов; 

• края спектров комптоновских электронов, соответствующих 
мощным линиям идентифицируются как пики. Но положение их 
известно, и эту ситуацию можно отдельно исключать; 

• при большом количестве близко расположенных пиков, они 
могут перекрываться друг с другом. 

Основные методы поиска пиков 

Метод максимума 

Число отсчетов в каждом канале сравнивается с числом отсче-
тов в соседних каналах. Считается, что в i-м канале есть пик, если 
число отсчетов N(i) удовлетворяет одновременно двум условиям: 

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

N i N i p k N i

N i N i p k N i

⎧ > − +⎪
⎨

> + +⎪⎩
 

Параметры k и p подбираются эмпирически. 
В этом методе возможен пропуск пиков, сгруппированных в 

мультиплеты, так как каналы (i - p) и (i +p) могут принадлежать 
соседним пикам, поэтому критерий не будет выполняться даже 
при наличии пиков. Поэтому поиск пиков по этому методу повто-
ряют несколько раз при разных p. Величину k можно взять 32 ÷  
для несглаженного спектра, а для сглаженного она меньше и при-

мерно 2

2

)(
)32( ∑
∑

÷
i

i

i
i

W

W

, где Wi – веса, используемые при сглажива-

нии. 
Метод плавающего отрезка 

В этом методе сравнивается число отсчетов над некоторым от-
резком, соединяющим две точки спектра, отстоящие на заданное 
расстояние . Это расстояние равно основанию стандартного пика. 
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Пусть S1 – число отсчетов над отрезком, S2 – сумма отсчетов в 
пределах отрезка, q – некоторый параметр отсева (q= 42 ÷ ). Тогда 
будем считать, что есть пик в области спектра, где выполняется 
условие S1 > qS2. Метод плавающего отрезка хорош для спектров с 
небольшой статистикой. 

Метод первой производной  

Спектр представляется как функция, и по поведению ее первой 
производной можно определить пик. В области пика производная 
сначала становится большой положительной величиной, а затем 
меняет знак и становится большой отрицательной величиной. Та-
кую последовательность можно использовать для идентификации 
пиков. 

Пусть есть два положительных числа k1 и k2 (они подбираются 
экспериментально), y(i) – число отсчетов в i-м канале, и y' (i) – ве-
личина производной в i-м канале. В качестве производной исполь-
зуют ее конечно-разностный аналог. Считается, что в области i-го 
канала есть пик, если выполняются следующие условия: 

1

2

( ) ,
( ) 0,
( ) .

y i p k
y i
y i p k

′ − >⎧
⎪ ′ ≅⎨
⎪ ′ + < −⎩

 

Метод второй производной 

Этот метод базируется на анализе второй производной функ-
ции спектра. Вторая производная практически везде равна 0, но 
около пика она испытывает резкие изменения. Так как функция 
спектра – это набор значений, вместо второй производной исполь-
зуют ее численную аппроксимацию: вторую конечную разность. 

Если N(i) – число отсчетов в i-м канале, то вторая конечная 
разность: 

2 ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1).y i N i N i N i= + − + −  
В области i-го канала имеется пик, если выполняются условия: 
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2 1

2 2

2 3

( ) ,
( ) ,
( ) .

y i p k
y i k
y i p k

− >⎧
⎪ < −⎨
⎪ + >⎩

 

Положительные параметры k1, k2 и k3 определяются эмпириче-
ски. 

Этот метод применяют только для сглаженных спектров. 

Метод сглаживания 

Сглаживание совсем не действует на фон (он и так гладкий), но 
размывает пик. Вычитая сглаженный спектр из исходного, полу-
чаем характерный спектр, всюду близкий к 0, кроме областей пи-
ков, где имеется положительный выброс, наличие которого и 
идентифицируется как пик. 

Недостатком метода является сложность анализа мультиплета. 

Анализ мультиплетов 

При анализе мультиплетов необходимо понять следующее: яв-
ляется ли идентифицируемый пик синглетным (т.е. одиночным) 
или является результатом сложении нескольких различных пиков. 
При таком анализе часто используется заранее известная ширина 
пика на половине высоты. Но при использовании такого критерия 
может быть пропущен мультиплет, представляющий собой сумму 
двух пиков с очень разными интенсивностями. Поэтому приме-
няют тесты относительно степени асимметрии или сравнивают 
ширину на высоте, равной одной десятой от всех высот с шириной 
на той же высоте для заведомо синглетного пика. 

Оценивают параметры мультиплетов исходя из следующих со-
ображений. 

Пусть есть истинный спектр A(E), но он «размывается» аппара-
турной функцией спектрометра K(N,E), и поэтому в результате 
эксперимента мы имеем некий непрерывный спектр: 

max

min

( ) ( , ) ( ) .
N

N

C N K N E A E dE= ∫  
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Это уравнение типа свертки относительно A(E). Его возможно 
решить методом регуляризации. 

Можно получить A(E) и с помощью преобразования Фурье. 

Определение положения максимума и площади пиков 

Простейший метод численного анализа для определения пло-
щади и положения максимума состоит в следующем. 

Пусть N(i) – оценка значения счета фона в канале i. В качестве 
оценки фона можно взять значение ординаты прямой, проведен-
ной с помощью МНК по двум группам экспериментальных точек, 
взятых слева и справа от обрабатываемого пика за его пределами. 

Параметры пика вычисляются по формулам: 
1. Площадь пика 

1

( ( ) ( )).
i

A N i B i
=

= −∑  

2. Погрешность площади пика: 

( ) ( ( ) ( )).
i

A N i B iσ = −∑  

3. Положение центра пика: 
( ( ) ( ))

.i
N i B i i

Ai
−

=
∑

 
4. Погрешность положения центра пика: 

( ( ) ( ))( )

( ) .i
N i B i i i

Aiσ
+ −

=
∑

 
5. Полная ширина пика на половине высоты (ПШПВ) (для 

гаусовской формы пика): 
2( ( ) ( ))( )

2,35 .i
N i B i i i

AW
− −

=
∑

 
6. Погрешность определения ПШПВ: 

2 2( ) ( )2,35
2( ) ( ) (1 2 ( ( ) ( )).

i

N i B i
WA AW i i W N i B iσ −⎡ ⎤= − − − +⎣ ⎦∑  



 
 

137

Формулы погрешности основаны на предположении, что 
( ( )) ( ).B i B iσ =  
Но необходимо знать вид функции, аппроксимирующей пик 

полного поглощения. На основании большого количества экспе-
риментальных данных было проведено исследование поведения 
такой функции и подгон ее по критерию 2χ . Функции пика пол-
ного поглощения имеет следующий вид: центральная часть опи-
сывается распределением Гаусса, ассиметрия наблюдается только 
в хвостах и при низких скоростях счета заметна только слева. Ас-
симетрию записать можно с помощью двух функций, условно на-
зываемых функцией «ступеньки» и функцией «хвоста». 

Полную функцию распределения сигналов вблизи максимума 
можно представить следующим образом : 

),()()()()( iBiDiSiGiF +++=  

где i – номер канала, B(i) – линейный фон; 2( ) exp( )
2G
i iG i H
σ
−

= −  

– гауссиан; )
2

)(1(
2
1)(

σ
iierfHiS S

−
−=  – функция «ступеньки»; 

[ ] 1

2
1

exp ( ) ,  
( )

exp ( ) 2 ,  
D

D

H i c B i i
D i

H i c i iδ

⎧ − ≤⎪= ⎨
⎡ ⎤− − >⎪ ⎣ ⎦⎩

  – функция «хвоста»; 

i1 – точка сшивки двух частей D(i); 2
1 2 .i c Bδ= −  

Для полного описания формы пика вводится восемь варьируе-
мых при подгонке параметров. Конечно, это очень подробная па-
раметризация, ее надо использовать только тогда, когда отклоне-
ние от гауссовского спектра значительно. 

5.2. Аппроксимация линейчатого спектра 
аналитической кривой 

Параметры функции F(i) или в простом случае гауссиана G(i) 
находят минимизацией взвешенной суммы квадратов (т.е. мето-
дом МНК) (рис. 5.1): 
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Рис. 5.1. Фотопик гамма- излучения, зарегистрированный с помощью 

детектора Ge(Li), показывает составные части формы спектрального пика: 
кривую Гаусса, короткую составляющую хвоста, длинную составляющую 

хвоста и пьедестал фона 
max

min

2( ( ) ( , ))( ) ,
( )

i

i i

Y i F iH i
N i=

−
= ∑ αG

 

где Y(i) – отсчет в i-м канале, αG  – вектор неизвестных параметров, 
imax, imin – номера каналов, ограничивающих область пика, N(i) – 
веса.  
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Определение интенсивностей и значений энергии пиков 

Итак, на предыдущем этапе получены значения положения 
максимумов и площадей пиков. Но эти значения получены только 
в терминах «номер канала» и «число отсчетов». Последняя стадия 
обработки заключается в переходе от номера канала к значению 
энергии, и от числа отсчетов к количеству регистрируемых частиц 
интенсивности. Такая операция перехода осуществляется с помо-
щью калибровочных зависимостей кривых «канал-энергия» и 
«энергия-эффективность регистрации». 

Калибровочные зависимости получают в экспериментах с из-
лучениями радионуклидов изотопами, характеристики которых 
хорошо известны. В прецизионной спектрометрии обычно ис-
пользуется не сама зависимость «канал-энергия», а функция, ха-
рактеризующая ее отклонение от прямой. Задача сводится к ап-
проксимации набора точек, измеренных с определенной погреш-
ностью аналитической функцией. 

Для такой аппроксимации используется метод наименьших 
квадратов. Калибровочные точки аппроксимируются полиномом. 
Метод хорошо работает, если калибровочная кривая аппроксими-
руется полиномом небольшого второго или третьего порядков. 

При больших порядках полинома могут наблюдаться физиче-
ские неоправданные осцилляции в аппроксимирующей функции. 

Поэтому применяют метод сплайн-наименьших квадратов. В 
этом методе аппроксимацию проводят на небольших участках ка-
либровочной кривой из 54 ÷  точек. 

На выбранном этом участке несложно подобрать полином, хо-
рошо согласующийся с экспериментальными результатами. Затем 
на такие отдельные функции накладывают условия «сшивки», 
объединяющие все полиномиальные участки в единую гладкую 
функцию. 

Пусть есть две функции f1 и f2, подобранные для двух участков 
калибровочной кривой, т.е. подобранных из условий минимума 
квадратичных форм, например: 
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[ ]
2

1 1
1

1 2

( ) ( , )
,

( )

k

i
y i f i

S
iσ

=

−
=
∑ αG

 

2

2 2

2 2

( ( ) ( , ))
,

( )

n

i k
y i f i

S
iσ

=

−
=
∑ αG

 

где )(iσ  – среднеквадратичная погрешность измерения y(i). 
Добавим к этим условиям еще условие сшивки 0=jψ . Функ-

ция jψ  выглядит следующим образом: 

1 1 2

2 1 2

3 1 2

( ) ( ),

( ) ( ),

( ) ( ).

f k f k

f k f k

f k f k

ψ

ψ

ψ

= −⎧
⎪⎪ ′ ′= −⎨
⎪ ″ ″= −⎪⎩

 

Задача на нахождение параметров для функций f1 и f2 превра-
тится в задачу минимизировать выражение:  

∑++=
j

jjSS ψλϕ 21 , 

где iλ  – так называемые неопределенные множители Лагранжа. 
Минимизируя функцию φ, можно получить функцию, которая 

наилучшим образом будет описывать калибровочную кривую. По 
этой калибровочной кривой перейдем от значений «номер канала» 
и «число отсчетов» к энергии и количеству регистрируемых час-
тиц и, таким образом, завершим обработку линейчатого спектра. 

 
 

Вопросы к главе 5 
 
1. Какой спектр называется линейчатым? 
2. Какие основные задачи возникают при обработке линейча-

тых спектров? 
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3. Какие основные трудности возникают при определении 
положения пиков? 

4. Какие методы применяются при поиске пиков? 
5. Как аппроксимируется линейчатый спектр аналитической 

кривой? 
6. Как определяется интенсивность и значение энергии пика? 
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Таблица П.3. Процентные точки χ-квадрат распределения 
 

Величины 2
,n Pχ  таковы, что 

2
,

2 1
2

0

1 exp
2 ( 2) 2

n P
n

n

xP x dx
Г n

χ
−= ∫  

 
 P

n 0,005 0,010 0,025 0,050 0,100 0,250 0,500
1 0,00004 0,00016 0,00098 0,00393 0,01579 0,1015 0,4549
2 0,0100 0,0201 0,0506 0,1026 0,2107 0,5754 1,386
3 0,0717 0,1148 0,2158 0,3518 0,5844 1,213 2,366
4 0,2070 0,2971 0,4844 0,7107 1,064 1,923 3,357
5 0,4117 0,5543 0,8312 1,145 1,610 2,675 4,351
6 0,6757 0,8721 1,2373 1,635 2,204 3,455 5,348
7 0,9893 1,239 1,690 2,167 2,833 4,255 6,346
8 1,344 1,646 2,180 2,733 3,490 5,071 7,344
9 1,735 2,088 2,700 3,325 4,168 5,899 8,343
10 2,156 2,558 3,247 3,940 4,865 6,737 9,342
11 2,603 3,053 3,816 4,575 5,578 7,584 10,34
12 3,074 3,571 4,404 5,226 6,304 8,438 11,34
13 3,565 4,107 5,009 5,892 7,041 9,299 12,34
14 4,075 4,660 5,629 6,571 7,790 10,17 13,34
15 4,601 5,229 6,262 7,261 8,547 11,04 14,34
16 5,142 5,812 6,908 7,962 9,312 11,91 15,34
17 5,697 6,408 7,564 8,672 10,09 12,79 16,34
18 6,265 7,015 8,231 9,390 10,86 13,68 17,34
19 6,844 7,633 8,907 10,12 11,65 14,56 18,34
20 7,434 8,260 9,591 10,85 12,44 15,45 19,34
21 8,034 8,897 10,28 11,59 13,24 16,34 20,34
22 8,643 9,542 10,98 12,34 14,04 17,24 21,34
23 9,260 10,20 11,69 13,09 14,85 18,14 22,34
24 9,886 10,86 12,40 13,85 15,66 19,04 23,34
25 10,52 11,52 13,12 14,61 16,47 19,94 24,34
26 11,46 12,20 13,84 15,38 17,29 20,84 25,34
27 11,81 12,88 14,57 16,15 18,11 21,75 26,34
28 12,46 13,56 15,31 16,93 18,94 22,66 27,34
29 13,12 14,26 16,05 17,71 19,77 23,57 28,34
30 13,79 14,95 16,79 18,49 20,60 24,48 29,34
40 20,71 22,16 24,43 26,51 29,05 33,66 39,34
50 27,99 29,71 32,36 34,76 37,69 42,94 49,33
60 35,53 37,48 40,48 43,19 46,46 52,29 59,33
70 43,28 45,44 48,76 51,74 55,33 61,70 69,33
80 51,17 53,54 57,15 60,39 64,28 71,14 79,33
90 59,20 61,75 65,65 69,13 73,29 80,62 89,33

100 67,33 70,06 74,22 77,36 82,36 90,13 99,33
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Продолжение табл. П.3 
Pn 0,750 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995 0,999

1 1,323 2,706 3,841 5,024 6,635 7,879 10,83
2 2,773 4,605 5,991 7,378 9,210 10,60 13,82
3 4,108 6,251 7,815 9,348 11,34 12,84 16,27
4 5,385 7,779 9,488 11,14 13,28 14,86 18,47
5 6,626 9,236 11,07 12,83 15,09 16,75 20,52
6 7,841 10,64 12,59 14,45 16,81 18,55 22,46
7 9,037 12,02 14,07 16,01 18,48 20,28 24,32
8 10,22 13,36 15,51 17,53 20,09 21,96 26,12
9 11,39 14,68 16,92 19,02 21,67 23,59 27,88
10 12,55 15,99 18,31 20,48 23,21 25,19 29,59
11 13,70 17,28 19,68 21,92 24,72 26,76 31,26
12 14,85 18,55 21,03 23,34 26,22 28,30 32,91
13 15,98 19,81 22,36 24,74 27,69 29,82 34,53
14 17,12 21,06 23,68 26,12 29,14 31,32 36,12
15 18,25 22,31 25,00 27,49 30,58 32,80 37,70
16 19,37 23,54 26,30 28,85 32,00 34,27 39,25
17 20,49 24,77 27,59 30,19 33,41 35,72 40,79
18 21,60 25,99 28,87 31,53 34,81 37,16 42,31
19 22,72 27,20 30,14 32,85 36,19 38,58 43,82
20 23,83 28,41 31,41 34,17 37,57 40,00 45,32
21 24,93 29,62 32,67 35,48 38,93 41,40 45,80
22 26,04 30,81 33,92 36,78 40,29 42,80 48,27
23 27,14 32,01 35,17 38,08 41,64 44,18 49,73
24 28,24 33,20 36,42 39,36 42,98 45,56 51,18
25 29,34 34,38 37,65 40,65 44,31 46,93 52,62
26 30,43 35,56 38,89 41,92 45,64 48,29 54,05
27 31,53 36,74 40,11 43,19 46,96 49,64 55,48
28 32,62 37,92 41,34 44,46 48,28 50,99 56,89
29 33,71 39,09 42,56 45,72 49,59 52,34 58,30
30 34,80 40,26 43,77 46,98 50,89 53,67 59,70
40 45,62 51,80 55,76 59,34 63,69 66,77 73,40
50 56,33 63,17 67,50 71,42 76,15 79,49 86,66
60 66,98 74,40 79,08 83,30 88,38 91,95 99,61
70 77,58 85,53 90,53 95,02 100,4 104,2 112,3
80 88,13 96,58 101,9 106,6 112,3 116,3 124,8
90 98,65 107,6 113,1 118,1 124,1 128,3 137,2

100 109,1 118,5 124,3 129,6 135,8 140,2 149,4
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Таблица П.4. Процентные точки t-распределения Стьюдента 
 

Величины ,n Pt  таковы, что 
,

1
2 2

1
1 2 1

2

n P
n

t
nГ

tP dt
n nn Гπ

+
−

−∞

+⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= +⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

 
Р n 0,750 0,900 0,950 0,975 0.990 0,995 0,999 0.9995 

1 1,003 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 318.31 636,62 
2 0,816 1,886 2,920 4,303 6,935 9,925 22,323 31,593 
3 0,765 1,638 2,353 3,182 4,511 5,841 10,213 12,924 
4 0,741 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173 8,610 
5 0,727 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 5,893 6,869 
6 0,718 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208 5,959 
7 0,711 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785 5,408 
8 0,706 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501 5,041 
9 0,703 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297 4,781 
10 0,700 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144 4,587 
11 0,697 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025 4,437 
12 0,695 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930 4,318 
13 0,694 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852 4,221 
14 0,692 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787 4,140 
15 0,691 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733 4,073 
16 0,690 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686 4,015 
17 0,689 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646 3,965 
18 0,688 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,610 3,922 
19 0,688 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,579 3,883 
20 0,687 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552 3,850 
21 0,686 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,527 3,819 
22 0,686 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505 3,792 
23 0,685 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485 3,767 
24 0,685 1.318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,467 3,745 
25 0,684 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450 3,725 
26 0,684 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,435 3,707 
27 0,684 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,421 3,690 
28 0,683 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408 3,674 
29 0,683 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,396 3,659 
30 0,683 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,385 3,646 
40 0,681 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,307 3,551 
60 0,679 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,232 3,460 

120 0,677 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617 3,160 3,373 
∞ 0,674 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090 3,291 
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Т а б л и ц а  П.5.  Квантили распределения величины 

max( ) /v x x s= −  или 1 min( ) /v x x s= −  
 

α α 
n 

0,10 0,05 0,025 0,01 
n 

0,10 0,05 0,025 0,01 
3 1,406 1,412 1,414 1,414 15 2,326 2,493 2,638 2,800 
4 1,645 1,689 1,710 1,723 16 2,354 2,523 2,670 2,837 
5 1,791 1,869 1,917 1,955 17 2,380 2,551 2,701 2,871 
6 1,894 1,996 2,067 2,130 18 2,404 2,577 2,728 2,903 
7 1,974 2,093 2,182 2,265 19 2,426 2,600 2,754 2,932 
8 2,041 2,172 2,273 2,374 20 2,447 2,623 2,778 2,959 
9 2,097 2,237 2,349 2,464 21 2,467 2,644 2,801 2,984 
10 2,146 2,294 2,414 2,540 22 2,486 2,664 2,823 3,008 
11 2,190 2,343 2,470 2,606 23 2,504 2,683 2,843 3,030 
12 2,229 2,387 2,519 2,663 24 2,520 2,701 2,862 3,051 
13 2,264 2,426 2,562 2,714 25 2,537 2,717 2,880 3,071 
14 2,297 2,461 2,602 2,759  
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Таблица П.6. Критические значения для критерия  
Колмогорова  – Смирнова 1 1 /D nα αλ− −=  
 

Уровень значимости, α Объем  
выборки, 

n 0.20 .15 .10 .05 .01 

1 0.900 0.925 0.950 0.975 0.995 
2 0.684 0.726 0.776 0.842 0.929 
3 0.565 0.597 0.642 0.708 0.829 
4 0.494 0.525 0.564 0.624 0.734 
5 0.446 0.474 0.510 0.563 0.669 
6 0.410 0.436 0.470 0.521 0.618 
7 0.381 0.405 0.438 0.486 0.577 
8 0.358 0.381 0.411 0.457 0.543 
9 0.339 0.360 0.388 0.432 0.514 

10 0.322 0.342 0.368 0.409 0.486 
11 0.307 0.326 0.352 0.391 0.468. 
12 0.295 0.313 0.338 0.375 0.450 
13 0.284 0.302 0.325 0.361 0.433 
14 0.274 0.292 0.314 0.349 0.415 
15 0.266 0.283 0.304 0.338 0.404 
16 0.258 0.274 0.295 0.328 0.391 
17 0.250 0.266 0.286 0.318 0.380 
18 0.244 0.259 0.278 0.309 0.370 
19 0.237 0.252 0.272 0.301 0.361 
20 0.231 0.246 0.264 0.294 0.352 
25 0.21 0.22 0.24 0.264 0.32 
30 0.19 0.20 0.22 0.242 0.29 
35 0.18 0.19 0.21 0.23 0.27 
40    0.21 0.25 
50    0.19 0.23 
60    0.17 0.21 
70    0.16 0.19 
80    0.15 0.18 
90    0.14  

100    0.14  

n>100 
1.07

n
 1.14

n
 1.22

n
 1.36

n
 1.63

n
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