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По всей видимости, присутствие боже
ственного начала не исключено полностью, но 

и не подтверждается явно. Однако все говорит 
о том, что Бог существует и скрывает это. 

Блез Паскаль. Мысли, 556. 
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Предисловие редактора перевода 

Монография Грэхэма Глэдвелла ~обратные задачи теории колеба
ний» недавно была переиздана за рубежом и безусловно заслуживает 

внимания российского читателя. Главное достоинство этой монографии 
состоит в том, что в ней нашли отражение, в большей или меньшей 

степени, все важные аспекты этой теории. Вместе с тем, эта книга, 

адресованная начинающему читателю, дает основательную подготовку 

в этой классической области. Также, на наш взгляд, настоящая книга 

отличается целым рядом методических достоинств. Несомненно, одно 

из них состоит в том, что для изложения теории, в более чем полном 

объеме, применяется язык матричного анализа, что позволило автору 

сделать изложение строгим и, в то же время, доступным. Книга на
писана живо и неформально. Наиболее существенные факты снабжены 

комментариями, разъясняющими их роль, место и значение в теории. 

Автор старается осветить наиболее важные вопросы с разных точек зре

ния, подчеркивает различные связи и зависимости. В текст включено 

много высказываний, казалось бы, необязательных, но играющих несо
мненную роль в побуждении читателя к активному усвоению материала. 

Обратные задачи теории колебаний состоят в построении колеба
тельных систем заданного вида, скажем, струн, балок, мембран, облада

ющих тем или иным характером колебаний. По виду рассматриваемых 

колебательных систем книгу можно разделить на две отдельные части. 
Одна из них содержит главы 1-9 и относится к изучению дискре:гных 
систем, вторая, содержащая главы с десятой по четырнадцатую, посвя

щена исследованию непрерывных систем. 

Книга завершается главой, посвященной такой важной прикладной 

задаче, как распознавание дефектов колебательных систем по характеру 

их колебаний. 
По сравнению с первым изданием, вышедшем в 1986 году, в предла

гаемом новом издании охват тем существенно расширился. Если ранее 

рассматривались только задачи восстановления по заданному характе

ру колебания и заданным значениям собственных частот и/или формы 
колебаний единственной незатухающей колебательной системы специ-
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ального вида, то новое издание включает также исследования изоспек

тральных систем - семейства систем, обладающих некоторым общим 

характером поведения; приложения понятия потока Тода; новые, неклас
сические подходы к обратным задачам Штурма-Лиувилля; качественные 
свойства форм колебаний некоторых конечноэлементных моделей; рас

познавание ущерба. 

Основной упор в книге делается на исследования общего поведе

ния систем и глубокие содержательные качественные результаты, а не 

на конкретные вычисления, поэтому книга должна быть интересной как 

читателям, только осваивающим это научное направление, так и иссле

дователям, работающим в этой области. 
Во время подготовки русского перевода было налажено общение 

с антором. В результате были устранены незначительные погрешности 

оригинала, преимущественно опечатки. 

А. Э. Гутерман 



Предисловие 

Только окончив написание книги, мы понимаем, с чего сле
довало бы ее начать. 

Блез Паскаль. «Мысли», 19. 

В 1902 году Жак Адамар предложил определение корректно по
ставленной задачи. Оно включало в себя известные свойства класси

ческих задач математической физики и содержало 3 пункта: 

существование: задача имеет решение; 

единственность: это решение единственно; 

непрерывность: решение является непрерывной функцией данных за

дачи. 

До и после 1902 года в большинстве исследований по теоретической 
физике и инженерии задачи формулировались с выбранными надлежа

щим образом начальными и/или граничными условиями, так что их 
решения действительно удовлетворяли указанным выше свойствам -
постановка задач была корректной. 

Со временем выяснилось, что существуют важные и, по-видимому, 
осмысленные вопросы, выходящие за рамки корректно поставленных за

дач в смысле Адамара. Первоначально их назвали некорректно постав

ленными задачами. Большинство из них имели вид классических задач 

за исключением того, что известные и неизвестные величины менялись 

местами: известные величины были связаны с решением классической 

задачи, тогда как неизвестные - с исходными данными. Таким образом, 

было введено понятие обратной задачи, в отличие от прямых классиче
ских задач. (В дальнейшем стало ясно, что подобный выбор терминоло
гии явился отчасти исторической случайностью.) Для полноты изложе
ния следует заметить, что не все обратные задачи некорректно постав

лены и не все некорректно поставленные задачи являются обратными! 

Эта книга посвящена обратным задачам теории колебаний, многие из 
которых поставлены «некорректно'>, поскольку не удовлетворяют одно

му или нескольким условиям Адамара: они могут иметь решение только 
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в случае, если данные выбраны должным образом; они могут иметь 
несколько решений; решение может не являться непрерывной функци

ей исходных данных, в частности, при малом изменении данных, есть 

вероятность выйти за пределы области определения решения и войти 

в область, где решение теряет смысл. 

В классической теории колебаний мы имеем дело, по большей ча

сти, со свободными незатухающими малыми колебаниями различных 

дискретных или непрерывных систем. В этой книге мы рассматриваем 

только такую классическую теорию колебаний. Одной из основных за
дач теории является определение собственных частот (математически, 
собственных значений операторов) и собственных колебаний тела. Са
мо тело моделируется дискретной системой жестко закрепленных масс, 

жестких стержней, невесомых пружин или конечно-элементной моде

лью и описывается матричным обыкновенным дифференциальным урав

нением по времени с постоянными коэффициентами. Такое уравнение 

имеет конечное число собственных значений, а собственным формам 

колебаний отвечают собственные векторы. Тело, моделируемое непре

рывной системой, описывается набором уравнений в частных производ

ных по времени и по одной или нескольким пространственным коорди

натам. Уравнение имеет бесконечное множество собственных значений 

(непрерывный спектр), а собственные состояния являются собственны
ми функциями пространственных переменных. 

В рамках классической теории обратные задачи касаются построе
ния моделей заданног.о типа, например: систем масс, связанных пружи

нами, струн с заданными собственными значениями и/или собственны
ми векторами (или собственными функциями), т. е. с заданными спек
тральными параметрами. В общем случае по заданным спектральным 

параметрам можно построить единственную систему, множество систем 

или вообще ни одной. В первом издании книги мы рассматривали зна

чительно более узкий класс обратных задач, так называемых задач вос
становления, имеющих единственное решение заданного вида с ука

занными спектральными свойствами. В новом издании мы расширили 

круг изучаемых вопросов, чтобы включить в рассмотрение обратные за

дачи, не подпадающие под эту строгую классификацию. 

Прежде чем описывать содержание книги, заметим, что мы не каса

емся численных методов. В приложениях наиболее универсальным под
ходом к решению обратных задач является метод наименьших квадра

тов, суть которого состоит в поиске системы, минимизирующей разли

чие между расчетным и желаемым поведением. В то время как ранние 

исследования были непои1едовательными, в наше время устоялись стро-
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гие методы, основанные на работе Тихонова, Морозова и др. С подроб
ностями можно ознакомиться в работе Кир ша (Кirsch, 1996). Однако 
подчеркнем, что здесь мы не ссылаемся на подобные работы. Наобо

рот, нас интересует фундаментальный анализ, качественные свойства, 

имеет ли задача одно или несколько решений и т. д. Случается, что 

один из описываемых методов, теоретически приводящий к решению, 

оказывается на практике непригодным, тогда ищется другой, более под

ходящий, метод; в таких случаях мы описываем оба подхода и указы

ваем, почему один из них оказался действенным, а другой нет (напри

мер, см. раздел 4.3). Занимаясь фундаментальным анализом, мы охва
тываем сравнительно малый диапазон физических систем. По существу, 

он ограничен основными элементами конструкций: стержнями, балками 
и мембранами, - и исключает их комбинации. Такое сужение рамок 

вполне объяснимо: действительно, до появления метода конечных эле

ментов и внедрения высокопроизводительных вычислительных машин 

удавалось решить лишь прямые задачи теории колебаний, включавшие 

в себя отдельные элементы конструкции. Изучение обратных задач нахо

дится на более ранней стадии развития, нежели изучение прямых задач. 
Книга состоит из двух частей: в главах 1-9 описываются дискрет

ные системы, а главы 10-14 посвящены изучению непрерывных систем. 
Матричный анализ, являющийся основным языком описания дис

кретных систем, представлен в необходимом объеме в главах 1 и 3. 
В главе 1 выписаны основные определения и дано введение в теорию 
квадратичных форм: теорема о минимаксе, собственные значения и т. д. 

В главе 2 даны физические основы колебательных систем, подлежащих 
анализу. В главе 3 проводится классический анализ якобиевых матриц, 
которые появляются в простейших видах колебательных систем - ли

нейных последовательностях масс, соединенных пружинами. В главе 4 
рассматриваются обратные задачи для якобиевых матриц. В главе 5 да
но введение в теорию дискретных систем более общего вида, а также 

представлены сведения из теории графов, необходимые для дальнейшего 

анализа. 

Обратные задачи теории колебаний сводятся к построению коле
бательных систем частного вида, например струна, балка, мембрана, 

которые характеризуются определенным набором свойств. Сконструи

рованная таким образом система должна быть реалистичной: опреде

ляющие ее параметры (массы, длины, жесткости и т. д.) должны быть 
положительными. Проблема определения знаков лежит в основе любой 
состоятельной дискуссии на тему обратных задач. В главе 6, касаю
щейся положительной определенности, дано математическое введение, 
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относящееся к различным типам матриц: положительным, вполне по

ложительным, осцилляционным и т. д. Изложенные там методы, разра

ботанные Фекетом (Fekete), Перроном (Perron), Гантмахером и Крей
ном, впервые были применены к колебательным системам Гантмахером 
и Крейном в их классической монографии «Осцилляционные матрицы 
и ядра и малые колебания механических систем~, (1950), которая была 
недавно (2002) переиздана Американским математическим обществом. 

Иногда исходных данных недостаточно для построения единствен

ной колебательной системы, в этом случае получается семейство систем, 

имеющих одинаковые свойства, - изоспектральные семейства. В гла

ве 7 описана процедура построения таких изоспектральных семейств 
и проверки того, что каждый представитель семейства обладает необ

ходимыми свойствами положительности. По существу, имеется два спо

соба построения таких семейств: алгебраический и дифференциальный. 

В первом случае используется тщательно подобранное преобразование 

вращения, переводящее одного представителя в другого. Во втором -
используется конструкция изоспектрального потока: матрица может 

изменяться вдоль некоторой траектории под действием так называемого 

потока Тоды, при этом она сохраняет прежние собственные значения 
и в то же время обладает определенной структурой и свойствами поло

жительности. 

В главе 8 рассматривается частный случай колебательной системы: 
прогибные колебания балки. Эта задача являлась камнем преткновения 
в ранней истории исследования обратных задач. 

Глава 9 завершает первую часть книги изучением колебаний, т. е. 
собственных волн и узлов. Этот анализ во многом опирается на иссле
дования свойств положительной определенности главы б. 

Во второй части книги (главы 10-14) рассматриваются непрерывные 
системы. Задачи описываются на языке дифференциальных и интеграль

ных уравнений. Интегральные уравнения, содержащие функцию Грина 
системы, проще для анализа ввиду того, что именно функция Грина 
и ядро Гантмахера-Крейна обладают крайне важными свойствами поло
жительной определенности. Более того, оператор функции Грина, стоя

щий в интегральном уравнении, дает конкретный пример положительно 

определенного компактного самосопряженного оператора в гильберто

вом пространстве, что позволяет непосредственно использовать хорошо 

разработанную теорию этих операторов, как описа:но в главе 10. 
В главе 11 эта теория вместе с фундаментальным операторным пре

образованием Гельфанда-Левитана используется для решения некото

рых обратных задач, описывающихся уравнением Штурма-Лиувилля. 
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Это уравнение, представленное в трех связанных формах, является ос
новополагающим для описания колебаний струн и стержней. В данной 

главе представлен классический подход, а также несколько недавно раз

работанных приемов, более подходящих для вычислений. 

В главе 12 обсуждаются семейства изоспектральных непрерывных 
систем. В главе 13 преобразование Гельфанда-Левитана применяется 
к обратной задаче для сплошной балки Эйлера-Бернулли. 

Глава 14 содержит краткий (слишком краткий) анализ обратных уз
ловых задач. В то время как определить форму колебаний на практике 

сложно, относительно просто локализовать узлы конкретной волны. В 

настоящее время заслуживает внимания область исследований, основы 

которой заложили МакЛафлин (McLaughlin) и Хольд (Hald). Круг изу
чаемых вопросов касается условий достаточности узловых данных для 

нахождения, например, распределения масс на колеблющейся струне, 

стержне или мембране и построения подобных колебательных систем, 

зная расположение узлов некоторых колебаний. В разделе 14.4 приве
ден краткий обзор подобных исследований. 

Завершает книгу еще одна короткая глава о выявлении дефектов 

колебательных систем. 

История физики и математики приводит к важному далеко идущему 

заключению: изучение одной задачи может пролить свет на множество 

других вопросов, которые, на первый взгляд, никак не связаны друг 

с другом. Обратные задачи теории колебаний являют собой яркий при
мер таких взаимосвязей. С одной стороны, при их решении не обойтись 
без сведений из других областей науки, в особенности линейной ал

гебры и теории операторов, с другой стороны, их исследование дает 

возможность взглянуть под иным углом на классические прямые зада

чи, выдвигая на передний план качественные фундаментальные свойства 

решений. 

Следует сделать несколько замечаний по поводу эпиграфов, взятых 

из трактата Блеза Паскаля «Мысли» (Pascal's Pensees). Мной исполь
зован перевод У. Ф. Троттера (W. F. Trotter), появившийся в «Эверимен 
либрари (Everyman's Library)», напечатанной издательством «дент и сы
новья» (J. М. Dent&Soпs) в 1956 г. Моя копия датирована 26 апреля 
1957 и содержит билет стоимостью 8 старых пенсов на лондонский ав
тобус No 73, следующий от Юстон Роад к Сток Ньюингтон, напоминая 
мне, что «Мысли» были моим ежедневным чтением в автобусе по дороге 

домой и из дома, когда я преподавал математику в лондонском универси

тете. Я выбрал именно «Мысли» для эпиграфов, поскольку, как можно 

понять из записей Паскаля, он рассматривал поиски Бога как обратную 
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задачу. Несмотря на некоторую загадочность, его комментарии о роли 

разума, сердца и воли в поисках решения этой задачи настолько же 

глубоки и значимы сейчас, какими были и в 1654 году. Возможно, эти 
выдержки пробудят у читателя интерес к творчеству Паскаля. 

Эпиграф к главе 11 напоминает о том, что многие люди внесли 
вклад в создание этой книги. Некоторым из них автор выразил бла

годарность в предисловии к первому изданию. Новое издание содер

жит материал, заимствованный из статей, написанных автором сов

местно с его студентами Брэдом Вилмсом (Brad Willms), Мохаме
дом Мовахедди (Mohamed Movahheddy), Хонгмеем Жу (Hoпgmei Zhu) 
и коллегами Брайаном Дэвисом (Briaп Davies), Джозефом Лейдолдом 
(Josef Leydold), Питером Стэдлером (Peter Stadler) и Антонина Морасси 
(Antonino). Кроме того, при написании книги свободно использовались 
материалы многочисленных общедоступных статей, что отражено в биб

лиографии. 

На подготовительной стадии книгу частично прочитали Антонина 
Морасси, Маив Макарти (Maeve McCarthy), Оскар Раджа (Ocar Rojo) 
и Мишель Дилена (MicheJe Dileпa). Автор признателен им за найденные 
ошибки и выявленные недостатки, часть из которых удалось исправить 

в окончательном варианте. 

Трэси Тэйвес (Tracy Taves) осуществила компьютерный набор кни
ги. Автор выражает ей благодарность за выдержку и внимание, уделен
ное деталям. Колин Кэмпбелл (Colin Campbell) помог нам разобраться 
со всеми тонкостями системы IЬ-ТЕХ. 

Наконец, автор благодарит свою жену Джойс, годами видевшую его 

погруженным в книги и работу, за понимание и терпение. 

Георг Кэрриер (George Carrier) однажды заметил, что целью мате
матики являются не числа, а проникновение в суть вещей. Автор наде
ется, что эта книга позволит проникнуть в суть многочисленных связей 

между различными, но взаимосвязанными разделами математики, фи

зики и техники, которые возникают при исследовании обратных задач 

теории колебаний. 

Грэхэм Глэдвел 

Ватерлоо, Онтарио 

март, 2004 



ГЛАВА 1 

Матричный анализ 

Считается дурным знаком, если при взгляде на человека 

вспоминаешь написанную им книгу. 1 

Блез Паскаль. Мысли, 35. 

1.1. Введение 

Основным математическим аппаратом данной книги является мат

ричный анализ. В этой главе мы дадим основные определения, выведем 
свойства матриц и докажем некоторые важные теоремы, которые бу

дут использоваться в дальнейшем. Так как в настоящее время матрич

ный анализ укоренился в науке и технике, предполагается, что читатель 

имеет некоторое представление о нем, в связи с чем на раннем этапе из

ложение будет сжатым. Читатель может найти недостающие сведения, 

обратившись к стандартной литературе. 

1.2. Основные определения и обозначения 

Матрицей называется прямоугольная таблица вещественных или 
комплексных чисел в совокупности с набором правил, определяющих 

операции над числами. 

Говорят, что матрица А имеет порядок m х n, если она состоит из m 
строк и n столбцов. Множество всех вещественных матриц, т. е. матриц 
с вещественными элементами, порядка m х n иногда обозначают JR.mxn. 

Следуя монографии Хорна (Horn) и Джонсона (J ohnson) [ 183), мы 

1 Блез Паскаль (1623-1662) жил в обществе французской интеллигенции, где подобное 
было дурным признаком: человек должен приобретать известность не только потому, что 
он написал книгу. Когда готовилось первое издание этой книги на китайском языке, пе· 
реводчик возразил, что в 20 веке в Китае это было бы хорошим признаком. Если бы вы 
встретили знакомого человека, написавшего книгу, то непременно об этом упомянули бы. 
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будем использовать более простое обозначение Mm,n, таким образом, 
А Е Mm,n· Матрица А имеет вид 

[ 

а11 ai2 

А= а~1 а~2 

am1 am2 

· · · а~п] 
· · · а2п 

amn 

На пересечении i-ой строки и j-го столбца стоит коэффициент aij. а мат
рицу А часто записывают 

А= (аiз). 

Говорят, что две матрицы А, В равны, если они одного порядка m х п и 

aiз=Ьij, (i=l,2, ... ,m; j=l,2, ... ,n). 

В этом случае пишут 

А=В. 

Транспонированной матрицей Ат к матрице А называется матрица 
порядка m х п, строки которой совпадают со столбцами матрицы А. 
Заметим, что транспонирование матрицы Ат дает матрицу А; мы будем 
говорить, что А и Ат получаются друг из друга транспонированием, 
и обозначать 

Например, матрицы 

[ 1 2 -4] 
А= 26 7' Ат= [ ~~1 

-4 7 

получаются друг из друга транспонированием. 

Если m = п, то матрицу А называют квадратной матрицей по

рядка п: А Е Мп,n; мы используем сокращение Мп для Mn,n, таким 
образом, А Е Мп. Квадратную матрицу, не меняющуюся при транспо
нировании, называют симметричной. В этом случае 

или 

aiз=aji (i,j=I,2, ... ,n). 
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Множество всех вещественных симметричных матриц порядка п обо

значается Sn. Матрица 

[ 
1 2 9] 

А= 2 4 6 
9 6 3 

является симметричной. Квадратную матрицу А называют диагональ

ной, если все ненулевые ее элементы находятся на главной диагонали, 

начинающейся в левом верхнем и оканчивающейся в правом нижнем 

углу. В наших обозначениях 

[
ан О О · · · О ] 
О а22 О · · · О 

А-- О Оазз·"О 

О О О · · · апп 

Единичной матрицей порядка п является 

I = In = diag (1, 1"." 1). 

Элементы этой матрицы обозначаются д-символом Кронекера 

{ 
1 i = j 

8ij = о i =1 j . (1.2.1) 

Матрица порядка т х п, все элементы которой равны нулю, называется 
нулевой. 

Матрица, состоящая из одного столбца и п строк, называется 

вектор-столбцом п-го порядка и обозначается 

Множество всех таких вещественных векторов образует линейное век

торное пространство, которые мы обозначим Vn. 
Транспонированный вектор-столбец называется вектор-строкой 

и обозначается 



22 ГЛАВА 1 

Две матрицы А, В можно складывать и вычитать тогда и только тогда, 

когда они одного порядка т х п. Суммой их и разностью называются 
матрицы того же порядка С и D соответственно, элементы которых 
имеют вид 

Мы будем писать 

С=А+В, D=A-B. 

Произведением матрицы А на число (или скаляр) k является матри
ца kA с элементами kaij. 

Две матрицы А и В можно перемножать в смысле АВ, только 
если число столбцов А равно числу строк В. Таким образом, если А 

имеет порядок т х п, а В - порядок п х р, тогда 

АВ=С, 

где С имеет порядок m х р. Мы будем писать 

A(m х п) х В(п х р) = C(m хр). (1.2.2) 

Элемент Cij матрицы С, находящийся на пересечении i-ой строки и j-го 
столбца, равен сумме элементов i-ой строки матрицы А, умноженных 

на соответствующие элементы j-го столбца матрицы В. Таким образом, 

Например, 

п 

Cij = ail Ь1j + ai2Ь2j + ... + ainbnj = L aikbkj. 

k=l 

[
2 3 1] 
1 6 7 [ 12 10] [ 1711] 

о 1 -1 о = -6 8 9 7 . 
-1 о 2 1 

(l .2.3) 

Важнейшим следствием такого определения является неко.ммутатuв

ность, в общем случае, матричного произведения, т. е. 

АВ 1-ВА. 

Действительно, если А имеет порядок т х п, а В - порядок п х р, то 

невозможно построить ВА при m 1- р. И даже в случае, когда m = р, 
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матрицы АВ и ВА не обязательно будут равны, что иллюстрирует сле

дующий пример: 

А= [ ~ _i] ' В= r -i ~]' 
АВ= [~ -i]) ВА= I-i _;]. (1.2.4) 

Кроме того, из такого определения следует существование делителей 
нуля, т. е. могут существовать такие ненулевые матрицы А, В, что 

АВ=О. 

Например, 

[;;J[-i-i]=[gg]. 
Произведение матрицы А (mxn) и вектор-столбцах (пх 1) дает вектор
столбец у ( m х 1) с элементами 

Yi = ailxl + ai2X2 + ... + ainXn (i = 1, 2, ... , m). (l .2.5) 

Это означает, что система из m уравнений 

анх1 + ai2x2 + ... + ainXn = у1, 
а21Х1 + а22Х2 + ... + a2nXn = У2, (1.2.б) 

может быть записана одним матричным уравнением 

[ 

ai1 ai2 

а21 а22 

. . 
aml am2 

ain ] [ Х1] [ Yl ] : : : а~п ~2 У_2 

· · · amn Хп Ym 

(1.2.7) 

или 

Ах= у. (1.2.8) 

Произведение вектор-столбца х (п х 1) и вектор-строки хт (1 х п), 
полученной из него транспонированием, является п х п-симметричной 

матрицей 

[ 

Xl Х1Х2 
т х2х1 х22 

хх = 
XnXl ХпХ2 

· · · Х1Хп] 
... X2Xn 

... х~ 

(1.2.9) 
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С другой стороны, произведение хт (1 х п) их (п х 1) является (1 х 1)
матрицей, т. е. числом 

т 2 2 2 
х х=х1 +x2 + ... +xn. (1.2.10) 

Эта величина положительна тогда и только тогда, когда Xi (по предпо
ложению, действительные числа) одновременно не равны нулю, и назы

вается квадратом х по Lz-норме, т. е. 

1 

llxll2 
= хт х, llxll = (xI + х~ + · ·. + х~) 2 . 

Скалярное произведение х и у определяется как 

ХТ у= УТ Х =Х1У1 + Х2У2 + · · · + XnYn· 

Говорят, что два вектора ортогональны, если 

(1.2.11) 

(1.2.12) 

(1.2.13) 

Как уже было отмечено, матричное произведение является неком

мутативным. Некоммутативность имеет место даже в случае квадрат
ных (см. (1.2.4)) или симметричных матриц, что иллюстрирует следую
щий пример: 

[12][ 1-1]=[-11] [ 1-1][12]=[-10] 2 2 -1 1 о о ' -1 1 2 2 1 о . (1.2.14) 

Этот пример, показывающий, что произведение двух симметричных мат
риц в общем случае не является симметричной матрицей, дает также 

указание на существование связи между произведениями АВ и ВА. 

Данный результат достаточно важен, поэтому выделим его отдельной 

теоремой. 

Теорема 1.2.1. 
(1.2.15) 

при этом если матрицы А, В симметричны, то 

(АВ)т = ВА. (1.2.16) 

Доказательство. Рассмотрим элемент ~-ои строки и j-го столб

ца в обеих частях равенства (1 .2.15). Положим, что А имеет размер 
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(m х п), а В - размер (п х р), тогда размеры матриц АВ и (АВ)т 
равны соответственно (m х р) и (р х m). Следовательно, 

и 

п 

((AB)т)ij = (AB)ji = L ajkbki, 

k=l 

(Вт Aт)ij = (i-ая строка вт) х (j-ый столбец Ат) 
= (i-ый столбец В) х (j-ая строка А) 

= I:~=l Ь1ciajk • 
Упражнения 1 .2 

1) Найти квадратную матрицу В такую, что АВ =О, если 

[ 
1 2 3] 

А= 235 . 
3 5 8 

Показать, что если изменить азз, то единственным решением будет 

нулевая матрица В = О. 

2. Показать, что, независимо от вида матрицы А, матрицы АА т 
и Ат А являются симметричными. Равны ли эти матрицы? 

3. Показать, что если А, В - квадратные матрицы п-го порядка, при 

этом А симметрична, то ВАВт и вт АВ также являются симмет
ричными матрицами. 

4. Показать, что если для матриц А, В, С определено произведение 
АВС, то (АВС)т = ствт Ат. 

5. Если х является комплексным, тогда его L2-норма определяется 

следующим образом: 

Показать, что 

//х/ /2 
= х*х, 

где х* = х_Т - композиция комплексного сопряжения и транспони
рования х. 
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1.3. Обращение матриц и определители 

В этом разделе мы будем иметь дело в основном с квадратны
ми матрицами. Обозначим определитель квадратной матрицы А как 
det(A) или IAI и определим его следующим образом: 

(1.3.1) 

где индексы i 1 , ii, ... , iп пробегают значения 1, 2, 3, ... , п, а сумма бе

рется по всем п! перестановкам индексов; «+» соответствует четной 
перестановке, а «-» соответствует нечетной. Заметим, что каждое про
изведение под знаком суммы содержит только по одному элементу из 

каждой строки и из каждого столбца матрицы А. Например, для мат

риц 2 х 2 и 3 х 3 получаем соответственно: 

1 
а 11 

ai
2 

\ = ана22 - ai2a21, 
а21 а22 

all ai2 а~з 

а21 а22 а2з 

аз1 аз2 азз 

ана22азз + а12а2заз1 + а~за21аз2 
-а11а2заз2 - а~2а21азз - а~за22аз1 

(1.3.2) 

Перестановка i1, i2, ... , iп является четной или нечетной в зависимости 
от того, получается ли она из 1, 2, ... , п четным или нечетным чис
лом инверсий соответственно. Таким образом, 1, 3, 2, 4 является четной, 
а 2, 3, 1, 4 - нечетной перестановкой, полученной из 1, 2, 3, 4, поскольку 

(1, 2, 3, 4)--+ (1, 3, 2, 4), 
(1, 2, 3, 4)--+ (2, 1, 3, 4)--+ (2, 3, 1, 4). 

Теперь приведем некоторые свойства определителей. 

Лемма 1.3.l. Если поменять местами две строки (или два 
столбца) матрицы А, ее определитель не изменится по абсолют

ному значению, но изменит знак. 

и 

Обозначим новую матрицу В, тогда 

det(B) = L ± Ь1.; 1 b2i2 Ьзi 3 • • • Ьniп, 
= L:: ± a2i1 ан2 азi3 · • • aniп, 
= L:: ± ai i 2 a2i1 азi3 • • · aniп · 
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Но если ii, i2, iз, ... , iп образуют четную (нечетную) перестановку, 
то i2, ii, iз, ... , iп - нечетную (четную), таким образом, каждый член 
из det(B) появляется в det(A) (и наоборот) с противоположным знаком, 
а значит, det(B) = - det(A). 

Лемма 1.3.2. Если матрица А содержит два одинаковых столб
ца (две одинаковые строки), то det(A) = О. 

Если две строки (два столбца) поменять местами, тогда, с одной 
стороны, det(A) не изменится, тогда как, с другой стороны, согласно 
лемме 1.3.1, det(A) изменит знак. Таким образом, det(A) = -det(A) и, 
следовательно, det(A) =О. 

Лемма 1 .3.3. Если одну строку (один столбец) матрицы А 
умножить на k, тогда определитель умножится на k. 

Каждый член разложения умножается на k. 

Лемма 1 .3.4. Если две строки (два столбца) матрицы А про

порциональны друг другу, тогда det(A) =О. 

Это следует из лемм 1.3.1 и 1.3.3. 

Лемма 1 .3.5. Если одну строку (один столбец) матрицы А при
бавить к другой строке (другому столбцу), то определитель не из
менится. 

Если матрица В получается путем прибавления, скажем, второй 

строки к первой, тогда 

ьli =ан+ a2i, ьji = Щi, j = 2, 3, ... 'п. 

Таким образом, 

det(B) = L ± ьli1 Ь2i2ь3iз ... Ьпiп = 
= L ± ( ан1 + a2i1 ) a2i2 азiз · · · aniп, 
= Е ± ali1 a2i2 азiз ... aniп ± Е a2i1 a2i2 азiз ... aniп, 

и первая сумма представляет собой det(A), тогда как вторая сумма рав
на нулю вследствие равенства первой и второй строк. 

Лемма 1.3.6. Если прибавить линейную комбинацию строк 
(столбцов) матрицы А к другой ее строке (столбцу), то опреде
литель не изменится. 

Это прямое следствие леммы 1.3.5. 
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Теорема 1.3.1. Если строки (столбцы) матрицы А линейно за
висимы, то det(A) =О. 

Доказательство. Обозначим строки af, а§, ... , а!,. По предполо
жению, найдутся числа с1, с2, ... , cn, не равные нулю одновременно, 
такие, что 

Пусть em, не равно нулю. Тогда 

n 

-а::.= L(e;/cm)a;т. 

Если прибавить сумму в правой части равенства к m-ой строке матри

цы А, то полученная матрица будет содержать нулевую строку, так что, 

согласно лемме 1.3.6, det(A) равен нулю. • 
Прежде чем доказывать обратную теорему, дадим несколько опре

делений. Минором р-го порядка матрицы А называется определи

тель (квадратной) подматрицы, образованной пересечением р строк 
i 1, i 2 , ... , ip и р столбцов j 1,j2 , ... ,jp. Мы будем обозначать минор 

Таким образом, если 

то 

[ 
2 1 3] 

А= -124 , 
1 о 7 

A(l; 1) = 2, 

А(1, 2; 1, 2) = 1-~ ; 1 = 5, 

А(1, 2; 2, 3) = -2. 

(1.3.3) 

Особое значение имеет минор порядка n - 1. Он получается удалением 
i-й строки и j-го столбца матрицы А и обозначается aij. Таким образом, 
для матрицы А (1.3.3): 

а11 = 1 ~ ~ 1 = 14, ~ 1-1 41 ai2 = 1 7 = -11, ~ 1-1 21 а~з = 1 О = -2. 
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Миноры aiJ входят в разложение определителя: (1.3.2) можно перепи
сать в виде 

det(A) = а11(а22азз - а2заз2) - а~2(а21азз - а2заз1)+ 

+ а~з(а21аз2 - а22аз1) (1.3.4) 

= ана11 - а12а12 + а~за13. 

Это называется разложением определителя det(A) по первой строке. 
Таким образом, для матрицы А (1.3.3) имеем 

33 = 2 х 14 - 1 х (-11) + 3 х (-2). 

Коэффициенты а11 , -а12, а13 в (1.3.4) называются алгебраическими до
полнениями all, а12 , а~з соответственно и обозначаются А11, А12, А1з. 
Таким образом, (1.3.4) можно переписать как 

а11 а12 а~з 

det(A) = а11А11 + ai2A12 + а~зА1з = а21 а22 а2з 
аз1 аз2 азз 

(1.3.5) 

Если взять алгебраические дополнения первой строки и умножить их 

на элементы другой строки, например второй, тогда мы получим ноль: 

а21 а22 а2з 

а21 а22 а2з = а21А11 + а22А12 + а2зА1з = О. 
аз1 аз2 азз 

(1.3.6) 

Определитель в правой части равен нулю, поскольку он содержит две 
одинаковые строки. Эти два результата, (1.3.5) и (1.3.6), являются част
ными случаями следующей теоремы. 

Теорема 1.3.2. n 

L aikAjk = det(A)бij, 
k=l 

n 

L Akiakj = det(A)бij, 
k=l 

где дij определен в (1.2.1). 

(1.3.7) 

( 1.3.8) 

Доказательство. При i = j эти уравнения просто воспроизводят 

определение алгебраического дополнения. При i # j они равносильны 
высказыванию, что определитель матрицы с двумя одинаковыми стро

ками (или столбцами) равен нулю. 8 
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Теперь сравним уравнение (1.3.7) с (1.2.3). Если мы определим мат
рицу В так, что 

bkJ = AJk, 

тогда можно переписать (1.3.7) как 

n 

L aikbkj = det(A)бij, 
k=l 

что в матричных обозначениях имеет вид 

АВ = det(A)I. 

Аналогично (l .3.8) можно переписать как 

ВА = det(A)I. 

(l.3.9) 

(1.3.10) 

(1.3.l l) 

(l.3.12) 

Матрица В называется присоединенной к матрице А и обозначается 

adj(A). Таким образом, из уравнений (1.3.11), (1.3.12) следует, что 

А adj(A) = adj(A)A = det(A)I. (1.3.13) 

Теперь мы готовы перейти к доказательству теоремы, обратной теоре

ме 1.3.1. 

Теорема 1.3.3. Если det(A) =О, то строки (столбцы) матрицы 
А линейно зависимы. 

Доказательство. Докажем теорему в случае одинаковых столбцов. 

Для строк доказательство аналогично. Будем использовать метод мате
матической индукции по размерности матрицы п. Случай п = 1 тривиа
лен: det(A) = а11. Обозначим ai, а2, ... , ап столбцы матрицы А и пред
положим, что det(A) = О. В этом случае или каждый набор из п -
- 1 векторов, выбранных из ai, а2, ... an, является линейно зависимым, 
а тогда полный набор тоже линейно зависим, как и требовалась, или 

же найдется набор из п - 1 векторов (без потери общности возьмем 
а1 , а2, ... an-1), который линейно независим. Теперь рассмотрим набор 
векторов Ь1 , Ь2, ... , bn_1, полученных из al, а2, ... , an-1 удалением i-ой 
строки у каждого вектора. Как минимум для одного значения i набор 
Ь1 , Ь2 , ... , Ьn-l должен быть линейно независимым. По предположению 
индукции (п - 1) х (п - 1) определитель, состоящий из этих векторов, 
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должен быть ненулевым. Если det(A) = О, то из уравнения (1.3.1 О) 
следует, что 

п 

L aikЬkj =О, i,j = 1,2, . .. ,n. 
k=l 

(l.3.14) 

Поскольку ak 

(l .3.14) в виде 
{ aik, a2k, ... , ank}, можно переписать n уравнений 

п 

.L.: ьkjak =о, J = 1, 2, ... , n. 
k=l 

(1.3.15) 

Как минимум для одного значения j не все Ьkj равны нулю, следова
тельно, столбцы а1 , а2, ... , ап линейно зависимы. • 

Теорема 1.3.4. Матричные уравнения 

Ах=О, утА= О 

имеют нетривиальные решения х и у соответственно тогда и толь
ко тогда, когда det(A) =О. 

Доказательство. Это следствие теоремы 1.3.3. Пусть а1 , а2 , ... , ап 
являются столбцами матрицы А, тогда 

Ах= [а1,а2, ... ,ап]{х1,х2, ... ,хп} 
= х1а1 + х2а2 + · · · + xnan-

Можно подобрать х1, ... , Хп, не равные нулю одновременно, такие что 

тогда и только тогда, когда ai, а2, ... , ап линейно зависимы. Согласно 
теореме 1.3.3, это имеет место в случае det(A) = О. В свою очередь, 
это равносильно тому, что строки матрицы А линейно зависимы, т. е. 

ут А = О имеет нетривиальное решение. • 

Теорема 1.3.5. Если А, В - квадратные матрицы n-го порядка, 
то 

det(AB) = det(A) · det(B). 

Доказательство мы оставляем читателю (упражнения 1.3.3). 
Квадратную матрицу А называют вырожденной, если det(A) = О, 

и невырожденной или обратимой, если det(A) f О. Из теоремы 1.3.4 
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следует, что если матрица А не вырождена, то уравнение Ах= О имеет 
только тривиальное решение х = О. Упражнение 1.3.5 обобщает этот ре
зультат: если матрица А не вырождена, то матричные уравнения AS =О, 
ТА= О имеют только тривиальные решения S =О, Т =О; невырожден
ная матрица А не может быть делителем нуля. 

Матрицу R называют обратной к А, если AR = 1. 

Теорема t.3.6. Если матрица А имеет обратную, то обратная 
матрица единственна и RA = 1. 

Доказательство. Пусть AR = 1. Из теоремы 1.3.5 следует, что 

det(A) det(R) = det(I) = 1, (1.3.16) 

т. е. det(A) i О и матрица А не вырождена. Предположим, что найдутся 
две обратные матрицы Ri, R2, тогда AR1 = 1 = AR2, следовательно, 
A(R1 - R2) =О. Но А не вырождена, а значит, Ri - R2 = О: R2 = 
= R 1 . Далее, если AR = 1, то ARA = А, т. е. A(RA - 1) = О. Отсюда 
следует, что RA - 1 = О, т. е. RA = 1. • 

Из теоремы 1.3.6 следует, что если матрица А имеет обратную, 
то А не вырождена. Логическое отрицание этого утверждения гласит, 

что если матрица А вырождена, то она не имеет обратной. Теперь до
кажем обратную теорему. 

Теорема t.3.7. Если матрица А не вырождена, то она имеет 

обратную. 

Доказательство. Если А не вырождена, то det(A) i О и уравне
ние (1.З.13) можно переписать в виде 

AR=RA=I, (1.3.17) 

где R = adj(A)/ det(A). • 
Если матрица А не вырождена, ее обратная матрица обозначает

ся л- 1 . Имеем 
AA- 1 =A- 1A=I. (1.3.18) 

Теорема t .3.8. Уравнение 

Ах=Ь (1.3.19) 

или имеет единственное решение, если А не вырожден.а, или имеет 
решение только для некоторых Ь, если А вырождена. 
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Доказательство. Если матрица А не вырождена, то 

является единственным решением. Если А вырождена, то найдется один 
(или более) у такой, что 

Тогда 

и (1.3.19) имеет решение только если Ь ортогонален любому у, удо
влетворяющему уравнению ут А = О. Если А вырождена, то Ах = О 
имеет одно или более решений х1, х2, ... , Xm, так что если хо является 
решением, удовлетворяющим Ах0 = Ь, то 

m 

х=хо + Lcixi 
i=l 

(1.3.20) 

также является решением при произвольных с1, с2, ... , ст. • 

Заметим, что попытка решить Ах = Ь методом нахождения матри
цы, обратной к А, является далеко не самым оптимальным способом. 

Нахождение А - 1 эквивалентно решению Ах = Ь при всех возмож
ных Ь, а не только при данном Ь. Методы решения уравнения Ах= Ь 

являются предметом изучения вычислительной линейной алгебры, ос
новы которой изложены, например, в книгах Бишопа (Bishop), Глэдвела 
и Михаэльсона (Michaelson) [33] (1965), а также Голуба (Golub) и Ван 
Лоана (Van Loan) [ 135] (1983). Заметим еще, что, по существу, мы не 
показали, как найти решение х0 , если Ь ортогонален всем решениям 
ут А = О; этот вопрос также решается методами вычислительной ли
нейной алгебры. 

В вычислительной линейной алгебре отправной точкой практически 
всех методов решения линейных уравнений, таких как (1.3.19), неза
висимо от того, является ли матрица А квадратной или нет, а также 
вычисления определителей, является процедура гауссова исключения. 
Это систематическая редукция матрицы (aij) к (обычно) верхней тре
угольной форме с помощью вычитания кратных некоторых уравнений 
из других уравнений. Из леммы 1.3.6 следует, что определитель матри
цы при таких преобразованиях не изменяется. 
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Применение процедуры гауссова исключения к уравнениям 

х1 + 3х2 + 2хз = 6, 
2х1 + 5х2 + 6хз = 13, 
3х1 + 4х2 + 7хз = 14 

имеет следующий вид (в записи сохранены только коэффициенты): 

132: 6-+ 
2 5 6 : 13 
3 4 7 : 14 

1 32: 6-+ 
о -1 2 : 1 
о -5 1 : -4 

1 3 2: 6 
о -1 2 : 1 
о о -9: -9. 

Определитель матрицы А равен 1 х ( -1) х (-9) = 9. Последнее из новых 
уравнений дает -9х3 = -9, х3 = 1; при подстановке этого результата 
во второе уравнение получаем -х2 = 1 - 2хз = -1, х2 = 1; и наконец, 
из х1 + 3 + 2 = 6 следует х1 = 1. 

Упражнения t .3 

1. Показать, что если матрица А верхняя (нижняя) треугольная, 
т. е. aij =О при j > i (j < i), то 

det(A) = а11а22 ... апп· 

2. Найти л - 1 для матрицы 

[ 
1 3 2] 

А= 256 . 
3 4 7 

Проверить, что лл- 1 = л- 1 А= I. 

3. Доказать, что если А, В - квадратные матрицы n-го порядка, то 

det(AB) = det(A) · det(B). 

Указание: рассмотрите 2n х 2n-матрицу 

С=[~~]· 
Покажите, что det(C) = det(A) det(B). Далее, вычитая строки 
с (n + 1)-ой по 2n-ую, умноженные на константы, из строк с 1-
й по n-ю исключите все коэффициенты в верхней левой четвер

ти матрицы С. Коэффициенты в верхней правой четверти примут 
вид -АВ. 
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4. Используя процедуру гауссового исключения, решить систему урав-
нений 

х1 + 2х2 + 4хз + 8х4 = -9, 
х2 + Зхз + 2х4 = 1, 

х1 + 2х2 + Бхз + бх4 = -3, 
-х1+Зх2+4хз + 7х4 = -10. 

5. Показать, что если матрица А не вырождена, то матричные уравне
ния AS = О и ТА = О имеют только тривиальные решения S =О, 
Т =О соответственно. 

1.4. Собственные значения и собственные векторы 

Если А и С - квадратные матрицы n-го порядка, то уравнение 

Сх=ЛАх (l.4.1) 

имеет нетривиальное решение х (т. е. такое, что llxll i- О) тогда и толь
ко тогда, когда матрица С - ЛА вырождена, т. е. скаляр Л удовлетворяет 
характеристическому уравнению 

det(C - ЛА) =О. (l .4.2) 

Корни этого уравнения называются собственными значениями пары 
матриц (С, А); они могут быть действительными или комплексны
ми. Если Л является собственным значением, вектор х, удовлетворя

ющий (1.4.1), называется собственным вектором, соответствующим Л. 

В многочисленной математической литературе основное внимание 

уделяется случаю А = 1. При этом Л называется собственным зна
чением матрицы С. Задача (1.4.1) называется обобщенной задачей на 
собственные значения. В механике существует множество задач, в ко
торых появляются обе матрицы С и А, поэтому для удобства будем 

развивать теорию для общего случая. 
Задача нахождения собственных значений в общем случае, т. е. для 

необязательно симметричных матриц С и А, чрезвычайно сложна (см. 
упражнение 1.4.8). Однако во всех или почти всех задачах, которые 
встречаются в данной книге, матрицы С, А обладают специальными 

свойствами: они действительные и симметричные, и, по меньшей мере, 

одна из них положительно определенная. Дадим точное определение 

этого свойства. 
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Пусть матрица А действительная и симметричная, а х - действи

тельный пх 1 вектор-столбец. Величина хт Ах является скаляром. В по
компонентной записи имеем 

хт Ах= анхi + 2а12х1х2 + ... + 2а1пХ1Хп + а22Х~ + ... + 
(1.4.3) 

+ 2а2пХ2Хп + ... + аппХ;. 
Это выражение называется квадратичной формой. Во многих физиче
ских приложениях кинетическая и потенциальная энергии механической 

системы могут быть выражены как квадратичные формы от обобщенных 

скоростей и смещений соответственно. Кинетическая энергия системы 

всегда .положительна, если не все обобщенные скорости равны нулю. 

Это приводит нас к следующему определению. Говорят, что матрица А 
положительно определена, если из условия llxll #О следует хт Ах> О. 
(Очевидно, если llxll = О, т. е. х1 = О = х2 = ... Хп, то хт Ах = О.) 
Если А удовлетворяет более слабому условию, что из l lxl 1 # О следу
ет хт Ах ~ О, т. е. найдется вектор х такой, что 1 \х\ \ # О и хт Ах = О, 
тогда говорят, что матрица А положительно полуопределена. В даль

нейшем мы увидим, что матрица, связанная с потенциаJ1ьной энергией 

незакрепленной системы положительно полуопределена; найдется век

тор х, соответствующий смещению твердого тела, для которого потен

циальная энергия деформации равна нулю. 

Теорема 1.4.l. Если матрицы С, А действительные и симмет
ричные и А положительно определена, то собственные значения 
и собственные векторы (1.4 .1) действительны. 

Доказательство. Пусть Л, х, возможно, комплексная собственная 

пара (1.4.1), причем l\xll # О. Домножим обе стороны (1.4.1) слева 
на х* =Х:т: 

х*Сх = Лх* Ах. (1.4.4) 

Обе величины х* Ах и х*Сх действительны. Это следует из того фак
та, что х* Ах является числом и, следовательно, не изменяется при 

транспонировании. Таким образом, 

а= х* Ах= (х* Ах)т = хт Атх = хт Ах= (х* Ах)= а, 

но если а= а, то а является действительным числом. Аналогично х*Сх 

действительно. Более того, если 1\х\1 # О, т. е. по меньшей мере один 
коэффициент в х не равен нулю, то а строго положительно, т. е. а > О. 
Пусть х = u + iv, где u, v - действительные числа, тогда 

х* Ах= (uт - ivт)A(u + iv) = uт Au + i{uт Av -vт Au} + vт Av. 
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Но поскольку выражение х* Ах действительно, его мнимая часть равна 

нулю, и, следовательно, 

х* Ах= uт Au + vт Av >О. 

Неравенство строгое, поскольку или по меньшей мере один из коэф

фициентов u не равен нулю, и в этом случае uт Au > О, или если 
u = О, то как минимум один из коэффициентов v не равен нулю, а то
гда vт Av >О. 

Теперь вернемся к уравнению (1.4.4): х*Сх и х* Ах действительны, 
и х* Ах положительна. Следовательно, 

Л = х*Сх/х* Ах 

действительно, а значит, вектор х, получаемый при решении совместной 

системы линейных уравнений .с действительными коэффициентами, яв

ляется действительным. Следовательно, х* = хт и Л = хтсх/хт Ах . 

• 
Это отношение часто называют отношением Рэлея, соответствую

щим уравнению (1.4.1). (Именно лорд Рэлей в 1894 году в своей клас
сической монографии «Теория звука» [290] использовал это отношение, 
сделав первый шаг в сторону вариационного толкования собственных 

значений. Мы вернемся к этому в главе 2.) Введем обозначение 

(1.4.5) 

Из упражнения 1.4.7 последует необходимость того, чтобы одна из 
матриц, А или С, была положительно определена. 

Условия, которым должна удовлетворять (симметричная) положи
тельно определенная или положительно полуопределенная матрица А, 
могут быть выражены в терминах главных миноров А. Главным ми

нором р-го порядка произвольной матрицы А называется определитель 
подматрицы, образованной из первых р строк и первых р столбцов. Глав

ные миноры имеют специальные обозначения вида 

Dn = /А/ = det(A). (1.4.6) 

Теперь можно сформулировать критерий положительной (полу-) 
определенности матрицы. 
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Теорема 1.4.2. Симметричная матрица А положительно опре
делена тогда и только тогда, когда все ее главные миноры (Di)1 
положительны. А является положительно полуопределенной тогда 
и только тогда, когда (Di)'{- 1 

;;:::: О, Dn =О. 

Эта теорема будет доказана в главе 5. Заметим, что вследствие 
того, что Dn = det(A), положительно определенная матрица являет
ся невырожденной, тогда как положительно полуопределенная матрица 

вырождена. 

Теперь можно уточнить теорему 1.4.1. 

Теорема 1.4.3. Если матрицы С, А являются действительны
ми и симметричными, а А положительно определена, тогда уравне
ние (1.4.1) имеет п действительных собственных значений, причем 
они могут быть кратными. Если С положительно определена, то 
собственные значения положительны, если С положительно полу

определена, то они неотрицательны. 

Доказательство. Уравнение (1.4.2) можно переписать в терминах 
коэффициентов C;,J->..aiJ; в результате получается полиномиальное урав

нение п-го порядка по ..\, а именно: 

Большинство коэффициентов Лi являются сложными функциями от aiJ 

и C;,j, но легко показать, что первый и последний коэффициенты имеют 

вид 

Ло = det(C), Лп = (-l)n det(A). (1.4.8) 

Поскольку А положительно определена, то det(A) > О, таким обра
зом, Лп -=f О. Это означает, что уравнение (1.4. 7) действительно имеет 
порядок п и, следовательно, п корней (..\i )1. Этим завершается доказа
тельство первой части теоремы. Если С положительно определена, тогда 

и числитель и знаменатель отношения Рэлея (l .4.5) будут положитель
ны, так что (Лi)1 >О. Если С лишь положительно полуопределена, тогда 
числитель отношения Рэлея неотрицателен, так что >ч неотрицатель

ны. Более того, поскольку Л1Л2 ... Лп = ( -l)n Ло/ Лп = det(C)/ det(A), 
уравнение (1.4.7) имеет по меньшей мере одно нулевое решение при 
условии det(C) =О. 8 

Условие теоремы 1.4.3 позволяет упорядочить собственные значе
ния (.Лi)1 в порядке возрастания 

(1.4.9) 
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Теорема 1.4.4. Собственные векторы ui, uj, соответствующие 
двум различным собственным значениям Лi, Лj(Лi # Лj) пары сим
метричных матриц (С, А) ортогональны обеим матрицам А и С, 
т.е. 

(l.4.10) 

Доказательство. По определению 

Cui = )чАщ, Cuj = ЛjAUj. (1.4.ll) 

Транспонируем первое уравнение и умножим его справа на uf, умножим 
второе уравнение слева на U[. Получим 

Для разности полученных уравнений имеем 

(Лi - Лj )uf Auj =О. 

Но Лi - ЛJ #О, так что uT AuJ =О, следовательно, U[CuJ =О. • 
Умножая уравнение (1.4. l l) слева на uT, получаем 

Ci = u'[Cui = Лiur Ащ = Лiai. (1.4.12) 

Иногда мы будем нормировать собственный вектор щ матрицы А усло

вием ai = 1, ТОГДа Ci = Лi. 
Важным следствием доказанной теоремы является 

Теорема t.4.5. Если пара симметричных матриц (С, А) имеет 
различные собственные значения (Лi)f и А положительно определе
на, тогда собственные векторы ui линейно независимы, а следова
тельно, образуют п-мерное векторное пространство Vn. 

Доказательство. Предположим, что 

CЧUl + a2U2 + · · · + O!nUn = 0. 

Умножая слева на u'[ А, имеем 

ai(u'[ Au1) + a2(u'[ Au2) + · · · + ап(u'[ Aun) =О. 

Но uT Auj = О при i # j, так что только i-ый член этого уравнения не 
равен нулю, следовательно, 

ai(u[ Ащ) =О. 
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Поскольку матрица А положительно определена, uf Ащ > О и °'i = О, 
т. е. все (ai)1 равны нулю, а значит, щ линейно независимы. Любой 
вектор u Е Vn может быть однозначно записан как 

где 

п 

u = L°'jUj, 
j=l 

(1.4.13) 

(1.4.14) 

• 
В данной книге мы не рассматриваем методы нахождения собствен-

ных значений и собственных векторов. Простое изложение классиче
ских приемов подобных вычислений можно найти к книге Бишопа, Гл
эдвелла, Майкельсона [33]. Полное рассмотрение современных методов 
приводится в книге Голуба и Ван Лоана [ 135]. Задачи нахождения соб
ственных значений симметричных матриц рассмотрены в классической 

монографии Парлета (Parlett) [264]. В этой книге рассматриваются толь
ко качественные свойства собственных значений. 

Упражнения 1.4 

1. Если 

= [-i -~ -1 ] А -1 2 -1 ' 
-1 1 

показать, что матрица А положительно полуопределена. Для какого 

х выполнено уравнение Ах = О? 

2. Показать, что А- 1 положительно определена тогда и только тогда, 
когда А положительно определена. 

3. Проверить условия положительной определенности матрицы А из 
теоремы 1.4.2 при п = 2, переписав квадратичную форму следую
щим образом: 

ТА 2 2 2 х х = анх1 + а12х1х2 + а22х2 

_ {( а12 ) 2 (a11a22-at2) 2} - ан х1 + а + 2 х2 . 
11 ан 

Распространить анализ на случай п = 3. 



1.4. СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ И СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ 41 

4. Найти собственные значения и собственные векторы пары матриц 

С=[-~-~-~1 А=[
1

1] 
о -1 2 1 

Указание: заменить уравнение на собственные значения эквивалент

ным рекуррентным соотношением -Xr-1 + (2 - Л)хr - Xr+1 = О 
с подходящими условия на концах r = 1, r = 3 и искать решение 
в виде Xr = AcosrB + Bsin rB. Обобщить полученный результат. 

5. Показать, что если п = 3, А симметрична и все D 1 , D2, Dз из урав
нения (1.4.6) положительны, то все главные миноры, у которых 
номера строк совпадают с номерами столбцов, положительны. 

Указание: записать а 11 det(A) как 2 х 2-определитель с элемента
ми, являющимися минорами 2-го порядка матрицы А. Эта задача 
является частным случаем общего результата, с которым можно 

ознакомиться, например, в книге Гантмахера (97]. 

6. Показать, что действительная симметричная матрица А имеет по
ложительные собственные значения тогда и только тогда, когда она 

положительно определена. 

7. Возьмем пару матриц 

Собственные значения пары не являются действительными. В каком 

месте происходит нарушение доказательства теоремы 1.4.1? 

8. Возьмем пару матриц 

Показать, что уравнение (1.4.1) имеет только одно собственное зна
чение и один собственный вектор, так что собственные векторы 
не образуют пространство v2. Этот пример иллюстрирует одну из 
трудностей, присущую задаче нахождения собственных значений 

в случае несимметричных матриц. 
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Колебания дискретных систем 

Природа находится в постоянном движении. Полный покой 

смертелен. 

Блез Паскаль, ,,.мысли•, 129 

2.1. Введение 

Вывод и решение уравнений движения дискретных колебатель
ных систем, т. е. имеющих конечное число степеней свободы, подробно 

рассматриваются в различных книгах (см. например, Бишоп и Джон
сон [34], Бишоп, Глэдвел и Майкельсон [33], Мейрович (Meirovich) 
[234]). В этой главе представлен краткий обзор тех разделов теории, 
которые необходимы в дальнейшем для решения обратных задач. 

В этой книге мы будем рассматривать только малые колебания кон
сервативных систем около некоторого базового положения, которое ча

ще всего совпадает с положением равновесия. 

Прежде чем погружаться в эту общую дискуссию, выведем уравне

ния движения для некоторых простых колебательных систем. 

2.2. Колебания некоторых простых систем 

На рисунке 2.2.1 изображена колебательная система, состоящая из 
n масс, соединенных линейными пружинами жесткости (kr )1. Система 
имеет конфигурацию прямой линии, расположена на гладком горизон

тальном столе и находится под действием сил (Fr(t))'l-
Уравнения движения для системы имеют вид 

(2.2.1) 

(2.2.2) 
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где · обозначает дифференцирование по времени. Из закона Гука следу
ет, что силы натяжения пружин даются следующим выражением: 

Br = kr(Ur - Ur-1), Т = 1, 2, ... , n. 

Если левый конец системы зафиксирован, то 

Uo =0. 

(2.2.3) 

(2.2.4) 

Анализ вынужденных колебаний включает в себя рассмотрение ре
шений этих уравнений для заданных вынуждающих сил Fr(t). Анализ 
свободных колебаний заключается в нахождении решения уравнений 
в отсутствие внешних сил, т. е. Fr(t) =О, r = 1, 2, ... , п, и при фикси
рованных граничных условиях. 

----------~ 
т. 

Рис. 2 .2 .1. Система п масс, соединенных пружинами 

Система, изображенная на рисунке 2.2.1, исключительно важна 
с инженерной точки зрения. Она представляет собой простейшую воз
можную дискретную модель стержня, колеблющегося в продольном на

правлении. Здесь массы и жесткости пружин соответствуют дискрети
зации непрерывно распределенной массы и жесткости стержня. Урав

нения (2.2.1)-(2.2.4) также описывают крутильные колебания системы, 
изображенной на рисунке 2.2.2, при условии, что ur, kr, mr обозна
чают величину закручивания, жесткость кручения и момент инерции 

соответственно. Такая дискретная система представляет собой простую 
модель крутильных колебаний стержня с непрерывно распределенными 

моментом инерции и жесткостью. 

Существует третья система, которая математически описывается 

уравнениями (2.2.1)-(2.2.4). Это поперечные колебания изображенной 
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на рисунке 2.2.3 струны, имеющей натяжение Т и нагруженной мас
сами ( mr )'1. (Заметим, что правый конец этой струны зафиксирован 
в отJ1ичие от систем на рисунках 2.2.1 и 2.2.2. При моделировании стру
ны со свободным концом последний ее участок должен быть прикреплен 

к невесомому кольцу, скользящему по гладкому вертикальному стерж

ню.) Если, в соответствии с предположением малости колебаний, струна 
отклоняется от прямой линии положения равновесия незначительно, то 

уравнения движения масс mr можно вывести, используя рис. 2.2.4. 

и. 

) 
Рис. 2.2.2. Модель, описывающая крутильные колебания 

-------------

____________ j_~~------------------J ________________ j _____________ _ 

Рис. 2.2.3. п масс, зафиксированные на натянутой струне 

Из уравнений движения Ньютона следует 

mrur = Fr + Т sin йr+i - Т sin ar, 

= Fr + Br+l - Br, 

где для малых отклонений можно считать sin ar = ar, 

(2.2.5) 
(2.2.6) 
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Рис. 2.2.4. Силы, действующие на массу mr 

Для того чтобы переписать уравнения (2.2.1)-(2.2.З) в матричной 
форме, используем (2.2.3) 

откуда следует 

[

k1 + k2 -k2 о 

+ -~2 k2-: kз -~з 

о о о 

(2.2.7) 

Это уравнение может быть переписано в форме 

Mii+Ku=F, (2.2.8) 

где матрицы М, К называются матрицей инерции и матрицей жестко

сти соответственно. Заметим, что как М, так и К симметричны; этим 
свойством обладают все матрицы, соответствующие любой консерватив

ной системе. Более того, обе они положительно определены. В этом 
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частном случае матрица М диагональна, тогда как К трехдиагональ
на, т. е. все ее элементы, отличные от нуля, расположены на главной 

и двух примыкающих диагоналях, называемых кодиагоналями. 

Уравнение (2.2.3) также можно переписать, введя 6 = {61,62, .. . ,6n} 
и заметив, что 

[ 

61] [ k
1 

] [-1 О ". О] [ и1] 6.2 k 2 ~ ~ : : : ~ и.2 
. kn о""о . 

Bn О · ... 1 Un 

В компактной записи эти матричные уравнения принимают вид 

6 = кЕт и, (2.2.9) 

где 

И К= diag(k1, k2, ... , kn). 

[
1 1 1 1] 
~ ~ ~ . : . ~ 
о о о". 1 
о о о". 1 

(2.2.10) 

Используя матрицу Е, можно переписать уравнения (2.2.1 )-(2.2.2) 
в форме 

Mii =-ЕВ+ F. 
Принимая во внимание (2.2.9), имеем 

~ т 

Mii+EKE u=F (2.2.11) 

и 

К=ЕКЕт. (2.2.12) 

В анализе свободных колебаний существуют два важных гранич
ных условия. Правый конец системы может быть свободным, и в этом 
случае нет никаких ограничений на ( ui)!, или же он зафиксирован, 
и тогда Un =О. 

Упражнения 2.2 

1. Проверить, что матрица жесткости из уравнения (2.2.7) удовлетво
ряет условиям теоремы 1.4.2. Доказать, что то же справедливо и для 
главных миноров любого порядка i, где 1 ::::;: i ::::;: п. 
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L,.-6т. 
Рис. 2.2.5. Составной маятник из п нерастяжимых струн 

2. Рассмотрим составной маятник (рис. 2.2.5). 
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Показать, что кинетическая и потенциальная энергии системы для 
малых колебаний имеют следующий вид: 

где IYr = g I;~=r тв. 

2.3. Поперечные колебания балки 

На рис. 2.3.1 представлена простая дискретная модель поперечных 
колебаний балки. Она состоит из п+2 масс (mr )''.':_ 1, связанных жесткими 
невесомыми стержнями длины (lr )0, которые в свою очередь связаны п 
вращающимися пружинами жесткости (kr )1. Масса и жесткость балки, 
в действительности распределенные вдоль нее, сосредоточены в п + 2 
точках. 
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Движение дискретной системы описывается набором из четырех 

дифференциальных уравнений первого порядка, которые можно выве

сти, используя рис. 2.3.2. 

Рис. 2.3.1. Дискретная модель колебаний балки 

ф 
т - 1 

ф 
r 

ф 
и 
т 

r-1 

Рис. 2.3.2. Окрестность массы mr 

Малым смещениям соответствуют вращения 

Вт= (ит - Uт-1)/f..т, r =о, 1, ... 'п. 

Если r-ая пружина имеет жесткость вращения kr, тогда момент Tr, со

здающий относительное вращение Br+l - Вт двух жестких стержней 



2.3. ПОПЕРЕЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ БАЛКИ 49 

с обеих сторон от mr, равен 

Tr=kr+1(0r+1-0r), r=0,1, ... ,n-1. 

Из условия равновесия стержня, соединяющего mr и mr+1, следуют 
выражения для поперечных (сдвиговых) сил 

Фr = (тr -Tr+1)/€r+1, r = -1,0, ... ,п -1, 

при этом уравнение движения для массы mr имеет вид 

mrUr = Фr - Фr-11 r = -1, о, ... ' п. 

Здесь Ф-2, Фп и т _1, тп обозначают соответственно внешние попереч
ные силы и изгибающие моменты, приложенные к концам. 

Предположим, что левый конец зафиксирован так, что 

тогда движутся только массы ( mr )J', а уравнение движения можно пе
реписать как 

~ т 

т=КЕ О, 

ф = L- 1Ет - €~ 1тпеп, 

Mii = -Еф + Фпеп, 

(2.3.2) 

(2.3.3) 

(2.3.4) 

(2.3.5) 

где u = {и1,и2, ... ,ип}, О= {О1,О2, ... ,Оп}, т = {то,т1, ... ,Тп-1}, Ф = 
= { Фо, Ф1" ", Фп-1}, К = diag(kr ), L = diag(fr ), М = diag(mr ), еп = 
= {О, О, ... , О, 1} и матрица Е определена в (2.2.10). 

Комбинируя уравнения (2.3.2)-(2.3.5), имеем 

(2.3.6) 

где 

1 ~ т 

К= EL- ЕКЕ L- 1Ет. (2.3.7) 

Это уравнение имеет ту же общую форму, что и уравнение (2.2.8). За
метим, что М и К вновь симметричны и положительно определены, при 

этом М диагональна, а К пятидuагональна. 



50 ГЛАВА 2 

2.4. Обобщенные координаты и уравнения Лагранжа 
для стержня 

Представление дискретной системы посредством конечного набора 
масс, соединенных пружинами, слишком ограничено. В общем случае 
движение описывается в терминах п обобщенных координат ( Чr )1, яв
ляющихся функциями только одной переменной: времени t. Системы, 
рассматриваемые в разделах 2.2, 2.3, действительно дискретны в этом 
смысле. Обобщенными координатами, соответствующими системе на 

рис. 2.2.1, являются ( ur )1. Тем не менее более общие схемы описы
вают, например, модель продольных колебаний неоднородного стерж

ня, используя метод конечных элементов (см. например, Зинкевич 
(Zienkiewicz) [343]), Стрэнг (Strang) и Фикс (Fix) (311]. 

В этой модели, изображенной на рис. 2.4.1, стержень состоит из 
п + 1 частей. Для r-ой части, показанной на рис. 2.4.2, продольное 
смещение у(х, t) записано в простой линейной форме 

у(х, t) = Yr(t)(l - ,;) + Yr+1(t),;, Xr :( Х :( Xr+1> (2.4.1) 

где 

,; = (х - Xr)/fr 

пробегает значения от О на левом конце элемента до 1 на правом. Урав
нения (2.4.1) при r = О, 1, ... , п выражают смещение в каждой точке 
стержня через п + 2-обобщенные координаты (Yr )3+ 1

. При наложении 
граничных условий, как и прежде, остаются только п координат (Yr )1. 

Метод конечных элементов не дает возможности вывести уравне

ния движения на основе законов Ньютона, поскольку нет фактических 

«масс», к которым приложены силы. Вместо этого используются уравне

ния Лагранжа. Для консервативных систем с кинетической энергией Т 
и потенциальной энергией (или энергией деформации) V, которая яв
ляется функцией п координат ( Чr )f, уравнения Лагранжа имеют вид 

j_(дТ)- дТ + 8V =Qr (r=l,2, .. "n). 
dt дqr дqr дqr 

(2.4.2) 

Здесь Qr обозначает обобщенную силу, соответствующую координате Чr 
в том смысле, что работа, совершаемая внешними силами, действующи

ми на систему при смещении из положения ( Чr )1 в положение ( Чr+<>чr )f, 
равна 

n 

дWе = LQrдЧr· 
r=l 
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-- ------+-------- ---{--- ------------(В----
Рис. 2.4.1. Стержень, разделенный на части 

х.+1 

Рис. 2.4.2. Одна из частей стержня 

Для системы, изображенной на рис. 2.2.1, кинетическая и потенци
альная энергии имеют вид 

п 

т 1 """"' ·2 = 2 L..J mrYr, 
r=l 

и Qr = Fr(t). Таким образом, 

ат . -;:;-:-- = mr Yr, 
ИУr 

п 

V = ~ Lkr(Yr+l -yr)
2 

r=l 

и из уравнения (2.4.3) следует (2.2.1 ). 

(2.4.3) 
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Для конечно-элементной модели, представленной на рис. 2.4.1, ки
нетическая и потенциальная энергии системы равны 

R 

Т = ~ J Sp[y(x, t))] 2 dx, 

о 

R 

1 ! 8у 2 V = 2 SE[
8

x (х, t)] dx, 

о 

где S(x),p(x), Е(х) обозначают (возможно, переменные) площадь по
перечного сечения, плотность и модуль Юнга стержня соответственно. 
Подставляя сюда предполагаемую форму продольного смещения у(х, t) 
(2.4.1), получаем 

п 1 

Т = ~ L J S(xr + €rf.)p(xr + €rf.)[Yr(1 - f.) + Yr+if.] 2€rdf., 
r=O О 

(2.4.4) 

п 1 

V = ~ L J S(xr + Rrf.)E(xr + €rf.)[Yr+1 - Yr] 2€; 1df,. 
т=1 О 

(2.4.5) 

Производя интегрирование (возможно, численное, если S(x), р(х ), Е(х) 
являются переменными величинами), находим 

п+1 п+1 

Т = ~ L L mтsYrYs, (2.4.6) 
r=O s=O 

n+1 n+1 

V = ~ L L krsYrYs· (2.4.7) 
r=O s=O 

Если стержень зафиксирован с обоих концов, то 

Уа= О= Уп+1, (2.4.8) 

так что все переменные суммирования в (2.4.6), (2.4. 7) пробегают зна
чения от 1 до п. В этом случае 

п 

ат ~ . 
Г- = L...J mrsYs, 

Yr s=1 

п 

~V = LkrsYs, 
Yr s=1 
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и из (2.4.2) вытекает следующее уравнение для свободных колебаний: 

п п 

L mrsYs + L krsYs =О (r = 1, 2, ... , п). 
s=1 s=1 

Это уравнение, как и прежде, можно переписать в компактных матрич

ных обозначениях 

Му+Ку=О. (2.4.9) 

Заметим, что для стержня с кинетической энергией (2.4.6) и по

тенциальной энергией (2.4. 7) матрицы М, К симметричны, трехдuа
гональны, и знаки входящих в них элементов обладают определенными 

свойствами. Они трехдиагональны в силу того, что mrs, krs равны нулю, 
исключая случаи r = s и r = s ± 1. Эти свойства могут быть получены 
из (2.4.4), (2.4.5): кодиагональные элементы mr,r+l, mr,r-1 матрицы М 
положительны, тогда как элементы kr,r+1, kr,r-l отрицательны. Таким 
образом, 

М ~ [ :: :: Ьn-1 Ь~, 1 

к = [ ~~1 ~:1 1 . 
-dn-1 

-dп-1 Сп 

(2.4.10) 

Как будет показано далее, эти свойства матриц М, К играют важную 

роль в качественном анализе колебаний стержня. 

Основываясь на этих примерах, перейдем к общему случаю. Для 
консервативной системы с обобщенными координатами ( qr )~, которые 
определяют малые смещения из положения устойчивого равновесия, кн-

нетическая и потенциальная энергии равны: 

п 

V=~L 
r=l 

п 

LmrsQrQs, 
s=l 

(2.4.11) 

(2.4.12) 
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где матрицы М = (mrs) и К= (krs) симметричны, поскольку 

Уравнения, описывающие свободные колебания, имеют вид 

Mq+Kq=O. (2.4.13) 

Заметим, что уравнения (2.4.11), (2.4.12) можно переписать в форме 

Т= ~i{Mq, 

V = ~qтKq. 
(2.4.14) 

Произвольная симметричная матрица М может являться матрицей 
инерции, поскольку кинетическая энергия Т является существенно по
ложительной величиной, т. е. она всегда положительна за исключением 

случая, когда каждая из обобщенных скоростей iJr равна нулю, а следо
вательно, и сама энергия равна нулю. Таким образом, М должна быть 

положительно определенной (см. раздел 1.4). 
Ограничения на матрицу К чуть менее жесткие, поскольку, несмот

ря на то что энергия деформации всегда неотрицательна, она равна нулю 

в случае, если система движется как целое. Например, энергия V (2.4.5) 
равна нулю, если у отвечает смещению тела как целого: 

Уо = Yl = · · · = Уп = Уп+ 1 · 

Для системы на рис. 2.2.1 такое смещение возможно, только если оба 
конца свободны. Отсюда заключаем, что если система не ограничена 
условием фиксации одной точки, то матрица К положительно полу

определена. 

Упражнения 2.4 

1. Используя уравнения (2.4.4), (2.4.5), найти матрицы инерции 
и жесткости для однородного продольно колеблющегося стержня, 
подчиненного граничным условиям (2.4.8). 

2. Используя выражение (2.4.5) для энергии деформации стержня, по
казать, что матрица жесткости К для стержня с зафиксированным 
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левым концом и свободным правым имеет вид 

-kп-1 
-kп-1 kп 

2.5. Колебания мембраны и акустического резонатора 

За последние три-четыре десятилетия численные методы в примене
нии к теории колебаний развились настолько, что с их помощью можно 

анализировать практически все: стержни, балки, пластины, рамы, сталь

ные и бетонные конструкции, мосты, летательные аппараты и т. д. Ана
лиз обратной задачи колебаний в строгой постановке, рассматриваемой 

в данной книге, применим лишь к сравнительно простым структурам: 

струнам, стержням, балкам, мембранам и акустическим резонаторам, 

и до сих пор обратные задачи для мембран и резонаторов не реше
ны - можно найти лишь некоторые качественные свойства колебаний. 
Колебания мембраны и акустического резонатора математически экви

валентны: характеризуются одной скалярной величиной - поперечным 

смещением и(х, у) в случае мембраны единичного натяжения и избыточ
ным давлением р(х, у, z) в случае акустического резонатора. Обе модели 
описываются волновым уравнением 

для мембраны с плотностью массы р(х, у), и 

для акустического резонатора. 

а2 а2 а2 
6=-+-+-

дх2 ду2 дz2 

(2.5.1) 

(2.5.2) 
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Для построения конечно-элементной модели мембраны рассмотрим 
энергии 

Т = ~ j j pu2dxdy, (2.5.3) 
D 

V = ~ j j ('vu) 2dxdy. (2.5.4) 
D 

Простейшая конечно-элементная модель основана на триангуляции. Для 
произвольного треугольного элемента Р1, Р2 , Рз возьмем 

и(х,у) = а+Ьх+су, (2.5.5) 

как показано на рис. 2.5.1. 

Рис. 2.5.l. Треугольный конечный элемент 

Если и принимает значения и1, и2, из в вершинах Р1, Р2, Рз соответ
ственно, тогда 

ui=a+bxi+cyi, i=l,2,3. (2.5.6) 

Можно разрешить эти уравнения относительно а, Ь, с и, следовательно, 
выразить Т, V для одного элемента, т. е. Те, Ve, в виде квадратичных 
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т 1-тм. 
е = 2ue eUe, 

Ve = ~u~KeUe 

(2.5.7) 

(2.5.8) 

с коэффициентами, являющимися функциями координат (xi, Yi), i = 
= 1, 2, 3. Нас не особо интересуют величины этих коэффициентов, 
большую роль играют их знаки. 

В первую очередь рассмотрим элементы Ке. Из уравнения (2.5.8) 
следует 

Ь6. = и1(У2 -уз) +и2(Уз -у1) +из(У1 -у2); 
с6. = и1(х2 - хз) + и2(хз - х1) + из(х1 - х2), 

где 

1 Х1 Yl 
6. = 1 х2 У2 = 2 площадь(Р1Р2Рз). 

1 ХЗ УЗ 

Поскольку (vи) 2 = Ь2 + с2 , коэффициент, скажем, при и1и2 в Ve равен 

В рамках метода конечных элементов было показано, что компактные, 

т. е. остроугольные, треугольники дают более точный численный резуль

тат, чем вытянутые треугольники, имеющие тупой угол. 

Если все углы треугольника острые, то ki2,e и k2з,е, kз1,е отрица
тельны: элементы матрицы Ке имеют следующие знаки: 

[
+ - -1 Ке = - + - . 
--+ 

(2.5.9) 

Для того чтобы найти знаки коэффициентов в Те, удобно перейти 

в (2.5.7) к поверхностным координатам Фi(х, у) треугольника. Если Р 
является произвольной точкой треугольника, тогда 

и(х, у) = и1Ф1 (х, у)+ и2Ф2(х, у)+ изФз(х, у), 

где 

площадь(Р Р2Рз) площадь(Р РзР1) п.1ощадь(Р Р1Р2) 
Ф1 = Ф2 = Фз = ------

площадь(Р1Р2Рз)' площадь(Р1Р2Рз)' площадь(Р1Р2Рз)' 

как показано на рис. 2.5.2. 
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Р1 

Рис. 2.5.2. Треугольник Р1Р2 Рз, разделенный на три треугольника 

Поскольку Ф1, Ф2, Фз положительны, когда Р лежит внутри тре
угольника Р1 Р2Рз, все коэффициенты в Те положительны, следователь
но, Ме имеет следующую знаковую схему: 

[
+ + +] 

Ме = + + + 
+++ 

(2.5.10) 

Теперь сконструируем из матриц элементов глобальные матрицы 

инерции и жесткости. Мембрана заменяется объединением треугольни

ков l:::.i с вершинами Pi и сторонами PiPj, как показано на рис. 2.5.3. 
Граничное условие и =О накладывается на внешние вершины, помечен

ные «0». 
Для такой частной конфигурации матрицы М, К имеют следующие 

знаковые схемы: 

М= 

++ ++ 
+++ ++ 

++ + 
+ ++ 
++ +++ 

++ ++ 

' 
К= 

+-
+ 
-+ 

+ 
+
-+ 

(2.5.11) 

Заметим, что если i # j, то mij > О, kij < О тогда и только тогда, 
когда Pi, Pj являются концами граней PiPj сетки. 
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о о о 

Рис. 2.5.3. Объединение треугольных элементов 

п 
3 

р 
4 

р 

2 

п 
1 

р 

3 

Рис. 2.5.4. Углы между внешними нормалями к сторонам являются тупыми 

Конечно-элементный анализ трехмерных акустических резонаторов 

проводится аналогично. Ячейками сетки являются тетраэдры, а давле
ние р(х, у, z) дается приближенно формулой 

р(х, у, z) =а+ Ьх + с:у + dz (2.5.12) 
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в каждом тетраэдре. Как было показано в работах Жу (Zhu) [342] и Гл
эдвела и Жу [131], если все углы между нормалями к граням тупые 
(см. рис. 2.5.4), то матрицы инерции и жесткости элементов имеют сле
дующие знаковые схемы: 

[
++++] [+---] ++++ -+--+ + + + , Ке = __ + _ 
++++ ---+ 

(2.5.13) 

Это означает, что когда матрицы собираются вместе, они сохраняют ту 

же структуру знаков, что и прежде: если i # j, то mij >О, kij <О тогда 
и только тогда, когда PiPj является гранью сетки. 

Из уравнений Лагранжа для энергий 

т = lu.тмu. V = luткu 
2 ' 2 

следуют уравнения, описывающие колебания: 

Mii+Ku= О. (2.5.14) 

2.6. Собственные частоты и собственные колебания 

Матричное уравнение (2.4.13) представляет собой набор дифферен
циальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Следуя общим методам, будем искать решение в виде 

(2.6.1) 

где нужно определить константы Xr, частоту w и фазу ф. Если q имеет 
вид (2.6.1), то 

q = -w2q = -w2xsin(wt + ф), 
так что из уравнения (2.4.13) следует 

(К - ЛМ)х =О, Л = w2
. 

(2.6.2) 

(2.6.3) 

Это уравнение на собственные значения (1.4.1 ), а поскольку М поло
жительно определена и К положительно (полу-)определена, то к нему 
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в полной мере применим анализ, развитый в разделе 1.4. Как следствие, 
уравнение имеет п собственных значений (.Лi)1, удовлетворяющих нера-
венству 

(2.6.4) 

и п соответствующих им собственных векторов (xi)f, удовлетворяющих 
уравнению 

(2.6.5) 
1 

Частоты l.JJi = (Лi) 2 называются собственными частотами системы, 
а собственные векторы называются нормальными или собственными 
колебаниями. Заметим, что xi является скаляром, тогда как Xi - век
тором. 

Для изучения свойств собственных частот и нормальных колебаний 

рассмотрим систему, описываемую уравнением (2.2. 7), и для упрощения 
вычислений положим, что 

(2.6.6) 

В этом случае уравнение на собственные значения имеет вид 

(2.6.7) 

где 

(2.6.8) 

Чтобы отсюда найти xr, воспользуемся упражнением 1.4.4, а именно 
перепишем (2.6. 7) в виде рекуррентного соотношения 

-Xr-1 + (2 - Л)хr - Xr+l =О (r = 1, 2, ... , п). (2.6.9) 

Первое из уравнений (2.6.7) можно представить в такой форме, ес
ли ха равно нулю; это может быть проинтерпретировано, как фиксация 

массы на левом конце (mo). С другой стороны, последнее из уравне
ний (2.6. 7) можно переписать в форме (2.6.9), если предполагается, 
что Хп+l = Хп. Таким образом, граничные условия для рекуррентного 
соотношения (2.6.9) имеют вид 

Хо = 0 = Xn+l - Хп. (2.6.10) 
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Общее решение (2.6.9) дается следующей формулой: 

Xr =А cosr(} +В sin r(}, (2.6.11) 

при подстановке которой в (2.6.9) получаем, что В удовлетворяет урав
нениям 

т. е. 

cos(r - 1 )(} + cos(r + 1 )(} = 2 cos (} cos r(} = (2 - .Л) cos r(}, 

sin(r - 1)8 + sin(r + 1)8 = 2cos8sin rB = (2 - Л) sin rB, 

2соs0=2-Л. 

Граничные условия будут выполнены тогда и только тогда, когда 

А= О= sin(n + 1)8 - sin пе= 2cos((n + 1/2)8] sinB/2, 

следовательно, возможные значения В пробегают множество 

(2i - l)?Г . 
B=Bi= 2n+l (i=l,2, ... ,n), 

при этом соответствующие им значения ,\ равны 

(2i - l)?Г 
лi = 2 - 2cos8i = 4sin2

[ ( / 
22п+1 

(2.6.12) 

Таким образом, амплитуда смещения r-ой массы для i-ого колебания 

имеет вид 

. . (2i - l)r7Г 
Xr = sш rBi = sш[ ( ) ]. 

2п+ 1 
(2.6.13) 

Колебания в случае п = 4, показанные на рис. 2.6.1, демонстрируют 
свойства, которыми обладают все собственные векторы трехдиагональ

ной матрицы (как в уравнении (2.6.7)). 
Доказательство того, что данный класс дискретных моделей приме

ним в случае непрерывной балки, и оценку ошибки дискретизации для 

частоты и формы колебаний можно найти, например, в работе Давини 

(Davini) [74]. 

(а) i-ая волна пересекает ось ( i - 1) раз - нули на концах во внимание 
не принимаются; 
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Рис. 2.6.l. Колебания системы масс, соединенных пружинами, при п = 4 

(б) узлы (точки, где волна пересекает ось) i-ой волны чередуются с уз
лами соседних ((i - 1)-ой и (i + 1)-ой) волн. 

Если правый конец системы закреплен, то анализ остается прежним 

за исключением того, что граничное условие принимает вид 

Хо= 0 = Xn· (2.6.14) 

в этом случае е удовлетворяет уравнению 

sinnB=O, 

следовательно, 

е = Фi = i:;, i = 1, 2, ... , п - 1, 

и соответствующие собственные значения, обозначаемые (,Л?)7- 1 , равны 

(2.6.15) 
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Для i-ой волны r-ая амплитуда смещения имеет вид 

Yr = sin(rфi) = sin(r~7ТJ. (2.6.16) 

Как будет показано, два набора собственных значений (,\i)f и (,\?)7-1 

связаны, что является общим свойством задач данного типа (см. урав
нение (2.9.10)), а именно: 

О< ,\1 < Л~ < · · · < Ап-1 < Л~-1 < Ап. (2.6.17) 

Упражнения 2.6 

1) Рассмотрим систему на рис. 2.3.1 в случае, когда (mi)~ 1 = m, 
(ki) 1

{ = k, (ii)o = е. Показать, что рекуррентное соотношение, свя
зывающее ( ur )~+2 , может быть записано как 

где Л = mwЧ2 / k. Найти собственные частоты и собственные коле
бания системы. Решение ищется в виде 

Ur = А cos re + в sin rB + с cosh rф + D sinh rф, 

8, ф ОПредеЛЯЮТСЯ ИЗ ГраНИЧНЫХ УСЛОВИЙ U-1 = 0 = UQ = Un-1 

= ип. Более пригодное с физической точки зрения дискретное при

ближение балки детально рассмотрено в работах Глэдвела [ 103) 
и Линдберга (Lindberg) [215]. 

2. 7. Главные координаты и динамические 
характеристики 

Из теоремы 1.4.5 следует, что векторы (xi)1 образуют п-мерное век
торное пространство, так что любой вектор q(t) может быть разложен 
по базису 

(2. 7.1) 

Это разложение в матричных обозначениях имеет вид 

q=Xp, (2.7.2) 
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где Х - матрица размера пхп со столбцами Xi, т. е" xi={xli, X2i, ... , Xni}. 

Координаты р 1 ,р2 , ... ,Рп называются главными координатами и в об
щем случае являются функциями от t. Они указывают степень вклада 
различных собственных векторов xi в вектор q. Энергии Т, V принима
ют весьма простые формы, когда q выражается через главные координа
ты. Дифференцируя по времени уравнение (2.7.2), получаем 

q = Хр, (2.7.3) 

откуда следует 

(2" 7.4) 

Но элемент i-ой строки и j-ro столбца матрицы хтмх просто имеет 
вид xfMxJ, и в соответствии с (1.4.12) это выражение равно нулю, 
если i # j, или же ai, если i = j. Таким образом, 

(2.7.5) 

откуда следует 

(2.7.6) 

Аналогично 

(2.7.7) 

и 

(2.7.8) 

откуда следует 

(2.7.9) 

Из уравнений (2.7.6), (2.7.9) вытекает, что нахождение собственных зна
чений и собственных векторов пары симметричных матриц (М, К) эк
вивалентно нахождению координатного преобразования q ___,, р, которое 
приводит квадратичные формы qтMq и qтKq к диагональному виду 
одновременно. 

Теперь используем главные координаты для получения отклика си

стемы на синусоидальные возмущения. Из уравнений (2.4.2), (2.4.14) 
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следует, что уравнение, описывающее отклик на воздействие обобщен

ных сил (Qr)f, имеет вид 

Mq+Kq=Q, (2.7.10) 

где q = { q1, q2, ... , Qп}. Если силы имеют частоту w и находятся в фазе, 
то Q и q можно записать как 

Q = Фsin(wt + ф), q = xsin(wt + ф). (2.7.11) 

В этом случае для уравнений (2.6.1 )-(2.6.2) имеем 

(К-ЛМ)х= Ф. (2.7.12) 

Чтобы решить это уравнение, разложим х по собственным векторам xi 
так, что 

(2.7.13) 

где коэффициенты 7Г 1 , 7Г2 , ... , 1Гп являются амплитудами главных коор
динат р1 ,р2, .. . ,рп. Подставляя (2.7.13) в (2.7.12) и умножая результат 
на хт, получаем 

Хт(К - ЛМ)Х7Г = хт Ф = 8. (2.7.14) 

Но теперь матрица коэффициентов набора из N уравнений для неиз
вестных амплитуд 7Г 1 , 7Г2, ... , 1Гп диагональна, а i-oe уравнение имеет 
вид 

откуда следует 

~i 
1Гi = . 

ai(Лi - Л) 
(2.7.15) 

Чтобы понять этот результат, рассмотрим отклик на воздействие одной 

обобщенной силы Qт. В этом случае 

Q ::= Ф = {0,0, ... ,Фт,О, ... ,О}, 8 = Фт {xr1,Xr2, ... ,Хrп}, 
ФrXri 

1Гi = 
ai(Лi - Л)' 

и s-ая амплитуда смещения имеет вид 

п 

Xs = L 1ТiXsi = O:rsФr, 
i=1 

(2.7.16) 
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где 
n 
~ XriXsi 

°'rs = L.J а·(Л· - Л). 
i=1 i i 

(2.7.17) 

Величина ars называется матрицей откликов Бишопа-Джонсона (см. 
Бишоп и Джонсон [34)) и дает амплитуду отклика q8 при воздействии 
обобщенной силы Qr единичной амплитуды. Свойство симметричности 
матрицы откликов 

(2.7.18) 

является следствием обратной теоремы, справедливой дJIЯ вынужденных 

гармонических колебаний. 

Упражнения 2. 7 

1) Используя свойство ортогональности (xi)'l по отношению к матрице 
инерции, показать, что 

2.8. Принцип Рэлея 

Рассмотрим консервативную систему с обобщенными координатами 
( qr )'J_', изменяющимися по гармоническому закону (2.6.1 ). Ее кинетиче
ская и потенциальная энергии равны 

Т = ~c:'{Mq = w2 cos2 wtTo, 

V 1 тк . 2 Vr = 2ч q=sш wt о, 

где 

То = ~хтмх, Vo = ~хткх. (2.8.1) 

В силу консервативности системы 

т+ v = const, 

откуда получаем 

w2 cos2 wtT0 + (1 - cos2 wt)Vo = const, 
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и, следовательно, 

VJ
2Ta = Va. 

Перепишем это следующим образом: 

Если система совершает свободные колебания с частотой VJ, тогда VJ 

должна быть одной из собственных частот, которой соответствует соб
ственный вектор х. Если VJ = v.Ji, то Л = Лi, х = Xi и 

(2.8.2) 

что согласуется с уравнением (l .4.5). 

лея 

Принцип Рэлея гласит, что стационарным точкам отношения Рэ-

хткх 
Лп= -т--, 

х Мх 
(2.8.З) 

рассматриваемого в качестве функции от компонент (xr )]', соот
ветствуют собственные векторы xi. Соответствующие стационар
ные значения Лп равны Лi. 

Доказательство. Принцип Рэлея имеет долгую историю - см., на

пример, Тэмпл (Temple) и Бикли (Bickley) [322] или Вашизу (Washizu) 
[330]. Мы представим несколько доказательств ввиду поучительности 
каждого из них. Сначала рассмотрим Лп как отношение Va к Та и возь
мем от него частную производную по Xr. Имеем 

и 

8Та 
-0 = mт1Х1 + mr2X2 + · · · + mrпXn, 

Xr 

8Va 
-
8

. = kr1X1 + kr2X2 + · · · + krnXn 
Xr 

_!}___( Va) = _l_ &Va _ Va дТа = _l_ { 8Va _ Лп &Та} 
OXr Та Та OXr T(f OXr Та OXr OXr ' 

таким образом, подставляя сюда выражения для 8Va/ &xr и &Та/ &xr, по
лучаем r-ую строку матричного уравнения (2.6.3) с Лп вместо Л. Пол
ный набор п уравнений, из которого следует стационарность Va/Ta по 
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отношению к (xr )j\ представляет собой матричное уравнение (2.6.3), ре
шениями которого являются собственные векторы Xi и соответствующие 

им собственные значения >ч. 
Выразим теперь энергии в терминах главных координат. Если 

Pi = 7ri sin(wt + ф), 

то из уравнений (2.7.6), (2.7.9) следует, что 

ГГ1 1{ 2 2 2} .LO = 2 a17r1 + a27r2 + · · · + an7rn , 

Vo = ~ {.Л.1a17rf + .Л.2а27r~ + · · · + Лпап7r~}. 
Поскольку предполагается, что М положительно определена, без потери 

общности можно положить ai = 1, тогда 

A17rI + .Л.27r~ + · · · + An7r~ 
Лн = 2 2 2 ' 

7r1+n2+···+7rn 
(2.8.4) 

откуда, в частности, следует 

(2.8.5) 

Поскольку последовательность .Л.i возрастает (не убывает), величины 
.Л.i - .Л. 1 , i = 2, 3, ... , п, неотрицательны, таким образом, 

Если .Л. 1 строго меньше, чем .Л.2, тогда равенство достигается лишь при 

7r2 = О = ... = 7rn, т. е. когда система совершает чистое колебание, со

держащее только первую главную волну. Уравнение (2.8.5) описывает 
важное свойство: какие бы ни были (xr )'j', значение отношения Рэлея 
будет больше, чем .Л. 1 , и (когда .Л.1 < .Л.2) будет равно .Л.1, если только 
отношения х1 : х2 : ... Хп соответствуют отношениям компонент перво

го собственного вектора х11 , х2 1 , ... Хп1. Из уравнения (2.8.5) следует, 
что .Л. 1 реализует глобальный минимум Лн, кроме того, тем же самым 
способом можно показать, что 

(2.8.6) 

таким образом, Лп реализует глобальный максимум Лн. 
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Если Лi является промежуточным собственным значением, т. е. Л 1 < 
Лi < Лп, тогда 

- L:;:i (.Лi - Лj )1ГJ + L:7=i+l (Лj - Лi)п} 
AR - Ai = -----------------

1Гf + 11"~ + ... + 11"~ 
(2.8.7) 

В этом случае Ан не будет ни строго меньше, ни строго больше, чем 

Ai для вариаций nj; ЛR имеет седловую точку в i-ой волне (1Гj = О, 
j # i). Однако для вычислительных целей важно, чтобы разность между 
ЛR и Лi зависела от квадратов величин ?rj. Это означает, что если х 
практически совпадает с i-ой волной так, что ?rj при j # i много меньше, 
чем 1Гi, т. е. ?ri ~ 1, ?rj = О(с), тогда ЛR - Лi = О(с2 ). 

Поскольку М положительно определена, хтмх > О и задача на
хождения стационарных значений отношения Рэлея AR, заданного урав
нением (2.8.3), эквивалентна нахождению стационарных значений квад
ратичной формы хткх при условии хтмх = 1. Это в свою очередь 
эквивалентно нахождению стационарных значений выражения 

(2.8.8) 

при условии хтмх = 1. Здесь ,>.. выступает лагранжевым множителем. 
Заметим, что 

n n 

gF = 2 L kr 8 X 8 - 2).. L mrsXs, 

Xr s=1 s=1 

таким образом, из набора уравнений дF/дхr = О следует уравнение 
(2.6.3), а именно: 

(К-.ЛМ)х =О. 

• 
2.9. Колебания при наличии связей 

Представление о колебании системы с наложенными на нее связя

ми играет важную роль для решения обратных задач. Пусть система 
задается обобщенными координатами ( qr )f, на которые наложена связь 
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Для малых колебаний около положения qi = О = ... = qn это соотноше
ние можно заменить на 

где 

дf 
dт = -

8 
(q1, qz,. · ·, qn)/q1=0=q2= ... =qn · 

qт 

Два наиболее важных ограничения соответствуют случаям, когда qт рав

но нулю или qт = q8 для некоторых r и s. Теперь предположим, что 
система совершает колебания с частотой w, причем w2 = Л и 

q =- х sin wt. 

Принцип Рэлея гласит, что квадраты собственных частот являются ста

ционарными значениями функционала F, заданного уравнением (2.8.8), 
при дополнительном условии 

(2.9.1) 

Таким образом, необходимо найти стационарные значения функционала 

(2.9.2) 

где v является еще одним лагранжевым множителем (двойка перед ним 
введена исключительно для удобства). Из уравнения дF / дхт =О выте-
кает 

Кх - ЛМх - vd = О. (2.9.3) 

Сравнивая его с (2.7.12), видим, что vd является обобщенной силой -
именно такая сила обуславливается связью (2.9.1 ). 

Для анализа уравнения (2.9.3) выразим х в терминах главных ко
ординат, используя (2.7.13). Тогда 

КХ1Г - ЛМХ1Г - vd = О. (2.9.4) 

Умножим уравнение на хт и воспользуемся уравнениями (2.7.5) 
и (2.7.8), отражающими факт диагональности матриц хтмх и хткх. 
В результате для r-ой строки полученного уравнения имеем 

Лтаr1Гт - Лат1Гт - vЬт =О, r = 1, 2, ... , п, (2.9.5) 
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где 

ь = хтd. (2.9.6) 

Из уравнений (2.9.5) следует 

(2.9.7) 

Подставляя это в уравнение связи (2.9.1), т. е. 

(2.9.8) 

получаем частотное уравнение 

п ь2 

В(Л) = L ( i ) =О. 
i=l ai Лi - Л 

(2.9.9) 

B('J...) 

л: 
1 

о !--~~~~--~--~~--------------·--~~--~~--
').., : 

1 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

').., 
2 

( 
').., : 
п 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Рис. 2.9.1. Собственные значения системы со связью чередуются с собственными 
значениями свободной системы 

Отсюда вытекают важные следствия. Рассмотрим сначала случай, 
когда ни одно из Ьi не равно нулю. Коэффициенты (Ьт / ai)r положитель
ны, и график В(Л) от Л имеет вид, приведенный на рис. 2.9.1. Поскольку 
В(Лi +О) много меньше нуля, В(Лн1 - О) много больше нуля, и В(Л) 



2.9. КОЛЕБАНИЯ ПРИ НАЛИЧИИ СВЯЗЕЙ 73 

монотонно возрастает на участке от .Лi до .Лн1, В(.Л) имеет ровно п - 1 
нулей (.Л~)~- 1 , которые чередуются с .Лi, т. е. 

(2.9.10) 

Это неравенство имеет следующий смысл: при наложении на систему 
линейной связи каждая собственная частота увеличивается (или, 
более точно, не уменьшается), но при этом не превосходит по зна
чению следующую по порядку собственную частоту свободной си

стемы. 

Если все Ьi не равны нулю, тогда неравенства (2.9.1 О) выполняют
ся строго. Теперь, однако, предположим, что одно из Ьi равно нулю: 
например, рассмотрим ограничение 

(2.9.11) 

при котором (Ьi)2 =О. В этом случае (1Гi)2 являются главными коорди
натами системы, а соответствующие им собственные значения равны 

.Л~ =.Лн1,(i = 1,2, ... ,п-1). (2.9.12) 

Если связь задается условием 

1Гj =о, 1 < j ~ п, 

то главными координатами являются 7Т 1 , ?Т2, ... , ?Тj-1, 1Гj+1, ... , ?Тn, при 

этом 

.л~ = .лi, i = 1, 2, ... ,j - 1; .л~ = .Лн1, i = j,j + 1, ... , п - 1. 

Если связь задается уравнением (2.9.8) и одно из ЬJ равно нулю, то из 
уравнения (2.9.5) вытекает, что 

- > - { 1, 
1Тi - Uij = о, 

i =j, 
i #J, 

является решением, соответствующим .Л = .ЛJ. Это означает, что 

связь (2.9.8) при ЬJ = О не влияет на j-ю главную волну. На рис. 2.9.2 
приведена зависимость В(.Л) при Ь2 = О. График может (а) переходить 
в область слева от Л2, и в этом случае Л~а < .Л2, .л;а = .Л2, или (б) 
переходить в область справа, и тогда .Л~ь = .Л2, .Л~ь > .Л2. 
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Рис. 2.9.2. График зависимости В(Л) при Ь2 =О: или (а) .ЛJ_ < .Л2, .Л2 = Л2, или 

(б) .ЛJ_ = Л2,Лz > Л2 

Если наложены две связи, то ограниченная система имеет п - 2 
собственных значения (>·n~- 2 , удовлетворяющих неравенству 

Л~ ~ >..~' ~ Л~+ 1 ( i = 1, 2, ... , п - 2), 

где >..~ представляют собой собственные значения системы при наложе
нии одной из связей. Таким образом, 

лi~л~~л7~л~+ 1 ~лi+2 (i=l,2, ... ,n-2) 

или 

Лi~Л~1 ~Лн2 (i=l,2, ... ,n-2): 

2.10. Итерационные и независимые определения 
собственных значений 

(2.9.13) 

В этом разделе мы рассмотрим подробнее собственные значе

ния (2.6.З), используя отношение Рэлея 

хткх 
Лп= -т--· 

х Мх 
(2.IO.l) 
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Пусть К симметрична (положительная полуопределенность не столь 
важна), а М положительно определена. Важность таких предположе

ний заключается в том, что знаменатель (2.10.1) больше нуля при лю
бых х #О. Заметим, что ЛR является однородной функцией от х 

Это означает, что всегда можно растянуть х так, что знаменатель 
(2.10.1) будет равен единице, т. е. 

(2.10.2) 

Векторы х, обладающие этим свойством, образуют замкнутое ограни
ченное подпространство D1 С Vn. Теперь рассмотрим отношение Рэлея 
в D1 

(2.10.3) 

Это непрерывная функция переменных х1, xz, ... , Хп в замкнутой огра
ниченной области D1, а значит, по теореме Вейерштрасса для непре
рывных функций, она достигает своего минимального значения в D1, 
т. е. для некоторого векторах Е D 1 . (Напомним определение замкнутого 
множества S: если {Yi} является сходящейся последовательностью в S, 
тогда ее предел limi->oo Yi = у также принадлежит S.) Всегда найдется 
по меньшей мере один такой минимизирующий вектор, который обозна

чим х 1 . Соответствующее минимальное значение ЛR обозначим Л1. В 
результате имеем 

(2.10.4) 

После того как найдены х1 и Л1, возникает новая задача минимизации: 
нахождение минимума хткх в подпространстве D2 пространства D1, 
натянутом на векторы х, ортогональные х1, т. е. х, удовлетворяющие 

уравнению хтМх1 = О. Это подпространство снова замкнуто и ограни
чено, следовательно, по теореме Вейерштрасса найдется вектор Х2 Е D2, 
минимизирующий хткх в D2; минимальное значение обозначим Л2. 
Таким образом, 

(2.10.5) 

и х1Мх2 = 1, х1Мх1 = О. Поскольку Л2 является минимумом хткх 
в D2 , являющимся подпространством в D1 , Л2 не может быть меньше, 
чем Л1, т. е. Л2 ~ Л1. 
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Продолжая процедуру, получаем набор векторов Xi и чисел Лi ( i = 

= 1, 2, ... , п) такой, что 

и Л1 ~ Л2 ~ ... ~ Лп. 

Лi = min хтКх = xiKxi, 
xED; 

тм { 1, i = j, 
Xi Xj = Q . --1- . 

'i / J, 

(2.10.6) 

(2.10.7) 

Суть этого итерационного метода заключается в том, что невоз

можно сформулировать задачу минимизации, дающую Л2, прежде чем 

найден х1, или, обобщая, невозможно сформулировать задачу миними

зации, дающую Лi, прежде чем найдены х 1 , х2, ... , xi-l· Существует 
альтернативный метод нахождения любых Лi, xi, не зная предваритель
но х1,х2, ... ,xi-1· Он называется независимым методом или методом 
минимакса. 

Используя независимый метод, начинаем как и прежде: 

.Л1 = min хткх = xf Kx1. 
xED1 

Теперь вернемся к материалу раздела 2.9, связанному с колебаниями 
при наличии связей. Из неравенства (2.9.10) следует, что если ни одно 
из (Ьi)1 не равно нулю, то первое собственное значение при наличии 

связи, Лi, строго меньше, чем Л2. Из уравнений (2.9.11), (2.9.12) выте
кает, что если ограничение имеет вид 1Г1 =О, то Лi = Л2. Величина 1Г1 

соответствует вкладу компоненты х1 в х. Умножая уравнение (2.7.13) 
слева на xf K, получаем 

(2.10.8) 

Таким образом, условие 1Г1 = О означает, что х ортогонален х1 относи
тельно матрицы М: именно это ограничение дает максимальное значе

ние Лi, т. е. Л2. 
Таким образом, 

max min хтКх = Л2, 
d xED1 

(2.10.9) 
x.Ld 

где х 1- d означает хтМd =О; d, максимизирующий минимум, равен х 1 . 
Теперь, используя (2.9.13), можно распространить этот анализ на 

высшие собственные значения. Имеем 

max min хтКх = .Лз 
d1 ,d2 xED1 

x_Ld 1 ,d 2 
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или, в общем случае, 

max 
di,d2, ... ,di 

min хтКх = >ч+1. 
xED1 

x_Ld1,d2, .. ,di 

77 

(2.10.10) 

Здесь di, максимизирующие минимум, в общем случае равны d1 = 

= Х1, d2 = Х2, ... , dn-1 = Xn-1· 

Вероятно, первое определение собственных значений методом ми

нимакса появилось в работе Фишера (Fischer) [ 88]. Итерационные 
и независимые определения собственных значений подробно обсужда

ются в книге Куранта (Courant) и Гильберта (Hilbert) (1953) [64), более 
специальные вопросы освещены в книге Гаулда (Gould) (1966) [ 151]. 
Мотивацией для написания последней книги стал поиск нижней гра

ницы для собственных значений, тогда как с помощью методов дискре

тизации, таких как метод конечных элементов, почти всегда находят 

верхние границы. 

Упражнения 2.1 О 

1) Проверить рассуждения, приведенные в разделах 2.9, 2.10, в случае 
двух совпадающих собственных значений, т. е. Л1 = Л2. 

2) Используя метод минимакса, показать, что если жесткость си
стемы возрастает, т. е. матрица жесткости К заменяется на К' 
и хтК'х ~ хтКх при любых х Е Vп, то ни одно из собственных 
значений системы не уменьшается. Почему, используя итерацион

ное определение, можно доказать это утверждение только для Л1? 
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Матрицы Якоби 

Пусть я не сказал ничего нового, зато мой взгляд на мир 

отличается новизной. 

Блез Паскаль. «Мысли", 22 

3.1. Последовательности Штурма 

В этой главе будут изучены свойства собственных значений и соб
ственных векторов системы со специальными трехдиагональными мат
рицами инерции и жесткости, введенными в главе 2. Начнем с рас
смотрения системы, аналогичной приведенной на рис. 2.2. l, у которой 
матрица инерции диагональна, а матрица жесткости трехдиагональна, 

с отрицательными элементами на кодиагоналях. В конце раздела будет 

показано, что многие из полученных результатов могут быть обобщены 

на системы вида (2.4.10), у которых матрица инерции трехдиагональна 
с положительными элементами на кодиагоналях. Самым важным свой
ством собственных значений таких систем является их простота, т. е. 

все собственные значения различны (теорема 3.1.3). Таким образом, 

Пусть Xr - r-ый собственный вектор, тогда при увеличении r соб

ственные векторы осциллируют все сильнее (теорема 3.3. l) так, что 
нули Xr чередуются с нулями соседних собственных векторов Xr-1 

и Xr+l (3.3.4). Теперь установим эти и некоторые другие результаты. 
В ближайших главах будет воспроизведен анализ, впервые проделанный 

в книге Гантмахера и Крейна [98] . 
Начнем с определений. 

Определение 3.1.1. Матрицей Якоби называется положитель
но полуопределенная симметричная трехдиагональная матрица с 
(строго) отрицательными кодиагоналями. 
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Заметим, что различные авторы определяют якобиеву матрицу по

разному: иногда кодиагонали выбираются строго положительными. 

Теперь рассмотрим уравнение 

(К-ЛМ)х =О, (3.1.1) 

где К - якобиева матрица. Сначала положим, что М является (строго) 
положительной диагональной матрицей, как в (2.2.7), и приведем (3.1.1) 
к стандартному виду. 

Пусть 

и М = D 2 , где 

.!. 
D = diag (d1, d2, ... , dn), di = т;. 

Введем вектор u, связанный с х условием 

u = Dx, х = D-1u, 

и, умножая (3.1.1) слева на D-1, получаем 

о- 1 (К - ЛD2 )D- 1 u =О, 

т.е. 

(J - ЛI)u =О, 

где 

(3.1.2) 

(3.1.3) 

Матрица J, как и К, якобиева, обладает теми же собственными значе
ниями, что и система (3.1.1), и имеет вид 

al -Ь1 о о 

-Ь1 а2 -Ь2 о 

J= (3.1.4) 

-Ьп-1 
-Ьп-1 ап 

Теперь перейдем к изучению главных мин.аров (см. (l .4.6)) матрицы 
J - ЛI. Пусть 

Ро = 1, Р1(Л) = al - Л, Р2(Л) = 1 ai -Ь Л -bi, 1 и т. д. (3.1.5) 
- 1 а2 -л 



80 ГЛАВА 3 

Тогда в общем случае имеем 

Р,,(Л) = det(J - ЛI). (3.1.6) 

Миноры удовлетворяют следующему рекуррентному соотношению: 

Рr+1(Л) = (ar+1 - Л)Рr(Л) - ь;Рr-1(.Л), r = 1, 2, ... , п - 1, (3.1.7) 

которое позволяет вычислить последовательно Р2, Р3 , ... , Рп, зная 
Ро, Р1 . Нули любого Рr(Л) действительны, поскольку они являются соб
ственными значениями усеченной симметричной матрицы, состоящей из 

первых r строк и столбцов J. 
Теперь докажем теорему. 

Теорема 3.1.1. Если ь; > О (r = 1,2, . .. ,п - 1), то (Pr(Л))g 
образуют последовательность Штурма, определяемую следующими 
свойствами: 

1) Значение Ро(Л) знакопостоянно (Ро(Л) = 1). 

2) Когда Рr(Л) равен нулю, Рr+1(Л) и Рr-1(Л) не равны нулю и имеют 
противоположные знаки. 

Доказательство. Чтобы установить свойство 2, заметим сначала, 
что два последовательных минора Pr не могут быть равны нулю одновре
менно, т.е. при одном и том же Л = л0 . Так, например, при Рs+1(Л0 ) = 

= О = Рs(Л0 ) из уравнения (3.1.7) следует, что Ps-l (Л0 ) = О, таким 
образом, и Р1 и Р0 равны нулю, но Ро(Л0 ) = 1. Итак, приходим к про
тиворечию. 

Вторая часть свойства 2 теперь прямо вытекает из (3.1.7). • 
Прежде чем двигаться дальше, введем функцию смены знака sr(Л). 

Это целочисленная функция, дающая общее число смен знаков в после

довательности значений миноров Ро, Р1 (Л), Р2 (Л), ... , Рr(Л). Так, если 

J = [ ~1 -;1 ~2] ' 
о -2 4 

то 

Ро = 1, Р1(Л) = -Л+2, 

Р2(Л) = Л2 - 5,\ + 5, Рз(Л) = -Л.3 + 9Л2 - 21.Л. + 12. 

При ,\ = О имеем последовательность значений 1, 2, 5, 12. Посколь
ку смены знака в этой последовательности нет, sr(O) = О при всех r. 
При Л = 3 имеем последовательность 1,-l,-1,3, для которой s1 (3) = 
= s2(З) = 1, sз(З) = 2. 
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Теорема 3.1.2. sr(Л) меняет значение только тогда, ко
гда ,\ проходит через нули последнего многочлена последовательно
сти Рт(Л). 

Доказательство. Очевидно, sr(Л) может сменить знак только то
гда, когда ,\ проходит через ноль одного из Р8 (Л), (s :::;; r), поэтому 
достаточно доказать, что sr(Л) не изменяется при прохождении ,\ че
рез нули любого промежуточного многочлена Р8 (Л), (s < r). Пусть 
Рs(Л0 ) = О, где 1 :::;; s < r, тогда Рs-1(Л0 ) и Рs+1(Л0 ) оба не равны 
нулю и имеют противоположные знаки. Поэтому структура знаков трех 
многочленов Рs-1(Л0 ), Р8 (Л0 ), Рsн(Л0 ) имеет вид +0- или -0+. Рас
смотрим для определенности первый случай, тогда Рs(Л) увеличивается 
при прохождении ,\ через л0 (второй случай рассматривается анало
гично). Следовательно, для значений ,\, достаточно близких к л0 , но 
меньших л0 , имеем+ - -, тогда как для значений,\, немного больших 
,\ 

0
, получаем + + - . Таким образом, независимо от того, больше ли 

,\ или меньше, чем ,\ 0 , наблюдается только одна смена знака в трой
ке значений Рs-1(Л), Рs(Л), Рs+1(Л). Другими словами, многочлены 
Рs-1(Л), Р8 (Л), Рs+1(Л) не вносят никакого вклада в изменение sr(Л), 
когда ,\ проходит через л0 . Но никакие другие члены последовательно
сти также не вносят вклад в изменение sr(Л) (если л0 является нулем 
другого Рt(Л), lt - sl ~ 2, то и в этом случае sr(Л) не изменяется). 
Таким образом, sr(Л) вообще не изменяется. • 

Легко видеть, что sr(Л) определена некорректно при Рr(Л) =О. 

Теорема 3.1.3. Нули Рr(Л) простые, т. е. различные. Кроме того, 
если Рr(Л0 ) -=/= О и sr(Л0 ) = k, то Рr(Л) имеет k нулей, меньших по 
величине, чем л0 . 

Доказательство. В силу того что Рs(Л) = (-1) 8 Л8 + .. " все 
Рs(Л) положительны при достаточно больших отрицательных ,\, т. е. 

при ,\:::;;а; имеем sr(a) =О (величину а можно положить равной нулю 
в случае положительно определенной матрицы J). С другой стороны, 
для достаточно больших положительных ,\, т. е. ,\ ~ /3, Р8 (Л) изменяет 
знак, так что sr(/3) = r. А поскольку sr(Л) может возрастать только 
тогда, когда ,\ проходит через ноль Рr(Л), все нули Рr(Л) должны быть 
различными. Так, если бы корень л0 имел четную кратность, то вели
чина sr(Л) не изменилась бы при прохождении,\ через л0 . Однако sr(Л) 
увеличилась бы ровно на единицу в случае, если л0 имела бы нечетную 
кратность. Доказательство второй части теоремы следует теперь неза

медлительно. • 
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Следствие 3. t. t. Собственные значения якобиевой матрицы 
различны. 

Следствие 3.t.2. Количество нулей Рr(Л), удовлетворяющих 
условию а < ,\ < /3, равн,о Sr (/3) - sr (а). 

Следствие 3.1.3. Если ,хо является нулем Pr(,\), тогда при пере
ходе от >.0 - к >.0+ знак Рт-1(,\)Рт(Л) изменяется с + на - и sт(Л) 
увеличивается н,а един,ицу. 

Теорема 3.t.4. Между любыми двумя нулями Рr(Л) лежит один 
и только один ноль как Рт-1(,\), так и Рт+1(.Л). 

Доказательство. Пусть µ 1, µ2 являются двумя соседними ну
лями. Для определенности положим Рт (µi - ) >О, тогда Рт (µ 1 +) <О 
и Рт(µ2-) <0. Согласно следствию 3.1.3, Pr-1(µ1+) >О и Рт-1(µ2-) <0, 
откуда вытекает, что Рт-1(.Л) меняет знак между µ1+ и µ2- и поэтому 
имеет по меньшей мере один ноль в интервале (µi, µ 2 ). 

Из свойства 2 последовательностей Штурма следует, что Рт+l (µi) 
и Рт-1(µi) (i = 1,2) имеют противоположные знаки. Таким образом, 
Рт+1(µ1+) <О, Рт+1(µ2-) >О, откуда получаем, что Рт+1(Л) имеет по 
меньшей мере один нуль в интервале (µ1, µ 2). Теперь предположим, что 
Рт-1(>.) (или Р"+1(Л)) имеет два (или более) нулей в интервале (µ1,µ2), 
тогда Рт(Л) также имеет ноль в (µ 1, µ2), что вступает в противоречие 
с предположением о том, что µ1 и µ2 являются соседними нулями. • 

Обычно эта теорема формулируется следующим образом: собствен
ные значения последовательных главных миноров чередуются друг 
с другом. 

3.2. Ортогональные многочлены 

Существует тесная связь между якобиевыми матрицами и орто
гональными многочленами. В этом разделе будут изложены основные 

свойства ортогональных многочленов. 

Говорят, что два многочлена р(х), q(x) ортогональны с весом 
w(x) >О на интервале (а, Ь), если 

ь 

(р, q) :=: f w(x)p(x)q(x)dx =О. (3.2.l) 
а 
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Известным примером таких многочленов являются многочлены Лагерра 
(Lп(х))0 , т. е. 

Lo(x) = 1, L1(x) = х - 1, L2(x) = х2 - 4х + 2, ... , 

которые ортогональны с весом е-х на полуоси (О, оо ), а именно: 

00 J е-х Ln(x)Lm(x)dx =О, т #- n. 

о 

Одним из важных свойств таких многочленов является то, что они удо

влетворяют трехчленному рекуррентному соотношению. Например, 
для Lr(x) оно имеет вид 

Lrн(x) = (х - 2r - l)Lr(x) - r 2 Lr-1(x). 

В этом разделе не будут рассматриваться непрерывные соотноше

ния ортогональности вида (3.2.1), но их дискретные аналоги 

п 

(р, q) = L WiP(Ei)q(Ei) =О; (wi)~ >О. (3.2.2) 
i=l 

где (bl1 - упорядоченный набор точек Ei < Е2 < ... < Еn· 
Для того чтобы формально определить рассмотренное выше, обо

значим линейное пространство многочленов порядка п, т. е. множество 

всех многочленов р(х) степени k ::::;: п с действительными коэффициен
тами, через Pn. В этом пространстве вводится скалярное произведение 
(, ), положительно определенное, билинейное и симметричное, т. е. 

1) (р,р) = llPll2 >О, если р(х) #-О; 

2) (ap,q)=a(p,q), (p+q,r)=(p,r)+(q,r); 

3) (р, q) = (q,p). 

Кроме того, 

4. (хр, q) = (р, xq). 

Теперь докажем теорему. 
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Теорема 3.2.t. Существует едuн.ствен.н.ая последовательн.ость 
мн.огочлен.ов (q;(x)) 0 таких, что qi(x) имеет степен.ь i и равн.ый еди
н.ице коэффициен.т при xi, ортогональн.ых по отношен.ию к скаляр
н.ому произведен.ию (, ), т. е. 

Доказательство. qi(x) можно построить, используя известный ме
тод ортогонализации Грама-Шмидта для линейно независимых много
членов (xi)3- 1

. Таким образом, 

где 

i-1 
qo = 1, qi(x) = xi - L cщqj(x), (i = 1, 2, ... , п - 1), 

j=O 

(qi,qj) = (xi,qj) - a.ij(qj,qj) =О 

и, следовательно, йij = (xi, qj )/ l lчj 11 2
, j = О, 1, . .. , i - 1. 

Заметим, что многочлен 

п 

Чп(х) = ПСх - ~i) 
i=l 

• 

является многочленом степени п со старшим коэффициентом 1. Он орто
гонален (qi)3- 1

; по существу, он ортогонален всем функциям, поскольку 
Чn(~i)=O, i=l,2, ... ,n. 

Метод Грама-Шмидта не удобен для численного определения qi, 
вместо него будем использовать результаты работы Форсайта (Forsythe) 
[90]. 

Теорема 3.2.2. Ортогон.альн.ые мн.огочлен.ы (qi)0, Чi(х) степе
н.u i, со старшим коэффuцuен.том 1, удовлетворяют трехчленному 
рекуррен.тному соотн.ошен.uю вида 

Чi(х) = (х - a.i)Чi-1(x) - f3f-1Чi-2(x), i = 1, 2, ... , п, (3.2.3) 

с исходными дан.н.ыми 

Ч-1(х) =О, qo(x) = 1. (3.2.4) 
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Доказательство. qi(x) - xqi_1(x) является многочленом степени 
(i-1). Поэтому его можно выразить через (линейно независимые - см. 
упражнение 3.2.1) многочлены Qo, q1, ... , Qi-1· Таким образом, 

Взяв скалярное произведение этого уравнения с QJ(x) (j 
i -1), получаем 

i-1 

(qi,Qj)-(Qi-1,XQj) = z.:>k(Qk,Qj) = Cj\\qj\\
2

, 

k=O 

(З.2.5) 

о, 1, ... ' 

(3.2.6) 

где второй член в левой части записан с учетом свойства 4 скалярного 
произведения. Но если j =О, 1, ... , i - 1, то первый член в левой части 
равен нулю, и если j = О, 1, ... , i - 3, то xqj имеет степень не выше 
i - 2 и, следовательно, ортогонален Qi-1· Таким образом, Cj = О, если 
j = О, 1, 2, ... , i - 3, и только два члена ci-1 и Ci-2 остаются в левой 
части (3.2.5), т. е. 

Более того, из уравнения (3.2.6) вытекает 

йi = -С;-1 = (Qi-11 XQi-1)/\\Qi-1\\
2

, 

Ci-2 = -(Qi-1, XQ;-2)/\\Qi-2\1
2 

· 

(3.2.7) 

(3.2.8) 

Но xqi_2 является многочленом степени i - 1 со старшим коэффициен
том 1, поэтому его можно представить в виде 

так что 

i-2 

XQi-2(x) = Qi-1(x) + LdJqj(x), 
j=O 

(Qi-l,XQi-2) = i!Qi-111
2 

и, следовательно, коэффициент Ci-2 отрицателен и равен -f3l_1, где 

(3.2.9) 

• 
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Уравнения (3.2.3), (3.2.4) и (3.2.8), (3.2.9) позволяют получить мно
гочлены { Qi}7-1 последовательно. Так, используя Q-1 = О, qo = 1, сна
чала находим а1 из (3.2.8) и, подставляя его в (3.2.3), получаем q1 . 

Далее находятся а2, /31 и Q2 и т. д. 
В обратных задачах необходимо выразить веса wi в терминах 

многочленов Qп-1 и Qn· Для этого следует заметить, что любой мно
гочлен f(x) из Рп-1, т. е. степени п - 2 или меньшей, удовлетворяет 
уравнению 

n 

(Qn-1, !) =::: L WiQn-1(.;i)J(.;i) =О. 
i=l 

Но если такая комбинация 

n 

L mif(.;i), mi = WiQn-1 (Ei) 
i=l 

равна нулю для любого f(x) из Pn-1, то 

n 

2: щ~: =о (k =о, 1, ... , п - 2), 
i=l 

поскольку каждый xk принадлежит Pn-I, т. е. 

[ 1 

1 1 1 т1 

6 6 6 
<n 1 

m2 

Bm= Ei Е5 Е~ . :· Е~ 
тз =0. (3.2.10) 

~r-2 ~;;:-2 ~3-2 ... ~:;:-2 
тп 

Как показано в упражнении 3.2.2, это уравнение имеет решение 

n 

mi = / / П / ( .;i - ~j). (3.2.11) 
j=l 

С точностью до произвольного множителя 1 это единственное решение. 
Штрих означает, что член с j = i опущен. Теперь, поскольку 

n 

Qп Ю = П ( ~ - ~j), (3.2.12) 
j=l 
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имеем 
п 

q~(€i) = П'(€i -€j), 
j=l 

где штрих в левой части равенства означает дифференцирование! 

Возвращаясь к уравнению (3.2.11), заключаем, что для некоторого; 

mi = ЩQп-1(€i) = ;/q~(Ei), i = 1, 2, ... ,n. 

Так как { qi}o удовлетворяет трехчленному рекуррентному соотно
шению (3.2.3), используя аргументы раздела 3.1, находим, что нули 
Qп(х) и Qп-1(х) должны чередоваться и, следовательно (см. упражне
ние 3.2.3), Qп-1(€i)q~(€i) >О. Это означает, что веса 

(3.2.13) 

положительны. 

Это уравнение имеет важный смысл: если даны многочлены 
Qп(€), Qп-1(€) степеней n и n - 1 соответствен.но, прич.ем известно, 
ч.то их нули чередуются, то их можно рассматривать в качестве 
n-го и (n - 1)-го ч.лен.ов соответственно последовательности много
членов, ортогон.альн.ь1х с весами щ (3.2.13) в точках {€i}f. 

Упражнения 3.2 

1) Показать, что если многочлены {qi}3, k < n, ортогональны по от
ношению к скалярному произведению (3.2.2), то они линейно неза
висимы. Отсюда вывести, что любой многочлен р(х) степени k - 1 
может быть однозначно представлен в виде 

k-1 

р(х) = 2.: cjqj(x) 
j=O 

и что qk(x) ортогонален каждому из многочленов степени k - 1. 

2) Показать, что определитель Вандермонда !:::., заданный равенством 

1 1 1 
€i 6 · · · €п-1 

!:::.= €t €~ · · · Е;-1 ' 
€1-2 ЕГ2 с-2 · · · п-1 
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равняется 

n-1 j-1 n-1 

D, = П П (.;J -.;k) = Г/ П (.;п -.;J), 
j=2 k=l j=l 

где 
п j-1 

г = П П(.;j -.;k)· 
j=2 k=l 

Используя это, получить (3.2.11). 

3) Нули {.;iH и {.;;п- 1 многочленов qn(x) и qп-1(х) соответственно 
должны удовлетворять неравенству 6 < .;i < 6 < ... < .;~-1 < .;п. 
Показать, что (-l)n-iq~(.;i) > О, (-1)n-iqn_ 1(.;i) > О и, следова
тельно, q~(.;i)qn-1(.;i) >О. 

3.3. Собственные векторы якобиевых матриц 

В этом разделе будут установлены некоторые свойства собственных 
векторов якобиевых матриц, необходимые в дальнейшем для решения 

«обратных задач». Вернемся к анализу раздела 3.1 и докажем следую
щую теорему. 

Теорема 3.3.1. Последовательность (ur,J)~=l для j-го собствен
ного вектора имеет ровно j - 1 смену знака. 

Доказательство. ur,J определяются уравнением (3.1.2) при .Л = .ЛJ. 
Это можно переписать как 

-br-lUr-1,j + (ar - Aj)ur,j - Ьrur+l,j =О (r = 1, 2, ... , n), 

где иа,J, ип+l,J полагаются равными нулю, т. е. 

ио,j =О= Uп+l,j· 

Выберем произвольное Ьп > О и положим 

а также умножим (3.3.1) на Ь1Ь2 .. . Ьr-1, чтобы получить 

-ь;_1Vr-l +(ат - Aj)Vr - Vr+l =О (r = 1, 2, ... , п). 

(3.3.1) 

(3.3.2) 

(3.3.3) 
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Сравнивая это уравнение с (3.1.7), видим, что его решение имеет вид 

и удовлетворяет граничному условию Vn+l = О вследствие равенства 
Рп()'j) =О. 

Таким образом, 

(3.3.4) 

и поскольку Aj лежит между (j-1)-м и j-м нулями Pn-1 (Л), sп-1(Лj) = 
=j-1. • 

Прежде чем устанавливать дальнейшие свойства собственных век

торов, введем понятие и-линии. 

Определение 3.3.t. Пусть u = {и1,и2, ... ,ип+1} является век· 
тором. Определим и-линию как ломаную на плоскости, соединяю
щую точки с координатами 

Xr = r, Yr = Ur (r = 1, 2, ... , п + 1). 

Таким образом, между (xr,Yr) и (xr+1,Yr+1) у(х) определяется 
уравнением 

y(x)=(r+1-x)ur+(x-r)иr+l (r=1,2, ... ,n), 

как показано на рис. 3.3.1. 
Теперь вернемся к теореме 3.3.1. Для произвольного (действитель

ного) Л последовательность 

удовлетворяет рекуррентному соотношению (3.3.1) при r = 1, 2, ... , п. 
(Она удовлетворяет последнему уравнению с иn+l = О тогда и толь
ко тогда, когда Рn(Л) = О.) Для произвольного Л вектор u(Л) = 
= {и1(Л), ... ,иn+1(Л)} определяет и(Л)-линию. Рассмотрим узлы этой 
линии, т. е. точки х, в которых у(х) =О. Во-первых, заметим, что если 

иr(Л) =О, т. е. Рr-1(Л) =О, то Рr(Л) и Рr-2(Л), т. е. Ur+l и Ur-1, имеют 
противоположные знаки, так что и(Л)-линия пересекает ось х в точке 
х = r. Во-вторых, если ur и ur+l имеют противоположные знаки, то у(х) 
имеет узел между r и r + 1. Это означает, что и(Лj)-линия имеет ровно 
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Рис. 3.3.1. и(Л)-линии для Л • -, и Л •• - --

j узлов, исключая левый конец, где и0 = О, и включая правый конец. 
Более того, если >...j ~ >... < Лн1. то и(>...)-линия имеет ровно j узлов, 
вновь исключая левый конец, где и0 =О. В таблице 3.3.1 указаны знаки 
ur для всего диапазона значений .А в случае n = 3. В последней стро
ке таблицы указано число узлов и(.А). На рис. 3.3.1 показан вид и(Л) 
для ,\*. Теперь установим тождество, которое поможет при получении 

дальнейших результатов, касающихся собственных векторов. 

Рассмотрим решения u, v уравнений (3.3.1), соответствующие,\,µ. 
Пусть и0 = О = va, а величине Ьп приписано некоторое положительное 
значение. Тогда 

-Ьr-lUr-1 + arUr - Ьrиr+l = AUr (r = 1, 2, ... , п), 

-Ьr-lVr-1 + arVr - ЬrVr+l = µvr (r = 1, 2, ... , n). 

Таблица 3.3.1. Знаки Ur при различных значениях Л 

л О .Л1 ,\* ,\ .Л2 ,\** .Аз 

и1 + + + + + + + 
и2 + + + о 

из + + о о + 
U4 + о о + о 

о 1 1 1 2 2 3 
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Исключая из этих уравнений ar, находим 

где 
r 

tr = Ur+lVr - UrVr+l, Sr = L UiVi, 
i=l 

и, суммируя по r = р,р + 1, ... , q (1 :::;::; р:::;::; q:::;::; п), получаем 

В частности, при р = 1 и0 = О = vo = t 0 = s0 имеем 

Докажем теперь следующую теорему. 
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(3.3.5) 

(3.3.6) 

(3.3.7) 

(3.3.8) 

Теорема 3.3.2. Если Л < µ, то между любыми двумя узлами 
и(Л)·линии найдется по меньшей мере один узел и(µ)-линии. 

Доказательство. Пусть а, (3 (а < (3) - два соседних узла и-линии 
и пусть 

так что 

р - 1 ~ а < р, q < /3 ~ q + 1 (р ~ q), 

у(а, Л) = (р - а)ир-1 +(а - р + 1)ир =О, 
у(/З, Л) = (q + 1 - /З)иq + (/3 - q)иq+l =О 

(3.3.9) 

(3.3.10) 

и у(х, Л) # О при а < х < /3. Для определенности будем считать, что 
у(х, Л) > О при а < х < /3, тогда все ир, ир+1, ... , uq положительны. 
Теперь нужно показать, что у(х, µ) имеет нуль между а и (3. Предпо
ложим, что у(х, µ) не имеет таких нулей, т. е. она знакопостоянна при 
а < х < /3. Без потери общности можно считать, что 

у(х, µ) >О для а< х < /3, 

т.е. у(а,µ)? О,у((З,µ)? О и все vp,Vp+1, ... ,vq положительны. Таким 
образом, 

(р - a)vp-1 +(а - р + 1)vp ? О, 

(q + 1 - (З)vq + (/3 - q)vq+l ? О, 

(3.3.11) 

(3.3.12) 
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и, исключая а из (3.3.9), (3.3.ll), а также f3 из (3.3.10), (3.3.12), заклю
чаем, что tp-l ;::: О, tq ~О. С другой стороны, sq - sp-1 = L,j=p щщ >О, 
так что левая часть (3.3.7) неположительна, тогда как правая часть по
ложительна, что приводит к противоречию. В случае если у(х, µ) < О 
при а < х < /3, левая часть (3.3.5) неотрицательна, а правая часть от
рицательна. • 

Теорема 3.3.3. При непрерывном увеличении ,\узлы и(Л)-линuи 
непрерывно смещаются влево. 

Доказательство. Пусть а1 (Л), а2 (Л),... являются узлами и(Л)
линии, а О < а1 (µ), а2(µ), ... - узлами и(µ)-линии. Нужно показать, 
что 

для всех значений r, соответствующих и(,\)-линии. По теореме 3.3.2 
найдется по меньшей мере одно ат(µ) между любыми двумя ат(Л), по
этому достаточно доказать, что 

Предположим, если возможно, что а1 (µ) ;::: х и что 

тогда все и1, и2, ... , uq и v1, v2, ... , vq положительны, при этом 

(q + 1 - x)uq + (х - q)иq+l =О, 

(q + 1 - x)vq + (х - q)vq+l ?: О, 

откуда следует tч ~ О. С другой стороны, sq > О, что вместе с (3.3.8) 
приводит к противоречию. • 

Из таблицы 3.3. l видно, как первый узел и(Л) появляется на правом 
конце ( n + 1) при ,\ = ,\1 и постепенно смещается влево, как появляется 
второй нуль при ,\ = Л2 и т. д. 

Теорема 3.3.4. Узлы двух последовательных собственных век
торов чередуются. 

Доказательство. Пусть собственные векторы соответствуют ,\J 

и ,\J+l· Узлами u(,\J) и и(Лн1)-линий являются (ar(ЛJ))!=l и 
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+1 (ar(Aн1))~=l' соответственно, и а1(А1) = ан1(Ан1) = п + 1. Из тео-
ремы 3.3.3 следует, что а1(Лн1) < а1(Лз), тогда как, применяя тео
рему 3.3.2 к двум нулям аз-1 (Аз) и аз(Лз) = п + 1, получаем, что 
аз(Ан1) > аз-1(Лз). Из этих двух неравенств вытекает единственно 
возможное упорядочение узлов 

О< (ч(Лн1) < а1(Лз) < а2(Ан1) < ... < аз-1(Лз) 
< аз(Лн1), < щ(Лз) = аз+1 (Ан1) = п + 1. 

(3.3.13) 

• 
Вывод некоторых других важных свойств собственных колебаний 

мы отложим до раздела 5.7, где будут использованы свойства осцилля
ционных матриц. Связанные с этим вопросы освещены в работе Глэдве

ла [ 119]. 

Упражнения 3.3 

1) Показать, что первая и последняя компоненты собственного вектора 
якобиевой матрицы должны быть ненулевыми. 

2) Показать, что если матрица J из (3.1.4) с отрицательными недиа
гональными элементами имеет собственную пару Ai, ui, то соот

ветствующая ей матрица J* с положительными недиагональными 
элементами имеет собственную пару Ai, Zui, где Z = diag(l, -1, 
1, ... (-l)n-l ). Это означает, что собственный вектор, соответству
ющий наименьшему собственному значению )..1, имеет п - 1 пере
мену знака, тогда как вектор, соответствующий Ап, - ни одной. 

Показать, что если собственные значения J* пронумерованы в об
ратном порядке, т. е. Л1 > Л2 > ... > Лп > О, то теорема 3.3.1 
остается справедливой. 

3.4. Задачи нахождения обобщенных собственных 
значений 

В разделе 2.4 было показано, что задача на собственные значения 
для конечно-элементной модели колеблющегося стержня может быть 

сведена к обобщенной задаче на собственные значения 

(K-;>..M)u =О, (3.4.1) 



94 ГЛАВА 3 

где К, М - симметричные трехдиагональные матрицы, причем кодиа

гональ у К отрицательна, а у М положительна. Если М положительно 
определена, а К положительно полуопределена (т. е. матрица К являет
ся якобиевой), то из анализа главы 1 следует, что собственные значе
ния неотрицательны. При этом условии можно показать, что решения 

(3.4.1) обладают свойствами решений задачи на собственные значения 
в обычном смысле (3.1.7). В частности, можно показать, что собствен
ные значения (3.4.1) различны и что последовательность ( ur,j )~=l для 
j-го собственного вектора имеет ровно j-1 перемену знака. Чтобы полу
чить эти результаты, необходимо сейчас вернуться к анализу раздела 3.1 
и понять, какие изменения нужно произвести. 

Начнем с главных миноров матрицы К - ЛМ, используя обозначе
ния (2.4.10): 

и, наконец, 

Ро(Л) = 1, Р1(Л) = с1 - Ла1, 

р2 (Л) = 1 с1 - Ла1 -d1 - ЛЬ1 1, ... 
-d1 - ЛЬ1 с2 - Ла2 

Рп(Л) = det(K - ЛМ). 

(3.4.2) 

Миноры удовлетворяют трехчленному рекуррентному соотношению 

(3.4.3) 

Аргументы, использовавшиеся в разделах 3.1, 3.3, основываются на 
том, что последовательность главных миноров, определенная в (3.1.5), 
(3.1. 7), является последовательностью Штурма. Однако последователь
ность, определенная в (3.4.2), (3.4.3), не является таковой. Так, ес
ли Рr(Л)=О, то Рr+1(Л) = -(dr + ЛЬr) 2 Рr-1(Л), и, следовательно, ес
ли dr + ЛЬr =О, то Pr+l (Л) равен нулю, а не противоположного знака 
к Pr-l (Л), как требует условие 2 теоремы 3.1.1. Теперь сделаем клю
чевое наблюдение: в случае Л 3 О многочлены Рr(Л) образуют после
довательность Штурма, поскольку Ьr, dr положительны, что исключает 
возможность dr + ЛЬr = О. Если предположить, что М положительно 

определена, а К положительно полуопределена, то все собственные зна

чения Лr неотрицательны и можно вернуться к прежним рассуждениям. 

Таким образом, теорема 3.1.1 справедлива при условии, что Л 3 О, теоре
ма 3.1.2 также справедлива. Доказательство теоремы 3.1.3 необходимо 
немного изменить. При разложении Ps (Л) по степеням Л имеем 

Ps (Л) = йs о + а8 1 Л + ... + а8 8 Л 
8

• , , , (3.4.4) 
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Первый член а8,о является s-ым главным минором К и, поскольку К по
ложительно полуопределена, а8 ,о > О при s = 1, 2, ... , п - 1 и °'п,о ~О. 
В силу того что Ps(O) = а8 ,о, получаем sr(O) = О. Последний член 
в (3.4.4) есть as,s = (-1) 8 * (s-ый главный минор М), так что для 
достаточно больших >., т. е. >. ~ /3, sr(/3) = r. Остальная часть доказа
тельства теоремы 3.1.1, а также следствия 1-3 и теорема 3.1.4 остаются 
без изменения. 

Необходимо внести небольшие изменения в доказательство теоре
мы 3.3.1. Ur,j определяются из уравнений 

при r = 1, 2, ... , п, где ио,j =О= ип+1,j· 
Пусть dr + Ajbr = er, выберем произвольно en >О и положим 

Умножая уравнение (3.4.5) на eie2 ... er-1, получим 

Сравнивая результат с (3.4.3), видим, что решение имеет вид 

va=O,v1=1,vr=Pr-1(Лj) (r=1,2, ... ,п+1). 

Вновь приходим к выводу, что sn-l ( Лj) = j - 1. 
Можно внести аналогичные изменения в доказательства теорем 

3.3.2-3.3.4. 

Упражнения 3.4 

1) Внести соответствующие изменения в доказательства теорем 3.3.2-
3.3.4. 



ГЛАВА 4 

Обратные задачи для якобиевых 

систем 

В большинстве случаев человека проще убедить доводами, которые он 
сам прекрасно осознает, чем теми, что пришли в голову окружающим. 

Блез Паскаль. ~мысли», 10 

4.1. Введение 

Исследование обратных задач для якобиевых матриц началось в Со

ветском Союзе с работ М. Г. Крейна. По-видимому, он интересовался 
главным образом качественными свойствами решений и обратными за

дачами для уравнения Штурма-Лиувилля (см. главу 10), а дискретные 
задачи изучались потому, что встречались в приближенном анализе за

дач Штурма-Лиувилля. Ранние работы Крейна [ 198], [ 199] касались 
теории последовательностей Штурма, тогда как в работах Гантмахера 

и Крейна (98] и Крейна (202] активно применялась теория цепных дро
бей, развитая Стилтьесом (Stieltjes) [310]. Крейн рассматривает свои 
результаты в качестве механической интерпретации анализа Стилтьеса. 

Рассмотрим простую систему, приведенную на рис. 4.1.1 (а). 
Пусть даны m1, m2, ki, k2, тогда, используя материал главы 2, на

ходим собственные частоты ЦJ1, Ц}2 системы: Л1 = Ц}i, Л2 = Ц}~ являются 

Рис. 4.1.1. Система (а) свободна и (6) зафиксирована на правом конце 
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собственными значениями уравнения 

(4.1.1) 

Собственные значения являются корнями определителя 

(4.1.2) 

Теперь рассмотрим обратную задачу. Во-первых, очевидно, что если най

ден один набор значений m1, m2, k 1 , k2, дающий необходимые собствен
ные значения Л1, Л2 , и если а >О, то am1, am2, ak1, ak2 является другим 
таким набором. Получается, что не нужно находить все 4 величины, 
достаточно трех отношений m1 : m2 : ki : k2 . Для того чтобы най

ти значения всех четырех величин m1, m2, ki, k2, имея эти отношения, 
необходимо знать еще одну веJшчину: например, общую массу m = 
= m1 + m2 или общую жесткость системы k, задаваемую соотношением 
1/k = l/k1 + l/k2. 

Но даже зная два собственных значения Л 1 , Л2, невозможно найти 

три отношения, - нужны дополнительные данные. Такой информацией 

может быть одно собственное значение Л* = (w*) 2 системы, полученной 
фиксацией массы m2 , как показано на рис. 4.1. l(б): 

Сумма и произведение корней Л1, Л2 уравнения ( 4.1.2) имеют вид 

kik2 
Л1Л2 = m1m2. 

Вычитая (4.1.3) из (4.1.4), получаем 

далее, из (4.1.5) находим 

(4.1.3) 

(4.1.4) 

(4.1.5) 

(4.1.6) 

(4.1.7) 
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и, наконец, из (4.1.3) следует 

(Л* - Л1)(Л2 - Л*) 

Л1 + Л2 - Л* 
(4.1.8) 

Из общей теории колебаний при наличии связей (раздел 2.9) вытекает, 
что Л1 < ..\* < ..\2 , так что все величины в правой части (4.1.6)-(4.1.8) 
положительны: решение реалистично. Материал данной главы представ

ляет собой различные обобщения такого анализа для составных систем 
из п масс. Глава состоит из трех частей: обсуждения обратных задач 
для якобиевой матрицы, реализации этих задач в виде систем масс, со

единенных пружинами, и различных обобщений этих задач. 

Упражнения 4. t 

1) Показать, что если u1, u2 являются собственными векторами 
(4.1.1), нормированными так, что ufMщ = бij. тогда уравнение 
на собственные значения ..\* имеет вид 

Таким образом, знание ,\.* эквивалентно знанию отношения и2 , 2 
и2,1. 

2) Показать, что для системы на рис. 4.1.1 с жесткостью k (1/k = 
= l/k1 + l/k2) и наименьшей массой m = m1 + m2 Л* = Л 1 + Л2 -
- VА1Л2. 

3) Показать, что для струны единичной длины с натяжением Т, на 
расстоянии €1 от левого конца (€2 от правого конца) которой нахо
дится масса m, частота (J.) находится из уравнения 

где 

т 
ki = l:' €1 + €2 = 1. 

Далее, найти систему наименьшей массы, имеющую данную ча

стоту (J.) = А Эта задача является частным случаем более общей 
задачи нахождения струны наименьшей массы, с расположенными 
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на ней массами (mi)J.', разделенными расстояниями f1, f2, ... , Rn+1. 
где I:~!/ f.i = 1. Такая задача рассматривалась в более общем кон
тексте в работе Барсилона (Barcilon) и Туркетти (Turchetti) [23], 
однако замкнутая форма решения для дискретной задачи не была 

найдена. 

4.2. Обратная задача для якобиевой матрицы 

Как было показано в разделе 3.1, квадраты собственных частот 
систем связанных масс могут быть получены как собственные значения 

якобиевой матрицы 

(4.2.1) 

Если система является связанной, т. е. жесткости пружин между мас

сами строго положительны, тогда кодиагональные элементы -Ьi строго 

отрицательны. 

Докажем основную теорему. 

Теорема 4.2.1. Существует един.ствен.н.ая якобиева матрица J, 
обладающая задан.н.ыми собствен.н.ыми зн.ач.ен.иями (.>.i)J.', где 

(4.2.2) 

и н.ормирован.н.ыми собственными векторами (ui)J.', имеющими за
данные ненулевые значения первых (ин)1 или последних (uni)l' ком
понент (щ = {uli, u2i, ... , Uni}). 

(Напомним, что из упражнения 3.3.1 следует, что первая и послед
няя компоненты собственного вектора якобиевой матрицы не равны ну

лю.) 
Доказательство. Теорема является одновременно теоремой суще

ствования и теоремой единственности. Докажем существование, предъ

явив матрицу. Сделаем это, используя так называемый алгоритм Лан

цоша. Алгоритм доказывает также и единственность построенной мат
рицы J. Преимуществом этого алгоритма является также то, что он 
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хорошо применим в реальных вычислениях. Независимое доказатель

ство единственности оставлено для упражнения 4.2.2. Ниже приводится 
доказательство в случае, когда заданы ( u1j )1. 

Собственные векторы ui удовлетворяют уравнению 

(4.2.3) 

Из векторов-столбцов (ui)l' составим матрицу U : U = [щ, u2, ... , un]. 
Из условий ортонормированности u'[ uj = дij следует 

Это означает, что uт является обратной к U, т. е. U ортогональна. 
Но ее.ли uтu = I, то из теоремы 1.3.6 следует также, что uuт = I. 
Далее, пусть uт = Х, тогда uuт = хтх = I. Но это означает, что 
столбцы матрицы Х, как и столбцы U, ортонормированы. Обозначим 
эти столбцы (xi)l', так что Х = [х1,х2, .. "хп], тогда 

Причина, по которой были введены векторы Xi заключается в том, что 

Х1 = {х11, х21, ... , Хп1} = {и11, и12, ... , U1n} (4.2.4) 

являются заданными величинами. 

Теперь перепишем уравнения на собственные значения (4.2.3) в тер
минах xi. Набор уравнений (4.2.3) для i = 1, 2, ... , п можно переписать 
как 

JU = UA. (4.2.5) 

Транспонируя, получаем 
XJ =АХ. (4.2.6) 

В развернутой записи уравнение принимает вид 

-Ь2 ] . . =А [х1, Х2, ... , Хп]. 

-Ьп-1 ап 

(4.2.7) 

Рассмотрим столбцы, входящие в это уравнение, по отдельности. Пер

вый столбец имеет вид 

(4.2.8) 
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Умножая его слева на xI и используя свойства xI х1 = 1, xI х2 = О, 
находим 

Теперь перепишем уравнение (4.2.8) как 

Вектор z2 известен, поскольку известны ai, х1 , /\. Вектор х2 должен 
быть единичным, так что 

и х2 = z2/Ь1. Получив ai, Ь1, х2, перейдем к следующему столбцу 
(4.2.7): 

-Ь1х1 + а2х2 - Ь2хз = /\х2. 

Снова умножая его на х1, находим а2 = х1 Ах2, а потом 

так что 

и т. д. Этот метод называется алгоритмом Ланцоша: см. Ланцош 

(Lanczos) [203], Голуб [132], Голуб и Ван Лоан [135], Каутски (Kautsky) 
и Голуб [ 192]. С его помощью строится матрица J и в то же время по
лучаются столбцы (xi)'l, обладающие свойством Х = vт. 

По существу, выше был описан обратный вариант исходного алго

ритма Ланцоша. Исходный алгоритм решал следующую задачу. Пусть 

дана симметричная матрица А и вектор х1 такой, что xI х1 = 1. Найти 
симметричную трехдиагональную матрицу J и ортогональную матрицу 
Х = [х 1 , х2 , ... , Хп] такие, что А= ХJХт. В нашем случае мы старто
вали с матрицы А=/\. 

Якобиева матрица была определена как положительно полуопреде
ленная симметричная трехдиагональная матрица со строго отрицатель

ными кодиагональными элементами. Если спектр (>ч)'l удовлетворяет 
неравенству (4.2.2) и при этом .Л.1 ~ О, то матрица J, построенная со
гласно алгоритму Ланцоша из матрицы А == /\, якобиева. • 
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Упражнения 4.2 

1) Показать, что векторы Xi, построенные согласно алгоритму Ланцо
ша, удовлетворяют условию 

i,j = 1,2, .. . ,п, 

хотя ортогональность явно установлена только при \i - j\ ~ 1. 

2) Показать, что не существует двух различных матриц J и J' с оди
наковыми спектрами собственных значений и с одинаковыми зна

чениями первых компонент (uli)J" отнормированных собственных 
векторов. 

3) Переписать процедуру, начиная с уравнения (4.2.5), для решения 
исходной задачи Ланцоша. 

4.3. Варианты обратной задачи для якобиевой матрицы 

Сначала введем некоторые обозначения. Пусть А Е Мп. Множе
ство собственных значений матрицы А, спектр А, обозначается а(А). 

Если матрица А симметрична, т. е. А Е Bn, то а(А) является последо
вательностью действительных чисел (,\)J", где ,\1 ~ Л2 ~ ,\3 · · · ~ Лn. 
Если М, К Е Sn, то множество собственных значений уравнения (3.1.1) 
обозначается а(М, К). Это снова последовательность действительных 
чисел (..\i)J.', упорядоченных условием ..\1 ~ ..\2 ~ · · · ~ Лn. 

См. Каутски и Голуб [192], де Бор (deBoor) и Сафф (Saff) [76], 
где задача для якобиевых матриц рассмотрена в более общем контексте. 
В работе Фридлэнда (Friedland) и Мелкмана (Melkman) [94] рассматри
вается обратная задача на собственные значения для неотрицательных 
матриц. 

Пусть А Е Sn, тогда матрицу, полученную при удалении из А i-й 
строки и i-го столбца, называют усечен.ной. Иногда будем обозначать 
ее Ai, а ее собственные значения - a(Ai). 

Теперь положим, что А Е Sn является якобиевой матрицей J, тогда 
ее собственные значения различны, а собственные значения a(J 1 ) = 
= (µi)1- 1 строго чередуются с (..\i)J", т. е. 

о~ Л1 < µ1 < Л2 < ... < µп-1 < An. (4.3.1) 

Задача восстановления J по a(J) и a(J 1), по всей видимости, впервые 
встречается в работе Хохштадта (Hochstadt) [ 173). В ней было пока
зано, что существует н.е больше одной такой матрицы J с требуемыми 
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свойствами. В другой работе Хохштадта [ 176] была предпринята по
пытка построить единственную якобиеву матрицу, но не было показано, 

что предложенный метод всегда приводит к действительным значени

ям кодиагональных элементов Ьi. В работе Хольда (160] был представ
лен другой метод и было доказано, что теоретически он всегда при

меним при условии, что собственные значения удовлетворяют условию 

чередования (4.3.1 ). На практике, однако, было обнаружено, что метод 
неприменим из-за потери значащих цифр. Хольд также показал, что 

конструкция Хохштада всегда приводит к действительным Ьi при усло
вии (4.3.1). В работе Грэя (Gray) и Вилсона (Wi!son) [154] можно найти 
альтернативное индуктивное построение J. Независимое доказательство 
единственности дано в работе Хольда [ 160]. 

В этом разделе будут представлены два метода построения J. Пер
вый из них основан на теории ортогональных полиномов, описанных 

в разделе 3.2. В основе второго метода, который в дальнейшем будет 
обобщен на случай обратных задач для ленточных матриц, лежит алго

ритм Ланцоша, описанный в разделе 4.2. 
Отметим, что по нашему определению якобиевы матрицы положи

тельно полуопределены. Для получения многих результатов требуется 
только чередование .А и µ (4.3.1) без каких-либо ограничений на поло
жительную определенность. 

Остановимся подробнее на первом методе. Пусть a(J) = (Лi)1 
и О"(Jп) = (µi)~-l известны и удовлетворяют (4.3.1 ). Напомним, что Jn 
получается после удаления п-й строки и п-го столбца из J. Теперь бу
дем использовать нормированные многочлены Рi(Л) вместо многочленов 
Рi(Л) из уравнения (3.1.5). Выпишем два из них: 

п п-1 

(4.3.2) 
i=l i=l 

Это п-ый и ( п - 1 )-ый нормированные многочлены последовательности 
с весами, даваемыми уравнением (3.2.13), т. е. 

(4.3.3) 

Кроме того, они являются п-ым и (п - 1)-ым главными минорами мат
рицы (ЛI - J). Поэтому Рr(Л) удовлетворяют уравнению 

Рr(Л) =(.А - ar)Pr-1(Л) - ь:_ 1Рт-2(Л). (4.3.4) 

Метод Хальда построения J заключается в следующем. Стартуя 

с Рп(Л),Рп-1(Л), находим Рп-2(Л), в процессе вычисляя ап и Ьn-1· 
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Далее, используя Рn-1(.Л),Рп-2(.Л), получаем Рn-з(.Л), вычисляем an-l 

и Ьn-2, и т. д. Данный процесс внутренне нестабилен, потому что мно

гочлены Рп-2,Рn-з, ... , р1 получаются последовательным исключением 
лидирующих членов предшествующих пар многочленов: процесс стано

вится нестабильным вследствие исключения лидирующих порядков. 

В работе де Бора и Голуба [75] представлен совсем иной подход. По
сле нахождения весов щ, используя (4.3.3), строятся многочлены в есте
ственном порядке согласно анализу раздела 3.2, т. е. 

Р-1(.Л) =О, Ро(.Л) = 1, 

Рr(Л) = (Л - ar)Pr-1(.Л) - ь;_l Pr-2(>.), 
Г11.е величины ат, Ьr имеют вид 

llPrll 
Ьr = ---

llPr-111' 
r = 1, 2, ... , п - 1. 

Этот процесс устойчив при численном счете. 

(4.3.5) 

(4.3.6) 

(4.3.7) 

Основная проблема такого подхода заключалась в вычислении ве
сов щ. Для преодоления этой трудности было использовано отражение J 
относительно второй диагонали. Матрица 

(4.3.8) 

ортогональна и симметрична, так что Т2 = 1. Она обращает порядок 
следования строк и столбцов J, т. е. она преобразует J следующим об
разом: 

an -Ьп-l 
-Ьп-l an-l -Ьп-2 

J=TJT= (4.3.9) 

-Ь1 
-Ь1 al 

Если при этом элементы J обозначить 1.4, br, то 

Главные миноры .ЛI - J будем обозначать ]ЦЛ). 
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Теорема 4.3.1. При i = 1, 2, ... ,п 

Рп-1 (Лi}Рп-1 (.Лi) = (Ь1Ь2 ... Ьп-1) 2 = Ь2 . 

Доказательство. Ненадолго нарушим порядок изложения и вос

пользуемся обозначениями, которые будут введены в разделе 6.2. Пусть 
а обозначает последовательность {2, 3, ... , п - 1 }, тогда 

Рп-1(.Лi) = В(а U 1), Рп-1(.Лi) = В(а U п). 

Согласно теореме Сильвестра (следствие 2 теоремы 6.2.2), используя 
В(а) в качестве центрального блока матрицы, получаем 

O=B(a)det(B)=I B(a.Ul) B(a.Ul;a.Un)I 
B(a.Ul;a.Un) B(a.Un) ' 

т. е. О= Рп-1(.Лi)Рп- 1 (.Лi) - (Ь1Ь2 ... Ьп-1) 2 . • 
Этот результат означает, что многочлены Рп(Л),Рп- 1 (.Л), ... ,Р'1(.Л), 

р0 (.Л) являются нормированными и связаны с весами следующим обра-

зом: 

Ь2 Рп-1(.Лi) 

щ = Рп-1(.Лi):Р~(.Лi) = Р~(Лi) . 
(4.3.10) 

Построить эти веса намного проще, чем веса (4.3.3). Используя данный 
метод, элементы матрицы J можно вычислить в следующем порядке: 

а1, Ь1, а2, ... 'Ьп-1, ап. иначе говоря, в порядке ап, Ьп-1, ап-1, ... ' Ь1, al. 
Второй метод построения J предложен в работе Голуба и Болея 

(Boley) [ 133]. См. также работу де Бора и Саффа [76]. Он опирает
ся на тот факт, что если известны a(J) и a(J1), то можно вычис
лить вектор х1, состоящий из первых компонент собственных векто

ров J, являющихся данными для реализации алгоритма Ланцоша (см. 
раздел 4.2). Можно провести анализ для произвольной симметричной 
матрицы А Е Sn, а не ограничиваться только якобиевой матрицей. В ра
боте Бар сило на [ 19] основное внимание уделено собственным векторам, 
соответствующим >ч и µi, и никак не использованы µi для нахождения 
величин xil. Как следствие, дальнейший вычислительный анализ зашел 
в тупик. 

Если А Е Sn, то собственные значения А1 являются стационарны
ми точками uт Au при условии uтu = 1 и и1 =О, т. е. uт е1 =О. Таким 
образом, они являются стационарными точками 

(4.3.11) 
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где ei = {1,0, ... ,0} и Л,v - лагранжевы множители. Из условия 
стационарности f следует 

Au - Л.u -ve1 =О. (4.3.12) 

ПоскоJ1ьку на собственные векторы ui матрицы А натягивается про
странство Vn, можно написать 

и, следовательно, 

п 

U= Laiui, 
i=l 

п п 

Au = LaiAui = LЛiaiui, 
i=l i=l 

так что (4.3.12) принимает вид 

п 

2)>..i - Л.)aiui = ve1. 
i=l 

Из условия ортогональности uJ ui = дij следует 

(Лj - Л)аj = vuJ ei = vu1j = VXj1, 

(4.3.13) 

где было использовано (4.2.4). Подставляя ai в (4.3.13), находим 

п 

_ """ Xi1Ui 
U-VL...,Л·-Л' 

i=l i 

(4.3.14) 

при этом из условий и 1 = О и uli = xil следует уравнение на собствен-

ные значения 

~ (xi1)2 =О 
L..., Л· - Л . 
i=l • 

(4.3.15) 

Заметим, что если матрица А якобиева, то ни один из коэффициентов 

Xi1 не равен нулю (упражнение 3.3.1). Из анализа раздела 2.9 следу
ет, что корни (µi)7- 1 этого уравнения строго чередуются с (Лi)'l, как 
в (4.3.1). 
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Поскольку х1 = { х11, х21, . .. , Хп1} и х1 является первым столбцом 
ортогональной матрицы Х = uт, имеем llx1\l2 = 1 = L::~= 1 (xi1) 2 , откуда 
следует тождество 

~ (xi1)2 
= П~:/(µi - Л) 

L; л. - л пп ( \ . - ') 
i=l • i=l л, л 

(4.3.16) 

(Заметим, что при больших Л выражения с обеих сторон стремятся 
к -1/ Л). Умножив (4.3.16) на (Лj - Л) и положив Л = Лj, получаем 

(4.3.17) 

где штрих указывает на то, что член с j = i опущен. Условие чередо
вания гарантирует, что правая часть (4.3.17) строго положительна для 
всех i = 1, 2, ... , n. Таким образом, из этого уравнения находим х1 . 

Еще раз подчеркнем содержательную важность уравнений (4.3.11 )
(4.3.17). Показано, что если А является произвольной симметричной 

матрицей, то матрицы а(А) и а(А1) определяют вектор х1, состоящий 
из первых компонент нормированных собственных векторов матрицы А. 

Обратно, по а(А) и х1 определяется а(А1). 
Существует третья обратная задача, которая возникает в некоторых 

ситуациях. Имея две строго возрастающие последовательности (Лi)1 
и (ЛТ)1 с условием чередования 

(4.3.18) 

нужно найти J Е Sп такую, что a(J) = (Лi)1 и a(J*) = (ЛТ)j', где J* = 
= (ai-a1)E1,1 +J. Матрица J* отличается от J только элементом (1,1). 

Пусть А Е Sп - произвольная симметричная матрица и А* отли
чается от А только элементом (1,1), т. е. А* = А+ (ai,1 - а1,1)Е1,1. 
Покажем, что а(А) и а(А *) определяют Х1. Уравнение на собственные 
значения для А* имеет вид 

A*u = Лu (4.3.19) 

или 
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При подстановке 
n 

и= .L:aiui 
i=l 

в уравнение (4.3.19) получаем 

n n 

L AiO:illi + (ai, 1 - al,1)u1e1 = .\ L aiui, 
i=l i=l 

и, следовательно, 

откуда при подстановке в (4.3.20) находим 

(4.3.20) 

Приравнивая первые компоненты обеих частей уравнения, получаем 

где Xil = Uli. Корни этого уравнения равны ( лп1, так что 

* xil л - лi 1-(а1 1 -а1,1)~-- = П --n 2 n (' '*) 
, L...._\-.\ .\-.\· 

i=l i i=l i 

и, следовательно, 

Сравнивая следы матриц А и А*, видим, что 

n 

ai, 1 - al,1 = L(Лj - .\j) >О. 
j=l 

(4.3.21) 

(4.3.22) 

(4.3.23) 

Таким образом, уравнение (4.3.22) выражает (xi1) 2 через и(А) и и(А*), 
а условие чередования (4.3.18) гарантирует, что величина (xi1) 2 положи
тельна. В случае якобиевой матрицы А, безусловно, можно использовать 
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ащоритм Ланцоша. Заметим, что нигде в доказательствах нам не пона

добилось условие неотрицательности .Л.1 - необходимо только строгое 

чередование. 

Матрицу А называют персимметрич.н.ой, если она симметрична, 

а также симметрична относительно второй диагонали, идущей из право

го верхнего угла в левый нижний. Таким образом, А является персим

метричной, если А из (4.3.9) удовлетворяет условию 

А=А. (4.3.24) 

Если А трехдиагональна и персимметрична, то 

(4.3.25) 

Последняя обратная задача, которую мы рассмотрим здесь, касается 

построения персимметричной якобиевой матрицы. Здесь нам понадобит

ся только один спектр вместо двух. 

Теорема 4.3.2. Существует един.ствен.н.ая персимметрич.н.ая 

якобиева матрица J со спектром a(J) = (.Лi)1, удовлетворяющим 
условию О ~ Л1 < Л2 < · · · < Лп. 

Доказательство. Вероятно, самым простым доказательством яв

ляется нахождение весов для построения ортогональных многочленов 

Рr(.Л), зная собственные векторы (.Лi)'1. Действительно, если J персим
метрична, то минор Рr(.Л) равен Рr(.Л). Но по теореме 4.3.1 

lРп-1(Лi)] 2 
= Ь2 , т. е" Рп-1(.Лi) = ±Ь, 

так что из уравнения (4.3.10) следует 

щ = ±Ь/р~(Лi). (4.3.26) 

Поскольку знаки р~ (.Лi) различны для разных i, то и знаки в (4.3.26) 
должны меняться при условии, что предполагается положительность wi. 
Величина Ь не важна для построения Рr(.Л). Другой вариант этой обрат
ной задачи см. в работе Хохштадта [ 182]. 8 

Упражнения 4.3 

1) Показать, что если В= .Лil - J, то 

B(l,2, ... ,n-1; 2,3, ... ,п) = (-l)п-lЬ1Ь2 ... Ьп-l· 
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2) Показать, что xil, полученный из (4.3.22), должен удовлетворять 
условию 

n 

LXT1=1. 
i=l 

3) Используя компьютер, попытайтесь построить якобиеву матрицу по 
методу Хальда или де Бора и Голуба. Стартуя с матрицы J с эле
ментами 

ai = 2, ьi = 1, i = 1, 2, ... 'п - 1; an = 2, 

установите рекуррентные соотношения, чтобы получить (>'i)1 
и (µi)~- 1 . Затем используйте эти данные для построения J. 

4.4. Восстановление систем масс, связанных 
пружинами, по краевым условиям 

Задачу построения расположенной линейно системы масс, соеди
ненных пружинами, можно разделить на три этапа: 

i) переформулировать задачу как обратную задачу на собственные зна
чения для якобиевой матрицы J. 

ii) Решить эту задачу и найти J. 

iii) Восстановить матрицы инерции М и жесткости К по J. 

Первый этап обсуждался в разделе 3.1, повторим его здесь. Ча

стотное уравнение, описывающее свободные колебания линейно распо

ложенной системы, имеет вид 

(К - ЛМ)у = О. (4.4.1) 

Для системы, приведенной на рис. 4.4.1, матрицы К и М приведены 
явно в (2.2.7). Пусть М = D 2 , где D = diag(d1,d2 1 ••• ,dn) и Dy = u, 
тогда (4.4.1) преобразуется к виду 

(J - ,\l)u = О, (4.4.2) 

где 

(4.4.3) 
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Второй этап являлся предметом изучения раздела 4.3. Для данных спек
тров систем на рис. 4.4.l(a) и (б), т.е. a(J) = (Лi)~ и a(J1) = (µi)7- 1, 
построим х1, состоящий из первых компонент собственных векторов щ 

(4.4.2), и потом восстановим матрицу J, используя алгоритм Ланцоша, 
описанный в разделе 4.2. 

k2 

···~ т2 

а) 

т2 ···~ 
б) 

m2 ... т 

" 

в) 

Рис. 4.4.1. Два возможных случая крепления конца системы с одним свободным 
концом 

Осталось рассмотреть третий этап. Используя явный вид К из урав

нения (2.2.7), можно убедиться в том, что 

e={l,1, ... ,1}, (4.4.4) 

тогда 

Ке = {k1,0,0, .. "О}. ( 4.4.5) 

Физически это уравнение означает, что некоторая статическая сила ki, 
приложенная к массе m1 , растягивает первую пружину на единич

ную длину и в то же самое время смещает все остальные массы 
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m2, mз, ... , mп на единичную длину вправо, словно все, находящееся 
справа от m1, является твердым телом. Ввиду того что К= DJD, име-
ем 

DJDe = DJD{l, 1, .. " 1} = {k1,0,0, ... ,О}, 

т. е. 

(4.4.6) 

(Заметим, что D = diag(d1, d2, ... , dп), тогда как d = {d1, d2, ... , dп}.) 
Теперь нужно удостовериться, что полученный таким образом вектор d 
является строго положительным. 

Теорема 4.4.1. Если J Е Sп является н.евырожден.н.ой якобиевой 
матрицей, то J- 1 - строго положительная матрица, т. е. каждый 
элемент J-1 строго положителен; запишем это как J- 1 >О. 

Доказательство. Будем проводить доказательство по индукции. 

Пусть 

J = [ ~ь -~т]' ь = {Ь1,О," "О}. 
Наша цель будет достигнута, если мы покажем, что из условия Ji 1 >О 
следует, что J- 1 >О. Пусть 

тогда 

откуда следует, что 

J -1 _ [h1 kт] 
- k н ' 

-Ьkт +J1H=I, -bh1+J1k=O. 

Поскольку якобиева матрица J не вырождена, она положительно опре

делена, то же самое справедливо и для J- 1 (упражнение l .4.2). Поэтому 
hl > О и k = Ji1bh1 > О. (Заметим, что произведение строго положи
тельной, по определению, матрицы Ji 1 и неотрицательного ненулевого 
вектора Ь строго положительно.) Следовательно, 

Н = Ji1bkт + Ji1 > О. 

(Поскольку Ji 1 > О, условие Н > О эквивалентно Ьkт ~ О, т. е. k ~ О; 
а по существу, k > О.) Таким образом, Н > О, k > О и hi > О, так что 
J-1 >О. 8 
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Теперь вернемся к уравнению (4.4.6). Возьмем единственную по
строенную невырожденную матрицу J и решим уравнение 

Jx = J{x1,x2, ... ,хп} = {1, О, ... ,О}= ei. 

Решение х строго положительно: х > О. Таким образом, решение урав

нения (4.4.6) имеет вид 
d= сх, 

для некоторого с> О. Общая масса системы равна 

п п 

т = L mi = Ld; = lldll 2 
= c2 llxll2

-

i=l i=l 

Следовательно, зная m и llxll2 , можно найти с> О и d, а значит, и D. 
Далее, К = DJD, и, поскольку К удовлетворяет (4.4.5), она с необ-

~ т 

ходимостью (упражнение 4.4.1) имеет вид К = ЕКЕ , приведенный 
в уравнении (2.2.12), где К = diag(k1, k2". "kп). На этом построение 
завершается. 

Восстановление по спектрам а) и с) производится аналогично, нуж
но лишь перенумеровать массы, начиная с правого конца (упражне

ние 4.4.2). 
Данное построение может быть использовано в обратной ситуации: 

показано, что любая невырожденная якобиева матрица J может быть 
однозначно представлена в виде 

(4.4. 7) 

где D, К - строго положительные диагональные матрицы и llDll = 1, 
что соответствует случаю m = 1 в уравнении (4.4.6). 

Теперь рассмотрим зафиксированную с обоих концов систему, пока

занную на рис. 4.4.2 а. По существу, имеется только одно ограничение, 
которое может быть наложено на тп, как показано на рис. 4.4.2 б. 

Начнем анализ как и прежде. Матрица жесткости системы (а) име-

ет вид 

(4.4.8) 
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а) 

Ь) 

т 

" 

т 

" 

Рис. 4.4.2. Система с зафиксированными концами и система со связью 

Зная спектры (Лi)1 и (µi)?- 1 систем (а) и (б), можно построить J = 
= D-1кD-1 , где снова М = D 2 . Однако теперь 

K{l, 1, ... , 1} = {k1, О, О, ... , О, kп+1}, (4.4.9) 

т. е. чтобы произвести статическое смещение системы масс на единич

ную длину, необходимо приложить две силы: ki к массе m1 и kп+l 
к массе mп. Таким образом, 

так что 

(4.4.10) 

Сначала рассмотрим уравнение 

(4.4.11) 

Произведя простые вычисления, получаем решение вида 

(4.4.12) 

где Р; - i-ый главный минор J (см. уравнение (1.4.6). Поскольку J по
ложительно определена, из уравнения (4.4.12) вытекает, что решение у 
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положительно, как и следует из теоремы 4.4.1. Аналогично (упражне
ние 4.4.3) можно найти решение уравнения 

(4.4.13) 

Все, что нам необходимо, согласно теореме 4.4.1, - это показать, что 

х>О. 
Используя х и у, можно переписать решение (4.4.10) в виде 

(4.4.14) 

В частности, 

dn = (k1/d1)Xn-/ (kп+1/dп)Уп 

ki kп+1 Рп-1 
= d1 Хп + -;х;: Рп . (4.4.15) 

Но Рп = п:1 ,\i и Рп-1 = П:-/ µ;, так что уравнение (4.4.15) прини-
мает вид 

п
п-1 

k i=1 µi _ kidnXn 
тп - п+ 1 Пп , . - d · 

i=l л, 1 

(4.4.16) 

Система, показанная на рис. 4.4.2 а, имеет 2п + 1 параметров. Выберем 
один из параметров и разделим на него оставшиеся 2п параметров, в ре

зультате получим 2п отношений. Спектры (Лi)1 и (µi)J_- 1 дают 2п - 1 
отношений, таким образом, необходимо еще одно отношение. Выбран

ный параметр является попросту масштабным множителем, его можно 

было бы определить, зная общую массу или одну отдельную массу, на

пример, тп. Если считать тп известной, то из уравнения (4.4.16) сле
дует, что необходимое 2п-ое отношение kп+1/тп должно удовлетворять 
неравенству 

о kп+1 П~=l Лi <-- <----
тп пп-1 . ' 

i=l µ, 
(4.4.17) 

на которое впервые обратили внимание в своей работе Найлен (Nylen) 
и Ухлиг (Uhlig) [253]. Ввиду того что выбранное отношение kп+1/mn 
удовлетворяет этому неравенству, уравнение ( 4.4.16) определяет k1/ d1, 

1 

поскольку величина Хп известна и dn = т~. Зная kп+1/dn и ki/d1, 
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из уравнения (4.4.14) можно получить d, а следовательно, D и К = 

= D-1JD- 1
. На этом построение завершается. 

Третья система свободна на обоих концах, как показано на 

рис. 4.4.З(а). Налагая связь на m1, получаем зафиксированную с од
ного конца систему, представленную на рис. 4.4.З(б). 

... 

а) 

••• 

б) 

k" 

m 
п 

Рис. 4.4.3. Наложение связи на свободную с обоих концов систему 

По существу, пара систем та же, что и на рис. 4.4.1, но с k1 = О. 
Рассуждения начинаются аналогично, единственное отличие заключает

ся в том, что наименьшая частота системы (а) равна нулю .>. 1 = О. Тем 
не менее можно однозначно восстановить J по a(J) и a(J1), но теперь J 
вырождена, т. е. положительно полуопределена. 

Матрица жесткости К системы (а) удовлетворяет 

K{l, 1, ... ,1} =О. (4.4.18) 

Для завершения доказательства необходим аналог теоремы 4.4.1 в слу
чае, когда J вырождена. 

Теорема 4.4.2. Если J вырожденная якобиева матрица, то урав
нение Jx =О имеет единственное строго положительное решение х, 
нормированное условием l lxl 1 = 1. 

Доказательство очевидно (см. упражнение 4.4.4). 
Теперь можно закончить восстановление J. Пусть К= DJD, тогда 

(4.4.18) принимает вид 

Ке = DJDe = DJd = О. 
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Таким образом, d = сх, где х определяется по теореме 4.4.2, и если 

общая масса т = 1, то с= 1. Отсюда получаем d, а следовательно, D и 

~ т 

K=DJD=EKE, 

где К= diag(k1, k2, ... , /.;;,,). Кроме того, можно использовать данный ре
зультат, чтобы показать, что произвольная вырожденная якобиева мат

рица представима в виде 

(4.4.19) 

где первый диагональный элемент К нулевой. 

Упражнения 4.4 

1) Показать, что если Ке = k1e 1, а Е- 1 имеет вид (2.2.10), то КЕ-т 
двухдиагональна, а Е- 1 КЕ-т диагональна. 

2) Восстановить систему, показанную на рис. 4.4.1 а, по спектрам (Лi)f 
и (µi)~- 1 систем (а) и (с) соответственно. 

3) Используя решение ( 4.4.12) уравнения (4.4.11) и преобразование 
(4.3.9), переводящее J в J, найти решение уравнения (4.4.13). 

4) Привести конструктивное доказательство теоремы 4.4.2, перепи
сав х в терминах главных миноров J. 

5) Пусть известны собственные значения (Лi)f системы, приведенной 
на рис. 4.4.2 а, а также собственные значения (ЛТ)'1 той же системы 
при замене коэффициента жесткости kп+1 на некоторый неизвест
ный коэффициент k~+l · Показать, что существует однопараметри
ческое семейство систем, каждый член которого имеет указанный 

спектр. 

6) Показать, что если J является невырожденной якобиевой матрицей, 
то обратная к ней матрица С= J- 1 имеет вид 

С= 
[

u1v1 u1v2 

и1 v2 u2v2 

U1Vn U2Vп 
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т. е. 

а также что (ui)f, (щ)f строго положительны и удовлетворяют нера
венству 

Этот результат содержится в книге Гантмахера и Крейна [98), но, 
возможно, был известен и ранее. 

4.5. Восстановление модифицированных систем 

Простейшим способом модификации системы является прикрепле

ние пружины к свободному концу, таким образом, переходя от системы 

на рис. 4.5.1 а к системе на рис. 4.5.1 б. (Массы перенумерованы так, 
чтобы пружина была прикреплена к m1.) 

k1 k" 

ml m2 ... т 

" 

ko k1 k" 

ml т2 ••• т 

" 

Рис. 4.5.1. Система с дополнительной пружиной 

Ниже приведен пример анализа раздела 4.3. Спектры для (а) и (б) 
имеют вид a(J) = (Лi)f и a(J*) = (Лi')f соответственно. При внесе
нии дополнительной жесткости в систему, получаем л; > Лi, согласно 
(4.3.21). Далее действуем следующим образом: 

i) Из условия на след получаем 

п 

at - ai = 1)л: - Лi). 
i=l 
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ii) Используя ai = ki/m1 и ai = (k1 + ko)/m1, находим ko/m1 = ai -
- ai. 

iii) Используя ai - а 1 и уравнение (4.3.22), получаем х;1 , и, следова
тельно, х1 = {х11, х21, ... , Хп1}. 

iv) Используя алгоритм Ланцоша, восстанавливаем J. 

v) Используя анализ раздела 4.4, находим К и М, зная J. 

Для получения другой модификации можно добавить массу в систе

му, а именно mi к m1. В этом случае сначала легче работать с исход

ным уравнением (4.4.1 ), чем с приведенным уравнением (4.4.2). Вновь 
стартуем с зафиксированной на одном конце системы, приведенной на 

рис. 4.5.1 а. Задача на собственные значения в случае (а) имеет вид 

Kyi = >чМуi, 

тогда как для модифицированной системы имеем 

Ку=ЛМ*у, (4.5.1) 

где М* = М + miE1,1 . Поскольку к системе была добавлена масса, 
собственные значения должны удовлетворять неравенству 

О < Лj' < .Л.1 < · · · < Л~ < Лп. 

Выразим у как линейную комбинацию yi: 

тогда 

и 

п 

i=l 

п 

у= LaiYi, 
i=l 

п 

i=l 

п 

М*у = L aiMYi + miE1,1Y, 
i=l 

так что уравнение (4.5.1) принимает вид 

п п 

L ЛiaiMYi = Л L aiMYi + .ЛmiE1,1Y. 
i=l i=l 

(4.5.2) 

(4.5.3) 
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Умножая обе части слева на yJ и используя условие ортонормированно
сти yJMyi = бij• получаем 

ajAj = аJЛ + ЛmiY1jY1, 

а при подстановке aj в (4.5.3), приравнивая первые компоненты векторов 
с обеих сторон, находим 

(4.5.4) 

Чтобы использовать это уравнение для получения первых компонент 

ин собственных векторов ui приведенного уравнения (для подстановки 
в уравнение Ланцоша), нужно выразить Yli через uli. Из уравнения 
Dy = и следует dlYli = uli = xil, так что можно переписать (4.5.4) 
в виде 

1 =' ~ (xi1)2 
ла L.J Л· - Л' 

i=l i 

mi 
а= т1· 

Ввиду того что (Л;)1 являются корнями уравнения, имеем 

В пределах Л = О и ,\ ---+ оо получаем 

п п 

1 =с П(Л:/Лi), 1 +а L:x;1 =с. 
i=l i=l 

Из условия чередования (4.5.2) следует 

п 

с= П(Лi/Л;) > 1. 
i=l 

Из условия ортонормированности получаем I:~=l х71 
mi/m1 = а = с - 1 > О. Наконец, умножая (4.5.5) 
,\ = Лi, находим 

п п 

-Лiах71 =с П (Лj - Лi)/ П '(Лj - Лi)· 
j=l j=l 

(4.5.5) 

1, так что 

на Лi - Л, при 

(4.5.6) 



4.5. ВОССТАНОВЛЕНИЕ МОДИФИЦИРОВАННЫХ СИСТЕМ 121 

Условие чередования (4.5.2) гарантирует, что х71 > О. Далее исполь
зуем х1 в алгоритме Ланцоша и по стандартной процедуре находим 

матрицы инерции и жесткости. 

Существует множество других способов получить второй спектр, 

см. работы Найлена и У лиха [253], [254]. Рам (Ram) [276] рассматри
вал в своей работе систему, приведенную на рис. 4.5.1, с одновремен

но добавленными массой m к m 1 и пружиной ko. Автор использовал 
несколько простых, но при этом значительных результатов, полученных 

в работе Рама и Блеха (Blech) [277]. 
Закончим раздел рассмотрением системы соединенных пружинами 

масс, приведенной на рис. 4.5.1 а, с приложенной к свободному концу 

осциллирующей силой F sin wt. Матричное уравнение, описывающее от
клик у sin wt, имеет вид 

(К - ЛМ)у = Fe1. 

Пусть 
п 

у= 2.::>:i:iyi, 
i=l 

где Yi - i-ый собственный вектор, нормированный условием 

Тогда 

и, следовательно, 

откуда получаем 

y[Myj = бij· 

п 

= F~ YliYi 
у L....,,Л-.Л' 

i=l • 

п 2 
~ Yli 

У1 = F L....,, Л. _ .Л. 
i=l i 

(4.5.7) 

В случае если задача на собственные значения приводится к стандарт
ной форме, Dy = u, откуда d1yli = uli = xil, так что можно написать 

п 2 
F ~ xil 

У1 = m1 L....,, .Л· - .Л' 
i=l • 

(4.5.8) 
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где, как обычно, х1 = { х11, х21, ... , Хп1} является вектором, состоящим 
из первых компонент собственных векторов J. 

Величина у1 / F называется частотной функцией отклика, точнее, 
частотной функцией отклика для смещения у1 при приложении единич
ной силы к У1· Эта функция также может быть определена как пря
мая восприимчивость для у1 , как, например, описано в книге Бишопа 

и Джонсона [34]. Спектры a(J) = (Лi)1 и a(J1 ) = (µi)~- 1 соответству
ют полюсам и нулям функции отклика. Чередование этих двух спектров 

теперь можно понимать как чередование полюсов и нулей функции от

клика. Данный результат хорошо известен в теории управления. Таким 
образом, результат раздела 4.3 можно переформулировать так: функция 
отклика, а точнее, ее полюса и нули однозначно определяют матрицу J. 
Легко видеть, •~то, зная J и вид матрицы жесткости К, можно восстано
вить М и К по J. Другую трактовку читатель найдет в работе Глэдвела 
и Гбадэяна (Gbadeyan) [ 106]. 

Экспериментально-теоретическое исследование задачи восстановле
ния системы масс, соединенных пружинами, по спектру частотного от

клика реальной системы можно найти в работах Глэдвела и Мовахеди 

(Movahhedy) [123) и Мовахеди, Исмаила (Ismail) и Глэдвела [242]. 

4.6. Персимметрические системы 

Как было показано в разделе 4.3, персимметрическая якобиева мат
рица J однозначно восстанавливается по своему спектру. Рассмотрим 

некоторые физические задачи, связанные с персимметрическими матри

цами. На рис. 4.6.1 показана система, состоящая из 2п масс, соеди
ненных (2п + 1) пружинами, зафиксированная с обоих концов. Пусть 
система симметрична относительно средней точки так, что 

mr = т2п+1-r, kr = k2п+1-r (r = 1, 2, ... , n). (4.6.1) 

Главные колебания системы, имеющие нечетные номера, симметричны 
относительно средней точки, таким образом, они являются главными 
колебаниями, скажем, левой половины системы, свободной в средней 

точке, как показано на рис. 4.6.2 а. Следовательно, собственные значе
ния с нечетными номерами А1, Аз, ... , А2п-1 полной системы являются 
также собственными значениями левой половины с одним зафиксиро

ванным концом, т. е. 

A2i-l = Лi, i == 1, 2, ... , п. (4.6.2) 
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••• 

Рис. 4.6.1. Симметричная система, состоящая из 2п масс 

С другой стороны, главные колебания системы, имеющие четные 

номера, антисимметричны относительно средней точки, таким образом, 

собственные значения с четными номерами Л2, Л4, ... , Л2п являются 
собственными значениями левой половины при условии фиксации обоих 
концов, как показано на рис. 4.6.2 б. 

r~ 6v1 v !'7 
1 
1 

Рис. 4.6.2. (а) Колебания, имеющие нечетные номера, симметричны, (б) колеба

ния, имеющие четные номера, антисимметричны 

Таким образом, 

Л2i=А;, i=l,2, ... ,n. (4.6.3) 

Это значит, что левая половина, а следовательно, и вся система может 

быть однозначно восстановлена, если использовать анализ раздела 4.4 
и знать спектр Л1, ... , Л2п и общую массу. 

На рис. 4.6.3 приведена симметричная система, состоящая из 2п - 1 
массы и 2n пружин. Теперь симметричные колебания с нечетными но
мерами являются колебаниями левой половины с массой (mп/2) на сво-
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бодном конце, как показано на рис. 4.6.4 а. С другой стороны, анти
симметричные колебания с четными номерами являются колебаниями 
левой стороны с массой mп на зафиксированном конце, как показано на 

рис. 4.6.4 б. Таким образом, 

Л2i-l = .>..i, i = 1, 2, ... , п, 

Л2i = µi, i = 1, 2, ... , п - 1. 

··-О-·· 
Рис. 4.6.3. Симметричная система, состоящая из 2п - 1 масс 

(4.6.4) 

(4.6.5) 

Рис. 4.6.4. (а) Колебания с нечетными номерами симметричны, (б) колебания 

с четными номерами антисимметричны 

4. 7. Обобщенные обратные задачи на собственные 
значения 

В этом разделе будет рассмотрено восстановление конечно-элемент

ной модели по спектру. 

Задача на собственные значения описывается уравнением 

(К- ЛМ)у =О, (4. 7.1) 
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где, как и в (2.4.10), К и М симметричны и трехдиагональны, у К 
кодиагонали отрицательны, а у М положительны. Одного спектра недо
статочно даже для восстановления одной трехдиагональной матрицы, не 

говоря уже о двух. Поэтому предположим (см. работу Глэдвела ( 127]), 
что М может быть переписана в терминах К, а именно 

М = D 2 - сК, с > О, (4.7.2) 

где D все еще не определенная диагональная положительная матрица, 
а с - произвольное положительное число. Поскольку К имеет отрица

тельные кодиагонали, у М кодиагонали положительны. Далее, 

К - ЛМ =К - Л(D2 - сК) = (1 + сЛ)К - ЛD2 

= (1 + сЛ){К - vD2
}, v = Л/(1 + сЛ). 

Таким образом, (4.7. l) приводится к уравнению 

(К - vD2)y =О, 

что, как и в разделе 3.1, можно переписать в виде 

(J - vl)u =О, 

где J = D- 1кn- 1 и u = n- 1y. 

(4.7.3) 

(4.7.4) 

Предположим, что (4. 7.1) имеет определенные собственные значе
ния (Лi)f, где Лi ;;:;: О, тогда J имеет собственные значения (vi)f, где 
vi = Лi/(1 + c..\i) ;;:;: О, откуда следует, что матрицы J и К являются по
ложительно полуопределенными. Матрицу М можно переписать в виде 

М = D(I - cJ)D, (4.7.5) 

где матрица 1 - cJ имеет собственные значения 1-cvi = 1/(1 + c..\i) >О, 
что означает положительную определенность М. 

Чтобы восстановить J, необходим второй спектр. Если обозначить 
(µi)~- 1 собственные значения (4.7.1) при ограничении ип = О, то соб
ственные значения (4.7.4) при том же ограничении имеют вид стi = 

= µi/(1 + cµi). Отметим, что чередование 

(4.7.6) 

приводит к чередованию 

(4.7.7) 
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После того как восстановлена J, нужно найти такую D, что К = 
= DJD удовлетворяет характеристическому уравнению на матрицу 
жесткости (4.4.9). Это можно проделать явно, как в разделе 4.4. В ра
боте Глэдвела [ 127] найдены семейства систем с данными спектра
ми. С другим подходом восстановления конечно-элементной модели для 
стержня можно ознакомиться в работе Рама и Глэдвела [289]. 

4.8. Восстановление по внутренней точке 

Рассмотрим, следуя работе Глэдвела и Вилмса (Willms) [ 113], си
стему, состоящую из п масс, соединенных пружинами, при некоторых 

граничных условиях, как на рис. 4.8. l а. (На данном этапе случай сво
бодных концов исключен.) Приложенная к массе mm+l (О < т < п - 1) 
синусоидальная сила Fsinwt вызывает отклик, который можно вычис
лить так же, как в уравнении (4.5.7): 

/F _ ~ (xm+l,i)
2 

Xm+l - L_.; ,\· _ ,\ 
i=l i 

Полюсами этой функции отклика являются собственные значения (,\i)'l 
полной системы А. Нулями же являются собственные значения системы 
с наложенной связью Xm+1 = О, т. е. спектр системы В слева или си
стемы С справа от точки Xm+ 1 , как показано на рис. 4.8.1 б. Различные 
способы присвоения собственных значений системы со связью подсисте
мам В и С приводят к восстановлению различных систем. Совершив 

такое присвоение, мы знаем собственные спектры (,\i)'l, (µi)'l и (vi}l 
(р = п - т - 1) систем А, В, С соответственно. В пределах каждого 
множества собственные значения должны быть различны. Имеют место 

два случая: 

а) Система со связью не имеет удвоенных собственных значений, т. е. 
все (µi)f и (vi)l различны. Если они упорядочены по возрастанию 
и переобозначены как ('ji.i)j'- 1

, то они удовлетворяют неравенству 

Это эквивалентно утверждению, что ни один собственный вектор Xi 

матрицы J не имеет узла в точке Xm+1, т. е. Xm+l,i =f О при всех 
i = 1, 2, ... 'п. 
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б) Два члена пары (щ, vk) совпадают, т. е. найдется такой индекс i, 
что Лi = щ = vk. Это имеет место тогда и только тогда, когда 
xm+l,i =О. Таких пар может быть несколько. 

Для дальнейшего анализа предположим, что уравнение на соб

ственные значения (4.4.1) приведено к нормальной форме (4.4.2), а мат
рица J имеет следующую структуру 

m 
J = 1 ( 4.8.1) 

р 

где ь;;:;, ={О, О, ... , Ьm}, с;;:;,+ 1 = {Ьm+1, О, О, ... , О} . 

. . . 

••• т"+1 

Рис. 4.8.1. На массу mm+1 наложена связь 

Теперь рассмотрим главные миноры ЛI - J. Обозначим последова
тельность главных миноров вдоль главной диагонали Рi(Л), а главные 
миноры вдоль обратной диагонали - qi(.Л). Разложения Лапласа для 
Рп(Л) = det(ЛI - J), использующие первые m и m + 1 строк, имеют вид 

Рп(Л) = Рm(Л)qр+1(Л) - Ь~Рm-1(Л)qр(Л), 

= Рm+1(Л)qр(Л) - Ь~+1Рm(Л)qр-1(Л). 

Известно, что 

п m р 

(4.8.2) 

(4.8.3) 

Рп(Л) = П(Л - Лi), Рm(Л) = П (Л - µj), qр(Л) = П (Л - vk), 
i=l j=l k=l 
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следовательно, из уравнений (4.8.2) и (4.8.3) следует 

Рп(щ) = -Ь;,,Ртп-1(щ)qр(щ), 

Pп(vk) = -Ь;,.+1Pтп(vk)Qp-1(vk)· 

(4.8.4) 

(4.8.5) 

В случае (а) все величины в последних уравнениях ненулевые, так 
что, за исключением множителей Ь~ апd Ь~+l• эти уравнения дают 
Ртп-~(щ) и Qp-i(vk) соответственно. Именно эти величины необходимы 
для вычисления матриц В и С, когда используется алгоритм Форсайта, 
рассмотренный в разделе 3.2. Веса (wj)ь для В даются выражением 

Ь;,,(wj)Ь = ь;,,Ртп-1(µj)/р'тп(µj) = -рп(щ)/[р'тп(µj)qр(щ)], (4.8.6) 

тогда как веса для С имеют вид 

Ь~+ 1 (wk)c = Ь;,.+1Qp-1(vk)/q~(vk) = -Pп(vk)/[q~(vk)Pтn(vk)]. (4.8.7) 

Чтобы убедиться в том, что веса (щ)ь положительны, предположим, 
что слева от µj находятся s v, а справа р - s, тогда Vj+s < µj < Vj+s+l · 
Функция sgn определяется следующим образом: пусть число х записано 
в виде х = (-l)пс, где с> О, тогда sgn(x) = п. Теперь легко проверить, 
ЧТО 

sgn[pп(µj ), Р'тп (щ ), qр(Щ )] = [п - j - s, m - j, р - s], 
так что 

sgn(wj)ь = 1 + (п - j - s) + (m - j) + р - s = 2п - 2j - 2s 

четное число, откуда следует ( Wj )ь > О. Аналогично доказывается, 

ЧТО (wk)c >О. 
Таким образом, В восстанавливается однозначно. В конце опреде

ляется Ртп-1(Л), а также Ртп-~(щ). Любую из этих величин можно под
ставить в (4.8.4), чтобы получить ь;,.. с и ь;,.+1 могут быть найдены 
аналогично. 

В случае (б) в обоих уравнениях (4.8.2) и (4.8.3) присутствует об
щий множитель Л-Лi = Л-µj = Л-vk. Исключим его и затем положим 

Л = Лi. Ввиду того что 

получаем 

Рm+1(Л) = (Л - аmн)Ртп(Л) - ь;,.Рrп-1(Л), 
Qр+1(Л) = (Л - аmн)qр(Л) - ь;,.+ 1 Qр-1(Л), 

Рrп+1(щ) = -Ь;,.Pm-1(µj), Qp+1(vk) = -Ь;,.+ 1 Qp-1(vk), 
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и, следовательно, уравнения (4.8.2) и (4.8.3) приводятся к виду 

р~(Лi) = -Ь;,Pm-1(щ)q~(vk) - ь;,+1P'm(µj)qp-1(vk). (4.8.8) 

Это уравнение заменяет пару уравнений (4.8.4) и (4.8.5) для общего 
собственного значения. Используя (4.8.6) и (4.8.7), можно переписать 
(4.8.8) в виде 

(4.8.9) 

Заметим, что Wi является положительной величиной. Теперь, чтобы 
найти семейство якобиевых матриц, имеющих указанные собственные 

значения, будем действовать следующим образом. Выберем а Е (О, ~) 
и положим 

ь;,(wj)Ь = Wi cos2 а, Ь;,(wk)c = Wi sin2 а. 

Если тройных собственных значений больше одного, то описанная про

цедура также применима к каждому из них. Объединим эти веса с веса
ми, соответствующими несовпадающим собственным значениям, а потом 

вычислим В и С. В конце найдем Рm-1(.Л) и qр-1(.Л) и, используя урав
нения (4.8.4), (4.8.5) для одного из несовпадающих собственных значе
ний (которых, как и прежде, не меньше одного), получим ь;,. и ь;,.+1· 

Существует альтернативный подход, применимый в ситуации, когда 

внутри одного или более триплетов значения Ai, µj, vk равны, и исполь
зующий алгоритм Ланцоша. Переформулируем задачу на собственные 
значения для J из (4.8.1) в терминах отнормированных собственных 
векторов (yj )i, (zj )f и матриц В, С соответственно. Итак, 

Х = lm (f PjYj) + Xm+1em+1 + jp (t qkZk), 
з=l k=l 

где Im = (10] и JP = [1°]. Задача принимает вид р 

Л-µm -Sm 
-Sm А -am+l 

-t1 

Р1 

Pm 
Xm+l 

ql 

qp 

=0, 

(4.8.10) 
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где 

Таким образом, 

откуда 

(Л - Щ)Рj - SjXm+l = 0, 
(Л - vk)qk - tkxm+l =О, 

(4.8.11) 

j = 1,2, ... ,m, 
k=l,2, ... ,p, 

m 8 2 Р t2 

{ат+1-Лi+Lл.~ .+Lл.~v }xm+1,i=O, i=l, ... ,n. 
j=l • µJ k=l • k 

В случае (а) Xm+l,i -=/-О; i = 1, 2, ... , п, так что 

m s~ Р t2 (.Л) 
ат+l - Л + L __ з_ + L _k_ = _-_Р_п __ 

j=l ,\ - µj k=l Л - Vk Рт(Л)qр(Л)' 
(4.8.12) 

откуда получаем 

(4.8.13) 

при j 1,2, ... ,m;k = 1,2, ... ,р, что согласуется с (4.8.6), (4.8.7). 
Теперь ь:r,, ь:r,+ 1 можно вычислить, используя 

m р 

ь:,, = l:s], ь:n+1 = I:t~. (4.8.14) 
j=l k=l 

Зная (Ym,j )'{' и (z1,k)f из уравнений (4.8.11 )-(4.8.14), можно восстано
вить В и С, используя алгоритм Ланцоша. 

В случае (6) предположим, что найдется r;;:::l триплетов {Лiq,µjq,vkq}, 
q = 1, 2, ... , r, таких, что ,\iq = µjq = Vkq• тогда 

имеет среди своих m + р - r + 1 = п - 2 корней п - r невырожденных ,\i· 
В уравнении (4.8.15) звездочка * указывает на то, что вырожденные 
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триплеты опущены. Теперь найдем отдельные значения s] и tk, а также 
Wq = syq + t~q для вырожденных колебаний. Как и прежде, 

2 w 2 sjq = q cos aq, 2 w . 2 tkq= qSШCXq, 

где Wq определено в (4.8.9). При определенном выборе aq s]ч и tkч 
известны. Из уравнения (4.8.14) следуют выражения для ь;,, и ь;,,+ 1 , как 
функций параметров { etq}i (отметим, что сумма ь;,, +ь;,,+1 инвариантна), 
откуда находятся (Ym,i)'{' и (z1,j )f. Далее В и С можно вычислить, 
используя алгоритм Ланцоша. 

Альтернативный подход к задаче восстановления по внутренней 
точке читатель найдет в работе Найлена и Ухлига [253]. 

Модели, описываемые набором масс, соединенных пружинами, ко

торые рассматривались в этой главе, имеют много общего с моделями 

сдвиговых деформаций зданий, широко использовавшимися Такеваки 

(Takewaki) и его коллегами. Они сформулировали различные комбини
рованные обратные задачи, в которых часть конструкции задана, а дру

гую часть необходимо найти исходя из заданных спектральных свойств. 

Полное законченное описание этих задач и их применения в строитель

ном проектировании можно найти в монографии Такеваки [321]. Сле
дующие оригинальные статьи наиболее близки по содержанию к мате
риалу данной главы: Такеваки и Накамура (Nakamura) [317], Такеваки, 
Накамура и Арита (Arita) [318], Такеваки и Накамура [319] и Такевари 
(Takewari) [ 320]. 



ГЛАВА 5 

Обратные задачи для некоторых более 

общих систем 

Смысл сказанного зависит от порядка слов, 
изменение смысла имеет непредсказуемые последствия. 

Блез Паскаль. «Мысли», 23. 

5.1. Введение: теория графов 

Обратные задачи, рассмотренные в главе 4, являются особыми про
сто потому, что якобиевы матрицы являются особыми матрицами. В этой 
главе мы рассмотрим некоторые немного более общие задачи, но следу

ет признать, что все еще только малая часть таких задач поддается 

решению. 

Отличительными структурными особенностями якобиевой матрицы 
является трехдиагональность и строгая отрицательность элементов ко

диагонашй. (Также она положительно полуопределена, но это совсем 
другой вопрос.) Структура матрицы J в уравнении (4.4.2) связана со 
структурами К и М в (4.4. l): К трехдиагональна, тогда как М диаго
нальна. Структуры матриц К и М в свою очередь следуют из структу

ры расположенных на прямой системы масс, которую они и описывают. 

Матрица жесткости К связана с жесткостями пружин, соединяющих 
массы. К трехдиагональна, поскольку каждая промежуточная масса mi, 
2 ~ i ~ п - 1, связана только со своими непосредственными соседями 
mi-1 и mн1; граничные массы m1 и mп имеют по одному соседу m2 

и mп-1 соответственно. Для описания и анализа структуры системы 

естественным образом подходит теория графов. 

Здесь мы не станем доказывать какие-либо теоремы теории графов, 
но будет полезно ввести некоторые основные пон.ятия. Графом назы
вается g-множество вершин., связанных ребрами. Множество вершин 

обозначается V, множество ребер - Е. На рис. 5. l. l показан граф. По 
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существу, это пример простого неориентированного графа. Простой 

он потому, что любые две вершины соединены не больше чем одним 
ребром. Ребро, соединяющее вершины i и j, обозначается (i,j). Граф 
является неориентированным поскольку для ребер не задано предпо

чтительное направление. С этого момента термин граф будет использо
ваться для обозначения простого неориентированного графа. 

Матрицей смежности А графа Q называется симметричная мат
рица, задаваемая следующим образом: 

aij = 1 если i -=f j и (i,j) Ее,} 
=О иначе. 

Матрица смежности графа на рис. 5.1.1 имеет вид 

2 

[

01100] 1 о 1 о о 
А= 11011. 

о о 1 о 1 
о о 1 1 о 

5 

Рис. 5.1.1. Пример графа 

(5.1.1) 

С каждой симметричной матрицей А можно ассоциировать некото
рый граф, используя следующее правило: 

если i -=f j, то ( i, j) Е е тогда и только тогда, когда aij -=f О. (5.1.2) 

Согласно этому правилу графом, ассоциированным с якобиевой 

матрицей, является (прямолинейный) граф путей, как показано на 
рис. 5.1.2. Граф путей, очевидно, является одним из простейших гра
фов. 
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• • • • • • • • 2 3 п - 1 п 

Рис. 5.1.2. Граф, ассоциированный с якобиевой матрицей 

2 

п 

п-1 

Рис. 5.1.3. п-вершинная звезда 

Другим примером простого графа является п-вершинная звезда, 

показанная на рис. 5.1.3. 
Ассоциированным графом к (симметричной) окаймленной диаго

нальной матрице В является п-вершинная звезда. 

г 
Ь1 

Ь1 а2 
В= 

Ьп-1 

(5.1.3) 

Периодическая якобиева матрица имеет вид 

(5.1.4) 

Она трехдиагональна, за исключением элементов Ьп в верхнем пра
вом и нижнем левом углах. С ней ассоциирован граф, имеющий вид 
п-вершинного кольца, как показано на рис. 5.1.4. 
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2 
1 3 

п 

Рис. 5.1.4. n-вершинное кольцо 

'k1ZL ... ]21' 
... 

2 4 п-2 v 

Рис. 5.1.5. Шпренгель с четным количеством n вершин, как ассоциированный 
граф для пятидиагональной матрицы 

••• n~l 

... ~ 
2 4 п-2 п 

Рис. 5.1.6. Граф, ассоциированный с 2 х 2-блочной трехдиагональной матрицей 

Графом, ассоциированным с пятидиагональной матрицей, подобной 

той, что рассматривалась в разделе 2.3 при анализе колебаний балки, яв
ляется шпренгель (диагональная распорка), как показано на рис. 5.1.5. 

Граф, ассоциированный с 2 х 2-блочной трехднагональной матрицей, 
также является шпренгелем, но теперь уже с двумя диагональными реб

рами, как показано на рис. 5.1.6. 
Все графы, представленные на рис. 5.1.1-5. I .6, являются связными 

графами, т. е. найдется цепь, состоящая нз ребер, соединяющая любые 

две вершины. Заметим, что пересечения диагоналей на рис. 5.1.6 не 
являются вершинами графа. 

Графы, показанные на рис. 5.1.7а), б), являются несвязными. 

Для того чтобы проверить, является ли связным граф, ассоцииро

ванный с данной (симметричной) матрицей, заметим, что перенумеров-
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б) 1 4 

4 5 

;,<] 
2 5 

Рис. 5.1.7. Перенумеровка вершин не меняет граф 

ка вершин не меняет определяющее свойство графа: графы а) и б) на 
рис. 5.1.7, по существу, одинаковые. Перенумеровка вершин графа ведет 
к перегруппировке строк и столбцов любой (симметричной) матрицы, 
ассоциированной с этим графом. В случае если граф является несвяз
ным, его можно представить в виде набора связных подграфов, как по

казано на рис. 5.1. 7а. Поэтому всегда возможно изменить нумерацию 
вершин так (см. рис. б), что номера вершин в любом связном подграфе 
будут образовывать строгую последовательность. Матрицы смежности 
графов а) и б) имеют вид 

[
о о о 1 о] 
о о 1 о 1 

А1 = О 1 О о 1 , 
1 о о о о 
о 1 1 о о 

1 о 

[ 

о 1 о о о] о о о 

о 1 1 . 
l о l 
l l о 

Этот пример показывает, что если нумерация вершин каждого связного 
подграфа образует строгую последовательность, то матрица смежности 

расщепляется на две отдельные подматрицы: говорят, что такая (симмет

ричная) матрица разложима. Симметричная матрица А неразложима 
тогда и только тогда, когда ее нельзя привести к виду 

A=[~l~J (5.1.5) 

никакой перегруппировкой строк и столбцов. Если матрица разложима, 
то ее можно привести к виду (5.1.5), при этом, конечно, В и С могут 
оказаться разложимыми сами по себе. Заметим, что понятие связно

сти направленного графа и соответствующее понятие неразложимости 

(необязательно симметричной) матрицы общего вида являются более 
сложными, чем описанные выше. См. раздел 6.2.21 монографии Хорна 
и Джонсона [183]. 
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Теперь можно сформулировать общий результат. 

Теорема 5.1.1. (Симметричная) матрица А неразложима то
гда и только тогда, когда ассоциированный с ней граф является 

связным. 

Легко проверить, что если убрать любую пружину (кроме k1) из 
такой системы, как показана на рис. 4.4.1, то соответствующий граф 

станет несвязным и матрица жесткости станет разложимой. 

Дерево является особой разновидностью связных графов: оно не 

имеет циклов. Для любых двух вершин имеется единственная цепь ре
бер, соединяющая их друг с другом. Граф пути и граф-звезда являются 

деревьями, но кольцо (см. рис. 5.1.4) не имеет структуры дерева. Связ
ный граф содержит в себе одно или более остовн.ых деревьев. Если Q 
является связным графом с набором вершин V, тогда остовное дерево 

S графа g является максимальным деревом с набором вершин V. Если 
в S добавить дополнительные ребра [, то оно потеряет структуру дере
ва: образуется цикл. На рис. 5.1.8 приведены три возможных остовных 
дерева для графа Q, показанного на рис. 5.1.1. 

4 4 4 

M~N 
2 5 2 5 2 s 

Рис. 5.1.8. Три остовных дерева для графа, приведенного на рис. 5.1.1 

Можно доказать, что все остовные деревья для данного графа Q 
имеют одинаковое число ребер. 

В охватывающей широкий класс вопросов работе Наббена (Nabben) 
[243] обсуждаются матрицы Грина для деревьев. 

5.2. Преобразования матриц 

В первой части книги мы очень подробно рассмотрели задачи на 
собственные значения матриц. Теперь зададимся одним из главных во

просов: «При каких преобразованиях собственные значения матрицы 

или пары матриц не изменяются?» Рассмотрим этот вопрос подробнее. 
Предположим, что С, А Е Мп. Набор матриц С - ,\А называет

ся пучком матриц, образованным парой (С, А). Как было сказано в 
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разделе 1.4, собственные значения Л пары матриц (С, А) таковы, что 
уравнение 

(С - ЛА)х =О 

имеет ненулевое решение х Е Vn. Собственные значения являются кор
нями определителя 

det(C - ЛА) =О. 

Пусть Р, R Е Мп являются постоянными матрицами, т. е. не зависящи
ми от Л. Поскольку 

det(PCR- ЛРАR) = det(P) · det(C - ЛА) · det(R), 

мы приходим к выводу, что есJш Р, R не вырождены, т. е. det(P) f О, 

det(R) #- 0, то 

det(PCR - ЛРАR) =О тогда и только тогда, когда det(C - ЛА) =О, 

таким образом, преобразование «умножение слева на Р и умножение 

справа на R» не меняет собственных значений. Такое преобразование 
называется преобразованием эквивалентности. Это специальное соот
ношение эквивалентности (упражнение 5.2.1 ). 

В общем случае преобразование эквивалентности преобразует сим
метричный пучок в несимметричный. Преобразования, сохраняющие 

симметрию, определяются условием 

(5.2.1) 

Преобразование эквивалентности преобразует пучок А-ЛI в PAR
- ЛРR. Если оно переводит А - ЛI в В - ЛI, то матрицы Р, R должны 
быть подобраны так, чтобы PR = I, т. е. 

(5.2.2) 

Преобразование эквивалентности, обладающее таким свойством, на
зывается преобразованием подобия. Преобразование эквивалентности, 
удовлетворяющее (5.2.1) и (5.2.2) одновременно, называется вращением 
или ортогональным преобразованием. Будем обозначать преобразова
ния Р, соответствующие вращениям, символом Q. Из уравнений (5.2.1), 
(5.2.2) следует 

(5.2.3) 
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т. е. Q является ортогональной матрицей; матрицы U и Х из разде
ла 4.2 являются ортогональными. Напомним, что столбцы (строки) ор
тогональной матрицы взаимно ортогональны, и норма каждого столбца 

(строки) равна 1. Таким образом, если Q = [q1, q2, ... , qп], то 

При п = 2 ортогональная матрица имеет вид 

Q = [c?s() - sinB] . 
sш () cos () 

(5.2.4) 

(5.2.5) 

В этом случае задача на собственные значения ставится на плоскости, 

а матрица Q соответствует вращению осей х, у на угол () вокруг оси z. 
Поиск самого общего выражения для ортогональной матрицы Мп 

является сложной задачей. Вместо этого мы воспользуемся тем фак
том, что произведение ортогональных матриц ортогонально (упражне

ние 5.2.3). 
Существует очень простая, но важная ортогональная матрица, кото

рая получается в результате одноранговой замены в единичной матрице: 

Q = 1- 2µххт (5.2.6) 

ортогональна при условии 

QQт = (1 - 2µххт)(1 - 2µххт) 
= 1 - 4µххт + 4µ2 (хтх)(ххт) = 1, 

т. е. если µ выбрано так, что 

(5.2.7) 

Такое преобразование называется преобразованием Хаусхолдера (House
holder). Заметим, что Q в (5.2.6) симметрична, т. е. Q = Qт. 

Преобразования Хаусхолдера используются в различных целях. Од
ной из них является редукция симметричной матрицы к трехдиагональ

ной форме, как описано ниже. 

Пусть Q задана в (5.2.6), и А Е Sn. Мы собираемся выбрать Q, т. е. 
найти х, так, чтобы преобразованная матрица QAQ = В имела нулевые 

элементы в первом столбце и первой строке, кроме первых двух Ь11, Ь12. 
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Сначала рассмотрим умножение справа на Q и обозначим первую строку 
матрицы р1. Используя Q из (5.2.6), имеем 

С= AQ =А- 2µ(Ах)хт, 
Р1(С) = p1(AQ) = р1(А) - 2µ(р1(А)х)хт. 

Таким образом, cli = ан - 2µ(р1 (A)x)xi, i = 1, 2, ... , п. 
Теперь выберем 

Xi = ali, i = 3, 4, ... 1 n. (5.2.8) 

Тогда cli = О, i = 3, 4, ... , п, если 

2µ(р1(А)х) = 1. (5.2.9) 

Отсюда следует одно уравнение для оставшихся неизвестных х 1 , х2 . Те
перь произведем умножение слева: 

QAQ =В= QC =С -2µх(хтс), 

так что 

Таким образом, чтобы умножение слева не изменило нулевые элементы 
первой строки матрицы С, нужно выбрать х1 = О. Теперь из уравнений 
(5.2.7)-(5.2.9) следует 

откуда получаем 

Х2 = а12 ± 8, (5.2.10) 

где 
п 

8
2 = Laii· (5.2.11) 

i=2 

Таким образом, искомый х имеет вид 

х = {О, ai2 ± S, а~з, ... , а~п}, (5.2.12) 

и для вычислительных целей выберем знак S такой же, как и у а 12 . 
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Итак, основное преобразование Хаусхолдера преобразует произ
вольную симметричную матрицу А к виду 

в= [а11 ьт] 
Ь В1 ' 

(5.2.13) 

где Ь = Ь1е1. На этом завершается первый этап редукции к трехдиа
гональной форме. Теперь применим еще одно преобразование Хаусхол

дера к подматрице В 1 , используя новый х с х1 = О= х2. Это второе 
преобразование не изменяет а11 , Ь, ьт и обнуляет все элементы первой 
строки и первого столбца В 1 , кроме первых двух. После п - 2 итера
ций матрица становится трехдиагональной. Поскольку матрица приоб
рела трехдиагональную форму, ее собственные значения можно легко 

определить, используя функцию смены знака sr(Л) из раздела 3.1. С 
деталями численной реализации данной редукции можно ознакомиться 

в книгах Бишопа, Глэдвела и Майкельсона [33] (глава 9), Голуба и Ван 
Лоана (135] (раздел 8.2). 

Сделаем два комментария. Во-первых, поскольку х1 = О, Q из 
(5.2.6) можно переписать в виде 

(5.2.14) 

где Q1 - ортогональная матрица в Мп-1· Отсюда получаем важное 

следствие. Преобразование сохраняет не только а(А), т. е. а(А) = а(В), 
но и а(А1) = а(В1). 

Во-вторых, можно произвести незначительное изменение преобра
зования Хаусхолдера, чтобы свести симметричную матрицу А общего 

вида, скажем, к пятидиагональной форме. Возьмем 

х ={О, О, а~з ± S, а14, ... , а~п}, (5.2.15) 

где 8 2 = :Е~=З afi· Такое преобразование не изменяет а(А), а(А1), 
а(А1 , 2 ), где последнее обозначает спектр А с удаленными первыми 
и вторыми столбцами и строками. 

Упражнения 5.2 

1) Соотношение эквивалентности (а эквивалентно Ь) обозначается 
аRЬ и имеет три определяющих свойства: 

• рефлексивность - aRa 
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• симметричность - если аRЬ, то ЬRа 

• транзитивность - если аRЬ и ЬRс, то aRc 

Набор элементов, связанных соотношением эквивалентности, назы
вается классом эквивалентности. Используйте одновременно умноже

ние слева на Р и справа на R (с невырожденными Р, R), чтобы опреде
лить соотношение эквивалентности и классы эквивалентности для пар 

матриц (С,А). 

2. Показать, что преобразование В = QAQT определяет соотношение 
эквивалентности и соответствующий класс эквивалентности. 

3. Показать, что если Q1, Q2 ортогональны, то Q1 Q2 также ортого
нальна. Привести контрпример, иллюстрирующий, что если Q 1, Q2 
симметричны, то Q1 Q2 необязательно симметрична. 

4. Показать, что для х, определенного в (5.2.11 ), µ из (5.2. 7) находит
ся из уравнения 28(8 + а12)µ = 1. 

5. Проверить, что Q, полученная в результате п - 2 последовательных 
преобразований Хаусхолдера, имеет вид (5.2.14). 

5.3. Звезда и граф путей 

В разделе 5.1 было отмечено, что граф, ассоциированный с окайм
ленной диагональной матрицей (5.1.3), является п-вершинной звездой, 
как показано на рис. 5.1.3. Существует, в частности, простая обратная 
задача на собственные значения, связанная с окаймленной диагональ

ной матрицей В: найти такую В, что а(В) = (Лi)1, а(В1) = (µi)J'- 1. Из 
обычных вариационных аргументов вытекает, что два спектра должны 

чередоваться по меньшей мере в свободном смысле: 

Л1 ~ µ1 ~ Л2 ~ ... ~ µn-1 ~ Лп. 

Для простоты предположим, что (µi)'l- 1 различны: 

µ1 < µ2 < · · · < µn-1· 

Перепишем В в виде (5.1.3), т. е. 

в= r ~1 ьт] 
lь м ' 

(5.3.1) 

(5.3.2) 

(5.3.3) 
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где М диагональна и Ь = {Ь1, Ь2, ... , Ьп-1}. Очевидно, можно добиться 
того, чтобы cr(B1) = (µi)~- 1 , выбирая М = diag(µ1, µ2, ... , µп-1). Взяв 
след матрицы, имеем 

п n-1 

ai = I>i - ~µ;. (5.3.4) 
i=l i=l 

Теперь рассмотрим уравнения на собственные векторы матрицы В: 

&v1 + (µi - Л)vн1 =О, i = 1, 2, ... , п - 1, 
п-1 

(а1 - Л)v1 + ~bivi+1 =О. 
i=l 

Из них следует уравнение на собственные значения 

п-1 /;2 
Л-а1 - ""-'- =0. ~ ,\-µ· 

i=l • 

Оно должно иметь корни (Л.;)1, так что 

и, следовательно, 

- пп (µ· - ,\ ·) L'2 з=1 • J 
bi = пln-1 ' 

j=1 (µi - щ) 
i = 1, 2, ... 'п - 1, 

(5.3.5) 

(5.3.6) 

где, как обычно, ' означает i =J j. Из условия чередования (5.3. l) следу
ет, что Ь'f ~О. Знак Ь; можно выбрать произвольно: + или -. Поскольку 
мы предположили, что µi различны, данное µi может совпадать только 
с соседними Л; и Лн1· Из уравнения (5.3.6) следует, что bi =О тогда и 
только тогда, когда µ; совпадет с одним из этих Л. Если Ь; = О, то ребро 
(1, i + 1) отсутствует в основном графе. 

Построив окаймленную диагональную матрицу В, мы получили но
вый способ построения трехдиагональной матрицы J такой, что cr(J) = 
= (Л.;)1, cr(J 1 ) = (µ;)~'- 1 : можно применить к В преобразование Хаус
холдера, чтобы получить J. Согласно упражнению 5.2.5, преобразование 
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будет иметь вид 

(5.3.7) 

или, эквивалентно, 

(5.3.8) 

Выполняя умножение, получаем 

(5.3.9) 

Из первого уравнения вытекает, что собственные векторы J 1 являются 

столбцами Q 1 : i-ый собственный вектор имеет вид 

Чi = { Qli, Q2i, ... , Q(п-1),i}· (5.3.10) 

Из второго уравнения следует, что, с точностью до множителя Ь1 , вектор 

Ь состоит из первых компонент собственных векторов J 1 : 

(5.3.11) 

Таким образом, с точностью до множителя Ь1, Ь соответствует векто

ру х1, необходимому для построения J 1 на основе алгоритма Ланцоша 

из раздела 4.2. Множитель Ь1 равен Ь1 = llbll. 
Отметим разницу между (5.3.6) и (4.3.17): первая формула, соглас

но (5.3. l l ), дает первые компоненты собственных векторов J 1 ; вторая 
же дает первые компоненты собственных векторов J. 

В работе Сассмана-Форта [312] обсуждается связь между обратны
ми задачами для якобиевых и окаймленных матриц. 

Упражнения 5.3 

1) Исследовать, что произойдет с J, когда одно (или более) .>.. совпадет 
сµ. 
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5.4. Периодические якобиевы матрицы 

В разделе 5.1 было показано, что основным графом для якобие
вой матрицы является п-вершинное кольцо. Материал данного раздела 

основывается на работах Фергюсона (Ferguson) [87] и Болея (Boley) 
и Голуба [ 35; 36]. 

Периодическая якобиева матрица Jper содержит 2п членов ( ai, bi)J.. 
Покажем, как построить Jper исходя из условия а(Jрет) = (>ч)J., 
o-(Jper,1 ) = (µi)J.- 1 и одного дополнительного условия: 

(5.4.1) 

Удобно рассмотреть две матрицы: исходную матрицу Jper (5.1.4) и еще 
одну матрицу Jper• у которой Ьп заменены на -Ьп. Предположим, что 
о-(Jрет) = (Лi )J.. Очевидно, существуют связи между Лi и Лi. Вновь Лi 
и µi чередуются, как и в (5.3.1 ), также чередуются и Лi с µi. Предпо
ложим, как и прежде, что (µi)7- 1 различны, т. е. (5.3.2) выполнено. 

Начнем с построения двух окаймленных диагональных матриц -
В строится из ()'i)1 и (µi)~- 1 , в- строится из (Лi)1 и (µi)~- . Они 
имеют следующий вид: 

в-= [~1 ь-т] . 
ь- м 

(5.4.2) 

Здесь а 1 , Ь определены в (5.3.4), (5.3.6), а а1, Ъ- получаются из (5.3.4), 
(5.3.6) заменой Лi на Лi. 

Поскольку o-(Jper) = а(В) и a(Jper,1) = а(В1), Jper и В связаны 
друг с другом ортогональным преобразованием 

В= [ Б ~] = [ ~ ~Т] [ Ь1е1 +atnen-1 Ьief ~~ne~-l] [ ~ ~1]' 
где е1 = {1,0"."0}, еп-1 = {О,0"."1} принадлежат Vn-1, и анало
гично 

Подсистемы этих уравнений, соответствующие Ь и Ь-, имеют вид 
~ т 

Ь = Ql (Ь1е1 + Ьпеп-1), 
~- т 
Ь = Ql (Ь1е1 - Ьпеп-1). 
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Складывая и вычитая их, получаем 

где, как и в (5.3.9), х1 является первым столбцом Qf, а Хп-1 - (п -
-1) столбцом. Зная Ь и ь-, можно получить из этих уравнений Ь1 и Ьп 
(с точностью до знака), поскольку /lx1ll = 1 = llxп-111. Теперь, имея 
al, Ь1 и х1, можно вычислить Jper,1, используя, как и прежде, алгоритм 
Ланцоша. 

Однако, восстанавливая В и в-, а точнее, Ь и Б-, предполагалось, 
что известны как (>ч)1, так и (Лi)1. В завершение анализа покажем, 

что на самом деле можно построить ь- по (>.i)1 и /3 (5.4.1). 
Периодическая якобиева матрица Jper отличается от обыкновенной 

якобиевой матрицы только наличием элементов Ьп в углах. Это означает, 

что det(>.I - Jper) и det(>.I - J;er) отличаются от п-го главного минора 
Рп(Л) только квадратичными по Ьп членами. В самом деле: 

det(>.I - Jper) = П~=l (>. - >ч) = Рп(Л) - ь;,rп-2(>.) - 2/3, 
det(.Л.I - Jper) = П~= 1 (Л - Лi) = Рп(Л) - Ь;',rп-2(Л) + 2/3, 

где rп-2 является главным минором, соответствующим строкам и столб

цам 2, 3, ... , п - 1. Вычитая одно уравнение из другого, имеем 

п п 

п(л - Лi) = П<>. - ,\i) + 4/3. 
i=l i=l 

Это означает, что можно выразить (Ьj) 2 через (Лi)1 и (µi)'Г 1 : 

п~=l (щ - л;) 

п;:-/ , (µj - µi) 

Но неотрицательность этого выражения не следует из условия чередова
ния (Лi)f и (µi)~- 1 . Необходимо исследовать этот вопрос более подроб
но. Сначала предположим, что /3 = О. В этом случае выражение явля
ется, конечно, неотрицательным и в действительности положительным, 

если >. и µ строго чередуются. Если они строго чередуются, то из сооб
ражений непрерывности можно заключить, что для каждого значения j 
выражение будет неотрицательным при /3, лежащем на отрезке [-ej, fj] 
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в окрестности нуля, ej > О, fj > О. Это означает, что все (Ь.1) 2 на са
мом деле являются неотрицательными на пересечении таких отрезков. 

Для f3 из этого пересечения так поставленная задача имеет решение; 
для {3, не принадлежащих этому интервалу, задача не имеет (действи
тельного) решения. Болей и Голуб в работе [36] предложили алгоритм 
вычисления Jper таким способом. См. также работу Болея и Голуба [35]. 
В работе Ксю (Xu) [339) представлен подробный анализ задачи и по
казано, что (теорема 2.8.3) решение существует тогда и только тогда, 
когда 

n 

L lµj - Ak\ ~ 2{3(1 + (-l)n-j+l) (5.4.3) 
k=l 

при всех j = 1, 2, ... , n-1. Заметим, что если (Лi)r и (µi)~- 1 заданы, то 
из неравенства (5.4.3) следует верхняя граница значений для {3. Андреа 
(Aпdrea) и Берри (Berry) предложили в своей работе [9] совершенно 
иной подход к задаче, используя цепные дроби. 

5.5. Блочный алгоритм Ланцоша 

В разделе 5.1 были приведены рис. 5.1.5 и 5.1.6, а также показа
но, что матрицы, ассоциированные с теми графами, пятидиагональные 

или блочные трехдиагональные. Для того чтобы развить методы реше

ния обратных задач для таких систем, нам понадобится блочная версия 

фундаментального алгоритма Ланцоша, описанного в разделе 4.2. 
Сначала напомним исходный скалярный вариант: по симметричной 

матрице А и вектору х1 построить якобиеву матрицу J, как в уравнении 
(4.2.1), и ортогональную матрицу Х = [х 1 , х2 , ... , Xn] такие, что А = 
= ХJХт. 

В алгоритме используются поочередно два уравнения: 

J = хт АХ, АХ = XJ. (5.5.1) 

Таким образом, (1, 1) член в (5.5.1 а) имеет вид 

а первый столбец (5.5.1 б) 
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можно переписать как 

(5.5.2) 

откуда полу'}аем 

Ь1 = \\z2\\, х2 = z2/Ь1. 
Далее, (2,2) элемент J имеет ВИД а2 = xr Ах2, а второй столбец (5.5.1 Ь) 

можно переписать как 

откуда 

И Т.Д. 

Теперь построим блочный вариант этих уравнений, следуя работе 
Болея и Голуба [36]. Начнем с симметричной матрицы А Е Sn и поло
жим п = ps для некоторого целого s. Преобразуем А к блочной трех
диагональной матрице J, где 

J= [ -~1 -~I -вr ] 
-В~-1 As 

(5.5.З) 

Здесь А1 , ... , А8 - симметричные матрицы, т. е. принадлежат Sp, а 

Bi - верхние треугольные матрицы из Мр. Мы предполагаем, что кро

ме А нам также даны р ортонормированных векторов (xi)f Е Vn, об
разующие столбцы Х1 = [х 1 , х2, ... , хр] Е Мп,р· Поэтому матрица Х1 
удовлетворяет условию XfX1 = Ip. 

Целью данного метода является построение J и ортогональной мат
рицы Х = [Х 1 , Х2, ... , Xs] такой, что 

А=ХJХт. 

Точно так же, как и в скалярном алгоритме Ланцоша, рассмотрим 

два уравнения 

J = хт АХ, АХ = XJ. (5.5.4) 
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Первый р х р-блок первого уравнения имеет вид 

А1 = Xf AX1, 

а первый п х р-блок второго уравнения можно переписать как 

откуда следует, что 
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В скалярном варианте мы имели Ь1х2 = z2, откуда сразу следовало, 
что Ь1 = llz2ll и, следовательно, х2 = z2/Ь1. В блочном варианте мы 
построили Z2 Е Мр, и хотим переписать это в виде Х2В1. Запишем 

Х2 = [У1, У2, ... , Ур], Z2 = [z1, z2, ... , zp] и 

тогда нахождение (Yi)f и элементов В1 является, по существу, процес
сом Грама-Шмидта: нахождение ортонормированных комбинаций век

торов ( Zi )f. Таким образом, 

Ь11У1 = z1 влечет Ь11 = ±JJz1JJ, У1 = z1/Ь11, (5.5.5) 

и тогда из 

следует 

так что 

(5.5.6) 

Процесс Грама-Шмидта тесно связан с разложением матрицы на ортого
нальную и верхнюю треугольную. Разложение Х2В 1 = Z2 представляет 
собой запись Z2 в виде произведения Х2 , которая принадлежит Мп,р. 
но удовлетворяет усJrовию XfX2 = Ip, и верхней треугольной матри
цы В 1 Е Мр. Поскольку Х2 не просто ортогональная матрица из Мр, 
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обычный алгоритм должен быть модифицирован с учетом особенностей 

разложения. 

Теперь можно повторить этот процесс. Мы нашли Х2, следователь-
но, 

и 

так что 

ХзВ2 = -X1Bf + Х2А2 - АХ2 = Zз, 
откуда находим Хз, В2, как и прежде, используя процесс Грама
Шмидта. Заметим, что различный выбор квадратных корней, как 
в (5.5.5) и (5.5.6), приводит к различным матрицам J. В работе Болея 
и Голуба [36) представлены все детали алгоритма. 

Дальнейшие исследования блочного алгоритма Ланцоша были про
ведены в работах Андервуда (Underwood) [325] и Голуба и Андерву
да [ 134]. См. также работу Маттиса и Хочстада [ 222]. Совершен
но иной, высоко эффективный, метод решения обратных задач для 
блочных матриц был развит Биглером-Кёнигом (Biegler-Konig) в ра
ботах [28; 29; 30; 31). См. также работу Грэга (Gragg) и Хэррода 
(Harrod) [153), где описан метод, основанный на алгоритме Рутишозера 
(Rutishauser); авторы исследовали связи с различными задачами. Кро
ме того, стоит обратить внимание на работы Глэдвела и Вилмса [114], 
Фридленда [92; 93] и, в частности, Чу (Chu) [58]. 

5.6. Обратные задачи для пятидиагональных матриц 

Можно было бы сформулировать обратную задачу на собственные 

значения для произвольной симметричной матрицы с 2р + 1 блоками, 
как это сделано в работе Болея и Голуба (36].Вместо этого мы ограни
чимся случаем р = 2 пятидиагональной матрицы А. Пятидиагональный 
случай имеет место в обратной задаче колебаний балки, но мы отложим 

рассмотрение стержня до тех пор, пока не рассмотрим положительность 

в главе 6. Пятидиагональная матрица, описывающая матрицу жесткости 
балки, имеет специальный вид: некоторые ее элементы должны быть 

положительны, а другие отрицательны. В этом разделе мы не будем 
рассматривать вопросы, касающиеся знаков. 

Предположим, что нам задано 

(5.6. l) 
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где, как и прежде, а(А1 ,2) обозначает спектр матрицы А1,2 при удале
нии первых двух строк и столбцов из А. Очевидно, собственные значе
ния чередуются, и для простоты предположим, что чередование строгое. 

(5.6.2) 

(5.6.3) 

Нашей целью является построение А такой, что выполняется 

(5.6.1 ). Имеем 

(5.6.4) 

где только первые две компоненты вектора Ь ненулевые. Обозначим 
матрицы собственных векторов А и А1 через Q и Q(l) соответственно 
так, что 

(5.6.5) 

Собственные векторы А поэтому имеют вид qi, где Q = [q1, q2, ... , qп), 
тогда как собственные векторы А1 равны q~1 ), где Q(1) = [ql1

), q~1 ), ... , 
( 1) ] 

qn-1 · 
Начнем с построения окаймленной диагональной матрицы, как 

в разделе 5.3, 

в= [ Б ~] (5.6.6) 

такой, что а(В) = (Лi)~ и <Т(М) = (µi)~- 1 . Член ai получается взятием 
следа: 

n n-1 
al = l:>ч - Lµi, (5.6.7) 

i=l i=l 

тогда как Ь дается выражением (5.3.6): 

пп (µ· -Л·) 
(bi)2 = - j=l i :J 

пп-1 '( ) 
j=l µi - µj 

(5.6.8) 

Теперь, следуя уравнению (5.3.8), свяжем А с 

[ 
а1 ьт ] [ 1 О ] [ а1 ьт ] [ 1 О ] в= ь м = о Q(l)T ь А1 о Q(l) . (5.6.9) 
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Как и в (5.3.9), имеем 
(5.6.10) 

Однако теперь, в противоположность ситуации в разделе 5.3, Ь не яв
ляется просто множителем ei, так что Ь не является вектором первых 
компонент собственных векторов А1. Но можно использовать анализ 
раздела 4.3 для получения первых компонент собственных векторов А 
и А1 : 

с1) 2 Пj:{(vj - µi) 
(qli) = пn-1 '( ). 

j=l µj - µi 
(5.6.11) 

Чтобы применить блочный алгоритм Ланцоша для построения А, 
кроме вектора х1 , состоящего из первых компонент собственных векто

ров А, нам также необходим вектор х2 , состоящий из вторых компонент. 

Вместе они составляют Х1 = [х1, х2 ] Е Мп,2. Разделим вектор qi следу
ющим образом: 

q' = [ qyl,·i] ' т.т о 
0 

Yi Е Vп-1· (5.6.12) 

Поскольку qi является i-ым собственным вектором А, заданной в 
(5.6.4), имеем 

следовательно, 

qнЬ + A1Yi = ЛiYi· 

Теперь, умножая это слева на Q(l)т, получаем 

(5.6.13) 

(5.6.14) 

Но из уравнения (5.6.10) следует Q(l)Tb = Ь, а из (5.6.5Ь) получаем 
Q~l)T А1 = MQ(l)T, таким образом, из уравнения (5.6.14) следует 

откуда имеем 

(1) -1 ~ 
Yi = -qнQ (М - ЛД) Ь. 
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Нам нужна лишь первая компонента Yi· Она имеет вид 

n-1 (1)~ь 
q1j j 

Yli = -qн 2.: . _ >.., i = 1, 2, ... , п. 
j=l µJ • 

(5.6.15) 

Поскольку bJ дается выражением (5.6.8), а qli, ql~) имеют вид (5.6.11 ), 
из этого уравнения находим Yli, и, следовательно, х2 = {у11, У12, ... , У1п}. 

Упражнения 5.6 

1) Проверить, что вектор х2 из (5.6.15) действительно ортогонален х1 , 
как и требуется. 

2) Распространить метод, описанный в данном разделе, на общий слу
чай 2р+ 1-блочной матрицы. 

5. 7. Обратные задачи для графов, являющихся 
деревьями 

Обратные задачи на собственные значения для графа путей и звез
ды являются частными примерами общей задачи. Как граф путей на рис. 

5.1.2, так и звезда на рис. 5.1.3 являются деревьями, согласно опреде
лению раздела 5.1. Этим деревьям соответствуют якобиева матрица ~ 
или, как мы выберем здесь, якобиева матрица с обратным знаком А = J 
и окаймленная диагональная матрица соответственно. В обеих задачах 

были заданы два спектра, а именно а(А) = (Лi)1 и а(А,1) = (µi)Г 1 . 
Второй спектр соответствовал собственным векторам u, положенным 
равными нулю в заданной вершине - вершине l. В обоих случаях спек
тры удовлетворяли условию чередования Коши 

(5.7.1) 

Также в обоих случаях, если все неравенства (5.7.1) были строгими, 
матрица А была неприводима, а соответствующий ей граф g был связ
ным. 

Данный раздел служит введением к важной работе Дюарта (Duarte) 
[81], в которой освещается история обратных задач на собственные зна
чения для деревьев, и установлен общий результат. В нашем анализе 

мы рассмотрим простейшие детали общего случая. Как и Дюарт, здесь 
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и иногда в главе 6 мы будем нумеровать собственные значения в поряд
ке убывания. В частности, будет показано, что если g является деревом, 
содержащим п вершин V, и если заданы два спектра ( .Л.i )1, (µi )7- , удо
влетворяющие неравенству 

(5.7.2) 

то можно найти симметричную матрицу А Е Sn, соответствующую Q, 
такую, что а = а(А) = (Лi)j', ai = а(А1) = (µi)7- 1. Для простоты 
рассмотрим строгое чередование и наложим условие положительности; 

Дюарт ослабил эти ограничения. 
Начнем с наблюдения, что оба случая, рассмотренные выше - граф 

путей (якобиева матрица) и звезда (окаймленная диагональная матри
ца), - имеют общие черты. Во-первых, заметим, что элементы постро
енных матриц можно рассматривать как функции от начальных данных 

а, а 1 . Во-вторых, заметим, что обе матрицы содержат п2 
- п - 2( п - 1) = 

= п2 - 3п + 2 постоян.н.ых функций, которые, по существу, все равны 
нулю. Отсюда вытекают следующие вопросы: 

1) Может ли постоянная функция, входящая в А, быть отличной от 
нуля? 

2) Можно ли увеличить количество этих постоянных функций? 

Ответ на первый вопрос отрицателен. В случае если А Е Sn имеет 
собственные значения (.Л.i)'l с максимальным модулем .Л., то (упражне
ние 5. 7.1) \aij \ ~ .Л., следовательно, А не может иметь никаких других 
фиксированных элементов, независимых от собственных значений, кро

ме как нулевых. Для ответа на второй вопрос заметим, что если нера
венства (5.7.2) выполнены, то А должна быть неприводимой. В случае 
если А была бы приводима, т. е. после возможной перенумеровки вер

шин, ее можно было бы записать в виде 

тогда А и А,1 (которая после перенумеровки стала бы A,i) имели бы 
общие собственные значения, что противоречит (5.7.2). Таким образом, 
матрица А неприводима, а граф g связный. Теперь заметим, что А 
должна быть положительно определенной, так что все диагональные 

элементы aii отличны от нуля. Максимальное число нулевых элементов 
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достигается в случае матриц, чьи графы являются деревьями, и это 

число в точности равно n2 - 3n + 2 (упражнение 5.7.2). Таким образом, 
ответ на второй вопрос также отрицателен. 

Ответив на эти вопросы, приступим к анализу. Начнем с рассмот

рения дерева Q, выберем вершину из V, обозначим ее 1 и рассмотрим 
последствия удаления вершины 1 - получившемуся графу соответству

ет матрица с удаленными из А первой строкой и первым столбцом. 
Во-первых, обозначим символом N набор т вершин j графа Q, кото
рые связаны с вершиной 1. Далее, обозначим Q' граф, получившийся в 
результате удаления вершины 1 из Q. На рис. 5.7.1 приведены два при
мера. На рис. 5.7.1 а вершина 1 является крайней вершиной графа путей, 
N = {2}, и Q' является связным графом с вершинами {2, 3, 4, 5, 6}. На 
рис. 5.7.1 б N = {2, 4}, и Q' содержит две связные компоненты, по од
ной с обеих сторон от вершины 1; назовем их Q~ и Q~ соответственно. 
В общем случае граф Q' содержит т связных компонент, которые мы 
обозначим Qj,j Е N. Соответствующая ему матрица А, 1 содержит т 
неприводимых компонент. 

а) б) 

Рис. 5. 7.1. Удаление вершины 1 из графа путей 

На рис. 5.7.2 приведен еще один пример графа - звезда. В данном 

случае N = {2, 3, 4, 5} и Q' содержит 4 связных компоненты: Qj = {j}, 
j = 2,3, 4, 5. 

И наконец, нам понадобится символ для обозначения графа, полу

ченного в результате удаления вершины j Е N из Qj; назовем его Q'/. На 
рис. 5.7.3 показаны эти подграфы графа Q', приведенного на рис. 5.7.1. 

Заметим, что в случае звезды набор вершин графа Qj' пуст, посколь
ку набором вершин графа Qj является {j}. 

Введя обозначения, которые позволяют нам проследить, что проис

ходит, когда мы удаляем вершину из графа, необходимо рассмотреть два 

набора собственных значений, и как они связаны с матрицей А. Преж

де чем сделать это, вернемся к двум рассмотренным ранее примерам, 
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соответствующим удалению крайней вершины из графа путей и центра 

звезды. 

Сначала рассмотрим граф путей с вершиной 1. Собственные зна
чения ()ч)f и (µi)7- 1 являются нулями последних главных миноров со 
страшим коэффициентом 1 Р~(.Л.) и Р~_ 1 (.Л.) соответственно, которые, 
согласно обозначениям уравнения (4.3.4), связаны условием 

(5. 7.3) 

Заметим, что Р~, Р~_ 1 , Р~_2 в точности соответствуют графам g, g' == g2 
и (]" = Q~; по существу, Р~, Р~_ 1 , Р~_2 являются характеристическими 
многочленами Л матрицы А и подматриц матрицы А, соответствующих 
nодграфам 9' и 92': 

Р~(.Л.) = Л(А), Р~_ 1 (.Л.) = Л(А(9')), Р~_2 (.Л.) = Л(А(g~')). 

Кроме того, al = ан, Ь1 = а12 и N = {2}. Это означает, что можно 
переписать (5.7.3) как 

Л(А) = (Л - а11) Л (A(g')) - L aij Л (A(Qj')). 
jEN 

(5.7.4) 
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Теперь рассмотрим звезду. Уравнением, соответствующим (5. 7.3), 
является уравнение (5.3.5): 

п-1 Ь~ Пп (.Л - Л·) ' 2= . •=1 • л-а1- --= . 
л - µ· пn-1(' ) i=l • i=l л - µj 

(5.7.5) 

Чтобы переписать его в тех же обозначениях, как и (5.7.4), заметим, 
что для звезды с m + 1 = п вершинами, с центром, обозначенным 1, 
N = {2, з, ... , т + 1 }, ai = а11, ьi = а~,н1, так что 

Л(А) = (Л - all) Л (A(q')) - L atJ П Л(А(90). (5.7.6) 
jEN kEN\j 

Обратим внимание на то, что мы приписали m = п - 1 величин µ m 
связным компонентам g' так, что µi приписано Щ+ 1 , i = 1, 2, ... , m. 
Кроме того, несмотря на то что первые члены в правых частях (5.7.4), 
(5.7.6) одинаковы, вторые члены различны. В случае звезды набор вер
шин графа g" пуст. 

Партер (Parter) в своей работе (265] получил общий результат, ко
торый включает в себя частные случаи (5.7.4) и (5.7.6): 

Лемма 5.7.t. 6.(А) = (Л - ан) Л (A(Q')) - EjEЛfaij Л (A(Qj)). 
ПkEN'\J Л(A(Qk)) с учетом условия Л(A(Qj)) = 1, если, как в случае звезды, 
набор вершин графа Q'j пуст. 

Лемма 5. 7.1, как и соответствующий результат (5. 7.5) для звезды, 
по существу, представляет собой разложение на элементарные дроби. 

В общем случае имеем 

Л (А) 2 Л (A(Qj)) 
Л (A(Q')) = Л - ан - ~ alj Л (А(9.1))' (5.7.7) 

где мы использовали тот факт, что g' имеет m отдельных связных ком
понент 9j, так что 

Л(А(Q')) = П Л(A(Qj)). 
jEN 

Уравнение (5. 7. 7) является первым шагом индуктивных рассуждений: 
в результате удаления вершины 1 из g граф 9' распадается на m компо
нент Qj, и Qj' имеет такую же связь с Qj, как и g' с 9. Это означает, что 



158 ГЛАВА 5 

если можно влиять на восстановление А на компонентах 9j из 9' за счет 
данных, относящихся к 9'/ и 9j, тогда можно восстановить матрицу А 
целиком. 

Теперь, поскольку 9j само по себе является деревом и 9j' получа
ется в результате удаления вершины j из 9j, корни 6(A(9j')) должны 
чередоваться с корнями 6(A(9j)) точно так же, как µi чередуются с >ч, 
т. е. выполняется (5.7.2). Но уравнение (5.7.7) в результате разложения 
на элементарные дроби дает D.(A(Qj')). Имеем 

n 

6(А) = !(>.) = П (>. - Лi), (5.7.8) 
i=l 

n-1 

6(А(9')) = g(Л) = П (>. - µi)· (5.7.9) 
i=l 

Далее мы должны распределить п - 1 величин µ среди т компонент 9j. 
Предположим, что 9j имеет Vj вершин, тогда мы должны разбить ин
дексы {1, 2, ... , п - 1} на т наборов так, что если j Е N, то графу 9j 
приписано Vj индексов. Это эквивалентно перегруппировке членов g(Л) 

в т членов gJ(Л), где gJ(Л) имеет степень vJ: 

g(Л) = П gj(Л). 
JEN 

Отсюда следует, что мы должны удостовериться, что если f (>.)/ g(Л) 
раскладывается на элементарные дроби 

(5.7.10) 

где hJ(>.) - многочлен со старшим коэффициентом 1, удовлетворяющий 
deg(hj) < deg(gj), и если Л и µ чередуются как в (5.7.2), тогда YJ 
положительно, а нули hJ(>.) и gj(Л) чередуются. Для этого лучше всего 
привести последнее выражение к виду, использующемуся в лемме 5. 7.1, 
умножив для этого обе части уравнения на g(>.): 

f(Л) = (Л - а)g(Л) - L УJhJ(Л)щ(Л), 
jEN 
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где иj(Л) = g(Л)/gj(Л). Заметим, что 

щ(Л) = П (Л - µs), 
sEQ 

где Q содержит на {1, 2, ... , п - 1} меньше индексов, чем приписано 
к gj. Выберем j Е N и предположим, что µr,µr+p являются двумя 
последовательными нулями gJ(Л), тогда, поскольку g(µr) =О= g(µr+p), 
имеем 

J (µr) = -yjhj(µr )щ(µr ), 
J(µr+p) = -yjhj(µr+p)щ(µr+p)· 

Нам нужно показать, что hj(Л) имеет нули между µr и µr+P• т. е. что 
lij(µr), lij(µr+p) имеют противоположные знаки. Все члены (µr - µ8 ) 

и (µr+p - µ 8 ), появляющиеся в щ(µr) и uJ(µr+p). имеют одинаковые 
знаки, кроме тех µ 8 , которые лежат между µr+p и µr; таких µ всего 
р - 1, им отвечают индексы r + р - 1, ... , r + 2, r + 1. Таким образом, 

р нечетное; щ(иr),щ(иr+р) имеют одинаковый знак, 
р четное ; щ(иr),щ(иr+р) имеют противоположные знаки. 

По предположению, f (Л) имеет только один нуль между любыми двумя 
последовательными µ's, таким образом: 

р нечетное ; f (µr ), J(µr+p) имеют противоположные знаки 
р четное ; f (µr ), f (µr+p) имеют одинаковый знак. 

Комбинируя эти результаты, мы видим, что hj(µr) и hj(µr+p) должны 
иметь противоположные знаки. 

Далее проверим, что YJ положительно. Предположим, что Vj = q 

и что корнями gJ(Л) и hj(Л) являются (µcxJi и (vcxJГ 1 соответственно, 
где 

Тогда 

q q-1 

gj(Л) = П(Л - µщ), hj(Л) = П (Л - vщ), 
i=l i=l 

n 

J(Л) = П(Л - Лi) 
i=l 



160 ГЛАВА 5 

и предположим, что а1 = r, так что 

п 

J(µr) = П(µr - Лi)· 
i=l 

Теперь все Л1,Л2"" ,Лr больше, чем µr, так что знак J(µr) есть (-lY. 
Все vщ меньше, чем µr, так что hj(µr) > О. Наконец, 

где сумма берется по всем i Е {1, 2, ... , n-1} / { а1, а2, ... , aq}. Исключая 
знак, нам нужно рассмотреть только µi > µr, их всего r - 1, так что 
знак щ(µr) есть (-l)r- 1 . Следовательно, Yj >О. 

Итак, первый этап построения А имеет следующий вид: возьмем 

!(.Л), g(.Л) и сделаем разложение на элементарные дроби (5.7.10); а 11 = 

=а, a1j = (yj) 112 , тогда как нули gj(Л) и hj(Л) являются собственными 
значениями компонент А,1. 

На рис. 5.7.4 приведен пример дерева. 

1 

3 

4 5 7 

Рис. 5.7.4. 9-вершинное дерево 

Матрица имеет вид 

хх х 
ххххх 
хх 

х х 

А= Х Х 
х ххх 

хх 
х хх 

хх 

9 
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На первом этапе А, 1 имеет две компоненты. Мы находим ан,а12, аlб 
и находим новые данные, которые позволяют построить звезду с верши

нами {2, 3, 4, 5} и звезду-путь с вершинами {6, 7, 8, 9}. Для проведения 
второго этапа мы можем, если захотим, переобозначить каждую из связ
ных компонент так, что 2----> 1 и 6-+ 1. 

Мы предположили, что данные для построения А образуют два 

строго чередующихся спектра. Однако в случае графа путей и звезды 

возможно использовать взамен один спектр О'(А) = (.Лi)1 и первые ко
эффициенты uli, i = 1, 2, ... , п, нормированных собственных векторов 
матрицы А. Напомним результат, доказанный для произвольной мат

рицы А Е Sп, а именно: собственные значения матрицы А, 1 являются 
нулями уравнения 

~ (uli)2 =О. 
Lл-л 
i=l • 

Дальнейшее обсуждение и ссылки на обратные задачи на собственные 

значения, связанные с древовидными графами, можно найти в работе 

Найлена и Ухлига [252]. 
Другие ссылки на огромное количество литературы, посвященной 

обратным задачам на собственные значения можно ,найти в работах 
Глэдвела (107; 124], Ноцедаля (Nocedal) и Овертона (Overton) [251], 
Фридленда, Ноцедаля и Овертона [95], Икрамова и Чугунова [184], Ксю 
[339], Чу [58], а также Чу и Голуба [59]. 

Упражнения 5. 7 

1) Показать, что если максимальная величина модуля собственных 

значений Лi матрицы А Е Sп равна >.., то \aiJ 1 ~ Л для всех i, j = 
= 1,2, .. . ,п. 

2) Показать, что если матрица А Е Вп соответствует графу Q, то мак
симальное число (недиагональных) нулевых элементов в А дости
гается в случае, когда g является деревом, и равно п2 - Зп + 2. 

3) Построить алгоритм для получения А при заданных (.Лi)1, (µi)l 
и известной структуре Q. Использовать его для нахождения А, 

соответствующей графу g, показанному на рис. 5.7.4. В каче
стве данных взять {Лi}i = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17}, {µiH = 
= {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}. В качестве проверки найти собственные 
значения А и А1 . 
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Положительность 

Стало быть, существуют два склада ума: 
один быстро и глубоко постигает следствия, 

вытекающие из того или иного начала, -
это ум проницательный; другой способен охватить 

множество начал, не путаясь в них, - это ум математический. 

Блез Паскаль. "Мысли», 2. 

6.1. Введение 

Основы спектрального анализа для вещественных симметрических 
матриц обсуждались в главе 1. Свойства собственных чисел, описан
ные в главе 1, наследуются всеми положительно определенными (по
ложительно полуопределенными матрицами). В настоящей главе, кото
рую можно опустить при первом прочтении, содержатся доказательства 

некоторых результатов, использовавшихся в главе 1. Главными среди 
этих результатов являются теорема 6.3.1, утверждающая, что если мат
рица А Е Sn, то она имеет п вещественных собственных векторов, 

которые являются ортонормированными, а значит, порождают все Vn; 
и теорема 6.3.7, дающая необходимые и достаточные условия положи
тельной определенности матрицы А. Зн.аки, положительные и отрица

тельные, постоянно появляются в этой главе, этим обусловлен выбор 
термина положительн.ость для названия этой главы. 

В главе 3 наше внимание сосредотачивается на более узком клас
се якобиевых матриц, которые имеют целый ряд дополнительных спек
тральных свойств. 

Якобиевы матрицы имеют различные собственные значения и с воз
растанием i, у собственного вектора ui возрастает число перемен знаков 
среди элементов ин, u2i, ... , Uni· В этой главе будет показано, что мно

гие спектральные свойства якобиевых матриц наследуются более ши

роким классом осцилляторн.ых матриц. В действительности, как от-
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мечается в параграфе 6.5, существуют двойственные классы осцилля
торных и знаково-осцилляторных матриц. Если матрица А является 

осцилляторной и Z = diag (1, -1, 1, ... , (-l)n-l ), то А = ZAZ явля
ется знаково-осцилляторной и наоборот. Матрица Якоби J из уравне
ния (3.1.4) является знаково-осцилляторной. Эти матрицы были введены 
и интенсивно изучались Гантмахером и Крейном (1950) [98], см. также 
работу Гантмахера ( 1959) [ 97]. Все матрицы, использующиеся в моде
лях конечных элементов или сосредоточенной массы для струн, стерж

ней и балок, являются осцилляторными или знаково-осцилляторными, 

настоящая глава содержит большое количество ссылок, полезных для 

изучения осцилляторных матриц. 

Теорема, на которой базируется теория осцилляторных матриц, при

надлежит Перрону (теорема 6.5.1). Эта теорема связывает их со стро
го положительными матрицами, все элементы которых положительны, 

и утверждает, что такие матрицы имеют одно собственное значение наи

большей величины, что это собственное значение является веществен

ным и положительным, а у отвечающего ему собственного вектора все 

координаты являются положительными. 

Матрицы, используемые в механике, как правило, не являются 

строго положительными; такие матрицы чаще встречаются в экономике 

и в исследовании операций. Однако матрицы, появляющиеся в механи

ке, часто являются осцилляторными. (См. параграф 6.6.1. для точных 
определений.) Для того чтобы применить теорему Перрона к этим мат
рицам, необходимы следующие два шага. Во-первых, если А является 

осцилляторной матрицей, то В = An-l является вполне положитель
ной (totaJ!y positive) (ТР). Это понятие, оно вводится в параграфе 6.6.1, 
означает, что не только все элементы В являются положительными, но 
и все миноры (параграф 6.2) матрицы В являются положительными. 
Заметим, что собственные значения матрицы В являются (п - 1)-ми 
степенями, л~- 1 • собственных значений матрицы А, в то время как соб
ственные векторы В являются собственными векторами А. Во-вторых, 
нам понадобится ввести понятие присоединенной матрицы (compound 
мatrix) (параграф 6.2). Присоединенная матрица Ар состоит из N = 
= (;) миноров порядка р данной матрицы А. Фундаментальная теорема 
Коши-Бине, теорема 6.2.3, устанавливает (пример 6.3.1), что собствен
ные значения Ар являются произведениями р собственных значений 
матрицы А. Тогда, предполагая, что А - осцилляторная матрица, за
ключаем, что В = А n-l обладает свойством ТР, следовательно, для 
р = 1, 2, ... , п, Вр является положительной, но не обладает свойством 
ТР. Первое следствие (теорема 6.10.1) состоит в том, что собственные 
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значения А являются пол~жительными и различными, так же как и соб

ственные значения J или J. 
Прежде чем переходить к исследованию, отметим ряд соглашений 

по обозначениям. В главе 3 мы имеем дело с матрицей Якоби J -
положительно полуопределенной трехдиагональной матрицей с неотри

цательной кодиагональю, собственные числа перечисляются в поряд

ке возрастания, т. е. О ::::; Л1 < Л2 < ... < Лп. Число перемен знака 
в координатах собственных векторов растет, как утверждается в тео
реме 3.3.1. В упражнении 3.3.2 мы обращали внимание на то обстоя
тельство, что если собственные значения матрицы J = ZJZ, которая 
является положительной полуопределенной трехдиагональной матрицей 

с положительной кодиагональю (осцилляторной матрицей, если она на 
самом деле является невырожденной, т. е. положительно определенной), 
перечисляются в порядке убывания, т. е. >.1 > Л2 > ... > Лп ~ О, то 
собственные векторы продолжают удовлетворять теореме 3.3.1. В этой 
главе, работая с осцилляторными матрицами, мы будем придерживаться 

того же порядка, т. е. Л1 > Л2 > ... > Лп >О. Теорема 6.10.2 является 
обобщением теоремы 3.3.1. 

6.2. Миноры 

Предположим, что А Е Мп. Чтобы получить некоторое понима
ние о структуре матрицы А и относительных размерах ее элементов, 

мы вводим понятие минора. Минором порядка р матрицы А называется 

определитель, составленный из элементов матрицы А, находящихся в р 

различных строках и в р различных столбцах. Следовательно, элемен
ты А являются минорами первого порядка, тогда как det(A) является 

единственным минором порядка п; а 1з, 1 ан а~з 1 и det(A), все являются 
а21 а2з 

минорами А. 

Следуя Андо (Ando) (1987) [4], будем обозначать через Qp,n. 1 ::::; 
::::; р ::::; п, множество строго возрастающих последовательностей а: из р 

целых чисел а: 1 , 0:2, ... , °'Р• взятых из UJ = {1, 2, ... , п }. Дополнени
ем а:' последовательности а: называется возрастающая последователь

ность {1, 2, ... , п} \а: = w\a:, такая, что а:' Е Qп-р,п. Когда а: Е Qp,n, /3 Е 
Е Qq,n и a:njЗ =О, их объединение, a:U/3, должно быть переупорядочено 
по возрастанию, для того чтобы стать элементом Qr,п(r = p+q). Мы бу
дем часто использовать специальные последовательности: е = В(р) 
= {1,2, ... ,р} и ф = ф(р) = {n-p+l, ... ,n} и их дополнения В'= 
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= В'(р) = {р+ 1, ... ,п}, ф' = ф'(р) = {1,2, ... ,п-р}. В случае когда 
отсутствует аргумент у 8 ИЛИ ф, будет предполаrаТЬСЯ, ЧТО ОН равен р. 

Подматрица, образованная строками а и столбцами /3 матрицы А, 
будет обозначаться А[о:\,В); вместо А[а\о:] мы пишем А[а]. Минор мат
рицы А, состоящий из строк, отвечающих а, и столбцов, отвечающих /3, 
будет обозначаться А( а; fЗ); следовательно, 

aa1,f31 аа, ,[32 · · · аа1,{Зр 

А(а; /3) = аа2 ,/31 аа2 ,/32 ... аа2,{Зр (6.2.1) 

аар,{31 аар,{32 ... aap,{Jp 

Минор А(а; а) будет сокращенно записываться как А(а) и называться 
ведущим. 

Алгебраическое дополнение aij, введенное в параграфе 1.3, являет
ся минором со знаком, добавляемым к нему по следующему правилу: 

(6.2.2) 

где 

~ А('' .,) aij = i ;J (6.2.3) 

и i' = {1, 2, ... , i-1, i+ 1, ... , п} = w\i, j' = {1, 2, ... ,j-1, j+ 1, ... , п} = 
= w\j; aij иногда называется минором, дополнительным к элементу aij. 

Если А Е Mn, то мы можем определить новую матрицу А= (aij). 
состоящую из миноров, дополнительных к элементам А. 

Теорема 6.2.1. Пусть А= (aij), тогда миноры А вычисляются 
следующим образом: 

А(а; /3) = (det(A))p-l А(а'; ,61
). 

Доказательство. Рассмотрим случай а = /3 = В; общий случай 

может быть получен подходящей перестановкой строк и столбцов. Так 

как aij = (-1)i+jAij• то 

А11 А12 ... А1р 
В = А( а; /3) = А21 А22 ... А2р (6.2.4) 

Ар1 Ар2 ... Арр 
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Умножая это равенство на det(A) и записывая определитель в формуле 
(6.2.4) как определитель п х п-матрицы, получаем 

А11 А12 ... А1р А1,р+1 
А21 А22 ... А2р А2,р+1 

В· det(A) =det Ар1 Ар2 ... Арр Ар,р+1 
о о о 

о о о 

а11 ai2 ... а~п 

а21 а22 ... а2п 

х 

далее, используя уравнение (l .3.1 О), получаем: 

det(A) О 
О det(A) 

В· det(A) = det(A) 

1 

о 

о 

о 

о 

... А1п 

... А2п 

... Арп 
о 

1 

о 

о 

о 

х 

ai,p+l a2,p+l 

а~п а2п 

ap+l,p+l ... an,p+l 
ap+l,n . . . апп 

= (det(A))P А(а';,В'), 

значит теорема справедлива в случае det(A) -=! О. По соображени
ям непрерывности теорема остается справедливой также и в слу

чае det(A) =О. • 

Одно из следствий указанной теоремы состоит в том, что ес

~и det(A) =О, то ранг А не превышает 1, что означает, что все строки 
А являются кратными друг другу, аналогичное утверждение верно и для 

столбцов. Имеется также и другое следствие: 

Следствие 6.2.1. 

det(A) = (det(A))n-l_ 
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Существует и другой способ построить матрицу из миноров задан
ной матрицы. Предположим, что А Е Мп и l~ р < п, и возьмем а:= 
= В(р) := {1, 2, ... ,р}. Мы можем определить Ьij следующим образом: 

ьij=A(Bui, euj), i,j=p+l,p+2, ... ,n; 

матрица В Е Мп-р· Следовательно, если р = 2 и 

о 1 -1 2 -5 -1 

[ 
1 2 3 4] 

А= 2 1 4 1 ' то В = [ -2 2 ] . 
1 о 3 2 

Матрица В называется окаймляющей (а bordered matrix); индексы i, j 
окаймляют е. 

Теорема Сильвестра об окаймляющих определителях формулиру
ется следующим образом: 

Теорема 6.2.2. Предположим, ц,то А Е Мп, 1 ~ р < п, bij = 
= А(В u i, е u j) для i,j = р + 1,р + 2, ... , п, и В= (bij ), тогда 

det(B) = В(В'; В')= (А(В; О))п-р-l det(A). 

Доказательство. Теорема 6.2. l, где вместо р стоит п - р - 1 и а= 
={p+I, ... ,r-I,r+l, ... ,n}=81\r, fЗ={p+l, ... ,s-1,s+l, ... ,n}= 
= B'\s, показывает, что 

Crs = А(а; J3) = (det(A))n-p-2 А(В u r; е u s) 
= (det(A))n-p-2 brs· 

Следствие теоремы 6.2.1 показывает, что если С = ( Crs );+1, то 

det(C) = (А(В'; B'))n-p- 1. 

Однако согласно (6.2.5) 

det(C) = В(В'; B')(det(A))Cn-p- 2)Cп-p) 
= det(B)( det(A))(n-p-2)(n-p)' 

и из теоремы 6.2.1 получаем 

А(В'; В')= ( det(A))n-p-l А(В; В). 

(6.2.5) 

(6.2.6) 

(6.2.7) 

(6.2.8) 
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Далее, подставляя (6.2.8) в (6.2.6), получаем 

det(C) = ( det(A))(п-p-l) 2 

(А(О; В))п-р- 1 , 

что, в сравнении с (6.2.7), дает требуемый результат в случае det(A)#O. 
Соображения непрерывности позволяют заключить, что результат оста

ется справедливым, если det(A) =О. • 

Следствие 6.2.2. Если а, /3 Е Qs,п, О n а= О, О n /3 =О, то 

В(а;/3) = (A(0;0))8- 1A(0Ua;OU/3). 

Следствие 6.2.3. Предположим, что а, /3 Е Qp,n и 

bij =A(aUi;/ЗUj) 

для i = йр + 1, ... , п; j = /Зр + 1, ... , п и /, д Е Qq,n С')'1 > ар, 61 > /Зр, 
тогда 

Последнее является общей формулировкой теоремы Сильвестра. 
Доказательство этого утверждения может быть найдено в книге Гант

махера [97](1959), т. I, стр. 32. 
Перейдем к важной теореме Коши-Бине. 

Теорема 6.2.3. Пусть А Е Mm,k, В Е Mk,n и С АВ, а Е 

Е Qp,m, /3 Е Qp,n тогда 

где сумма берется по всем 1 Е Qp,k· 

Эта теорема является обобщением формулы для Cij, а именно: 

k 

cij = L aipЬpj. 
p=l 

Доказательство ее содержится в книге Гантмахера [97] (1959), т. I, 
стр. 9. 

Важность теоремы Коши-Бине заключается в ее приложениях 
к присоединенным матрицам, которые мы собираемся сейчас опреде

лить. 
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Предположим вначале, что матрица А является квадратной, т. е. А Е 

Е Мп. Определим присоединенную матрицу Ар. Рассмотрим все после
довательности а Е Qp,n. таких последовательностей всего 

Для заданных п,р все N последовательностей могут быть упорядочены 
по возрастанию 1, 2, ... , N. Это может быть осуществлено сопоставле
нием каждой последовательности а= { а1, а2, ... , ар} числа, образован
ного цифрами а1, а2, ... , °'Р в системе счисления с базой d = N + 1. 
Эта процедура сопоставляет конкретный индекс s = s(a) каждой по
следовательности а; s лежит в интервале 1 :::; s :::; N. Следовательно, 
когда п = 5, р = 3, мы получаем N = 10, и возможные комбинации 

имеют следующий вид: 123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345. 
Значит, s(124) = 2, тогда как s(245) = 9. Элемент a 8 t матрицы Ар равен 

ast = А(а; /3), 

где s=s(a), t=s(/3). 
Присоединенная матрица может быть также определена в прямо

угольном случае, однако мы не будем использовать это обобщение в на

шей книге для матрицы А Е Mтn,n· 

и ast дается равенством (6.2.9) для а Е Qр,тп, (3 Е Qp,n· В зтом случае 
теорема Коши-Бине утверждает следующее: 

Теорема 6.2.4. Если А Е Мтп,k, В Е Mk,n, С = АВ и р :::; 
:::; min(m, k, п), то 

Доказательство. Перепишем уравнение (6.2.9) в виде: 

k 

Crs = L artbts, 
t=l 

где r = s(a), s = s((З), t = s(')'). • 
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Следствие 6.2.4. Пусть А Е Мп является невырожденной, то
гда присоединенная матрица р-го порядка для А- 1 является обрат
ной к присоединенной матрице р-го порядка для А. 

Доказательство. Пусть В = А-1 , тогда АВ = I, откуда А.рВр = 
=Ip, Вр = (др)- 1 . • 

Упражнения 6.2 

1) Если матрица А Е Мп является невырожденной, то уравнение 
(1.3.20) позволяет заключить, что ее обратная матрица R = А- 1 

имеет элементы 

Используйте теорему 6.2.1 для того, чтобы установить, что усло
вие а, j3 Е Qp,n влечет равенство 

det(A)R( а; jЗ) = ( -1 )t А( а'; /3'), 

где 
р 

t = L (a:m + /Зm)· 
m=l 

2) Если В= {1,2"."р} и Ф= {п-р+1"",п}, то А(В;ф) и А(ф;В) 
называются угловыми минорами р-го порядка для А. Используйте 

упражнение 6.2.1 для того, чтобы установить, что угловые мино
ры R удовлетворяют равенству 

det(A) · R(В,ф) = (-l)tA(B';ф'), 

где t = r(p + 1). Заметим, что А(В'; ф') является угловым мино
ром (п - р)-го порядка для матрицы А. 

3) Уравнения (1.3.7), (1.3.8) являются частными случаями разложе
ния Лапласа для определителя, 

det(A) = L(-1)tA(a;j3)A(a';j3'), 

где а Е Qp,n фиксировано, и сумма берется по всем j3 Е Qp,n и t = 

= I:~=l ( °'m + /Зm). Докажите этот результат и покажите, что 
существует аналогичное разложение с фиксированными j3 и а:, про
бегающими все Qp,n· 
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4) Предположим, что А Е Мп. Воспользуйтесь формулой Коши-Бине 
для доказательства того, что присоединенная матрица р-го порядка 

матрицы А rn равняется (.др)m, т. е. 

5) Используя теорему Коши-Бине, докажите, что если Q является ор
тогональной матрицей, то матрица Qp. являющаяся присоединенной 
матрицей р-го порядка для Q, также является ортогональной. 

6) Пусть В= Am. Покажите, что миноры В выражаются при помощи 
миноров А; используйте обозначение (6.2.9), чтобы установить, что 

В(а; {3) = LA(a; 1)А(1;1') ... A(1'(m-l); {3), 

здесь суммирование берется по всем 1; 1' .. · l'(m-l) Е Qp,n· 

6.3. Общее представление симметричной матрицы 

Начнем со следующих двух теорем. 

Теорема 6.3.1. Пусть А Е Sn, тогда А имеет п вещественных 
собственных векторов, образующих ортонормальную систему. 

Теорема 6.3.2. Каждому собственному значению >.0 кратно
сти т матрицы А Е Sn соответствует т линейно независимых 
собственных векторов. 

В параграфе 1.4 мы установили, что собственные векторы, соответ
ствующие различным собственным значениям, являются ортогональны

ми. Последнее означает, что если все собственные значения А являются 

различными, то такая матрица обладает п ортогональными собственны
ми векторами, которые можно домножить на скаляры так, чтобы система 

стала ортонормированной. Достаточно доказать теорему 6.3.2. 

Доказательство. Предположим, что Ло является m-кратным соб

ственным значением А, т. е. Ло является m-кратным корнем д(Л) = 
= det(A - ЛI) и В= А - Лоl имеет ранг р, значит уравнение 

Bu =(А- Лol)u =О (6.3.1) 
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имеет r = п - р линейно независимых решений. Достаточно доказать, 

что r = m. Рассмотрим 

6(.Л) = det(A - .ЛI) = det(B - (Л - Ло)I) 
= I:~=0 (-l)iTj(.Л - Ло)i, j = п - i, 

где Tj является суммой главных миноров j-го порядка матрицы В и Та = 

= 1. Матрица В имеет ранг р, значит Тп =О = Тп-l = ... = Tp+l , 
следовательно, 

6(.Л) = ±(Л - Ла)r {Тр - (Л - Ла)Тр-1 + ... ± (Л - Ло)РТа}, 

откуда m ~ r. Достаточно доказать, что Тр Т- О, иначе 6(.Л) имеет r
кратный корень, т. е. m = r. Без ограничения общности можно предпо
лагать, что первые р строк В являются линейно независимыми, а зна

чит, любая строка В может быть записана как линейная комбинация 

первых р строк, т. е. 

р 

ьij = L.: Cikьkj, i,j = 1, 2, ... , п, 
k=l 

последнее можно записать как 

В= СВо, (6.3.2) 

где С Е Мп,р и Во Е Мр,п образована первыми р строками матрицы В. 
Применим теорему Коши-Бине 6.2.3 к (6.3.2): 

В(а; ;З) = L С(а; 1)Во(1; ;З). (6.3.3) 

Однако С имеет только р столбцов, и аналогично Во имеет только р 

строк, которые являются 1, 2, ... ,р строками матрицы В. Следовательно, 
в разложении (6.3.3) имеется только одно слагаемое: 

В(а;;З) = С(а;В)В(В;,8), (6.3.4) 

где В= {1, 2, ... ,р}. Аналогично 

В(,8; В)= С(,8; В)В(В; В). (6.3.5) 

Однако матрица В является симметричной, а значит, В(;З; В) = В( В; ;З), 
следовательно, объединяя (6.3.4), (6.3.5), получаем 

В(а; ;З) = С(а; В)С(;З; В)В(В; В). (6.3.6) 
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Все миноры в левой части не могут обнулится, так как в этом слу

чае ранг матрицы В был бы меньше р; откуда В(В; В) i- О. Тогда из 
уравнения (6.3.6) и условия {3 = а следует 

В(а; а)= (С(а; В)) 2 В(В; В). 

Последнее означает, что все главные миноры р-го порядка матрицы В 
имеют одинаковый знак и по крайней мере одно значение В(В; fJ) явля
ется ненулевым. Следовательно, их сумма Тр является ненулевой. Отку

да m = r. 8 

Теперь можно утверждать, что если А Е Sn, то эта матрица име
ет п собственных значений p,i)'l и п ортонормированных собственных 
векторов (ui)f. Откуда 

Aui = Лiщ, i = 1,2, .. . ,п, 

а значит, 

AU = U/\, uuт = uтu = I. (6.3.7) 

Последнее может быть преобразовано в 

(6.3.8) 

Данное равенство является наиболее важным представлением симмет

рической матрицы. 

Упражнения 6.3 

1) Примените теорему Коши-Бине (теорема 6.2.4) к уравнению (6.3.7) 
для доказательства того, что собственные значения .др являются 
произведениями Ai1 Ai2 ..• Лiр. 

2) Показать, что собственные векторы матрицы .др являются столбца
ми присоединенной матрицы Ир. 

6.4. Квадратичные формы 

Пусть А Е Sn, тогда 
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называется квадратичной формой, ассоциированной с А. Одна из за
дач этого параграфа состоит в нахождении необходимых и достаточ

ных условий того, что А является положительно определенной (PD), 
т. е. А(х, х) >О для всех х =!=-О. 

Начнем с рассмотрения различных способов представления А(х, х). 
Пусть 

тогда 

Откуда 

п 

Ai(x) = L aijXj, i = 1, 2, ... , п, 
j=l 

п 

А(х, х) = :~::::XjAj(x). 
j=l 

ain А1(х) 
а2п А2(х) 

ап1 ап2 ann Ап(х) 
А1(х) А2(х) ... Ап(х) А(х,х) 

=0, 

(6.4.2) 

(6.4.3) 

(6.4.4) 

так как последний столбец является линейной комбинацией первых п 

столбцов. 

Теорема 6.4.1. Если det(A) =/=О, то 

-1 
А(х, х) = det(A) 

ain А1(х) 
а2п А2(х) 

anl ап2 ann An(X) 
А1(х) А2(х) ... An(x) О 

(6.4.5) 

Доказательство. Разложим нулевой определитель (6.4.4) по по-
следней строке. • 

Введем в рассмотрение величины 

(6.4.6) 

и так далее, вплоть до Xn(x), и докажем следующую теорему. 
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Теорема 6.4.2. Пусть е = {1, 2, ... , р} и Dp = А( е; О) /= О, р = 
= 1, 2, ... , п, тогда векторы (Хр(х))1 являются линейно независимы
ми. 

Доказательство. Действительно, Х1(х)= 2=;=1 aijXj, тогда как 

Х2(х) = 2=;=2(a11a2j - a21a1j)Xj, и в общем случае 

Хр(х) = Dpxp + слагаемые, зависящие от Xp+l, ... , Xn. 

Откуда видно, что в обратной последовательности Хп(х), Xn-1 (х), ... 
. . . , Х1 (х), каждый член содержит на одно Xj больше, чем предыду
щий. Последнее означает, что (Xi(x))1 одновременно обнуляются тогда 
и только тогда, когда (xi)1 равны нулю. 8 

Этот факт позволяет получить следующее важное разложение 

для А(х,х): 

Теорема Якоби. Пусть Do = 1, е = {1, 2, ... ,р} и Dp = А(О; О)/= 
i= О, р = 1, 2, ... , п, тогда 

п (Хр(х))2 
А(х, х) = L D D . 

p=l р р-1 
(6.4.7) 

Заметим, что, ввиду теоремы 6.4.2, это уравнение дает представле
ние А(х, х) в виде линейной комбинации скалярных квадратов линейно 
независимых комбинаций (xi)]". 

Доказательство. Рассмотрим Ро =О, и 

Рр(х,х) = 

aip Ai(x) 
а2р А2(х) 

(6.4.8) 

Найдем рекурентное соотношение, связывающее Рр и Pp-l· Рр(х,х) яв
ляется определителем симметрической матрицы СЕ Вр+1, т. е. 

Рр(х, х) = С(О(р + 1); О(р + 1)). 

Применим теорему 6.2.2 к этому равенству, полагая 

Ьij=C(O(p-1)Ui; O(p-l)Uj), i,j=p,p+1, 
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тогда 

det(B) = ЬррЬр+1,р+1 - Ьр,р+1Ьр+1,р 

= С(В(р - 1); В(р - 1)). С(В(р + 1); В(р + 1)). 
(6.4.9) 

Однако Ьрр = DP, Ьр+1,р+ 1 = Рр-1(х,х), Ьр,р-1 = Ьр-l,р = Хр(х), то
гда как С(В(р - 1); В(р - 1)) = Dp- 1, С(В(р + 1); В(р + 1)) = Рр(х, х). 
Следовательно, из уравнения (6.4.9) получаем 

или, так как все Dp являются ненулевыми, 

- Рр(х, х) - Рр-1 (х, х) х;(х) 
----= + р=1,2, ... ,п. 

Dp Dp-1 DpDp-1' 

Теорема (6.4.1) утверждает, что 

-Рп(х,х) 
A(x,x)=--

Dn 

(6.4.1 О) 

Суммируя (6.4.10) от 1 до п и используя условие Ро = О, получаем 
требуемую сумму (6.4.7). 8 

Теорема 6.4.3. Пусть матрица А Е Sn, тогда А обладает свой
ством PD в том и только том случае, если Di >О, i = 1, 2, ... , п. 

Доказательство. Для начала докажем, что если А обладает свой

ством PD, то det(A) > О. Так как А Е Sn, по следствию из теоре
мы 6.3.2, она имеет п собственных значений (>ч)'1 и п ортонормальных 
собственных векторов (щ)1 таких, что Ащ = Ailli· Следовательно, >ч = 

= u'[ Aui = А(щ, щ) >О, откуда det(A) = П~1 Лi >О, т. е. Dn >О. 
Пусть А положительно определена, тогда матрица, полученная из А 

удалением последних j строк и столбцов, является PD для всех j = 

= 1, 1, ... , п - 1. Следовательно, определители всех этих матриц поло
жительны, т. е. (Dn-j)7- 1 > О. Нами доказано, что если А является 
PD, то (Di)1 >О. 

Предположим, что (Di)1 > О, тогда уравнение (6.4.7) показывает, 
что А(х, х) > О, так как (Xi(x))? одновременно обращаются в ноль, 
только если х =О. Следовательно, А является PD. 8 
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Следствие 6.4. 1. Пусть А Е Sn является PD, тогда все ведущие 
миноры А(а; а)= А(а), а Е Qp,n, р = 1, 2, ... , n, - положительны. 

Пусть матрица А Е Sn является только положительно полуопре
деленной (PSD), тогда главные миноры, а на самом деле все ведущие 
миноры, являются неотрицательными. 

Теорема 6.4.4. Пусть А Е Sn является PSD и для некоторо
го р, 1 ~ р < п, Dp = А(В; В) = О. Тогда любой ведущий минор, 
окаймляющий Dp, является нулевым.. В частности, главные мино
ры Dq, р ~ q ~ n, нулевые. 

Докажем, что все Dq равны нулю, а оставшуюся часть доказатель
ства предоставим в качестве упражнения. 

Доказательство. Возможны два случая: 

i) р = 1, тогда D1 =ан =О, и условие 

позволяет заключить, что (а11 )'1 =О, значит (Dч)'i =О; в этом случае х1 
не участвует в А(х, х) вообще. 

ii) ан #- О и для некоторого р, 1 ~ р ~ п - 1, Dp #- О, Dp+l = О. 
(Если р = п - 1, то доказывать нечего; следовательно, будем рассматри
вать случай р < п - 1.) 

Рассмотрим окаймляющие определители 

Ьi1=A(8Ui;8Uj), i,j=p+1,".,n 

и построим В = (biJ );+i · В силу тождества Сильвестра (следствие из 
теоремы 6.2.2), если а1 > р и а Е Qr,n, r ~ п - р, то 

В(а; а)= (А(В; B))r-l А(В U а; В U а). 

Тогда В является PSD. Так как Ьр+l,р+1 = Dp+l =О, матрица подходит 
под условия случая 1, и если q > р+ 1, r = q-p-1, а= {р+ 1, ... , q}, 
то 

О= В(а; а)= {А(В(р);В(р))У A(B(q); B(q)), 

значит А(В(р); В(р)) = Dp #-О, откуда слудует, что A(B(q); B(q)) = Dq =0 . 

• 
Из этой теоремы следует, что если А Е Sn является PSD, то для 

некоторых р, 1 ~ р < п, (Di)f >О, (Di)~+ 1 =О. 
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Упражнения 6.4 

1) Проверьте, что А Е Sn является PD тогда и только тогда, когда ее 
собственные значения (Лi)f положительны; она является PSD тогда 
и только тогда, когда ее собственные значения неотрицательны. 

2) Проверьте, что если А Е Sn является PSD, то А вырождена, 
и хт Ах = О тогда и только тогда, когда Ах = О. 

3) Проверьте, что А Е Sn является PSD, и если aii =О для некоторого 
i, 1 ~ i ~ п, то aij = О для j = 1, 2, ... , п. Это означает, что если 
aii = О, то xi не присутствует в хт Ах. 

4) Проверьте, что если А Е Sn является PSD и имеет ранг r, то она 
имеет положительный ведущий минор порядка r. 

Эти и остальные свойства PD- и РSD-матриц могут быть найдены 
в главе 7 книги Хорна и Джонсона (1985) [183]. 

6.5. Теорема Перрона 

Большинство матриц, которые актуальны в различных задачах тео
рии колебаний, является симметричными. Следовательно, их собствен
ные значения являются вещественными и их собственные векторы явля

ются ортонормированными. Зачастую эти матрицы являются PD, а зна
чит их собственные значения являются не только вещественными, но 

и положительными. Однако вся теория, относящаяся к осцилляторным 
матрицам, зависит от основного результата о матрицах, не обязательно 

являющихся симметрическими, к изложению которого мы сейчас перей

дем. 

Напомним ряд определений. Если у вектора х все координаты по
ложительны (неотрицательны), то мы будем писать х > О (~О) и гово
рить, что х является положительным (неотрицательным). Если х, у 
принадлежат v", то х ~ у эквивалентно х - у ~ О. Матрица А Е Мп 
называется положительной (неотрицательной), если aij > О (~О) для 
всех i,j = 1, 2, ... , п. 

До сих пор мы рассматривали только евклидову норму векторов 
х Е Vn, т. е. так называемую L2-норму: 

п 1 

llx/12 = (Llxil 2
) 2 . (6.5 .. 1) 

i=l 
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Определим L2-норму матриц А Е Mn: 

n 1 

llAll2 = (L iaijl2
) 2 . (6.5.2) 

i,j=l 

Эта норма иногда называется фробениусовой нормой, нормой Шура или 
нормой Гильберта-Шмидта. 

Нам также понадобится другая норма, а именно Li: 

n 

llxll1 = L lxil, (6.5.3) 
i=l 

n 

llAll1 = L laijl· (6.5.4) 
i,j=1 

Норма является аналогом расстояния, таким образом, она должна удо

влетворять многочисленным фундаментальным законам, см. упр. 6.5.1. 
Полное и всестороннее исследование векторных и матричных норм мож

но найти в книге Хорна и Джонсона (Horn, Johnson) [ 183] (1985), па
раграф 5.6. 

Перейдем к доказательству теоремы Перрона, следуя Беллману 

(Bellman) (1970) [25]. 

Теорема 6.5. l (Перрон). . Пусть А Е Mn и А > О. Тогда А 
имеет единственное собственное значение р наибольшего модуля. 

Это собственное значение является простым и однократным, соот
ветствующий собственный вектор можно выбрать положительным. 
Собственное значение р часто называют перроновым корнем А. 

Доказательство. Пусть S(Л) является множеством всех неотрица
тельных Л, для которых существует неотрицательный вектор х такой, 

что 

Ах~ Лх. (6.5.5) 

Мы будем рассматривать Li -отнормированные векторы х, т. е. такие, что 
llxll1 = l::~=l Xi = 1. (Так как х ~О, jxil = Xi.) Следовательно, нулевой 
вектор исключен из рассмотрения. Если х удовлетворяет (6.5.5), то по 
упражнению 6.5.2 получаем, что 

(6.5.6) 
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откуда О::::; Л::::; llAll1. Это показывает, что множество S(Л) ограничено. 
Это множество не является пустым, так как матрица А положительна. 
Ограниченное множество S(Л) обладает точной верхней гранью, обозна
чим ее Ла. Пусть Л1, Л2, ... - последовательность в S(Л), сходящаяся 
к Ло, а Xi - соответствующая последовательность векторов, удовлетво

ряющих Axi ~ Лixi. Множество всех векторов х, таких, что llxll1 = 1, 
замкнуто и ограничено; следовательно, последовательность {xi} содер
жит сходящуюся подпоследовательность {xvJ, пределом которой явля
ется неотрицательный вектор ха, удовлетворяющий условиям l lxo 111 = 1 
и (см. упражнение 6.5.3) 

Аха~ Лоха. (6.5.7) 

Откуда Л0 Е S(.Л). Покажем теперь, что в (б.5.7) справедJl\-iВО равенство, 
для этого предположим противное. 

Пусть 

d = Ахо - Лоха ~ О, 

предположим, что один из d;, скажем dj. является положительным. Рас
смотрим 

Yi = XiO + (dj/2Лo)бij, 

тогда i-ая строка Ау - Лоу равняется 

Пусть Л = Ло + miщ( ei/Yi), тогда Л > Ло и 

Ау - Лу = е - ( Л - Ло )у 

= е - mini(ei/Yi)Y ~О. 

Отсюда получаем, что Л Е S(Л) и Л превышает точную верхнюю 
грань, Ло, множества S(Л). Полученное противоречие доказывает ра
венство в формуле (6.5.7), т. е. 

Аха= Лоха. (6.5.8) 

Следовательно, Л0 - собственное значение, а х0 - соответствующий 

собственный вектор, причем хо является положительным (упр. 6.5.4). 
Покажем, что Ло равно перроновому корню. 

Предположим, что существует другое собственное значение Л, воз

можно, комплексное, такое что IЛI ~ Ло, и z i= О - соответствующий 
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собственный вектор, т. е. Az = Лz. Пусть izl обозначает вектор с коор
динатами !z1I, lz2!, ... , lzпl, тогда получим 

JЛI izl = IAzl ~ Ajzj. (6.5.9) 

Однако в силу максимальности Ло получаем /Л/ ~ Ло и, следовательно, 
IЛI = Ло. Повторение предыдущих рассуждений позволяет установить, 
что в формуле (6.5.9) справедливо равенство, т. е. 

Alzl = ЛolzJ, iz! > О. 

Тогда 

JAz/ = A/zj, (6.5.1 О) 

а по упражнению 6.5.5 это может быть справедливо только в случае 
z = cw, где с - комплексное число и w положительно; откуда Л -
положительно, т. е. Л = Ло. Покажем, что хо и w, которые оба являют
ся положительными собственными векторами матрицы А, отвечающи

ми Ло, пропорциональны. Рассмотрим у= хо - EW и выберем 

Е = min(xiO/щ) = Xjo/wj, 
i 

тогда у является неотрицательным собственным вектором, соответству

ющим Л0 , удовлетворяющим условию Yj = О. Таким образом, 

ajlYl + aj2Y2 + ... + ajnYn = О, 

причем aj1 > О для i = 1, 2, ... , п. Отсюда следует, что у= О. Следова
тельно, хо= r::w, а значит Ло является простым корнем. Следовательно, 
Ло имеет все свойства перронова корня р. 8 

Упражнения 6.5 

1) Векторная норма удовлетворяет следующим трем условиям: 

а) llxll ~О, причем llxll =О тогда и только тогда, когда х =О; 
Ь) licxil = ic/ · J/xl/; 
с) llx+yl/ ~ 1/х/1+1/у/1. 
Установите, что нормы L1 и L2 удовлетворяют этим условиям. 
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2. Покажите, что для А Е Mn, х Е Vn, справедливо 

3. Установите, что вектор х0 удовлетворяет неравенству (6.5.7). 

4. Покажите, что если х является неотрицательным собственным век
тором положительной матрицы А Е Mn, то х > О. Откуда следует, 
что: 

если А > О, х ): О, Ах = Лх 

и xi =О для некоторого i = 1, ... , п, то х =О. 

5. Установите, что если матрица А Е Мп является положительно опре
деленной, то уравнение (6.5. l О) справедливо только в случае z = 
= cw, где с - комплексное число и w > О. 

6.6. Вполне неотрицательные матрицы 

Предположим, что А Е Mn. Матрица А называется положитель
ной (см. параграф 6.5), обозначается А > О, если aij > О для всех 
i,j = 1, 2, ... , п. Свойство вполне положительности относится также 
ко всем минорам (см. параграф 6.2) А, а не только к ее элементам. Если 
А Е Mm,n, то будем говорить, что А является 

1) TN (вполне неотрицательной), если все миноры А неотрицатель
ны. 

Если А Е Mn, то будем говорить, что А является 

2) NTN (невырожденной и вполне неотрицательной), если А явля
ется невырожденной и TN; 

3) ТР (вполне (totally) положительной), если все ее миноры строго 
положительны; 

4) О (осцилляторной), если А является TN и некоторая ее сте
пень А m является ТР. 
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Некоторые математики, включая и автора данной книги, см. кни

гу Глэдвелла [108] (1986Ь), используют термин вполне положитель

ность (ТР) вместо термина вполне неотрuцательность (TN) и стро
гая вполне положительность (STP) вместо термина вполне положи
тельность (ТР). Также в [108] (l986b), следуя книгам Гантмахе
ра и Крейна [98] (1950), используется термин полностью (coтpletely) 
вместо вполне (totally); таким образом, выражение «полностью поло
жительный» может иметь самые разные значения. Читатель, обратите 
внимание на эти тонкие отличия! 

Понятие осцилляторной матрицы (или матрицы осцилляций) бы
ло введено в работах Гантмахера и Крейна в 1930-х годах, см. книгу 
[98] (1950). Далее оно было развито Гантмахером [97] (1959). Понятие 
вполне положительной матрицы появилось намного ранее, см" напри

мер, работу Фекета (Fekete) [86] (l 913); такие матрицы были впервые 
систематически исследованы Карлиным (Karlin) [ 190] (1968) в моногра
фии «Полная положительность», том 1. (том 2 так и не появился!). Ан
до (Ando) [4] (1987) приводит обзор по этой теме и доказывает ряд важ
ных новых результатов. Все эти понятия, полная положительность, ос

цилляторность, и др" возникли при изучении линейных систем, стерж

ней, балок, сплайнов, дифференциальных уравнений Штурма-Лиувилля 

и т.д. 

Изучение вполне положительности требует детальной работы с нера
венствами. Мы приводим два типичных примера свойств, в которых чи

татель может непосредственно убедиться: 

i) если а ? О или d ? О; Ь ? О и с ? О, а также 

1 ~ ~\ >0, 

то а> О и d >О; 

ii) если а ? О или d ? О; Ь > О и с> О и 

1~ ~1 ?О, 
то а> О и d >О. 

Понятие полной положительности близко к понятию положитель

ной определенности, однако существуют принципиальные отличия меж

ду ними: положительная определенность применяется только к симмет

рическим матрицам, ТР применяется к любым матрицам из Mn; понятие 
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положительной определенности включает только главные миноры, в то 

время как ТР дает условия на все миноры матрицы. Очевидно, что если 
А Е Sn является TN то она PSD; а из ТР следует PD; однако обрат
ные импликации не являются справедливыми (упр. 6.6.1). Следующая 
теорема является аналогом теоремы 6.4.5 для TN матриц: 

Теорема 6.6.l. Пусть матрица А Е Mn, А является TN, и у А 
есть нулевой ведущий минор. Тогда любой окаймляющий его минор 
также равен нулю. 

Доказательство. Для простоты мы сфокусируем наше внимание 
только на главных минорах; это ограничение может быть снято некото

рым усложнением доказательства. Как и в теореме 6.4.5, рассмотрим 2 
случая: 

1) D 1 = а 11 = О. Мы утверждаем, что отсюда следует, что или 
(ai1)1 = О, или (a1j)'1 = О. Если это не так, то можно найти ail > О 
и а 11 >О для некоторых i,j, удовлетворяющих условию 2 ( i ( п, 2 ( 
j ( п. Однако тогда 

что противоречит условию вполне неотрицательности матрицы А. Сле
довательно, если all = О, то или первая строка А, или первый стол

бец А нулевые. (См. также упр. 6.6.2.) 
2) а11 f О. Тогда для некоторого р (1 ( р ( п - 1) получаем 

Dp f О, Dp+l =0. (Снова, если р = п -1, то доказывать нечего.) Введем 
окаймляющие определители 

bij=A(Bui;BUj) i,j=p+l, .. "n 

и определим матрицу В = (bij );+i · Согласно тождеству Сильвестра 
(следствие 6.2.3), если а, (З Е Qr,n, а1 > р, f31 > р, то 

В(а;(З) = (A(B;B))r-lA(BUa;BU(З), 

значит матрица В является TN. Так как Ьр+l,р+1 = Dp+l = О, то эта 
матрица удовлетворяет условиям первого случая. Если q > р + 1 и а = 
= (3 = {р + 1" .. , q}, ТО 

В(а; а)= (А(В(р); B(p)))q-p- 1A(B(q); B(q)) =О. 

Однако так как Dp = А(В(р); В(р)) f О, получаем Dq =О. • 
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Теорема 6.6.2. Если матрица А Е Мп и А является NTN, то 
все ее ведущие миноры являются положительными. 

Доказательство. Если существует нулевой диагональный минор 
матрицы А, то по теореме 6.6.1, Dn = det(A) является нулевым, од
нако матрица А является невырожденной, следовательно, det(A) i О 
(в самом деле det(A) >О). • 

Следствие 6.6.1. Если А Е Sn является NTN, то А является 
PD. 

Если А Е Мп является NТN, то мы знаем, что некоторые элемен
ты А являются строго положительными, в частности, по теореме 6.6.2 
таковы диагональные элементы aii· Перейдем к доказательству важного 
результата, демонстрирующего, что А имеет так называемую лестнич

ную структуру. Введем некоторые определения. 

Пусть р = {р1,р2, ... ,pn} - последовательность целых чисел из 
множества {1,2, ... ,п}. Тогда р является лестничной последователь
ностью, если р1 :::::; р2 :::::; ... :::::; Рп и Pi ~ i для всех i = 1, 2, ... , п. 
Следовательно, р = {2, 3, 3, 5, 5} - лестничная последовательность. 

Предположим, что р и q - две лестничные последовательности. 
Матрица А Е Мп называется р-, q-лестничной матрицей, если aij = О 
в случае j > Pi или i > Qj. Пусть р = {2, 3, 3, 5, 5}, q = {2, 4, 5, 5, 5}, 
тогда 

[ 

:~~ :~~ а2з ] 
А= аз2 азз 

а42 а4з а44 а45 

аsз а54 ass 

является р-, q-лестничной матрицей. Характеристическим свойством 
лестничных матриц является то, что если элемент верхнего (нижне
го) треугольника является нулевым, то все элементы вправо (влево) 
и вверх (вниз) от него являются нулевыми. Очевидно, если А Е Sn, то 
р = q; в этом случае мы будем говорить, что А - р-лестничная матрица. 

Докажем следующую теорему. 

Теорема 6.6.3. Если матрица А Е Мп является NTN, то она 
является лестничной матрицей. 

Доказательство. Элементы нижнего и верхнего треугольников 

можно рассматривать по отдельности, мы рассмотрим только верхний 

треугольник. 
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Предположим, что j > 1 и aij = О. Если k > j, то 

откуда aik = О; все элементы вправо от aij также являются нулевыми. 

Рассмотрим элементы { aii, ai,i+l, ... , ain} i-й строки. Первый из них 
является положительным; тогда существует индекс m, i ~ m ~ n, такой, 
что aij = О для j > m; назовем этот индекс Pi; Pi ~ i. 

Предположим, что j > i и aij = О. Если k < i, то 

откуда akj = О. Следовательно, aij = О и k < i, значит akj = О. Из j > Pi 

получаем akj = О, т. е. из j > Pi следует j > Pk; Pk ~ Pi· Поэтому р 
является лестничной последовательностью, и верхний треугольник А -
лестничная матрица. • 

Теорема 6.6.4. Пусть А Е Mn является TN и 1 ~ р < n, 
тогда A(8(n); 8(п)) ~ А(8(р); 8(р)) · А(81 (р); 81 (р)). Здесь 8(р) = 
={1,2, ... ,р}, 81(p)={p+l, ... ,n}. 

Доказательство. По теореме 6.6.1 мы можем предполагать, что все 
главные миноры положительны, действительно, если какой-то из них 

является нулевым, то неравенство будет выполнено, так как по теоре

ме 6.6.1 det(A) =О. Эта теорема справедлива для n = 2, так как 

А(8(2); 8(2)) = ана22 - а12а21 ~ ана22-

Будем доказывать по индукции и предположим, что утверждение спра
ведливо для матриц порядка n - 1 и менее. Рассмотрим матрицу В из 
теоремы 6.6.1: 

и 

откуда 

Ьij =A(8Ui;8uj), i,j=p+l, ... ,n, 

В(8'; 81
) = (А(8;В))п-р-l A(B(n); 8(n)) 

= (Dp)n-p-l Dп, 
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Так как матрица B[B'IB'] имеет порядок п - р ~ п - 1, предположение 
индукции применимо к этой матрице: 

В( В'; 81
) ~ Ьр+1,р+1В( 81 (р + 1);81 (р + 1) ), 

следовательно, 

(6.6.1) 

Применяя снова тождество Сильвестра, получаем 

В(В1 (р+ l);B'(p+ 1)) = (А(В;В))п-р-2А(а;а), 

где а= eu 81(p+l) = {1,2,. ",р,р+2," .,п}. Тогда из равенства (6.6.1) 
с учетом Ьр+1,р+1 ~ Dp+l следует 

Dп ~ Dp+1(Dp)n-p-2 А(а; a)/(Dp)n-p-l ~ Dp+1A(a; а)/ Dp. (6.6.2) 

По предположению индукции: 

А(а; а) ~ Dp А(В'(р + 1); В'(р + 1)). 

Согласно (6.6.2) получаем 

А(В(п); В(п)) ~ А(В(р + 1); В(р + l))A(B'(p + 1); В'(р + 1)), 

т. е. результат справедлив для матриц порядка п. • 
Следствие 6.6.2. Если А Е Мп является TN, то 

Теорема 6.6.4 касается главных миноров TN матрицы А. Однако 
так как любая квадратная матрица, полученная как подмножество строк 

и столбцов матрицы А, также является TN, получаем 

Следствие 6.6.3. Пусть А Е Мп является TN, /3, / Е Qq,n и /3, / Е 
е(р) = (} (т. е. /Зq, lч ~ р), тогда 

А(/З u (}'; 1 u (}') ~ А(/З;')')А(е1 ; 81
). 

Аналогично, если /3, / Е Qq,n и /3, / Е О'(р) =О' (т. е. /31, 11 ~ р+ 1), 
то 

А(е u /З; В u 'У) ~ А(/З; 1)А(В; 8). 

Обобщения этого результата см. в работе Андо [4] (1987). 
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Теорема 6.6.5. Предположим, что А Е Mm,n является TN. Если 
А имеет р линейно зависимых строк, индексированных а Е Qp,m, 
al = 1, ар = m, среди которых первые р - 1, индексированные о:\о:р, 
и последние р - 1, индексированные а\а1, являются линейно незави
симыми (л. н.), то А имеет ранг р - 1. 

Доказательство. Очевидно, что ранг А не меньше р - 1; покажем, 
что он не больше р - 1, т. е. в точности равен р - 1. 

Линейно независимые строки индексированы а = { а1 , 0:2, ... , ар}. 
Если р > п, то ранг (А) ::;;; п < р, а значит ранг (А) = р - 1. 
Рассмотрим р ::;;; п. Строка ар может быть представлена через строки 

р-1 

aa.p,j = L ckaa.k,j j = 1, 2, ... , п, (6.6.3) 
k=l 

и, так как строки о:\а1 являются линейно независимыми, с1 #О. Так как 
строки о:\о:р линейно независимы, то существует ;з0 Е Qp-l,n так, что 
А( а\ ар; (3°) >О. Подставляя вместо aa.p,j результат (6.6.3), получаем 

А(о:\а1; (3°) = (-l)Pc1A(o:\ap; ;з0 ). 

Следовательно, А(а\щ; /3°) #О, однако этот минор является неотрица
тельным, и, следовательно, он строго положителен; откуда (-1)Рс1 >О. 

Предположим, что q Е а', тогда o:r < q < O:r+l для некоторого ин
декса r, удовлетворяющего 1 ::;;; r < р - 1. Если /3 Е Qp,n. то, подставляя 
значение aa.p,j, как и ранее, получаем 

(6.u.4) 

Неравенство (-l)Pc1 > О означает, что миноры с каждой стороны ра
венства (6.6.4) имеют противоположные знаки. Однако оба они должны 
быть неотрицательными, откуда они оба нулевые. Так как /3 произволь
ный элемент Qp,n. получаем, что любая строка q Е о:' может быть запи
сана как линейная комбинация строк а\сч или, что эквивалентно, о:\ар. 
Следовательно, ранг А равен р - 1. • 

Следующая теорема является следствием предыдущей. 

Теорема 6.6.6. Пусть А Е Mm,n является TN и существует 
о: Е Qp,m, /3 Е Qp,n такие, что ai = 1, ар = m, /31 = 1, /Зр = п и 

то А имеет ранг р - 1. 
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Доказательство. Применим теорему 6.6.5 к матрице со строками 
{1, 2, ... , m} и столбцами /3 матрицы А. Она имеет р линейно зависимых 
строк а, первые р - 1 из них, а\ар, и последние р - 1, а\а 1 , являются 
линейно независимыми. Следовательно, она имеет ранг р - 1, а значит, 

р ее столбцов являются линейно зависимыми. Эти столбцы являются 

столбцами А, аналогичное справедливо для строк Ат. Применим тео
рему 6.6.5 к Ат. Ее строки /3 линейно зависимы, тогда как первые р-1, 
/3\/Зр, и последние р - 1, /3\/31, линейно независимы. Следовательно, по 
теореме 6.6.5, Ат имеет ранг р - 1; А имеет ранг р - 1. 

• 
Упражнения 6.6 

1) Предъявите матрицу А Е 82, являющуюся PD и не являющуюся 
TN. 

2) Используйте 6.6.3 для доказательства того, что если А является 
NTN и ain > О, an1 > О, то А является (строго) положительной 
матрицей. Маркхам (Markham) [221] (1970) сформулировал этот 
результат для осцилляторных матриц А, однако в этом случае до

статочно условия NTN. Найдите более слабые условия, при которых 
справедлив этот результат. (См. Глэдвелл [ 126] (1998).) См. так
же близкие результаты в работе Гаска и Пены (Gasca, Репа) [99] 
(1992). 

6. 7. Осцилляторные матрицы 

В параграфе 6.6 нами были введены четыре термина: TN, NТN, ТР 
и О. В этом параграфе мы имеем дело с последним из них, осцилля

торными матрицами. Заметим, что условие TN слабее NТN, которое 
в свою очередь слабее, чем условие ТР. Условие О по определению силь
нее NТN; оно также слабее ТР, так как матрица 

A~[i~~] (6.7.1) 
является О, в силу того что 

А2 = [~: ~1 
1 4 5 
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явлется ТР, однако сама матрица А не является ТР. Заметим, что если 
А m является ТР, то А - невырожденная матрица. Тем самым матри
ца А является О, если А является TN и Am является ТР. Мы установим 
далее, что если А Е Sn, А - трехдиагональная матрица с положи

тельной кодиагональю и является PD, то А является О. Очевидно, что 
класс осцилляторных матриц гораздо шире. Получим сперва ряд предва

рительных результатов, которые позволят нам охарактеризовать осцил

ляторные матрицы. Именно осцилляторные матрицы, а не ТР-матрицы 
актуальны в приложениях к обратным задачам. 

Мы определили осцилляторные матрицы (О) как ТN-матрицы, для 
которых некоторая степень А m является вполне положительной ТР. Ис

пользуя это определение, мы не обладаем возможностью проверить, яв

ляется ли данная ТN-матрица О-матрицей. Наша основная задача в этом 
параграфе - получить легкий способ проверки свойства О. В качестве 

первого шага докажем: 

Теорема 6.7.1. Если А Е Мп является О, тогда любая диаго
нальная подматрица В Е Мр, полученная удалением последователь
ных строк и столбцов матрицы А, обладает свойством О. 

Доказательство. Очевидно, любая диагональная подматрица яв
ляется TN; необходимо проверить, является ли она О. Для этого до
статочно доказать, что В = Ai, полученная удалением первой строки 
и столбца матрицы А, является О. 

Применим упр. 6.2.6, которое следует из теоремы Коши-Бине (урав
нение (6.2.9)), для получения миноров степени матрицы в терминах ми
норов исходной матрицы. Предположим, что А m = С является ТР и рас

смотрим миноры D = вm. Будем придерживаться исходной нумерации 
строк и столбцов, таким образом, В = ( aij )2. 

Тогда, если а, /3 Е Qp,n и ai ;;:,, 2, /31 ;;:,, 2, получим 

(6.7.2) 

где суммирование рассматривается по всем последовательностям l(l), 

1С2), ... , 1 Cm-l) Е Qp,n, таким, что 1Ci) ;;:,, 2, i = 1, 2, ... , m - 1. 
Рассмотрим соответствующие миноры С = Am: C(l U а; 1 U /3); 

получим 

где суммирование ведется по всем последовательностям б( 1 ); б(2 ), ... 
. . . , б(m-l) Е Qp+l,n· Так как С является ТР, каждый из ее миноров 
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должен быть положителен, откуда получаем, что по крайней мере для 
одного множества J(l); 8(2), ... , 5Cm-l) произведение в правой части ра
венства (6.7.3) должено быть положительно. Из этого следует, что лю
бой минор, входящий в это произведение, должен быть строго поло

жителен, так как они оба неотрицательны. Тогда если 8 Е Qp+1,n, то 
8 может быть записано в виде до U /, где / Е Qp,n и 11 ~ 2. Отку
да получаем, что по множеству J(l), ... , 5(m-l) Е Qp+1,n• для которо
го все слагаемые в (6.7.3) положительны, можно построить множество 
1(1), ... , ,cm-l) Е Qp,n• которое появляется в произведении (6.7.2). Те
перь будем использовать следствие 2 теоремы 6.6.3; оно показывает, что 
для заданного выбора (1Ci));_"'- 1 все миноры в правой части (6.7.2) поло
жительны, действительно, если один из них нулевой, например первый, 

то 

это противоречит положительности минора в левой части. Получаем, 

что одно произведение в сумме из правой части (6.7.2) является поло
жительным; D =вт является ТР; В обладает свойством О. • 

Мы определили ведущий минор А как А(а; а)= А(а). Теперь опре
делим квазиведущий минор следующим образом. Минор А(а; ,8) назы
вается квазиведущим, если а, f3 Е Qp,n• 

(6.7.4) 

и 

(6.7.5) 

Следовательно, любой ведущий минор является квазиведущим минором. 

Утверждение а1, {31 < а2, f32 означает, что каждый из а1 и /31 мень
ше каждого из а2 и /32, однако неравенства между а1 и /31 и между а2 
и {32 могут быть любыми; следовательно: 

Все миноры 

A(l, 3; 2, 3), A(l, 3; 1, 3), A(l, 2; 1, 3) 

являются квазиведущими, однако A(l, 2; 2, 3) не является таковым. 
Заметим, что для матрицы А из формулы (6. 7.1), которая являет

ся О, все квазиведущие миноры положительны. Последнее есть частный 

случай следующей теоремы. 
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Теорема 6. 7 .2. Пусть А Е Мп, если матрица А является NTN 
и ai,i+l > О, ан1,i > О для i = 1, 2, ... , п - 1, то все квазиведущие 
миноры А положительны. 

Доказательство. Будем доказывать утверждение теоремы индук

цией по порядку миноров, р. Квазиведущие миноры первого порядка яв
ляются диагональными коэффициентами aii, которые положительны по 
следствию 6.6.2; и элементами вида ai,i+l, ан1,i, которые положительны 
по условию теоремы. Предположим, что все квазиведущие миноры по

рядка р-1 являются положительными. Покажем, что все такие миноры 

порядка р положительны. Допустим, что это не так, т. е. 

где индексы удовлетворяют неравенствам (6.7.4), (6.7.5). Тогда 

и 

А(а2, аз, ... , ар; /32, /Зз, ... , /Зр) 

являются квазиведущими минорами порядка р - 1. Теорема 6.6.6 утвер
ждает, что матрица со строками а1 , ai + 1, ... , ар и столбцами /31, /31 + 
+ 1, ... , /Зр имеет ранг р-1. Пусть h. = max(a1, /31), тогда из неравенств 
(6. 7.4), (6. 7.5) получаем 

Следовательно, минор A(h, h + 1, ... , h + р - 1) является минором 
р-го порядка матрицы ранга р - 1, а значит является нулевым. Однако 
этот минор является ведущим минором А, и из теоремы 6.6.4 получаем 
det(A) =О; однако А является NTN и, следовательно, невырожденной. 
Полученное противоречие показывает, что все квазиведущие миноры А 

положительны. • 
Докажем следующую важную теорему: 

Теорема 6.7.3. Пусть А Е Мп является NTN, тогда она явля
ется О в том и только том случае, когда ai,i+l >О, ан1,i > О для 
i = 1, 2, ... , п - 1. 

Доказательство. Сперва установим, что если матрица А является 

осцилляторной, то ai,i+l >О, ан1,i >О. Действительно, в таком случае 
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по теореме 6. 7.1 получаем, что матрица 

В _ [ aii ai,i+l ] 
ан1,i ан1,н1 
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обладает свойством О, а значит D = вm обладает свойством ТР для 

некоторого т. Однако если, например, ai,i+l = О, то di,i+l = О для 
любого значения m. Аналогично, если ан1,i = О, то d;+1,i = О. Отсюда 
ai,i+l > О и ан1,i > О. 

Докажем теперь, что если ai,i+l > О, ан1,i > О для всех i = 
= 1, 2, ... , п - 1, то существует степень матрицы А, обладающая свой
ством ТР. Покажем, что матрица An-l является ТР. Мы будем исполь
зовать теорему 6. 7.2, которая утверждает, что квазиведущие миноры 
матрицы А положитслLны. Напомним результат, использовавшийся при 

доказательстве теоремы 6.7.1, о том, что минор матрицы В = An-l 

является суммой произведений п - 1 миноров А. Нам надо показать, 
что сумма, отвечающая заданному минору В(а; (3), имеет хоть одно по
ложительное слагаемое. Заметим, что если В(а; (3) >О для некоторого 
значения т, то он также будет положителен для m+ 1 и, следовательно, 
для всех последующих m; так как С = А m+l = А. А m = АВ, и раз
ложение Коши-Бине для минора С(о; (3) содержит слагаемое А(а; а) 
В(а; (3). Это слагаемое является положительным, так как по теореме 
6.6.2 главные миноры А положительны. 

Из этого рассуждения следует, что для доказательства В( а; /3) > О 
для В = An-l достаточно установить, что для некоторого т, удовле
творяющего условию 1 ~ m ~ п - 1, разложение В(а; (3) содержит одно 
произведение, состоящее только из квазиведущих миноров. Основная 
проблема состоит в том, как перейти от последовательности о к по

следовательности (3 при помощи промежуточных последовательностей 
1(1),/(2), ... ,/(m-1) таких, что A(a;1(l)),A(1(1);1(2)), ... ,A(1Cm-l);(3) 
все являются квазиведущими. Например, пусть р = 3, а = {1, 2, 3} 
и /3 = {3, 5, 6}; тогда осуществим переход следующим образом: 

{1, 2, 3}--+ {2, 3, 4}--+ {3, 4, 5}--+ {3, 5, 6}. 

Требуемая экспонента m совпадает с числом шагов, необходимых для 
перехода от а к (3, что равно 

D = max lar - fJrl· 
l(r(p 

(6.7.6) 

Число D (в данном примере 3) можно рассматривать как расстояние 
D( а, /3) между двумя последовательностями (см. упр. 6. 7.2). Если минор 
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А( а, ,В) является квазиведущим, то D( а, ,В) ~ 1; если А( а; ,В) является 
квазиведущим, но не является ведущим, то D( а, ,В) = 1. Наибольшее 
расстояние между двумя последовательностями а, ,В Е Qp,n равно п - р; 

например, когда 

a={l,2, ... ,p}, f3={n-p+1,n-p+2, ... ,n}; 

то максимум достигается при р = 1, т. е. а= {1}, fЗ = {п}. Получаем, 
что если т = n-1, то разложение Коши-Бине для произвольного мино
ра В содержит одно произведение, целиком состоящее из квазиведущих 
миноров для А; матрица В является ТР; А не принадлежит классу О . 

• 
Мы завершим этот параграф изучением связи между класса-

ми осцилляторных матриц и матриц Якоби, которые рассматривались 

в предыдущих главах. Матрица Якоби была определена в параграфе 3.1: 
J Е Bn, J является PSD, и J имеет неотрицательную кодиагональ. Оче
видно, J не является осцилляторной, однако 

Теорема 6. 7 .4. Если J является PD, то матрица А = J = ZJZ 
является осцилляторной. 

Доказательство. Напомним, что Z = diag(l,-l,l, ... ,(-l)n- 1), 

т. е. в обозначениях уравнения (3.1.4) 

Согласно теореме 6. 7.3 достаточно показать, что А :::::: J является TN. 
Рассмотрим минор А(а;,В). Возможны три случая: 

1) а= {З, тогда А(а; а) >О, так как А является PD. 
2) d(a, {З) = 1, т. е. минор А(а; ,В) является квазиведущим, если он 

может быть представлен как произведение ведущих миноров и элемен

тов Ьi; А(а,,В) >О. 
3) d(а,,В) > 1, тогда А(а;,8) =О. 8 

У матрицы А = J только квазиведущие миноры являются положи
тельными, остальные равны нулю. 

Если А Е Mn, то А = ZAZ называется знаково-обратной матри
цей к А. 

Теорема 6.7.5. Предположим, что А Е Mn. Тогда матрица А 

является NTN, ТР, О тогда и только тогда, когда (А)- 1 является 
NTN, ТР, О соответственно. 
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Доказательство. Согласно параграфу 1.3, л- 1 = R, где Tij = 
= AJi/ det(A) и Aij равно А1 = (-l)i+1Q;ij· Откуда получаем, что до
статочно убедиться, что А является NTN, ТР или О тогда и только 
тогда, когда А = (aij) является NTN, ТР, О. По теореме 6.2.1 получа
ем, что А является NTN или ТР тогда и только тогда, когда А является 
NTN или ТР соответственно. Если А обладает свойством О, то ai,i+1 
и ан1,i по теореме 6.2.1 являются квазиведущими минорами А, а зна-
чит положительны; А является О; и наоборот, если А является О, то 
и А. 8 

Если матрица А является осцилляторной, то говорят, что А явля
ется знаково-осцилляторной (SO). В частности, невырожденная матрица 
Якоби принадлежит классу SO. 

Следствие 6. 7. t. Если А принадлежит SO, то А - 1 принадле
жит О. 

Упражнения 6. 7 

1) Установите, почему неверно, что А является О тогда и только то
гда, когда для некоторого m, А rn является ТР? Предъявите при

мер А Е М2 такой, что А2 обладает свойством ТР, однако А не 
является TN. 

2) Покажите, что расстояние D( а, /3) удовлетворяет основным свой
ствам расстояния: 

D( а, {3) ~ О; D( а, {3) = О тогда и только тогда, когда а = {3; 

D(a, 1) ~ D(a, {3) + D({З, 1). 

3) Покажите, что если А Е Mn является трехдиагональной, то она 
принадлежит классу О в том и только в том случае, если: 

а) ее диагональные миноры неотрицательны 

Ь) ai,i+l >О, ан1,i >О для i = 1, 2, ... , п - 1 

с) она является невырожденной. 

4) Будем говорить, что трехдиагональная матрица А, описанная в упр. 
6. 7.3, имеет полуленточную размерность 1; она имеет одну диаго
наль выше и одну диагональ ниже главной диагонали. Покажите, 

что если 1 ~ р ~ п - 1, то АР имеет полуленточную размерность р. 
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5) Покажите, что если ai,i+l -=1- О, ai+l,i -=1- О, то трехдиагональная 
матрица А может быть симметризована при помощи диагональных 

матриц, т. е. существуют диагональные матрицы С, D такие, что 

CAD является симметричной. Покажите, что в этом случае осцил
ляторная тре~диагональная матрица может быть симметризована 

до матрицы J посредством положительных диагоналей С, D, т. е. 

CAD = J. 
6) Пусть А, В Е Мп. Установите, что если матрицы А, В обладают 

свойством TN, то матрица С ::= АВ обладает свойством TN. 

7) Покажите, что если А, В принадлежат классу О, то матрица С = = АВ принадлежит классу О. 
8) Покажите, что если А Е Мп является О, то и Ап-1 - осциллятор

ная матрица. 

9) Покажите, что если А= J- 1 , то А, которая в этом случае обладает 
свойством О по теореме 6.7.5, оказывается на самом деле {строго) 
положительной матрицей, т. е. без нулевых элементов. Заметим, что 

в силу упражнения 6.6.2 достаточно показать, что aln > О. 

10) Покажите, что если А является О, то индексы ее лестничной струк
туры (параграф 6.6) удовлетворяют условию Pi ~ i + 1, q1 ~ j + 1. 

11) Покажите, что если А имеет собственные числа .:\1 и собственные 

векторы ui, то В = (А)- 1 имеет собственные числа µk = 1/ .А" 
и собственные векторы vk = Zu1, где l = п + 1 - k. 

12) Постройте контрпримеры, показывающие, что если А удовлетворяет 
одному из свойств TN, ТР или О, то присоединенная матрица Ар 
не обязательно обладает этим свойством. 

6.8. Вполне положительные матрицы 

Матрица А Е Мп обладает свойством ТР, если все ее миноры поло
жительны. Последнее эквивалентно утверждению, что все присоединен

ные матрицы Ар, р = 1, 2, ... , п, являются (строго) положительными. 
Мы должны проверить 

(6.8.1) 
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элементов. Используя теорему Фекете [86] (1913), Андо доказал в [4] 
(1987), что достаточно проверить гораздо меньшее множество миноров. 

Как в параграфе 6.2, пусть Qp,n обозначает множество строго воз
растающих последовательностей а = { 001, 002, ... , ар}, выбранных из 
1, 2, ... , п. Запишем 

р-1 

d(a) = 2._)ан1 - °'i - 1) 
i=l 

и заметим, что если а Е Qp,n, то d(a) =О тогда и только тогда, когда 
йi+1 = °'i + 1 для i = 1, 2, ... ,р - 1; т. е. d(a) =О тогда и только тогда, 
когда 001, 002, ... , °'Р образована последовательными целыми числами. 
Определим QZ,n как подмножество Qk,n, состоящее из тех чисел а, для 
которых d(a) =О. Следуя теореме 2.5, принадлежащей Андо (1987) [4], 
докажем 

Теорема 6.8.1. А Е Мп обладает свойством ТР, если А( а; (3) > О 
для всех а, /3 Е Qg,n, k = 1, 2, ... , п. 

Доказательство. Докажем, что 

А(а; .8) >О для а, /3 Е Qk,n, k = 1, 2, ... , п (6.8.2) 

индукцией по k. Если k = 1, то все тривиально, так как Qk,n = Qg,n· 

Предположим, что (6.8.2) справедливо для k-1 вместо k (k ~ 2). Зафик
сируем последовательность а Е Qk,n такую, что d(a) =О, т. е. а Е Qg,n, 

и докажем (6.8.2) для этой а индукцией по /! = d(jJ). Если /! =О, то тре
буемая формула верна по условию теоремы. Предположим, что для всех 

миноров, удовлетворяющих 8 Е Qk,n и d(д) ~ /! - 1 при /! ~ 1, справед
ливо А(а; 8) >О. Рассмотрим .В Е Qk,n при d(.8) = /!. Тогда существует 
такое р, что /31 < р < ,вk, d(тU{.81,p}) ~ 1!-1 и d(тU{p, /Зk}) ~ 1!-1, где 
т = {/32, /Зз, ... , ,вk-1}. Используем тождество (1.39), доказанное Андо 
в [4] (1987)): 

А((.с); т u {р} )А( а; т U {.81, /Зk}) = А((.с); т u {/31} )А(а; т U {р, /Зk}) 

для всех (.с) Е Qk-1,n при условии (.с) С а. По предположению индукции 
получаем, что правая часть является положительной, как и А((.с); тU{р} ), 
значит А(а;т U {;S'i,,Вk}) ::::: А(а;/3) >О. Откуда получаем (6.8.2) для 
а Е Qk,n при d(a) =О. Для доказательства (6.8.2) достаточно применить 
те же самые рассуждения к системе строк. 8 

Используя те же аргументы, можно доказать: 
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Следствие 6.8.t. Пусть А Е Мп. Если все миноры А(а; ,В) > О 
для а., ,В Е Q k-1,n и А( а.; ,В) > О для а., ,В Е QZ,n, то А( а.; ,В) > О для 
всех а., ,В Е Qk,n· 

Этот результат дает способ проверки того, что матрица А Е Вп 
положительно определена; для того чтобы А обладала свойством PD, 
достаточно доказать, что главные миноры D1, D2, ... , Dn положитель
ны. Важность этого результата состоит в том, что число миноров, для 
которых надо проверить положительность намного меньше, чем соответ

ствующее число из формулы (6.8.1). 
Способ проверки, который дает теорема 6.8.2, определяет, когда 

произвольная матрица А Е Мп обладает свойством ТР. Если известно, 

что А является TN, то, как утверждается ниже, достаточно проверить 
строгую положительность небольшого числа миноров для того, чтобы 

установить, что А - ТР. 

Теорема 6.8.2. Пусть матрица А Е Мп вполне неотрицательна. 
Если все угловые миноры А положительны, то она является вполне 
положительной. 

Доказательство. Угловыми минорами являются следующие: 

A(l, 2, ... ,р; п - р + 1, ... , п), А(п - р + 1, ... , п; 1, 2, ... ,р), 

р = 1, 2, ... , п. Утверждение следует из теоремы 6.6.6 и теоремы 6.8.1. 
Рассмотрим минор А( а; ,В), где а, /3 Е qg п. Предположим, что а = 
= {i,i+l, ... ,i+k-1}, ,в Е {j,j+l,.:.,j+k-1}. Если i) j, 
то А(а; ,В) является ведущим минором угловой подматрицы А(п - р + 
+ 1, ... , п; 1, 2, ... ,р) при р = п - (i - j). Эта подматрица является NTN, 
а значит, по теореме 6.6.6, ее ведущие миноры положительны. Если 
i < j, то А(а; ,В) является ведущим минором для A(l, 2, ... ,р; п - р + 
+ 1, ... , п) при р = п - (j - i). Так как А(а; ,В) >О для всех а, ,в Е QZ п• 
k = 1, 2, ... , п, теорема 6.8. l показывает, что А является ТР. '• 

Упражнения 6.8 

1) Покажите, что если для А выполняется свойство NTN и В вполне 
положительна, то АВ и ВА вполне положительны. 

2) Покажите, что если Pij = exp[-k(i - j)2], то Р = (Pij) обладает 
свойством ТР. См. параграф 7 работы Андо (1987) [4). 
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3) Примените упр. 6.8.3 для доказательства того, что NТN-матрица 
А аппроксимируется с произвольной точностью по Ll -норме (см. 
(6.5.4)) посредством ТР-матрицы В= РАР. (См. параграф 7 рабо
ты Андо (1987) [4].) 

6.9. Осцилляторные системы векторов 

Перед исследованием спектральных свойств вполне положительных 

матриц рассмотрим некоторые знаковые свойства векторов. 

Пусть и1, и2, ... , Un - последовательность вещественных чисел. 
Нулевым числам мы будем сопоставлять произвольные знаки. Можно 

рассматривать число перемен знака в последовательности. Это число 
может меняться в зависимости от выбора знаков нулевых членов после

довательности. Наибольшее и наименьшее значения этого числа будут 

ОбОЗНаЧаТЬСЯ SJ И S;;_ СООТВеТСТВеННО, Где U = { U1, U2, ... , Uп}. 
Если s;t = s;;, то мы будем говорить о точном числе перемен знака 

в последовательности и обозначать его посредством Su. Этот случай 
возникает только если 

2) если ui = О для некоторого i, удовлетворяющего 2 ( i ( п - 1, то 
Ui-1 ин1 < О, т. е. Ui-1 и ин1 оба являются ненулевыми, и имеют 
противоположные знаки. В этом случае, Su является числом пере
мен знака после удаления нулевых элементов. 

Будем говорить, что система векторов uk = {ulk, u2k, ... , u.,,,k}, k = 
= 1, 2, ... ,р, является осцилляторной , если для любой (ck)l, удовле
творяющей условию 

(6.9.1) 

вектор 

р 

u= Lckuk (6.9.2) 
k=l 

удовлетворяет условию s;t ( р - 1. Очевидно, нам достаточно рассмот
реть р ( п. Возьмем р = 1, тогда имеем SJ

1 
=О, т. е. ui >О; для р = 2, 

s;t ( 1 и т. д. 
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Теорема 6.9.1. Необходимым и достаточным условием осцилля
торности системы (uk)l является условие, гарантирующее, что все 
миноры 

И(а; 8) 

отличны от нуля и имеют одинаковый знак для 

а Е Qp,n, 8 = {1,2, ... ,р}. 

Доказательство. Рассматриваемые миноры имеют вид 

И(а1, а2, ... , ар; 1, 2, ... ,р). (6.9.3) 

Напомним, что а1, а2, ... , йр относятся к координатам векторов, а 1, 2, ... ,1 
к номеру k рассматриваемого вектора. Теорема утверждает, что в случае 
р = 1, и11, и21, ... , un1 все являются ненулевыми и имеют одинаковый 
знак; последнее эквивалентно условию S~ =О. Для р = 2 получаем 

U(l, 2; 1, 2) = 1 и11 и12,, U(l, 3; 1, 2) = 1 и11 и12,, 
и21 ·и22 из1 из2 

... U(n _ l, п; l, 2) = 1 Un-1,1 Un-1,2 , , 
Un,1 Un,2 

все являются ненулевыми и имеют один знак. 

Докажем необходимость. Если минор (6.9.3) обнуляется, то можно 
найти числа ( ck)}, не все одновременно равные нулю, такие, что 

р 

L CkUcx;,k =О, j = 1, 2, ... ,р. 
k=l 

Тогда векторы u из (6.9.2) имеют р нулевых координат 

значит, по упр. 6.9.1, S~ ?: р > р - 1. 

(6.9.4) 

Для доказательства того, что все миноры имеют одинаковый знак, 
достаточно установить, что все миноры И (а; 8) для а и 8 при D( а; 8) = 1 
(см. уравнение (6.7.6)) имеют одинаковые знаки. Эти миноры имеют вид 
(ИJ)}, где UJ = U(a(J>; В) и aU) = {2, 3, ... ,р + 1}, аСЛ = {1, 2, ... ,j -
- 1,j + 1, ... ,р + 1 }, j = 2, 3, ... ,р. Они все должны иметь такой же 
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знак, как и у минора Ир+l = И(В; В). Рассмотрим вектор Up+l такой, что 

(6.9.5) 

Тогда 

U(l,2, ... ,p+l;l,2, ... ,p+l) = 
= (-l)P+ 1 {(-l)P+ 1иp+l,p+1Иp+1 + (-l)juj,p+1Иj} =О, 

а значит мы можем найти ( ck)l+1
, не все равные нулю, такие, что 

р+1 

LCkUi,k =о, i = 1,2, . .. ,р+ 1. 
k=l 

Тогда вектор (6.9.2) имеет координаты 

Ui = -Cp+lUi,p+l i = 1, 2, ... ,р + 1. 

Величина cp+l не может обнулиться, так как в этом случае u будет 
иметь р + 1 нулевых координат и, следовательно, Sj: :;::: р. Выберем 

·-1 
cp+l такое, что ср+ 1 Ир+l > О, тогда по (6.9.5) (ui){ = О, Uj = 
= (-l)jcp+1Иp+1 1 (ui)~+l = О, ир+1 = (-l)Pcp+1Иj. Если Uj, Ир+l 
имеют противоположные знаки, то щ имеет знак ( -1 )j и ир+1 имеет 
знак (-l)P+1. Значит, мы можем сопоставить знаки нулевым ui таким 
образом, что для всех i = 1, 2, ... , р + 1 величина ui имеет знак ( -1 )i. 
Тогда Sj: = р. Последнее доказывает необходимость. 

Достаточность. Предположим, что все миноры из (6.9.З) являют
ся ненулевыми и имеют одинаковый знак, который мы можем счи

тать положительным. Докажем, что Sj:' ~ р - 1, предполагая против
ное, т. е. Sj: :;::: р. Если это так, то мы можем найти р + 1 координат 
Ua11 Ua21 ••• 1 Uap+l ТаКИХ, ЧТО 

Ua;Ua;+i :(О, j = 1, 2, ... ,р. (6.9.6) 

Все (иа; )l не могут одновременно обратиться в ноль, иначе не все рав
ные нулю (ck)f будут удовлетворять уравнению (6.9.4), определитель 
которого ненулевой. 
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Рассмотрим нулевой определитель 

Uo:1,p Uo:1 

Ua2,p Ua2 =0, 

разложим его по последнему столбцу 

p+l 

L Uak(-l)P+l+kU(a1, 0:2, ... , O:k~l, °'k+1, ... , °'р+1; 1, 2, ... ,р) =О. 
k=1 

Последнее невозможно, так как все миноры положительны, а в силу 

неравенств (6.9.6) величины (-l)ku°'k имеют один знак и не являются 
нулевыми. Утверждение доказано. • 

Упражнения 6.9 

1) Рассмотрите вещественную последовательность и1, и2, ... , ип. По
кажите, что если (щ)i' = О, то s;; = О, s;t = п - 1. Покажите 
также, что если р (О:::; р < п) значений ui являются нулевыми, то 

s;; :::; п - Р - 1 и Р :::; s;t :::; п - 1, 

тогда как если р (1 < р < п) последовательных значений щ явля
ются нулевыми, то s;.t - s;; ;;:: р. 

6.10. Спектральные свойства вполне неотрицательных 
матриц 

Так как ТN-матрицы не обязательно являются симметричными, то 

мы не можем сразу заключить, что все их собственные числа явля

ются вещественными; для того чтобы это заключить, нам понадобится 
использовать ряд их специфических свойств. 

Теорема 6.10.1. Собственные числа ТР матриц являются поло
жительными и различными. 

Доказательство. Предположим, что А Е Мп имеет собственные 
значения Л1, Л2 , ••• , Лп, возможно, являющиеся комплексными. Располо

жим их по убыванию модуля, т. е. так, что \Л11 ? \Л2 \ ? ". ? \Лп \. Так 



6.10. СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ВПОЛНЕ НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ МАТРИЦ 203 

как А является ТР, то она положительна; по теореме Перрона (теоре
ма 6.5.1) .Л.1 является положительным и .Л.1 > l.Л.2 I. Так как А является 
ТР, присоединенная матрица А2 является положительной; ее собствен
ные значения равны произведениям ЛiЛj, i, j = 1, 2, ... , п. Она также 
имеет положительное собственное значение, превышающее остальные; 

оно равно .Л.1.Л.2 так, что .Л.1.Л.2 > О и .Л.1.Л.2 > l.Л.1.Лзl. Следовательно, 
.Л.2 > О и .Л.2 > 1.Лзl. Рассматривая Аз, заключаем, что .Л.1.Л.2.Лз > О 
и .Л.1.Л.2.Лз > l.Л.1.Л.2.Л.41, т. е . .Лз >О и .Лз > l.Л.41 и т. д. • 

Следствие 6.10.1. Собственные числа осцилляторных матриц 
положительны и различны. 

Доказательство. Если А Е Мп является О, то В = А m является 

ТР для всех m ~ п - 1. Однако, если собственные числа А это (.Лi)f, 
а для В это µi = Лi, так как µ1 > µ2 > ... > µn > О и .Лi ~ О, получаем 

.Л.1 > .Л.2 > ... > Лп > О. • 
Покажем, что собственные векторы осцилляторных матриц ведут 

себя в точности как у J-матриц, т. е. как у матриц Якоби с обращенным 
порядком на собственных значениях (см. комментарий в конце парагра
фа б.1). 

Теорема 6.10.2. Предположим, что А Е Mn является О и имеет 
собственные числа (Лi)1, удовлетворяющие Л1 > Л2 > ... > Лn > О. 
Пусть Uk = { u1k, u2k, ... , Unk} является собственным вектором, от
вечающим Лk; он единственен с точностью до скалярного множите
ля. Пусть 

q 

I>~ >0, (6.10.1) 
k=p 

тогда число перемен знака среди координат u для различных (ck)i 
удовлетворяет неравенствам 

Р - 1 ~ в-;; ~ s;t ~ q - 1. (6.10.2) 

Доказательство. Так как собственные векторы А являются соб
ственными векторами Am и так как А m является ТР для некоторого 
m ~ п - 1, то без ограничения общности можно предполагать, что А 
является ТР. 

Предположим, что 1::::; q::::; п, а= {i1,i2, ... ,iq} Е Qq,n, 8 = 
= {1, 2, ... , q}. Тогда миноры И(а; 8) являются координатами собствен
ного вектора присоединенной матрицы Aq, отвечающего максимальному 
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собственному значению Л 1 Л2 ... Лq. По теореме Перрона, все координаты 
данного собственного вектора имеют одинаковый знак. Если знак q-того 

множества миноров обозначить через Eq, то, умножая векторы (uk)! на 
Е1, Е2/ Е1, ... , Еп/ Еп-1 соответственно, получаем 

И(а;О) >0 q= 1,2, ... ,п. 

Из теоремы 6.9.1 следует, что s;t ~ q - 1. 
Для доказательства второй части теоремы рассмотрим В = (А)- 1 . 

Теорема 6.7.5 утверждает, что если А является ТР, то также и В, и по 
упр. 6.7.11 получаем, что она имеет собственные значения µk = 1/ Л1 
и собственные векторы vk = Zuz, где l = п + 1 - k. Следовательно, 

Доказанный результат показывает, что число перемен знаков в 

п+l-р q 

V = L Cn+l-kVk = ZLCtUl 

k=n+l-q l=p 

удовлетворяет неравенству st ~ п -1. Однако так как vi = (-l)i-lui, 
получаем st + s~ = п - 1, откуда s~ ~ р -1. • 

Следствие 6.10.2. Вектор u = uk имеет в точности k - 1 пере
мену знака. (S~ = s;t = k - 1). 

Следствие 6.10.3. Uпk #-О, значит uk может быть выбран так, 
что Uпk >О. 

Рассуждения, использовавшиеся в последней теореме, приводят 
к следующему следствию. 

Следствие 6.10.4. Для любого р, такого что 1 ~ р ~ п, миноры 
И(а1, а2, ... , ар; 1, 2, ... ,р) имеют одинаковый знак для всех а Е Qр,п· 

Миноры из следствия 6.10.4 связывают координаты а1, а2, ... , °'Р 
первых р собственных векторов. Перейдем к изложению результата, 

в котором координаты и индексы собственных значений переставлены 

местами; эта теорема имеет важное значение для обратных задач о ко

лебаниях дискретной балки (глава 8). Перед тем как формулировать 
теорему, мы повторим замечания, сделанные о связи (О)- и (SО)-матриц. 

Если матрица А - осцилляторная с собственными значениями 

(Лi)f, упорядоченными таким образом, что Л1 > Л2 > ... > Лп > О, 
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то ее собственные векторы (uk)1 удовлетворяют теореме 6.10.2, откуда, 
в частности, uk имеет в точности k - 1 перемену знака. Если А явля
ется знаково-осцилляторной и мы обозначим ее собственные значения 

через (...\i)l' в обратном порядке, т. е. так, что О < ...\1 < ...\2 < ... < Лп, 
то ее собственные векторы (uk)1 снова удовлетворяют теореме 6.10.2, 
а значит, в частности, uk имеет k -1 перемену знака. Мы сформулируем 
последнюю теорему этого параграфа для SО-матриц. 

Теорема 6.10.3. Если А Е Мп является знаково-осцилляторной 
и ее собственные значения (Лi)l' удовлетворяют О < ...\1 < ...\2 < ... < 
Лп, то ее собственные векторы (ui)l' могут быть выбраны так, что 

И(ф; о:) >О (6.10.3) 

для ф = { п - р + 1, п - р + 2, ... , п} и любого о: Е Qp,n· 

Доказательство. Рассмотрения из параграфа 6.3 (см. упр. 6.3.2) 
показывают, что И(ф; о:) является последней компонентой собственного 
вектора присоединенной матрицы Ар, отвечающей s-тому собственному 
числу Ла"Ла2 " •• ,Л"'v' где s = s(o:1,0:2, ... ,o:p). Более общая форму
лировка теоремы 6.10.3 заключается в том, что все элементы И(ф; о:) 
имеют одинаковый знак, который, в частности, является знаком для 

случая р = 1, т. е. для Uni· 

Будем доказывать индукцией пор. Следствие 6.10.3 показывает, что 
uni # О. Выберем Uni > О для i = 1, 2, ... , п; откуда теорема справедлива 
для р = 1. Пусть утверждение верно для р. По следствию 6.10.2 полу
чаем, что ui имеет i - 1 перемен знака, так что ( -l)i-luli >О. Выберем 
( cJ )f+ 1 таким образом, что 

и 

используя выбор 

i+P 

U= LCjUj, 
j=i 

i+p 

l:c7 >0 
j=i 

Un-p+l =О= Un-p+2 = ... = Un, 

Cj = (-1)j-iU(ф;f3\j) j = i,i+ 1, ... ,i+p, 

где f3 = { i, i + 1, .. " i + р}, ф = { п - р + 1, .. " п}. 
Вектор u имеет вид 

u = {и1,и2, ... ,Un-p,0,0, ... ,О} 
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и имеет первый элемент 

Так как по предположению индукции утверждение верно для р, коэффи

циенты с{ удовлетворяют (-l)jCi+j >О; это неравенство и неравенство 
(-l)i+j- ul,i+j >О дают (-l)i-lCi+jиl,i+j >О, значит (-l)i-1u1 >О. 
По теореме 6.10.2, 

i - 1 ~ s;; ~ s1 ~ Р + i - i. 

Так как последние р элементов вектора u являются нулевыми, отсюда 
следует, что должно быть в точности i - 1 перемена знака в первых 

п - р элементах u; однако (-l)i-1u1 >О, значит последний ненулевой 
элемент, ип-р, должен быть положитеJiен, т. е. 

Un-p = И(п - р,п - р + 1, .. "п; i, i + 1, ... , i + р) >О, i + р ~ п. 

Последнее неравенство показывает, что все миноры порядка (р+ 1) с по
следовательными индексами i, i + 1, ... , i + р являются положительны
ми, и по теореме 6.8.1 получаем, что все миноры (р + 1)-ого порядка 
ПОJIОЖИТельны. • 

Упражнения 6.10 

1) Покажите, что если uj, щ+1 являются собственными значениями 0-
или SО-матрицы А Е Мп, то Un-1,jUn,j+l - Un-1,j+lиn,j является 
ненулевым и имеет одинаковый знак для j = 1, 2, ... , п - 1. 

2) Покажите, как можно использовать доказательство теоремы 6.10.3, 
чтобы показать, что если А Е Мп является осцилляторной и имеет 

собственные значения (.Ai)j', удовлетворяющие О < Лn < Лп-1 < 
< ... < .А1, то ее собственные значения (щ)j' могут быть выбраны 
таким образом, что 

И(ф; а)> О 

для ф = {п - р + 1, ... , п и любого а Е Qp,n· 

3) Матрица 

A-[i~1] - 121 
1 2 
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обладает свойством О. Используйте рекуррентный метод из пара

графа 2.6 для поиска ее собственных значений (>'i)f, индексирован
ных так, что О < ..\4 < Лз < Л2 < Л1, и ее собственных векторов. 
[Заметим: собственные векторы могут быть записаны явно в тер-

минах х = sin ( ~) и х = sin ( 2;) .] Выберите знаки собственных 
векторов так, что они удовлетворяют следствию 6.10.4. Сделайте 
другой выбор так, чтобы выполнялось упр. 6.10.2. 

4) Если u является собственным вектором матрицы А Е Мп и Т яв
ляется матрицей переворота из уравнения (4.3.8), то v = Ту явля
ется собственным вектором В = ТАТ, отвечающим тому же соб
ственному значению Л. Используйте этот результат и упр. 6.10.2 
для доказательства того, что если В - осцилляторная матрица, то 

V(p,p - 1, ... , 1; сч, ... , о:р) >О. 

6.11. Анализ u-линий 

Напомним понятие u-линии, отвечающей вектору u={ и1, и2, ... , un}. 
из параграфа 3.3: это ломаная линия, составленная из отрезков, соеди
няющих точки с координатами (х, у)= (i, щ) таким образом, что 

и(х) = (i + 1 - x)ui + (х - i)ин1, i ~ х ~ i + 1. 

Теорема 6.11.1. Пусть uk является собственным вектором, от
вечающим собственному значению Лk осцилляторной матрицы А. 
Соответствующая uk-линия, u(k)(x) не имеет отрезков на оси х 
и имеет только k - 1 узел, т. е. простой ноль, где u(k)(x) меняет 
знак. 

Доказательство. Отрезок u-линии может лежать на оси х только 

в том случае, когда два последовательных ui являются нулевыми, однако 
это исключается следствием из теоремы 6.10.2. Так как Su = k - 1, 
u-линия имеет только k - 1 узел. • 

Следствие 6.11.1. Если о:, f3 являются последовательными нуля
ми Uk-линии, то \о: - /3\ > 1. 

Теорема 6.11.2. u-линии, соответствующие двум последова

тельным собственным векторам осцилляторной матрицы, не могут 

иметь общего узла. 
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Доказательство. Предположим, что u(k)(a) =О= uCk+l)(a), и рас-
смотрим 

и(х) = cu(k)(x) - u(k+l)(x). 

Теорема 6.10.2 показывает, что 

k - 1 ~ s;; ~ s;t ~ k. (6.11.1) 

Следствие из теоремы 6.11.1 гарантирует, что u(k)(x) и uCk+l)(x) не 
обращаются в ноль на промежутке (а, а+ 1]. Выберем 'У так, что а < 
'У ~ а+ 1, и возьмем с = u(k+l)('Y)/u(k)("f). Тогда и(х) будет иметь 
два нуля, а, "f, таких, что а < 'У ~ а + 1, следовательно, существует 
отрезок и-линии для и(х), лежащий на оси х, откуда следует, что два 
последовательных значения ui должны обнулиться. Согласно упр. 6.9.1 
это означает, что s,t - s;; ~ 2, что противоречит (6.11.1). • 

Теорема 6.11.3. Узлы u-линий, отвечающих двум последова

тельным собственным векторам Uk, uk+l осцилляторных матриц, 
чередуются. 

Доказательство. Предположим, что а, /3 являются двумя последо
вательными узлами uk+ 1 -линии, тогда uCk+l)(a) =О= uCk+l)(/3) и /3-
- а> 1. Предположим, что uk-линия не имеет узла в интервале (а, /3). 
Без ограничения общности мы можем предполагать, что 

u(k)(x) >О в [а,/3], u(k+l)(x) >О в (а,/3). 

Рассмотрим 

тогда 

k - 1 ~ s;; :::;; s;t ~ k. (6.11.2) 

Для достаточно большого с справедливо и(х) > О на отрезке [а, /3]. 
Уменьшим с до значения со, при котором и(х) впервые обнуляется, по 
крайней мере один раз, в точке 'У из [а, /3]. Очевидно, со > О и 

не обнуляется в точках а или /3, откуда а < 'У < (3. Следовательно, 
ио(х) ~О на [а,/3] и иа('У) =О. Ломаная иа(х) не может иметь целого 
отрезка на оси х, иначе, как в теореме 6.11.2, она будет обнуляться на 
двух последовательных ua(i), откуда s,to - s;;o ~ 2, что противоречит 
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(6.11.2). Так как иа('У) = О и и0 (х) является положительным с обеих 
сторон от ')', 'У должна являться точкой излома и0(х)-линии, например, 
i-й, значит 

ua(i - 1) >О, u 0 (i) =О, ua(i + 1) >О, 

откуда снова S~0 - S;;.
0 
~ 2, что противоречит (6.11.2). Получаем, что 

между любыми двумя узлами uCk+l)(x) существует по крайней мере 
один узел uCk)(x). Однако uCk)(x) имеет только k - 1 узлов, тогда как 
uCk+l)(x) имеет k узлов. Следовательно, u(k)(x) имеет не более чем один 
узел между двумя узлами uCk+l)(x), т. е. в точности один узел; таким 
образом, два множества узлов перемежаются. • 
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Изоспектральные системы 

Мы видим вещи не только с разных сторон, но и разными глазами; 

мы не желаем видеть их схожими. 

Блез Паскаль. Мысли, 124. 

7 .1. Введение 

Две системы называются изоспектральными, если у них одинако

вые собственные значения. (Некоторые авторы называют такие системы 
ко-спектральными.) В нашем контексте такие «системы~ характеризу
ются посредством симметричных матриц А Е Sn, или, возможно, по
средством пары симметрических матриц М, К Е Sn. В обозначениях 
параграфа 4.3 две матрицы А, В Е Sn называются изоспектральными, 
если 

а(А) = а(В). (7.1. l) 

Две системы (М, К) и (М', К') называются изоспектральными, если 

а(М, К) = а(М', К'). (7.1.2) 

Напомним, что если М, М' являются положительно определенными, то 
задача сводится к (7.1.1 ). 

В параграфе 5.2, обсуждая матричные преобразования, мы устано
вили, что если Q является ортогональной матрицей, т. е. удовлетворяет 
уравнению 

(7. l .3) 

и если 

B=QAQт, (7.1.4) 

то А и В являются изоспектральными. Обратное также верно: если А 
и В Е Sn являются изоспектральными, то они удовлетворяют (7.1.4) 
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для некоторой матрицы Q. Для доказательства последнего можно вос
пользоваться общим представлением симметричной матрицы из след

ствия к теореме 6.3.2. Предположим, что А, В Е Sn имеют одинаковые 
собственные значения (Лi)?. Рассмотрим л = diag(Л1, Л2, ... , Лп), тогда 

А = U л uт и В = V л vт, 

где обе матрицы U и V являются ортогональными. Следовательно, 

В= vuт · Uлuт · UVт = vuт ·А· uvт. 

Однако так как U, V - ортогональные матрицы, то и матрица Q = 
vuт является ортогональной (упр. 5.2.2). Следовательно, В = 

= QAQт. Напомним, см. упр. 5.2.2, что это преобразование зада
ет класс эквивалентности, называемый изоспектральным семейством 

матриц. 

Последнее означает, что с математической точки зрения задача ха

рактеризации изоспектральных систем, определяемых одной матрицей, 
решена: матрицы А и В связаны посредством ортогональной матри

цы Q. Однако для приложений к теории колебательных систем этого 
результата недостаточно. Для того чтобы убедиться в этом, достаточно 

рассмотреть колебательные системы специального вида, например, си

стемы, описанные в параграфе 5.1. Легко проверить, что если матрица А 
имеет некоторый специальный вид, т. е. отвечает некоторому графу g, 
а Q - произвольная ортогональная матрица, то В не обязательно имеет 

тот же вид, т. е. связана с тем же графом Q. На практике условия на 
матрицу системы являются даже более строгими; и возникают условия 

на зн.аки элементов матрицы. 

В настоящей главе будет исследоваться следующий вопрос: пусть 

задана система с матрицей А или (М, К), при этом матрицы имеют 
один и тот же вид, заданный посредством графа Q, возможно, вместе 
с условиями на знаки, как найти другие системы В или (М', К'), удо
влетворяющие тем же условиям? При этом мы не ищем любое изоспек

тральное семейство, а нас интересует некоторое специальное изоспек

тральное семейство (т. е. подсемейство), чьи элементы обладают рядом 
общих характеристик. Результаты, полученные до сих пор, относились 
к достаточно простым системам. Мы начинаем наш поиск с рассмотре

ния понятия изоспектрального потока. 
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7 .2. Изоспектральный поток 

Пусть А Е Sn имеет собственные значения (Лi)1 и собствен
ные векторы (ui)'l, тогда уравнение (6.3.8) утверждает, что если U = 
= [u1, U2, ... , Un] и Л = diag(Л1, Л2, ... , Лn), то 

А= Uлuт, uuт = uтu = I. (7.2.1) 

Предположим, что U зависит от некоторого параметра t, и U(t), а значит 
и A(t) меняются таким образом, что собственные значения, а значит и/\ 
инвариантны. Будем использовать символ · для обозначения d/ dt: 

• ·Т • Т A=U/\U +U/\U 
= (U /\ Uт)(UUт) + (UUт )(U /\ Vт). 

Дифференцируя второе уравнение в (7.2.1), получаем 

uuт +uuт =О. 

Записывая 

получим 

UUT = -8 = sт. 
Перепишем уравнение (7.2.2) в виде 

А= AS-SA. 

(7.2.2) 

(7.2.3) 

(7.2.4) 

(7.2.5) 

Это дифференциальное уравнение определяет изоспектральный поток. 
Из уравнения (7.2.4) видно, что матрица S является кососuмметричной. 
Заметим также, что дифференциальное уравнение, задающее U, имеет 
вид 

iJ = - su, 
а так как матрица S является кососимметричной и матрица А является 
симметричной, то матрица А, задаваемая уравнением (7.2.5), является 
симметричной. 

Применим эти рассуждения в обратной последовательности. Пусть 
S(t) является кососимметричной матрицей и U(t) - решение уравнения 

U(t) = -S(t)U(t), U(O) = Uo, 
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где матрица U 0 является ортогональной, тогда 

Так как u5u0 = I, uт(t)U(t) = I для всех t; U(t) является ортого
нальной. 

Для этих S(t) и U(t) рассмотрим уравнение 

A(t) = A(t)S(t) - S(t)A(t), А(О) = Ао, 

где Ао = Uo /\ Uб. Получаем 

сuт Au)• = uт AU + vт Au + vт AU 
= uтSAU + uт (AS - SA)U - vт ASU =О, 

значит 

uт AU = Uif AoUo = /\. 

Уравнение (7.2.5) дает возможность строить одномерное семейство, 
т. е. траекторию, изоспектральных систем, и мы покажем позже, как 

оно применяется. Сейчас мы обсудим связи между уравнением (7.2.5) 
и разложимостью матриц. 

Одним из важнейших алгоритмов численных методов линейной 

алгебры является метод Грамма-Шмидта: пусть дано множество век
торов (щ)f' Е Vn. Построим множество ортонормированных векто
ров (qi)'l Е Vn, используя линейные комбинации векторов ai. Ме
тод Грамма-Шмидта позволяет строить факторизационные разложения 

невырожденных матриц А Е Мп. Так как матрица А является невы
рожденной, ее столбцы являются линейно независимыми, а значит, по
рождают пространство Vn. Метод Грамма-Шмидта позволяет получить 
п ортонормированных векторов (qi)1, порождающих Vn. Записывая вы
ражение векторов ai в виде линейных комбинаций векторов qi, мьl по
лучим требуемое разложение. Пусть 

тогда найдем векторы ( Qi )1 такие, что 

m 

Зm = LrkmQk, т = 1,2, .. . ,n, 
k=l 
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откуда получаем 

[
ан ai2 
а21 а22 

an1 an2 

q12 

q22 

qn2 

qin] 
: :: ::: 

т. е. 

A=QR, 

qi и r находятся из теоремы 3.2.1: 

r11 = lla1!1, qi = ai/r11, 

г 

ri2 = qf a2, r22 = 1\а2 - ri2q11i, q2 = (а2 - ri2q1)/r22, 

(7.2.6) 

и т. д. Заметим, что диагональные коэффициенты rii положительны. 
Один из основных результатов, относящихся к QR-разложению, 

состоит в следующем: 

Пусть А= QR, тогда А'= RQ = Qт(QR)Q = qт AQ, (7.2.7) 

последнее означает, что матрица А', полученная перестановкой множи
телей Q и R, изоспектральна матрице А. Один из вариантов применения 
QR-алгоритма в численной линейной алгебре состоит в построении по

следовательности матриц А, А', А", ... последовательной перестановкой 
множителей: 

А= QR, А'= RQ = Q'R', А"= R'Q' = Q"R", ... (7.2.8) 

При ряде ограничений эта последовательность сходится к некоторой 
верхнетреугольной матрице, или в случае когда А является симмет

ричной матрицей, к диагональной матрице, образованной собственны

ми значениями. В дальнейшем мы будем использовать формулу (7.2.7) 
и последовательность (7.2.8), однако нас не будут интересовать свой
ства сходимости этой последовательности, которые могут быть найдены 

в книге [135]. 
Покажем, что для некоторого специального выбора кососимметрич

ной матрицы S последовательность (7.2.8) может быть связана с изо
спектральным потоком. Для того чтобы это установить, нам потребуется 

повторить ранее проделанные рассуждения. 
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Пусть А Е Sn, а А+ является ее наддиагон.альн.ой подматрицей, 
т.е. 

[ 

ai2 ~~~ : : : :~: 1 
А+= . 

an-1,n ' 

тогда матрица А может быть переписана в виде 

А = А++ А +т + diag(a11, а22, .. "ann) 
= А+т -A++2A++diag(a11,a22, ... ,ann) 
= S+R, 

(7.2.9) 

(7.2. l О) 

где S = А +т -А+ является кососимметрической матрицей и R = 2А + + 
+diag(a11, а22, ... , апп) является верхнетреугольной матрицей. Заметим, 
что любая симметричная матрица однозначно раскладывается в сумму 

кососимметричной матрицы и верхнетреугольной матрицы. 
Повторим ранее проделанные шаги: 

Лемма 7.2.1. Пусть S - кососимметричная матрица и Q -
решение задачи 

Q = QS, Q(O) = 1, (7.2.l 1) 

тогда матрица Q является ортогональной. 

Доказательство. 

(QQT)• = QQT + QQT 
= QSQ + QST QT = Q(S + sт)QT = о. 

Так как Q(O)Qт(O) = 1, получаем Q(t)Qт = 1. • 
Лемма 7.2.2. Пусть A(t) является решением задач.и 

А = AS - SA А(О) = Ао, (7.2.12) 

тогда A(t) = Qт(t)A0Q(t), где матрица Q(t) такая же, как и в лем
ме 7.2.1. 

Доказательство. Пусть Z(t) = Q(t)A(t)Qт(t), тогда 

Z = QAQт + QAQт + QAQT 
= QSAQT + Q(AS - SA)QT + QAST QT 
= QA(S + sт)QT = О. 
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Откуда получаем, что: 

Z(t) = Z(O) = А(О) = Ао, 

значит, QAQт = Ао, т. е. А= Qт AoQ. • 
Ортогональная матрица Q была введена как решение дифференци

ального уравнения (7.2.11)'. Покажем теперь, что она может быть задана 
при помощи QR разложения: 

Лемма 7.2.3. Если матрица exp(tA0) обладает QR-разложением 

exp(tAo) = Q(t)R(t), (7.2.13) 

то Q(t) удовлетворяет уравнению (7.2.11) и A(t) = Qт(t)A0 Q(t) яв
ляется решением (7.2.12). 

Доказательство. Здесь 

t 2 2 exp(tAo) = 1 + tAo + 2Аа + ... (7.2.14) 

является решением уравнения 

X(t) = A 0X(t), Х(О) = I. 

Дифференцируя обе части уравнения (7.2.13), получаем 

(QR)• = QR+ QR = Aaexp(tAo) = AoQR 

откуда 

. • -1 
Q+QRR =AoQ 

и 

(7.2.15) 

Однако A(t) является симметричной матрицей, Q - ортогональной, т. е. 
• . -1 

QтQ - кососимметричная и RR - верхнетреугольная. Уравнение 
(7.2.15) дает нам единственное представление для А в виде суммы сим
метричной и верхнетреугольной матриц, т. е. 
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С другой стороны, 

А= QтAoQ+QтAoQ 
= (Qт AoQ)(QтQ) + (QтQ)(Qт AoQ) 
= A.s-sA. 
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и А(О) = Аа. Последнее означает, что А удовлетворяет тому же диффе
ренциальному уравнению, что и А,и имеет то же начальное значение, 

Ао; A(t) = A(t) = qт A 0Q. • 
Теперь мы можем утверждать следующее: 

Теорема 7.2.l. Пусть A(t) - решение дифференциального урав
нения (7.2.12). Для k = 1, 2, ... предположим., что 

exp(A(k - 1)) = QkRk, 

тогда 

exp(A(k)) = RkQk, 

где Qk = Q(k), Rk = R(k). 

Доказательство. Из лемм 7.2.2 и 7.2.3 получаем 

и 

откуда 

Рассмотрим 

A(t) = qт AoQ(t) 

exp(tA(O)) = Q(t)R(t), 

R(t)Q(t) = Qт(t)(Q(t)R(t))Q(t) 
= Qт(t) exp(tAo)Q(t). 

exp(tA(t)) = exp(Qт(t)tAoQ(t)) 

t2A2 
= Qт(I+tAo + Т + · · · )Q 

= qт exp(tAo)Q = R(t)Q(t). 

(7.2.16) 

(7.2.17) 
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Последнее означает, что для t = 1 в (7.2. l 6) справедливо 

рассматривая t = 1 в (7.2.17), получаем: 

и т.д. • 

Таким образом, решение уравнения (7.2.12) в целочисленные момен
ты времени О, 1, 2, ... дает члены QR-последовательности (7.2.8), начи
ная с ехр(А(О)) = ехрАо = QiR1. 

Закончим этот параграф рядом исторических замечаний о развитии 
теории изоспектрального потока. 

Это исследование началось с рассмотрения так называемых реше

ток Тоды [324] (1970), п частиц вынуждены двигаться вдоль прямой 
под действием экспоненциальной отталкивающей силы. Симе (Symes) 
в работах [315] (l 980) и [316] (1982) дает ссылки на физические истоки 
этой задачи и обосновывает соответствующую теорию, в основном как 

это сделано выше, для частного случая, встречающегося при изучении 

решеток Тода, а именно когда А - матрица Якоби. Изучение матриц 

Якоби развивалось далее в работах Нанда (Nanda) [245] (l 982), [246] 
(l 985) и Дейфта, Нанда, Томе я (Deift, Nanda, Tomei) [77] (1983). Обоб
щение этой теории на произвольные комплексные несимметрические 

матрицы было осуществлено в работах Чу (Chu) [57] (1984). Уаткинс 
(Watkins) [331) (1984) приводит обзор общей теории и ее обобщения на 
другие матричные разложения, такие как LR (нижнетреугольная мат
рица L, умноженная на верхнетреугольную матрицу R) или разложение 
Холецкого LLт. Чу и Норрис (Chu, Norris) в работе [60] (1988) изучают 
связь между изоспектральными потоками и абстрактными матричными 
разложениями. 

Большинство этих исследований посвящено связи между изоспек

тральными потоками и методами, используемыми в вычислительной ли

нейной алгебре; последнее находится за пределами наших интересов 

в данной монографии. В свою очередь, изоспектральные потоки нам 

интересны как средство построения изоспектральных систем, как мы 

покажем в последующих параграфах этой главы. 

Мы будем исследовать изоспектральные потоки в параграфе 7.6 по
сле рассмотрения алгебраических методов получения изоспектральных 

систем. 
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7 .3. Изоспектральные якобиевы системы 

Будем следовать работе Гэдвелла [ 121] (1995) и начнем наше об
суждение с рассмотрения частного случая пружинно-массовой системы, 

показанной на рисунке 4.4.2 а, а также на рисунке 7.3.1. 

Рис. 7.3.1. Прямолинейная пружинно-массовая система 

Определяющим уравнением является: 

(К - ЛМ)у = О, (7.3. l) 

где 

[

k1+k2 -k2 о ... о ] 
К = - ~2 k2 : kз - ~з .. ·.·.О , 

О . . . -kn kn + kn+1 

(7.3.2) 

М = diag(m1, m2, ... , тп). (7.3.3) 

Мы будем предполагать, что цепочка масс и пружин не имеет разломов, 

откуда 

(ki)2 >О, (mi)J.' >О. 

Возможны три частных случая: 

(S) поддерживаемый (supported); ki >О, kп+1 >О; 

(С) консольный (cantilever); ki >О, kпн =О; 

(F) свободный (free); ki =О, kп+1 =О. 

Если две системы, 1 и 2, являются изоспектральными, то в обозна
чениях параграфа 4.3: 

(7.3.4) 

Существуют два практически тривиальных способа получения изоспек
тральных пар. Во-первых, если с > О, то 

а( сМ, сК) = а(М, К). 
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Во-вторых, если мы физически повернем систему вокруг себя и перену

меруем массы и пружины слева направо, то мы не изменим собственные 

значения. Перенумерация эквивалентна умножению слева и справа на 

матрицу Т из уравнения (4.3.8). Следовательно, (7.3.4) справедливо, ее-
ли 

(7.3.5) 

Для получения нетривиальных изоспектральных пар мы редуциру

ем (7.3.1) к стандартному виду. Запишем 

м D 2 D J . D-1кD-1 , = ' y=u, = (7.3.6) 

откуда 

(J - ЛI)u =О. (7.3.7) 

Сперва рассмотрим консольную систему. Как и в (4.4.7), матрица 
К разлагается следующим образом: 

и 

(7.3.8) 

Для получения изоспектральной пары нам потребуется: 

Лемма 7.3.1. Пусть А, В Е Мп, тогда АВ и ВА имеют одина
ковые собственные значения, возможно, за исключением нулевого. 

Доказательство. Пусть Л =/= О является собственным значением 
матрицы АВ, тогда для некоторого х =/= О, АВх = Лх. Так как Л =/=О 
и х =/= О, получим Вх =/= О. Имеем В(АВх) = ВА(Вх) = ЛВх, отку
да Вх является собственным вектором матрицы ВА, отвечающим соб

ственному значению Л. Нами доказано, что любое ненулевое собствен
ное значение матрицы АВ является собственным значением матрицы 

ВА. Замена матриц А и В в этом рассуждении завершает доказатель
ство. • 

Запишем К = F2 , тогда 

(7.3.9) 

Применим лемму: собственные значения матрицы J являются ненулевы
ми (более того, положительными), поэтому если 

(7.3.10) 
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то 

O'(J1) = O'(J). 

Для получения пружинно-массовой системы, отвечающей J', мы обра
тим редукцию к стандартному виду и запишем: 

(J' - ..\I)u =О 

как 

(7.3.11) 

Это уравнение на собственные числа перевернутой консольной системы. 

Установим это, заметив, что 

ТЕТ = Ет' Т2 = I 

и, следовательно, 

поэтому уравнение (7.3.11) может быть переписано в виде 

(К0 
- ..\M0)Tv = О, 

где 

к0 = ЕК0Ет, к0 = тм-1т, м0 = ТК- 1 Т. 
Эта система относится к консоли с условиями 

ko -1 о k-1 
i = mn-i+l• mi = n-i+l• i = 1, 2, '' . 1 п, 

и 

О"(М0 , К0) = О"(М, К). 

Эта пара была найдена Рамам и Элхаем (Ram, E!hay) [285] (1995а), см. 
также их работу [287] (1998). 

В описанных выше рассуждениях мы стартовали с системы, за

данной посредством матриц М,К и образованной якобиевой матрицей 

J = D-1 KD- 1
. Указанный переход от пружинно-массовой системы к 

матрице Якоби однозначен, однако, как будет показано ниже, по задан

ной матрице Якоби можно построить бесконечное семейство пружинно
массовых систем. 
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Матрица жесткости К из формулы (7.3.2) обладает свойством 

K{l, 1, 1, ... , 1} = {k1, О, ... , О, kп+1}; (7.3.12) 

это уравнение показывает, что, для того чтобы статично отодвинуть все 

массы вправо посредством единичного смещения, мы должны применить 

силы kl и kп+1 к массам m1 и mп соответственно. Повторяя рассужде
ния из параграфа 4.4, получаем, так как J = D-1 KD-1

, что К= DJD, 
откуда уравнение (7.3.12) дает 

J{d1, d2,. ", dn} = {k1d!1, О, ... , kп+1d; 1 }. 

Следовательно, для нахождения пружинно-массовой системы мы долж
ны рассмотреть матрицу J и найти решение уравнения 

Jd={a,0, ... ,0,,В} d={d1,d2, ... ,dn}, (7.3.13) 

где а ;;::: О, ,В ;;::: О, а + ,В > О. Если матрица J является невырожден
ной, то по теореме 4.4.1 получаем, что d > О. Значит, для построения 
пружинно-массовой системы достаточно выбрать произвольные неотри
цательные константы а, (3, хотя бы одна из которых отлична от нуля. По
следнее эквивалентно выбору произвольных коэффициентов жесткости 

пружин kl и kп+1, для которых, решая уравнение (7.3.13), мы находим 

(7.3.14) 

Нами получено двупараметрическое семейство изоспектральных систем. 
Если мы потребуем, чтобы построенная система являлась консольной, 
т. е. (3 = О = kп+l· то решение является, по существу, единственным; 
оно может быть сделано единственным при помощи дополнительного 

ограничения m 1 = 1 или L~=l mi = 1. 
Если J является вырожденной, то применим теорему 4.4.2, которая 

утверждает существование положительного решения для уравнения 

Jd=O. (7.3.15) 

Тогда построим К= DJD, М = D 2 ; эта система, по существу, опять 
является единственной. 

Обсудим теперь два различных способа построения семейств изо
спектральных матриц. Пусть М(Л1 , Л2 , ... , Лn) обозначает множество 
якобиевых матриц J таких, что O"(J) = (Лi)f. Первое следует напрямую 
из рассуждений параграфа 4.3: мы можем построить J единственным 



7.3. ИЗОСПЕКТРАЛЬНЫЕ ЯКОБИЕВЫ СИСТЕМЫ 223 

образом по данным a(J) = (Лi)~ и вектору х1 первых компонент отнор
мированных собственных векторов щ матрицы J. Нам известно, что эти 
первые компоненты х11, х2 1 , ... , Xn1 все являются ненулевыми, т. е. мы 

можем выбрать их положительными и удовлетворяющими уравнению 

т 1 2 2 2 Х1 Х1 = = Х11 + Х21 + ... + xnl. (7.3.16) 

Последнее означает, что любая матрица J Е М может быть ассоцииро
вана с точкой Р = (хн, х21, ... , Хп1) (строго) положительного ортанта 
единичной п-сферы. (Более точно, М является гладким (п - 1)-мерным 
многообразием диффеоморфным строго положительному ортанту еди

ничной п-сферы.) 
Второй способ использует QR-разложение, см. параграф 7.2. Пусть 

А Е Sn и µ не является собственным значением А, Тогда А - 11I явля
ется невырожденной матрицей, и значит может быть разложено: 

A-µI= QR. (7.3.17) 

Здесь Q является ортогональной матрицей и R является верхнетре
угольной матрицей с положительными диагональными коэффициента

ми rii; это разложение (7.3.17) является единственным. Теперь рассмот
рим матрицу А' из уравнения 

А' -µI= RQ. (7.3.18) 

Уравнения (7.3.17), (7.3.18) определяют преобразования gµ : А--+ А'. 
Матрица А' является симметрической и изоспектральна А: 

А'= µI + RQ = Qт(µI + QR)Q = Qт AQ. (7.3.19) 

Теорема 7.3.1. Если А является матрицей Якоби, то матрица 
А' является матрицей Якоби. 

Доказательство. Покажем сначала, что если А является трехдиа
гональной матрицей, то и А' является трехдиагональной матрицей. 

Из уравнений (7.3.17), (7.3.18) получаем 

RA = R(µI + QR) = (µ1 + RQ)R = A'R. (7.3.20) 

Это соотношение между А и А' является фундаментальным и зачастую 
более полезным, чем (7.3.17), (7.3.18) или (7.3.19). Рассмотрим i,j-тый 
коэффициент с каждой стороны (7.3.20) и возьмем i ;?: j: 

n n 

'L: rikakj = 2: a~krkj, j = 1, 2, .. "п - 1; i = j,j + 1, ... , п. (7.3.21) 
k=l k=l 
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Так как R является верхнетреугольной, rik является ненулевым только 
при k = i, i + 1, ... , п. Так как А является трехдиагональной матрицей, 
akj отличен от нуля только при k = j - 1, j, j + 1. Следовательно, про
изведение в левой части равенства является ненулевым только при k, 
пробегающем значения от i до j + 1; оно тождественно равно нулю, 
если i ~ j + 2. Так как R является верхнетреугольной матрицей, то 

в правой части равенства индекс k пробегает значения k = 1, 2, ... ,j. 
Следовательно, 

j+l j 

L rikakj = L a~kTkj· 
k=i k=1 

Значит, в частности, 

j 

L a~krkj =О, j = 1, 2, ... , п - 2; i = j + 2, ... , п. 
k=l 

Рассматривая j = 1, получаем а~1 r11 =О и, так как r11 > О, 

а~ 1 = О, i = 3, ... , п. 

Рассматривая j = 2, получаем: 

а~ 1 r12 + a~2 r22 = О, i = 4, ... , п. 

Однако а~ 1 =О при этих значениях и r22 > О, значит 

а~2 = О, i = 4, ... , п. 

Продолжая эти рассуждения, получим 

a~j =О, j = 1, 2, ... , п - 2; i = j + 2, ... , п. 

(7.3.22) 

(7.3.23) 

(7.3.24) 

Следовательно, А' имеет только одну ненулевую диагональ ниже глав
ной диагонали. Однако А' является симметрической матрицей, следова
тельно, она - трехдиагональная. 

Чтобы доказать, что якобиевость матрицы А влечет якобиевость 
матрицы А', вернемся к уравнению (7.3.22). Так как матрица А' явля
ется трехдиагональной, равенство (7.3.22) можно переписать в виде 

j+l j 

l:rikakj = L a~kTkj· (7.3.25) 
k=i k=i-1 
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Рассмотрим i = j+ 1, тогда каждая из сумм имеет только одно слагаемое: 

(7.3.26) 

если ai,i-1 является положительным (отрицательным), то и а~ i-l обла
дает этим свойством. ' • 

Пусть А = J является матрицей Якоби. Докажем следующую тео
рему: 

Теорема 7.3.2. Действие операторов gµ на матрицах Якоби яв
ляется коммутативным: 

(7.3.27) 

Доказательство. Рассмотрим соотношение между собственными 
векторами матриц J и J'. Пусть u является отнормированным собствен
ным вектором матрицы J: 

Ju= Лu, 

тогда 

J'QT U = (QT JQ)QT U = QT Ju = _AQT u, 

откуда u' Qт u является отнормированным собственным вектором 
для J'. Этот собственный вектор может быть записан другим способом. 
Так как 

Ju = (QR + µl)u = Лu, 

получаем 

QRu = (.Л - µ)u 

или 

(7.3.28) 

Это уравнение показывает, что последняя координата собственного век
тора u~ может иметь вид 

(7.3.29) 

Следовательно, при преобразовании 9µ последние компоненты собствен
ных векторов домножаются на два множителя: один из которых, rпп(µ), 
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не зависит от i, а другой равняется /,\ - µ/- 1. Это означает, что по
следние компоненты отнормированных собственных векторов матриц из 

формулы (7.3.27) пропорциональны: 

(7.3.30) 

Так как они пропорциональны и сумма квадратов элементов каждого 
множества равна единице, множества должны совпадать. Однако мат

рица Якоби однозначно определяется своими собственными значениями 
и последними компонентами ее отнормированных собственных векторов. 
Следовательно, равенство (7.3.27) справедливо и действие gµ коммута
тивно. • 

Докажем более сильный результат в теореме 7.4.2. 

Теорема 7 .3.3. Пусть А, В Е М, тогда можно найти един
ственное такое множество (µi)f- 1, что µl < µ2 < · · · < µп-l и 

(7.3.31) 

Доказательство. Достаточно доказать, что мы можем перейти от 

некоторого множества последних координат ( uni)f к любому другому та
кому множеству (vni)f посредством п -1 gµ-преобразований. Уравнение 
(7.3.29) демонстрирует, что это эквивалентно выбору µi, µ2, ... , µп-l та-
ких, что 

п-l 

п 
Uni 

'

.\ _ ·/ <XVni, i=l,2, ... ,n. 
j=l i µJ 

Это эквивалентно выбору многочлена 

n-l 

Р(Л) =К П (Л - µj) 
j=l 

так, что 

/P(.\i)J = Uni/Vпi, i = 1, 2, ... , n. 

Если мы рассмотрим такие (µi)~- 1 • что 

Л1 < µi < Л2 < ... < µn-l < Лп, (7.3.32) 

то 
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Однако такой полином Р(>.) степени п - 1, принимающий значения про
тивополжных знаков в п точках >.i, определяется единственным образом 
и имеет n-I корень µi, все корни удовлетворяют соотношениям (7.3.32) . 

• 
Следствие 7.3.1. Пусть 9µА = В, тогда существуют (µi)Г 1 

такие, что 9µ 19µ2 ... 9µп-и В= А, а значит, существуют 9;: 1
. 

Следствие 7.3.2. Существуют такие (µi)7- 1
, что 

9µ19µ2 · · · 9µп-1 А= А. 

Упражнения 7 .3 

1) Рассмотрите случай (F), когда ki = О = kn+l· Используйте лем
му 7.3.1 для получения консоли, которая имеет те же собственные 
значения, что и первоначальная система, за исключением нулевого 

собственного значения, отвечающего случаю твердого тела. 

2) Докажите методом математической индукции уравнение (7.3.24). 

7 .4. Изоспектральные осцилляционные системы 

В параграфе 7.3 был рассмотрен оператор 9µ. определенный урав
нениями (7.3.17) и (7.3.18). Нами было установлено, что если J явля
ется трехдиагональной, то и J ' тоже является трехдиагональной; если 
ан1,i <О (>О), то a~+l,i <О (>О). Напомним, что согласно парагра
фу 6.6 положительно определенная (симметричная) трехдиагональная 
матрица с положительной кодиагональю является частным примером ос

цилляторной матрицы, см. начало параграфа 6.6 и характеризацию из 
теоремы 6.7.3. Это означает, что если А является симметричной трех
диагональной осцилляторной матрицей, µ не является собственным зна
чением А, и диагональные элементы R положительны, то операции 

А-µ1= QR, 

А' -µl=RQ 

(7.4.1) 

(7.4.2) 

дают новую матрицу А', которая является симметрической, трехдиаго
нальной и осцилляторной. Следуя работе Глэдвелла [ 126], покажем, что 
этот факт является частным случаем общего результата: 
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Теорема 7 .4.1. Пусть А Е Sn, через Р обозначим одно из 
свойств NTN, О, ТР, матрица А' определяется уравнениями (7.4.1), 
(7.4.2). Тогда матрица А' обладает свойством Р в том и только 
том случае, если А обладает свойством Р. 

Эта теорема утверждает, что А' является NTN тогда и только то
гда, когда А обладает свойством NTN, А' обладает свойством О тогда 
и только тогда, когда А обладает свойством О, и А' обладает свойством 
ТР тогда и только тогда, когда А является ТР. В теореме подразумевает
ся выполнение следующего условия: диагональные элементы R, которые 
не равны нулю, так как A-µI не вырождена, выбраны положительными. 

Условие симметричности А (А Е Sп) и тот факт, что µ не является 
собственным значением А, существенны согласно следующим контрпри

мерам. 

Рассмотрим µ = О и 

тогда 

1 [ 2 -1] 
Q= у15 1 2 ' 

R = _1_ [ 5 2а + 2] ' 
у15 О 4-а 

А'= l [ 12 + 2а 4а - 1 ] 
5 4-а 2(4-а) · 

(7.4.3) 

Если а = t· то А обладает свойствами О и ТР, а А' не является 
даже TN; если а = О, то А обладает свойством NТN и А' не обладает 
свойством TN. 

Тот факт, что µ не является собственным значением А, существе
нен. Рассмотрим а = 1, тогда матрица А, заданная формулой (7.4.3), 
обладает свойствами О и ТР, а ее собственные значения .Л1 = 3, Л2 = 1. 
(Напомним, что при рассмотрении осцилляторных матриц собственные 
значения нумеруются в порядке убывания.) Рассмотрим µ = 1, тогда 

A-µI= [ 1 1 J = [с -с] [ 2с 2с] 
11 се 00' (7.4.4) 

А' -µI= [ 2с 2с] [с -с] = [2 О] 
00 се 00' 

Матрица А', определенная формулой (7.4.4), не является осциллятор
ной. 
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В общем случае, если А Е Sn обладает свойством О, то ее соб
ственные значения различны (следствие к теореме 6.10.l). Последнее 
означает, что если µ = Лk для некоторого k, то А - µ1 имеет ранг п - 1 
и rпп =О, а остальные rii являются ненулевыми. Следовательно, послед
няя строка матрицы А1 

- µI является нулевой, в частности, а~ n-l =О, 
откуда по теореме 6.7.3 А1 не обладает свойством О. ' 

Доказательство теоремы 7.4. l требует тонкой работы с неравенства
ми. Оно может быть найдено в работе Глэдвелла [ 126] (l 998) и не будет 
приведено здесь. Мы приведем лишь ряд вспомогательных соображе
ний к ее доказательству. Во-первых, оно основывается на более раннем 
результате Криера (Cryer) [66] (1973) для случаяµ= О. См. также рабо
ту Криера [67] (1976). Результат Криера можно использовать для того, 
чтобы установить, что если А (не обязательно симметричная матрица) 

обладает свойством NTN, О или ТР и А= LU, где L(U) является ниж
ней (верхней) треугольной матрицей, то А'= UL обладает свойством 
NTN, О или ТР соответственно. Так как А обладает свойством РD

то QR-разложение в случае µ = О можно заменить последовательными 

LLт-разложениями Холецкого: 

А= LiLf, В= LfL1 = L2Lf, А'= LfL2. 

Запишем 

и заметим, что 

QQт = LiL2т(LrL:t1 ) = 1, 

так что Q является ортогональной матрицей. Рассмотрим 

А = LiLf = (L1L2т)(LILf) = QR, 
А'= Ц'L2 = (L'§Lf)(L1тL2) = RQ. 

Если матрица А обладает свойством Р, то согласно результату Криера 

получаем, что В обладает свойством Р, а тогда и А' обладает свой
ством Р. 

Доказательство также базируется на теореме Коши-Бине. Согласно 
уравнению (7.3.20) 

RA=A'R, (7.4.5) 

поэтому из теоремы Коши-Бине (теорема 6.2.4) получаем 

'Rр.др = ~ 'Rp. (7.4.6) 

Перейдем к доказательству следующей леммы. 
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Лемма 7.4.t. 

(7.4.7) 

Доказательство. По теореме Коши-Бине 

аналогично (A'm)p = A~m. Согласно уравнению (7.4.6), результат спра
ведлив для т = 1. Пусть он выполнен для одного значения m, тогда 

~m+l)Rp = A;,(A;,mRp) 

= A;,(R;'.Ap) = С_д;,Rр)д;' 

= ('Rp.Ap)A;' = 'Rр_д;+1; 

и результат верен для т + 1. 8 

Уравнения (7.4.5) - (7.4.7) в общем случае дают сложные соотно
шения между элементами А и А', .др и А~. однако для ряда важных 
специальных случаев эти соотношения имеют простой вид. Рассмотрим 

уравнение (7.4.5) для коэффициентов: 

п j 

L r;kakJ = L aikrkJ· (7.4.8) 
k=l k=l 

Если i = п и j = 1, то есть только одно слагаемое в каждой сумме: 

(7.4.9) 

Согласно предположениям теоремы 7.4.1 матрица А по крайней мере 
обладает свойством NTN. Согласно примеру 6.6.1, если матрица А яв
ляется NTN и ап1 > О, то А является положительной (строгоположи
тельной) матрицей, однако она не обладает свойством ТР!). В самом деле 
ап1 > О является первым из условий теоремы 6.8.2 для (симметричной) 
NТN-матрицы, гарантирующим свойство ТР: ап1 является первым угло

вым минором для матрицы А как обсуждалось в теореме 6.8.2. В общем 
случае угловой минор имеет вид А(ф; &), где & = {1, 2, ... ,р}, ф = {п -
- р + 1, ... , п}. Это угловой элемент N, 1 в матрице Ар. Поэтому из 
уравнения (7.4.6) следует 

Гп-р+l ·· .ТппА(ф;В) =A'(ф;B)r11 ... rPP> (7.4.1 О) 
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откуда А'( ф; В) >О тогда и только тогда, когда А( ф; В) >О. Этот резуль
тат позволяет доказать, что А' обладает свойством ТР тогда и только 

тогда, когда А обладает свойством ТР. 
Чтобы показать, что А' обладает свойством TN тогда и только 

тогда, когда А обладает свойством TN, мы применим результат Андо 
(1987) [4] о том, что ТN-матрица аппроксимируется с любой наперед 
заданной точностью, скажем, по L 1 -норме, ТР-матрицей. Теперь, чтобы 

показать, что А1 обладает свойством О тогда и только тогда, когда А 
обладает свойством О, достаточно применить лемму 7.4.1. Эта лемма 
показывает, что угловые миноры A'm являются положительными тогда 
и только тогда, когда угловые миноры матрицы А m являются положи
тельными. Значит, если матрица А обладает свойством О, то она об

ладает свойством NTN, и, следовательно, А' обладает свойством NTN. 
Если А обладает свойством О и Am обладает свойством ТР для некото
рого m ~ п-1, то ее угловые миноры положительны, тогда аналогичное 
справедливо для миноров матрицы A'm; A'm обладает свойством ТР; А' 
обладает свойством О. 

По теореме 7.4.1 оператор gµ сохраняет свойства NTN, О, ТР (и SO 
также) при условии, что матрица А является симметричной, µ не явля
ется собственным значением А и R имеет положительную диагональ. 

В параграфе 6.6 нами было установлено (теорема 6.6.3), что NТN
матрица является лестничной. Докажем следующую теорему. 

Теорема 7.4.2. Пусть А Е Sn обладает свойством NTN и яв
ляется р-лестничной матрицей, тогда А' = gµA также является 
р-лестничной матрицей. 

Доказательство. Так как А' обладает свойством NTN, то она яв
ляется лестничной матрицей, скажем р'-лестничной. 

Фундаментальное соотношение (7.3.21) позволяет получить равен-
ст во 

Pi j 

L: rikakj = L: a~krkj. (7.4.11) 
k=1 k=1 

Докажем по индукции, что pj = Рз при j = 1, 2, ... , п. Рассмотрим 
j = 1. Если i > р1, то левая часть является нулевой, а следовательно, 
a~1 r11 =0; pJ. ~ Pl· Если i = р1, то 

а следовательно, а~1 >О; Pi = р1. Пусть pj = Рз для j = 1, 2, ... , m - 1. 
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Если j = m и i > Pm в равенстве (7.4.11), то 

m 

L:a~krkj =О. 
k=1 

(7.4.12) 

Однако, так как матрица А' является лестничной, то для i > Pm полу
чаем i > Pk = р~ при k = 1, 2, ... , m -1, таким образом, в сумме (7.4.12) 
остается только последнее слагаемое; a~m =О. Следовательно, р~ :::;; Pm· 
Рассмотрим, j = m, i = Pm, тогда 

m 

riiaim = L a~krkm· 
k=1 

Если Pm > Pm-1, то в правой части остается тоже только последнее 
слагаемое и 

значит, р~ = Pm· Если Pm = Pm-1, то неравенства р~ ~ р~_ 1 , р~:::;; Pm 
дают р~ = Pm· Арбенз и Голуб (Arbenz, Golub) [12] (1995) установили, 
что лестничные схемы являются, по существу, единственными инвари

антами симметричного QR-алгоритма. • 

В теореме 7.3.2 мы установили, что действие оператора Уµ ком
мутативно на множестве якобиевых матриц. Докажем более сильный 
результат. 

Теорема 7.4.3. Действие оператора 9µ коммутативно. 

Доказательство. Нам надо показать, что 9µ, 9µ 2 = 9µ 2 9м. Рас
смотрим операции 9µ,А = А1, 9µ2 А1 = А2; 9µ2А =Аз, Уµ, Аз= А4: 

Из этих уравнений получаем 
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т.е. 

QfQзRзQ1 = Q2R2, 

Аз - µil = Qf (A - µil)Q 3 = Q4R4, 

т. е. 

QfQ1R1Qз = Q4R4. 

Уравнения (7.4.13), (7.4.14) позволяют получить 

перемножая, получим 

или 

QзRз = QiQ2R2Qf, 

QiR1 = QзQ4R4Qf, 

QiQ2R2R1 = QзQ4R4Rз. 
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(7.4.13) 

(7.4.14) 

Матрицы Q 1Q2, QзQ4 являются ортогональными, а R2R1 
и R4Rз - верхнетреугольными с положительной диагональю. Однако 
невырожденная матрица имеет единственное QR - разложение (с по
ложительной диагональю). Следовательно, 

значит, так как 

получаем А4 = А2. 

А4 = Qr АзQ4 = QrQr AQ4Qз, 

А2 = QI AiQ2 = QIQf AQ1Q2, 

7 .5. Изоспектральные колебания балки 

• 

Мы сформулировали задачи собственных значений для (консоль
ной) балки в параграфе 2.3: 

Ку=ЛМу, 
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где 

где 
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~ т 
К = EL -l ЕКЕ L - 1 Ет, 

М = D 2
, D = diag(d1, d2, ... , dn)· 

Как обычно, приведем задачу к стандартному виду: 

Au=>..u, 

(7.5.1) 

(7.5.2) 

(7.5.3) 

Сначала получим простую изоспектральную систему, используя 
лемму 7.3.1. Запишем 

~ 2 . 
К= F , F = d1ag(f1, f2,. · ·, fп), 

тогда А может быть записана в виде 

Теперь применим лемму 7.3.1; собственные значения матрицы А явля
ются ненулевыми (на самом деле даже положительными), значит, если 

то 

О"(А') = lТ(А). 

Для построения дискретной балки, соответствующей матрице А', 

обратим редукцию к стандартному виду и запишем 

как 

где 

A'u' = >..u' 

К'у' = >..М'у', 

к'= м- 1 , м' = :К- 1 . 

(7.5.4) 

(7.5.5) 

(7.5.6) 
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Это уравнение на собственные значения для перевернутой консоли. Ана
логично проверке для пружинно-массовых систем в параграфе 7.3 пре
образуем (7.5.4), применяя матрицу Т. Следовательно, 

ТК'Т ·Ту'= ЛТМ'Т ·Ту', 

где 

(7.5.7) 
Новая консоль связана со старой посредством равенств 

ko -1 zo z о k-1 
i = mn-i+l' i = n-i+1, mi = n-i+l· (7.5.8) 

Для построения семейства изоспектральных балок будем использо
вать оператор gµ,, определяемый уравнениями (7.4.1), (7.4.2). Нам пред
стоит проделать следующие шаги: 

i) рассмотреть балку, заданную К, L, М = D 2
; 

ii) построить матрицу А как в уравнениях (7.5.1) - (7.5.3) так, что
бы она являлась симметрической, пятидиаrональной и знаково

осцилляторной; 

iii) выбрать µ, которое не является собственным значением матрицы 
А, и рассмотреть матрицу А' = gµ,A. которая тоже оказывается 
симметричной, пятидиагональной и знаково-осцилляторной; 

iv) разложить А'= (D')- 1K'(D')- 1 и рассмотреть М' = (D') 2 , К'= 
= Е(L1)-1Е:К1Ет (L1)-1Ет. 

Осталось лишь завершить шаг iv). Нам надо показать, что для 
новой симметричной пятидиагональной знаково-осцилляторной матри

цы А1 существует разложение, аналогичное формулам (7.5.1) - (7.5.3), 
для некоторых новых матриц с положительной диагональю D 1

, :К1 , L1
. 

Сначала мы приведем основную идею доказательства, а потом покажем, 

что она всегда применима. 

Новая матрица А' связана с новыми матрицами жесткостей и масс 
К', М' = D'2 посредством уравнения (7.5.3). Как и в случае пружинно
массовой системы из параграфа 7.3, начнем с рассмотрения простого 
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статического отклонения балки, см. рисунок 7.5.1. Применим силы f 1, 

- f 2 к массам 1 и 2 так, что все массы имеют единичное смещение. 
Уравнением связи между силой и смещением является 

К' { 1, 1, ... , 1} = {f 11 - f2, О .. " О}. 

Однако А'= D'-1 K'D1
-

1 , значит К' = D' A'D' и, следовательно, 

D'A'{d~, d~, ... ,d~} = {!1, -f2,0 ... , О}, 

откуда 

А' {d~, d2, ... , d~} = {g1, -g2, О ... , О}, 

где 9i = fi/d~, i = 1, 2. 

• • 

(7.5.9) 

Рис. 7.5.1. Обе силы / 1 , -!2 должны задавать единичные отклонения 

Матрица А' обладает свойством SO, значит, по теореме 6.7.5, 
В'= (А1 )- 1 обладает свойством О. Решением уравнения (7.5.9) явля-
ется 

d~ = b~ 1 g1 - b~2 g2, i = 1, 2, ... , n. (7.5.10) 

Рассмотрим g1 = 1; покажем, что если сила g2 настолько мала, что 

значение d~ является положительным, то все значения d~ окажутся по
ложительными. Иначе, если О< g2 < Ь~1 /Ь~2 • то 

так как В' обладает свойством О. В дальнейшем мы покажем, что 
Ь~ 1 , Ь~2 являются строго положительными для i = 1, 2, ... , n, а значит, 
d~ являются строго положительными. Предполагая, что это справедли
во, мы нашли d', удовлетворяющее уравнению (7.5. 9) для некоторых 
g1 = l,g2 >О. Вектор d' является первым столбцом матрицы D'Е-т; 
где матрица Е- 1 определена уравнением (2.2.10). 

Покажем теперь, что матрица 

(7.5.11) 
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является якобиевой. Пусть 

А'= 

с' 1 
Ь' - 2 
а' 3 

с'п-2 

~~ с\] ' 
-Ь~_ 1 а~ 
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тогда А'D'Е-т имеет только одну диагональ под главной диаго
налью, эта диагональ состоит из элементов -g2, -c'1 d~, -c~d~, ... , 
-c~_2d~_2 . Матрица Е- 1 D' является верхнетреугольной, значит С' == 
== Е- 1 D'(A'D'E-т) также имеет только одну диагональ под главной 
диагональю. Однако матрица С' является симметричной, а значит у нее 
есть только одна ненулевая диагональ под главной диагональю: эта мат

рица является симметричной трехдиаrональной матрицей с кодиаrона-

лью 

(7.5.12) 

Обозначим матрицу, полученную удалением строк и столбцов 

1, 2,"., i - 1 из А', через ~ и пусть d~ = {0,0,"., О, d~, d~+ 1 , ... , d~}. 
тогда диагональные элементы С' могут быть записаны в виде 

1 d'TA'd' . 1 2 cii = i i i> i = , '· · ·, п. (7.5.13) 

Для доказательства того, что С' является матрицей Якоби, необходимо 
установить, что она обладает свойством PSD. Действительно, так как 
первоначальная матрица А обладала свойством PD, новая матрица А' 
является PD и тем же свойством обладает С', так как 

Мы построили матрицу Якоби С' из А'. Будем использовать резуль
тат, полученный в (4.4.7) для разложения матрицы Якоби. Во введенных 
обозначениях мы можем написать: 

С'= (L')- 1 Е:К'Ет (L')- 1, 

значит, в силу уравнений (7.5.11) и (7.5.14), получаем 

А'= (D')- 1E(L'Г 1E:K'Eт(L')- 1Eт(D')- 1 , 

как и требовалось. 

(7.5.14) 

(7.5.15) 
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Исследуем предложенную процедуру. Нам надо установить, что ко

эффициенты Ь~1 , Ь~2 являются строго положительными и коэффициен
ты с~ в последней полосе матрицы А', которые находятся на кодиагонали 
матрицы С', являются положительными. Для проверки этих фактов на
до вернуться к 9µ-алгоритму, более точно, к уравнениям (7.4.5)-(7.4.9). 
Компоненты Ьп1, Ь~ 1 являются элементами В = А-1 и В' = (А1)- 1 со
ответственно. 

Переходя к обратным матрицам с обоих сторон уравнения (7.4.5), 
получаем 

(7.5.1 б) 

и, приравнивая коэффициенты с индексами п и 1, получим 

-1ь' ь -1 rnn n1 = п1r11 . (7.5.17) 

Первоначальная матрица А задается формулами (7.5.1)-(7.5.3), значит 

В= А-1 = DЕ-тLЕ-тк- 1Е- 1LЕ- 1 

' 
т. е. для Е- 1 получаем уравнение (2.2.10), легко видеть, что Ьп 1 > О, 
а следовательно, уравнение (7.5.17) позволяет получить Ь~ 1 > О. 

Покажем, что Ь~2 > О. Матрица В' является осцилляторной; сле
довательно, она обладает свойством TN, т. е. минор B'(l, п; 1, 2) ~ О; 
следовательно, из условий 

1 
ЬJ.1 ЬJ.2 \ - Ь' Ь' Ь' Ь' О Ь1 Ь' - 11 n2 - n1 12 ::Э: ' 
п1 п2 

(7.5.18) 

и Ь~ 1 > О, ЬJ. 2 > О, ЬJ. 1 > О получаем Ь~2 > О. Применим подобный 
аргумент для доказательства того, что Ь~ 1 > О, Ь~2 > О: неравенства 

1 

ь~ 1 ь~i , ...... о . ...... 2 
Ь1 Ь1 . 7 ' i 7 ; 
п1 ni 1 

Ь~2 Ь~i , ...... О . ...._ 3 
Ь1 Ь1 . 7 ' i 

7 ' n2 ni 
(7.5.19) 

позволяют получить Ь~ 1 > О, Ь~2 > О соответственно. Нами показано, что 
эта процедура всегда дает вектор d', который является строго положи
тельным. Развитие этого сюжета изложено в (2002Ь) [130]. 

Упражнение 7 .5 

1) Покажите, что существует 2-параметрическая система изоспек

тральных балок, соответствующая простому масштабированию, т. е. 

все массы домножаются на один и тот же множитель, все жестко

сти - на некоторый другой множитель, а все длины - на третий. 
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2) Рассуждения, применявшиеся для доказательства (7.5.17), (7.5.18), 
принадлежат Маркхаму (Markham) [221] (1970). Покажите, что ес
ли В обладает свойством О и элементы bij при i > j, т. е. элементы 
нижнего треугольника, являются нулевыми, то все элементы под 

коэффициентом bij и влево от него являются также нулевыми. По
следнее означает, что если матрица В обладает свойством О, то 
она имеет, лестн,ич.ную структуру как мы заметили в конце па

раграфа 7.4. Также, если Ьп1 > О и Ь1п > О, то В является строго 
положительной матрицей. 

7 .6. Конечные изоспектральные модели 

В параграфе 2.4 мы показали, что конечная модель продольной виб
рации стержня имеет трехдиагональные матрицы масс и жесткостей, 

первая - с положительной кодиагональю, а вторая - с отрицатель

ной. Явный вид матрицы жесткости был приведен в упр. 2.4.2. В этом 
параграфе, следуя работам Глэдвелла [126] (1998) и [127] (1999), мы 
обсудим, как построить для стержня конечную систему М', К', изо
спектральную данной конечной системе М, К. Сперва мы рассмотрим 
простой способ построения изоспектрального семейства М', К', а за
тем опишем процедуру, позволяющую находить большие семейства. См. 
работу Глэдвелла [ 125) (1997), где приводятся более ранние попытки 
решения этой задачи. 

Для простоты рассмотрим консольный стержень, т. е. правый ко
нец свободен, а левый зафиксирован. Уравнение на собственые зачения 

имеет вид 

(К-ЛМ)у =О. (7.6.1) 

Вместо того чтобы работать с К и М, мы будем рассматривать 

К = ZKZ и М; обе эти матрицы являются трехдиагональными с по
ложительной кодиагональю, т. е. осцилляторными (0). Разложим эти 
матрицы следующим образом: 

М=ВВт 
' 

(7.6.2) 

согласно работе Криера [66] (1973), получаем, что обе матрицы А,В 
являются нижними двухдиагональными с положительными кодиагона

лями. Приведем к нормальному виду уравнение (7.6.1) 

(G-ЛI)u=O, (7.6.3) 
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где G = в- 1кв-т, т. е. G = :В- 1 :Кв-Т обладает свойством О: 

G = :В- 1 АА тв-т. (7.6.4) 

Следовательно, один из способов получения изоспектральных систем 
М', К' состоит в нахождении нижних двухдиагональных матриц С, D 
с положительными кодиагоналями, таких что 

К'= сет, М' = DDт 

и 

Это выполняется, если 
в-1 А= f)-lc. 

Непосредственные алгебраические вычисления показывают, что 

Cii = V;aii, d;,i = Vibii, i = 1, 2, ... , n, 

где (щ)1 являются произвольными положительными связями и 

Общее положительное решение (7.6.10) имеет вид 

(7.6.5) 

(7.6.6) 

(7.6.7) 

(7.6.8) 

(7.6.9) 

(7.6.10) 

(7.6.11) 

где О < е < 7r/2. Получаем (п + 1)-параметрическое семейство матриц 
М', К', задаваемое (п + 1) параметрами (щ)j' и О. 

За исключением того случая, когда параметры Vi выбраны подходя-
- -т 

щим образом, новая матрица К' = СС не имеет вид матрицы жестко-
сти конечной консольной модели стержня. Такая матрица, для нее К' 
задается как в упр. 2.4.2, должна быть определена условием 

K'{l, 1, 1, ... , 1} = {k~, О, О, ... , О}. (7.6.12) 

Уравнения (7.6.8)-(7.6.11) показывают, что С имеет вид 

C=NCo, N=diag(v1,v2, ... ,vn) 
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и Со зависит только от В. Следовательно, 

1 - -т 
К =NCaC0 N. 

Тогда из уравнения (7.6.12) следует 

- -т 1 NCaC0 N{l, 1, ... , 1} = {k1, О, ... , О}, 

т. е. 

(7.6.13) 

Так как СоСб является невырожденной матрицей Якоби, т. е. облада
ет свойством SO, ее обратная матрица является положительной. Сле
довательно, уравнение (7.6.13) дает положительное значение (щ)f, за 
исключением единственного положительного множителя. 

Для получения более широкого семейства будем использовать об
щую теорию из параграфа 7.4: построим G' согласно формулам 

G-µI= QR, G' -µ1= RQ, (7.6.14) 

значит, G' обладает свойством О. Нам надо показать, что если G мож
но разложить аналогично уравнению (7.6.4), то G' можно разложить 
следующим образом: 

(7.6.15) 

где С, D являются нижними двухдиагональными матрицами с положи
тельными кодиагоналями. 

Для получения ленточных форм вспомним, как была построена мат-
- 1 т - т 

рица G, а именно G = в- кв- или К = BGB . Последнее можно 
- т 

записать в виде И= GB , К = ВН. Уравнение ВН =К принимает 
вид 

n 

L ьik hkj = kij. (7.6.16) 
k=l 

Однако матрица К является трехдиагональной, а значит, kij = О для 
i = 1, 2, ... , п - 2; j = i + 2, ... , п. Матрица В является нижней двух
диагональной, а значит из формулы (7.6.16) получаем 

Ьi,i-lhi-1,j + Ьi,ihi,j =О, i = 1, 2, ... , п - 2; j = i + 2, ... , п. 

Рассматривая i = 1, получим 

Ь11h1J =О, j = 3,4, .. . ,п, 
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рассматривая i = 2, в (7.6.16) получим 

значит, 

Ь22h23 = О, j = 4, 5, ... , п, 

в общем случае: 

hij =о i = 1, 2, ... , п - 2; j = i + 2, ... ) п. (7.6.17) 

~ т 

Рассмотрим уравнение Н = GB , которое эквивалентно равенству 

п 

hij = ~gikbjk1 
k=l 

применяя также (7.6. 17), получим 

'iii,j-lbj,j-1 + 'iiijbjj =о i = 1, 2, ... 'п - 2; j = i + 2, ... , п. 

Так как gij = (-1)i+З9iЗ и матрица G является симметричной, запишем 
эти уравнения в виде 

[

9j-1,1 ] [9jl ] 9j-1,2 9j2 
Ьы-1 . = Ьзз . , 

~j-1,j-2 ~j,j-2 

j = 3,4, .. . ,п. (7.6.18) 

Покажем, что из этих уравнеий следует, что присоединенная матри

ца 92, состоящая из 2 х 2 миноров матрицы G, имеет схему расположе
ния нулей, изображенную на рисунке 7.6.1. Первые п-3 коэффициента, 
начиная с левого конца последней строки матрицы 9 2 , имеют вид 

G(n -1,п; 1, 2), G(n -1,п; 1, З) .. . G(n - 1,п; 1,п - 2). 

Все эти элементы равны нулю, так как в силу равенства (7.6.18) 
для j = п 

G(n -1,п; 1,k) = 1 gn-l,l gn-l,k 1 =О, k = 2, ... ,п-2, 
9п,1 9п,k 
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Рис. 7.6.1. Прямоугольники в левой нижней и правой верхней части матрицы 
состоят из нулей 

поскольку строки этого определителя пропорциональны. Рассмотрим 

первые п - 4 коэффициента предпоследней строки матрицы 92: 

G(n - 2, п; 1, 2), G(n - 2, п; 1, 3) ... G(n - 2, п; 1, п - 3). 

Для доказательства того, что все они являются нулевыми, мы рассмот

рим нулевой определитель 

Un-2,1 9n-2,1 Un-2,k 
Un-1,1 9n-1,l Un-1,k =О, 

Unl Unl 9пk 

раскрывая его по первой строке, получим 

9n-2,1G(n-1, п; 1, k)-Un-1,1G(n-2, n; 1, k) +gn1G(n-2, п-1; 1, k) =О. 
(7.6.19) 
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Однако все элементы матрицы G из уравнения (7.6.4) являются положи
тельными, поэтому если какие-то два минора в выражении (7.6.19) явля
ются нулевыми, то третий тоже нулевой. Однако если k = 2, 3, ... , п - 3, 
то первый минор равен нулю, и уравнение (7.6.19) при j = п - 1 пока
зывает, что третий также равен нулю, следовательно, и второй минор 

равен нулю. 

Продолжая аналогичные рассмотрения, получим, что G( i, j; 1, k) = 
= О для 3 ,,:;; i < j, k = 2, ... , i - 1. Это дает невозрастающую конфи
гурацию нулей в столбцах нижнего треугольника матрицы g2 . Теперь 
уравнение 

(7.6.20) 

показывает, что gz. имеет в точности аналогичную конфигурацию, отку
да G 1 может быть разложена аналогично G. 

Получим следующее разложение: 

(7.6.21) 

и заметим, что это эквивалентно равенству 

где 

C=NCo D=NDo 

и N является произвольной диагональной матрицей. Выберем N, как 
--т 

и ранее, для того чтобы К' = СС имело вид матрицы жесткости. 

Упражнения 7.6 

1) Используя уравнение (7.6.19), проверьте, что 92 и g; имеют оди
наковую лестничную структуру, а значит G' раскладывается анало
гично (7.6.21 ). 

7. 7. Изоспектральный поток: продолжение 

В параграфе 7.2 нами было получено уравнеие изоспектрального 
потока 

A=AS-SA, (7.7.1) 

которое определяет изоспектральную эволюцию симметрической матри

цы А; здесь матрица S является кососимметрической. В этом параграфе 
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мы будем изучать вопрос о том, когда структура нулевых и ненулевых 

элементов матрицы А и также знаковая структура элементов А, являют
ся инвариантами этого потока. Мы сосредоточим внимание на несколь

ких типах матриц, которые появляются в задачах теории колебаний, так 
как эта задача в общем случае является очень тяжелой. Ашлок, Дриес
сель и Хенцель (Ashlock, Driessel, Hentzel) в работе [13] (1997) среди 
общих рассуждений о потоке Тоды, в частности, показывают, что лест

ничные структуры, и только они, являются инвариантами потока Тоды. 
Их статья содержит важный обзор литературы по данному вопросу. 

Рассмотрим трехдиагональную матрицу А и возьмем S=A +т -А+, 
т. е. 

А= (7.7.2) 

S= 

Матрица AS - SA также является трехдиагональной, а значит А сохра
няет свой трехдиагональный вид и 

(7.7.3) 

где Ьо, Ьп выбраны равными нулю. 

Рассмотрим знаки диагональных и кодиагональных элементов. Так 
как поток является изоспектральным, то а(А(О)) = (Лi}1 и все Лi по
ложительны, значит A(t), как и А(О), являются положительно опреде
ленными; а; > О, i = 1, 2, ... , п. Для заданных i, bi(t) удовлетворяет 
уравнению bi(t) = f(t)bi(t), где f(t) = ai+1(t) - ai(t). Это уравнение 

t 
имеет решение bi(t) = С exp(F(t)), где F(t) = f f(t)dt. Функция f(t) 

о 

является ограниченной для всех t, значит bi(t) сохраняют знак вели
чины С = Ьi(О). Следовательно, bi(t) является >, <, = О в зависимости 
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от того, когда Ьi(О) является >, <, = О. Поэтому каждый кодиагональ
ный элемент имеет тот же знак, что он имел при t = О. В частности, 
если знаки кодиагональных элементов являются положительными, т. е. 

А(О) обладает свойством О, или отрицательными, т. е. А(О) обладает 
свойством SO, то A(t) тоже будет обладать свойствами О или SO соот
ветственно. 

Предварим эти рассуждения рядом обозначений. Матрица S из ра
венства (7.7.2) явно связана с А; она может быть записана как произ
ведение Адамара: 

о -1 
+1 о -1 

о 

-1 
+1 о 

о 

(7.7.4) 

Произведение Адамара сильно отличается от обычного произведения 

матриц. Оно определено только для двух матриц А, В одинакового раз
мера, т. е. А, В Е Mm,n, и состоит из попарных произведений соответ
ствующих элементов этих матриц. Если С = А о В, то Cij = aijbij. 

для i = 1, 2" .. , m; j = 1, 2, ... , п. Следовательно, матрица S из (7.7.4) 
может быть записана в виде S =А о У, где 

о -1 
+1 о -1 

У= 

-1 
+1 о 

(7.7.5) 

является кососимметрической матрицей. (Действительно, А является 
симметрической и У является кососимметрической, а значит, А о У 
является кососимметрической.) 
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Эти рассмотрения приводят нас к следующему примеру, в котором 
А является периодической матрицей Якоби. Рассмотрим 

al -Ь1 -Ьп о -1 +1 
-Ь1 а2 -Ь2 +1 о -1 

А= У-' -

-Ьп-1 -1 
-Ьп-1 an -1 +1 о 

(7.7.6) 
Легко проверить (упр. 7.7.2), что А сохраняет свой вид при действии 
потока (7.7.1) с матрицей S = АоУ, и, кроме того, все ai и bi сохраняют 
свои знаки. 

Заметим, что, когда мы переходим к трехдиагональным матрицам, 

у нас есть два способа построения изоспектрального семейства: исполь

зуя оператор gµ, из параграфа 7.3 или используя изоспектральное уравне
ние потока, где S дается формулами (7.7.2). Периодическая форма Якоби 
не является инвариантной при gµ,, и остается неясным, существует ли 

разложение и обратная операция, относительно которых она является 

инвариантной. По-видимому, единственный алгебраический метод по

строения изоспектрального семейства состоит в использовании спектра 

(.>ч)1 и второго спектра (µi)1- 1 и восстановлении матрицы, аналогич
но тому, как это происходило в параграфе 5.4. В периодическом случае 
уравнение изоспектрального потока S из формулы (7.7.6) дает принци
пиально более простой метод. 

Еще одно замечание состоит в том, что, как мы показали в пара
графе 7.3, от любой матрицы Якоби J к любой другой изоспектральной 
матрице Якоби J' можно перейти за п - 1 операций gµ· Однако сомни
тельно, что матрица S, определяемая формулой (7.7.2), позволит нам 

перейти от матрицы J к любой другой изоспектральной матрице J' (см. 
упр. 7.7.7). 

Следуя работе Глэдвелла [ 129] (2002), мы теперь покажем, что со
хранение знаков трехдиагональной матрицы при действии потока Тода 

(7. 7.1) является частным случаем сохранения свойств полной положи
тельности NTN, ТР, О, SO при действии потока Тода. Напомним, что 
в параграфе 6.8 было установлено, что положительность угловых ми
норов матрицы А важна при проверке того, что матрица, обладающая 

свойством TN, обладает также и свойством ТР. Для начала докажем 
теорему относительно потока угловых миноров под действием потока 

Тоды (7.7.1). 
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Теорема 7.7.1. Пусть А Е Bn удовлетворяет уравнению (7.7.1), 
где S =А +т -А+, В= лm, ер= B(l, 2, ... ,р; п-р+ 1, ... ,п), тогда 
ер ( t) удовлетворяет уравнению 

n р 

ёр=( L ajj-2..:ajj)cp, р=1,2, ... ,п. (7.7.7) 
j=n-p+l j=l 

Доказательство. Обозначим угловую подматрицу р-го порядка мат

рицы В посредством Вр, и пусть ее столбцы это Ь 1 , Ь2, ... , Ьр. Тогда 

bj = [Ьп-р+1,j 1 Ьn-p+2,j 1 ••• , Ьn,п]Т. 

Упр. 7.7.3 показывает, что В удовлетворяет уравнению 

В =BS-SB, 

где S = А+т -А+, тогда 

и 

j-1 n 

bij = ( aii - ajj )Ьij - 2 L ajkbik + 2 L Щkbkj 
k=l k=i+1 

j-1 

bj = ajjbj - 2 Lajkbk + Cbj, 
k=l 

где С Е Мр задается формулой 

Cik = 2aik k = i + 1, ... , n 
{ 

aii, k = i, 

О иначе 

для i, k = п - р + 1, ... 'п. 
Справедливо равенство ер = det(b1, Ь2, ... , Ьр), а значит 

р 

Ср = L det(b1, Ь2, ... ' Ъj-1, ьj, ЪJ+1, ... 'Ър)· 
j=l 

(7.7.8) 

(7.7.9) 

Рассмотрим суммы, полученные подстановкой каждого из трех коэффи

циентов bj из (7. 7.8) в (7. 7.9). Первая сумма имеет вид 
р 

- I:ajjCp· 
j=l 
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Вторая сумма равна нулю, так как она, по существу, является комбина

цией первых j - 1 столбцов; третья сумма может быть записана в виде 

п 

L ajjCp. 

j=n-p+l 

Докажем следующий результат: 
• 

Теорема 7. 7 .2. Пусть Р обозначает одно из свойств TN, NTN, 
ТР, О, SO. Если А(О) Е Sn обладает свойством Р, то A(t), которая 
является решением уравнения (7. 7.1) при условии S = А +т - А+, 
обладает тем же свойством Р. 

Доказательство. Пусть для начала матрица А(О) обладает свой
ством ТР. Следовательно, угловые миноры ер матрицы A(t) при t = О 
являются положительными; они удовлетворяют уравнению 

где функция 
п р 

f(t) = L ajj - 2-:ajj 

j=n-p+1 j=1 

ограничена: lf(t)I ~ tr(A(t)) = tr(A(O)). 
Получаем, что эти угловые миноры остаются положительными. 

При t =О все миноры А являются положительными. По непрерыв
ности, все миноры являются положительными на некотором открытом 

интервале (а, Ь) вокруг t = О. Предположим, что один или более ми
нор обнуляется при t = Ь. В этом случае матрица А(Ь) является NTN 
и ее угловые миноры положительны, а значит, по теореме 6.8.2, она об
ладает свойством ТР. Это противоречие показывает, что A(t) обладает 
свойством ТР для всех t. 

Теперь предположим, что А(О) обладает свойством TN. Согласно 
результату Андо из упр. 6.8.3 матрица А(О) может быть аппроксимиро
вана с любой точностью по L 1 -норме ТР-матрицей 

С(О, k) = P(k)A(O)P(k), 

где 

P(k) = (piJ), PiJ = exp[-k(i - j)2]. 
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Пусть C(t, k) является решением уравнения 

C(t,k) = C(t,k)S(t,k) - S(t,k)C(t,k), 

где 

S(t, k) = с+т(t, k) - c+(t, k). 

Согласно предыдущим рассуждениям C(t, k) обладает свойством ТР для 
всех t и всех k, а так как (упр. 7.7.3) 

llA(t) - C(t, k)ll = O(exp(-k)), (7. 7.1 О) 

получаем 

lim C(t, k) = A(t) : 
k--+oo 

(7. 7.11) 

миноры A(t) являются пределами при k ~ оо положительных миноров 
C(t, k); все миноры A(t) являются неотрицательными: матрица A(t) 
обладает свойством NTN. 

Пусть А(О) обладает свойством О. Она обладает свойством NTN 
а значит, согласно предыдущим результатам, A(t) обладает свойством 
NTN. Если t = О, то миноры (A(O))m = В(О) являются строго поло
жительными при т ~ п - 1. Угловые миноры B(t) = (A(t))m остаются 
положительными (упр. 7.7.3), B(t) тогда будет обладать свойством NТN, 
при этом угловые миноры будут положительны; B(t) обладает свойством 
ТР; A(t) - О. 

Легко видеть, что если А(О) обладает свойством SO, то и A(t) 
обладает этим свойством. • 

Мы теперь можем применить этот результат для получения других 
изоспектральных безмассовых матриц жесткости для дискретной балки. 

Начиная с А(О) в уравнении (7.5.3), рассмотрим A(t); матрицы A(t), как 
и А(О), будут обладать свойством SO. Упр. 7.7.5 показывает, что угло
вые миноры матрицы B(t) = A- 1(t) являются строго положительными, 
и упр. 7. 7.6 показывает, что внедиагональные элементы A(t) положи
тельны. Эти результаты позволяют восстановить М', К', L' по A(t). 

Маркхам (221] (1970) показывает, что осцилляторная (или знаково
осцилляторная) матрица должна иметь лестничный вид. Можно прове
рить (см. упр. 7.7.4), что изоспектральный поток при S = А +т - А+ 
сохраняет лестничный вид. В частности, можно показать, что крайние 

ненулевые элементы лестничной матрицы сохраняют свои знаки: если 

они строго положительные (отрицательные) при t =О, то они останутся 
строго положительными (отрицательными). 
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Упражнения 7. 7 

1) Запишите матрицу S = А +т - А+ в виде произведения Адамара 
S=AoY. 

2) Проверьте, что если У задается уравнением (7.7.6), то А в (7.7.6) 
сохраняет свой вид при потоке (7.7.1). 

3) Обоснуйте результаты (7.7.10), (7.7.11). 

4) Покажите, что изоспектральный поток (7.7.1) с матрицей S 
= А +т - А+ сохраняет лестничный вид; это распространяется на 
блочно-ленточные матрицы без пропусков. 

5) Покажите, что В = А-1 удовлетворяет тому же изоспектральнuму 
уравнению (7.7.1), т. е. В= BS - SB и угловые миноры В удовле
творяют равенству (7.7.7). 

6) Покажите, что если А имеет ленточную ширину 2r, т. е. Щj = О 

при \i-j\ > r, то внедиагональные элементы матрицы А сохраняют 
свои знаки. 

7) Найдите такие две изоспектральные матрицы J, J', что не суще
ствует перехода от J к J' в потоке Тоды с матрицей S, заданной 
формулой (7.7.2). 
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Дискретная колеблющаяся балка 

Думающая тростинка - это не из пространства, где я могу обрести 
положение, но от высот моего мышления. Я не обрету ничего больше, 

если я владею мирами. Пространством Вселенная окружает 

и поглощает меня, как атом; мыслью я постигаю мир. 

Блез Паскаль. Мысли, 348 

8.1. Введение 

В этой главе мы рассмотрим в деталях решение обратной задачи для 
дискретной пружинно-массовой модели колеблющейся балки, обсуждав

шейся в параграфе 2.3. Эта модель важна, так как является наиболее 
простой - на самом деле она является конечно-разностной аппрокси

мацией - для балки с непрерывно распределенной массой. См. работу 

Глэдвелла [116] (1991), где приводится качественное обсуждение коли
чественного описания обычной конечной модели балки. Обратная зада
ча для непрерывной балки будет рассматриваться в главе 13. Обратная 
задача для дискретной балки была впервые рассмотрена Барсилоном 
(Barcilon) в работах [18] (1976), [20] (1979) и [21] (1982). Он показал, 
что восстановление такой системы потребует наличия трех различных 
спектров, отвечающих трем различным конечным условиям. Необходи

мые и достаточные условия того, что эти спектры отвечают реализуемым 

системам, одна из которых имеет положительные массы, длины и жест

кости, были получены Глэдвелом в [ 104] (1984). 
Две статьи Свита (Sweet) [313] (1969) и [314] (1971) посвящены 

дискретным моделям балки, полученным с использованием так называ
емого метода прямых линий; он показывает, что матрица коэффициен

тов, полученная при помощи этой процедуры, подобна или даже равна 

осцилляторной матрице. См. также работу Глэдвелла [117] (1991 Ь). 
План этой главы имеет следующий вид. В параграфе 8.2 мы пока

жем, что (квадраты ) собственных частот системы являются собственны-
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ми значениями осцилляторных матриц. Это означает, что собственные 

значения различны и собственные векторы ui обладают всеми свой
ствами установленными в параграфе 6.1 О. Также установлено, что не 
только Ui, а также и Oi, тi, фi, наклоны, моменты и поперечные силы 
обладают теми же свойствами (теорема 8.2.2 и упр. 8.2.1). Теорема 8.2.2 
позволяет получить дополнительный результат о том, что балка всегда 

отклоняется от оси на свободном конце. В параграфе 8.4 осцилляторные 
свойства собственных векторов используются для упорядочивания соб
ственных частот системы, отвечающей различным конечным условиям. 
В параграфе 8.5 показано, что в то время как возможно рассмотреть три 
спектра в качестве информации для восстановления, лучше рассматри

вать один спектр, который соответствует свободному концу и конечным 

значениям Uni, Bni отнормированного собственного вектора, как основ
ную информацию. В этом случае условия, которым подчиняются дан

ные, могут быть записаны при помощи детерминантных неравенств. В 

параграфе 8.6 предлагается процедура обращения и показано, что усло
вия (теоремы 8.5.1 ), выдвинутые ранее, по существу, достаточны для 
того, чтобы убедиться, что все физические параметры, массы, длины 

и жесткости, положительны. В параграфе 8.7 описан численный метод 
для явного вычисления физических параметров. Этот метод базируется 

на блочном алrоритме Ланцоша (Lanczos). 

8.2. Анализ собственных колебаний консольной балки 

Уравнения, управляющие откликом дискретной балки, получены 

в параграфе 2.3. Уравнение (2.3.6) показывает, что колебание с часто
той (;.) подчиняется уравнению 

где Е удовлетворяет уравнению (2.2.10), еп = {0,0, .. " 1}, а Фп и тп 
являются изгибающим моментом и поперечной силой, примененными 
к свободному концу. Это означает, что свободные колебания удовлетво
ряют уравнению 

.XMu=Ku, (8.2.1) 

которое редуцируется к стандартному виду 

Av=Лv (8.2.2) 
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подстановками 

(8.2.3) 

Теорема 8.2.l. Матрица А является знаково-осцилляторной. 

Доказательство. Уравнение (2.3.7) показывает, что 

где L, К являются диагональными матрицами с положительными коэф
фициентами. 

Заметим, что согласно параграфу 6.7 матрица А является знаково
осцилляторной (SO), если А= ZAZ, где Z = diag(l,-1, ... ,(-l)n-l) 
является осцилляторной (О). Матрица 

обладает свойством NTN (см. начало параграфа 6.6). Также упр. 6.7.6 
- - -1-

утверждает, что В = EL Е обладает свойством NTN, как и транс-
- -~-т -

панированная к ней матрица, а значит, матрицы К = ВКВ и А = 
- -1 = D-1 KD тоже обладают этими свойствами. Согласно теореме 6.7.3 

для доказательства того, что А является осцилляторной, достаточно 

установить, что ан 1,i > О, i = 1, 2, ... , п - 1. Это было проверено ра

нее. Следовательно, А обладает свойством О, и матрица А является 
знаково-осцилляторной. • 

Теорема 8.2.1 имеет важные следствия. Она означает, что собствен
ные значения (Лi)1 являются различными (следствие к теореме 6.10.1), 
что последний элемент, Uni каждого собственного вектора щ в урав
нении (8.2.1) может быть выбран (строго) положительным (следствие 
к теореме 6.10.2); заметим, что из уравнения (8.2.3) следует равенство 
vз = dзщ, откуда, так как Vn > О, получаем, что ип > О; кроме того, Uji 

удовлетворяют неравенствам (6.10.3). Мы докажем следующую теорему: 
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Теорема 8.2.2. Векторы (Oj)1 являются собственными векто
рами знаково-осцилляторной матрицы. 

Доказательство. Так как О = L- 1 Ет u, следовательно, u = 
= Е-тLо, получаем 

откуда 

или 

ЛGО= НО, G-1H8= Л8. 

Матрица G обладает свойством О, а значит ( с-1 ) тоже обладает свой
ством О (теорема 6.7.5). Матрица Н обладает свойством SO, а зна

чит, и матрица Й обладает свойством О. Следовательно, согласно 
упр. 6.7.7, матрица (G- 1Й) обладает свойством О, т. е. G- 1н явля
ется SО-матрицей. • 

Теорема 8.2.2 означает, что Oi должен удовлетворять ограничениям 
на собственные векторы матрицы, обладающей свойством SO, например, 
Вп,i i- О. Покажем, что для данной SО-матрицы, контролирующей балку, 
справедливо: если ип,i выбраны так, что ип,i > О, т.е все миноры ип,s 
из теоремы 6.10.3 являются положительными, то Вп,i, а следовательно, 
и все соответствующие миноры 

Vп,s = e(n - р + 1, n - р + 2, ... , п; il, i2, ... , ip) 

являются положительными. Достаточно доказать следующую теорему: 

Теорема 8.2.3. Каждый собственный вектор консольной балки 
удовлетворяет неравенству ип,jВп,j >О. 

Доказательство. Выберем Uj так, что ип,j > О. Существует такой 
индексr (1 ::;;r::;;n-1), что 

i) ui,j >О, i = r, r + 1, ... , n, 
ii) Ur-1,j ::::; О. 
Заметим, что если j = 1, то r = 1; и получаем ио,1 =О. 
Следовательно, Br,j = (ur,j - Ur-1,j)/lr >О. 
Так как 
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Рис. 8.2.1. Первая волна постоянно растет 

Рис. 8.2.2. Конец балки отгибается в сторону от оси 

то из вида матрицы Е- 1 , заданной уравнением (2.2. l О), получаем 

Фi,J > О i = r - 1, ... , n - 1. 

Однако 
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а значит, снова 

Ti,j>O i=r-1" .. ,n-1. 

Рассмотрим уравнение, связывающее Bi и тi, а именно 

Вн1 - ei = ki11 тi, 

и сумму от r до n - 1, чтобы получить 

n-1 

Bn,j - Br,j = '2:= kf-t_\ Ti,j > О, 
i=r 

а значит, Bn,j > О. • 
В теореме 8.2.2, показывая, что Bj являются собственными вектора

ми знаково-осцилляторных матриц, мы установили, что Uj и (}j должны 

иметь в точности j - 1 перемену знака. Это означает, что первая волна 
u 1 постоянно возрастает, т. е. 

О < и1,1 < и2,1 < ... < Un,1, 

как показано на рисунке 8.2. l, j-я волна (j > 1) имеет j -1 компоненту, 
которые выпуклы в направлении осей, и последнюю компоненту, которая 

отклоняется от осей, как показано на рисунке 8.2.2. 

Упражнения 8.2 

1) Покажите, что т j и фj являются собственными векторами, отвеча
ющими уравнениям 

хк- 1т = ETL - 1Етм- 1ЕL- 1Ет 

.АLЕ-Тк- 1Е- 1Lф = Етм-1Еф, 

и каждый из них является собственным вектором для знаково

осцилляторной матрицы. 

8.3. Вынужденный отклик балки на внешнее 
воздействие 

Отклик на поперечную силу и изгибающий момент подчиняются 
уравнению (2.3.6), которое для колебаний с частотой w имеет вид 

(8.3. l) 
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Так как собственные векторы Uj незакрепленной балки порождают про

странство Vn и являются ортогональными относительно матриц М и К, 
можно записать 

и найти 

п 

и= L°'jUj 

j=l 

°'j = (фпUп,j+тпВп,j)/(Лj -Л), 
где волны отнормированы таким образом, что 

Следовательно, 

_ ~ (фnUn,j + TnBп,j)Uj 
U-L.,_,,, Л·-Л ' 

j=l J 

и посредством домножения на L-1 Ет мы получим 

п (Ф и · +-т: е ·) 
л = '°"' п п,3 п n,J О. 
и L....- Л·-Л з· 

j=l J 

(8.3.2) 

(8.3.3) 

Эти два уравнения полностью характеризуют вынужденный отклик бал

ки. В терминологии Бишопа и Джонсона (Bishop, Johnson) [34] (1960) 
равенства (8.3.2), (8.3.3) определяют концевые динамические характе
ристики балки: смещение (наклон) по одной координате i под действием 
единичной поперечной силы и изгибающего момента на конце. В част
ности, для концевого смещения и наклона мы получаем 

где 

n - ~ (Вп,j)2 
а -L....-л.-л· 

j=l J 

(8.3.4) 

(8.3.5) 

(8.3.6) 

(8.3.7) 
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8.4. Спектральные характеристики колебаний балки 

Теперь предположим, что левый конец балки остается зажатым, то

гда как условия на правом конце меняются. Возможные краевые условия 
и собственные значения (собственные частоты) 2 имеют вид: 

свободные Фп =О= Tn (Лi)f 

скользящие еп =о= Фп (ai)~-l 

анти-резонансные un = О = Фп 
или ( у-1 

Vi 1 

&n = 0 = Тп 

шарнирные Un =О= Тп (µi)~-1 

закрепленные Un =О= Вп ('Уi)Г2 

Заметим, что антирезонансные частоты - это те частоты, при кото

рых применение концевых изгибающих моментов не приводит к смеще

нию концов; мы покажем, что существует п - 1 таких частот и что они 
также являются частотами, при которых применение концевой попереч

ной силы не приводит к вращению концов. 

Установим связь между различными собственными значениями 

и динамическими характеристиками, полученными в параграфе 8.3. 
Сформулируем следующую теорему: 

Теорема 8.4.1. Если (pj)f >О и х1 < х2 < ... < Хп, то уравнение 

п 

р· 

f(x) = '°'-3
- =О L-tx·-x 

j=l з 

имеет п - 1 вещественных нулей l;j, которые удовлетворяют нера
венству 

Доказательство. В каждом интервале (xJ, хн 1 ) функция f(x) 
строго возрастает от -оо до +оо и пересекает ось х один раз. • 
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Подставим конечные условия в уравнения (8.3.6), (8.3. 7), начиная 
с условия скользящих концов; 

n ( (J )2 
~~=О имеет нули (ai)f- 1

. 
L....,, >... - >.. 
j=l J 

Используя теорему 8.2.3, мы можем утверждать, что 

и 

n U .(J . 2= n,J n,J =о имеет нули (vi)~- 1 

j=l >..j - >.. 

~ (un,j)
2 О ( )n-1 

L....,, Л· _ Л = имеет нули µi 1 . 

j=1 J 

Для локализации собственных значений нам потребуется 

(8.4.1) 

(8.4.2) 

(8.4.3) 

Теорема 8.4.2. Пусть (PJ )У > О, ( qj )У > О, х1 < х2 < ... < Хп, 
п 

PJ 
f(x) = L х· -х' 

j=l J 

n q· 
g(x)= ~_з_ 

L....,,x·-x 
j=l J 

и (.;i)?-1
, (rli)?- 1 являются нулями f(x), g(x) соответственно. Если 

PjQi - PiQj >О для i > j, то .;i > 1Ji для i = 1, 2, ... , п - 1. 

Доказательство. 

n 

( ) !( ) _ ~ Piqj - PJq; 
p;g х - Qi х - L....,, х . - х . 

j=1 J 

Возьмем х = .;;, так, что Xi < .;i < хн1, и разделим сумму на две 
части, следовательно, 

В наших условиях каждый из числителей и знаменателей в правой части 
положителен, а значит g(.;i) > О, т. е. g(x) станет положительной, как 
только f(x) станет равной нулю, т. е . .;i > 1Ji· 8 
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Заметим, что, как и при рассмотрении положительности в главе 6, 
достаточно рассмотреть PjQJ+l - Рн1 qj > О для j = 1, 2, ... , n - 1, тогда 
PJQi - PiQj > О для всех i > j. Утверждение, обратное теореме 8.4.2, 
является неверным, см. упр. 8.4.1. 

Применим теперь эту теорему к ui и vi. Рассмотрим PJ='И·n,jBn,J 

и qJ = e;,J, тогда 

PjQi -piQj=Bn,iBn,j ( Un,jBп,i-Un,i()n,j )=Bn,iBn,j ( Un,iUn-1,j-Un,jUn-1,i) / fп. 

Для доказательства положительности мы будем использовать теоре

му 6.10.3 при р = 2, il = j, i2 = i; получаем 

1 

Un-1,j Un-1,i 1 >О 
Un,j Un1i 

для i > j, и следовательно, vi > ui. Полностью аналогично получим, что 
µi > vi. Так как условие закрепленности конца получается применени

ем дополнительного ограничения Вп = О к условию шарнирного конца, 
обычная теория колебаний при ограничениях позволяет заключить, что 

"/i > µ;. 
Это позволяет получить следующее упорядочивание: 

О< .Л1 < ai < v1 < µ1 < ("/1,.Л2) < u2 < v2 < 

< µ2 < (')'2, .Лз) < . · · ("!n-21 Ап-1) < (8.4.4) 

< ап-1 < Vn-1 < µп-1 < Ап. 

Заметим, что относительное положение "/j и Лн1 пока еще не определе
но; в числовых примерах всегда получается, что 1J > Лн1 . См. работы 
Глэдвелла [105) (1985) и [117) (l99lb). 

Упражнения 8.4 

1) Постройте контрпример, показывающий, что утверждение, обратное 
теореме 8.4.2, является неверным. Рассмотрите n = 3, (х1, х2, хз) = 
= (1,4,7), (р1,р2,Рз) = (4,1,4), (q1,q2,qз) = (5,1,7). И выберите 
6 1 6,'f'/1,'f'/2, покажите, что g(6) >О, g(6) >О, а значит 6 > 'f'/1, 
6 > Т/2, однако p1q2 - p2q1 <О, р2qз - рзq2 >О. 

2) Покажите, что если Pj > О, qj > О, pjqJ+l - PJ+lQj > О для j = 
= 1, 2, ... , n - 1, то PjQi - Piqj > О для всех i > j. Сравните этот 
результат с теоремой 6.8.1. 
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3) Используйте уравнения (8.4.2), (8.4.3) для доказательства формулы 

здесь ' обозначает, что в соответствующем произведении j oj; i, с1 , 
с2 являются константами. 

4) Разработайте интуитивные аргументы, показывающие, что ai < µi, 
рассматривая балку с двумя закрепленными концами, получающу

юся из двух одинаковых консолей длины R/2, свободные концы ко
торых сварены друг с другом. 

5) Собственные значения ( /i)~- 2 равняются (частотам) 2 , для которых 
применение силы и момента к свободному концу приводят к un = 
=О= Оп. Используйте уравнения (8.3.4)-(8.3.7) для доказательства 
того, что /i являются корнями 

n (и .() . - и .() ·)2 L n,i n,J n,J n,i ==О. 

i,j=l (,\i - ,\)(,\j - ,\) 

8.5. Условия на начальные данные обратной задачи 

Обратная задача собственных значений для балки заключается 
в построении балки с заданными собственными значениями. Барсилон 

показал (для своей модели), что балка не может быть однозначно вос
становлена по двум спектрам, и сделал попытку доказательства того, 

что восстановить балку можно (с точностью до скалярного множителя) 
по трем подходящим образом выбранным спектрам. Эта процедура (в 
наших обозначениях) состояла в выборе (,\i, vi, µi)'l (и замечании, что 
имеется п значений vi и µi, а не п -1, как в модели на рисунке 2.3.1), 
удовлетворяющих условию 

,\1 < 1.11 < µ1 < ,\2 ... Лп < Vn < µn, 

далее вычислялись частоты (ai)'l и (1i)7- 1 (снова заметим, что имеет
ся п значений ai и п - 1 значение /i) на основе использования неко
торых рекурсивных соотношений. Для этой модели было невозможно 

доказать, что собственные значения ai, /i, вычисленные таким образом, 
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удовлетворяют полной системе неравенств (аналогичной (8.4.4)). Для 
выполнения неравенств потребовалось наложить ряд вспомогательных 

условий на (Лi, vi, µi)f. Второй шаг, осуществленный Барсилоном, со
стоял в процедуре забывания для вычисления параметров последнего 

отрезка ln, kп, mп и для вычисления соответствующих собственных зна
чений (ЛТ, v:, µ;)71- 1 усеченной системы, полученной посредством уда
ления последнего отрезка. Параметры ln, kп, mп оказались все поло

жительными, однако даже при дополнительном условии на (Лi, Vi, µi)1 
не удалось доказать, что новые (помеченные *) собственные значения 
удовлетворяют необходимому упорядочиванию. Это означает, что если 
продолжить процедуру, то отрицательные массы, жесткости или длины 

могут появиться на некотором шаге. Барсилон замечает, что надо рас
смотреть дополнительные условия на данные, предпочтительно условия, 

которые могут применяться с самого начала, таким образом, исчезла 

бы необходимость проверок на каждом шаге процедуры. Мы собираемся 

сформулировать такие условия и построить новую процедуру забывания. 

Спектры, из которых будет извлекаться информация для обратной 

задачи, могут быть поделены на три части: 

(i) (Лi)j'; 

(ii) ( )n-1 O"i,Vi,µi 1 ; 

(iii) ( )п-2 "/i 1 . 

Пусть дано условие (i). Каждый спектр, определяемый условием (ii), 
определяет с точностью до произвольного множителя множество коэф

фициентов (Bn,i)2 , (un,iBn,i) или (ип,i) 2 соответственно из уравнений на 
собственные значения (8.4.1)-(8.4.3); см. упр. 8.4.З и аналогичный ре
зультат для un,iBn,i· Если любые два спектра из условия (ii) заданы, 
тогда оба множества коэффициентов дают третье множество и, следо

вательно, третий спектр. (Заметим, что так как Un,iBn,i > О, не суще
ствует неопределенности, связанной с извлечением квадратного корня из 

u;,ie;,,i.) Однако если два заданных спектра, скажем (vi)J"-1 и (µi)i-1, 
удовлетворяют подходящему упорядочиванию, Vi < µi, то третье множе
ство (ai)J"- 1 все равно может не удовлетворять подходящему упорядо
чиванию ai < vi. Два контрпримера предлагаются в упражнениях 8.5.1, 
8.5.2, это наглядно демонстрирует, что требование упорядоченности для 
двух заданных спектров, например vi < µi, являются недостаточными 
для существования реалистичной модели с положительными li, ki, mi; 
они даже не обеспечивают упорядочивание для оставшейся части спек

тра. Докажем теперь важную теорему: 
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Теорема 8.5.t. Необходимым условием существования реали
стичной (т. е. положительной) модели, отвечающей множествам 
данных (Лi, Un,i, Bn,i)1, является тот факт, что матрица Р Е Мп+1,п 
вида 

Un,1 Un,2 Un,n 

Вп,1 en,2 en,n 

Р= 
Л1 Un,1 Л2ип,2 AnUn,n 

лien,1 Л2Вп,2 AnBnn 

Чип,2 2 ' 
A1Un,1 Лnun,n 

имеет только положительные миноры. Заметим, что последняя 
строка Р имеет вид 

или 

в зависимости от того, является п четным или нечетным, здесь 

r = [п/2]. 
Доказательство. В силу свойства строк матрицы Р, теорема 6.8.1 

показывает, что все миноры положительны тогда и только тогда, когда 

P(l, 2, ... ,р; i, i + 1,"., i + р - 1) >О; 

Р(2, 3" .. ,р + 1; i, i + 1, .. "i + р - 1) >О 

для р = 1, 2, ... 'п и i = 1, 2, ... , п - р + 1. 
Доказательсто напрямую следует из теоремы 6.10.3 для 

U(n - 1, п; i, i + 1) = 1 Un-1,i Un-1,i+l 1 >О. 
Un,i Un,i+l 

(8.5.2) 

Однако рекурентное соотношение Un-1 = un - lпВп дает равенство 

U(n-l,n; i, i + 1) = \ Un,i - lпBn,i Un,i+l - lnBn,i+l 1 

Un,i Un,i+l 

= ln 1 Un,i Uп,i+l 1=lnP(l,2; i, i + 1) >О, 
Вп,i Вп,i+1 

которое мы запишем в сокращенных обозначениях 

[ип-1, Un] = [ип - lпBn, Un] = lп(un, Вп] = lnP(l, 2; i, i + 1). 
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Аналогично соотношения между ui, Oi, ri, Фi из параграфа 2.3 и теоре
мы 6.10.3, примененные к Bi (заметим, что теорема 8.2.2 показывает, 
что Oj является собственным вектором для SО-матрицы), позволяют по
лучить 

О< (Оп-1 1 Оп]= [Оп - k;: 1 rп-1, Оп]= -k;: 1 [rп-1 1 Оп] 
= -k;: 1 lп[Оп-1 1 Вп] = -k;: 1lпmп[Лип, Вп] 

= k;: 1 lпmп[Вп, Лип]= k;: 1 lnmпP(2, 3; i, i + 1). 

Действуя аналогично, можно установить связь между минорами из тео
ремы 6.10.3, для И или е, с минорами матрицы Р. Следовательно, 

И(п - 2,п - l,n; i, i + 1, i + 2) = Рп-2Р(l, 2,3; i,i + 1, i + 2), 

е(п - 2, п - 1, п; i, i + 1, i + 2) = Qп-2Р(2, 3, 4; i, i + 1, i + 2), 

где 

Рп-2 = k;:lz';Jп-1 тп, 
Qп-2 = k;: 1 k:;:21l~lп-1mпmп-l 

и более общо: 

И(п - р + 1, п - р + 2, .. "п; i, i + 1, ... , i + р -1) = 

= Рп-р+1Р(l, 2, ... ,р; i, i + 1, i + р -1), 

е(п - р + 1, п - р + 2, .. "п; i, i + 1, ... 'i + р - 1) = 
= Qп-р+1Р(2, 3, ... ,р + 1; i, i + 1, ... , i + р - 1). 

(8.5.3) 

(8.5.4) 

где, как нам будет важно в дальнейшем, Рп-р+l и Qп-p+l являются 
произведениями mi, li, ki для i = п - р + 2, ... , п. • 

Далее мы покажем, что тот факт, что матрица Р обладает свойством 

ТР, является также достаточным условием существования реалистич

ной модели. 

Упражнения 8.5 

1) Постройте контрпример для демонстрации того, что неравенства 
Лi < vi < µi < Лн1 не достаточно для выполнения ,\i < 
< ai < vi < µi < Лi+l· Рассмотрите п = 3, (Л1, Л2, Лз) = 
= (1,4, 7), (из,1,из,2,из,з) = (2, 1,2) так, что (µ1,µ2) = (2,5). Возь
мите Вз,1 = 3/2, Вз,2 = 1 и выберите Вз,з так, что v1 < µ1, v2 < µ2, 
а1 < µ1, однако а2 > µ2. 
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2) Для тех же Лi и из,i при Оз,1 = 1 найдите Оз,з такое, что ст1 < µ1, 

ст2 < µ2, v2 < м, однако v1 > µi. 

3) Рассмотрите п = 3, un,i = 1, Оп,1 = 1, Л1 = 1 и выберите два таких 
множества значений для Оп,2 и Оп,з, Л2, Лз, что условие положи
тельности из теоремы 8.5.1 справедливо и ')'1 < Л2 в одном случае, 
/'1 > Л2 в другом случае. qто доказывает тот факт, что относитель
ные положения /'i и Лi+l не являются определенными. 

8.6. Использование ортогональности в обратной задаче 

В этом параграфе мы покажем, как найти систему параметров, по 
крайней мере теоретически, по данной информации о собственных зна

чениях, и получим необходимые и достаточные условия на эти собствен

ные значения, гарантирующие то, что система параметров является по-

ложительной. 

Допустим, нам даны (Лi, un,i, On,i)f для консольной балки, т. е. 
тп,i =О= Фп,i· Мы покажем, что можно построить балку, и если данные 
удовлетворяют условиям из теоремы 8.5.1, то все параметры системы яв
ляются положительными. 

Рассмотрим систему уравнений 

и, как обычно, выберем U = [щ, u2, ... , Un], Л = diag(Л1, Л2, ... , Лп). 
Тогда 

MUЛ=KU, (8.6.l) 

ортогональность щ относительно матриц К, М влечет равенство 

(8.6.2) 

Первое из этих уравнений дает 

м- 1 =VVT 
' 

(8.6.3) 

откуда 

п 

r1ij = 2.:)щ,i) 2 ' j = 1, 2, ... ' п. (8.6.4) 
i=l 
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Так как ( ип,i)1 известны, мы нашли 

п 

~п = ~)ип,i)2 . (8.6.5) 
i=l 

Матрица uuт является диагональной; ее коэффициент j, j - 1 равен 

п 

2..:: щ,iUj-1,i =о, 
i=l 

что при условии Uj-l = щ - ljBj позволяет получить 

n п 

'"'(и· ·) 2 -l· '"'и·.().·= О ~ J,i J L....J J,i J,i ' 
i=l i=l 

далее, используя (8.6.4), получим, 

(8.6.6) 

откуда при j = п получаем ln. 
Следующий шаг состоит в определении kп. Для этого нам потребу

ется явное представление для К: 

Откуда получаем 

(8.6.7) 

Теперь используем второе из уравнений (8.6.2), чтобы установить, что 

к- 1 = uл- 1uт, 

при подстановке этой матрицы в уравнение (8.6.7) получим 

Однако 
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значит, 

откуда получим 
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J__ = ~ (Bj,i - Bj-1,;)
2

' 
~ j = 1,2, .. . ,n. 

kj i=l Л; 

L
n ( Tj-1,i) 2 

kj = 
Л· 

i=l i 

(8.6.8) 

Теперь рассмотрим j = n, тогда Tn-1,i = lпФп-1,i = lптпЛiип,i. откуда 
n 

kп = т; z;I:лi(uп,i) 2 . 
i=l 

(8.6.9) 

Найдя тп, lп и kп, сформулируем остальные шаги алгоритма вос
становления системы: 

i) положим j = п; 

ii) IJ о ф Uп,i, n,i, тп,i ::::= ::::= n,i известны из исходных данных; 

iii) вычислим mj, lj по уравнениям (8.6.5), (8.6.6); 

Uj-1,i = Uj,i - lj(Jj,i, 
iv) вычислим Фj-1,i = Фj,i + mjЛiUJ,i, 

Tj-1,i = Tj,i + ljФj-1,i; 

v) вычислим kj по формуле (8.6.8); 

vi) вычислим (Jj-1,i = Bj,i - Tj-1,i/kj; 

vii) положим j = j - 1. Если j > 1, то перейдем к шагу iii), иначе 
остановимся. 

Заметим, что величины (un,i, !Jn,i)f могут быть найдены только 
с точностью до произвольного множителя. Если второе, штрихованное, 
множество связано с первым посредством уравнений 

(8.6.10) 
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то наш алгоритм дает уравнение 

тj = mj / 0:2, kj = kj / (32, lj = alj / (3 (8.6.11) 

или 

m 1
.[

1
.
2 m1 l2 

J J J 

т=т, j = 1,2, . .. ,п. (8.6.12) 

Уравнения (8.6.11), (8.6.12) определяют класс эквивалентности для си
стем, с:оответствующих имеющимся данным. Справедливость процедуры 

обращения основывается на следующей теореме. 

Теорема 8.6.1. Полная положительность матрицы Р из теоре
мы 8.5.1 является необходимым и достаточным условием существо
вания настоящей (положительной) модели, имеющей три заданных 
спектра, т. е. (Л.i)1 и два спектра (O'i, vi, µi)~- 1 . 

Доказательство. Необходимость была доказана в теореме 8.5.1. 
Докажем достаточность. Рассмотрим уравнения 

и построим матрицу 

Теперь рассмотрим уравнение для присоединенной матрицы р-го поряд

ка, основанное на формуле Коши-Бине: 

Так как i:.; 1 и м;1 являются диагональными матрицами и все главные 
миноры матрицы е~ являются единичными, правый нижний элемент 
матрицы Вр равен 

n N 

Ьнн = П (mklk)- 1 
= l:Vн,sИN,s, (8.6.13) 

k=n-p+l s=l 

здесь обозначения такие же, как и в параграфе 6.2. 
Будем рассуждать по индукции. Пусть условия (8.5.2) выполнены, 

и пусть все ln, ln_ 1, ... , lп-р+2 являются положительными. Как UN,s, 
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так и V N,s могут быть записаны в уравнениях (8.5.3), (8.5.4) в качестве 
произведения коэффициентов, содержащих mj, k-: 1

, которые являются 
положительными, и коэффициентов, содержащих ln, ln-1, ... , lп-р+2. ко
торые положительны по предположению. Все эти VN,s, UN,s являют
ся положительными. Следовательно, уравнение (8.6.13) показывает, что 
ln-p+l > О. Однако ln > О, а значит lj являются положительными. • 

8. 7. Численный метод решения обратной задачи 

Алгоритм, описанный в параграфе 8.6, имеет в первую очередь тео
ретическое значение. Он показывает, что если исходные данные удовле
творяют условиям теоремы 8.5.1, то система параметров, построенная 
согласно этому алгоритму, будет положительной. Однако, стартуя, как 

это предписано, со свободного конца и вычисляя последовательно па

раметры модели, алгоритм оказывается также плохо обусловлен, как 

обратная задача для стержня, встреченная нами в параграфе 4.3. 
Для получения надежного вычислительного алгоритма мы будем 

использовать блочный алгоритм Ланцоша, описанный в параграфе 5.5. 
Чтобы применить этот алгоритм, мы приведем основное уравнение 

(8.2.1) к стандартному виду 

Aq = .Лq, 

где 

Для применения блочного алгоритма Ланцоша к пятидиагональной мат

рице А (р = 2) будем выполнять алгоритм, начиная со свободного конца 
(n), а не с закрепленного (1). Следовательно, нам потребуются векторы 
х1, Х2, содержащие n-ый и (n - 1)-ый коэффициенты отнормированных 
собственных векторов матрицы А: 

Х1 = {qn,1,qn,2, ... ,qn,n}, 

Х2 = {qn-1,1, qn-1,2, · · ·, qn-1,n}· 

Рассмотрим 

qn,i = dnUn,i, 

qn-1 i = dn-lUn-1 i = dn-l{Un i - lпОп i}. 
' ' ' ' 



8.7. ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 271 

1 

Уравнения (8.6.5) позволяют получить mп и dn = m~. Уравнение (8.6.6) 
дает ln и, следовательно, Un-1,i· Тогда уравнение (8.6.4) при j = п - 1 
дает mп-1· Следовательно, данные (..>ч, un,i, Bn,i)'i позволяют построить 
векторы х1, х2, которые необходимы для блочного алгоритма Ланцоша. 

Предположим, что нами вычислена матрица 

из блочного алгоритма Ланцоша. Теперь нам необходимо разобраться 

с матрицей А для получения матриц К и М. Сделаем это аналогичо 
тому, как это было нами осуществлено для стержня в параграфе 4.4: мы 
будем использовать статическое поведение систем, как это было сделано 

в параграфе 7.5. 
Во-первых, мы применим внешние статические силы f1, !2 к массам 

и 2 и деформируем систему, как показано на рисунке 8.7.1 . 

------------------ • 

Рис. 8.7.1. Две статические силы необходимы для того, чтобы отклонить все 
массы на одинаковую величину 

Для этой конфигурации u = {1, 1, ... , 1}, откуда q = {d1, d2 , ... , dn}. 
Статическое уравнение имеет вид 

Ku = f = {f1, - f2, О, ... , О}, 

т.е. 

DADu=f 

или 

Рассмотрим это уравение. Нам известна матрица А, также нам известны 

последние две координаты dn-1, dп. Однако матрица А является пяти
диагональной, а значит, зная dп-1, dп, мы можем вычислить dп-2, ... , di 
и найти d11f1, d21 f2, а следовательно, и !1, f2. 
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Найдя массы (mj = d;), мы найдем длины. Применим силу k1C1 1 

к m1 и найдем 

и0 = {l1, l1 + l2, ... , l1 + l2 + · · · ln}, 

как показано на рисуке 8. 7.2. 

• 

Рис. 8.7.2. Одна статическая сила отклоняет балку, как прямую линию 

Уравнение 

Ku0 = {k1t;:- 1
, О, ... , О} 

влечет 

A{d1l1, d2(l1 + l2), ... , dn(l1 + · · · lп)} = {d11k1l11, О, ... , О}. (8.7.l) 

Последнее озачает, что если мы обратим уравнение 

Ах= {1,0, ... ,О}, 

ТО ПОЛУЧИМ 

di(l1+l2+···li)=cxi, c=d11k1Г1 1 . 
Отсюда найдем величины li, рассмотрения из параграфа 8.6 позволя
ют заключить, что все они положительны, если данные удовлетворяют 

условиям теоремы 8.6.1. 
В качестве последнего шага, найдем k;. Используя вид в- 1 в урав

нении (2.2.10), запишем уравнение (8.7.1) следующим образом: 

т. е. 

LE- 1DADE-тL{l, 1, ... , 1} = {k1, О, ... , О}, 

тогда, как и в параграфе 4.4, получим, что 

LE- 1DADE-TL = ЕКЕТ 
' 

откуда найдем К. Восстановление завершено. 
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Дискретные колебания и узлы 

Память необходима для всех действий рассудка. 

Блез Паскаль. Мысли. 

9.1. Введение 

В предыдущих главах основное внимание уделялось собственным 

значениям и восстановлению систем при помощи информации о соб
ственных значениях. В настоящей главе мы будем изучать собственные 
векторы. В параграфах 9.2, 9.3 мы рассматриваем вопрос построения 
матрицы Якоби, имеющей два или более заданных собственных век

тора, и затем переходим к построению пружинно-массовых систем по 

этим данным. В параграфе 9.4 мы разбираем более сложную задачу по
строения дискретной колеблющейся балки по данным о ее собственных 
колебаниях. До этого момента все рассматриваемые системы являлись 
в основном линейными, а значит соответствующие матрицы были лен

точными и либо осцилляторыми, либо знаково-осцилляторными. В по
следующих параграфах мы расширяем наши исследования и выясняем, 

что можно сказать о собственных векторах и их знаках, т. е. о форме 

и узлах колебания, для уравнения 

(К-ЛМ)u= О, (9.1.1) 

где К, М связаны с некоторыми простыми двумерными и трехмерны

ми системами, особенно мембранами и акустическими резонаторами. У 
нас пока нет результатов о построении матриц М, К по информации 
о собственных значениях в этом случае; однако в терминах собственных 
векторов можно сформулировать необходимые условия положительности 

масс и жесткостей рассматриваемых систем. 

Заметим, что в двумерных и трехмерных задачах мы будем исполь
зовать N для обозначения порядка системы и п для обозначения кон
кретного собственного значения. 
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9.2. Обратная задача для якобиевой матрицы 

В этом параграфе мы будем рассматривать задачу построения мат

рицы Якоби, имеющей один или более заданных собственных векторов. 
Следуя работам Виджи (Vijay) [329) (1972) и Глэдвелла [ 109) (1986с), 
докажем следующий результат: 

Теорема 9.2.t. Вектор u является собственным вектором мат
рицы Якоби тогда и только тогда, когда S,t = s;;. 

Доказательство. Напомним определения S,t, S;; из параграфа 6.9. 
Необходимость следует из теоремы 6.10.2. Для доказательства доста
точности нам, ВО-Первых, потребуется доказать, 'ПО S;t = S;;, ТОГ Да 
можно найти такие (ai)f >О, (Ьi)? 1 >О, что 

-bi-lUi-1 + (ai - Л)щ - biUi+l =О, i = 2, 3, ... , п -1, (9.2.l) 

-Ьп-lUn-1 + (ап - Л)ип =О. 

Для начала предположим, что (ui)f =f О, тогда можно рассмотреть 
(Ьi)!- 1 = 1, ai = Л +с;, ci = (Ui-1 + иi+1)/щ, i = 1, 2, ... , п, где ио = 
=О= Un+l· Следовательно, матрица 

С= 

-1 
-1 Сп 

удовлетворяет условию Cu =О и А= ЛI +С. Матрица С имеет строго 
отрицательную кодиагональ, а значит, ее собственные значения являют

ся различными (кi)f, причем одно из них нулевое, так как С является 
вырожденной матрицей. Матрица А имеет собственные значения (>.. + 
+ кi)f, т. е. если Л выбрано так, что 

то матрица А, имея неотрицательные собственные значения, будет об

ладать свойством PSD; матрица А будет матрицей Якоби. 
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Что произойдет, если одна из координат ui нулевая? Условие 
s;.t = s~ дает и1 # о, Un # О. Пусть Um = о для m, удовлетворяющего 
условию 1 < т < n, тогда Um-l, иm+l являются ненулевыми и имеют 

противоположные знаки, а значит Um-l иm+l <О. Следовательно, m-ая 
строка уравнения (9 .2. l) имеет вид 

т. е. am, Ьm-1, Ьm могут быть выбраны так, что 

am = .>.., Ьm-1 = 1, 

Ьm = -Um-1/um+l· 

Оставшиеся Ьi выбираются так, что 

(Ьi)т- 1 
= 1, (Ьi)~ = Ьm, 

откуда 

и снова ио = О = иn+l · Построим матрицу 

с1 -Ь1 
-Ь1 С2 -Ь2 

С= 

которая удовлетворяет условию Cu = О. Имеем А = ЛI + С, где Л вы
бирается как и ранее. Эти рассуждения допускают прямое обобщение 

на случай, когда два или более (не обязательно последовательных) соб
ственных значений ui являются нулевыми. 8 

Теорема 9.2.2. Пусть и, v Е Vn, определим si, ti как в уравнении 
(3.3.6). Необходщт.мu u достаточными условиями того, ч.то векто
ры и, v являются собственными векторами матрицы Якоби, отвеча
ющими двум собственным значениям Л, µ, связанным исключительно 
неравенством Л < µ, являются 

(а) s;.t = s~, Sj- = s; 
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(б) Sn = 0 

(в) либо si =О= ti, либо siti >О для i = 1, 2, ... , n. 

Доказательство. Необходимость этих условий непосредственно 
проверяется. Следствие 6.10.2 позволяет получить условие (а). Условие 
ортогональности дает равенство uт v = О, откуда следует (б), уравне
ние (3.3.8) приводит к условию (в). Заметим, что условие (а) позволяет 
получить, что и 1 , v1 не являются нулевыми, а значит, s1 = u1v1 # О. 

Следовательно, s1t1 > О. Кроме того, условие sn =О дает Вп-1 = -uпvn; 
наконец, (а) влечет, что ип, Vn не являются нулевыми, т. е. sn-1tn-1 >О. 
Без ограничения общности рассмотрим и 1 > О, v1 > О. 

Эти условия представляют интерес, так как из них следует, что v 
имеет больше перемен знака, чем u, т. е. Sv > Su. Для того чтобы это 
проверить, будем рассуждать как в теоремах 3.3.2, 3.3.3. Во-первых, 

предположим, что первый нулевой элемент в u-строке равен а1 (Л) = 
= х, а в v-строке равен al(µ). Докажем, что а1(µ) < а1(Л). Пусть 
а1(µ) ~ аl(Л) = х и q < а~(Л) :( q + 1 (1 :( q < n - 1), тогда все (ui)i 
и (vi)i положительны, в то время как 

(q + 1 - x)uq + (х - q)uq+l =О, 

(q + 1 - x)vq + (х - q)vq+l ~О, 

откуда получаем tq :( О. С другой стороны, sq > О, что вместе с (3.3.8) 
дает противоречие. 

Теперь покажем, что существует ноль в v-последовательности меж
ду любыми двумя последовательными узлами u-последовательности. 

Пусть а, {3( а < {3) являются двумя соседними узлами u-последователь
ности, и предположим, что 

откуда 

р -1 :(а< р, 

q<{3:(q+1 
(р:::;; q), 

(р - а)ир-1 +(а - р + 1)ир =О, 

(q + 1 - {З)иq + ({3 - q)иq+l =О, 

(9.2.2) 

(9.2.3) 

и ир, ир+1, ... , uq имеют одинаковый знак, скажем, являются положи
тельными. Предположим, что v-последовательность не имеет нулей на 
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месте (а, /3), и без ограничения общности на этом месте находится по
ложительный коэффициент. Тогда vp, vp+ 1, ... , vq все являются положи
тельными и 

(р - a)vp-1 +(а - р + l)vp?: О (9.2.4) 
( q + 1 - jЗ)vq + (/3 - q )vq+ 1 ?: О. (9.2.5) 

Исключая а из уравнений (9.2.2), (9.2.4) и /3 из (9.2.3), (9.2.5), 
получим tp-l ?: О, tq ~ О, откуда в силу условия (в) получаем 
sp-l ?: О, sq ~О, а следовательно, sq - sp-1 ~ О. Однако sq - sp-1 = 
= Z:,f=p UiVi > О, получено противоречие. Аналогичо показывается 
(упр. 9.2.1 ), что v-последовательность имеет узел справа от последнего 
узла u-последовательности: v-последовательность имеет больше узлов, 
чем u-последовательность. 

Теперь мы можем перейти к построению. Для начала предположим, 

что siti > О для i = 1, 2, ... , п - 1, тогда уравнения (3.3.1), (3.3.6), 
(3.3.8), показывают, что 

. = \ + ( - ') { ViUi+l + . (vi-lUi+l - Ui-1Vн1)} 
а, л µ л t· Si-1 t· t· 

• i-1 i 

Ьi = (µ - Л)(si/ti)-

Здесь i = 2, ... , п - 1 в первой формуле и i = 1, . .. , п - 1 во второй. Две 
оставшиеся величины а 1 , ап задаются формулами 

Запишем эти уравнения в виде 

ai = Л + (µ - Л)е;, bi = (µ - Л)сL;. 

Заметим, что bi являются положительными. Рассмотрим 

А= ЛI + (µ - Л)С, 

где 

С= 

. . . -dn-i 1 
-dп-1 Сп 
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Следовательно, имеющая ненулевую кодиагональ матрица С обладает 
различными собственными значениями (кi)f. Получается, что собствен
ные значения матрицы А имеют вид л+ (µ- Л)кi, и матрица А обладает 
свойством PSD, если л+ (µ-Л) min(кi) ?: О. Незначительные изменения 
рассуждений, необходимые в случае если вi равны нулю, предоставля
ются в качестве упражнения. • 

Упражнения 9.2 

1) Покажите, что условия (а), (б), (в) из теоремы 9.2.2 позволяют 
заключить, что v-последовательность имеет узел справа от послед

него узла u-последовательности. 

2) Покажите, что если два последовательных Bi являются нулевыми, 
т. е. Bm-1 = О = Bm (2 :::;; m :::;; п - 2), то um = О = Vm, установите, 
что три последовательных Bi не могут равняться нулю. 

3) Покажите, что если Вт = О, а Bm-l # О, то Ьт можно выбрать 
произвольно, например, bm = µ - Л. Найдите замену для am. 

4) Модифицируйте рассуждения так, чтобы был рассмотрен случай 
Bm-l =О= Вт. 

9.3. Обратная задача для одиночного колебания 
системы масс, соединенных пружинами 

Напомним, что согласно параграфу 2.2 собственные колебания uJ 
системы, изображенной на рисунке 2.2.1, являются собственными век
торами уравнения 

,.._ т 

ЕКЕ u=ЛMu. (9.3.1) 
~ т 

Матрица м- 1(ЕКЕ ) является знаково-осцилляторой (SO), а значит 
рассуждения из параграфа 6.10 можно применить к собственным векто-

~ т 
рам щ. (Заметим, что матрица м-1ЕКЕ не является симметричной, 
однако утверждения о матрицах, обладающих свойствами SO и О не 

зависят от свойства симметричности.) 
Запишем wi = ui - ui-1, а значит, при и0 =О 

w = Ет u, u = Е-т w. 
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Уравнение (9.3.1) можно записать в виде 

и матрица в левой части снова обладает свойством SO. Последнее озна
чает, что векторы w j будут иметь свойтва собственных векторов SО
матриц, перечисленные в параграфе 6.10. 

Докажем две теоремы относительно размера вектора uj. Первая 
является простым аналогом принципа максимума, возникающего в эл

липтических уравнениях. 

Теорема 9.3.1. Собственное колебание, описанное уравнением 
(9.3.1), не может иметь внутренний, отрицательный или положи
тельный, максимум. 

Доказательство. Пусть 2:::;: i:::;: п -1, i-я строка уравнения (9.3.1) 
имеет вид 

Пусть и имеет относительный максимум в щ. Тогда ui ;?: Ui-1, щ;?: ин1. 
а значит, wi ;?: О, wн1 :::;: О, следовательно, ui ;?: О. На самом деле, так 
как wi, wн 1 не могут быть одновременно равными нулю, то щ >О. 8 

Теорема 9.3.2. Два соседних Ui могут совпадать только в от

носительных максимумах или минимумах. 

Доказательство. Пусть ui = иi-1· тогда Wi =О, а значит Wi-1, wн1 
являются ненулевыми и имеют разные знаки, т. е. 

последнее эквивалентно 

Откуда получаем, что ui(= ui-l) является либо строго большим, либо 
строго меньшим, чем соседи ui-2 и ин1: т. е. существует относительный 
максимум или минимум в щ. 8 

Эти теоремы показывают (упр. 9.3.1), что UJ имеет J. - 1 частей, 
которые согнуты к осям, и последнюю часть, отогнутую от осей, см. 

рисунок 9.3.1. 
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Рис. 9.3.1. j-e колебание пружинно-массовой системы 

Теорема 9.3.3. Необходимыми и достаточными условиями то
го, что u является j-м собственным колебанием пружинно-массовой 
системы закрепленно-свободной конфигурации являются следующие 

(а) s~ = s-;; = s:, = s; = j - 1, 

(б) U1W1 >0. 

Доказательство. Необходимость этих условий уже проверена. Для 

доказательства достаточности заметим, что никакие две координаты 

среди ui, Ui-1, wi не могут быть одновременно равными нулю; постро
им следующую систему. 

Волна имеет форму, изображенную на рисунке 9.3.1. Следователь
но, ui станут положительными и будут возрастать (ui > О, щ > О) до 
индекса r, который является первым, удовлетворяющим условию 

Ur > О, Wr ~ О, Wr+1 < О. 

Тогда ui будет убывать ( щ > О, wi < О) до индекса s, который является 
первым, удовлетворяющим условию 

U 8 ~О, U 8 +1 <О, Wв <О. 

Координата ui будет продолжать убывать (ui <О, щ <О) до индекса t, 
при котором, 

Ut < 0, Wt ~ 0, Wt+l > Q 

и далее будет снова возрастать. 
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Определяющее уравнение (9.3.1) может быть записано в виде 

Kw= лЕ- 1Мu. 

Так как Е- 1 задается уравнением (2.2.10), получаем 

n 
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kiщ = л L: mkщ, = л()'i· 
k=l 

(9.3.2) 

Это показывает, что нам надо рассмотреть ui и выбрать mi так, что Wi 

и O'i имеют одинаковые знаки. 

Для построения нам надо выбрать (mi)'i.' > О так, чтобы были вы
полнены следующие условия: 

(i) ar ~ О при ar = О тогда и только тогда, когда Wr = О; в этом 
""r-1 О случае ai = ar + L..Jk=i mkuk > 

(ii) ar+l < О; тогда ai < О для i = r + 1, ... , s 

(iii) O't ~ О при at = О тогда и только тогда, когда Wt = О; в этом 
случае ai < О при i = s + 1, ... , t - 1 

(iv) ан1 > О 
и так далее. 

Найти (mi)'i.' с этими свойствами составляет, по существу, задачу 
линейного программирования. Мы получаем множество элементов ai, 

имеющих тот же знак, что и wi. Если Wi #О, то ki задается уравнением 
(9.3.2), однако, если некоторое wi является нулевым, то ki может иметь 
произвольное положительное значение. • 

Вопрос построения пружинно-массовой системы, имеющией задан

ные колебания, рассматривался Портером (Porter) в работах [267] (1970) 
и [268] (1971 ), однако он не исследует необходимые и достаточные усло
вия на данные, гарантирующие положительность масс и жесткостей. 

Упражнения 9.3 

1) Покажите, что j-тое колебание свободно-закрепленной пружинно
массовой системы имеет j - 1 часть, согнутую к осям и последюю 
часть, отогнутую от осей. 

2) Постройте пружинно-массовую систему с семью массами, третье 
собственное колебание которой задано условием u = {1, 2, 1, -1, 
-2, -1, 1}. 



282 ГЛАВА 9 

9.4. Восстановление системы масс, соединенных 
пружинами, по двум колебаниям 

Конструкция из параграфа 9.3 является далеко не едиственной. 
В этом параграфе, следуя работе Глэдвелла [ 109] (1986с), мы покажем, 
что при наличии дополительных ограничений существует, по сути, одна 

система, для которой два заданные колебания являются собственными. 

Построим контрпример, показывающий, что даже если u, v по от
дельности удовлетворяют условиям теоремы 9.3.3, то может не суще
ствовать системы, для которой они являются собственными волнами, 

отвечающими собственным значениям Л, µ соответственно при ,\ < µ. 
Запишем 

и предположим, что 

u={l,3,6}, w={l,2,3}, v={l,-1,4}, z={l,-2,5}. 

Определяющими уравнениями являются следующие: 

откуда 

Лm1 = ki - 2k2, ЗЛm2 = 2k2 - Зkз, 6Лmз = Зkз, 

µm1 = ki + 2k2, -µm2 = -2k2 - Бkз, 4µmз = Бkз, 

µ 5 
зл 6 

2k2 + 5kз 
2k2 - 3kз' 

т. е. 2k2 = -45k3 , что нереализуемо. 

Для формализации условий на колебания мы попытаемся формали
зовать процедуру упрощения из последнего контрпримера. 

Рекурсивные соотношения имеют вид: 

Лmiщ = kiwi - kн1 wн1, i = 1, 2, ... , п - 1, 

µmivi = kizi - kн1zн1, i = 1, 2, ... , п - 1 

и 

Следовательно, 
,\ Wn Vn 

/i = Un . Zn · 

(9.4.l) 

(9.4.2) 

(9.4.3) 

(9.4.4) 
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Как мы знаем, одно ИЗ условий должно иметь вид s;t = s;; = s:, = 
= s; и соответственно st = s; = s: = s;. Откуда следует, ЧТО 
каждый из ип, vn, wn, zп является ненулевым и может быть выбран так, 
чтобы у них у всех были одинаковые знаки, например, положительные. 

Условие µ > Л дает 

Исключая ki, kн1 из уравнений (9.4.1), (9.4.2), получим 

mi(Лuizi - µviwi) = kн1(wizi+1 -wн1zi), 
mi(ЛuiZi+l - µViWi+1) = ki(WiZi+l -Wн1Zi), 

откуда, подставляя Л/ µ из уравнения (9.4.4), получим 

где 

qi = UiVnWnZi+1 - UnViWi+1Zn, 

ri = WiZi+1 - Wi+1Zi. 

Теперь можно сформулировать следующую теорему: 

(9.4.5) 

(9.4.6) 

Теорема 9.4.1. Необходимыми и достаточными условиями то
го, что u, v - собственные колебания (закрепленно-свободной) пру
жинн.о-массовой системы для н.екоторых собствен.н.ых значений ,\, µ 
(,\ < µ), являются следующие условия: 

а) Su = Sw < Sv = Sz; 

б) VnWn >О; 

г) для каждого i, 1 ~ i ~ п - 1, три велич.ин.ы Pi, qi, ri либо имеют 
одинаковый знак, либо одовремен.но равны нулю; этот знак н.е 

обязан. быть одинаковым для всех i. 

Доказательство. Необходимость этих условий уже проверена. Если 
условия справедливы и ни одна тройка не является нулевой, то уравне
ния (9.4.6) для i = 1, 2, ... , п - 1 дают 2(п - 1) отношений: 

m1/k1, m1/k2; m2/k2, m2/kз; ... ; mп-1/kп-1, mп-1/kп. 
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Последние уравнения (9.4.3), (9.4.4) отвечают отношениям тп/ kп 
и Л/ µ. Следовательно, если мы выберем Л и тп, то система будет опре
делена однозначно. Если тройка Pk, qk, rk является тождественно нуле
вой, то mk, kk могут быть выбраны произвольными (положительными 
числами). 

Заметим (упр. 9.4.l), что условия а)-в) препятствуют обнулению 
p1,q1,r1 ИЛИ Рп-1,qп-1,rп-1· 8 

В частном случае последовательных собственных значений можно 

усилить эти условия и получить следующее: 

Теорема 9.4.2. Необходимыми и достаточными условиями то
го, что и, v - собственые колебания, отвечающие последователь
ным собственным значениям пружинно-массовой системы, являются 

следующие условия: 

а) VnWn > 0 

б) UnZn -VпWn >О 

в) (Pi, qi, ri)j"- 1 >О. 

Доказательство. Необходимость условий а) и б) следует из ра
венств (9.4.4) и (9.4.5). Необходимость неравенства (ri)j"- 1 > О уста
новлена в работе Глэдвелла [ 109] (l 985a); тогда уравнение (9.4.6) по
казывает, что (pi, qi)j"- 1 > О. Достаточность этих условий проверяется 
аналогично предыдущему. • 

Упражнения 9.4 

1) Покажите, что условия а)-в) из теоремы 9.4.1 позволяют полу
чить неравенство р1 < О. Покажите также, что предположение 

(Рп-1, qn-1, rп-1) =О приводит к противоречию. 

2) Постройте пружинно-массовую систему, первое и второе колеба
ния которой заданы условиями и = {1, 3, 6, 10, 15}, v = {-1, -4, 
-2, 1, 5}. 

9.5. Обратная задача для колеблющейся балки 

В этом параграфе мы будем рассматривать вопрос о том, когда и как 
можно построить дискретную модель балки, как было сделано в пара

графе 2.3, при помощи одиночного колебания и. Как и следует ожидать, 
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этот вопрос является на порядок более сложным, чем соответствующий 

вопрос для стержня. Так как этот вопрос был окончательно решен в ра

боте Глэдвелла, Уиллмса, Хи и Уонга (Gladwell, Willms, Не, Wang) [115) 
(1989), мы сформулируем лишь основные результаты, по.1ученные там. 

Напомним, что задача собственных значений для консольной балки 
может быть решена при помощи уравнения (2.3.6): 

Ku = ЕL- 1ЕКЕт L- 1вт u = ЛМu. (9.5.1) 

Матрица К является пятидиагональной SО-матрицей, а значит, соб

ственные значения являются простыми и собственный вектор Uj = u 
обладает знаковым счетчиком Bu = j - 1. Как и для стержня, легко 
показать (упр. 9.5.l ), что 

(9.5.2) 

являются также собственными значениями SO матриц, а значит Во = 
=Вт = Вф = j - 1. Заметим, что хотя О может быть построена, только 

если длины li известны, знаковые счетчики () и разности Ет u одинако
вы. Рассматривая вопрос построения, мы будем предполагать, что (li)'l 
заданы, и пытаться построить (ki, mi)i. 

Для того чтобы найти условия, которые должны быть выполнены 

для собственных колебаний, нам потребуется ряд предварительных ре

зультатов. 

Лемма 9.5.t. Если вектор u не является тождественно нуле
вым и в;; = j - 1, (j ~ 1 ), то существует индекс k и индексы 

(qi){ такие, что 1 ~ q1 < q2 < ... < Qj ~ п и (-l)k+i-luqi > О 
для i = 1, 2, ... ,j. Обратно, если существуют k и (qi){ такие, что 
(-l)k+i-l. о д . - 1 2 . в- --... . - 1 Uqi > ЛЯ i - , , ... 1 J, то u 7 J . 

Доказательство. Рассмотрим q1 - индекс первого ненулевого ui, 
и пусть (-l)k = sign(uqJ; тогда (-1)kuq 1 >О. Возьмем q2 - индекс 
первого щ со знаком, противоположным иq1 , тогда (-1)k+ 1uq2 > О, 
и так далее. Например, в последовательности О, 1 *,О, -4*, 2*, О, 3, -5*, 
В;; = 3, откуда j = 4 и Qi являются индексами координат, помеченных *; 

т.е. (qi,q2 1 q3,q4) = (2,4,5,8). Если В;;, =j-1, тогда можно найти (qi){. 
Обратно, если можно найти (qi){, то s;; должно быть равным по край
ней мере j - 1. Может оказаться, что В;; даже еще больше; в любом 
случае в;; ~ j - 1. • 
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Лемма 9.5.2. Если v = Ет u, то s;; ? s-;;. 

Доказательство. Заметим, что v1 = и1, v2 = и2 - и1, ... , Vn = 
= Un - Un-1· Пусть s-;; = j - 1. Выберем k и (qi){ как в лемме 9.5.1. 
Тогда 

(-l)kvq1 = (-l)ku91 >О, 

(-l)k+i- 1v9• = (-l)k+ 1 (и9• - иq.-1) ? (-l)k+i-luq• >О, i = 2, ... ,j, 

а значит, по лемме 9.5.1, s;; ? j - 1. • 
Лемма 9.5.3. Если v = Ет u, то s: ? s;t. Доказательство, ана

логичное доказательству леммы 9.5.2, приведено в работе Глэдвелла, 
Уиллмса, Хи и Уон.га [115] (1989). 

Указанные леммы можно использовать для доказательства следую
щей теоремы: 

Теорема 9.5.1. Если li >О, i = 1,2, ... ,п, w = ЕтL- 1Етu, 
и Su = Bw = j-1, то Во= j-1. В дополнение, если mi >О, ki >О, i = 

= 1, ... , n, то Sф = Sт = j -1. 

Доказательство. Заметим, что w имеет те же свойства знаков, что 
и т (см. (9.5.2)). 

Рассмотрим 8 = L - 1 Ет u, по лемме 9.5.2, s0 ;;::: s-;; = j - 1. С 

другой стороны, w = Ето, значит, по лемме 9.5.3, Bi ~ s:, = j - 1. 

Следовательно, S~ ~ j - 1 ~ s0, откуда s0 = Bi = Во = j - 1. Это 
доказывает первую часть утверждения. Рассмотрим обратное утвержде

ние. Леммы 9.5.2, 9.5.3 остаются справедливыми, если заменить Ет на 
Е (Ет является прямым разностным оператором, Е - обратным). Так 
как т = Kw, получаем Вт = Sw, если (ki)1 > О. Лемма 9.5.2, приме
ненная к ф = L-1 Ет, показывает, что Sф ;;::: S7 = j - 1. Лемма 9.5.3, 

примененная к ЛМu = Еф, показывает, что Sф ~ s;t = j - 1. Следова

тельно, j -1 ~ Sф ~ Sф ~ j -1, значит, Sф = j - 1. • 

Пусть заданы два вектора u, w. Необходимыми и достаточными 
условиями того, что они связаны условием вида w = ЕтL - 1 Ет u для 
некоторой матрицы L с положительной диагональю, является то, что 
векторы О = Е-т w и v = Ет u должны быть связаны условием v = 
= LO. Последнее означает, что (}i = L:t=l wk и vi = щ - ui-1 должны 
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быть положительными, нулевыми или отрицательными одновременно, 

т. е. eivi ~ О, причем ei = о тогда и только тогда, когда Vi = О. Ес
ли ei #О, то li = щ/Вi; если ei =О, то li является произвольным. Если 
u, О, w связаны таким образом, то теорема 9.5.1 показывает, что условие 
Su = Sw = j - 1 позволяет получить Во= j - 1. 

Сформулируем теперь следующую теорему. 

Теорема 9.5.2. Пусть u, 8, w соответствуют параметрам 

j-го колебания консольной балки. Предположим, что (qi, ri, si){ явля
ются множествами индексов для u, 8, w соответственно, как в лем
ме 9. 5.1. Тогда 

(i) qi-1 < Ti::::; q;, ri-1 <В; ::::; r;, i = 2, 3, ... ,j, 

(ii) Si ~qi, i=2,3, ... ,j и Si ~qi-2+2, i=3, ... ,j, 

(iii) если Uq,-1 = О, то r; < qi; если er.-1 = О, то Bi < r;; в обоих 
случаях получаем, s; < q;, 

(iv) если w 8 i-1 =О, то s; > q;-2 + 2, i = 3, ... ,j. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Эта теорема и леммы 9.5.2, 9.5.3 могут рассматриваться как 
расширения и уточнения дискретной версии теоремы Ролля. Они придают точ

ную формулировку интуитивно ясному утверждению о том, что должна быть по 

крайней мере одна перемена знака в первых разностях (}, w ( т. е. производных) 
между любыми переменами знака величин u, О соответственно. Формальное до
казательство приводится в работе Глэдвелла, Уиллмса, Хи и Уонга [115) (1989). 
Сформулируем теперь следующую теорему: 

Теорема 9.5.3. Пусть даны u и положительные (l;)J.'. Необхо
димыми и достаточыми условиями того, что они соответствуют 
j-му колебанию консольной балки, является равенство 

Доказательство. Необходимость этих условий была проверена ра

нее. Докажем достаточность, построив явным образом последователь
ность (k;, m;)J.', все элементы которой положительны. 

Определяющее уравнение (9.5.1) может быть переписано в виде 
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Перепишем это следующим образом: 

Kw = Е- 1 Lф, ф = лЕ- 1Мu, 

так как Е- 1 имеет вид (2.2.10), получаем 

п 

(а) kiщ = L lkфk = тi, 
k=i 

откуда следует 

п 

(б) фi = ,\ L mkuk, 
k=i 

тi = тн1 + liфi, Фi = Фн1 + Лmiui, i = 1, 2, ... , п, 

при Фп+l =О= Tn+l· 

(9.5.3) 

Опишем процедуру построения для простейшего случая: j = 1. Ал
горитмы и примеры относительно общего случая могут быть найдены 

в работе Глэдвелла, Уиллмса, Хи и Уонга [ 115] (1989). 
Если j = 1, то все (иi,щ)1 будут положительны. Величинам (mi)1 

и ,\ можно присвоить произвольные положительные значения; уравне
ние (9.5.3 б) задает величины (фi)J.', которые при подстановке в (9.5.3 а) 
позволяют найти ( тi)J.'. Тогда ki = тi/щ, а значит, (ki)1 определяются 
единственным способом. • 

Упражнения 9.5 

1) Покажите, что если u является j-м собственным вектором из 
(9.5.1), то 8,т,ф являются также j-ми собственными векторами 
для SО-матриц. 

9.6. Теорема Куранта об узловых линиях 

Начнем рассмотрение свойств собственных векторов для класса си

стем, включающего дискретные модели мембран и акустических резона

торов. Так как наши результаты являются дискретными аналогами ре
зультатов о непрерывных системах, мы начнем их рассмотрение главным 

образом с теоремы Куранта об узловых линиях (CNLT) , которая свя
зывает рассматриваемые вопросы и собственные функции Дирихле и(х) 

для эллиптических уравнений. Хорошо известно, что в этих задачах 

собственные значения имеют одну предельную точку - бесконечность, 

мы занумеруем их следующим образом: 

(9.6.1) 
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Собственные числа не обязательно являются различными. Если Ап име

ет кратность r, то мы занумеруем собственные значения следующим 

образом: 

(9.6.2) 

CNLT (Гильберт и Курант (1953) [64], глава VI, параграф 6) яв
ляется теоремой с большой областью применимости и легким доказа

тельством, основанным на свойстве минимакса для отношения Рэлея. 
Она приводит к рассмотрению собственных функций Дирихле для эл

липтических уравнений в частных производных, простейшим и наиболее 

важным из них является уравнение Гельмгольца (Helmholtz equation) 

6.и + Лри =О, х Е D. (9.6.3) 

Граничное условие Дирихле имеет вид 

и(х)=О, хЕдD. (9.6.4) 

Здесь Ли является лаплассианом, функция р(х) - положительна и огра
ничена, и D является областью в JR.m (m-мерном евклидовом простран
стве). Уравнения (9.6.3), (9.6.4) управляют пространственными соб
ственными волнами колеблющейся мембраны с зафиксированной гра
ницей в JR.2 ; и акустическими стоячими волнами в JR.3 . 

Узловое множество для и(х) определяется как множество точек х 
таких, что и(х) = О. Известно (Ченг (Cheng) [53] (1976)), что для 
D с JR.m, узловое множество собственной функции для (9.6.3), (9.6.4) 
локально состоит из гиперповерхностей размерности m - 1. Эти гипер
поверхности не могут закончиться внутри D, что означает, что они либо 
являются замкнутыми, либо начинаются и заканчиваются на границе. В 
частности, для плоскости (m = 2) узловое можество собственной функ
ции и(х) для (9.6.3), (9.6.4) состоит из непрерывных кривых, называ
емых узловыми линиями, которые либо являются замкнутыми, либо 

начинаются и заканчиваются на границе. 

CNLT утверждает, что каждая собственная функция un(x), отвеча
ющая An, разделяет D по его узловому множеству на не более чем п 
подобластей, называемых узловыми областями или, более информатив
но, областями знакопостоянства, в которых ип(х) имеет одинаковый 
знак. Мы приведем доказательства двух версий CNLT так, что впослед
ствии мы сможем различать насколько дискретная и непрерывная вер

сии отличаются друг от друга. Запишем рассуждения в вариационной 
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форме. Определим 

(и, v)D = J Vu.Vvdx, 

D 

[и, v]D = J puvdx. 

D 

Здесь V = (-
8
8 , 8

8 , ... , 8
8 ) является градиентом и 

Х1 Х2 Xm 

Осовная теорема для отношения Рэлея 

AR = (u,u)D 
[u,u]D 

(9.6.5) 

состоит в том, что если функция и является ортогональной ко всем 

первым п -1 собственным колебаниям в уравнениях (9.6.3), (9.6.4), т. е. 

[и, ui]D =О, i = 1, 2, ... , п - 1, 

тогда AR ~ Лп. и равенство имеет место только в случае, когда и(х) = 
= ип(х). Докажем сперва слабую версию CNLT: 

Теорема 9.6.1. Пусть собственные числа >..i для (9.6.3), (9.6.4) 
упорядочены согласно (9.6.5), и ип(х) является собственной функ
цией, соответствующей Лп. Если Лп имеет кратность r ~ 1, т. е. 
условие (9.6.2) справедливо, то ип(х) имеет не более п + r - 1 обла
стей знакопостоянства. 

Доказательство. Пусть ип(х) имеет р областей знакопостоянства 
Di таких, что Uf= 1 Di = D. Определим 

w (х) = { /Зiun(x) х Е Д 
• О иначе 

и рассмотрим 

р р 

v(x) = LCiщ(x), z=c; = 1. (9.6.6) 
i=l i=l 
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Так как Di не пересекаются, то векторы (щ(х))f ортогональны. Домно
жим щ, т. е. выберем /Зi так, что [щ, щ]п = 1, тогда 

р р 

[v,v]n = L:c;[wi,Wi]D = L:ci = 1. 
i=l i=l 

Так как щ(х) удовлетворяет (9.6.3) при Л = Лn на Di и щ(х) = О на 
дDi теорема о дивергенции дает 

(щ,щ)пi = j 'Vщ · 'Vщdx 
D 

= j {div (щVщ) - Wi ~ щ}dх 
D 

= j щ ~~ dx+Лn j fYWidx =An. 

дDi Di 

Следовательно, (v,v)n = L::f= 1 с7(щ,щ)п. = L:c7Лn = Лп, значит ЛR = 
= Лп. Однако мы можем выбрать (q)f так, что [v,щ]п = О, i = 
= 1, 2, ... ,р - 1, и следовательно, для данного выбора, в силу прин

ципа Рэлея получаем, что ЛR ~ Лр. Следовательно, Лр ~ Лn. Так как 

Лп < Лn+r, получаем, что Лр < Лn+r• а значит, р < n + r, р ~ n + r - 1 . 

• 
Заметим, что в этом доказательстве мы не предполагали связно-

сти D. Заметим также, что если Лn является простым, т. е. r = 1, то 
теорема утверждает, что un(x) имеет не более n областей знакопостоян
ства. Нам потребуется усилить результат для случая кратных собствен

ных значений, уменьшая верхнюю границу n + r - 1 до n. 
Для такого уменьшения верхней границы нам потребуется теорема 

об однозначном продолжении. Выражаясь неточно, эта теорема утвер

ждает, что если решение уравнения (9.6.3) является тождественно ну
левым на конечной области в D, то оно является нулевым на D; един
ственный способ продолжить его с нулевого участка - взять его тож

дественно равным нулю. (Более точно, для тех, кто знаком с функцио
нальным анализом, Джерисон и Кениг (Jerison, Keпig) в 1985 в работе 
[188] доказали, что если произвольное решение и Е HJ(D) ослаблен
ной версии уравнения (9.6.3) является нулевым на непустом открытом 
подмножестве связной области D, то и = О на D.) Используя этот 
результат, мы можем доказать: 
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Теорема 9.6.2. Пусть D - связная область и собственные зна

чения (9.6.3), (9.6.4) упорядочены как в (9.6.5), а un(x) является соб
ственной функцией, отвечающей Лn, тогда un(x) имеет не более п 
областей закопостоянства. 

Доказательство. Пусть un(x) имеет р > п областей знакопостоян
ства. Определим щ(х) как и ранее и зададим v(x) посредством (9.6.6) 
при Cn+l = О= · · · = ер, значит v(x) =О на Dп+1, ... , Dp. Имеем снова 
ЛR = Лn, и можно выбрать (Ci)l' так, что [v, ui]D =О, i = 1, 2, ... , п - 1. 
Следовательно, v(x) является собственной функцией для (9.6.3), (9.6.4), 
однако она является тождественно нулевой на Dn+1 и, следовательно, 

по теореме об однозначном продолжении, она является тождественно 

нулевой на D. Это противоречие дает неравенство р::::; п. • 

Заметим, что согласно результатам Херрмана (Herrmann), см. [ 171] 
(1935) и Плейела (Pleijel) [266] (1956), мы получаем, что если область 
D является связной, то Л1 - простое собственное значение, т. е. Л1 < Л2 . 

Любая собственная функция и 1 (х) может иметь не более одной области 
знакопостоянства, т. е. она имеет постоянный знак на D. Не существу
ют функции и, v, имеющие одинаковый знак на связной области D и 

ортогональные друг другу. 

Теорема 9.6.3. Теорема 9.6.2 справедлива, даже если область D 
не является связной. 

Доказательство. Пусть D состоит из q связных компонент (Dk)i. 
Проиндексируем собственные числа Л~k) для каждой области Dk 
по возрастанию, и предположим, что собственные функции - это 

u~k) (х). Теперь перенормируем последовательности собственных значе
ний {Л~k)}, k = 1,2, ... ,q, i = 1,2, ... , в неубывающую последователь
ность { Лj} для получения собственных значений для D. Соответствую
щие собственные функции на D имеют вид 

и ·(х) = ui (х) на Dk 
{ 

(k) 

1 О иначе. 

Порядковый номер j данного Л~k) в этой последовательности удовлетво
ряет неравенству j ~ i. Теорема 9.6.2 для Dk утверждает, что u~k) (х) 
имеет не более i областей знакопостоянства Dk так, что щ(х) имеет не 
более j областей знакопостоянства на Dk, и будет равна нулю в осталь
ных точках. 8 
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9. 7. Свойства собственных векторов систем 
с конечным числом элементов 

Нашей целью в следующих нескольких секциях являются дискрет

ные версии теорем 9.6.1-9.6.3. Сначала для достижения этой цели мы 
обсудим свойства собственных векторов в моделях конечных элементов. 
Мы возвращаемся к рассуждениям из параграфа 2.5 и предполагаем, что 
имеем дело с конечно-элементной моделью мембраны с фиксированной 

границей, используя интерполяцию остроугольными треугольниками, 

или соответственно акустического резонатора, используя линейную ин

терполяцию тетраэдрами с тупыми углами между нормалями к граням. 

В каждой из этих моделей сеть элементов модели заставляет множество 
вершин, связанных ребрами, образовывать граф. Существует два типа 
вершин, граничные вершины, где и = О в силу граничных условий, 
и остальные вершины. Эти неграничные вершины оказываются именно 

теми, которые возникают в наших рассуждениях; они образуют граф 

g на N вершинах Р; Е V со множеством ребер Е. Анализ конечно
элементной модели определяет две матрицы К, М на g со свойствами, 
если i #j, то 

kij <О, mij >О, если (Pi, Pj) ЕЕ} 
kij = О, mij = О иначе. 

(9.7.1) 

Заметим, что если (Р;, Pj) Е Е, мы будем говорить, что Р;, Pj являются 
присоединенными вершинами, в этом случае мы будем писать Pi,...., Pj. 
Наши рассуждения будут сосредоточены на узловых вершинах, т. е. вер

шинах Pi, в которых ui =О. Докажем для начала 

Теорема 9.7.1. В предположениях (9.7.1) неграничная узловая 
вершина собственного вектора для (9.1.1) не может иметь соседей, 
знак которых постоянен. 

Доказательство. Пусть Pi является неграничной узловой верши
ной, т.е. и; =0. i-я строка (9.1.1) имеет вид 

(9.7.2) 

где суммирование берется по таким j(# i), для которых Pi ,...., Pj; для 
этих j, kij - Лmij <О. Если щ ~О(~ О) для всех таких j, для которых 
по крайней мере одно неравенство является строгим, тогда левая часть 

уравнения (9.7.2) будет строго отрицательной (положительной), получе
но противоречие. • 
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Следствием этой теоремы является то, что у неграничной узловой 
вершины либо есть как положительные, так и отрицательные соседи, ли

бо все ее соседи являются узловыми вершинами. Усилением указанного 
утверждения является утверждение, что множество узловых вершин для 

данного собственного вектора должно иметь как положительных, так 

и отрицательных соседей: оно должно разделять положительные и от

рицательные множества вершин. Если граф g является связным, т. е. К 
и М являются неразложимыми матрицами (см. работу Бузакера и Саати 
(Busacker, Saaty) 1965 г. [46] ), тогда можно утверждать большее: если 
собственный вектор u является неотрицательным, то он должен быть 
строго положительным. Такой собственнный вектор должен соответ

ствовать наименьшему собственному значению, которое, следователь

но, является простым: не существует двух положительных собственных 

векторов u, v, которые ортогональны относительно М: Л1 < Л2. 
Имеет место важный принцип максимума для уравнения в частных 

производных (9.6.3): решение и(х) не может обладать внутренним по
ложительным минимумом или внутренним положительным максимумом 

(Проттер и Вейнбургер (Protter, Weinbuгger) [271] (1984)). Для того 
чтобы сформулировать дискретную версию этого принципа, нам необ

ходимо разделить неграничные вершины конечно-элементной модели на 

два множества: вершины, соединенные с граничными вершинами, ко

торые мы будем называть приграничными верtuинами; и оставшиеся, 

которые мы будем называть внутренними вершинами. 

Теорема 9.7.2. Если Q является связным и условия (9.7.1) спра
ведливы, то собственный вектор для (9.1.1) не может иметь локаль
ный положительный минимум или локальный отрицательный макси

мум во внутренней вершине. 

Доказательство. По определению, внутрення вершина соединена 

только с неграничными вершинами. Следовательно, она является вер
шиной для внутреннего элемента, т. е. элемента, не имеющего вершин 

на границе. Согласно способу ее построения по формуле (2.5.6), матрица 
жесткости Ке внутреннего элемента допускает колебания в форме твер
дого тела, {1, 1, 1} для треугольной сети и {1, 1, 1, 1} тетраэдральной 
сети. Если Pi является внутренней вершиной, то элементы, которым 
принадлежит Pi, являются внутренними элементами. Последнее означа
ет, что после преобразования Ке к виду К мы получаем, что если Pi 
является внутренней вершиной, то 2: kij = О, где суммирование рас
сматривается по всем j таким, что Рз ~ Pi. Тогда i-я строка (9.1.1) 
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имеет вид 

а значит, 

(9.7.3) 

Пусть существует локальный положительный минимум во внутренней 
вершине Pi так, что щ ;:::: О и Uj - ui ;:::: О для всех j таких, что Pj "'Pi, 
и либо первое неравенство является строгим, либо второе неравенство 

является строгим, для по крайней мере одного j такого, что Pj "' Pi. 
(Связность графа g нам необходима для того, чтобы каждая вершина 
Pi обладала соседней вершиной.) Первая сумма в левой части являет
ся неположительной, тогда как вторая сумма является нулевой; сумма 

справа неотрицательна; одна из двух частей, левая или правая, - нену

левая. Последнее невозможно. 8 

Эта теорема относится к собственным векторам из (9.1.1), однако 
легко ее переформулировать для применения к собственным функциям 
конечно-элементной модели, полученным при помощи линейной интер

поляции из значений на вершинах. Собственные функции, полученные 
при линейной интерполяции, могут обладать локальными максимумами 

и минимумами только на вершинах сети. Отсюда следует, что собствен
ные функции не могут иметь локальный положительный минимум или 

локальный отрицательный максимум на внутренней вершине. Проще 
говоря, можно утверждать, что колебание может иметь волны, но не 
впадхны. 

Одним из краеугольных камней теории, относящейся к уравнению 
(9.6.3), является теорема об однозначном продолжении. Посредством ее 
мы понизили верхнюю границу на число областей знакопостоянства для 

собственных функций из (9.6.3), (9.6.4) с n + r - 1 до n. Не существует 
прямого дискретного аналога для однозначного продолжения; существу

ет аналог из леммы 9.9.2, однако он не является простым. Рисунок 9.7.l 
дает пример собственной волны конечно-элементной модели, имеющей 
нулевые части. Если матрицы К и М симметричны относительно осей 
х и у, то существует колебание, которое является антисимметричным 

относительно обеих осей так, что значения в вершинах должны иметь 

указанные знаки. Имеется четыре полностью нулевых треугольника в 

центре и четыре другие пары нулевых треугольников, однако собствен

ные колебания не являются тождественно нулевыми. 

Даже при отсутствии прямого дискретного аналога для однознач
ного продолжения мы все-таки можем получить дискретные аналоги 
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Рис. 9.7.1. Собственный вектор может иметь один нулевой (штрихованный) мно
гоугольник или более одного такого многоугольника 

теорем 9.6.1, 9.6.2. Для начала нам надо найти дискретные аналоги 
областей знакопостоянства из непрерывных теорем. Имеются два 
различных способа рассмотрения кусочно-линейной функции и, полу
ченной из собственного вектора для (9.l .l): исследование значений ui 
и, в частности, знаков ui на вершинах Pi графа 9; исследование подоб
ластей с кусочно-прямыми границами, на которых линейные интерполя

ции и(х) имеют один знак: или нестрогий, и(х) ~О (~О), или строгий, 
и(х) >О(< О). 

Рассмотрим первый способ. Сеть конечно-элементной модели опре
деляет граф g с N вершинами Pi. А вектор u Е VN сопоставляет зна
чение ui и, в частности, знак +, О или - каждой вершине Pi графа 9. 
Мы можем связать строго положительные вершины посредством ребер 
из Е для получения максимальных связных подграфов графа 9. назы
ваемых сильно положительными графами знака (сильно положитель

ными подграфами). То же самое можно сделать с отрицательными вер
шинами, для получения сильно отрицательных графов знака (сильно 
отрицательных подграфов). Таким образом, мы можем разбить граф 
g на непересекающиеся сильно положительные подграфы, сильно отри
цательные подграфы и множество нулевых вершин. На рисунке 9.7.2 
показан граф с двумя сильно положительными и двумя сильно отри
цательными подграфами, каждый из которых состоит только из одной 

вершины. С другой стороны, мы можем разбить граф g на слабо поло-
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Рис. 9.7.2. Граф имеет два сильно положительных и два сильно отрицательных 
подграфа; он имеет только один слабо положительный и один слабо отрицатель

ный подграфы 

жительные и слабо отрицательные графы (знака) путем рассмотрения 
максимальных связных подграфов для неотрицательных и неположи

тельных вершин соответственно. Граф на рисунке 9.7.2 имеет только 
один слабо положительный граф знака и один слабо отрицательный 
граф знака; эти графы пересекаются. 

Два графа знака, 8 1, 82 , сильного или слабого, называются присо

единенными, если существуют вершины Р1 Е 81, Р2 Е 82 такие, что 
Р1 ,....., Р2 . Нам потребуется следующее простое, но важное свойство: 

Лемма 9.7.t. Если два различных графа знака являются присо
единенными, то они имеют различные знаки. 

Доказательство. Если знаки одинаковы, то по крайней мере один 

не будет максимален. • 
Заметим, что если два присоединенных графа сильного знака явля

ются непересекающимися, то два присоединенных графа слабого знака 

могут и пересечься. 

Перейдем к рассмотрению второго способа; рассмотрим знаки 

кусочно-линейной «собственной функции>}, полученной посредством ин-
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терполяции по значениям на вершинах щ собственного вектора u. Эта 
«собственная функция» определена на области с кусочно-прямой (в Я2 ) 
или кусочно-плоской (в яз) границей, которая является некоторой ап
проксимацией на первоначальной области D. Мы не исследуем вопрос 
о том, насколько хороша данная аппроксимация, мы также не рассмат

риваем вопросы сходимости или выбора достаточно хорошей сети. В 

силу этого, мы будем просто говорить о конечно-элементной модели об

ласти D, забывая о том, что могут быть некоторые другие исходные 
области, возможно, с кривой линией границы. Область D разделяется, 
как и граф Q, на подобласти сильного знакопостоянства, Di, на кото
рых и(х) строго больше или строго меньше нуля, и на границах которых 
и(х) =О. Каждая из этих областей будет многоугольником в R2 и поли
эдром в Rз. В частности, узловые точки и в Я2 будут кусочно-прямыми 
линиями, либо замкнутыми, либо начинающимися и кончающимися на 
границе, или узловыми многоугольниками, как на рисунке 9.7.1. В яз 
они будут являться кусочно-плоскими поверхностями, которые либо яв

ляются замкнутыми, либо начинаются и кончаются на границе, либо 
являются полиэдрами. Вместо использования областей сильного знако
постоянства, мы можем воспользоваться областями слабого знакопосто

янства; они также будут иметь кусочно-линейную или кусочно-плоскую 

границу. Слабоотрицательные и слабоположительные области знакопо
стоянства могут пересекаться. 

Для сетей из треугольников или тетраэдров, отвечающих линейной 
интерполяции, существует явное соответствие между графами знака, 

с одной стороны, и областями знакопостоянства, с другой. Для каждой, 
положительной или отрицательной, области знакопостоянства, сильного 

или слабого, существует в точности один, положительный или отрица

тельный, граф знака, сильного или слабого. Это означает, что мы можем 

посчитать число областей знакопостоянства при помощи подсчета гра

фов знака. 

Однако заметим, что конечно-элементная модель с прямоугольной 
сетью, которая иногда используется в R2

, не обладает такими простыми 
свойствами. Внутри прямоугольника и(х, у) имеет билинейную интерпо
ляцию 

и(х,у) = р + qx + ry + sxy. 

Все вершины прямоугольника являются соседями друг друга в том 
смысле, что все внедиагональные коэффициенты матриц являются нену

левыми. Поэтому мы изображаем, что вершины прямоугольника соеди-
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Рис. 9.7.3. Прямоугольный конечный элемент; каждая вершина соединена со 
всеми другими 

нены диагоналями так же, как и сторонами, см. рис. 9.7.3. (Однако 
пересечение диагоналей не является вершиной графа.) 

Для этой сети можно показать, что матрица масс элементов яв

ляется строго положительной и внедиагональные элементы матрицы 

жесткости являются строго отрицательными тогда и только тогда, ко

гда стороны а, Ь нашего прямоугольника удовлетворяют неравенствам 

1/../2 < а/Ь < ,/2, т. е. если прямоугольник не является слишком тон
ким. Существует аналогичный результат (упр. 9.7.1) для сети с прямо
угольными ячейками в R3 . Следовательно, при этих условиях матрицы 
К, М для всей сети будут удовлетворять неравенствам (9.7.1). Это озна
чает, что мы можем применить результаты приведенных ниже рассуж

дений к графам знака прямоугольной решетки, однако, как показывает 

пример на рисунке 9.7.4, мы не можем расширить эти результаты на об
ласти знакопостоянства. Рисунок 9.7.4 изображает сеть, состоящую из 
девяти квадратных элементов. Вершины А и В соединены и имеют оди
наковый знак, значит, они принадлежат одному и тому же графу знака. 

Однако, так как узловые линии на элементе теперь являются гипер
болическими и не являются прямыми, А и В принадлежат различным 
областям знакопостоянства; существует промежуточная отрицательная 

область между ними. 
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Рис. 9. 7.4. Вершины А и В являются соседними, хотя принадлежат различным 
областям знакопостоянства 

Упражнения 9. 7 

1) Найдите условия на частные размерностей прямоугольника, так что 
матрица жесткости, построенная при помощи линейной интерполя

ции волн 

1, х, у, z, yz, zx, ху, xyz, 

обладает свойством знаков из (9. 7.1 ). 

9.8. Графы сильного знака 

Согласно рассмотрениям параграфа 9.7 должно стать понятным, что 
мы можем изучать знаковые свойства собственных векторов по графу g 
как вопросы, касающиеся его самого, т. е. не рассматривая эти вопросы, 

как возникающие из конечно-элементной модели. Мы будем поступать 
именно так и, чтобы упростить исследование, рассмотрим собственные 

числа в каноническом виде, а именно 

(A-,\I)u=O 

при следующем предположении: если i # j, то 
aij =О если (~,Pj) ф; Е, aij <О, если (Pi,Pj) ЕЕ. 

(9.8.1) 

(9.8.2) 

Теперь мы покажем, что все результаты справедливы для уравнения 

(9.1.1) при условиях (9. 7.1 ). В этом параграфе мы будем называть гра
фом знака граф сильного знака. Теорема, которую мы собираемся дока
зать, относительно числа графов знака является дискретным аналогом 
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теоремы 9.6.1. Для ее доказательства нам потребуется повторить метод, 
использованный в теореме 9.6.1, и доказать лемму, следуя работе Дэви
са, Глэдвелла, Лэйдолда и Стадлера (Davies, Gladwell, Leydold, Stadler) 
(71] (2001). 

Пусть u является собственным вектором ДJIЯ (9.8.1) в собственном 
пространстве Лn. Предположим, что u имеет m графов знака Si, i = 
= 1, 2, ... , m. Определим m векторов wi, i = 1, 2, ... , m, таких, что 

{ 
u на si 

wi = О иначе. 

Конкретизируем, пусть wi = {wi,l, wi,2, ... , wi,N }. Тогда wi,j = Uj, если 
Pj Е sj, и Wi,j =о иначе. Следовательно, 

Теперь рассмотрим уравнение 

m 

V = :l:ciWi. 
i=l 

(9.8.3) 

Применяя непосредственные вычисления, можно проверить (упр. 9.8.1) 
лемму Дюваля и Рейн ера (Duval, Reiпer) (Дюваль, Рейн ер (1999) [ 82)). 

Лемма 9.8. l. 

m m 

vт Av - ,\vтv = l::c;wf(Au- ..\u) - ~ L (ci - cj)2wf Awj. 
i=l i,j=l 

Это позволяет доказать следующую теорему. 

Теорема 9.8. l. Любой собственный вектор, соответствую

щий Лп, имеет не более п + r - 1 графов знака. 

В этом случае определяющим уравнением является уравнение 
(9.8.1), А удовлетворяет (9.8.2), собственные значения (Лn)f" упоря
дочены согласно (9.6.1), и Лп имеет кратность r, а значит, равенство 
(9.6.2) остается справедливым. 
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ДоJ{азательство. Так как ничто из wi не является тождествен
но нулевым и они ра:3ъединены, их линейная оболочка имеет раз

мерность m. Следовательно, существуют такие вещественные констан
ты ( ci)i, не все равные нулю, что вектор v отличен от нуля и ортогона
лен первым (m - 1) собственным векторам (uj)r-1 матрицы А, т. е. 

VT Uj = 0, j = 1, 2, ... , m -1. 

Без ограничения общности можно рассмотреть vт v = 1. Следователь
но, по теореме о минимаксе (параграф 2.1 О) получим 

(9.8.4) 

Теперь применим лемму 9.8.1 при Л = Лп, u = Un. Найдем 

m 

vт Av-' =_.!.~(с· - с·) 2wт Aw· Ап 2 ~ • J • J• (9.8.5) 
i,j=l 

Покажем, что сумма в правой части является неотрицательной. Коэф

фициент wr Awj является ненулевым, только если Wi, Wj соответству
ют присоединенным графам знака; присоединенные графы знака име

ют противоположные знаки (лемма 9.7.1 ); присоединенные графы знака 
не пересекаются. Последнее означает, что любое ненулевое произведе
ние wf Awj включает только отрицательные внедиагональные элементы 
матрицы А; следовательно, 

wT Awj = (±)(- )(=F) = +. 

Поэтому уравнение (9.8.5) позволяет получить 

VT Аv-Лп:::;; О. (9.8.6) 

Комбинируя эти результаты с (9.8.4), получаем Лm :::;; Лn. Так как 

Лп < Лп+r• то Лm < Лп+r, т. е. т:::;; п + r - 1. 8 

Заметим, что невозможно сделать вывод о том, что неравенство 
(9.8.6) является строгим, так как е; -Cj может обнулиться на всех парах 
индексов i,j, для которых wT Awj строго положительны. 

Как мы утверждали ранее, теорема 9.8.1 является дискретным до
полнением к CNLT в виде теоремы 9.6.1. Многие исследователи пыта
лись уменьшить границу п + r - 1. Фридман (Friedman) .в работе [96] 
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(1993) построил пример звезды на N вершинах для того, чтобы пока
зать, что оценка точна и не может быть редуцирована как в теореме 

9.6.2 к п. Для звезды второе собственное значение матрицы Лапласа 
(упр. 9.8.2) имеет кратность N - 2, и соответствующий собственный 

вектор имеет N - 1 граф знака. Следовательно, если N - 1 > 2, т. е. 

N ~ 4, то второй собственный вектор имеет более двух графов знака. 
Несмотря на этот контрпример, Дюваль и Рейнер в работе [82] (1999) 
попытались редуцировать оценку к п; ошибка в их доказательстве об

суждается в работе Жу (Zhu) [342) (2000). По существу их ошибка 
состояла в предположении, что неравенство (9.8.6) может быть стро
гим. Обсуждение частично ошибочных результатов из работ Фридмана 
[96] (l 993) и ван дер Хольста (van der Holst) [326] (1996) может быть 
найдено в работе Дэвиса, Глэдвслла, Лэйдолда и Стадлера [71] (2001). 

Заметим, что различия между оценками п + r - 1 и п возникают 
только тогда, когда r > 1, т. е. Ап является кратным. Следуя работе Гл
эдвелла и Жу [131] (2002), мы покажем, что невозможно редуцировать 
оценку п + r - 1, если .Л.п является кратным собственным числом. В 

этом случае возможно построить r ортогональных векторов (uз );;+r-1, 

порождающих собственное пространство, соответствующее Лп, так, что 

uз имеет не более j графов знака, j = п, п + 1, ... , п + r - 1. На самом 
деле возможно продвинуться далее и построить r линейно независимых 
(но не обязательно ортогональных) векторов, порождающих собственное 
пространство, соответствующее Ат так что каждый из них имеет не бо
лее п графов знака. Обозначим число графов знака для u через SG(u). 

Теорема 9.8.2. По условиям теоремы 9.8.1, если u является соб
ственным век.тором, отвеч.ающим Ап, и SG(u) = m > п, то в 060-

знач.ен.иях формулы (9.8.3) мы можем найти 

п 

V = 2.:cjWj, 
j=l 

тогда v является собственным век.тором, отвечающим Ап, 
и SG(v) ~п. 

Доказательство. Мы можем выбрать сз, не все равные нулю, так, 

что v ортогонален (щ)1- 1 . По теореме о минимаксе AR ~ .Л.п. Полем
ме 9.8.1, Лн ~ Лп. С.ле>:,овательно, Лн = Лп, и v является собственным 
вектором, отвечаюuiнм· Ап. По построению SG(v) ~ п. 8 

Мы будем обозначать отнормированный вектор v, построенный та
ким образом, через v = T((wj)1.f, (щ)i- 1 ). Вектор v определен не един-
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ственным образом; всегда существует нетривиальное множество ( cj )1, 
однако оно не обязательно единственно. 

Заметим, что в теореме 9.6.2, непрерывной версии CNLT, мы пред
полагаем, что собственная функция ип(х) имеет более чем п областей 
знакопостоянства, и строим соответствующую собственную функцию 

v(x) ортогональной к (ui(x))j"- 1
, однако равной нулю на Dп+1; далее 

мы пользуемся теоремой об однозначном продолжении для собственной 

функции на связной области D для доказательства того, что v(x) = О 
на D; это противоречит предположению о том, что v(x) - собственная 

функция, т. е. не является тривиальной. В дискретном случае мы рас

сматриваем собственный вектор Un, удовлетворяющий SG(Uп) = m > п, 
и строим новый вектор v таким образом, что SG(v) ~ п; новый соб
ственный вектор имеет не менее одного нулевого графа знака, однако 

он является собственным вектором, и противоречия нет. 

Теперь мы можем доказать следующую теорему. 

Теорема 9.8.3. Пусть справедливы условия теоремы 9.8.1. Ес
ли Лп является собственным значением кратности r, то можно 

найти r ортонормальных собственных векторов ( Uj )~+r-l, соответ
ствующих Лп, таких, что SG( Uj) ~ j, j = п, п + 1, ... , п + r - 1. 

Доказательство. r-мерное собственное пространство V, соответ
ствующее Лп, имеет орто нормальный базис (vj )~+r- 1 . Теорема 9.8.1 
утверждает, что SG(vj) ~ п + r - 1 для j = п,п + 1"",п + r - 1. 
Если SG(vn) ~ п, рассмотрим Uп = vn; иначе SG(vn) > п. В этом слу
чае, если ( w j )1 ( m > п) являются собственными векторами графа знака 
для Vn, то рассмотрим Un = T((wj)1; (щ)f- 1 ), так что SG(un) ~ п. 
Будем доказывать по индукции. Пусть мы уже построили ортонормиро

ванные векторы un, Uп+1, ... , Un+s-1(1 < s < r) такие, что SG(uз) ~ j 
для j = п, п + 1, ... , п + s - 1. Покажем, как построить Un+s· Сперва 
найдем новый ортонормированный базис (из )~+s- 1 , (хз )~+:- 1 для про
странства V. Если SG(xn+s) ~ n+ s, то рассмотрим Uп+s = Xn+s; иначе 
SG(xn+s) > n+s; в этом случае, если (wj)'l(m > n+s) являются векто
рами графа знака для Xn+s• рассмотрим Un+s = T((wj)j"+s; (uj)f+s-1). 

Продолжим действовать тем же способом для того, чтобы найти такие 
(щ)7+r- 1 , что SG(щ) ~ j. 8 

Теперь мы усилим этот результат. 

Теорема 9.8.4. Пусть справедливы условия из теоремы 9.8.1 и Лп 
является собственным значением кратности r, с собственным про-
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странством V. Тогда существует базис (щ )7+r-l пространства V 
такой, ц,то SG(uJ) ~ п. 

Доказательство. Будем действовать, по сути, аналогично теоре

ме 9.8.3. Построим Un как и ранее и будем рассуждать по индукции: 
пусть мы уже нашли базис (щ)~+s- 1 , (xJ)~+:- 1 пространства V такой, 
что SG(щ) ~ п для j = п,п+ 1, ... ,п+ s -1, покажем, как постро
ить Un+s· Если SG(xn+s) ~ п, то Un+s = Xn+s; иначе SG(xn+s) = 
= п + t, 1 ~ t ~ r - 1. В этом случае пусть W является простран
ством, порожденным векторами графа знака (wj)f+t для Хп+s: если 
w Е W, то w = L:;~: CJWJ = Wc. Пусть У является подпростран
ством в W, ортогональным к (uJ)r- 1

; У не является пустым, так как 
Xn+s = E;~:wj Е У. Если у Е У, то у= Wc и uJy = uJWc =О, j = 
= 1, 2, ... , п - 1. Из этих п - 1 условий на cJ т ~ п - 1 являются неза
висимыми; они могут быть записаны в виде Вс = О, где В Е Mm,n+t· 
Тогда матрица В имеет т линейно зависимых столбцов, которые после 
подходящей перенумерации Wj могут рассматриваться как первые т. 

Следовательно, Вс = О записывается в виде 

(9.8. 7) 

где В 1 Е Mm является невырожденной, В2 Е Mm,n+t-m. 

Пространство решений для уравнения (9.8.7) порождается п + t - т 
решениями, полученными при рассмотрении уравнений c~i~ = б;k, i = 
= m+ 1, ... , n+t, и их решении относительно Cli). Каждый' такой выбор 
задает вектор у; = W c(i); все эти векторы линейно независимы и по
рождают У; по построению SG(yi) ~ т + 1 ~ п. По крайней мере один 
из векторов Yi. скажем Ур. должен быть линейно независим с (щ )~+s- 1 , 
так как Xn+s Е У по построению линейно независим с ( Uj )~+s-l. Рас
смотрим Un+s = УР• тогда SG(Un+s) ~ п. Можно продолжать таким 
образом, пока мы не найдем такой вектор (uJ)~+r- 1 , что SG(щ) ~ п . 

• 
Мы завершим этот параграф обсуждением некоторых других след-

ствий леммы 9.8.1. 
Пусть u является собственным вектором, отвечающим кратному 

собственному значению Лп, т. е. Au = Лпu. Предположим, что SG(u) = 
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= m > п и v из (9.8.3) были вычислены так, что они являются ор
тогональными к (uJ )~~ 1 . Тогда, как было показано ранее, v является 
собственным вектором, отвечающим Лп, т. е. Av = Лп v. Тогда по лем
ме 9.8.1 для Л = Лп получим 

m 

L:: (ci - cJ) 2w'{ Awj =О. (9.8.8) 
i,j=1 

Однако, как было показано ранее, w[ AwJ ~ О, строгое неравенство 
справедливо тогда и только тогда, когда графы si, sj являются смеж
ными. Уравнение (9.8.8) позволяет заключить, что если Si, Sз являются 
смежными, то с;= cj. Это означает, что если пропустить один граф зна
ка, например Si, при построении v по графам знака для u (т. е. с; =О), 
то любой граф знаков SJ, являющийся смежным к Si, должен быть так
же пропущен (cJ = с; = О). С другой стороны, если граф Si включен 
в v, то любой другой граф знака SJ. являющийся смежным к графу Si, 
должен быть включен, причем он должен быть включен с тем же весом, 

что и Si : сз = Ci- Это означает, что при построении v из графов знака 
для u любой связный граф, составленный из графов знаков для u, дол
жен быть либо включенным, либо исключенным целиком. Это позволяет 
доказать следующую теорему. 

Теорема 9.8.5. Пусть условия, сформулированные в теореме 

9.8.1, справедливы. Предположим, что u - собственный вектор, от

вечающий Лп, - имеет более чем п графов знака, т. е. SG(u) = n+g, 
g ~ 1. Эти графы знаков можно сгруппировать в g + s попарно не 
пересекающихся связных графа (CJ)f+s, и s ;3 1. 

Доказательство. Если s < 1, т. е. s ~О, то существуют по крайней 
мере не более g связных графов CJ. Если построить нетривиальный соб
ственный вектор из п + g графов знака для u, удаляя g из них таким 
образом, что по крайней мере одно Sз для каждого Сз окажется удален
ным, то никто из Сз не появится; т. е. v будет тождественно нулевым. 
Полученное противоречие дает s ~ 1. • 

Эта теорема обладает рядом следствий: 

(i) Если u имеет m = п + g графов знака, то связная компонента Сз 
может содержать не более п графов знака. Если окажется, что есть 
компонента, содержащая п+ 1 графов знака, то тогда будет не более 
1 + (п + g - п - 1) = g связных компонент. Это дает несколько 
ограниченное дополнение к теореме 9.6.2. 
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(ii) Если существуют п графов знака в одной компоненте Cj и п ;;;;: 2, то 
g ;;;;: 2. Иначе, если п графов знака находятся в одной компоненте 
Cj, то они должны образовывать собственный вектор; тогда анало
гичное будет выполнено для оставшихся п+ g-n = g графов знака. 
Если п ~ 2, то собственный вектор, ортогональный к щ, должен 
иметь по крайней мере два графа знака; g ~ 2. 

(iii) Если Q является связным графом и Un не имеет нулей, то, для 
простого или кратного Лпе, SG(un) ~ п. Иначе, если не существует 
нулевых вершин, то все графы знака окажутся в одной компоненте. 

Упражнения 9.8 

1) Докажите лемму 9.8.1, принадлежащую Дювалю и Рейнеру. 

2) Рассмотрите звезду на N вершинах с условием ан = N -1, aii = 1, 
ан = -1, i = 2, ... , N. Покажите, что собственные значения равны 
0,1,N. 

Покажите, что второе собственное значение имеет кратность N - 2 
и что существует собственный вектор, отвечающий А.2 с N - 1 гра
фом знака. 

3) Постройте N - 2 ортогональных собственных вектора, отвечаю
щих Л2 для звезды из упр. 9.8.2, с условием: Uj имеет только j 
графов знака, j = 2, 3, ... , N - 1. 

4) Для той же звезды постройте N - 2 линейно независимых собствен
ных вектора Uj таких, что каждый имеет только 2 графа знаков. 

9.9. Графы слабого знака 

Для получения дискретного аналога теоремы 9.6.2 мы должны рас-
смотреть графы слабого знака. · 

Лемма 9.9. t. Пусть S1, S2 являются присоединенными графами 
слабого знака. Существует пара вершин Р1 , Р2 такая, что Р1 Е S1, 
Р2 Е S2\S1 (т. е. Р2 принадлежит S2, однако не лежит в S1) 
и Р1~Н. 

Доказательство. Без ограничения общности мы будем предпола

гать, что S1 является слабо положительным и 5 2 является слабо от
рицательным графами. Если 5 1, S2 не пересекаются, то по определе

нию присоединенных графов существуют Р1 Е S1, Р2 Е S2 такие, что 
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Р1 ,-..., Р2; так как S1 1 S2 не пересекаются, Р2 Е S2\S1. В противном 
случае S1, S 2 имеют непустое пересечение S1 n S 2 . S1 n S2 является 
сильным подграфом в Q, поэтому все вершины Р1 Е S1 n S2 могут яв
ляться внутренними вершинами в смысле, описанном в параграфе 9.7. 
Любая граничная вершина Р1 будет обладать требуемым свойством: для 
указанной Р1 существует вершина Р2 такая, ЧТО Р2 rv Р1 и U2 <О, т. е. 
Р2 Е S2\S1. 8 

Будем предполагать, что u - собственный вектор, отвечающий 

Лr" - имеет m ~ п графов слабого знака Si. Определим wi, i = 
= 1, 2, ... , m, как и ранее и выберем е;,, i = 1, 2, ... , m, не все равные 
нулю и удовлетворяющие условию: v, заданный формулой (9.8.3), орто
гонален ui, i = 1, 2, ... , m - 1. Докажем результат о продолжении для 
коэффициентов е;,, последнее будет дискретным аналогом теоремы об 

однозначном продолжении для собственных функций. 

Лемма 9.9.2. Пусть m ~ n и два графа слабого знака S1 и S2 
для u являются смежными, тогда с2 = с1 . 

Доказательство. Без ограничения общности мы можем предпола
гать, что граф S1 является слабо-положительным и S2 является слабо 

отрицательным. Будем действовать так же, как и при выводе уравнения 

(9.8.8). По теореме о минимаксе vт Av ~ Лm, из леммы 9.8.l имеем 
vт Av ~ Лп, и 

m 

I: (е;, - cj)2w[ Awj =о. 
• i,j=l 

(9.9.l) 

Применим лемму 9. 9.1. Если S 1 и S2 не пересекаются, то существует 

пара Р1, Р2 такая, что Р1 Е S1, Р2 Е S2 и Р1 ,.._, Р2; следовательно, 
и 1 > О, и2 < О, ai2 < О. Получим wf Aw2 ~ и1а12и2 > О, и равенство 
(9.9.l) дает с1 = с2. 

Иначе, S1 ,S2 пересекаются. Так как vт Av ~ Лп, v, как и u, при
надлежит собственному пространству, соответствующему Лп, а значит 
это же справедливо для 

m 

z = c1u - v = 2:(с1 - cj)wj. 
j=l 

По определению, Wj,i =О, иначе Pi Е Sj. Выберем Р1 и Р2 как в лемме 
9.9.l: Р1 Е S1 n S2 дает и 1 = О, т. е. wj,1 = О для всех j, таких, что 
z 1 =О. 
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Так как z принадлежит собственному пространству для Л11 , получа-

ем 

а значит 

тп 

Л11 z = Az = 2,)с1 - cj)Awj, 
j=l 

тп 

Лпz1 =О= 2.:(с1 - Cj)(Awj)1, = 
j=l 
тп N 

= 2.:Сс1 - Cj) 2.:a1iWj,i, 
з·=1 i=2 

(9.9.2) 

где мы воспользовались тем, что Wj, 1 = О. Коэффициент ан при i ;:::: 2 
равен нулю, за исключением случая Pi,..., Pi. Так как и~ =О, все такие 
Р;, принадлежат S 1 или S2. Следовательно, сумма в равенстве (9.9.2) 
берется только при j = 2: 

N 

О= (с1 - с2) La1iw2,i· 
i=2 

Так как S2 является слабо отрицательным графом, aliw2,i :;:: О для 
i = 2, ... , N: каждый коэффициент в сумме является неотрицательным. 
в силу Р1 rv Р2, получаем ai2 <О; так как Р2 Е S2\S1, W2,2 = U2 <о и 

следовательно, с1 = с2. 

N 

2.: aнw2,i ~ ai2u2 > О, 
i=2 

Теперь мы можем доказать следующий результат. 
• 

Теорема 9.9.t. Если Q является связным, то любой собствен
ный век.тор, соответствующий Лn, имеет не более п графов слабого 
знак.а. 

Доказательство. Пусть, если это возможно, u содержит m графов 
слабого знака Si, i = 1, 2, ... , m, и m > п. По крайней мере один из 
коэффициентов с;,, скажем с1, является ненулевым. Так как п :;:: 1, по
лучаем m ;;:,, 2. Так как Q является связным графом, то S 1 является 

присоединенным к, как минимум, одному графу слабого знака, который 

мы обозначим как S2. Лемма 9.9.2 утверждает, что с2 = с1 . Если т? 3, 
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то один из графов S1, S2 является присоединенным к одному из остав
шихся графов знака Si, i = 3, ... , т, например Sз, иначе g не будет 
связным. Следовательно, сз = с2 = с1 по лемме 9.9.2. За m - 1 шагов 
мы можем заключить, что cm = Cm-1 = · · · = с2 = с1. Следовательно, 
v = с1 u. Однако v был построен так, чтобы являться ортогональным 
к ui для i = 1, 2, ... , m - 1; если m > n, v является ортогональным к u, 
что противоречит v = с1 u. Следовательно, m (; п. • 

9.10. Обобщение М-, К-задач 

Доказательство теоремы 9.8.1 о графах сильного знака базируется 
на двух фундаментальных результатах: теореме Куранта о минимаксе 

и лемме 9.8.1 (лемме Дюваля и Рейнера). Теорема 9.9.1 о графах сла
бого знака использует эти два результата и леммы 9.9.1, 9.9.2. 

Все эти промежуточные шаги допускают обобщение для получения 

результатов о задаче (9.1.1), где матрица К обладает свойством PSD, 
М обладает свойством PD, а К и М удовлетворяют уравнению (9.7.1). 

Следовательно, так как матрица М обладает свойстом PD, то теоре
ма о минимаксе справедлива для отношения Рэлея vTKv /vтмv. Лем
ма Дюваля и Рейнера (лемма 9.8.1) обобщается следующим образом: 

Лемма 9.10.1. 
m m 

vт(К - ЛМ)v = LcJw[(K - ЛМ)u- ~ L (е; - cj)2w[(K - ЛM)wj. 
i=l i,j=l 

Так как К обладает свойством PSD и М обладает свойством PD, 
собственные значения Ai являются неотрицательными. Последнее озна
чает, что когда Wi, Wj отвечают присоединенным графам знака, спра

ведливо 

w[(K- ЛM)wj = (±){(-) - (+)}(:i=) = +. 

Все рассуждения, использованные для доказательства теорем 9.8.1, 
9.9.1, пройдут как и раньше с заменой А на К - .ЛМ. 

Упражнения 9.10 

1) Докажите лемму 9.10.1. 



ГЛАВА 10 

Функции Грина и интегральные 

уравнения 

Стало быть, ум сугубо математический будет правильно ра
ботать, только если ему заранее известны все определения и на

чала, в противном случае он сбивается с толку и становится 

невыносим, ибо правильно работает лишь на основе совершенно 
ясных ему начал. 

Блез Паскаль «Мысли" 

10.1. Введение 

В этой и последующих двух главах мы будем рассматривать обрат

ные задачи теории колебаний для тройных систем с непрерывно распре

деленной массой: упругая колеблющаяся струна и стержень с продоль
ной вибрацией или вибрацией вращения. В этом параграфе мы формули

руем определяющее дифференциальное уравнение. В параграфе 10.2 мы 
вводим функции Грина и переформулируем проблему собственных зна

чений таким образом, чтобы она задавала собственные частоты в виде 

интегрального уравнения. Параграф 10.3 посвящен спектральной теории 
компактных самосопряженных операторов на гильбертовом простран

стве, и в параграфе 10.4 мы применяем их к интегральным уравнениям 
для функции Грина. Эта глава является вспомогательной для иссле
дований обратных задач из главы 11 и содержит в основном вводный 

материал. 

Уравнение, задающее свободные (бесконечномалые, невозмущен
ные) колебания упругой струны, имеющей единичное напряжение, рас
пределение массы на единицу длины р2 (х) и вибрирующей с частотой r..v, 
записывается следующим образом: 

v"(x) + .A.p2(x)v(x) =О, (10.1.1) 
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где >.. = w2 и ' = d/ dx. Будем обозначать массу на единицу длины 
через р2 (х), а не р(х), для того чтобы подчеркнуть ее положительность 
и чтобы обойтись без постоянных повторений величины р1 12 (х). Пусть 
краевые условия имеют следующий вид: 

v'(O) - hv(O) =О= v1(1) + Hv(1), (10.1.2) 

где h, Н :;:: О и h, Н оба являются нулевыми. Это означает, что концы 
х = О, х = 1 прикреплены к жестким носителям с помощью пружин, 
имеющих жесткости h, Н соответственно. Конечно, настоящая (физи
ческая) струна не может иметь «свободный~ конец в прямом смысле. 
Однако свободный конец можно смоделировать, прикрепляя к концам 
устройство, движущееся трансверсально, таким образом, что наклон 

струны в концевых точках остается нулевым. 

Свободные продольные колебания тонкого прямого стержня с пло
щадью поперечного сечения А(х), плотностью р и модулем Юнга Е 
описываются уравнением 

(A(x)w'(x))' + ЛА(х)w(х) =О, (10.1.3) 

где >.. = pw2 / Е. Краевые условия имеют следующий вид: 

w'(O) - hw(O) =О= w'(l) + Hw(1), (10.1.4) 

где снова h, Н :;:: О и h, Н не являются оба нулевыми. 
Свободные колебания вращения тонкого прямого стержня под дей

ствием второго момента площади J(x), где плотность стержня равняет
ся р, а модуль сдвига - С, связаны уравнением 

(J(x)8'(x))' + ЛJ(х)8(х) =О, (10.1.5) 

где >.. = pw2 /G. Краевые условия имеют вид: 

81(0) - h8(0) =О= 0'(1) + НО(1). (10 . .1.6) 

Очевидно, существует взаимно-однозначное соответствие 

(Е, А, р, v) ___..(С, J, р, 8) 

между продольными и вращательными системами, однако мы теперь 

покажем, что посредством преобразования переменных все эти системы 

могут быть редуцированы к некоторому основному уравнению. 
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В уравнении (10.1.3) введем новую переменную.;, где 

((х) = 1/А(х), w(x) = v(.;). (10.1.7) 

Тогда A(x)w'(x) = A(x)v(.;)e(x) = v(.;), где · = d/df,. Следовательно, 
A(Aw')' = v, и уравнение (10.1.3) принимает вид 

где р(.;) = А(х). Если 

х 

! dt 
.;(х) = A(t)' 

о 

то условия (10.1.4) имеют вид 

1 

! dt 1 
= A(t)' 

о 

v(O) - hA(O)v(O) =О= v(l) + HA(1)v(1). 

(10.1.8) 

(10.1.9) 

(10.1.10) 

Так как А(х) является положительным и ограниченным, уравнение 
(10.1.8) имеет тот же вид, что и (10.1.1), и уравнение (10.1.10) имеет 
тот же вид, что и (10.1.2). Последнее означает, что мы можем сконцен
трировать наше внимание на уравнениях (I0.1.1 ),(10.1.2). 

Мы показали, что уравнение (10.1.3) может быть преобразовано 
в (10.1.1) посредством простой замены переменной. Если мы еще пред
положим гладкость функции А(х), т. е. что А(х) имеет вторую произ
водную, тогда мы можем преобразовать (10.1.3) в другое уравнение, 
которое часто рассматривается как стандартная форма, так называемое 

уравненине Штурма-Лиувилля. 
В уравнении (10.1.З) рассмотрим 

у(х) = f(x)w(x), 

тогда 

(Aw')' = [A(f- 1y' - f'f-2y)]' 

= Af-1y11 + {(Af-1 )' - Af' 1-2}у' - (Af' 1-2)'у. 

Выберем функцию f для того, чтобы коэффициенты в у' обнулились: 

(А1- 1 
)' - AJ' 1-2 =А' 1-1 

- 2А1' 1-2
, т. е" (А1-2 )' =О или f =А 112

• 
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Тогда 

(Aw')' + >.Aw = fy" - f"y + Лfу =О 
или 

у"(х) + [Л - q(x)]y(x) =О, (10.1.11) 

где 

q( х) = J'1 ( х) / f ( х). (10.1.12) 

Заметим, что, так как (10.1.3) может быть преобразовано в (10.1.1), 
последнее равенство может быть также преобразовано в (10.1.11). На 
самом деле, если 

то 

и 

откуда 

где 

v(x) = y(f,)/f(f,), JIO = р11 2 (х), f,'(x) = f 2 (f,) 

v' = vf2 = fy - jy, v" = f 2(fy - fy) 

y(f,) + [Л - q(f,)]y(f,) =О, 

q(f.) = f IO! f(f.). 

(10.1.13) 

(10.1.14) 

(10.1.15) 

Если р(х) непрерывна на [O,l], то уравнение (10.1.1) показывает, 
что v(x) имеет непрерывную вторую производную. Если р(х) имеет раз
рыв первого рода в точке х = f,, то v'(x) является непрерывной, тогда 
как v"(x) имеет точку разрыва в х = f,: 

v"(x)I:: ~~ = -Лv(f,)p2 (x)J:: ~~. (10.1.16) 

Тогда, если р(х) является кусочно-непрерывной на (0,1), то v"(x) также 
является кусочно-непрерывной. 

Для того чтобы показать, что все собственные значения для 

(10.1.1), (10.1.2) должны быть вещественными и положительными, про
ведем следующие рассуждения: пусть, возможно, комплексное число Л 

является собственным значением и v(x) - собственная функция. До

множим (10.1.1) на v(x) и проинтегрируем вдоль интервала (0,1): 

1 1 

j v"vdx + Л j p2vvdx = О. 
о о 
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Проинтегрируем первое слагаемое по частям и подставим конечные 

условия (10.1.2): 

1 1 

j v'v' dx + hv(O)v(O) + Hv(l)v(l) = ,.\. j p2vvdx. (10.1.17) 

о о 

Слагаемые в левой части являются вещественными; интеграл в правой 

части является положительным вещественным числом; ,.\. - веществен

ное число. Сумма в левой части является нулевой только в случае, если 
hv(O) = О = Hv(l). Необходимо рассмотреть два случая i) h, Н > О, 
в этом случае v(O) = v'(O) = v(l) = v'(l), так что v(x) =О, и не суще
ствует собственной функции v(x ); ii) h =О= Н, в этом случае носители 
не имеют жесткости и существует собственное значение Л = О с соот
ветствующей собственной функцией v(x) = coпstaпt. Это называется 
колебанием твердого тела. Не считая этого случая, любое собствен

ное значение является строго положительным. 

Все собственные числа должны являться простыми, иначе и(х), v(x) 
окажутся двумя различными собственными функциями, отвечающими 

одному собственному числу Л, тогда 

u"(x)v(x) - u(x)v"(x) =О, 

т.е. 

u'(x)v(x) - u(x)v'(x) = const. 

Однако, при х =О, краевое условие (10.1.2) позволяет получить 

u'(O)v(O) - u(O)v'(O) =О. 

Следовательно, 
u'(x)v(x) - u(x)v'(x) =О, 

и и(х ), v(x) являются пропорциональными. 
Предположим, что v 1 (х ), v2 (х) являются собственными функциями 

для (10.1.1 ), (10.1.2), отвечающими различным собственным значениям 
Л1, Л2. Тогда 

и 
1 1 

j(vrv2 - v~v1)dx + (Л1 - Л2) j p2v1v2dx =О. 
о о 
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1 

j(v{v2 -v~v1)dx = [v~v2 - v~v1]~ =О 
о 

в силу условий на концах и, следовательно, так как Л1 - Л2 f О, а v1 
и v2 являются ортогональными в том смысле, что 

1 

J p2v1v2dx =О. 
о 

Мы показали, что если уравнения (10. l. l ), (10.1.2) имеют собствен
ные значения, то они будут удовлетворять условиям 

(10.1.18) 

Случай равенства был отделен ранее. Соответствующие собственные 
функции vi(x) будут ортогональными; они могут быть отнормированы 
так, что 

1 ! p2
ViVjdX = дij. 

о 

(10.1.19) 

Мы показали, что изучаемое дифференциальное уравнение может 
быть записано в трех различных формах: (10.1.1), (10.1.3) или (10.1.11). 
Основными уравнениями теории колебаний являются следующие два: 
(10.1.1) для упругой струны; (10.l .3) для стержня. Уравнение (10.l .l l), 
называемое уравнением Штурма-Лиувилля, было введено как некото
рая стандартная форма, для которой проще изучать асимптотический 

вид собственных значений и обратную задачу. Уравнение (10.1.11) изу
чалось в основном абстрактными математиками, однако в нашем изу

чении задач теории колебаний необходимо постоянно помнить, что это 

второстепенное уравнение. 

В этой гдаве мы будем изучать некоторые основные свойства этих 
уравнений, в частности, их спектральную теорию. В главе 11 мы бу
дем изучать некоторые обратные задачи: как восстановить функции 
р(х), А(х) или q(x), возникающие в каждой из трех форм нашего урав
нения. 

Спектральная теория содержит следующие шесть основных направ-

лений. 
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i) Существование бесконечной последовательности различных веще

ственных собственных значений с одной предельной точкой, +оо. 

Для уравнений (10.1.1) и (10.1.3) они все являются положительны
ми, в отличие от первого, который равен нулю, если h = О = Н. 

ii) Полнота собственных функций на [О, 1]. 

iii) Асимптотическая форма собственных значений и так называемые 
нормировочные константы. 

iv) Чередование собственных значений, отвечающих различным конце
вым константам h, Н. 

v) Осцилляторные свойства собствеюшх функций: как много узлов они 
содержат. 

vi) Чередование узлов соседних собственных функций. 

Каждое из этих направлений может изучаться в различных плос

костях, однако существует, по сути, два основных способа: на осно
ве дифференциального уравнения, как такового; путем преобразования 
дифференциального уравнения в интегральное уравнение и дальнейшего 

его исследования. 

Среди этих шести направлений, несомненно, одним из самых слож

ных является ii), полнота собственных функций. В своей недавней моно
графии [212] (1991) Левитан и Саргсян (Levitan, Sargsjan) изучают пол
ноту, редуцируя (10.1.11) к интегральному уравнению, и в дальнейшем 
используют разнообразные методы для получения полноты. Мы будем 
исследовать направления i) и ii) по-разному на самом деле, это напоми
нает чем-то матричный подход к дискретным задачам, рассматривается 

уравнение (10.1.1), оно конвертируется в задачу о собственных значе
ниях интегральных операторов, и далее рассматриваются соответству

ющие задачи функционального анализа. Этот метод потребует больше 

страниц, нежели метод Левитана и Саргсяна, однако мы считаем, что 

у него есть ряд достоинств. 

Для установления асимптотического вида собственных значений 

рассматривается уравнение (10.1.11 ). 
Направления v) и vi), узлы и чередования были исследованы Штур

мом в его работе. Классический, красиво изложенный подход может 

быть найден в работе Инка (Ince) [185] (1927). Левитан и Саргсян 
следуют подходу Штурма. Мы будем использовать полную положитель

ность интегральных уравнений, следуя Гантмахеру и Крейну [98] (1950). 
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Существуют два способа нормализовать определяющее уравнение 
и занумеровать собственные значения; каждый из этих способов имеет 

свои собственные преимущества и недостатки, мы будем использовать 

каждый из этих способов в подходящей ситуации, будем обозначать 

их V в напоминание о колебаниях (vibration) и В, напоминая об урав
нении Штурма-Лиувилля. 

V: определяющим уравнением является (10.1.1) или (10.1.3), урав
нение справедливо для х Е [О, 1]; краевые условия имеют вид 
(10.1.2) или (10.1.4); собственные числа нумеруются как (.>ч)'j'°, 
собственные функции ( vi ( х) )'j'°. 

S: определяющим уравнением является (10.1.11), уравнение справед
ливо для х Е [О, п]; краевые условия имеют вид 

у'(О) - hy(O) =О= у'(п) + Ну(п); 

собственные числа обозначаются: (Лi)8" и собственные векторы 
(yi(x))Q°. 

Следовательно, мы будем использовать V в рассмотрениях пара
графов 10.2-10.8, основанных на методе функций Грина для уравнения 
(10.1.11). Мы будем использовать метод В для исследования асимпто
тического вида собственных значений из параграфа 10.9 и для изучения 
обратных задач для уравнения Штурма-Лиувилля (10.1.11) в главе 11. 

Упражнения 10.l 

1) Покажите, что собственные значения и собственные функции для 
уравнения (10.l.l) при р = 1 и краевых условиях (10.1.2) имеют 
вид: 

,\ = w~, Wn = °'п + /Зп + (n - l)n, n = 1,2, ... , 

где 

°'п = arctan(h/wп), fЗп = arctan(H/wп) 

и 

Уп = cos(wnx - ап), п = 1, 2, ... 

Далее, покажите, что Wn является возрастающей функцией от h 
и Н, а значит, когда h, Н являются положительными, то существует 
только одно собственное значение Wn в каждом из интервалов ((п
- 1)п, пп), п = 1,2, ... 
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2) Рассмотрите различные специальные случаи упр. 10.1.1. Тогда 

а) h = О = Н, то Wп = (п - l)7r, п = 1, 2, ... , заметим: в этом 
случае, который рассматривался ранее, найдется нулевое соб

ственное число с собственной функцией У1 = 1. 
Ь) h =о, н = 00, тогда Wn = (п - 1/2)7r, Уп = COSWnX 

с) h = оо, Н = оо, тогда Wn = n7r, Уп = sinc.vпx 

d) h, Н - конечны, тогда для больших п 

(h + Н) ( 1 ) 
wn = (n- l)7r+ ( ) +о 3 . 

n-l 7r п 

Заметим, что это представление показывает, что лучше обо
значить собственные значения Ло, Л1, .. . , а не Л1, Л2, ... 

3) Разберитесь, как меняются краевые условия (10.1.1), если одно 
из уравнений (10.1.3), (10.1.11) заменить на другое. Заметим, что 
основные уравнения для теории колебаний имеют вид (10.1.1 ), 
(10.1.2) и (10.1.3), (10.1.4), где h,H являются неотрицательными. 
Заметим, в частности, что если (10.1.3) заменить на (10.1.1), т. е. 
на (10.1.8), то вид краевых условий не меняется; сравните (10.1.10) 
и (10.1.2). Однако, если (10.1.1) или (10.1.3) заменить на стандарт
ный вид (10.1.11), то краевые условия изменятся: v'(O) - hv(O) =О 
будет иметь вид У(О) - ky(O) =О и h >О не дает k >О. 

10.2. Функции Грина 

Функцию Грина, возможно, наиболее просто ввести путем рассмот

рения статических отклонений струны с закрепленными концами, по

средством распределенной нагрузки f (х). Определяющее уравнение име-
ет вид 

-v"(x) = f(x), (10.2.1) 

а краевые условия v(O) =О= v(l). Если вместо распределенной нагруз
ки мы рассмотрим одноточечную нагрузку, сконцентрированную в точке 

х = s, то струна будет прямой с каждой стороны от прямой х = s, но ее 
наклон будет иметь разрыв при х = s, как показано на рисунке 10.2.1. 

Следовательно, 

v(x) = {Ах, О~ х ~ s, 
B(l - х), s < х ~ 1. (10.2.2) 
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о s 

Рис. 10.2.1. Натянутая струна 

Равновесие двух частей позволяет получить 

dv 1 х = s+ = _ 1 
dx х = s- ' 

откуда, применяя (10.2.2), получим А+ В = 1. В силу непрерывности 
As = B(l - s), значит 

А= (1 - s), В= s. 

Обозначим итоговое отклонение G(x, s ); следовательно, 

G(x, 
8

) = { x(l - s ), О (; х (; s, 
s(l -x), s (; х (; 1. (10.2.3) 

Для получения отклонения струны при действии распределенной 

нагрузки f (х) мы одновременно применим точечные силы f( s )ds в точ-
ках s; следовательно, 

1 

v(x) = J G(x, s)f(s)ds. 

о 

(10.2.4) 

Очевидно, эта процедура допускает обобщение, и функция Гри

на, может быть определена для краевых условий общего вида (l O. l .2). 
Введем решения уравнения v"(x) =О: ф(х), удовлетворяющие условию 
ф'(О) - hф(О) =О; ф(х), удовлетворяющие условию ф'(l) + Нф(l) =О. 
Так как 

ф"(х) =О= ф11 (х ), 

получим ф(х)ф11 (х) - ф11 (х)ф(х) =О, откуда, после интегрирования, по
лучаем ф(х)ф'(х) - Ф'(х)ф(х) = const. Выберем эту константу равной 
-1, так что 

ф(х)~//(х) - ф'(х)ф(х) = -1, (10.2.5) 
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и определим 

G(x s) = { ф(х)ф(s), О:::; х ~ s, 
' ф(s)ф(х), s:::; х ~ 1, 

(10.2.6) 

тогда функция G(x, s) является непрерывной при х = s, тогда как 

ас( )\x=s+ =-1 
а x,s . 
х х = s-

Заметим, что 
ф(х) = А(1 + hx) } 
ф(х) = В(1 + Н(1 - х)) ' 

(l 0.2. 7) 

где 

ЛВ = 1/(h + Н + hH), 

и условия h ~ О, Н ~ О, h + Н > О позволяют заключить, что знамена
тель в (10.2.7) является положительным. 

Заметим, что функция Грина является симметричной, т. е. 

G(x,s) = G(s,x), (l 0.2.8) 

и что функции ф(х), ф(х) являются положительными, ф(х) возрастает, 
тогда как ф(х) убывает. На самом деле уравнение (10.2.5) показывает, 
что ф(х)/ф(х) является возрастающей функцией по х. Следовательно, 
существует прозрачная аналогия между функцией Грина и матрицей 

Грина, введенной в параграфе 10.5. 
Для наших целей наиболее важное приложение функций Грина 

состоит в возможности редуцировать задачу о свободных колебаниях 

(l O. l .l ), (l 0.1.2) к проблеме собственных значений для интегрального 
уравнения: 

1 

v(x) = ..\ J p2(s)G(x, s)v(s)d~. 
о 

Посредством замены переменной 

и(х) = p(x)v(x), К(х, s) = p(x)p(s)G(x, s), 

(10.2.9) 

(10.2.lO) 

уравнение (l0.2.9) может быть преобразовано в симметрическое уравне-
ние 

1 J К(х, s)u(s)ds = µи(х), 
о 

в котором К(х, s) = K(s, х) иµ= 1/Л. 

(l0.2.ll) 
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Существует развитая теория таких интегральных уравнений, кото

рую мы здесь затронем. Эта теория связана с компактными самосо

пряженными линейными операторами, действующими на сепарабельном 
гильбертовом пространстве. В параграфе 10.3 мы даем обзор спектраль
ной теории таких операторов, и в параграфе 10.4 мы применяем ее копе
раторным уравнениям (10.2.11 ). 

Упражнения 10.2 

1) Найдите решения уравнения (Aw1)' = О, ф(х), удовлетворяющие 
условию (10.I.4a), и ф(х), удовлетворяющие условию (IO.I.4b), по-
стройте 

А(х){ф(х)ф'(х) - ф'(х)ф(х)} = -1 

и запишите уравнение (10.1.3) как интегральное уравнение 

х 

w(x) = Л J A(s)G(x, s)w(s)ds. 

о 

2) Покажите, что если v(x) удовлетворяет 

v11 + Лр2v =О v(O) =О= v1(1) 

и р(х) обладает непрерывной первой производной, то и = v' удо
влетворяет (р- 2и')' +Ли = О, и'(О) = О = u(l). Покажите, что, 
следовательно, и(х) удовлетворяет условию 

где 

1 

и(х)=Л! K(x,s)u(s)ds, 
о 

1 

К(х, s) = J p2 (t)dt, х+ = max(x, s). 

х+ 

3) Покажите, что если w(x) удовлетворяет уравнению 

(Aw')' + ЛАw =О, w(O) =О= w'(I), А> 1, 
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то v = Aw' удовлетворяет (Bv')' + ЛВv =О, где В = 1/А, v'(O) = 
=О= v(l). Следовательно, 

где 

1 

v(x) = Л J G(x,s)B(s)v(s)ds, 

о 

1 

G(x, s) = J A(t)dt, х+ = max(x, s). 

х+ 

10.3. Элементы функционального анализа 

В первом издании этой книги для доказательства существования 

собственных значений и собственных функций для интегрального урав

нения, т. е. операторного уравнения (10.2.11), мы рекомендовали читате
лю обратиться к классическому изложению теории интегральных урав

нений (см. книгу Гильберта и Куранта [64] (1953)). Однако в настоящем 
издании мы обсуждаем методы функционального анализа для доказа

тельства существования, предлагая читателю развернутый обзор книги 

Лебедева, Воровича (Vorovich) и Глэдвелла «Функциональный анализ;, 
[205] (1996). Ссылаясь на определения и теоремы из этой книги, мы 
будем использовать аббревиатуры опр. и теор. соответственно. 

Обзор начинается с определения метрического пространства Х, 

см. опр. 2.1.4, как множества элементов, подчиненных метрике рас
стояния d(x,y), удовлетворяющей некоторым аксиомам расстояния. По
сле определения открытого шара или Е-окрестности точки х0 Е Х, 
опр. 2.2.1, мы определяем открытое множество в Х как такое множе
ство, в котором любая точка является внутренней. Тогда, после опреде

ления предельных точек, опр. 2.2.З, мы определим замкнутое множе

ство как множество, содержащее все свои предельные точки, опр. 2.2.6. 
Определим замыкание S множества S как множество, полученное 
из S посредством добавления всех его предельных точек, и скажем, 

опр. 2.2.7, что S является плотным подмножеством множества Т, если 
В -::У Т. 

Путешествие продолжается в метрические пространства для по

лучения метрической версии понятий предела последовательности, 

опр. 2.4.1, последовательность Коши, опр. 2.4.2; и полного метриче
ского пространства, опр. 2.5.1: метрического пространства, в котором 
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любая последовательность Коши имеет предел. Опр. 2.6.1, 2.6.2 и тео
рема о дополнении, теор. 2.6.1 показывают, как дополнить произвольное 
метрическое пространство. 

Ниже приводится определение оператора 

Определение 10.3.t. Пусть Х и У являются метрическими про
странствами. Соответствие Ах= у, х Е Х, у Е У, называется опе
ратором из Х в У, если каждому х Е Х отвечает не более одного 
у Е У. Множество всех таких х Е Х, для которых существует со
ответствующий у Е У, называется областью для А и обозначается 
D(A); множество всех у, являющихся образами элементов х Е Х, 
называется образом А и обозначается R(A). Следовательно, 

R(A) = {у Е У; у= Ах, х Е Х}. 

Будем говорить, что А является оператором на D(A) в У или на 
D(A) на R(A). Будем говорить, что R(A) является образом или 
отображением D(A) посредством А. Ядро оператора А, обознача
емое N(A), является множеством всех х Е Х таких, что Ах= О. 

Функционал, опр. 2.7.2, определяется как Gператор из Х в поле ве
щественных чисел JR. или комплексных чисел С. Определение непрерыв
ных операторов, опр. 2.7.3, является прямым аналогом непрерывности 
для обычной функции. 

Наше изложение теперь подходит к линейным пространствам (пара
граф 2.8) над JR. или С, т. е. пространствам со свойством: х, у Е Х влечет 
Лх +µу Е Х; если на них задана норма 11 · 11, они превращаются в нор
мированные линейные пространства, опр. 2.8.1. После определения 
подпространства, опр. 2.8.4, мы определим замкнутое подпростран
ство, опр. 2.8.5, линейную зависимость и независимость, опр. 2.8.6; 
и размерность, опр. 2.8.8. 

Мы переносим понятие оператора в метрическое пространство и 
определяем линейный оператор, опр. 2.9.2, в нормированном линейном 
пространстве, как оператор, удовлетворяющий условию А(Лх +µу) = 
= ЛА(х) + µА(у); определим непрерывный линейный оп~ратор и норму 
непрерывного линейного оператора из Х в У согласно (теор. 2.9.1 ): 

llAx/ly l/All = sup 
11 11 

. 
xED(A) Х Х 

(10.3.l) 

А является непрерывным, или ограниченным, тогда и только тогда, 

когда /JAI/ является конечной. 
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Понятия метрики, d(x, у), и нормы, llxl 1. обобщают понятия рассто
яния и высоты в JR.3 соответственно. Перейдем теперь к пространствам 
со скалярным произведением или евклидовым (эрмитовым) простран
ствам Х, в которых скалярное произведение (х,у) определено для про
извольной пары х, у Е Х. Скалярное произведение удовлетворяет следу

ющим аксиомам: 

Pt: (х, х) ~О, и (х, х) =О тогда и только тогда, когда х =О; 

Р2: (х,у)=(у,х); 

Р3: (Лх +µу, z) = Л(х, z) +µ(у, z). 

Здесь .>.., µ Е <С и в1:рхняя черта в Р2 обозначает комплексное сопря
жение. В веществен.нам евклидовом пространстве аксиома Р2 заменя
ется на 

Р2': (х,у) = (у,х). 

В евклидовом пространстве можно определить норму следующим 

образом: 

llxlJ = (х,х) 1 12 . 

То, что это на самом деле является нормой, в обычном смысле следует 

из неравенства Коши-Шварца (теор. 2.12.l) 

i(x, Y)I ~ llxll · llYll, (10.3.2) 

где равенство достигается при х =f. О, у #- О тогда и только тогда, когда 

х = Лу. 
В евклидовом (эрмитовом) пространстве Х мы можем определить 

понятия ортогональности и ортонормирован.ости: х и у являются ор

тогон.альн.ыми, если (х,у) =О; а система {gk} С Х является ортонор
мированной, если 

( ' д { 1, т = п, 
Ym,gn) = mп = О, т #- n. (10.3.3) 

Мы можем легко обобщить понятия замкнутости и полноты на 

евклидовы пространства, мы будем называть полное евклидово (эрмито
во) пространство гильбертовым пространством Н, опр. 2.12.5. 

Понятие ортогональности приводит нас к ортогональному разло

жению гильбертова пространства в сумму замкнутого пространства М 
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и его ортогонального дополнения N = M_i; если х Е Н, то х может 
быть записан в виде суммы 

х = т + n, т Е М, п Е N. (10.3.4) 

Очевидно, что замкнутое подпространство гильбертова пространства то
же является гильбертовым пространством. 

Это приводит нас к теореме Рисса о представлении, теор. 4.3.3, 
которая утверждает, что любой непрерывный (т. е. ограниченный) ли
нейный функционал F(x) на Н может быть представлен как скалярное 
произведение: 

F(x) = (х, !) для любого х Е Н, (10.3.5) 

и llFll = ilfll. 
Определим теперь сепарабельное гильбертово пространство Н, 

опр. 4 .1.3, как содержащее некоторое счетное всюду плотное подмно
жество {f",}. Из этой последовательности, используя обычный метод 
Грама-Шмидта, можно построить ортонормированное множество {gk}, 
которое плотно в Н; это будет полная ортонормированная система в том 
смысле, что если х Е Н и Е > О заданы, то существует конечная линей
ная комбинация gk такая, что 

n 

llx - I>:lkgkll ::::; Е. 
k=l 

В этом случае любой х Е Х имеет единственное представление 

00 

х = L akgk, ak = (х, gk), 
k=l 

и равенство Парсеваля справедливо: 

00 

l(x!/2 = L lakl2
. 

k=l 

(10.3.6) 

(10.3.7) 

(10.3.8) 

Наверное, справедливо утверждение о том, что все доказательства 
существования в функциональном анализе основываются на понятии 

компактн.огомножества в метрическом пространстве. Понятие компакт

ности похоже, но должно быть четко отделено от понятий замкнуто

сти и полноты. Проще говоря, S С Х является замкнутым, если 
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оно содержит все свои предельные точки; Х является полным, если 
любая последовательность Коши в S имеет предельную точку, лежа
щую в S. Множество S С Х является компактным, опр. 6.1.1, если 
каждая последовательность Коши { Хп} в S содержит подпоследователь
ность {xnk}, которая сходится к точке х Е S. 

Классическая теорема Больцано-Вейерштрасса (теор. 1.1.2) утвер
ждает, что в конечномерном пространстве, например JRN, множество S 
является компактом тогда и только тогда, когда оно замкнуто и огра

ничено. Этот результат не имеет места для произвольных метрических 

пространств. Более точно, компактное множество S с Х является за
мкнутым и ограниченным, однако замкнутое и ограниченное множество 

является компактным, только если пространство Х конечномерно. 
Для получения критерия компактности множества В в бесконечно

мерном метрическом пространстве мы должны обобщить классические 

теоремы Гейне-Бореля;. Это потребует введения понятия Е-покрытия. 

Определение 10.3.2. Пусть Х является метрическим простран
ством, и предположим, что S С Х. Конечное множество из N шаров 
В(хп,Е), где Хп Е Х и Е >О, называется конечным Е-покрытием S, 
если каждый элемент S содержится в одном из шаров В(хп, Е), т. е. 

N 

S С U В(хп,Е). 
n=1 

Множество центров {хп} для конечного Е-покрытия называется ко
нечной Е-сетью для S. 

Определение 10.3.3. Пусть Х является метрическим простран
ством. Множество S с Х называется вполне ограниченным, если 
он.о имеет конечное Е-покрытие для произвольного Е > О. 

Сформулируем теперь критерий компактности Хаусдорфа. 

Теорема 10.3.1. Пусть Х является полным метрическим про
странством. Множество S с Х является компактным тогда 
и только тогда, когда оно замкнуто и вполне ограниченно. 

В компактном множестве все точки, как подсказывает термин ком

пакт, расположены близко друг к другу; множество центров Хп образу

ет сеть, и каждая точка в S близка к одной из Xn. 

Располагая понятием компактного множества, мы можем опреде
лить понятие компактного (линейного) оператора. 
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Определение 10.3.4. Пусть Х, У являются метрическими про
странствами. Линейный оператор из Х в У называется компакт

ным, если он отображает единичный шар в компакт из У. 

Заметим, что образ единичного шара может не являться компакт
ным множеством; он лишь принадлежит компактному множеству. Бу
дем говорить, что он является предкомпактом, предполагая, что его 
можно сделать компактом посредством операции замыкания: т. е. его 

замыкание является компактом. 

Если образ линейного оператора А является конечномерным, мы бу

дем говорить, что А является конечномерным оператором. По теореме 

Больцано-Веерштрасса получаем, что конечномерный оператор явля
ется компактным. Теперь можно применить критерий компактности 

Хаусдорфа для получения более широкого класса компактных операто

ров. 

Теорема 10.3.2. Пусть Х, У являются метрическими простран
ствами и предположим, что У является полным. Если последова
тельность линейных компактных операторов {An} из Х в У равно
мерно сходится к А, то А является компактным. 

Доказательство. Равномерная сходимость означает, что llA -
-Aпll-+ О. Пусть S является единичным шаром в Х. Рассмотрим Е >О, 
и выберем An так, что llAx - Anxll < t:/3 для всех х Е S. Оператор 
An является компактным; следовательно, образ An(S) для Ап является 
предкомпактным; его замыкание является компактным. Следовательно, 

по теор. 6.2.1, оно вполне ограниченно; существует конечное множество 
{х1, х2, ... , xm,} С S такое, что каждая точка из Ап(S) принадлежит 
шару радиуса t:/3 с центром в одной из точек Аnх1,Апх2, ... ,Апхтп. 
Рассмотрим х Е S и выберем i так, что 

тогда 

Это означает, что множество A(S) является вполне ограниченным, а сле
довательно, снова по теор. 6.2.1, предкомпактным. (Заметим, что необ
ходимо, чтобы У было полно.) Значит, А является компактом. • 

Введя понятие компактности, мы теперь можем определить само

сопряженные линейные операторы. Для того чтобы это осуществить, 
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мы с этого момента будем предполагать, что А является непрерывным 

линейным оператором на гильбертовом пространстве Н, т. е. из Н в Н; 
будем говорить, что А Е В(Н,Н). Если х,у Е Н, то G(x) = (Ах,у) 
является непрерывным функционалом на Н; следовательно, существует 

элемент g Е Н такой, что (Ах, у)= (х, g). Очевидно, что g и у образуют 
линейно-зависимую систему и g, по существу, является образом у отно
сительно нового непрерывного оператора А*, называемого сопряженным 
к А оператором; следовательно, g = А*у и 

(Ах, у)= (х,А*у). (10.3.9) 

Если А* = А, то А называется самосопряженным. Если А является 
самосопряженным, то функционал 

F(x) = (Ах,х) 

имеет вещественные значения, так как 

F(x) = (Ах,х) = (х,Ах) = (Ах,х) = F(x). 

Этот функционал очень важен, так как если А Е В(Н, Н) является са
мосопряженным оператором, то существуют два способа записать ]jAj], 
один согласно формуле (10.3.1), а именно: 

llAI/ = sup l/Axl/ для 1/х// = 1, (10.3.10) 

и другой, использующий F(x), т. е. 

l/All = sup JF(x)/ = sup /(Ах, x)I для l/xll = 1. (I0.3.11) 

Обозначим 

sup{F(x)} = М, inf{F(x)} = т для 1/х/1=1. (10.3.12) 

Легко видеть, что 

1/А/\ = sup(/M\, \m\). (10.3.13) 

Перейдем к определению собственного значения для оператора 

АЕВ(Н,Н). 

Определение 10.3.5. Пусть А Е В(Н, Н). Скалярµ называется 
собственным значением оператора А, если существует ненулевой 
вектор х Е Н такой, что Ах = µх; х называется собственным 
вектором, отвечающимµ. 
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Заметим, что нами используется буква µ, а не Л для обозначения 
собственного значения, чтобы было возможно использовать Л = 1/ µ 
для обозначения собственного значения дифференциального уравнения 

(10.1.1 ). Легко видеть, что любое собственное значение самосопряжен
ного оператора должно быть вещественным, так как Ах = µх означает, 
что (Ах,х) = µ(х,х). См. также упр. 10.3.1. 

Теорема 10.3.3. Если А Е В(Н, Н) является самосопряженным 
оператором иµ не является собственным значением А, то R(A- µI) 
плотно в н. 

Доказательство. Нам необходимо показать, что замыкание R(A -
- µI) есть Н. Это эквивалентно условию, что если z ортогонален всем 
(А - µI)x, то z = О. В cJJyчae если это так, то 

О = (z, (А - µI)x) = (z, Ах) - Ji(z, х) = 

= ((А - µI)z, х) 

для всех х Е Н. Однако, рассматривая х = (А - µI)z, мы получим (А -
- µI)z = О. Если z не является нулевым, то получаем, что µ является 
собственным значением для А. Однако А является самосопряженным 
оператором, а значитµ вещественное число, т. е. µ = µ; значит µ явля
ется собственным значением А, противоречие. • 

Обобщим понятие собственного значения и введем понятие спектра 

оператора. 

Определение 10.3.6. Пусть А Е В(Н, Н). Спектр оператора А, 
обозначаемый а(А) это множество всех комплексных чиселµ таких, 
что А - µI не имеет ограниченного обратного оператора. Резоль
вентой р(А) называется дополнение к множеству а, т. е. р = <С\а. 

Напомним, что если А Е В(Н, Н), то llAxll ::::;; llAll · llxll; если А 
имеет ограниченный обратный оператор, то llAxll ~ kllxll для некоторо
го k >О. 

Лемма 10.3.l. Если А Е В(Н, Н) и llAxll ~ kllxll для всех х Е Н 
и некоторого k >О, то R(A) является замкнутым. 

Доказательство. Пусть {xn} с Ни Axn --+у. Последовательность 
{Axn} является последовательностью Коши, следовательно, и после
довательность {xn} тоже является последовательностью Коши llxm -
- xnll ::::;; llAxm - Axпll/k. Так как Н является полным, то существует 
х Е Н, такой, что Хп --+ х. По непрерывности мы получим Axn --+ Ах, 

откуда у= Ах, т. е. у Е R(A) : R(A) является замкнутым. • 
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Теперь мы можем охарактеризовать резольвентное множество само

сопряженного оператора. 

Теорема 10.3.4. Пусть А Е В(Н, Н) является самосопряженным 
операторомµ Е р(А) тогда и только тогда, когда ))(A-µI)x)) ~ k)lx)) 
для всех х Е Н и некоторого k > О. 

Доказательство. Если µ Е р(А), то (А - µI) имеет ограниченный 
обратный оператор, откуда 

\\(А- µI)- 1
\\ · llxl\, 

т. е. ll(A - µI)x\I ~ ll(A - µJ)- 11!-1 · !!xll. 
Обратно, если ll(A - µI)xll ~ kllxll для всех х Е Н, то в силу 

теоремы 10.3.3 R(A - µI) является плотным в Н, тогда как по лемме 
10.3.1 R(A - µI) является замкнутым. Следовательно, R(A - µI) = Н, 
и из \\(А - µI)xll ~ kllxl\ следует, что (А - µI) обладает ограниченным 
обратным оператором, т. е. µ Е р(А). • 

Покажем, что если А Е В(Н, Н) является самосопряженным опера
тором, то его спектр является непустым, вещественным и принадлежит 

интервалу [m, М]. 

Теорема 10.3.5. Если А Е В(Н, Н) - самосопряженный опера
тор, то ст(А) - непустое подмножество в [m, М], а m, М Е ст( А). 

Доказательство. Для начала докажем, что спектр является веще

ственным. Иначе, если µ = а+ i(З, (3 =1- О, то для всех х Е Н 

ll(A - µI)xll 2 = (Ах - ах - i(Зх, Ах - ах - i/Зх) 

= ll(A - af)x\12 + JJ21ix\l2 

~ ,82 \\х\\ 2 · 

Теорема 10.3.4 показывает, чтоµ Е р(А). Следовательно, еслиµ Е ст(А), 
то µ должно быть вещественным. 

Покажем теперь, что если µ < m, то µ Е р(А). С одной стороны, 

((А - µI)x, х) ~ \l(A - µI)x\l · \lx\\, 

с другой стороны, 

((А- µI)x,x) = (Ах,х) - µ\lx\\ 2 > mllx\12 - µ\lxll 2 

> (т-µ)1\х\\2, 
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откуда 

ll(A - µI)xll? (m - µ)\lxl\, 

значит, теорема 10.3.4 показывает, что µ Е р(А). Подобным образом 
можно установить, что если µ > М, то µ Е р(А). Мы показали, что 
если а(А) существует, то он должен принадлежать [m, М]. 

Теперь покажем, что М Е а(А). По определению sup существует 
последовательность {хп} такая, что llxпll = 1 и (Ахп, хп)---+ М. Следо
вательно, 

J/(A - МJ)хп/12 = (Ахп - Мхп, Ахп - Мхп) 

= llAxnl/ 2 
- 2М(Ахп, Хп) + М2 11хп// 2 

~ М2 - 2M(Axn, Xn) + М2 

~ 2М(М - (Ахп,хп))---+ О. 

Значит, М и аналогично m принадлежат а(А). • 
Мы уже показали, что самосопряженный оператор А Е В(Н, Н) 

имеет непустой вещественный спектр, принадлежащий [m, М]. Теперь, 
предположим, что оператор А является не только самосопряженным, но 
и компактным. В этом случае спектр состоит только из собственных 

значений, исключая, быть может, нулевой элемент, откуда получаем: 

Теорема 10.3.6. Если А Е В(Н, Н) является самосопряженным 
и компактным оператором, µ Е а(А), µ # О, то µ является соб
ственным значением А. 

Доказательство. Еслиµ Е а(А) то, по определению, A-µI не обла
дает ограниченным обратным. Следовательно, существует (упр. 10.3.3) 
последовательность {хп} такая, что //xnll = 1 и Ахп - µхп ---+ О при 
п---+ оо. Так как оператор А является компактным, он отображает {xn} 
в предкомпактное множество. Это означает, что существует последова
тельность {xnk} такая, что Ахщ ---+у Е Н. Откуда получаем, что 

а следовательно, так как А является непрерывным оператором, 

µу= lim Axnk =Ау. 
k-+oo 

Так как 1/хп// = 1 и µ # О, получим /\у// # О, а значит, у является 
собственным вектором, отвечающим µ. 8 
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В силу доказанного m, М Е а(А), откуда для ненулевых m, М 
и А по крайней мере один из них отличен от нуля в силу (10.3.13), 
m и М - собственные значения А: ненулевой компактный линейный 

оператор имеет по крайней мере одно вещественное собственное значе

ние. 

Доказав, что оператор А имеет по крайней мере одно собственное 
значение, мы можем доказать следующую теорему: 

Теорема 10.3. 7. Ненулевой компактный самосопряженнй опе
ратор на гильбертовом пространстве Н имеет конечную или бес
конечную последовательность ортонормированных собственных век
торов х 1 ,х2 , .. " отвечающих ненулевым собственным значениям 

µi,µ2" .. (Jµil ~ Jµ2J ~ ... ). 

Доказательство. По теореме 10.3.6, существует собственный век
тор х1, для которого llx1ll = 1, Ах1 = µix1, где 

µi = ±supj(Ax,x)J, llxJJ = 1 

µi равняется или m, или М и lмl = llAJJ. 
Переобозначим гильбертово пространство как Н1, оператор как А1, 

и пусть М1 обозначает пространство, порожденное х1, разложим Н1 
в сумму Н2 и М1, аналогично уравнению (10.3.4). Пространство Н2 
является гильбертовым. Если х Е Н2, то Aix Е Н2 для 

Это означает, что можно определить новый оператор А2 на Н2 следую
щим образом: 

А2х = Aix, х Е Н2. 

Этот оператор называется ограничением Ai на Н2; он является само
сопряженным компактным линейным оператором на гильбертовом про

странстве Н2. Если этот оператор не является тождественно нулевым, то 
можно применить к нему теорему 10.3.6, и найти собственный вектор х2 
такой, что 

А2х2 = µ2х2, llx2ll = 1. 

Так как х2 Е Н2, то получим (х2, х1) =О и для llxll = 1 

lµ2I = sup l(A1x,x)I::::; sup l(A1x,x)I = !µ11. 
хЕН2 хЕН1 
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Продолжим эту процедуру; пусть М2 является пространством, порож
денным х2, разложим Н2 в сумму Нз и М2, обозначим через Аз ограни
чение А2 на Нз и найдем собственное значение µз и собственный вектор 
хз и так далее. 

В общем случае 

lµkl = sup l(Ax,x)I = l(Ax1<,Xk)I, llxll = 1 = llxkll- (10.3.14) 
xEHk 

• 
Указанный процесс может остановиться после конечного числа ша-

гов или продолжаться бесконечно. В первом случае существует целое 

число п, для которого оператор Ап+l• являющийся ограничением Ai 
на Нп+1, тождественно равен нулю, т. е. 

sup l(Ax, x)I =О, llxll = 1. (10.3.15) 
xEHn+1 

В этом случае мы получаем конечную последовательность ортонормиро

ванных собственных векторов х1, х2, ... , Хп. Второй случай рассматри
вается в следующей теореме. 

Теорема 10.3.8. Пусть А Е В(Н, Н) является самосопряженным 
компактным оператором. Если оператор А имеет бесконечное число 

собственных значений, то их .можно занумеровать таким образом, 
что ноль является единственной предельной точкой. 

Доказательство. Процесс, описанный в теореме 10.3.7, позволяет 
построить последовательность собственных значений µi, µ2, ... , удовле
творяющую lµ1I ? /µ2/ ? ... , и соответствующую последовательность 
собственных векторов х1, х2 , ... Рассмотрим все собственные значения, 
удовлетворяющие lµI > с. Если существует бесконечная последователь
ность х1, х2, ... соответствующая этим собственным значениям, то 

llAxm -Axnll2 = llµmXm - µnxnll 2 
= lµml 2 + lµnl 2 ? 2с2 • (10.3.16) 

Однако, так как оператор А является компактным, последовательность 
{Ахп} должна иметь сходящуюся подпоследовательность; это проти
воречит (10.3.16). Следовательно, существует не более конечного числа 
собственных векторов, отвечающих собственным числам, удовлетворяю

щим 1µ1 > с. Собственные числа можно занумеровать путем размещения 
их модулей в интервалах вида (1, оо), (1/2, 1], (1/3, 1/2], ... ; к каждому 
из этих интервалов относится лишь конечное число собственных чисел; 

ноль может быть предельной точкой последовательности собственных 

чисел. • 
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Теорема t0.3.9. Пусть А Е В(Н, Н) является компактным са
мосопряженным оператором с собственными числами µi, упорядо

ченными следующим образом: \µ 1 \ ~ \µ2 \ ~ .. " обозначим соответ
ствующие ортонормированные собственные векторы х 1 , х2, ... Соб
ственные векторы {xi} образуют полную систему векторов в образе 
А, т. е. для любого f = Ah, h Е Н, справедливо равенство Парсеваля 

00 

llf\12 
= 'LIU,xk)\

2
. (10.3.17) 

k=l 

Доказательство. Для начала предположим, что процедура, описан
ная в теореме 10.3.7, останавливается. Пусть f = Ah, и рассмотрим 

n 

g = h- L(h,xk)Xk. 
k=l 

(10.3.18) 

Получим (g, xk) = О, k = 1, 2, ... , n, откуда g Е Hn+l• следова
тельно, х = g/((g(( удовлетворяет уравнению (I0.3.I5), поэтому !!Axl/ = 
=О, т. е. Ag =О. Следовательно, 

откуда 

О= Ag = Ah - L~=l (h, Xk)Axk = Ah - L~=l (Ah, xk)xk 

= f - L~=l (f, xk)xk, 

n 

f = z)J, Xk)Xk· 
k=1 

Теперь рассмотрим случай, когда процесс не останавливается. Суще
ствует счетная последовательность собственных значений {µi}, для ко
торой О является предельной точкой. 

Выберем Е >О и такое N, что если n > N, то \µn\ 2 < Е. Рассмотрим 
n > N. Пусть f = Ah и выберем g согласно (10.3.18); g Е Hn такой, что 

Следовательно, 
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а значит, как и ранее 

или, эквивалентно: 

п 

0 ~ 11!112 
- 2::: l(f, Xk)l2 ~ \µn+11 · llhll2 ~ Ejjh\12

, 

k=l 

откуда получаем равенство Парсеваля 

00 

2: 1и, ч)l 2 
= 11111 2

• 

k=l 

• 
Получим теперь другой результат, при других ограничениях на А; 

введем для этого следующие понятия. 

Определение 10.3. 7. Самосопряженный непрерывный линейный 
оператор А на гильбертовом пространстве Н называется строго 
положительным, если (Ах,х) ~О для всех х Е Ни (Ах,х) =О тогда 
и только тогда, когда х = О. 

Для строго положительного линейного компактного самосопряжен
ного оператора на гильбертовом пространстве процедура, описанная 

в теореме 10.3. 7, останавливается, только если Н является конечно
мерным. Откуда получаем: 

Теорема 10.3.10. Пусть А является строго положительным 
компактным самосопряженным линейным оператором на бесконеч

номерном гильбертовом пространстве Н. Существует ортонормиро

ванная система {хп}, которая является базисом для Н, и А имеет 
представление 

00 

Ах= I:лk(x,xk)xk. 
k=l 

Доказательство. Пусть у Е Н, рассмотрим 

п 

Yn+l =У - L(Y, Xk)Xk, 

k=l 
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где {xk} является ортонормированной последовательностью собствен
ных векторов из теоремы 10.3.9. Легко показать, что {Yn} является 
последовательностью Коши. Мы хотим установить, что ее предел равен 
нулю. Пусть это не так, т. е. Yn--> z ::J О. Так как Yn+l Е Hn+l• получаем 

Однако µn --> О при n --> оо, а значит, переход к пределу дает 

(Az, z) llzll2 =о, 

получено противоречие, так как оператор А является строго положи
тельным. Следовательно, z = О и 

(Х) 

у= L(Y, Xk)Xk, у Е н, 
k=l 

откуда {xk} образуют базис Н и, более того, 

(Х) (Х) 

Ау= l:(y, xk)Axk = l:µk(y, xk)Xk. 
k=l k=l 

• 
Эта теорема показывает, что строго положительные компактные са-

мосопряженные линейные операторы существуют только в сепарабель
ном гильбертовом пространстве. 

Следствие 10.3.l. В условиях теоремы 10.3.10 можно ввести 
норму 

\\х\\л = (Ах,х) 112 

и соответствующее скалярное произведение 

(х,у)л =(Ах, у). 

Дополнение Н относительно этой нормы называется Нл. 
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Упражнения 10.3 

1) Покажите, что собственные векторы х и у, отвечающие двум раз
личным собственным числам самосопряженного оператора А, явля
ются ортогональными, т. е. (х, у)= О. 

2) Покажите, что оператор А- 1 ограничен на R(A) тогда и только 
тогда, когда существует константа с > О такая, что если х Е D(A), 
то JIAxjj ~ cjjxjj. 

3) Используйте упр. 10.3.2 для доказательства того, что А- 1 является 
неограниченным тогда и только тогда, когда существует последова

тельность {xn} такая, что Jlxnll = 1, JJAxп!I----+ О. 

4) Покажите, что компактный самосопряженный оператор является 
строго положительным тогда и только тогда, когда его собствен

ные числа являются положительными. 

10.4. Интегральное уравнение для функции Грина 

Интегральный оператор 

1 

Аи= J К(х, s)u(s)ds (10.4.1) 

о 

является строго положительным, самосопряженным, компактным опе

ратором на сепарабельном гильбертовом пространстве. Для того, что

бы осуществить эту проверку, нам потребуются некоторые результаты 
о функциях. 

Рассмотрим пространство непрерывных функций на отрезке [О, 1]. 
Будем его обозначать С(О, 1]. Фундаментальный результат о функции 
f(x) Е С(О, 1] состоит в том, что f(x) является ограниченной на (О, 1] 
и, более того, достигает свою верхнюю грань. Следовательно, можно 

рассмотреть нормированное линейное пространство на С[О, 1], используя 
норму 

Jlflloo = sup JJ(x)J. (10.4.2) 
хЕ[О,1] 

Сходимость последовательности функций Uп(х)} по норме (10.4.2) 
является равномерной сходимостью. Теорема Веерштрасса о равномер

ной сходимости утверждает, что равномерно сходящаяся последователь
ность Коши Un(x)}, т. е. последовательность Коши по норме (10.4.2) 
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равномерно непрерывных функций на [О, 1], сходится к равномерно
непрерывной функции. Это приводит к утверждению о том, что С[О, 1] 
по норме (10.4.2) является полным. 

На пространстве С[О, 1] можно ввести и другую норму: 

llfll2 •••• {j(f(x))2dx} '1
2 

(I0.4.3) 

Пример из упр. 10.4.l показывает, что С(О, 1] не является полным от
носительно этой нормы. Однако мы можем использовать теорему о по
полнении и попоJшить это пространство. Мы можем ввести структуру 
евклидова пространства при помощи скалярного произведения 

1 

(!, g) = J f(x)g(x)dx. (10.4.4) 

о 

Будем называть это полное евклидово пространство, т. е. гильберто

во пространство, L2 (0, 1). Здесь буква L употребляется в честь Лебе
га. Напомним, что тогда как элементы С[О, 1] являются равномерно
непрерывными функциями, элементы L2(0, 1) являются классами экви
валентности последовательностей Коши равномерно-непрерывных функ

ций. Пространство L 2 (0, 1) является сепарабельным (теор. 4.1.4). 
Теперь перейдем к рассмотрению оператора А из L2 (0, 1) в L2 (0, 1), 

определенного следующим образом: 

где 

1 

Аи= J К(х, s)u(s)ds, 

о 

К(х, s) = p(x)p(s)G(x, s) 

и G(x, s) задается равенством (10.2.6). 
(10.4.5) 

Оператор А является самосопряженным на L2 (0, 1), так как 
К(х, s) - симметрична. 

Проверим непрерывность нашего оператора. Предположим, что 
р(х) Е С[О, 1], тогда К(х, s) Е С([О, 1] х [О, 1]), а значит, К(х, s) является 
ограниченной на квадрате, т. е. К(х, s) ( М и 

llAиlloo = sup !Аи\ ( М sup \ul = M\lиl\oo, 
хЕ[О,1] хЕ(О,1] 

откуда llAI\ ( М: А является непрерывной функцией. 
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Теперь рассмотрим непрерывность в L2(0, 1). Справедливо, что 

llA•ll' ~ j {/ K(x")u(,)d•} 

2 

dx 

Снова, если К(х, s) Е С([О, 1] х [О, 1]), то К(х, s) ~ М и 

1 

llAиll2 ~ М2 ! (u(s)) 2ds ~ M2 ilиll 2 , 
о 

откуда А является непрерывным. Теперь предположим, что p(x)EL2 (0, 1). 
Так как К(х, s) = p(x)p(s)G(x, s) и G(x, s) Е С([О, 1] х [О, 1]), полу

чаем IG(x, s)J ~Ми 

IK(x, s)i ~ p(x)p(s)M. 

Следовательно, 

11Aull2 
<; M' l р2 (х) { l p(ф(,)ds} 2 

dx 

Согласно неравенству Шварца (10.3.2) получим: 

{ 
1 }2 1 1 J p(s)u(s)ds ~ J p2(s)ds J u2(s)ds, 

о о о 

т. е. 

Следовательно, 

и А является непрерывным. 
Для доказательства компактности оператора А заметим, что ес

ли функция f (х, s) является непрерывной на единичном квадрате, т. е. 
f Е С([О, 1] х (О, 1]), тогда она равномерно аппроксимируется конечной 
суммой вида 

n 

L ai(x)/Цs). 
i=l 
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Функция Грина G(x, s) является непрерывной на единичном квадрате 
и является симметричной по х и s. Следовательно, существуют функции 
{оч(х)}1 так, что для данного t: >О можно найти N такое, что если 
п > N, то 

п 

supJG(x,s)- l:a:i(x)ai(s)J:;:;; t: 

i=l 

для (х, s) Е ((О, 1] х [О, 1]). Это означает, что если 

n 

Кп(х, s) = p(x)p(s) L°'i(x)ai(s) 
i=l 

и 
1 

Апи = J Кп(х, s)u(s)ds, 

о 

то An является конечномерным оператором, а следовательно, компакт
ным. Если р Е L2(0, 1), то А является пределом последовательности 
компактных линейных операторов {An} и, следовательно, компактен по 
теореме 10.3.1. 

Читатель, примите мои поздравления, если Вы все это прочитали 

и за всем уследили. Мы пытались устроить развернутую экскурсию; 

конечно, мы не привели доказательство каждого шага, однако у нас 

и не было такой цели. Мы могли бы серьезно сократить путь, просто 
утверждая, что «можно показать, что оператор А компактен», но мы 

надеемся, что выбранный маршрут более приятен и целесообразен. 
Какие выводы можно сделать из наших рассмотрений? Если р(х) Е 

Е L2 (0, 1), то интегральное уравнение имеет конечную или счетную по
следовательность положительных собственных значений µi, µ2, ... , удо
влетворяющих /µ1 I > /µ2 I > ... , и соответствующее множество соб
ственных функций { щ}()°, которые являются ортонормированными по 
L2 (О, 1)-норме. Однако этот результат не такой сильный, как бы нам 
хотелось, так как собственные функции, лежащие в L2(0, 1), не являют
ся функциями в обычном смысле, но это лишь классы эквивалентности 

последовательностей Коши для функций из С[О, 1]. Можно ли сказать 
о них что-либо еще? 

Для начала заметим, что если и удовлетворяет (10.2.11 ), то v 
удовлетворяет (10.2.9), напомним, что мы теперь совершили переход 
,\ ---+ 1/ µ. Следовательно, собственные значения Лi из (10.2.9) удовле
творяют неравенствам О < IЛ1 I :;:;; JЛ2 J :;:;; ... Как мы доказали ранее, 
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Лi являются различными и положительными, т. е. они удовлетворяют 

(10.1.18): О < Л1 < Л2 < ... Мы пока еще не показали ни того, что 
существует бесконечное множество собственных значений, ни того, что 
они различны в терминах функций Грина, мы планируем сделать это 

в конечном итоге. 

Мы можем записать (10.2.9) в виде 

1 

v(x) = Л / p(s)G(x, s)u(s)ds. 

о 

(10.4.6) 

Если р Е L 2(0, 1) и и Е L 2(0, 1), тогда подынтегральное выраже
ние в формуле (10.4.6) нвлнетсн интегрируемым по s и равномерно 
сходящимся по х, откуда левая сторона, v(x ), является непрерывной: 
v(x) Е С[О, 1], и мы можем говорить о собственной функции. Если 
р Е С[О, 1), то v(x) обладает непрерывной второй производной, и удовле
творяет уравнению (10.1.1 ); используя вид G(x, s ), заданный формулой 
(10.2.6), получаем, что 

х 1 

v(x) = Лф(х) / p2 (s)ф(s)v(s)ds + Лф(х) / p2 (s)ф(s)v(s)ds, (10.4.7) 

откуда 

о х 

1 

v(O) = Лф(О) / p2 (s)ф(s)v(s)ds, 
о 

1 

v(l) = Лф(l) / p2 (s)ф(s)v(s)ds. 
о 

Дифференцируя (10.4.7), а это можно сделать, поскольку все подынте
гральные выражения непрерывны, мы получим 

х 

v'(x) = Лф1 (х) / p2 (s)ф(s)v(s)ds + ф(х)р2 (х)ф(х)v(х), 
о 

1 

+ Лф'(х) / p2(s)'l/;(s)v(s)ds - ф(х)р2 (х)ф(х)~1(х). 
х 
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Следовательно, 

1 

v'(O) = Лф'(О) J p2 (s)ф(s)v(s)ds = hv(O), 

о 

1 

v'(I) = Лф'(1) J p2(s)ф(s)v(s)ds = -Hv(1). 

о 

Значит, v(x) удовлетворяет сформулированным краевым условиям. Диф
ференцируя второй раз и используя Ф"(х) =О= ·ф"(х), получим 

'v"(x) = Л(ф(х)ф'(х) - ф'(х)ф(х))р2 (х)v(х) 

ввиду (10.2.5) 
v"(x) + Лр2 (х)v(х) =О. 

Упражнения 10.4 

1) Рассмотрите последовательность функций {fn(x)}, принадлежащих 
С[О, 1]: 

{ 
x--i, ft ~х ~ 1, 

fп(х) = 1 
- 1 

п4, о~ х ~ п· 

Покажите, что {fn(x)} является последовательностью Коши отно
сительно L2 -нормы (10.4.3), однако {fn(x)} сходится к 

которая не принадлежит С[О, 1]. Следовательно, С[О, 1] не является 
полным по L2-норме. 

10.5. Осцилляционные свойства функций Грина 

В параграфе 10.4 мы показали, что, когда h ~О, Н ~О, h + Н >О, 
интегральное уравнение (10.2.9) имеет собственные значения Ai, удо-

влетворяющие О < \Л 1 1 ~ \Л2 \ ~ ... ; если их бесконечное число, то 

О< \Л1\ ~ \Л2\ ~ ... ~ оо. 



344 ГЛАВА 10 

С другой стороны, в параграфе 10.4, нами было показано, что собствен
ные числа для (эквивалентного) уравнения (10.1.1) являются различны
ми и положительными, т. е. 

О< Л1 < Л2 < ... 

Это означает, что функция Грина G(x, s) должна иметь некоторые спе
циальные свойства, которые приводят к тому, что собственные числа 

являются различными; обсудим эти свойства. 

Начнем с определения промежутка I следующим образом: 

I = (О, 1], если h, Н конечны 

= (О, 1], если h = оо, Н конечен 
= [О, 1), если h конечен, Н = оо 

= (О, 1), если h = оо = Н. 

Заметим, что когда h = оо, краевое условие и1 (0) - hu(O) =О принимает 
вид и(О) = О, т. е. конец х = О является зафиксированным. Это озна
чает, что I является множеством подвижных точек. в [О, 1]. Уравнения 
(10.2.6), (10.2.7) показывают, что 

G(x,s) ~Одлях,sЕ[О,1] 

> О для х, s Е J. 

Введем понятие осцилляторного ядра. 

Определение 10.5.1. Если О < х1 < х2 < ... < Хп < 1 и х = 
= [х1, х2, ... , xn], то мы будем говорить, что х Е Q. Если х1 , Xn Е J, 
то будем говорить, что х Е Т. Ядро К(х, s) на [О, 1] х [О, 1] называется 
осцилляторным, если 

i) К(х, s) >О для х, s Е Т; 
ii) K(x;s) ~О для x,s Е Q; 

iii) К(х;х) >О для х Е Q. 
Здесь 

К(х1, s1) К(х1, s2) ... К(х1, sn) 

К(х; s) = 
К(х2, s1) К(х2, s2) ... К(х2, sn) 
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Заметим, что упр. 10.5.1 показывает, что свойство Ш) должно быть вы
полнено для х Е I. 

Теорема 10.5.1. Ядро К(х, s) является осцилляторным тогда 
и только тогда, когда матрица А = (a.;j) = (K(xi,xj)) является 
осцилляторной для любого х Е I. 

Доказательство. Пусть ядро является осцилляторным, тогда, 
в обозначениях параграфа 6.2, если а= ( ii, i2, ... , ip), /3 = (]1, ]2, ... ,jp), 
то 

А(а; {3) = К(х0 ; s0
) ;:::: О, 

где х~ - Xik, s~ = Xjk, k = 1, 2, ... ,р. Следовательно, А обладает 
свойством TN. Далее: 

ai,i+l = K(xi, хн1) >О, ан1,i = К(хн1, xi) >О, 

тогда как 
det(A) = К(х; х) > О. 

Следовательно, матрица А удовлетворяет трем условиям, дающим ос
цилляторность: это свойство TN, коэффициенты диагонали, следующей 
за главной диагональю, являются положительными, и невырожденность. 

Обратим эти рассуждения, чтобы показать, что если А является осцил
ляторной, то К(х, s) является ядром осцилляции. 8 

Заметим, что в дополнение к осцилляторности А является строго 
положительной матрицей для х, s Е I. 

Покажем, что функция Грина G(x, s), определенная в (10.2.6), 
(10.2.7), является ядром осцилляции. Для этого приведем определение 
,цатрuцы Грин.а. 

Определение 10.5.2. Матрица G = (gij) называется матрицей 
Грина, если 

где (ai)]', (Ьi)]' С JR. 

Заметим, что G является симметричной. 

Теорема 10.5.2. Если а= (ii, i2, ... , ip), /3 = (]1,)2, ... ,jp), то 

G( а; (З) = ak1 Ц 1 ~:: ~l1:~11 1 Ьlр, (10.5.1) 

где km=min(im,Jm), lm=max(im,Jm) при условии im,Jm<im+l,Jm+l· 
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Напомним, что это означает, что 

Доказательство. Если ii < i2, а j 1 ?::: i2, то первые две строки 
минора имеют вид 

они равны 

ai1 Ьj1 , ai1 Ьj2 , ••• ai1 Ьjv, 

ai2 Ьj1 , ai2 Ьj2 ••• ai2 Ьjр 

и, следовательно, являются пропорциональными, откуда минор равен 

нулю. Аналогично, если )1 < )2 ~ ii, то первые два столбца являются 
пропорциональными и минор равен нулю. Следовательно, можно предпо
лагать, что max(i1,j1) < min(i2,j2). Предположим для определенности, 
что i 2 ~ )2 (в другом случае рассуждения надо применять к первым 
двум столбцам), тогда первые две строки имеют вид 

ak1 Ь1 1 , ai1 Ьj2 , ... ai1 Ьjр; 

aj1 Ьi2 , ai2 Ьj2 , ••. ai2 Ьjv. 

Следовательно, коэффициенты в столбцах 2, 3, ... , р являются пропорци
ональными. Домножая вторую строку на ai1 / ai2 и вычитая ее из первой, 
мы получим, что единственный ненулевой коэффициент, первый в пер

вой строке, равен 

а значит, 

ak1 Ь11 - ai1 aj1 b,i2/ °'i2 = ak1 Ъ11 - ak1 at1 bk2 / ak2 = 

= ak1 1 ak 2 а1 1 1 
ak2 bk2 Ь1 1 ' 

откуда теорема следует по индукции. • 
Теорема 10.5.3. Матрица Грина G обладает свойством TN то

гда и только тогда, когда все (ai)'J', (Ьi)1 имеют одинаковый строгий 
знак и 

(10.5.2) 
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Более того, G является осцилляторной тогда и только тогда, когда 
(ai)~, (Ьi)~ имеют одинаковый строгий знак и 

(10.5.3) 

Доказательство. Без ограничения общности можно предполагать, 

что все (ai)~, (Ьi)~ являются положительными. Как было показано в тео
реме 10.5.2, минор является нулевым, исключая случай 

ii,j1 < i2,J2 < ... < ip,Jp· 

Каждый из определителей второго порядка в (10.5.1) является неотри
цательным тогда и только тогда, когда 

Это в точности условие (10.5.2). G обладает свойством TN и gi,i+l >О, 
gi+l,i > О, а значит, единственным условием, которое должно быть вы
полнено для того, чтобы матрица G была осцилляторной, является ее 
невырожденность. Следовательно, каждый определитель второго поряд

ка в разложении G( а; (3) должен быть положителен, что дает (10.5.3) . 

• 
Следствие 10.5.l. Пусть ф(х),'1/;(х) являются непрерывными на 

[О, 1] и 
К(х s) = { ф(х)ф(s), О~ х ~ s ~ 1, 

' ф(s)ф(х), О~ s ~ х ~ 1. 

Если ф(х)ф(х) >О на (О, 1) и ф(х)/ф(х) является возрастающей функ
цией от х на (О, 1 ), то 

К(х; s) ~О для x,s Е Q. 

Если ф(х)ф(х) >О на I и ф(х)jф(х) является строго возрастающей 
функцией от х на I, то 

K(x;s)>O 

тогда и только тогда, когда x,s EI и x1,s1 < x2,s2 < ... < Xn,Sn. 

Теорема 10.5.4. Функция Грина G(x, s) из уравнения (10.2.5), 
(10.2.6) является осциллятор ной и минор G(x; s) > О тогда и только 
тогда, когда х, s Е I и х1, s1 < х2, s2 < ... < Xn, Sn. 
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Доказательство. Уравнение (10.2.7) показывает, что ф(х)ф(х) >О 
на I. Уравнение (10.2.5) дает 

А_ [ф(х)] = ф'(х)ф(х) - ф(х)ф'(х) = _1 _ 
0 

н I 
dx ф(х) [ф(х)]2 [ф(х)]2 > а ' 

значит, ф(х)/ф(х) строго возрастает на I, т. е. результат получается из 
следствия 10.5.1. 8 

Для того чтобы выяснить осцилляторный тип функции Грина, рас

смотрим струну под действием n точечных сил (Fi)J_, нормально дей
ствующих на струну в n точках (si)'i на I. Смещение имеет вид: 

п 

и(х) = L G(x, si)Fi. 
i=l 

Следовательно, G(x, s) >О (условие i) из определения 10.5.1) означает, 
что смещение относительно одной силы F происходит в направлении 

действия силы. 

Для того чтобы почувствовать смысл условия iii) из определения 
10.5.1, заметим, что энергия деформации струны под действием n сил 
имеет вид 

п п п 

И=~ L u(si)Fi = ~ LL G(si, sj)FiFj, 
i=l i=l j=l 

а значит, условие iii) утверждает, что И является положительно опреде
ленной (для сил, примененных к подвижным точкам, т. е. на J). 

Природа осцилляторного ядра легко видна из следующей теоремы: 

Теорема 10.5.5. Под действием n сил (Fi)'i смещение струны 
и(х) может изменить свой знак не более чем n - 1 раз. 

Доказательство. Пусть силы (Fi)J_ приложены к точкам (si)J_, где 
s Е I. Если s1 > О, то 

п 

и(х) = ф(х) L Fiф(si), О ~ х ~ s1, 
i=l 

а значит, и(х) имеет одинаковый знак на (О, s1]. Если 

п 

2.:: FiФ(si) =о, 
i=l 
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то и(х) является тождественно нулевой на отрезке [О, s]. Иначе, она 
имеет постоянный знак и является нулевой, только если х = О, и это 

верно только тогда, когда струна закреплена в х = О, т. е. h = оо. 
На интервале [sj, sн 1 ], j = 1, 2, ... , п - 1, 

j n 

и(х) = ф(х) LFiф(si) + ф(х) L Fiф(si)-
i=l i=j+l 

Так как ф(х), ф(х) являются линейно независимыми, то смещение и(х) 
является тождественно нулевым на [sj, sj+1] тогда и только тогда, когда 

n n 

LFiф(si) =О= L Fiф(si)· 
i=l i=j+l 

Если это не так, то и(х) может иметь не более одного нуля на [sj, sн1]. 
Иначе, допустим есть два нуля скажем ~' 'ГJ, такие, что sj :::::; ~ < 'Г/ :::::; 
:::::; sн1, тогда ФЮФ('Г/) - Ф('Г/)Ф(~) = О, это противоречит тому факту, 
что ф( х) / ф( х) является строго возрастающей функцией. 

Теперь, если sn ~ х ~ 1, то 

n 

и(х) = ф(х) L F;ф(si), 
i=l 

а значит, снова и(х) имеет постоянный знак. Эта функция является 
тождественно нулевой, если 

n 

LFiф(si) =О, 
i=l 

иначе, она может обнулиться только при х = 1 и только если Н = оо. 

Получим, что и(х) может поменять знак не более n - 1 раз и по крайней 
мере один раз в каждом из интервалов 

• 
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Упражнения 10.5 

1) Непрерывность минора из пункта ii) определения 10.5.1 показывает, 
что он будет неотрицательным для (xi)j1, (si)j1, удовлетворяющих 
О ~ х1 < х2 < . . . < Хп ~ 1 и О ~ s1 < s2 < . . . < Sn ::;; 1. 
Используем теорему 6.6.5 для доказательства того, что свойство iii) 
обязательно справедливо для х Е I. 

10.6. Осцилляторные системы функций 

В этом параграфе мы выведем некоторые основные результаты, 
необходимые для доказательства дальнейших свойств собственных ре
шений. 

Пусть (фi(х))1 является последовательностью функций, определен
ной на интервале I, ([О, 1), (О, 1), [О, 1) или (О, 1)). 

Теорема 10.6.1. Необходимое и достаточн.ое условие того, что 
фун.кции (фi(x))j" являются лин.ейн.о зависимыми, состоит в том, 

что 

Ф(х1,х2, ... ,хп; 1, 2, ... ,п) = 

является нулевым для всех (xr )1 Е I. 

Ф1(х1) Ф1(х2) 
Ф2(х1) Ф2(х2) 

Доказательство. Условие необходимо. Так как если функции 

(фi(х))1 являются линейно зависимыми, то существуют константы (ci)j1, 
не все равные нулю, такие, что 

п 

2:.:: е;фi(Х) =о для х Е I. 
i=l 

Это означает, что для любого (xr )"1 Е I получаем 

п 

LCiФi(xr) =О, r = 1, 2, ... , п. 
i=l 

(l0.6.1) 

Так как (е-;)1 не все равны нулю, то определитель коэффициентов из 

равенства (10.6.1) должен быть нулевым. 
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Докажем достаточность по индукции. Если п = 1, то Ф =О дает то, 
что Ф1(х1) =О для любого х1 Е J, т. е. Ф1(х) =О для х Е J. 

Предположим тогда, что 

Ф(х1, х2, ... , хп; 1, 2, ... , п) =О для всех (xi)1 Е /. 

Нам надо доказать, что (фi(х))1 являются линейно независимыми. Пред
положим, что (Фi(x))J'- 1 являются линейно независимыми (иначе, если 
они зависимы, то это будет справедливо и для (фi(х))]' ), тогда суще
ствуют (xr )1- 1 Е 1 такие, что 

Ф(х1,х2, ... ,Хп-1;1,2, ... ,п-1)-=f0. (10.6.2) 

Однако тогда для всех х Е I 

Ф(х1 1 х2, ... , Хп-1, х; 1, 2, ... , п) =О. 

Разложим этот определитель по последней строке; результат имеет вид 

(10.6.1), в котором сп, равный определителю (10.6.2), является ненуле
вым. • 

Определение 10.6.1. Последовательность непрерывных функций 
(фi(х)}1 образует последовательность Чебышева на I, если для лю
бого множества вещественных чисел (е;)1, не все из которых равны 
нулю, функция 

п 

i=l 

не равна нулю более чем в п - 1 точках !. 

Теорема 10.6.2. Последовательность (фi(х))1 является последо
вательностью Чебышева на I тогда и только тогда, когда 

Ф ::= Ф(х;В) 

строго сохраняет постоянный знак для х Е I; е обозначает 

(1,2, ... ,п). 

Доказательство. Ф = О для некоторого х Е I тогда и только тогда, 

когда уравнение 

п 

L:ciфi(xr)=O, r=l,2, ... ,n 
i=l 
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Рис. 10.6.2. ф(х) имеет два простых узла и один двойной узел 

Предположим, что s + 2d + р ~ п, тогда можно найти п + 1 точек 
(xi)7+ 1 со свойством Z, т. е. 

(10.6.3) 

Так как ф(х) является линейной комбинацией (фi)r, то функции 

Ф1, Ф2, ... , Фп, ф = Фп+l являются линейно зависимыми. Следователь
но, по теореме 10.6.1, 

Разложим этот нулевой определитель по последней строке; получаем, 

п+l 

2:(-l)n+k+lф(xk)Ф(l, 2, ... , п; х1, х2, ... , Xk-1, Xk+l, ... , Хп) =О. 
k=1 

Так как (фi(x))r образуют последовательность Чебышева, определители 
в этом уравнении строго сохраняют знак, по теореме 10.6.2. Более того, 
по предположению (10.6.3), коэффициенты (-1)n+k+ 1 ф(xk) имеют оди
наковый знак (некоторые из них могут равняться нулю). Это означает, 
что ф(хk) = О для k = 1, 2, ... , п + 1, однако это невозможно, так как 
(фi)r образуют последовательность Чебышева, Ф(х) имеет не более п-1 
нулей. Получаем, что т:::; п, т. е. s + 2d + р:::; п - 1. • 

Введем дополнительное условие на функции {фi(x)}f, состоящее 
в том, что они являются ортонормированными, и докажем важную 

теорему. 

Теорема 10.6.4. Если { фi ( х)} 1 является последовательностью 
Маркова непрерывных функций на I и фi(х) являются ортонорми
рованными относительно некоторого скалярного произведения, т. е. 

(фi,фj) = бij, то 

1) Ф1 ( х) не имеет нулей на I. 
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2) фi(х) имеет i-1 простых узлов и не имеет остальных нулей на I. 

3) ф(х) = L::=Jciфi(x), 1 ~ j ~ k, L::=Jcf >О имеет не менее j -1 
простых узлов на (0,1) и не более k-1 нулей на I; в обозначениях 
теоремы 10.6.3, s + 2d + р ~ k - 1. 

Доказательство. Заметим, что 1) и 2) являются частными случая
ми 3), а тогда все, что остается доказать в 3), это то, что ф(х) имеет 
не менее j - 1 простых узлов. 

Функции ( Фi)f образуют последовательность Маркова. Это означа
ет, что если О < х1 < х2 < ... < Xn < 1, то 

Ф(х1, х2, ... , Xn; 1, 2, ... , п) 

имеют одинаковый знак, который может быть выбран положительным. 

Пусть (l;i)l являются простыми узлами для ф(х) на (O,l), определим 

ф(х) = Ф(l;1, 6, "" l;8 , х; 1, 2". "s + 1). 

Если х > l;8 , то 'Ф(х) >О. Если l;p < х < l;p+1, р= 1,2, . .. ,s -1, 

'l/J(x) = (-1) 8-РФ(6, 6 1 ..• , ~р, х, ~р+1, ... , ~8 ; 1, 2, ... , s + 1), 

однако, если х < 6, 

ф(х) = (-1)8Ф(х, 6". "l;s; 1, 2". "s + 1). 

Следовательно, 'Ф(х) меняет знак, как только х переходит через каждый 
узел; 'Ф(х) имеет только s нулей и s простых узлов (€i)1. Они являются 
теми же простыми узлами, что и узлы ф(х). Следовательно, 

('Ф,ф)=JО. 

Однако 'Ф является комбинацией (фi)1+ 1 , тогда как ф является комби
нацией ( ф;)j; эти комбинации должны пересекаться, т. е. s + 1 ?:: j, 
s?::j-1. 8 

Теорема 10.6.5. В условиях теоремы 10.6.4 простые узлы фi(х) 
и Фн1(х) чередуются. 

Доказательство. Любая комбинация 
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имеет или i - 1, или i нулей на (0,1), все эти нули являются простыми 
узлами. (s ~ i - 1, s + 2d + р ~ i дают d = О и или s = i - 1, р = О, 
или 1, или s = i, р = О.) Пусть узлы Фн1(х) равны (f;j)i; запишем 
f;o =О, f;н1 = 1, так, что 

О = f;o < 6 < ... f;i < f;н1 = 1 

и рассмотрим 

ф(х) = Фi(х)/Фн1(х). 
В каждом из интервалов (f;j, f;н1), j =О, ... , i, функция ф(х) является 
непрерывной, так как Фн1(х) является ненулевой. Покажем теперь, что 
ф(х) является монотонной на каждом из этих интервалов. Пусть ф(х) 
не является монотонной на интервале (t;j, f;н1). Тогда существуют точки 
х1,х2,хз такие, что f;j < х1 < х2 < хз < f;н1, и ф(х1) -ф(х2), ф(х2) -
-ф(хз) обладают противоположными знаками. Без ограничения общно

сти можно предположить, что ф(х1) < ф(х2), ф(хз) < ф(х2). Функция 
ф(х), которая является непрерывной по [х 1 , хз], достигает своего мак
симального значения на [х1, хз]. Этот максимум должен достигаться во 
внутренней точке, хо, на [х1, хз], так как ф(х1), ф(хз) обе меньше ф(х2). 
Следовательно, 

ф(х) - ф(хо) ~О для всех х Е [х1,хз], 

а значит, 

ф(х) = Фн1(х){ф(х) - ф(хо)} = Фi(х) - ф(хо)Фн1(х) 

сохраняет свой знак в окрестности своего нуля, ха. Это противоречит 
утверждению о том, что ф(х) обладает только простыми нулями. Следо
вательно, ф(х) является монотонной функцией на каждом из интервалов 

(t;j, f;н1), j =о, 1, ... , i. 
Рассмотрим поведение функции ф(х) около узлов (f;j )i для функции 

Фн1(х). Так как ф(х) является монотонной на каждом из интервалов 
(f;j, f;н1), j =О, ... , i, то пределы 

lim ф(х) = Li, 
x->~j 

будут существовать для всех j = 1, 2, ... , i; они могут быть конечны
ми или бесконечными. Если f;j не является узлом Фi(х), то Li и L2 
бесконечны и имеют противоположные знаки. Покажем, что это есть 

единственный возможный случай. 
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Предположим, что €j является узлом фi(х) и Фн1(х). Тогда Li,L2 
могут быть конечными или бесконечными, однако будут по крайней мере 

обладать одинаковыми знаками. Предположим, без ограничения общно

сти, что ф(х) является монотонно возрастающей на (€j-1, €j). Если 'Ф(х) 
является монотонно возрастающей функцией на (€j, €н 1 ), то существу
ют пять возможных случаев, показанных на рисунке 10.6.3: 

а) Li = оо, L2 = оо 
б) Li = оо, L2 конечное 
в) L1 = конечное, L2 = оо 

г) Li конечное, L2 = Li 
д) L1 конечное, L2 #- Li. 

& -j-- ----- ~ + ---1':--
~ ~ ~ 

а) б) в) г) д) 

Рис. 10.6.3. ф(х) является монотонно убывающей на (~j,~)+1) 

Если 'lj;(x) является монотонно возрастающей на (f,j, f.н1), то су
ществуют только три возможных случая, представленные на рисун

ке 10.6.4: 
е) L1 = оо, L2 конечное 
ж) Li конечное, L2 = Li 
з) Li конечное, L2 #- Li. 

-)---- --

е) з) ж) 

Рис. 10.6.4. ф(х) является монотонно возрастающей на (~j,~н1) 
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Во всех случаях, кроме а) и г), существует прямая у= h, показан
ная так, что ф(х) пересекает эту прямую, если х переходит через f.J. 
Следовательно, ф(х) - h меняет знак при х = f.J, а значит, 

сохраняет свой знак, когда х переходит через ноль ~j, что противоречит 

утверждению о том, что все нули ф(х) являются простыми узлами. 
Теперь рассмотрим случай г), пусть Li = L2 = h, и рассмотрим 

функцию 

если f = h, ф(х, h) имеет или i-1, или i узлов. То рассмотрим f = h -
- Е = h', где Е >О. Найдем х1, х2 такие, что ~j-1 < х1 < ~j < х2 < ~н1, 
ф(х1) = ф(х2) = h'. 

Так как Фн1(х) сохраняет свой знак и ф(х) - h' меняет свой знак, 
когда х переходит через х1 и х2, эти точки являются узлами ф(х, h'). 
Следовательно, ф(х, f) приобретает два новых узла когда f переходит от 
h к h - Е, однако это невозможно, так как ф(х, h) и ф(х, h') оба имеют 
или i - 1, или i узлов. 

Заметим, что если ~j является узлом фi(х), то остается только слу
чай а). Это означает, что все пределы L1 , L2 для j = 1, 2, ... , i должны 
быть бесконечны; ф(х) должен принимать все значения в каждом из 
интервалов (~j,~н1), j = 1,2, ... ,i-1; ф(х) должна иметь узел в каж
дом из них и аналогично фi(х). Однако фi(х) имеет только i - 1 узлов, 
а значит никто из (f.J )l не может быть узлом фi(х): случай а) не может 
быть выполнен; 1/;(х) должна быть монотонно возрастающей на каждом 

из интервалов (f;,j, f.н1), j = О, 1, ... , i, или монотонно убывающей на 
всех этих интервалах; узлы Фi(х) и Фн1(х) чередуются . • 

10.7. Теорема Перрона и составные ядра 

Наша цель в этом параграфе состоит в доказательстве того, что 
собственная функция vi(x) для интегрального уравнения (10.2.9) дает 
последовательность Маркова. Следуя материалу о полной положитель
ности из главы 6, мы строим наши рассуждения на непрерывной версии 
теоремы Перрона и теореме Коши-Бине. Точно так же, как матричная 

версия теоремы Перрона, справедлива для произвольных положитель

ных (квадратных) матриц, а не только для симметричных матриц, так 



10.7. ТЕОРЕМА ПЕРРОНА И СОСТАВНЫЕ ЯДРА 359 

и непрерывная версия верна для произвольных (не обязательно симмет
рических) положительных ядер. Однако доказательство этой теоремы 
в произвольном несимметрическом случае находится вне зоны наших 

интересов. Мы сформулируем эту теорему для общего случая, однако 

докажем ее только в симметрическом случае, который нам и потребует

ся. 

Теорема 10.7.1. Если непрерывное ядро K(x,s) удовлетворяет 
условию 

K(x,s)~O, К(х,х)>О, x,sE(O,l), 

то собственное значение Л1 интегрального уравнения 

1 

и(х) = Л / К(х, s)u(s)ds, 

о 

(10.7.1) 

которое имеет наименьший модуль, является положительным и про

стым; соответствующая собственная функция и1(х) не имеет нулей 
на (О, 1). 

Доказательство. В параграфе 10.3 мы показали, что ненулевой са
мосопряженный компактный оператор А имеет по крайней мере одно 
ненулевое собственное значение 

µ = sup (Ах, х). 
ffxff=l 

Переводя все в термины интегрального уравнения (10.7.1), мы получаем, 
что уравнение (l О. 7. l) обладает собственным значением Л1, удовлетво-
ряющим уравнению 

где 

и 

1 {F(u)} 
Л1 = max !!и/12 ' 

1 1 

F(u) = / / К(х, s)u(x)u(s)dxds 
о о 

1 

llиll 2 = / и2 (х)dх. 
о 

(10.7.2) 
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Этот максимум достигается для и 1 (х), удовлетворяющей уравнению 

1 

и1(х) = Л1 J К(х, s)u1(s)ds. 

о 

(10.7.3) 

Теперь рассмотрим w1(x) = /и1(х)/. Ясно, что l!wll 2 = l!и11! 2 , тогда как 
F(w) ~ F(u1), это означает, что w 1(x) также является собственной 
функцией, удовлетворяющей (10.7.3), т. е. 

1 

w1(x) = Л1 J К(х, s)w1(s)ds. 

о 

(10.7.4) 

Пусть и 1 (х) обладает изолированным нулем для некоторого .; Е (О, 1). 
На основе неравенства К(.;,() > О и непрерывности К мы можем за
ключить, что K(.;,s) >О, w1(s) >О для некоторого интервала (.;,.;+1::), 
Е: > О. Следовательно, в точке .; левая часть (10.7.4) является нулевой, 
тогда как правая часть положительна; получили противоречие. Нулевой 

интервал для и1 (х) исключается аналогично. Это означает, что любая 
собственная функция, отвечающая Л1, должна быть знакопостоянной на 

(О, 1). Не существует двух попарно ортогональных собственных функ
ций, которые сохраняют постоянный знак на (О, 1) так, что Л1 является 
простым и положительным. Доказательство будет завершено, если мы 

сможем показать, что если Л является отрицательным собственным зна
чением для (10.7.1), то IЛI > Л1. 

Пусть v(x) является отнормированной собственной функцией, отве
чающей Л, т. е. 

а следовательно, 

1 

v(x) = ,\ J К(х, s)v(s)ds, 
о 

1 

lv(x)I ~ IЛI j К(х, s)lv(s)lds. 

о 

(10.7.5) 

Функция v(x), являющаяся ортогональной к w1(x), не может сохранять 
постоянный знак на (0,1), а значит неравенство из (10.7.5) должно быть 
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строгим. Следовательно, 

1 

\v(x)\ < \Л\ J К(х, s)\v(s)\ds, 

о 

значит 

(/v/, /v/) < /Л/F(/v/). 
Однако в силу (10.7.2) 

откуда /Л\ > Л1: Л1 является собственным значением наименьшего мо
дуля, оно положительное и простое. • 

Как и для ядра К(х, s) на [О, 1] х [О, 1], мы можем использовать 
миноры, введенные в параграфе 10.5 для определения присоединенно
го ядра К(х, s), определенного на Q х Q, где Q является п-мерным 
симплексом 

О ( х1 ( х2 ( ... ( Xn ( 1. 

Если х является внутренней точкой для Q, то 

О < х1 < х2 < ... < Xn < 1, значит, х Е Q. 

Вместо теоремы Коши-Бине будем использовать 

Теорема 10.7.2. Если три ядра K(x,s),L(x,s),N(x,s), опреде
ленные на [О, 1] х [О, 1], связаны равенством 

то 

1 

N(x, s) = ! К(х, t)L(t, s)dt, х, s Е [О, 1], 
о 

N(x; s) = j К(х; t)L(t; s)dt, х, s Е Q, 

Q 

где интегрирование рассматривается по симплексу Q. 

Доказательство. Результат немедленно следует из разложения ин

теграла над п-мерным произведением [О, 1] х [О, 1} х ... [О, 1} через п! 

интегралов над симплексами О ( Xi1 ( Xi2 ( ••• ( xin ( 1. • 
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Теорема 10.7.3. Если (,\)1 и (ui(x))'l являются собственны
ми значениями и соответственными собственными функциями для 
(10.7.1), то 

где 

и(х) = /\ J K(x;s)u(s)ds, 

Q 

/\ = Ai1 , >ч2 • •• Аiп' u(s) = u(s; а), 

а= (l1,l2, .. . ,ln), 1 ~ ii < i2 < . .. in. 

Доказательство. Уравнение (10.7.1) показывает, что 

и(х; а) = >ч 1 , Ai2 ". Аiп J К(х; s)u(s; a)ds. 

Q 

(10.7.6) 

• 
Теперь можно расширить теорему Перрона до уравнения (10.7.3). 

Теорема 10.7.4. Если непрерывное ядро К(х, s) удовлетворяет 
неравенствам 

K(x;s);;:;:o, К(х;х)>О, x,sEQ, 

то собственное значение для (10.7.3), имеющее наименьший модуль, 
является положительным и простым; соответствующая собствен

ная функция и(х) не имеет нуля в Q. 

Доказательство. Доказательство в случае, когда К(х; s) является 
симметричной, аналогично соответствующему доказательству из теоре

мы 10.7.1. • 

Теорема 10.7.5. Если непрерывное ядро К(х, s) удовлетворяет 
условиям 

K(x;s);:::;: О, К(х;х) >О, x,s Е I, 

то все собственные значения для уравнения (1О.7.1) являются поло
жительными и простыми, т. е. О < Л1 < Л2 < ... , соответствующие 
собственные функции образуют последовательность Маркова на I. 

Доказательство. Упорядочим собственные значения для (10.7.1) 
таким образом, что l.X.11 ~ IЛ2I ~ .. " тогда собственное значение для 



10.7. ТЕОРЕМА ПЕРРОНА И СОСТАВНЫЕ ЯДРА 363 

(10.7.3), имеющее наименьший модуль, равно .Л.1.Л.2 ... Лп. Следователь
но, теорема 1О.7.4 утверждает, что 

для всех п = 2, 3, ... Следовательно, получаем: .Л.1 > О, Л1 < J.Л.2 I, 
Л1Л2 >О, т. е . .Л.1 < .Л.2, Л1Л2 < IЛ1Лзl = .Л.1 \Лз\, Л1Л2Лз > О, а значит, 
.Л.2 < Лз, и так далее. Теоремы 1О.7.3 и 1О.7.4 показывают, что собствен
ная функция, отвечающая наименьшему собственному числу, а именно: 

И(х; В)= И(х1, х2, ... , хп; 1, 2, ... , п), 

имеет нули в Q и строго сохраняет постоянный знак на I, что есть 
необходимое и достаточное условие для того, чтобы последовательность 

щ(х) являлась последовательностью Маркова на I. • 
Заметим, что мы показали, что если К (х, s) является осциллятор

ным ядром, то соответствующий оператор А является строго положи

тельным (компактным и самосопряженным линейным) оператором. Зна
чит, применима теорема 10.3.9 и собственные функции образуют полную 
ортонормированную систему в Н. 

Рассмотрим приложение этих результатов к интегральным уравне

ниям, определяющим колебания струны. Мы записали это уравнение 

двумя способами: (10.2.9) и (10.2.11); это уравнения 

и 

1 

v(x) = лf p2(s)G(x,s)v(s)ds 

о 

1 

и(х) = ,\ J К(х, s)u(s)ds. 

о 

Предположим, что р(х) является кусочно-непрерывной на [0,1], тогда, 
как мы показали ранее, функция v(x), реальная амплитуда колебаний 
струны, является непрерывной, тогда как функция и(х) - кусочно
непрерывна. 

Теоремы, доказанные в этом параграфе, были сформулированы 

в терминах непрерывного ядра К(х, s ), однако легко видеть, что это со
здает ненужные ограничения. Мы использовали непрерывность К(х, s), 
так как мы предполагали, что только К(х, s) ): О, К(х, х) >О. Благода
ря непрерывности, мы смогли обобщить К(х, х) >О до К(х, s) >О для s 
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около х. Если, как и для струны, мы имеем К(х, s) = p(x)p(s)G(x, s) >О 
для х, s Е J, то нам нет необходимости применять непрерывность. По
хожие рассуждения применимы к теореме 10.7.4. Получим К(х; s) >О, 
если х, s Е I и х1, s1 < х2, s2 < .. . xn, sn. 

Следовательно, можно заключить, что И(х; В) обладает фиксиро
ванным знаком на I, а значит, соответствующий минор V(x; В), образо
ванный vi(x) из уравнения (10.2.9), имеет постоянный знак на I; тогда 
vi(x) образуют последовательность Маркова на J. 

Так как величины vi(x) образуют последовательность Маркова, они 
обладают свойствами, установленными в секции 10.6: vi(x) обладает 
в точности i-1 простыми узлами на (0,1), и узлы vi(x) и vн1(х) чере
дуются. Рисунок 10.7.1 показывает типичные формы колебания струны 
с краевыми условиями и(О) = О = и'(1). Заметим, что мы можем смо
делировать «свободное» краевое условие и'(l) = О, пропуская струну 
в точке х = 1 через поJIЗун, который поддерживает струну в горизон
тальном положении в этой точке. См. параграф 2.2. С другой стороны, 
мы можем смоделировать свободный конец, рассматривая только левый 
конец симметричной струны растянутым между О и 2 и рассматривая 
только симметричные колебания; для них справедливо условие u'(l) =О. 
Формы колебаний качественно устроены как колебания sin{( i - 1/2)1Гх} 
однородной струны. 

U3(X) 

о 1 

uz(x) 

Рис. 10.7.1. Типичные формы колебаний струны при условиях и(О) =О= u'(l) 
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10.8. Чередование собственных значений 

В параграфе 2.9, когда мы обсуждали колебания при ограниче
нии, мы использовали вариационную формулировку матричной задачи 

на собственные значения, и, для того чтобы понять, как собственные 

значения меняются при ограничении, мы использовали теорему Куранта 

о минимаксе. Эта теорема допускает обобщение на самосопряженный 
компактный оператор А на гильбертовом пространстве. Для простоты 
предположим, что А является положительно определенной матрицей. 

В параграфе 10.3 мы нашли наибольшее собственное значение для 
матрицы А в виде 

µi = sup F(x) = F(x1), 
хЕН 

где 

F(x) = (Ax,x)/llxll 2
. (10.8.1) 

Далее мы разложили Н = Н1 в сумму М1 пространства, порожденного 
х1 , и его ортогонального дополнения Н2: Н1 = М1 + Н2 и нашли 

µ2 = sup F(x) = F(x2). 
хЕН2 

В общем случае 

µn+l = sup F(x) = F(хп+1), 
xEHn+l 

где Мп является пространством, порожденным х1, х2, ... , Хп, и Н = 
= Мп + Нnн· Это итеративный метод нахождения собственных значе
ний. 

Соответствующая минимаксная процедура имеет вид: 

µi = sup F(x) = F(x1). 
хЕН 

Теперь рассмотрим у1 Е Н, пусть Ni является пространством, порож
денным У1, разложим Н в сумму Н = Ni + Н2. Тогда 

µ2 = inf sup F(x) = F(x2). 
У1ЕН хЕН2 

В общем случае пусть Nn является пространством, порожденным 

у1,У2, ... ,уп, ИН= Nn+Hn+l• тогда 
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Преимущество минимаксной формы перед итеративной формой наи
более просто наблюдать в случае, когда требуется упорядочить собствен

ные значения двух различных операторов А, А'. Если известно, что 

(А'х,х) ·? (Ах,х), 

т. е. 

F'(x) = (А'х, x)/llxll 2 ? F(x), 

тогда 

µ~+l = inf sup F'(x)? inf sup F(x) = µп+l : 
NпСН хЕНп+1 NпСН хЕНп+1 

(10.8.2) 

собственные значения А' больше или равны соответственных собствен
ных значений матрицы А; сравнить собственные значения возможно, так 

как inf и sup рассматриваются над одними и теми же пространствами. 
В отличие от этого, в итеративной схеме подпространство Hn+l связано 
с оператором: это пространство ортогонально пространству, порожден

ному ранее найденными собственными значениями х1, х2, ... , Хп. 
Если в дополнение 

(А'х,х) - (Ах,х) = С(х,у)2 (10.8.3) 

для некоторого С > О и у Е Н, то можно утверждать большее. Уравне
ние (10.8.3) позволяет получить 

F(x) = F'(x) если (х, у)= О. 

Следовательно, 

µп = inf sup F(x) = inf sup F'(x), 
Nп-1СН хЕНп N{..CH хЕН:._+ 1 

где N~ является пространством, порожденным посредством произволь

ных у1, у2, ... , Уп-1 и у, Н = N~ + H~+l · Однако этот inf не может быть 
меньше inf, взятого по множеству Nn, откуда 

(10.8.4) 

Неравенства (10.8.2), (10.8.4) позволяют показать, что собственные зна
чения А и А' чередуются в том смысле, что 

µ~ ? µi ? µ~ ? µ2 ? ... 
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Применим нашу теорию к собственным значениям струны при раз

личных краевых условиях. Переводя уравнение (10.8.1) на язык инте
гральных уравнений, получим 

1 1 1 

F(u) = J J К(х, s)u(x)u(s)dxds/ J u 2
(x)dx, 

о о о 

где 

К(х, s) = p(x)p(s)G(x, s) 

и G(x, s) дается формулой (10.2.6), ф(х), ф(х) из (10.2.7). Так как G(x, s) 
зависит от h, Н, мы будем записывать его в виде G(x, s, h, Н). Непосред
ственные вычисления показывают, что 

G(x, s, h, Н') - G(x, s, h, Н) = С1(Н - H')(l + hx)(l + hs) 

и 

G(x, s, h', Н) - G(x, s, h, Н) = C2(h - h')(l + Н(1 - х))(1 + Н(1 - s)), 

где 

С1 (h + Н' + hH')(h + Н + hH) = 1 = C2(h1 + Н + h' H)(h + Н + hH). 

Это означает, что 

и 

где 

и 

F(u, h', Н) - F(u, h, Н) = C2(h - h')(u, w2)2 /\\и\\ 2 , 

w1 (x) = (1 + hx)p(x), w2(x) = (1 + Н(1 - х))р(х) 

1 

(и, v) = f u(x)v(x)dx. 

о 

Вспоминая, что µ можно заменить на 1/ Л, мы можем применить преды
дущую теорию следующим образом: 
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а) если Н < Н', то 

(10.8.5) 

б) если h < h', то 

(10.8.6) 

если h < h' и Н < Н', то применяя одновременно а) и б), получим 

Лп(h, Н) ~ Лп(h1 , Н) ~ Лп(h1 , Н1 ) 

и 

Заметим, что до этого момента мы использовали только нестрогие нера

венства, в общем случае, как мы сейчас покажем, неравенства являются 

строгими. 

Мы получим эти результаты о чередовании, используя формулиров

ку задачи о собственных значениях, основанную на функции Грина. Су
ществует другой метод, основанный на вариационной формулировке для 

исходного дифференциального уравнения (10.1.1 ). Задача о собствен
ных значениях (10.1.1 ), (10.1.2) эквивалентна нахождению стационар
ных значений для 

при условии 

1 

J(v) = J [v 1(x)] 2dx + hv2 (0) + Hv2 (1) 

о 

1 

(p2v,v) = f p2 (x)v 2 (x)dx = 1. 

о 

Следующие рассуждения можно сделать строгими. 
Введем множитель Лагранжа Л и рассмотрим 

G(v) = J(v) - Л(р2 v, v). 

Тогда 

1 1 

(10.8.8) 

G(v + E'IJ) - G(v) ! ! lim 
2 

= v'r/dx+hv(0)17(0)+Hu(l)17(l)-Л p2v17dx. 
Е>->0 Е 

о о 
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Проинтегрируем первое слагаемое по частям, переупорядочим слагаемые 

и приравняем все к нулю: 

1 

- J(v 11 + Лp2v)1Jdx - [v'(O) - hv(O)]ry(O) + [v'(l) + Hv(l)]ry(l) =О. 
о 

Равенство нулю наблюдается для всех вариаций ry(x), только если v(x) 
удовлетворяет (1 О .1.1) и (10.1.2). 

Предположим, что { Лп, vn(x) }1 являются собственными значения
ми и собственными функциями для (10.1.1), (10.1.2), отнормированными 
так, что 

Тогда 

1 

J v~(x)v~(x)dx = [vm(x)v~(x)Jб + Лпдmп 
о 

Рассмотрим вариационную задачу для уравнения (10.1.1) с краевыми 
условиями 

v'(O) - h'v(O) =О= v'(l) + Hv(1), (10.8.lO) 

где h' > h. Получаем задачу нахождения стационарных значений для 

1 

J'(v) = J[v'(x)] 2dx + h'v2 (0) + Hv2 (1) 

о 

при условии (10.8.8). Распишем v(x) в терминах собственных функций 
Vm(x); 

00 

v(x) = L CmVm(x). 
-m=l 

Используем интеграл (10.8.9), чтобы получить 

00 

J'(v) = L Л111 с;,, + (h' - h)v2 (0). (10.8.l 1) 
-m=l 
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Уравнения на значения стп, которые дают стационарность J'(v ), имеют 
вид 

Лтпетп + (h' - li)vт(D)v(O) - Лет= О m= 1,2, ... , 

т. е. 

Стп = (h' - h)vm(O)v(O)j(Л - Лm), 

а значит, условие 

v(O) = L CmVm(O) 
m=l 

влечет 

1 = (h' - h) f ;:~~. 
m=l 

(10.8.12) 

Это уравнение является аналогом уравнения (4.3.21) и незамедлительно 
дает строгую форму уравнения (10.8.6): 

(10.8.13) 

Краевые условия vm(O) не могут быть нулевыми для всех h, кроме h = 
= оо, т. е. конец х = О зафиксирован; этот случай можно выделить 
посредством условия h' > h. Применим аналогичную процедуру для 
получения строгой формы уравнения (10.8.5). 

Упражнения t0.8 

1) Получите представление (10.8.11) для функционала J'(v). 

2) Если (,\~)1 являются собственными значениями для (10.1.1) при 
условии (10.8.10), т.е. ,\~ = Лm(h',H), покажите, что 

1- (h' - h) f v~(O) = fi (Л -,\~)' 
Л - Лm Л - Лm 

m=1 m=1 

а затем получите, что 

-(h' - h)v~(O) = (Лп - Л~) lJ
1

' ( ~: = ~=) , 
где / обозначает т of п. 
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3) Как интерпретировать бесконечные произведения таким образом, 
чтобы выполнение условия h' > h и условия чередования (10.8.13), 
т. е . .\1 < .\~ < .\2 < .. " гарантировало положительные значения 
v~(O)? Эти примеры показывают, что, зная (.\n - .\~)1, можно 
вычислить так называемые нормировочные константы (ап)l' = 
= (v;(o))l'; обратно, зная (Лп,ап)l'), можно вычислить (>..~)1. См. 
работу Элхая (Elhay), Глэдвелла, Голуба и Рама [85) (l 999), где 
можно найти дальнейшее исследование связей собственных векто

ров и собственных чисел, аналогичных (10.8.12). 

10.9. Асимптотическое поведение собственных 
значений и собственных функций 

Для решения обратных задач главы 11 нам потребуется изучить 
асимптотическое поведение собственных значений Лп, собственных 
функций vn(x) и нормирующих констант для больших n. Для этого 
исследования удобно предполагать, что р(х) в уравнении (10.1.l) или 
А(х) в уравнении (10.1.3) являются достаточно гладкими так, что урав
нения (10.1.1) или (10.1.3) могут быть преобразованы к форме Штурма
Лиувилля (10.1.11), где q(x) Е C(0,7r]. Мы будем придерживаться дого
воренностей о нумерации S, описанной в параграфе 10. l. 

Для начала нам потребуется теорема единственности. Она пред
ставлена в работе Тичмарша (Titchmarsh) [323] (1962). 

Теорема 10.9.t. Если q(x) Е С[О,1Г], то для любого а суще
ствует единственное решение у(х, .\)уравнения (10.1.14), такое, что 
у(О, .\) = sin а, ф' (О,.\) = - cos а. Для любого фиксированного х Е [О, 7r] 
(х, .\) является целой функцией от .\. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Здесь Л рассматривается как комплексная переменная; целая 
функция комплексной переменной Л - это такая функция, которая не имеет 

полюсов на конечной Л-плоскости. 

Основываясь на этой теореме, мы обозначим решение уравнения 

у"(х) + (.\ - q(x))y(x) =О, (10.9.1) 

удовлетворяющее условию 

ф(О, .\) = 1 Ф'(О, .\) = h (10.9.2) 

как ф(х, .\). Мы будем предполагать, что h конечно и q(x) Е С[О, ?Г]. 
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Обозначим, Л = w2 , тогда (10.9.1) можно переписать в виде 

Рассматривая правую часть как вынуждающую функцию, мы можем 
использовать так называемое решение Дюамеля (Duhaтel) 

х 

ф(х, Л) = Acoswx + Bsinwx + w- 1 J sinw(x - t)q(t)ф(t, .Л)dt, (10.9.3) 

о 

где А = 1, В = h/w. В этом уравнении мы можем рассматривать w 
как комплексную переменную и можем получить оценку для ф(х, Л) при 
больших lwl: 

Лемма 10.9.1. Пусть w = а+iт. Тогда существует о-о >О такое, 
что для Jwl > ао 

( expjтjx) 
ф(х, Л) = coswx +О Jw/ (10.9.4) 

равномерно по х на [О, 1Г]. 

Доказательство. Возьмем ф(х, Л) = exp(lтlx)f(x), согласно (10.9.3) 

!(х) = (coswx + liw- 1 sinwx) ехр(-lт/х)+ 
х 

+ w- 1 j sinw(x - t) exp(-lтl(x - t))q(t)f(t)dt. 

о 

Рассмотрим М = maxo(x(7r lf(x)I, тогда уравнение (10.9.5) дает 

х 

/h/ Mj м ( 1 + ~ + ~ lq(t)ldt. 
о 

Следовательно, 

(10.9.5) 



10.9. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 373 

при условии положительности знаменателя, т. е. при условии 

7Г 

lwl > J lq(t)ldt. 
о 

Для такого w 
IФ(х, Л)I ,;::::; М exp(lтJx), 

при подстановке в интеграл (10.9.3) мы получим (10.9.4). • 
Будем использовать оценку (10.9.4) для оценки собственных чисел 

(1О.9.1) относительно 

у1 (0) - hy(O) =О= y'(7r) + Hy(7r); (10.9.6) 

предположим, что как Н, так и h являются конечными. В параграфе 10.l 
мы показали, что собственные значения являются вещественными; тогда 
можно рассмотреть т =О в (10.9.4) и найти 

ф(х, Л) = coswx + O(w- 1 ). 

Собственные значения являются решениями для 

Ф'(7r, Л) + Нф(7r, Л) =о, 

откуда для больших lw\ получим уравнение 
-wsinw7r+O(l) =0, 

(10.9.7) 

(10.9.8) 

которое очевидно имеет близкие к целым решения при больших w. На 
самом деле для любого большого целого п существует единственное 
близкое к нему решение. Чтобы убедиться в этом, продифференциру

ем уравнение (10.9.8) по переменной w (это можно делать, поскольку 
(10.9.8) на самом деле есть (10.9.7) - аналитическая функция от Л), 
получим 

-UJ7rCOSUJ7r + 0(1), 

которое не обращается в ноль в окрестностях больших целых чисел. 

Мы заключаем, что собственные значения, обозначенные в порядке воз-
растания 

Ло < Л1 < Л2 < ... , 
с некоторого момента станут положительными и близкими к квадратам 

целых чисел. 

Для получения точных оценок собственных чисел мы используем 

следующую теорему. 
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Теорема Руше. Если функции f(z) и g(z) являются аналитиче
скими внутри и на границе замкнутого контура С и jg(z)I < jf(z)I 
на границе С, то f(z) и f(z) + g(z) имеют одинаковое количество 
нулей внутри С. 

Для применения этой теоремы рассмотрим f(v.;) = -v.;sinv.;?Г, f(v.;)+ 
+ g(v.;) = ф'(1Г, Л) + Нф(1Г, ,\) и возьмем в качестве С окружность с цен-
тром О, радиуса N + ~· на v.;-плоскости. Тогда для достаточно больших 
N jg(v.;)j < jf(v.;)j на С, а значит, f(v.;) и f(v.;) + g(v.;) имеют одинаковое 
количество нулей на С. 

Собственные значения,\ являются вещественными, а f(v.;) и f(v.;) + 
+ g(v.;) являются четными функциями VJ. Это означает, что нули, v.;, 
находятся на вещественной оси, v.; = ±JX, если ,\ ;;? О; или на мнимой 
оси, v.; = ±iJiЛТ, если ,\ < О. Число ,\ собственных значений тогда 

равняется!* (число нулей f(v.;)+g(v.;)) =~*(число нулей f(v.;)). Однако 
нули f(v.;) это ±0, ±1, ... ± N; их 2N + 2, а значит, существует N + 1 
собственных значений Л внутри С. Получаем, что 

v.Jn = n + 0(1). (10.9.9) 

Мы теперь можем рассмотреть более точные оценки, подставляя 

(10.9.9) в (10.9.8). Рассмотрим v.Jn = п + дп, тогда 

(п + дп) sin(7Гдп) + 0(1) =О, 

так что 

Это означает, что для достаточно большого п 

(10.9.10) 

Продолжим проверку этой оценки. Запишем (10.9.3) и ее производ-
ную 

ф(х, Л) = cosv.;x{l - v.;- 1q1(x)} + v.;-l sinv.;x{h + q2(x)}, 

ф'(х, Л) = cosv.;x{h + q2(x)} - v.;sinv.;x{l - v.;-1q1(x)}, 

(10.9.11) 

(10.9.12) 



10.9. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 375 

где 

х 

q1 (x) = J sinwtq(t)ф(t, >.)dt, 

о 

х 

q2(x) = J coswtq(t)ф(t, >..)dt. 

о 

Следовательно, 

и 

х 

qi(x) = o(l), q2(x) = ~ J q(t)dt + o(l) 
о 

х 

ф'(х, >.) = -w sin wx + {h + ~ J q(t)dt} coswx + o(l), 

о 

откуда (10.9.7) может быть записано в виде 

сп cos w?Т - w sin w?Т + о( 1) = О, 

где 

ссс} (h+H+~lq(t)dt). 
Уравнение (10.9.18) дает 

значит, рассматривая wn = п + 811 как и ранее, мы найдем 

tanOп7r = cnn- 1 +о(п- 1 ); 

8п = сп- 1 + о(п- 1 ); 

А= Wп = п + сп- 1 + о(п- 1 ). 

(10.9.13) 

(10.9.14) 

(10.9.15) 

(10.9.16) 

(10.9.17) 

(10.9.18) 

(10.9.19) 

(I0.9.20) 
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Рассмотрим теперь асимптотическую форму собственных функций. 
Уравнения (10.9.11), (10.9.15) дают 

х 

ф(х, Л) = coswx + hw-1 sinwx + ~w- 1 sinwx j q(t)dt + о(ш- 1 ). 
о 

Подставляя Шп из (10.9.20), получим 

где 

ф(х, Лп) = cos пх - схп- 1 sin пх + hп- 1 sin пх+ 
х 

+ ~n- 1 sinnx j q(t)dt+o(n-1
) = 

о 

= cosnx+п- 1,6(x)sinnx+o(n- 1 ), 

х 

,6(х) = h - сх + ~ j q(t)dt. 

о 

(10.9.21) 

(10.9.22) 

Для получения асимптотического представления для отнормирован

ных собственных функций мы вычислим интеграл 

7r 7r 

а~= f ф2 (х,Лп)dх = f {cos2 nx+n- 1,6(x)sin2nx}dx+o(n- 1
). 

о о 

Так как ,6(х) является дифференцируемой, 

откуда 

7r 

j ,6(x)sin2nxdx = О(п- 1 ), 
о 

и отнормированная собственная функция имеет вид 

ф(х, Лп) {2 1 1 
Уп(х) = Ctn = уп{соsпх+п- ,6(x)sinnx}+o(n- ). 

(10.9.23) 

(10.9.24) 
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До сих пор мы предполагали только, что q(x) является непрерывной 
функцией. Если мы допустим, что q(x) имеет ограниченную производ
ную, то коэффициенты в (10.9.15) имеют вид О((.()- 1 ); например, 

х х J sin2(.Utq(t)dt = [ - c~~ 2(.Ut q(t)[ + 2~ J cos2(.Utq'(t)dt = 0((.()- 1
). 

о о 

В этом случае коэффициенты o(l), о(п- 1 ) в уравнениях (10.9.17)
(10.9.24) можно заменить на О(п- 1 ) и О(п-2 ) соответственно. 

Теперь рассмотрим случай, когда h = оо, а Н является конечным. 
Краевые условия в х = О имеют вид у(О) = О, а решение уравнения 
(10.9.1), удовлетворяющее условию 

ф(О, Л) = О, Ф'(О, ,\) = 1, 

имеет вид 

х 

ф(х, Л) = (.()-1 sin(.UX + (.U-l J sin(.U(x - t)q(t)ф(t, Л)dt, 
о 

и, как и ранее, можно показать, что (см. упр. 10.9.1) 

ф(х, Л) = (.U-l sin(.UX + 0((.()-2); 

Ф'(х, Л) = cosc.vx + О((.()- 1 ). 

(10.9.25) 

(10.9.26) 

(10.9.27) 

(10.9.28) 

Это означает, что второе краевое условие, (10.9.7), принимает вид 

COS(.U7r + 0((.()-l) = 0, 

у него существуют решения вблизи п + ~: 

Запишем ф(х, Л) и ф 1 (х, Л) как и раньше: 

'lj;(x, Л) = (.U-l sinc.vx{l + q2(x)} - (.U-l cos(.Uxq1(x), 

ф'(х, Л) = cos(.Ux{l + q2(x)} + sin(.Uxq1(x), 

(10.9.29) 

(10.9.30) 

(10.9.31) 
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х 

ql(x) = J sinwtq(t)ф(t, Л)dt, 
о 

х 

q2(x) = j coswtq(t)ф(t, Л)dt. 
о 

Так как ф(t, >.) имеет вид (10.9.27), получим 

и 

х 

ql(x) = ~w- 1 J q(t)dt + o(w-1), 
о 

q2(x) = o(w-1) 

1Г 

(10.9.32) 

(10.9.33) 

(10.9.34) 

(10.9.35) 

ф'(п, Л) + Нф(п, Л) = coswn + w- 1{H + ~ f q(t)dt} sinwn + o(w-1
). 

о 

(10.9.36) 

Рассматривая w = п + ~ + дп, найдем, как и ранее, что 

1 с ( -1) 
Wn = n + 2 + -- +О n , 

n+l 
2 

(10.9.37) 

rде 

(10.9.38) 

Аналоrично, если h является конечным и Н = оо, то 

1 с ( -1) 
C.Vn = n + 2 + -- + о n , 

n+l 
2 

(10.9.39) 

где 

(10.9.40) 



10.9. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 379 

Рассмотрим случай h = оо, Н = оо, т. е. краевые условия имеют 

вид условий Дирихле 

i/;(O, Л) =О= ф(п, Л). 

Подставляя выражение из (10.9.27) получим, что второе условие имеет 
ВИД 

w- 1 sinwn + O(w-2 ) =О. 

Для больших N существует столько нулей внутри окружности ради

уса N + ~, сколько нулей у w- 1 sinwn; существует 2N таких нулей: 
±1, ±2, ... , ±N. Следовательно, 

получим, как и ранее, что 

(l0.9.4l) 

где 
71' 

с= 2~ ! q(t)dt. (10.9.42) 

о 

Снова, если q(x) имеет ограниченную производную, то слагаемое о(п- 1 ) 
в выражениях (10.9.37), (10.9.39), (10.9.41) можно заменить на о(п-2 ). 

ЗАМЕЧАНИЕ. В работе Левитана и Саркисяна [212] (1991) есть несколько 
незначительных ошибок, как они, без сомнения, есть и в этой книге; п в их 

уравнении (2.19) из параграфа 1.2.4 должен быть заменен на п + 1. 

Необходимы следующие исторические замечания. Во многих ста

тьях по асимптотическим оценкам делаются разные предположения 

о гладкости q(x): непрерывность; наличие и ограниченность производ
ной; наличие кусочно-непрерывной производной; наличие непрерывной 

производной и т. д. Известно, что если q(x) является непрерывной, 
то она не обязательно имеет производную; существует патологическая 

функция, которая непрерывна на (О, п], однако нигде не дифференцируе
ма. Однако в ранних источниках, например Инк (1927) [ 185], и некото
рой советской литературе явно предполагается, что если q(x) непрерыв
на, то она имеет производную, однако эта производная не обязательно 
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является непрерывной, а только лишь кусочно-непрерывной. Аналогич
но, если говорится, что q(x) обладает r-той непрерывной производной, 
то q(x) имеет кусочно-непрерывную (r + 1)-ую производную. 

Одно из наиболее глубоких исследований асимптотических оценок 

спектра Штурма-Лиувилля было проведено Хохштадтом (Hochstadt) 
[ 172] (1961 ), который пользовался некоторым аналогом WКВ-метода. 
Он предполагает, что среднее значение q(x) является нулевым. Уравне
ние (10.9.1) может быть редуцировано к этому виду, если переписать 
его следующим образом: 

2 
у11 (х) + (w* - q*(x))y(x) =О, (10.9.43) 

где 

7r 

*2 2 -
(<) = (<) - q, q*(x) = q(x) - q, q = ~ J q(x)dx. (10.9.44) 

о 

Если h, Н являются конечными и q(x) является дважды непрерывно 
дифференцируемой, то это показывает, что 

1 

(w~ - q) 2 = п + Ьап- 1 + Ь1п-3 + О(п-4 ), (10.9.45) 

где 

Ь _ h+H 
о - 7Г ' (10.9.46) 

d, ~ 8~ { l [q• (t)J' dt + q' (•) - q'(O) +4hq' (О) +4Hq' ( •)} , (10.9.47) 

d2 = ( h ~ н) 
2 

+ ~ ( hз ~нз) . (10.9.48) 

Заметим, что d1 =О, когда q(x) = const, т. е. q*(x) =О. 
Хохштадт также рассмотрел различные частные случаи, в которых 

h или Н являются бесконечными. См. также работы Фикса (Fix) [89] 
(1967), Пешеля и Трубовича (Pбschel, Trubowitz) [269] (1987) и Рундел
ла (Rundell) [294] (1997). 

Уравнение (10.9.45) можно переписать в виде 

-1 + -з +О( -4) Wn = п + аоп ai п п , (10.9.49) 
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где 

ао ~ ~ ( h+ Jl Г ~ l q(t)dt) ~ с; 
ь l-2 1 ь -

ai = 1 - Bq - 2 oq, 

где Ь1 задается уравнением (1О.9.46). 
Уравнение (10.9.49) позволяет получить 

Лn = n 2 + 2ао + сап-2 + О(п-3 ), 

где со = аб + 2а1. 

{10.9.50) 

(10.9.51) 

(10.9.52) 

Уравнение (10.9.23) дает первую асимтотическую оценку для так 
называемых нормировочных констант 

_ 2 (О) _ [<р(О, Лп)] 2 . 
lJn - Yn - 2 ' 

°'n 
(10.9.53) 

Левитан в 1987 в работе [211] показывает, что если q(x) является 
дважды непрерывно дифференцируемой, то 

{10.9.54) 

Пусть (Лп)о, (µn)o являются собственными значениями для (10.9.1 ), 
отвечающими краевым условиям 

значит 

у'(О) - htY(O) =О= у1 (1Г) + Ну(1Г), 
у'(О) - h2y(O) =О= у1 (1Г) + Ну(1Г), 

1 

Л~ = п + аоп- 1 + а1п-3 + О(п-4 ), 
1 
2 + 1 -1+ 1 -3+0( -4) /.J,n = п а0п а1 п п . 

{10.9.55) 

(10.9.56) 

После долгих выкладок, основывающихся на упр. 10.8.2 (предполагаю
щих перенумерацию из V в S), Левитан показывает, что 

7Г2 ' 2 aJ. - ai 
еа = S - -

6 
( ао - а0 ) + ао + , , 

аа -ао 
(10.9.57) 
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где 

00 

S = Ла - µо+ L[(Лп - µп) - 2(ао - а~)]. (10.9.58) 
n=l 

Заметим, что (10.9.52) показывает, что этот ряд сходится. 
Заметим, что уравнение (10.9.54) является важным для описания 

асимптотической формы ип, а не для нахождения явного представления 

(10.9.54) для е0 , т. е. как способ нахождения ап; результат из упр. 10.8.2 
(с заменой нумерации V на S) показывает, как найти ап = v~(O) при 
помощи спектра. МакНабб, Андерсен и Лапвуд (McNabb, Aпderssen, 
Lapwood) в работе [233) (1976) обсуждают асимптотику собственных 
значений в случае, когда существует один или два разрыва в потенциа

лах. 

Упражнения 10.9 

1) Покажите, что, если h = оо, 

1 

(ш~ - q) 2 = п + ~ + Ьо(п + ~)- 1 + Ь1п-3 + О(п-4 ), 

d, ~ 8~ {Jr••(t)]'dt 1 4Hq'(n) +q'(O) + q'(n)}; 

d2 = ( 1:) 3 + ~ ~3 . 

10.10. Импульсные характеристики 

Рассмотрим стержень плотности р, с модулем Юнга Е, площадью 
поперечного сечения А(х) и длиной 1, свободный при х =О и зафик
сированный в точке х = 1. Пусть в момент времени t' = О стержень 
находится в покое, а далее приводится в движение под действием си

лы g(t'), приложенной к концу х = О. Определяющие уравнения имеют 
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вид: 

рА(х)~,~ = lx (вл(х)~~); ЕА ~~lx=O =g(t'), (10.lO.l) 

u(l,t')=O, t'>O; и(х,О)=О=~(х,О), O~x~l. 

Вместо вещественного времени t' мы используем масштабированное вре
мя t = d 1

, с= JFf!P, и рассматриваем g(t) = g(t')/ Е. Можно заменить 
концевую силу g(t) распределенным действием g(x, t) на маленьком ин
тервале (О, Е ), при этом 

(
g(t)) g(x, t) = lim -Е- = g(t)б(x), 

6--+0 

а значит, уравнение (10.10.1) принимает вид 

А(х)~:~ = lx (л(х)~~) +g(t)б(x). (10.10.2) 

Применим преобразование Лапласа к этому уравнению и выберем 

00 00 

U(x,s) = j exp(-st)u(x,t)dt, 

о 

G(s) = j exp(-st)g(t)dt 

о 

для получения 

s2A(x)U(x, s) = (А(х)И')' + G(s)б(x). (10.10.3) 

Решение этого уравнения, удовлетворяющее краевым условиям U(l, s) =0, 
может быть записано в виде 

И(х, s) = К(х, s)G(s), 

тогда по теореме о конволюции 

t 

и(х, t) = j k(x, t - т)g(т)dт, 
о 

(10.10.4) 
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где k(x, t) является обратным преобразованием Лапласа для К(х, s ), т. е. 

k(x,t) = 2~ij K(x,s)exp(st)ds, 

г 

где Г является прямой ( 1 - ioo, / + ioo ), лежащей правее точек вырож
дения К(х, s ). Функция k(x, t) называется (смещенной) функцией им
пульсного отклика. Легко видеть, что если g(т) - единичный импульс, 
т. е. g(т) = д(т), то уравнение (10.10.4) показывает, что и(х, t) = k(x, t). 

Если ( w~, un ( х) )8° являются (масштабированными) собственными 
значениями и отнормированными собственными функциями свободно 

закрепленного стержня, т. е. 

(А(х)и~(х))' + w~A(x)un(x) =О; и~(О) =О= un(l), 

то можно разложить И(х, s) следующим образом: 

00 

И(х, s) = I>~n(s)un(x), 
n=l 

тогда уравнение (10.10.З) принимает вид 

00 

L)s2 + w~)A(x)an(s)un(x) = G(s)д(x). 
п=1 

Домножая на um(x) и интегрируя по (О, 1), используя также ортогональ
ность и тот факт, что 

получим 

и 

1 J Un(x)б(x)dx = Un(O), 

о 

к( ) 
= ~ Uп(О)ип(х) 

х, s L_, 2 2 ' 
п=1 s +wn 
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для которого обратная величина имеет вид 

{ 

2:: Un(02un(x) sinшпt, t >О, 
k(x,t)= n 

О, t:::; О. 
(10.10.5) 

Для однородного стержня 

~ [(2п - l)nx] 
Un(x)=VL:COS 

2 
, 

(2п - l)n 
Шn = 2 

откуда 

00 
cos [(2n-;l)nx] sin [(2n~l)nt] 

k(x,t) = # ~ (2n- l) ' 

т.е. 

k(x,t) = ~ {s [n(x2+t)]-s [n(x2-t)] }' (10.10.6) 

где 

S( ) 
= ± ~ sin(2n- l)x 

х 7Г L..J 2n-1 · (10"10. 7) 
n=1 

Функция S(x) разрывна в точках О, ±п, ±2п, .. " и 

S(x) = sign(x), -п < х < п. (10.10.8) 

(Градштейн и Рыжик (Gradshteyn, Ryzhik) 1.4421 (1965).) 
Из уравнения (10.10.8) можно вывести поведение стержня при воз

действии импульса в точке t = О. Следовательно, если х > t, то х + 
+ t < 2х < 2, откуда 

s =1 [п(х - t)] 
2 

и k(x, t) = О. Это можно интерпретировать как демонстрацию того, 

что воздействие импульса двигается вдоль стержня с масштабирован

ной скоростью 1, т. е. реальной скоростью с, и стержень находится в по

кое при х > t. Исследование дифференциального уравнения с частными 
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производными (10.10.2) показывает, что этот результат справедлив да
же в том случае, когда А(х) не является однородной (Гильберт и Курант 
(1962)). Для однородного стержня помимо начального возмущения, т. е. 
при х < t, х + t < 2, имеем k(x, t) = 1/2. Когда возмущение достигает 
конца, х = 1, и начинает возвращаться, мы получаем 

[ 1Г(х + t)] _ s 2 - -1, [ 1Г(Х - t)] _ s 2 - -1, 

таким образом, шаг 1/2, растянутый от х = О до х = 1, аннулируется, 
начиная с х = 1. Так что процесс продолжается бесконечно. 

Иногда достаточно удобно использовать в качестве переменных ско
рость и (масштабированное) давление, т. е. 

v(x, t) = ~~, р(х, t) = А(х) ~~, 

тогда уравнение (10.10.2) можно записать в виде 

дv др 
А(х) дt = дх + g(t)д(x), А( ) дv =др х дх дt' 

и скорость v(x, t) дается уравнением 

где 

t 

v(x,t)= Jh(x,t-т)g(т)dт, 
о 

~ дk 
h(x, t) = дt (х, t) 

надо интерпретировать как обобщенную функцию. 
Уравнение (10.10.5) показывает, что 

h(x t) _ { L~=l ип(О)ип(х) cos(r.uпt), t ~О, 
' - О, t <О, 

следовательно, 

00 

h(O, t) = L и;(о) cos(r.uпt), t ~О. 
n=l 

(10.10.9) 

(10.10.10) 

(10.10.11) 

(10.10.12) 

(10.10.13) 
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Для однородного стержня получаем 

{ 

00 [(2п - l)nt] 
h(O, t) = 22::п=l cos 2 , t) О 

о, t <о 

Заметим, что справедливо равенство (Градштейн и Рыжик 1.4421 
(l 965)) 

t t 00 

! ~ 1~ 4 ~ sin[(2n - l)nt/2] 
h(O, т)dт = h(O, т)dт = 7Г ~ 2п _ 1 , 

о n=1 
-оо 

= 1 (О< t < 2), 

откуда для О < t < 2: 
h(O,t)=б(t). 

Для больших значений t функцию h(O, t) можно вычислить, пользуясь 
ее периодичностью, h(O, t + 2) = -h(O, t). Для неоднородного стержня 
можно показать, что 

h(O, t) = б(t) + h(t), (10.10.14) 

где функция h(t) является непрерывно дифференцируемой. (См. упр. 
10.10.2). 

Упражнения 10.10 

1) Покажите, что S(x) из (10.10.6) удовлетворяет 

S(x + п) = -S(x), S(x + 2п) = S(x), 

а значит, установите, что 

S(x) = (-l)lnl, пп < х < (п + l)n. 

2) Покажите, что если собственные значения wn и собственные функ
ции ип(х) стержня удовлетворяют 

(2n-l)n 
wn = 

2 
[ип(О)] 2 = 2, m=N+l, ... , 

то его импульсный ответ можно записать в виде (10.10.14), где 

N { (2п - 1)nt} h(t) =].; [ип(О)] 2 cos(wnt) - 2cos 2 . 
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Обратная задача для непрерывных 

систем второго порядка 

Говоря о своих сочинениях, иные авторы то и дело твердят: 
«Моя книга, мое толкование, мой труд по истории» - и тому 
подобное. Точь-в-точь как те выскочки, которые обзавелись соб

ственным домом и не устают повторять: ~<Мой особняк». Лучше 

бы говорили: «Наша книга, наше толкование, наш труд по исто

рии», потому что, как правило, там больше чужого, нежели их 

собственного. 

Блез Паскаль. Мысли, 43 

11.1. Исторический обзор 

В параграфе 10.1 было установлено, что уравнение Штурма
Лиувилля может иметь одну из следующих трех форм. Одна из них, 
с которой работают в абстрактной математике (10.1.14): 

у"(х) + [Л - q(x)]y(x) =О. 

В задачах теории колебаний необходимо уравнение 

и"(х) + Лр2 (х)и(х) =О, 

(11.1.1) 

(11.1.2) 

описывающее поперечные колебания натянутой струны, тогда как урав-

нение 

(A(x)v' (х))' + >.A(x)v(x) =О (11.1.3) 

возникает при описании продольных колебаний и колебаний кручения 

тонкого и прямого стержня в сечении А(х). 
Как и во всех обратных задачах (см. Паркер (Parker, 1977) [263] ), 

введение Ньютона [249] (1983), Сабатьера (Sabatier) [295] (1978), Саба
тьера (298] (1985), Гроетча (Groetsch) [ 155] (1993), Гроетча (Groetsch) 
[156] (2000) или Кирша (Кirsch) [193] (1996), существует три разных 
аспекта, связанных с обратными задачами: 
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i) существование, т. е. математически, существует ли функция q(x), 
р(х) или А(х ), или физически, существует ли колебательная систе
ма, с требуемыми свойствами? 

ii) единственность, т. е. существует ли всего одна система с этими 
свойствами? 

Ш) построение, т. е. как нам построить одну или более систем по име
ющимся данным? 

Эти вопросы, которые тесно связаны, постепенно изучались на про
тяжении прошедших семидесяти лет. В этой главе мы будем придержи

ваться договоренностей о нумерации S, приведенных в параграфе 10.1, 
если не указано обратное. 

Амбарцумян (Ambarzumian) (1929) [3] рассматривал вопрос един
ственности в специальном случае. Он рассматривал уравнение (11.1.1) 
с симметричными краевыми условиями 

(11.1.4) 

и уравнение 

у"(х) + .Ау(х) =О 
с теми же краевыми условиями. Он показал, что если две системы име
ют одинаковый спектр (Лп)Q', где Лп = п2 , то q(x) является тожде
ственно нулевой. Заметим, что он рассматривал симметричные краевые 
условия, а значит, требуется только один спектр. Его доказательство 

имеет тот минус, что оно базируется на методах возмущения, которые 

требуют, чтобы q(x) было мало. 
Фундаментальная статья об обратных задачах для уравнения 

(11.1.1) принадлежит Боргу (Borg) (1946) [39]. Он показал, что если 
q(x) симметрично, т. е. 

q(x) = q(7r - х), (11.1.5) 

то спектр уравнения (11.1.1 ), отвечающий краевым условиям (11.1.4) 
или краевым условиям Дирихле: 

у(О) =О= у(1Г), (11.1.6) 

определяет функцию q(x) единственным образом. Это подтверждает бо
лее ранний результат Абрамцумяна. (См. также работу Хохштадта 
(Hochstadt) и Кима (Кim) (1970) [174].) 
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Важно принять во внимание следующее фундаментальное свойство 
уравнений (11.1.1 )-(11.1.3); если система является симметричной отно
сительно средней точки х = 1/2, а также: симметричными являются 
краевые условия, тогда, вообще говоря, одного спектра, отвечающего 

одному множеству краевых условий, достаточно для определения систе

мы. Если система не является симметричной, то требуется два спектра, 

отвечающих двум различным краевым условиям на один конец. В этой 

связи Готтлиб (1986) [ 138] построил некоторые интересные контрприме
ры. Напомним, что однородная струна, зафиксированная с обоих кон

цов, т. е. струна у скрипки, имеет собственные частоты Wi, которые 

являются кратными r.u1. Будем говорить, что спектр (по r.u, а не по Л) 

является гармоническим. Благодаря этому свойству скрипка являет
ся музыкальным инструментом: обертонами струны являются все окта

вы, располагающиеся выше основного тона. Гармонический спектр яв

ляется частным случаем равномерно распределенного спектра ; здесь 
r.ui+1 - r.ui = const. Особенностью однородной струны является наличие 
гармонического спектра. r.ui = (i + 1)1Г, i = О, 1, 2, ... для фиксирован
ных концов и гармонического спектра r.ui = (i + 1/2)1Г, i = О, 1, 2, ... , 
для свободно закрепленных концов (см. замечание о свободном кон

це в начале параграфа 10.1). Готтлиб (1986) [138] строит кусочно
непрерывные струны с частью, имеющей один гармонический спектр, 

как для фиксированного-фиксированного, так и для свободно закреп

ленного концов (см. параграф 12.4.). В каждом случае другой спектр 
является равномерно распределенным, но не гармоническим. Эти рас

смотрения подчеркивают необходимость использования двух спектров 
для проверки единственности. 

Борг также рассматривал уравнение (! 1.1.1) для двух множеств 
краевых условий; одно множество, 

cosay(O) +sinay'(O) =О= соs{Зу(1Г) +sin{3y1 (1Г), (11.1.7) 

и другое множество, 

cos ау( О) + sin ау'(О) =О= соs1у(1Г) + sin 1у'( 1Г ), (11.1.8) 

которое отличается только на конце х = 1Г, т. е. {3 f /. Он показал, что 
если sin а = О = sin / так, что (11 .1.8) эквивалентно (11.1.6) и sin {3 f О, 
то два чередующихся спектра (как в параграфе 10.8) определяют един
ственную несимметрическую функцию q(x). Если sinasin{З f О, то q(x) 
единственным образом определяется посредством двух спектров, что 
недалеко от первого собственного значения Ло первого спектра, отве
чающего условию (11.1.7). 
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Результаты Борга были упрощены и обобщены в работах Левинсона 
(Levinson) (1949) [207]. Он доказал, что если дан спектр (11.1.1) для 
каждого из краевых условий (11.1. 7), ( 11.1.8) и если sin( 1 - ,6) # О, т. е. 
если (11.1.7), (11.1.8) не совпадают, то q(x) определен единственным 
образом. (Напомним, что это означает, что не существует более одного 
решения q(x), а не то, что существует по крайней мере одно q(x).) 
Этот результат был расширен Хохштадтом [ 175] (1973), [ 177] (1975а), 
который изучил, с точностью до чего определена функция q(x), в слу
чае, когда некоторые собственные значения, Лn, µn, отвечающие соот
ветственно краевым условиям ( 11. l. 7), (l l .1.8), неизвестны; см. также 
Хольд (1978а) [162], Барсилон (1974с) [16] и другие ссылки, приведен
ные в этих работах. 

В симметричном случае Левинсон показал, что если известно, что 
(11.1.5) справедливо почти всюду на (О, п) и если о: +,в = п, т. е. h = 
= Н в (11.1.2), то q(x) единственным образом определяется посредством 
спектра для краевых условий (11.1.7). Этот результат включает в себя 
результаты Борга для (11.1.4) (h =О= Н) и (11.1.6) (h = оо = Н) как 
частные случаи. 

Марченко (Marchenko) (1950) [218], (1952) [219], (1953) [220] 
уточнил эти результаты. Он показал, что если q(x) Е L1(0, п) и sin(o: -
- {3) # О, то спектр (l l. l. l ), отвечающий (l 1.1. 7), (11.1.8), определяет 
q(x) и tan о:, tan ,в, tan 1 единственным образом. Полный перечень тео
рем единственности можно найти в работе Левинсона (1949) [209]. По
следующие результаты находятся в работах Хохштадта (1973) [ 175], 
(1975Ь) [178), (1976) [179), (1977) [180], Хохштадт и Либерман (1978) 
[181], Сабатьер (1979а) [296], (1979Ь) [297], Халд (1984) [165], Зейд
ман (1985) [301], МакЛафлин (1986) [228] и Левитан (1987) [211], 
Кирш (1996) [193]. 

Все эти результаты относятся к единственности. По большей части 
все они утверждают, что невозможно найти более одной функции q(x), 
соответствующей двум спектрам. Однако, как было показано в главе 10, 
собственные значения (11.1.1), (11.1.7), и (11.1.1), (11.1.8) обладают 
целым рядом специальных свойств, например, они чередуются и имеют 

асимптотический вид (10.9.22), если h, Н конечны, или один из других 
видов, перечисленных в параграфе 10.9, если h или Н являются беско
нечными. Возникает вопрос о достаточных условиях того, что два мно
жества чисел (Лп)8° и (µn)Q° являются спектрами уравнения ( 11.1.1 ), 
отвечающими двум множествам граничных условий, таких как ( 11.1.7), 
(11.1.8). Эти условия, конечно, будут зависеть от условий, которые мы 
наложим на q(x). 
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Заметим, что если смотреть на эту задачу как на чисто математи
ческую, то она очень сложна, это покажет любая проверка литерату
ры. Однако сложности возникают, так как предполагается, что данные 

образуют две бесконечные последовательности: либо (Лп, µп)о, либо 
возможно, (Лп, uп)о, где (uп)о являются нормирующими множителя
ми, введенными в параграфе 10.8. В практических обратных задачах 
в теории колебаний невозможно измерить больше, чем (малое) конеч

ное число частот. В этом случае мы получаем, что достаточным усло
вием является положительность собственных значений (они являются 
квадратами собственных частот) и чередуются, как обсуждалось в па
раграфе 10.8. Сделаем несколько замечаний о математической задаче 
для полноты картины. 

Левитан (1964Ь) [210] доказал следующий результат. Пусть (Лп)Q°, 
(µп)о являются множествами вещественных чисел, удовлетворяющих 

Ло < µо < Л1 < µi < ... , (11.1.9) 
1 

Л~ = п + аоп- 1 + а1п-2 + О(п-з), 
1 

2 + , -1 + , -2 +О( -з) µп = п а0п а 1 п п , 

(11.1 . .10) 

(11.1.11) 

где ао # а0 . Тогда, существует уравнение вида (11.1.1) с непрерывной 
вещественной функцией q(x) и вещественными числами h, h', Н такими, 
что (Лп)о является спектром (11.1.1), если 

у'(О) - hy(O) =О= у1 (7Г) + Ну(1Г), (11.1.12) 

(µп)о является спектром при условиях 

у'(О) - h'y(O) =О= у'(7Г) + Ну(1Г), (11.1.13) 

и 

а0 - ао = (h' - h)/1Г. (11.1.14) 

Заметим, что асимптотическая форма (11.1.1 О) была получена в пара
графе 10.9, в предположении, что q(x) обладает ограниченной произ
водной, и явные представления для а1 из уравнений (10.9.51)-(10.9.53) 
были получены при предположении, что q( х) является дважды непре
рывно дифференцируемой функцией, кроме того, в действительности 
достаточно предположить, что q"(x) является кусочно-непрерывной или 
даже ограниченной. В параграфе 10.9 мы показали, что при предпо-

1 

ложении того, что q(x) только непрерывна, асимтотическая форма л;; 
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имеет вид (10.9.20). Следовательно, заметим, что достаточные условия 
(11.1.10), (11.1.11) являются более сильными, чем необходимые условия 
(10.9.20). Как показал Левитан (1964Ь) [210] , существует аналогичное 
несоответствие между необходимыми и достаточными условиями, если 

потребовать, что q(x) имеет, скажем, r непрерывных производных. См. 
работу Левитана и Саркисяна (1991) [212] и ссылки, пр1шеденные там. 

Результат Левитана является улучшением результатов, содержа

щихся в последнем параграфе работы Гельфанда-Левитана (1951) [ 100]. 
В этой статье данные в обратной задаче имеют вид (Лп)8° и нормирую-

1 

щие константы (о-п)8°. Авторы показали, что если >..~ имеет асимптоти
ческий вид (11.1.10), и ап имеет асимптотический вид (10.9.54), тогда 
существует непрерывная функция q(x), для которой (>..п, ап)8° являют
ся спектральными константами, соответствующими ( 11.1.12). Заметим, 
что существуют различные частные случаи этих результатов, отвечаю

щие ситуациям, где h или Н бесконечны. 
После нескольких замечаний о достаточных условиях мы перехо

дим к третьему вопросу: как построить q(x) по имеющимся данным? 
Следующая фундаментальная работа принадлежит Гельфанду и Леви
тану (1951) [100]. В этой работе авторы показывают, что q(x) и кон
станты h, Н определены единственным образом по (>..п, o-n)8°. Они раз
работали метод построения q(x), основанный на более ранней статье 
Марченко (1950) [218]; в этой главе мы опишем некоторую модифици
рованную форму этой процедуры. 

В следующих трех статьях Крейна (1951а) [200], (1951Ь) [201], 
(1952) [202], рассматривался вопрос единственности существования 
и восстановления для натянутой струны (уравнение (11.1.2)). Он ис
пользовал теорию расширения для положительно определенных функ

ций. Эти результаты Крейна были сформулированы без доказательства, 
и его метод использовался лишь немногими последующими автора

ми; см. Гупинаф (Gopiпath) и Сондхи (Sondhi) (1971) [ 137], и Лан
дау (1983) [204]. 

Гупинаф и Сондхи (1970) [136] рассматривали задачи определе
ния диапазона человеческого голоса по акустическим измерениям. Для 
этого потребовалось уравнение Вебстера для рупора (10.10.1 О), разра
ботано два метода для его обращения. Первый из них построен в духе 

Гельфанда-Левитана, и его можно заменить рассмотрениями из пара

графа 11.б. Второй определен на области времени и основывается на 

импульсном отклике, описанном в параграфе 10.10. Эта формулировка 
была улучшена и расширена Гупинафом и Сондхи (1971) [ 137] и описы-
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вается в параграфе 11.11. Недавний обзор, посвященный обратным зада
чам для голосового диапазона, приводится в работе Саудхи (1984) [309]. 
Взаимосвязь между различными методами для обращения задач второго 
порядка была исследована в работе Барриджа (Burridge) (1980) [45]; он 
обращает внимание на случай, в котором функция площади поперечно
го сечения А(х) является разрывной. См. также работу Хольда (1984) 
[165]. 

Одно из наиболее ранних исследований состоит в реальном по
строении потенциала для задачи Штурма-Лиувилля, используется ап

проксимация конечных разностей/конечных элементов для управляю
щего уравнения. Одна из сложностей, которая должна быть отмече
на, состоит в том, что собственные значения, полученные при помо
щи дискретной аппроксимации, разнятся, с возрастанием номера волны, 

от значений, построенных при помощи дифференциального уравнения. 

Пэйн (Paine) и его коллеги провели детальное изучение этой задачи. 
См. Пэйн и де Хууг (de Hoog) (1980) [258], Пэйн, де Хууг и Андер
сен (Andersen) (1981) [259], Пэйн (1982) [256] , (1984) [257], Эндрю 
и Пэйн (1985) [ 1 О], (1986) [ 11] . Изучение обратных задач для си
стем Штурма-Лиувилля моделируется при помощи дискретных систем 
(Якоби) в работах Андерсена (1970) [5]; однако у него в итоге не по
лучилось результатов по обратной задаче для матриц Якоби. См. также 
работу Барсилона (1974а) [14]. Хальд (1972) [159] провел детальное ис
следование этой задачи, позднее Хольд (1977) [161] обращает отдельное 
внимание на задачу Штурма-Лиувилля с симметричным потенциалом. 
Хольд (1978Ь) [ 163] рассматривает дискретную систему, полученную 
применением метода Рылея-Ритца к непрерывной задаче, и изучает пре

дельный случай, в котором число слагаемых в разложении в ряд Фурье 
для q(x) стремится к бесконечности. Современная версия указанных ме
тодов аппроксимации может быть найдена в параграфе 11.9. Барсилон 
(1983) [22) попытался получить (непрерывную) плотность струны по из
вестному решению обратной задачи для дискретной системы, однако его 

метод не дает явного вычисления. Прямое и сравнительно простое ре

шение обратной задачи Штурма-Лиувилля для стержня, использующее 
кусочно-равномерную модель, дается в параграфе 12.1. 

11.2. Операторы преобразований 

Важный шаг в разъяснении этих трех аспектов, единственности, 

существования и восстановления, состоит в введении оператора преоб-
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разованuя Гельфанда-Левuтана-Марченко. Этот оператор связывает 

решения уравнения Штурма-Лиувилля. 
Рассмотрим два уравнения, базовое уравнение 

ф"(х) + (Л - р(х))ф(х) =О, х? О, (11.2.1) 

при одном граничном условии 

Ф'(О) - hф(О) =о, (11.2.2) 

и другое уравнение, 

ф"(х) + (Л - q(х))ф(х) =О, х) О, (11.2.З) 

при другом граничном условии 

ф'(О) - h'ф(О) =О. (11.2.4) 

Мы ищем оператор вида 

"' 
ф(х) = ф(х) + J К(х,у)ф(у)dу, (11.2.5) 

о 

который преобразует решение уравнения (11.2.1 ), ( 11.2.2) в решение 
(11.2.3), (11.2.4). 

где 

Продифференцировав (11.2.5), получим 

"' 
ф'(х) = ф'(х) + К(х, х)ф(х) + J Кх(х, у)ф(у)dу, 

о 

дК 
К"(х,у) = дх (х,у). 

Второе дифференцирование дает 

11 11 dK(x, Х) ) 1 ( !х ( ) ф (х) = ф (х)+ dx ф(х)+К(х,х ф (х)+Кх х,х)ф(х)+ Кхх(х,у)ф у dy. 

о 

Это первое слагаемое в (11.2.3). Последнее слагаемое имеет вид 

"' 
q(х)ф(х) = q(х)ф(х) + J q(x)K(x, у)ф(у)dу. 

о 
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Это дает второе слагаемое: 

х 

Л'lfJ(x) = Лф(х) + Л J К(х, у)ф(у)dу 
о 

х 

= Лф(х) + J К(х, у){р(у)ф(у) - ф"(у)}dу. 
о 

Преобразуем дважды последний интеграл по частям: 

х х J К(х,у)ф"(у)dу = [К(х,у)ф'(у) - Ку(х,у)ф(у)] 0 + J Куу(х,у)ф(у)dу. 
о о 

Соберем слагаемые этого уравнения для того, чтобы записать (11.2.3); 
получится следующее: 

11 dK(x, х) , 
ф (х) + (,\ - q(х))ф(х) + dx ф(х) + К(х, х)ф (х) 

+ Кх(х, х)ф(х) - [К(х, у)ф'(у) - Ку(х, у)ф(у)J~::~ 
х 

+ f {Кхх(х,у) - Куу(х, у)+ (р(у) - q(x))K(x,y)}ф(y)dy. 
о 

Используем тот факт, что ф(х) удовлетворяет уравнению (11.2.1) и что 

dK(x, х) 
Кх(х,х) + Ку(х,х) = dx , 

чтобы получить 

{
2dK(x,x) } 

dx + р(х) - q(x) ф(х) + К(х, О)ф'(О) - Ку(х,О)ф(О)+ 

х 

+ f {Кхх(х, у) - Куу(х, у)+ (р(у) - q(x))K(x, у)}ф(у)dу. 
о 

Это уравнение тождественно выполняется при рассмотрении 

Кхх(х,у) - Куу(х,у) + (р(у) - q(x))K(x,y) =О, о~ у~ х ~ п, 
(11.2.6) 
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dK 1 dx (х, х) = 2(q(x) - р(х)), О~ х ~ 1Т, 

К(х, О)ф'(О) - Ку(х, О)ф(О) =О, О~ х ~ 1Т. 

(11.2.7) 

(11.2.8) 

Теперь рассмотрим граничные условия при х = О. Легко видеть, что 

ф(О) = ф(О), ф'(О) = ф'(О) + К(О, О)ф(О). (11.2.9) 

Если h, h' являются конечными, то ф(О) =J О и ф'(О) = hф(О) дают 

Ку(х,О) - hK(x,O) =О, О~ х ~ 1Т, (11.2.10) 

и 

ф'(О) = (h + К(О, О))ф(О), 
откуда 

К(О,О) = h' - h (11.2.11) 

и, следовательно, по (11.2.7), 

х 

К(х,х) = h1 
- h+ ~ J(q(y) -p(y))dy. (11.2.12) 

о 

Заметим, что если h = оо, откуда ф(О) =О, то уравнение (11.2.8) позво-
ляет получить 

К(х,О) =О, о~ х ~ 11', (11.2.13) 

и ф(х) удовлетворяет ф(О) =О, т. е. h' = оо. В этом случае уравнение 
(11.2.12) переходит в 

х 

К(х, х) = ~ J (q(y) - p(y))dy. (11.2.14) 

о 

С этим ядром К(х, у) уравнение (11.2.5) преобразует решение 
(11.2.1), (ll.2.2) в решение (11.2.3), (11.2.4). 

11.3. Гиперболическое уравнение для К ( х, у) 

Ядро и(х, у) = К(х, у) удовлетворяет гиперболическому уравнению 
(11.2.6), т. е. 

Uxx - Uyy + (р(у) - q(x))u =О, (ll.3.1) 
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в верхнем треугольнике OIC, показанном на рисунке 11.3.1. Характери
стиками этого уравнения являются прямые х ± у = const. Ядро имеет 
значение (11.2.12), т. е. 

х 

и(х, х) = h 1 
- h + ~ j (q(t) - p(t))dt (11.3.2) 

о 

на характеристике х =у, и удовлетворяет условию (11.2.10), т. е. 

иу(х, О) - hu(x, О) =О, о ~ х ~ 7Г, (11.3.3) 

на оси абсцисс. 
Вначале обсудим, как и(х, у) можно продолжить на нижний тре

угольник OID, чтобы были выполнены граничные условия (11.3.3). Име
ют место три случая: i) h = О. Тогда иу(х, О) =О, так что мы продолжим 
и(х, у) на нижний треугольник, как четную функцию у, т. е. 

и(х, -у)= и(х,у); 

с 
у 

х=у 

о 
х 

I 

х=-у 

D 

Рис. 11.3.1. О~ у~ х ~ 7r в верхнем треугольнике OIC 
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тогда 
х 

и(х, -х) = h' + ~ J (q(t) - p(t))dt. 

о 

ii) h = оо. Теперь и(х, О) =О, поэтому мы продолжим и(х, у) как нечет
ную функцию у, т. е. 

и(х,-у) = -и(х,у), 

значит, согласно (11.2.14), 

х 

-и(х, -х) = и(х, х) = ~ J (q(t) - p(t))dt. 

о 

iii) h является конечным и ненулевым. Определим 

и(х,у) =exp(-hy)K(x,y), 

тогда 

иу(х, О)= Ку(х, О) - hK(x, О)= О. 

(11.3.4) 

Это означает, что мы должны продолжить и(х, у) как четную функ
цию у. Значения и(х,у) на характеристиках имеют вид 

и(х, х) = и(х, -х) = exp(-hx)K(x, х), 

где К (х, х) задано формулой (11.2.12). Так как К(х, у) удовлетворяет 
(11.3.1), и(х,у) удовлетворяет уравнению 

Uxx - Uyy - 2hsign(y)иy + (р(у) - q(x) - h2 )u =О 

на треугольнике OCD, т. е. О,,,; IYI ,,,; х,,,; n. Здесь 

и р(-у) = р(у). 

. ( ) { + 1, у> о, 
Sign У = -1, у < О 

(11.3.5) 

Уравнения (11.3.1 ), (11.3.5) являются гиперболическими уравнени
ями в частных производных. Свойства существования и единственности 

решений таких уравнений являются предметом рассмотрения учебников 
по уравнениям в частных производных. Следуя философии нашей кни
ги, мы не будем предполагать, что читатель знаком с этими свойствами, 

и выведем их от начал. 
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Известны два основных вопроса об уравнениях в частных произ
водных (11.3.1) и (11.3.5): какие граничные условия дают единственное 
решение? Как найти единственное решение из граничных условий? Об

наруживается, что существует два вида соответствующих граничных 

условий, позволяющих поставить две различные задачи: 

• задача Гурса, в которой и задано на характеристиках х =±у. 

• Задача Коши, в которой и и их заданы на стороне CD, т. е. на 
х = 7Г' -7Г :::;; у :::;; 7Г. 

В обоих этих случаях мы можем редуцировать решение уравнения 

в частных производных к решению интегрального уравнения Вольтер
ры и можем показать, что это уравнение имеет единственное решение. 

Задача Гурса 

Сначала рассмотрим случаи i) и ii); определяющим уравнением яв-
ляется (11.3.1). Теорема Стокса на плоскости имеет вид: 

!! ( дw2 дw1) ! дх - ду dxdy = w1dx + w2dy, (11.3.6) 

s г 

где Г является границей S, которая обходится против часовой стрелки. 
Применим эту теорему к прямоугольнику ОВР А см. рисунок 

11.3.2, где w1 = иу, w2 =их. Тогда 

дw2 дw1 
дх - ду = Uxx - Ууу = f(x, у)и, 

где 

f(x,y) = q(x)-p(y). 

Левая часть уравнения (11.3.6) имеет вид 

J J f(x,y)u(x,y)dxdy, (11.3.7) 

s 

здесь S - это прямоугольник ОВР А. Правая часть уравнения (11.3.6) 
состоит из четырех интегралов по отрезкам, вдоль ОВ + ВР + Р А+ 
+АО. Для вычисления этих интегралов удобно ввести так называемые 

характеристические координаты 

1 
ry=2(x-y). (11.3.8) 
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тt=О 

-- yt=const 

Рис. 11.3.2. Прямоугольник ОВРА 

Эквивалентно: 

х = f, +17, y=f,-ry. 

Частные производные этих координат имеют вид: 

J!._ = J!._ 8х + J!._ 8у = J!._ + J!._ 
8f, 8х 8f, 8у 8f, 8х 8у' 

J!._ = J!._ 8х + J!._ 8у = J!._ - J!._ 
817 8х 817 8у 8ry дх ду . 

Рассмотрим интеграл по ОБ 

11 = J w1dx + w2dy. 

ОБ 

401 

(11.3.9) 

На ОБ х = 11, у= -ry, поэтому dx = dry, dy = -dry и w1dx + w2dy = 
= (uy - иx)dry = -u77 dry, значит, 

11 = J и77 d17 = -[u]g = -и(В) +и(О). 
ОБ 
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На ВР 17 = const, dx = dy = df,, поэтому 

I2 = J u1;dl, =[и]~= и(Р) - и(В). 
ЕР 

Аналогично: 

Iз = и(Р) - и(А), [4 = и(О) - и(А). 

Следовательно, правая часть (11.3.6) имеет вид: 

2и(Р) - 2и(А) - 2и(В) + 2и(О). 

Так как А имеет координаты ((х+у)/2, (х+у)/2) и В имеет координаты 
(х - у)/2, (у - х)/2), получим 

и(х, у)= и((х + у)/2, (х + у)/2)) + и((х -у)/2, (у - х)/2) 

-u(O,O)+~f J f(x 1,y1)u(x1,y1)dx1dy 1
• (11.3.10) 

s 

Это уравнение дает представление для и(х, у) в виде суммы двух частей: 
первая, содержащая первые три слагаемые, строится по данным на ха

рактеристиках; вторая является интегралом по прямоугольнику ОВР А. 

вид 

В характеристических координатах уравнение (11.3.10) принимает 

и(~+ 17,~ -17) =и(~,~)+ и(17, -17) - и(О,О) 

+~ l {/ J(a 1 т,и-т)"(и +т,и - т)dа} dт (11.3.11) 

т. е. имеет вид интегрального уравнения Вольтерра. Заметим, что ес

ли h = О, то и(17, -rJ) = u(rJ, 17); если h = оо, то и(17, -rJ) = -и(Т/, rJ) 
и и(О,О) =О. 

Уравнение (11.3.11) имеет единственное решение для имеющихся 
условий на характеристиках. Иначе, если существует два решения, то 
их разность и = и1 - и2 удовлетворяет уравнению 

(11.3.12) 
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Классический способ доказать, что это уравнение имеет только три

виальное решение, состоит в следующем. Функция f ограничена: 

lfl :::;:; 2М. Это означает, что v = Jиl удовлетворяет 

где 

v(.;,17):::;:; MV(.;,17), 

7/ ~ 

V(.;, 17) = j j v(a + т, а - т)dаdт. 
о о 

Предположим, О :::;:; .; :::;:; k и О :::;:; 17 :::;:; k, тогда 

v(~, 17) :::;:; MV(k, k), 

а значит, 

V(k, k) :::;:; Mk2V(k, k). 

Если v(.;, 17) не является тождественно нулевой на [О, k] х [О, k], то это 
неравенство невозможно при Mk 2 < 1. Выберем ko так, что Мkб < 1, 
тогда и(.;, 17) = О на [О, ko] х [О, ko]. Теперь предположим, что (~, 17) Е 
Е [О, Y2ko] х [О, v'2ko], тогда для (.;, 17) вне [О, ko] х (О, ko] получим 

v(.;, 17) :::;:; MV( ../2ko, ../2ko), 

откуда 

V(../2ko, ../2ko):::;:; MV(../2ko, v'2ko)(2kб - k6), 

что вместе с Mk6 < 1 дает противоречие. Продолжая эти рассуждения 
по индукции, получим v(.;,17) =О, т.е. и(.;,17) =О. 

Обобщение этих рассуждений на случай iii), где h является конеч
ным и ненулевым, представляет некоторую сложность, но не является 

тяжелым. Рассуждая в точности аналогично предыдущему, получим, что 

уравнение, отвечающее (11.3.1 О), имеет вид 

где 

и(х, у)= и((х + у)/2, (х + у)/2) + и((х - у)/2, (у - х)/2)

-и(О,О) + ~ j j f(x',y')u(x',y')dx'dy 1 
- h j j sign(y')иydx'dy', 

s s 

f(x,y) = q(x) - р(у) + h2 

(11.3.13) 

(11.3.14) 
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и р(-у) = р(у). Воспользуемся снова теоремой Стокса, для того, чтобы 
записать последнее слагаемое в виде суммы прямолинейных интегралов 

по отрезкам; см. упр. 11.3.1. 
Полученное уравнение снова является интегральным уравнением 

Вольтерра, имеющим единственное решение. 

Задача Коши 

Будем рассуждать как в задаче Гурса и применим теорему Стокса 

к треугольнику АВР на рисунке 11.3.3. 

А(х,х+ у-х) 

D 

Рис. 11.3.3. Треугольник АВР, где а) х +у< 7Г и Ь) х +у> 7Г 

В случаях i) и ii) правая часть уравнения (11.3.б) имеет вид (11.3.7), 
в то время как левая часть является суммой прямолинейных интегралов 

по АВ + ВР + Р А. Получим 

I1 = J w1dx + w2dy = J ихdу 
АВ АВ 

fz = J w1dx + w2dy = J u~df, =[и]~= и(Р) - и(В) 
ВР ВР 

Iз = J w1dx + w2dy = J и'7d'Г/ =-[и]~= и(Р) - и(А). 
РА РА 
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Это позволяет получить интегральное уравнение Вольтерра 

2и ( х, у) = и ( 7Г, х + у - 7Г) + и ( 7Г, п - х + у)-
1f-x+y - J их(п, t)dt + J J f(x', у')и(х', y')dx' dy', 

(11.3.15) 

x+y-1f S 

где в качестве S рассматривается треугольник АВР. В случае iii) снова 
существует дополнительное слагаемое 

-h j j sign(y)иydx'dy', 
s 

( 11.3.16) 

которое необходимо добавить к правой части ( 11.3.15). Это рассматри
вается в упр. 11.3.3. 

Во всех случаях и(х, у) получается как решение интегрального 
уравнения Вольтерра; решение однозначно определяется значениями и 
и их на отрезке CD, т. е. х = п, -п (у ( п. 

Покажем теперь, как можно использовать единственность решения 
гиперболического уравнения для К(х, у) при доказательстве единствен
ности решения обратной задачи для уравнения Штурма-Лиувилля. 

Упражнения 11.3 

1) Покажите, что интеграл из (11.3.13) можно записать в виде: 

х-у 

I = J J sign(y)uydxdy = -2 J u(s,O)ds 
s о 

~ rJ 

- / u(a+'l],U-'l])da+ / u(a+'l],U-'IJ)da 

rJ о 

rJ ~ 'У) 

+ J и(Е+т,Е-т)dт+ / u(a,a)da+ J и(т,-т)dт. 
о о о 
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2) Покажите, что интеграл из (11.3.16) можно записать в виде: 

7r-'? 

I = j J sign(y)иydxdy = J и(а + ry, а - ry)da 

s t; 

t; 7r-t; 7r 

-J и(~+т,~-т)dт+ J и(~+т,~-т)dт-2 J u(s,O)ds, 

'1 t; х+у 

если,у >О, х +у < 7Г, и 
7r-t) 7r-f; 

I = J J sign(y)иydxdy = J u(a+ry,a-ry)da- J и(~+т,~-т)dт, 
s t; '1 

если у> О, х +у~ 7Г. 

11.4. Единственность решения обратной задачи 

Пользуясь теоремой единственности из параграфа 11.3, покажем 
теперь, что потенциал р(х) в формуле (11.2.1) однозначно определяет
ся двумя спектрами, отвечающими различным условиям на одном из 

концов (О, 7Г). 

Теорема 11.4.1. Пусть существуют два потенциала р(х ), q(x) Е 
Е С[О, 7Г], со следующими свойствами: 

i) у"+ (.А -р)у =О, у'(О) - hш(О) =О= у'(7Г) + Н1у(1Г) обладает 
спектром (Лп)О'; 

ii) у"+(Л-р)у =О, y1(0)-h1y(O) =О= у1 (1Г)+Нiу(1Г) обладает 
спектром (µп)0; 

iii) у"+ (.А- q)y =О, у'(О) - h2y(O) =О= у1 (1Г) + Н2у(1Г) обладает 
спектром (Лп)0; 

iv) у"+ (Л-q)у =О, y'(O)-h2y(O) =О= у1 (1Г) + Н~у(7Г) обладает 
спектром (µп)0 . 

Если Н2 =/с Н~, то р(х) = q(x), h1 = h2, Н1 = Н2, Hi = Н~. 

Доказательство. Начнем с использования известного асимптотиче

ского вида собственных значений. Уравнение (10.9.20) дает, что 

А= n + cn-1 + o(n-1 ), 
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где 

7r 

1 1 ! с= п(h + н + 2 q(x)dx). 
о 

Следовательно, так как i) и iii) имеют одинаковый спектр, 

7r 7r 

h1 + Н1 + ~ J p(x)dx = h2 + Н2 + ~ J q(x)dx, (11.4.1) 

о о 

а так как ii) и iv) обладают одинаковым спектром, 

7r 7r 

h1 + Н{ + ~ ! p(x)dx = h2 + Н~ + ~ ! q(x)dx. (11.4.2) 

о о 

Теперь преобразуем решение Фп(х) для i), отвечающее собствен
ному значению Лп, в решение 'Фп (х) для Ш) с тем же собственным 
значением: 

х 

'Фп(х) = Фn(х) + J К(х, у)фп(у)dу, 
о 

согласно (11.2.11), (11.2.12), получим 

7r 

К(п, п) = h2 - h1 + ~ J (q(x) - p(x))dx. 

о 

Проверим граничные условия при х = п: 

7r 

'Фn(7r) = Фn(п) + J К(п, y)фn(y)dy, 
о 

7r 

ф~(п) = ф~(п) + К(п, n)Фn(n) + J Kx(n,y)фn(y)dy, 
о 

(11.4.3) 

(11.4 . .4) 
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откуда 

11" 

+ J {Кх(1Г, у)+ Н2К(1Г, у)}Фп(у)dу. 
о 

Справедливо, что ф~(1Г) + Н1Фп(1Г) =О и уравнения (11.4.1), (11.4.4) 
показывают, что 

Следовательно, 

11" J {Кх(1Г, у)+ Н2К(1Г, у)}Фп(у)dу =О. 
о 

(11.4.5) 

(11.4.6) 

Однако { Фп} образуют полное ортогональное множество на (О, 7Г ), а зна-
чит, 

(11.4.7) 

Применяя те же рассуждения в случаях ii) и iv), получим: 

Кх(1Г,у)+Н~К(1Г,у) =0 (11.4.8) 

а так как, по условию, Н2 -=/= Н2 , 

Кх(1Г, у)= О= К(1Г, у). (11.4.9) 

Это справедливо для О :::;; у :::;; 7Г и, следовательно, верно также для 
-JГ:::;; у:::;; 7Г. Однако в параграфе 11.3 мы показали, что если К(х, у) 
удовлетворяет этим условиям, то К(х,у) =О на О~ Jy\ ~ х ~ 7Г. Теперь 
уравнение (11.2.7) дает р(х) = q(x), уравнение (11.4.3) дает h1 = h2 , 

уравнение (11.4.5) дает Н1 = Н2 и уравнение (11.4.2) дает Н~ = Н?,. 8 

В этом доказательстве мы предполагали, что h1, h2 1 Н1, Н2, Hf, Н2 
все являются конечными, однако наши рассуждения легко продолжают

ся на случай, где некоторые из этих величин являются бесконечными. 

Как мы отмечали в историческом обзоре, если известно, что q(x) 
симметричен относительно i, т. е. q(x) = q(1Г - х), то q(x) однозначно 
определяется при помощи одного спектра, отвечающего симметричным 
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краевым условиям, т. е. h = Н. Иначе, так как определяющее уравнение 
(11.1.1) и краевые условия 

у'(О) - hy(O) =О= у1 (1Г) + hу(1Г) (11.4.10) 

являются инвариантными при преобразовании х -+ 1Г - х, реше

ния (11.1.1), удовлетворяющие (11.4.l О), удовлетворяют также у(х) = 
= ±у(-х). Так как наименьшая собственная функция уо(х) может не 
иметь нулей на (О, 1Г), тогда четные собственные функции должны удо-

влетворять условию у'(~) =О, тогда как нечетные собственные функ-

ции должны удовлетворять условию у(~)= О. Последнее означает, что 

спектр (Лп)о разбивается на две части: (Л2п)о, отвечающую 

у'(О) - hy(O) =О= у'(~), 

и (Л2п+1)Q°, отвечающую 

у'(О) - hy(O) =О= у(~). 

Поэтому мы имеем два спектра, которые единственным образом опреде

ляют q(x) на [О,~]; из симметрии получаем q(x) на [~,1Г]. Другие тео

ремы единственности приводятся в работе МакЛафлин (1986) [228], 
МакЛафлин и Рундель (Rundell) (1987) [230]. 

Литература на тему единственности и существования решений об

ратных задач для различных видов уравнений (11.1.1 )-(11.1.3) так вели
ка, что возможно указать только некоторые из источников. Хольд (1984) 
[ 165] полезен как обзор ранних исследований. Другие исследования за
дач для непрерывного q(x) из (11.1.1) или А(х) в (11.1.3) включают 
следующие работы: Виллис (1985) [334], Кобаяши (Kobayashi) (1988) 
[ 197), Андерсен (1988а) [ 6), (1988Ь) [7], Колеман и Маклафлин (l 993a) 
[62], (1993Ь) [63]. 

11.5. Интегральное уравнение Гельфанда-Левитана 

Оператор преобразования, введенный в (11.2.5), преобразует ре
шение ф(х) уравнения (11.2.1 ), при одном краевом условии ( 11.2.2), 
в решение ф(х) нового уравнения (11.2.3), при одном краевом усло
вии (11.2.4). Однако, как и в параграфе 11.4, мы потребуем большего от 
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этого преобразования: будем требовать, что оно порождает полное ор
тонормированное множество (п. о. м.) собственных функций для нового 
уравнения (11.2.3), при краевых условиях в О и 7Г. 

Обозначим единственное решение для (11.2.1 ), (11.2.2), удовле
творяющее ф(О) = ~' через ф(х, >.., ~). Собственная функция Фп(х) для 
( 11.2. l) при краевых условиях 

Ф'(О) - hф(О) =О= Ф'(1Г) + Нф(7Г) (l l .5.l) 

имеет вид 

Фп(х) = ф(х, Лп, Фп(О)). (11.5.2) 

Построим новые ортонормированные собственные функции ф(х) для (11.2.3), 
при краевых условиях 

'Ф'(О) - h'ф(О) =О= 'Ф'(1Г) + Н'ф(7Г), (l l .5.3) 

из уравнения (l l .2.5). Обозначим новые собственные значения через 
(µп)о и запишем 

Хп(х) = ф(х, µп, 'Фп(О)), (ll.5.4) 
х 

'Фп(х) = Хп(х) + f К(х, t)xn(t)dt. (l l .5.5) 

о 

Заметим, что Хп(х) является решением уравнения (11.2. l ), (l l .2.2) для 
>.. = µп, тогда как 'Фп(х) является n-той ортонормированной собственной 
функцией для уравнения (11.2.3) при (11.5.3). 

Собственные значения { Фп}о основной задачи образуют п. о. м. 
на (О, 1Г). Это означает, что если g Е L 2 (0, 1Г), то 

(11.5.б) 

.,.. 

ап = (g,фп) = f g(х)Фп(х)dх. где 

(l l .5.7) 

о 

Откуда получаем, что если g, h Е L2 (0, 1Г), то 
.,.. 00 

(g, h) = f g(x)h(x)dx = L апЬп, 
О n=O 

где Ьп = (h, Фп). 
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Собственные функции { Фп}О' образуют п. о. м. на (О, л ), откуда 

n=O 

где а~ = (g, Фп). Уравнение (l I .5.5) показывает, что 

Фп =хп+Кхп, 

где К является оператором, определенным посредством 

Теперь 

х 

Ки = j К(х, t)u(t)dt. 

о 

(Ku",) ~ l {/ K(t,x)u(x)dx} v(t)dt, 

и, меняя порядок интегрирования, получим, что 

(Ки,v) ~ l {l K(t,x)v(t)dt} u(x)dx 

Сопряженный оператор К* определяется как 

(Ku,v) = (и,К*v), 

так что 
7r 

K*v = j K(t, x)v(t)dt. 

х 

Возвращаясь к уравнению ( 11.5.9), можем записать 

а~= (g, Хп) + (g, Кхп), 

а значит, уравнение 

(l l .5.8) 

(l I .5.9) 

(l I .5.10) 

{ll.5.11) 
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можно переписать в виде 

00 

О= L {(g, Xn) 2 + 2(g, Xn)(g, Kxn) + (g, Kxn) 2 
- (g, Фп) 2 }. (11.5.12) 

n=O 

Рассмотрим K*g = G, тогда, так как G Е L 2(0, 1Г), получим 

00 

(g, G)- L(g, Фп)(G, Фп) =О, 
n=O 

это эквивалентно: 

00 

(Kg,g)- L(g,фп)(g,Кфп) =О. (11.5.13) 
n=O 

Аналогично 
00 

(G,G)- L(G,фn)2 =О 
n=O 

эквивалентно 
00 

(KK*g,g) - L(g, Кфп)2 =О. (11.5.14) 
n=O 

Теперь рассмотрим комбинированное уравнение (11.5.12) + 2 * 
(11.5.13)++(11.5.14) и сгруппируем слагаемые, для того чтобы получить 

(11.5.15) 

где 

00 

n=O 
00 

n=O 
00 

n=O 
84 = 2(g,Kg) + (g,KK*g). 
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Для того чтобы представить эти произведения интегралов как крат

ные интегралы, будем использовать простое тождество 

1Г 1Г 1ГХ 1ГУ 

J g(x)dx J h(y)dy = J J g(x)h(y)dydx + J J g(x)h(y)dxdy, 
о о о о о о 

полученное путем разбиения квадрата (О, п) х (О, п) на два треугольника. 
Получаем 

1Г х 

81=2 J J g(x)g(y)F(x,y)dydx, 
о о 

1Г х х 

82 = 2 J J g(x)g(y) J К(х, t)F(t, y)dtdydx 
о о о 

1Г у х 

+ 2 f J g(x)g(y) f К(х, t)F(t, y)dtdxdy, 

о о о 

Sз = 2 j J g(x)g(y)] К(х, t) [J К(у, s)F(s, t)ds] dtdxdy, 
о о о о 

п х п у х 

84 = 2 J J g(x)g(y)K(x, y)dydx + 2 J J J К(х, t)K(y, t)dtdxdy, 
о о о о о 

где 
00 

Р(х, у) = L)Xn(x)xn(Y) - Фп(х)Фп(У)}, 
n=O 

а значит, уравнение (11.5.15) дает 

где 

] ] g(x)g(y) {J(x, у)+] J(x, t)K(y, t)dt} dydx =О, 
о о о 

х 

J(x, у) = К(х, у)+ J К(х, t)F(t, y)dt + F(x, у). 
о 

(l l .5.16) 

(11.5.17) 

(l l .5.18) 
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Так как g(x) является произвольной функцией на L2 (0, п), уравнение 
(11.5.17) дает 

у 

J(x, у)+ J J(x, t)K(y, t)dt =О, 
о 

о ::::; у ::::; х ::::; JГ. (11.5.19) 

Для фиксированного х это уравнение является однородным интеграль
ным уравнением Вольтерра для J(x, у), и аналогично параграфу 11.3 
можно заключить, что его единственным решением является J(x, у) =О 
для О ::::; у :( х. Следовательно, 

х 

К(х,у)+ ! K(x,t)F(t,y)dt+F(x,y) =0, 

о 

о ::::; у ::::; х ::::; 7r. (11.5.20) 

Это интегральное уравнение Гельфанда-Левитана для К(х,у). Заме
тим, что для фиксированного х уравнение (11.5.19) является уравнением 
Вольтерра для J(x, у); с другой стороны, для фиксированного х урав
нение (11.5.20) является уравнением Фредгольма для К(х,у). 

Существует один момент в этих рассуждениях, который необходи
мо проверить: это сходимость рядов в уравнении (11.5.16). Существу
ют два подхода к решению этого вопроса: исследование аналитической 

формы слагаемых в этих рядах и нахождение условий сходимости этих 

рядов; сделаем предположение, что эту проблему можно решить, заме

няя бесконечные ряды на конечные. Мы будем придерживаться этого 
соглашения. 

В начале этого параграфа мы рассмотрели основную задачу, уравне
ние (11.2.1) с краевыми условиями (11.5.1); п.о.м. собственных функ
ций для этой задачи имеет вид { Фп}о. Используем оператор К для того, 
чтобы построить новое п. о. м. собственных функций { Фп}о для новой 
задачи. Ортонормированные собственные функции Фп были построены 
при помощи решений основного уравнения (11.2.1) Хп = ф(х, µп, Фп (О)) 
при ,\ = µп и при начальных условиях Хп(О) = Фп(О), х~(О) = h1fп(O). 
Введем условие усечения 

Фп(О) = Фп(О) ДЛЯ n = N + 1, ... 

Это означает, что для п = N + 1, ... 

Хп(х) = ф(х, µп, Фп(О)) = ф(х, Ап, Фп(О)) = Фп(х) 
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значит, 

N 

F(x,y) = 2)хп(х)хп(У) -Фп(х)Фп(у)}. (ll.5.21) 
п=О 

Теорема 11.5.l. Пусть F(x, у) удовлетворяет уравн.ен.ию (11.5.21), 
и предположим, ч.то К ( х, у) является н.епрерывн.ым по у, О ~ у ~ х ~ 7Г, 
для каждого фиксирован.н.ого х, О ~ х ~ 7Г. Тогда существует не бо
лее одного решения уравнения (11.5.20). 

Доказательство. Нам надо показать, что однородное интегральное 

уравнение Фредгольма 

х 

f(y) + ! F(t, y)f(t)dt =О, о~ у~ х, (11.5.22) 

о 

имеет только нулевое решение. Умножим (11.5.22) на f(y) и проинте
грируем от О до х, чтобы получить 

х х х J [f(y)] 2dy + J J F(t, y)f(t)f(y)dtdy =О. (11.5.23) 

о о о 

Функция 

g(y)={f(y), О~у~х, 
о 'х <у~ 7Г, 

принадлежит L 2 (0, 7Г), значит 

где 
7r х 

ат= J g(y)фm(y)dy = J f(y)фm(y)dy. 
о о 

С другой стороны, 

х х N оо ! J F(t, y)f(t)f(y)dtdy = I)ь:n - а:,,)= 2: (ь:,, - а:,,), 
о о m=O m=O 



416 [ЛАВА 11 

где 
х 7r 

Ьm = J f(y)xm(y)dy = J g(y)xm(y)dy, 
о о 

и мы воспользовались равенством Xm(Y) = Фm(У) при т > N для полу
чения Ьm = am при т > N. Согласно уравнению (11.5.23) получаем 

т. е. 

Ьm =О, т = О, 1, ... 

Покажем, что отсюда следует g(y) = О. Это эквивалентно тому, что 
Ьm = О, m = 1, 2, ... , дает am = О, т = О, 1, 2, ... Имеем 

00 

Ьm = (g, Xm) = L Cmnan, 
n=O 

т =0,1,2, ... , (l l.5.24) 

где Cmn = (Xm, Фп). Если т > N, то Xm = Фm и Cmn = Omn. откуда 
Ьm = О дает ат = О. Следовательно, суммирование в (11.5.24) рассмат
ривается по п = О, 1, ... , N, получаем N + 1 уравнений 

N 

т =о, 1, .. . ,N. 

Если существует пара m', п' такая, что Xm' = Фп', то уравнение (l l .5.24) 
при т = m' дает ап' = О, откуда при т # m' слагаемое, для которого 
п = п', можно опустить. Это означает, что нам нужно рассмотреть толь
ко те m, п, для которых Xm # Фп· Перенумеруем эти О, 1, ... , N'. Нам 
необходимо показать, что эти N' + 1 уравнений имеют только тривиаль
ное решение, т. е. определитель их коэффициентов ненулевой. 

Уравнения 

дают 

откуда 
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Так как Xm и Фn удовлетворяют тем же условиям при х = О, получим 

(11.5.25) 

где 

Оба dm, en являются ненулевыми, а следовательно, определитель коэф
фициентов равен 

N' 

det(C) = П dnen det(l/(Лn - µm)), 
n=l 

и, как легко показать (упр. 11.5.1 ), он является ненулевым, когда Лп -
- µm с/ О, для всех т,п. • 

Мы доказали, что при условии усечения (Truncation Assumption) 
(ТА) интегральное уравнение Гельфанда-Левитана имеет не более од
ного решения. На самом деле оно является вырожденным интегральным 
уравнением с решением вида 

N 

К(х, у)= L {Fm(x)xm(Y) - Gm(х)Фт(У)}. (11.5.26) 
m=O 

Подставляя ( 11.5.26) в (11.5.20) и приравнивая кратные Xm (у), Фm (у) 
к нулю, получим 

N 

Fт(х) + L {Ьmn(x)Fn(x) - Cmn(x)Gn(x)} + Xm(x) =О, (11.5.27) 

N 

Gm(x) + L {Cnm(x)Fn(x) - dmп(x)Gn(x)} + Фm(х) =О (11.5.28) 
n=O 
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для m =О, 1, ... , N, где 

х 

Ьmn (х) = Ьпm(х) = j Xm(t)xn(t)dt, 

о 

х 

Cmn(x) = j Xm(t)фn(t)dt, 
о 

х 

dmn(x) = dnm(x) = J Фm(t)фn(t)dt. 
о 

Мы можем проверить, (упр. 11.5.2), что эти уравнения имеют един
ственное решение, как утверждалось в теореме 11.5.1. 

Когда мы ввели оператор преобразования К в параграфе 11.2, мы 
показали, что К(х, у) должно удовлетворять гиперболическому диффе
ренциальному уравнению (11.2.6). В этом параграфе мы показали, что 
К(х, у) должно удовлетворять интегральному уравнению (11.5.20). Что
бы связать эти два уравнения, мы заметим (упр. 11.5.3), что F(x, у) 
из (11.5.21) удовлетворяет гиперболическому уравнению 

Fxx(x, у) - Fyy(x, у) + (р(у) - p(x))F(x, у) =О. (11.5.29) 

Несложно установить (упр. 11.5.4), что если К удовлетворяет (11.5.20), 
то оно удовлетворяет дифференциальному уравнению (11.2.6), где q(x) 
дается условием (11.2.7). 

Упражнения l l.5 

1) Покажите, что если µm =1 Лn для всех т, п =О, 1, ... , N, то матри
ца С= (Cmn) = (1/(µm - Лn)) является вырожденной. 

2) Покажите, что уравнения (11.5.27), (11.5.28) обладают единствен
ным решением. Подсказка: рассмотрите однородные уравнения, 

где опущены Xm(x), Фm(х); умножьте первое на Fm(x), второе 
на Gm(x) и сложите эти уравнения при m =О, 1, ... , N. 

3) Покажите, что если F(x, у) удовлетворяет (11.5.21 ), то оно удовле
творяет уравнению (11.5.29). 
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4) Покажите, что если К(х, у) удовлетворяет уравнению (11.5.20), то 

х 

L(x, у)+! L(x, t)F(t, y)dt + [К(х, O)Fx(O, у) - Ку(х, O)F(O, y)J =О, 
о 

где 

L(x, у)= Кхх(х, у) - Куу(х, у)+ (р(у) - q(x))K(x, у) 

и q(x) связано с р(х) уравнением (11.2.7). Покажите, что слагае
мое в квадратных скобках равно нулю, а значит, по теореме 11.5.1, 
L(x, у) =О для О ~у ~ х ~ JГ; это уравнение (11.2.6). 

5) Покажите, что решения уравнений (11.5.26), (11.5.27) могут быть 
записаны в виде 

х 

Fn(x) = -{xn(x) + J К(х, Y)Xn(y)dy} = -1/Jп(х), 
о 
х 

Gn(x) = -{Фn(х) + J K(x,y)фn(y)dy}. 
о 

11.6. Восстановление системы Штурма-Лиувилля 

Сперва мы повторим факты, доказанные в настоящей главе к этому 
моменту. Мы уже установили, что, стартуя с одной S - L-системы 

у"(х) +(.А - р(х))у(х) =О, 

у'(О) - hy(O) =О= у'(1Г) + Hy(7r), 

(11.6.1) 

(11.6.2) 

имеющей собственные значения (Лп)о и п. о. с. собственных функций 
(Фп)Q°, мы можем, введя оператор К, построить новую S - L-систему 

у"(х) +(.А- q(x))y(x) =О, 

у'(О) - h'y(O) =О= у'(7Г) + Н'у(7r) 
(11.6.3) 

(11.6.4) 

с собственными значениями (µn)o и п. о. с. собственных функций 
( Фп )0 , заданных уравнением (11.2.5). Для нахождения новой систе
мы нам необходимы (µn)o и краевые значения ('Фn(О))0 собственных 
функций Фп(х), которые нам предстоит еще найти. 
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Мы их можем найти, как и в секции 10.8, из двух спектров урав
нения (11.6.3), (µп)'0°, отвечающий краевым условиям (11.6.4), и (vn)o 
отвечающий 

у'(О) - hiy(O) =О= у1 (1Г) + Н1у(1Г). 

Заменяя уравнение (10.8.12) на систему счисления S, получим, что 

(vn)o являются корнями 

1 = (h1 - h') ~ ф~(О) . 
L,; А - µn 
n=O 

(l l .6.5) 

Условие усечения позволяет нам написать это уравнение в виде: 

(11.6.6) 

Это дает N + 1 уравнений 

т =О, 1, .. . ,N, 

(l l .6.7) 
на N + 1 величин {Фn(О)}Ь". Как в упр. 11.5.1, определитель матри
цы коэффициентов не является нулевым. Для проверки того, что ф~(О) 
являются на самом деле положительными, мы запишем (11.6.6) в виде 

(11.6.8) 

где для определенности, мы рассматриваем h1 > h'. Функции f (Л), g(Л) 
являются положительными для О < Л < Vm, и µn, Vn чередуются соглас
но следующему правилу: 

µа<vа<м<··· (11.6.9) 

Домножая (11.6.8) на (.Л. - µn) и выбирая Л = µn, мы найдем 

(11.6.10) 

а значит, в силу чередования, получаем ф~(О) > О. 
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Рассмотрение произвольного значения hJ. имеет тот недостаток, что 
'Ф;(о) зависит от hJ. и h'. hJ. = оо, тогда уравнение (11.6.6) принимает 
более простой вид 

N ф~(О) = ф~(О) 
L ,\ - µп + L ,\ - ,\п = О. 
n=O n=N+l 

(11.6.11) 

Откуда получаем 

t, v~~O~n = f(vm), m =О, 1, . .. ,N, (11.6.12) 

для ф;(о), п =О, 1, ... N. 
Теперь мы готовы перейти к вопросу восстановления. Нам надо 

найти q(x), h', Н' такие, что первые N + 1 собственных значений для 
(11.6.3), (11.6.4) являются выбранными (µп){'/ и первые N + 1 краевых 
значений для отнормированных собственных функций равны ( Фп(О) ){';'. 
Проделаем следующие шаги. 

Шаг 1. Выберем основную систему (11.6.1), (11.6.2) и найдем {Фп(х)}Ь"', 
{хп(х)}Ь1 при условиях (11.5.2), (11.5.4) соответственно. При усло
вии чередования значения µN+1, µN+2, .. . , которые не являются 
частью данных, выберем равными ЛN+i, ЛN+2, ... соответствен
но. Следовательно, мы можем выбрать основную систему так, что 

µN < ЛN+l· Простейший способ выбрать основную систему это 
взять р(х) =О и каждый из h, Нравным нулю или оо. Если, напри
мер, h = О, Н = оо, то (11.6.1 ), (11.6.2) редуцируются к виду 

у"+ ,\у= о, 

у'(О) =О= у(1Г) 

и 

Хп = 'lfп(O) COSwnX, 

(11.6.13) 

(11.6.14) 

(11.6.15) 

(11.6.16) 

Следовательно, выбор основной системы будет подходящим, если 

µN < (N + ~)
2

• т.е. "-'N < (N +~).Так как µп - собственные 
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значения некоторой S - L-системы, они должны иметь асимптоти

ческий вид из параграфа 10.9. В зависимости от краевых условий, 
они должны иметь вид (10.9.20), (10.9.39) или (10.9.41); в любом 

из этих случаев WN < ( N + ~) для достаточно большого N. Конеч
но, если Wп имеет вид (10.9.41), то будет правильнее взять h=oo, 
Н = оо, так что h' = оо. 

Шаг 2. Рассмотрим F(x, у), задаваемую формулой (11.5.21), и решим 
уравнения (11.5.27), (11.5.28) для {Fn(x),Gп(x)}S". 

Шаг 3. Рассмотрим К(х, у) из уравнения (11.5.26). 

Шаг 4. Рассмотрим q(x) из уравнения (11.2.7). 

Шаг 5. Рассмотрим h' из уравнения (11.2.11). 

Шаг 6. Найдем Н'. 

Для осуществления последнего шага будем действовать следующим 
образом. Так как dтп(1Г) = дmп• уравнение (11.5.28) дает 

N 

L CnmFп(7r) + Фm(1Г) =О, 
n=O 

где, как и в (11.5.23), Cnm = Спm(1Г). Дифференцируя (11.5.28) по х 
и рассматривая х =к, найдем 

N 

L СпmF~(к) + Фт(1Г)К(к, 1Г) + Ф'm(к) =О. 
п=О 

Теперь воспользуемся упр. 11.5.5, которое показывает, что F11 (1Г) 
= -Фп(n), и тем фактом, что Ф'm(п-) + НФт(1Г) =О, чтобы получить 

N 

:~:::>пm{Ф'm(1Г) + (Н - К(1Г,1Г))Фп(1Г)} =О. 
п=О 

Однако det( С) i=- О, значит, 

Ф'm(1Г) + (Н - К(1Г, 1Г))Фп(1Г) =о. (11.6.17) 

Это означает, что 

Н' = Н - К(п-, 1Г). (11.6.18) 
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Не считая условия усечения, рассмотрения этой главы к данному 

моменту состоят в применении классического обращения Гельфанда

Левитана для уравнения Штурма-Лиувилля. В то время как этот ме

тод имеет огромное теоретическое значение, он не является практиче

ским; камнем преткновения является шаг 2, т. е. решение уравнений для 
Fn(x), Gn(x), и последующие шаги 3, 4, которые дают q(x) при диффе
ренцировании К(х, у). 

В параграфе 11.9 мы описываем другие методы, которые используют 
уравнения в частных производных для К(х, х). 

Упражнения t t .6 

1) Покажите, что уравнения (11.2.12), (11.6.18) дают 

Так как мы взяли µn = An для n = N + 1, . .. , это уравнение должно 
быть справедливо; см. асимптотический вид для (10.9.22). 

11. 7. Обратная задача для колеблющегося стержня 

Метод обращения, который нам пока удалось описать, относится 
к уравнению Штурма-Лиувилля (11.2.1). Как мы уже отмечали, оно 
не является основным уравнением для колебательных систем. В этой 
секции, рискуя повториться, мы показываем, как идеи, на которых осно

вано S - L-обращение, могут быть адаптированы к работе с уравнением 

для стержня (11.1.3). 
Начнем с основной задачи 

(А(х)и'(х))' + ЛА(х)и(х) =О, о ( х ( 7r, (11.7.1) 

запишем А(х) = а2 (х) и домножим независимую переменную х так, что 
О ( х ( 7r. Собственные функции Un ( х) для ( 11. 7.1) при краевых услови
ях, которые нам еще предстоит описать, являются ортонормированными, 

с весовой функцией а2 (х), т. е. 

7Г f a2 (x)um(x)un(x)dx = дmn, 
о 
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а значит, функции 

Фп(х) = а(х)ип(х), п =о, 1, ... (11.7.2) 

образуют п. о. с. При условии, что а(х) Е 0 2 (0, 7r), функция ф(х) = 
= а(х)и(х) удовлетворяет 

Ф" + (.Л - р)ф =о, (11.7.3) 

где 

р(х) = а"(х)/а(х). (11. 7.4) 

Предположим, что краевое условие при х =О имеет вид 

ф'(О) - hф(О) =О, (11.7.5) 

тогда соответствующее краевое условие для и(х) имеет вид 

а(О)и'(О) + (а'(О) - ha(O))u(O) =О. 

Без ограничения общности мы можем выбрать основную систему так, 
что 

а(О) = 1, а'(О) - ha(O) =О. (ll.7.6) 

Это означает, что а(х) является решением (11.7.3) при .Л = О, которое 
удовлетворяет краевому условию (11.7.5) и условию ф(О) = 1, а основной 
стержень является свободным при х = О. 

Стержень, который мы собираемся построить, описывается уравне-
ни ем 

(B(x)v'(x))' + ЛВ(х)v(х) =О, О~ х ~ 7r. 

Запишем В(х) = Ь2 (х), ф(х) = Ь(х)v(х), тогда 

где 

т. е. 

Ф" + (.Л - q)ф =о, 

q(x) = Ь"(х)/Ь(х). 
Будем использовать оператор К, чтобы привязать ф к ф: 

х 

ф(х) = ф(х) + J К(х, t)ф(t)dt, 
о 

х 

b(x)v(x) = а(х)и(х) + J К(х, t)a(t)u(t)dt. 
о 

(11. 7.7) 

(11.7.8) 

(11.7.9) 

(11.7.10) 

(11. 7.11) 



11.7. ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ КОЛЕБЛЮЩЕГОСЯ СТЕРЖНЯ 425 

Как мы знаем из параграфа 11.2, этот оператор преобразует решения 
(11.7.3), удовлетворяющие ф(О) = 1, и (11.7.5) в решения (11.7.8), удо
влетворяющие ф(О) = 1 и 

ф'(О) - (h + К(О, О))ф(О) =О. (11.7.12) 

Последнее эквивалентно условию 

Ь(О)v'(О) + {Ь'(О) - (h + К(О, О)Ь(О)}v(О) =О. (11.7.13) 

Если выбрать новую систему таким образом, что 

Ь(О) = 1, Ь'(О) - (h+ К(О,О)Ь(О) =О, (11.7.14) 

то i/(O) = О: новый стержень является незакрепленным при х = О. В 
этом случае Ь(х) является решением (11.7.8) при Л = О, удовлетворяю
щим условиям (11.7.14). Следовательно, Ь(х) связан с а(х) посредством 
уравнения (11.7.10): 

х 

Ь(х) = а(х) + j К(х, t)a(t)dt. 

о 

В час.тнос.ти, если мы выберем h =О, а(х) = 1, то 

х 

Ь(х) = 1 + f К(х, t)dt. 

о 

(11. 7.15) 

(11.7.16) 

Остальные рас.суждения повторяют предыдущие: К(х, у) удовлетво
ряет 

где 

х 

К(х,у)+ ! K(x,t)F(t,y)dt+F(x,y)=O, 
о 

N 

О~у~х, (11.7.17) 

F(x, у)= а(х)а(у) I)wn(x)wп(Y) - un(x)un(Y)). (11.7.18) 
n=O 

Здесь Хп(х) = а(х)wп(х) является решением (11.7.3) при Л = µп, 
удовлетворяющим Хп(О) = Фп(О), х~(О) = hхп(О). Это означает, что 
wп(О) = vn(O), w~(O) =О. Здесь (µп)S1 являются собственными значе
ниями новой системы и vп(О) - конечное значение соответствующей 
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отнормированной собственной функции vn(x), а un(x) является отнор
мированной собственной функцией для (11.7.1). 

Снова, мы должны выбрать основную систему так, что µN < ЛN+1· 
Если сделать выбор а(х) = 1, h =О, Н = оо, тогда это будет означать, 

ЧТО JТiN = WN < (N + ~). 
Решение уравнения (11.7.17) имеет вид 

N 

К(х, у)= а(х)а(у) L {Fn(x)wп(Y) - Gп(х)ип(у)}, 
n=O 

где Fn(x), Gn(x) удовлетворяют уравнению 
N 

Fm(x) + l)Ьmn(x)Fn(x) - Cmn(x)Gn(x)} + Wm(x) =О, (11.7.19) 

и 

n=O 
N 

Gm(x) + L { Cnm(x)Fn(x) - dmn(x)Gп(x)} + Um(x) =О (11.7.20) 
n=O 

х 

Ьmп(х) = J a2 (t)wm(t)wп(t)dt, 
ох 

dmn(x) = f a2 (t)um(t)uп(t)dt. 
о 

х 

Cmn(x) = J a2 (t)wm(t)uп(t)dt, 
о 

Заметим, что dmп(1Г) = 6mn· 
Важно отметить, что Ь(х), порожденная в методе построения, все

гда будет положительной. Мы покажем это, предположив, что Ь(х0 ) = 
= О для некоторого хо Е [О, 1Г], и придя к противоречию. По аналогии 
с упр. 11.5.5 получим 

х 

a(x)Fn(x) = -{хп(х) + f К(х, y)xn(Y)}, (11.7.21) 

о 

х 

a(x)Gn(x) = -{Фn(х) + f К(х, у)фn(У)}, (11.7.22) 

о 

где Хп(х) = ф(х,µп,с1), Фп(х) = ф(х,Лn,с2) и ф(х,Л,с) обозначает ре
шение для (11.7.3) при ф(О) = с, удовлетворяющее (11.7.5). Однако, 
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если Xn, Фп являются решениями (11.7.3), то а(х)Fп(х), а(х)Gп(х) из 
(11.7.21), (11.7.22), являются решениями (11.7.8). Следовательно, 

а(х)Fп(х) = -Ь(х)v(х,µп,с1) 
а(х)Gп(х) = -b(x)v(x, Лп, с2), 

где v(x, Л, с) обозначает решение (11.7.7), удовлетворяющее условиям 
v(O) = с, v'(O) = О. Заметим, что v(x, µп, с1 ) является неотнормиро
ванной собственной функцией новой системы. Это означает, что если 
Ь(хо) = О, то Fп(хо) = О = Gп(хо) для n = О, 1, ... , N, и, следо
вательно, из уравнений (11.7.19), (ll.7.20) wп(хо) =О= ип(хо) для 
n = О, 1, ... , N. Однако ип(х) является п-й собственной функцией для 
основной системы, и, когда n = О, ио(х) не имеет нулей на отрезке 
[О, 1Г], исключая, возможно, случай х = 7Г, где Н = оо. Следователь
но, единственной возможностью является хо = 7Г, Н = оо, и, значит 
wп(1Г) = О, n = О, 1, ... , N, также. Это означает, что (µп)f1 являются 
собственными значениями основной задачи и µп = Лп, n = О, 1, ... , N. 
Полученное противоречие дает Ь(хо) #О. Так как Ь(О) = 1 и Ь(х) явля
ется непрерывной функцией, получим Ь(х) >О для х Е [О, п]. 

Завершая этот параграф, мы переходим к краевым условиям. Ос
новная задача, в форме S - L (11. 7.3), имеет краевые условия 

Ф'(О) - hф(О) =О= Ф'(п) + Нф(1Г). 

В терминах и получаем 

и'(О) =О= а(п)и'(п) + (а'(п) + На(п))и(1Г), 

где рассматривается а'(О) = ha(O). Краевые условия вида S - L для 
новой задачи имеют вид: 

Ф'(О) - h'ф(О) =о= Ф'(7r) + Н'ф(7r). 

В терминах v получим 

v'(O) =О= Ь(п)v'(п) + (Ь'(1Г) + (Н -К(п,п)Ь(п))v(п), 

где (11.6.18) дает Н' = Н - К(п, п ). 
Заметим, что в то время как выбор условий (11.7.6), (11.7.14) для 

а(х), Ь(х) делает рассуждения простыми, нам необязательно фиксиро
вать такой выбор. Снова, если мы знаем собственные значения для но
вого стержня для конца х = О, свободного и фиксированного, то мы 
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можем найти (vn(O))S', как и в параграфе 11.6. Примеры восстанов
ления могут быть найдены в работе Глэдвелла и Додса (Dods) (1987) 
[111]. См. также работы Андерсена (1988а) [6], (1988Ь) [7] для деталь
ного исследования обратной задачи для уравнения (11. 7.1 ), см. работу 
Кнобеля (Knobel) и Лове (1993) [195]. Касательно случая, где А(х) яв
ляется грубой, см. статью Колемана (1989) [61], Колеман и МакЛафлин 
(l993a) [62], (1993Ь) [63]. 

11.8. Обратная задача для натянутой струны 

В параграфе 10.1 мы показали, что три формы уравнения Штурма
Лиувилля, (10.1.1), (10.1.3) и (10.1.11), тесно связаны. Работая с натя
нутой струной, легче начать рассмотрения для уравнения (10.1.3) для 
стержня, нежели со стандартного вида (10.1.11 ). Мы повторим часть 
рассуждений в параграфе 10.1 и сделаем несколько изменений для того, 
чтобы нормализовать переменные. 

Пусть и(х) удовлетворяет уравнению (11.7.1), т.е. 

(А(х)и'(х))' + ЛА(х)и(х) =О 

и краевым условиям 

и'(О) - hu(O) =О= и1 (1Г) + Ни(1Г). 

Домножим А(х) так, что 
1Г 

! dt 
A(t) = 1Г 

о 

и введем новую переменную ~ при помощи уравнения 

х 

! dt 
~ = A(t)' 

о 

так что О~~~ 1Г и ((х) = 1/А(х). Возьмем 

и(х) =у(~), А(х) = р(~), 

тогда А(х)и'(х) =у(~) и уравнение (11.8.1) принимает вид 

У(~)+ Лр2 (~)у(~) =О. 

(11.8.1) 
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Краевые условия принимают вид 

у(О) - hA(O)y(O) =О= у(1Г) + НА(1Г)У(1Г). 

Заметим, что новые пружинные константы являются скалярными крат
ными hA(O), НА(1Г) старых констант, однако краевые условия 

и'(О) =О= u(1Г), и(О) =О= u(1Г) (11.8.2) 

остаются инвариантными: 

У(О) =О= у(1Г), у(О) =О= у(1Г). (11.8.3) 

Это означает, что при каждом из этих двух множеств краевых условий 
струна имеет те же собственные значения, что и стержень, и, в частно

сти, асимптотический вид собственных значений не изменяется. 

Следовательно, если нам даны две последовательности собствен
ных значений (µп)о, (vп)о, которые, по сути, являются собственными 
значениями натянутой струны при двух различных множествах краевых 

условий (11.8.2), мы должны сперва домножить их, чтобы эффективно 
найти длину L для струны, которой они соответствуют, так что они 
соответствуют струне длины 7Г. Они, следовательно, будут иметь асимп
тотическую форму 

Для заданных (µп)О', (vп)о мы найдем краевые значения Уп(О) от
нормированных собственных функций в силу того, что 

имеет корни (vп)о. Мы будем использовать эту усеченную форму, как 
и в параграфе 11.6, для нахождения (Уп(О)){{. Заметим, что 

7f 7f f p2 (E)Y?i(~)df, = f A(x)w?i(x)dx = 1 
о о 

и Уп(О) = wn(O). Это означает, что у нас есть данные, необходимые для 
нахождения нового стержня В(х), как и в (11.7.7). 
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Теперь мы обратим рассуждения, приведенные во введении к этой 
секции. Следовательно, мы домножим В(х) так, что 

7Г 

! dt 
B(t) = п, 

о 

а затем введем новую переменную ~ следующим образом: 

7Г 

! dt 
~ = B(t)' 

о 

Новая массовая плотность струны равна 

р(~) = В(х). 

11.9. Некоторые неклассические методы 

В этом параграфе мы опишем с общих позиций теорию, на ко

торой базируются аппроксимационные методы обращения для уравне

ния Штурма-Лиувилля. Эта теория в основном принадлежит Рунделю 

(Rundell) и Саксу (Sacks) (1992а) [292], (1992Ь) [293]; см. также Лове, 
Пилант и Рундель (1992) [216] и работу Рунделя (1997) [294]. Основная 
отличительная черта этих методов состоит в том, что они базируются 

более на гиперболическом уравнении, которому удовлетворяет К(х, у), 
чем на интегральном уравнении Гельфанда-Левитана. 

Мы напомним наши рассуждения из параграфа 11.2. Основная за-
дача имеет вид 

у'' + ( ,\ - р )у = о, 

у'(О) - hy(O) =О= у'(п) + Ну(п). 
(11.9.1) 

(11.9.2) 

Собственные функции ( Фп)О" для этой задачи образуют п. о. с. Это озна-
чает, что если 

N 

f(x) = L апФп(х), 
n=O 

то 
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Пусть (µп)о является новым спектром, и в обозначениях (11.5.4) 

Хп(х) = ф(х, µп, 1). 

Если мы разложим f(x) по этим функциям: 

N 

f(x) = L ЬпХп(х), 
n=O 

тогда мы можем найти bn из 

N N 

am =- (!, Фm) = L Ьп(Хп, Фm) = L CnmЬn, m =О, 1, . .. ,N. 
n=O n=O 

(11.9.3) 
Мы показали в уравнении (11.5.25), что 

Конечное значение, Фm(п), не является нулевым; мы предполагаем, что 
Н является конечным. Как и в параграфе 11.5, если х~,(1Г)+НХn'(п) = 
= О, для некоторого п', то µn' является собственным значением для ос
новной системы, где Xn' (х) является (не обязательно отнормированной) 
собственной функцией; т. е. Хп'(х) = cфmr(x). В этом случае уравнение 
(11.9.3) при m = m 1 дает am' = bn' и существует только N - 1 уравне
ний для оставшихся Ьn. В любом случае мы можем решить уравнение 

(11.9.3) для Ь0 , Ь 1 , ... , ЬN. Это первый результат, который мы будем ис
пользовать. 

В классическом методе мы предполагаем для начала, что имеется 

два спектра S - L-уравнений с (неизвестным) потенциалом q(x), отве
чающим двум множествам конечных условий 

(µп)~ для у'(О) - h'y(O) =О= y1(7r) + H'y(7r) 

(vn)~ для у'(О) - h~y(O) =О= у'(п) + Н'у(п). 
(ll.9.4) 

Заметим, что условия при х = 7Г совпадают, тогда как эти условия при 
х = О различны. Мы тогда использовали уравнение (11.6.6) или пред
почтительно, (11.6.11) для нахождения конечных условий ( 'lj)n(0))0 , от
вечающих (11. 9.4). (Конечно, мы ввели условие усечения так, чтобы 
нам нужно было получить только ('Фп(О)){j.) Затем мы ввели опера
тор К и нашли К(х, у) так, что отнормированные собственные функции 
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(Фп(х))0 , отвечающие (11.9.4), задавались уравнениями 

Хп(х) = ф(х, µп, Фп(О)), 
х 

'Фп(х) = Хп(х) + J К(х, У)Хп(у)dу. 
о 

Конкретное К(х,у), которое преобразует (хп(х))0 в п. о. с. (Фп(х))0 , 
является решением интегрального уравнения Гельфанда-Левита
на (11.5.20). Потенциал q(x) задается равенством 

( ) 
_ ( ) 2dK(x,x) 

qx-px+ d ' 
.х 

значения h', Н' даются равенствами (11.2. 11) и (11.6.18): 

h'=h+K(O,O), Н'=Н-К(1Г,1Г). 

Рундель и Сакс действовали иначе. Они предположили, что у нас 
имеются два спектра (µn)r/, (vn)r/, отвечающие S - L-уравнению 

у"+ (Л - q)y =О (11.9.5) 

при двух множествах конечных условий, которые отличаются при х = 7Г 
(а не в О, как в классическом методе): 

(µп)rf для у'(О) - h'y(O) =О= у1 (7Г) + Н~у(1Г), 
(vп)rf для у'(О) - h'y(O) =О= у'(1Г) + Н2у(1Г). 

Теперь мы найдем К(х, у) так, что 

Хп(х) = ф(х, µп, 1), 
х 

Фп(х) = Хп(х) + J К(х, Y)Xn(y)dy 
о 

(11.9.6) 

(11.9.7) 

дает (неотнормированные) собственные функции для (11.9.5), отвечаю
щие краевым условиям ( 11.9.6), тогда как 

&п(х) = ф(х, Vn, 1), 
х 

Тп(х) = Оп(х) + J K(x,y)Bn(y)dy 
о 



11.9. НЕКОТОРЫЕ НЕКЛАССИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 433 

дает (неотнормированные) собственные функции для (11.9.5), отвечаю
щие граничным условиям (11.9.7). Заметим, что К(х, у) ищется с ис
пользованием теории, введенной в параграфе 11.2, а не в материале 

параграфа 11.5. Это означает, что К(х, у) будет удовлетворять гипербо
лическому уравнению (11.2.6) и граничным условиям (11.2.10). 

Основная идея параграфа 11.2 заключается в том, что оператор пре
образования переводит решение основного уравнения (11.9.1 ), удовле
творяющего условию (11.9.2 а), в решение уравнения (I I .9.5) с условием 
(Il.9.бa). Это означает, что (1/Jn(x))fj будут собственными функциями 
для (11.9.5), удовлетворяющими краевым условиям (11.9.6), если 

п =0, 1, . .. ,N. (ll.9.8) 

Аналогично ( Тп (х) )f/ будут собственными функциями для (11.9.5), со
ответствующими граничным условиям (11.9.7), если 

п =0, 1, ... , N. (11.9.9) 

Тем самым задача состоит в том, чтобы найти решение гиперболи
ческого уравнения (11.2.6), которое удовлетворяет уравнениям ( 11.9.8), 
(I 1.9.9). Перед тем как разбираться, как это осуществить, мы сделаем 
некоторые предварительные упрощения. 

Если заданные последовательности (µп)0 , (vп)о являются спектра
ми некоторого S - L-уравнения (11.9.5), отвечающего (11.9.6), (11.9.7), 
соответственно, то они должны иметь одну из асимптотических форм, 
перечисленных в параграфе 10.9: (10.9.47), если h' является конечным; 
упр. 10.9.1, если h' = оо. Предположим, что h' = оо, тогда, проверяя 
последовательность, мы можем восстановить q из каждого из двух урав-
нений: 

!'~,;, { (µ. - q)~ - (п+ ~)}~О .с 

= J~ { (vп - q) ~ - ( n + ~)} . 
(11.9.10) 

Рассматривая найденное q, построим q*(x) = q(x) - q, как в (10.9.44). 
Система со звездочками обладает собственными значениями µ~ = µn -
-q, v~ = vп-if, отвечающими (11.9.6), (I 1.9.7) соответственно. Заметим, 
что даже если уравнение (11.9.5) было получено из физической системы 
с положительными собственными значениями и пределы показывают, 
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что µп, Vn в итоге превысят ij, нет уверенности, что все величины со 
звездами µ~, v~ будут положительны. 

Рассмотрим теперь редуцированную, т. е. звездную, систему и осво
бодимся от звездочек. 

Как было показано в параграфе 11.2, если h' = оо, то можно рас
смотреть основную систему при h = оо. Тогда К(х, О) = О, О ~ х ~ 7Г, 
так что К(х, у) продолжается как нечетная функция от у в нижний тре
угольник на рисунке 11.3.1. Для простоты рассмотрим р(х) =О, так что 
уравнение (l l .2.14) дает К(1Г, 1Г) =О. Выберем Н =О так, что основная 
система имеет вид 

Ф" + >..ф = о, о ~ х ~ 7Г, (11.9.11) 

ф(О) =о= ф1 (1Г), 

с собственными значениями >..п = ( п + ~) 
2

, п =О, 1, ... , и собственны
ми функциями 

Фп(х) = {i sin ( п + ~) х. 
Определим ф(х,>..) как решение для (11.9.11), удовлетворяющее 

ф(О, >..)=О, Ф'(О, >..) = 1. 

1 

Это означает, что если w = 1>..12, то 

ф(х, >..) = sirz:x, если >.. > О; 

Теперь определим 

Хп(х) = ф(х,µп), 
Оп(х) = ф(х, Vn), 

sinhwx 
w , если >.. < О. 

n=O,l, ... ,N, 
n=O,l, ... ,N 

и построим '1/Jп(х), тп(х), собственные функции для (l l .6.3), отвечаю
щие (11.9.6), (11.9. 7) соответственно, используя оператор преобразова
ний К(х, у): 

х х 

'Фп(х) = Хп(х) + f K(x,t)xп(t)dt, тп(х) = Оп(х) + f К(х, t)Oп(t)dt. 
о о 

(11.9.12) 
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Рассмотрим уравнение (11.9.8). Из уравнения (11.9.12) получим 
,.. 

'Фп(1Г) = Хп(1Г) + f К(1Г, У)Хп(у)dу 
о 

и ,.. 
7/;~(1Г) = Х~(1Г) + ! Кх(1Г, У)Хп(у)dу + К(1Г, 1Г)Хп(1Г). 

о 

Однако 

о= Ф~(1Г) + Н~Фп(1Г) = 
7r 

= х~(1Г) + НJ.хп(1Г) + ! {Кх(1Г,у) + Н~К(1Г,у)}хп(у)dу. (11.9.13) 
о 

Это уравнение дает скалярные произведения для функции f 1 (у) = 
= Кх(1Г,у) + НJ.К(?Г,у) относительно Хп(у). Однако, зная это, мы мо
жем воспользоваться рассуждениями, позволяющими доказать ( 11.9.3), 
для нахождения произведений относительно (sin nt)f +i, так как sin nt 
является решением основной задачи при условиях Дирихле ф(О) = О = 
= ф( 1Г). Продолжая рассуждения в точности аналогично в случае вто
рого спектра, (vn)fi, мы можем найти скалярные произведения функции 
f2(y) = Кх(1Г, у)+ Н~К(1Г, у) относительно (Bn(Y))rf, а следовательно, 
и относительно (sinпt)f+ 1 . Рассматривая кратные fi(y) и f2(y), мы по
лучим 

N+l N+l 

К(п, у)= L an sinny, Кх(п,у) = L Ьnsinny. (11.9.14) 
n=l n=l 

Заметим, что эти представления дают условия К(?Г,0) =О= К(1Г,1Г) 
и Кх(1Г, О) =О, как и требуется (напомним, что К(х, О)= О), однако из 
них получаем Кх(1Г, ?Г) =О, это ограничение не является необходимым. 
Напомним, что, когда h = оо, К(х, у) является нечетной функцией от у 
и представления (11.9.14) являются нечетными функциями у. 

Теперь перейдем сначала к уравнению (11.2.7), которое утверждает, 
что 

( ) 
_ 2dK(x, х) 

qx - dx ' (11.9.15) 



436 [ЛАВА 11 

а затем к уравнению (11.3.15), которое выражает К(х,у) через К и Кх 
на прямой х = 7Г и через интеграл по треугольнику АВР на рисун

ке 11.3.3. Если х = у, этот треугольник имеет вид как на рисунке 
11.9.1, поэтому из уравнения (11.3.15) получим 

7r 

2К(х,х) = К(1Г,2х -1Г) +К(1Г,1Г) - j Kx(1Г,t)dt 
2x-7r 

в (1t,1t) 

о 

A(1t,2x-1t) 

Рис. 11.9.1. Треугольник АБР при х =у 

Мы не располагаем местом для того, чтобы указать все остальные 

численные методы, см., например, работу Брауна, Самка (Samko), Кнов
лес (Knowles) и Мерлетта (Marletta) (2003) [ 41] . Дифференцируя по х, 
получим 

7r 

2dK(x,x) J 
dx = 2Ку(1Г, 2х - 1Г) + 2Кх(1Г, 2х - 1Г) - 2 q(s)K(s, 2х - s)ds. 

х 



11.10. ДРУГИЕ ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ 437 

Это уравнение дает основание для итеративного решения задачи. Возь-
мем 

G(x) = 2Ку(п, 2х - п) + 2Кх(п, 2х - п), 

будем рассматривать уравнение в виде: 

.,.. 

Qтн(х) = G(x) - 2 J Qm(s)K(s, 2х - s)ds 

х 

(11.9.16) 

для получения нового значения q(x) из уже существующего. Рассматри
вая правую часть (11.9.16) как результат действия на Qm оператора Т, 
получим 

Qm+l = TQm· 

Следовательно, потенциал q(x) находится как неподвижная точка отоб
ражения Tq. 

Реальные численные реализации не являются нашей главной целью; 
их можно найти, скажем, в работе Рунделя (1997) [294]. В принципе 
можно действовать следующим образом. 

Шаг 1. Начнем с некоторой первоначальной аппроксимации, например, 
qo(x) = G(x). Возьмем m =О. 

Шаг 2. Решим задачу Коши 

Кхх - Куу - QmK =О 

при К, Кх, задаваемых равенствами (11.9.14) при х = п. Это можно 
сделать, используя стандартные численные методы. 

Шаг 3. Рассмотрим Qm+ 1(x) из уравнения (11.9.16). Возьмем m = m+l 
и вернемся к шагу 2, пока не появится сходимость. 

11.10. Другие теоремы единственности 

Основная теорема единственности из параграфа 11.4 показывает, 
что потенциал q(x) и концевые константы h, Н однозначно определяют
ся двумя спектрами. Важный шаг в рассуждении состоит в том, что 

полнота собственных функций означает, что уравнение (11.4.6) дает 

К(п,у) =О= Кх(п,у) для О::::; у::::; п. Однако это условия Коши для ги
перболического уравнения (11.2.6); так как данные являются нулевыми, 
К(х,у) =О для О~ у::::; х::::; пи р(х) = q(x), h1 = h2, а также Н1 = Н2. 
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Основная теорема единственности использует два спектра, отвеча
ющие двум различным концевым константам, на одном конце. Покажем 

теперь, что если известен только один спектр, то существуют различ

ные другие множества вспомогательных данных, которые дают един

ственную систему. Как и в параграфе 11.4, мы сформулируем теорему 
единственности в терминах краевых условий, т. е. концевых констант, 

которые не являются нулевыми и не являются бесконечными. Специаль

ный случай, когда одна или обе концевые константы являются нулевы
ми или бесконечными, требует ряда простых модификаций приводимых 
утверждений. 

Теорема 11.10.1. Рассмотрим два потенциала р(х), q(x) Е 
С[О, п], со следующими свойствами: 

i) у11 + (Л - р)у = О, у'(О) - h1y(O) = О = у'(п) + Н1у(п) обладает 
спектром (Лп)8° и собственными функциями (Фп(У))Q°; 

ii) у"+ (Л - q)y =О, у'(О) - h2y(O) =О= у'(п) + Н2у(п) обладает 
тем же спектром (Лп)8° и собственными функциями (Фп(У))Q°; 
и справедливо одно из следующих свойств: 

iv) Ф~(7r) 
Ф~(О) 

v) 
ф;(т) 

" J ф;(х)dх 
о 

vi) Ф~(т) 
" J ф;(х)dх 
о 

п =о, 1, 2, ... 

п =о, 1,2, ... 

ф;(т) 

" 
т =О или п, п =О, 1, 2, ... 

J ф;(х)dх 
о 

ф~ (т) 
" 

т =о или п, п =о, 1, 2, ... 
J ф;(х)dх 
о 

vii) р(х) = p(n - х), q(x) = q(n - х), h1 = Н1, h2 = Н2, 
тогда р(х) = q(x), h1 = h2, Н1 = Н2. 

Доказательство. Функции Фп(х) связаны с Фп(х) посредством 

х 

Фп(х) = Фп(х) + J К(х,у)фп(у)dу, (11.10.1) 

о 
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откуда 

х 

ф~(х) = ф~(х) + К(х,х)Фn(х) + J Kx(x,y)фn(y)dy, (11.10.2) 

о 

Фп(О) = Фп(О), 

ф~(О) - h2Фп(О) = ф~(О) - hiФn(O) + {К(О,О) + hi - h2}Фn(O), 

ф~(1Г) + Н2Фn(1Г) = ф~(1Г) + Н1Фп(1Г) + {К(1Г, 1Г) + Н2 - Н1}Фп(1Г)+ 
7r 

+ ! {Кх(1Г,у) + Н2К(1Г,у)}Фп(у)dу. (11.10.3) 
о 

Так как i) и ii) обладают одинаковым спектром, 

однако 

7r 7r 

hi + Н1 + ~ J p(x)dx = h2 + Н2 + ~ J q(x)dx, 
о о 

х 

К(х, х) = h2 - hi + ~ J {q(x) - p(x)}dx, 
о 

откуда К(О,О) + hi - h2=О=К(1Г,1Г) + Н2 - Н1. 
Так как ф~(1Г)+Н2Фп(1Г) =О= ф~(1Г)+Н1Фп(1Г), уравнение (11.10.3) 

дает Кх(1Г, у)+ Н2К(1Г, у)= О, аналогично (11.4.7). 
Теперь рассмотрим некоторую дополнительную информацию. 

iii) Так как Фп(О) = Фп(О), получим Фп(1Г) = Фп(1Г), следовательно, 
ИЗ (11.10.1): 

7r 

j К(1Г, у)Фп(у)dу =о, 
о 

п =о, 1, 2, ... , 

и К(1Г,у) =О, откуда Кх(1Г,у) =О, утверждение следует как и ранее. 
iv) Представляя ф~(1Г) и ф~(О) в терминах Фп. после некоторых 

преобразований получим, что 

7r 

(h1H2 - h2Н1)Фп(О)Фп(1Г) = Ф~(О) ! Кх(1Г, у)Фп(у)dу. 
о 
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Пусть п ---> оо, тогда лемма Римана-Лебега утверждает, что 

7Г 

lim J Кх(1Г, у)фп(у)dу =О. 
n-юо 

о 

Следовательно, hiH2-h2H1 =О и Кх(1Г,у) =О, затем продолжим наши 
рассуждения как и ранее. 

7Г 

v) Нам необходимо получить представление для J ф~(х)dх = Pn· 
о 

Покажем, что собственные функции, удовлетворяющие i), являются 
7Г 

ортогональными, т. е. J Фm(х)Фп(х)dх = О. Это можно показать, рас
а 

сматривая два уравнения 

ф~ + (Лп - р)фn =О= ф':r, + (Лm - р)фm, 

домножая первое на Фm и второе на Фп, вычитая полученные уравнения 
и интегрируя разность по (О, 7Г). Для нахождения Pn нам необходимо 
рассмотреть уравнение ф" + (.Л - р )ф =О для Лn и для другого Л, беско
нечно близкого к нему. Будем действовать следующим образом. 

Пусть ф = ф(х, Л, с) является решением для 

Ф" + (Л - р)ф =о, Ф'(О) - hiф(O) =о, ф(О) =с. (11.10.4) 

Тогда, рассматривая • = д / дЛ, получим 

Ф" + (>. - р)ф + Ф =о, ф'(о) - hiф(o) =о, ф(о) =о. (11.10.5) 

Умножая (11.1 О.4а) на ф, (11.1 О.Ба) на ф, вычитая и интегрируя по (О, 7Г ), 
получим, что если выбрать Л = Лn так, что ф = Фп, найдем 

7Г 

[ФпФ~ - Ф~Фп]о = j ф~dх. 
о 

Подставляя в левую часть значение нижнего предела интегрирования, 
получим ноль, в то время как подстановка верхнего предела интегриро

вания дает 

7Г 

-(ф~(7Г) + Н1Фп(1Г))Фп(1Г) = J ф~(х)dх. (11.10.6) 

о 



11.10. ДРУГИЕ ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ 441 

Можно провести те же вычисления для 'Фп(х) и получить 

1Г 

-( ф~(1Г) + Н2Фn(1Г))'Фп(1Г) = J ф~(х)dх. (11.10.7) 

о 

Так как К(х,у) не зависит от Л, уравнения (11.10.1), (11.10.2) после 
дифференцирования по Л дают 

(11.10.8) 

Следовательно, v) при условии (11.10.6), (11.10.7) позволяет получить 

'Фn(1Г) 

Фп(1Г)' 
n =0,1, ... 

Если т =О, то 'Фп(О) = Фп(О) дает 'Фn(1Г) = Фn(1Г); если т = 7Г, тогда 
снова 'Фп(1Г) = Фп(1Г). Однако если 'Фп(1Г) = Фn(1Г), то уравнение (11.10.1) 
показывает, что 

1Г ! К(1Г,у)фп(у)dу =О, 
о 

так что К(1Г,у) =О, и мы продолжим действовать как и ранее. 

vi) Используя (11.10.6)-(11.10.8), получим 

'Фп( 7Г) 
Фп(1Г). 

Если т = О, то левая часть имеет вид h~/ hi. Следовательно, 
1Г 

'Фп(1Г) = Фп(1Г) + J К(1Г,у)фп(у)dу = (h~jhi) Фп(1Г). 
о 

Снова К(1Г, у) = О. Если т = ?Т, то 'Фп(1Г) = (Htf Hi) Фп(1Г), и опять 
К(?Т, у)= О. 

vii) Потенциал и краевые условия инвариантны при преобразова
нии х -> 1Т - х. Следовательно, все собственные функции должны 
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быть либо симметричными, либо антисимметричными относительно х = 

= ~. Более точно, Ф2п(х ), 'Ф2п(х) являются симметричными, тогда как 
Ф2п+1 (х ), 'Ф2п+1 (х) являются антисимметричными. Следовательно, 

'Фп ( 7Г) = ± l = Фп ( 7Г) 
Фп(О) Фп(О)' 

значит, это частный случай iii). • 
В соответствии с каждым из множеств вспомогательных данных из 

iii)-vii) мы можем разработать методы оценивания К(п, у) и Кх(к, у) 
для О~ у ~ п. Для построения потенциала мы можем действовать как 

в параграфе 11. 9. 
Хохштадт и Либерман (1978) [181] рассмотрели задачу определе-

ния q(x) на [О, iJ по данным о q(x) на li, 1Г] и одному спектру, скажем, 
для краевых условий Дирихле у(О) =О= у(1Г). Неклассический метод, 
описанный в параграфе 11.9, хорошо подходит для этой задачи. 

Пусть спектр Дирихле равен (µп)О"; он должен иметь асимптотиче
скую форму (10.9.41), т. е . 

где 

известно. 

..;µ:;;, = Wn = п + 1 + _f_l + о(п- 1 ), 
п+ 

7f 

с= J__ J q(x)dx 
27Г 

о 

Без ограничения общности можно рассмотреть р(х) =О в основной 
задаче. Пусть Хп(х) является решением для 

х~ +µпхп =о, Хп(О) =О, х,~ (О)= 1 

и пусть 
х 

'Фп(х) = Хп(х) + J К(х, У)Хп(у)dу. 
о 

Уравнение 'Фп(п) =О имеет вид 

1r 

Хп(п) + J К(п, у)хп(у)dу =О, 
о 
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откуда К(1Г,у), О<:;; у~ 7Г. Ядро К удовлетворяет условию К(х,О) =О 
и 

х 7Г 7Г 

К(х, х) = ~ J q(x)dx = ~ J q(x)dx - ~ J q(x)dx. 
о о х 

Так как с известно и q(x) известно для х ~ i, можно найти также 
и К(х,х). 

Нам потребуется напомнить рассуждения, которые мы использова

ли в параграфе 11.3. Мы рассматривали задачу Гурса, в которой и(х, у) 
известна на характеристиках х = ±у при О ::;; х ~ 7Г, и мы показали, 
что и(х, у) определена единственным образом. При условиях Дирихле 
ядро К(х, у) = и(х, у) является нечетной функцией по у такой, что 
К(х, О)= О. Теорема единственности состоит в том, что К(х, у) опреде
ляется на множестве О ~у ::;; х ( 7Г, если оно известно на двух частях 

границы: у= О, О~ х ~ 7Г; и х =у на О~ х::;; 7Г. 

у у у 

о " х х 

а) б) в) 

Рис. 11.1 О .1. Задача с граничными значениями на трех треугольниках 

Однако, рассуждая в точности как мы это делали в параграфе 11.3, 
о том, что если ядро К(х, у) известно, что показано звездочками, на 

двух частях х = 7Г, О ::::;: у ~ 7Г и i ~ х = у ::::;: 7Г границы темного фраг

мента на рисунке 11.10.1 а, тогда оно известно на всем этом фрагменте. 
Это означает, что мы можем найти К(х, у) на третьей части границы: 

у = 7Г - х, ~ ::::;: х ( 7Г. Теперь рассмотрим новый заштрихованный 

участок на рисунке 11.10.1 Ь. Ядро К известно на двух частях у = О, 
у= 7Г - х, i ( х ( 7Г, границы, что снова отмечено звездочками; следа-



444 ГЛАВА 11 

вательно, оно известно на заштрихованном множестве, а значит К(~' у) 

и Кх(~, у) известны для О ~ у ~ ~- В итоге мы рассмотрим задачу 

Коши для заштрихованного множества на рисунке 11.10.1 с; К и Кх 
известны на х = ~· откуда К известно на всем протяжении. Следова-

тельно, К(х, х) известно при О~ х ~ ~ и 

( ) 
_ 2dK(x,x) 

qx- dx . 

11.11. Восстановление по импульсной характеристике 

В этом параграфе мы приводим исследования, проведенные Гупина

фом и Сондхи, посредством которых А(х) может быть восстановлено по 

импульсному отклику h(O, t) из параграфа 10.10. См. Гупинаф и Сон
дхи (1970) [136], (1971) [137], (1971) [308] и Сондхи (1984) [309]. 
Предположим, что единичный импульс применен к свободному концу, 

х = О, в момент времени t = О. Интуитивно ясно, что отклик h(O, t) 
на конце стержня в момент времени t не зависит от формы стержня 

при х > R, где R = t/2. Это верно, так как воздействие формы стержня 
при х > t/ R на h(O, t) не может быть воспринято до момента времени 
после t - время, отведенное на достижение возмущением, движущимся 

с (масштабированной) скоростью 1, точки х = /! и обратного движения. 
Сондхи и Гупинаф проверили обратное, а именно, что значение h(t) при 
О ~ t ~ 2 является достаточным (и необходимым) для нахождения А(х) 
при О~ х ~ 1. 

Решение основывается на следующем наблюдении. Пусть стержень 

свободен в момент времени t = t 0 , т. е. v(x, t 0 ) = О = р(х, t 0 ) для 
О ~ х ~ 1, и сила прилагается к свободному концу х = О. В момент 
времени t = t 0 +а стержень по прежнему будет свободен при х ~ а, так 

как масштабированная скорость волны равна 1. Интегрируя первое из 
уравнений (10.10. l О), получим 

t 0 +a 

A(x)[v(x, t)]~~+a = A(x)v(x, t 0 +а) = J :~ dt, 

to 
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а 

о а х 

-а 

Рис. 11.11.1. Множество на х,t-плоскости 

при повторном интегрировании по х мы найдем 

а t 0 +a 

j A(x)v(x, t 0 + a)dx = j р(О, t)dt. (11.11.1) 
О t 0 

Если теперь для любого а можно найти силу р(О, t) такую, что v(x, t 0 + 
+а) = 1 при О :( х :( а, то в этом случае из уравнения (11.11.1) следует 

а t 0 +a 

j A(x)dx = j р(О, t)dt. (11.11.2) 

О t 0 

Следовательно, интеграл А(х), а значит, и А(а) определяется как 
функция а. Покажем теперь, что такая сила существует и может быть 

найдена, если известна h(O, t). 
Если v(x,t),p(x,t) удовлетворяют уравнению (10.10.10), то это же 

верно для v(x, -t), -р(х, -t), и, рассматривая суперпозицию, найдем 

V(x, t) = v(x, t) + v(x, -t), Р(х, t) = р(х, t) - р(х, -t). 
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Очевидно, V(x, t) = 2, Р(х, t) = О является таким решением. Иссле
дования задачи Коши из параграфа 11.3 показывают, что это решение 
является единственным на треугольном множестве, изображенном на 

рис. ll.ll.l, которое удовлетворяет условиям V(O,t)=2, P(O,t)=O при 
-а :::;; t :::;; а. Следовательно, если р(О, t) является таким, что V(O, t) = 2, 
P(O,t)=O при -а :::;; t :::;; а, то всюду в треугольнике V(x,t)=2, 
P(x,t)=O. В частности, если t =О, то V(x,O) = 2v(x,O) = 2, откуда 
v(x,0)=1; это дает функцию v(x,t), требуемую в уравнении (11.11.2), 
если взять to равным -а. Для нахождения требуемого давления р(О, t) 
заметим, что, так как стержень является свободным при t = -а, урав
нение (l О .10. l l) дает 

t 

v(O, t) = J h(O, t - r)p(O, t)dr, 

-а 

а значит, если v(O, t) + v(O, -t) = 2, то 

t -t J h(O, t - r)p(O, r)dr + J h(O, t - r)p(O, r)dr = 2. 

-а -а 

Решения этого уравнения зависят от а; следовательно, мы запишем 

p(O,r) := J(a,r). 

Теперь, используя тот факт, что р(О, r) является четным по т и что из 
уравнения (10.10.14) следует 

h(t) = д(t) + h(t), 

получим 
а 

f(a, t) + ~ J h(Jt - rl)f(a, т)dт = 1. (11.11.3) 

-а 

Если f( а, r) известно, уравнение (l l. l l .2) дает 

а а J A(x)dx = J f(a,r)dt. 
о о 
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Уравнение (11.11.3) может быть записано в операторном виде 

(I + Ha)f(a, t) = 1. 

Сондхи и Гупинаф показали, что если h(t) - импульсный отклик ре
ального стержня, то оператор I +На положительно определен, так что 
уравнение (11.11.3) имеет единственное решение. Более того, они по
казали, что соответствующее значение А(а) будет положительно, при 
условии своей непрерывности. В дополнение они показали, что если I + 
+ На является положительно определенным, то существует стержень 
(т. е. А(х)), который обладает этим импульсным откликом. 

Применим этот метод к задаче из параграфа 11.6, т. е. для восста
новления стержня, который, начиная с некоторого индекса, имеет те же 

собственные значения и краевые значения отнормированных собствен

ных функций, что и равномерный стержень, т. е. 

(.c)i = (.c)f, ui(O) = и?(О), i = п+ 1,п + 2, ... , 

где 

(.c)f = (2i ~ 1)7Г' (и?(О)]2 = 2. 

В этом случае h(t) находится в упр. 10.10.2, и ядро h(it - т\) является 
вырожденным. Так как f(a, t) является четной функцией по t, мы можем 
записать уравнение (11.11.3) в виде 

а 

f(a,t)+~f{h(lt-тl)+h(it+тl)}f(a,т)dт=l, O~t~a. (11.11.4) 
о 

Ядро имеет вид 

H(t, т) = ~{h(lt - т!) + h(\t + т\)} 
n 

= L {[иi(О)] 2 cos(.c)it cos(.c)iт - [и?(О)] 2 cos(.c)ft cos(.c)fт }. 
i=O 

Так как ядро является вырожденным, решение можно найти путем про

стого обращения матрицы. Следовательно, уравнение (11.11.4) дает: 

n 

f(a, t) = 1 + L{щ(а)[щ(О)]2 COS(.c)it - Ьi(а)[и?(О)]2 cos(.c)ft}, 
i=O 
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при подстановке его в уравнение (11.11.4) получим 

где 

а n 

ai + ! COSWiтdт + l:(Ьijaj - CijЬj) =о, 
о з=О 

а n 

Ьi + ! coswfтdт + 2_)cjiaj - d;jЬj) =О, 
о з=О 

а 

Ьij = [щ(О))2 J coswiтcoswjтdт, 
о 
а 

Cij = [иJ(О))2 J coswiтcoswJтdт, 
о 
а 

d;j = [иJ(О)) 2 J coswfтcoswJтdт. 
о 

Если !(а, t) найдено, А(х) можно вычислить из уравнения (11.11.2). 
Это завершает обращение. 

Эти рассуждения имеют прямую связь со всей областью обратного 

рассеяния; см., например, Бурридж (Burridge) (1980) [45], Буб (Bube) 
и Бурридж (1983) [43), Ландау(1983) [204), Брукштейн и Кайлаш 
(Bruckstein, Kailath) (1987) [42], Шадан и Сабатьер (Chadan, Sabatier) 
(1989) [52). Другие ссылки можно найти в монографии Глэдвелла (1993) 
[ 120]. 
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Различные обратные задачи 

Симметрия, воспринимаемая с первого взгляда, основана 

и на том, что нет резона обходиться без нее, и на том, что 

телосложение человека тоже симметрично; именно поэтому мы 

привержены к симметрии в ширину, но не в глубину и высоту. 

Блез Паскаль. Мысли, 28 

12.1. Воссоздание кусочно-однородного стержня по 
двум спектрам 

Все доказательства единственности и алгоритмы построения, опи

санные в главе 11, относятся к построению непрерывных систем (т. е. 
непрерывны q(x), А(х) или р(х)). Основными данными являются две 
бесконечные последовательности, которые могут быть двумя спектрами, 

отвечающими различным краевым условиям, или один спектр с некото

рыми дополнительными данными, как в теореме 11.10.1. Если заданы 
два конечных множества данных, то они либо дополняются на основе 

использования условий усечения, как в параграфе 11.5, или система ап
проксимируется численно, как в параграфе 11.9. В этом параграфе мы 
покажем, как построить кусочно-однородный стержень, имеющий в точ

ности два конечных спектра; мы не будем использовать условия усече

ния. Первый конструктивный алгоритм предложил Андерсен в 1990 го
ду в работе [8]; мы будем следовать рассуждениям из работы Глэдвелла 
[118] (1991с), в которой алгоритм Андерсена рассматривается в контек
сте обратных алгоритмов сейсмологии и теории передаточных механиз

мов, см. работы Буба и Бурриджа [43] (1983), Брукштейна и Кайлаша 
[42] (1987), Глэдвелл [ 120] (1993). 

Андерсен рассматривал колеблющийся стержень, т. е. уравнение 

(11.1.3) 
(A(x)v'(x))' + "1

2 A(x)v(x) =О (12.1.1) 
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с краевыми условиями 

i) v'(O)=O=v'(L); ii) v(O) =О= v'(L); (12.1.2) 

это соответствует свободно-свободным и фиксированно-свободным кон

цам соответственно. Он показал, что если существуют заданная п + 1-
частота (wk)a, удовлетворяющая неравенствам 

О = wo < w1 < ... Wn = 7rn/2L, (12.1.3) 

причем четные Wj являются собственными числами уравнения (12.1.1) 
для случая i), а нечетные - для случая ii), то существует единственный 
стержень с кусочно-постоянной функцией А(х) такой, что 

(j-1)Л~х~jЛ j = 1, 2, ... ,п, (12.1.4) 

где Л = L/n, А1=1, как показано на рисунке 12.1.1. 

В сейсмологии и теории передаточных механизмов среда с пара
метрами, которые постоянны на равных интервалах глубины Л, как 
в (12.1.4), называется средой Гупилларда. В теории передаточных ме
ханизмов, как и во многих задачах про обратное рассеяние, набор дан

ных не связан с собственными значениями; не существует собственных 

значений или так называемых пограничных состояний. Вместо этого 

данные связаны с откликом на вход. Один из способов представления 
данных использует отраженную волну U(t) на одинаковых интервалах 
26, полученную из входящей волны D(t), также распределенной на 
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интервалах 2д. Одним из основных вопросов является следующий: ко
гда данные отраженная волна и входящая волна действительно соот

ветствуют среде Гупилларда. Это вопрос о реализуемости данных. Кри
терий реализуемости можно сформулировать посредством введения Z
преобразований, U(z) и D(z), или U(t) и D(t), и определения функции 
левого отражения 

выбирая 

И(z) 
R(z) = D(z)' 

fi(z) = z- 1R(z). 

Критерием реализуемости является следующий: 

M(f1) = sup lf1(z)\ :( 1. 
1zi:'(1 

(12.1.5) 

Шур в [ 300] (1917) построил алгоритм для проверки того, что функ
ция fi(z) удовлетворяет (12.1.5), т. е. ограничена единицей в единичном 
круге. Алгоритм основан на фундаментальном, см. Гилбарг (Gilbarg) 
и Традингер (Trudinger) (1977) [102], принципе максимума модуля. 

Максимальный модуль функции f(z) (от комплексной перемен
ной z = х + iy), которая регулярна (голоморфна) в замкнутой обла
сти, всегда лежит на границе этой области. 

Заметим, что f(z) достигает максимума модуля в точке z0 , если 

lf(zo)I ~ lf(z)I для всех z в некоторой окрестности lz-zol :( р точки za. 
Важным следствием этого принципа является то, что если f (z) имеет 
максимальный модуль во внутренней точке z0 некоторой области, 

где она регулярна, то f(z) = f(zo) в этой области. 
Алгоритм Шура основывается на том факте, что если \')'\ < 1, то 

W= Z-')' 

1-')'z 
(12.1.6) 

отображает область lzl ::;;; 1 на область \wl ::;;; 1 и область \zl = 1 на 
область \w/ = 1. Этот алгоритм базируется на рекурсивной формуле 

fj(z) = ~ х fj-i(z) - )'j , j = 2, 3,"" 
1 -iJfj-1(z) 

(12.1.7) 

где /'j fj-1(0). Пусть MUj-1) :( 1. Возможны два варианта: или 
\l'jl = 1, в этом случае условие MUj-1) ::::; 1 и принцип максимума 
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модуля дает /j-1 (z) = /j, а значит, последовательность сходится при 
fj-1(z); или l1JI < 1 в каждом из случаев M(fj) ~ 1. Следователь
но, условие (12.1.5), используемое вместе с рекурсивным соотношением 
(12.1.7), дает бесконечную или конечную последовательность 12, /з, ... , 
удовлетворяющую ограничению 11';1 ~ 1, где неравенство является стро
гим, исключая, возможно, последний случай. Заметим, что в частном 
случае М(/1) = 1 отсюда следует M(fj) = 1 для всех j, и если после
довательность сходится при j = п + 1, то она будет сходиться и при 
lfпl = 1. 

Сформулируем теперь задачу о колебаниях так, чтобы получить ре-

курсию вида (12.1.6). Для начала мы заменим уравнение (12.1.1) на два 
спаренных уравнения первого порядка, а именно: 

v'(x) = iwp(x)/A(x), р'(х) = iwA(x)v(x). 

Заметим, что iwp(x) = A(x)v'(x), откуда v(x) и р(х) непрерывны в точке 
1 

разрыва А(х). Возьмем ry(x) = {А(х)}2 и определим нижнюю и верх
нюю величины 

(12.1.8) 

Они удовлетворяют уравнениям 

D' = iwD + ry1ry- 1U, 

поэтому если А(х) постоянна, то ry' =О и 

D' = iwD, И'= -iwU. 

Последние уравнения имеют решения 

D = Doexp(iwx), И= Иoexp(-iwx). (12.1.9) 

Пусть А(х) имеет вид (12.1.4). Определим величины 

Dj = D(jЛ+), Иj = И(jЛ+), п; = D(jЛ-), и;= И(jЛ-), 
(12.1.10) 

где + или - являются значениями справа или слева от jЛ соответствен

но. Уравнения (12.1.9) показывают, что 

Dj = exp(iwЛ)DJ-i, Иj = exp(-iwЛ)UJ-1· 
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1 

Рассмотрим exp(iw.6.) = z2, тогда 

[DJ] = [z~ 0
1

] [Dj-1]. 
И, __ Из-1 

о z 2 

Пусть 

н = 1 ['Т/j 'Тlj
1 

] 
J 2 Т/j -ryjl ' 

(12.1.11) 

тогда уравнение (12.1.8) и непрерывность v и р, вместе с разрывностью 
А(х), дают: 

[Dj-1] =Hj [v~-1], 
Из-1 Рз-1 

откуда 

[ Z~=~] = HjH~l [ ~J=~] . 
Матрица ej = HJHj_11 может быть записана в виде 

где 

е . = _l_ [ 1 -1J] 
з aj -/j 1 ' 

1 
2 -

aj = (1-/j)2, /j = (Aj-1 -Aj)/(Aj-1 +Aj). 

Из уравнений (12.l.ll), (12.1.12) получим 

О ] [D*: 1] l 8 j и~- · 
- з-1 z 2 

(12.1.12) 

(12.1.13) 

(12.1.14) 

(12.1.15) 

Возьмем Иj/Dj = fj(z), тогда уравнение (12.1.15) позволяет получить 

f ·(z) - l. fj-1(z) - /j 
1 

- z 1 -1jfj-1(z)' 
(12.1.16) 
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а так как "/j является вещественным числом ( "/j = ";j ), мы получим 
рекурсию Шура (12.1.7). 

Перед тем как рассматривать обратную задачу восстановления пло
щадей поперечных сечений Aj по спектру, мы изучим более простую 
задачу вычисления спектра по поперечным сечениям. 

Пусть даны (Aj )1, А1 = 1, и мы хотим найти собственные значе
ния, отвечающие краевым условиям i) и ii). Предположим, что стержень 
колеблется с частотой ц; и условия v' (L) = О выполнены. Тогда, без 
ограничения общности, мы можем выбрать v(L) = 1; следовательно, 

Рп =О, Vn = 1, откуда D~ = 1Jп/2 =и~ и fп(z) = 1. Значения v(O) = va, 
р(О) = ро связаны с Do, Ио посредством 

откуда 

где 

Do = ~{r10vo + 170 1ро}, Ио= ~{17ovo -170 1ро}, 

2vo Do +Ио 
110- = 

Ро Do - Ио 

1+g(z) 
1- g(z)' 

1 1 

z - 2 Di + z 2 И{ 
_! ! 

z 2 Di - z 2 Иi 

g(z) = zfi(z). 

(12.1.17) 

(12.1.18) 

В следующей задаче нам даны fп(z) = 1 и ('YJ)2, где /11/ < 1. 
Тогда мы можем вычислить fп-1(z ), f п-2(z), ... , f 1, используя рекурсию 
(12.1.16) в обратную сторону: 

zfj(z)+"!j 
fj-1(z)= l+"fjZfj(z)' j=n,n-1, ... ,2. (12.1.19) 

Отображение zfj(z) на fj-t(z) имеет вид (12.1.6). Следовательно, об
ласть jzfj(z)/ ~ 1 отображается на lfj-1(z)I ~ 1 и область /zfj(z)I = 1 
отображается на lfз-1(z)I = 1. Однако fп(z) = 1, откуда каждый 
Uз(z))1 равен lfj(z)I = 1 при jzj = 1, т. е. когда ц; является веще
ственным числом. Следовательно, функция w = g(z) отображает jz/ ~ 1 
на /wl ~ 1 и /zl = 1 на Jwl = 1. Если g(z) представляется при помощи z, 
то она имеет вид 

g(z) = zPп-1(z)/Qп-1(z), (12.1.20) 



12.1. ВОССОЗДАНИЕ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОГО СТЕРЖНЯ по ДВУМ СПЕКТРАМ455 

где Pn-i(z),Qп-1(z) являются полиномами степени п-1. Следователь
но, g(z) отображает окружность Jzl = 1 в себя п раз. 

Уравнение (12.1.19) показывает, что если fj(z- 1) = 1/fj(z), то 
fj-1(z- 1) = l/fj-1(z). Однако fп(z- 1 ) = 1=1/fп(z), а значит, 

(12.1.21) 

и, следовательно, 

g(z- 1) = l/g(z). (12.1.22) 

Отображение области )z) = 1 в себя, задаваемое g(z ), дает два мно
жества из п точек на окружности jzj = 1, которые являются важными, 
а именно: 

А= {z;jzj = 1иg(z)=1}; 

В = {z; jzj = 1 и g(z) = -1}. 

Точки А отвечают значениям z, для которых согласно (12.1.17) ро = О; 
значения z дают значения w, которые являются собственными значени
ями для i). Аналогично значения z, принадлежащие множеству В, дают 
такие v0 = О, что w отвечает собственному значению ii). Чередование 
собственных значений из этих двух множеств, доказанное ранее, озна

чает, что точки множеств А и В чередуются на окружности jzj = 1. 
Уравнение (I 2.1.22) показывает, что если z является элементом одного 
из этих множеств, то z- 1 = z является элементом того же множества. 
Рисунок 12.1.2 показывает эти два множества при п = 2 и п = 3. Так 
как fп(l) = 1, рекурсия (12.l.19) показывает, что fj(l) = 1 для j = 
= п, п -1, ... , 1. Следовательно, g(l) = 1 : 1 принадлежит А. С другой 
стороны, fj(-1) = (-l)n-j, поэтому g(-1) = (-l)n : -1 принадлежит 
А, если п является четным, и принадлежит !3, если п является нечет
ным. Легко проверить, что существуют п+ 1 значений z в AUB, которые 
удовлетворяют 

О~ arg(z) ~ 7r. (I2.I .23) 

Если эти точки имеют вид zk = exp(iBk), где О = Во < 81 < ... Вп = 
= 7r, то Wk = Ok/(2L) = n8k/(2L), откуда О = wo < w1 < ... < Wn = 
= n7r/(2L). Эти точки z, отличные от z = ±1, дают п-1 точек z = z-1 на 
нижней половине окружности. Следовательно, эта система также имеет 

собственные значения 

Wn+j = 7r/ !:::. - Wn-j, j =О, 1, ... , n. (12.1.24) 
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Так как z = exp(2iwд) является периодической функцией от w с пери
одом 7Г / Л, то каждое значение z позволяет построить бесконечную по
следовательность собственных значений с равными промежутками 7Г / Л, 
и каждое z-- 1 дает другую такую последовательность. Следовательно, 
эта система не только имеет собственные значения (wJ )бп, но и 

wrnn+J = ~7Г +wj, j =О, 1, ... , п, если т является четным, (12.1.25) 

wrnn+J = ~7Г + wn--j, j =О, 1, ... , п, если т является нечетным. 

(12.1.26) 
Теперь рассмотрим обратную задачу, состоящую в определении IJ 

по спектру. Пусть даны п + 1 собственное значение wj, удовлетворя
ющее (12.1.З). Мы должны использовать их, чтобы построить g(z) и, 
следовательно, fi(z), и тогда найти /j, которые в итоге дают fп(z) = 1 . 

• 
N=2 

• 
N=З 

Рис. 12.1.2. Элементы А(х) иВ(Q) чередуются на окружности 

Для начала рассмотрим случай, когда п является четным числом: 

п = 2m. Из п + 1 = 2m + 1 собственных значений т + 1 являются 
четными, отвечающими i), т являются нечетными, отвечающими ii). 
Множество А состоит из 2m точек: zo = 1, z2rn = -1 и т - 1 пар 
z2j, z:;/,j = 1, 2, ... , т - 1. 2m нечетных z в В принадлежат т парам 
z2j--1,z:;/_ 1,j = 1,2, ... ,m. Следовательно, из уравнения (12.1.17) сле
дует: 

2 ry0 vo 
Ро 

1 + g(z) 
1 - g(z) 

С п;l (z - Z2j--l)(z - z2/--1) 
(z2 

- 1) п;:11 (z - Z2j)(z - z:;/)' 
(12.1.27) 
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откуда g(z) = 1, если z является корнем знаменателя, и g(z) = -1, если 
z является корнем числителя. Константа С должна быть выбрана таким 
образом, что g(O) = О, т. е. С = -1; числитель g(z) в этом случае не 
будет содержать константу в качестве слагаемого, в то время как наи

высшие степени z2m в знаменателе взаимоуничтожатся, а значит g(z) 
будет иметь вид (12.1.20). Обозначим правую часть уравнения (12.1.27) 
через J(z), откуда 

l+g(z) =f(z)=(. 
1 - g(z) 

(12.1.28) 

Функция f отображает открытую связную область D = { z : \zl < 1} 
в открытую связную область в плоскости (. Если \zl = 1, то легко 
проверить, что f(z), определенная формулой из (12.1.27), удовлетворя
ет условию f(z) = -J(z), поэтому ( = -( : ( лежит на мнимой оси. 
Функция f отображает z = О на ( = 1, откуда мы можем заключить, 
что f отображает \z\ ~ 1 на замкнутую правую полуплоскость, т. е. ес
ли \z\ ~ 1, то R.{f(z)} ) О; если \z\ = 1, то R.{f(z)} = О. Так как 
заданные собственные числа wз, отвечающие i) или ii), чередуются, эле
менты А и В тоже чередуются. Тогда, так как мы действовали против 

часовой стрелки вокруг \zl = 1, начиная с z = 1, точки А и В последо
вательно отображаются в точки в бесконечности и начале координат на 

плоскости(. Уравнение (12.1.28) дает 

J(z)-1 (-1 
g(z) = J(z) + 1 = ( + 1 · 

Однако если R.((} = ~ ) О, то \( - 11 ~ 1~ + 1\, откуда \g(z)I ~ 1. По
лучаем, что g(z) и, следовательно, по лемме Шварца, f1(z) ограничена 
единицей на единичном круге. 

Теперь применим алгоритм lllypa для получения последовательно
сти Uз(z))'J:. Вид g(z), определяемый (12.1.27), приводит к форме 

f1(z) = Pn-1(z)/Qп-1(z) (12.1.29) 

с вещественными коэффициентами. Следовательно, все /j являются ве
щественными. Уравнение (12.1.27) показывает, что g(z) обладает свой-
ствами 

g(z- 1) = 1/g(z), g(l) = 1. 

Следовательно, fi(z- 1) = 1/f1(z) и ! 1(1) = 1. Уравнение (12.1.16) пока
зывает теперь, что 

fз(z- 1 ) = 1/fз(z), fз(1) = 1, j = 1,2," .,п, (12.1.30) 
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так как утверждение справедливо для j = 1. Следовательно, fJ(z) имеет 
вид 

fj(z) = Pn-j(z)/Qп-j(z), j = 1, 2, ... , п, (12.1.31) 

а значит, последовательность заканчивается fп(z) = 1, как и требова
лось, и IJ удовлетворяет неравенствам 

-1<11<1, j=2,3, ... ,n; /п+1=l. (12.1.32) 

Так как А1 = 1 по условию, то величины IJ дают единственное мно
жество конечных положительных (Aj)f, как и требовалось. Обратим 
внимание, что условие (12.1.5) гарантирует существование значения "/j. 
удовлетворяющего (12.1.32). 

С вычислительной точки зрения алгоритм Шура дает рекурсивное 

соотношение для коэффициентов полиномов Pn-J(z) и Qп-j(z). Пусть 

n-j 

Pn-j(Z) = L an-j,kZk, 
k=O 

п-j 

Qп-j(z) = LЬп-j,kZk. 
k=O 

Из уравнения (12.1.27) на основе имеющихся данных можно найти зна
чения an-j,k и Ьn-j,k(k =О, 1, ... , n-j). Уравнение (12.1.31) утверждает, 
что 

an-j,k = Ьп-j,п-j-k k = О, 1, ... , n - j, 

следовательно, последовательности {aп-J,k}~-j и {Ьn-J,k}~-J состоят из 
одинаковых чисел, взятых в обратном порядке. 

Из рекурсивного соотношения (12.1.16) следует 

"/j = ап-j+1,о/Ъп-j+l,О, 
an-j,k = aп-j+l,k+l - /jbп-j+l,k+l, k =О, 1, ... , n - j, 
Ьп-j,k = Ьn-j+l,k - /jaп-j+l,k, k =О, 1, ... , n - j. 

Наиболее простой вариант алгоритма имеет три шага; мы модифи
цировали метод Кайлаша и Лева-Ар и [ 189] (1987): 

1. Рассмотрим коэффициенты Рп-1(z) из уравнения (12.1.27) и постро
им Go Е М2,п: 
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11. Вычислим 1п = ао/ an-1 и построим 

G I - [ 1 -12 ] G - [ о аа 
1- 1 о- 1 1 -12 an-2 an-3 

1 1 1 ] al · · · an-3 an-2 .... аа о . 

111. Сдвинем верхнюю строку матрицы, построенной в II, влево и со

трем последний столбец, чтобы построить G1 Е М2,п- 1 : 

Перейдем к шагу I. 

Брукштейн и Кайлаш (1987) [42] показали, что алгоритм Шура 
является эффективным и вычислительно-стабильным. 

Заметим, что, делая незначительные модификации в рассуждениях 

(см. упр. 12.1.2), мы можем построить модель Гуппиларда из п чере
дующихся собственных значений О < w1 < "-'2 < ... < '"-'n = mr / (2L ), 
отвечающих граничным условиям 

i) v'(O) =О= v(L), нечетное (;)1, ij) v(O) =О= 11(L), четное w1. 
(12.1.33) 

Однако невозможно использовать, по существу, алгебраические методы, 

описанные здесь, для построения Ai из собственных чисел, О < "-'1 < 
< (;)2 < ... < U)n, отвечающих краевым условиям общего вида 

v'(O) =О= v'(L) + Hv(L); v(O) =О= v'(L) + Hv(L). 

Это происходит из-за того, что при таких условиях w появится в рас
суждениях само по себе, а не только в виде exp(2iw.6.). 

Возможно модифицировать наши рассуждения (см. упр. 12.1.2) так, 
чтобы они были применимы к кусочно-равномерной струне, описываемой 

уравнением (10.1.1), однако теперь модель будет состоять из струны 
с плотностью р2 (х), удовлетворяющей условию р(х) = ryJ, Xj-1 < х < х1 , 
где ·11J * (xJ - XJ-1) постоянна при j = 1, 2, ... , п. 

Упражнения 12.t 

1) Сделайте необходимые изменения в рассуждениях этого параграфа, 
чтобы они были применимы к случаю, когда п является нечетным 
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числом. Рассмотрите n = 2m -1. Покажите, что А состоит из zo = 
= 1 и т-1 пар Z2j,z:;/,j = 1,2, .. . ,т-1, а В состоит из z2m-1 = 
= -1 и m - 1 пары z2j-l, z:;/_ 1,j = 1, 2, ... , m - 1. Следовательно, 
покажите, что 

rJBVo = 1 + g(z) = Cz + 1 • 'iJ (z - Z2j-1)(z - z~1_ 1 ' 
Ро 1 - g(z) z -1 . (z - z2 ·)(z - z .1) 

з=l з 2з 

здесь снова g(O) =О влечет С= -1. 

2) Сделайте изменения, необходимые для того, чтобы рассуждения бы
ли применимы к (12.1.33). 

3) Для струны, которая описывается уравнением (10.1.1) при р(х) = 
= rJ2 (x), подходящие нижняя и верхняя величины задаются уравне
нием (12.1.8), где теперь 

v'(x) = iwp(x), р1 (х) = iwrJ4 (x)v(x). 

Обратите внимание, что v и ·и', т. е. р, являются непрерывными 
в точках разрыва р(х). Покажите, что 

D' = i(;.)1]2 D + rJ1rJ- 1U, И'= -(;.)7]2U + rJ1rJ- 1 D 

и при постоянной функции rJ 

D = Doexp(i(;.)'f]2x), 

Это означает, что мы должны выбрать промежутки равномерности 
так, чтобы rJ] * (xj - Xj-l) =const. Теперь, когда /j уже найдены, 
найдите также точки разрыва Xj. 

12.2. Изоспектральные стержни и преобразование 
Дарбу 

Мы обозначим спектр стержня, описываемого при помощи уравне-

ния 

(Av1
)

1 + ЛАv =О (12.2.1) 

и краевых условий 

A(O)v1(0) - kv(O) =О= А(1Г)v 1 (1Г) + Кv(1Г), (12.2.2) 
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как а(А, k, К). Если два таких стержня имеют одинаковый спектр, т. е. 

(12.2.3) 

то мы будем говорить, что они являются изоспектральными. 

Простейший, почти тривиальный, пример пары изоспектральных 
стержней получается посредством физического поворота стержня вме

сте с механизмами закрепления его концов таким образом, что 

Это никак не отразится на спектре, поэтому 

<Т(А(х),k,К) =<Т(А(7Г -x),K,k). (12.2.4) 

Для того чтобы избежать усложнений, мы будем в дальнейшем 
предполагать, что А(х) = а2 (х) является положительной, дважды непре
рывно дифференцируемой функцией х. Это ограничение не является 
обязательным, однако к этому моменту нам уже не актуально обсуж

дать более тонкие детали анализа. Мы оставляем читателю проверку 
того, какие условия регулярности являются достаточными в различных 

местах наших рассуждений. 

Для получения следующей простой пары мы заметим, что если v 
удовлетворяет (12.2.1 ), то w = Av1 удовлетворяет 

(A- 1w 1
)

1 + ЛА- 1w =О, 

что есть в точности (12.2.1), если А заменить на А- 1 . Теперь рассмот
рим краевые условия. Получим 

w=Av', w1 = -ЛАv. 

Следовательно, если исходный стержень является консолью, при v(O) = 
=О = v'(1Г), то новый стержень удовлетворяет условиям w'(O) = О = 
= w(7Г), а значит, он является обратной консолью. Консоль не может 
обладать нулевым собственным значением, откуда мы получаем, что 

а(А, оо, О) = а(А- 1 , О, оо), 

и, используя (12.2.4), мы также получаем, что 

а(А(х), оо, О)= <Т(А- 1 (7Г - х), оо, О). 
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Этот результат известен давно, см. Эйснер (Eisner) (83] (1967), Бенаде 
(Benade) (26] (1976), и был недавно переоткрыт снова Рамам и Элхаем 
[285] (1995); они исследовали и многие другие интересные дуальности. 

Если исходный стержень является свободным, т. е. v 1(0) = О = 
= v'(к), то w(O) =О= w(к), а значит, новый стержень является опер
тым. Однако свободный стержень имеет нулевое собственное число с 
собственной функцией v = 1, для которой w = О. Следовательно, ну
левое собственное значение не появится в спектре при рассмотрении 
опертого стержня. В итоге мы получим, что 

а1 (А, О, О)= а(А- 1 , оо, оо), 

где 1 показывает, что нулевое собственное число было пропущено. 
Для проведения более систематического исследования изоспек

тральных пар мы редуцируем (12.2.1) к стандартной форме Штурма
Лиувилля, как в параграфе 10.1. Запишем 

А=а2 , y=av, (12.2.5) 

тогда 

Av' = a2 v 1 = ау1 
- а1у, (12.2.6) 

значит, (12.2.1) редуцируется к форме Штурма-Лиувилля 

у11 + (Л - р )у = О, (12.2.7) 

где 

а11 
- ра =О. (12.2.8) 

Для заданного А или а существует единственное такое р, одна
ко для заданного р существует много значений а. Это позволяет найти 

еще ряд изоспектральных множеств. В то же время достаточно простая 

и замеченная еще Бернулли и Эйлером неопределенность, появляюща

яся при преобразовании Лиувилля в обратной задаче собственных зна
чений, кажется впервые систематически изучалась Хохштадтом [177] 
(1975а). Он доказал, что классические теоремы единственности для за
дачи Штурма-Лиувилля справедливы с точностью до преобразования 
Лиувилля: если ао соответствует заданному р, то изменение параметров 
дает общее решение 

а(х) = ао(х) {do + di jx -*-}, do, di - константы. 
a0(s) 

о 
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Условие нормализации а(О) = 1 влечет do = 1, откуда 

а(х) = ао(х) {1 + di Jx 18 } . 
a0(s) 

о 

(12.2.9) 

Константа d1 должна быть выбрана так, что А > О для О :>;; х :>;; ?Т; 
это возможно тогда и только тогда, когда 

7r 

1 + dip > О, где р = J ~s . 
a0 (s) 

о 

(12.2.10) 

Если v0 , v являются решениями (12.2.1), отвечающими одному у, то 

aovo =у= av. 

Простые вычисления показывают, что если vo удовлетворяет условиям 

Ao(O)v0(0) - kovo(O) =О= Ао(1Г)v0 (1Г) + Каvо(1Г), (12.2.11) 

то v удовлетворяет (12.2.2) при 

(12.2.12) 

где р определяется формулами (12.2.10). Следовательно, при условии, 
что di удовлетворяет 

-jo < di < ko, 
. Ко 
]О= 

Кор+ ао(1Г)' 
(12.2.13) 

мы получили однопараметрическое семейство стержней с положитель

ными пружинными связями: 

а(А, k, К)= о-(Ао, ko, Ка). 

В частности, если ko = оо = Ко, то k = оо = К и 

а(А, оо, оо) = а(Ао, оо, оо) 

только при условии, что d1 удовлетворяет (12.2.10). 
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В цикле статей Исаксона (Isaacson) и Трубовича (Trubowitz) (186] 
(1983), Исаксона, МакКена (McKean) и Трубовича [ 187) (1984), Дахл
берга (Dahlberg) и Трубовича [68) (1984), Трубович и его соавторы 
получили полную характеризацию изоспектральных потенциалов р(х) 
для задачи Штурма-Лиувилля (12.2.7) с различными множествами гра
ничных условий. Колеман и МакЛафлин в работах [62] (1993а), [63] 
(1993Ь) обобщили эти рассуждения на уравнение (12.2.1) с граничны
ми условиями Дирихле. В этом параграфе у нас более простая цель: 

показать, как получать семейства стержней, которые являются изоспек

тральными к заданному стержню, на основе работы Глэдвелла и Морас

си (1995) [122). 
Рассуждения основываются на фундаментальном результате о том, 

что если А и В - линейные операторы, то АВ + µ и ВА + µ имеют 
одинаковые собственные значения, исключая, возможно, µ. Иначе, если 
АВ + µ обладает собственным значением .Л., то существует вектор и =/= О 
такой, что (АВ +µ)и = Ли. Следовательно, АВи = (Л - µ)и, значит 
Л =/=µдает Ви =/=О. В(АВи) = ВА(Ви) = (Л- µ)Ви, т. е. (ВА + µ)Ви = 
= Л(Ви). Так как Ви =/= О, элемент Л является собственным значением 
дляВА+µ. 

Для применения этого факта к нашей ситуации разложим оператор 

D2 
- р + µ = (D + a)(D - а) = D2 

- а' - а2 . 

Следовательно, р = а'+а2 +µ. Возьмем а= g'/g так, что р = (g"/g)+µ. 
Это означает, что g удовлетворяет уравнению 

g" + (µ - р )g = О. 

Кроме того, у удовлетворяет уравнению 

у"+ (.Л. - р)у =о, 

тогда 

О= (D2 
- р + Л)у = {(D + a)(D - а)+ Л - µ}у= О, 

а значит, z = (D - а)у удовлетворяет 

{(D - a)(D +а)+ Л - µ}z =О, 

т. е. (D2 + сх' - сх2 + Л - µ)z =О. Запишем это как 

z" + (.Л. - q)z =О, 

(12.2.14) 

(12.2.15) 

(12.2.16) 
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где 

q = -ci + а2 + µ = р- 2а' = р - 2(f.ng) 11
• (12.2.17) 

Мы можем интерпретировать эти рассуждения, называемые лем
мой Дарбу или преобразованием Дарбу в честь Дарбу [69] (1882), [70] 
(1915), различными способами. Можно утверждать, что, начав с неко
торой системы, имеющей потенциал р и решение у, мы можем найти 

другую систему с потенциалом q и решением 

z = (D - а)у =у' - g~y = [g~yj, (12.2.18) 

где скобка определяется следующим образом: 

[ ] . ' ' g, у .= gy - g у. (12.2.19) 

Иначе, можно утверждать, что для заданных у - решение уравне

ния (12.2.15) и g - решение уравнения (12.2.14) мы можем построить 
решение z уравнения (12.2.16), задаваемое формулой (12.2.18), где q 
связано с р при помощи формулы (12.2.17). 

Заметим, что Л #- µ. Можно показать (упр. 12.2.1), что при Л = µ 
общее решение для (12.2.16) имеет вид 

(12.2.20) 

Предположим, что у нас есть стержень А(х) со спектром {Лп}Q°, 
отвечающим краевым условиям (12.2.2). Переходя к форме Штурма
Лиувилля, мы получим множество собственных функций Уп, удовлетво
ряющих уравнению 

У~+ (.Лп - Р)Уп =О, (12.2.21) 

где р определяется уравнением (12.2.8), и краевыми условиями 

у~(О) - hyn(O) =О= у~(п) + Нуп(п), (12.2.22) 

где 

h = k + а'(О)/а(О) Н =К - а'(п)/а(п). (12.2.23) 

В частности, нулевые собственные функции у0 удовлетворяют уравне-
нию 

Yi + (Ло - р)уо =О. (12.2.24) 
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Рассматривая µ = Ло, g = уо, получим, что 

(12.2.25) 

является решением 

z~ + (Л" - q)zп =О, (12.2.26) 

где 

q = р - 2(€nyo)". (12.2.27) 

Мы можем применять этот результат, только если величина у0 поло
жительна при О ( х ~ 7Г. Это условие выполняется, если k, К являются 
конечными. Так как Уо, Уп удовлетворяют тем же условиям (12.2.22), Zn 
удовлетворяет 

Zn(O) = 0 = Zп(1Г). (12.2.28) 

Это означает, что собственная функция новой системы Штурма

Лиувилля удовлетворяет краевым условиям Дирихле. Теперь нам надо 

найти функцию Ь(х) или на самом деле семейство таких функций Ь(х), 
соответствующих q. 

Исходная система Штурма-Лиувилля имеет вид (12.2.7). Как было 
показано ранее, существует семейство стержней с площадями попереч

ных сечений А(х) = а2 (х), ассоциированных с р. Если, а0 (х) принад
лежит этому семейству, то каждый элемент семейства можно записать 

в виде 

а(х) = ао(х) { 1 + di Jx --*-}. 
a0(s) 

о 

(12.2.29) 

Заметим, что если di удовлетворяет (12.2.10), то функция а(х) является 
положительной на [О, 1Г]; иначе, а(х) один раз меняет знак на (О, 1Г]. 
Все функции а(х) удовлетворяют уравнению (12.2.8). Заменяя ,\ на О 
в предыдущем рассуждении, мы получим, что 

1 
Ь = Уо [уо, а] (12.2.30) 

удовлетворяет Ь" - qb = О. Для того чтобы таким образом определенная 
функция Ь отвечала именно стержню, она должна иметь постоянный 
знак на [О,7Г]. Вначале покажем, что Ь(х) может иметь не более одно
го нуля в любом интервале, в котором а(х), определенная формулой 
(12.2.29), имеет постоянный знак. Иначе предположим, что Ь(х) имеет 
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два нуля, х 1 , х2(х 1 < х2 ) на этом интервале, тогда по теореме Ролля 
функция [у0 , а]' должна быть нулевой в промежуточной точке. Однако 

[ ]
/ ( 1 1 )' /1 11 \ _/ о уа, а = уоа -у0а = уоа - у0 а = -лоуоа т- , 

получили противоречие. 

Возможны два случая: 

i) функция а, определяемая формулой (12.2.29), является положитель
ной на (О, 1Г]. Для а> О, 1 + d1p >О (см. 12.2.10)). Тогда функция Ь 
имеет не более одного нуля на [О, 1Г], а значит, она не может иметь 
нулей, если она имеет одинаковые знаки в О и 7Г. Простые вычис

ления показывают, что 

Ь(О) = -ka(O), Ь(1Г) = Ка(1Г). (12.2.31) 

Так как k, К связаны с ko, Ко посредством формулы (12.2.12), Ь(х) 
будет иметь постоянный знак при условии 

(12.2.32) 

где j 0 задается условиями (12.2.13). 

ii) функция а(х), определяемая формулой (12.2.29), обладает одним ну
лем на промежутке [О, 1Г]. В этом случае a(f,) = О для некоторого 
f, Е [О,к) и d1 :::::; -1/р. Так как Ь(f,) = d1/ao(f,) <О, Ь(f,) имеет 
постоянный знак тогда и только тогда, когда Ь(О) <О, Ь(1Г) <О, т. е. 
если d1 < -jo. Однако так как di:::::; -1/р, это условие выполнено 
автоматически. Получаем, что формулы (12.2.29), (12.2.30) зада
ют собственный стержень с фиксированными краевыми условиями, 

если di > ko или d1 < -jo. Заметим, что в обоих случаях промежу
точная система, определяемая а(х), k, К, не является собственной, 
так как неравенства (12.2.13) не выполняются. 

Заметим, что ограничение Л f µ, возникшее из рассмотрения АВ + 
+ µ и БА+µ, означает, что новый стержень Ь(х) с фиксированными 
концами не обладает собственным значением Л0 , поэтому 

и'(Ао, ko, Ко)= и(В, оо, оо ), (12.2.33) 

где штрих показывает, что Ло было удалено. 
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Если исходный стержень является свободным (ko = О = Ко), то 
Ло = О и уа = g. Теперь уравнение (l 2.2.20) утверждает, что общее 
уравнение Ь" - qb = О имеет вид 

(12.2.34) 

Это решение является положительным на (О, 7Г] при условии 1 + 
7r 

+dfg2 (s)ds>O. Снова 
а 

а'(Аа,0,0) = а(В,оо,оо). (12.2.35) 

Покажем теперь, что Лn и wn = zn/Ь, задаваемые уравнением 
(12.2.25), являются на самом деле (n - 1)-ми собственным значением 
и собственной функцией стержня В. Сначала покажем, что существует 

ноль функции Yn между двумя нулями Zn. Если х 1 , х2 являются после
довательными нулями функции Zn, то 

Х2 Х2 

О= [yo,yn]I~~ = j(YoY~ -yiyn)ds = (Ло -Лn) j YoYnds. 

х1 

Однако Уа обладает постоянным знаком на промежутке [О, 7Г], откуда сле
дует, что функция Yn должна поменять знак и обладает нулем между х 1 
и х2. Теперь покажем, что существует ноль Zn между последовательны
ми нулями функции Yn· Это следует из формулы (12.2.25), а именно: 

где Yn = О, zп = у~. Однако функция у~ имеет противоположные знаки 
на последовательных нулях Yn· Следовательно, Zn меняет знак и по
этому обладает нулем между нулями Yn· Получаем, что нули Уп и Zn 
чередуются. Однако Yn имеет п нулей на промежутке (О, 7Г), в то вре
мя как zn(O) = О = zn(7Г). Следовательно, Zn имеет (п - 1) нулей на 
(О, п); она является (п - 1)-ой собственной функцией. Тогда мы можем 
переписать (12.2.33) в виде: 

Лn(Ао, ka, Ка)= An-1 (В, оо, оо ). (12.2.36) 
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Последующие рассуждения ломаются, если уо имеет ноль на кон
це, что имеет место в случае, когда один или другой конец исходного 

стержня является фиксированным. В таких случаях, а также для того, 

чтобы снять символ ' в (12.2.33), нам потребуется модифицировать на
ши рассуждения о двойной перестановке порядка сомножителей в диф

ференциальном уравнении. Крум (Crum) [65] (1955) приводит другой 
подход к поиску пар решений уравнения Штурма-Лиувилля. 

Упражнения 12.2 

1) Покажите, что общее решение уравнения (12.2.16) удовлетворяет 
уравнению (12.2.20). 

2) Уравнение (12.2.36) утверждает, что (п - 1)-е собственное значе
ние одного стержня равно п-у собственному значению для другого. 

Это означает, что (п-1)-е собственное значение уравнения (12.2.26) 
равно п-ому собственному значению уравнения (12.2.21 ). Исследуй
те асимптотическую форму двух спектров из уравнений (10.9.19) 
и (10.9.20) для того, чтобы показать, что они совместны с этим 
утверждением. 

12.3. Двойное преобразование Дарбу 

Рассмотрим стержень Ао(х) со спектром {.Л.п}0 , соответствующий 
краевым условиям (12.2.2). Преобразуя к S - L-форме, мы получаем 
множество собственных функций Уп, удовлетворяющих 

У~+ (Лп - Р)Уп =О, 

и некоторые граничные условия 

у~(О) - hyn(O) =о= у~(1Г) + Нуп(1Г), 

как и ранее. Выберем теперь некоторое собственное число и собствен

ную функцию Лm, Ym; т не обязательно является нулевой. Следователь
но, Ym удовлетворяет уравнению у;;,+ (Лm - р )Ym =О. Применяя лемму 
Дарбу, найдем нетривиальное решение 

(12.3. l) 
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для 

z~ + (Лп - q)zп =О, (12.3.2) 

где 

q = р - 2(€nym) 11
• (12.3.3) 

С другой стороны, вторая часть леммы Дарбу, формула (12.2.20), утвер
ждает, что общее решение для уравнения 

z:;. + (.Лm - q)zm =О (12.3.4) 

имеет вид 

"= ~ .~ ( 1 + d l .;.(,)d} (12.3.5) 

Применим лемму Дарбу к уравнениям (12.3.2), (12.З.4) и получим, 
что если n f. m, то 

(12.3.6) 

является нетривиальным решением уравнения 

w~ + (.Лп - r)wn =О, (12.3.7) 

где 

r = q - 2(€nzm)" 

= р - 2(€n(ymzm))". (12.3.8) 

Теперь изучим wn и r. Для начала заметим, что уравнение (12.3.5) 
влечет 

х 

YmZm = 1 + d J y~(s)ds. 
о 

1r 

(12.3.9) 

Если Ym отнормировано таким образом, что f y'j,,(s)ds = 1, то произве
о 

дение YmZm положительно, а значит, функция r непрерывна при d > -1. 
Теперь вычислим функцию wn: она равна 
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Однако уравнение (12.3J) показывает, что 

значит, 

Однако так как zп(О) =О, 

1 1 !х _ УmУп - YmYn _ _L ( 11 _ 11 )d 
Zn - Утп - Утп УтпУп УтпУп S 

о 

Это означает, что Wn обладает множителем (Лm - Лп); определим 

и воспользуемся (12.3.9), чтобы получить YmZrn, найдем 

х 

dym j Ym(s)yп(s)ds 
о о Wn = Уп - ____ х ___ _ 

1 + d J y~(s)ds 
о 

(12.3.10) 

Теперь видно, что это нетривиальное решение (12.3.7), даже если индекс 
п в этом уравнении равен m. Можно показать (упр. 12.3.1), что w~ 

1С 

отнормировано так, что J[w~(s)] 2ds = 1. 
о 

Теперь нам необходимо найти соответствующие стержни. Начнем 
со стержня для а(х), удовлетворяющего уравнению 

а" - ра =О. (12.3.11) 
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Применяя лемму Дарбу к этому уравнению и у~+ (Л.m - p)ym = О, 
получим, что 

(12.3.12) 

удовлетворяет уравнению 

Ь11 
- qЬ =О. (12.3.13) 

Теперь применим лемму Дарбу к этому уравнению и (12.3.5) и найдем, 
что 

удовлетворяет уравнению 

с11 
- rc =О. 

Можно найти с так же, как и w~: 

dym(x)[Ym, а] 
с(х) = а(х) - х 

Лm{l + d J y;;,(s)ds} 

о 

(12.3.14) 

(12.3.15) 

(12.3.16) 

Заметим, что аналогично тому, как а(х) является решением (12.3.11) 
и Ь(х) является решением (12.3.13), то и с(х) является решением 
(12.3.15); другие решения могут быть найдены как и в параграфе 12.2, 
см. уравнение (12.2.9). 

Выясним теперь, когда с(х) имеет постоянный знак на [О, п]. Пусть 
краевые условия для исходного стержня имеют вид (12.2.2), т. е. 

A(O)v'(O) - k1v(O) =О= А(п)v'(п) + Kiv(n). 

Уравнения (12.2.5), (12.2.6) показывают, что они переходят в 

[а, у](О) - kiY(O)/a(O) =[а, у](п) + Ку(п)/а(п), 

поэтому краевые условия для с(х) из (12.3.16) удовлетворяют равен-
ствам 

с(О) dkiY'!'n(O) fi 
а(О) = 1 + Лmа2 (0) = 0

' 
(12.3.17) 

с(п) = 1 _ dК1у;;,(п) = fЗi. 
а(п) Лm(l + d)a2 (n) 

(12.3.18) 



12.3. ДВОЙНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ДАРБУ 473 

Заметим, что, если только исходный стержень не является зафиксиро
ванным (Ym(O) =О) или не является свободным (k =О) на левом конце, 
новая функция с(х) не будет отнормирована таким образом, что с(О) = 1. 
Покажем теперь, что если d > -1, то оба значения (30 и (31 являются по
ложительными. Пусть vm является m-той формой колебания исходного 
стержня; тогда (Аv:Т,)' + AmAvm =О, откуда 

.,,- .,,-

Ат =Ат J Av~dx = - J Vm(Av:r,)'dx 

о о .,,-

= [-vm(Av:r,)J~ + J Av~ds 
о .,,-

= kiv~(O) + К1v;;.,(1Г) + J Av~dx, 
о 

Эти неравенства справедливы при условии, что kmm;,.(o) и К1v;,(1Г) 
не являются оба нулевыми, т. е. необходимо, чтобы не более чем один 

конец стержня являлся свободным (k1 или К1 равны нулю) или фикси
рованным (vm(O) или Vm (1Г) равны нулю). 

Мы получили однопараметрическое семейство стержней с(х) = 
= с(х, d), определенное при х Е {О, 1Г], d > -1; каждый элемент семей
ства является положительным при х =О и х = 1Г, а если d =О, с(х, О) = 
= а(х ), то является положительным при х Е [О, 1Г]. Чтобы установить 
положительность с(х, d) для всех х Е [О, 1Г], d > -1, мы воспользуемся 
следующей леммой о деформации. 

Лемма 12.3.1. Пусть ht, О:::::; t :::::; 1, является семейством веще
ственнозначных функций на а ~ х ~ Ь, которые одновременно непре

рывно дифференцируемы по t и х. Предположим, что для каждого t 
ht имеет конечное число нулей на [а, Ь], все они являются простыми 
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и имеют граничные значения, знаки которых не зависят от t. Тогда 
h0 и hi имеют одинаковое число нулей на [а, Ь]. 

Это немного расширенная версия леммы 3 из работы [269] (1987) 
(стр. 41) Пошела и Трубовича (Pбschel and Trubowitz); они просто пред
полагали, что ht имеет граничные значения, не зависящие от t, однако 
непосредственно проверяется, что их доказательство справедливо уже, 

если знаки этих граничных значений не зависят от t. 
Легко видеть, что с(х, d) может обладать только конечным числом 

нулей, и что эти нули должны быть простыми (упр. 12.3.2), значит, лем
ма дает, что с(х, d), так же как и с(х, О)= а(х), не должны иметь нулей 
и, следовательно, являются положительными при х Е [О, 7Т] и d > -1. 
Мы можем использовать лемму о деформации для того, чтобы показать, 
что функция с(х) является положительной в предельных случаях, в ко
торых каждый конец стержня является либо свободным, либо опертым. 

Проверим теперь краевые условия для нового стержня. Собственные 
функции нового стержня имеют вид Un = w~/c. 

Технические, но прямолинейные вычисления показывают, что новый 

стержень имеет краевые условия 

С(О)и'(О) - k2u(O) =О= С(?Т)и 1 (7Т) + К2u(7Т), 
где С(х) = с2 (х) и 

Следовательно, 

и, в частности, 

<Т(А, О, О) = <7( С, О, О), 

а 
<Т(А, оо, оо) = <Т( С, оо, оо ). 

Необходимо помнить, что конкретное С, построенное по данному А, за
висит от краевых условий, отвечающих исходному стержню, и значения 

m, выбранного в преобразовании Дарбу. 

Упражнения 12.3 

1) Покажите, что w~ из (12.3.10) отнормирована так, что 
71" 

j[w~(s)]2 = 1. 
о 

2) Покажите, что нули с(х, d) из (12.3.16) являются простыми. 
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12.4. Исследования Готтлиба 

Х. П. В. Готтлиб (Н. Р. W. Gottlieb) вел исследования различных ко
лебательных систем - стержней, струн, балок, мембран, площадок, 
и т. д. среди других вопросов начиная с 1984. В этой главе мы даем 
беглое описание некоторых из этих исследований, которые относятся 
к струнам, стержням и балкам. 

Начнем с описания одной из ранних статей Готтлиба (1986), (138], 
которая основывается на более ранних работах Левинсона [208] (1976) 
и <;:аката и Саката (Sakata, Sakata) [299] (1980). Сделаем замечание 
касательно работы Готтлиба [ 138] (1986) в параграфе 11.1; работа Готт
либа была мотивирована тем фактом, центральным для исследований из 
главы 11, что два спектра, отвечающие двум раз.личным условиям на 
одном конце струны, необходимы для того, чтобы определить плотность 

струны единственным образом. 
Рассмотрим струну, показанную на рисунке 12.4.1, ее плотность, 

р2 (х), имеет одну ступеньку при х =О. 

-а о (1-а) 

Рис. 12.4.1. Ступенчатая струна 

Для фиксированных концов в -а и (1-а) краевые условия и усло

вия непрерывности имеют вид 

Следовательно, 

где 

Следовательно, 

и(-а) =О= u(l - а), [и]о =О= (и']о. 

и(х) = {и1(х) при хЕ [а,О], 
и2(х) при х Е [О, 1 - а], 

и1(х) = Asin{p1w(x +а)}, 
и2(х) = Bsin{p2w(l - а - х)}, 
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значит, условия непрерывности в х =О дают 

Asin(p1wo:) = Bsin{p2w(l - а)}, 
p1Acos(p1wo:) = -p2Bcos{p2w(l - а)}. 

Получаем частотное уравнение 

Это частотное уравнение в общем случае струны с одной ступенью, как 

показано на рисунке 12.4.1. Готтлиб проверил частный случай, в кото
ром 

р1а. = p2(l - а). (12.4.2) 

Теперь (12.4. l) редуцируется к уравнению 

которое имеет спектр 

Wn = mr/(2p1a), п = 1, 2, .... (12.4.3) 

Спектр является гармоническим: Wn = п * w1 . Для того чтобы сравнить 
этот спектр со спектром равномерной струны, обладающей равномер

ной плотностью р2 , зафиксированной при х = -а, 1 - а, заметим, что 
уравнение, описывающее этот процесс, имеет вид: 

и"+ p2w2u =О, и(-а) =О= и(1 - а), 

откуда 

и= Asin{pw(x +о:)}, 

где 

sin(pw) = О. 

Теперь 

Uln = n1Г / р, п = 1, 2, .... (12.4.4) 

Если р = 2р1 о:, то два спектра, (12.4.3) и (12.4.4), совпадают. 
Для того чтобы различать эти две струны, мы должны сравнить их 

спектры для фиксированных-свободных концов. Теперь (см. упр. 12.4.1) 
частотное уравнение для ступенчатой струны имеет вид: 

(12.4.5) 
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поэтому спектр является равномерно распределенным, но не является 

гармоническим. Частотное уравнение для равномерной струны имеет вид 

cos рш = О с гармоническим спектром wn = ( п - ~ )1Г / р, п = 1, 2, ... 

Готтлиб в работе [138] (1986) рассматривает и другие струны 
и обобщает свои рассуждения на мультисегментные струны, некото

рые из которых имеют гармонический спектр, в работе Готтлиба (l 987a) 
[139). 

В частном случае (12.4.2) разрывная струна на рисунке 12.4.1 
является изоспектральной с однородной струной при фиксированных

фиксированных концах. В работе [141] (1988а) и в несколько более про
стой статье [ 149] (2002) Готтлиб рассматривает непрерывные изоспек
тральные струны, которые мы тоже сейчас опишем. Начнем со струны, 

которая описывается уравнением 

v"IO + Лф(.;)v(.;) =О, (12.4.6) 

при фиксированных концах в О и 1, удовлетворяющих условиям 

v(O) =О= v(l). (12.4.7) 

Будем искать преобразования к новой координате х и новое смеще

ние и, которые сохраняют структурную форму управляющего уравнения 

и фиксированные краевые условия. Пусть 

х = х(.;), v(.;) = 1(х)и(х), (12.4.8) 

где 1( х) является некоторой положительной невырожденной функцией 
от х. Мы хотим найти х(.;) и 1(х) так, чтобы новое смещение и удовле
творяло уравнению 

u(x) + Лf(х)и(х) =О, (12.4.9) 

где f(x) является некоторой новой плотностью, дуальной к функции 
плотности ф(.;), и ·= d/dx. Далее: 

1 dv dv dx 1. '( . . ) 
V = - = - · - = Х V = Х /U + /U 

d.; dx d.; 

и 

v" = х"(тu +)'и)+ (x') 2 (1u + 2)'u +)'и) 
= 1(x1

)
2u + (х111+2(x')2 )')u + (х11 )' + (х')2)')и. (12.4.10) 
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Чтобы сохранился вид уравнений, должны быть справедливы равенства 

х11 ')1 + (х') 2 ;у =О, 

X
11"f + 2(х') 2 ')1 =О. 

(12.4.11) 

(12.4.12) 

Уравнение (12.4.11) может быть записано в виде (x'i)' =О; и, так как 
x'"f = 1', получим 1" =О и 

1(х(.;)) = -а.;+ Ь. 

Уравнение (12.4.12) позволяет получить 

х"12 + 2(х')2 11 =О, 

т. е. (х'12 )' =О, так что х' = с/12 , значит, 

dx 
d.; 

с хЮ = ( -с ) + d. 
а -а.;+ Ь 

Требования х(О) =О и x(l) = 1 дают: 

с = abd, ad = а - Ь, 

значит, выбирая ad = -1, получим 

х= .; .;= (l+a)x l+a 
1 + a(l - ~), 1 +ах ' "1 = 1 +ах; 

(12.4.13) 

(12.4.14) 

легко видеть, что необходимо взять а> -1. Теперь из (12.4.10) следует: 

J(x) = Ф(.;(х))/х'
2 

= еФ(.;(х)), 

а так как~= (1 + a)/(l + ах) 2 , получим 

f(x) = (1 + а) 2 ф ((1 + а)х) . 
(l+ax)4 1+ах 

(12.4.15) 

Соответствие между решениями и(х) и v(~) имеет вид: 

и(х) = (1 +ах) v ((1 + а)х). 
l+a 1+ах 

(12.4.16) 
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Обратим внимание, что система (12.4.9) с фиксированными крае
выми условиями является изоспектральной к (12.4.6), (12.4.7) для всех 
а> -1. 

Преобразование от одной координаты ~ к другой координате, х, 

(1 + а)х 
имеет групповую структуру. Для начала заметим, что если .; = 

1 
, 

+ах 

~ (1 +а')~ 
то х = ( ~) = , , где а'= -а/(1 +а). Следовательно, если 

l+a 1- 1+а~ 

а характеризует .; -+ х, то а' характеризует х -+ ~- Заметим, что если 

а'= -а/(1 +а), то а= -а' /(1 +а'), а а> -1 дает а' > -1 и наоборот. 
Это показывает, что каждое преобразование обладает обратным. Теперь 
рассмотрим произведение преобразований. Пусть 

тогда 

где 

(1 + а2)хз 
x2=----

(l + а2хз)' 

(1 + ai + а2 + а~а2)хз 
Х1 = ---------

1 + (а1 + а2 + а~а2)хз 
(1 + а~,2)хз 
1 + ai,2X3 ' 

ai,2 = ai + а2 + aia2 = а2 + ai + а2а1. 
Заметим, что 

(12.4.17) 

(12.4.18) 

так что ai > -1, а2 > -1 дает ai,2 > -1: произведение двух пре
образований является преобразованием и равенство (12.4.17) показы
вает, что произведение является коммутативным. Существует тожде
ственное преобразование, а = О, и справедлив закон ассоциативности 
(упр. 12.4.2): эти преобразования образуют группу, которая является 
одно-параметрической группой Ли. 

Теперь рассмотрим функции плотности. Если f и ф связаны по
средством (12.4.15), то мы будем говорить, что f является дуальной 

к ф относительно а. Так как 1 +ах= 1/(1 +а'~) и 1 +а= 1/(1 +а'), 
уравнение (12.4.15) можно переписать в виде 

(1 + а') 2 ((1 +а').;) 
ФШ= (l+a'.;)4 f l+a'.; · 
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Это показывает, что ф является дуальным к f относительно а'. Мы 
можем представить это в символьном виде: 

f = D(ф, а)--+ ф = D(f, а') 

и теперь проверим (упр. 12.4.3), что если 

(12.4.20) 

Это означает, что преобразование, дуальное относительно а2 к преоб

разованию, дуальному к !1 относительно ai, является просто другим 
преобразованием f1, дуальным к fi относительно ai,2. 

Готлиб в работе [ 138] (1986) предлагает некоторые примеры. Для 
построения простейшего из них рассмотрим ф(f,) = 1, тогда 

f(x) = (1 + а) 2 /(1 + ах) 4 . (12.4.21) 

Обе эти системы имеют спектр Лп = c.v;;,, где 

C.Vn = n1Г, п = 1, 2, ... , 

для фиксированных-фиксированных концов. Собственные функции име

ют вид 

vп(~) = sin(mrf,), ( ) _ (1 +ах) . {n1Г(1 + а)х} 
их - 1 sш 1 . 

+а +ах 

Заметим, что в то время как узлы первых являются равноотстоящими 

точками 

~m = т/п, т = 1, 2, ... п - 1, 

узлы последних имеют вид 

Xm = m/{n + а(п - m)}, т = 1, 2, ... ,п -1. 

Готтлиб называет (12.4.21) плотностью Борга, так как она обсужда
лась в работе Борга (Borg) (1946) [39]. Другой пример предложен 
в упр. 12.4.4. В работе [140] (1987Ь) Готтлиб изучает изоспектральные 
балки. В обозначениях параграфа 13.7 рассмотрения Готтлиба имеют 
следующий вид. Рассматривается управляющее уравнение (13.1.4): 

J2 ( d2u) -
2 

r(x)-
2 

= Ла(х)и(х) 
dx dx 

(12.4.22) 
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и вводится новая переменная s = s(x) так, что (12.4.22) редуцируется 
к стандартному виду 

d
4
v(s) d ( dv) ---;J:;4 + ds A(s) ds + B(s)v(s) = Лv(s). 

Как и в параграфе 13.7, запишем 

1 

b(s) = (а(х)) 4 , c2 (s) = (a(x)r3 (x))~, 
r(x) 

откуда 

где 

~; = b(s). 

В терминах s уравнение (12.4.22) имеет вид 

(Ь(с2 (Ьи')')')' = ЛЬ2 с2и, 

где ' = d/ ds. Возьмем 

тогда 

где 

и(х) = v(s)/{b(s)c(s)}, 

Ьи' = (v' - Bv)/c, 

с2 (Ьи')' = c{v" - (8+"()v' - (8 1 -8"()v}, 

(с2 (Ьи')')' = c{v111 
- Bv" - (281 + ф)v' + (-8 11 + Вф)v}, 

(Ь( с2 (Ьи')')')' = Ьс{ v'v + (Av')' + Bv }, 

Ь' с' 2 т; = /3, с = "(, () = /З + "(, ф ='У'+ 'У ' 

А= -30' - 82 
- ф, В= (-811 + Вф)' +(-В"+ Вф)В. 

(12.4.23) 

(12.4.24) 

(12.4.25) 

(12.4.26) 

(12.4.27) 

(12.4.28) 

(12.4.29) 

(12.4.30) 

Это означает, что преобразованная система (12.4.23) соответствует 
равномерной балке, если А = О = В. Нам будет, конечно, необходимо 
проверить, какие из краевых условий сохраняются и имеются ли таковые 
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краевые условия. Единственным краевым условием, сохраняющимся во 

всех случаях, является условие закрепленности: 

и = О = du =:::::} v = О = dv . 
dx ds 

Уравнения (12.4.30) показывают, что одним из решений уравнений 
А = О= В является е = О= ф. В силу (12.4.26) уравнение (12.4.28) 
демонстрирует, что при е = о = ф справедливо 

Ьи' = v' /с, ( с2 (Ьи')')' = cv"', 

любое такое решение будет сохранять условие скользящего конца. Мы 

рассмотрим это решение: 8 = (Ьс)' /Ьс, откуда О = О влечет постоянство 
произведения Ьс; тогда ф = с"/ с, значит ф = О дает с( s) = ps + q, где р, q 
являются постоянными. Координатное преобразование принимает вид 

ds ( )-1 dx = ps +q ' 

откуда 

(ps + q)2 = + d 
2р х . 

Выберем константы так, что х = О, 1 отвечают s = О, 1 соответственно: 

1 

1+ks=(1+Kx)2, 
1 

1 + k = (1+К)2. 

Исходная балка задается уравнениями 

3 

r(x) = ro(l + Кх)2, 
1 

а(х) =ao(l+Kx)-2. 

Как мы отмечали ранее, эта балка имеет тот же спектр, что и однород

ная балка при закрепленном-закрепленном и закрепленном-скользящем 

краевых условиях. 

Другое решение дается уравнением b(s) = const. Рассмотрим В = 
= /, откуда А = О влечет 21' + "/2 = О и, следовательно, 'У"+ 'У'У' = О 
и -О"+ Оф = -111 +1(1' + 1 2

) =О, откуда В= О. Теперь 211 +12 = 

= 2с" /с - с12 /с2 =О и с= (ps + q) 2
. Так как х = s, мы получим 

r(x) = ro(px + q)4
, а(х) = ао(рх + q)4

. 
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Другие примеры приводятся в упражнениях. Готтлиб в [ 140] (1987Ь) 
подробно изучает много других случаев; см. также Абрате (Abrate) 
(1995) [1]. 

Готтлиб изучает изоспектральные мембраны и площадки в работах 

[142] (1988), [144] (1991), [146] (1992Ь), [147] (1993), [148] (2000), 
[150] (2004а). В недавней статье Готтлиб показал, что единственными 
отображениями, переводящими уравнение мембраны в другое уравнение 

мембраны, являются обсужденные выше отображения. 

Упражнения 12.4 

1) Установите частотное уравнение для ступенчатой струны, рис. 12.4.1, 
при фиксированно-свободных краевых условиях и получите (12.4.5); 
найдите wn. 

2) Покажите, что произведение преобразований, определенных посред

ством (12.4.14), является ассоциативным, т. е. ас 1 , 2 ),3 = а1 ,с2 , 3 ). 

3) Проверьте (12.4.17). 

4) Покажите, что если ф(f;,) = (1 + bf;,)n, то 

f(x) = (1 + а) 2 (1 + сх)п /(1 + ах)п+4 , 

где с= а+ Ь + аЬ. 

5) Покажите, что в частном случае п = -2, с = О дуальная струна 
совпадает с перевернутой исходной струной, т. е. f(x) = {1 + Ь(1 -
- х)}~2. 

6) Закон композиции для группы преобразований имеет вид (12.4.17). 
Покажите, что если а = fn(I +а), то тогда правило композиции 
становится аддитивным: а1,2 = а1 + а2. 

7) Другое возможное решение (12.4.30) задается А = О, О" = Оф. Ис
следуйте это решение. 

8) Исследуйте решения для А= О= В, подыскивая Ь = boSµ, с= coS", 
где S = ps + q, и µ, v должны быть определены. 
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12.5. Явная формула для потенциалов 

Мы подробно обсудили в главах 1 О, 11, что спектральные дан
ные необходимы для определения потенциала в уравнении Штурма

Лиувилля. Потенциалом мы называем или q(x) в формуле (10.1.14), или 
р(х) (или р2 (х)) в формуле (10.1.8), или А(х) в формуле (10.1.3). В об
щем случае, как мы установили, явной формулы для потенциалов не 

существует; точнее, потенциал можно найти в результате длительной 

процедуры, включающей рассмотрение интегральных и/или дифферен
циальных уравнений. В этом параграфе мы даем описание некоторых 

явных формул, которые были найдены в различных частных случаях. 

Мы приведем лишь некоторые выводы, так как сами они являются очень 
длинными; вместо этого мы дадим ссылки на первоисточники. 

Мы начнем с работы Гельфанда и Левитана (1953) [101]. Они рас
сматривали уравнение (10.1.14) при свободных-свободных краевых усло
виях у'(О) =О= y'(l), где q(x) Е С1 (0, 1) и 

1 

J q(x)dx =О. 
о 

(12.5.1) 

Было установлено, что если (Лп)'l обозначают собственные значения 
уравнения (10.1.14) и (µn)'l - соответствующие собственные значения 
того же уравнения при q(x) =О, т. е. 

-у"(х) = Лу(х), у'(О) =О= y'(l), 

то 
00 

z)Лп - µп) = ~(q(O) + q(l)). (12.5.2) 
n=l 

Халберг (Halberg) и Крамер (1960) [158] обобщили этот результат на 
краевые условия 

у'(О) - hy(O) =О= y'(l) + Ну(1). (12.5.3) 

Если h, Н являются конечными, то справедливо равенство (12.5.2); если 
h является конечным и Н = оо, то 

00 

~)Лп - µп) = ~(q(O) - q(l)); (12.5.4) 
п=1 
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если h = оо и Н является конечным, то 

00 

'L:(Лп - µn) = ~(q(l) - q(O)); (12.5.5) 
n=l 

и если h = оо = Н (концы закреплены), то 

00 

'L:(Лп - µп) = -~(q(O) + q(l)). (12.5.6) 
n=l 

Барсилон (Barcilon) в [17] (1974d) приводит другой метод доказатель
ства этих результатов. Заметим, что все эти формулы дают сумму или 
разность значений q в краевых точках, как функцию воздействия q на 
собственные значения. 

В работе [22] (1983) Барсилон изучил уравнение струны (10.1.8) 
и рассмотрел собственные функции для чдсти струны; мы изменим 

несколько его формулировку. Барсилон доказывает 

Теорема 12.5.l. Пусть (Лп)f является спектром 

и11 + Лри =О, 

и(О) =О= u(l) 

и (µп)f' является спектром 

и"+ Лри =О, 

и(О) =О= и'(l). 

(12.5.7) 

(12.5.8) 

(12.5.9) 

Если функция р(х) является непрерывной и ограниченной вне нуля, 
то 

00 ).2 

(1) = J_ п "п р µ1 -µ-п+-1µ-п-. (12.5.10) 
n=l 

Мы можем провести довольно слабую проверку этого утверждения, 
рассматривая случай р = 1 (упр. 12.5.1). 

Теперь рассмотрим струну с концами в нуле и х и найдем спектр 

путем простого домножения координаты, при котором струна занимает 

интервал (О, 1). Откуда получаем 
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Следствие 12.5.1. Если (Лп(х))'l и {µn(x)}'l являются спектра
ми (12.5.7) с краевыми условиями и(О) =О= и(х), и(О) =О= и'(х), 
соответственно, то 

(12.5.11) 

Формула Барсилона (12.5.11) содержит два спектра, отвечающих 
двум различным краевым условиям при х. Прангер (Pranger) (1989) 
[270] представляет р(х) в терминах только одного спектра {Лп(х)} урав
нения (12.5.7) при условии и(О) =О= и(х). Он показывает, что если 

00 

s(x) = L)Лn(x)}- 1 , (12.5.12) 
n=l 

а также р(х) является положительной, обладает непрерывной первой 
производной и имеет вторую производную из класса L2 , то р(х) задается 
следующей замечательной явной формулой: 

(d2 2d) р(х) = - + -- s(x). 
dx2 х dx 

(12.5.13) 

Готтлиб в [ 145] (1992а) рассматривает некоторые примеры и контрпри
меры к этой формуле. Во-первых, если р(х) = 1, то Лn(х) = (mг/х)2, 
откуда 

х2 Loo 1 s(x) = - -
7Г2 n2 

n=l 

и подстановка в (12.5.13) дает р(х) = 1. См. также упр. 12.5.2. Прангер 
рассматривает некоторые другие явные формулы. 

В работе [145] (1992а) Готтлиб рассматривает также некоторые 
классы непрерывных функций р(х) для того, чтобы установить, как сам 
Прангер думал, что его формула справедлива при более общих условиях, 
чем он предполагал. 

Упражнения 12.5 

1) Рассмотрите р =::: 1 из (12.5.7) и найдите собственные значения Лп 
и µп для (12.5.7) при условиях (12.5.8) и (12.5.9) соответственно. 
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Проверьте, что уравнение (12.5.10) дает p(l) 1. [Используйте 
тождество 

поо (i -_1 ) = ~ 
4п2 7r' 

n=l 

указанное в 0.2622, см. Градштеен (Gradshteyn) и Рыжик (Ryzhik) 
[152) (1965).) 

2) Струна с плотностью из формулы (12.4.21 ), т. е. 

о~ у~ 1, 

является изоспектральной к однородной струне. Используйте мас

штабирование ху =~,чтобы найти Лп(х) и найти р(х) из уравнения 
(12.5.13). 

12.6. Исследования Рама и других 

Более или менее вся научная работа Рама была связана с различ
ными аспектами обратных задач в широком смысле этого слова. Так 
как большая часть этих исследований не подпадает под одну категорию, 

мы решили уделить им этот параграф. Однако, в силу ограниченности 
места, мы уделяем основное внимание вопросам, которыми он и его кол

леги задавались, и методам, которые они использовали для их решения. 

Мы ограничим наше внимание его статьями по невозмущенным колеба

тельным системам. 

Одна из наиболее ранних статей принадлежит Раму, Брауну и Блеху 
(Ram, Braun, Blech), см. [272] (1988). Эта статья написана в традициях 
узлового анализа, см., например, работу Бермана (Berman) [27] (1984). 
Авторы задаются следующим вопросом. Пусть система имеет неизвест

ные матрицы масс и жесткостей М и К, однако ее первые п собствен

ных форм колебаний и ее собственные значения известны. Можно ли 
найти аппроксимации для первых п собственных форм колебаний и соб
ственных значений для модифицированной системы М + 8М, К + 8К? 
Они показали, что верхние границы собственных значений даются при 

помощи задачи о собственных значениях 

(Л + Фт бКФ)х = т(I + ФтМФ)х. (12.6.1) 

Авторы иллюстрируют свои рассуждения на примере колеблющейся бал

ки. Оценки, полученные в этой статье, являются верхними границами 
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собственных значений модифицированной структуры, так как они на

ходятся как стационарные значения для отношения Рэлея в связанном 
подпространстве. Рам и Браун в работе [273] (1990а) получили верх
ние и нижние оценки при помощи толкового использования независи

мого определения собственных значений из параграфа 2.1 О и того фак
та, что уменьшение (увеличение ) жесткости, т. е. энергии деформации, 
структуры уменьшает (увеличивает) собственные значения. Более то

го, они показали, что как верхняя, так и нижняя оценки, найденные 

ими, являются оптимальными. Эта статья дает прозрачнейшее введение 
в вопросы поиска верхних и нижних оценок. В работе Рама и Брауна 

[274] (1990Ь) авторы расширяют свои результаты для получения верх
них и нижних границ на п собственных чисел, не обязательно для наи
меньшего п, используя оптимальные промежутки Лехмана (см. Парлет 

(Parlett) [264] (1980), стр. 198-202). В работе Рама, Блеха и Брауна 
[275] (1990) эти рассуждения применяются для абстрактных матриц 
и связываются с другими предыдущими матрично-аналитическими ре

зультатами. Браун и Рам, см. [40] (1991), приводят различные примеры 
применения этих рассуждений. Рам и Блех в [277] (1991) доказыва
ют замечательный результат относительно прибавления осциллятора 

с жесткостью k и массой т к колебательной системе с одним выделен
ным пространственным направлением движения: собственные значения 

исходной системы, которые меньше чем k/m, увеличиваются, тогда 
как большие, чем k/m, уменьшаются. Они начинают свои рассмотре
ния на примере из упр. 12.6.1. 

Рам и Браун в [278] (1991) применяют методы, полученные в работе 
Рама, Брауна и Блеха [272] (1988), к следующей обратной задаче: найти 
бМ, бК для получения заданного спектра. Они применяют свои резуль
таты к некоторым простым примерам. См. также работу Рама и Брауна 
[280] (1993), где содержатся многие другие примеры. 

В работе [279] (1992) Рам и Колдвелл (Caldwell) рассматрива
ют задачу восстановления пружинно-массовой системы с единствен

ным направлением движения, в которой массы не являются просто 

расположенными прямолинейно, как в системе Якоби, однако образу
ют мультипликативно-связную систему. Данные состоят из различных 
спектров, полученных при прикреплении одной или более масс к зем

ле. Полученное решение не является единственным; заметим, что граф 

системы не является деревом, как в системе, рассмотренной Дуарте 
(Duarte) в [81] (1989) и описанной в параграфе 5.7. 

Мы уже упоминали работу Рама [276] (1993) в параграфе 4.5. Он 
применяет результаты Рама и Блеха [277] (1991) к ситуации, в кото-
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рой осциллятор с жесткостью k и массой m добавляется к свободно
му концу прямолинейной пружинно-массовой системы. Рам и Глэдвелл 
в [289] (1994) рассматривают модель конечных элементов для колеб
лющейся струны, для которой как матрица жесткости, так и матрица 

масс являются трехдиагональными, и показывают, что обе эти матри

цы могут быть построены по одному собственному значению и двум 

собственным векторам. Так как этот метод экстремально чувствителен 

к погрешностям, они рассматривают также переопределенное множе

ство данных. В работе [281] (1994а) Рам обсуждает восстановление 
пружинно-массовой модели балки в трансверсальных кол1Jбаниях, опи

санных в параграфе 2.3, по трем собственным векторам, одному соб
ственному значению и общей массе и длине балки. К сожалению, не 

дается критериев, позволяющих решить, когда данные о формах колеба

ний/собственных значениях соответствуют реальной модели; см. работу 

Глэдвелла, Виллмса (Willms), Хн (Не) и Уонга (Wang) [ 115) (1989) для 
обсуждения этих вопросов. В работе Рама [282] (1994Ь) автор возвра
щается к идее, предложенной в статье Рама и Блеха [277) (1991 ), со
стоящей в увеличении спектрального пробела, т. е. модифицировании 
системы таким образом, чтобы модифицированные собственные значе

ния л;' Ч+1 удовлетворяли л; < лi, л:+1 > Лi+l · Он показывает, что это 
можно завершить, с умом добавляя два осциллятора k1, m1 и k2, mz, для 
которых k1/m1 > Лi+l и k2/m2 < Лi. Некоторые специальные условия, 
которые он формулирует, должны быть выполнены. 

В статье Рама [283] (1994с) рассматривается непрерывная модель 
для вспомогательного колеблющегося стержня, имеющего вид 

(ru')' +..\аи= О, (12.6.2) 
показано, что r и а могут быть восстановлены по двум собственным 

значениям, соответствующим формам колебаний и общей массе стерж
ня. Автор формулирует условия на заданные формы колебаний, которые 

гарантируют, что r(x), а(х) будут положительными, и приводит ряд при
меров. 

Рам и Елхай (Elhay), см. [285] (1995а), пытаются решить сложную 
задачу восстановления матриц масс и жесткостей системы М, К по дан

ным о формах колебаний и спектре в предположении, что М, К являют
ся симметрическими и ленточными матрицами. Этот метод построения 
все еще оставляет много важных открытых вопросов для дальнейшего 

исследования. 

Рам и Елхай в [284] (1996) рассматривают теорию динамических 
амортизаторов и их использование в задачах динамической модифика

ции. 
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В важной статье Сивана и Рама, (306] (1997), авторы противостоят 
реализации того, что матрицы масс и жесткостей для заданного типа 

систем будут иметь специальный вид. Они рассматривают формы, ассо

циированные с общими пружинно-массовыми системами, как в работе 

Рама и Колдвелла [279] (1992); матрица масс является диагональной, 
в то время как матрица жесткостей обладает отрицательными (или непо
ложительными) внедиагональными элементами и является диагонально
доминантной. 

Они начинают рассмотрения с необработанных спектральных дан
ных Л * =diag(,Ч, ,Ч, ... , Л~) и данных о формах колебаний Ф*. В теории 
матрицы масс и жесткостей М, К должны удовлетворять уравнениям 

а значит, в теории 

Однако в общем случае заданные матрицы Ф*, Л * не приводят к диа
гональным М и К с требуемыми свойствами положительности. Тогда 
авторы ставят задачу нахождения Ф, Л, близких в некотором смысле 
к заданным Ф*,Л*, так, что М,К, вычисленные согласно (12.6.3), об
ладают требуемым видом. Они делят задачу на две части: 

Задача 1. Для заданного Ф* определить Ф таким образом, что 
М = ф-т Ф- 1 является положительной диагональной матрицей, ми
нимизирующей l!Ф* - Ф\ \. 

Задача 2. Для заданных Л * и Ф определить А, которая мини
мизирует JJЛ* - Лjj так, что К = ф-т ЛФ- 1 обладает требуемым 
видом. 

Они приводят алгоритмы для решения обоих этих задач. Эта статья 
дает многообещающий старт для реальных процедур построения. 

В работе [287] (1998) Рам и Елхай рассматривают вопросы, свя
занные с изоспектральными якобиевыми системами, и приводят новый 
метод неподвижной точки для построения конкретных матриц Якоби. 

Сиван и Рам, см. [307] (1999), возращаются к рассмотрениям Рама 
и Брауна [278] (1991). Они рассматривают уравнения КФ = МФЛ 
и разбивают Ф, Л Е Мп на 



12.6. ИсслЕдовлния Рлмл и ДРУГИХ 491 

где Ф1 Е Мп,m, Л1 Е Mm являются заданными. Они ставят вопрос 

нахождения Ф1 = Ф 1W и А1 = diag('Лi), а также матриц масс и жест
костей М = М + М, К = К+ К для минимизации нормы 

эти рассуждения применяются к некоторым простым пружинно-массовым 

задачам. Наибол~ с~ожная для решения задача состоит в проверке то

го, что матрицы М, К имеют описанный вид. 
Бурак (Burak) и Рам в [44] (2001) рассмотрели уравнение на соб

ственные значения (К - ЛМ)u = О, записывая матрицы К и М в виде 
сумм 

где Ki, Mi являются матрицами с постоянными коэффициентами, кото
рые отражают связность и граф системы, а oi, f3i являются неизвестны
ми параметрами. Когда система является линейной пружинно-массовой, 

параметры могут быть найдены по двум волнам и собственному значе

нию, как в работе Рама и Глэдвелла [289] (1994). 
В [288) (2004) Рам и Элишаков возвращаются к задаче восстанов

ления площади поперечного сечения стержня по форме колебания для 

дискретной и непрерывной моделей. Для непрерывной модели управля

ющее уравнение (10.1.3) имеет вид: 

(А(х)и'(х))' + ЛА(х)и(х) =О. 

Они изучают задачу нахождения А(х), когда и(х) является многочле
ном, и обсуждают многочлены малых степеней для основного и несколь

ких первых обертонов свободно-свободного стержня. 
В заключение мы заметим, что исследования Рама и его коллег де

монстрируют сложность обратных задач: данные должны быть известны 

по экспериментам, и не только, алгоритмы построения должны быть ро
бастными, построенная модель должна быть реалистичной - она долж
на удовлетворять всем необходимым ограничениям касательно положи-

тельности и связности. 

Рам и его коллеги сделали важные продвижения в разных аспектах 

этих вопросов; тем не менее все еще остаются обширные возможности 

для последующих исследований касательно выполнения всех требова
ний, предъявляемых к решениям многих обратных задач теории колеба
ний. 
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Упражнения 12.6 

1) Рассмотрите равномерную натянутую струну единичной длины, за
фиксированную при х = О и свободную при х = 1 (конец х = 1 
присоединен к кольцу, не имеющему массы, которое скользит под 

прямыми углами к пружине). Найдите ее собственные значения. Те
перь замените ползун на осциллятор с массой m и жесткостью k. 
Покажите, что собственные значения, удовлетворяющие Лi < k/m, 
возрастают, в то время как те собственные значения, для которых 

лi > k/m, убывают. 



ГЛАВА 13 

Балка Эйлера-Бернулли 

В мире достаточно света для тех, кто хочет видеть, и доста

точно тьмы для тех, кто склонен к обратному. 

Блез Паскаль. Мысли, 430 

13.1. Введение 

Свободные незатухающие бесконечно малые колебания с часто
той w тонкой прямой балки, имеющей длину L, задаются уравнением 
Эйлера-Бернулли 

J2 ( J2и(х)) -
2 

EI(x)--
2

- = A(x)PU.J2u(x), 
dx dx 

О~ х ~ L. (13.1.1) 

Здесь Е обозначает модуль Юнга, р является плотностью; предполага

ется, что они постоянны; А(х) обозначает площадь поперечного сече

ния х, I(x) обозначает второй момент этого сечения относительно оси, 
проходящей через центр тяжести перпендикулярно плоскости колебания 

(нейтральной оси). Возьмем 

х = Ls, u(s) = и(х), 
I(x) 

r(s) = -(-)' J Хе 

А(х) 
a(s) = А(хс)' 

Л = A(xe)pL4w2 /(EI(xc)), 

где Хе Е [O,L]. Уравнение (13.1.1) принимает вид 

(r(s)u 11 (s)) 11 = Лa(s)u(s), О~ s ~ 1, 

(13.1.2) 

(13.1.3) 

(13.1.4) 

где '= d/ ds. С этого момента мы будем использовать х, а не s для обо
значения безразмерной независимой переменной. r(x) и а(х) являются 
положительными, т. е. 

r(x) >О, а(х) >О, х Е [О, 1]. 
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Далее мы будем предполагать, что а(х), r(x) Е С2 [0, 1); т. е. они являют
ся дважды непрерывно дифференцируемыми на [О, 1]. 

Для балки наиболее распространенные краевые условия имеют один 
из следующих видов: 

свободные: 

шарнирные: 

скользящие: 

закрепленные: 

и11 =О= и111 , 

и= О= и11 , 

и'= О= (ru")', 

и= О= и'. 

(13.1.5) 

(13.1.6) 

(13.1.7) 

(13.1.8) 

Существуют некоторые комбинации этих краевых условий, которые до
пускают смещение балки, как твердого тела: 

свободно-свободные: 

свободно-скользящие: 

скользя ще-скользя щи е: 

и= 1 и и= х, 

и= 1, 

и= 1, 

(13.1.9) 

(13.1.10) 

(13.1.11) 

Заметим, что свободно-свободная балка обладает двумя формами 
колебаний твердого тела. Обе формы, приведенные выше, не являют
ся ортогональными, однако можно проверить, что комбинация ах + с 
является ортогональной к первой, т.е. и= 1. (См. упр. 13.1.1.) 

Концы балки могут быть возмущены посредством сдвига и враще
ния пружинных механизмов. В этом случае краевые условия принимают 

вид: 

(r(x)u11 (x))~ + h1u(O) =О= (r(x)u11 (x))~ - h2u(l), 

r(O)u"(O) - kiu'(O) =О= r(l)u"(l) + k2u'(1). 

(13.1.12) 

(13.1.13) 

Здесь h1, h2 являются жесткостями сдвига, а k1, k2, являются жест
костями вращения. Условия (13.1.5)-(13.1.8) относятся соответственно 
к h = О = k; h = оо, k = О; h = О, k = оо; h = оо = k. Мы будем 
говорить, что система, подчиняющаяся уравнениям (13.1.4), (13.1.12), 
(13.1.13), является положительной, если 

(13.1.14) 

Так как h1, h2, ki, k2 ~ О, получаем, что одна из величин h1, h2 и одна 
из величин ki, k2 должна быть строго положительной; это исключает 
колебания твердого тела. 

Папаникалао (Papanicalaou) [261] (1995) рассматривает спектраль
ную теорию периодической балки; мы не собираемся ее обсуждать. 



13.1. ВВЕДЕНИЕ 

Теорема 13.1.1. Оператор Эйлера-Бернулли 

Ви = (r(х)и"(х))" 
является самосопряженным, т. е. 

(Bu,v) = (и,Вv) 

при краевых условиях (13.1.12), (13.1.13). 

1 
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Доказательство. (Bu,v) - (u,Bv) = f {(ru")"v - (rv")"u}dx 
о 

= [(ru")'v - ru"v' - (rv")'u + rv"u']б. 
При любом из условий (13.1.12), (13.1.13), выражение в скобках 

является нулевым на каждом конце. • 

Теорема 13.1.2. Собственные значения системы Эйлера-Бернулли 
являются неотрицательными, они положительны тогда и только 
тогда, когда система является положительной. 

Доказательство. Пусть и(х) является собственной функцией урав
нения (13.1.4), отвечающей Л, тогда 

Ви = Лаи. 

Следовательно, (Ви, u) = Л(аи, и). Однако (Ви, u) = (и, Bu) = (u, Ви) = 
=(и, Лаи) = Л(и, au) =>..(аи, и). Значит, Л = Л и Л являются веществен
ными. Имеем 

значит, 

1 

(Ви, и)= [(ru")'u - rи"и'Jб + j r(u") 2dx, 

о 

Л(аи,и) = hiu2 (0) + h2u2 (1) + k1[и'(О)] 2 + k2[u'(1)]2 

1 

+ j r(u") 2 dx. 

о 

(13.1.15) 

Так как и(х) является собственной функцией, (аи, и)> О. Нулевое соб
ственное значение может появиться, только если правая часть (I 3. 1 .15) 
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является тождественно нулевой. Интеграл является нулевым, если толь

ко и"(х) =О, т. е. и(х) = сх + d. Все остальные слагаемые могут обра
щаться в нуль по отдельности, так что 

(13.l .16) 

Пусть h 1, h2, ki, k2 являются конечными. Уравнение (13.l .16) дает, что 
или k1 = О = k2, в этом случае система не является положительной, 

или с = О. Если с = О, то или h1 = О = h2, в этом случае система не 
является положительной; или d = О, в этом случае и(х) = О, так что 
и(х) не является собственной функцией. В заключение заметим, что 
если h1, h2, ki, k2 являются конечными, то собственные значения явля
ются положительными, только если система является положительной. 

Случаи, где одно или более из hi, ki являются бесконечными, рассмат
риваются аналогично (упр. 13.1.2). 

Перед тем как ввести функцию Грина в общей ситуации, мы рас
смотрим частный случай консольной балки, т. е. балки, закрепленной 

при х = О и свободной при х = 1. Если единичную сосредоточенную 
нагрузку (безразмерной, как в равенствах (13.1.2)) применить к балке 
при х = s (О< s ~ 1), то отклонение и(х) и его первые две производные 
будут непрерывными на [О, 1], тогда как третья производная будет иметь 
скачок при х = s. Равновесие требует, чтобы 

[(r(x)u 11 (x)) 1 ]~~~:t: = 1. 

Краевые условия при х = 1, а именно: 

тогда дают 

и 

Следовательно, 

и"(l) =О= u111(l), 

(r(x)u"(x))' = {-1, О~ х < s, 
о, s ~ х ~ 1, 

( ) "( ) { s - х, о ~ х < s, r х и х = 
о, s ~ х ~ 1. 

Хо 

1 J(s-t) 
и (х) = --:;:{t)dt, 

о 
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где х0 = шin(x, s), значит смещение, т. е. функция Грина G(x, s), имеет 
вид 

Хо 

G(x, s) = J (х -;~~;- t) dt. 

о 

(13.1.17) 

При краевых условиях общего вида (13.1.12), (13.1.13) функция Грина 
обладает следующими свойствами: 

1. При фиксированном s функция G(x, s) является непрерывной 
по х и удовлетворяет краевым условиям (13.1.12), (13.1.13). 

2. Исключая х = s, первые четыре производные G(x, s) по х яв
ляются непрерывными на [О, 1]. При х = s третья производная имеет 
скачок вида 

[ lx (r(x) д'~~~· •)) [+ ~ 1 (13.1.18) 

3. BxG(x, s) =О для О~ х < s и s < х ~ 1. • 
Теорема 13.l.3. Функция Грина является симметричной, т. е. 

G(x,s) = G(s,x). 

Доказательство. См. упр. 13.1.3. • 
Теорема 13.l.4. Если f(x) является кусач.но-непрерывной, то 

является решением 

1 

и(х) = J G(x, s)J(s)ds 
о 

Ви = f(x) 

(13.1.19) 

(13.1.20) 

и удовлетворяет краевым условиям (13.1.12), (13.1.13). Наоборот, 
если и(х) удовлетворяет (13.1.20) и краевым условиям (13.1.12), 
(13.1.13), то она может быть представлена посредством (13.1.19). 

Следует непосредственно из свойств (1)-(3). 
Процедура построения консольной балки допускает обобщения. 

Можно показать (упр. 13.1.5), что 

G(x s) _ { ф(х)О(s) + ф(х)х(s), О~ х ~ s, 
' - ф(s)О(х) + ф(s)х(х), s ~ х ~ 1, 

(13.1.21) 
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где ф(х), ф(х) являются линейно независимыми решениями Ви =О, удо
влетворяющими краевым условиям при х =О, тогда как В(х),х(х) явля
ются линейно независимыми решениями для Ви = О, удовлетворяющими 
краевым условиям при х = 1. Заметим, что для (13.1.17) эти функции 
имеют вид: 

х 

( ) =j(s-t)dt 
ф х r(t) ' В(х)=х, х(х) = -1. 

о 

(13.1.22) 
Теорема 13.1.4 позволяет нам заменить дифференциальное уравне

ние (13.1.4) и краевые условия (13.1.12), (13.1.13) посредством инте
гралыrого уравнения 

Упражнения 13.1 

1 

и(х) = Л J a(s)G(x, s)u(s)ds. 

о 

(13.1.23) 

1) Ф1,1 = 1 и ф1 ,2 = сх + d будут являться ортогональными формами 
колебаний свободной-свободной балки как твердого тела, если 

1 J а(х)Ф1,1(х)ф1,2(х)dх =О. 
о 

Покажите, что когда а(х) является симметричной относитель

но х = ~, т. е. а(х) = a(l - х), то Ф1,2(х) = с(х - ~ ). 

2) Покажите, что собственные функции Фi(х),фj(х) для (13.1.4), 
(13.1.12), (13.1.13), отвечающие различным собственным значениям 
Лi, Лj, ортогональны, т. е. 

1 

(фi, афj) = J a(x)фi(x)фj(x)dx = 15ij· 

о 

Покажите также, что 

1 

(ф~', rф'j) = J r(x)ф~'(x)ф'j(x)dx = )чl5ij· 
о 
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3) Покажите, что функция Грина G(x, s) для (13.1.4) при краевых 
условиях (13.1.12), (13.1.13) является симметричной. 

4) Покажите, что функция Грина для скользящей-скользящей балки 
имеет вид 

(1 - t) 2dt t2dt t(l - t)dt 
{

1 }{ х 1 } 
G(x, s). = s / r(t) + (1 - х) / r(t) + х [ r(t) (1-s), 

где х ::;; s. Найдите О, ф, '1/;, х для такой G(x, s ). Установите, что 
G(x, s) > О, если х, s Е (О, 1 ), и что для у(х) = G(x, s) справедливо 
у1(0) >О, y'(l) <О. 

5) Установите (13.1.21). Используйте тот факт, что и(х) = G(x,s) для 

и(х) _ { с(s)ф(х) + d(s)'lf;(x), О::;; х < s, 
- e(s)O(x) + f(s)x(x), s < х::;; 1. 

Теперь воспользуйтесь тем обстоятельством, что и, и', и11 являются 
непрерывными от s, тогда как третья производная имеет скачок 

вида (13.1.18). 

13.2. Осцилляторные свойства функции Грина 

Сначала докажем ряд предварительных результатов. 

Теорема 13.2.1. При краевых условиях (13.1.12), (13.1.13) для 
конечных положительных h1, h2, k1 , k2, функция Грина и(х) = G(x, s) 
для О ::;; s ::;; 1 удовлетворяет уравнению 

М'(х) := (r(x)u 11 (x)) 1 = { -с, О::;; х < 8
' 

1- с, s < х ( 1, 

где О< с< 1. 

(13.2.1) 

Доказательство. Свойства (2) и (3) функции Грина позволяют 
заключить, что (13.2.1) справедливо для некоторого с; докажем, что 
о< с< 1. 

Рассмотрим значения М(х) = r(x)u"(x). Краевые условия (13.1.13) 
исключают случай, когда М(О) (О и M(l) (О, в этом случае и'(О) ::;; О, 
и1 (1)): О так, что и11 (хо)): О, т. е. М(хо)): О, для некоторого хо Е (О, 1). 
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Однако М(х) является линейной на каждом из промежутков (О, s) 
и (s,1), значит M(s)) О, M'(s-) = (M(s) - M(O))/s) О, M'(s+) = 
= (M(l) - M(s))/(1- s) ~О и, следовательно, [M'(s)]:1_: ~О, противоре
чие с (13.1.18). 

Далее, если с ~ О или с ) 1, т. е. если М'(х) сохраняет знак 
(возможно также обращение в ноль) на всем отрезке [О, 1 ], то случай 
М(О) ) О, M(l) ) О исключается. Иначе, М(х) ) О на [О, 1], тогда как 
краевые условия дают и'(О) ) О, u'(l) ~ О, что противоречит и"(х) ) О 
для всех х Е [О, 1]. Очевидно, случай и(х) =О исключается. 

Пусть с~ О, так что М'(х) ) О, х Е [О, 1], тогда М(О) ~О, M(l)) О, 
так как все остальные случаи исключены. Следовательно, краевые усло
вия (13.1.13) дают и'(О) ~ О, и'(l) ~ О, и так как М(х) является 
кусочно-линейной, мы можем получить, как и ранее, что и'(х) ~ О для 
всех х Е [О, 1]. Однако, М'(О)) О, М1(1)) О и краевые условия (13.1.12) 
дают и(О) ~О, u(l) ) О, что противоречит u1(x) ~О для всех х Е [О, 1]. 
Случай и1 (х) =О исключается согласно (13.1.18). 

Если с ) 1, то М1(х) ~ О, х Е [О, 1] и М(О) ) О, M(l) ~ О, 
краевые условия позволяют получить и1 (О) ) О, u'(l) ) О и, как и ранее, 
u 1(x)) О для х Е [О, 1]. Однако теперь и(О)) О, и(1) ~О, противоречие. 

Получаем, что О< с< 1. 8 

Следствие 13.2.1. М(х) не может иметь постоянный знак 
на [О, 1 ]. 

Доказательство. Если М(х) ~ О, х Е [О, 1], то М(О) ~ О 
и M(l) ~О, что было исключено. Если М(х) ) О, то М(О) ) О, 
M(l)) О, значит, краевые условия (13.1.13) дают u 1(0)) О, u'(l) ~О, 
что противоречит неравенству М(х) ) О. 8 

В этой теореме и ее следствии мы предполагали, что hi, h2, ki, k2 
являются конечными и положительными, однако результаты остаются 

в силе, даже если некоторые из них или все они являются бесконечными 

и h1 + h2 >О, k1 + k2 >О, т. е. при предположении, что система является 
положительной. См. упр. 13.2.1. 

Теорема 13.2.2. При краевых условиях (13.1.12), (13.1.13) функ
ция Грина удовлетворяет условиям 

G(x, s)) О, х, s Е (О, 1], 
G(x,s) >О, x,s Е J. 

(13.2.2) 
(13.2.3) 
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Доказательство. Здесь 1 означает то же самое, что и в главе 10: 
это [О, 1), если h1, h2 конечны; (О, 1), если hi = оо, т. е. и(О) =О; и так 
далее. 

Теорема 13.2.1 и ее следствие показывают, что М(х) не может 
иметь постоянный знак на [О, 1); существует один нуль влево от s и/или 
один нуль вправо. Если и(х) = G(x, s ), тогда три возможные формы 
М'(х),М(х),и'(х),и(х) показаны на рисунке 13.2.1. 8 

Предвосхищая последующий результат, мы напомним классическую 

теорему и докажем некоторое ее улучшение. 

Теорема Ролль. Пусть ф(х) является непрерывной на [а, Ь] 
и дифференцируемой на (а,Ь). Если ф(а) =О= ф(Ь), то 3 с Е (а,Ь) 
такое, что ф'(с) =О, т. е. ф'(х) имеет ноль на (а, Ь). Нам потребует
ся следующее улучшение. 

Теорема 13.2.3. Пусть ф(х) является непрерывной на [а, Ь] 
и дифференцируемой на (а, Ь). Если ф(а) = О = ф(Ь) и ф(х) не яв
ляется тождественно нулевой на [а, Ь], тогда ф'(х) имеет узловую 

точку на (а, Ь). 

Напомним, что f (х) имеет узел в точке с, если в любой двусто

ронней окрестности с существуют точки 6, 6 такие, что 6 < с < 6 
и f(f.i)f (6) < О. Иначе, J(x) может иметь узловой промежуток [с, d] 
такой, что в любой двусторонней окрестности [с, d] существуют точки 
6, 6 такие, что 6 <с< d < 6 и !(6)!(6) <О. 

Доказательство. Так как ф(х) является непрерывной на [а, Ь], она 
принимает свое максимальное и минимальное значения на [а, Ь]. Так как 
функция ф(х) не является тождественно нулевой, одно из них должно 
быть ненулевым. Без ограничения общности мы можем предполагать, 

что это максимум; следовательно, он достигается в одной или несколь

ких точках ~ Е (а, Ь) или на промежутке [с, d] Е (а, Ь). В первом случае, 
~ является узлом для ф'(х), во втором случае [с, d] - узловой промежу
ток. • 

Теорема 13.2.4. Пусть ф(х), ф'(х) являются непрерывными на 
[а, Ь], и ф'(х) имеет n узлов (~i)'l таких, что а = ~о < 6 < 6 < 
... < ~n < ~n+l = Ь, тогда функция ф(х) имеет не более одного 
нуля на каждом из промежутков [а, 6], [6, 6], ... [~n, Ь] и не более п+ 
+ 1 нуля на их объединении. Если ф(а)ф'(а) > О, то ф(х) не имеет 
нулей на [а, 6], тогда как если ф(Ь)ф'(Ь) <О, то ф(х) не имеет нулей 
на [~11 , Ь]. Выполнение каждого из этих неравенств уменьшает число 
нулей ф(х) на 1. 
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Рис. 13.2.1. Вид функции Грина, показывающий М'(х), M(x),u'(x), и(х) на 
отрезке [О, 1] 

Доказательство. Первая часть следует из теоремы 13.2.4: если ф(х) 
имеет два нуля на [~i, ~н1], тогда ф'(х) будет иметь узловую точку на 
(~i, ~н1), что противоречит предположениям. 

Для доказательства второй части заметим, что если ф(а)ф'(а) >О, 
то ф(а)ф'(~) >О для~ Е [а, 6). Теорема о среднем значениии утвержда-
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ет, что для любого х Е [а, 6] существует ~ Е (а, х) такое, что 

ф(а)ф(х) = ф(а)[ф(а) + (х - а)Ф'Ю] >О. 

Следовательно, ф(х) не имеет нулей на [а, bl- Аналогично ф(Ь)ф'(Ь) <О, 
тогда ф(х) не имеет нулей на [~n, Ь]. • 

Следствие 13.2.2. Если вместо непрерывности и наличия узлов 
в (~i)'l функция ф'(х) является непрерывной и знакопостоянной на 
каждом интервале [а, 6), ((1, ~2), ... , (~n, Ь], имеет скачки и может, 
следовательно, менять знак только в точках (~i)'l, то результаты 
про ф(х) остаются справедливыми. 

Теперь перейдем к следующему результату. 

Теорема 13.2.5. Под действием п сил (Fi)'l, примененных к (si)'l, 
где О ( s1 < s2 < ... < sn ( 1, балка может поменять свой знак не 
более чем п - 1 раз. 

Доказательство. Мы предполагаем, что балка является положи

тельной системой, как было описано в параграфе 13.1. Во-первых, пред

положим, что hi, h2, k1, k2 являются положительными, s1 >О и sn < 1. 
Отклонение балки имеет вид 

n 

и(х) = L FiG(x, si), 
i=l 

и в силу ( 13.1.18) она удовлетворяет 

где 

{ 

со, х Е [О, s1), 
М'(х) = с;, х Е (si, sн1), i = 1, ... , п - 1, 

Cn, ХЕ (sn, 1], 

i 

Ci =со+ L Fj, i = 1, 2, ... ' п. 
j=l 

Следовательно, М'(х) обладает свойством, сформулированным в теоре
ме 13.2.5, значит, М(х) имеет не более п + 1 нулей, не более одного 
в каждом из промежутков [О, s1], [s1, s2] ... [sn, 1]. Следовательно, М(х), 
а значит, и и"(х) имеют не более n+ 1 узлов на (О, 1), значит, по теоре
ме 13.2.5, и'(х) имеет не более п + 2 узлов и и(х) имеет не более п + 3 
узлов на (О, 1). 
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Теперь рассмотрим последовательности 

М'(О), М(О), и' (О), и(О) и M'(l), M(l), u'(l ), u(l), 

т. е. 

Во-первых, предположим, что и(О), и'(О), u(l), u'(l) все являются нену
левыми, тогда уравнение (13.1.13) показывает, что 

и'(О)и"(О) >О и и'(1)и11(l) <О. 

Тогда теорема 13.2.5 дает, что и'(х) имеет не более п узлов, и(х) 
имеет не более п + 1 узлов. Теперь 

М'(О)М(О) = -h1k1u'(O)u(O), 

M'(l)M(l) = -h2 k2и'(1)u(1), 

значит, либо М'(О)М(О) > О, либо и'(О)и(О) > О, а значит, либо 
M'(l)M(l) >О, либо u'(l)u(l) >О. Если выполнено одно из неравенств 
в левой части, то М(х) имеет на один узел меньше, чем ранее, тогда 
как если выполнено одно из неравенств в правой части, то и(х) имеет 

на один узел меньше. Следовательно, в любом случае и(х) обладает не 
более чем п - 1 узлами. 

Детальное рассмотрение частных случаев мы оставляем в качестве 

упражнений, однако в самом типичном случае h1 = О, ki является конеч
ным и ненулевым, мы можем рассуждать следующим образом. М'(О) =0, 
значит, М'(х) =О на [О, s1], М(х) = kiu'(O) на [О, s1], значит, М(х) не 
имеет узлов на (О, s1]; и"(О)и'(О) > О, поэтому оставшиеся рассуждения 
будут проходить. • 

Теорема 13.2.б справедлива, ключом к доказательству является тот 
факт, что функция Грина является ядром осцилляции. Однако для того, 

чтобы это доказать, мы должны продолжить исследования осциллятор

ных систем функций, начатое в параграфе 10.5. Для начала рассмотрим 

Определение 13.2.l. Функция ф (х) меняет свой знак k раз на 
промежутке I, это будет обозначаться как sф = k, если существу
ют k + 1 точ.ек (xi)~+i на I таких, ч.то х1 < х2 < ... < ч+1 и 

ф(хi)ф(х;+1) <О, i = 1, 2, ... , k + 1, 
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и не существует k + 2 точек с этим свойством. Очевидно, если ф(х) 
является непрерывной на [О, 1] и sф = k, то ф(х) обладает k узловыми 
точками на (О, 1). 

Перед тем как двигаться дальше, сформулируем основную компози

ционную формулу. Предположим, что { фi(x)}f являются непрерывными 
на [О, 1], М(х, s) является непрерывной на [О, 1] х [О, 1], 

тогда 

1 

'l/Ji(x) = f М(х, s)фi(s)ds, 
о 

Ф(х; 8) = J J j ... J M(x;s)Ф(s; 8)ds, 

v 

(13.2.4) 

где V является симплексом, определяемым условиями О :s;; s 1 < s2 < ... 
. . . < Sn :s;; 1, 

Ф(х; В) = det(фi(Xj)) = Чi(х1, х2, ... , хп; 1, 2, ... , п), 
M(x;s) = det(M(xi, s3)), 
Ф(s; 8) = det(фi(s3)) = Ф(s1, s2, ... , sп; 1, 2, ... , п), 

ds = ds1ds2 ... dsn, И 8 = {1, 2, ... , п}. 

Теорема 13.2.6. Пусть ф(х) непрерывна на [О, 1] и sф ~ п - 1. 
Если М(х, s) - непрерывное ядро со свойством 

то 

M(x;s) >О для x;s Е Q, 

1 

ф(х) = / М(х, s)ф(s)ds 
о 

не обнуляется более чем п - 1 раз на [О, 1]. 

Доказательство. Q было введено в определении 10.5.1. 
По предположению, существуют п + 1 точек {~i)o таких, что О = 

= ~о < ~1 < ... < Еп = 1 и ф(х) имеет постоянный знак и не является 
тождественно нулевым на каждом из промежутков (~i- 1 , ~i), 1, 2" ", п. 
Рассмотрим 

.;. 

i/Ji(x) = / М(х, s)ф(s)ds, 
.;i-1 
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тогда 
п 

ф(х) = L 'Фi(х) 
i=l 

и для всех (xi)1 таких, что О :::::; х1 < х2 < ... < Хп :::::; 1, получим 
(упр. 13.2.2) 

~п ~1 

Ф(х; 8) = J ... J М(х; s)ф(s1)Ф(s2) ... ф(sn)ds. (13.2.5) 

~п-1 ~о 

Подынтегральное выражение не является тождественно нулевым, и его 
ненулевые значения имеют одинаковый знак, откуда функция Ф(х; О) 

является строго знакопостоянной, а следовательно, ('Фi(х))1 образуют 
последовательность Чебышева (определение 10.6), и ф(х) не обнуляется 
более чем n - 1 раз на [О, 1]. • 

Важное ядро, удовлетворяющее условиям теоремы 13.2.7, дается 
формулой 

Это ядро обладает важным свойством. Пусть ф(х) Е С[О, 1], определим 

1 

ф(х, Е) = J МЕ(х, s)ф(s)ds. 
о 

Если положить ф(s) =О при х > 1, то 

00 

'Ф(х,Е) = .,; fexp{-(x-s)2/E2 }ф(s)ds, 
y1r€ о 

= ~ J ехр( -f,2 )ф(х + Ef,)df, 
y1r о 

и 
00 

limф(x,E) = ~f exp(-t;,2)df,.ф(x) = ф(х). 
Е->0 у 1f 

о 

Используя это ядро, можно доказать следующую теорему. 

(13.2 .. 6) 

(13.2.7) 
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Теорема 13.2. 7. Пусть { фi (х) }~ являются линейно независимы
ми функциями на С[О, 1], определим 

п 

ф(х) = LCiФi(x). 
i=l 

Необходимыми и достаточными условиями для того, чтобы sф ~ п - 1 
было выполнено на [О, 1] для всех ci, не все из которых равны нулю, 
являются условия того, что функции 

Ф(х; 8) = Ф(х1, х2, ... , хп; 1, 2, ... , n), х Е Q, 

должны иметь постоянный знак, т. е. один и тот же знак, во всех 
точках, где значение не равно нулю. 

Доказательство. Если для некоторых с.;, не все из которых нуле

вые, sф ~ п - 1 и 

1 

'l/Ji(x,E) = J М,)х, s)фi(s)ds, 
о 

то теорема 13.2. 7 показывает, что 
п 

1/J(x,E) = LCi'Фi(x,E) 
i=l 

обнуляется на (О, 1] не более n - 1 раз. 
Обратно, уравнение (13.2.7) показывает, что если 'Ф(х,Е) обнуляется 

не более чем n-1 раз, то sф::::; n-1. Следовательно, sф ~ n-1 для всех 
ci, не все из которых нулевые, тогда и только тогда, когда {'Фi(x,E)}l 
образуют систему Чебышева на (О, 1], т. е. тогда и только тогда, когда 

Ф6 (х; О):= det(фi(Xj, Е)) 

строго знакопостоянна при х Е Q. Если 'l!Ax; а) строго знакопостоянна, 
ТО 

Ф = Ф(х; О)= lim Ф6 (х; О) 
Е-+0 

строго знакопостоянна. С другой стороны, так как { фi(х)}~ являются 
линейно независимыми, Ф не будет тождественно нулевым. Следова
тельно, (13.2.4) при М = Ме показывает, что если Ф знакопостоянна, 
то и все функции Ф6 знакопостоянны. 8 
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Мы получили уже все результаты, необходимые для доказательства 
следующей теоремы. 

Теорема 13.2.8. Функция Грина положительной системы Эйлера
Бернулли является осцилляторной. 

Доказательство. Имеются три условия в определении 10.5.1, ко

торые должны быть выполнены. Теорема 13.2.2 дает i); воспользовав
шись энергией деформации, получаем iii). Осталось доказать ii). Теоре
ма 13.2.5 утверждает, что если 

n 

и(х) = 2.:FiG(x, si), 
i=l 

то su :::;; п - 1. Рассмотрим Фi(х) = G(x, si), тогда так как {фi(x)}l 
являются линейно независимыми, то теорема 13.2.8 утверждает, что 

Ф(х1, х2, ... , хп; 1, 2, ... , п) = G(x; s) ;?: О 

для х, s Е Q. Это и есть ii). • 
Следующая теорема показывает, какие определители из ii) явля

ются нулевыми, а какие являются ненулевыми; она является аналогом 

теоремы 10.5.4 для балки. 

Теорема 13.2.9. G(x; s) > О тогда и только тогда, когда х, s Е I 
и Xi < sн2 а, si < хн2 для i = 1, 2, ... , п - 2. 

Доказательство. Первое условие является необходимым; иначе 

один из х1,хп, s1, sn не принадлежит I, например, если х1 = О, то 

G(x1, si) =О для i = 1, 2, ... , n и определитель является нулевым. 
Теперь допустим существование индекса k такого, что 1 :::;; k :::;; п -

- 2 и xk ;?: sk+2· Тогда xi ;?: Sj для i = k, k + 1, ... , п и j = 1, 2, ... , 
k + 2. Рассмотрим коэффициенты подматрицы, образованной строками 
с индексами k, k + 1, ... , п и столбцами, имеющими индексы 1, 2, ... , k + 
+2 для матрицы (G(xi, sj)). Так как х0 ;?: sj для каждого коэффициента, 
уравнение (13.1.21) показывает, что 

значит, матрица имеет ранг :::;; 2. Если п = 3, то k = 1 и подматрица яв
ляется полной матрицей ранга 2, а следовательно, имеет нулевой опре

делитель. Если п ;?: 4, тогда мы вычислим п х п-определитель, используя 
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разложение Лапласа относительно миноров порядка k + 2, выбранных 
из первых k + 2 столбцов; каждый такой минор, имеющий k + 2 ~ 3 
строк, будет нулевым, так что и определитель является нулевым. Сле
довательно, условие xi < sн2 является необходимым для того, чтобы 
G(x; s) являлась положительной, и аналогично si < хн2. 

Теперь докажем достаточность. Пусть х, s Е I. Xi < sн2, и si < 
хн2 для i = 1, 2, ... , п - 2. Мы докажем, что определитель являет
ся положительным, по индукции. Если п = 1, то все верно по теоре
ме 13.2.2. Предположим, если это возможно, что утверждение спра
ведл"иво для п - 1, однако не для п, т. е. существуют (х?)1, (s?)1 
из I, удовлетворяющие условиям х? < sн2, s? < х?+2 для i = 
= 1, 2, ... , п - 2, откуда G(x?,x~, ... , х~; s?, s~, ... , s;) = О, однако 
G( о о о . о о о ) о G( о о о . о о о ) x 1 ,x2 ,".,xn_~,s 1 ,s2 " .. ,sn-l > И x 2 ,x3"",xn,s2 ,s3 , .•• ,sn > 
О. Теперь выберем произвольные точки (xi)j', (si)1 такие, что 

и перенумеруем (xi)1, (x?)'l по возрастанию (x~)ln· 2п х 2п-матрица 
(G(x~, sШ обладает свойством TN и миноры, отвечающие (x?)'l и (s?)'l, 
удовлетворяют критерию из теоремы 6.6.6. Следовательно, матрица 

имеет ранг п - 1, откуда 

(13.2.8) 

Возможны два случая: п ~ 3 и п = 2. В первом случае неравенства 
х? < sg ( s; и s? < xg ( х~ позволяют заключить, что проме
жутки (х?,х~) и (s~, s~) перекрываются. Следовательно, мы можем 
рассмотреть xi = si для i = 1, 2, ... , п, поэтому из (13.2.8) следует 
G(x1, ... , хп; х1, ... , xn) =О, что противоречит условию iii) определения 
10.5.1 . 

. Если п = 2, уравнение (13.2.8) утверждает, что G(x1, х2,; s1, s2) =О 
для всех х1, х2, s1, s2, удовлетворяющих неравенствам х? ( х1 < х2 ( 
xg, s~ ( s1 < s2 ( sg. Без ограничения общности мы можем выбрать 
х~ ( s?, тогда х1 < s1 < s2,x2 ( s1 < s2 и 

G(x х . 
8 8 

) -1 Ф(х1)8(s1) + ф(х1)х(s1), Ф(х1)8(s2) + ф(х1)х(s2) 1 1• 2'' 1' 2 - ф(х2 )8(s1) + ф(х2)х(s1), ф(х2)8(s2) + ф(х2)х(s2) 

= 1 ф(х1) ф(х1) 1. 18(s1) x(s1) 1 =о 
ф(х2) ф(х2) 8(s2) x(s2) . 
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Один или другой множитель в этом уравнении должен быть нулевым. 
Предположим, что для некоторых s 1, s2 второй множитель не является 

нулевым, тогда первый должен быть равен нулю для всех х1, х2 таких, 

что х~ ~ х1 < х2 ~ х~. Однако это означает, что ф(х),ф(х) являют
ся пропорциональными, что противоречит тому факту, что существуют 

линейно независимые решения (Eiy 11
)

11 =О, удовлетворяющие краевым 
условиям при х = О. Аналогично, если первый множитель не является 
нулевым для некоторых х1, х2, то второй множитель будет тождествен

но нулевым, это снова невозможно. Следовательно, мы получаем про
тиворечие. Указанные условия являются достаточными для того, чтобы 
ВЫПОЛНЯЛОСЬ G(x1, х2, ... , Хп; s1, s2, ... , sп) >О. • 

Упражнения 13.2 

1) Установите теорему 13.2.1 в случае, если некоторые из hi, ki явля
ются нулевыми или оо, однако система является положительной. 

2) Проверьте (13.2.4) при условии n = 2. Покажите, что 

3) Обоснуйте уравнение (13.2.5) для n = 2. 

4) Обоснуйте следствие к теореме 13.2.5. 

5) Проверьте справедливость теоремы 13.2.6 в случае, когда некото
рые из hi, ki являются нулевыми или оо, однако система остается 
положительной. 

13.3. Узлы и нули консольной балки 

Для консольной балки управляющее уравнение имеет вид: 

(r(x)u11 (x)) 11 
= Ла(х)и(х), (13.3.1) 
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и(О) =О= и'(О), u11 (l) =О= и111 (1). (13.3.2) 

Теория из параграфа 13.2 показывает, что функция Грина для балки 
является ядром осцилляции на I = (О, 1], значит, собственные значения 
(Лi)f являются различными, а собственные функции (фi(x))f обладают 
свойствами (1)-(3), сформулированными в теореме 10.6.4. 

Нам потребуется усилить этот классический результат. Для то
го, чтобы это сделать, мы предположим, как и в параграфе l 3.1, что 
а(х), r(x) Е С2 [0, 1], и возьмем М(х) = r(x)u11 (x). Уравнения (13.3.1)
(13.З-.2) показывают, что М(х) удовлетворяет условиям 

(Ь(х)М11 (х)) 11 = Лs(х)М(х), (13.3.3) 

М"(О) = М111 (О), M(l) =О= M'(l), (13.3.4) 

где Ь(х) = 1/а(х), s(x) = 1/r(x). Следовательно, М(х) является соб
ственной функцией для обратной консоли на (О, 1) и, следовательно, 
является собственной функцией ядра осцилляции на [О, 1). 

Теорема 13.3.t. Если {фi(x)}f являются собственными функ
циями кон.сольной балки, то 

1) Ф1(х),Ф1(х) не имеет нулей на (0,1], 

2) фi(х), ф~(х) имеет (i -1) узлов на (О, 1) и не имеет других нулей на 
(О, 1], 

3) если 
k 

ф(х) = Lciфi(x), 
i=j 

k 

i ~ j ~ k, Е с; > о, 
i=j 

то ф(х) и ф'(х) имеют не менее (j - 1) узлов и не более (k - 1) 
нулей на (0,1], 

4) Mi(x) := r(х)ф~'(х) и М[(х) обладает свойствами 2) и 3) на [О, 1). 

Доказательство. Сформулированные свойства фi(х ), Mi (х) следу
ют из теоремы 10.6.4. Мы проверим их для Фi(х), Mf(x). 

1) Ф1(О) =О если, Ф1(хо) =О для некоторого хо Е (0,1], тогда по 
теореме Ролля (теорема 13.2.3) существует точка ,; Е (О, хо) такая, что 
Ф1 (~) =О, что противоречит условию о том, что М1 (х) не имеет нулей 
на [О, 1). 
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2) фi(х) имеет i-1 узлов (xj)i- 1 на (О, 1) и нуль х0 =О. По теореме 
13.2.4, ф~ (х) имеет i -1 узлов (.;j )i-1, удовлетворяющих xj-1 <.;j-1 <xj, 
j = 1, ... , i -1; он также имеет нуль при х =О. Если ф~(х) имеет какой
то другой ноль на (О, 1], то ф~'(х) будет иметь более чем i - 1 нулей на 
(О, 1), что противоречит условию 4) для Mi. 

3) Часть, относящаяся к ф~(х), доказывается аналогично. См. 
упр. 13.3.1. 

4) Следует из того, что Mi(x) является собственной функцией об-
ратной консоли. 8 

Теорема 13.3.2. Если фi(х) является собственной функцией кон
сольной балки, то фi(1)ф~(1) >О. 

Доказательство. Теорема 13.3.1 показывает, что ф.;(1)ф~(1) > 
О# О; покажем, что фi(l) и ф~(l) имеют одинаковый знак. Функция 
Грина для консоли задается уравнением (13.1.17) и 

откуда 

Так как 

получим 

1 

фi(х) = ,\ J G(x, s)a(x)фi(s)ds, 
о 

1 

! aG(x, s) 
фi(х)=>ч ах a(s)ф;(s)ds. 

о 

ас 
ах (х, s) = 

min(x,s) 

! (s - t)dt 

r(t) 
о 

(13.3.5) 

Пусть х* является наибольшим нулем для Фi(х); она будет узлом, ес
ли i :;:: 2, и О, если i = 1. Так как фi(l) > О, получаем ф~(х*) > О, 
а следовательно, фi(х) > О для х Е (х*, 1]. Значит, уравнение (13.3.5) 
дает 

ф~(1) - ф~(х*) >О, 

т. е. ф~(I) >О. • 
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Следствие 13.3.1. Если фi ( х) является собственной функцией 
кон.сольной балки, то Mi(O)M[(O) >О. 

Упражнения 13.3 

1) Проверьте часть 3) теоремы 13.3.1, относящейся к ф~(х). 

13.4. фундаментальные условия на начальные данные 

Теперь мы можем доказать важную теорему. 

Теорема 13.4.1. Пусть a(x),r(x) имеет производные всех поряд
ков (это огран.u~tен.ие может быть ослаблен.о, однако его достаточно 

для наших целей), тогда бесконечная матрица 

и~ и2 из 

81 82 8з 
Л1 и~ Л2и2 .Азиз .. . 

Р = Л181 Л282 Лз8з .. . 
Лiи1 Л~и2 >.§из 

обладает свойством ТР. Здесь щ := Фi(l), ei := Ф~(l), и фi(х) выбира
ются таким образом, что фi(1) >О. 

Прежде чем переходить к доказательству, мы проиллюстрируем 

суть наших рассуждений в простом случае. 

Рассмотрим определитель 

так как он может быть записан в виде 

4 

ф(х) = LCiФi(x), 
;.=2 

то по теореме 13.3.1 получаем, что он обладает по крайней мере одним 
узлом на (О, 1) и не более чем 3 нулями на (О, 1). На самом деле, так как 
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ф(l) = О = ф'(l) = ф"(l) = ф111 (1), она имеет четырехкратный корень 
при х = 1. Так как теорема 13.3.l не показывает, как вычислить такой 
кратный нуль, мы должны рассмотреть нули ф'(х) и ф"(х). Известно, 
что ф(х) имеет один узел на (О, 1) и имеет нули в О и l. Пусть ф(х) 
имеет два нуля а1 , а2 на (О, 1). Используя теорему 13.2.3, получим, что 

ф'(х) обладает нулями О, Ь1, Ь2, Ьз, 1 

М(х) := rф"(х) обладает нулями с1, с2, сз, с4, 1. 

Однако М(х) = "Li=2 c.;Mi(x), и, согласно пункту 4) теоремы 13.3.1, 
М (х) обладает не более, чем тремя нулями на [О, 1). Получено проти
воречие; ф(х) обладает только одним нулем, узлом, на (О, 1). 

фi(х) имеет в точности i-1 перемен знака на (О, 1), значит, фi(1) >О 
дает (-l)i-lфi(O+) >О. Теперь мы докажем теорему индукцией по по
рядку миноров. Предположим, что все 2 х 2-миноры Р являются поло
жительными, тогда, так как 

(-)Ф2(О+) >о, (-1)2 Фз(О+) >о, (-1)зф4 (0+) >о, 

мы получаем, раскладывая определитель ф(х) по первой строке, что 
(- )ф(О+) >О и, значит, ф(l-) >О. Теперь, раскладывая ф(х) для мало
го х в ряд Тейлора около х = 1: 

так что 

Л2и2 Лзиз Л4и4 и2 Uз U4 

ф 1v(l) = и2 из U4 82 8з 84 >О. 
82 8з 84 Л2и2 Лзиз Л4и4 

Мы можем рассматривать 

Ф2(х) ФЗ(х) Ф4(х) 
'if;(x) = 82 Вз 04 

Л2и2 Лзиз .Л4щ 

в точности аналогично: ф(х) имеет только один ноль, являющийся уз
лом, на (0,1); ф~(l) >О дает (-l)i-lф~(O+) >О, (-)1(;(0+) >О и, 
следовательно, 'if;(l-) > О. Однако 
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()2 ()3 ()4 

ф 1v(l) = Л2и2 >.3и3 >.4u4 >О. 
>.2В2 >.3()3 >.4()4 

Теперь мы обобщим эти рассуждения для того, чтобы получить 

формальное доказательство теоремы. 

Доказательство. Будем использовать следствие к теореме 6.8.2 для 
доказательства теоремы индукцией по порядку миноров. Все миноры 

порядка 1 являются положительными; предположим, что все миноры 
порядка р являются положительными; мы покажем, что все миноры по

рядка р + 1, содержащие последовательные строки и столбцы, являются 
положительными. Так как строки матрицы Р повторяются, то доста

точно рассмотреть только два типа миноров: те, которые начинаются 

с Um, Um+l, ... 'Un, и те, которые начинаются с ()m, ()m+1, еп. Как мы 
показали, в примере, они оба допускают аналогичные рассмотрения; мы 

рассмотрим только первый тип. 

Возьмем 

Фm(х) Фт+1(х) ... Фп(х) 
п 

ф(х) = 
i=m 

Рассмотрим n = т + р. Если р является четным, т. е. р = 2q, то послед
няя строка имеет вид Л'ln,- 1 ()m, ... , >.~- 1 ()n; если р является нечетным т. е. 
р = 2q - 1, то последняя строка имеет вид ла,,- 1 иm, ... , >.~- 1 ип. Теоре
ма 13.3.1 утверждает, что ф(х) обладает по крайней мере (m-1) узлами 
на (О, 1) и не более (п - 1) нулями на (О, 1). Пусть р является четным, 
тогда ф(х) имеет нуль кратности 2р в 1. Пусть ф(х) обладает j нулями 
на (О, 1), где j ~ т -1. Значит, ф(х) имеет нули О, а1 , а2, ... , aj, 1; ф'(х) 
имеет нули О, Ь1, ... , ЬJ+1, 1; М(х) имеет нули с1 , с2, ... , cJ+2 , 1. Теперь 
введем обозначение 

м м, м -1( )М11 м,3 ·.= (а- 1М11 ) 1 , , 1 := , ,2 := а х , 

тогда уравнение (13.3.3) утверждает, что Mi,4 = ЛiMi. Теперь расширим 
это обозначение: если k = 4s + t, то M,k := (M,4s ),t, значит, Mi,k = 
= (Mi,4s),t = Лi Mi,t· Очевидно, что мы можем получить из теоремы 
13.2.3, что существует нуль M,k+l между любыми двумя нулями M,k. 
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Теперь можно расширить наше исследование нулей. 

М(х) имеет нули с1, с2, ... , cj+2, 1, 

М,1 (х) имеет нули di, d2, ... , dj+2, 1, 

М,2 (х) имеет нули О, е2, ... , ej+2, 1, 

М,з (х) имеет нули О, f2, ... , !нз, 1, 

М,4 (х) имеет нули gi, ... ' gj+4, 1, И Т.Д. 

В каждом 4-цикле два нуля появляются при х =О, для М,48+2 и М,4s+З· 
Следовательно, M,4q-4 имеет j+ 2q нулей на (О, 1). Однако Mi,4q = Л{ Mi, 
значит, 

п 

м,4q-4 = Е л;- 1 е;,мi 
i=m 

и, следовательно, в силу части 4) теоремы 13.3.1, M, 4q_4 может иметь 
не более п - 1 = m + 2q -1 нулей на [О, 1 ). Следовательно, j + 2q :( m + 
+ 2q-1, и j :( m-1, значит, j = m -1 : ф(х) имеет только m-1 нулей, 
все они узлы, на (О, 1). 

Продолжим наши рассуждения аналогично проделанным в примере. 
Предположим, что все миноры Р порядка р являются положительными. 
Так как Фi(l) > О, получим (-l)i-lфi(O+) > О, и, раскрывая ф(х) по 
первой строке, имеем, (-l)m- 1 ф(0+) >О, а значит, так как ф(х) имеет 
только m - 1 перемен знака на (О, 1 ), ф(l-) > О. Теперь разложим 
ф( 1-х) для малого х: 

2р 

ф(l -х) = _х_ф2Р(1) +О(х2р+1) 
(2р)! ' 

откуда 

>0. 

Л'fп Um, л;,,+ 1Um+1 . . . Х!, Un 

Это минор порядка (р + 1) в Р. Так как все другие случаи могут быть 
исследованы аналогичным способом, мы делаем вывод, что все мино

ры Р, содержащие (р+ 1) последовательных строк и столбцов, являются 
положительными; следствие к теореме 6.8.1 утверждает, что матрицы со 
свойством Р обладают также свойством ТР. • 
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Упражнения 13.4 

1) Проведите обобщение рассуждений, использовавшихся для ф(х) 
в уравнении (13.4.1). 

13.5. Спектр балки 

'Предположим, что балка из уравнения (13. l. l ), имеющая длину L, 
площадь поперечного сечения А(х) и второй момент в поперечном се
чении I(x), преобразуется в балку длины L* с площадью поперечного 
сечения А*(х*) и вторым моментом I*(x*), где 

х* = 1х, I*(x*) = o:I(x), А*(х*) = (3А(х), L* = 1L, (13.5.1) 

тогда спектр новой балки при любой комбинации краевых условий 
(13.1.5)-(13.1.8) будет таким же, как и для исходной балки, если 

1'4 =о:/ (3. (13.5.2) 

С этим соотношением уравнение (13.5.1) определяет двухпараметриче
ское семейство изоспектральных балок. 

Теперь рассмотрим балку, закрепленную при х = О и находящуюся 
под действием концентрированной статической силы F и вращательного 
момента М на ее свободном конце х = L. Отклонение задается уравне-
ни ем 

(I(x)u 11 (x)) 11 =О (13.5.3) 

при условиях 

и(О) =О= и'(О), (I(x)u"(x))~=L = -F, I(L)u"(L) = М, (13.5.4) 

откуда 

х х 

) - J(x-s)(L-s) мj(x-s)ds 
и(х - F I(s) ds + I(s) ' 

о о 

(13.5.5) 

краевое смещение и наклон определяются уравнениями 
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где динамические характеристики Gi задаются формулами 

L . 

. -J(L-s)'ds 
G, - I(s) ds, i =о, 1, 2. 

о 

Для преобразованной балки динамические характеристики имеют вид 

Напоследок отметим, что уравнение (13.5.2) и любые два из четырех 
уравнений 

L*=L, c;=ci, i=o,1,2, (13.5.6) 

требуют того, чтобы а= 1 = j3 = /, поэтому балки идентичны. 
Теперь воспользуемся результатами параграфа 13.4 для упорядочи

вания собственных значений балки, закрепленной в х = О и при раз
личных краевых условиях в точке х = 1. (Мы будем работать с безраз
мерным уравнением (13. 1 .4) и использовать упорядочивание 1 ,2,3, ... ) 
Рассмотрим вариационную задачу нахождения стационарных значений 

фунционала 

1 1 

J(u) = ~ J r(x)(u11 (x)) 2dx-~ J a(x)u2(x)dx-Fu(l)-Mu'(l). (13.5.7) 
о о 

Заменим и на и+ би и найдем бJ := J(u + би) - J(u); после двух 
интегрирований по частям получим 

1 

бJ = f {(ru")" - Лаи}биdх+ [r(l)u"(l) - М]би'(1) 
о 

- [(r(x)u"(x))~=l + F]8u(l), (13.5.8) 

значит, смещение, которое делает J стационарным, удовлетворяет урав
нению (13.1.4) и краевым условиям 

r(l)u"(l) = М, (r(x)u"(x))~=l = -F, (13.5.9) 

т. е. оно является смещением консоли под действием концентрирован

ной статической силы F и момента М, примененным в точке х = 1. 
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Теперь воспользуемся собственными функциями ( Фi (х) )'j'° консоли для 
нахождения другого выражения этого смещения. Собственные функции 

консоли полны в L2 (0, 1). Запишем 

00 

и(х) = LCiФi(x) 
i=l 

и воспользуемся упр. 13.1.3, чтобы получить 

00 00 00 

J(и) = ~ L;лic; - ~ I:C7 - L;с.;{Рщ + меi}, 
i=l i=l i=l 

где ui = фi(I), (Ji = ф~(I) и собственные функции отнормированы таким 
образом, что 

1 J a(x)фf(x)dx = 1. 

о 

J(u) является стационарным, если 

(Лi - Л)с.; = Рщ + меi, 

т.е. 

( ) _~(Рщ+М8i) ·() 
и х - L...J л. - л ф, х . 

i=l i 

Это дает концевые динамические характеристики а"1, а" 1 ,, ax'l, ax'l' 
для балки со свойствами 

(13.5.10) 

(13.5.11) 

Теперь мы воспользуемся этими представлениями для получения урав

нений на собственные значения балки, отвечающие различным условиям 

при х = 1. 
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Собственные значения закрепленно-шарнирной балки являются зна
чениями w2 , для которых в случае применения только концевой силы F 
(т. е. М = О) отсутствует концевое смещение, т. е. и(О) = О. Следова
тельно, они являются корнями уравнения а11 = О, т. е. 

00 2 

"""" и L..,,л.~л =О. 
i=1 i 

(13.5.12) 

Мы будем их обозначать через (µi)J°. Так как ui >О, они удовлетворяют 
неравенствам 

лi < µi < )чн, i = 1, 2, ... 

Аналогично собственные значения (ai)'l закрепленно-скользящей балки 
являются значениями w2 , для которых только М (т. е. F =О) не вызыва
ет концевых наклонов, т. е. и'(l) =О. Они являются корнями °'l'l' =О, 
т. е. 

00 02 
Lл.~л =о, 
i=l i 

(13.5.13) 

и, так как Oi > О, они удовлетворяют неравенствам 

,\i < ai < Лн1, i = 1, 2, ... 

Антирезонансные собственные значения (vi)'l являются теми, при 
которых F в одиночку не дает наклона, или, что эквивалентно, М в оди

ночку не приводит к смещению; они являются корнями °'11' =О, т. е. 

~ щОi =О. 
L..,,л-л 
i=l ' 

(13.5.14) 

Так как uiOi >О (теорема 13.3.2), они удовлетворяют неравенствам 

Мы можем упорядочить µi, ai, vi, посредством использования теоре
мы 8.4.2 и полной положительности матрицы Р в теореме 13.4.1: Ujai -
- uiaj >О для i > j дает упорядочение 

(13.5.15) 

Так как условие закрепленных концов может быть получено до

бавлением новых ограничений u'(l) = О к условию шарнирных концов, 
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а с другой стороны, добавлением ограничения u(l) =О к условию сколь
зящих концов, закрепленные-закрепленные собственные значения ( 'Yi)f 
удовлетворяют 

µi < /i < µн1, O'i < /i < O'i+l· 

Рассматривая все эти неравенства вместе, мы получим 

Как и· для дискретной балки (см. упр. 8.5.3) относительное положение 
/i и .\н1 неизвестно. Таблицы 7.2(Ь), (с) из книги Бишопа и Джонсона 
(Bishop, J ohnson) [ 34] (1960) показывают, что для однородной балки 
11 > Л2 , 12 < Лз, ;з > Л4 и т. д" поэтому /i и Лн1 являются вертикально 
идентичными. 

Для того, чтобы найти асимптотическую форму собственных значе

ний, отвечающих различным краевым условиям, мы будем использовать 

WКВ-метод, см" например, работу Карриера, Крука и Пирсона (Carrier, 
Krook, Pearson) [49] (1966), стр. 291. Для начала сделаем замену неза
висимой переменной: 

и запишем 

тогда 

и 

Ь(s) = 

1 

' ... ] ( ~i:i) 4 

,и 
о 

1 

(а(х))4 r(x) 

1 

c2 (s) = (rз(х)а(х)) 4, 

1 

_d__ _ !l:_ ds _ (а(х)) 4 
!l:_ _ Ь 8 !l:_ 

dx - dsdx - r(x) ds - ( )ds 

r(x) f::2 = r(x)b(s) ls (ь(s) fs) = c2 (s) ls (ь(s) ls). 
Следовательно, уравнение (13.3.1) принимает вид 
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так как а= Ь3с2 . Следовательно, полагая / = d/ds, получим 

где 

L~ ! (:i:;) i dt 

Новые краевые условия принимают вид 

и(О) =О= и'(О), 

(Ьи 1 ) 1 (L) =О= (с2 (Ьи')')'(L). 

(13.5.17) 

(13.5.18) 

(13.5.19) 

(13.5.20) 

Теперь предположим, что .А является большим положительным чис

лом, рассмотрим .А = z4 и разложим левую часть уравнения (13.5.17), 
чтобы получить 

р2 
( s )u'v ( s) + 2р( s )р1 

( s )и111 
( s )+ 

+ f1(s)u11 (s) + f2(s)u1 (s) = z4p2(s)u(s), 
(13.5.21) 

где 

р = Ьс, !1 = р11 + Ьс2 Ь11 + 2ЬсЬ1с1 , !2 = (Ь(с2ЬТ)'. 

Для большого z первые два слагаемых из формулы (13.5.21) будут 
доминировать. Будем искать решения в виде: 

U(s) = ехр (/ (zф1(s) + Ф2(s)) ds). 

После подстановки в (13.5.21) и оставления только слагаемых, содержа
щих z4 и z3 , имеем 

1 

так что Ф1 = ±1, ±i и 2рф2 + р1 =О, т. е. ехр(ф2(s)) = р -2 (s). 
Следовательно, существует четыре решения, отвечающих четырем 

значениям Ф1, и можно записать 

1 

u(s) = р-2 (s){Acoszs + Bsinzs + Ccoshzs + Dsinhzs}. (13.5.22) 
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1 

Помимо множителя р -2 ( s ), оно имеет тот же вид, что и уравнение одно
родной балки, значит, для большого z уравнение на собственные значе
ния будет тем же, что и для однородной балки эквивалентной длины L. 
Следовательно, для консоли четыре краевых условия (13.5.19); (13.5.20) 
дадут уравнение на собственные значения, приведенное в книге Бишопа 
и Джонсона [34] (1960), стр. 382: 

coszLcoshzL + 1 =О, (13.5.23) 

значит, 

coszL = -sechzL с::: -2exp(-zL) 

и 

ZiLc:::(2i-1)~, i=l,2, ... 

или 

Аналогично получим 

µi с::: (4i + 1)41Г4 /(256L4 ), 

Vi с::: (i -1)41Г4/L4, 

ai с::: (4i - 1)4 1Г4/(256L4 ), 

/i с::: (2i + 1)4
7r

4/(16L4). 

Заметим, что они подчинены условиям чередования (13.5.15) и что 

/i с::: >ч+l· Заметим также, что, учитывая замену обозначений, значе
ния µi, щ, /i согласуются со значениями, найденными Барсилоном в [21] 
(1982); его значения для а;, r..v; (наши ai, >ч), являются некорректными. 

Упражнения 13.5 

1) Проверьте утверждение (13.5.2). 

2) Проведите интегрирование от уравнений (13.5.3), (13.5.4) к (13.5.5). 

3) Найдите представления для дJ в уравнении (13.5.7), заменяя и на 
и+ ди, в (13.5.6) игнорируя слагаемые второго порядка и дважды 
интегрируя по частям. 
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4) Покажите, что асимптотическая форма уравнения на собствен
ные значения закрепленной-закрепленной балки имеет вид cos zLx 
х cosh zL - 1 = О, и используйте это уравнение вместе с урав

нением (13.5.23), чтобы установить, что для больших значений i, 

величина /i попеременно больше и меньше величины Лн1. 

13.6. Формулировка обратной задачи 

Обратные задачи для колеблющейся балки Эйлера-Бернулли, воз
можно, впервые изучались в работе Ниордсона (Niordsoп) [250] (1967). 
Его не интересовало восстановление единственной балки по достаточно
му количеству данных в смысле, описанном ниже. Его интересовало по

строение такой балки в классе с п произвольными параметрами, которая 
имеет п конкретных собственных значений, являющихся возмущениями 

собственных значений однородной консольной балки. 

Исследование обратной задачи для колеблющейся балки Эйлера
Бернулли началось с работы Барсилона. Он осознал, что существует три 
вопроса, на которые необходимо ответить. Во-первых, какие спектраль
ные (и другие) данные требуются для нахождения свойств (площади 
поперечного сечения А(х) и второго момента сечения I(x)) балки? В ра
ботах [15] (1974Ь) и [16] (1974с) он показывает, что требуется три спек
тра, отвечающих трем различным краевым условиям. Во-вторых, каковы 
необходимые и достаточные условия на данные, которые гарантируют, 

что свойства балки будут реалистичными, т. е. А(х) >О, I(x) >О? Бар
силон боролся с этим вопросом в работе [21] (1982), однако он не был 
полностью решен вплоть до работы Глэдвелла [ 11 О] (1986d). В-третьих, 
как восстановить балку? Барсилон ответил на этот вопрос в работе [ 18] 
(1976) в случае, когда спектры являлись малыми возмущениями одно
родной балки, однако, по сути, метод восстановления был неизвестен 

вплоть до работы МакЛафин (McLaughliп) [227] (1984Ь). 
В качестве следствия рассуждений, описанных в параграфе 13.5, мы 

можем утверждать, что существует только двухпараметрическое семей

ство балок, которые обладают тремя заданными спектрами {Лi, µi, O'i}l° 
(или {Лi,µi,vi}1, или {Лi,vi,O'i}1). Конкретный элемент этого семей
ства можно найти согласно (13.5.1). Спектры {Лi,µi,O'i}f должны бу
дут удовлетворять некоторым условиям, среди которых имеются асимп

тотические. Рассуждения из параграфа 13.5 показывают, что задание 
{Лi, µi, O'i}f и некоторых подходящих асимптотических условий эквива
лентно заданию {Лi,ui,Bi}l° и некоторых других асимптотических уело-
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вий. Мы можем обойти и обойдем асимптотические условия посредством 

метода, используемого на практике, предполагая, что только ("\, щ, Bi)1 
являются заданными, тогда как остальные выбираются так, чтобы 

(13.6.1) 

где величины 0 относятся к известной балке, которая, без ограничения 

общности, может считаться однородной. 

В это~ случае уравнение (13.5.12), например, может быть записано 
в виде: 

п 2 п 02 00 02 

'""' и. '""' и '""' и. 
L... Л· ~ Л - L... Л0 ~ Л + L... Л? ~ Л =О. 
i=l i i=l i i=l i 

(13.6.2) 

Бесконечш1я сумма явлнетсн динамической характеристикой концов рав

номерной балки и может быть представлена в замкнутой форме. В самом 

деле, Бишоп и Джонсон (1960) [34] показали, что если и'/,= 1, то 

f ~ = cos ф sinh ф - sin ф cosh ф ф = Л ~ 
i=lЛ'/,-Л 4ф3 (cosфcoshф+l)' · 

Следовательно, утверждение о том, что (13.6.2) выполнено для Л = 
= (µi)'{, дает п линейных уравнений для (и;)'{. Первое множество необ
ходимых условий имеет следующий вид: 

1) µi i= Лз, µi i= Лj для всех i,j = 1, 2, ... Это гарантирует, что матри
ца коэффициентов в уравнениях на ( и;)1 является невырожденной, 
и правые части корректно определены; 

2) решение (u;)1 должно быть положительным (см. упр. 13.6.1). Ана
логично, если ( вn1 определяются из уравнения (13.5.13) то нам 
необходимо: 

3) ai i= Aj, rJi i= Лj для всех i,j = 1, 2, ... 

4) решение (Bl)'{ должно быть положительным. 

Если эти условия выполнены, т. е. ( ui, Bi)1 можно найти, то мы по
кажем, что положительность миноров Р из теоремы 13.4.1, которая, как 
это было установлено, является необходимым условием, также является 

достаточным условием для построения единственной реальной балки. 
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Наши рассуждения показывают, что три подходящим образом вы

бранных спектра требуются для однозначного восстановления балки. 
Готтлиб (1987Ь) [ 140] проделал исчерпывающие исследования балок, 
имеющих один или два общих спектра и/или одинаковых с равномер
ной балкой, для различных комбинаций краевых условий. Его исследо
вания подчеркивают необходимость трех (подходящим образом выбран
ных) спектров. См. также работу Готтлиба (1988) [142]. 

Упражнения 13.6 

1) Оставляя (13.6.2) в виде 

00 2 
~ U· 
L.,,,\._::_,\ =0, 
i=l • 

покажите, что ит > О если корни (13.6.2) чередуются с Лi, т. е. 
Лi < µi < Лн1, i = 1, 2, ... 

13. 7. Метод восстановления 

Метод является, по существу, аналогичным методу из главы 11 для 
колеблющегося стержня и принадлежит МакЛафлин (McLaughlin), см. 
ее работы [223] (1976), [224] (1978), [225] (1981), [226] (1984а), [227] 
(1984Ь). Папаникалао и Кравваритис (Papanicalaou, Kravvaritis) в работе 
[262] (1997) рассматривают частный случай, a(x)r(x) = 1; в этом случае 
задача допускает эффективную редукцию к задаче второго порядка. См. 
также работу Глэдвелла (1991 d) [ 119]. Мы будем использовать оператор 
преобразования, как это было описано в параграфе 11.3. 

Предположим, что требуется построить консольную балку, т. е. 

функции r(x) и а(х) такие, что уравнение 

(r(x)u"(x))" = ,\а(х)и(х) (13.7.1) 

при краевых условиях 

и(О) =О= и'(О), u"(l) =О= um(l) (13.7.2) 

обладает заданными собственными значениями (Лi)f и собственными 
функциями (фi(x))f, отнормированными относительно функции а(х), 
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1 J a(x)фi(x)фj(x)dx = дi,j, i,j = 1, 2, ... , 

о 

который имеет заданные значения для (фi(l),ф~(l))f. 
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Для начала сделаем замену независимой переменной, подобную той, 

которая использовалась в параграфе l 3.5: 

и запишем 

s = /1 (a(t)) ~ dt, 
. r(t) 
х 

1 

b(s) = (а(х)) 4 
r(x) 

1 

c2(s) = (r 3(x)a(x))4, 

p(s) = b(s)c(s), 

тогда уравнение ( 13. 7.1) принимает вид: 

(Ь(с2 (Ьи')')')' - >.Ь2 с2и =О, О~ s ~ L, 

где' =о d/ds и 

L ~ l ( ;;:;) ~ dt 

тогда краевые условия принимают вид: 

(Ьи')'(О) =О= (с2 (Ьи')')'(О), 

u(L) =О= u'(L). 

(13.7.3) 

(13.7.4) 

(13.7.5) 

(13.7.6) 

(13.7.7) 

(13.7.8) 

(13.7.9) 

Без ограничения общности мы предположим, что Ь(О) = 1 = с(О). 
Так же как и при процессе восстановления Штурма-Лиувилля, мы 

введем основную задачу 

(Ьо(с6(Ьаv')')')' - ЛЬ6с6v =О, 

(bav')'(O) =О= (сб(Ьаv')')'(О), 

v(L) =О= v'(L), 

(13.7.10) 

(13.7.l l) 

(13. 7.l 2) 
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где Ьo(s),co(s) известны, (например, Ьо(s) = 1 = co(s)) Ьо(l) = 1 = со(О) 
и po(s) = bo(s)co(s). Эта основная задача обладает некоторым множе
ством собственных значений (Л?)l'°, и их собственные функции Ф?(s), 
отнормированные так, что 

L 

j Рб(а)Ф?(s)ФJ (s) ds = дij, i,j = 1, 2, ... , (13.7.13) 

о 

будут иметь краевые значения (Ф?(О),Фj'(О))f. 
Для заданных значений Л, ~' ry можно определить единственную 

функцию 

v(s;Л,~,ry) ==:v(s), (13.7.14) 

которая является решением уравнения (13.7.10), удовлетворяющим 

i-1(0) = ~' i/(O) = ry, (boi/) 1(0) =О= (с6(Ьv1 ) 1 ) 1 (О). (13.7.15) 

Очевидно, что 

(13.7.16) 

Собственные функции { Ф? ( s) }1 ортогональны весовой функции 
P5(s), как показано в уравнении (13.7.13). Собственные функции 
{фi(s)}1 для уравнений (13.7.6)-(13.7.9) должны быть ортогональны 
относительно функции р2 ( s ), т. е. 

L 

j p2 (s)фi(s)фj(s)ds = bij, i,j = 1, 2, ... 

о 

(13.7.17) 

Следовательно, повторяя (11.3.5), мы построим (13.7.6) таким образом, 
что решение (13.7.16) для уравнения (13.7.10) преобразуется в решение 
уравнения (13. 7.6), удовлетворяющего 

и(О) = ~' и'(О) = ry, (bu1
)

1(0) =О= (с2 (Ьи 1 ) 1 ) 1 (О) 

при помощи уравнения 

s 

p(s)u(s) = po(s)v(s) + j K(s, t)pб(t)v(t)dt. 
о 

(13.7.18) 

(13.7.19) 
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Собственные функции уравнений (13.7.6)-(13.7.9) имеют вид 

Фi(s) = u(s; Л, Фi(s)\s=O, Ф~(s)\s=o), 

и мы заметим, что: 

dx 
s=O x=l 
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Если собственные значения Лi и краевые значения Фi(О), ф~(О) (с пе
ременными s) выбраны так, что 

i = п+ 1, ... , 

тогда система {Фi(s)}1 будет образовывать полное ортогональное мно

жество с весом р2 ( s) тогда и только тогда, когда К(х, s) удовлетворяет 
аналогу уравнения (11.5.20), т. е. 

r 

K(r, s)+ J Pб(t)K(r, t)F(t, s)dt+po(r)F(r, s) =О, О,:::;; s,:::;; r, (13.7.20) 

о 

где 
n 

F(r, s) = -~:)vi(r)vi(s) - vf (r)vf (s)} 
i=l 

и 

vi(s) = v(s; Лi, Фi(О), ф~(О)), 

и?(s) = v(s, л?, Ф?(О), Ф?' (О)):= Ф?(s). 
Заметим, что 

u(s;0,1,0)=1, v(s;0,1,0)=1, 

значит, уравнение (13.7.19) дает 

s 

p(s) = po(s) + J K(s, t)pб(t)dt. 
о 

С другой стороны, если 

8 

! dt 
q(s) = Ь(t)' 

о 

s 

qo(s) = ! ь~tt)' 
о 

(13.7.21) 

(13.7.22) 

(13.7.23) 
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то 

u(s;O,O, 1) = q(s), v(s;O,O, 1) = qo(s), 

значит, 

8 

p(s)q(s) = po(s)qo(s) + j K(s, t)pб(t)qo(t)dt. (13.7.24) 
о 

Следовательно, процедура восстановления выглядит следующим об
разом: 

• решить уравнение (13.7.20) для K(s, t) 

• найти p(s), q(s) из уравнений (13.7.22), (13.7.24) 

• найти Ь(s), c(s) из уравнений (13.7.4), (13.7.5) 

• найти х, а(х), r(x) из уравнений (13.7.3), (13.7.4). 

Для обоснования этого метода нам необходимо проверить, что когда 
p(s), q(s) задаются формулами (13.7.22), (13.7.24), тогда 

1) р( s ), q( s) являются корректно определенными и положительными 
и q(s) является возрастающей функцией. 

2) и( s) удовлетворяет краевым условиям при s =О. 

3) u(s) удовлетворяет дифференциальному уравнению (13.7.6). 

4) щ(s) удовлетворяет краевым условиям при s = L. 

Мы будем рассматривать эти пункты в порядке 2,3,4, 1. 
Уравнение (13.7.22) дает р(О) = ра(О) = 1, тогда как уравнение 

(13.7.19) дает р(О)и(О) = и(О) = po(O)v(O) = v(O) = ~- Дифференцируя 
уравнение (13.7.22), получим 

р'(О) = р~(О) + К(О, О), 

тогда как дифференцируя уравнение (1З.7.19), мы получим 

р'(О)и(О) + р(О)и'(О) = p~(O)v(O) + Po(O)v'(O) + К(О, O)p~(O)v(O), 

что дает: 

и'(О) = v'(O) = 'f/· 

Продолжая это дифференцирование, мы можем установить 2) и 3). 
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Как в параграфе 11.5, решение уравнения (13.7.20) имеет вид: 

п 

K(r, s) = L { Fi(r)vi(s) - Gi(r)v?(s)}, (13.7.25) 
i=l 

где Fi(r), Gi(r) удовлетворяют 

где 

п 

Po(r)щ(r) + Fi(r) + L{ЬijFj(r) - CijGJ(r)} =О, (13.7.26) 
i=l 

п 

Po(r)v?(r) + Gi(r) + L {cjiFj(r) - dijGJ(r)} =О, (13.7.27) 
i=l 

r 

Ьij(r) = J P6(t)vi(t)vJ(t)dt, 
о 

r 

dij(r) = J P6(t)v?(t)vJ(t)dt. 
о 

r 

Cij(r) = J P6(t)vi(t)vJ(t)dt 
о 

При рассмотрении пункта 4) нам потребуется обсудить два случая, 
i ~ п и i > п. В первом случае мы заметим, что, подставляя (13.7.25) 
в (13.7.19) и используя (13.7.27), мы получаем 

p(s)ui(s) = -Fi(s), i = 1,2, ... ,п. (13.7.28) 

Однако уравнение (13.7.27) при r = L и условиях ортогональности 
~j(L) = дij (v?(t) являются отнормированными собственными функ
циями для основной задачи) дает 

п 

Lcji(L)Fj(L) =О, (13.7.29) 
i=l 

так как v?(L) =О. Следовательно, если С= (cij(L)) является невырож
денной и p(L) #О, то 

Fj(L) =О= щ(L). 
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Дифференцируя (IЗ.7.27), мы получим при тех же самых условиях сле
дующие равенства: 

Fj(L)=O=uj(L), j=1,2, ... ,n. 

Мы вернемся к условию p(L) i О позднее. 

Если i > п, тогда щ(L) = v?(L) = Ф?(L) =О, поэтому из уравнения 
(13. 7.19) следует: 

L 

p(L)ui(L) = ! K(L, t)p6(t)vf (t)dt, 
о 

тогда, подставляя K(L, t) из уравнения (13.7.25), получим 

n L L 

p(L)щ(L) = L{Fj(L) J P&(t)vj(t)vf(t)dt - Gj(L) J P6(t)vJ(t)vf(t)dt}. 
i=l о о 

Однако, так как i > п, vf(t) являются ортогональными ко всем {vj(t)}f. 
Значит снова, если Fj(L) = O,j = 1, 2, ... , п, и p(L) i О, то ui(L) = 
=О. Справедливость u~(L) =О можно проверить аналогичным образом 
(упр. 13. 7.3). 

Теперь обсудим пункт 1). Первый шаг состоит в определении 

Fi(s), Gi(s) из уравнений (13.7.26), (13.7.27). Рассуждения, использо
вавшиеся в параграфе 11.5, показывают, что матрица коэффициентов 
в этих уравнениях является невырожденной, исключая ситуацию, когда 

r = L. Следовательно, остается только случай r = L. Тогда матрица 
коэффициентов из уравнений (13.7.26), (13.7.27) принимает вид 

A=[l+B,-C] 
ст о ' 

значит, det А = ( det С)2 . Следовательно, det С i О является необходи
мым и достаточным условием для Fi(r), Gi(r), а значит, p(s) корректно 
определено. Теперь нас интересует, когда p(s) >О. Пусть p(s) =О для 
s Е [О, L], то (13.7.28) и подобное уравнение 

p(s)u?(s) =р(s)и(s;Л?,Ф?(о),ф?
1

(О)) = -Gi(s), i= 1,2, ... ,п, 

показывает, что Fi(s) = О = Gi(s), i = 1, 2, ... ,п, и, следователь
но, имея в виду (13.7.26), (13.7.27), po(s)vi(s) = О = po(s)v2(s), i = 
= 1, 2, ... , п. Однако po(s), отвечающее реальной балке, всегда является 
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положительным, и единственным общим нулем vP(s) является s = L. 
Следовательно, единственным возможным нулем p(s) является s = L. 
При s = L уравнение (13.6.27) принимает вид: 

п 

~Cji(L)F1(L) =О, 
i=l 

а значит, если det C(L) =1- О то, Fj(L) = О, j 
(13.6.26) принимает вид: 

1, 2, ... , п. Тогда 

n 

po(L)vi(L) - L,cij(L)Gj(L) =О, i = 1, 2, .. "п. 
i=l 

Уравнения (13.7.22), (13.7.25) дают 

n L 

p(L) = Po(L) - ?: Gj(L) ! Pб(t)vJ(t)dt .. 
i=l о 

Возьмем 

(13.7.30) 

(13. 7.31) 

С= (cij(L)), g = [G1(L), ... , Gn(L)], V = [v1(L), ... , Vn(L)], 

тогда (13.7.30) принимает вид 

po(L)v = Cg, 

откуда, домножая (13.7.31) на v, получим 

где 

p(L)v = po(L)v - Hg = Po(L)(C - H)g, 

L 

Cij - hij = J Pб(t)(vi(t) - vi(L))vJ(t)dt = eij· 
о 

Следовательно, 
p(L)v = po(L)Eg. 

Это означает, что если Е является невырожденной, то p(L) =1- О. Если С 
и Е являются невырожденными, то все указанные операции для полу

чения p(s), q(s) можно произвести, а значит, и получить Ь(s),c(s). Так 
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как Ь(s),c(s) не обращается в ноль и Ь(О)с(О) = р(О) = 1, то Ь(s),c(s) 
всегда являются положительными, тогда а(х), r(x) >О. 

Лоуе (Lowe) [217] (1993) рассматривает частный случай уравне
ния (13.7.1), в этом случае r(x) = [а(х)] 2 , и использует конструкцию, 
основанную на рядах Фурье для а(х). 

Упражнения 13. 7 

1) Проведите преобразование уравнений (13.7.1), (13.7.2) к (13.7.6)
(13.7.9). Покажите, что условия (13.7.8) являются эквивалентными 
равенству 

q'(O)u"(O) - q"(O)u'(O) =О= q'(O)u111 (0) - q"'(O)u'(O). 

2) Покажите, что если v( s) удовлетворяет 

qb(O)v"(O) - qi(O)v'(O) =О= qb(O)v"'(O) - qi'(O)v'(O), 

тогда и удовлетворяет условиям из упр. 13.7.1. 

3) Мы доказали, что ui(L) =О= u~(L) для i ( n; докажите это для 
i > п. 

13.8. Достаточность вполне положительности 
матрицы Р 

В параграфе 13.4 мы показали, что собственные значения (.\i)l' и 
краевые значения ui, Bi консольной балки делают бесконечную матрицу 
Риз теоремы 13.4.l вполне положительной. В параграфе 13.7 мы нашли 
некоторые достаточные условия для восстановления реальной балки по 

этим данным. Мы теперь покажем, что вполне положительность матри
цы Р является не только необходимым, но и достаточным условием. 

Как было показано в параграфе 13.7, восстановление будет возмож
но совершить, если матрицы С и Е являются невырожденными. Здесь 

L 

Cij = J P8(s)vi(s)vJ(s)ds, 
о 

L 

eij = f Pб(s)vf(s)[vJ(s) - vj(L)]ds 
о 
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и i, j = 1, 2, ... , п. Предположим, если это возможно, что С является 
вырожденной. Ее строки будут линейно зависимыми, т. е. существуют 

множители (ai)f, не все равные нулю, для которых 

Следовательно, 

n 

2.:a.iCij =о, j = 1,2, . .. ,п. 
i=l 

{13.8.1) 

Однако, так как {vj(s)}f, являясь собственной функцией для основ
ной задачи, образует полное ортогональное множество весовых функций 

рб( s ), уравнение (13.8.1) означает, что сумма подынтегральных выраже
ний является линейной комбинацией оставшихся { vJ( s) }~+ 1. Следова-
тельно, 

n оо 

f(s) := L°'ivi(s) + L aivf(s) =О. 
i=l i=n+l 

В частности, f(s) и все ее производные должны быть нулевыми при 
s=O, случай свободного конца. Рассмотрим случай bo(s) = 1 = ca(s). 
Теперь 

vi(s)/s=O = Фi(х)/х=1 = Ui, 

( ) 
1 ) 1 ) 1 dфi ( х) 1 Ь s vi(s ls=O = vi(s s=O = --rx- х=1 = -Bi, 

тогда как уравнение (13.7.10) дает 

v1v(O) = Лiщ(О) = Лiui, vf (O) = -Лiei. 

Следовательно; 

vim)(O) =О= v~(m)(O) для m = 2, 3;6, 7; ... , 

значит, f(m)(O) является тождественно нулевой при этих значениях m. 
Уравнения, полученные, если положить j(m)(O) нулем, для оставшихся 
значений О, 1; 4, 5; .. " имеют вид: 

00 00 

LЛ{u;ai =О, L л{ ei°'i =о, j =о, 1, 2"" (13.8.2) 
i=l i=l 
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Здесь нами использован тот факт, что и2 = ui, В2 = Oi для i = п + 
+ 1, ... Однако, матрица коэффициентов для уравнений (13.8.2) являет
ся матрицей Риз теоремы 13.4.1, и каждый минор матрицы Р является 
положительным, а значит, матрица Р имеет бесконечный ранг. Следо

вательно, все °'i являются нулевыми, что противоречит предположению 

о вырожденности матрицы С. Следовательно, матрица С является невы

рожденной. Если ba(s), ca(s) не равны тождественно единице, то строки 
матрицы являются линейными комбинациями строк Р, а значит, вывод 

остается справедливым. 

Аналогичные рассуждения показывают, что если Е является вы
рожденной матрицей, то существуют множители (fЗi)l', не все равные 
нулю, такие, что 

п 00 

i=l i=n+l 

т. е. 

i=l i=n+l 

Если Ьа(s) = 1 = c0 (s), то матрица коэффициентов для уравнений, 
которые получаются, если положить gCrn)(O) равным нулю для т = 

= 1; 4, 5; 8, 9; ... , является матрицей, образованной строками 2, 3, ... мат
рицы Р. Мы получаем, что (Зi являются тождественно нулевыми и что Е 
является невырожденной. Откуда полная положительность матрицы Р 
является необходимым и достаточным условием для восстановления ре

альной балки. 

Заметим, что этот вывод справедлив при условии (13.6.1) и что 
полная положительность матрицы Р гарантирует только, что а(х), r(x) 
будут положительными; они все еще могут сильно меняться вдоль бал

ки, и в этом случае колебание балки описывается уравнением Эйлера
Бернулли, которое применимо только к утонченным балкам, т. е. к таким 
балкам, для которых значения а(х), r(x) не отличаются сильно от соот
ветствующих значений для однородной балки. Если балка не является 

однородно тонкой, т. е. если 

* maxa(x) 
а = 

min(a(x))' 
* maxr(x) 

r = 
min(r(x))' 

х Е (0,1] 

не близки к единице, то колебание балки подвержено влиянию эффектов 

утолщения и простая модель Эйлера-Бернулли не является адекватной. 
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См. работу Глэдвелла, Ингланда (England) и Уонга (Wang) (112) (1987). 
Заметим также, что экспериментальное изучение собственных частот 

даже для утонченной однородной балки показывает, что собственные ча

стоты начинают отличаться от классических значений Эйлера-Бернулли 
где-то после четвертой или пятой частоты. Это означает, что, хотя изуче
ние обратной задачи дает значимые вклады в поведение балки Эйлера
Бернулли, оно со многих точек зрения должно рассматриваться как ака

демическое упражнение и должно использоваться только для нахожде

ния балки, которая близка к однородной, и только очень немногие ча

стоты могут быть изменены, причем только на малые величины. Для 

таких задач методы возмущения, примененные совместно с методами 

наименьших квадратов, дают альтернативный подход к проблеме. Одна
ко эти численные методы находятся за пределами нашей цели в этой 

книге. 
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Непрерывные спектры колебаний 

и узлы 

Если бы человека не окружала такая тьма, он не чувствовал 
бы всей своей порочности, если бы в этой тьме совсем не было 

света, он не надеялся бы на очищение. 

Блез Паскаль Мысли, 585 

14.1. Введение 

На протяжении большинства предшествующих глав предпочтение 
отдавалось собственным значениям; в этой главе наше внимание со
средоточено на собственных формах колебаний, в частности, на узлах 

собственных форм. Мы получим, что в противоположность обратной 

задаче собственных значений не существует легко поставленных об

ратных узловых задач. Имеются некоторые результаты о единственно
сти, относящиеся к узлам, большинство этих результатов принадлежит 

МакЛафлин и Хольду (Hald); существуют также некоторые аппрокси
мационные решения для обратных узловых задач, снова по большей 

части принадлежащие МакЛафлин и Хольду; оба эти направления изу

чаются в параграфе 14.4. Однако, как мы должны заметить с самого 
начала, невозможно рассмотреть все эти результаты о единственности 

или аппроксимационные методы решения в объеме этой главы; все, что 

мы можем сделать, - это привести введение в опубликованные работы, 

обсудить используемые методы и некоторые полученные результаты. 

Пользуясь случаем, мы подчеркиваем фундаментальное отличие 

между собственными значениями и узлами непрерывной системы и со
ответственно между обратной задачей собственных значений и обратной 
узловой задачей. Собственные значения являются глобальными величи

нами; они являются свойствами системы в целом, в то время как узел, 

в частности положение узла, связано со свойствами системы около узла; 

т. е. это локальное свойство. 
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Мы начнем наше обсуждение форм колебаний и узлов со ссылки 

на теоремы Штурма об узлах уравнения второго порядка. Эти теоре
мы имеют широкое применение, легко доказываются и дают значимый 
вклад в изучение свойств решений систем Штурма-Лиувилля. Сами ре

зультаты Штурма появились в 1836 году. Наиболее полный перечень 
приводится в работе Бохера (Bбcher) [37) (1917). Детальный обзор так
же дается в главе Х работы Инка (Ince) [185] (1927). 

14.2. Теоремы Штурма 

В параграфе 10.1 мы ввели три уравнения, (10.1.l), (10.1.3) 
и (I0.1.ll), которые возникают в теории колебаний. Все эти уравне
ния содержат частотный параметр Л, и все они должны быть дополнены 

краевыми условиями для того, чтобы получить корректно поставленные 

задачи о собственных значениях. Теоремы Штурма могут быть сфор
мулированы для более широкого класса уравнений, который включает 
(10.l.l), (10.1.3) и (10.1.l l) и применяется к уравнениям вне зависимо
сти от краевых условий. 

Рассмотрим уравнение 

(Ау')'+ Ву= О (14.2.1) 

и предположим, что А(х),А'(х) и В(х) являются непрерывными 
и А (х) > О на промежутке [а, Ь]. Эти условия не обязательно носят 
ограничительный характер; мы можем предположить, что они являют

ся кусочно-непрерывными с конечным множеством точек разрыва или 

даже принадлежат более широкому классу. Мы оставляем эти вопросы 
для изучения заинтересованному читателю. 

Для начала наших обсуждений заметим, что если у(х) является 
непрерывным решением (14.2.1) и у(с) = О = у'(с), для некоторого 
с Е [а, Ь], то у является тождественно нулевым. Если А, В обладает про

изводными всех порядков, то у(с) =О= у'(с) дает у"(с) =О= у"'(с) .. " 
значит, тейлоровское разложение у(х) является тождественно нулевым. 
Только в случае, когда А, А', В являются непрерывными, мы можем по
лучить это же утверждение, переводя (14.2.1) в интегральное уравнение. 
Иначе, мы можем аппроксимировать А, В с любой заданной точностью 

посредством А(х), В(х), которые обладают производными всех поряд
ков, и получить тот же результат. 

Из этого результата мы можем получить, что каждый нуль (узел) 
решения (14.2.1) является простым: если у(с) = О, то у'(с) 1- О и у 
пересекает ось в точке х = с. 
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Мы также можем получить, что нет непрерывных решений 
(14.2.1), которые могут иметь бесконечное число узлов на [а, Ь]. Ина
че, если существует бесконечное число нулей, то, по теореме Больцано

Веерштрасса, они будут иметь по крайней мере одну предельную точку 

с Е [а, Ь] и мы можем показать (упр. 14.2.1 ), что в точке с не только 
у(с) =О, но и у'(с) =О, т. е. у= О. 

Теперь предположим, что и, v являются двумя решениями уравне
ния (14.2.1), для которых справедливо 

(Аи')'+ Bv, =О= (Av')' + Bv. 

Домножая первое из них на v, второе на и, вычитая и переупорядочивая, 
получим 

(A(vu' - uv'))' =О, 

откуда 

A(vu' - uv') = coпstant =С. (14.2.2) 

Так как, по предположению А(х) >О, константа является нулевой тогда 
и только тогда, когда вронскиниан, vu' - uv', является нулевым, т. е. 
тогда и только тогда, когда решения являются пропорциональными, и = 

= kv. Следовательно, мы будем говорить, что два решения и, v являются 
одинаковым.и, если и = kv, различным.и, если не существует такого k, 
что и= kv. Отсюда мы сразу можем получить: 

Теорема 14.2.1. Два различных решения (14.2.1) не могут иметь 
общий ноль. 

Доказательство. и(с) =О= v(c) дает С= О в (14.2.2). • 

Теорема 14.2.2. Узлы двух вещественных различных решений 

(14.2.1) отделяют друг друга. 

Доказательство. Для начала отметим, что необходимо включить 

слово ~вещественный~ в формулировку, так как 

у(х) = cosx + isinx 

является решением уравнения у" + у = О и не обладает нулями на 
вещественной оси. 

Теперь предположим, что одно решение (14.2.1), и, обладает двумя 
узлами, х 1 , х2 Е [а, Ь], а v является вторым, отличным, решением. По 
теореме 14.2.l, v(x1),v(x2) f- О. Пусть функция v(x) не имеет узлов 
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на (х1, х2), значит, она должна иметь постоянный знак на [х1, х2], на
пример, положительный знак. Это означает, что z = и(х )/v(x) является 
непрерывной, имеет непрерывную производную на [х1, х2] и обращается 
в ноль на концах х 1 и х2. Следовательно, по теореме Ролля z'(~) =О, 
для некоторого е Е (х1, х2). Однако 

, vu' - иv' 
z = 

v2 

Числителем в этом выражении является вронскиниан, который не яв

ляется нулевым, так как и, v являются различными, а знаменатель ра
вен v 2 - положителен по предположению. Следовательно, z' # О на 
(х1, х2). Это противоречие позволяет заключить, что v обладает узлом 
на (х1, х2). • 

Следствие 14.2.1. Если и, v являются различными решениями 
(14.2.1), то число узлов функций u,v на промежутке [а,,В] С [а,Ь] не 
может отличаться более чем на 1. 

Теоремы 14.2.1, 14.2.2 относятся к двум различным решениям, од
ного и того же уравнения (14.2.1); следующие результаты относятся 
к решениям двух различных уравнений. 

Теорема 14.2.3. Пусть и(х) является решением для 

(Ау')'+ В1у =О, 

и v(x) является решением для 

(Ау')' + В2у = О, 

где В1 ~ В2 на [а, Ь] и В1 (х) < В2(х) для некоторого х Е [а, Ь], тогда 
v(x) обладает узлом между любыми двумя узлами и(х). 

Доказательство. Пусть х1, х2 являются последовательными нулями 

и, и предположим, если это возможно, что v не имеет узла на (х1,х2). 
Без ограничения общности мы можем предположить, что u(x),v(x) >О 
на (х1, х2). Уравнения (Аи')'+ В1и = О, (Av')' + B2v = О дают, как 
и ранее: 

-u(Av')' + v(Au')' = (В2 - B1)uv, 

значит: 

-(A(uv' - vu'))' = (В2 - B1)uv, 
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откуда при интегрировании получаем 

Х2 

-[A(uv1 
- vu1 )]~~ = J (В2 - B1)uvdx. (14.2.3) 

Xl 

Так как и(х1) =О= и(х2), левая часть имеет вид 

Р = -A(x1)v(x1)u'(x1) + A(x2)v (х2) и'(х2). 

Так как и(х) >О на (х1,х2), мы получим и'(х1) > О,и'(х2) <О, значит, 
Р~О. 

Р может быть нулевым, только если v(x1) =О= v(x2), в этом слу
чае вронскиниан и и v является нулевым, и и v являются совпадающими 
решениями на [х1, х2] и 

х2 

j(в2 - B1)uvdx =О. 
Xl 

Так как uv > О на (х1, х2) и В1, В2 являются непрерывными, это дает 
равенство В 1 = В2 на ( х 1 , х2). Иначе, Р < О и В 1 ~ В2 позволяет 
заключить, что правая часть (14.2.3) является неотрицательной (;;::: О). 
Это противоречие показывает, что v(x) имеет узел между х1 и х2. • 

Пикане (Picone) обобщил теорему Штурма (теорему 14.2.З), чтобы 
получить 

Теорема 14.2.4. Пусть и(х) является решением уравнения 

(А1у1 ) 1 + В1у =О, 

и v(x) является решением уравнения 

(А2у1 )' + В2у =О, 
где Ai;?: А2 >О, В1 ~ В2 на [а,Ь] и Ai(.;) > А2(.;), B1(rt) < B2(rt) для 
некоторых .;, 'Т/ Е [а, Ь]. Тогда v(x) имеет узел между любыми двумя 
узлами и(х). 

Доказательство. Пикане заметил, что 
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Предположим, что как и ранее х 1 , х2 являются последовательными уз

лами и, и(х) > О на (х1, х2), т. е. и'(х1) > О, и'(х2) < О. Пусть v не 
обладает узлом на (х 1 , х2) и v(x1), v(x2) > О. Интегрируя (14.2.4) по 
(х1, х2), получим: 

Х2 Х2 

[~(A1u'v - A2uv')J:: = j(B2 - B1)u2dx + j (А1 -A2)ut2 dx+ 

7 А2 (и' - и~') 
2 

dx. (14.2.5) 
Х1 

Левая часть является нулевой, так как и(х1) = О = и(х2), в то время 
как правая часть является положительной. Это противоречие позволяет 
заключить, что v обладает узлом на (х1,х2). Левая часть остается 
нулевой, если даже v(x) обращается в ноль в одной или обоих точках 
х1 , х2. Иначе, если v(x) обращается в ноль, скажем в х1, то 

значит, 

Заметим, что в исключительных случаях, обсужденных в упр. 14.2.2, 
правая часть может обнулиться, в этих случаях нам потребуется немно

го изменить наши рассуждения. • 
Мы будем использовать формулу (14.2.4), полученную Пикане, для 

доказательства двух теорем отделимости. Первая имеет вид: 

Теорема 14.2.5. Пусть и(х) является решением уравнения 

(А1и')' + В1и =О 

при 

и(а) =а, и'(а) =а', 

и v(x) является решением для 

(A2v')' + B2v = О 

(14.2.6) 

(14.2.7) 
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при 

v(a) = /3, v'(a) = {31
. 

Сделаем следующие допущения: 

2) а, с/ оба не являются нулевыми, также и {3, {3'. 

3) Если а:# О, то 

что дает /3 #О. 

4) Тождество А1 ::::: О = А2 не является справедливым на любой 
конечной части [а, Ь]. 

Если и( х) имеет п узлов на (а, Ь], то v( х) имеет по крайней мере 
п узлов на (а,Ь], и i-тый узел v(x) меньше i-того узла и(х). 

Доказательство. Пусть х1, х2, ... , Хп являются узлами для и(х) на 
(а, Ь], тогда 

а < х1 < х2 < · · · < Хп ( Ь. 

По теореме Штурма (теорема 14.2.4) получаем, что v(x) имеет узел 
между любыми двумя последовательными узлами xi, Xi+l · Следователь
но, теорема справедлива, если мы можем показать, что v(x) имеет узел 
между а и х1. 

Если и(х) является нулевой в левой конечной точке, то по тео
реме 14.2.4 v(x) имеет узел между а и х1. Следовательно, мы будем 
предполагать, что а: # О, условие 3) дает /3 # О. Проинтегрировав фор
мулу Пикане (14.2.4) от а до х1 и предполагая, что v(x) не имеет узлов 
на (а, х1), получим 

[ и(А , А ')]х1 _ 2 ( ) (А1(а)а:' А2(а),В') 
- 1U v - zUV - -и а -
V а О: (3 ' 

эта величина, в силу условия 3), является отрицательной. Интеграл 
в правой части (14.2.4) является положительным. Это противоречие поз
воляет заключить, что v(x) имеет узел между а и х1 . 8 
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Последняя теорема позволяет нам понять, что происходит с узла

ми и(х), которая является решением уравнений (14.2.6), (14.2.7), при 
непрерывно убывающем А(х) и непрерывно возрастающем В(х), тогда 
как а и о/ остаются инвариантными: каждый новый узел возникает при 
х = Ь и двигается в направлении х = а. 

Упражнения 14.2 

1) Пусть у(х) обладает бесконечным количеством узлов на [а, Ь] с пре
дельной точкой с. Используйте теорему о среднем значении, чтобы 
показать, что у'(с) =О. 

2) Разберитесь, как правая часть (14.2.5) может в действительности 
обнулиться. Покажите, что она не обращается в ноль при допол

нительном условии о том, что В1 и В2 не являются тождественно 
нулевыми на любой конечной части (а, Ь). 

3) Рассмотрите, как узлы у"+ w2y =О, у(О) = о:, у'(О) = а' на (О, 1] 
перемещаются от 1 к О при возрастании w. 

14.3. Приложения теорем Штурма 

Теоремы Штурма описывают, что происходит с узлом решения урав

нения (14.2.1), когда А(х) или В(х) меняются. В этом параграфе мы рас
сматриваем обратный вопрос: что мы можем утверждать об изменениях 
А(х), В(х), зная изменения положения узлов? 

Для начала рассмотрим натянутую струну, описываемую уравнени

ем (10.1.1), а именно 
(14.3.1) 

Напомним, что .Х = w2 , р2 (х) является массой на единицу длин и крае
вые условия имеют вид 

и'(О) - hu(O) =О= и'(l) + Hu(I). 

Уравнение (14.3.1) имеет вид (14.2.1) при 

А(х) = 1, В(х) = Лр2 (х). 

Разберемся, что получится, если некоторую малую массу удалить из 

струны в некоторой внутренней точке с. Мы можем себе представлять, 
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что масса удаляется непрерывно на малом интервале (с-с:, с+с:). Удале

ние массы увеличивает (или, по крайней мере, не уменьшает) собствен

ную частоту. Обозначим новую собственную частоту через w*, ,\* = w*2, 

новое распределение массы - через р*
2 

(х ), и пусть v - решение следу
ющего уравнения: 

2 

v" + Л * р* v = О 

при условиях 

v'(O) - hv(O) =О= v'(l) + Hv(l). 

Пусть и имеет узел ~ Е (О, с - с:], применим теорему 14.2.5 к [О, с -с:]. 
На этом промежутке Ai = А2, р* = р и В1 = Лр2 ~ Л*р2 = В2 . Следо
вательно, v имеет узел 17 Е (О, с - с:] и 17 ~ ~- Если и обладает n узлами 
(~i)l' Е (О, с - с:], то v имеет по меньшей мере n узлов (17i)1 Е (О, с - с:], 
и r1i ~ ~i- Следовательно, узлы, лежащие влево от с - с:, двигаются вле
во. Посредством физического поворота струны вокруг себя, мы видим, 

что узлы, находящиеся вправо от с+ с:, будут двигаться вправо: узлы 
будут двигаться от с. Заметим, что результат остается справедливым, 
если масса удаляется на любом промежутке, малом или нет. (Однако, 
теорема не дает информации о передвижениях узлов на любом интер

вале.) Также, если масса добавляется, а не удаляется, то узлы будут 
двигаться в направлении добавляемой массы. 

Мы можем сделать вывод относительно обратного процесса: если 
узлы отодвигаются от (пододвигаются к) промежутка, то масса на этом 
промежутке удаляется (добавляется). Это справедливо только для одно
го промежутка; если существуют два или более промежутков, на кото

рых удаляется или добавляется масса, то будет иметь место взаимодей

ствие между этими двумя эффектами. 

Заметим, что в теореме 14.2.5 и в наших рассуждениях в этом пара
графе мы предсказывали перемещение узлов влево от с-с:, рассматривая 

только решение дифференциального уравнения и краевые условия в ле

вой части 

и(О) =а, и'(О) = ha. 

Мы можем сделать грубую оценку для количества массы, добав
ленной и удаленной на малом интервале, если есть возможность иден

тифицировать соседние узлы х1, х2 для колебания с частотой w таким 
образом, что после того как масса добавлена, узел х 1 двигается вправо 
к xi, а х2 влево к х2, при этом частота убывает до w*. Предположим, что 
исходная масса на единичную длину между х1 и х2 была постоянной, р2 , 
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и, после того как масса была добавлена, она равняется (р +а )2
. Так как 

х1, х2 являются последовательными узлами первоначального колебания, 

и, аналогично, 

w*(p + а)(х; - х~) = 7r. 

Это означает, что, зная x2 -x1,x2-xj',w и w*, мы можем найти (р+а)/р: 

Для того чтобы сформулировать немного более интересную зада
чу, давайте рассмотрим действие точечной деформации на стержень при 

продольном колебании, следуя Глэдвеллу и Морасси (1999) [128]. На
помним, что для недеформированного стержня с площадью поперечного 

сечения А(х) определяющие уравнения имеют вид (10.1.3), (10.1.4): 

(Аи')'+ ,\Аи = О, 

и'(О) - hи(О) =О= и'(l) + Ни(1). 
(14.3.2) 

(14.3.3) 

Заметим, что слагаемое «жесткости~. (Аи')', имеет то же распределе
ние, А, как и слагаемое «инерции~ Аи. Если деформация стержня за

ключается в нанесении небольшой зарубки в точке х = с, то жесткость 
подвергается серьезному изменению, тогда как слагаемое инерции почти 

не изменится. В силу этой причины, будем моделировать зарубку, как 
такую пружину, для которой в точке с справедливо 

[и'(с)] =О, 

k[и(с)] = А(с)и'(с), 

(14.3.4) 

(14.3.5) 

где [f(c)) := f(c+)- f(c-). Неповрежденный стержень отвечает случаю 
k -> оо, т. е. s = 1/k ->О. Мы можем показать, как это и ожидалось, 
что собственные частоты являются возрастающими функциями от k, т. е. 

убывающими функциями Е.. Мы можем найти вариацию первого рода 

с параметром с: для собственных частот, рассматривая 

и(х) = иа(х) + Ev(x), ,\ = Ао +сµ 

в уравнениях (14.3.2)-(14.3.5). Получим, что 

(Аи~)'+ АоАио =О, (14.3.6) 
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(Av1)' + ЛоАv + µАио = О, 

[v'(c)J =О, 

[v(c)] = А(с)и~(с). 

(14.3.7) 

(14.3.8) 

(14.3.9) 

Домножая (14.3.б) на v, (14.3.7) на и0 и вычитая, далее интегрируя от 
О до l, воспользовавшись формулой (14.3.3), мы получим 

1 

(А(с)и~(с))2 + µ J Аибdх =О, 
о 

что, вместе с условием нормализации 

дает 

1 J Аибdх = 1, 
о 

µ = -(А(с)и~(с)) 2 . (14.3.10) 

Это уравнение показывает, что собственные частоты меняются вместе 
с Е. Теперь покажем, как формы колебаний, и в частности узлы, меня

ются вместе с Е. Чтобы это продемонстрировать, воспользуемся снова 

теоремой 14.2.4. Будем рассматривать часть стержня, находящуюся вле
во от с; тогда смещение задается решением уравнения (14.3.2) и первым 
из уравнений (14.3.3) при Л = Ло + Еµ < Ло. Мы будем отождествлять 
В2 в неповрежденном случае (В2 = ЛоА) и В1 в поврежденном случае 
(В1 = ЛА). Согласно теореме 14.2.5, узлы, отвечающие В2, лежат вле
во от узлов, отвечающих В1 . Т.е. при повреждении узлы двигаются в 

сторону повреждения. 

Теперь мы найдем замену первого рода в расположении узлов. Что
бы сделать это, оценим замену первого рода для узлов и влево от с. 

Это означает, что мы рассматриваем замену первого рода в решении 

уравнений 

(АО')' + ЛАО = О, 

О'(О) - hO(O) =О. 

Заметим, что мы записываем зависимую переменную как О, чтобы под

черкнуть, что мы не рассматриваем собственную форму колебаний, 
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а только решение, удовлетворяющее краевому условию для левого кон

ца. Это решение определено единственным образом, с точностью до про

извольной мультипликативной константы. Возьмем 

и найдем 

(Аф')' + ЛоАФ + µАВо =О, 
ф'(О) - hф(О) =О. 

(14.3.11) 

(14.3.12) 

Для решения этих уравнений мы будем использовать метод вариации 

параметров: запишем ф = Bof. После некоторых преобразований мы 
получаем, что условия (14.3.11), (14.3.12) выполняются, если 

Следовательно, 

(А&бf')' + µА&б =О, 
f'(O) =О. 

х 

А&бf' + µ ! A&6dx =О. (14.3.13) 
о 

Если х0 является узлом для 80 , то соответствующий узел () имеет 
вид: х0 + cf;, где, с точностью первого порядка, 

О= В(хо + cf;) = Во(хо + cf;) + еф(хо) 
= Во( хо)+ cf;B0(xo) + Е:ф(хо). 

Следовательно, 
t; = -Ф(хо)/В0 (хо). (14.3.14) 

Далее, '!f;(x) = Bo(x)f(x), и, так как Во(х)---> О при х---> хо, мы получим, 
что f(x) ---> оо при х---> х0 . Следовательно, нам необходимо вычислить 
ф(хо) при помощи замены f(x) = l/g(x), и, используя правило Лопита-
ля, получим: 

. Оо(х) 00 (хо) 
ф(хо) = l1m -(-) = -,-( -) . 

х->хо g Х g Хо 

Рассматривая f = 1/g в (14.3.13), найдем 

2 х 

- ~Ва(х) g'(x) + µ j A&6dx =О 
g (х) 

о 
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и, рассматривая предел при х ---+ хо, получим 

(8Ь(хо))
2 

1 !хо 
-А(хо) g'(xo) g (хо)+µ 

0 

AO§dx =О. (14.3.15) 

Для нахождения изменений на множестве узлов волны рассмотрим 
Во(х) = ио(х) и будем одновременно использовать (14.3.15), (14.3.14), 
(14.3.10), чтобы получить 

Хо 

s~ = s(A(c)u0(c)) 2 j Au~dx/(A(xo)[u0 (xo)] 2 ) 
о 

(14.3.16) 

при изменении позиции узла от хо к хо + s~; как и ожидалось, ~ > О. 
В частном случае однородного свободно-свободного стержня, для 

которого А= 1,ио = v'2cos[(n -1)1Гх],п = 1,2, ... , мы получим, что 
m-e колебание двигается от хо = (2m - 1)/(2п - 2), m = 1, ... , п - 1, 
к хо+ s~. где 

s~ = sxosin2 [(n -1)1Гс). 

Соответствующие изменения узлов вправо от с имеют вид: 

s~ = -s(l - хо) sin2 ((n - 1)1Гс]. 

Эти результаты показывают, что для заданного колебания изменения 
положений узлов возрастают, если узел х0 приближается к месту по
вреждения. Пропорциональные изменения для тех узлов, которые рас

положены влево от точки с, т. е. имеют вид s~/xo, и для тех, которые 
вправо, - с:~/(1 - хо), одинаковы для всех узлов; они зависят только 
от места зарубки. Это означает, что для нахождения положения повре
жденной точки мы рассматриваем узлы волны, движущиеся навстречу 

друг другу; повреждение находится между этих узлов. 

Экспериментальные исследования, основанные на этих результатах, 
можно найти в работе Глэдвелла и Морасси [ 128] (1999), в ней также 
приводятся ссылки на литературу, имеющую отношение к этому вопро

су. 

14.4. Исследования Хольда и МакЛафлин 

Оле Хольд и Джойс МакЛафлин, помимо остальных вопросов, мно

го лет изучали обратные задачи. В этом параграфе мы даем быстрый 

отчет по их совместным исследованиям обратных узловых задач. 
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Обратные узловые задачи отличаются от обратных задач для соб
ственных значений, которые составляют предмет изучения в большей 
части этой книги, использованием большого количества сложных ме

тодов. Мы уже отмечали, что в то время как собственное значение, 

собственная частота, отражает свойства системы в целом, положение 

узлов связано со свойствами системы около узловой точки. Однако су

ществуют и другие различия на пути от исходных данных к свойствам 
системы. Если данными являются собственные значения (и, возможно, 
некоторые нормировочные константы), то обычно существует некоторый 
алгоритм, дающий точные значения для множества параметров, опре

деляющих свойства единственной системы, имеющей такие спектраль

ные данные. В отличие от этого, каждый исследователь, пытающийся 
подойти к обратной узловой задаче, вскоре осознает, что положение уз

лов, множество всех положений узлов для всех главных колебаний, дает 

слишком много информации. Например, для струны, зафиксированной 

на концах, первая волна не имеет узлов, следующая имеет один узел 

и так далее; первые п волн имеют всего п(п - 1)/2 узлов. На некото
ром этапе нам потребуется сделать выбор: выбрать все узлы для одной 

волны или выбрать по одному узлу на каждой из волн. Очевидно, что 
различные варианты выбора дадут различные модели. Ситуация стано

вится более сложной, так как непрерывная система, например струна, 

имеет бесконечное число волн, а следовательно, и узлов. С математи
ческой точки зрения было бы более надежно, если бы было известно, 

что если выбирать случайным образом узлы из большего и большего 
числа волн, то полученная система будет сходиться в каком-то смыс
ле к единственной системе, и что можно привести численные оценки 

для ошибки посредством использования конечного числа п подходящим 

образом выбранных узлов. 

Следовательно, существует три различных этапа для «решения» об
ратной узловой задачи: нахождение аппроксимирующей системы, кото

рая имеет заданное расположение узлов, для некоторой(ых) волн(ы); 
обоснование того, что если задано произвольное бесконечное множество 

узлов, выбранное каким-то образом, то существует не более одной коле
бательной системы определенного вида, которая обладает этими узлами 

для некоторых своих волн; построение оценок для ошибки при усече

нии бесконечного множества узлов при некотором значении п. Первая 
часть является сравнительно простой; Хольд и МакЛафлин приводят 

алгоритмы для различных типов систем Штурма-Лиувилля, описанных 
в параграфе 10.1. Оставшиеся две части являются сложными и требу
ют устрашающего массива аналитических методов; следовательно, мы 
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ограничим себя схемами используемых методов и доказанных теорем; 

заинтересованный читатель может посмотреть оригинальные статьи, на

ходящиеся в широком доступе. 

Нашей стартовой точкой является фундаментальная статья Мак

Лафлин [231] (1988). В ней рассматривается вторая часть описан
ной задачи, т. е. единственность. МакЛафлин рассматривает уравнение 

Штурма-Лиувилля (10.1.14) с краевыми условиями в форме Дирихле: 

у"+(,\ - q)y =о, 

у(О) =О= y(l), 

где q Е L2(0, 1). 

(14.4.1) 

(14.4.2) 

Для начала напомним, что если qi, q2 являются двумя потенциала

ми с условием q2 = q1 + с, где с является константой, тогда, замечая, 
что 

мы получим, что собственные значения этих двух задач отличаются 

на с, тогда как собственные функции, а следовательно, и узлы соб

ственных функций остаются одинаковыми. Это означает, что информа
ция об узлах, сама по себе, дает q только с точностью до произвольной 
аддитивной константы: любая теорема единственности, связанная с ин

формацией об узлах, должна содержать дополнительную информацию 

1 1 J qi(x)dx = J q2(x)dx. (14.4.3) 

о о 

МакЛафлин доказывает, что если два потенциала qi, q2 удовлетворяют 
равенству (14.4.3) и собственные функции Уп(q1, х), Уп(q2, х) обладают 
общим множеством узлов, т. е. плотным на (0,1) (см параграф 10.3, для 
определения понятия плотности), то q1 = q2 в L 2(0, 1). Схема доказа
тельства такова. 

Для начала рассмотрим (14.4.1), (14.4.2) при q = О. Собственные 
значения имеют вид Лп = (mr) 2 , п = 1, 2, ... ; собственные функции име
ют вид Уп(х) = Уп(О,х) = sinmrx; узлы Уп(х) имеют вид Хп,j(О) = 
=j/n,j = 1,2, .. "(п-1). Заметим, что у1(х) не имеет узлов. 

Теперь сгруппируем числа 2, 3, 4, ... , следующим образом: 2; 4, 3; 
8, 7, 6, 5; ... Это эквивалентно записи 

n = 2k+l - m; k =О, 1, 2, ... ; m =О, 1, ... 2k - 1. (14.4.4) 
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(m + 1)-й узел n-ого колебания имеет вид 

Xn,m+1(0) = (т + 1)/(2k+l - т), (14.4.5) 

и множество чисел Xn,m+ 1(0) для k = О, 1, 2, ... ; т = О, 1, ... , 2k -1 

является плотным на (0,1); эти числа таковы: ~; ~, ~; !1 ~' ~' ~; ••• 
Теорема единственности формулируется следующим образом: 

Теорема 14.4.1. Пусть q1 , q2 Е L 2 (0, 1), и рассмотрим задачи 
нахождения собственных значений 

у"+ (.Л - qi)Y =О, 

у(О) =О= у(1), 

i = 1, 2. Для каждого п ~ 2 предположим, что положение узлов, 
выбранных согласно (14.4.5), удовлетворяет условию 

и 
1 1 J qi(x)dx = J q2(x)dx, 

о о 

тогда qi = q2 н.а L 2 (0, 1). 

МакЛафлин противопоставляет эту обратную узловую задачу 

обратным задачам собственных значений для уравнения Штурма
Лиувилля и напоминает, что два спектра, отвечающие двум различ

ным краевым условиям на одном конце (или какие-либо эквивалентные 
данные, например, нормировочные константы) необходимы для нахож
дения q. Она приводит следующий комментарий: «То что можно дока
зать . .. так это, что положение одного узла, хотя бы и правильно 
выбран.наго, для каждой собствен.ной функции, п ~ 2, является бо
лее чем исчерпывающей ин.формацией для определения q единствен
ным (с точностью до кон.стан.ты) образом. Есть впечатление, что 

положения узлов, в некотором смысле, содержат «больше» ин.фор

мации о потенциале q, чем множество собственных значений или 

множество нормировочных констант;;. 

Тогда как МакЛафлен [231] (1988) исследует только вторую часть, 
единственность, Нольд и МакЛафлен (1989) [ 167] рассматривают все 
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три аспекта: аппроксимацию, единственность и оценки погрешностей. 

Они рассматривают уравнение общего вида со свободными краевыми 
условиями: 

(pv')' + c.v 2 p2v =О, 

v'(O) =О= v'(l). 

(14.4.6) 

(14.4.7) 

Если р = 1, то это уравнение струны (10.1.1) (с плотностью р2 ). Если 
р = р2 , это уравнение стержня (10.1.3) при А= р = р2 . 

Одна из задач, которую они рассматривают, связана со струной 
(р = 1), имеющей свободные концы. Они строят струну с кусочно
постоянной плотностью следующим образом. Пусть узлы n-й (n ~ 2) 
волны vn(x) имеют вид (х1)~- 1 , где О< х1 < х2 < .. . Xn-1<1. Рассмот
рим vп(х) на интервале (х1_ 1 , х1 ). На этом интервале vп(х) является 

фундаментальной волной струны, зафиксированной в концах, Xj-1 и х1 , 

а ""'п является собственной частотой; на (О, х1)((хп-1, 1)) она является 
фундаментальной волной для струны, свободной в О и зафиксированной 
в х1 (фиксированной в Хп-1, свободной в 1). Допустим, следовательно, 
что неоднородная струна заменяется струной с однородной плотностью 

PJ на интервале (x1-1,x1),j = 1, ... ,n, где хо= О,хп = 1. Для j-й 
(2 i( j i( n - 1) части струны определяющее уравнение имеет вид: 

v" + c.v 2p2v =О 
п J ' 

откуда 

v(x) = sin{n(x - х1-1)/(х1 - х1-1)} 

и 

Pj = n/(c.vn(Xj - Xj-1)), j = 2, ... ,п -1. (14.4.8) 

Для первого промежутка (О, х 1 ) справедливы краевые условия v'(O) = 
=О= v(x1), откуда 

v(x) = соs(пх/(2х1)) 

и 

Pl = 1Г / (2c.vnxl). (14.4.9) 

Аналогично на последнем промежутке (хп-1, 1): 

Рп = п/(2с.vп(1 - Хп-1)). (14.4.10) 
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Это является аппроксимацией в частном случае р = 1 и при краевых 
условиях (14.4.7). Если краевые условия имеют вид v(O) = О = v(l), то 
уравнение (14.4.8) справедливо также для j = l,n. 

Хольд и МакЛафлин предлагают похожие алгоритмы для вычисле
ния аппроксимаций р и р в других случаях и для потенциалов Штурма

Лиувилля q. Для уравнения стержня, в котором р = р2 , они внача
ле находят потенциал q и затем обращают преобразование, приводя
щее к (10.1.14), для нахождения А(х). Они также обращают внимание 
на фундаментальное отличие между узлами уравнения струны ( 10.1.3) 
и уравнения стержня или уравнения Штурма-Лиувилля (10.1.14): воз
мущение р в уравнении струны может привести к (относительно) боль
шим изменениям в расположении узлов; однако возмущения для А(х) 
или q могут привести лишь к незначительным изменениям для узлов 

колебания с достаточно большим порядковым номером. Они отмеча

ют: <! ••• информация о расположении нулей, которую мы используем 
для аппроксимации ... функции импеданса (А(х)), находится гораздо 
глубже в массиве данных, чем информация о плотности (струны)~. 

Эти замечания касаются части решения, а именно, построения 

аппроксимаций. Большая часть работы Хольда и МакЛафлин [167] 
(l 989) касается оценок погрешностей и теорем единственности. Напри
мер, в простом случае струны со свободными концами, они показыва

ют, что приведенный выше метод дает аппроксимацию второго порядка 

для плотности в средних точках внутренних интервалов, т. е. p((xJ + 
+ XJ- 1)/2) = PJ• однако только аппроксимацию первого порядка в кон
цевых интервалах. Они приводят точную оценку погрешности, которая 
показывает, как оценка сходимости с ростом п зависит от гладкости 

плотности. Авторы разбирают многочисленные случаи, изученные в этой 

работе, а также в работе Хольда и МакЛафлин (1988) [ 166). 
Теоремы единственности, которые они получили, являются обобще

ниями теорем единственности, найденных в работе МакЛафлин (1988) 
[231]. Типичным примером является 

Теорема t 4.4.2. Пусть р = 1, и предположим, что вторая про
изводная функции р интегрируема. Тогда р определяется единствен
ным образом (с точностью до мультипликативной константы) про
извольным плотным множеством узлов. 

В работе [169] (1988) Хольд и МакЛафин возвращаются к обрат
ной узловой задаче и развивают теорию управляющей аппроксимации, 

изучают единственность и оценки погрешности для уравнения (14.4.6) 
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с краевыми условиями Дирихле, где р и р - функции ограниченной 

вариации. 

В 1996, в работе [ 168], Хольд и МакЛафин изучают обратную уз
ловую задачу для неоднородных прямоугольных мембран. Объем книги 
не позволяет нам рассмотреть эти проблемы. Мы только заметим, что 

авторы указывают на две трудности. 

Рассмотрим однородную прямоугольную мембрану со сторонами 

а, Ь, колеблющуюся с зафиксированным ребром. Ее собственные числа 
равняются 

2 (m2 п2 ) 2 Л=ш = ~+[;2 7r. 

Пусть а = а/Ь. Если а2 рационально, то существуют кратные собствен
ные числа, и можно найти собственное число, кратность которого превы

шает любое заданное число. Если а2 иррационально, то все собствен
ные числа различны, однако можно найти пару сколь угодно близких 

собственных значений. Эта близость создает проблемы при нахождении 

оценок погрешности. 

Вторая трудность связана с формой узловых областей, т. е. реги

онов, ограниченных узловыми линиями. Узловые области однородной 

прямоугольной мембраны оказываются прямоугольниками. Собственная 

функция, соответствующая Лm,п, делит прямоугольник на mn равных 
прямоугольников, как показано на рис. 14.4.1 а. Однако если плотность 
мембраны является возмущенной по отношению к ее однородному зна

чению, то узловые области могут кардинально меняться, как показа

но на рис. 14.4.lb. Это усложняет поиск приближения для плотности. 
Хотелось бы получить ситуацию, которая обобщает соответствующую 
ситуацию для струны, возмущенная узловая область - приблизитель

но прямоугольник. Тогда можно предположить, что плотность постоянна 

в этом прямоугольнике, и использовать тот факт, что собственная функ
ция является фундаментальной собственной функцией в области, огра

ниченной узловыми линиями. Основным вкладом работы [168] Хольда 
и МакЛафлин (1996) является то, что они показали, как можно обой
ти обе эти трудности: как найти хорошие приближения для плотности 
и как получить теоремы единственности. В 2000-м году в работе [232] 
МакЛафлин еще раз рассматривает обратную задачу для прямоуголь
ной мембраны. Она рассматривает три различных подхода к проблеме: 

в первом даны множества уровня формы колебания и частоты; во вто
ром - частоты и граничные измерения формы колебания; в третьем да

ны частоты четырех различных краевых задач. Результаты о локальном 
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существовании и теоремы единственности доказываются вместе с чис

ленными результатами для приближенных решений. 

с 

а) б) 

Рис. 14.4.1. Узловые области меняются от прямоугольников вплоть до нерегу
лярных фигур 
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Выявление дефектов 

Случай порождает мысли, и случай удаляет их; никакое искусство не 
может задержать их или овладеть ими. Мысль покинула меня. Я хотел 

записать ее. Я записал вместо этого, что она покинула меня. 
Блез Паскаль. «Мысли~, 585. 

15.1. Введение 

Как уже упоминалось в предисловии, выявление дефектов в ко
леблющейся структуре по изменениям свойств колебательного процесса 

является в некотором смысле обратной задачей. Поскольку такое выяв
ление дефектов в принципе имеет важное практическое значение, оно 

подходит для включения в любое исследование, посвященное обратным 

задачам. Однако поскольку, по сути, это всего лишь применение тех

ники обратных задач и оно должно быть сопряжено с использованием 

численных методов, соответствующая задача имеет лишь относитель

ную важность в этой книге, которая, как было сказано в предисловии, 
посвящена в основном теоретическим и качественным вопросам. Поэто

му в этой главе мы ограничимся обзором литературы и перечислением 

используемых методов, накладываемых предположений и выводов, кото

рые могут быть получены относительно выявления дефектов в некото

рых простых случаях. 

Начнем наши рассмотрения с ряда интуитивно ясных выводов. 

Если структура повреждена, ее колебательное поведение меня

ется. 

Под колебательным поведением мы имеем в виду отклик струк
туры на некоторую зависящую от времени силу. Мы предполагаем, что 
структура является недемпфированной, таким образом, можно говорить 

об отклике частоты - отклике структуры на действие синусоидаль

ной силы заданной частоты w. Как обычно, мы уделяем основное внима
ние собственным частотам и соответствующим собственным колебаниям 
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структуры. Их можно найти (по крайней мере теоретически), применяя 
технику стандартного анализа колебаний к отклику частоты в различ

ных точках структуры. Таким образом, мы делаем следующее утвержде
ние. 

Колебательное поведение структуры может быть охарактери
зовано ее откликами частоты и соответствующими собственными 

колебаниями. 

С другой стороны: повреждение структуры может быть охарак
теризовано его местоположением, интенсивностью и типами; далее, 

мы будем говорить о конфигурации повреждения. 
Строго говоря, структура называется поврежденной, если она под

верглась изменениям, которые понизили ее жесткость или, более общо, 

понизили ее энергию деформации. Согласно этому определению, дефор

мация понижает собственные частоты структуры или по крайней мере, 
не увеличивает их. Мы ослабим это определение и определим повре
ждение как (малое) изменение структуры; это определение включает 
(положительные или отрицательные) изменения жесткости или массы. 

Теперь рассмотрим «простую» прямую задачу. Дана некоторая 

структура, найти изменения колебательного поведения, вызванные 
заданным повреждением. 

Решение этой прямой задачи существенным образом зависит от то

го, что мы возьмем в качестве моделей неповрежденной и поврежденной 
структур, для которых собственные частоты и колебания можно найти 

существующими методами. Известно, что при некоторых предположени

ях эта задача может быть корректно поставлена: данные повреждения 
вызовут единственное множество изменений собственных частот и ко
лебаний; причем эти изменения непрерывно зависят от параметров по

вреждения. 

Однако почти все обратные задачи, в которых кто-то старается най
ти повреждение (т. е. его расположение, интенсивность и вид), вызвав
шее заданные изменения поведения, являются некорректными. А имен

но может не существовать конфигурация повреждения (где повреждение 
понимается в сильном или слабом смысле), котарая давала бы· данное 
множество изменений в структуре колебательного процесса; или может 

быть больше одной конфигурации, которые задают одно и то же мно
жество изменений в поведении; также нет гарантий того, что параметры 

повреждения будут непрерывно зависеть от изменений поведения. 

Возможность существования более одной конфигурации поврежде
ния, дающей заданные изменения собственных частот, следует из того, 

что собственные частоты являются глобальными конструкциями - они 
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зависят от всей структуры, распределения масс и жесткостей в ней, 

способа, которым она поддерживается. Иногда возможно определить 
конфигурацию повреждения по тому, как заданная конфигурация по

вреждения действует различными значениями на разные частоты. При

дадим точность этому утверждению. Предположим, что нам известно, 

что структура повреждена только в одном месте, однако само место, s, 
и величина, d, неизвестны. В общем случае для малых d изменения i-й 
частоты, бVJi, имеют следующий вид: 

(15.1.1) 

они зависят линейным образом от d и нелинейным образом от распо
ложения. Следовательно, если расположение, s, известно, то измене

ния бVJi одной частоты может оказаться достаточно для того, чтобы 

определить d (при условии того, что нам известно fi( s )). Если s неиз
вестно, то рассмотрим отношение изменений двух частот: 

8VJi fi( s) 
бVJj fj(s). 

(15.1.2) 

Тогда если вид fi( s) как функции от s известен, то может оказать
ся возможным найти значение s, соответствующее заданному значению 
бVJi / бVJ j . 

В каждом конкретном случае будет необходимо установить, суще

ствуют ли, и если да, то одно или больше одного, значения s, удовле
творяющие (15.1.2) Если (одно или больше) значения s известны, то d 
можно найти из (15.1.1 ). Ясно, что если повреждение не ограничено 
единственностью места повреждения, то процедура его идентификации 

будет очень сложной. 
Мы разделим наши рассмотрения на две части: выявление дефектов 

в стержнях и в балках. 

15.2. Выявление дефектов в стержнях 

Для стержня, совершающего продольные колебания, мы модели
руем дефект как трещину, которая остается открытой; следуя работам 
Фрюнда и Херрманна (Freund, Herrmann) (91] (1976) или Кабиба, Фред
ди, Морасси и Персивале (Cablb, Freddi, Morassi, Percivale) [47] (2001), 
мы моделируем трещину как продольную пружину жесткости k и пи

шем 1/ k = d. В одной из ранних статей [2] (1978) Адамс, Кэли, Пи 
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и Стоун (Adams, Cawley, Руе, Stone) (см. также работы Кэли и Адамса 
[50] (1979); и Хирна и Теста (Hearn, Testa) [170] (1991), касатель
но ссылок на инженерные исследования) рассматривали поврежденную 
одномерную систему (обобщенный стержень), смоделированный как две 
части, В и С, связанные посредством пружины жесткости k. Если fЗss := 
= /Зss ( s, w) и 'Yss := 'Yss ( s, w) являются прямыми динамическими харак
теристиками (см. книгу Бишопа и Джонсона (1960) [34]) для В и С 
при х = s, то обычное исследование динамических характеристик зада
ет уравнение для частоты поврежденной системы в виде: 

/Звв ( s, !.JJ) + ')'88 ( S, !.JJ) + d = О. 

Следовательно, если wrn = w;;. + t5wm, wn = w~ + t5wn, где w;;., w~ 
являются неповрежденными частотами, то 

/Звв(s, wrn) + 'Yss(s, wm) = /Звв(s, w;;,) + /'ss(s, w;;,) + дwm :!.JJ, 

{/Зss(s,w) + /'ss(s,w)}lw=w~· 

Первое слагаемое является нулевым, так как w? является собственной 
частотой неповрежденной системы (d =О). Следовательно, 

откуда получаем вид (15.1.1). Наркис (Narkis) [24 7] (1994) использовал 
этот метод для равномерного свободно-свободного стержня. Для стерж

ня общего вида исследование возмущений из параграфа 14.3 показывает, 
что если Л = w2, то 

t5Лm = µЕ = µd = -(A(s)u~(s))2 d. (15.2.1) 

Морасси (Morassi) (2001) [237] (2001) существенно использовал этот 
результат. Он показал, что задача нахождения положения s по изме
нениям двух собственных частот в общем случае является некоррект

но поставленной: если система является симметричной, то повреждения 

в любой точке множества симметричных точек приведет к аналогич

ным изменениям собственных частот. Даже если система не является 
симметричной, ущерб в различных точках все равно может породить 

аналогичные изменения двух собственных частот. 

Морасси (2003) [238] получает частичные результаты для равно
мерных стержней при различных краевых условиях и определяет слу

чаи, в которых знание t5Лm, t5Лп позволяет и не позволяет единственным 
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образом найти положение s. Следовательно, например, для стержня со 
свободными краевыми условиями он определяет 

F - ьл:;. 
ст= 2 2. 2m 7r 

m-я (m ?3 1) форма колебания имеет вид ит(х) = V2cos(m7rx), откуда 
(15.2.1) дает 

значит 

с:;.= dsin2(m7rs). 

Теперь воспользуемся тригонометрическими тождествами, чтобы полу-

чить, что 

а следовательно, 

sin2(2m7rs) = (2sinn7rs.cosm7rs)2 = 

= 4sin2 m7rs - 4sin4 m7rs, 

d(4c:;,, - сfт) = 4(С;;,,) 2 

значит, размер и местоположение ущерба имеет вид: 

d= С!, 
1 - Сfт/ ( 4С;;,,)' 

. 2 С!, 
sш m7rs = --;г· 

Аналогично он показывает, что d и sin2 m7rs могут быть однозначно 
найдены по С!,+ 1 и С~, которые определяются следующим образом: 

s -JЛ~ 
ст= 2 2 2, m 7r 

(15.2.2) 

где Л~ является m-той собственной частотой стержня в случае, когда 
он оперт с обоих концов (упр. 15.2.1). 

Морасси и Дилена (2002) [239] рассматривают аналогичную зада
чу определения высоты и положения точечной массы, прикрепленной 

к тонкому стержню по ее воздействию на собственные частоты. В работе 

[236] (1997) Морасси ставит задачу определения трещины в стержне как 
обратную задачу, в духе главы 11, следуя работе Хольда [165] (1984). 
Он показывает, что положение трещины однозначно определяется по 
асимтотическому виду спектра. Бисконтин, Морасси и Виндель в [32] 
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(1998) изучают асимтотический вид спектра для однородного свободно
свободного стержня единичной длины с пружиной, имеющей жесткость 

k при х =с. Собственные значения>..(= w2 ) являются корнями 

р(Л) = ЛsinЛcsinЛ(l - с) - ksinЛ. (15.2.3) 

Мы можем рассматривать два вида асиптотик: для большого k и для 
малого k. Для k ---> оо две части стержня жестко связаны вместе: стер

жень является невозмущенным, свободно-свободным, его собственные 
значения равны Лm = m7Г, m = О, 1, 2, .... Для больших k, т. е. малых 

Е = 1/k, m-тое собственное значение имеет вид: Лm = m7Г + Eµm, где 
(упр. 15.2.2) 

µm = (-l)msinm7rcsinm7r(l - с). 

Это напоминает малое изменение, которое мы уже наблюдали в при
веденных выше рассмотрениях. Для малого k асимптотическая форма 
сосредоточена вокруг k = О; теперь стержень разбивается на свободные
свободные стержни, один из них имеет длину с, другой длину 1 - с; 

имеются две ветви 

Мы теперь подвергнем ветви возмущению и будем искать собственные 

значения в виде: Л = Лm1 + kvm 1 , Л = Лm2 + kvm2 , мы найдем (упр. 
15.2.2) с точностью до первого порядка, что 

Vm 1 = l/(m17Г), Zlm2 = l/(m27Г). 

Это дает асимптотическую форму обеих ветвей в виде: 

Am1 m~7Г + m~1Г +о (~i), 

Лm2 (;i~:) + m~1Г + О ( ~2 ) · 

Бисконтин (Biscoпtin) и другие экспериментально обнаружили очевид
ность двух таких ветвей для некоторых стальных стержней. Наши рас

смотрения к этому моменту касались распознавания ущерба по его воз
действию на собственные частоты. Мы обсуждали воздействие на по
ложения узлов для стержня в параграфе 14.3. Это, по существу, коли
чественный результат, который может быть полезен в эксперименталь

ных/численных исследованиях, см. работу Глэдвелла и Морасси (1999) 
[128]. 
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Ву и Фрике (Wu, Fricke) в работах [335] (1989), [336] (1990) и [337] 
(1991) обсуждают задачу поиска одного или нескольких небольших за
торов в канале. 

Упражнения 15.2 

1) Рассмотрим однородный стержень единичной длины с опертым кра
евым условием (S) и свободным (F). Определим с::,_+ 1 , С~ как 
в (15.2.2). Покажите, что если дефект, d, располагается в точке 
Х= S, ТО 

d = с::.+1 +с~, cos[2(m + l)7rs] = -1 + } 
8 1 + Cm+1/Cm 

2) Проверьте уравнение для собственных чисел (15.2.3) для равномер
ного свободно-свободного стержня, подчиняющегося уравнению 

и"+ Л2и =О, u.'(O) =О= и'(1), 

если существует пружина жесткости k, связывающая части слева 
и справа от х = с (см. уравнение (14.3.5)). Найдите асимптотиче
ский вид для собственных значений при малых и больших k в одно
родной трубе, используя измеренные сдвиги собственной частоты. 

15.3. Выявление дефектов в балках 

Многочисленные ранние статьи, включая работы Кэли и Адамса 
(Cawley, Adams) (1979) [50] и Херна и Тесты (Hearn, Testa) (1991) [170], 
использовали анализ чувствительности, основанный на общем дискрет

ном уравнении 

(К -..\M)u =О. (15.3.1) 

Допустим, что жесткость и матрица масс возмущены как К+ бК, М + 
+ бМ, соответственно, и решением является u + бu, .А+ бЛ. Тогда 

(К+ бК - (Л + дЛ)(М + дМ))(u + бu) =О, 

и, переходя к уравнениям первого порядка, получаем 

(К - ЛМ)u +(К - ЛМ)бu + (бК - ЛбМ)u - дМu =О. 
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Теперь, домножая слева на uт и используя (15.3.1) и равенство 
uтMu= 1, найдем 

В частности, если изменилась только жесткость структуры, то 

(15.3.2) 

Это уравнение показывает, что если изменения К известны, то изме

нения собственных частот можно найти. Одним из способов решения 

обратной задачи является, наоборот, вычисление изменений различных 
частот, вызванных изменениями всех элементов конечно-элементной мо

дели рассматриваемой структуры, а затем определение, изменения како

го элемента вызывают изменения множества частот, ближайшие (или 
по виду, или в смысле оценок наименьших квадратов) к найденным или 
заданным. Колей и Адамс (Cawley, Adams) [50] (1979), Юэн (Yuen) 
[341) (1985), Морасси и Ровир (Morassi, Rovere) [241] (1997), Вестро
ни и Капеччи (Vestroni, Capecchi) [327] (1996), Вестрони и Капеччи 
[328] (2000) следуют этому общему подходу. См. работу Шеня и Тэй
лора (Shen, Taylor) [304] (1991) для аккуратного и детального изучения 
инженерной составляющей этой проблемы, исследованной в смысле оце

нок наименьших квадратов. Также см. работы Линга, Ху и Чоя (Liang, 
Ни, Choy) [213] (1992а) и (214] (1992Ь), Давини, Гатти и Морасси 
(Davini, Gatti, Morassi) [72] (1993), Кэрри и Вестрони (Ceгri, Vestroni) 
(51] (2000), а также Капеччи и Вестрони [48] (1999). 

Существует большое количество статей, в которых обсуждает

ся много различных способов моделирования удара балки, подвер
женной колебаниям изгиба, включая работы Фрюнда и Херрманна 
(Freund, Herrmann) [91] ( 1976), Хондроса и Димарогонаса (Chondros, 
Dimarogonas) [ 55] (1980), Гудмандсона (Gudmundson) [ 157] (1982), 
Кристидиса и Барра (Christides, Barr) [54] (1984), Шеня и Пьер
ра (Shen, Pierre) [303] (1990), Ризоса, Аспарагатоса и Димарогонаса 
(Rizos, Aspragathos, Dimarogonas) [291] ( 1990), Осташковича и Крав
чука (Ostachowicz, Krawczuk) [255) (1991 ), Хондроса, Димарогонаса 
и Йао (Chondros, Dimarogonas, Уао) [56] (1998) и другие работы, ци
тируемые в этих статьях. Простейшей моделью удара является враща
тельная пружина жесткости k; см. работы Хондроса и Димарогонаса 
[55] (1980), Наркиса (Narkis) [247] (1994), или Болтезара, Странкара 
и Кюхелья (Boltezar, Strancar, Kuhelj) [38] (1998). Каждый из этих ис
следователей подходит к проблеме своим собственным путем, наиболее 
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типичным является подход Болтезара и др., устанавливающих уравне
ние для определения частоты однородной балки, смоделированной как 
вращательная пружина жесткости k, подвергшейся действию удара во 
внутренней точке R, и находящих значение R, которое вызывает ту же 
самую жесткость k, которая получена из измеренных (на самом деле 
численно предсказанных) изменений первых шести собственных частот. 
См. также работу Ву [338] (1994), в которой изложен другой подход, 
и обзорную работу Натке и Кэмпела (Natke, Cempel) [248) (1991). 

Следуя Морасси [235] (1993), мы рассмотрим анализ методов воз
мущений для балки с вращательной пружиной жесткости k, располо
женной в s, где d := 1/k = Е мало. Мы следуем основным направлениям, 
установленным в главе 13.1 для стержней. Балка определяется уравне
нием (13.1.4) с краевыми условиями (13.1.12), (13.1.13) и условиями на 
скачок в точке х = s: 

[и]= О= [ru"] = [(ru")'], r(s)u"(s) = k[u'], 

где, как всегда, [!] := f(s+) - f(s-). 
Записывая 

и(х) = иа(х) + Ev(x), Л = Ло + Еµ, 
в (13.1.4) мы найдем 

( ")" \ ru0 = лоаио, 

( ")" \ rv = лоаv + µаио, 

(15.3.1) 

(15.3.2) 

где обе функции ио и v, удовлетворяют краевым условиям (13.1.12), 
(13.1.13) и v удовлетворяет условиям на скачок 

[v] =О= [rv"] = [(rv")'], [v'] = r(s)u~(s) .. 

Умножая (15.3.2) на ио и (15.3.1) на v, вычитая и интегрируя вдоль 
(0,1), мы найдем (упр. 15.3.1), используя краевые условия и условие на 
скачок, что 

µ = -(r(s)u~(s)) 2 , (15.3.3) 

таким образом, изменение m-той собственной частоты равняется 

(15.3.4) 

Морасси в работе [235) (1993) отметил, что это показывает, что изме
нения Лm( = ""';;,) пропорциональны потенциальной энергии, запасенной 
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в месте s неповрежденной балки; также они пропорциональны квадрату 
кривизны неповрежденной балки в s. В работе [238] (2003) Морасси 
использует (15.2.4) так же, как он использовал соответствующее урав
нение (15.2.1) для стержня. Например, он показывает, что жесткость 
и расположение повреждения однородной свободно опертой балки опре
деляется единственным образом (за исключением симметрии) изменени
ями m-той и 2m-той частот. Альтернативное отождествление задается 
изменениями m-той частоты балки со свободно опертыми граничными 

условиями и (m + 1)-й частоты балки со скользящими краевыми усло
виями, см. упр. 15.3.2. Ясно, что он использует эти условия потому, что 
они являются единственными, для которых форма колебания является 

отдельно синусоидальной или косинусоидальной; в общем случае фор
ма колебания включает как синусоидальные, так и косинусоидальные 

слагаемые. Предложенную процедуру легко обобщить на случай изме
нений частот под действием других краевых условий. Морасси и Ролло 
(Morassi, Rollo) в работе [240] (2001) используют (15.3.4) для оценки 
расположения двух ударов в балке со свободно опертыми концами. 

Было также написано несколько работ, посвященных распознава

нию дефектов по другим воздействиям, а именно искривлению, изме

нению формы волны и узловых точек. Так, Пандей, Бисуас и Самман 
(Pandey, Biswas, Samman) заметили в [260] (1991), что кривизна ос
новной волны поврежденной балки возрастает в области, расположен

ной близко к зоне повреждения; это отличалось от простого изменения 

формы колебания, которое в общем случае не локализуется возле зоны 

повреждения, см. работу Ризоса, Аспарагатоса и Димарогонаса [291] 
(1990). Пандей и др. использовали этот эффект для локализации повре
ждения. 

Дилена и Морасси (Dilena, Morassi) в работе [80] (2002) и Ди
лена в работе [78] (2003) провели систематическое изучение для то
го, чтобы понять, можно ли обобщить вывод Глэвелла и Морасси, см. 
[ 128] (1999), для стержня, согласно которому узловые точк.и сближа
ются к. местоположению дефекта, и применить его к гибко вибриру

ющей балке. Результат для стержня следует из теоремы Штурма, как 
описано в главе 14.3. Форма колебания балки подчиняется уравнению 
(I 3.1.4) четвертого порядка, а не простому уравнению второго поряд
ка (14.3.2), описывающему стержень. Как показали Лейтон и Нехари 
(Leighton, Nehari) в своем массивном авторитетном исследовании [206] 
(1958) осцилляторных свойств уравнений четвертого порядка, не су

ществует простых обобщений результатов Штурма на такие уравнения. 
Существуют точки, называемые идентичными точками, и можно пока-
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зать, что эти точки сближаются к месту дефекта, но идентичные точки 

не имеют ясной физической интерпретации. В подтверждение этого вы

вода Дилена и Морасси построили в работе [80] (2002) контрпримеры, 
показывающие, что узлы не всегда сближаются к месту дефекта. 

Простейший контрпример показан на рис. 15.3.1, он взят из ра
боты [80] и упрощен. Рис. 15.3.1 (а) показывает первое (собственное) 
изгибающее колебание (т. е. колебание типа 3) балки с двумя свобод
ными концами. Оно имеет две узловые точки: 6 и (2. Рис. 15.3.l(б) 
показывает знак изменения позиции 6 в зависимости от дефекта ве

личины d (измеренной некоторым образом) и позиции s. Заметим, что 
знак зависит почти всецело от s. Узел 6 расположен приблизительно 
в 0.2; из чертежа видно, что если s < 0.41, то узел смещается влево 
(знак отрицателен), тогда как если s > 0.41, то он смещается впра
во (знак положителен). Это означает, что если s лежит в интервале 

(0.2; 0.41), то узловые точки смещаются «неправильно». Рис. 15.3.1 (в) 
показывает наличие аналогичного интервала в окрестности второй узло

вой точки, в этом интервале дефект вызывает «неправильное» смещение 

узлов. Для соответствующей осевой вибрации балки изменение знака 
происходит в точности в узловой точке: если дефект расположен сле

ва от узла (неповрежденного стержня), то узел будет двигаться влево 
(знак отрицателен); а если справа, то вправо (знак положителен). Для 
балки, оказывается, можно утверждать следующее: «удаленный» от уз
ла дефект вызывает смещение узла в направлении дефекта. Дилена 

и Морасси в работе [79] (2002) расширили свой анализ на колебания 
более высоких типов и нашли, что существуют различия в действии 

повреждения на, так называемые внешние и внутренние узлы ; внеш
ний узел является крайним узлом, ближайшим к концу стержня. Они 

дополняют свои исследования практическими примерами. 

Упражнения 15.3 

1) Получите уравнение (15.3.4) для замены собственного значения при 
ущербе d(= 1/k) в точке s. 

2) Найдите изменение m-того собственного значения для свободно за
крепленной и для скользящей однородных балок, находящихся под 

воздействием вращательной пружины с жесткостью k при х = s. 
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а) 

б) 

d 

о.о 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 s 

d в) 

о.о 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 s 
Рис. 15.3.1. Если ущерб находится в незаштрихованной (заштрихованной) обла
сти, то узел двигается влево (вправо) 
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