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-�� ;!�!����"��"������ �������� &�� ��(��"�� �;� �5"; � �!���( ��"��
7��� '!������ �5� A�"��������# 8 ��!��!�� /)7 "�������!�""0� &����5���
��� "'��(��"4 &�����!�!�*��; &����"� ���"�" " ��!��!�"�"� �� �!'��!��
&�� ��(��"� %���� �"&! /����!'��!45�� ���*40? 	
��� �
�������
�?"
�����"� � ��� �!�9 /8���!� ���* ������ �7�'�!�!�� # # # >� �� ����!� ���* ���*
����!'��!45!� ���*� ! �"�* �!� � ������� �� ��("��� "��"�����* "�" ��(�
����* ������"7�= ���*7!� �!&�"���� ���* ���*� �� ��! �� "��"��! " �� ��(�!#
6�!�� &���"� ���" ���!����� ' ��* 7�' ��"�!�"�� "7� �!��������"� "; 7����
&� �7!�� "�������� ��!������"� "�" ��";��������� "��������= � �!����5���
"���� ��!�"4 �����"��� ����!'��!45!� ���*#0

3�* �%;���� 1�����;���* A ��$�����/��� �%� $�1% �) .���� $�1��6
1��%$6 A ≡ �� ���� A ��$���� 9$
 �
 ��$���� �$���;������ �)�%;%����
1�����;����� A< � A ≡ �� ���� A ��;��
 >�� @$�� 1�����;���� A
��;�$ .)$6 &%1��%�� �%� � ��������(� $%� � � �%��(-��.� �������+����(
0����� �%1�����!

����% �1%�%�$ � 
%�1�(���� ���� ≡ �E
3��1� �1%�%�$ � 
%�1�(���� ���� ≡ �E

�$ �����1�$%�/�� ≡ �E

�$ �).% ≡ �E
V  +�$��� +���� ≡ �E
V  ��+�$��� +���� ≡ �E
2 + 2 = 4 ≡ �E
2 + 2 = 5 ≡ �
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�	 B�1��6 ���.2����� ����%$6 ��% �%;�)2 &%��+%��*

>�����
 �����* � �������)������� �$��$� �% ��1���� ��$���� ���

��;�� ����$���� 1�����;����� �) ����� � ���� 1���'�1�%�6��� ��&-
��;���$6 �%$6 $%��( �$��$� % �� 0%�$�+����� ��� �%��+��
 �) �� &�%���
�%1����� 9� ��*� �� ����%-��.��6 �&�%��<� ��$���� ��� ��;�� 1�����-
;���� 4aA��%�%b � a������*b  1���&������* ������ � $��� ;� %�$��%5�
�� *���� +$� ��� ��.� ��$����� ��.� ��;��

�$����
 3�* ����$��)2 1�����;���( �2 ��$�����$��� &�%+���� 9$
 �


�2 ��$�����$6 ��� ��;���$6< &%����$ �$ �.�$�*$��6�$�� 1�� ��$��)2
��� 1���&�����) 9��� �%1��%�)<� �%1�����! 4�+��% &���6 :�� ����5
��� 4B������6��� ABC  1�*������6�)(5
 9�� �$���� 1������ ��-
$�����$��� &�%+���� &%����$ �$ $���� �%��� $�+�� �.�&�%+��) +���&
A, B, C
<

�	 � �������$��� 1�����;���� �%���%$���%�$�* �%� +%�$�)( ���+%(
*&)������ &�%�%
� F&)����( &�%� ��$6 ���1�%���%* �����'%! �� ����$
��� �$����)� ���$������ � ���:���
 ���$����** �$����% &�%�%  @$�
��� ��)��� ���:�**  ��� �%$���%�6�%* 9$
 �
 &�����%* ��� ��%0�+�-
��%*< 0���%
� X�)�� *&)������ &�%�% ���$����$�* � ��� 0����( 1�
�1��������)� &%���%�� �&�+���� ��$��)2 ���$%��*�$ ��%���� &%�%+�
�������$���
 W����% $%�;� &%���%�$�*� � ��/���$�� �&�+����� ���$-
��:���* ��;�� 0����( � ��)���� *&)���)2 &�%��� +%�$���� ���%  
1�����;���(E ���%�� 1�� @$�� ��% � ���$��$�$��� �� ������ '��*��
���%��+��%�$�* �%����$������ ����( 4���$%���( +%�$�5 ��)��% 1���-
��;���*  ��� ��$�����$� ��� ��;���$�� �������+���� �)�%;%���(
��$�����$�)� &�%+�����

Y/� ���� +��&�)+%(�� �%;��� �$��+�� 1��2��% ������ � �&�+����

1�����;���( �$ 1��2��% �������$��� ���$��$ � $��� +$� ��������+-
�)� 1�����;���* 9$
 �
 ����/�� ���� � $�$ ;� ��)��< � ������� �%�
1�%����� �� �%&��+%�$�*
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 >���$�(:�� &%���) � 1��*$�* ������

4[���� �� ����$�* �% +���� U5� 4B��(�% ��$6 ����$��6 1*$�%�'%$�5�
4B��(�% *��*�$�* ����$���� 1*$�%�'%$�5� 4[���� �� ��%$�� $���5 �
$�+�� &����* ������ 1����$%��*�$ ��.�( ���� � $� ;� 1�����;����


8�" � %���� �!'�"�"� ����"� ���"�" &�� &��"�!4� �� &��*'��!�*�� ����
�"��� /&�� ��(��"�0 " ������� � /��( ��""0 "�" /����!'��!�""0# +$�����
"' %�";  ��; ����"��� "�&��*'����� &��"��5�������� � �"���!���� &� ��!�
 "2"����� ���"��� ������ ? � �!���!�"������ ���"��#, >� �!��� �!���"���
����(��!�"� �� ��!��!�"�" �� &����!�� ����"�* ����� �����������45��� &��
���"�� ! ������ ���!�� %����# E��" ������*�� �� �!'���7�!'��; &�&����  !�*
�&�� ����"� ��( ��"�� ������� ? &� &�"�"�!�� "'��(����� � &�� � �5��
��!��� ? �!�� ���  !4�� " ����� ����"�* ��"�!�"� �! ���� �!� %��� ����"�
�&����7������� ����� �� &�"��" � ���� �� ��� " &� �7O���� " &� �� ��(!�
�"4 /��( ��"�0 ��! "2"����� ���"�" &�"7�"'"���*�� ���&! !�� � ���� ���
�"���"��� �!'��!4� ���������� �������� +�������, &�� ��(��"�# $�&���
�! �!���!��"�!�* ��������44 ������� �'������� '�!�! +! ��� 7���� �!����
���(����� �!� &�� ��(��"�, �� ��*�� �� ������� &����!5!�� �� � ���*�!
���&�� ������4 /��5����*0� &�"�"�!�* ������4 � �!������ &�����!�!�*����
&����"� ��� �" 2������7�!'��# 8 �� (� ����� �7O�� &����"� /&�� ��(��"�0
;����� &�� ��!����� ��7� ����"� �7�!'��!���� �������# $�%���� &�!�"�*���
&����&!4�� �! �!� �'��� � �� !������ ������� ������� &�"'�!4� '!�"�"����*
���"�" �� ��!��!�"�" � %��� ��&����� &��*'���* ����"��� /&�� ��(��"�0#

S�� �!�!���� ����! /����!'��!�"�0� �� ��� "�&��*'����� �"7� � ��� (�
������� ��� " /��( ��"�0� �"7� &����� �!� ��;�"����"� ����"�  �� �7�'�!�
���"� &�� ��(��"�� ���!(!45"; "��"���� "�" ��(��� �����( ��"�# >� �
�!��� ����"�� ��� ���7;� "���"9  ���!����� �!' �!���� ! ����� ������"�*�
�!�"� &�� ��(��"� "��4��� � �" �#
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�	 �%:�( .��;%(:�( &%�%+�( .���$ $�1��6 �&�+�$6 �$������ 1���-
��;���(� .�& +��� ����&��;�� 1��*$6� �%� ��$����) �%���;����*
 ��
��%+%�% �%� 1����$�* 1�&�%����$6�* � ����$��)�� �%$��%$�+������
1��*$�*��� 1���%���;%/���� 1� ��$� ���%� $%�;� � � ������)� 1��*-
$�*� ������
 >���)� �& ��2 .���$ 1��*$�� ���;��$�%
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�������� � �%$��%$��� �%&)�%�$ ��.�� ������1���$6 ��.)2
41�����$��5� ������$�%* 1�����% � ���(�$�% ��$��)2 ����$ .)$6 �%-
���� ������
 ��;�� ������$6� �%1������ � ���;��$�� ���2 ����� �
����$���� �$%��E � ���;��$�� ���2 '��)2 1���;�$��6�)2 +����E � ���-
;��$�� ���2 .��� �������� %�0%��$%E � ���;��$�� ���� �1%�%�/�2 �
�����E � ���;��$��� ���$�*/�� �& +���% �� H����%���% �%�����������
���) � ����% 4���;��$��5
 4>�����$)5� �& ��$��)2 ���$��$ ���;�-
�$��� �%&)�%�$�* ��� 8����
����E � ��2 �����*$� +$� ��� ���
�������

�%����� ���;��$�� 9��� �0���� � ����<
 Y��� ���;��$�� � ��� @��-
���$) �.�&�%+��) �%����-��.� ������%���  �%1������ .���%���  $�
����$� ����% 41���%���;�$5 �% 1��6�� +%�$� ��1��6&��$�* &�%+�� ∈E
$%��� �.�%&��� a ∈ A �&�%+%�$ $� ;�� +$� 4a 1���%���;�$ A5
 ����$�
4a 1���%���;�$ A5 �����*$ $%�;� 4A �������� a5
 B%��� �.�%&���
1�����;���* 4a ��$6 @�����$ A5� 4a 1���%���;�$ A5 � 4A �����;�$ a5
��������+�)� $
 �
 �&�%+%�$ ���� � $� ;�� � $� ;� �%��� �&�%+%�$ ���-
����+���%* &%1��6 a ∈ A
 �)�%;���* 41���%���;�$5 � 4�2���$ �5  
$�+�)� �������)

>��*$�� ���;��$�% ��;�$ 0%�$�+���� � ������ ���( �%$��%$���E

��$��$����� 1�@$���� +$� �) ��� �� �1�����*��� % $��6�� 1�*��*�� ���
��)�� 1�����%�� � 41��.��&�$��6�)� 1��������5 �% ��$��$����)(
*&)�
 9��1����� $�� +$� .)�� ��%&%�� � 1�����%+%�6�)2 1��*$�*2
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�%�� � ��%�� �
< ���1�����*��)� *��*�$�* � 1��*$�� 41���%���;�$5

�� 1��*$�* 4@�����$5 � 4�����;�$5 �1�����*�$�*! �2 �1��������*
���$�*$ � ��%&%���� +$� 1�����;���* 4a ��$6 @�����$ A5 � 4A �����-
;�$ a5 �&�%+%�$ $� ;�� +$� 4a 1���%���;�$ A5
�

����$� ���� 4�� 1���%���;�$5 +%�$� 1��6&��$�* &�%+��� /∈
 Y�-
��� �%1������ M �&�%+%�$ ���;��$�� ���2 +�$�)2 +����� $� 2 ∈ M �
−5 /∈ M � 0 ∈ M � $
 �


�	 Y��� �%;�)( @�����$ ���;��$�% A *��*�$�* $%�;� � @�����$��
���;��$�% B� $� �����*$� +$� ���;��$�� A ��$6 ����
�������� ���
������ ���;��$�% B� ���� ��%+�� +$� A ���������� � B� ���� �%����'�
+$� B �������� A 9��� @$� 1�����;���*� $%��� �.�%&��� ��������+-
�)<� % ��* ��%$���$� +%�$� 1�:�$ A ⊆ B ��� B ⊇ A
 X�����$ �.�%$�$6
����%���� +$� ����� 4�����;�$5 �1�$��.�*�$�* � ���2 �%&�)2 ��)��%2!
4�����;�$ � �%+��$�� @�����$%5 � 4�����;�$ � �%+��$�� 1�����;��$�%5

�% �%��� ���� $� � ������ 4�����;�$5  �%&�)� ����% 9������)<

Y���� �%1������ A �&�%+%�$ ���;��$�� ���2 �$����$�� ����$�����

��������$�$%� B  ���;��$�� ���2 �$����$�� ��$���+������ 0%���6$�$%
@$��� ��������$�$%� C  ���;��$�� ���2 �$����$�� ��� 0�������+�-
����� 0%���6$�$% � D ���;��$�� ���2 �$����$�� 1������ ����% @$���
0%���6$�$%� $�� �+������� B ⊆ A� C ⊆ A� D ⊆ C� D ⊆ A
 
���� $����
��;�� �$���;�%$6� +$� A ⊆ A� B ⊆ B� C ⊆ C� D ⊆ D
 � �%��� �����
1� $�+���� ��)��� �1��������* �%;��� ���;��$�� *��*�$�* +%�$6�
91�����;��$���< �%���� ��.*! ���6 �$���;����� 4�%;�)( @�����$ ���-
;��$�% A ��$6 @�����$ ���;��$�% A5 �1�%������� ��* ��.��� A


�����*$� +$� ���;��$�� A ���
� ���;��$�� B� ��� +$� ���;��$�%
A � B ���
,� ���� A � B ���$�*$ �& ����2 � $�2 ;� @�����$��  ��%+�
�����*� ���� ��� @�����$) A *��*�$�* @�����$%�� B � ��� @�����$) B  
@�����$%�� A� $
 �
� ���� A ⊆ B � B ⊆ A

>�����6�� ���;��$�%� ����� ����2 @�����$��� ���%��( �����( 4��/-

���$�5 �� ����$� �) ���;�)� ��$%������ +$� ��% ���;��$�% �%��)�
�+�$%$6� +$� @$� �% �%��� ���� �� ��% �%&�)2 ���;��$�%� % ���� � $�
;�
 ����$� 4A �%��� B5 1�:�$ ��* ��%$���$� A = B� ����$� 4A ��
�%��� B5 1�:�$ A �= B

F���� +$� ��* ��.)2 ���;��$� A� B� C! %< A = AE .< ���� A = B� $�

B = AE �< ���� A = B � B = C� $� A = C


�.���� ��� #� ��#�� ��
� �� ���
����$�� ����)���� ��� ������ ��"��

��
:������;� �� �� ����)���� ��� ������ :���	���;� ��F�
���� 
��

 ����� ��

�	����


���� 
������ ��� :6��� ���	�
 ������ C����; �������� �� #�� ��� :C��� ����

������ � 6����;�



��%�% �
 ���;��$�% � �$��:���* �C

Y��� A ⊆ B � A �= B� �����*$� +$� ���;��$�� A ��$6 ����

�� 9���
��*����

��< ����
������� ���;��$�% B  ��%+�� ����

�� 9���
��*����

��< ����� ���;��$�% B  � 1�:�$ A ⊂ B ��� B ⊃ A
 B%��
� 1���������� �):� 1������ B� C � D ��$���)� +%�$� ���;��$�%
A � D ��$���%* +%�$6 ���;��$�% C 91�� �������� +$� ��������$�$
�� ���$��$ �& ������ ��$���+������ ��� 0�������+������ 0%���6$�$% �
0�������+����( 0%���6$�$ �� ���$��$ �& ������ 1������ ����%<


�	 ���;��$�% ��;�� &%�%�%$6 �%&��+�)�� �1���.%��
 X%�)( 1��-
�$�( �& ��2  1���+����$6 ��� @�����$) ���;��$�%� $
 �
 �%&�%$6 �2
���� &% ������ 94���;��$��� ���$�*/�� �& +���� �� −3� �� ��� Uc�5�
4���;��$��� ���$�*/�� �& �����% B��;�% � 1�%��$ �%��% � d1�$��%5
� $
 1
< #$� �%���� �� �����% ��;�� ����%$6E .)�%�$� ���%��� +$� 2�$*
� .���%�6��� ��)��� 1���+����$6 ��� @�����$) ���;��$�% ���6&*� �2
��;�� �%&)�%$6 ���� &% ������ $%�� +$� ��.�( @�����$ .)� .) ����%-
��.��6 �%&�%�� ���� .) �) �%�1��%�%�� �����%��+���)� ��������

�%1�����! 4���;��$��� ���$�*/�� �& +���� �� �� �� V � $
 �
5 9�%+��%*
� ���*� �%;�)( �%& 1��.%��*�� � �+�������� +���� ���(��<� 4���;�-
�$��� ���$�*/�� �& +���� �� �� C� �V � $
 �
5 9�%+��%* � �����')� �%;�)(
�%& .���� ��%��%$ ������/��� 1� 1��*��� �%$��%�6���� +���%<
 �
@$�� ���+%� $�;� �����*$� +$� ���;��$�� &%�%�� ���������
��� ���
@�����$��

3�* �.�&�%+���* ���;��$�%� &%�%����� 4�%�$�*/��5 1���+��������

��� @�����$��� 1��6&��$�* 0�����)�� ���.�%��� ���$�� ��$��)2 1�-
:�$�* �.�&�%+���* ���2 @�����$�� ���;��$�%� �%&������)� &%1*$)��!
�%1������ {2, 7,−2, 1/2} �&�%+%�$ ���;��$��� ���$�*/�� �& +���� ��
�� −2 � �c� 9@$� ���;��$�� ��;�� �.�&�%+�$6 $%�;� {7,−2, 2, 1/2}�
{1/2,−2, 2, 7} � $
 �
<
 Y��� �)1��)�%$6 �.�&�%+���* ���2 @�����$��
�$���$��6�� � � $� ;� ����* ��$��$���� *���� �%� �2 1���+����$6�
$� $%��� �.�&�%+���� �.)+�� ����%/%�$� &%���** &�%�� ����$��)2
@�����$�� �����$�+���E �%1������ {1, 2, 3, . . . , 100} �&�%+%�$ ���;��$��
���2 '��)2 +���� �$ � �� ��� ����+�$��6��
 >���.�)�� �.�&�%+���*��
1��6&��$�* � ��* ���;��$�� &%�%��)2 4.������+�)� 1���+��������5!
{0, 2, 4, 6, . . . }� {1, 4, 9, 16, . . . } � $
 1

3����( �.)+�)( �1���. &%�%$6 ���;��$�� ��%&%$6 �%���-��.�

0����������������� ���	���� ��� @�����$��� $
 �
 ���(�$��� ��$��)�
�.�%�%�$ ��� @�����$) �%����� ���;��$�% � $��6�� ��� 94���;��$��
���2 +�$�)2 +����5� 4���;��$�� ���2 '��)2 1���;�$��6�)2 +�����
���6:�2 ����5� 4���;��$�� ������( G�%�'��� ��$�1��:�2 �% 1���$��
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 X$������ 1�����;���(

1���� �V�� �
5<
 3�* ���;��$�� &%�%��)2 $%��� �.�%&��� $%�;� ��$6
���.�)( �1���. �.�&�%+���*� ��$��)( ����� 1��*$6 �& 1�������!

{x | x +�$��� +���� } �&�%+%�$ ���;��$�� ���2 +�$�)2 +����E $� ;�
�%��� �&�%+%�$ {2n | n = 0,±1,±2, . . . }E

{x | x '���� +����� x < −5} �&�%+%�$ ���;��$�� ���2 '��)2 +�����
���6:�2 −5


�������	 �< 3�* �%;�)2 ���2 �& ������/�2 ���;��$� �1������$6�
�%��) �� ��� � �����;�$�* �� �%���-��.� �& ��2 � ������! ���;��$��
��%��%$�� ���2 '��)2 +����E ���;��$�� ��%��%$�� ���2 '��)2 1���;�-
$��6�)2 +����E ���;��$�� ��%��%$�� ���2 '��)2 �$��'%$��6�)2 +����E
���;��$�� ��%��%$�� ���2 '��)2 ���$��'%$��6�)2 +����

�< >� �.�%&'� �%����$�%

{1, 2, 3, . . . , 100} = {x | x '���� +����� 0 < x < 101}

�.�&�%+�$6 ������ �1���.�� �%;��� �& ������/�2 ���;��$�!
{x2 | x '���� +���� }E
{x | x '���� 1���;�$��6��� +���� }E
{1/2, 1/3, 1/4, . . . , 1/1000}E
{1, 8, 27, 64, 125, . . . }


�	 [�$%$��� ���;�� .)$6 �;� *���� +$� �� ���;��$�� �� �.*&%$��6-
�� ���;�� .)$6 4�����5 @�����$��  $%� ;�� �%� +�����% �� �����%
+���)�
� ���;��$�� {x | x '���� +����� 1 < x < 4} = {2, 3} ���$��$
����� �& ���2 @�����$��� ���;��$�� {x | x '���� +����� 1 < x < 3} =
= {2} �& ������
 	���� $���� ��;�� ������$6 � ���;��$��� �� �����-
;%/�� �� ������ @�����$%E $��6�� $%��( ��)�� ��;�$ ���$6� �%1��-
���� �.�&�%+���� {x | x '���� +����� 1 < x < 2}� ��+�� ��/��$���-
�)� �� �$��+%�/���* �$ $��6�� +$� 1�������:�2�*
 ���;��$��� ��
�����;%/�� �� ������ @�����$%� �%&)�%�$�* ����,� � �.�&�%+%�$�*
�������� ∅
 >� $�+���� ��)��� �1��������* �%����$�% ���;��$� ���
1��$)� ���;��$�% �%��) ��;�� ��.�( 9��(�$��$��6��� ��� ��� 4���$�*$
�& ����2 � $�2 ;� @�����$��5� % ������� 4�� ���$�*$ �� �& �%��25<�
���� ��+:� ��%&%$6� ��/��$���$ $��6�� ���� 1��$�� ���;��$��
 9B%���
�.�%&��� {x | x '���� +����� 1 < x < 2} $� ;� �%���� +$� ���;��$��
������( G�%�'��� ��$�1��:�2 �% 1���$�� 1���� �C�� �
<
>� �1��������� �+�$%�$�*� +$� 1��$�� ���;��$�� +%�$6 ��.���

���;��$�%� $
 �
 ��* ��.��� ���;��$�% A ����$ ���$� ∅ ⊆ A
 9#$� ��

�E�

��� ������ :���#�
���; ���	
���
��� 
���� ��
��� ����$���� �������
WJRXJ� C�"����$��
�� ���#�
���/ JRSJNHYJ� ��"���
��
�� / SJL�
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1��$�����+�$ �%����� �):� �1��������� +%�$�! �$���;����� A ⊆ B
��;�$ .)$6 �1��������$� $��6�� ��%&%���� @�����$% ���;��$�% A� ��
*��*�/����* @�����$�� ���;��$�% B� �� 1�� A = ∅ $%���� @�����$%
&%������ ��$
<

�	 3�* ��.)2 ���;��$� A � B ��;�� �.�%&��%$6 ���)� ���;��$�%�
�%&)�%��)� �2 �.D���������� 1�����+����� � �%&���$6�� ������/��
�.�%&��!

9*+���
�
��� ���;��$� A � B 9��� ���;��$�% A � ���;��$��� B<
�%&)�%�$�* ���;��$��� ���$�*/�� �& ���2 @�����$�� A � ���2 @�����-
$�� B
 �.D�������� A � B �.�&�%+%�$�* A∪B


:�������
��� ���;��$� A � B 9��� ���;��$�% A � ���;��$��� B<
�%&)�%�$�* ���;��$��� ���$�*/�� �& ���2 @�����$�� A� ��$��)� *��*-
�$�* $%�;� � @�����$%�� B
 9A����% ����$� 41�����+����5 �����*$
4�*-�� �����5
< >�����+���� A � B �.�&�%+%�$�* A∩B


;� 
����� ��;�� ���;��$��� A � ���;��$��� B �%&)�%�$�* ���-
;��$��� ���$�*/�� �& $�2 @�����$�� A� ��$��)� �� *��*�$�* @�����$%-
�� B
 ,%&���$6 ��;�� A � B �.�&�%+%�$�* A \B

�1��������* �.D�������*� 1�����+���* � �%&���$� ���;��$� ��;��

1�������$�����%$6 ������/�� ��������� �% ��$���� ���;��$�% A �
B ������� �&�.�%;��) &%��������)�� 1�*������6���%��!

�

�

�

�

�

�

�

�

A \B B \AA∩B

A∪B

A B

���� �!	 �< >��$6 A = {1, 2, 3, 4}� B = {2, 3, 5}
 B���%
A∪B = {1, 2, 3, 4, 5}� A∩B = {2, 3}� A \B = {1, 4}� B \A = {5}

�< >��$6 X = {1, 3, 5, . . . }� Y = {2, 4, 6, . . . }

B���% X ∪Y = {1, 2, 3, . . . }� X ∩Y = ∅� X \Y = X� Y \X = Y 
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 X$������ 1�����;���(

A& �1��������( *���� +$� ���� A ⊆ B� $� A ∪ B = B� A ∩ B = A�
A \B = ∅

Y��� A∩B = ∅� �����*$� +$� A � B 
� ������������
 � @$�� ���+%��

�+������� A \B = A� B \A = B

F��� $%�;�� +$� ��* ��.��� ���;��$�% A ����$ ���$� A ∪ ∅ = A�

A∩∅ = ∅� A \∅ = A


����"�	 >��$6 A = {1, 2, 3, . . . }� B = {n | n '����� n < 6}
 �%($�
A∪B� A∩B� A \B� B \A


�	 �1��%'�� �%� ���;��$�%��� ���$�*/�� � �.�%&��%��� 1� ����
���;��$�%� A � B �2 �.D�������* A∪B � 1�����+���* A∩B� $%�;�
�%&)�%�$�* ���$��$�$����� �*+���
�
��� � ��������
���
 �1��%'�*�
���$�*/%* � �.�%&��%��� 1� ���� ���;��$�%� A � B �2 �%&���$� A \B�
�%&)�%�$�* �,����
���

�1��%'�� �.D�������*� 1�����+���* � �)+�$%��* ���;��$� �.�%�%-

�$ ����$��)�� �%;�)�� ���(�$�%��� �� ������ 1�2�;��� �% ���(�$�%
%��0��$�+����2 ��(�$��( �%� +���%��

��$ @$� ���(�$�%!

8
 A∪B = B ∪A 9�����$%$�����$6� �.D�������*<


88
 A∩B = B ∩A 9�����$%$�����$6 1�����+���*<


#$� ��% ���(�$�% �+�����)� �.�%&�� ������$ �& �1��������( �.D-
�������* � 1�����+���*


888
 A∪ (B ∪C) = (A∪B)∪C 9%���'�%$�����$6� �.D�������*<


<��� ���������� >� �1��������� �.D�������* ���%* +%�$6 @$���
91��% 1���1��%�%�����< �%����$�% ��$6 ���;��$��� ���$�*/�� �& ���2
@�����$�� ���;��$�% A � ���2 @�����$�� ���;��$�% B ∪C
 H 1�����6��
B ∪C ��$6 ���;��$��� ���$�*/�� �& ���2 @�����$�� B � ���2 @�����-
$�� C� ���%* +%�$6 �%:��� 1���1��%�%����� �%����$�% ���$��$ � $�+-
���$� �& ���2 @�����$�� A� ���2 @�����$�� B � ���2 @�����$�� C
 ��
�����:���� %�%����+�)� �%���;������ ��;�� 1��%&%$6� +$� � 1�%�%*
+%�$6 ���$��$ � $�+���$� �& $�2 ;� @�����$��


8Z
 A∩ (B ∩C) = (A∩B)∩C 9%���'�%$�����$6 1�����+���*<


<��� ���������� >� �1��������� 1�����+���* ���%* +%�$6 1���1�-
�%�%����� �%����$�% ��$6 ���;��$��� ���$�*/�� �& $�2 @�����$�� ���-
;��$�% A� ��$��)� *��*�$�* $%�;� � @�����$%�� ���;��$�% B ∩ C


�!� 
����
���� KGNNMLG/ :�������;� :���������;�
�!� 
����
���� ZSSGKQG/ :
��	����;�
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H 1�����6�� B ∩C ���$��$ �& $�2 @�����$�� B� ��$��)� *��*�$�* $%�;�
� @�����$%�� C� ���%* +%�$6 �%:��� 1���1��%�%����� �%����$�% ���$��$
� $�+���$� �& $�2 @�����$��� ��$��)� 1���%���;%$ ������������ ����
$��� ���;��$�%� A� B� C
 �� �����:���� %�%����+�)� �%���;������
��;�� 1��%&%$6� +$� � 1�%�%* +%�$6 ���$��$ � $�+���$� �& $�2 ;�
@�����$��


	�%���%�* �����$%$�����$� �.D�������* � 1�����+���* �) ��;��
1����$%��*$6 +���) � �)�%;���*2 ����� A ∪ B ��� A ∩ B� % .�%-
���%�* %���'�%$�����$�  1��%$6� �%1������ ����$� A ∪ (B ∪ C) ���
(A∪B)∪C 1���$� A∪B ∪C


Z
 A ∩ (B ∪C) = (A ∩B) ∪ (A ∩C) 9���$��.�$�����$6� 1�����+���*
1� �$��:���� � �.D��������<


<��� ���������� �.�&�%+�� ��* ��%$���$� ����� +%�$6 1���1��%-
�%����� �%����$�% +���& M � 1�%��� +���& N 
 [$�.) ���%&%$6 @$�
�%����$��� ���$%$�+�� ��$%����$6� +$� M ⊆ N � N ⊆ M 

%< 3��%;��� +$� M ⊆ N 
 >��$6 x ∈ M E $���% x ∈ A � x ∈ B ∪CE 1�-

������� ���$��:���� �&�%+%�$� +$� x ∈ B ��� x ∈ C
 Y��� x ∈ B� $�� 1�-
����6�� x ∈ A� ����� x ∈ A∩B� �$���% x ∈ (A∩B)∪ (A∩C) = N 
 Y�-
�� x ∈ C� $�+�� $%� ;� 1���+%�� x ∈ A∩C� �$���% �1*$6-$%�� x ∈ N 

.< 3��%;��� +$� N ⊆ M 
 >��$6 x ∈ N E $���% x ∈ A ∩ B ��� x ∈

∈ A∩C
 � 1����� ���+%� x ∈ A � x ∈ BE �& x ∈ B ������$ x ∈ B ∪C�
+$� ����$� � x ∈ A �%�$ x ∈ A∩ (B ∪C) = M 
 �� �$���� ���+%� �%���-
;�%�� %�%����+��


3��%&%��)� ���(�$�% �.D�������* � 1�����+���* �����:���� %�%-
����+�) �&���$�)� ���(�$�%� ���;���* � ����;���* +����� 1��+��
�.D�������� ���$��$�$���$ ���;����� % 1�����+����  ����;����

���%�� ������/�� ���(�$�� �;� �� ����$ %�%���% � %��0��$���!

Z8
 A∪ (B ∩C) = (A∪B)∩ (A∪C) 9���$��.�$�����$6 �.D�������*
1� �$��:���� � 1�����+����<


<��� ���������� �.�&�%+�� ����� +%�$6 +���& M � 1�%��� +�-
��& N 

%< 3��%;��� +$� M ⊆ N 
 >��$6 x ∈ M E $���% x ∈ A ��� x ∈ B ∩C


� 1����� ���+%� ��%&� ����� x ∈ A ∪ B � x ∈ A ∪ C� �$���% x ∈ N 

�� �$���� ���+%� ����� x ∈ B� �$���% x ∈ A ∪ B� � x ∈ C� �$���%
x ∈ A∪CE �� x ∈ A∪B � x ∈ A∪C �%�$ x ∈ N 


�!� 
����
���� OQSL[QHMG / :��
���	�
��;�



U� [%�$6 88
 X$������ 1�����;���(

.< 3��%&%$��6�$�� ���$��:���* N ⊆ M 1�����$%��*�$�* +�$%$���


Z88
 A = (A \B)∪ (A∩B)


<��� ���������� 
%;�)( @�����$ A ��.� 1���%���;�$ B� ��.� ��
1���%���;�$
 � 1����� ���+%� �� 1���%���;�$ A∩B� �� �$���� 1��-
�%���;�$ A \B� �� &�%+�$� � �.��2 ���+%*2 1���%���;�$ 1�%��( +%�$�

B%��� �.�%&��� ���%* +%�$6 �����;�$�* � 1�%��(
 H 1�����6�� �%;���
�& ���;��$� A \B � A∩B �����;�$�* � A� 1�%�%* +%�$6 �����;�$�* �
����(


�	 �+��6 +%�$� .)�%�$� +$� �%���%$���%�$�* �����&��;�)� ���-
;��$�%� *��*�/���* +%�$*�� ������ � $��� ;� ���;��$�% U � � ���%���
������ ���;��$�% �� �%���%$���%�$�*
 ���;��$�� U �%&)�%�$ �
@$�� ���+%� �
��������
,�� � ��* 1���&���6���� ���;��$�% A� ��-
���;%/����* � U � �%&���$6 U \ A �.�&�%+%�$ +���& CA � �%&)�%�$
�����
�
��� A �� U E ���� U ��� ����* ���� � $� ;� 9�%� .)�%�$ +%/�
�����<� ����% 4�� U5 �1���%�$
 �1��%'�*� ���$�*/%* � �.�%&��%���
1� ���;��$�� A� �����;%/����* � U � ��� ��1������* 9�� U<� $�;�
�%&)�%�$�* �����
�
��� 9�� U<

������)� ���(�$�% ��1������* 9� 1���1���;����� +$� ��� �%���%$-

���%��)� ���;��$�% �����;%$�* � U<!

8
 CCA = A


<��� ���������� >� �1��������� ��1������* ���;��$�� CCA ��-
�$��$ � $�+���$� �& $�2 @�����$�� U � ��$��)� �� 1���%���;%$ CA

�� �� 1���%���;%$ CA � $�+���$� $� @�����$) U � ��$��)� 1���%���-
;%$ A


88
 C(A∪B) = CA∩CB


<��� ���������� 3�1������� �.D�������* A � B  @$� ���;��$���
���$�*/�� � $�+���$� �& $�2 @�����$�� U � ��$��)� �� 1���%���;%$ �� A�
�� B�  ��%+� �����*� 1���%���;%$ �%� CA� $%� � CB
 �� @$� �%� �%&
$� @�����$)� ��$��)� 1���%���;%$ 1�����+���� CA � CB


888
 C(A∩B) = CA∪CB


<��� ���������� 3�1������� 1�����+���* A � B  @$� ���;��$���
���$�*/�� � $�+���$� �& $�2 @�����$�� U � ��$��)� �� 1���%���;%$
������������ A � B�  ��%+� �����*� 1���%���;%$ 2�$* .) ������ �&
���;��$� CA � CB
 �� @$� �%� �%& $� @�����$)� ��$��)� 1���%���;%$
�.D�������� CA � CB




��%�% �
 ���;��$�% � �$��:���* U�

[�$%$��6 ���;�$ 1����$%��$6 ��.� @$� ���(�$�% ��1������* �%��*�-
��� ���� ����%$��6�� �%����$��$ 1��������)( �):� ������� 9�+�$%*
���;��$�� ���2 $�+�� 1������$� ������% �������%�6�)�<


����"�	 3��%&%$6� +$� C(A \B) = CA∪B


�	 � �%$��%$���� � ������ � � 1����������( ;�&�� +%�$� 1��2���$�*
���$6 ���� � ���������

,�� ������ @�����$�� $��� ��� ����� ���-
;��$�%� $
 �
 � 1%�%��� � ��$��)2 ���� @�����$ �+�$%�$�* ����,�� %
�����( ����,�
 9� +%�$��� ���+%� 1���)( � �$���( @�����$) ����$
���1%�%$6
< �%1������ �������%$) $�+�� �% 1������$�  @$� �1��*��-
+���%* 1%�%� � ��$���( 1���)� @�����$�� �+�$%�$�* %.�'���%� �$��)� 
�����%$%
 `1��*��+����� 1%�� � 1���)� @�����$�� a1 � �$��)� @��-
���$�� a2 1���*$� �.�&�%+%$6 (a1, a2)
 �%1������ (3,−1) �1��*��-
+���%* 1%�%� 1���)( @�����$ ��$���(  +���� U� �$���(  +���� −1E
(2, 2) �1��*��+���%* 1%�%� 1���)( � �$���( @�����$) ��$���( �%�-
�) �

�%�*�� � �1��*��+���%�� 1%�%�� �%���%$���%�$�* ���������

,�

���	��. �������� � $
 �
 �.�&�%+%�$�* ��� %�%����+��! �1��*��+��-
�%* n-�% 91����.���  ���������

�� ������� n 8����
���< � 1���)�
@�����$�� a1� �$��)� @�����$�� a2� 
 
 
 � n-� @�����$�� an &%1��)�%�$-
�* � ���� (a1, a2, . . . , an)
 �%1������ (2, 7, 6) �1��*��+���%* $��(�% �
1���)� @�����$�� �� �$��)� @�����$�� � � $��$6�� @�����$�� V

� 1����������( ;�&�� �1��*��+���)� ���$��) 9+%�$� �2 �%&)�%�$

$%�;� ���������< ��1��6&��$�*� ����% ��;�� �%$6 4����%5 .��6:�-
�� ����+��$�� ��������)2 1�����$��� 1��+�� �%&�)� 1�����$) ���;-
�) ���$6 �%&�)� 4����%5
 B%�� ����� $���0��% 1����$%��*�$ ��.�(
�1��*��+����� n-�� @�����$�� ���;��$�% {0, 1, . . . , 9} 9+���� n � �%&-
�)2 �����%2 �%&���<E 1���*$)� � �$�%�%2 X�� 1�+$��)� ������) ��$6
�1��*��+���)� :��$���� @�����$�� $��� ;� ���;��$�%
 9B�� +$� ��-
���% $���0���� � 1�+$��)� ������) 1�:�$�* .�& &%1*$)2 � ���.���
�+������� ����/��$�����
<
������� 1��2���$�* ���$6 ���� � � $%���� �1��*��+���)�� 1%�%���

$��(�%�� � $
 �
� � ��$��)2 �%&�)� @�����$) .���$�* �& �%&�)2 ���-
;��$�
 �%1������ 1����� ��* +������% � ,����� ��$6 �1��*��+���%*
$��(�%� 1���)( @�����$ ��$���( 1���%���;�$ ���;��$�� ��+�)2 �����
�$���(  ���;��$�� �$+��$� � $��$�(  ���;��$�� 0%����(

����%$��6�)( +�$%$��6� ����*$��� �.�%$�� ����%���� +$� �) ��

�%�� ���%���� �1��������* �1��*��+����( ���$��)� $
 �
 0%�$�+����
����� �/� ���� ���1�����*���� 1��*$��




UV [%�$6 88
 X$������ 1�����;���(

>���&�� &%��$�$6 @$� 1��%��.�$�* �%� � �%�6��(:���  +$� ����
���;��$�� ���$��$ �& k @�����$��� $� �1��*��+���)2 1%� �& @�����$��
@$��� ���;��$�% ����$�* � $�+���$� k2 91�����6�� 1���)( @�����$
��;�� �).�%$6 k �1���.%��� � �%;�%* �& @$�2 ��&��;���$�( ��;�$
��+�$%$6�* � $%��� ;� +����� ��&��;���$�( �).��% �$����� @�����-
$%<� �1��*��+���)2 $���� k3 91�����6�� �%;�%* �& k2 ��&��;���$�(
�).��% 1���)2 ���2 @�����$�� ��;�$ ��+�$%$6�* � k ��&��;���$*��
�).��% $��$6���<� � $
 �


�	 X�����/�� 1��*$��� � ��$��)� �%� 1����$��$ 1�&�%����$6�*  
��
�/�
��
 �) ������ @$� 1��*$�� �%� ���1�����*���� � 1�*���� ���
�% 1�����%2 �& ��$��$������� *&)�% � @�����$%���( �%$��%$���

� ��$��$������ *&)�� ����� ����� �.�&�%+%�/�2 �%&��+�)� �$��-

:���* ��;�� ����* ���6��� ��;�� +�������� � 1�����$��� ��;��
����* 1�����$%�� � $
 1
 �%1������ � �%;��( �& ������/�2 0�%& 1��-
+�����$�� ����� �.�&�%+%�$ ����$���� �$��:����! 7�/� ����/� =�
�E
>�� ������ �,/�. ��� ��E7��� ��*�� �,
�E ?��
�� ������� ������

��E �

� @��
� A��
�E :�����@ �����
�

,	 B�������E :�/��
@

����� 4C���
�� 9
���
�5E D
��� ���
������� *�*�������E <����
�

���������
� 
� *�����
 ����$��)� �& @$�2 ���� �)�%;%�$ �$��:���*
��;�� �.D��$%�� ����( 1�����) 9�%1������ �����
�

,	<� ������  
��;�� �%&������)�� �.D��$%�� 9�%1������ �����<

� �%$��%$��� $%�;� 1��2���$�* ���$6 ���� � �$��:���*�� ��;��

@�����$%�� ������ � $��� ;� ��� �%&��+�)2 ���;��$�
 �%1������ ����%
����� 
� �� 0�%&� E���� A ����� 
� �����	 l �)�%;%�$ ����$����
�$��:���� ��;�� @�����$�� ���;��$�% $�+�� 1���$�%��$�% � @�����-
$�� ���;��$�% 1�*�)2 � 1���$�%��$��E ����� ���������
� �� 0�%&�
:����� l1 ���������
� �����	 l2 �)�%;%�$ �$��:���� ��;�� ����*
@�����$%�� ���;��$�% 1�*�)2 � 1���$�%��$��
 Y��� 1�*�%* l1 1%�%�-
���6�% 1�*��( l2� ��;�� ��%&%$6� +$� l1 � l2 4��*&%�)5 �$��:�����
1%�%����6���$�� ��� 4�%2��*$�*5 � @$�� �$��:����
 3�* 1���&���6��-
�� �$��:���* R $%�;� �����*$! 4x � y ��� �
, �$��:����� R5 ��� 4x �
y 
�0������ � �$��:���� R5E ����+� @$� &%1��)�%�$ $%�! xRy
 Q���6
R ��;�$ 1����$%��*$6 ��.�( ��.� ��������� �.�&�%+���� �$��:���*!
4x 1%�%����6�% y5� 4x ���6:� y5 � $
 1
� ��.� �������+�����! x < y�
x = y � $
 1


���;��$��� �& ��$����� .���$�* 1���)( �& ��*&%��)2 �$��:�����
R @�����$��  $�$� �.�&�%+���� ��$����� �) 1�:�� ����% �$ R �%&)-
�%�$�* �*������ ��������
�� �$��:���* R� % ���;��$��� �& ��$�����



��%�% �
 ���;��$�% � �$��:���* U�

.���$�* �$���( @�����$  ��� �*������ ���*,���
 Y��� P � Q ���$-
��$�$����� �.�%�$� �$1�%�����* � 1��.)$�* �$��:���* R � 1�� @$��
x ∈ P � y ∈ Q� $� x � y ����$ �%2���$6�* ��� �� �%2���$6�* � �$��:����
R� �� �� ��*��� ���+%� ��1���! 4�%2��*$�* �� x � y � �$��:���� RI5
���;�� ���$6 ��)��
 �%1������ ��* �%����$������� �):� �$��:���*
4��;�$ �%5 �.�%�$6� �$1�%�����* ���;�$ ���;��$�� $�+��� % �.�%-
�$6� 1��.)$�*  ���;��$�� 1�*�)2E ��* �$��:���* 4.)$6 %�$����5
�.�%�$6 �$1�%�����*  ���;��$�� ����(� % �.�%�$6 1��.)$�*  ���;�-
�$�� 1���&������( +�����+������ ��% � ���

Y��� �.�%�$6 �$1�%�����* � �.�%�$6 1��.)$�* �$��:���* ���1%�%�$�

$
 �
 �%��) ������ � $��� ;� ���;��$��M � �) �������� +$� �$��:����
 ���
� 
� �
������� M 
 >�����%�� ����$ ���;�$6 �$��:���� 1%�%�-
���6���$�� &%�%���� �% ���;��$�� 1�*�)2� �$��:���� < 94���6:�5<�
&%�%���� �% ���;��$�� ��(�$��$��6�)2 +����� �$��:���� = 94�%���5<�
$%�;� &%�%���� �% ���;��$�� ��(�$��$��6�)2 +����


Y��� R �$��:���� � �.�%�$6� �$1�%�����* P � �.�%�$6� 1��.)-
$�* Q� $� ���;��$�� �1��*��+���)2 1%� (x, y)� $%��2� +$� xRy� �%&)-
�%�$�* ���1���� �$��:���* R
 �%1������ ��%0�� �$��:���* �%���-
�$�% +����  @$� ���;��$�� $%��2 �1��*��+���)2 1%� +����� � ��$��)2
1���)( � �$���( @�����$) �%��)
 >%�% 9������� 4	
����
 ������5<
1���%���;�$ ��%0��� �$��:���* 4.)$6 %�$����5� % 1%�% 9�������
4��
����5< �� 1���%���;�$


Y��� R �$��:���� � �.�%�$6� �$1�%�����* P � �.�%�$6� 1��.)-
$�* Q� $� ���;��$�� $�2 @�����$�� P � ��$��)� ��*&%�) �$��:����� R �
�%����-��.� @�����$%�� Q� �%&)�%�$�* �*������ ��������
�� �$��:�-
��* R� % ���;��$�� $�2 @�����$�� Q� ��$��)� ��*&%�) �$��:����� R
� �%����-��.� @�����$%�� P �  �
��������  
���
�	 �$��:���* R

A����% �.�%�$6 �1��������* ���1%�%�$ � �.�%�$6� �$1�%�����* � ���-
;��$�� &�%+���( � �.�%�$6� 1��.)$�*  �%1������ ��* �%����$����)2
�):� �$��:���( 1%�%����6���$�� 4��;�$ �%5� =� <
 �� @$� �� �����%
$%�
 >������� ��;�$ ���;�$6 �$��:���� 4.)$6 1��+�����)�5! ���
&%�%�� �% ���;��$�� ����(� ��� � �+%�$6�� �� ��� ���� 1��+�����)�
� �� ���  �%+%�6����

3����( 1�����! �%����$��� ������/�� �$��:����  �) �.�&�%+��

��� .����( T �  �.�%�$6� �$1�%�����* ��$����� .���$ ���;��$�� �

������� ���%� % �.�%�$6� 1��.)$�* ���;��$�� F .��� ��������
%�0%��$%! xTy �&�%+%�$� +$� ������� �%&�%��� �����% x �%+��%�$�*
� ��%�+��%�$�* .����( y
 9�%1������ D����T� � 9���T�<
 F���� +$�
�.�%�$6 �1��������* �$��:���* T  ��$���%* +%�$6 ���;��$�% ��



U� [%�$6 88
 X$������ 1�����;���(

% ��� ���;��$�� &�%+���(  ��$���%* +%�$6 F
 9[�$%$��6 �%� 1������$
1�����) �������� �� 1���%���;%/�2 �.�%�$� �1��������* T � � .����
�� 1���%���;%/�2 ���;��$�� &�%+���( T 
<

�$��:���� S �%&)�%�$ �*���
,� ��* �$��:���* R� ���� xSy $���%
� $��6�� $���%� ����% yRx
 �$��:����� �.�%$��� ��* R� �.�&�%+%�$
�.)+�� R−1
 �+������� �.�%�$6 �$1�%�����* �$��:���* R *��*�$�*
��* R−1 �.�%�$6� 1��.)$�*� % �.�%�$6 1��.)$�* R �.�%�$6� �$1�%�-
����*E � +%�$���$�� ���� R &%�%�� �% ���;��$�� M � $� � R−1 &%�%��
�% $�� ;� ���;��$��
 B�+�� $%� ;� �.�%�$6 �1��������* �$��:���*
R *��*�$�* ��* R−1 ���;��$��� &�%+���(� % ���;��$�� &�%+���(
R �.�%�$6� �1��������*
 F���� +$� �$��:���� R *��*�$�*� � ����
�+����6� �.�%$�)� ��* R−1E 1�@$��� �����*$� +$� �$��:���* R � R−1

� ���
� �*���
,

>�����)! ��* �$��:���* 4.��6:�5 �.�%$��� �$��:���� ��$6 4���6-

:�5� ��* 4��;%$6 �%5  41��2���$6 +���&5 91�����;���� :����� l ����
0���� ���� ����� A �&�%+%�$ $� ;�� +$� E���� A ����� 
� �����	 l<�
��* 4.)$6 ;���(5 4.)$6 ��;��5
 9Y�$6 � $%��� �$��:���*� ��$��)�
�%�� ��.� �.�%$�) �%1������ �%����$��� 1%�%����6���$6� �$��:����
4.)$6 � ����$��5
<

����"�	 9�< >��$6 S  ������/�� �$��:���� � �.�%�$6� �$1�%���-
��* {0, 1, . . . , 9} � �.�%�$6� 1��.)$�* {�, * , . . . , �}! xSy �&�%+%�$� +$�
������� �%&�%��� '�0�) x �%+��%�$�* � .���) y
 �)1��%$6 ��� @�����-
$) ��%0��% S � ��� @�����$) ���;��$�% &�%+���( S

9�< >��$6 T0  ������/�� �$��:����� &%�%���� �% ���;��$�� .���

�������� %�0%��$%! xT0y �&�%+%�$� +$� �� � �%��� ������� ����� 9��
*��*�/���* ��.�$����)� ������ ��� %..����%$���(< .���% x �� ��;�$
��1������$����� 1���:��$���%$6 .���� y
 9%< �)1��%$6 �� ����� ���*$�
@�����$�� ��%0��% �$��:���* T0
 9.< X��1%�%�$ �� �.�%�$6 �1����-
����* �$��:���* T0 � �.�%�$6� �$1�%�����*I 9�< B�$ ;� ��1��� ��*
���;��$�% &�%+���( � �.�%�$� 1��.)$�*
 9�< X��1%�%�$ �� �$��:����
T0 �� ����� �.�%$�)�I
9U< Y��� x ����� ��$��$������� *&)�%� �)�%;%�/�� ����$����

�$��:����� $� ������ �)�%;%�/�� �.�%$��� �$��:���� 9���� $%���
����� ��/��$���$<� �%&)�%�$�* ��
��������� ����% x
 9�%1������
����� ��
�/�  ��������� ����% *���/�� �������
�  ��������� ����%
���
< �%($� ���������) ����! �������. 
�����
��. ���
��. �����.

�����. ����/���. ��������. 
��������. �������. �����
��. �����. ���

����. *�� ��� 9>�����$���;����! �� ���:��%$6 ��������� � %�$������\<

�!� 
��� KGR\J[SQG / :����)����;�



��%�% �
 ���;��$�% � �$��:���* UC

��	 �$��:���� �%&)�%�$�* 1�
�
��
���
,�� ���� �%;�)( @�����$
��� �.�%�$� �1��������* ��*&%� @$�� �$��:����� $��6�� � ����� @��-
���$�� ��� ���;��$�% &�%+���(  ��%+� �����*� ���� �� ��* �%���� x
�� ��;�$ ��/��$���%$6 .���� ������ y� $%����� +$� x � y ��*&%�) @$��
�$��:����� 91���%&����%�$�*� +$� x 1���)( @�����$� % y �$���(<

G���'���%�6��� �$��:���� �.)+�� �%&)�%�$ 1���$� 1�
�
��	

G���'�� 90���'���%�6��� �$��:����< F ��$��$����� 1����$%��*$6

��.� �%� ����$��)( 4&%��� ���$��$�$��*5� 1� ��$����� �%;���� @��-
���$� a �.�%�$� �1��������* �$��:���* F 4�$%��$�* � ���$��$�$���5
�$���� �1��������)( @�����$ ���;��$�% &�%+���(� % ������ $�$ ����-
�$����)( @�����$ b� ��$��)( ��*&%� � a �$��:����� F � $
 �
 $�$� ��*
��$����� �1�%������� aFb
 #$�$ @�����$ b �.�&�%+%�$�* F (a) 9+�$%�$�*
4F �$ a5< � �%&)�%�$�* �*�� �� @�����$% aE @$�$ 1�������(� � ����
�+����6� �%&)�%�$�* ����*�� �� @�����$% b
 9>���.�%&� � �$��+�� �$
�.�%&%� �� �.*&%� .)$6 �����$����)�
< Y��� x � y 1�������)�� 1��-
.��%�/�� ���$��$�$����� �.�%�$6 �1��������* � ���;��$�� &�%+���( F �
$� x �%&)�%�$ 
� �������	 ������

�	� ��� ������
���� % y  ����

����	 ������

�	
 Y��� a 1���&���6��� &�%+���� ��&%������( 1���-
�����(� $
 �
 1���&���6�)( @�����$ �.�%�$� �1��������* 0���'�� F �
$� ��$��$����� ��%&%$6� +$� ���$��$�$���/�� &�%+���� b = F (a) &%��-
����( 1��������(  ������ �$ a 91����.���  4&%����$ 1� &%���� F5<E
@$�� � �.D*��*�$�* �%&�%��* 4��&%�����%* 1�������%*5 � 4&%����-
�%* 1�������%*5
 ����$� 40���'�* F5 +%�$� 1�:�$ 40���'�* F (x)5
9+�$%�$�* 4F �$ x5< ��� 40���'�* y = F (x)5
 9,%&����$�*� ����$� x
� y ��;�� ��1��6&��%$6 ��.)� ������ .���)\< Y��� x0  �%���-��.�
&�%+���� ��&%������( 1��������( 9$
 �
 @�����$ �.�%�$� �1��������*
0���'�� F < � y0  ���$��$�$���/�� &�%+���� 0���'�� F 9$
 �
 �.�%&
@�����$% x0<� $� �����*$� +$� 1�� &�%+���� ��&%������( 1��������(�
�%���� x0� 0���'�* 1�����%�$ &�%+���� y0

Y��� �.�%�$6� �1��������* ����$���( 0���'�� *��*�$�* ���;��$-

��M � �) .���� ������$6� +$� @$% 0���'�* ��������
� �% ���;��$��M 

A& :���6���� ����% �%$��%$��� +�$%$��6 ���;�� .)$6 2���:� &�%-

��� � 0���'�*��� &%�%��)�� �% ���;��$�� ��(�$��$��6�)2 +����
 ,%�-
���$���� �%1������ ������/�� �$��:���� Q� &%�%���� �% @$�� ���;�-
�$��! xQy �&�%+%�$� +$� y = x2
 >�����6�� ��* �%;���� ��(�$��$��6����
+���% ��/��$���$ $��6�� ���� +����� *��*�/���* ��� ��%��%$��� @$�
�$��:���� ��$6 0���'�* 9$%� +$� ����$� xQy ��;�� 1��%$6 y = Q(x)<

Y� �.�%�$6 �1��������*  ���;��$�� ��(�$��$��6�)2 +����� ���;��$��
&�%+���(  ���;��$�� ���$��'%$��6�)2 ��(�$��$��6�)2 +����
 A�����
�%1�����! Q(2) = 4� Q(−2) = 4� Q(0) = 0
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���%�� �.�%�$6 �1��������* � ���;��$�� &�%+���( 0���'�� �� �.*-
&%$��6�� ���;�) ���$�*$6 �& +����
 >��$6� �%1������ xMy �&�%+%�$
4y �%$6 x-%5
 �.�%�$6� �$1�%�����* �$��:���* M ��;�� �+�$%$6
���;��$�� ����(� �.�%�$6� 1��.)$�*  ���;��$�� ;��/��
 �+�������
�$��:����M ��$6 0���'�* 91�����6�� � �%;���� +������% $��6�� ���%
�%$6<

3����( 1�����! ��* �%;���� +������% x �.�&�%+�� +���& : (x) $�

9�������< .����� ��$��%* &%1��)�%�$�* � ��� %���$� � ��%0� 41��5� $
 �

� ��* ��;+�� �� ��* ;��/��
 �$��:���� : ��$6 0���'�*� �.�%�$6�
�1��������* ��$���( *��*�$�* ���;��$�� ����(� % ���;��$�� &�%+���(
���$��$ �& ���2 ������2 .��� �� �

Y/� ����� 1������� 4��+������(5 0���'�� ��;�$ ���;�$6 �$��-

:���� T ��;�� �����%�� � .���%��� �%����$������ � 1���$� C

� �%�6��(:�� � @$�( ����� �%� .���$ ��;�) ��%��)� �.�%&��

4��+�����)�5 0���'��


��� "��� 	 X�����$ �.�%$�$6 ����%��� �% �%&��+�� ��;�� $��-
���%�� 40���'�* �1�������% �% ���;��$��5 � 40���'�* &%�%�% �%
���;��$��5
 �%1������ 0���'�* y =

√
x &%�%�% �% ���;��$�� 9���2<

��(�$��$��6�)2 +����� �� �1�������% �% ���;��$�� ���$��'%$��6�)2
��(�$��$��6�)2 +����


����"�	 9�< >��$6 P  ������/�� �$��:����� &%�%���� �% ���;�-
�$�� .��� �������� %�0%��$%! xPy �&�%+%�$� +$� � ����� �������*��

����$�* .������+�$%��� xy
 9�%1������ .���% � �%2���$�* � �$��:�-
��� P � .���� �
< 9%< �)*���$6� *��*�$�* �� �$��:���� P 0���'��(

9.< �)1��%$6 ��� @�����$) �.�%�$� �1��������*� ��� @�����$) ���;�-
�$�% &�%+���( � ��� @�����$) ��%0��% 0���'�� P 

9�< �)1��%$6 ��� @�����$) ��%0��% 0���'�� G� �1���������( �%

���;��$�� 1��*����)2 ������� ���� � $���$� �%�$�*/�( &%�%+�� �+�$%*
� �%+%�%� � $%��(� +$� ��* �%;���� ����% &�%+���� 0���'�� �$ ���
�����% �%��� +���� .��� � @$�� ����� 9�%1������ G(1) = 8<

9U< � �������$��� 1���*$� �.�&�%+%$6 +���& Magn 9�$ �%$�����-

�� ]KeSMP  4.��6:�(5< 0���'��� �1���������� �% ����$���� 1��-
���;��$�� ���;��$�% ���� &%�%����� ��$��$������� *&)�% 9�%1������
��������< � $%���� +$� Magn(x) ��$6 ������ �.�&�%+%�/�� 4�)�����
�$�1��65 $���� +$� �.�&�%+%�$�* ������ x


�%1�����! Magn(���������
�,) = *��
,� E
Magn(�������) = ������E
Magn(�������

,	) = ���*���




��%�% �
 ���;��$�% � �$��:���* ��

�%($� &�%+���* 0���'��Magn �$ ����! �����
��. ����. ����. 0��*�

�����. ���������. ��������. ��*���. ������
��.  �������. *��� 
�.

���0. �����. �����. �����


��	 3� ��2 1��� �����* �. �$��:���*2� �) ��* 1���$�$) ���%��+�-
�%���6 $��� �& ��2� � ��$��)2 �+%�$���$ $��6�� ��% �.D��$%
 ���%�� �
��$��$������ *&)�� ��$6 � $%��� ����%� ��$��)� �)�%;%�$ �$��:���*
��;�� $���* �.D��$%�� �%1������ ��� 9�$�  +$� ����! A��
 ���

�
��� :����<� 
����� 9�$�  ����  +���!9��
 
����� �,
� �������<�
������ �� 9�$�  ���� � +��! =�
� ������ �� 7�/� � ����	 ��*���<�
��;�� +�$)�6�* ����� 9�$�  � ����  +$�  1�+��! A��
 ����� �

:���� ������  � ��� ��*��	< � �%;� ��;�� 1*$6� ���
����� 9�$�  �
����  +$� �% �%��( ���� &% �%��� 1�%$�! B��� ���
����� � <��
�

�� ���� �����  ���� 
� ��� ����  � ������ 1�
���
�

� �%$��%$��� $%�;� ��$��+%�$�* �$��:���* ��;�� $���*� +�$)�6�*
� .���� �.D��$%��
 �%1������ ���� A� B� C  $�+��� ��;%/�� �% ����(
1�*��(� $� 0�%&% 4C ��;�$ ��;�� A � B5 �)�%;%�$ �1����������
�$��:���� ��;�� @$��� $���* $�+�%��E 0�%&% 4>�*�)� k � l 1���-
���%�$�* � $�+�� A5 �)�%;%�$ �$��:���� ��;�� $���* �.D��$%���
��% �& ��$��)2 1�*�)�� % $��$�( $�+�%E ���� a� b� c +���%� $�
�)�%;���� a + b = c 1����$%��*�$ ��.�( �$���;����� � $��� +$� ��;��
�%��)�� +���%�� ����$�* �1���������� �$��:����! ����% 1���)2 ���2
�%��% $��$6���
 �$��:���� 1��1��'���%�6���$� a/b = c/d ��*&)�%�$
�;� +�$)�� �.D��$%

� �%�6��(:��� �����* �. �$��:���*2� �) .���� 1���%&����%$6

�$��:���* ��;�� ��.)� +����� �.D��$��
 �$��:���* ��;�� ����*
�.D��$%�� �%&)�%�$�* *�
��
,��� ��� �������
,��� ��;�� $���*
�.D��$%�� ���
��
,��	 ��� ���0����
,��E �$��:���*� � ��$��)2
�+%�$���$ $�+�� n �.D��$��� n = 2, 3, . . . � �%&)�%�$�* n-����
,��

>� %�%����� � 1���)��/�� ��* 1���&���6���� n-���$���� �$��:�-

��* R 1��*$�� �)�%;���� 4x1, x2, . . . , xn ��� �
, �$��:����� R 9���

�0������ � �$��:���� R<5
 ���;��$��� �& ��$����� .���$�* 1���)(
9�$���(� $��$�( � $
 �
< �& ��*&%��)2 �$��:����� R @�����$��� �)
.���� �%&)�%$6 �*������ ����,0  ���$��$�$����� ����,0. ������0

� $
 �
  8����
��� �$��:���* R
 Y��� ��� @$� ���;��$�% ���1%�%�$
��;�� ��.�(� $
 �
 �%��) ������ � $��� ;� ���;��$�� M � �) ��������
+$� �$��:����  ���
� 
� �
������� M 


�C����� ]�@�=���
����
�!� 
��� HQRQ / :�� 	��;�
	!� 
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 X$������ 1�����;���(

���1���� n-���$���� �$��:���* R �%&)�%�$�* ���;��$�� ���2 $�2
�1��*��+���)2 n-�� (x1, x2, . . . , xn)� ��* ��$��)2 x1, x2, . . . , xn ��*&%�)
�$��:����� R


���� �!	 �< 3�* $���%����� �$��:���* 4x � y ���$��$�$�����
�$�' � �%$6 z-%5 �.�%�$6 1���)2 @�����$�� ��$6 ���;��$�� ��;+���
�.�%�$6 �$��)2 @�����$��  ���;��$�� ;��/��� �.�%�$6 $��$6�2 
���;��$�� ����(
 >������� �1��*��+����( $��(��� 1���%���;%/�(
��%0��� @$��� �$��:���*� ��;�$ ���;�$6 $��(�% 9�����
 ��
�
��

������� ������� �����
�� �������� ��������� ������
�� ������<

�< ��%0��� &%�%����� �% ���;��$�� ��(�$��$��6�)2 +���� $���%���-

�� �$��:���* x + y = z 1���%���;%$� �%1������ �1��*��+���)� $��(��
(3, 2, 5)� (2, 2, 4)� (−7, 10, 3) � �� 1���%���;%$ $��(�� (2, 3, 4)� (2, 3, 6)�
(2, 2, 9) � $
 1


B�1��6 �) ��;�� �.�./�$6 $%�;� � 1��*$�� 0���'���%�6���� �$-
��:���* 90���'��<


(n + 1)-���$��� �$��:���� (n = 2, 3, . . . ) �%&)�%�$�* 1�
�
��
����


,�� ���� �� ��* �%��( �1��*��+����( n-�� (x1, x2, . . . , xn) �� ��;�$
��/��$���%$6 .���� ������ y� $%����� +$� x1, x2, . . . , xn, y ��*&%�) �%�-
�)� �$��:�����

Y��� � @$�� �1��������� ��1��$�$6 $%�;� &�%+���� n� �%���� ���-

��'�� � 1�� n = 1 ����$� �1��*��+����( n-�� .�%$6 1���$� x1� $� ���-
������ �):� 1��*$�� 0���'���%�6���� .��%����� �$��:���* ��%;�$�*
+%�$�)� ���+%�� ���������� $��6�� +$� �./��� 1��*$�* 0���'���%�6-
���� .��%����� �$��:���*


(n+ 1)-���$��� 0���'���%�6��� �$��:���� �.)+�� �%&)�%�$ 1�
��


��	 n ������

,0 
 � +%�$���$�� 0���'�� ����( 1��������(  @$� $�
;� �%���� +$� 41���$�5 0���'��� �%���%$���%�:���* �):�


9*������ ��������
�� 0���'�� n 1�������)2 F �%&)�%�$�* ���-
;��$�� $�2 �1��*��+���)2 n-�� (x1, x2, . . . , xn)� ��* ��$��)2 ��/��$��-
�$ y� $%���� +$� x1, x2, . . . , xn, y ��*&%�) �$��:����� F 
 7
��������

 
���
�	 0���'�� n 1�������)2 F �%&)�%�$�* ���;��$�� $�2 y� ��*
��$��)2 ��/��$���$ �1��*��+���)� n-�� (x1, x2, . . . , xn)� $%���� +$�
x1, x2, . . . , xn, y ��*&%�) �$��:����� F 


���� �!	 �< ,%����$������ �):� $���%���� �$��:���� x + y = z�
&%�%���� �% ���;��$�� ��(�$��$��6�)2 +����� *��*�$�* 0���'���%�6-
�)� �$��:������ $
 �
 0���'��( ���2 1�������)2� 1�����6�� ��*
�%;��( 1%�) +���� x, y ��/��$���$ $��6�� ���� +���� z� $%���� +$�
x + y = z
 �.�%�$6� �1��������* @$�( 0���'�� ���;�$ ���;��$��
�1��*��+���)2 1%� ��(�$��$��6�)2 +����� % ���;��$��� &�%+���(  



��%�% �
 ���;��$�% � �$��:���* �U

�%�� ���;��$�� ��(�$��$��6�)2 +����
 Y��� �.�&�%+�$6 @$� 0���'��
.����( F � $� ��* �%;��( 1%�) ��(�$��$��6�)2 +���� x, y .���� ���$6
F (x, y) = x + y
 �%1������ F (3, 2) = 5� F (2, 2) = 4

�< �.D�� 1�*������6���� 1%�%�����1�1��% ��$6 0���'�* $��2 1���-

����)2� �%&)�%��)2 �.)+�� ��� 4�&������*��5 94����)5� 4:����)5
� 4�)��$)5<
 #$% 0���'�* �)�%;%�$�* 0������( V (x, y, z) = xyz� ���
x� y� z 4�&������*5 1%�%�����1�1��%
 Y� �.�%�$6 �1��������* ���$��$
�& �����&��;�)2 �1��*��+���)2 $���� 1���;�$��6�)2 +����� ���;�-
�$�� &�%+���(  �& �����&��;�)2 1���;�$��6�)2 +����

U< ����+%��� �������� 1���%�%$��6���� 9$�+���� 1������ 1���%�%-

$��6���� � 1���;�$��6��( �$�1���< &%����$ �$ ��� �����) 9�%1������
�����% 1���%�%$��6���� *��,	 ��$6 *���� �����% 1���%�%$��6���� 
��

�����
,	  
������
�< � +�$)��2 ��%��%$�+����2 2%�%�$����$��� 1�
��$��)� 1���%�%$��6��� ����%���$�* � ��/��$��$��6�)�! ���%� ���:��-
������$�c�����:��������$�� +���% � 1%��;%
 A�%+� �����*� ����+%���
�������� 1���%�%$��6���� ��$6 0���'�* 1*$� 1�������)2 x, y, z, u, v�
��� 1�������%* x 1��.��%�$ ���;��$�� �����&��;�)2 ����� ������2
1���%�%$��6�)2 9�����6�� �.:������ �� ����+��� � �1���� �.�&�����<�
1�������%* y 1��.��%�$ ���;��$�� f���� ���� ��g� 1�������%* z ���-
;��$�� f����� ������g� 1�������%* u ���;��$�� f��� ��g � 1������-
�%* u ���;��$�� f��� ���� �� � 
���  
� �����g
 h�)�� �.�&�%+���(
&���6 *���
 �.�&�%+�� @$� 0���'�� Fl(x, y, z, u, v)� �) .���� ���$6�
�%1�����!

Fl(*���/�� ���� ����� ��� 
��) = ����E
Fl(*���/�� ���, z, ��� 
��) = ��� 1�� ��.�� &�%+���� zE
Fl(����
���, y, z,���  
) = ���� 1�� ��.)2 &�%+���*2 y � z


����"�	 9�< 9%< >�����$� ������6�� 1������� �1��*��+���)2 $�����
1���%���;%/�2 ��%0��� $���%����� �$��:���* 4[������ x �$%�:�
+������% y �% n ��$5

9.< B� ;� ��* �$��:���* 4,%��$�*��� ��;�� ;���&������;�)��

�$%�'�*�� x � y �%��� z ��
5
9�< B� ;� ��* &%�%����� �% ���;��$�� ��(�$��$��6�)2 +���� �$��-

:���* x + y + 1 = 2z


9�< 3�* �%;���� �& �$��:���( 1���)��/�( &%�%+� �$��$�$6 �% ��-
1���� *��*�$�* �� ��� 0���'���%�6�)�


9U< >��$6 Fn(x1, x2, . . . , xn)� ��� n ���� �& +���� 1, 2, 3, . . . , n� ��$6
������/%* 0���'�* n 1�������)2� &%�%��%* �% ���;��$�� ���2 .���
�������� %�0%��$%!
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Fn(x1, x2, . . . , xn) = �� ���� ����� .��� x1, x2, . . . , xn ��$ ���2 ����%-
���)2E

Fn(x1, x2, . . . , xn) = * � ���� ����� .��� x1, x2, . . . , xn ��$6 ��� ����%-
���)�� �� ��$ $��2 ����%���)2E

Fn(x1, x2, . . . , xn) = �� ���� ����� .��� x1, x2, . . . , xn ��$6 $�� ���
.���� ����%���)2

9�%1�����! F5(8.	.�.+.
) = �E F5(8.	.�.+.	) = * E F5(+.+.�.+.+) = �
<
�%($�!
9%< F4(F2(�.* ), F3(�.*.�), F1(* ), F1(�))E
9.< F3(F1(�)� F1(* )� F1(�))E
9�< F1(F3(�.*.�))E
9�< F100(x1, x2, . . . , x100)� ��� x1, x2, . . . , x100  1���&���6�)� �������

.���)


��
	
 �� ��������  ���������!

� �" ��#	�������
� �
 ��$

X�(+%� �) &%(����* �1��%���� �$�����* 1�����;���(  �%&����$�*�
$��6�� �2��*/�2 � 1��� &����* ������ 9��
 ��%�� U<� � 1��$�� �� ���2�
% ��:6 �%�.���� 1���$)2 9�� �2 .���$ ���$%$�+�� ��* ��������%��*
�$�����* �%���;����(<
 X��������%* �����% 1��6&��$�* ��* @$�( '���
�1�'�%�6�)� �������+����� *&)���� �)�%&�$��6�)� �����$�% ��$�-
���� ���*$ 1� 1�����/��$�� �%$��%$�+����( 2%�%�$��
 X ��� �) �
���;�) .���� 1�&�%����$6�* � �%�$�*/�( ��%��


�	 �) �%+��� � �%����$����* 1�����;���(� � ��$��)2 �$���;�%�$-
�* �%��+�� ����$���( 1���$�( ��$�%'��� �%1�����! ?������ ���/��.

9�� ������� � =����. 9��
 ������� �,
� �
���. A��
 ����� � :����

������  � ��� ��*��	
 � �%;��( $%��( ��$�%'�� �+%�$���$ ���� ���
������6�� 41�����$��5! � 1����� 1�����;���� ��+6 ���$ � ��$�%'��
41��2��%5 � ����� �+%�$����� �+�$����� �� �$���� � ��$�%'��
4�1%����*5 � ����* �+%�$���%�� ���( � �����(� � $
 �
 X�$�%'�*
� ����� �+%�$����� ��;�$ ���$�*$6 � $��� +$� 41�����$5 �.�%�%�$
�%���-��.� ���(�$���! D�/��@����������-��. V@���
�� �����E �
�&���$��( �%$*;��( ��;�� �1��%$6 $%��� �.�%&�� � ��.�� �������$-
��� ��$�%'�� �%1������ 1����%$6 �%:� 1����� 1�����;���� �%�
4`+�$��6 �.�%�%�$ $�� ���(�$���� +$� �� 1��:��5
 [$� ;� �%�%�$�*
��$�%'�( � ������6���� �+%�$���%��� $� ��� �����% ���$�*$ 0%�$�+����
� $��� +$� 41�����$)5 �%2��*$�* � �%���-��.� �$��:���� 9��
 ��
 ��
1���$) C � ��<
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 X$������ 1�����;���( � �2 �������+���%* &%1��6 ��

3�* 1�����;���( @$��� $�1%  1� ��)�����( �$���$��� ��� �%�)�
1���$)� � ����������( ������ 1���*$ ������/�( �1���. &%1���! ��-
$�%'�* �.�&�%+%�$�* �%���-��.� �������� 9+%/� ����� .����(< � �1�%�%
�$ ���� � ���.�%2 &%1��)�%�$�* ����% �� �+%�$�����  �%&������)�
&%1*$)��� ���� �2 .��6:� ������
 9#$� ����% ����$ .)$6 ��.� ����%��
��$��$������� *&)�%� ��.� $�;� ������%�� �%1������ �%$��%$�+����-
��
< �.�&�%+��� �%1������ ���(�$�� 4.)$6 1��:��:��5 � �$��:���*
4�1%����*5� 4�%����*5 � 41���1��5 ���$��$�$����� .���%���� !�"�#�
�) ���;�� &%1��%$6 1��������)� �):� 1�����;���* $%�! �9��� ���<�
!9���� !����<� "9� �$� �%�� �����<� #9�
��� �� �� ����
�� � � ��&��
<

[�$%$��6� ����*$��� �.�%$�� ����%��� �% �2���$�� $%���� �1���.%

&%1��� 1�����;���( � �.)+�)� �1���.�� �.�&�%+���* 0���'�( 9��

��
 �� 1���$) �� � ��<
 #$� �2���$�� �� ���+%(��! � �%;�)� ���(�$���
� �%;�)� �$��:����� ��;�� ���6�% ��$��$����� ��*&%$6 ����$����
0���'��
 �%1������ �� ���(�$��� M  4.)$6 �����1�$%�/��5 ��*-
&)�%�$"* 0���'�* ����( 1��������(M(x)� �1��������%* �% ���;��$��
����� ;���$�)2 � $%�%*� +$� ��* �%;���� @�����$% x @$��� ���;��$�%
M(x) ��$6 ��$�����$��� &�%+���� 1�����;���* 4x �����1�$%�/��5�
$%� +$� M(�����) = �� M(����
�) = �� M(
�����) = �
 H�%����+-
��� � �$��:����� 4�1%����*5 B ��*&)�%�$"* 0���'�* ���2 1������-
�)2 B(x, y)� � ��$���( �.�%�$6 1���)2 @�����$�� ���$��$ �& �����&-
��;�)2 ���� % �.�%�$6 �$��)2 @�����$�� ����+%�$ $%�;� �����&��;-
�)� ���* � �&��%� $%�%*� +$� ��* �%;��( 1%�) (x, y) @�����$�� ���$-
��$�$���/�2 ���;��$� B(x, y) ��$6 ��$�����$��� &�%+���� 1�����;�-
��* 4x �1%�%�$ � y5� $%� +$� M(���� !����) = �� M(!����� ���) = ��
M(!����� !����) = �

#$�� ;� �1���.�� ��;�� ��*&%$6 ����$���� 0���'�� ����( 1�-

�������( � �%;�)� ���(�$��� � ����$���� 0���'�� n 1�������)2
(n = 2, 3, . . . ) � �%;�)� n-���$�)� �$��:�����
 B%��� 0���'�� �%-
&)�%�$ �����������
 >�����%$)� �$��+%�/�� ���(�$�%�� �%&)�%�$�*
��
�����
,��� �$��+%�/�� ������$�)� 9.��%��)�< �$��:���*� 
�������
,��� � $
 �
 �./�� �1��������� ��;�� �0���������%$6 $%�!
n�����
,	 �������� ��$6 0���'�* n 1�������)2 � ��1��$�( �.�%�$6�
�1��������*� ���;��$�� &�%+���( ��$���( �����;�$�* � ���;��$��
{�,�}

>������� �/� ������6�� 1�������
 �.�&�%+�� +���& G(x) ����-

���$�)( 1�����%$� �1��������)( �% ���;��$�� �%$��%�6�)2 +����
� 1�����%�/�( &�%+���� � ��* +�$�)2 x � � ��* ��+�$�)2E +���&
M(x, y) ������$�)( 1�����%$� &%�%��)( �% ���;��$�� ��(�$��$��6-
�)2 +���� � 1�����%�/�( &�%+���� �� ���� x < y� � &�%+���� � �
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��$%�6�)2 ���+%*2E +���& S(x, y, z) $��2���$�)( 1�����%$� &%�%��)(
�% $�� ;� ���;��$�� ��(�$��$��6�)2 +���� � 1�����%�/�( &�%+����
�� ���� x + y = z� � &�%+���� � � ��$%�6�)2 ���+%*2
 F���� +$� 1���)(
�& @$�2 1�����%$�� �$��+%�$ ���(�$�� 4.)$6 +�$�)� +�����5� �$�-
��(  .��%����� �$��:���� x < y� $��$�( $���%����� �$��:����
x + y = z

�. n-���$��� 1�����%$� �) .���� ������$6� +$� ��� �����������

�%��% n
 >�����%$)� ����$����$6 ��$��)2 .��6:� �����')� +%�$� �%-
&)�%�$ �
�������
,��

Y��� ��� &�%+���* 1�����%$% �%��) �� ��� �%&)�%�$ ���������

�

����

,�� % ���� ��� ��� &�%+���* �%��)� ���������

� ���
,�

�%1������ 1�����%$� �1��������)( �% ���;��$�� ����( � �$��+%�-
/�( ���(�$�� 4.)$6 ����$�)�5� $�;���$����� ��$����� % �1��������)(
�% $�� ;� ���;��$�� 1�����%$� �$��+%�/�( ���(�$�� 4.)$6 .������$-
�)�5� $�;���$����� ��;��


�	 � �%&���� ���% �%���;����*2 +%�$� 1��2���$�* ���$6 ���� �
1�����;���*��� �)�%;%�/��� �$���;����* � $��� +$� ��� @�����$)
����$����� ���;��$�% �.�%�%�$ ����$��)� ���(�$���! 4��� ����
����$�)5� 4` ���2 1�*������6����� ��%���%�� �%��)5 ��� +$� �
����$���� ���;��$�� ��/��$���$ @�����$)� �.�%�%�/�� ����$��)�
���(�$���! 4h�/��$���$ ����� &�%�/�� ������6�� ���*$��� *&)���5�
4h�/��$���$ +���)� ��.���5
 3�* $%��2 1�����;���( � ������ 1���*$
������/�( �������+����( �1���. &%1���
 Y��� F  ���(�$��� ����/��
��)�� ��* @�����$�� ���;��$�% M � � F (x) �$��+%�/�( @$��� ���(-
�$�� 1�����%$� 9�1��������)( �% M<� $� 1�����;���� 4��� @�����$)
���;��$�%M �.�%�%�$ ���(�$��� F5 ���� +$� $� ;� �%���� 4
%;�)(
9��� 4��.�(5� ��� 4��*��(5< @�����$ ���;��$�%M �.�%�%�$ ���(�$���
F5 &%1��)�%�$�* � ���� ∀xF (x)� % 1�����;���� 4�� ���;��$�� M
��/��$���$ 9��� 4��$65� ��� 4����$�*5� ��� 4�%(��$�*5< @�����$�
�.�%�%�/�( ���(�$��� F5 � ���� ∃xF (x)
� �)�%;���* ∀x � ∃x
�%&)�%�$�* ���
����� �*-
���� 9��� ����*-
����< � ���
�����

��-�������
�� ���$��$�$�����
 >�� @$�� �.)+�� �����*$ 4��%�$�� ��

1��������( x5
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 X$������ 1�����;���( � �2 �������+���%* &%1��6 ��

>�����;���� ∀xF (x)� �+������� ��$����� ���� F (x) $�;���$�����
��$���)( 1�����%$� � ��;�� � 1��$����� ���+%�E 1�����;���� ∃xF (x)
��;��� ���� 1�����%$ F (x) $�;���$����� ��;��� � 1��$����� ���+%� ��
��$����

>��+������� +$� 1�����6�� �)�%;���* ∀xF (x) � ∃xF (x) �� 1����-

�%$)� % 1�����;���*� ��� � ��(�$��$��6���$� �� &%���*$ �$ 1������-
��( x
 #$% 1�������%* *��*�$�* &���6� �%� �����*$� ��� �

�	E �� ��;��
�.�&�%+�$6 � ��.�( �����( .����(! ����$� ∀xF (x) ��;�� 1��%$6� �%-
1������ ∀yF (y) ��� ∀zF (z)� ����$� ∃xF (x) ∃yF (y) ��� ∃zF (z)

>��$%����� ��%�$��% �./���$� � ��%�$��% ��/��$���%��* 1���� ��-

�����$�)�� 1�����%$%�� ���� �%� +%/� �����*$� ��� ,��
�� �����

��

�	 ���
�����  ��;�� �%���%$���%$6 �%� �1��%'��� 1����%/%-
�/�� @$� 1�����%$) � 1�����;���*
 �%1�����! ��*&)�%* ��%�$����
�./���$� 1��������� x � 1�����%$� C(x)� �1���������� �% ���;�-
�$�� ����( � �&�%+%�/�� 4x ����$��5� 1���+%�� ��$����� 1�����;����
∀xC(x) 4��� ���� ����$�)5� % �& 1�����%$% '(x)� �1����������� �%
���;��$�� ��.���( � �&�%+%�/��� 4x +����5� $�� ;� �1���.�� 1���-
+%�� ��;��� 1�����;���� ∀x'(x) 4��� ��.��� +���)�5E &%����� �
1�������� 1������ ��%�$�� �./���$� ��%�$���� ��/��$���%��*� 1���-
+�� ��$����� 1�����;���� ∃x'(x) 4X�/��$���$ +���)� ��.���5� %
��*&%� ��%�$���� ��/��$���%��* 1��������� x � 1�����%$� ((x)� �1��-
�������� �% ���;��$�� ����( � �&�%+%�/�� 4x .������$��5� 1���+%��
��;��� 1�����;���� ∃x((x) 4X�/��$���$ .������$�)� ����5

Q%��$�� �/�� +$� ���� 1�����;���� ∀xF (x) ��$����� $� ∃xF (x) $%�-

;� ��$����� � ���� ∃xF (x) ��;��� $� ∀xF (x) $%�;� ��;��
 �%1������
1�����;���� ∃xC(x) ��$����� % 1�����;���� ∀x((x) ��;��

�1��%'�� ��*&)�%��* ��%�$��%�� ��;�� 1�����*$6 � � ��������$-

�)� 1�����%$%�� �� � @$�� ���+%� ��&��6$%$�� .���$ �� 1�����;�����
% 1�����%$� ����$����$6 ��$����� �% �����'� ���6:�
 ,%����$���� �%-
1������ �������)( �):� ������$�)( 1�����%$ B(x, y)� �&�%+%�/�(
4x �1%�%�$ � y5� ��� x ���%� % y ���%� ���� ��� �&���
 X�*&)�%* � ���
1��������� x ��%�$���� �./���$�� �) 1���+�� �������$�)( 1�����%$
∀xB(x, y)� &%���*/�( $��6�� �$ 1��������( y � �&�%+%�/�( 4��� ����
�1%�%�$ � y5
 9#$�$ 1�����%$� �+������� $�;���$����� ��;��
< X�*&)-
�%* $� ;� 1��������� ��%�$���� ��/��$���%��*� 1���+�� �����( ��-
�����$�)( 1�����%$  ∃xB(x, y)� �&�%+%�/�( 4X�/��$���$ ���%� �1%-
�%�/%* � y5 9� �� *��*�/�(�*� �+������� �� $�;���$����� ��$���)��
�� $�;���$����� ��;�)�<
 X�*&)�%* � $�� ;� ������$��� 1�����%$�
1��������� y� 1���+�� �������$�)� 1�����%$) ∀yB(x, y) � ∃yB(x, y)�
�&�%+%�/�� ���$��$�$����� 4x �1%�%�$ �� ��� ����� ���* � �&��%5 �
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4X�/��$���$ ���%� ���� ��� �&���� ���% �1%�%�$ x5
 9>���)( �& @$�2
1�����%$�� $�;���$����� ��;��� �$���( �� $�;���$����� ��$���)��
�� $�;���$����� ��;�)� �� *��*�$�*
�< Y��� $�1��6 � �%���-��.� �&
+�$)��2 1���+���)2 $%��� �.�%&�� �������$�)2 1�����%$�� ��*&%$6
��$%�:���* 4���.�����5 1��������� ��%�$���� �./���$� ��� ��/�-
�$���%��*� 1���+�$�* �;� 1�����;����� ��$����� ��� ��;���
 �%1��-
���� 1�����;���� ∃x∀yB(x, y) 4X�/��$���$ ���%� �1%�%�/%* �� ���
����� ���* � �&��%5  ��;��� 1�����;���� ∃x∃yB(x, y) 4X�/��$���$
���%� �1%�%�/%* � �%���-$� ����� ���� ��� �&���5 ��$����

>������� �/� ���� 1�����
 >��$6 M(x, y) �%����$����)( �):�
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B%��� �.�%&��� 1�����6�� 1�����;���� 4Y��� A� $� B5 ���;��
.)$6 1�������� ��$�����$��� &�%+���� 1�� ��.�� �%�1���������
&�%+���( A � B� @$� 1�����;���� ���;�� 1���+�$6 &�%+���� � �
���+%�� ����% A ��$���� � B ��;��� � &�%+���� � �� ���2 ��$%�6�)2
���+%*2

� ������ 1�����;���� 4Y��� A� $� B5 9��%+� 4A& A ������$ B5 ���

4A ���+�$ B5< &%1��)�%�$�* �������+���� � ���� A → B � �%&)�%�$�*
�������
��	�� 1�����;���( A � BE ��� ��;��� ���� A ��$���� � B
��;��� � 1��$����� ���+%� 9$
 �
 ���� ��.� A ��;��� ��.� B ��$����<
��� ��$����

>�����;���* A B �%&)�%�$�* ���$��$�$����� ���,���	 �  �������


��� ��1���%'�� A → B


��� "��� 	 ����$� &�%�% → �����% ��1��6&��$�* &�%� ⊃

A�$�����$�%* $%.��'% ��* ��1���%'�� ����$ ������/�( ���!

A B A → B

� � �

� � �

� � �

� � �

���� �	 Y��� P � Q� P ′� Q′ �&�%+%�$ $� ;�� +$� � ���2 1���)��-
/�2 1�����%2� $� 1�����;���* P → Q� P ′ → Q � P ′ → Q′ ��$���)� %
1�����;���� P → Q′ ��;��


,%&����$�*� � ��%�6��( ��+� 1�����;���� 4Y��� ��%;�) ��% +�$)-
��� $� ���� .��5 �� ��$��$�$�*  1� $�( 1��+���� +$� 1���&���*/�( ���
���;�� �� &�%$6� ����6�� .���$ ��%;�) ��%� �% � $��� ;� �/� �+�$%$6�
+$� �$ ��&��6$%$% ����;���* ���2 �% ��% &%����$ '��$ ����%
 >�����;�-
��* 4Y��� +���� �� ����$�* �% V� $� ��� +�$��5� 4Y��� +���� �� ����$�*
�% V� $� ��� +�$��5� 4Y��� +���� �� ����$�* �% V� $� ��� ��+�$��5 9���
��� ��$���)\< �%;�$�* �����6��-$%�� �$�%��)�� 1�$��� +$� ��*��(�
�$� &�%�$� +$� �& �������$� �% V ������$ +�$���$6� ���;��� ����+���
&�%$6 � � $��� +$� �� ����$�* �% V� % �� �� ����$�*
 9� $� ;� ����* 0�%&%
4Y��� +���� ����$�* �% V� $� ��� +�$��5 �1���� ��$��$����%� $
 �
 &���6
�����*/��� ���&���$��� � �%��� ������$��� +���� ���$ ��+6� �� �$%��
.)$6� ���&���$�� ��$�����$��� &�%+���� 1��)���
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+$� �%�� 1��*$�� ��1���%'��  4�$�%����5� 4����$��$������5 ���� �%�
�����% �����*$� 41%�%����%�6���5
 ���6 @$� 1�����;���*  ����� ��:6
1�����)� 1�������)� �%�� ��+:��� �������* 4���$������� ��$��(-
�$�%5 1��*$�* ��1���%'��E 1�����* $%��� 1�����)� �) �%� .) �%&-
��*�)�%�� 1��*$�� +���& �����+�$��6��� �$����  % �%&�� �� �$�%���
�)��*��$ 1�� �����+�$��6�)� �$����� �.)�������%* ��2%I X $%���
;� ��1�2�� ��;�� .)�� .) �& 1����$�����$� � ������$������$� $��-
�$�� �% 1���)2 �$�%��'%2 �+�.���% ����$�%����� *&)�% ����%$6 �)����
+$� �%� @$�$ *&)� 1����$���� � ����$��$�����


6' &�� � �5��� �����  �� ���  �� "��"�����" "�&�"�!2"" A → B ��
���7������ ���7� ��( � &�� ��(��"��" A " B ��5������!�! �!�!���"7�
/���������� ���'*0 ? � �!������"� &�"�"��!�# >� " � ������������ �'���
�������� &�� ��(��"� /E��" A� �� B0 �� �'�!�!�� �!�"�"� &�"�"���� ���'"
��( � A " B# D!�!� ���'* ��(��� �������� ��5������!�*� �!� � &�� ��(��""
/E��" �� ! &�" ����!�*��� !����@�����  !����"" �!����!����  � 100◦H� ��
��! '!�"&!��0� �� ��(�� " ����������!�*� �!� � &�� ��(��"" /E��" �!�����"
���!4� �"'��� �� ��(�� ( !�* ���!����� &��� �0# +-�! ��!�!� &�"���! "�����
�!� "'������� �!2"��!�*��� �����!�"�� �� ��� �"  !(� �!�"  !���"� &�� �"�
�&����� %�� &� ���"��"�� ��"�!�" �"'�� ���!45"; �!������ �"����"2!�"
���!��*�#, 
���� ��������� &�� ��(��"� /E��" A� �� B0 ��(�� 7��* �
&����� &�"7�"(��"" ���!(�� &�"����� ��� �45"� �7�!'��9 /6��"�����*
&�� ��(��"� A ��������  ���!������ �����!�"��  �� �����( ��"� �7 "��"��
����" &�� ��(��"� B#0 +) �� �&���"����" ������"�  ���!������� �����!�"�
� &�"�"��� �� �(� �����"�" �! �# 	G#,


���� ���&��� � ������� *&)�� ��$6 � ��)� ����%� ���;%/�� ��*
�.�%&��%��* 1�����;���( �& �����2 1�����;���(
 ���� �& $%��2 ����
�+��6 +%�$� ��1��6&��$�* � �%���;����*2 +%�$�'% 4��5
 ��%��)( ���-
+%( �� �1�$��.����*� � ��$����� 1�� ��������%��� �%���;����( ��;-
�� ����$� ��� ��$%�6�)� $�$� ����% ��% �$%��$�* 1���� ��%&���)� �
� 1���+����� $%��� �.�%&�� ����� 1�����;���� �$��'%�$�* $�� +$�
�$���;�%���6 � �$%���� �%1�����! 4�� �� �&��� �+��% � �����5� 4
�$  
�� �).%5
 Y��� ��2����� 1�����;���� ��$6 A� $� ����� 1�����;����
�&�%+%�$ 4�������� +$� A5
 #$� 1�����;���� &%1��)�%�$�* �������+�-
��� � ���� ¬A � �%&)�%�$�* ����
�
��� ��������
�� A


��� "��� 	 ����$� ¬A �����% 1�:�$ Ā


A�$�����$�%* $%.��'% ��* �$��'%��* ����$ $%��( ���!

j ¬A
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 X$������ 1�����;���( � �2 �������+���%* &%1��6 ��

���� �	 Y��� P � Q� P ′� Q′ �&�%+%�$ $� ;�� +$� � 1���)��/�2
1�����%2� $� 1�����;���* ¬P � ¬Q ��;�)� % 1�����;���* ¬P ′ � ¬Q′

��$���)


X�����) &� ∨� →� ¬ �%&)�%�$�* ����� �
��
���
,�� ��� ����


���������� Q�!���"� ���� ������������� �'��!� ������� �� /&������"0
�! �!� �"����"����"� �'�� � &���5*4 &��&�'"2"��!�*��; ���'��� �! �!���
 ��� ���!' � 7��!�� " �"�� '�!���"� %�"; &���� �";� " /&����� �0  !���� ��
����� +����� ����!�  "'O4��2""�  ����*�� ����� &��� !45�� ����� ����!
/"�"0,# $� ��7��� !�!�"' '�!���"� �����������45"; �����"; ���� �� ���
("��� � �!7��!;� ��;� ���  !���� ������; ��!'!�� � �&"��� �"���!���� �
���2� ��"�"#

����"�	 >��$6 X� X ′� Y � Y ′ �&�%+%�$ ���$��$�$�����! 4�  ��+�$���
+����5� 4�  +�$��� +����5� 4�  ��+�$��� +����5� 4�  +�$��� +����5

9%< 
%��� �& 1�����;���( X & Y � X & Y ′� X ′ & Y � X ′ & Y ′ ��$���) �

�%��� ��;�)I
9.<� 9�<� B� ;� � &%����( & �% ∨ � �% →

9�< B� ;� ��* 1�����;���( ¬X� ¬X ′� ¬Y � ¬Y ′



%;��( 1��1�&�'���%�6��( ��*&�� ��$��$����)� �.�%&�� ��1��$%�-
�*�$�* ����$��%* �1��%'�* �%� 1�����;���*��
 �%1������ ���D���-
'�� �$��+%�$ .��%��%* �1��%'�*��� ���$�*/%* � �.�%&��%��� 1� ����
1�����;���*� �2 ���D���'��E �$��'%��� �$��+%�$ ��%��%* �1��%'�*�
���$�*/%* � �.�%&��%��� 1� 1�����;���� ��� �$��'%��*
 ����� �) 1�-
��+%�� +�$)�� �1��%'��! $�� .��%��)2 � ���� ��%����
 #$� �1��%'��
$%�;� �%&)�%�$�* ���D���'��(� ��&D���'��(� ��1���%'��( � �$��-
'%����
 9B%��� �.�%&��� �%;��� �& @$�2 ���� �.�&�%+%�$ � �1��%'���
� �� ��&��6$%$� 1���.�� $�����%� 4�.D��������5 � 41�����+����5  ��

��
 �
<

�	 >��$6 � �%� ����$�* 1���&���6�)( �%.�� 1�����;���( X1, X2, . . .
. . . , XnE �) .���� �%&)�%$6 �2 8����
���
,�� ��������
���� � �2
4���$������ ��$��(�$���5 1��% ��$������%$6�* �� .����
 Y��� 1����-
�*$6 � @�����$%��)� 1�����;���*� �1��%'�� ���D���'��� ��&D���-
'��� ��1���%'�� � �$��'%��*� � 1���+���)� 1�����;���*� ����% 1��-
���*$6 @$� �1��%'��� � $
 �
� .���$ 1���+%$6�* 4���;�)� 1�����;���*5�
�%1�����! X1 → (¬X2)� (X1 & X2) ∨ X3� ((X2) → (X1 → X3)) & X1

B%��� �)�%;���* ���$%�����)� �& @�����$%��)2 1�����;���( �
1���/6� 1��1�&�'���%�6�)2 ��*&�� �%&)�%�$�* 1�������� ������

��!����$�� �������� �	����
�� �

� ��� �������	��
� ��	 	���� ��F������� �
�����
� &�� 
����
���� ���" / �	��'� �

� ��� �������	��
� ��	 �	��� ��F������



�V [%�$6 88
 X$������ 1�����;���(

��������
�	 9��%+�  ������ �,��� ,��
�	<
 X%�� @�����$%��)�
1�����;���* $%�;� �+�$%�$�* 0�����%�� ������ 1�����;���(

3�* �1��/���* &%1��� 0����� ������ 1�����;���( �����$�* ���

���/�
�� � ������� ��	����	� %�%����+��� 1���*$��� � %��0��$���

A������ �+�$%�$�*� +$� ��&D���'�* ��*&)�%�$ $������ +�� ��1���%-
'�*� ���D���'�*  $������ +�� ��&D���'�* � ��1���%'�*� % �$��-
'%���  $����� ��$%�6�)2 $��2 �1��%'�(
 �%1�����! ¬X & Y �&�%-
+%�$ (¬X) & Y 9% �� ¬(X & Y )<E X ∨ Y & Z �&�%+%�$ X ∨ (Y & Z)
9% �� (X ∨ Y ) & Z<<E�� ¬(X → Y & Z) ∨ (X & ¬Y ∨ Z) �&�%+%�$
(¬(X → (Y & Z)))∨ ((X & (¬Y ))∨Z)


����"�	 9�< >��$6 � �&�%+%�$ 4H����( �)���;%� @�&%���5� ( 
4	���� �)���;%� @�&%���5� ! 4���$�� �)���;%� @�&%���5

9%< Q%1��%$6 � 1���/6� 0����� ������ 1�����;���(! 9%1< ��������

+$� �� H����(� �� 	���� �� �)���;%�� @�&%���%E 9%2< A& $���� +$�
H����( � 	���� �)���;%�� @�&%���� �� ������$� +$� ��� �)���;%�
���$��E 9%3< Y��� 	���� ��� ���$�� �)���;%� @�&%���� $� � H����(
��� �)���;%�

9.< Q%1��%$6 1�-������! 9.1< ¬(¬!&¬� → ()E 9.2< ¬¬((�∨() &¬!)

9�< >��$6 X �&�%+%�$ 4� ������� .�&��%5� Y  4� 
���� �*�6�%5

9%< Q%1��%$6 � 1���/6� 0����� ������ 1�����;���(! 9%1< � �������

.�&��%� % � 
���� �*�6�%E 9%2< Y��� �������� +$� � ������� ��$ .�&��)�
$� ��� � 
���� �*�6�%� ��� � ������� .�&��%E 9%3< �������� +$� ���� �

���� ��$ �*�6�� � � ������� ��$ .�&��)� $� ��� � ������� .�&��%� ���
�������� +$� � 
���� ��$ �*�6��E 9%4< Y��� �������� +$� ���� ��������
+$� ���� �������� +$� � 
���� �*�6�%� $� � ������� .�&��%� $� � �������
.�&��%� $� � ������� .�&��%

9.< Q%1��%$6 1�-������! 9.1< ¬X ∨ ¬Y E 9.2< ¬(X → Y ) → X & ¬XE

9.3< (Y ∨X) &¬Y → XE 9.4< ¬(¬(¬X → Y ) → Y ) → Y 


�	 �1��%'�� ���D���'��� ��&D���'��� ��1���%'�� � �$��'%��*
��;�� 1�����*$6 �� $��6�� � 1�����;���*�� �� � � 1�����%$%�
 �%-
1�����! ���� K2(x) � K3(x) 1�����%$)� �1��������)� �% ���;��$��
�%$��%�6�)2 +���� � �&�%+%�/�� ���$��$�$����� 4x ����$�* �% �5
� 4x ����$�* �% U5� $� K2(x) & K3(x) 1�����%$� �1��������)( �%
$�� ;� ���;��$�� � �&�%+%�/�( 4x ����$�* �% � � �% U5E ���� D(x)
� F (x) 1�����%$)� �1��������)� �% ����$���� ���;��$�� ����( �
�&�%+%�/�� ���$��$�$����� 4x ��%���$ ����'��� *&)���5 � 4x ��%���$
0�%�'�&���� *&)���5 $� D(x)∨F (x) 1�����%$� �1��������)( �% $��

��C�	���� ����� ��� � ���������� a + b · c �������� a +(b · c)� � �� (a + b) · c�
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;� ���;��$�� � �&�%+%�/�( 4x ��%���$ ����'��� ��� 0�%�'�&����
*&)���5E ���� '(x) 1�����%$� �1��������)( �% ���;��$�� �%$��%�6-
�)2 +���� � �&�%+%�/�( 4x +�$��5� $� ¬'(x) 1�����%$� �1��������)(
�% $�� ;� ���;��$�� � �&�%+%�/�( 4x ��+�$��5

B%��� �.�%&��� � �%� ��$6 :��$6 �1��%'�(� � 1���/6� ��$��)2

��;�� �.�%&��)�%$6 �& 1�����%$�� ���)� 1�����%$) � 1�����;���*!
+�$)�� �1��%'��� �$��+%�/�� 1��1�&�'���%�6�)� ��*&�%�� � ���
�1��%'�� 1��$%����� ��%�$����
 �)�%;���*� �.�%&��%��)� � 1���/6�
@$�2 �1��%'�( �& 1�����%$��� 4���$������ �$�������5 ��$��)2 �)
��$������%$6�* �� .���� 9@$� 1�����%$) �) .���� �%&)�%$6 8����
�

���
,��<� �%&)�%�$�* 1�������� ������ ���������� 9�%��� �� ���'%
��%�) �) .���� �%&)�%$6 �2 1���$� 1��������<
 �%1������ ����
F1(x, y, z)� F2(x, y, z)� G(x, y)� P (x) @�����$%��)� 1�����%$)� $� ���-
���/�� �)�%;���* *��*�$�* 0�����%��!

9%< F1(x1, x2, x3) → P (x4)E
9.< ∀x¬∃zF2(x, y, z)∨¬G(x, y)E
9�< ∃y(¬∃zF1(z, y, y) → ¬∀z(¬P (z) & ∃xG(z, x)))


Q���6 � �%��� �) 1��6&����* �������)� �):� ����%:����� � 1��*�-
�� ��(�$��(� � ��$����� $�1��6 ��.%��*�$�* �/� ���� 1���$! ��%�$��)
��*&)�%�$ $������ +�� ���D���'�*� ��&D���'�* � ��1���%'�*

� �2�;����*2 1��������(� 1� ��$���( .���$�* ��%�$��� � $� +%�$6

0�����)� � ��$���( @$�$ ��%�$�� �$����$�*� �����*$� +$� ��� ��� ��


, @$�� ��%�$����
 �%1������ � 0������ 9�< 1���)( ��%�$�� ��*&)-
�%�$ ��% �2�;����* y� �$���(  ���� �2�;����� z� $��$�(  ��% �2�-
;����* z� +�$���$)( ���� �2�;����� x
 B� �2�;����* 1�������)2 �
0������� ��$��)� ��*&%�) ��%�$��%��� % $%�;� �2�;����* 1�������)2
� �%�� ��%�$��) �%&)�%�$�* ��� �

,��E ��$%�6�)� �2�;����* 1���-
����)2 � 0������ �%&)�%�$�* ���*��
,��
 �%1������ 0�����% 9.<
�����;�$ ��% ��*&%��)2 � ���� ���.����� �2�;����� x� ��% ���.���)2
�2�;����* y � ��% ��*&%��)2 �2�;����* z

�����*$� +$� 1�������%* *��*�$�* � ����$���( 0������ ���*��
�	�

���� � �%���( 0������ ����$�* ���.���)� �2�;����* @$�( 1��������(

G�����%� �� �����;%/%* ���.���)2 �2�;����( 1�������)2� �%&)�%�$-
�*  ���
���	
 9B%���%� �%1������ 0�����% 9�<
<
>�����6��� �%� �) ������ �):� 9��
 1���$ �<� 1�� ��*&)�%��� 1�-

�������( � 1�����%$� ��%�$���� 1�����%$ 1����$%�$ &%����$6 �$ @$�(
1��������(� �%;�%* &%����$%* 0�����% 1����$%��*�$ ��.�( 1�����;�-
���� % ��&%����$%* 1�����%$� &%���*/�( �$ �� ���.���)2 1�������)2
9� $��6�� �$ ��2\<
 �%1������ 0�����% 9%< �)�%;%�$ +�$)��2���$�)(
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 X$������ 1�����;���(

1�����%$� 0�����% 9.<  ������$�)( 9�$ 1�������)2 x � y<� 0�����%
9�<  1�����;����


�	 >�����* �$�� ����%������ �) ��;�� ��%&%$6� +$� 0%�$�+����
�) 1��$����� ����$��)( �������+����( *&)�� � ��$���� 1�����;���*
����$ ��� �%$��%$�+����2 0�����
 #$�$ *&)� 2���:� 1���1���.���
��* &%1��� $%��2 1�����;���(� �����;%��� ��$��)2 ��;�$ .)$6 �)�%-
;��� � $�+�)2 $�����%2
 
�%���+����( �.�%&�' �%�$ �%$��%$�+�����
1�����;���*� �� 41�������5 �% �������+����( *&)� 1���%�$�* �� $��6-
�� ���
 � 1���$� � �) �;� 1�������� 1�����) $%���� 41������%5� ��
$%� �) ����� ���� $��6�� � 0�����%�� 1���$�(:��� ���%  �� �����-
;%/��� 1��1�&�'���%�6�)2 ��*&��
 ,%����$��� $�1��6 �/� ������6��
1�������


���� � �	 ��&6��� � �%+��$�� @�����$%��)2 ������/�� ��% 1��-
���%$%� &%�%��)� �% ���;��$�� �����&��;�)2 ��.���)2 $��! C(x, y)�
�&�%+%�/�( 4B��� x *��*�$�* �1�$����� $��% y5� � E(x, y)� �&�%+%�-
/�( 4x � y ���1%�%�$5 9��%+�! 4x � y ���� � $� ;� ��.����� $���5<

B���% 0�����% ¬∃xC(x, x) ��$6 1�����;����� � 1������� �% ������(
*&)� �&�%+%�/�� 4���%��� ��.����� $��� �� *��*�$�* ����� ��.�$���-
�)� �1�$�����5E 0�����% ∃z(C(x, z) & C(y, z)) ��$6 ������$�)( 1��-
���%$ 9�$ 1�������)2 x � y<� �&�%+%�/�( 4x � y �1�$���� ������ �
$��� ;� ��.������ $��%5� ¬∃yC(y, x) �������$�)( 1�����%$ 9�$ 1�-
�������( x<� �&�%+%�/�( 4x �� ����$ �1�$�����5
 H �%� �)�%&�$6
0������( �������$�)( 1�����%$� �&�%+%�/�( 4x ����$ 9�����< ����
�1�$���5I [$�.) �%($� $%��� 0������� 1���&�� 1��.����$6 � 1���-
0�%&����%���� $
 �
 �)�%&�$6 $�$ ;� ��)�� 1�-������ ��)� �1���.��
9@$�$ 1����� ��$%$�� 1����%�$ � 1�� 1������� � ������ ��$��$�������
*&)�% �% �����(<
 ��;��� �%1������ �)�%&�$6 ��� $%�! 4X�/��$���$
��.����� $��� y� *��*�/���* �1�$����� $��% x � $%���� +$� ��*���
��.����� $���� *��*�/���* �1�$����� $��% x� ���1%�%�$ � y5� ��� �/�
������� ��%+�! 4X�/��$���$ ��.����� $��� y� *��*�/���* �1�$�����
$��% x � $%���� +$�� �%���� .) �� .)�� ��.����� $��� z� ���� @$� z
*��*�$�* �1�$����� $��% x� $� z ���1%�%�$ � y5
 H 1�������� 1�����-
;���� �;� ����� 1������$� �% �%: �������+����( *&)� 4.���%�6��5!
∃y(C(y, x) & ∀z(C(z, x) → E(z, y)))


���� � �	 ��&6��� � �%+��$�� @�����$%��)2 ������/�� $�� 1��-
���%$%� &%�%��)� �% ���;��$�� ����( 9���2 ����%-��.� ;��:�2 �
�)�� ;���/�2E $������$*��� ��*&%��)�� � �$�+������ �.D��% @$���
���;��$�%� ��;�� &���6 1����.��+6<! P (x, y, z)� �&�%+%�/�( 4x �



��%�% �
 X$������ 1�����;���( � �2 �������+���%* &%1��6 �C

y ���$��$�$����� �$�' � �%$6 zk%5� M(x)� �&�%+%�/�( 4x ��'�
��;����� 1��%5� � E(x, y)� �&�%+%�/�( 4x � y ���� � $�$ ;� +������5

[���& @$� 1�����%$) ��;�� �)�%&�$6 ��� $�����) �������� ����$�%
��

�%1�����!
9%< >�����%$) 4x �$�' yk%5 � 4x �%$6 yk%5 &%1��)�%�$�* ���$-

��$�$����� �%� ∃zP (x, z, y) � ∃zP (z, x, y)

9.< 4x �)� yk%5! (∃zP (y, z, x)∨∃zP (z, y, x)) & M(x)

9�< 4x .%.�:�% yk%5! ∃u∃v(P (u, x, v) & ∃z(P (v, z, y) ∨ P (z, v, y)))


9Q���6 1���)( +��� ��&D���'�� �$��+%�$ ���+%� .%.�:�� 1� �$'��
�$���(  ���+%� .%.�:�� 1� �%$���
<
9�< 4x � y ���$�)5 9�� �����)�� $
 �
 � 1� �$'�� � 1� �%$���<!

∃z∃t(P (z, t, x) & P (z, t, y)) &¬E(x, y) &¬M(x) &¬M(y)

9�< 4x ���$�% yk%5! ���$��$�$���/%* 0�����% �$��+%�$�* �$ 1��-

�)��/�( �$��$�$���� ���D���$������ +���% ¬M(y)

���� � �	 Q%����� � 1���)��/�� 1������ 1�����%$ P (x, y, z) ���-

���$�)� 1�����%$�� A(x, y)� �&�%+%�/�� 4x 1����� yk%5
[���& 1�-
��+���)( �%.�� @�����$%��)2 1�����%$�� $%�;� ��;�� �)�%&�$6 ���
$�����) �������� ����$�%
 �%1������ 1�����%$ 4x �)� yk%5 &%1�-
�)�%�$�* $%�! A(y, x)&¬∃z(A(y, z) & A(z, x))& M(x)E 1�����%$ 4x .%-
.�:�% yk%5 ��;�� &%1��%$6 ������/�� �.�%&��! A(x, y) & ∃z(A(x, z) &
& A(z, y) &¬∃t(A(x, t) & A(t, z)) &¬∃u(A(z, u) & A(u, y)))&¬M(x)


���� � �	 ��&6��� � �%+��$�� @�����$%��)2 ��% 1�����%$%� &%�%�-
�)� �% ���;��$�� �%$��%�6�)2 +����! M(x, y)� �&�%+%�/�( x < y� �
E(x, y)� �&�%+%�/�( x = y
 B���% 1�����;���*� �)�%;%�/�� ������)�
���(�$�% �$��:���* 4���6:�5 &%1�:�$�* $%�! ∀x¬M(x, x) 9���%���
+���� �� ���6:� �%���� ��.*<E

∀x∀y∀z(M(x, y) & M(y, z) → M(x, z))

9���� ����$���� +���� ���6:� ������� +���%� % @$� ������ +���� ���6:�
$��$6���� $� 1����� ���6:� $��$6���<E

∀x∀y(¬E(x, y) → M(x, y)∨M(y, x))

9���� ��% +���% �%&��+�)� $� ���� �& ��2 ���6:� �������<
 Q%1��6
1�����;���* 4Y����'% ��$6 �%����6:�� �%$��%�6��� +����5 ����$ ���
¬∃xM(x, 1)


��.������ �
� ������� �������� ��	
���� ����)��
� � ��

��� ������ D ������"
��� ������ &��������� � ����
���� � ������
���' ������� ��	
��� 
������ ���#�

� 
������
�����



V� [%�$6 88
 X$������ 1�����;���(

���� � �	 >��$6 � � B  1�����%$)� �1��������)� �% ���;��$��
.��� �������� %�0%��$% � �&�%+%�/�� ���$��$�$����� 4x ��%��%*5 �
4x ����%��%*5
 ,%����$���� ����� $���� 1�����%$ A(x, y, z)� �1����-
����)( �% ���;��$�� �����&��;�)2 4����5� $
 �
 ����+�)2 1�������%-
$��6���$�(� ���$%�����)2 �& ������2 .��� 9�� �� �.*&%$��6�� *��*�-
/�2�* � �%��� ���� �������� ����%��< � �&�%+%�/�( 4����� z ��;��
���$%��$6 �& ���� x � y � @$�� 1��*���5 9�%� � :%�%��! �%1������
����� 1����� ��;�� ���$%��$6 �& ���� 1� � ����<� � 1�����%$ B(x, y)�
� ��$���� 1���%* 1�������%* 1��.��%�$ ���;��$�� .��� � �$��%*  
���;��$�� ����� �&�%+%�/�( 4.���% x �2���$ � ����� y5
 �&*� @$�
+�$)�� 1�����%$% � �%+��$�� @�����$%��)2� ��;�� �)�%&�$6� �%1������
������/�� 1�����%$)!
9%< 4X���� x ���$��$ �& ����( .���)5! ¬∃y∃zA(y, z, x)
 9� �%��� �����

����� ���$��$ �& ����( .���) � $�� � $��6�� � $�� ���+%�� ����% ���
���6&* ���$%��$6 �� �& �%��2 ���2 ����
<
9.< 4X���� x ���$��$ �& ���2 .���5!

∃y∃z(A(y, z, x) &¬∃u∃vA(u, v, y) &¬∃t∃sA(t, s, z)).

9�< 4>���%* .���% ����% x ��$6 y5!

∃t∃z(A(t, z, x) &¬∃u∃vA(u, v, t) & B(y, t)).

9�< 4X���� x �%+��%�$�* � ��%���(5!

∃t∃z∃y(A(t, z, x) &¬∃u∃vA(u, v, t) & B(y, t) &�(y)).

����"�	 9�< �)�%&�$6 +���& @�����$%��)� 1�����%$) 1�����% � ��-
�����$�)( 1�����%$� �&�%+%�/�( 4x ����$ 9�����< ��% �1�$���%5

9�< 9%< �)�%&�$6 +���& @�����$%��)� 1�����%$) 1�����% � ������-

/�� $�����) ����$�%! ����E �*�* 1� �$'� 9�����������
 ���,�� �����

��%���$��� ����	� 1��6��
 5!"GH <E �*�*E 1���*���'%E 1�%���+�%E ����-
�)( .�%$
 9A���$�* � ���� &%1��6 0������ �)�%;%�/�2 1�����%$)�
�&�%+%�/�� 4x ���� yk%5 � $
 �
<
9.< >������$� �% ������( *&)� 9��)�� �.�&�%+���( $�$ ;�� +$� �

1������ �<!
9.1< ∃u∃v(P (x, u, v) & ∃z(P (v, z, y)∨P (z, v, y)))

9.2< ∃t∃z∃u∃v(P (t, z, u) & P (t, z, v) &¬E(u, v)&

&∃w∃s(P (u, w, x)∨P (w, u, x)) & (P (v, s, y)∨P (s, v, y))) &¬M(x)

9.3< ∃t∃z∃u∃v∃w∃s(P (t, z, x) & (P (t, z, u) & ¬E(x, u) & (P (u, v, w) ∨

∨P (v, u, w)) & (P (w, s, y)∨P (s, w, y))) & M(x)




��%�% V
 �%+%�% ������ 1�����;���( V�

9�< X 1���/6� @�����$%��)2 1�����%$�� 1�����% � &%1��%$6 1���-
��;���� 4���$� �� ��;�$ .)$6 ����� ��.�$����)� ����:��(5

9U< >���������� � @�����$%��)� 1�����%$%� 1�����% � 1�����%$

C(x, y)� �&�%+%�/�( 4x � y ��1����5� �)�%&�$6 9� $�� ;� ��)����
+$� � &%�%+� 9�< 9%<< ������/�� $�����) ����$�% +���& .�%�! $��$6�
$�/%� ������� �������6� &*$6� ���2%� :����� �����6� &�����%� ���*+���'%�
���*�� �%+�2%

9�< �)�%&�$6 1�����%$ P (x, y, z) �& 1�����% � +���& @�����$%��)�

1�����%$) 1�����% U

9�< X 1���/6� @�����$%��)2 1�����%$�� 1�����% � &%1��%$6 1�����-

;���*! 9%< 4�� ��/��$���$ �%�.��6:��� �%$��%�6���� +���%5E 9.< 4��-
�%��� �%$��%�6��� +����� �$��+��� �$ �����')� �� *��*�$�* �%�-
���6:��5

9V< �)�%&�$6 +���& @�����$%��)� 1�����%$) 1�����% � �������$-

�)� 1�����%$)� �&�%+%�/��! 9%< 4X���� x ��%�+��%�$�* ����%���(5E
9.< 4� ����� x ���%��� ��� ��%��)� �� �$�*$ �*���5E 9�< 4X���� x
�����;�$ 9�����< ��% �2�;����* ��%��)25

9�< X 1���/6� 1�����%$% V (x, y)� �&�%+%�/��� 4x �%��%� yk%5� &%-

1��%$6 &%����$�� 0������� �)�%;%�/�� 1�����;���� 4�%��%� �����
�%��%�%  �� ��( �%��%�5

9�< >��$6 M(x, y, z) 1�����%$� &%�%��)( �% ���;��$�� �%$��%�6-

�)2 +���� � �&�%+%�/�( xy = z
 �)�%&�$6 +���& @$�$ 1�����%$ ���-
���$�)� 1�����%$)� �&�%+%�/��! 9%< y ����$�* �% xE 9.< y = x2E 9�< y =
x3

9C< >��$6 ������$�)( 1�����%$ I(x, y)� � ��$���� 1���%* 1�������%*

1��.��%�$ ���;��$�� $�+�� 1������$� � �$��%* ���;��$�� 1�*�)2
�% $�( ;� 1������$�� �&�%+%�$ 4B�+�% x ��;�$ �% 1�*��( y5
 Q%1�-
�%$6 � 1���/6� @$��� 1�����%$% &%����$�� 0������� �)�%;%�/��
1�����;���� 4[���& ��*��� $�+��� �� ��;%/�� �% 1�*��(� 1��2���$
�����$����%* 1�*�%*� 1%�%����6�%* @$�( 1�*��(5


��
	
 %� &
�
�
 ������  ���������!

� @$�( ��%�� �) &%(����* �&�+����� ���(�$� 0����� ������ 1�����-
;���(� ���� +$� 0%�$�+���� $� ;� �%���� ���(�$� 1��1�&�'���%�6�)2
��*&��


�	 
%;�%* 0�����% ������ 1�����;���( 1����$%��*�$ ��.�( 1���-
��;����� ��$�����$��� &�%+���� ��$����� &%����$ �$ ��$�����$-



V� [%�$6 88
 X$������ 1�����;���(

�)2 &�%+���( �2��*/�2 � 0������ @�����$%��)2 1�����;���(
 #$�
&%�������$6 ��* �%;��( 0�����) ��;�� 1����$%��$6 � 1���/6� ��-
$�����$��( $%.��')� %�%����+��( 1��������)� � 1���)��/�( ��%��
$%.��'%� ��* 1��1�&�'���%�6�)2 ��*&��
 �%1������ ��$�����$�%* $%-
.��'% ��* 0�����) ¬(X1 → ¬X2) �)��*��$ $%�!

X1 X2 ¬(X1 → ¬X2)

� � �

� � �

� � �

� � �

3�(�$��$��6��! %< Y��� X1 � X2 ��$���)� $� ¬X2 ��;��� 1�@$���
X1 → ¬X2 ��;�� �� &�%+�$� ¬(X1 → ¬X2) ��$����E .< Y��� X1 ��$�����
%X2 ��;��� $� ¬X2 ��$�����X1 → ¬X2 ��$���� � ¬(X1 → ¬X2) ��;��E
�< Y���X1 ��;��� $�X1 → ¬X2 ��$���� 1�� ��.��X2� � ¬(X1 → ¬X2)
��;��

3����( 1�����! ��$�����$�%* $%.��'% ��* 0�����) (X1 → X2) &

&¬(X2 ∨X1) ����$ ���!

X1 X2 (X1 → X2) &¬(X2 ∨X1)

� � �

� � �

� � �

� � �

W���� �.���$6�*� +$� $%.��'% &%1��%�% ������ ��1������$����� 4�)-
+�����5 &�%+���� 0�����) ��* �%;���� �& +�$)��2 �%.���� &�%+���(
X1 � X2
 �%1������ ��* �%.��% �� ��&D���'�* X1 ∨ X2 1�����%�$
&�%+���� �� % �� �$��'%��� ¬(X1 ∨ X2) &�%+���� �E 1�@$��� ���D-
���'�* (X1 → X2) &¬(X2 ∨X1) ��;�% 9$%� +$� &�%+���� ��1���%'��
X1 → X2 �)+���*$6 �� ��;��<


>������� 1����� 1��$�����* ��$�����$��( $%.��') ��* 0�����)�
�����;%/�( $�� @�����$%��)2 1�����;���* X1� X2� X3
 � @$�� ���-
+%� $%.��'% ����$ � �$���! �����&��;�)2 �%.���� &�%+���( 1�����-
;���( X1� X2 ����$�* �� � �%;�)( �& ��2 ��;�$ ��+�$%$6�* � ����*
&�%+���*�� 1�����;���* X3
 9��;�� ���%&%$6� +$� ��* 1���&���6��-
�� n +���� �����&��;�)2 �%.���� ��$�����$�)2 &�%+���( 1�����;���(
X1, X2, . . . , Xn �%��� 2n
< >�� ���$%������ ��$�����$�)2 $%.��' ���.��



��%�% V
 �%+%�% ������ 1�����;���( VU

�%�1��%�%$6 �%.��) &�%+���( @�����$%��)2 1�����;���( 94����%5 �&
.��� �� �< � ����������1������� �������� $
 �
 $%�� �%� �%�1��%�%�$
����% � �.)+�)2 ����%�*2 9$%� �) 1��$�1%�� � 1�� n = 2<
 3�* 0��-
���) ¬(X2 ∨¬X1) → X1 & X3 1�� ���������%0�+����� �%�1���;����
�$��� 1���+%�� �����/�� $%.��'�!

X1 X2 X3 ¬(X2 ∨¬X1) → X1 & X3

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

>�������( �$��.�' ��;�� &%1����$6� �)1����� ��* �%;��( �$��-
�� ��1������$������ 4�)+�������5
 ��;��� ���%��� &�%+�$��6�� �1��-
�$�$6 @$� 1��'������ ���� &%��$�$6� ��-1���)2� +$� ���� 1�����;���*
X1 � X3 �.% ��$���)� $� �%:% ��1���%'�* ����$ ��$����� &%���+����
� 1�$��� ��$���%� �� ��-�$��)2� +$� ���� X2 ��$���� ��� X1 ��;��� $�
��1���%'�* $%�;� ��$���%� $%� �%� ����$ ��;��� 1��)���
 ��$%�$�*
1���&���$� ��1������$������ 4�)+�������5 ��* ����( �$���� $�(� ���
X1 ��$����� % X2 � X3 ��;�)


����"�	 X��$%��$6 ��$�����$�)� $%.��') ��* 0�����!

9%< ¬(¬X2 ∨X2)E
9.< (X1 & X2)∨X3E
9�< (X1 → ¬X2) → ¬(X1 ∨X2) &¬X3E
9�< (X1 → X2) & (¬X3 → ¬X3)E
9�< ¬((X2 → (X3 → X1)) → X3 ∨X1 & X2)


�	 ��$����� &%��$�$6� +$� ��� �%&�)2 0�����) ������ 1�����;�-
��( ����$ ���$6 ���� � $�$ ;� ��)��� $
 �
 .)$6 ��������+�)��
 ,%�-
���$���� �%1������ 1�����;���* A = 4�������� +$� A�%��� � >�$-
���  �.% �$����$)5 � B = 4>� ��%(��( ���� ���� �& ����2 A�%���
��� >�$���  �� �$����$5
 F���� +$� @$� 1�����;���* �&�%+%�$ ����
� $� ;�
 ����* @�����$%��)� 1�����;���* X = 4A�%��� �$����$5 �
Y = 4>�$��� �$����$5� �) ��;�� &%1��%$6 A � B � ���� ¬(X & Y )
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 X$������ 1�����;���(

� ¬X ∨ ¬Y ���$��$�$�����
 B�1��6 ����� 1��*$6� 1�+��� A � B ����-
����+�) ���$%��� ��$�����$�)� $%.��') ��* ���$��$�$���/�2 0��-
���� �) ������ +$� @$� $%.��') ���1%�%�$!

X Y ¬(X & Y ) ¬X ∨¬Y

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

9Q���6 ��� $%.��') �%���+�����)� �.�%&�� ������) � ����
<
F���� +$� 1�����;���*� �)�%;%��)� @$��� 0�����%��� ��$%��$�*

��������+�)��� ���� �&*$6 � �%+��$�� X � Y ��.)� ������ 1�����-
;���*� $%� +$� �) ����� &���6 ����� � ��/���$�� � ���������( ��
1�����;���(� % 0�����E @$% ��������* ����$ ����+����� 1������  
��% �.��������% ���(�$�%�� ����+����2 �1��%'�(


��� "��� 	 ,%���%$���%* 1�����;���* A � B �%� 4���1%�%�/��
1� ��)���5� �)� �$���� �����*� ��1��$��� ��$�+���$6
 #$� 1�����;���*
�1���� �%���&�%+�) ��:6 � $�+�� &����* ��$�����$�c��;���$�� ��)�-
�) ;� �2 ���1%�%�$ �� �� ���'%! $�$� �$� 1���&����$ 1�����;���� A�
1���1��%�%�$� +$� � ��� ��.�������% ��&����� ��� ��;�$ ��&�����$6
������� +$� A�%��� � >�$���  �.% �$����$)� � �� ���%�$ %�'��$ �%
�1�����;���� @$��� �����*� � $� ����* �%� � 1�����;���� B $%��(
��)�����( �$$���� �$��$�$���$
 9Y/� �%��*���� @$� �%&��+�� �����
�% 1������ .���� 1���$)2 1�����;���( 4A�%��� �$����$5 � 4��������
+$� A�%��� �� �$����$5
< B%��� 1�����;���*  �%���&�%+�)� � $�+��
&����* ��$�����$�)2 &�%+���(  ��;�� .)�� .) �%&�%$6 4����+����
��������+�)��5� � �$��+�� �$ 41�����$6� ��������+�)25 %.����$-
�� $�;���$����)2 1� ��)���
 9�1��+��� � ����$��)2 ���+%*2 ����-
+���%* ��������* 1�����;���(� �.���������%* ���������( 0������
��;�$ 1������$6 � � �%�$�*/�( ���������
 �%1������ 1�����;���*
4W�����  �$���'% H����� � >%��; �$���'% G�%�'��5 � 4>%��; 
�$���'% G�%�'�� � W�����  �$���'% H�����5 ����+���� ��������+-
�) ����� �+������( ��������� 0����� X & Y � Y & X�  �� ���
��������+�) � 4�% �%��� ����
5< B%� +$� �%� �� ���+%(�� 1��:���6
� ��%�� U� �����* �. �$�;���$������ � ������ ��������+�)2 1�����;�-
��(� ��%&%$6� +$� ��� �$�;���$��*�$�* ��:6 4�%� 1�%����5
 B�1��6 �)
��;�� �$�+��$6 @$� $%�! � ������ ��������+�)� 1�����;���* �$�;��-
�$��*�$�*� ���� �2 ��������* �� �)&�%�% ���������( �)�%;%�/�2 �2
0����� ������ 1�����;���( ��� ������ 1�����%$��




��%�% V
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�) ��;�� $�1��6 ��%&%$6� +$� ��� 0�����) ������ 1�����;���(
��������+�) ���� �%� 1���*$� ������$6� �%������6�)�  ���� �2 ��-
$�����$�)� $%.��') ���1%�%�$
 �� �%� ���.�� .���$ �0���������%$6
�1��������� �%������6���$� �/� � � ������6�� ���( 0����
 3�* @$�-
�� ��;�� .���$ ����$� ����� 1��*$��� ��$���� �%;�� � �%�� 1� ��-
.�  1��*$�� .�����( 0���'��
� A�����! *����� 1�
�
��  @$� 0���-
'�* F (x1, . . . , xn) (n = 1, 2, . . . )� $%�%*� +$� ��� ��&%�����)� 1�������)�
1��.��%�$ ���2@�����$��� ���;��$�� {�,�} � ��� &�%+���* 0���'��
$%�;� 1���%���;%$ @$��� ���;��$��

��*��� .����� 0���'�� ��;��� �+������� &%�%$6 � 1���/6� $%-

.��') $�+�� $%���� ;� ���%� �%� $� ��$�����$�)� $%.��')� ��$��)�
��1��$%��*�$�* 0�����%�
 �%1������ $%.��'%

X1 X2 F (X1, X2)

� � �

� � �

� � �

� � �

&%�%�$ 0���'�� ���2 1�������)2 F (X1, X2)� $%���� +$� F (�,�) = ��
F (�,�) = �� F (�,�) = �� F (�,�) = �


Y��� $%.��'%� &%�%�/%* .����� 0���'�� F � ���1%�%�$ � ��$�����$-
��( $%.��'�( ����$���( 0�����)� �����*$� +$� @$% 0�����% ���������

���� 9���  ������ ��� ����� ��� 0���'�� F 


�%1������ $��6�� +$� �1��*��$%* 0���'�* F (X1, X2) 1����$%��*-
�$�*� �%� ����� 1������$6� 0������( (X1 → X2) & (X2 → X1)
 93�*
1������� ��;��� ����+��� ��1������$����� 4�)+����$65 ��$�����$���
&�%+���� 0�����) ��* �%;��( �$���� $%.��')� �� 1��/� &%��$�$6�
+$� �%;�%* �& ���2 �2��*/�2 � ��� ��1���%'�( ��;�% $���% � $��6��
$���%� ����% �� 1��)��% ��$���%� % &%���+���� ��;��� �� ������%$��6���
�2 ���D���'�* ��$���%� ����% &�%+���* X1 � X2 ����%���)� � ��;�%�
����% ��� �%&��+�)
<

E���������� ��'�"�!�� ��&���9 �����4 �" 7����� @���2"4 ��(�� &�� �
��!�"�* @�������M )���� �! ���� ? &���("���*���� ��  ��!'!���*���� %����
@!��! ��;� "� '! �!��" �!��� ��"�"#

B�1��6 �) ��;�� �0���������%$6 �1��������� �%������6���$� $%�!

�D ��
�� �	���� �� 
��	���
�� ����������
��� 
����� @#��	#� a�
� &bJG[XJ
cGGYJ� +3+7/+3V?'�
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 X$������ 1�����;���(

3�� 0�����) ������ 1�����;���( �%&)�%�$�* ���
�����
,��� ����
��� 1����$%��*�$ ���� � $� ;� .����� 0���'��


3�* �.�&�%+���* �%������6���$� 0����� ��1��6&��$�* &�%� ≡ 9��
�;� &�%��� �%� 1� ��%�� U<


,%������6�)�� *��*�$�*� �%1������ 0�����) ¬(X1 & X2) � ¬X1 ∨
∨¬X2! �) 0%�$�+���� ���%&%�� @$� �):�� ����% �.��;�%�� 1����� �
A�%���)� � >�$���)�
 9�) 1��%�� $%� X ����$� X1 � Y ����$� X2�
�� @$�� �%&����$�*� �� ����$ ���%���� &�%+���*
<

3����� 1������� ����$ ���;�$6 0�����) (X1 ∨X2) & X3 � X1 &
& X3 ∨X2 & X3� �%� 1��%&)�%�$ �2 ��$�����$�)� $%.��')!

X1 X2 X3 (X1 ∨X2) & X3 X1 & X3 ∨X2 & X3

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

����"�	 9�< 3��%&%$6� +$�!
9%< X → ¬Y ≡ Y → ¬XE
9.< X → (Y → Z) ≡ X & Y → Z


9�< ,%������6�) �� 0�����)!
9%< ¬(X → Y ) � X → ¬Y I
9.< (X → Y ) → Z � X → (Y → Z)I
9�< (X → Y ) & (X → Z) � X → Y & ZI
9�< (X → Y )∨ (X → Z) � X → (Y ∨Z)I

,%������6�)�� ����$ .)$6 � $%��� 0�����)� � ��$��)2 ���;��$�%
�2��*/�2 � ��2 @�����$%��)2 1�����;���( �� ���1%�%�$
 3��� � $���
+$� 0�����%� �����;%/%*� ��1��$��� ��% @�����$%��)2 1�����;���*
X1 � X2� 1����$%��*�$ �� $��6�� 0���'�� ���2 1�������)2 X1� X2�
�� �� �%1������ 0���'�� $��2 1�������)2 X1� X2� X3� $%���� +$�
1�� 0�������%��)2 &�%+���*2 X1 � X2 �� &�%+���� �� �&���*�$�* 1��
�&������� &�%+���* X3

,%����$���� �%1������ 0���'�� C(X1, X2, X3)� &%�%���� ������-

/�( $%.��'�(!



��%�% V
 �%+%�% ������ 1�����;���( V�

X1 X2 X3 C(X1, X2, X3)

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �


���%X1 �X2 1�����%�$ &�%+���� �� @$% 0���'�* $%�;� 1�����%�$
&�%+���� � 1�� �.��2 ��&��;�)2 &�%+���*2 X3E 1�� ��$%�6�)2 ��+�$%-
��*2 &�%+���( X1 � X2 ��% 1�����%�$ &�%+���� �� $�;� ��&%������ �$
&�%+���* X3
 �� �%� �&���$�% 0�����%� ��$�����$��� &�%+���� ��$���(
��$6 � 1�� X1 = X2 = � � � 1�� ��$%�6�)2 �%.��%2 &�%+���( X1

� X2! @$� X1 & X2
 B%��� �.�%&��� @$% 0�����% 1����$%��*�$ �%:�
0���'�� C(X1, X2, X3)
 �� @$% 0���'�* 1����$%��*�$�* $%�;� � 0��-
����( X1 & X2 & X3 ∨ X1 & X2 & ¬X3� �%� ����� 1������$6� 1��$����
��* ��� ��$�����$��� $%.��'�
 B%��� �.�%&��� 0�����) X1 & X2 �
X1 & X2 & X3 ∨X1 & X2 &¬X3 �%������6�)

��$ �/� ���� 1����� $%���� ���%! ���$%��� ��$�����$��� $%.��'�

��* 0�����) (X1 → X2) & (X1 → ¬X2)� �) ������� +$� ��% 1�����%�$
&�%+���� �� ����% X1 ��;��� � �� ����% X1 ��$����� �%���� .) �� .)��
&�%+���� X2
 X�����%$��6��� @$% 0�����% �%������6�% ¬X1


����"�	 3��%&%$6� +$�!
9%< (X1 ∨X2 ∨X3) & (X1 ∨X2 ∨¬X3) ≡ X1 ∨X2E
9.< (Y → X) & (¬Y → X) ≡ XE
9�< X ∨ (X & Y ) ≡ XE
9�< (X & Y → Z) & (X &¬Y → Z) ≡ X → Z


�	 >��6&�*�6 1��*$��� �%������6���$�� ��;�� ��$%����$6 �*� 1��-
�$)2� �� �+��6 �%;�)2 ���(�$� 1��1�&�'���%�6�)2 ��*&��
 3� ����-
$���( �$�1��� ��� 1�2�;� �% ���(�$�% %��0��$�+����2 ��(�$��( �%�
+���%��� �� �/� .��6:�  �% ���(�$�% �1��%'�( �%� ���;��$�%��� ��-
$��)� .)�� �%����$���) � ��%�� �
 ��� @$� ���(�$�% ����$ ��� �%���-
���6���$�( � ����� ���%&)�%�$�* � 1���/6� ��$�����$�)2 $%.��'E �2
�%&)�%�$ �.)+�� ��
��
,�� ���
�����
������ ������ ��������
�	

��� ��
��
,�� ���	������ ����� �
��
���
,0 ��� �� 
 ,%�� .��6:�(
�.�&�����$� �) �%&�.6�� �2 �% $�� ���11)
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 X$������ 1�����;���(

� ���11� 8 ��(��$ �����6 ���$��:���(� � ��$��)2 �+%�$���$ $��6��
���D���'�* � ��&D���'�*!

81
 X ∨ (Y ∨Z) ≡ (X ∨Y )∨Z 9%���'�%$�����$6 ��&D���'��<
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≡ X &¬Y ∨Z → ¬¬(X &¬¬Z) ≡ 9�<

≡ X &¬Y ∨Z → X & Z ≡ 9U<

≡ ¬(X &¬Y ∨Z)∨X & Z ≡ 9�<

≡ ¬(X &¬Y ) &¬Z ∨X & Z ≡ 9�<

≡ (¬X ∨¬¬Y ) &¬Z ∨X & Z ≡ 9V<

≡ (¬X ∨Y ) &¬Z ∨X & Z ≡ 9�<

≡ ¬X &¬Z ∨Y &¬Z ∨X & Z. 9�<
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���� �!	 9�< G�����% ∀x∃yF (x, y) �����;�$ ���� ������$�)(
1�����%$�)( ������ F (x, y)
 >�� &%��/���� ��� 1�����%$��� �1��-
������)� �% ���;��$�� �%$��%�6�)2 +���� � �&�%+%�/�� x < y�
0�����% 1����%/%�$�* � ��$����� 1�����;���� 43�* ��.��� �%$��%�6-
���� +���% ��/��$���$ �%$��%�6��� +����� ��$���� .��6:� ����5� 1��
&%��/���� 1�����%$��� �1��������)� �% $�� ;� ���;��$�� � �&�%+%�-
/�� x > y�  � ��;��� 1�����;���� 43�* ��.��� �%$��%�6���� +���%
��/��$���$ �%$��%�6��� +����� ��$���� ���6:� ����5� 1�� &%��/����
1�����%$��� �1��������)� �% ���;��$�� ����( � �&�%+%�/�� 4y 
�%$6 xk%5�  � ��$����� 1�����;���� 4` ��.��� +������% ��$6 ��� .)�%
�%$65� 1�� &%��/���� 1�����%$��� �1��������)� �% $�� ;� ���;��$��
� �&�%+%�/�� 4y �)� xk%5�  � ��;��� 1�����;���� 4` ��.���
+������% ��$6 ��� .)� �)�5

9�< Y��� � 0������ ¬∃xA(x, y) → ¬B(y) &%���$�$6 ������$�)( 1��-

���%$�)( ������ A(x, y) 1�����%$��� �1��������)� �% ���;��$�� ��-
��( � �&�%+%�/�� 4x &%�$%��*�$ yk% ��)�%$6�* 1� �$�%�5� % �������$-
�)( 1�����%$�)( ������ B(x) 1�����%$��� �1��������)� �% $�� ;�
���;��$�� � �&�%+%�/�� 4x ��)�%�$�* 1� �$�%�5� @$% 0�����% 1��-
��%/%�$�* � �������$�)( 1�����%$ �$ 1��������( y� �&�%+%�/�( 4Y���
���$� �� &%�$%��*�$ yk% ��)�%$6�* 1� �$�%�� �� @$��� �� ���%�$5 9��*
����$��)2 yk�� &�%+���� @$��� 1�����%$% ��$6 �� ��* ����$��)2 �<

B% ;� 0�����% 1�� &%��/���� ������% A(x, y) 1�����%$��� � ��$����
x 1��.��%�$ ���;��$�� �&�+%��)2 � :���� �+�.�)2 1�����$�� � y 
���;��$�� ����(� �&�%+%�/�� 4+������ y &�%�$ 1�����$ x5� � ������%
B(x) 1�����%$��� �1��������)� �% ���;��$�� ����( � �&�%+%�/��
4x ��;�$ .)$6 �+�$���� � :����5� 1����%/%�$�* � 1�����%$� �&�%+%�-
/�( 4Y��� y �� &�%�$ �� ������ �+�.���� 1�����$%� �� �� ��;�$ .)$6
�+�$���� � :����5 9�+������� $�;���$����� ��$���)(<

9U< G�����% ∀x∀y∀z(A(x, y) & A(y, z) → A(x, z)) 1�� &%��/���� 1��-

���%$���� ������% A(x, y) 1�����%$��� �1��������)� �% ���;��$�� ��-
��( � �&�%+%�/�� 4x �$%�:� yk%5� 1����%/%�$�* � ��$����� 1�����;�-
��� 4
%���) .) �� .)�� ���� x� y� z� ���� x �$%�:� yk% � y �$%�:� zk%�
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$� x �$%�:� zk%5� % 1�� &%��/���� 1�����%$��� �&�%+%�/�� 4x &�%���
� yk��5  � ��;��� 1�����;���� 4
%���) .) �� .)�� ���� x� y� z� ����
x &�%��� � yk�� � y &�%��� � zk��� $� x &�%��� � zk��5

9�< ,%����$��� 0������ ∀x∀y∀z∀t(S(x, y, z) & S(y, x, t) → E(z, t)<


Y��� &%���$�$6 � ��( ������) S(x, y, z) � E(x, y) 1�����%$%��� �1����-
����)�� �% ���;��$�� ��(�$��$��6�)2 +���� � �&�%+%�/��� ���$��$-
�$����� x + y = z � x = y� 1���+�$�* ��$����� 1�����;���� 4X���%
���2 +���� �� �&���*�$�* 1�� 1����$%����� ��%�%��)25� % ���� �&*$6
����$� x + y = z 1�����%$ x− y = z  ��;��� 1�����;���� 4,%&���$6
���2 +���� �� �&���*�$�* 1�� 1������� ���$%�� ����6:%����� �
�)+�$%�����5


�	 � ������ 1�����;���( ��%��)� �%.�+�� ���$�����$�� .)�� �
�%� 1��*$�� �%������6���$� 0�����
 H�%����+��� 1��*$�� ��;�� ���-
�$� � � ������ 1�����%$��
 A������ ��� ��&%����$)� 0�����) ������
1�����%$�� �%&)�%�$�* ���
�����
,��� ���� 1�� ��.�� &%��/����
�2��*/�2 � ��2 1�����%$�)2 �������� ������$�)�� 1�����%$%�� ���
1����%/%�$�* � ���� � $�$ ;� 1�����%$� % ��� &%����$)� ���� 1��
��.�� $%��� &%��/���� ��� 1����%/%�$�* � 1�����;���*� ����/��
����%���)� ��$�����$�)� &�%+���*

3�* �.�&�%+���* �%������6���$� 0����� ������ 1�����%$�� ��1��6-

&��$�* $�$ ;� &�%� ≡� +$� � � ������ 1�����;���(

,%����$��� $�1��6 ������6�� 1�������


���� � �	 ¬(F (x) & G(x)) ≡ ¬F (x)∨¬G(x)


� �%��� ����� ���� �) &%���$�� F � G 1���&���6�)�� �������$-
�)�� 1�����%$%�� F0 � G0� % &%$�� �%��� 1��������( x 1���&���6-
��� &�%+���� x0� $� 0�����% ¬(F (x) & G(x)) 1����%$�$�* � 1�����-
;���� ¬(F0(x0) & G0(x0))� % 0�����% ¬F (x) ∨ ¬G(x) � 1�����;�-
��� ¬F0(x0) ∨ ¬G0(x0)E �� ��$�����$�)� &�%+���* @$�2 1�����;���(
���1%�%�$
 B%��� �.�%&��� &�%+���* 1�����%$�� ¬(F0(x) & G0(x)) �
¬F0(x) ∨ ¬G0(x) ���1%�%�$ 1�� ��.)2 &�%+���*2 x�  ��%+� �����*�
@$� �� �%&�)� 1�����%$)� % ���� � $�$ ;� 1�����%$
 9�%1������
+$� 1�����%$  +%�$�)( ���+%( 0���'��� % 0���'�� ���1%�%�$� ����
���1%�%�$ �2 �.�%�$� �1��������* � ���1%�%�$ �2 &�%+���* 1�� ��.)2
&�%+���*2 ��&%������( 1��������(
<

��� "��� 	 >���������� $��6�� +$� �%���;����� .)�� �����%��
�% $��� +$� 0�����) ¬(F (x) & G(x)) � ¬F (x) ∨ ¬G(x) 1���+%�$�* �&
�%������6�)2 0����� ������ 1�����;���( ¬(X & Y ) � ¬X ∨¬Y &%��-
��( @�����$%��)2 1�����;���( X � Y 0�����%�� F (x) � G(x)
 B�+��
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$%��� ;� �%���;����� ��;�� 1�����$� ��* ��.�( 1%�) �%������6�)2
0����� ������ 1�����;���(� � ��$��)2 @�����$%��)� 1�����;���*
&%�����) �%����-��.� 0�����%�� ������ 1�����%$��
 B%��� �.�%&��!
���� � �%������6�)2 0�����%2 ������ 1�����;���( &%����$6 �%;���
@�����$%���� 1�����;���� �%��(-��.� 0������( ������ 1�����%$��� $�
1���+���)� 1�� @$�� 0�����) ������ 1�����%$�� .���$ �%������6�)


���� � �	 ∀x(F (x) & G(x)) ≡ ∀xF (x) & ∀xG(x)

� �%��� ����! �.� @$� 0�����) &%����$)� � 1���%* �& ��2 1�� &%��/�-
��� F (x) � G(x) ������$�)�� 1�����%$%�� F0(x) � G0(x) 1����%/%�$�*
� ��$����� 1�����;���� � $�� � $��6�� $�� ���+%�� ����% 1�����%$
F0(x) & G0(x) $�;���$����� ��$����E �� @$�$ 1�����%$ $�;���$�����
��$���� $���% � $��6�� $���%� ����% $�;���$����� ��$���) �.% 1����-
�%$% F0(x) � G0(x) ��%+� �����*� ����% ��$���) 1�����;���* ∀xF0(x)
� ∀xG0(x)� ���� �/� ��%+�� ����% ��$���% �2 ���D���'�*� � ��$����
�%� �%& � 1����%$��%�6 �%:% �$��%* 0�����%


���� � �	 G�����) ∃x(F (x) & G(x)) � ∃xF (x) & ∃xG(x)
�� �%������6�)


[$�.) �.���$6�* � @$��� ���$%$�+�� �%($� ��
� &%��/���� F (x) � G(x)
������$�)�� 1�����%$%��� 1�� ��$���� ���% �& �%:�2 0����� 1��-
��%$��%�6 .) � ��$����� 1�����;����� % ����%*  � ��;���
 �� ����
&%���$�$6 F � G 1�����%$%��� �1��������)�� �% ���;��$�� �%$��%�6-
�)2 +���� � �&�%+%�/��� ���$��$�$����� 4x +�$��5 � 4x ��+�$��5�
$� 1���%* 0�����% 1����%$�$�* � ��;��� 1�����;���� 4X�/��$���$
�%$��%�6��� +����� *��*�/���* ������������ +�$�)� � ��+�$�)�5�
% �$��%* � ��$����� 1�����;���� 4X�/��$���$ �%� +�$�)�� $%� �
��+�$�)� �%$��%�6�)� +���%5


���� � �	 ∃x(F (x)∨G(x)) ≡ ∃xF (x)∨∃xG(x)

� �%��� ����! 1���%* 0�����% 1�� &%��/���� F (x) � G(x) ������$�)-
�� 1�����%$%�� F0(x) � G0(x) 1����%/%�$�* � ��;��� 1�����;���� �
$�� � $��6�� $�� ���+%�� ����% 1�����%$ F0(x) ∨ G0(x) $�;���$�����
��;��E �� @$�$ 1�����%$ $�;���$����� ��;�� $���% � $��6�� $���%�
����% $�;���$����� ��;�) �.% 1�����%$% F0(x) � G0(x) ��%+� �����*�
����% ��;�) 1�����;���* ∃xF0(x) � ∃xG0(x)� ���� �/� ��%+�� ����%
��;�% �2 ��&D���'�*� � ��$���� 1����%$��%�6 �$��%* 0�����%


���� � �	 G�����) ∀x(F (x)∨G(x)) � ∀xF (x)∨∀xG(x)
�� �%������6�)


[�$%$��� 1����%�%�$�* �.���$6�* � @$�� �%���$�*$��6��� 1���.�%� 1��-
2��*/�� &%��/���� 9�%� � 1������ U<
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���� � �	 G�����) ∀x∃yF (x, y) � ∃y∀xF (x, y) �� �%������6�)


3�(�$��$��6��� ���� &%���$�$6 1�����%$�)( ������ F (x, y) 1�����%-
$��� �1��������)� �% ���;��$�� �%$��%�6�)2 +���� � �&�%+%�/��
x < y� $� 1���%* 0�����% 1����%$�$�* � ��$����� 1�����;���� 43�*
��.��� �%$��%�6���� +���% ��/��$���$ �%$��%�6��� +����� ��$����
.��6:� ����5 9��
 1����� 9�< � �%+%�� ��%�)<� % �$��%* � ��;���
1�����;���� 4X�/��$���$ �%$��%�6��� +����� ��$���� .��6:� ���2
�%$��%�6�)2 +����5


����"�	
9�< 9%< 3��%&%$6� +$� ∀x∃y(F (x) & G(y)) ≡ ∃y∀x(F (x) & G(y))

9.< B� ;� � &%����( & �% ∨


9�< 9%< ,%������6�) �� 0�����)

∀x(F (x) → G(x)) � ∀xF (x) → ∀xG(x)?

9.< B� ;� � &%����( ∀ �% ∃


�	 
%� �%� �&���$�� �& 1���)��/�( ��%�)� � ������ 1�����;���(
����$�* 1���$�( �1���.� 1�&���*�/�( ��* ��.)2 ���2 0����� �&�%$6�
�%������6�) �� ���! ���$%$�+�� ��%���$6 �2 ��$�����$�)� $%.��')

� ������ 1�����%$�� 1���.���� �1���.% ��$� � .)�� .) .��1���&�� 1)-
$%$6�* ��� �%($�! ���� �
�� +$� �� ��/��$���$ ���%���� �������%�6����
��$��%� ��$��)( 1�&���*� .) 4��2%��+����5� � 1���/6� ����2 � $�2
;� +�$�� �1��������)2 1�%���� ��* ��.)2 ���2 0����� ������ 1��-
���%$�� �)*��*$6� *��*�$�* �� ��� �%������6�)��
� >�@$��� �%���-
���6���$6 1��2���$�* � �%&�)2 ���+%*2 ���%&)�%$6 1�-�%&����� � @$�
��;�$ ��%&%$6�* ������ �� 1���$�
 �� ��* ����$��)2 �%;�)2 +%�$�)2
���+%�� ���-$%�� ��$6 1���$)� �1���.) ���%&%$��6�$�% �%������6���$�

A����% ��%�$�*� �%1������ ���1��6&��%$6�* �����$�%�� ������ 1�����-
;���( 9��
 �):�� 1����� � 1���)��/��� 1���$% � &%��+%��� � ����<

� �*�� �����2 ���+%�� ��;�� 1��6&��%$6�* ���(�$�%�� ��%�$����
 ��$
�%�.���� �%;�)� �& @$�2 ���(�$� 9�2 +%�$� �%&)�%�$ ��
��
,�� ���
��

����
������ ������ ����������<
 �) �%&����� �2 �% +�$)�� ���11)!
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81
 ∀x∀yF (x, y) ≡ ∀y∀xF (x, y)

82
 ∃x∃yF (x, y) ≡ ∃y∃xF (x, y)
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�%� ���%*� $%� � 1�%�%* ��� +%�$� 1����%/%�$�* � ��$���)� 1�����;�-
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881
 ¬∀xF (x) ≡ ∃x¬F (x)

882
 ¬∃xF (x) ≡ ∀x¬F (x)

3��%;�� ���$��:���� 881
 Q%���$�� 1�����%$�)( ������ F 1��-

�&���6�)� �������$�)� 1�����%$�� F0
 Y��� 1�����;���� ¬∀xF0(x)
��$����� $� 1�����;���� ∀xF0(x) ��;��E ������%$��6��� 1�����%$ F0

�� *��*�$�* $�;���$����� ��$���)� �� �$%�� .)$6� 1�����%$ ¬F0 ��
*��*�$�* $�;���$����� ��;�)�� $
 �
 ��* �%����-$� &�%+���* 1������-
��( x �� 1�����%�$ &�%+���� �� $%� +$� ∃x¬F (x) ��$����� 1�����;�-
���
 X �����( �$����)� ���� 1�����;���� ¬∀xF0(x) ��;��� $� ∀xF0(x)
��$����E 1�@$��� 1�����%$ F0(x) $�;���$����� ��$����� % ¬F0(x) $�;-
���$����� ��;��� $%� +$� ∃x¬F0(x) ��;��� 1�����;����

X��$��:���� 882 ���%&)�%�$�* %�%����+��E +�$%$��� .���$ �+��6 1�-

��&�� 1�1)$%$6�* 1�����$� @$� ���%&%$��6�$�� �%����


��� "��� 	 Y��� ����$��)( �������$�)( 1�����%$ P (x) �1����-
��� �% ����+��� ���;��$�� {a1, . . . an}� $� ∀xP (x) �&�%+%�$ $� ;�� +$�
P (a1) & . . . & P (an)� % ∃xP (x) $� ;�� +$� P (a1)∨ . . .∨P (an)
 � �./��
���+%� ��%�$��) �./���$� � ��/��$���%��* ��;�� 1����%$6 �%� 4.��-
����+��� ���D���'��5 � 4.������+��� ��&D���'��5
 B���% ���$��-
:���* ���11) 88 ��%&)�%�$�* �.�./���*�� �% 4.������+�)( ���+%(5
&%����� 3� ����%�%


���11% 888! �)������� ��%�$���� &% ���.��


3�* 1���&���6��( 0�����) I� �� �����;%/�( ���.���)2 �2�;����(
1��������( x� �1�%������) ���$��:���*!

8881
 I & ∀xF (x) ≡ ∀x(I & F (x))

8882
 I ∨∀xF (x) ≡ ∀x(I ∨F (x))

8883
 I & ∃xF (x) ≡ ∃x(I & F (x))

8884
 I ∨∃xF (x) ≡ ∃x(I ∨F (x))

�) ���%;�� $��6�� 1����� �& @$�2 ���$��:���(E ��$%�6�)� ���%&)-

�%�$�* .���� ��� ����� %�%����+�� 92�$* �� ��� %�%����� �+�����)<

>�� @$�� �) 1������� ���%&%$��6�$�� $��6�� ��* ���+%*� ����% 0����-
�% I &%����$%� $
 �
 ���./� �� �����;�$ ���.���)2 1�������)2
 � �.-
/�� ���+%� ���%&%$��6�$�� �$���$�* $%� ;�� �� ��.%��*�$�* ����$��)�
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 X$������ 1�����;���(

$�2��+����� ����;����*� ��$��)� �) �1���%��� +$�.) ����%$6 .����
*���( �./�� ����

A$%�� 1��$6 I  &%����$%* 0�����%
 Q%���$�� ������ F 1���&���6-

�)� �������$�)� 1�����%$�� F0 � ��� 1�����%$�)� ������)� �2��*-
/�� �I�  1���&���6�)�� 1�����%$%�� ���$��$�$���/�( ����$����$�E
0�����% I 1����%$�$�* 1�� @$�� � ����$���� 1�����;���� I0
 B���%�
���� 1�����;���� I0 & ∀xF0(x) ��$����� $� ��$���) �.% 1�����;���*
I0 � ∀xF0(x)E �& ��$�����$� ∀xF0(x) ������$� +$� 1�����%$ F0(x) $�;-
���$����� ��$����E 1�@$��� 1�����%$ I0 & F0(x) $%�;� $�;���$�����
��$����� $%� +$� ∀x(I0 & F0(x)) ��$����� 1�����;����
 X �����( �$�-
���)� ���� I0 & ∀xF0(x) ��;��� $� ��;�� ��.� I0� ��.� ∀xF0(x)E � 1��-
��� ���+%� I0 & F0(x) $�;���$����� ��;�)( 1�����%$� �� �$���� 
1�����%$ F0(x) �� $�;���$����� ��$����� �� �$%�� .)$6� �� $�;���$���-
�� ��$���� $%�;� � 1�����%$ I0 & F0(x)
 � �.��2 ���+%*2 1�����;����
∀x(I0 & F0(x)) ��;��


���11% 8Z! 1���������%��� ��*&%��)2 1�������)2


8Z1
 ∀xF (x) ≡ ∀yF (y)

8Z2
 ∃xF (x) ≡ ∃yF (y)


#$� ���$��:���* ������$ �& $���� +$�� �%� .)�� �$��+��� �/� �
��%�� � 9�
 ��<� 1�����;���* ∀xF0(x) � ∀yF0(y) ����$ ����%���)� ��-
$�����$�)� &�%+���*� �%��� .) �� .)� 1�����%$ F0� � $� ;� �%��� �����
��* ∃xF0(x) � ∃yF0(y)


�� ���2 �)������)2 ��(+%� �%������6���$*2 ����$� x � y ��;���
�%&����$�*� .�%$6 ��.)� ������ 1�������)�


�	 X 1���/6� ������)2 �%������6���$�( ������ 1�����;���( � ��-
���� 1�����%$�� ��;�� 1���&����$6 � ������ 1�����%$�����������
�


,� ����*�� ���
�� %�%����+�� $���� �%� @$� ���%�$�* � ������ 1���-
��;���(

,%����$��� ������6�� 1�������


���� � �	 ∀x(F (x) → ∃yG(x, y)) ≡ ∀x(¬F (x)∨∃yG(x, y)) ≡
≡ ∀x∃y(¬F (x)∨G(x, y)) ≡ ∀x∃y(F (x) → G(x, y))


Q���6 �% 1����� :%�� ��1���%'�* �)�%;%�$�* +���& ��&D���'�� �
�$��'%���� �% �$���� �& ��&D���'�� �)����$�* &% ���.�� ��%�$��
��/��$���%��* 1� y 9@$� ��;�� ����%$6� 1�����6�� 0�����% ¬F (x)
�� �����;�$ ���.���)2 �2�;����( y<� � �% $��$6�� ����$%�%����%�$�*
��1���%'�*




��%�% �
 �%+%�% ������ 1�����%$�� �C

���� � �	 ¬∀x¬F (x) &¬∀xG(x) ≡ ∃x¬¬F (x) & ∃x¬G(x) ≡
≡ ∃xF (x) & ∃y¬G(y) ≡ ∃x(F (x) & ∃y¬G(y)) ≡
≡ ∃x∃y(F (x) &¬G(y))


Q���6 �% 1����� :%�� ��%;�) 1�����*�$�* ���$��:���� 881� �% �$����
��$�%�*�$�* ���(��� �$��'%��� � ������������ ��*&%��%* 1�������%*
x � 0������ ∃x¬G(x) 1���������)�%�$�* � y� �% $��$6�� �)����$�* &%
���.�� ��%�$�� 1� x � �% +�$���$�� ��%�$�� 1� y
 9>���������%���
1��������( ���.2����� ��* $���� +$�.) ��;�� .)�� �)����$6 ��%�$�-
�) &% ���.��
<

���� � �	 ¬∃x∀yF (x, y)∨∀xG(x) ≡
≡ ∀x¬∀yF (x, y)∨∀zG(z) ≡ ∀x∃y¬F (x, y)∨∀zG(z) ≡
≡ ∀x∃y(¬F (x, y)∨∀zG(z)) ≡
≡ ∀x∃y∀z(¬F (x, y)∨G(z))


Q���6 �% 1����� :%�� 1�����*�$�* ���$��:���� 882 � ������������
��*&%��%* 1�������%* x � 0������ ∀xG(x) 1���������)�%�$�* � z� �%
�$���� 1�����*�$�* ���$��:���� 881� �% $��$6�� �)���*$�* &% ���.��
��%�$��) 1� x � 1� y � �% +�$���$�� ��%�$�� 1� z


� �%;��� �& 1��������)2 1������� ��&��6$%$�� 1���.�%&��%��*
*��*�$�* 0�����%� � ��$���( ��� ��%�$��) 4�)�����) �1����5  ��%+�
�����*� 0�����%� �%+��%�/%*�* � 4��%�$����( 1���$%���5 9��� 41��-
0���%5<� &% ��$���( ������$ .����%�$���%* 0�����%
 B%��� 0�����)
�%&)�%�$ 0�����%�� � ���1���
�	 
������
�	 1���� 9����%/����
�� 
� 1�<
 ��$����� 1��*$6� +$� � 1
 �
0
 ��;�� 1�����$� ��.�� 0��-
���� ������ 1�����%$��


���� � �	 ¬∀x∃y∀z(L(x, z) → C(y, z)) ≡
≡ ∃x¬∃y∀z(L(x, z) → C(y, z)) ≡
≡ ∃x∀y¬∀z(L(x, z) → C(y, z)) ≡
≡ ∃x∀y∃z¬(L(x, z) → C(y, z))


Q���6 ��%+%�% 1�����*�$�* ���$��:���� 881� &%$�� 882 � �/� �%& 881�
1���� +��� 1���+%�$�* 0�����%� � ��$���( ��� ��%�$��) &%�����) 41��-
$���1���;�)��5� % �$��'%��� �$��$ �1�%�% �$ ��%�$����( 1���$%���

B%��� �1���.�� ��;��� �+������� �.�%&��%$6 �$��'%��� ��.�( 0����-
�) � 1��0�����( ����%�6��( 0����


���� � � #$�%�%�& �� '	 >���.�%&�* 1�������� 0������ �%�6-
:� 9�)�%;%* ��1���%'�� +���& ���D���'�� � �$��'%��� � ��$�%�**
���(��� �$��'%���<� 1���+%�� 0������ ∃x∀y∃z(L(x, z) &¬C(y, z))

>��$6� �%1������ 1�������%* x 1��.��%�$ ���;��$�� ����/�2�*

� ����$���� ������ 1���1��*$�(� y ���;��$�� ����/�2�* � ���
��$���2 �%��� � z  ���;��$�� ��� ;�$���(
 Q%���$�� 1�����%$�)�
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 X$������ 1�����;���(

������) L(x, z) � C(y, z) 1�����%$%��� �&�%+%�/��� ���$��$�$�����
4z �%.�$%�$ �% 1��1��*$�� x5 � 43�$� zk% ����$ 1���/%$6 ��$���(
�%� y5
 B���% �)�%;����� �$�*/�� � ��2����( 0������ 1�� &�%���
�$��'%��*� �&�%+%�$ 43�* �%;���� 1���1��*$�* ��/��$���$ ��$���(
�%�� ��$��)( ����$ 1���/%$6 ��$� ���2 ��� �%.�$�����5� % 1������**
0�����% 9�%������6�%* �$��'%��� @$��� �)�%;���*< �&�%+%�$ 4X�/�-
�$���$ $%��� 1���1��*$��� +$�� �%��� .) �� .)� ��$���( �%�� �% @$��
1���1��*$�� ��$6 �%.�$���� +6� ��$� ��� 1���/%$6 �� ����$5


����"�	 9�< >�����$� � 1
 �
0
!
9%< ∀xF (x) → ∃yG(x, y)E
9.< (¬∀xF (x, y) → ∃yG(y, z)) &¬∃tH(t)E
9�< ¬∃x(¬∀y∃zF (x, y, z)∨¬∃xG(x, y, z))


9�< �.�%&��%$6 �$��'%��* 0������ 1���+���)2 � ��&��6$%$� ��:���*
&%�%+� �


�	 � ������ 1�����%$�� ����$�* $%�;� 1��*$�*� %�%����+�)� 1�-
�*$�*� $�;���$����� ��$����( � $�;���$����� ��;��( 0�����)
������ 1�����;���(� 2�$* ����% �� &���6 �%�$�* ������
 A�����!
0�����% ������ 1�����%$�� �%&)�%�$�* ����� ����

�	� ���� 1��
��.�� &%��/���� �2��*/�2 � ��� 1�����%$�)2 �������� ������$-
�)�� 1�����%$%�� ��% 1����%/%�$�* � ��$����� 1�����;���� 9����
��% &%����$%< ��� � $�;���$����� ��$���)( 1�����%$ 9���� ��% ��
&%����$%<E 0�����% ������ 1�����%$�� �%&)�%�$�* 
��,���
���	�
���� 1�� ��.�� &%��/���� �2��*/�2 � ��� 1�����%$�)2 ��������
������$�)�� 1�����%$%�� ��% 1����%/%�$�* � ��;��� 1�����;����
9���� ��% &%����$%< ��� � $�;���$����� ��;�)( 1�����%$ 9���� ��% ��
&%����$%<

����$� 4����� ��$���%*5 � ��$��%$��� �% ������� *&)�� +%�$� ��-

1��6&��$�* ����%+�)( $����� 4�./�&�%+��%*5 9��&���:�( � ��&��6$%-
$� ��������� 1������% ����'���� )��4�%�#&4J$�!#4<

G������� �� *��*�/���* ���)1������(� ��$��$����� �%&�%$6 �,����


���	


��� "��� 	 A& �1��������( *���� +$�! 9%< ��*�%* 0�����%� �%���-
���6�%* ����� ��$����( 0������� �%�% ����� ��$���%� � $� ;� �����
��* ���)1�����)2 0�����E 9.< �$��'%��� ����� ��$����( 0�����)
���)1������� % �$��'%��� ���)1������( ����� ��$����E 9�< 0�����%
I �� ���.����( 1��������( x $���% � $��6�� $���% ����� ��$���%� ����%
����� ��$���% 0�����% ∀xI � � $���% � $��6�� $���% �)1�����%� ����%
�)1�����% 0�����% ∃xI 




��%�% �
 �%+%�% ������ 1�����%$�� ��

>���.�� $�;���$����� ��$���)� 0�����%� ������ 1�����;���(�
����� ��$���)� 0�����) ������ 1�����%$�� �)�%;%�$ ����������  ��

��
,� $
 �
 4%.����$�� ��$���)�5 1�����;���*  ��$���)� ��� &%����-
���$� �$ $���� �%��( ��)�� 1���%�$�* �2��*/�� � ��2 1�����%$�)�
������%�
 9��&%����$%* ����� ��$���%* 0�����% �$%����$�* 4%.��-
��$�� ��$���)�5 1�����;������ ���� ��*&%$6 ��� ���.���)� 1������-
�)� ��%�$��%�� �./���$�
<

,%����$��� $�1��6 ������6�� 1���$)2 1�������


���� � �	 G�����% F (x)∨¬F (x) ����� ��$���%
 � �%��� ����� ��-
�� &%���$�$6 F 1���&���6�)� �������$�)� 1�����%$�� F0 � &%$�� �%$6
1��������( x 1���&���6��� &�%+���� x0� 1���+�$�* ��$����� 9� ����
&%���% �����+������ $��$6���< 1�����;���� F0(x0) ∨ ¬F0(x0)
 B%���
�.�%&��� 1�� ��.�� &%��/���� ������% F ������$�)� 1�����%$��
�%:% 0�����% 1����%/%�$�* � $�;���$����� ��$���)( 1�����%$


���� � �	 G�����% ∀x(F (x) ∨ ¬F (x)) $%�;� ����� ��$���% 9��

&%��+%��� �% 1���)��/�( �$�%��'�� 1���$ 9�<<


���� � �	 G�����% ∀xF (x) → ∃xF (x) ����� ��$���%� $
 �
 ��*
��.��� 1�����%$% F0� ��* ��$����� 1�����;���� ∀xF0(x) ��$�����
1�����;���� ∃xF0(x) $%�;� ��$����� % 1�$��� ��$���% � ��1���%'�*
∀xF0(x) → ∃xF0(x)� �� ��% ��$���% � $���%� ����% 1�����;���� ∀xF0(x)
��;��


���� �! �( �	 G�����% ∃y∀xF (x, y) → ∀x∃yF (x, y) ����� ��$���%

3�(�$��$��6��� ���� ������ F &%��/�� 1���&���6�)� ������$�)� 1��-
���%$�� F0� �)�%;%�/�� ����$���� .��%���� �$��:����� $� 1��)��%
�%:�( ��1���%'�� �$���;�%�$� +$� � �.�%�$� 1��.)$�* �$��:���*
����$�* @�����$� ��*&%��)( @$�� �$��:����� � ����,� @�����$��
�.�%�$� �$1�%�����*� % &%���+����  +$� ��* �%;���� @�����$% �.�%-
�$� �$1�%�����* ��/��$���$ ���./� �����*� ���(  ��*&%��)( � ���
@�����$ �.�%�$� 1��.)$�*
 �+������� �& ��$�����$� 1��)��� �)$��%-
�$ ��$�����$6 &%���+���*
 � $� ;� ����* 1�� ��$����� &%���+����
1��)��% ��;�$ ��%&%$6�* ��;��(E $%� .���$� �%1������ ���� F0(x, y) 
1�����%$� �1��������)( �% ���;��$�� �%$��%�6�)2 +���� � �&�%+%�-
/�( x < y 9��
 �):�� 1����� V �% �
 �V<
 >�@$��� �.�%$�%* ��1���%'�*
∀x∃yF (x, y) → ∃y∀xF (x, y) �� *��*�$�* ����� ��$����(
 ���%�� ��%
�)1�����%! ��% 1����%/%�$�* � ��$����� 1�����;����� �%1������ �
���+%�� ����% F0(x, y) 1�����%$� �1��������)( �% ���;��$�� '��)2
�$��'%$��6�)2 +���� � �&�%+%�/�( 1�-1��;���� x < y 91�����6��
1��)��% � @$�� ���+%� ��;�%<
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���� � �	 G�����% ∀x∃yF (x, y) $%�;� �)1�����%� �� �� �����
��$���%
 [�$%$��6 ����� �.���$�* � @$��� �%����$��� $� ;� 1�����%$)�
��$��)� .)�� ��1��6&��%�) � 1���)��/�� 1������


���� �! �( �	 G�����% F (x) &¬F (x) ���)1�����%! �%��� .) 1��-
���%$�� F0 �) �� &%���$��� ������ F � 1�����%$ F0(x) &¬F0(x) .���$
$�;���$����� ��;��
 ����$� � @$�( 0������( ���)1�����% � 0�����%
∃x(F (x) &¬F (x)) 9��
 �):� 1����� �<

��$%�$�* ��.%��$6� +$� ���%���� �������%�6���� ��$��% 1�������

0�����) �% �����-��$�����$6 ��� �% �)1�������$6 �� ��/��$���$E
1���;���� &���6 $%���� ;�� �%� ��* �%������6���$� 9��
 �):�<


����"�	 9�< >��%&%$6� +$� ������/�� 0�����) ����� ��$���)!
9%< ∀xF (x)∨∀xG(x) → ∀x(F (x)∨G(x))E
9.< ∃x(F (x) & G(x)) → ∃xF (x) & ∃xG(x))E
9�< ∃xG(x, x) → ∃y∃zG(y, z)

9�< >��%&%$6� +$� ��1���%'��� �.�%$�)� 0�����%� &%�%+� 9�<� �)-

1�����)� �� �� *��*�$�* ����� ��$���)��


9U< >��%&%$6� +$� ������/�� 0�����) �)1�����)� �� �� *��*�$�*
����� ��$���)��!
9%< ∃xF (x, y) & ∃xF (y, x)E
9.< ∀xF (x, y)∨∀xF (y, x)
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����6�� ��* �%;���� ������$���� 1���&������* ��;�� ��1������$���-
�� �.���$6�*� +$� � ��� ��$ ��0� 9� @$�� � ���$��$ � �%���� ���+%�
4�����*��)( �1���.5<E �� �$���;����� 4��� ��������+����� �$�2� .)��
����0���%��)��5 ����$���$������ �.�����%��* �� ����$� 2�$* � ���
�1�%��������$� $%�;� ���$� �� ������%�$�*E ��� 1��$���;�%�$�* ��:6
�������)�� �����%��� ����� �& ��$��)2 9�� �� �����$����)�< ���;�$
�1�%��������$6 1���)��/��� �$���;����*


�.�%$��:��6 $�1��6 � ���D���'��� �) ��%&� ������� +$�� 1�����6��
��% ��*&%�% � ��%�$���� �./���$� $%� ;�� �%� ��&D���'�* � ��%�-
$���� ��/��$���%��* 9���� ���;��$��� �% ��$���� �1������� 1����-
�%$ F � ���$��$ �& ���2 @�����$�� a � b� $� ∀xF (x) �&�%+%�$ $� ;��
+$� F (a) & F (b)<� 1�� ��%���+����� 1����%��� ���D���'�* ���;�%
�+�$%$6�* �.�����%���(� ���� �) �%���-��.� �1���.�� 9��&��;��� ���-
����)�< �.�����*� +$� ��$���) �.% �� +���%� % 1�� ����$���$����� 
��:6 $���%� ����% �%;�)( �& ��2 �) ����� �.�����%$6
 Y���� �%1��-
���� �$���;������ +$� A�%� ��%���$ ����'��� � 0�%�'�&���� *&)�%���
�)��%&%�� �% �����%��� ��.�������$�)2 @�&%����� 1� �%;���� �& @$�2
*&)���� $� ��� ��;�� �+�$%$6 ����$���$���� �.�����%��)�
 �� ����
�$�-��.��6 �$%��$ �.�����)�%$6 $� ;� �$���;������ �����*� +$� ��%+�
A�%� �� ��� .) 1��1��%�%$6 �.% @$� *&)�%� % �� �2 1��1��%�$� $� $%���
�.�����%��� .���$ ������$���$���)�


A�1���%'�* 1�� ��%���+����� 1����%��� �+�$%�$�* �.�����%���(�
���� �) �%��� ������ �1���.�� �.�����*� +$� � ���+%� ��$�����$�
�� 1��)��� &%���+���� $%�;� ��$����� % 1�� ����$���$����� ��:6
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1� ��.��� �.�����%��� 1��)��� 1��$���$6 �.�����%��� &%���+���*

3�* 1�����% �%����$��� ������/�� ���%&%$��6�$�� �$���;����*!

43�� 1�*�)�� ���$��$�$����� 1��1�������*��)� � ���� 1������%�/��-
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>��$6 FE � FG 9��
 +��$�;< 1������%�/���* 1�*�)�� % 1�*�)� AB �
CD �� 1��1�������*��)
 B���%� ���� ��1��$�$6 1��$������ $
 �
 +$� AB
� CD 1%�%����6�)� $� 1�*�%* FG� .���+� 1��1�������*��% � ����( �&
1%�%����6�)2 1�*�)2 9� CD<� .)�% .) 1��1�������*��% � � �����(
9� AB<� $%� +$� �& ����( $�+�� F � 1�*��( AB .)�� .) 1�������) ��%
�%&��+�)2 1��1�������*�% FE � FG� +$� ����&��;��

#$� �1���� ������$��� ���%&%$��6�$�� ��������� �$���;����* 9��-

1���%'��< 4Y��� 1�*�)� FE � FG 1������%�$�*� % 1�*�)� AB � CD
�� 1��1�������*��)� $� AB � CD $%�;� 1������%�$�*
5 �� @$� ��-
�%&%$��6�$�� ������$���$����! ��� �� �%�$ ���%���� �1���.%� ��$��)(
1�&���*� .)� ���� ��%&%�% $�+�% 1�����+���* FE � FG� ��%&%$6 $�+��
1�����+���* AB � CD

��&6��� $�1��6 %��0��$�+����� �$���;�����! 4Y��� '���� +����

����$�* �% V� $� ��� ����$�* �% U5
 ��$ ��� 1����.��� ���%&%$��6�$��

>��$6 '���� +���� n ����$�* �% V� $
 �
 ��;�$ .)$6 1����$%����� � ����
1���&������* +���% V �% ����$���� '���� +���� k
 B���%� 1�����6��
6 = 3 · 2� +���� n 1����$%��*�$�* $%�;� � ���� 1���&������* +���% U
�% ����$���� '���� +�����  % ������� �% 2k�  % @$� � &�%+�$� +$� n
����$�* �% U
 #$� ���%&%$��6�$�� ����$���$����� $
 �
 �%�$ %�����$��
1�&���*�/�( ��* �%;���� '����� +���% n 1� �.�����%��� �$���;��-
��* 4n ����$�* �% V5 1��$���$6 �.�����%��� �$���;����* 4n ����$�*
�% U5
 � �%��� ����� �.�����%���� 1������ �$���;����* ���;�� .)$6
��%&%��� +���% k� ��$���� 1�� ����;���� �% V �%�$ n� �.�����%����
�$�����  ��%&%��� +���% l� ��$���� �%�$ n 1�� ����;���� �% U
 H���-
��$� �����$�* � 1�%����! 4[$�.) 1���+�$6 l� ����;6 k �% �5
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[$� ;� �%�%�$�* �$��'%��*� $� &���6 �%&��+�� ��;�� ��%���+�����
� ����$���$���)� 1����%���� �$��$�$���$! �$��'%$��6��� 1�����;�-
��� 4`$���;����� A �������5 � ��.�( $�+�� &����* ��$��$����� �+�-
$%$6 �.�����%��)� � $�� ���+%�� ����% �1��������$� 41���;�$��6���5
�$���;����� A� 1��+�� �1���. �1�����;���* �� ����$ &�%+���*


�	 >����$��� $�1��6� �%��� �& �%����$����)2 � 1���)��/�( ��%��
1�%��� ��+������* ��$��$������� �)���% ����%���$�* � ����$���$��-
�)� 1����%���� ����+����2 �1��%'�(

>��;�� ������ ��%&� ������ +$� � ��� �� ����%���$�* &%��� �����-

+������ $��$6���
 � �%��� ����� � ���� @$��� &%���% ��$���% ��*�%*
��&D���'�* ���% A ∨ ¬A� ��� A 1���&���6��� 1�����;����E �� 1��
����$���$����� 1����%��� �) ����� 1�%�� �+�$%$6 $%��� ��&D���-
'�� �.�����%���( ��:6 � $�� ���+%�� ����% ��;�� �.�����%$6 ��.� A�
��.� ¬A ��%+� �����*� ��.� ����� ���%&%$6 1�����;���� A� ��.�
����� ��� �1��������$6

��� ��$%�6�)� 1�%���% 1�� ����$���$����� 1����%��� ����+����2

�1��%'�( ��2�%�*�$ ����
 	���� $�+�� @$� �&�%+%�$ ������/��! ����
����$���� 0������ � ��;�� �)���$� �& ���;��$�% 0����� M � 1�-
��/6� 1�%���� 1���+������)2 � 1���$� U ��%�) �� �� .�& 1��������*
&%���% �����+������ $��$6���� � 1�� @$�� ��� 0�����)� �2��*/�� �M �
����$���$���� �.�����%�)� $� 0������ � $%�;� ��;�� �+�$%$6 ���-
�$���$���� �.�����%���(


$���!�!���� �7� "�*��� ��� %��  �����"���*�� �!�# >!���� � &����������
����!�� ��� ! � ���� "��� "' M '! � "� �!�? "�!�� ������� � &���5*4 /� �
��%�!(����0  ����! ���� !# 6�!�� &���* ���* ���� � "' M �����"� "' � ����
�!�!� �# �# � ���� &�"�����"� ���������� &�!�"�!# $�!�"�� %��  ��(�� 7��*
7�'��������� �# �# �������� &�!�"�� ��(�� &�"�����*�� ���*�� � /���(���0
���� �� ��� ! ������ "' ������� �(� 7��� ���� ��� �!�*��# $�%���� � �!�
���* ��� �45"� ��'��(����"9

!, $�"�������� &�!�"�� ���* 8B# D�� ! M �����"� "'  ��; @����� � " ��
! @�����! � ���* �& �# >� ���������"���� &��"�!�"� ���O4��2"" �!� �!'
� ��� " �����"�� ��� "' ���������"���� �7�����!�����" �� ������ �����!��
���������"��!� �7�����!�����* �� �!���#

7, $�"�������� &�!�"�� ���* NB# D�� ! M �����"� "' � ��� @������
�& �� ! @�����! � ���* � "�" �# >� "' �����! ���������"����� &��"�!�"�
���O4��2"" ����� ��� ���" ��! ���������"��� �7�����!�!� �� %�� ����� "  ��
�7�"; �� ������#

�, $�"�������� &�!�"�� ���* 83# D�� ! M �����"� "' � ��� @������ �

"�" �� ! @�����! � ���* � ∨ �# >� ���������"���� &��"�!�"�  "'O4��2""
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�����"� "����� � ���� ��� �� ���������"��!� �7�����!�����* �����!�� "'
���������"���� �7�����!�����" � ���� �� ����!#

�, $�"�������� &�!�"�� ���* N6# D�� ! M �����"� "'  ��; @����� �

" � → �� ! @�����! � ���* �# >� ���������"��!� �7�����!�����* "�&�"�
�!2"" �'�!�!�� �!�"�"� ����������� �&���7! &� ������� ���������"�����
�7�����!�"4 �� &�����" &�����"�* ���������"���� �7�����!�"� '!��4���"�#
$�%����� ���" �� �!�&��!�!�� ���������"����" �7�����!�"��" @����� � "
� → �� �� �� ������ ���������"��� �7�����!�* " @������ �#

 , $�"�������� &�!�"�� ���* N)# D�� ! M �����"� "'  ��; @����� � "
¬�� ! @�����! � ���* �# $�%����  ��!'��!���� �������� �����( ��"� /E��"
��� @������� �;� �5"� � M � ���������"��� �7�����!��� �� @������ � �!��
(� ��(�� ��"�!�* ���������"��� �7�����!����0 �&�!�� �"�� ��"�"!�*���
�7�!'��? � �"�� ��(����" ��� &�����"9 �� * @������ � " ¬� �� ����� �7�
7��* �7�����!�� +�" ���������"���� �" ��!��"����",#

�, A�!���"���� �7�!'�� ��(�� �!���( !�*� ���" &�"�������� &�!�"��
���* 3
9 � %��� ����!� M �����"� "' � ��� @������ �� ������4� ����" ���
����'��(�� �7�����!�*#

(, E��" &�"�������� &�!�"�� ���* D8� �� @�����! � �;� "� � ���(����
�� M � "  ��!'��!���� �������� �����( ��"� ��!���"��� &����� �!������"��#

C!������"� ��&��* ����!�� ��� ! � ���� "��� "' M � &���5*4 / ��;%�!(�
����0  ����! ���� ! +�!� � &�"���!; 	� G� 
� �� �� �� 	� "' &�� � �5�� ��!��,#
T�����! � �������� ������ %����  ����!� ! M ?���(������ ��� '�����;
�"��*��# E��" &�" %��� �! &���� ��� �!��� �# �# �! /�"(��� %�!(�0  ����!�
&�"�������� �!�����"7� "' 7�'�������; &�!�"� +�!� � &�"���!; 	� G� 
,� ��
@�����! �� ����5!� &� �!��� �"(��� ������� &����!���� � &���5*4 %����
&�!�"�! "' @������ ����5"; ��&���� ������� �! ���� ! �!( !� "' %�";
@����� ���������"��� �7�����!�!� &����� ��� ��! �"7� �������� ������
� ��%�!(����  ����! ���� !� ��� '������ �"��*� �������� �;� �� � M � �"7�
�!�! �;� "� � M +�!� @�����! � → � � &�"���� G,# A ���4 ! �� ��(�� '!�
��4�"�*� �!���( !� ����� �!� (�� �!� � ����!� /� ��%�!(����0  ����!� ��� "
����5�4 &� ������ @������ � ��(�� ��"�!�* ���������"��� �7�����!����#

E��" � ��� (� ����!� / ��;%�!(����0  ����! �! /�"(��� %�!(�0 &�"���
������ �������� &�!�"��� �� "��4��� ��" ��'��(����"9

', -�� &�!�"�� ���* 86 +�!� � &�"���!; � " 	�,# D�� ! �! ������ � /�"(�
��� %�!(�0 ���"� +� "�������!�, @�����! �� ����45!��� ������ � ��%�!(�
����  ����! ���� !� � "� "' '�����; �"��*�� �������� ���* �� ! ���!�*���
�;� �� � M # )��4 ! &� &�� � �5��� ��� ���� ��� &�" �����"" ���������
�"���� �7�����!�����" ���; @������ �;� �5"; � M � "' ���������"�����
�7�����!�"� � ��(�� &����"�* ���������"���� �7�����!�"� �# A %�� �!� �!'
" '�!�"�� ��� ���������"��� �7�����!�! "�&�"�!2"� � → �� �����!� ���("�
������ �!����  ��;%�!(����  ����!#

", $�!�"��� &�"�������� �! /�"(��� %�!(�0� ���* 8) +�!� � &�"���� �,#
D�� ! �! ������ � /�"(��� %�!(�0 ���"� @�����! �� ����45!��� ������
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� ��%�!(����  ����! ���� !� � "� "' '�����; �"��*�� �������� ���* �� !
���!�*��� �;� �� � M # )��4 ! ��� ��� +��# ������ � � &�� � �5�� ��!��,�
���  �� ������� �!7��! '�!���"� &��������;�  �� �������� ��� @������
"' M " @�����! � &�"�"�!�" 7� '�!���"� �� @�����! � ��(�  ��(�!
7��! 7� &�"���* '�!���"� �?���� ����" ��� ����'��(��# $�%���� ����"�
�!'� ��� ! ��� @������� �;� �5"� � M � &�"�"�!4� '�!���"� �� @�����!
� &�"�"�!�� '�!���"� �# A %�� '�!�"�� ��� ���" �� ������ �7�����!�* ���
@������ "' M � �� @�����! � 7� �� �&���������!# >� �&�����(��"� %���
@������ �!� �!' " �������� �7�����!�"�� @������ ¬�� �����!� ���("�
������ �!����  ��;%�!(����  ����!#

�, $�!�"��� &�"�������� �! /�"(��� %�!(�0� ���* N3 +�!� � &�"���� �,#
D�� ! �! ������ � /�"(��� %�!(�0  �!( � '!&"�!�! @�����! �� " ��! (� '!�
&"�!�! &� ������# ) �! "'  ��; /���;�";0 � �������� ������ � ��%�!(����
 ����! ���� !� � "� "' '�����; �"��*�� �������� ���* �� ! ���!�*��� �;� ��
� M �  ���!� ? ������  ������ � ��%�!(����  ����! ���� !� � "� "' '�����;
�"��*�� �������� ���* �� ! ���!�*��� �;� �� � M # $� &�� � �5��� ���4�
 ! ��� ���� ��� &�" �����"" ���������"���� �7�����!�����" ���; @������
�;� �5"; � M � "' ���������"����� �7�����!�"� � "�" "' ���������"����� �7�
�����!�"� � ��(�� &����"�* ���������"���� �7�����!�"� �# 
�� ��!���*���
��� &�" ��� (� �����"" ��(�� &����"�* " "' ���������"����� �7�����!�"�
 "'O4��2"" �∨ �� �����!� ��(� '!&"�!�! �! ������# +8 &�"���� � ���(��
���� M &����� ���* � "��!�� �∨ �� ���* � "��!�� �!�! �� ���* �? �!�! �#,

3!��� �� ��(�� ����� �!� (� �!���( !�* � ����!� ���;%�!(����  ����!
���� ! +�!� � &�"���!; J� K� 		� 	G� 	K "' &�� � �5�� ��!��,� � ��� �"�*
�!'�"�"��� ��� ��&��* �! �!��� �"(��� ������ "������ ;��� 7� � ��  ��;�
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�����** ����1��6 4Q%���/��)5
�

����"�	 >��%;�$�
 +$� � ����$���$����� �%��%�$� ��+������*
��$��$������� �)���% ����$ ���$� ������/�� �)�������$�!

9%< ¬¬¬� � ¬� 941�%���� ��*$�* $��(���� �$��'%��*5<E
9.< � ¬¬(�∨¬�) {?�� �
��
 >�����$� � ����1��$� 0������ ¬(�∨¬�)�

���1��6&��%�:��6 �)�������$6� 1�����% U|E
9�< ¬¬� � �


>�1��.�($� �%$6 �����;%$��6��� ��$�����%��� @$�2 0%�$��
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��(�� ������" '!��� "���4������� ����*��� � �!������ &��"'�� ���� &�!�
�"�!# 3�� %����� ����" ���  ���!����� ������" � &�����!�!�*��� "��"����
�"" 7�' "�&��*'��!�"� 6D @������ ¬¬(�∨¬�)� ! %�� � ��!�* ����� �� +��#
&���� +7, ���*�� ��� �@�����"���!���� '! !�",# :� ��(�� ��!'!�*� �!�
�"� �7�!'��� ��� &�!�"�� ����"�  ������� ���"2!�"� �!����"�*�� '!����
"���4������� ����*���# :�(�� &��!'!�* �!�(�� ��� � ��� (� ������ ���
�!����"�*�� ���� "����" &�"����� �� � " 		# 8 �!���  ���9 "' ���� "����"
&�"���! � &����!���� � → � � ¬�∨ �� �� � → �? ��!'���!� @�����! +��# �
&�� � �5�� ��!�� &�"��� �,� ! "' ¬�∨ � ���� "��� �∨¬� +��# �!� (� &�"�
��� �,= "' ���� "����" &�"���! � &����!���� ¬(¬¬�&¬�) � ¬¬� → �� ! ���
�4 ! ����� &����"�* &�!�"�� ����"�  ������� ���"2!�"�� �# �# ¬(¬¬�&¬�)?
 ��!'���!� @�����! +� ��� �"�!���* ����� �7� "��� �!�,= "' ���� �����"
&�"���! 		 �!�(� &����"��� &�!�"�� ����"�  ������� ���"2!�"�� ���" '!���
�"�* � ��� � �! ¬¬� " � �! �# S�� �!�!���� ���� "����" &�"���! �� �� ��!
�!����"�*�! �!� �!'��!����� ���!7������� '!���� "���4������� ����*���9
¬�∨¬¬�#

8!(�� '!���"�*� ��� "' ����� "'��(������ � �!����5�� ��!�� �� �����!��
�5�� ��� '!��� "���4������� ����*��� �� '!�"�"� �� ���!�*��; &�!�"� "��
�"����"� ������������� ���� !� �# �# �� ��(�� 7��* ���� �� "' �"; � �!������
&��"'�� ���� &�!�"�!� ;��� �! �!���  ��� �!� " ���*# -��� @!�� ��( !����
� �������  ��!'!���*����� ������� ��� � �!��� �� "���� ��'��(����" ' ��*
&�"����"#
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�	 � @$�( ��%�� �) �%����$��� ��+������� ��$��$������� �)���% 4�
1����� �.D���5� ��.%��� � ���� 1�%���% �������* � ��%����* ��%�-
$����
 X���� 40�����%5 .���$ $�1��6 �&�%+%$6 0������ ������ 1��-
���%$��� �� � �$��+�� �$ ��%�) � �) .���� �%���%$���%$6 0�����)�
��$��)� �%�*�� � 1�����%$�)�� ������%�� ����$ �����;%$6 $%�;�
����+����� ����$%�$� �
 ��� 4�$%�)�5 1�%���%� �%���%$���%�:���* �
��%�%2 � � C� 1�����*�$�* � 0�����%� ������ 1�����%$�� $�+�� $%� ;��
�%� � 0�����%� ������ 1�����;���(� � $� �����6* �)���%� � ��$��)2
1�����*�$�* $��6�� @$� 1�%���%� ����$ $�+�� $%��( ;� ���

� ���)2 1�%���%2 �%;��� ���6 .���$ ���%$6 1���$%����% � 0������

����( 1��������( ����$� �����(E 1�@$��� �%� 1����$�* ��(+%� ��$%��-
��$6�* �% @$�� 1��*$��

Y��� �(x) 0�����%� �����;%/%* ���.����� 1��������� x 9�� ��&-

��;��� �/� �%���-$� 1�������)�<� �) .���� �.�&�%+%$6 +���& �(y) 0��-
����� 1���+%���� � ��&��6$%$� &%���) � 0������ �(x) ���2 ���.���)2



��%�% ��
 B����* ���%&%$��6�$�%! ��%�$���)� 1�%���% ��U

�2�;����( 1��������( x �2�;����*�� 1��������( y
 9�%1������ ����
�(x) ��$6 F (x, t) & ∀zG(z, x)� $� �(y) ��$6 F (y, t) & ∀zG(z, y)
<� Y��� �
0������ �(x) &%���$�$6 ��� 1�����%$�)� ������) ������$�)�� 1��-
���%$%��� ��% 1����%$�$�* � ����$��)( 1�����%$ �$ 1��������( x 9��
��&��;��� �/� �$ �%��2-$� 1�������)2<� � ��$��$����� �;��%$6� +$�
0�����% �(y) 1����%$�$�* $���% � $�$ ;� �%�)( 1�����%$� $��6�� �
������ �.�&�%+����� %������$%
 B%� ��� � .���$� ���� ���%��� ���-
.����� �2�;����� x � �(x) �� �%2���$�* � �.�%�$� ��(�$��* ��%�$�-
�% 1� 1��������( y
 >��$6� �%1������ �(x) ��$6 ∃zF (z, x)
 Q%���$�� �
@$�( 0������ 1�����%$�)( ������ F ������$�)� 1�����%$��� �1��-
������)� �% ���;��$�� �%$��%�6�)2 +���� � �&�%+%�/��� +$� +��-
��� �$�*/�� �% 1����� ���$�� .��6:� +���%� �$�*/��� �% �$���� ��-
�$�� �) 1���+�� �������$�)( 1�����%$ �$ 1��������( x� �&�%+%�/�(
4X�/��$���$ �%$��%�6��� +����� ��$���� .��6:� x5 9@$�$ 1�����%$�
�+������� $�;���$����� ��$����<
 Y��� �) $�1��6 1���$%��� � 0������
∃zF (z, x) ����$� 1��������( x 1��������� y � � 1���+����( 0������
∃zF (z, y) &%���$�� 1�����%$�)( ������ F $�� ;� �%�)� ������$�)�
1�����%$��� �) 1���+�� $�$ ;� �������$�)( 1�����%$� +$� � �%�6:��
�� �$ 1��������( y
 ���%�� ���� �) 1���$%��� � 0������ ∃zF (z, x)
����$� 1��������( x 1��������� z � � 1���+����( 0������ ∃zF (z, z)
&%���$�� 1�����%$�)( ������ F $�� ;� ������$�)� 1�����%$��� +$�
� 1��;��� $� 1���+�$�* �;� �� 1�����%$� % 1�����;���� 9�+�������
��;���< 4X�/��$���$ $%��� �%$��%�6��� +����� ��$���� .��6:� �%����
��.*5
 >���&�:�� @$� 1�$���� +$� ���.����� �2�;����� &%���*���(
1��������( x 1�1%�� � �.�%�$6 ��(�$��* ��%�$��% 1� $�( 1��������(�
�% ��$���� �) �� &%������� $%� +$� 1���� &%���) ���.����� �2�;�����
�$%�� ��*&%��)�

� �%�6��(:�� �) .���� 1���$%��*$6 � 0������ ���� 1��������

����$� �����( ��:6 � $�� ���+%�� ����% � �%���( 0������ �� ����
���.����� �2�;����� &%���*���( 1��������( �� �%2���$�* � �.�%�$�
��(�$��* ��%�$��% 1� $�( 1��������(� �% ��$���� �) �� &%���*��

B%��� 1���$%����� �) .���� �%&)�%$6 �������
�	


>��*$��� +$� ���� 1�������%* y ���./� �� �2���$ � 0������ �(x)� $�
1���$%����% 1��������( y ����$� 1��������( x � 0������ �(x) ������$-
�%
 3�* �1��/���* 0����������� 1���&�� $%�;� �+�$%$6� +$� ��.%*
0�����% �(x) 1���+%�$�* �& �%��( ��.* 1���$%����( 1��������( x ���-
�$� ��.* �%��(
 B%�%* 1���$%����%� �%&����$�*� ������$�%


�.���� ������������ ��#�� ��
�������
� � ���	�� ���	� �����
� �(x) �� 
�	��"
#�� 
����	��� ���#	���� x* � ���� 
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�	 B�1��6 �) ��;�� �0���������%$6 ���)� 1�%���%� ��$��)� �)
1���������� � ���$��� 1�%��� ��+������* ��$��$������� �)���%!

��< Y��� M � �(x) � 1������-
�%* x �� �2���$ ���.���� ��
� ���� 0������ �& M � $�
M � ∀x�(x)

�U< Y��� 1���$%����% 1������-
��( y ����$� 1��������( x
������$�%� $� ∀x�(x) � �(y)
9�����
�� �*-
����<E

9�����
�� �*-
����<E

��< Y��� 1���$%����% 1������-
��( y ����$� 1��������( x
������$�%� $� �(y) � ∃x�(x)
9�����
�� ��-�������
��<E

��< Y��� M, �(x) � � � 1������-
�%* x �� �2���$ ���.���� ��
� ���� 0������ �& M � �
0������ �� $� M, ∃x�(x) � �
9�����
�� ��-�������
��<


X���%/���� @$� 1�%���% .���$ �.�&�%+%$6�* �∀� `∀� �∃� `∃

>�%���% `∀ � �∃ .�&������)�� �∀ � `∃ ������)�

�%�)� �� 	 #�����$%��)� :%�� �����$������ �%���;����*� ��-

$��)� 1���&���*$�* 1� $��6�� +$� �0���������%��)� 1�%���%� 9��

1���$ U ��%�) �<� ���$�*$ � ������/��!
����� 0�������%� ���� ����
,	 @�����$ &%�%����� ���;��$�%� �)

���%&%��� +$� �� 91�� ����$���� ������� M< �.�%�%�$ ���(�$��� A� $�
�) ��;�� &%���+�$6� +$� @$�� ���(�$��� 91�� ������� M< �.�%�%�$
��� @�����$) �%����� ���;��$�% 9�������� �./���$�<E�

�& �$���;����* 4��� @�����$) �%����� ���;��$�% �.�%�%�$ ���(-
�$��� A5 ������$� +$� ��* ��.��� @�����$% y @$��� ���;��$�% �1�%���-
���� �$���;����� 4y �.�%�%�$ ���(�$��� A5 9��%����� �./���$�<E
�& �1�%��������$� �$���;����* 4y �.�%�%�$ ���(�$��� A5 2�$* .)

��* ������ @�����$% y &%�%����� ���;��$�% �)$��%�$ �$���;�����
4� �%���� ���;��$�� ��/��$���$ @�����$� �.�%�%�/�( ���(�$��� A5
9�������� ��/��$���%��*<E
���� ��* 0�������%������ �� ���� ����
��� @�����$% y &%�%�����

���;��$�% �& $���� +$� �� �.�%�%�$ ���(�$��� A� ������$ 91�� ����-
��� M< �$���;����� C� $� @$� �$���;����� .���$ ������%$6 91�� ����-
��� M< $%�;� �& ��-�������
�� � �%���� ���;��$�� @�����$%� �.�%-
�%�/��� ���(�$��� A 9��%����� ��/��$���%��*<
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 B����* ���%&%$��6�$�%! ��%�$���)� 1�%���% ���

X����;%/���* � 1�%���%2 �∀ � `∃ $��.��%���� +$�.) 1�������%*
x �� �2����% ���.���� � 0�����) �& M � �.��1�+��%�$ 1���&���6���$6
@�����$% x! ���� .) �%�%*-��.��6 0�����% �(x) ∈ M �����;%�% ���.��-
�)� �2�;����* x� $� ��+6 :�% .) �;� �� � 1���&���6��� x� % $��6�� �
$%���� ��$��)( ������$���*�$ ������� �(x)
 >��*$��� 1�+��� � 1�%����
`∃ 1�������%* x �� ���;�% �2���$6 ���.���� $%�;� � � �! � 1��$�����
���+%� �)�������$6 M, ∃x�(x) � � .���$ �&�%+%$6 $��6�� $�� +$� ����
@�����$ x �.�%�%�$ ���(�$��� A� $� ��� �� ���,	 x ���;�� �.�%�%$6
� ���(�$��� C
 � ��)��� $��.��%��*� +$�.) � 1�%���%2 `∀ � �∃ 1���$%-
����% y ����$� x .)�% ������$��(� �) �;� ��������! 1�� ����.�������
@$��� $��.��%��* �(y) �� �.*&%$��6�� .���$ $�� ;� 1�����%$��� +$�
� �(x)


����"�	 `.���$��6� +$� 1�� �$�%&� �$ ���%��+�$��6���� $��.��%��*
� ����� �& ���)2 1�%��� �$%�� .) ���%&���)�� 9.�& �&������* ��$%�6-
�)2 1�%���< ������/�� 0�����)!

∀y(F (y) → ∀xF (x)) 1�� �$�%&� �$ $��.��%��* � 1�%���� �∀E
∀x∃yF (x, y) → ∃yF (y, y) 1�� �$�%&� �$ $��.��%��* � 1�%���� `∀E
∀yF (y, y) → ∃x∀yF (x, y) 1�� �$�%&� �$ $��.��%��* � 1�%���� �∃E
∀x(∃xF (x) → F (x)) 1�� �$�%&� �$ $��.��%��* � 1�%���� `∃

A& �%;��( 0�����) @$�( &%�%+� ��;�� 1���+�$6 ��;��� 1�����;�-

���� &%���$�� 1�����%$�)( ������ 1��2��*/�� ������$�)� 1�����%-
$��
 Q%���$��� �%1������ � 1����( 0������ 1�����%$�)( ������ F (x)
1�����%$��� �1��������)� �% ���;��$�� '��)2 +���� � �&�%+%�/��
x = 0
 Y��� .) 1���+����� 1�����;���� ∀y(y = 0 → ∀x(x = 0)) .)��
��$����� @$� �&�%+%�� .)� +$� 1�����%$ y = 0 → ∀x(x = 0) 1�����%�$
&�%+���� � ��* �%;���� &�%+���* y� � $�� +���� ��* y = 0E �� ��1��-
�%'�* 0 = 0 → ∀x(x = 0) �+�����)� �.�%&�� ��;�%
 9A�$�����$6 ��
�&�%+%�% .)� +$� ��� '��)� +���% �%��) ����
< H�%����+�)� ��&��6$%-
$) ��;�� 1���+�$6� ���� &%���$�$6 �� �$���( 0������ ������ F (x, y)
1�����%$��� �&�%+%�/�� x < y 91���+�$�* 1�����;����� �&�%+%�/���
+$� ��/��$���$ '���� +����� ���6:�T �%���� ��.*<� ��� � $��$6�( &%��-
�$�$6 $�$ ;� ������ 1�����%$��� �&�%+%�/�� x = y 91���+�$�* 1���-
��;����� �&�%+%�/��� +$� ��/��$���$ '���� +����� �%���� ���� '��)�
+���%�<� ��� � +�$���$�( &%���$�$6 F (x) $�� ;� 1�����%$��� +$� �
� 1����( 91���+�$�* 1�����;����� $%�;� �&�%+%�/��� +$� ��� '��)�
+���% �%��) ����<
 9��� 1�����%$) ��;�� �+�$%$6 �1��������)�� �%
���;��$�� '��)2 +����E 1����.���$� 1�����$%��*�$�* +�$%$���
<

��� "��� 	 Y��� ��1����$6� +$� ��%�$��) �./���$� � ��/��$���%-
��* ��;�� 1����%$6 �%� 4.������+��� ���D���'��5 � 4.������+���
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>� �%���( $�%��'�� �./��$�����$��6�)� � +%�$���$�����$��6�)�
��;����* �.�&�%+%�$ ���$��$�$����� 1��1���)�� �%$������� .��-
�%�� A � I 91����( � �$���( ��%��)�� �%$������� ����% )22#"%'  
4�$���;�%�5<� �./��$��'%$��6�)� � +%�$���$��'%$��6�)�  .���%��
E � O 91����( � �$���( ��%��)�� �%$������� ����% &�4'  4�$��-
'%�5<

�.)+�� �%$�����+����� ��;����* 1����$%��*�$ � 1���/6� ����
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��  ���� ��� �������+�$%��( 9�%� 1�%����� ��/��$��$��6�)2
��� �����)2 ���11<� ��$��)� ���;%$ �./��� ����%�� 1�����$���
�.�%�%�/�2 �%��)�� ���(�$�%��
 �%1������ ��* ���(�$�% 4.)$6
+��������5 ���$��$�$���/�( $����� 4+������5� ��* ���(�$�% 4.)$6
+�$�)� +�����5 4+�$��� +����5� ��* ���(�$�% 4��%��$6 ����'���
*&)���5 4+������� ��%���/�( ����'��� *&)���5
 >���+%�/���*
1�� @$�� 1�����;���* ����$ ������/�( ��� 9TS � TP  $�����)�
�$��+%�/�� ���(�$�%� S � P <!

A! 4��� TS ��$6 TP5 94��� �����1�$%�/��  $�1�������)� ;���$-
�)�5� 4��� �&*$�+����  .�&��%��$����)� ����5� 4��� 1�*������6��-
��  1%�%�������%��)5
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1���)( +��� ��;����* 1����$%��*�$�* $�������� % �$���(  �%&�%����
���(�$�%! 4��� TS �.�%�%�$ ���(�$��� P5 � $
 �
 94��� ���� ����$�)5�
4����$��)� .��6��(') �����*$ 1�-0�%�%�����5� 4�� ���� $�1������-
��� ;���$��� �� �):�$ ;%.�%��5� 4����$��)� 1$�') �� ����$ ��-
$%$65<


�$��$��� +$� 1�� �.��2 �1���.%2 1����$%�����* �%$�����+������ ��-
;����* � 1���/6� $������� ��� 1���)( +��� ���;�$ 1����;%/��
9$�+���� ���11�( 1����;%/���� % �$���( ��%&���)� 9���11�( ��%&��-
����<
 A2 � �%&)�%�$ ���$��$�$����� ��*+����� � ���������� ��;��-
��*
�

�$����$��6�� 1����$%�����* �%$�����+����2 ��;����( �% ��$��$���-
��� *&)�� ���.2����� ����%$6 �/� ��% &%��+%��*
 ��-1���)2� � �./�-
�$�����$��6�)2 ��;����*2 ����� 4���5 +%�$� �1���%�$�*
 �%1������
1�����;���* 4	%�$���� �%&���;%�$�* ��������5� 4` ��:�� ��$�)�
���$�5 �&�%+%�$ $� ;�� +$� 4��� .%�$���� �%&���;%�$�* ��������5�
4` ���2 ��:�� ��$�)� ���$�5
 A����% �1���%�$�* � ����% 4�� ����5
94�� ���%5� 4�� ����5< � �./���$��'%$��6�)2 ��;����*2! �%1������
1�����;���� 4X���) �� 2�/�)� ;���$�)�5 �&�%+%�$ $� ;�� +$� 4��
���� ����  �� 2�/��� ;���$���5

��-�$��)2� 1�����;���*� ��� ���$ ��+6 � $��� +$� ����$��)( �����+-

�)( 1�����$ �.�%�%�$ ��� �� �.�%�%�$ �%���-��.� ���(�$��� 94���-
�% �1%�%�$ � 
%�1�(���� ����5� 4�)��:��( ������( 1%1%  1��*�5�
4`������  �� ��$%��5 � $
 1
< *��*�$�* �./��� ��;����*��! � @$�2
1�����;���*2 ���(�$��� �$��+%�/�� ��.D��$� 94.)$6 �����(5� 4.)$6
�)��:��� ������� 1%1�(5� 4.)$6 ���������5< $%����� +$� �� �.�%�%�$
$��6�� ���� 1�����$
 9��;�$ ���+�$6�*� +$� $%���� � ���(�$��� �$��+%-
�/�� 1�����%$�  �%� � 1�����;���� 4�����%  �$���'% ,�����5
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.���%�� S � P � $� �%:� +�$)�� $�1% ��;����( .���$ 1����$%��*$6�*
$%�!

(1)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

A : ∀x(S(x) → P (x));
I : ∃x(S(x) & P (x));
E : ∀x(S(x) → ¬P (x));
O : ∃x(S(x) &¬P (x)).

#$� 1���$�� 1����$%������ ��;�%�$�*� ���%��� � �$�+�����
 3���
� $��� +$� � �$��+�� �$ ����������( ������� � ��$���( ��/��$���-
�)� �.�%&�� ��1��6&��$�* *&)� $����� ���;��$� 9����+%�/�( � ��.*�
� +%�$���$�� 1��*$�� 1��$��� ���;��$�%< $�%��'����%* �����% ��&-
����% � �%&���%�%�6 �����+�$��6�� �% .%&� ��$��$������� *&)�%� %
� ��$��$������ *&)�� 1�����;����� � ��$���� ���$ ��+6 � $�� ���
���� 1�����$�� ���)����� ��:6 $���%� ����% @$�$ 1�����$ ��/��$���$E
1�� 1���&������� $%���� 1�����;���* ��/��$���%��� �%����� 1�����$%
����� ���������
 �%1������ 1�����;���� 4}��% A�%�% �%.�$%�$ �%
1�+$�5 1���%&����%�$ 9��&%������ �$ $���� ��$���� ��� ��� ��;��<
��$�����$6 1�����;���* 4` A�%�% ��$6 ;��%5
� � +%�$���$�� � 1���-
��;���*2� � ��$��)2 ���$ ��+6 �.� ���2 ��� ����$��)2 1�����$%2�
�.�%�%�/�2 $�� ��� ��)� ���(�$���� 1���%&����%�$�*� +$� 1�����$)
� �%��)� ���(�$��� ��/��$���$E �%� �����*$ �������$)� $%��� 1���-
��;���* �����;%$ �������� �
��� ��/��$���%��* 1�����$�� � �%��)�
���(�$���
 >�@$��� � � $�%��'�����( ������ 1�� �%����$����� �%$���-
��+����2 ��;����( 1���%&����%�$�*� +$� ���(�$�% S � P ��* �%��2-$�
1�����$�� ����$ ���$�� � 1�����;���* ����� 4��� ��������� ;���$ �
�����%����5 ��� 4����$��)� ��������� ;���$ � �����%����5 � @$�(
������ �� �%���%$���%�$�* 9��%+� �����*� �+�$%�$�* .����)�����)��<

�1��+��� $�%��'����%* �����% � ����� 1����%��� ��;����( $%�;�

�$�:�% �$ ��$��$������� *&)�%� 2�$* � �� $%� ���6��� �%� ��������-
�%*
 � ��$��$������ *&)�� 1�����;���* � ��%�$���)�� ����%�� 4���5�
4����$��)�5� 4�� ����5 � $
 1
 �����;%$ .���� ���6��� 1����11�&�'���
+�� ��/��$���%��� 1�����$�� � ���$��$�$���/��� ���(�$�%��! � ��2
1���%&����%�$�*� +$� 1�����$�� � @$��� ���(�$�%�� ����$�* 4���$%-
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.)�% �$.��:��% �;� $�%��'�����( ������(! ��% 1��&�%�$ &%����)��
9� ��$���)��< $%��� ���.)+�)� ��* �.�2����( ��+� ��;����*� �%�
4��� ����$��� �����') �%��) �����'�5� 4����$��)� $������� ��*&6*
.)�� .�%$6*�� H����%���% ��������5�� 4�� ���� ������( '%�6 1� ���-
�� ��2%�� �� �$��+%��* ���1��� &�����6��5� 4����$��)� ��$���%� �%
��$��)2 ������* �%1������ �� �%2��*$�* � B�2�� ���%��5
 #$�� �%&�-
���$�*� 1����$����� 1�+�� ��* ������/��� :%�%  �������* � �%����$-
����� 1�����;���( � ��%�$���)�� ����%��� �$���*/����* � 41��$)�5
���(�$�%�
 X �����( �$����)� � ��$��$������ *&)�� 1����11�&�'�* ��-
/��$���%��* �$����$�* $��6�� � $%� �%&)�%���( ���� 1�����;���*  
4�$1�%���( $�+��5 ��* �%&���$)�%��* ���./���*�  ��$��%* � 1�����-
;���*2 ��($�%�6���� �$��*� �)�%;%�/�2 �%$�����+����� ��;����*�
�.)+�� ���1%�%�$ � 1����;%/�� 9��
 �$%��� :���6��� �1��������� 1��-
��;%/��� �%� 4$���� � +�� ������$�* � 1�����;����5<
 � �%��� �����
1�����;���* ����� 4
%�� ������( .)� �����%������ ��1��%$����5
��� 4����$��)� �������� ��*���� .)�� ���6�%��5 ���1�����%�$�*
�� �%� ��1�%���6�)� 91��$�����+%/�� *&)���)� ����%�<� % $��6��
�%� ��;�)�� 1���.�� 1�����;���*� 4
%�� ������( .)� ��$%(����
��1��%$����5 ��� 4����$��)� �������� ��*���� .)�� ���;���%��
��$���% >%�2�5
 ���%�� $�%��'����%* �����% �� ���%�$ � @$�� �$��-
:���� �%&��+�* ��;�� ��.D��$�� � 1�����%$�� � 1���1��%�%�$ 92�$*
� ��*���<� +$� ��/��$���$ �%� 1�����$)� �.�%�%�/�� ���(�$��� S� $%�
� �.�%�%�/�� ���(�$��� P 

��&��%/%*�6 � 1����$%������ �%$�����+����2 ��;����( $�%��'���-

��( ������ �% ����������� �������+����� *&)��� �) ��;�� $�1��6
��%&%$6� +$� ��� ��� �����;%$ ������/�� 1����11�&�'��! �� ���� �&
1�����%$�� S � P �� ��;�$ .)$6 $�;���$����� ��;�)�
 A�%+� ����-
�*� ���;�� .)$6 ��$���� 1�����;���� ∃yS(y) & ∃zP (z)
 >����������
@$� 1�����;���� ���D���$���� � �%;���� �& 1�����;���( 9�<� �)
� 1���+�� $�+��� 1����$%������ $�%��'����)2 $�1�� �%$�����+����2
��;����( �% ����������� �������+����� *&)��!

(2)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

A : (∃yS(y) & ∃zP (z)) & ∀x(S(x) → P (x));
I : (∃yS(y) & ∃zP (z)) & ∃x(S(x) & P (x));
E : (∃yS(y) & ∃zP (z)) & ∀x(S(x) → ¬P (x));
O : (∃yS(y) & ∃zP (z)) & ∃x(S(x) &¬P (x)).
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�< ����� vKO?�?
 ������%* +%�$6 .��6:�( 1��)��� �&�%+%�$� +$� P
�����;�$�* � M � ������%* +%�$6 ���6:�( +$� 1�����+���� S � ��1��-
������M �� 1��$�
 �$���% ������$� +$� 1�����+���� S � ��1�������� P
$%�;� �� 1��$�� 1�����6�� ��� �� ��*��� ���+%� �����;�$ 1�����+����
S � ��1������* M 


���� �	

8�� ������ �&���7�� ��"�"����" ����"�*#
>�������� �4 "� "��45"� ������ ���&��"� �� �&���7�� ��"�"����"
����"�*#


�� ��!���*��� ��������� �4 "� "��45"� ������ ���&��" ? �� ������#

V< ����� wRPK]RP
 ������%* +%�$6 .��6:�( 1��)��� �&�%+%�$� +$�
1�����+���� M � P �� 1��$�� ������%* +%�$6 ���6:�(  +$� M �����-
;�$�* � S
 �$���% ������$� +$� 1�����+���� S � P �� 1��$�� 1�����6��
��� �� ��*��� ���+%� �����;�$ 1�����+���� M � P 




��%�% ��
 H���$�$������%* ��������$��% �UU

���� �	

>�������� ����� �"�" 1�!����� :��� "������� �&�!����"� ?
����(�������� �4 "#
8�� ����� �"�" 1�!����� :��� "������� �&�!����"� �����"�" ����"�
���7��� '!�� ��"�#


�� ��!���*��� ��������� �4 "� �����"��"� ����"� ���7��� '!�� ��"��
����(��������#
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�
M SP

vKO?�?

�

�

�

�
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�
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�

�
M SP

wRPK]RP

�� ���2 1��������)2 �� ��2 1�� 1�����%2 �������� +%�$6 &%���-
+���* ��%�%���6 �)���$� �& ������)2 +%�$�( 1��)���� �� 1��6&�*�6
1���%&����%��)� �������� ��1��$�$) ��%����
 �� ��* +�$)��2 �& ��-
�*$�%�'%$� �������  wKOK�JR� uTNK�J?S� vOK]KSJR�� uTPK�?�  .�& ��-
1��6&��%��* @$��� ������* �.�($��6 ���6&*
 ���� �& ��2 �) ��(+%�
�%����$���


�< ����� wKOK�JR
 ������%* +%�$6 .��6:�( 1��)��� �&�%+%�$ &���6�
+$� M �����;�$�* � P � ������%* +%�$6 ���6:�(  +$� M �����;�$�*
� S
 �$���% ����� ��1��$�$) ��%��% M 9�)$��%�/�( �%� �& 1���%-
&����%���( +%�$� .��6:�( 1��)���� $%� � �& 1���%&����%���( +%�$�
���6:�(< ������$� +$� 1�����+���� S � P �� 1��$�� 1�����6�� ��� ��
��*��� ���+%� �����;�$ M 


���� �	

B"��  ��!� ����"�"#
B"��?�����"� ("������#


�� ��!���*��� ��������� �����"� ("������  ��!� ����"�"#

�T������� ��� ��� � �����
�� �� ��	�
�� �������� ������� 
�	��#�� ����� n�
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 X$������ �%���;����(

�

�

�

�

�
�

�
�

�

�

�

�
SMP

wKOK�JR

F���� +$� ������� ��1��$�$) ��%��% M &���6 ��/��$�����E �$�%& �$
���� ��;�$ 1�����$� � �:�.�+�)� � �%;� ����1)� �)���%�
 ,%����$-
���� �%1������ ��;����* 4��� �)���6* �)��:���� �����* G�%�'��  
.����$)5 � 4��� �)���6* �)��:���� �����* G�%�'��  .������)5

�.% ��� ��;�) ����� ��;���$� 1���%&����%��)2 +%�$�( 9��%�� �)��-
��( �)��:���� �����* G�%�'�� 1��$<
 � $� ;� ����* ������)� +%�$�
�.��2 @$�2 ��;����( ��$���)
 9� �%��� ����� ���� �.�&�%+�$6 +���&
M(x) � P (x) 1�����%$)� �$��+%�/�� ���(�$�%� 4	)$6 �)��:��� ��-
����� G�%�'��5 � 4	)$6 .����$��5� $� ������%* +%�$6 1������ ��;��-
��* .���$ ���$6 ��� ∀x(M(x) → P (x))! @$� 1�����;���� ��$����� $
 �

1��)��% ��1���%'�� M(x) → P (x) 1�� ��.�� x ��;�%
 H�%����+��
��* �$����� ��;����*
< �� ���� .) �) 1�1)$%���6 ����%$6 �& ��2
�)��� 1� ������ wKOK�JR 9�&*�� ��%;��� 1����� ��;����� � �%+��$��
.��6:�( 1��)��� � �$���� � �%+��$�� ���6:�(<� �) 4���%&%��5 .)� +$�
����$��)� .������) *��*�$�* .����$%��


�	 
���� 1���+������)2 �):� ���*$�%�'%$� �������� 1�%���6�)��
*��*�$�* �/� 1*$6! AAI � EAO 1����( 0����)� EAO � AEO �$���(
0����)� AEO +�$���$�( 0����)
 A2 1�%���6���$6 $����%�6�)�
�.�%&�� �)$��%�$ �& 1�%���6���$� ������� vKOLKOK� hTNKOTSJ� hTPKOT�
hK]TPJOTP� hK]TSTP� 1�����6�� �& ��$�����$� ��;����* $�1% A �)$�-
�%�$ ��$�����$6 ��;����* $�1% I � $��� ;� +���%�� 9���� ������ +$�
��� TS ��$6 TP � $� $�� .���� ������ +$� ����$��)� TS ��$6 TP <� � $� ;�
�1�%������� ��* E � O
	 �� ��* ��%�6�)2 �%���;����( @$� �����)

	D �����	��� ���� � �

����� �����
����� �������� ���� ���	
�#���� ��	�
: �������� TS 
��� TP ; �� ��#�� ���� �������
���� �

� ������)�� �������
��� �� 
���� 	�
� �
� TS 
��� TP �  � ��� ��#�� �������
��� �

� ������)���
��	��� ������� ��� ���� �� ��������� TS 
��� TP � �� ������ ����� 
� ��� 	
�
�
�� TS < � �

� ����� ��	�� �
�����
���� ��� � 	��
�����
���
�� �
� TS 
��� TP �



��%�% ��
 H���$�$������%* ��������$��% �U�

���%���� &�%+���* �� ����$! ��&%+�� ���%&)�%$6 .���� ��%.�� �$���;-
������ ���� ��;�� � $�+���$� $%� ;� ���%&%$6 .���� ���6���
 >�@$���
��%&%��)� 1*$6 ������� � $�%��'�����( ������ �� �%���%$���%�$�*


��$%�6�)� �U� �����%  ��1�%���6�)�
 `.���$6�* � @$�� � 1���'�-
1� ��;�� 1���$)� 1���.����� 1�����* ��* �%;���� �& ��2 1��$���-
��+%/�( 1�����
 93�* �%;���� �����% ���$%$�+�� ������ 1�����%\<
,%����$���� �%1������ ����� AAI �$���( 0����)
 >� @$��� �������
���� .) �� .)� 1�%���6�)�� �& ��;����( 4��� TP ��$6 TM5 � 4���
TS ��$6 TM5 �)�������6 .) ��;����� 4����$��)� TS ��$6 TP5� ��
� +%�$���$�� �& ��$���)2 ��;����( 4�����1�$%�/��  $�1�������)�
;���$�)�5 � 4>$�') $�1�������)� ;���$�)�5 ��;�� .)�� .) �)-
���$� ��;��� ��;����� 4����$��)� 1$�') �����1�$%�/��5

X%�� ��.�(� 1��.�� 1��$�����+%/�2 1������� ��* �U� ������� .)�

.) ��%(�� ���+�)� � �$���$��6�)� &%�*$���
 �� $�$� �$� &%2�+�$
��+�� �.���$6�*� +$� $�%��'����%* �����% 1�%�%� �$����%* @$� �����)�
����� &%��$�$� +$� 1���.�� ��;�� ��/��$����� ����%$�$6
 >��;�� ���-
��� 1�����6�� �& 1�%���6���$� �����% XY A ����$���( 0����) ������$
1�%���6���$6 �����% XY I $�( ;� 0����) 9@$�� �) 1��6&��%���6
�):�<� �& ��1�%���6���$� �����% XY I ������$ ��1�%���6���$6 �����%
XY AE %�%����+�� ��*XY O �XY E
 `;� ���� @$� 1���$�� ���.�%;����
����%/%�$ 1���.�� 1�+$� �����
 �� $�+�� $%� ;� ��1�%���6���$6
������ �& ������� AY Z� EY Z� XAZ� XEZ $�( ��� ���( 0����)
���+�$ ���$��$�$����� ��1�%���6���$6 �����% IY Z� OY Z� XIZ ���
XOZ @$�( 0����)
 
���� $���� �%.�$% ��/��$����� �.���+%�$�*�
���� 1��6&��%$6�* *&)��� ��%���� � ���$��$�$���/��� ������%��

� 1����.���$� �) ��%�%$6�* �� .����E $%���� ���% �%.�$� 1��/� �
1���&��� 1�����%$6 �%����
�


�	 ����$� $���� +$�.) �.�����)�%$6 1�%���6�)� �����) �% *&)��
��%����� �) ����� .) ��* �%;���� �& ��2 1��$���$6 �)��� &%���+���*

�� ���	
�#���� : �������� TS 
��� TP ; �
� #� �� 
������
� �������������� &-��
���
���� �������� 
���� :�
�; � �
��� 7�' .����� ��������� ��
���� 
�#	���� /
��� �� �����������)�� ��)��� �� ��
�� 

����/ ���	��#�����
� � ���	�$������

������ � 
�����������

�
6�����
��)��
� ������
� ��#�� ��������
� ����
�� 

�	��)�� �����������"

�� 
������� �����
���� ��	�
��� �����	���� ������ � ��������� ���	�$������

�����* ��� ��
�
�� �� ����� ���� ��
�����< ��� ��
�
�� �� ����� ���� ����$�"
��
�����< �

� �	�� �� ��
�
�� ��
����� �� � ���
������ 	�
#�� ���� ��
����<
�

� �	�� �� ��
�
�� ����$���
����� �� � ���
������ 	�
#�� ���� ����$���
�����
� �������� �

� ���
������ ����$���
����� �� �	�� �� ��
�
�� 	�
#�� ���#� ����
����$���
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 X$������ �%���;����(

�& 1��)��� � ��+������� ��$��$������� �)���%
 9>�� @$�� 1��)��� �
&%���+���� ���;�) .)$6 1����$%����) � ���� 9�<
< B%��( �1���. �.��-
���%��*  ���� ���%$6 ��� 1����.��  &�%+�$��6�� .���� �����&���� ��
�.�%�%�$ �%;�)� 1�����/��$���! �� ��%&)�%�$ � *���� ���� $� @�����-
$%��)� �)���$��6�)� �1��%'��� �& ��$��)2 ���%�)�%�$�* ���&%���-
+���� 1� �%����� ������ �������&�%
 �) ���%��+���* �.�����%����
�����% vKOLKOK� $
 �
 ���%&%$��6�$��� ������/�( �)�������$�!

(3)
(∃yM(y) & ∃zP (z)) & ∀x(M(x) → P (x)),
(∃yS(y) & ∃zM(z)) & ∀x(S(x) → M(x)) �
� (∃yS(y) & ∃zP (z)) & ∀x(S(x) → P (x)).

F���� +$� ���� �)���$� 1���%&����%���� +%�$6 &%���+���* �& 1��-
�%&����%��)2 +%�$�( 1��)��� � �������� +%�$6 �& ������)2 +%�$�(�
$� �)�������$6 9U< ����� .���$ 1���+�$6 � 1���/6� 1�%��� ��%��-
��* � �������* ���D���'��
 �� 1���%&����%��%* +%�$6 &%���+���*
�+�����)� �.�%&�� �)����$�* �& 1���%&����%��)2 +%�$�( 1��)��� �
1���/6� $�2 ;� ���2 1�%���
 ��$%�$�* �)���$� �������� +%�$6 �&
������)2 +%�$�(� $
 �
 ���%&%$6 �)�������$6

(4) ∀x(M(x) → P (x)), ∀x(S(x) → M(x)) � ∀x(S(x) → P (x)).

�) ����%�� @$�� 1��$���� � *���� ���� ������ �)���%!

�
∀x(S(x) → M(x))

`∀
S(x) → M(x)[S(x)](5)

� `A U
∀x(M(x) → P (x))

`∀
M(x) → P (x)M(x)�

P (x)
`A

S(x) → P (x)
� �A

V ∀x(S(x) → P (x))
�∀

#$� ������ 1��%&)�%�$� +$� �%;�/���* ������ 1���$)� ���&%���+�-
��� 1� ������ vKOLKOK 1�� ����%$��6��� �%����$����� ��%&)�%�$�*  
�%;� ���� �� �+�$)�%$6 �)���% 1���%&����%���( +%�$� &%���+���*  
���$%�����)� �& :��$� :%���� �% �%;��� �& ��$��)2 1�����*�$�* @��-
���$%��%* �)���$��6�%* �1��%'�*� �$��+%�/%* ������ �& 1�%��� ��-
+������* ��$��$������� �)���% 91��+�� �% ����� �& @$�2 :%��� �����$-
�* 1����;�$�+��� ��1�/����� �1������$��� ��$�%�*����<
 >���.�)�
;� �.�%&�� �.�$��$ ���� � ��* ��$%�6�)2 1�%���6�)2 ������� 9��*



��%�% ��
 H���$�$������%* ��������$��% �U�

+�$)��2 �& ��2 �)��� �������( +%�$� &%���+���* &%������ .���$ ���;-
���� $
 �
 � ��� 1����$�* ��1��6&��%$6 $%�;� � 1���%&����%��)� +%�$�
1��)���<

,%&����$�*� � ��%�6�)2 �%���;����*2 ��� @$� @�����$%��)� :%��

1���&���*$�* �+��6 .)�$�� � %�$��%$�+����� 1���.�� $���� �%� %�$��%-
$�+���� 1���&���*$�* ���1����) ���;���(� ���.2����)� ��* 2��6.)
��� ��* ��) � 1���/6� ��;��
 9��*��(� �$� ����%$��6�� 1��%.���%�$
&% ��.������ ����% �� �+�$�* 2���$6 ��� �%���$�*$��6�� ��$6 ��;��(�
1�(��$� +$� @$� �%���� �� $%� 1���$�� �%� �%;�$�* �&�������� � ��$�����
�%��� �)�%.�$%��* %�$��%$�&�
<
3%���� �� ��� �����$���)� �%���;����* ����*$�* � 1���$)� �%-

$�����+����� �������&�%�� ���%�� @$� �������&�) ��1��6&��$�* � �
�%�+�)2� � � �.�2���)2 �%���;����*2 ���6�% :�����
 
���% *� ������
�$��� � ���� ��2�� ���'�� &%���+%� �& @$���� +$� ��+6� �� .)�� ��-
;�*� * 1��6&���6 �������&��� 1� ������ hK]TPJOTP� 1��)��� � &%���-
+���� ��$����� ��;�� �0���������%$6 1��.��&�$��6�� $%�! 4��*�%*
��+6� � $�+���� ��$���( .)� ��;�6� �.�%�%�$ $�� ���(�$���� +$� �%�$��
1���� ��� ���') ����)�5 9._��6:%* 1��)��%<E 4B��6�� +$� 1��:��:%*
��+6 @$�� ���(�$��� �� �.�%�%�$5�� 9���6:%* 1��)��%<E 4X�����%$��6-
��� $��6�� +$� 1��:��:�( ��+6� �� .)�� ��;�*5
 A�$����� &%���-
+%�/�( 1� $�� ��� ��)� ���.�����$*� .��%��� �% ��$���( �%1��%�
����$��)( �������$� +$� @$�$ �������$ ���$%���� �� �%��� 7Z8 �$�-
��$�*� 1�����6��� �%� ��� �&���$��� ������ � @$�� �$���$�� �%+%���6
1���&����$�� $%��( .��%��� 1��6&��$�* �������&��� 1� ������ hTNKOTSJ!
4�� ���� �������$� �%1��%��)( �% .��%�� �%����� ���$%� �� ��� .)$6
���$%���� �%��� 7Z8 �$���$�*5 9._��6:%* 1��)��%<E 4,%���%$���%��)(
�������$ �%1��%� �% .��%�� �%����� ���$%5 9���6:%* 1��)��%<E 4X��-
���%$��6��� �%���%$���%��)( �������$ ���$%���� �� �%��� 7Z8 �$���-
$�*5
 H�%����+�)� �.�%&�� �%���;�%�$ @�$������� ��:%* 1� $�� ���
��)� 1��&�%�%� �1���)� �1��%����� �� �%��������� � �%���� �$�*���
����(�$�� � ���� ������$ ��� �$���$�

� �%;��� ������$��� ���+%� ��&��;���$6 ���1��6&��%$6�* $�� ���

��)� ������� &%����$ �$ $���� ��%�$�* �� �%($� 1��2��*/�( ������(
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