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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ � ýòî îäèí èç ìåòîäîâ îá-
ðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ è, â ÷àñòíîñòè, äàííûõ àñòðî-
íîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Òåîðèÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà îñíîâàíà
íà ðàâíîñèëüíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé âî âðåìåííîé è ÷àñòîò-
íîé îáëàñòÿõ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå. Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ õàðàê-
òåðèñòèê èññëåäóåìîãî ñèãíàëà â ÷àñòîòíîé îáëàñòè â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà âî âðåìåííîé îáëàñòè ýòî ñäåëàòü òðóäíî. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ìåòîäû ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ øèðîêî ïðèìåíÿ-
þòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ çíàíèé: â ôèçèêå, àñòðîíîìèè, áèîëî-
ãèè, òåõíèêå, ýêîíîìèêå, ìåäèöèíå è ò. ä.

Ñäåëàåì êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ ïîëîæåíèé, ëåæàùèõ â îñíîâå
òåîðèè è ïðàêòèêè ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ.

Îáû÷íî ïîä âðåìåííûì ðÿäîì ïîíèìàþò óïîðÿäî÷åííóþ âî
âðåìåíè ñîâîêóïíîñòü èçìåðåíèé îïðåäåëåííîé êîëè÷åñòâåííîé õà-
ðàêòåðèñòèêè êàêîãî-ëèáî ïðîöåññà. Ïî ñïîñîáó çàïèñè ðåçóëüòàòîâ
èçìåðåíèé âðåìåííûå ðÿäû áûâàþò íåïðåðûâíûìè, äèñêðåòíûìè,
ðàâíîìåðíûìè è íåðàâíîìåðíûìè. Îáùèì ïðèçíàêîì âðåìåííûõ
ðÿäîâ, ëåãêî ðàñïîçíàâàåìûì ïðè èõ ïðîñòîì îáçîðå, ÿâëÿåòñÿ íà-
ëè÷èå â íèõ êðóïíîìàñøòàáíûõ èçìåíåíèé (òðåíä, ïåðèîäè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ) è ìåëêîìàñøòàáíûõ êîìïîíåíòîâ, â ñòðóêòóðå êîòî-
ðûõ, êàê ïðàâèëî, îòñóòñòâóþò êàêèå-ëèáî ïðàâèëüíûå èçìåíåíèÿ
(ðèñ. 1).

Îñíîâíîé çàäà÷åé àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðå-
òàöèÿ íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ìîäåëåé. Â
êà÷åñòâå ìîäåëåé âûáèðàþò ôóíêöèè, ñâîéñòâà êîòîðûõ õîðîøî èç-
âåñòíû. Îòìå÷åííîå âûøå íàëè÷èå âî âðåìåííûõ ðÿäàõ ïðàâèëü-
íûõ è íåïðàâèëüíûõ èçìåíåíèé îïðàâäûâàåò øèðîêî ðàñïðîñòðà-
íåííóþ ìîäåëü �ñèãíàë + øóì�. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè �ñèãíàë�
èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé: ïåðè-
îäè÷åñêèõ, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ (ïîëèãàðìîíè÷åñêèõ) è íåïåðèî-
äè÷åñêèõ, à �øóì� � ñ ïîìîùüþ îñîáîãî âèäà ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé
� òàê íàçûâàåìîãî áåëîãî øóìà. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷åòêàÿ ãðàíü
ìåæäó �ñèãíàëîì� è �øóìîì� ðàçìûòà, â êà÷åñòâå ìîäåëåé âðåìåí-
íûõ ðÿäîâ èñïîëüçóþòñÿ ñëó÷àéíûå ïðîöåññû.

Òåîðåòè÷åñêèì ôóíäàìåíòîì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà âðåìåííûõ
ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Âèíåðà�Õèí÷èíà, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò
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Ðèñ. 1: Âðåìåííîé ðÿä âàðèàöèé ïåðèîäà âðàùåíèÿ Çåìëè ñ 1962 ïî
1996 ã. ïî äàííûì Ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáû âðàùåíèÿ Çåìëè (IERS).

ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà � ïëîò-
íîñòüþ ñïåêòðà ìîùíîñòè è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé. Ñàìà òåî-
ðåìà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Åñëè öåíòðèðîâàííûé ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ çàäàí
íà ïðîìåæóòêå 0 ≤ t ≤ T ìíîæåñòâîì ðåàëèçàöèé

X(t) = {xj(t)}N
j=1,

òî åãî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

K(t, t′) = E[xj(t)xj(t′)] = C(τ), τ = t− t′, (1)

è ïëîòíîñòü ñïåêòðà ìîùíîñòè (â äàëüíåéøåì ñïåêòð ìîùíî-
ñòè)

S(ω) = E


 lim

T→∞
1

2πT

∣∣∣∣∣
∫ T

0

xj(t)e−iωt dt

∣∣∣∣∣

2

 (2)

âçàèìíî îáðàòèìû ïî Ôóðüå:

S(ω) =
1
2π

∫ +∞

−∞
C(τ)e−iωτ dτ. (3)

C(τ) =
∫ +∞

−∞
S(ω)eiωτ dω. (4)
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Â ôîðìóëàõ (1) è (2) ñèìâîëîì E îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ íàõî-
æäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðå-
ìû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè Äæåíêèíñà è Âàòòñà
(1972).

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà.
1. Äëÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè X(t) = {A cos(ωt + φj)}N

j=1, ó êîòîðîé
ôàçû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â èíòåðâàëå [0, 2π], êîððåëÿöèîí-
íàÿ ôóíêöèÿ è ñïåêòð ìîùíîñòè çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

C(τ) =
A2

2
cos(ωτ), (5)

S(ω) =
A2

4
[δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)], (6)

ãäå δ(ω) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà.
2. Äëÿ áåëîãî øóìà ñîîòâåòñòâåííî èìååì

C(τ) = δ(τ), (7)

S(ω) = const. (8)

Ïåðèîäîãðàììà è êîððåëîãðàììà
Â ïðàêòè÷åñêîì àíàëèçå èç-çà íåïîëíîòû èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè
ìû èìååì äåëî íå ñî ñòðîãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè (ñïåêòð ìîùíî-
ñòè, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ), à ëèøü ñ èõ îöåíêàìè (ïåðèîäî-
ãðàììà, êîððåëîãðàììà ñîîòâåòñòâåííî).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ è ïðàêòèêà ñïåêòðàëüíî-êîððåëÿ-
öèîííîãî àíàëèçà ñ èñ÷åðïûâàþùåé ïîëíîòîé ðàçâèòû äëÿ ðàâíî-
ìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, ò. å. äëÿ çíà÷åíèé íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè, ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì ñ ïîñòîÿííûì âðåìåííûì
øàãîì è íå ìåíÿþùèõ ñâîèõ õàðàêòåðèñòèê íà èíòåðâàëå èçìåðå-
íèé. Õîòÿ íà ïðàêòèêå íå âñåãäà óäàåòñÿ âûäåðæàòü ïîñòîÿíñòâî
âðåìåííîãî øàãà, òåì íå ìåíåå èç-çà ñðàâíèòåëüíîé ïðîñòîòû èñ-
ïîëüçóåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèç ðàâíîìåðíûõ ðÿäîâ
èãðàåò ðîëü ñâîåîáðàçíîãî ñòàíäàðòà. Ïðèíöèïèàëüíûì çäåñü ÿâ-
ëÿåòñÿ è ñâîéñòâî ñòàöèîíàðíîñòè. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïàðàìåò-
ðû äåòåðìèíèðîâàííîãî è øóìîâîãî êîìïîíåíòîâ ðÿäà ìåíÿþòñÿ
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âî âðåìåíè, ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü áîëåå ñëîæíûå ìåòîäû èõ èñ-
ñëåäîâàíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíòðèðîâàííûé ýðãîäè÷åñêèé ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ x = x(t) çàäàí êîíå÷íûì íàáîðîì âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé
xk = x(tk) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå tk = ∆t k, k = 0, 1, . . . , N − 1, ãäå
ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà ∆t ÿâëÿåòñÿ øàãîì âûáîðêè. Â ýòîì ñëó÷àå
â êà÷åñòâå îöåíêè ñïåêòðà ìîùíîñòè îáû÷íî áåðóò ïåðèîäîãðàììó
Øóñòåðà, îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D(ν) =
1

N2

∣∣∣∣∣
N−1∑

k=0

xke−i2πνtk

∣∣∣∣∣

2

. (9)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ôîðìóëû (2) ê ôîðìóëå (9) ìû çàìå-
íèëè êðóãîâûå ÷àñòîòû ω îáû÷íûìè ÷àñòîòàìè ν, ñâÿçàííûìè ìåæ-
äó ñîáîé î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì ω = 2πν. Âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìó-
ëå (9) ìîæíî ïðîèçâîäèòü äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû ν, îäíàêî
îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îòñ÷åòû ïåðèîäîãðàììû, îòíåñåííûå
ê òàê íàçûâàåìîé ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå ÷àñòîò (ÔÑ×):

νj =
2νc

N
j =

j

N∆t
, j = 0, 1, ..., N/2, (10)

ãäå νc � ÷àñòîòà Íàéêâèñòà, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

νc =
1

2∆t.
(11)

Â ôîðìóëå (10) ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî N � ÷åòíîå ÷èñëî. Äëÿ
íå÷åòíûõ N êîíå÷íîå çíà÷åíèå èíäåêñà j ñëåäóåò çàìåíèòü ÷èñ-
ëîì (N + 1)/2. Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ â äàëüíåéøåì ìû âåçäå
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N � ÷åòíîå ÷èñëî.

Äëÿ îöåíêè êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ââîäÿò êîððåëîãðàììó

cm ≡ c(∆tm) =
1

N −m

N−m−1∑

k=0

xkxk+m, (12)

m = 0, 1, . . . , N − 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðèîäîãðàììà è êîððåëîãðàììà ñâÿçàíû ìåæäó ñî-
áîé ñîîòíîøåíèåì

D(ν) =
1
N

[
2Re

N−1∑
m=0

c̄me−i2πνm∆t − c̄0

]
, (13)
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Ðèñ. 2: Ðàçëè÷èå ìåæäó ñïåêòðîì ìîùíîñòè è ïåðèîäîãðàììîé. a �
ñïåêòð ìîùíîñòè êîñèíóñîèäû; b � ïåðèîäîãðàììà êîñèíóñîèäû.

ãäå ñìåùåííàÿ îöåíêà êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè c̄m îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c̄m =
N −m

N
cm =

1
N

N−m−1∑

k=0

xkxk+m, (14)

m = 0, 1, . . . , N − 1.

Ïåðèîäîãðàììà ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ
Ïåðå÷èñëèì ñíà÷àëà ñâîéñòâà ïåðèîäîãðàììû ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèè

x(t) = A cos(2πν0t + φ). (15)
Ñïåêòð ìîùíîñòè ýòîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå áåñêîíå÷íî
óçêèå ñïåêòðàëüíûå ëèíèè íà ÷àñòîòàõ ν = ±ν0:
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S(ν) =
A2

4
[δ(ν + ν0) + δ(ν − ν0)]. (16)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå çàäàíèÿ ôóíêöèè (15) íà äèñêðåòíîì
ìíîæåñòâå òî÷åê ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ∆t åå ïåðèîäîãðàììà áóäåò
èìåòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

D(ν) ' A2

4
[W (ν + ν0) + W (ν − ν0)], (17)

ãäå ñïåêòðàëüíîå îêíî W (ν) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

W (ν) =
sin2 Nπν∆t

N2 sin2 πν∆t
. (18)

Ñîïîñòàâëåíèå ñïåêòðà ìîùíîñòè è ïåðèîäîãðàììû êîñèíóñîè-
äàëüíîé ôóíêöèè ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíîãî îêíà. Âî-ïåðâûõ,
ýòà ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷íà ñ îñíîâíûì ïåðèîäîì 2νc, ãäå νc � ÷à-
ñòîòà Íàéêâèñòà, çàäàâàåìàÿ âûðàæåíèåì (11). Èç ïåðèîäè÷íîñòè
îêíà ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîäîãðàììà äèñêðåòíîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ òåì æå îñíîâíûì ïåðèîäîì. Ïî ýòîé ïðè-
÷èíå çíà÷åíèÿ ïåðèîäîãðàììû èìååò ñìûñë âû÷èñëÿòü òîëüêî íà
îñíîâíîì ïåðèîäå [−νc, νc]. Ê òîìó æå ïåðèîäîãðàììà âåùåñòâåííîé
ôóíêöèè îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÷åòíîñòè, ïîýòîìó îáû÷íî çíà÷åíèÿ
ïåðèîäîãðàììû âû÷èñëÿþò òîëüêî â èíòåðâàëå [0, νc].

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî øèðèíà ãëàâíîãî ëåïåñòêà ñïåêòðàëüíîãî
îêíà (18) îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà äëèíå ðÿäà

∆ν =
2

N∆t
. (19)

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ ïîñòîÿííûì
øàãîì ∆t èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

cos(2πν0 ∆t + φ) = cos[2π(ν0 + 2pνc) ∆t + φ], p = ±1,±2, ...,

â ñèëó êîòîðîãî ïåðèîäîãðàììà â îñíîâíîì äèàïàçîíå ÷àñòîò áó-
äåò èìåòü îäèí è òîò æå ïèê íà ÷àñòîòå ν0 äëÿ âñåõ ãàðìîíè÷åñêèõ
êîëåáàíèé ñ ÷àcòîòàìè ν0 + 2pνc. Â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå ÿâëå-
íèå íåðàçëè÷èìîñòè óêàçàííûõ ÷àñòîò íàçûâàþò ýëàéçèíãîì (îò
àíãëèéñêîãî ñëîâà alias � êëè÷êà ïðåñòóïíèêà).
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Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åííàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðÿäà ðàçìû-
âàåò áåñêîíå÷íî óçêèå ëèíèè òåîðåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè è
ïðèâîäèò ê ïîòåðå ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè. Òàê, äâå ñïåêòðàëü-
íûå ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ãàðìîíè÷åñêèì êîëåáàíèÿì ñ ÷à-
ñòîòàìè ν1 è ν2, ìîãóò áûòü ïîëíîñòüþ ðàçðåøåíû, åñëè âûïîëíÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèå

|ν1 − ν2| ≥ ∆ν.

Êðîìå òîãî, èç-çà äèñêðåòíîñòè çàäàíèÿ ðÿäà ñ ïîñòîÿííûì øàãîì
âûáîðêè äèàïàçîí ñïåêòðàëüíûõ îöåíîê îãðàíè÷èâàåòñÿ ÷àñòîòîé
Íàéêâèñòà. Íåðàçëè÷èìîñòü ÷àñòîò ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðÿìûì ñëåä-
ñòâèåì ðàâíîìåðíîñòè âûáîðêè.

Ïåðèîäîãðàììà äèñêðåòíîãî áåëîãî øóìà
Áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìåííîé ðÿä

xk = x(tk), tk = ∆t k, k = 0, 1, ..., N − 1, (20)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûáîðêó íåêîððåëèðîâàííûõ çíà÷åíèé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, ñ íóëåâûì
ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé (äèñêðåòíûé
áåëûé øóì).

Âû÷èñëèì äëÿ òàêîãî ðÿäà ïåðèîäîãðàììó

Dj =
1

N2

∣∣∣∣∣
N−1∑

k=0

xke−i 2π
N kj

∣∣∣∣∣

2

, (21)

îòñ÷åòû êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå ÷àñòîò
(10), è ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå íîðìèðîâàííóþ ïåðèîäîãðàì-
ìó dj = NDj .

Òåîðåìà (Øóñòåð). Îòñ÷åòû dj íîðìèðîâàííîé ïåðèîäîãðàììû
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ

p(x) =





e−x, j = 1, 2, ..., N/2− 1,

e−x/2/
√

2πx, j = 0; j = N/2, 0 < x < ∞.
(22)
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Ðèñ. 3: Ïåðèîäîãðàììà øóìà.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèåâ âûäåëåíèÿ
ñèãíàëà èç øóìà. Øóìîâîé êîìïîíåíò, èìåþùèéñÿ â èçìåðåíè-
ÿõ, ïðîÿâëÿåò ñåáÿ â ïåðèîäîãðàììå â âèäå ìíîãî÷èñëåííûõ ïèêîâ
(ðèñ. 3). Ïðè ñèëüíîé çàøóìëåííîñòè ðÿäà âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êî-
ãäà ïèêè äåòåðìèíèðîâàííîãî êîìïîíåíòà î÷åíü òðóäíî îòëè÷èòü
îò ïèêîâ øóìîâîé ñîñòàâëÿþùåé. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿþò ñòà-
òèñòè÷åñêèå êðèòåðèè ðàçäåëåíèÿ ñèãíàëüíîãî è øóìîâîãî êîìïî-
íåíòîâ.

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà öåíòðèðîâàííûé äèñêðåòíûé áåëûé øóì
èìååò íå åäèíè÷íóþ, à ïðîèçâîëüíóþ äèñïåðñèþ σ2

0 , êðèòåðèé ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ ñèãíàëà â øóìå èñïîëüçóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäà-
þò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî q << 1, êîòîðîå îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü
(óðîâåíü çíà÷èìîñòè) î÷åíü ðåäêîãî ñîáûòèÿ � ïîÿâëåíèÿ ñèëüíî-
ãî ïèêà â ïåðèîäîãðàììå áåëîãî øóìà. Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî äâå
ñèòóàöèè.

1. ×àñòîòà ïåðèîäè÷åñêîãî êîìïîíåíòà çàðàíåå íå èçâåñòíà. Â
ýòîì ñëó÷àå âïîëíå åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàèáîëü-
øèé îòñ÷åò ïåðèîäîãðàììû Dmax ñîîòâåòñòâóåò èñêîìîìó ïå-
ðèîäè÷åñêîìó êîìïîíåíòó. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Dmax ≥ σ2
0

N
X1, (23)

ãäå
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X1 = − ln(1− (1− q)
2

N−2 ), (24)

òî ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1 − q ïðèíèìàåòñÿ óòâåðæäåíèå, ÷òî
îòñ÷åò Dmax ïðèíàäëåæèò ñèãíàëó, à íå øóìó.

2. Åñëè ÷àñòîòà èñêîìîãî ñèãíàëà çàðàíåå èçâåñòíà è ñîîòâåò-
ñòâóåò îòñ÷åòó ïåðèîäîãðàììû Dl, òî ïðè âûïîëíåíèè íåðà-
âåíñòâà

Dl ≥ σ2
0

N
X2, (25)

ãäå
X2 = − ln q, (26)

ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1 − q ïîëàãàþò, ÷òî îòñ÷åò Dl òîæå ïðè-
íàäëåæèò ñèãíàëó, à íå øóìó.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåîðåìà îá ýêñïîíåíöèàëüíîì ðàñïðåäå-
ëåíèè îòñ÷åòîâ ïåðèîäîãðàììû öåíòðèðîâàííîãî äèñêðåòíîãî áå-
ëîãî øóìà ñïðàâåäëèâà äëÿ òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà äèñïåðñèÿ ðÿäà èç-
âåñòíà òî÷íî. Íà ïðàêòèêå åå ïðèõîäèòñÿ îöåíèâàòü ïî ôîðìóëå

σ2
0 =

1
N − 1

N−1∑

k=0

(xk)2. (27)

Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëüíûå îòñ÷åòû (24) ñëåäóåò çàìåíèòü âåëè÷è-
íàìè, ïðèâåäåííûìè â òàáë. 1 (Òåðåáèæ, 1992). Ñëåäóåò, îäíàêî,
çàìåòèòü, ÷òî ïðè N ≥ 100 òàáëè÷íûå çíà÷åíèÿ âåñüìà ìàëî îòëè-
÷àþòñÿ îò âåëè÷èí, ïîëó÷àåìûõ ïî ôîðìóëå (24).

Ñãëàæèâàíèå ïåðèîäîãðàììû
Èç òåîðåìû Øóñòåðà ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîäîãðàììà êàê îöåíêà ñïåê-
òðà ìîùíîñòè äèñêðåòíîãî áåëîãî øóìà íå óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ
ýôôåêòèâíîñòè. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ èçðåçàííîñòü ïåðèîäîãðàììû,
íå óìåíüøàþùàÿñÿ ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû ðÿäà. Òåì íå ìåíåå, îñðåä-
íåíèå ïåðèîäîãðàììû äèñêðåòíîãî áåëîãî øóìà â óçêèõ äèàïàçîíàõ
÷àñòîò ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ âïîëíå ðàçóìíîé ãëàäêîé îöåíêè. Íà
ýòîì ñâîéñòâå îñíîâàí ìåòîä ñãëàæèâàíèÿ ïåðèîäîãðàììû, èçâåñò-
íûé êàê ìåòîä Áëýêìàíà-Òüþêè (Áëýêìàí è Òüþêè, 1959).
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Òàáëèöà 1: Îòñ÷åòû íîðìèðîâàííîé ïåðèîäîãðàììû öåíòðèðîâàí-
íîãî äèñêðåòíîãî áåëîãî øóìà â çàâèñèìîñòè îò N è q.

N q = 0.05 q = 0.01 N q = 0.05 q = 0.01

6 1.950 1.990 142 6.967 8.428
8 2.613 2.827 162 7.122 8.601
10 3.072 3.457 182 7.258 8.750
12 3.419 3.943 202 7.378 8.882
14 3.697 4.331 302 7.832 9.372
16 3.928 4.651 402 8.147 9.707
18 4.125 4.921 502 8.389 9.960
20 4.297 5.154 602 8.584 10.164
22 4.450 5.358 702 8.748 10.334
32 5.019 6.103 802 8.889 10.480
42 5.408 6.594 1002 9.123 10.721
52 5.701 6.955 1202 9.313 10.916
62 5.935 7.237 1402 9.473 11.079
82 6.295 7.663 1602 9.612 11.220
102 6.567 7.977 1802 9.733 11.344
122 6.758 8.225 2002 9.842 11.454

Â ýòîì ìåòîäå íà ïåðâîì øàãå âû÷èñëÿþòñÿ N∗ ≤ N çíà÷åíèé
êîððåëîãðàììû

c̄m =
1
N

N−m−1∑

k=0

xk xk+m, m = 0, 1, . . . , N∗ − 1. (28)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñãëàæåííîé ïåðèîäîãðàììû êîððåëîãðàììó óìíî-
æàþò íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ, íàçûâàåìóþ êîððåëÿöèîííûì îêíîì.
Â ïðàêòèêå ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ïîëó÷èëà ðàñïðîñòðàíåíèå âå-
ñîâàÿ ôóíêöèÿ

Wm = (1− 2a) + 2a cos
πm

N∗ , (29)

ïîëó÷èâøàÿ íàçâàíèå "îêíî Òüþêè". Ýòà ôóíêöèÿ ñîäåðæèò äâà
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðà 0 ≤ a ≤ 0.25 è N∗ ≤ N , ñìûñë êîòîðûõ
áóäåò îáúÿñíåí íèæå. Âçâåøåííàÿ êîððåëîãðàììà âû÷èñëÿåòñÿ ñëå-
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äóþùèì îáðàçîì:

c̃m = c̄mWm, m = 0, 1, . . . , N∗ − 1. (30)

Òåïåðü âû÷èñëåíèå ñãëàæåííîé ïåðèîäîãðàììû ïðîèçâîäÿò ïî ôîð-
ìóëå

D̃j =
1

N∗

[
2Re

N∗−1∑
m=0

c̃me−i 2π
N∗ jm − c̃0

]
. (31)

Çíà÷åíèÿ ñãëàæåííîé ïåðèîäîãðàììû îòíîñÿòñÿ ê ñèñòåìå ÷àñòîò

νj =
2νc

N∗ j =
j

N∗∆t
, j = 0, 1, ..., N∗/2, (32)

êîòîðàÿ, êàê ýòî âèäíî èç ñðàâíåíèÿ ñ (10), óæå íå ÿâëÿåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ÷àñòîò. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì, ñäå-
ëàííûì íà ñ. 7, â ôîðìóëå (32) ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå èíäåêñà j íà-
çíà÷àåòñÿ ðàâíûì (N∗ + 1)/2, åñëè N∗ � ÷èñëî íå÷åòíîå.

Âåëè÷èíà ïàðàìåòðà N∗ óïðàâëÿåò ñòåïåíüþ ñãëàæèâàíèÿ ïå-
ðèîäîãðàììû. Åñëè èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
øèðîêîïîëîñíûé øóì, òî ðåêîìåíäóåìîå îïòèìàëüíîå ñãëàæèâà-
íèå ïðîèñõîäèò ïðè N∗ = 0.1N . Äëÿ âðåìåííîãî ðÿäà, ñîäåðæà-
ùåãî ãàðìîíè÷åñêèå êîìïîíåíòû è øóì, çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà
âûáèðàåòñÿ èç äèàïàçîíà 0.1N ≤ N∗ ≤ N . Ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ïà-
ðàìåòðà îêíà Òüþêè ïðîèçâîäÿò èçìåíåíèå êîíòóðà ñïåêòðàëüíîé
ëèíèè ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ èñõîäíîãî ðÿäà ñ öåëüþ óñòðàíå-
íèÿ áîêîâûõ ëåïåñòêîâ. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò ðàñøèðåíèå êîíòóðà
ëèíèè è óìåíüøåíèå åå èíòåíñèâíîñòè. Ðåêîìåíäóåìûå çíà÷åíèÿ
òàêîâû: a = 0.23 � îêíî Õýììèíãà, a = 0.25 � òàê íàçûâàåìîå îêíî
"Õýííèíã".

Âûáîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ N∗ è a ïðîèçâîäèòñÿ èç ðàñ÷åòà
óäîâëåòâîðåíèÿ äâóì ïðîòèâîðå÷èâûì òðåáîâàíèÿì: ïîëó÷åíèþ ñòà-
òèñòè÷åñêè ñîñòîÿòåëüíîé ïåðèîäîãðàììû è äîñòèæåíèþ ðàçóìíîé
ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè. Îáû÷íî ýòîò êîìïðîìèññ äîñòèãàåòñÿ
íà îñíîâå ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé èëè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè.

Âçàèìíûå õàðàêòåðèñòèêè äâóõ âðåìåííûõ ðÿäîâ
Ïðè èçó÷åíèè îáùèõ õàðàêòåðèñòèê äâóõ âðåìåííûõ ðÿäîâ èñïîëü-
çóþòñÿ ïîíÿòèÿ âçàèìíîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè è âçàèìíîé êîððå-
ëÿöèîííîé ôóíêöèè (Äæåíêèíñ è Âàòòñ, 1972). Â îáëàñòè îöåíîê
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ýòèì ïîíÿòèÿì ñîîòâåòñòâóþò âçàèìíàÿ ïåðèîäîãðàììà è âçàèìíàÿ
êîððåëîãðàììà.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå äèñêðåòíûå öåíòðèðîâàííûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

xk = x(tk), tk = ∆t k, k = 0, 1, ..., N − 1, (33)
yk = y(tk), tk = ∆t k, k = 0, 1, ..., N − 1. (34)

Îáîçíà÷àÿ ñèìâîëîì ∗ îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ, îïðå-
äåëèì âçàèìíóþ ïåðèîäîãðàììó ðÿäîâ xk è yk ñ ïîìîùüþ ñîîòíî-
øåíèÿ

Dxy(ν) =
1

N2
X∗(ν)Y (ν), (35)

ãäå

X(ν) =
N−1∑

k=0

xke−i2πνtk , (36)

Y (ν) =
N−1∑

k=0

yk e−i2πνtk . (37)

Â ñâîþ î÷åðåäü âçàèìíàÿ êîððåëîãðàììà íàøèõ ðÿäîâ (ñìåùåí-
íàÿ îöåíêà) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c̄xy[m] =
1
N

N−m−1∑

k=0

xk yk+m, (38)

m = 0, 1, . . . , N − 1.

Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñâîéñòâî

c̄xy[−m] = c̄yx[m]. (39)

Âçàèìíûå ïåðèîäîãðàììà è êîððåëîãðàììà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé
ñîîòíîøåíèåì

Dxy(ν) =
1
N

[
N−1∑
m=0

c̄xy[m]e−i2πνm∆t +
N−1∑
m=0

c̄yx[m]ei2πνm∆t − c̄0

]
.

(40)
Î÷åâèäíî, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàøè äâà ðÿäà xk è yk òîæäå-

ñòâåííû, âûðàæåíèÿ (35) è (38) ïåðåõîäÿò â (9) è (14), ò. å. âçàèìíûå
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ïåðèîäîãðàììà è êîððåëîãðàììà ñîîòâåòñòâóþò îáû÷íûì ïîíÿòè-
ÿì ïåðèîäîãðàììû è êîððåëîãðàììû. Ïðè ýòîì âûðàæåíèå (40)
ïåðåõîäèò â (13).

Â îòëè÷èå îò îáû÷íîé ïåðèîäîãðàììû âçàèìíàÿ ïåðèîäîãðàììà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ

Dxy(ν) = Pxy(ν)− iQxy(ν), (41)
ãäå

Pxy(ν) = Re X(ν)Re Y (ν) + Im X(ν) ImY (ν), (42)

Qxy(ν) = Re X(ν) Im Y (ν)− Re Y (ν) Im X(ν). (43)
Ñîîòíîøåíèå (42) îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé ïðîèçâåäåíèé îäíîèìåííûõ
êîìïîíåíòîâ, ò. å. ïðîèçâåäåíèÿìè äåéñòâèòåëüíîé íà äåéñòâèòåëü-
íóþ è ìíèìîé íà ìíèìóþ ÷àñòè ôóíêöèé X(ν) è Y (ν), â òî âðå-
ìÿ êàê ñîîòíîøåíèå (43) îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé ïðîèçâåäåíèé ðàç-
íîèìåííûõ êîìïîíåíòîâ, ò. å. ïðîèçâåäåíèÿìè äåéñòâèòåëüíîé íà
ìíèìóþ ÷àñòü òåõ æå ôóíêöèé. Ïîñêîëüêó íà êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè îäíîèìåííûå êîìïîíåíòû íàïðàâëåíû âäîëü îäíîé îñè, à ðàçíî-
èìåííûå êîìïîíåíòû íàïðàâëåíû âäîëü âçàìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
îñåé, ôóíêöèþ Pxy(ν) íàçûâàþò êîñïåêòðîì, à ôóíêöèþ Qxy(ν) �
êâàäðàòóðíûì ñïåêòðîì.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíêðåòíîé èíôîðìàöèè îá îáùèõ ñâîéñòâàõ èñ-
ñëåäóåìûõ ðÿäîâ ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå ìîäóëü âçàèìíîé ïåðè-
îäîãðàììû

Axy(ν) =
√

P 2
xy(ν) + Q2

xy(ν) (44)

è ôàçîâûé ñïåêòð

Φxy(ν) = −arctg
Qxy(ν)
Pxy(ν)

. (45)

Ìîäóëü âçàèìíîé ïåðèîäîãðàììû èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáíàðóæåíèÿ
÷àñòîò îáùèõ ãàðìîíèê, à ôàçîâûé ñïåêòð ïîêàçûâàåò ðàçíîñòü ôàç
îáùèõ ãàðìîíèê íà äàííîé ÷àñòîòå.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëó÷àé, êîãäà äâà èññëåäóåìûõ ðÿäà
ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

xk = A1 cos(2πν1tk + φ1), (46)
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yk = A2 cos(2πν2tk + φ2), (47)
tk = ∆t k, k = 0, 1, ..., N − 1.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè N →∞ âçàèìíàÿ êîððåëîãðàììà ôóíê-
öèé (46) è (47) ðàâíà íóëþ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ν1 6= ν2 íåçàâèñèìî
îò ôàç ýòèõ ãàðìîíèê. Èíà÷å ãîâîðÿ, äâå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè
ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè íåêîððåëèðîâàíû. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü,
÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ν1 = ν2 è φ1 6= φ2. Â ýòîì ñëó÷àå

c̄xy[m] =
A1A2

2
cos(2πν1∆tm + ∆φ), (48)

ãäå
∆φ = φ2 − φ1. (49)

Íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà (40) äëÿ çíà÷åíèÿ âçàèìíîé ïåðèîäîãðàì-
ìû íà ÷àñòîòå ν1 = ν2 ïîëó÷àåì

Dxy(ν1) =
A1A2

4
ei∆φ, (50)

îòêóäà äëÿ çíà÷åíèé ìîäóëÿ âçàèìíîé ïåðèîäîãðàììû è ôàçîâîãî
ñïåêòðà íà ýòîé æå ÷àñòîòå èìååì

Axy(ν1) =
A1A2

4
, (51)

Φxy(ν1) = ∆φ. (52)
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøè âðåìåííûå ðÿäû (36) è (37)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûáîðêè öåíòðèðîâàííûõ íåêîððåëèðîâàííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó c åäè-
íè÷íîé äèñïåðñèåé. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (35), âû÷èñëèì âçàèìíóþ
êîððåëîãðàììó Dxy(νj) äâóõ íàøèõ äèñêðåòíûõ áåëûõ øóìîâ íà
ìíîæåñòâå ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò (10), ïîñëå ÷åãî íàéäåì çíà-
÷åíèÿ êâàäðàòà íîðìèðîâàííîãî ìîäóëÿ âçàèìíîé ïåðèîäîãðàììû

axy(νj) = N2A2
xy(νj). (53)

Òåîðåìà. ×èñëà axy(νj) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =





2K0(2
√

x), j = 1, 2, ..., N/2− 1,

K0(
√

x)/π
√

x, j = 0; j = N/2, 0 < x < ∞,
(54)
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ãäå K0(z) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ìíèìîãî àðãóìåíòà:

Kν(z) =
1
2

(z

2

)ν
∫ ∞

0

exp(−t− z2/4t) t−ν−1 dt, ν = 0, 1, ... (55)

Ýòà òåîðåìà ïîäîáíî òåîðåìå Øóñòåðà (54) äëÿ îáû÷íîé ïåðè-
îäîãðàììû ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè îáíàðó-
æåíèÿ îáùèõ ãàðìîíèê äâóõ èññëåäóåìûõ ðÿäîâ ñ äèñïåðñèÿìè σ2

x è
σ2

y. Íîâûå êðèòåðèè âïîëíå àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ
ïðè âûäåëåíèè ñèãíàëüíîãî êîìïîíåíòà ïåðèîäîãðàììû. Äåéñòâè-
òåëüíî, çàäàäèì óðîâåíü çíà÷èìîñòè q << 1, êîòîðûé îïðåäåëÿåò
âåðîÿòíîñòü î÷åíü ðåäêîãî ñîáûòèÿ � ïîÿâëåíèÿ ñèëüíîãî ïèêà ñðå-
äè îòñ÷åòîâ axy(νj), j = 1, 2, ..., N/2− 1. Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî äâå
ñèòóàöèè.

1. ×àñòîòà, íà êîòîðîé äâà ðÿäà èìåþò îáùèé ãàðìîíè÷åñêèé
êîìïîíåíò, çàðàíåå íå èçâåñòíà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî
÷èñëî a = Sup{axy(νj)} ñîîòâåòñòâóåò èñêîìîìó îáùåìó ïåðèîäè-
÷åñêîìó êîìïîíåíòó. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

a ≥ σ2
xσ2

y

N2
Z1, (56)

ãäå âåëè÷èíà Z1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

1−
(
1− 2

√
Z1 K1(2

√
Z1)

)N/2−1

= q, (57)

òî ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1− q ïðèíèìàåòñÿ óòâåðæäåíèå, ÷òî îòñ÷åò
amax ïîðîæäàåòñÿ îáùèì ãàðìîíè÷åñêèì êîìïîíåíòîì îáîèõ ðÿäîâ,
à íå ãåíåðèðóåòñÿ øóìàìè.

2. Åñëè ÷àñòîòà èñêîìîãî îáùåãî ñèãíàëà çàðàíåå èçâåñòíà è
ñðåäè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé {axy(νj)} åé ñîîòâåòñòâóåò îòñ÷åò al, òî
ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

al ≥ σ2
xσ2

x

N2
Z2, (58)

ãäå âåëè÷èíà Z2 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

2
√

Z2 K1(2
√

Z2) = q, (59)

ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1−q ïîëàãàþò, ÷òî îòñ÷åò al òîæå ïîðîæäàåòñÿ
îáùèìè ñèãíàëàìè, à íå øóìàìè.
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Îòìåòèì, ÷òî ïîðîã îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà Z2 íå çàâèñèò îò äëè-
íû ðÿäà. Äëÿ íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿþùèõñÿ óðîâíåé çíà÷èìîñòè
q = 0.001; q = 0.01 è q = 0.05 ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïîðîãà Z2

ðàâíû 15.5; 8.2 è 4.0. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó çíà÷åíèÿ ïîðîãà
Z1 çàâèñÿò êàê îò ïðèíÿòîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè, òàê è îò äëèíû
ðÿäà. Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïîðîãà Z1 êàê ôóíêöèè ÷èñëà
òî÷åê ðÿäà ïðè q = 0.05 è q = 0.01.

Ïîäîáíî îáû÷íîé ïåðèîäîãðàììå âçàèìíóþ ïåðèîäîãðàììó ìîæ-
íî ñãëàäèòü. Äëÿ ýòîãî íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (40), ïîä-
ñòàâèâ â íåå âçâåøåííûå çíà÷åíèÿ âçàèìíîé êîððåëîãðàììû

c̃xy[m] = c̄xy[m] Wm, m = 0, 1, . . . , N∗ − 1, (60)

ãäå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Wm îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (29).

Âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåäóðû

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíûõ è êîððåëÿöè-
îííûõ õàðàêòåðèñòèê ðàâíîìåðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ïîëüçóþòñÿ

Òàáëèöà 2: Çíà÷åíèÿ Z1 â çàâèñèìîñòè îò N è q.

N q = 0.05 q = 0.01 N q = 0.05 q = 0.01

50 13.8 20.8 600 25.4 34.6
100 16.7 24.4 700 26.2 35.5
150 18.6 26.2 800 26.9 36.3
200 19.9 28.1 900 27.5 36.9
250 21.0 29.2 1000 28.2 37.5
300 21.8 30.5 1200 29.2 39.0
350 22.6 31.3 1400 30.1 40.0
400 23.3 32.0 1600 30.8 40.8
450 23.9 32.6 1800 31.5 41.6
500 24.4 33.2 2000 32.1 42.2
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äèñêðåòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå (ÄÔÒ), êîòîðûå ìû ââå-
äåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
êîìïëåêñíûõ âåëè÷èí

{xk}, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1,
{Xj}, j = 0, 1, 2, . . . , N − 1.

Íàçîâåì ïðÿìûì äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå (DFT) ñëå-
äóþùåå âûðàæåíèå:

Xj = DFTj {xk }N−1
k=0 =

N−1∑

k=0

xke−i 2π
N kj , (61)

j = 0, 1, 2, . . . , N − 1.

Ïðè ýòîì îáðàòíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (DFT−1) Ôóðüå
ââîäèòñÿ ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ

xk = DFT−1
k {Xj }N−1

j=0 =
1
N

N−1∑

j=0

Xje
i 2π

N kj , (62)

k = 0, 1, 2, . . . , N − 1.

Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ çäåñü íà ñâîéñòâàõ äèñêðåòíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé Ôóðüå, ïîñêîëüêó îíè õîðîøî îïèñàíû â ìíîãî÷èñ-
ëåííûõ ðóêîâîäñòâàõ (Äæåíêèíñ Ã., Âàòòñ Ä., 1972; Îòíåñ è
Ýíîêñîí, 1982 è äð.). Îòìåòèì òîëüêî òî, ÷òî ñ ïîìîùüþ äèñêðåò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âû÷èñëåíèå ïåðèîäîãðàìì íà ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ñèñòåìå ÷àñòîò (10) ìîæíî ïðîèçâîäèòü ïî ñëåäóþùèì
ôîðìóëàì

Dj =
1

N2

∣∣DFTj{xk}N−1
k=0

∣∣2 , (63)

Dxy[j] =
1

N2

[
DFT ∗j {xk}N−1

k=0

] [
DFTj{yk}N−1

k=0

]
, (64)

j = 0, 1, 2, . . . , N/2.
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Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé (61) è (62) òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü
N2 îñíîâíûõ îïåðàöèé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò âû÷èñëåíèå äèñ-
êðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå î÷åíü òðóäîåìêîé îïåðàöèåé, è ïî-
ýòîìó â ïðîøëîì ñòàðàëèñü ñòðîèòü àëãîðèòìû àíàëèçà äàííûõ òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû ïî âîçìîæíîñòè èçáåæàòü âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ.
Ïîëîæåíèå ñóùåñòâåííî èçìåíèëîñü ïîñëå èçîáðåòåíèÿ ñïåöèôè÷å-
ñêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð (áûñòðûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå,
ÁÏÔ èëè FFT ), êîòîðûå ïîçâîëèëè óâåëè÷èòü ñêîðîñòü âû÷èñëå-
íèé â äåñÿòêè è ñîòíè ðàç. Îäèí èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ àë-
ãîðèòìîâ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (Êóëè è Òüþêè, 1965)
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ÷èñëî òî÷åê ðÿäà N ïðåäñòàâèìî ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

N = 2p, (65)
ãäå p � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ýòîò àëãîðèòì òðåáóåò äëÿ
ñâîåé ðåàëèçàöèè âñåãî 2N log2 N îïåðàöèé, ÷òî ïðè áîëüøèõ N
ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì N2 . Ïîä÷åðêíåì, îäíàêî, ÷òî áûñòðîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå ÿâëÿåòñÿ êàêèì-ëèáî íîâûì òèïîì ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèøü îäèí èç âàðèàíòîâ âû÷èñ-
ëåíèÿ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå (61) è (62).

Íèæå ïðèâåäåíà ïðîöåäóðà áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ðÿäîâ, ÷èñëî òî÷åê êîòîðûõ ïðåäñòàâè-
ìî ôîðìóëîé N = 2p, ãäå p � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (Åôèìîâ
è äð., 1980). Òåêñò ïðîãðàììû ñîîòâåòñòâóåò p = 9 è N = 512.
Ïðè æåëàíèè çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî èçìåíèòü. Äëÿ ýòî-
ãî íóæíî âíåñòè âïîëíå ïîíÿòíûå èñïðàâëåíèÿ â îïåðàòîðàõ ïðî-
ãðàììû, îòìå÷åííûõ çíàêîì {*}.
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unit �t; interface {Type arr = array[1..512];} {*}.
procedure �t (kind:longint;var a,b,aa,bb:arr);
{ Ïðîöåäóðà Áûñòðîãî Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
a,b - ìàññèâû ïðåîáðàçóåìîé ôóíêöèè;
aa,bb - ìàññèâû ïðåîáðàçîâàííîé ôóíêöèè;
kind - âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ:
kind = 0 - ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå;
kind = 1 - îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå; }
implementation

procedure �t(kind:longint;var a,b,aa,bb:arr);
const n=9; n1=512; {*}
var aaa,bbb: arr;
var v,m,k,j,i,ni,jm:longint;
var c,si,co,ass,bob:double;

function f(m:longint):longint;
{ Âû÷èñëÿåò 2m}
var y,k:longint;
begin
y:=1;
if m=0 then y:=1 else
for k:=1 to m do y:=2*y;
f:=y
end; {f}
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begin
{Ñîõðàíåíèå âõîäíûõ ìàññèâîâ}
for i:=1 to 512 do {*}
begin aaa[i]:=a[i]; bbb[i]:=b[i] end;

m:=1;
repeat
k:=0;
repeat
v:=0;
repeat
j:=f(m)*k+v+1; i:=f(m-1)*k+v+1;
c:=3.141593*v/f(m-1);
co:=cos(c);
if kind=0 then si:=sin(c) else si:=-sin(c);

ni:=f(n-1)+i; jm:=f(m-1)+j;
ass:=a[ni]; bob:=b[ni];
aa[j]:=a[i]+ass*co+bob*si; bb[j]:=b[i]-ass*si+bob*co;
aa[jm]:=a[i]-ass*co-bob*si; bb[jm]:=b[i]+ass*si-bob*co;
v:=v+1; until v-f(m-1)≥0;
k:=k+1; until k-f(n-m)≥0;
m:=m+1;
for i:=1 to n1 do
begin a[i]:=aa[i]; b[i]:=bb[i]; end;
until m-n>0;
if kind>0 then
for i:=1 to n1 do begin aa[i]:=aa[i]/n1; bb[i]:=bb[i]/n1; end;

{Âîññòàíîâëåíèå âõîäíûõ ìàññèâîâ}
for i:=1 to 512 do {*}
begin a[i]:=aaa[i]; b[i]:=bbb[i] end;
end;
end.
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Äîïîëíåíèå ðÿäà íóëÿìè
Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå òðóäíî îæèäàòü âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà
(65), îáû÷íî äëÿ ïðèìåíåíèÿ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èñ-
õîäíûé ðÿä äîïîëíÿþò íóëÿìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëèíà íîâîãî
ðÿäà ñòàëà ðàâíîé N1 = 2p ≥ N. ×àñòî äëèíó íîâîãî ðÿäà äåëàþò
äàæå ðàâíîé N2 = 2N1. Äîáàâëåíèå íóëåé ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
ìåòîäè÷åñêèì íîâøåñòâîì, âûòåêàþùåì èç ñïåöèôèêè àëãîðèòìà
áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñëå äîáàâëå-
íèÿ íóëåé íàøè èñõîäíûå äàííûå áóäóò èìåòü ñëåäóþùóþ ñòðóê-
òóðó:

xk =
{

x(tk), k = 0, 1, 2, . . . , N − 1,
0, k = N, . . . , N1−1, . . . , N2 − 1.

(66)

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ïåðèîäîãðàììû

Dj =
1

N2
| FFTj {xk}N2−1

k=0 |2 (67)

äëÿ äèñêðåòíîãî íàáîðà ÷àñòîò

ν∗j =
2νc

N2
j, j = 0, 1, . . . , N2/2, (68)

ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì ñ øàãîì

∆ν∗ = 2νc/N2. (69)

Åñëè â ôîðìóëå (67) èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå è âû÷èñëÿòü åãî íåïîñðåäñòâåííî (áåç äîáàâëåíèÿ íóëåé), òî îò-
ñ÷åòû ïåðèîäîãðàììû áóäóò îòíåñåíû ê ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå
÷àñòîò

νj =
2νc

N
j, j = 0, 1, . . . ,

N

2
, (70)

îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà íà øàã

∆ν =
2νc

N
. (71)

Èç ñðàâíåíèÿ (69) è (71) íàõîäèì

∆ν∗

∆ν
=

N

N2
< 1. (72)
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Äðóãèìè ñëîâàìè, äîáàâëåíèå íóëåé ïîçâîëÿåò áîëåå òùàòåëüíî
ïðîïèñàòü ñòðóêòóðó äåòàëåé ñïåêòðà çà ñ÷åò âû÷èñëåíèÿ ïåðèîäî-
ãðàììû ñ ìåíüøèì øàãîì ïî ÷àñòîòå. Ýòîò ýôôåêò ÷àñòî íàçûâàþò
èíòåðïîëÿöèåé â îáëàñòè ÷àñòîò. Âïîëíå ïîíÿòíî, ÷òî ýòîò ïðèåì
íå óâåëè÷èâàåò ðåàëüíóþ ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü äèñêðåòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî
çíà÷åíèÿ ïåðèîäîãðàììû íà ñåòêå ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû, â òî âðåìÿ êàê âñå ïðî-
ìåæóòî÷íûå îòñ÷åòû ÿâëÿþòñÿ êîððåëèðîâàííûìè (Äæåíêèíñ è
Âàòòñ, 1972).

Âû÷èñëåíèå êîððåëîãðàìì ñ ïîìîùüþ ÁÏÔ
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîððåëîãðàìì ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü íå òîëüêî ñîîòíîøåíèÿ (14) è (38), íî è ïðîöåäóðó îáðàòíî-
ãî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ðàáî÷èå ôîðìóëû âûãëÿäÿò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c̄m = N Re FFT−1
m {Dj}N2−1

j=0 , (73)

c̄xy[m] = N Re FFT−1
m {Dxy[j]}N2−1

j=0 , (74)

c̄yx[m] = N Re FFT−1
m {D∗

xy[j]}N2−1
j=0 , (75)

m = 0, 1, . . . , N − 1.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ îïåðàöèé ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ñ öå-
ëüþ èñêëþ÷åíèÿ òàê íàçûâàåìîãî êðóãîâîãî ýôôåêòà ("The wrap-
around problem", Îòíåñ è Ýíîêñîí, 1982) äîïîëíåíèå ðÿäà íóëÿìè
äî çíà÷åíèÿ N2 äîëæíî áûòü ñäåëàíî îáÿçàòåëüíî, äàæå åñëè ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âûïîëíÿþòñÿ áåç èñïîëüçîâà-
íèÿ àëãîðèòìà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
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Àëãîðèòìû
Ñïåêòðàëüíî-Êîððåëÿöèîííûé Àíàëèç Âðåìåííûõ
Ðÿäîâ ( ÑÊÀÂÐÿ)

Èñõîäíûå äàííûå:
1) Ðàâíîìåðíûé âðåìåííîé ðÿä

xk = x(tk), tk = ∆t k, k = 0, 1, ..., N − 1,

ñîñòàâëåííûé èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðî-
öåäóð áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ýëåìåíòàì ìàññèâà ìíèìûõ
÷àñòåé íàøèõ äàííûõ ñëåäóåò ïðèñâîèòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ;
2) X1 èëè X2 � êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçäåëåíèÿ øóìîâîãî
è äåòåðìèíèðîâàííîãî êîìïîíåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà, îòâå÷àþùèå
óðîâíþ çíà÷èìîñòè q (ñì. ñ. 10�13);
3) a, N∗ � ïàðàìåòðû êîððåëÿöèîííîãî îêíà Òüþêè (ñì. ñ. 12�14).

Íèæå ìû îïèøåì îñíîâíûå øàãè àëãîðèòìà è ïðîèëëþñòðè-
ðóåì èõ èñïîëíåíèå äëÿ ìîäåëüíîãî âðåìåííîãî ðÿäà

xk = α + β tk + A1 cos(2πν1tk − φ1) + σxξk, (76)
tk = ∆t k, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1,

ãäå ∆t � ïîñòîÿííûé øàã âûáîðêè; α è β � ïàðàìåòðû ëèíåéíî-
ãî òðåíäà; A1, ν1, φ1 � àìïëèòóäà, ÷àñòîòà è ôàçà ãàðìîíè÷åñêîãî
êîìïîíåíòà; ξk, k = 0, 1, 2, . . . , N−1, � çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåð-
ñèåé, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó (øóìîâîé êîìïîíåíò
ðÿäà); σx � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå øóìîâîãî êîìïîíåí-
òà ξk, çàäàâàåìîå ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

σn =

√
A2

1

2γ
, (77)

ãäå γ � îòíîøåíèå "ñèãíàë ê øóìó".
Çàäàííûå ïàðàìåòðû:
∆t = 1 c; N = 230; q = 0.01; X1 = 9.0;
A1 = 1; ν1 = 0.1 Ãö; φ1 = 0;
γ = 0.50; α = 0.1; β = 0.05.

Àëãîðèòì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.
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1. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíîãî ðÿäà âî âðå-
ìåííîé îáëàñòè
Î÷åíü ÷àñòî âèçóàëüíîå èçó÷åíèå ãðàôèêà èñõîäíîãî ðÿäà ïîç-
âîëÿåò îáíàðóæèòü ëèáî ïðèñóòñòâèå â äàííûõ ïîñòîÿííîãî
ñëàãàåìîãî, ëèáî íèçêî÷àñòîòíûé êîìïîíåíò (òðåíä). Îáå ýòè
ñîñòàâëÿþùèå ïîëåçíî èñêëþ÷èòü èç äàííûõ, ïîñêîëüêó îíè
ìîãóò ïðèâåñòè ê áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì ïåðèîäîãðàììû â
åå âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè.
Äëÿ ìîäåëüíîãî ðÿäà ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.
Ìû âèäèì, ÷òî íàø ðÿä èìååò çàìåòíî âûðàæåííûé ëèíåé-
íûé òðåíä è êâàçèïåðèîäè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ.

2. Èñêëþ÷åíèå òðåíäà è öåíòðèðîâàíèå ðÿäà
Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ òðåíäà íåîáõîäèìî çàäàòü åãî ìîäåëü. Åñ-
ëè ïðèðîäà òðåíäà èìååò òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå, òî ìîäå-
ëèðîâàíèå òðåíäà ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå ýòîé òåîðèè. ×àùå
âñåãî ïðèðîäà òðåíäà íå èçâåñòíà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå
ôîðìàëüíîé ìîäåëè èñïîëüçóþò àïïðîêñèìàöèþ òðåíäà ñ ïî-
ìîùüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êàêèõ-íèáóäü ïîëèíîìîâ. Ïðè
ýòîì â ñîñòàâ òàêîãî âûðàæåíèÿ âõîäèò è ñâîáîäíûé ÷ëåí. Ïà-
ðàìåòðû âçÿòîé ìîäåëè òðåíäà îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, à çàòåì çíà÷åíèÿ òðåíäà âû÷èòà-
þòñÿ èç èñõîäíûõ äàííûõ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå òàêàÿ îïåðà-
öèÿ ñâîäèòñÿ ê èñêëþ÷åíèþ ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî (öåíòðè-
ðîâàíèþ ðÿäà). Ïðè ýòîì ñðåäíåå çíà÷åíèå ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

m =
1
N

N−1∑

k=0

xk,

à öåíòðèðîâàííûé ðÿä ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

x◦k = xk −m, k = 0, 1, ..., N − 1.

3. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå öåíòðèðîâàííîãî ðÿäà
Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ëèíåéíîãî òðåíäà ãðàôèê öåíòðèðîâàííî-
ãî âðåìåííîãî ðÿäà (76) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5.
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Ðèñ. 4: Ãðàôèê ìîäåëüíîãî ðÿäà (76).

Ðèñ. 5: Ãðàôèê öåíòðèðîâàííîãî ìîäåëüíîãî ðÿäà (76).

Ðèñ. 6: Ïåðèîäîãðàììà Øóñòåðà ìîäåëüíîãî ðÿäà (76). Øòðèõîâîé ëè-
íèåé ïîêàçàí 99-ïðîöåíòíûé ïîðîã îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà â øóìàõ.
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4. Âû÷èñëåíèå ïåðèîäîãðàììû
×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîöåäóðîé ÁÏÔ, èñõîäíûé ðÿä íóæ-
íî äîïîëíèòü íóëÿìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëèíà íîâîãî ðÿ-
äà áûëà N1 = 2p ≥ N . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåëîãðàììû äëè-
íó íîâîãî ðÿäà äåëàþò ðàâíîé N2 = 2N1. Äëÿ òàêîãî ðÿäà ñ
ïîìîùüþ ïðîöåäóðû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (c. 21)
ïîëó÷àþò

Xj = FFTj{x◦k}N2−1
k=0 =

N2−1∑

k=0

x◦ke−i 2π
N2

kj , j = 0, 1 . . . , N2 − 1,

(78)
ïîñëå ÷åãî âû÷èñëÿåòñÿ ïåðèîäîãðàììà

Dj =
1

N2
[(Re Xj)2 + (Im Xj)2], j = 0, 1 . . . , N2/2.

Îòñ÷åòû ïåðèîäîãðàììû ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòàì

νj = ∆νj, j = 0, 1 . . . , N2/2,

ãäå
∆ν =

1
N2∆t

.

Ïðè îáðàáîòêå ìîäåëüíîãî ðÿäà (76) áûëè âûáðàíû çíà÷åíèÿ
N1 = 512 è N2 = 1024.

5. Îöåíèâàíèå äèñïåðñèè ðÿäà:

σ2
0 =

1
N − 1

N−1∑

k=0

(x◦k)2.

6. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðèîäîãðàììû è ïîðîãà
îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà
Ýòîò ãðàôèê ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü çíà÷èìûå ñïåêòðàëü-
íûå ëèíèè. Âñå ïèêè ïåðèîäîãðàììû, ïðåâûøàþùèå êðèòè÷å-
ñêèé óðîâåíü σ2

0 X1/N , ñ÷èòàþòñÿ çíà÷èìûìè, ò. å. ïðèíàäëå-
æàò äåòåðìèíèðîâàííîìó êîìïîíåíòó ðÿäà. Âåðîÿòíîñòü òà-
êîãî óòâåðæäåíèÿ ðàâíà 1− q.
Äëÿ ìîäåëüíîãî ðÿäà ýòè ðåçóëüòàòû ïîêàçàíû íà ðèñ. 6.
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Åñëè íå ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ êîððåëîãðàììû è ñãëà-
æåííîé ïåðèîäîãðàììû, òî íà ýòîì âûïîëíåíèå àëãîðèòìà
ìîæíî ïðåêðàòèòü.

7. Âû÷èñëåíèå êîððåëîãðàììû ìåòîäîì ÁÏÔ:

c̄m =
1
N

Re FFT−1
m [| Xj |2]N2−1

j=0 , (79)

m = 0, 1, 2, . . . , N∗ − 1.

8. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîððåëîãðàììû
Äëÿ ìîäåëüíîãî ðÿäà (76) ãðàôèê ñìåùåííîé îöåíêè êîððåëÿ-
öèîííîé ôóíêöèè ïîêàçàí íà ðèñ. 7.

9. Âçâåøåííàÿ êîððåëîãðàììà
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñãëàæåííîé ïåðèîäîãðàììû êîððåëîãðàììó
óìíîæàþò íà âåñîâóþ ôóíêöèþ Òüþêè

Wm = (1− 2a) + 2a cos
πm

N∗ . (80)

Âçâåøåííàÿ êîððåëîãðàììà âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c̃m = c̄mWm, m = 0, 1, . . . , N∗ − 1. (81)

Äëÿ ìîäåëüíîãî ðÿäà (76) áûëè âûáðàíû çíà÷åíèÿ N∗ = 0.1N
è a = 0.25.

10. Âû÷èñëåíèå ñãëàæåííîé ïåðèîäîãðàììû
Ìàññèâ çíà÷åíèé êîððåëîãðàììû c̄m äîïîëíÿþò íóëÿìè è ñ
íîâûì ìàññèâîì äëèíîé N2 îñóùåñòâëÿþò âû÷èñëåíèå ñãëà-
æåííîé ïåðèîäîãðàììû ïî ôîðìóëå

D̃j =
1

N∗ [2Re FFTj {c̃m}N2−1
m=0 − c̃0], j = 0, 1, . . . , N2/2.

(82)
Îòñ÷åòû ïåðèîäîãðàììû D̃j îòíîñÿòñÿ ê òîé æå ñèñòåìå ÷à-
ñòîò, íà êîòîðîé áûëà îïðåäåëåíà ïåðèîäîãðàììà Dj .
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Ðèñ. 7: Ãðàôèê ñìåùåííîé êîððåëîãðàììû ìîäåëüíîãî ðÿäà (76).

Ðèñ. 8: Ñãëàæåííàÿ ïåðèîäîãðàììà ðÿäà (76). Ïàðàìåòðû ñãëàæèâà-
íèÿ: N∗ = 0.5N ; a = 0.25.

Ðèñ. 9: Ñãëàæåííàÿ ïåðèîäîãðàììà ðÿäà (76). Ïàðàìåòðû ñãëàæèâà-
íèÿ: N∗ = 0.1N ; a = 0.25.
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11. Ïðåäñòàâëåíèå ñãëàæåííîé ïåðèîäîãðàììû â ãðàôè-
÷åñêîì âèäå
Äëÿ ìîäåëüíîãî ðÿäà (76) ãðàôèêè ñãëàæåííûõ ïåðèîäîãðàìì
ïîêàçàíû íà ðèñ. 8 è 9. Ñðàâíåíèå ðèñ. 6 ñ ðèñ. 8 è 9 ïîêà-
çûâàåò, ÷òî ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà N∗ â
ñãëàæåííîé ïåðèîäîãðàììå ïðåäñòàâëåíèå øóìîâîãî êîìïî-
íåíòà ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå ãëàäêèì, â òî âðåìÿ êàê êîíòóð
ñïåêòðàëüíîé ëèíèè íà ÷àñòîòå 0.1 Ãö ñòàíîâèòñÿ âñå ìå-
íåå ÷åòêèì.

12. Êîíåö àëãîðèòìà.

Âçàèìíûé Àíàëèç Âðåìåííûõ Ðÿäîâ (ÂÀÂÐÿ)
Íèæå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì âçàèìíîãî ñïåêòðàëüíî-êîððåëÿöèîí-
íîãî àíàëèçà äâóõ ðÿäîâ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî àëãîðèòìà àíàëèçà îäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà.

Èñõîäíûå äàííûå:

• ∆t � âðåìåííîé øàã çàäàíèÿ ðÿäîâ;

• ðàâíîìåðíûå âðåìåííûå ðÿäû

xk = x(tk), tk = ∆t k, k = 0, 1, ..., N − 1,

yk = y(tk), tk = ∆t k, k = 0, 1, ..., N − 1.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàøè ðÿäû ñîñòàâëå-
íû èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåäóð
áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ýëåìåíòàì ìàññèâîâ ìíèìûõ
÷àñòåé íàøèõ äàííûõ ñëåäóåò ïðèñâîèòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ;

• Z1 èëè Z2 � êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äëÿ âûäåëåíèÿ ïîëåçíîãî
ñèãíàëà èç øóìà, îòâå÷àþùèå óðîâíþ çíà÷èìîñòè q (ñ. 18);

• a, N∗ � ïàðàìåòðû êîððåëÿöèîííîãî îêíà Òüþêè (ñ. 12�14).

Íèæå ìû îïèøåì îñíîâíûå øàãè àëãîðèòìà è ïðîèëëþñòðè-
ðóåì èõ èñïîëíåíèå äëÿ ìîäåëüíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ

xk = A1 cos(2πν1tk + φ1) + σxξk, (83)
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yk =
2∑

i=1

Bi cos(2πνitk + φi) + σyηk, (84)

tk = ∆t k, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1,

ãäå
∆t � ïîñòîÿííûé øàã âûáîðêè;
A1, ν1, φ1, � àìïëèòóäà, ÷àñòîòà è ôàçà ðÿäà xk;
Bi, νi, φi, i = 1, 2, � àìïëèòóäû, ÷àñòîòû è ôàçû ðÿäà yk;
ξk, ηk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì

ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, ðàñïðåäå-
ëåííûå ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó (øóìîâûå êîìïîíåíòû ðÿäîâ xk è
yk);

σx, σy, � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ øóìîâûõ êîìïî-
íåíòîâ ðÿäîâ xk è yk, çàäàâàåìûå ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

σx =

√
A2

1

2γx
, σy =

√
B2

1 + B2
2

2γy
, (85)

ãäå γx, γy � îòíîøåíèÿ "ñèãíàë ê øóìó"ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïåð-
âîãî è âòîðîãî ðÿäîâ.

Çàäàííûå ïàðàìåòðû:
∆t = 1 c; N = 200; q = 0.01; Z1 = 28.1;
A1 = 1; ν1 = 0.11 Ãö; φ1 = 0;
B1 = 1; ν1 = 0.11 Ãö; φ1 = π/3;
B2 = 1; ν2 = 0.18 Ãö; φ2 = 0;
γx = 0.1; γy = 0.1;

Àëãîðèòì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.

1. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíûõ ðÿäîâ âî âðå-
ìåííîé îáëàñòè
Ãðàôèêè ìîäåëüíûõ ðÿäîâ (83) è (84) ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.

2. Öåíòðèðîâàíèå ðÿäîâ:

x◦k = xk −mx, k = 0, 1, ..., N − 1,

y◦k = xk −my, k = 0, 1, ..., N − 1,
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Ðèñ. 10: Ìîäåëüíûå ðÿäû: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ðÿä (83), øòðèõîâàÿ ëèíèÿ
� ðÿä (84).

ãäå

mx =
1
N

N−1∑

k=0

xk; my =
1
N

N−1∑

k=0

yk.

3. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå öåíòðèðîâàííûõ ðÿäîâ
Ïîñêîëüêó ìîäåëüíûå ðÿäû (83) è (84) íå ñîäåðæàò ïîñòîÿí-
íûõ ñîñòàâëÿþùèõ, ãðàôèêè öåíòðèðîâàííûõ ðÿäîâ ïîâòî-
ðÿþò ãðàôèêè íà ðèñ. 10.

4. Äîïîëíåíèå ðÿäîâ íóëÿìè
Äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîöåäóðîé ÁÏÔ, èñõîäíûå
ðÿäû äîïîëíÿþò íóëÿìè. Âûáåðåì ÷èñëà N1 = 2p ≥ N è
N2 = 2N1. Äîïîëíèì êàæäûé èç èñõîäíûõ ðÿäîâ íóëÿìè ñ
òåì, ÷òîáû â ïðîöåññå äàëüíåéøåé îáðàáîòêè îáà ðÿäà ñîcòî-
ÿëè áû èç N2 òî÷åê.
Ïðè îáðàáîòêå ìîäåëüíûõ ðÿäîâ (83) è (84) áûëè âûáðàíû
çíà÷åíèÿ N1 = 512 è N2 = 1024.

5. Âû÷èñëåíèå âçàèìíîé ïåðèîäîãðàììû
Ñíà÷àëà âû÷èñëÿþòñÿ äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî
ôîðìóëàì

Xj = FFTj{x◦k}N2−1
k=0 =

N2−1∑

k=0

x◦ke−i 2π
N2

kj , j = 0, 1 . . . , N2 − 1,

(86)
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Yj = FFTj{y◦k}N2−1
k=0 =

N2−1∑

k=0

y◦ke−i 2π
N2

kj , j = 0, 1 . . . , N2 − 1,

(87)
ïîñëå ÷åãî âçàèìíàÿ ïåðèîäîãðàììà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Dxy[j] =
1

N2
X∗

j Yj , j = 0, 1 . . . , N2/2.

Îòñ÷åòû âçàèìíîé ïåðèîäîãðàììû ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòàì

νj = ∆νj, j = 0, 1 . . . , N2/2,

ãäå
∆ν =

1
N2∆t

.

6. Âû÷èñëåíèå êîñïåêòðà è êâàäðàòóðíîãî ñïåêòðà:

Pxy[j] = Re Dxy[j]; Qxy[j] = −ImDxy[j].

7. Âû÷èñëåíèå êâàäðàòà àìïëèòóäû âçàèìíîé ïåðèîäî-
ãðàììû:

A2
xy[j] = P 2

xy[j] + Q2
xy[j].

8. Âû÷èñëåíèå ôàçîâîãî ñïåêòðà:

Φxy[j] = −arctg
Qxy[j]
Pxy[j]

.

9. Îöåíèâàíèå äèñïåðñèé ðÿäîâ:

σ2
x =

1
N − 1

N−1∑

k=0

(x◦k)2, σ2
y =

1
N − 1

N−1∑

k=0

(y◦k)2.

10. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êâàäðàòà àìïëèòóäû âçà-
èìíîé ïåðèîäîãðàììû è ïîðîãà îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà
Ýòîò ãðàôèê ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü çíà÷èìûå ñïåêòðàëü-
íûå ëèíèè, îáùèå äëÿ äâóõ ðÿäîâ. Âñå ïèêè êâàäðàòà àìïëè-
òóäû âçàèìíîé ïåðèîäîãðàììû, ïðåâûøàþùèå êðèòè÷åñêèé
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Ðèñ. 11: Êâàäðàò àìïëèòóäû âçàèìíîé ïåðèîäîãðàììû ðÿäîâ (83) è
(84). Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � 99-ïðîöåíòíûé ïîðîã ðàçäåëåíèÿ øóìîâîé è
äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùèõ îáîèõ ðÿäîâ.

óðîâåíü σ2
xσ2

y Z1/N2, ñ÷èòàþòñÿ çíà÷èìûìè, ò. å. ïðèíàäëåæà-
ùèìè îáùåìó äåòåðìèíèðîâàííîìó êîìïîíåíòó ðÿäîâ. Âåðî-
ÿòíîñòü òàêîãî óòâåðæäåíèÿ ðàâíà 1− q.
Äëÿ ìîäåëüíûõ ðÿäîâ ýòè ðåçóëüòàòû ïîêàçàíû íà ðèñ. 11.
Ìû âèäèì, ÷òî â ÷èñëî çíà÷èìûõ ïèêîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.99
ïîïàäàåò òîëüêî îäèí ïèê íà ÷àñòîòå 0.11 Ãö. Îñòàëüíûå
ïèêè ïîðîæäàþòñÿ øóìîâûìè êîìïîíåíòàìè îáîèõ ðÿäîâ.

11. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôàçîâîãî ñïåêòðà
Ìîæíî íàïå÷àòàòü çíà÷åíèÿ ôàçîâîão ñïåêòðà äëÿ âñåõ çíà÷å-
íèé j, îäíàêî öåëåñîîáðàçíî ïîëó÷èòü ôàçîâûé ñïåêòð òîëü-
êî äëÿ òåõ ÷àñòîò, íà êîòîðûõ îáíàðóæåíû îáùèå çíà÷èìûå
ãàðìîíèêè. Äðóãèìè ñëîâàìè, íà ïå÷àòü âûâîäÿòñÿ òîëüêî òå
çíà÷åíèÿ ôàçîâîãî ñïåêòðà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîò-
íîøåíèÿ

A2
xy[j] ≥ σ2

xσ2
y

N2
Z1.

Äëÿ ìîäåëüíûõ ðÿäîâ ôàçîâûé ñïåêòð ïîêàçàí íà ðèñ. 12, ãäå
ïðåäñòàâëåí òîëüêî îäèí ïèê íà ÷àñòîòå 0.11 Ãö. Âûñîòà
ýòîãî ïèêà, ðàâíàÿ 0.89, õîðîøî ñîîòâåòñòâóåò çàäàííîé
ðàçíîñòè ôàç π/3. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ
N2 ýòó îöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ôîð-
ìàëüíîãî ðàçðåøåíèÿ.
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Ðèñ. 12: Ôàçîâûé ñïåêòð ðÿäîâ (83) è (84).

Åñëè íå ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ âçàèìíîé êîððåëîãðàììû
è ñãëàæåííîé âçàèìíîé ïåðèîäîãðàììû, òî íà ýòîì âûïîëíå-
íèå àëãîðèòìà ìîæíî ïðåêðàòèòü.

12. Âû÷èñëåíèå âçàèìíûõ êîððåëîãðàìì ìåòîäîì ÁÏÔ:

c̄xy[m] =
1
N

Re FFT−1
m {X∗

j Yj}N2−1
j=0 , (88)

c̄yx[m] =
1
N

Re FFT−1
m {XjY

∗
j }N2−1

j=0 , (89)

m = 0, 1, 2, . . . , N∗ − 1.

13. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîððåëîãðàìì
Ãðàôèêè âçàèìíîé êîððåëîãðàììû c̄xy[m] è c̄yx[m] äëÿ ïåðâûõ
äâàäöàòè òî÷åê ïîêàçàíû íà ðèñ. 13.

14. Âçâåøåííàÿ êîððåëîãðàììà
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñãëàæåííîé ïåðèîäîãðàììû êîððåëîãðàììû
óìíîæàþò íà âåñîâóþ ôóíêöèþ Òüþêè

Wm = (1− 2a) + 2a cos
πm

N∗ . (90)

Âçâåøåííûå êîððåëîãðàììû âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

c̃xy[m] = c̄xy[m]Wm, m = 0, 1, . . . , N∗ − 1, (91)
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Ðèñ. 13: Âçàèìíûå êîððåëëîãðàììû ðÿäîâ (83) è (84). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ
� c̄xy[m], øòðèõîâàÿ � c̄yx[m].

Ðèñ. 14: Êâàäðàò àìïëèòóäû ñãëàæåííîé âçàèìíîé ïåðèîäîãðàììû ðÿ-
äîâ (83) è (84). Ïàðàìåòðû ñãëàæèâàíèÿ: N∗ = 0.1N ; a = 0.25.

Ðèñ. 15: Ñãëàæåííûé ôàçîâûé ñïåêòð ðÿäîâ (83) è (84).
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c̃yx[m] = c̄yx[m]Wm, m = 0, 1, . . . , N∗ − 1. (92)

Äëÿ âçâåøèâàíèÿ âçàèìíûõ êîððåëîãðàìì ìîäåëüíûõ ðÿäîâ
(83) è (84) áûëè âûáðàíû çíà÷åíèÿ N∗ = 0.1N è a = 0.25.

15. Âû÷èñëåíèå ñãëàæåííîé ïåðèîäîãðàììû
Ìàññèâ çíà÷åíèé êîððåëîãðàìì c̃xy[m] è c̃yx[m] äîïîëíÿþò íó-
ëÿìè è ñ íîâûìè ìàññèâàìè äëèíîé N2 îñóùåñòâëÿþò âû÷èñ-
ëåíèå ñãëàæåííîé âçàèìíîé ïåðèîäîãðàììû ïî ôîðìóëå

D̃xy[j] =
1

N∗

[
FFTj{c̃xy[m]}N2−1

m=0 + FFT ∗j {c̃yx[m]}N2−1
m=0 − c̄0

]
.

16. Âû÷èñëåíèå ñãëàæåííûõ êîñïåêòðà è êâàäðàòóðíîãî
ñïåêòðà:

P̃xy[j] = Re D̃xy[j];

Q̃xy[j] = −Im D̃xy[j].

17. Âû÷èñëåíèå êâàäðàòà àìïëèòóäû âçàèìíîé êîððåëî-
ãðàììû:

Ã2
xy[j] = P̃ 2

xy[j] + Q̃2
xy[j].

18. Âû÷èñëåíèå ôàçîâîãî ñïåêòðà:

Φ̃xy[j] = −arctg
Q̃xy[j]
P̃xy[j]

.

Îòñ÷åòû ñãëàæåííûõ õàðàêòåðèñòèê âçàèìíîé ïåðèîäîãðàì-
ìû D̃xy[j] îòíîñÿòñÿ ê òîé æå ñèñòåìå ÷àñòîò, íà êîòîðîé áûëà
îïðåäåëåíà ïåðèîäîãðàììà Dxy[j].

19. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñãëàæåííûõ îöåíîê
Äëÿ ìîäåëüíûõ ðÿäîâ (83) è (84) ãðàôèê êâàäðàòà àìïëèòó-
äû ñãëàæåííîé âçàèìíîé ïåðèîäîãðàììû ïîêàçàí íà ðèñ. 14,
à ôàçîâûé ñïåêòð ñãëàæåííîé âçàèìíîé ïåðèîäîãðàììû � íà
ðèñ. 15. Ìû âèäèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ñèëüíóþ çàøóìëåí-
íîñòü îáîèõ ðÿäîâ, â èõ ñîñòàâå î÷åíü óâåðåííî îáíàðóæè-
âàåòñÿ îáùàÿ ãàðìîíèêà ñ ÷àñòîòîé 0.1 Ãö.

20. Êîíåö àëãîðèòìà.
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Óïðàæíåíèÿ
Ñîñòàâüòå ïðîãðàììó àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ (ÑÊÀÂÐÿ), ïîëü-
çóÿñü àëãîðèòìîì, ïðèâåäåííûì íà ñ. 26�32. Ïðåäóñìîòðèòå â ïðî-
ãðàììå âîçìîæíîñòü àíàëèçà ìîäåëüíîãî âðåìåííîãî ðÿäà

xk = A1 cos(2πν1tk − φ1) + A2 cos(2πν2tk − φ2) + σx ξk, (93)

tk = ∆t k, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, (94)
ãäå ∆t � ïîñòîÿííûé øàã âûáîðêè;

Ai, νi, φi, i = 1, 2, � àìïëèòóäû, ÷àñòîòû è ôàçû äâóõ ãàðìîíè-
÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ;

ξk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, ðàñïðåäåëåííûå
ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó (øóìîâîé êîìïîíåíò ðÿäà);

σx � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå øóìîâîãî êîìïîíåíòà
nk, êîòîðîå ìîæíî âû÷èñëèòü ÷åðåç îòíîøåíèå "ñèãíàë ê øóìó"γ
ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

σx =

√
A2

1 + A2
2

2γ
. (95)

Çàäàâàåìûå ïàðàìåòðû ðÿäà:
1) õàðàêòåðèñòèêè ãàðìîíèê Ai, νi, φi, i = 1, 2;
2) îòíîøåíèå "ñèãíàë ê øóìó" γ.

Èñïîëüçóÿ ýòó ïðîãðàììó, âûïîëíèòå ñëåäóþùèå óïðàæíåíèÿ.

• Îöåíèòå àíàëèòè÷åñêè äëèíó ðÿäà N∆t, íåîáõîäèìóþ äëÿ
ïîëíîãî ðàçðåøåíèÿ â ïåðèîäîãðàììå äâóõ áëèçêèõ ñïåêòðàëü-
íûõ ëèíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàðìîíè÷åñêèì êîìïîíåíòàì ñ
÷àñòîòàìè ν1 è ν2. Èñïîëüçóÿ ïðîãðàììó ÑÊÀÂÐÿ, ïîñòðîéòå
ïåðèîäîãðàììû ðÿäîâ ñ ìåíüøåé è áîëüøåé äëèíàìè äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû óâèäåòü ýôôåêòû ñëèÿíèÿ ëèíèé, à òàêæå êàðòèíû
èõ ÷àñòè÷íîãî è ïîëíîãî ðàçðåøåíèÿ.

• Ïî÷åìó íà ðèñ. 18 êîíòóðû ëèíèé âèäíû, à íà ðèñ. 19 � íåò?

• Äëÿ çàäàííûõ àìïëèòóä ðÿäà (93) îöåíèòå àíàëèòè÷åñêè ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ "ñèãíàë ê øóìó", ïðè êîòî-
ðîì ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ åùå óäàåòñÿ âûäåëèòü ñèãíàë èç
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øóìà. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâåðüòå Âàø
ðåçóëüòàò. Ïî÷åìó èíîãäà ðåçóëüòàòû ïðîãðàììû ÑÊÀÂÐÿ íå
ñîâïàäàþò ñ òåîðåòè÷åñêèìè?

• Êàêèå èçìåíåíèÿ íóæíî ââåñòè â ïðîãðàììó ÑÊÀÂÐÿ, ÷òî-
áû ïî îöèôðîâêå îñè îðäèíàò ïåðèîäîãðàììû ìîæíî áûëî áû
ñðàçó îïðåäåëÿòü ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû ãàðìîíè÷å-
ñêèõ êîëåáàíèé?

• Äîáàâüòå ê ðÿäó (76) ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå
C > Ai è ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ÑÊÀÂÐÿ ïåðèî-
äîãðàììû íåöåíòðèðîâàííîãî è öåíòðèðîâàííîãî ðÿäîâ. Îáú-
ÿñíèòå ðàçëè÷íûé âèä ïåðèîäîãðàìì, íàïèñàâ àíàëèòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ ïåðèîäîãðàììû ðÿäà xk = C, k = 0, 1, ..., N −
1, ãäå C = const.

• Äàí âðåìåííîé ðÿä xk = x(∆t k), k = 0, 1, ..., 2N − 1, ó
êîòîðîãî ïåðâîå è âòîðîå, òðåòüå è ÷åòâåðòîå è ò. ä. çíà÷å-
íèÿ ïîïàðíî ñîâïàäàþò. Äîêàæèòå àíàëèòè÷åñêè, ÷òî ïåðè-
îäîãðàììà òàêîãî ðÿäà áóäåò ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ÷à-
ñòîòû ν = 0.5νc = 1/4∆t. Ïðîèëëþñòðèðóéòå ýòî ñâîéñòâî ñ
ïîìîùüþ ïðîãðàììû ÑÊÀÂÐÿ.

• Êàê îïðåäåëèòü àìïëèòóäû è ôàçû ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûõ
ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ ðÿäà, ïîëüçóÿñü òîëüêî òåìè îïå-
ðàöèÿìè, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â ïðîãðàììå ÑÊÀÂÐÿ ?

• Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ÑÊÀÂÐÿ ïðîäåìîíñòðèðóéòå ýôôåêò
íåðàçëè÷èìîñòè ÷àñòîò ("ýëàéçèíã").

• Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàèáîëüøèé îòñ÷åò ïåðèîäîãðàììû äèñ-
êðåòíîãî áåëîãî øóìà ïðåâûñèò çàäàííûé óðîâåíü X1, îïðå-
äåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (24). Êàê ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ÑÊÀÂ-
Ðÿ ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ýòîò ðåçóëüòàò?

• Ñïåêòð ìîùíîñòè è êîððåëîãðàììà ñóòü íåîòðèöàòåëüíûå ôóíê-
öèè ïî îïðåäåëåíèþ. Ïî÷åìó â ìåòîäå Áëýêìàíà�Òüþêè (îñî-
áåííî õîðîøî ýòî çàìåòíî ïðè a = 0) çíà÷åíèÿ ïåðèîäîãðàì-
ìû íà íåêîòîðûõ ÷àñòîòàõ áûâàþò îòðèöàòåëüíûìè?

• Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî êîìïîíåíòà ñ àìïëèòóäîé A è ÷àñòîòîé
ν0 òî÷íîå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî îòñ÷åòà ïåðèîäîãðàììû
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ðàâíî A2/4. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàììû ÑÊÀÂÐÿ Âû ìî-
æåòå çàìåòèòü, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà.
Êàê ýòî îáúÿñíèòü?

• Êàêèì îáðàçîì ïî êîððåëîãðàììå âðåìåííîãî ðÿäà (76) ìîæ-
íî îöåíèòü ïàðàìåòð γ (îòíîøåíèå "ñèãíàë ê øóìó")?

• Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèå (13).

• Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèå (40).

• Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèå (48).

• Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèå (50).

• ×åì ðàçëè÷àþòñÿ ôàçîâûå ñïåêòðû âçàèìíûõ ïåðèîäîãðàìì
Dxy(ν) è Dyx(ν)?

Ïðèëîæåíèå
Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåðû ñïåêòðàëüíî-êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà
ðåàëüíûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Â êà÷åñòâå òàêîâûõ
ìû èñïîëüçóåì òðè ðÿäà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ âðàùå-
íèå Çåìëè: ðÿä âàðèàöèé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñóòîê ∆LOD(t), ò. e.
èçáûòîê ýôåìåðèäíûõ ñóòîê, îïðåäåëÿåìûé èç ôîðìóëû

LOD(t) = 86400 + ∆LOD(t),

ãäå LOD(t) (Length Of Day) � ïåðèîä âðàùåíèÿ Çåìëè, èçìåðÿåìûé
â ñåêóíäàõ SI, è êîîðäèíàòû ïîëþñà x(t) è y(t), êîòîðûå çàäàþò
ïîëîæåíèå ìãíîâåííîãî ïîëþñà âðàùåíèÿ Çåìëè â ñèñòåìå îòñ÷åòà,
æåñòêî ñâÿçàííîé ñ Çåìëåé (îñü X íàïðàâëåíà ïî êàñàòåëüíîé ê
Ãðèíâè÷ñêîìó ìåðèäèàíó, îñü Y � ïî êàñàòåëüíîé ê ìåðèäèàíó 90◦

çàïàäíîé äîëãîòû).
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè òðè ðÿäà à òàêæå åùå äâà ðÿäà, çàäà-

þùèõ äâèæåíèå ïîëþñà â íåáåñíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (òàê íàçûâà-
åìûå Polar O�sets), îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè (ÐÑÄÁ,
ëàçåðíàÿ ëîêàöèÿ ÈÑÇ è Ëóíû, GPS) è îáðàáàòûâàþòñÿ â Ìåæäó-
íàðîäíîé Ñëóæáå Âðàùåíèÿ Çåìëè (IERS). Ïóáëèêàöèè ýòèõ ðÿäîâ
ïðîèçâîäÿòñÿ â ãîäè÷íûõ îò÷åòàõ IERS. Ïîëíûå ðÿäû ìîæíî íàéòè
â Èíòåðíåòå íà ñàéòå IERS: http://hpiers.obspm.fr.
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Ðèñ. 16: Ãðàôèê ðÿäà âàðèàöèé ïåðèîäà âðàùåíèÿ Çåìëè (LOD), äîïîë-
íåííîãî íóëÿìè.

Âàðèàöèè ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñóòîê
Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè ðÿäà âàðèàöèé ïåðèîäà
âðàùåíèÿ Çåìëè (LOD) íà ïðîìåæóòêå 1962�1996 ãã. ïî äàííûì
Ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáû âðàùåíèÿ Çåìëè (IERS, ôàéë eopc04).Øàã
âûáîðêè ∆t = 1 ñóò., ÷èñëî òî÷åê ðÿäà N = 12462. Èñõîäíûå çíà-
÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1. Äîïîëíåííûé íóëÿìè ðÿä âàðèàöèé
LOD (N2 = 32× 1024) ïîêàçàí íà ðèñ. 16.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ïåðèîäîãðàììû Øóñòåðà â ðàçëè÷íûõ
äèàïàçîíàõ ÷àñòîò äåìîíñòðèðóþòñÿ íà ðèñ. 17�19. Â íèçêî÷àñòîò-
íîé ÷àñòè ñïåêòðà èìååòñÿ ìîùíûé êîìïîíåíò ñ ïåðèîäîì 22.7 ãîäà
è àìïëèòóäîé 0.6 ìñ. Åå ïðîèñõîæäåíèå ñâÿçàíî ñ âåêîâûìè êîëå-
áàíèÿìè LOD. Íà ðèñ. 18 âèäíû äâà ïèêà íà ÷àñòîòàõ 1 è 2 öèêëà
â ãîä ñ àìïëèòóäàìè 0.35 ìñ. Ýòè ïèêè ñîîòâåòñòâóþò èçìåíåíèÿì
ïåðèîäà âðàùåíèÿ Çåìëè ïîä äåéñòâèåì ñåçîííûõ àòìîñôåðíûõ ïå-
ðåìåùåíèé. Íà ðèñ. 19 åùå äâå ñïåêòðàëüíûå ëèíèè èìåþò ÷àñòîòû
13.37 è 26.74 öèêëà â ãîä è àìïëèòóäû 0.18 è 0.37 ìñ. Ïåðèîäû ýòèõ
êîëåáàíèé, ïðîèñõîäÿùèõ ïîä äåéñòâèåì ëóííûõ ïðèëèâîâ, ðàâíû
ñîîòâåòñòâåííî 27.32 è 13.66 ñóò.

Íà ðèñ. 17�19 ïîðîã X1 âûäåëåíèÿ ñèãíàëà èç øóìà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé óðîâíþ çíà÷èìîñòè q = 0.01, ïîêàçàí øòðèõîâîé ëèíèåé.
Ìû âèäèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ èìåþùèõñÿ â ïåðèîäîãðàì-
ìå ïèêîâ íàìíîãî ïðåâîñõîäÿò ýòî çíà÷åíèå.
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Ðèñ. 17: Íèçêî÷àñòîòíûé êîìïîíåíò â ñïåêòðå LOD.

Ðèñ. 18: Ñåçîííûå êîìïîíåíòû â ñïåêòðå LOD. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � 99-
ïðîöåíòíûé ïîðîã ðàçäåëåíèÿ øóìîâîé è äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿ-
þùèõ ðÿäà.

Ðèñ. 19: Ïðèëèâíûå êîìïîíåíòû â ñïåêòðå LOD. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ
� 99-ïðîöåíòíûé ïîðîã ðàçäåëåíèÿ øóìîâîé è äåòåðìèíèðîâàííîé ñî-
ñòàâëÿþùèõ ðÿäà.
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Ðèñ. 20: X-êîîðäèíàòà ïîëþñà (1962-1996).

Ðèñ. 21: Y-êîîðäèíàòà ïîëþñà (1962-1996).

Äâèæåíèå ïîëþñà â òåëå Çåìëè
Òåïåðü ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè ðÿäîâ x- è y-êîîðäèíàò ïî-
ëþñà íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè 1962�1996 ãã. ïî äàííûì Ìåæäóíà-
ðîäíîé ñëóæáû âðàùåíèÿ Çåìëè (IERS, ìàññèâ eopc04). Øàã âû-
áîðêè ∆t = 1 ñóò., ÷èñëî òî÷åê ðÿäà N = 12462. Â íàøåì àíàëèçå
ðÿäû êîîðäèíàò ïîëþñà äîïîëíÿëèñü íóëÿìè (N2 = 32× 1024).

Èñõîäíûå ðÿäû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 20 è 21 ñïëîøíûìè ëèíè-
ÿìè. Íà ýòèõ æå ãðàôèêàõ øòðèõîâûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ëèíåé-
íûå òðåíäû, ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèåì âåêîâîãî äâèæåíèÿ ïîëþñà.
Ïî íàøåé âûáîðêå âåêîâîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñî ñêîðîñòüþ 0′′.44
â ñòîëåòèå â íàïðàâëåíèè 65◦ ê çàïàäó îò Ãðèíâè÷à. Çàìåòèì, ÷òî
ïî áîëåå äëèòåëüíûì âûáîðêàì ýòè îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ èíûìè. Íà-
ïðèìåð, ïî ðÿäàì êîîðäèíàò ïîëþñà íà ïðîìåæóòêå 1899.7�1992.0
ãã., ðåäóöèðîâàííûì ê ñèñòåìå êàòàëîãà HIPPARCOS, îöåíêà ñêî-
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Ðèñ. 22: Êâàäðàò ìîäóëÿ âçàèìíîé ïåðèîäîãðàììû êîîðäèíàò ïîëþñà.
Äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè q = 0.01 è N = 12462 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (57)
äàåò Z1 = 55.5, ïîýòîìó ïîðîã îáíàðóæåíèÿ çíà÷èìûõ ïèêîâ ñîñòàâ-
ëÿåò âåëè÷èíó 1 .1 × 10−10 è â ìàñøòàáå ãðàôèêà íå âèäåí.

Ðèñ. 23: Ôàçîâûé ñïåêòð êîîðäèíàò ïîëþñà.

ðîñòè âåêîâîãî äâèæåíèÿ ïîëþñà ñîñòàâëÿåò 0′′.34 â ñòîëåòèå â íà-
ïðàâëåíèè 75.8◦ ê çàïàäó îò Ãðèíâè÷à (Âîíäðàê ß., Ðîí Ê., 1995).

Êâàäðàò àìïëèòóäû âçàèìíîé ïåðèîäîãðàììû êîîðäèíàò ïîëþ-
ñà ïîêàçàí íà ðèñ. 22. Çäåñü ìû âèäèì äâà ïèêà íà ÷àñòîòàõ ×àíä-
ëåðîâñêîé (0.85 ãîä−1) è ãîäè÷íîé ñîñòàâëÿþùåé (1 ãîä−1). Ôàçî-
âûé ñïåêòð êîîðäèíàò ïîëþñà (ðèñ. 23) ïîêàçûâàåò çíà÷èòåëüíóþ
ðàçíîñòü ôàç îáîèõ êîìïîíåíòîâ.
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