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Ðàññìîòðåíû ïðàêòè÷åñêèå àñïåêòû èñïîëüçîâàíèÿ
âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ â àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ïîêà-
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è âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèåì. Èçó÷åíû ñâîéñòâà ñêàëîãðàìì
(âåéâëåò-ñïåêòðîâ) äëÿ äèñêðåòíîãî áåëîãî øóìà è ïîëè-
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîëó÷åíû êðèòåðèè âûäåëåíèÿ
ñèãíàëà èç øóìà. Ïðèâîäÿòñÿ ñêàëîãðàììû òèïè÷íûõ
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áåëîãî øóìà è àâòîðåãðåññèîííîãî ïðîöåññà. Ðàçðàáîòàí
àëãîðèòì àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ, îñíîâàííûé íà ïðè-
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Wavelets had... no de�nition in the
glossary. Thus I provide my own
crude one: wavelet transforms are a
lot like Fourier transforms, but you
get more choices.

Virginia Trimble (1997).

Ââåäåíèå
Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ âðåìåííûõ ðÿäîâ
ñ ïîìîùüþ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ, ò. å. ðàçëîæåíèÿ îäíîìåðíî-
ãî ñèãíàëà ïî áàçèñó, ñêîíñòðóèðîâàííîìó èç ñîëèòîíîïîäîáíûõ
ôóíêöèé (âåéâëåòîâ), ïîñðåäñòâîì èõ ìàñøòàáíûõ èçìåíåíèé è ïå-
ðåíîñîâ âäîëü îñè âðåìåíè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðèíöèï âåéâëåò-àíàëèçà
áûë âïåðâûå èçëîæåí â ðàáîòå Ãðîññìàíà è Ìîðëå (1984), è ñ òåõ
ïîð âåéâëåò-àíàëèç ñòàë îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ðàçäåëîâ ìà-
òåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé. Ïîìèìî âðåìåííûõ ðÿäîâ âåéâëåòû íà-
øëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ ôèëüòðàöèè è ÷èñòêè ìíîãî-
ìåðíûõ ñèãíàëîâ, â àíàëèçå èçîáðàæåíèé, â ñæàòèè áîëüøèõ ìàññè-
âîâ èíôîðìàöèè è ò. ä. Òåîðèÿ è ïðàêòèêà âåéâëåò-àíàëèçà îïèñàíà
â ìíîãî÷èñëåííûõ êíèãàõ è ñòàòüÿõ (Äîáå÷è 1992; Êîéôìàí, 1992;
Ôîñòåð, 1996; Ñêàðãë, 1997). Ñîçäàíû ìîùíûå ïðîãðàììíûå ïà-
êåòû (íàïðèìåð, MIDAS, MATHLAB), ïîçâîëÿþùèå ïðîèçâîäèòü
ðàçëè÷íûå îïåðàöèè, ñâîéñòâåííûå âåéâëåò-àíàëèçó.

Îñíîâíàÿ èäåÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ îòâå÷àåò ñïåöèôèêå ìíî-
ãèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, äåìîíñòðèðóþùèõ ýâîëþöèþ âî âðåìåíè ñâî-
èõ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê � ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, äèñïåðñèè, ïåðè-
îäîâ, àìïëèòóä è ôàç ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ. Ïîäàâëÿþùåå
÷èñëî ïðîöåññîâ, èçó÷àåìûõ â àñòðîíîìèè, îáëàäàþò òàêèìè ñâîé-
ñòâàìè: áëåñê êâàçàðîâ, ñîëíå÷íàÿ àêòèâíîñòü, íåðàâíîìåðíîñòü
âðàùåíèÿ Çåìëè � âîò äàëåêî íå ïîëíûé ïåðå÷åíü ïðèìåðîâ.

Èç ëèòåðàòóðû î âåéâëåòàõ, îïóáëèêîâàííîé ðóññêîì ÿçûêå, ñëå-
äóåò îòìåòèòü îáñòîÿòåëüíûé îáçîð Í.Ì.Àñòàôüåâîé (1996). Òåì
íå ìåíåå, ñåé÷àñ îùóùàåòñÿ îñòðûé äåôèöèò ëèòåðàòóðû î âåéâëå-
òàõ ó÷åáíîãî õàðàêòåðà. Íàñòîÿùåå ïîñîáèå, ïîñâÿùåííîå ïðàêòè-
÷åñêîé ñòîðîíå èñïîëüçîâàíèÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé è îðèåíòè-
ðîâàííîå íà èññëåäîâàíèå àñòðîíîìè÷åñêèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, ïðè-
çâàíî â êàêîé-òî ìåðå óñòðàíèòü ýòîò íåäîñòàòîê.
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Îò Ôóðüå-àíàëèçà ê âåéâëåòàì
Êëàññè÷åñêèé àíàëèç Ôóðüå îñíîâàí íà âîçìîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ
ôóíêöèé âî âðåìåííîé (|t| < ∞) è ÷àñòîòíîé (|ν| < ∞) îáëàñòÿõ ñ
ïîìîùüþ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå

f̂(ν) =

∞∫

−∞
f(t)e−i2πνtdt, (1)

f(t) =

∞∫

−∞
f̂(ν)ei2πνtdν. (2)

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè

f(t) = A cos(2πν0t) (3)

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

f̂(ν) = Aπ[δ(ν − ν0) + δ(ν + ν0)], (4)
ãäå δ(ν) � äåëüòà-ôóíêöèÿ.

Ýòîò ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò çàìå÷àòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôîêóñèðîâàòü â òî÷êó "ðàçìàçàííóþ"ïî âðåìåíè
èíôîðìàöèþ î ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè ïðè ïåðåõîäå èç âðåìåí-
íîé îáëàñòè â ÷àñòîòíóþ. Äîñòèãàåòñÿ ýòî çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ÿäðî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ò. å. ôóíêöèÿ e−i 2πνt, íå ëîêàëèçîâàíî âî
âðåìåíè, íî èìååò ïðåäåëüíóþ ëîêàëèçàöèþ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è äåëàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðåêðàñíûì èí-
ñòðóìåíòîì äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ, ñâîéñòâà êîòîðûõ íå ìåíÿþò-
ñÿ ñî âðåìåíåì (â íàøåì ïðèìåðå ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèÿìè
A = const è ν0 = const).

Îäíàêî èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå ïëîõèì ìåòîäîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ èððåãóëÿðíûõ ôóíêöèé, ò. å.
ôóíêöèé, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ ýâîëþöèîíèðóþò âî âðåìåíè.
Íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå îòëè÷àåò ñèãíàë, ïðåäñòàâëÿ-
þùèé ñîáîé ñóììó äâóõ ñèíóñîèä, îò ñèãíàëà, ñîñòîÿùåãî èç òåõ
æå ñèíóñîèä, íî âêëþ÷àþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî (ðèñ.1).

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà íóæíî ëîêàëèçîâàòü ïðåîáðà-
çîâàíèå Ôóðüå íà ïðîìåæóòêàõ êîíå÷íîé äëèíû. Òàêèì ïðèåìîì
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Ðèñ. 1: Íåîäíîçíà÷íîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå: a � ìîäåëüíûé ðÿä �
ñóììà äâóõ ñèíóñîèä c ÷àñòîòàìè ν1 = 0.062 è ν2 = 0.105 Ãö; b � ïåðè-
îäîãðàììà ñóììû ýòèõ ñèíóñîèä; ñ � òå æå ñèíóñîèäû, âêëþ÷àþùèåñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíî; d � ïåðèîäîãðàììà ñèíóñîèä, âêëþ÷àþùèõñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíî; e � êâàäðàò ìîäóëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãýáîðà êàê ôóíêöèÿ ÷à-
ñòîòû è âðåìåíè ïðè α = 10.
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ïîëüçîâàëèñü ìíîãèå àâòîðû, âû÷èñëÿÿ îöåíêè ñïåêòðà ìîùíîñòè
íå òîëüêî ïî âñåé äëèíå âðåìåííîãî ðÿäà, íî è ïî åãî ðàçëè÷íûì
÷àñòÿì. Ôîðìàëèçàöèÿ òàêîãî ïîäõîäà ìîæåò áûòü îïèñàíà, íàïðè-
ìåð, ñ ïîìîùüþ îêîííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãýáîðà (1946):

GT (ν, b, α) =

∞∫

−∞
f(t)e−

(t−b)2

α2 e−i2πνtdt. (5)

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ (1), ìû âèäèì, ÷òî ââåäåííîå ïîä
çíàê èíòåãðàëà âðåìåííîå îêíî e−

(t−b)2

α2 âûäåëÿåò ëèøü íåáîëüøîé
îòðåçîê èñõîäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ñ öåíòðîì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
b è, òåì ñàìûì, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ýâîëþöèþ ñïåêòðà âî âðåìåíè
(ðèñ.1).

Çäåñü âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îêíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãýáîðà èìå-
åò ïîñòîÿííóþ øèðèíó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì α. Ýô-
ôåêòèâíàÿ øèðèíà îêíà îïðåäåëÿåò äëèíó èíòåðâàëà ∆T , êîòîðûé
äàåò ãëàâíûé âêëàä â çíà÷åíèå èíòåãðàëà â âûðàæåíèè (5). Äëèíà
∆T ÿâëÿåòñÿ ìåðîé âðåìåííîãî ðàçðåøåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê øèðèíà
ñïåêòðàëüíîé ëèíèè ∆ν îïðåäåëÿåò ìåðó ÷àñòîòíîãî ðàçðåøåíèÿ.
Èçâåñòíî, ÷òî îáå ýòè õàðàêòåðèñòèêè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîò-
íîøåíèåì

∆ν ∝ 1
∆T

. (6)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñòåñòâåííîå äëÿ àíàëèçà íåðåãóëÿðíûõ ñèãíà-
ëîâ ñòðåìëåíèå ïîâûñèòü âðåìåííîå ðàçðåøåíèå âñåãäà ïðèâîäèò ê
óìåíüøåíèþ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè â îáëàñòè ÷àñòîò. Ê ýòîìó
ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãýáîðà
âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà øèðèíû îêíà âî âðåìåííîé îáëàñòè.
Ñëèøêîì øèðîêîå îêíî ìîæåò îáåñïå÷èòü ðàçóìíîå ïðåäñòàâëåíèå
íèçêî÷àñòîòíûõ êîìïîíåíòîâ ðÿäà, íî åãî øèðèíà áóäåò èçáûòî÷-
íîé äëÿ ãàðìîíèê ñ âûñîêîé ÷àñòîòîé, ïîñêîëüêó âñå èíòåðåñíûå
íåðåãóëÿðíîñòè â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè ñïåêòðà ñãëàäÿòñÿ. Íà-
îáîðîò, äîñòàòî÷íî óçêîå îêíî äàñò âîçìîæíîñòü èçó÷èòü âàðèàöèè
âî âðåìåíè âûñîêî÷àñòîòíûõ êîìïîíåíòîâ, íî îíî íå áóäåò àäåêâàò-
íûì äëÿ íèçêî÷àñòîòíûõ ãàðìîíèê.

Åñëè ñäåëàòü îêîííóþ ôóíêöèþ çàâèñÿùåé îò ÷àñòîòû òàê, ÷òî-
áû äëÿ íèçêèõ ÷àñòîò îêíî ñòàíîâèëîñü øèðå, à äëÿ âûñîêèõ � �óæå,
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òî îêîííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåõîäèò â íîâûé êëàññ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, êîòîðûé è ïîëó÷èë íàçâàíèå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Òåðìèí "âåéâëåò"ïðîèñõîäèò îò àíãëèéñêîãî ñëîâà wavelet, áóê-
âàëüíûé ïåðåâîä êîòîðîãî îçíà÷àåòìàëåíüêàÿ âîëíà (ñðàâíèòå booklet,
starlet). Õîðîøèì àíàëîãîì â ðóññêîì ÿçûêå ÿâëÿåòñÿ ñëîâî âñïëåñê.
Ïåðåõîä îò ñëîâà "âîëíà"(wave) ê ñëîâó "âñïëåñê"(wavelet) îòðàæà-
åò ñóòü ïåðåõîäà îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèþ
(ðèñ. 2).

È.Äîáå÷è (1992) íà÷èíàåò ñâîþ êíèãó "Ten lectures on wave-
lets"òàêèìè ñëîâàìè: "The wavelet transform is a tool that cuts up
data or functions or operators into di�erent frequency components,
and then studies each component with a resolution matched to its
scale". Îñíîâíîå çäåñü òî, ÷òî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå íå ïðîñòî
"ðåæåò"èññëåäóåìûé îáúåêò íà êóñêè, à âûäåëÿåò èç íåãî êîìïî-
íåíòû ðàçíûõ ìàñøòàáîâ è ÷òî êàæäûé êîìïîíåíò àíàëèçèðóåòñÿ
ñ òîé ñòåïåíüþ äåòàëüíîñòè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò åãî ìàñøòàáó.
Ñ ýòèì ñâîéñòâîì âåéâëåò-àíàëèçà ìû âñòðå÷àåìñÿ íå òîëüêî ïðè
èññëåäîâàíèè âðåìåííûõ ðÿäîâ. Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàÿ Èñààêè-
åâñêèé ñîáîð èçäàëåêà, ìû íå óâèäèì óêðàøåíèé åãî ñòåí, çàòî ñìî-
æåì îöåíèòü îáùóþ êîìïîçèöèþ, ò. å. êðóïíîìàñøòàáíóþ ñòðóê-
òóðó ñîîðóæåíèÿ. Íàîáîðîò, ïðèáëèçèâøèñü ê íåìó âïëîòíóþ, ìû
ñìîæåì ðàçãëÿäåòü â äåòàëÿõ âñå óêðàøåíèÿ, íî ïîòåðÿåì ïðè ýòîì
îùóùåíèå ôîðìû ñàìîãî ñîáîðà.

Îñíîâû âåéâëåò-àíàëèçà
Äàäèì òåïåðü ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ, ëåæàùèå â îñíîâå âåéâëåò-
àíàëèçà.

Îïðåäåëåíèå 1.Èíòåãðàëüíûì âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèåìôóíê-
öèè f(t) ∈ L2(R) íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

W (a, b) =
1

|a|1/2

∞∫

−∞
f(t)ψ∗

(
t− b

a

)
dt, (7)

ãäå a, b ∈ R, a 6= 0.
Îïðåäåëåíèå 2. Âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå (7) ôóíêöèÿ ψ(t) íà-

çûâàåòñÿ âåéâëåòîì (àíàëèçèðóþùèì, áàçèñíûì èëè ìàòåðèíñêèì
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Ðèñ. 2: Âîëíû è âñïëåñêè. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ýòî êîððåëÿöèÿ ìåæ-
äó èñõîäíûì ðÿäîì a è âîëíîé b. Âîëíà õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì ÷à-
ñòîòû, ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îäíîé ïå-
ðåìåííîé � ÷àñòîòû. Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå � ýòî êîððåëÿöèÿ ìåæ-
äó èñõîäíûì ðÿäîì a è âñïëåñêîì c. Âåéâëåò (âñïëåñê) õàðàêòåðèçó-
åòñÿ ìàñøòàáîì è ëîêàëèçàöèåé íà îñè âðåìåíè, ïîýòîìó âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèå çàâèñèò îò äâóõ àðãóìåíòîâ � ìàñøòàáà âåéâëåòà è
åãî ïîëîæåíèÿ íà îñè âðåìåíè.
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âåéâëåòîì). Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå (7) ñèìâîëîì ∗ îáîçíà÷åíà
ïðîöåäóðà êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Ïàðàìåòð a îïðåäåëÿåò ðàçìåð âåéâëåòà è íàçûâàåòñÿ ìàñøòà-
áîì (scale). Åãî àíàëîãîì â Ôóðüå-àíàëèçå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîä (÷àñòî-
òà) ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ïîíÿòèå ìàñ-
øòàáà � áîëåå øèðîêîå (õîòÿ è ìåíåå íàãëÿäíîå), ÷åì ïîíÿòèå ïå-
ðèîäà. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî â Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèè ôóíêöèî-
íàëüíûé âèä ÿäðà ïðåîáðàçîâàíèÿ çàôèêñèðîâàí ðàç è íàâñåãäà,
â òî âðåìÿ êàê âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå îäíîé è òîé æå ôóíêöèè
ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ áàçèñíûõ âåéâëåòîâ (ò. å. â
ðàçíûõ ñèñòåìàõ ìàñøòàáîâ).

Ïàðàìåòð b çàäàåò âðåìåííóþ ëîêàëèçàöèþ âåéâëåòà è íàçû-
âàåòñÿ ñäâèãîì (shift). Ýòîò ïàðàìåòð íå èìååò àíàëîãà â Ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèè.

Îïðåäåëåíèå 5.Îáðàòíîå èíòåãðàëüíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå
çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

f(t) = C−1
ψ

∞∫

−∞

∞∫

−∞
W (a, b)ψ

(
t− b

a

)
1

a1/2

dadb

a2
, (8)

ãäå Cψ � íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò:

Cψ =

∞∫

−∞
|ψ̂|2|ω|−1dω < ∞. (9)

Ïîìèìî èíòåãðàëüíûõ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé â îòäåëüíûõ ïðè-
ëîæåíèÿõ (÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ñæàòèå èçîáðàæåíèé è ò.ä.)
íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå äèñêðåòíûå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ è çàäàíèè
ìàñøòàáîâ ñòåïåíÿìè äâîéêè. Îïûò ïîêàçàë, ÷òî äëÿ àíàëèçà âðå-
ìåííûõ ðÿäîâ íåïðåðûâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ áîëåå óäîáíû, ÷åì äèñ-
êðåòíûå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äèñêðåòíûå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ çäåñü
ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäóò.
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Ñâîéñòâà âåéâëåòîâ
×àñòîòíî-âðåìåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ
Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ÷àñòîòíî-âðåìåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ àíàëèçèðóþùèõ âåéâëåòîâ. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî âåéâëåòû ψ(t) è èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ψ̂(ω) ñóùåñòâåííî
îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ ëèøü íà ìàëûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè è ÷àñòî-
òû è î÷åíü ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ (èëè ïðîñòî ðàâíû íóëþ) âíå
ýòèõ èíòåðâàëîâ.

Êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé ëîêàëèçàöèè ôóíêöèè z(t) ∈ L2(R) ìî-
ãóò ñëóæèòü åå öåíòð 〈t〉 è ðàäèóñ ∆t:

〈t〉 =
1

||z||2
∞∫

−∞
t |z(t)|2dt, (10)

∆2
t =

1
||z||2

∞∫

−∞
[t− 〈t〉]2 |z(t)|2dt. (11)

Ïðè ýòîì ýôôåêòèâíàÿ øèðèíà âåéâëåòà ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé 2∆t.

Íóëåâûå ìîìåíòû
×òîáû îáåñïå÷èòü îáðàòèìîñòü âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ, âåéâëåò äîë-
æåí óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ (9). Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì

ψ̂(0) = 0, (12)

îòêóäà ñëåäóåò
∞∫

−∞
ψ(t)dt = 0. (13)

Äëÿ ïðèëîæåíèé áûâàåò âàæíî, ÷òîáû íå òîëüêî íóëåâîé ìî-
ìåíò, íî è m ñòàðøèõ ìîìåíòîâ áûëè ðàâíû íóëþ:

∞∫

−∞
ψ(t)tmdt = 0. (14)
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Âåéâëåòû, îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì, îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè
ïðè àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè òðåíäàìè. Èã-
íîðèðóÿ òðåíä, îíè ñðàçó ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü âûñîêî÷àñòîòíûå
êîìïîíåíòû ðÿäà.

Ïðèìåðû âåéâëåòîâ
Â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå îïèñàíû ìíîãî÷èñëåííûå ñåìåéñòâà âåé-
âëåòîîáðàçóþùèõ ôóíêöèé. Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè ìû ðàññìîòðèì
äâà èç íèõ.

MHAT-âåéâëåò
Ýòîò âåéâëåò ïîëó÷àåòñÿ äâóêðàòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ôóíê-
öèè Ãàóññà:

ψ(t) =
d2

dt2
e−t2/2 = (1− t2)e−t2/2. (15)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ýòîãî âåéâëåòà èìååò âèä

ψ̂(ω) =
√

2π ω2 e−ω2/2. (16)

Ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé ïîêàçàíû íà ðèñ. 3. Íàçâàíèå ýòîãî âåé-
âëåòà MHAT (Mexican HAT) ïðîèçîøëî îò õàðàêòåðíîãî âèäà åãî
ãðàôèêà, íàïîìèíàþùåãî ñîìáðåðî.

MHAT-âåéâëåòû õîðîøî ëîêàëèçîâàíû êàê âî âðåìåííîé, òàê
è â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Öåíòðû è ðàäèóñû ëîêàëèçàöèè â îáåèõ

Ðèñ. 3: Âåéâëåò MHAT (ñëåâà) è åãî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ñïðàâà).
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îáëàñòÿõ èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

〈t〉 = 0; ∆t = 1.08; (17)

〈ω〉 = 1.51; ∆ω = 0.49. (18)
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî MHAT-âåéâëåò èìååò íóëåâûå çíà÷åíèÿ íó-

ëåâîãî è ïåðâîãî ìîìåíòîâ.

Âåéâëåò Ìîðëå
Àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âåéâëåòà Ìîðëå è åãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

ψ(t) = e−t2/α2
[eik0t − e−k2

0α2/4], (19)

ψ̂(ω) = α
√

π [e−α2(k0−ω)2/4 − e−α2 (k0+ω)2/4]. (20)
Âåéâëåò Ìîðëå � ýòî ïëîñêàÿ âîëíà, ìîäóëèðîâàííàÿ ãàóññèàíîé.
Ïàðàìåòð α çàäàåò øèðèíó ãàóññèàíû, ïàðàìåòð k0 � ÷àñòîòó ïëîñ-
êîé âîëíû. Îáû÷íî âûáèðàþò α2 = 2 è k0 = 2π. Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ
ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ìîæíî ïðèíÿòü:

ψ(t) = e−t2/α2
ei 2πt, (21)

ψ̂(ω) = α
√

π e−α2 (2π−ω)2/4. (22)

Ðèñ. 4: Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü âåéâëåòà Ìîðëå (ñëåâà) è åãî ïðåîáðàçîâà-
íèå Ôóðüå (ñïðàâà).
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Ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.
Öåíòð è ðàäèóñ ëîêàëèçàöèè âåéâëåòà Ìîðëå âî âðåìåííîé îá-

ëàñòè îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè

〈t〉 = 0; ∆t = α/2. (23)

Ê ñîæàëåíèþ, ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå îöåíêè â àíàëèòè÷åñêîì âè-
äå äëÿ ÷àñòîòíîé îáëàñòè òðóäíî. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ó âåéâëåòà
Ìîðëå ðàâåí íóëþ ëèøü íóëåâîé ìîìåíò.

Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå êàê ôèëüòðàöèÿ
Íàïîìíèì, ÷òî ôèëüòðàöèåé íàçûâàþò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå èñ-
õîäíîé ôóíêöèè, êîòîðîå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ åå ñïåêòðàëüíîãî
ñîñòàâà. Çàäàäèì ôèëüòð ôóíêöèè f(t) ñ ïîìîùüþ ñâåðòêè

φ(t) =

∞∫

−∞
h(t′) f(t− t′)dt′, (24)

ãäå h(t) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ôèëüòðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
∞∫

−∞
h(t)dt = 1. (25)

Ïðåîáðàçóÿ (24) ïî Ôóðüå, ïîëó÷àåì

φ̂(ω) = ĥ(ω) f̂(ω). (26)

Â ýòîì ðàâåíñòâå ĥ(ω) � ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ôèëüòðà (24), êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ Ôóðüå-îáðàçîì âåñîâîé ôóíêöèè:

ĥ(ω) =

∞∫

−∞
h(t)e−iωtdt. (27)

Íàïðèìåð, äëÿ ñòóïåí÷àòîé âåñîâîé ôóíêöèè

h(t) =





1
2T , |t| ≤ T,

0, |t| > T,
(28)
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ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

ĥ(ω) =
sin(Tω)

Tω
. (29)

Â îáùåì ñëó÷àå èç (25) ñëåäóåò ĥ(0) = 1. Òàêèì îáðàçîì, îïåðà-
òîð (24) çàäàåò íèçêî÷àñòîòíóþ ôèëüòðàöèþ. Îòìåòèì, ÷òî øèðè-
íà ïðîïóñêàíèÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè (29) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
äëèíîé âåñîâîé ôóíêöèè ôèëüòðà, ò. å. çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà T .

Ñðàâíèâàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (7) è (24), ìû âèäèì, ÷òî èíòåãðàëü-
íîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå (7) ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü ôèëüòðîì èñ-
õîäíîé ôóíêöèè f(t). Ïðèìåíÿÿ ê (7) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïå-
ðåìåííîé b, ïîëó÷àåì

Ŵ (a, ω) =
√

a ψ̂∗(aω) f̂(ω), (30)

îòêóäà âèäíî, ÷òî ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ
èìååò âèä

H(ω) =
√

a ψ̂∗(aω). (31)
Â ñèëó (12) èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èìååì

H(0) = 0. (32)

Ê ýòîìó íàäî äîáàâèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ìàñøòàáà a > 0
ìàêñèìóì ôóíêöèè H(ω) ëåæèò íà ÷àñòîòå

ωmax =
C

a
, (33)

ãäå âåëè÷èíà C çàâèñèò îò âçÿòîãî âåéâëåòà (íàïðèìåð, äëÿ MHAT-
âåéâëåòà C =

√
2, äëÿ âåéâëåòà Ìîðëå C = k0 = 2π). Êðîìå òîãî,

ýôôåêòèâíàÿ øèðèíà ôóíêöèè H(ω) óáûâàåò ñ ðîñòîì ìàñøòàáà a.
Äðóãèìè ñëîâàìè, âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå � ýòî ïîëîñîâîé ôèëüòð
ñ ïåðåìåííîé øèðèíîé ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ (óçêîé äëÿ áîëüøèõ
ìàñøòàáîâ è øèðîêîé äëÿ ìàëûõ ìàñøòàáîâ).

Ñðàâíåíèå ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé (29) è (31) ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ìàñøòàáíîãî êîýôôèöè-
åíòà a > 0 âåëè÷èíû W (a, b), îïðåäåëåííûå ñ ïîìîùüþ âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ (7), ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåçóëüòàò ôèëüòðàöèè èñ-
õîäíîé ôóíêöèè â äèàïàçîíå ÷àñòîò, öåíòð êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì ìàñøòàáíîãî êîýôôèöèåíòà, à ðàçìåð � ñâîéñòâàìè ïðè-
íÿòîãî àíàëèçèðóþùåãî âåéâëåòà.
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Ðèñ. 5: Ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè ôèëüòðîâ. Ñëåâà: ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíê-
öèÿ íèçêî÷àñòîòíîãî ôèëüòðà (29) ïðè T = 1 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è
ïðè T = 2 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Ñïðàâà: ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (31) ïîëî-
ñîâîãî ôèëüòðà âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ MHAT ïðè a = 0.25 (ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ) è ïðè a = 1 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ).

Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâå ôóíêöèè f(t) è f̂(ω) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé
ñîîòíîøåíèÿìè Ôóðüå (1)-(2). Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
Ïàðñåâàëÿ

∞∫

−∞
|f(t)|2dt =

1
2π

∞∫

−∞
|f̂(ω)|2dω. (34)

Èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, íàçûâàåòñÿ ýíåð-
ãèåé ñèãíàëà f(t). Íà ýòîì îñíîâàíèè âåëè÷èíó

E(ω) =
1
2π
|f̂(ω)|2 (35)

íàçûâàþò ïëîòíîñòüþ ñïåêòðà ýíåðãèè.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóùåñòâóåò

àíàëîã ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ
∞∫

−∞
|f(t)|2dt = C−1

ψ

∞∫

−∞

∞∫

−∞
|W (a, b)|2 da db

a2
. (36)

Ïîýòîìó âåëè÷èíó
E(a, b) = |W (a, b)|2 (37)
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óìåñòíî òàêæå íàçâàòü ïëîòíîñòüþ ñïåêòðà ýíåðãèè, îäíàêî, â îò-
ëè÷èå îò (35), âåëè÷èíà E(a, b) îïðåäåëÿåò ñïåêòðàëüíóþ õàðàêòå-
ðèñòèêó íå òîëüêî äëÿ çàäàííîãî ìàñøòàáà, íî è äëÿ ïàðàìåòðà
ñäâèãà b. Ïî ýòîé ïðè÷èíå åå íàçûâàþò ëîêàëüíûì ñïåêòðîì ýíåð-
ãèè. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó âåëè÷èíó

Ew(a) =

∞∫

−∞
|W (a, b)|2db (38)

íàçûâàþò ãëîáàëüíûì ñïåêòðîì ýíåðãèè. Ýòà õàðàêòåðèñòèêà ïî-
êàçûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ìàñøòàáàì è ÿâëÿåòñÿ àíàëî-
ãîì ïëîòíîñòè ñïåêòðà ýíåðãèè E(ω). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáå ýòè
õàðàêòåðèñòèêè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

Ew(a) = a

∞∫

−∞
E(ω)|ψ̂(aω)|2dω. (39)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ãëîáàëüíûé ñïåêòð ýíåðãèè åñòü ïëîòíîñòü ñïåê-
òðà ýíåðãèè, ñãëàæåííàÿ íà êàæäîì ìàñøòàáå ñïåêòðîì Ôóðüå àíà-
ëèçèðóþùåãî âåéâëåòà.

Ïðàêòè÷åñêèå àñïåêòû âåéâëåò-àíàëèçà
Ñêàëîãðàììà è ñêåéëîãðàììà
Ââåäåííûìè âûøå îïðåäåëåíèÿìè èíòåãðàëüíîãî âåéâëåò-ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà íåëüçÿ
âîñïîëüçîâàòüñÿ íà ïðàêòèêå, ïîñêîëüêó ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòà-
òîâ èçìåðåíèé îñíîâíûìè îáúåêòàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íå
ôóíêöèè, çàäàííûå íà âñåé îñè âðåìåíè, à âðåìåííûå ðÿäû, äëèíà
êîòîðûõ âñåãäà êîíå÷íà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âìåñòî óêàçàííûõ âû-
øå òåîðåòè÷åñêèõ ïîíÿòèé ñëåäóåò ââåñòè èõ ïðàêòè÷åñêèå àíàëîãè
(îöåíêè).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìåííîé ðÿä çàäàí çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè,
ñëåäóþùèìè äðóã çà äðóãîì ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ∆t:

fk = f(tk), tk = ∆t k, k = 0, 1, ..., N − 1. (40)
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Äëÿ îöåíêè âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

WA(a, b) =
1

n(a, b)

N−1∑

k=0

fkψ∗
(

tk − b

a

)
, (41)

ãäå

n(a, b) =
N−1∑

k=0

e
− 1

B

(
tk−b

a

)2

, (42)

ïðè÷åì B = 2 äëÿ MHAT-âåéâëåòà è B = α2 äëÿ âåéâëåòà Ìîðëå.
Ïðè ïåðåõîäå îò (7) ê (41) ìû óáðàëè èç çíàìåíàòåëÿ ôîðìóëû (7)
ìíîæèòåëü √a, çàìåíèâ åãî âûðàæåíèåì

∞∫

−∞
e−

(t−b)2

a2 B dt = a
√

Bπ. (43)

Ýòèì ñàìûì áûëà óñòðàíåíà çàâèñèìîñòü àìïëèòóä ãàðìîíè÷å-
ñêèõ êîìïîíåíòîâ îò ïàðàìåòðà a, ÷òî îáû÷íî ìåøàåò ïðàâèëüíî
îöåíèòü èõ îòíîñèòåëüíûå èíòåíñèâíîñòè ïî ãðàôè÷åñêîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ âåéâëåò-ñïåêòðîâ. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ n(a, b) êàê àï-
ïðîêñèìàöèÿ (43) ïîçâîëÿåò "óðàâíÿòü"äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
ìàñøòàáíîãî êîýôôèöèåíòà a ÷èñëî îòñ÷åòîâ èñõîäíîé ôóíêöèè,
ó÷àñòâóþùåå â âû÷èñëåíèè. Ñëåäóÿ Ôîñòåðó (1996), áóäåì íàçû-
âàòü îöåíêó (41) àìïëèòóäíîé âåéâëåò-ôóíêöèåé. Ýòà ôóíêöèÿ
âû÷èñëÿåòñÿ íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ ai è
bj , i = 0, ...Na − 1; j = 0, ...Nb − 1 (êîíêðåòíûå ñïîñîáû äèñêðåòè-
çàöèè ïàðàìåòðîâ a è b îáñóæäàþòñÿ ïîäðîáíî â ï. 8 îñíîâíîãî
àëãîðèòìà (ñì. ñ. 27).

Èñïîëüçóÿ (41), ââåäåì îöåíêó ëîêàëüíîãî ñïåêòðà ýíåðãèè

S(ai, bj) = |WA(ai, bj)|2. (44)

Ýòó ôóíêöèþ îáû÷íî íàçûâàþò ñêàëîãðàììîé (scalogram), ïîä÷åð-
êèâàÿ òåì ñàìûì åå ñïîñîáíîñòü îïèñûâàòü ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè
ïî ìàñøòàáàì. Ïîñêîëüêó ýòî ðàñïðåäåëåíèå ëîêàëèçîâàíî âî âðå-
ìåíè ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà ñäâèãà b, óìåñòíî íàçûâàòü (44) ëî-
êàëüíîé ñêàëîãðàììîé, îäíàêî òàêîé òåðìèí íå íàøåë øèðîêîãî
ðàñïðîñòðàíåíèÿ.
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Î÷åâèäíî, ÷òî íà îñíîâå ñêàëîãðàììû S(ai, bj) ìîæíî ââåñòè
òàêæå è îöåíêó ãëîáàëüíîãî ñïåêòðà ýíåðãèè

G(ai) =
1

N∗
∑

j

S(ai, bj), (45)

ãäå N∗ � ÷èñëî òî÷åê, ïî êîòîðîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ îñðåäíåíèå (ïî-
äðîáíîñòè èçëîæåíû â ï. 13 îñíîâíîãî àëãîðèòìà (ñì. ñ. 31). Ïî
ïðåäëîæåíèþ Ñêàðãëà (1993, 1997) ôóíêöèþ (45) íàçûâàþò ñêåé-
ëîãðàììîé (scalågram). Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (39) ñêåéëîãðàììà â
âåéâëåò-àíàëèçå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì àíàëîãîì ñãëàæåííîé ïåðèîäî-
ãðàììû â Ôóðüå-àíàëèçå.

Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ñèíóñîèäû
Ôóðüå-àíàëèç è âåéâëåò-àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ îñíîâàíû íà ïå-
ðåâîäå èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè èç âðåìåííîé îáëàñòè â ÷àñòîòíóþ
îáëàñòü èëè îáëàñòü, çàäàâàåìóþ ïàðàìåòðàìè a, b âåéâëåò-ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ. Ïðè àíàëèçå ïîëèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íåîáõîäèìî
çíàòü, êàêîé âèä áóäåò èìåòü ïðîñòàÿ ñèíóñîèäà â ýòèõ îáëàñòÿõ.
Â Ôóðüå-àíàëèçå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáðàçîì ñèíóñîèäû â ïåðèî-
äîãðàììå Øóñòåðà ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ëèíèÿ, ðàçìåð è ôîðìà
êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ äëèíîé ðÿäà è ðàñïîëîæåíèåì òî÷åê âíóòðè
íåãî. Èçó÷èì àíàëîãè÷íóþ ñèòóàöèþ â âåéâëåò-àíàëèçå. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ñèíóñîèäó

f(t) = A sin(ω0t) =
A

2i
[eiω0t − e−iω0t]. (46)

Äëÿ Ôóðüå-îáðàçà ýòîé ôóíêöèè èìååì

f̂(ω) = A
π

i
[δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0)] . (47)

Ïðèìåíèì ê (30) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

W (a, b) = A

√
a

2π

∞∫

−∞
ψ̂∗(aω) f̂(ω)eiωbdω. (48)

Ïîäñòàíîâêà (47) â (48) äàåò

W (a, b) = A

√
a

2i

[
eiω0b ψ̂∗(aω0)− e−iω0b ψ̂∗(−aω0)

]
. (49)
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Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ôóíêöèÿ ψ̂(ω) äåéñòâèòåëüíàÿ è ÷åòíàÿ, âû-
ðàæåíèå (49) óïðîùàåòñÿ:

W (a, b) = A
√

a ψ̂(aω0) sin(ω0b). (50)

Ôîðìóëû (49) è (50) ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîãî âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ (7). ×èñëåííûå îöåíêè âûïîëíÿþòñÿ ïî ôîðìóëå
(41). Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ó÷åòîì îïèñàííûõ íà ñ. 17 îáñòîÿòåëüñòâ âû-
âîäà ôîðìóëû (41) âûðàæåíèÿ (49) è (50) ñëåäóåò ïåðåïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

WA(a, b) =
A

2i
√

Bπ

[
eiω0b ψ̂∗(aω0)− e−iω0b ψ̂∗(−aω0)

]
, (51)

WA(a, b) =
A√
Bπ

ψ̂(aω0) sin(ω0b), (52)

ãäå B = 2 äëÿ MHAT-âåéâëåòà è B = α2 äëÿ âåéâëåòà Ìîðëå.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ýòè ôîðìóëû äëÿ êîíêðåòíûõ âåéâëåòîâ.

MHAT-âåéâëåò
Ïîäñòàâëÿÿ (16) â (52), ïîëó÷àåì

WA(a, b) = Aa2 ω2
0 e−a2ω2

0/2 sin ω0b, (53)

S(a, b) = A2 a4 ω4
0 e−a2ω2

0 sin2 ω0b. (54)
Ìû âèäèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ÷àñòîòû ω0 íàøåé ñè-
íóñîèäû åå MHAT-ïðåîáðàçîâàíèå åñòü ñèíóñîèäà òîé æå ÷àñòîòû
ñ àìïëèòóäîé, çàâèñÿùåé îò òåêóùåãî çíà÷åíèÿ ìàñøòàáíîãî êîýô-
ôèöèåíòà. Ëåãêî íàéòè ìàêñèìóìû ôóíêöèé (53) è (54) ïî øêàëå
ìàñøòàáîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ðåçóëüòàòû äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ïî ïàðàìåòðó a, ïîëó÷àåì

amax ω0 =
√

2, (55)
îòêóäà äëÿ ïåðèîäà P0 = 2π/ω0 íàõîäèì

P0 = π
√

2 amax ≈ 4.44amax. (56)
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Âåéâëåò Ìîðëå
Ïîäñòàâëÿÿ (22) â (52), ïîëó÷àåì

WA(a, b) =
A

2i

[
eiω0b e−

α2
4 (2π−aω0)

2 − e−iω0b e−
α2
4 (2π+aω0)

2
]
, (57)

S(a, b) =
A2

4

[
e−

α2
2 (2π−aω0)

2
+ e−

α2
2 (2π+aω0)

2
]
. (58)

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ ìû âèäèì, ÷òî ëîêàëüíûé
ñïåêòð ýíåðãèè ñèíóñîèäû íå çàâèñèò îò ñäâèãà b è îïðåäåëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì êîíòóðîì, ìàêñèìóì êîòîðîãî ñâÿçàí ñ ïåðèîäîì
ñèíóñîèäû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P0 = amax, (59)

ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòü ëèíèè â òî÷êå ìàêñèìóìà ðàâíà

Smax(amax, b) =
A2

4
. (60)

Çäåñü ïîëåçíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçü ïå-
ðèîäà ñèíóñîèäû è çíà÷åíèÿ amax, à òàêæå ñâÿçü àìïëèòóäû è ìàê-
ñèìóìà ëèíèè çàâèñÿò îò âèäà àíàëèçèðóþùåãî âåéâëåòà, äëÿ âåé-
âëåòà Ìîðëå ýòè ñâÿçè òî÷íî òàêèå æå, êàê è äëÿ îáû÷íîãî Ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî âåéâëåò
Ìîðëå ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü â àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ,
÷åì MHAT-âåéâëåò. Ïðèìåðû ñêàëîãðàìì ñèíóñîèä ïðèâîäÿòñÿ íà
ñ. 37 (ðèñ.11).

Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå øóìà
Â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ âûäåëåíèå ñèãíàëà èç
øóìà ïðîèçâîäèòñÿ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ íà îñíîâå íåêîòîðûõ
ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ. Â îñíîâå ïðîöåäóðû ðàçäåëåíèÿ ñèãíàëà
è øóìà ëåæèò ïðèíöèï � "âñå, ÷òî íå øóì, � òî ñèãíàë". Î÷åâèäíî,
÷òî èçó÷åíèå ñâîéñòâ Ôóðüå-îáðàçà èëè âåéâëåò-îáðàçà áåëîãî øó-
ìà (îáû÷íî ïðèíèìàåìîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî êîìïîíåíòà âðå-
ìåííîãî ðÿäà) ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýòàïîì òåîðèè àíàëèçà âðåìåííûõ
ðÿäîâ.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìåííîé ðÿä

xk = x(tk), tk = ∆t k, k = 0, 1, ..., N − 1, (61)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûáîðêó íåêîððåëèðîâàííûõ çíà÷åíèé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, ñ íóëåâûì
ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé σ2

0 (äèñêðåòíûé áåëûé
øóì):

〈xpxq〉 =
{

σ2
0 , p = q,
0, p 6= q.

(62)

Ïîëó÷èì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ îòñ÷åòîâ ñêàëîãðàììû ïî ìàñøòà-
áàì äëÿ âåéâëåòà Ìîðëå. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå

τk =
tk − b

a
, (63)

ïðåäñòàâèì ñêàëîãðàììó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S(a, b) = P 2(a, b) + Q2(a, b), (64)

ãäå

P (a, b) =
1

n(a, b)

N−1∑

k=0

xke−τk/α2
cos 2πτk, (65)

Q(a, b) =
1

n(a, b)

N−1∑

k=0

xke−τk/α2
sin 2πτk. (66)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà b
ôóíêöèè P (a, b) è Q(a, b) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íîðìàëüíî ðàñïðåäå-
ëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-
åì è äèñïåðñèåé

σ2 =
σ2

0

2
Z(a, b), (67)

ãäå

Z(a, b) =
1

n2(a, b)

N−1∑

k=0

e−2τk/α2
. (68)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîðìèðîâàííóþ ñêàëîãðàììó

s(a, b) =
S(a, b)

σ2
0Z(a, b)

. (69)
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Âåëè÷èíà 2s(a, b) èìååò õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ äâóìÿ ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
íîðìèðîâàííàÿ ñêàëîãðàììà s(a, b) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó ïî ïåðåìåííîé a, çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé èìååò
âèä

p(x) = e−x, 0 < x < ∞. (70)

Çíàíèå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîé ñêàëîãðàììû ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷èòü êðèòåðèé âûäåëåíèÿ ñèãíàëà èç øóìà. Äåéñòâè-
òåëüíî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòñ÷åòû íîðìèðîâàííîé ñêàëîãðàì-
ìû ïðåâçîéäóò çàäàííóþ âåëè÷èíó T , îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Pr{s(a, b) > T} =

∞∫

T

p(x) dx = e−T . (71)

Çàäàâàÿ òåïåðü óðîâåíü çíà÷èìîñòè q << 1, îïðåäåëÿþùèé âå-
ðîÿòíîñòü ðåäêîãî ñîáûòèÿ � ïðåâûøåíèÿ îòñ÷åòà íîðìèðîâàííîé
ñêàëîãðàììû çàäàííîé âåëè÷èíû, äëÿ ïîðîãà îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà
èìååì

Tq = − ln q. (72)
Äðóãèìè ñëîâàìè, ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1 − q ìîæíî êîíñòàòèðî-
âàòü, ÷òî òå çíà÷åíèÿ ñêàëîãðàììû S(a, b), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó

S(a, b) > σ2
0 Z(a, b) Tq, (73)

ãåíåðèðóåòñÿ íå øóìîì, à ñèãíàëîì. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Z(a, b)
ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé ñäâèãà b. Õàðàêòåðíûé âèä
ôóíêöèè, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (73), ïîêàçàí íà ðèñ. 8
(ñì. ñ. 32) ïðè N=100 è ∆t = 1.
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Àëãîðèòì âåéâëåò-àíàëèçà âðåìåííûõ
ðÿäîâ
Èñõîäíûå äàííûå:
1) ðàâíîìåðíûé âðåìåííîé ðÿä

xk = x(tk), tk = ∆t k, k = 0, 1, ..., N − 1,

ãäå ∆t � øàã âûáîðêè, N � ÷èñëî òî÷åê ðÿäà;
2) êðèòè÷åñêèé ïîðîã äëÿ ðàçäåëåíèÿ øóìîâîãî è äåòåðìèíèðîâàí-
íîãî êîìïîíåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà Tq, îòâå÷àþùèé óðîâíþ çíà÷è-
ìîñòè q (ñì. ñîîòíîøåíèå ( 72)).

Íèæå ìû îïèøåì îñíîâíûå øàãè àëãîðèòìà è ïðîèëëþñòðè-
ðóåì èõ èñïîëíåíèå äëÿ ìîäåëüíîãî âðåìåííîãî ðÿäà

xk = A1 cos(2πν1tk − φ1) + σnnk, (74)

tk = ∆t k, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1,

ãäå
A1, ν1, φ1, � àìïëèòóäà, ÷àñòîòà è ôàçà ãàðìîíè÷åñêîãî êîì-

ïîíåíòà;
nk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, � çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íó-

ëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, ðàñ-
ïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó (øóìîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðÿ-
äà);

σn � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå øóìîâîãî êîìïîíåíòà
nk, çàäàâàåìîå ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

σn =

√
A2

1

2γ
, (75)

ãäå γ � îòíîøåíèå "ñèãíàë ê øóìó".

Çàäàííûå ïàðàìåòðû ðÿäà:
∆t = 1c; N = 100; q = 0.01;
A1 = 1; ν1 = 0.1 Ãö; φ1 = 0;
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γ = 0.50;

Àëãîðèòì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

1. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíîãî ðÿäà âî âðå-
ìåííîé îáëàñòè
Îáû÷íî âèçóàëüíîå èçó÷åíèå ãðàôèêà èñõîäíîãî ðÿäà ïîçâî-
ëÿåò îáíàðóæèòü ëèáî ïðèñóòñòâèå â äàííûõ ïîñòîÿííîãî ñëà-
ãàåìîãî, ëèáî íèçêî÷àñòîòíûé êîìïîíåíò (òðåíä). Õîòÿ âåé-
âëåòû îáëàäàþò íóëåâûìè ìîìåíòàìè è, ñëåäîâàòåëüíî, èã-
íîðèðóþò ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå, òåì íå ìåíåå ïî îòíîøåíèþ
ê òðåíäó îíè òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò íå âñåãäà. Äëÿ èçó-
÷åíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ êîìïîíåíòîâ ðÿäà îáå ýòè ñîñòàâëÿ-
þùèå ïîëåçíî èñêëþ÷èòü èç äàííûõ.

2. Èñêëþ÷åíèå òðåíäà è öåíòðèðîâàíèå ðÿäà
Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ òðåíäà íåîáõîäèìî çàäàòü åãî ìîäåëü. Åñ-
ëè ïðèðîäà òðåíäà èìååò òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå, òî ìîäå-
ëèðîâàíèå òðåíäà ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå ýòîé òåîðèè. ×àùå
âñåãî ìû íå çíàåì ïðèðîäó òðåíäà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå
ôîðìàëüíîé ìîäåëè èñïîëüçóþò àïïðîêñèìàöèþ òðåíäà ñ ïî-
ìîùüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êàêèõ-íèáóäü ïîëèíîìîâ. Ïðè
ýòîì â ñîñòàâ òàêîãî âûðàæåíèÿ âõîäèò è ñâîáîäíûé ÷ëåí. Ïà-
ðàìåòðû âçÿòîé ìîäåëè òðåíäà îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, à çàòåì çíà÷åíèÿ òðåíäà âû÷èòà-
þòñÿ èç èñõîäíûõ äàííûõ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå òàêàÿ îïåðà-
öèÿ ñâîäèòñÿ ê èñêëþ÷åíèþ ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî (öåíòðè-
ðîâàíèþ ðÿäà). Ïðè ýòîì ñðåäíåå çíà÷åíèå ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

m =
1
N

N−1∑

k=0

xk,

à öåíòðèðîâàííûé ðÿä ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

x◦k = xk −m, k = 0, 1, ..., N − 1.

3. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå öåíòðèðîâàííîãî ðÿäà
Äëÿ ìîäåëüíîãî ðÿäà (74) ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîêàçàíî íà
ðèñ. 6 (ñì. ñ 33).
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4. Îöåíèâàíèå äèñïåðñèè ðÿäà:

σ2
0 =

1
N − 1

N−1∑

k=0

(x◦k)2.

Ïåðåä âûïîëíåíèåì âåéâëåò-àíàëèçà ïîëåçíî ïðîâåñòè ïðåä-
âàðèòåëüíîå èçó÷åíèå âðåìåííîãî ðÿäà ñ ïîìîùüþ Ôóðüå-ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Åñëè ýòî íå òðåáóåòñÿ, ìîæíî ñðàçó ïåðåéòè ê
ï. 7.

5. Âû÷èñëåíèå ïåðèîäîãðàììû
Çäåñü ïðèâîäèòñÿ óïðîùåííûé âàðèàíò Ôóðüå-àíàëèçà íàøå-
ãî ðÿäà áåç èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿþò äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå

Xj =
N−1∑

k=0

x◦ke−i 2π
N kj , j = 0, 1 . . . , N − 1, (76)

ïîñëå ÷åãî âû÷èñëÿåòñÿ ïåðèîäîãðàììà

Dj =
1

N2
[(Re Xj)2 + (Im Xj)2], j = 0, 1 . . . , N/2

(ïðè íå÷åòíîì N âû÷èñëåíèÿ âåäóò äî (N + 1)/2). Îòñ÷åòû
ïåðèîäîãðàììû ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòàì

νj = ∆ν j, j = 0, 1 . . . , N/2,

ãäå
∆ν =

1
N∆t

.

6. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðèîäîãðàììû è ïîðîãà
îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà
Ýòîò ãðàôèê ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü çíà÷èìûå ñïåêòðàëü-
íûå ëèíèè. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò çàäàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè q <<
1 è îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ïîðîã îáíàðóæåíèÿì
ñèãíàëà. Åñëè íàì íå èçâåñòíû ïåðèîäû, ïðèñóòñòâóþùèå â
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äàííûõ, òî ïðèìåíÿåòñÿ êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà ñòàòèñòè-
êå ðàñïðåäåëåíèÿ íàèáîëüøåãî îòñ÷åòà ïåðèîäîãðàììû áåëîãî
øóìà:

Xq = − ln[1− N−2
√

(1− q)2]. (77)

Åñëè, íàîáîðîò, ÷àñòîòà ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ íàì èç-
âåñòíà, òî

Xq = − ln q. (78)

Âñå ïèêè ïåðèîäîãðàììû, ïðåâûøàþùèå êðèòè÷åñêèé óðî-
âåíü σ2

0Xq/N , ñ÷èòàþòñÿ çíà÷èìûìè, ò. å. ïðèíàäëåæàò äåòåð-
ìèíèðîâàííîìó êîìïîíåíòó ðÿäà. Âåðîÿòíîñòü òàêîãî óòâåð-
æäåíèÿ ðàâíà 1− q.
Äëÿ ìîäåëüíîãî ðÿäà ýòè ðåçóëüòàòû ïîêàçàíû íà ðèñ. 7
(ñì. ñ. 33).

7. Âû÷èñëåíèå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ
Äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäíîé âåéâëåò-ôóíêöèè âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

WA(ai, bj) =
1

n(ai, bj)

N−1∑

k=0

x◦k ψ∗
(

tk − bj

ai

)
, (79)

n(ai, bj) =
N−1∑

k=0

exp

(
− 1

B

(
tk − bj

ai

)2
)

. (80)

Â ýòèõ ôîðìóëàõ ψ(t) � ïðèíÿòûé àíàëèçèðóþùèé âåéâëåò.
Äàëüíåéøåå èñïîëíåíèå àëãîðèòìà îñíîâàíî íà èñïîëüçîâà-
íèè âåéâëåòà Ìîðëå ñ ïàðàìåòðîì α2:

ψ(t) = e−t2/α2
ei2πt, (81)

ïðè ýòîì â ôîðìóëå (80) ñëåäóåò ïîëîæèòü B = α2.
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8. Äèñêðåòèçàöèÿ àðãóìåíòîâ
Êàæäûé âåéâëåò èìååò ñâîþ ôîðìó è õàðàêòåðíûé ðàçìåð,
êîòîðûé ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ìàñøòàáíîãî êîýôôè-
öèåíòà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

da = 2∆t a, (82)

ãäå ∆t � ðàäèóñ âåéâëåòà, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (11).
Ôóíêöèÿ WA(a, b) îïðåäåëÿåò êîððåëÿöèþ ìåæäó àíàëè-

çèðóþùèì âåéâëåòîì, ïîìåùåííûì â òî÷êó b, è êàêîé-ëèáî
äåòàëüþ âðåìåííîãî ðÿäà ðàçìåðîâ da ñ öåíòðîì â òî÷êå b.
Ìîäóëü ýòîé ôóíêöèè ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåð âåéâëåòà ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðîì "òåêó-
ùåé"äåòàëè âðåìåííîãî ðÿäà. Â ñëó÷àå ïîëèãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè åñòåñòâåííîé ìåðîé ìàñøòàáà åå äåòàëåé ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîä ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ, ìåðà æå ïðîòÿæåííîñòè
âåéâëåòà da îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ìàñøòàáíîãî êîýôôèöè-
åíòà a. Äëÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà ñåòêå ñ
øàãîì ∆t = const, äèàïàçîí ïåðèîäîâ ãàðìîíèê îïðåäåëÿåòñÿ
âåëè÷èíàìè Pmin = 2∆t è Pmax = (N −1)∆t. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ýòèì âûáåðåì íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ìàñøòàáíî-
ãî êîýôôèöèåíòà èç óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ðàçìåðîâ âåéâëåòà
è ïðåäåëüíûõ ïåðèîäîâ ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ:

2∆tamin = Pmin, 2∆tamax = Pmax, (83)

îòêóäà èìååì

amin =
∆t

∆t
, amax =

(N − 1)∆t

2∆t
. (84)

Äëÿ âåéâëåòà Ìîðëå ýòè ôîðìóëû ïåðåïèñûâàþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

amin =
2∆t

α
, amax =

(N − 1)∆t

α
. (85)

Îòìåòèì, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ áåðóòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîá-
õîäèìî âûïîëíèòü àíàëèç âðåìåííîãî ðÿäà â ïîëíîì äèàïà-
çîíå ìàñøòàáîâ. ×àñòî, îäíàêî, áûâàåò öåëåñîîáðàçíî èññëå-
äîâàòü ðÿä â áîëåå óçêîì äèàïàçîíå ìàñøòàáîâ. Â ýòîì ñëó÷àå
çíà÷åíèÿ amin è amax âûáèðàþò èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé.
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Ââåäåì òåïåðü øàã äèñêðåòèçàöèè ìàñøòàáîâ

∆a =
amax − amin

Na − 1
, (86)

ïîñëå ÷åãî íàçíà÷èì äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ ìàñøòàáíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ai = amin + ∆a i, i = 0, 1, ..., Na − 1. (87)

Ïîñêîëüêó øèðèíà ñïåêòðàëüíîé ëèíèè âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì
ìàñøòàáà, èíîãäà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ïðåäñòàâëÿþò â ëî-
ãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå.

Òåïåðü îáñóäèì ñïîñîáû äèñêðåòèçàöèè ïàðàìåòðà b. Â ïðî-
ñòåéøåì ñëó÷àå ãðàíèöû äèàïàçîíà ñäâèãîâ íàçíà÷àþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

bmin ≥ 0; bmax ≤ (N − 1)∆t, (88)
ïîñëå ÷åãî äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ ñäâèãîâ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî
ôîðìóëå

bj = bmin + ∆b j, j = 0, 1, ..., Nb − 1, (89)

ãäå Nb � ïðèíÿòîå ÷èñëî óçëîâ ñåòêè, ñëåäóþùèõ äðóã çà äðó-
ãîì ñ ïîñòîÿííîì øàãîì

∆b =
bmax − bmin

Nb − 1
. (90)

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðè òàêîì ñïîñîáå äèñêðåòèçàöèè ïàðàìåò-
ðà b âáëèçè ãðàíèö bmin è bmax âåëè÷èíû WA(ai, bj) áóäóò âû-
÷èñëÿòüñÿ ñ ïîãðåøíîñòÿìè, òàê êàê îêîëî ãðàíèö íåâîçìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü âñþ äëèíó àíàëèçèðóþùåãî âåéâëåòà. Äëÿ
èñêëþ÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ ýôôåêòîâ ñëåäóåò âû÷èñëÿòü âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèå òîëüêî äëÿ çíà÷åíèé ñäâèãà, îòñòîÿùèõ îò
ãðàíèö íà âåëè÷èíó, ðàâíóþ òåêóùåìó ðàäèóñó âåéâëåòà a ∆t.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå âìåñòî ôîðìóëû (89) èìååì

bj = bmin + ∆b j, j = J∗a + 1, ..., Nb − J∗a − 1, (91)
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ãäå J∗a � âûðàæåííûé â åäèíèöàõ ∆b ðàäèóñ âåéâëåòà, ñîîò-
âåòñòâóþùèé òåêóùåìó çíà÷åíèþ ìàñøòàáà a:

J∗a =
[ aiα

2∆b

]
. (92)

Â ýòîé ôîðìóëå êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ
îêðóãëåíèÿ äî áëèæàéøåãî öåëîãî.

Ìíîæåñòâî óçëîâ äèñêðåòíîé ñåòêè, îïðåäåëåííîå ôîðìó-
ëàìè (87) è (91), íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíèêîì äîñòîâåðíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî î÷åíü ÷àñòî êðàåâûå ýôôåêòû èãíîðèðóþòñÿ
è ðåçóëüòàòû âåéâëåò-àíàëèçà ïðåäñòàâëÿþò ïðîñòî â ïðÿìî-
óãîëüíîé îáëàñòè óçëîâ (87) è (89).

9. Âû÷èñëåíèå ñêàëîãðàììû
Çíà÷åíèÿ ñêàëîãðàììû äëÿ âñåõ ïðèíÿòûõ óçëîâ ñåòêè ïðî-
èçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

S(ai, bj) = |WA(ai, bj)|2. (93)

10. Âèçóàëèçàöèÿ ñêàëîãðàììû
Çíà÷åíèÿ ñêàëîãðàììû S(ai, bj) ëåæàò íà ïîâåðõíîñòè, äëÿ
èçîáðàæåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóþò äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà:
1) ïðåäñòàâëåíèå ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êî-
îðäèíàò (a, b, S). Ãðàôè÷åñêèå ïàêåòû MATHCAD, SURFER
è äð. ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü òàêèå ãðàôèêè è âîñïðîèçâåñòè èõ
ïðè ëþáîé ñòåïåíè ðàçâîðîòà è íàêëîíà ñèñòåìû êîîðäèíàò
(íàïðèìåð, îïöèÿ Surface ïàêåòà SURFER 32);
2) ïëîñêîå èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè S(a, b) â êîîðäèíàòàõ (a, b)
â âèäå òîïîãðàôè÷åñêîé êàðòû. Ìàñøòàá òðåòüåãî èçìåðåíèÿ
óêàçûâàåòñÿ ëèáî îöèôðîâêîé èçîëèíèé, ëèáî ðàñêðàñêîé îá-
ëàñòåé ìåæäó èçîëèíèÿìè. Ïðè ýòîì ãðàäàöèè öâåòà èëè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ öâåòîâ îöèôðîâûâàþòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ñïåöèàëüíîé öâåòîâîé ïàëèòðû, ÿâëÿþùåéñÿ ïðèëîæå-
íèåì ê ãðàôèêó âåéâëåòà (íàïðèìåð, îïöèè Contour è Image
ïàêåòà SURFER 32).
Ïðåäñòàâëåíèå ñêàëîãðàììû ìîäåëüíîãî ðÿäà (74) â âèäå êîí-
òóðíîé êàðòû ïîêàçàíî íà ðèñ.9,a, â âèäå ïîâåðõíîñòè � íà
ðèñ.10,a (ñì. ñ. 34-35).
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11. Âû÷èñëåíèå ñêåëåòîíà
Áûâàåò òàê, ÷òî øèðîêèå êîíòóðû ëèíèé áëèçêèõ ïî ÷àñòî-
òå ãàðìîíèê ìåøàþò ïðîñëåäèòü çà ýâîëþöèåé èõ ÷àñòîò âî
âðåìåíè. ×òîáû îòñå÷ü âëèÿíèå êîíòóðîâ, ìîæíî âûäåëèòü
òå òî÷êè ñêàëîãðàììû, â êîòîðûõ îíà èìååò ìàêñèìóìû ïî
ïåðåìåííûì a è b:

Sc(ai, bj) =





Sij , åñëèSi−1,j < Sij > Si+1,j

èëèSi,j−1 < Sij > Si,j+1,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
(94)

Â ýòîé ôîðìóëå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå Sij ≡ S(ai, bj).
Ôóíêöèþ (94) ìû áóäåì íàçûâàòü ñêåëåòîíîì. Â ñëó÷àå ñè-
íóñîèäàëüíîãî ñèãíàëà òî÷êè ñêåëåòîíà ðàñïîëàãàþòñÿ âäîëü
ëèíèé, èäóùèõ ïàðàëëåëüíî îñè âðåìåíè. Åñëè â äàííûõ èìå-
þòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå èëè êâàçèãàðìîíè÷åñêèå êîìïîíåíòû, òî
òîïîãðàôè÷åñêàÿ êàðòà ñêåëåòîíà áóäåò ñîñòîÿòü èç ëèíèé,
îðèåíòèðîâàííûõ âäîëü îñè b. Â ñëó÷àå øóìîâîãî êîìïîíåíòà
ëèíèè ñêåëåòîíà âûòÿãèâàþòñÿ â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâ-
ëåíèè, ò. å. ïàðàëëåëüíî îñè a. Åñëè â äàííûõ ïðèñóòñòâóþò
è ãàðìîíè÷åñêèå êîìïîíåíòû, è øóì, òî êàðòà ñêåëåòîíà ïîç-
âîëÿåò óâèäåòü èõ ðàçäåëüíî.
Ïðåäñòàâëåíèå ñêåëåòîíà ìîäåëüíîãî ðÿäà (74) â âèäå êîí-
òóðíîé êàðòû ïîêàçàíî íà ðèñ.9,b, à â âèäå ïîâåðõíîñòè �
íà ðèñ.10,b (ñì. ñ. 34-35).

12. Âûäåëåíèå ñèãíàëà èç øóìà
Êðèòåðèé âûäåëåíèÿ ñèãíàëà èç øóìà (73) ïîçâîëÿåò ïîñòðî-
èòü ìàññèâ çíà÷åíèé ñêàëîãðàììû, êîòîðûå ñ çàäàííîé âå-
ðîÿòíîñòüþ 1 − q ïðèíàäëåæàò ñèãíàëüíîìó, à íå øóìîâîìó
êîìïîíåíòó:

Sq(ai, bj) =





S(ai, bj), S(ai, bj) ≥ σ2
0Z(ai, bj)Tq,

0, S(ai, bj) < σ2
0Z(ai, bj)Tq,

(95)
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ãäå

Z(ai, bj) =
1

n2(ai, bj)

N−1∑

k=0

exp
(
− 2

α2

tk − bj

ai

)
. (96)

Èíîãäà áûâàåò öåëåñîîáðàçíî âûäåëÿòü ñèãíàë íå èç ñàìîé
ñêàëîãðàììû, à èç åå ñêåëåòîíà. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðàâóþ ÷àñòü
ôîðìóëû (95) âìåñòî âåëè÷èíû S(ai, bj) ñëåäóåò ïîäñòàâèòü
Sc(ai, bj) 1

Ïðåäñòàâëåíèå "ñèãíàëüíûõ"ëèíèé ñêåëåòîíà ìîäåëüíîãî ðÿ-
äà (74) â âèäå ïîâåðõíîñòè ïîêàçàíî íà ðèñ.9,c, à â âèäå êîí-
òóðíîé êàðòû � íà ðèñ.10,c (ñì. c. 34-35). Èíòåðåñíî, ÷òî
ïðîâåäåííîå íàìè âîññòàíîâëåíèå ñèãíàëà èç øóìà îêàçàëîñü
íåïîëíûì: ëèíèÿ ñèíóñîèäû ñ çàäàííûì ïåðèîäîì P = 10 c
ïîëó÷èëàñü ñëåãêà èçîãíóòîé. Ïî-âèäèìîìó, ýòà äåôîðìàöèÿ
ïðîèçîøëà çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ íàøåé ñèíóñîèäû ñ øó-
ìîì.

13. Âû÷èñëåíèå ñêåéëîãðàììû
Ýòà ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Gi =
1

Nb − 2J∗a

Nb−J∗a−1∑

j=J∗a

S(ai, bj), i = 0, ...Na − 1, (97)

ãäå J∗a çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (92), åñëè âû÷èñëåíèÿ âåäóòñÿ â
òðåóãîëüíèêå äîñòîâåðíîñòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïî-
ëîæèòü J∗a = 0.
Ãðàôèê ñêåéëîãðàììû ìîäåëüíîãî ðÿäà (74) ïîêàçàí íà ðèñ. 8
(ñì. ñ. 33). Çäåñü æå øòðèõîâîé ëèíèåé ïðî÷åð÷åí ïîðîã îá-
íàðóæåíèÿ ñèãíàëà σ2

0 Z(a, b)Tq êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà a
ïðè çíà÷åíèè ñäâèãà b, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåðåäèíå ðÿäà.

14. Êîíåö àëãîðèòìà.

1Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âûäåëåíèå ñèãíàëà èç øóìà, îïèñàííîå â ýòîì ïóíê-
òå, ìîæíî ïðèìåíÿòü ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñèãíàë çàñîðåí èìåííî áå-
ëûì (íà ïðàêòèêå øèðîêîïîëîñíûì) øóìîì. Òàêîé ïîäõîä áîëåå ñîîòâåòñòâóåò
Ôóðüå-àíàëèçó, ÷åì âåéâëåòàì, ïîñêîëüêó ñìûñë âåéâëåò-àíàëèçà çàêëþ÷àåòñÿ
ñêîðåå â èçó÷åíèè íåðåãóëÿðíîñòåé, ÷åì â èõ èñêëþ÷åíèè.
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Âåéâëåò-àíàëèç ìîäåëüíûõ ôóíêöèé
Â Ôóðüå-àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ, ñîñòîÿùèõ èç ãàðìîíè÷åñêèõ
êîìïîíåíòîâ è øóìà, î÷åíü âàæíî çíàòü, êàêîé âèä èìåþò ýòè
êîìïîíåíòû â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Â ýòîì ïàðàãðàôå, èñïîëüçóÿ âû-
øåïðèâåäåííûé àëãîðèòì, ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå "âåéâëåò-ïîðò-
ðåòû"ìîäåëüíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ è èõ ñòàíäàðòíûõ êîìïîíåíòîâ.

Ñèíóñîèäà
Ðèñ. 11 äàåò âîçìîæíîñòü ñðàâíèòü äâå ñêàëîãðàììû ñèíóñîèäû ñ
ïåðèîäîì 20 ñ, çàäàííîé íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì ∆t = 1 ñ ïðè
N = 100. Ìû âèäèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå MHAT-âåéâëåòà äàåò ñïå-
öèôè÷åñêóþ ñêàëîãðàììó, ñîñòîÿùóþ èç âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé,
ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì ñ èíòåðâàëîì 10 ñ. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî
òåì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ MHAT-âåéâëåòà (êîòîðûé ñàì èìååò ôîð-
ìó øëÿïû, ïóñòü è ìåêñèêàíñêîé) õàðàêòåðíîé äåòàëüþ íà ãðàôèêå
ïîëèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîñòü èëè âîãíóòîñòü
ñèíóñîèäû, ò. å. ïîëóïåðèîä êîëåáàíèÿ. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó
âåéâëåò Ìîðëå, èìåþùèé ôîðìó ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ (õîòÿ
è çàòóõàþùåãî), ðàñïîçíàåò âî âðåìåííîì ðÿäó èìåííî êîëåáàíèÿ
ïîëíîãî ïåðèîäà. Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ õàðàêòåðíàÿ ôîðìà ñèíóñîè-
äû â êîîðäèíàòàõ (a, b, S), ïîõîæàÿ íà ðàâíîìåðíóþ ãîðíóþ ãðÿäó
(ñì. ðèñ. 11,e). Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñêàëîãðàììû ñèíóñîèäû ñî-
îòâåòñòâóåò åå Ôóðüå-îáðàçó, ïîýòîìó âåéâëåò Ìîðëå áîëåå ïðåäïî-
÷òèòåëåí äëÿ àíàëèçà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, ÷åì MHAT-âåéâëåò.

Ðàçðåøåíèå äâóõ ñèíóñîèä
Ñëåäóþùèå äâà ïðèìåðà ïîñâÿùåíû âåéâëåò-àíàëèçó âðåìåííîãî
ðÿäà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ñóììó äâóõ ñèíóñîèä ñ ïåðèîäàìè
P1 = 20 ñ è P2 = 35 ñ ïðè ∆ t = 1 c è N = 100. Íà ðèñ.12 ïîêà-
çàíû ãðàôèê èñõîäíîé ôóíêöèè, åå Ôóðüå-ïåðèîäîãðàììà, ñêàëî-
ãðàììû è ñêåéëîãðàììû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ MHAT-âåéâëåòà
è âåéâëåòà Ìîðëå. Ëåãêî çàìåòèòü (ñì. ðèñ. 12,c,d), ÷òî ñ ïîìîùüþ
MHAT-ïðåîáðàçîâàíèÿ íå óäàåòñÿ ðàçðåøèòü äâà êîìïîíåíòà èñ-
õîäíîãî ðÿäà, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èõ ïåðèîäû ñóùåñòâåííî ðàçëè÷-
íû. Ýòîò ôàêò îáúÿñíÿåòñÿ ñèëüíîé ëîêàëèçàöèåé MHAT-âåéâëåòà
âî âðåìåííîé îáëàñòè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü
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Ðèñ. 6: Ìîäåëüíûé ðÿä (74).

Ðèñ. 7: Ïåðèîäîãðàììà ìîäåëüíîãî ðÿäà (74). Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ �
99-ïðîöåíòíûé ïîðîã îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà â øóìàõ.

Ðèñ. 8: Ñêåéëîãðàììà ìîäåëüíîãî ðÿäà (74). Øòðèõîâîé ëèíèåé ïîêàçàí
99-ïðîöåíòíûé ïîðîã îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà â øóìàõ.
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Ðèñ. 9: Ðåçóëüòàòû âåéâëåò-àíàëèçà ìîäåëüíîãî ðÿäà (74), ïðåäñòàâ-
ëåííûå â âèäå òîïîãðàôè÷åñêèõ êàðò. a � ñêàëîãðàììà; b � ñêåëåòîí ñêà-
ëîãðàììû; c � ñèãíàëüíûé êîìïîíåíò ñêåëåòîíà, âûäåëåííûé èç øóìà
ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.99. Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíû â òðåóãîëüíèêå äîñòî-
âåðíîñòè.
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Ðèñ. 10: Ðåçóëüòàòû âåéâëåò-àíàëèçà ìîäåëüíîãî ðÿäà (74), ïðåäñòàâ-
ëåííûå â âèäå ïîâåðõíîñòåé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. a � ñêàëî-
ãðàììà; b � ñêåëåòîí ñêàëîãðàììû; c � ñèãíàëüíûé êîìïîíåíò ñêåëåòî-
íà, âûäåëåííûé èç øóìà ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.99. Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíû
âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ a è b.
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Ðèñ. 11: Âåéâëåò-àíàëèç ñèíóñîèäû: a �èñõîäíûé ðÿä; b � Ôóðüå-
ïåðèîäîãðàììà; c � ñêàëîãðàììà (MHAT-âåéâëåò); d � ñêåéëîãðàììà
(MHAT-âåéâëåò); e � ñêàëîãðàììà (âåéâëåò Ìîðëå); f � ñêåéëîãðàììà
(âåéâëåò Ìîðëå).

â îáëàñòè ìàñøòàáîâ ñòàíîâèòñÿ î÷åíü íèçêîé. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ
ðåçóëüòàòû âåéâëåò-àíàëèçà íàøåé ñèíóñîèäû ñ ïîìîùüþ âåéâëåòà
Ìîðëå îêàçûâàþòñÿ áîëåå áëàãîïðèÿòíûìè. Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî
îáå ëèíèè óñïåøíî ðàçðåøèëèñü êàê â ñêàëîãðàììå, òàê è â ñêåé-
ëîãðàììå (ñì. ðèñ. 12,e,f). Îáúÿñíÿåòñÿ ýòîò ôàêò ïðîñòî: âåéâëåò
Ìîðëå íå òàê ñèëüíî ëîêàëèçîâàí âî âðåìåíè (îí âñåãäà îõâàòûâàåò
α ïåðèîäîâ), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðè α2 = 2 åãî ðàçðåøàþùàÿ ñïî-
ñîáíîñòü â îáëàñòè ìàñøòàáîâ áîëüøå, ÷åì ó MHAT-âåéâëåòà. Òåì
íå ìåíåå, ìîãóò âîçíèêíóòü ñèòóàöèè, êîãäà äâå áëèçêèå ïî ÷àñòî-
òå ãàðìîíèêè íå áóäóò ðàçðåøàòüñÿ è ñ ïîìîùüþ âåéâëåòà Ìîðëå
ïðè ñòàíäàðòíîì çíà÷åíèè α =

√
2. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèå ïà-

ðàìåòðà α íóæíî óâåëè÷èòü. Ïðè ýòîì ìû, åñòåñòâåííî, óìåíüøèì
âðåìåííîå ðàçðåøåíèå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ
åãî ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè â îáëàñòè ìàñøòàáîâ (ïåðèîäîâ).
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Ðèñ. 12: Ðàçðåøåíèå äâóõ ñèíóñîèä: a � èñõîäíûé ðÿä; b � Ôóðüå-
ïåðèîäîãðàììà; c � ñêàëîãðàììà (MHAT-âåéâëåò); d � ñêàëîãðàììà
(âåéâëåò Ìîðëå); e � ñêåéëîãðàììà (MHAT-âåéâëåò); f � ñêåéëîãðàì-
ìà (âåéâëåò Ìîðëå).

Ñèíóñîèäà ñ ïåðåìåííûì ïåðèîäîì
Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè àíàëèçå ðåãóëÿðíûõ
ñèãíàëîâ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå íå äàåò íîâîé èíôîðìàöèè ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèåì. Ñèòóàöèÿ ðåçêî ìåíÿåòñÿ, êîãäà
ìû ïåðåõîäèì ê ñèãíàëàì, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ìåíÿþòñÿ âî âðå-
ìåíè. Íà ðèñ. 13 ïðèâîäÿòñÿ èñõîäíûé ðÿä, Ôóðüå-ïåðèîäîãðàììà
è ñêàëîãðàììà äëÿ ñèíóñîèäû, ïåðèîä êîòîðîé óìåíüøàåòñÿ âäîëü
äëèíû ðÿäà. Ìû âèäèì, ÷òî Ôóðüå-àíàëèç äàåò â ýòîì ñëó÷àå ïåðè-
îäîãðàììó, â êîòîðîé ïèêè ìîùíîñòè ðàçìàçàíû ïî ñðàâíèòåëüíî
øèðîêîìó äèàïàçîíó ÷àñòîò, â òî âðåìÿ êàê ñêàëîãðàììà ÷åòêî ïî-
êàçûâàåò äðåéô ïåðèîäà âî âðåìåíè.
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Ðèñ. 13: Âåéâëåò-àíàëèç ñèíóñîèäû ñ ïåðåìåííûì ïåðèîäîì: a �
èñõîäíûé ðÿä; b � Ôóðüå-ïåðèîäîãðàììà; c � ñêàëîãðàììà (âåéâëåò Ìîð-
ëå); d � ñêåéëîãðàììà (âåéâëåò Ìîðëå).
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Ðèñ. 14: Âåéâëåò-àíàëèç øóìîâîãî ñèãíàëà: a � äèñêðåòíûé áåëûé øóì;
b � ñêàëîãðàììà (âåéâëåò Ìîðëå); c � ñêåëåòîí ñêàëîãðàììû (ëîêàëè-
çàöèÿ ìàêñèìóìîâ âäîëü øêàëû ìàñøòàáîâ; d � ñêåëåòîí ñêàëîãðàììû
(ëîêàëèçàöèÿ ìàêñèìóìîâ âäîëü îñè âðåìåíè.)
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Äèñêðåòíûé áåëûé øóì
Íà ðèñ. 14 ïîêàçàí ðåçóëüòàò âåéâëåò-àíàëèçà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
100 ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ îäíîé èç ñòàíäàðò-
íûõ ïðîãðàìì ãåíåðèðîâàíèÿ çíà÷åíèé íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è åäèíè÷íóþ äèñïåðñèþ. Íà ðèñ. 14,a ïðåäñòàâëåí âðåìåííîé ðÿä,
à íà ðèñ. 14,b � êàðòèíà ñêàëîãðàììû, èìåþùåé òîïîãðàôèþ ñëîæ-
íîãî ãîðíîãî ìàññèâà. Ðèñ. 14,c,d ïîêàçûâàþò ëèíèè ñêåëåòîíîâ â
íàïðàâëåíèÿõ îñåé âðåìåíè (ñäâèãà) è ïåðèîäîâ (ìàñøòàáîâ). Ìîæ-
íî âèäåòü, ÷òî â ñîñòàâ ïñåâäîñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âõî-
äÿò êàê êâàçèãàðìîíè÷åñêèå êîìïîíåíòû, ýâîëþöèîíèðóþùèå âî
âðåìåíè (ëèíèè, èäóùèå ïî íàïðàâëåíèþ îñè âðåìåíè), òàê è ÷è-
ñòî øóìîâûå êîìïîíåíòû, ò. å. ëèíèè, èäóùèå ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè
âðåìåíè, íà êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ñêàëîãðàììû îñòàþòñÿ ïðèáëèçè-
òåëüíî îäèíàêîâûìè â øèðîêîì äèàïàçîíå ìàñøòàáîâ.

Àâòîðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü
Äëÿ èçó÷åíèÿ ìíîãèõ ïðîöåññîâ, ïðîìåæóòî÷íûõ ïî ñâîåé ïðèðîäå
ìåæäó ïåðèîäè÷åñêèìè è ÷èñòî ñëó÷àéíûìè, èñïîëüçóþòñÿ òàê íà-
çûâàåìûå àâòîðåãðåññèîíûå ìîäåëè AR(p), çàäàâàåìûå â äèñêðåò-
íîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

xk = a1 xk−1 + a2 xk−2 + ... + ap xk−p + ξk k = p + 1, ... , (98)

ãäå a1, a2 ..., ap � ïàðàìåòðû ìîäåëè, p � ïîðÿäîê ìîäåëè, ξk � ãàóñ-
ñîâñêèé áåëûé øóì ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé.
Íàïðèìåð, ìîäåëü AR(0) � ýòî ïðîñòî øóì, AR(1) � ìàðêîâñêèé
ïðîöåññ, AR(2) � ïñåâäîêîëåáàíèÿ è ò.ä.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òèïà (98) õàðàêòåðèçóþòñÿ ñïåêòðàìè, â
êîòîðûõ èìåþòñÿ êîíöåíòðàöèè ìîùíîñòè â óçêèõ èíòåðâàëàõ ÷à-
ñòîò. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñàìè AR-ìîäåëè íå âñêðûâàþò âíóò-
ðåííþþ ñòðóêòóðó âðåìåííîãî ðÿäà. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêóþ âîçìîæ-
íîñòü íàì äàåò âåéâëåò-àíàëèç. Íà ðèñ. 15 è 16 ïîêàçàíû ðåçóëü-
òàòû Ôóðüå-àíàëèçà è âåéâëåò-àíàëèçà àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäåëü-
íûõ ðÿäîâ AR(2) è AR(3):

xk = xk−1 − 0.4xk−2 + ξk k = p + 1, ..., (99)

xk = xk−1 − 0.5xk−2 + 0.4xk−3 + ξk k = p + 1, ... (100)

42



Ðèñ. 15: Àíàëèç àâòîðåãðåññèîííîãî ïðîöåññà (99): a � èñõîäíûé ðÿä; b
� ïåðèîäîãðàììà; ñ � ñêåëåòîí; d � ñêåéëîãðàììà.
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Ðèñ. 16: Âåéâëåò-àíàëèç àâòîðåãðåññèîííîãî ïðîöåññà (100): a � èñõîä-
íûé ðÿä; b � ñêåëåòîí.

Íà ïåðèîäîãðàììå Øóñòåðà ðÿäà (99) ìû âèäèì êîíöåíòðàöèþ
ìîùíîñòè â ïðåäåëàõ îò 0 äî 0.1�0.2 Ãö, îäíàêî â ýòîì äèàïàçîíå
ëèíèè ïëîõî ðàçðåøàþòñÿ. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñóùåñòâîâàíèè â
ñòðóêòóðå ðÿäà êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ. Ñêåëåòîíû ðÿ-
äîâ (99) è (100) ïîäòâåðæäàþò ýòî ïðåäïîëîæåíèå, ïîêàçûâàÿ îä-
íîâðåìåííî, êàê ýòè ïñåâäîãàðìîíè÷åñêèå êîìïîíåíòû ðàçâèâàþò-
ñÿ âî âðåìåíè. Â ñêåëåòîíàõ íàøèõ ðÿäîâ èìåþòñÿ äëèííûå è êî-
ðîòêèå ñèíóñîïîäîáíûå ëèíèè ñ ïåðåìåííûìè èíòåíñèâíîñòÿìè è
ìàñøòàáàìè (ïåðèîäàìè). Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî íà êàðòàõ ñêå-
ëåòîíîâ ïðàêòè÷åñêè íåò ëèíèé, íàïðàâëåííûõ ïåðïåíäèêóëÿðíî
îñè âðåìåíè. Îñíîâíûå ëèíèè ñêåëåòîíîâ îðèåíòèðîâàíû âäîëü îñè
âðåìåíè, ñâèäåòåëüñòâóÿ î ïðåîáëàäàíèè â AR-ïðîöåññàõ ñêîðåå êî-
ëåáàòåëüíûõ, ÷åì ñòîõàñòè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ.
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Àíàëèç ÷èñåë Âîëüôà
Äëÿ îïèñàíèÿ ïÿòíîîáðàçîâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè Ñîëíöà èñïîëü-
çóþò ÷èñëà Âîëüôà

W = k (10 g + f), (101)
ãäå g � ÷èñëî ãðóïï ïÿòåí, âèäèìûõ íà äèñêå Ñîëíöà, f � îáùåå
÷èñëî ïÿòåí, êàê îòäåëüíûõ, òàê è ïðèíàäëåæàùèõ ãðóïïàì, k �
êîýôôèöèåíò äëÿ ïðèâåäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé â åäèíóþ
ñèñòåìó.

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÷èñëà Âîëüôà íå ÿâëÿþòñÿ èñ÷åð-
ïûâàþùåé õàðàêòåðèñòèêîé ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè. Òåì íå ìåíåå,
òîëüêî îíè äàþò íàì àñòðîíîìè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ î âàðèàöèÿõ
ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè â ïðîøëîì, ïîñêîëüêó îáðàáîòêà çàðèñîâîê
äèñêà Ñîëíöà ïîçâîëèëà ñîñòàâèòü ðàâíîìåðíûé ðÿä ñðåäíåãîäî-
âûõ ÷èñåë Âîëüôà, íà÷èíàÿ ñ 1700 ã., à îòäåëüíûå çíà÷åíèÿ ýòîãî
ðÿäà èìåþòñÿ âïëîòü äî íà÷àëà 17 ñòîëåòèÿ, êîãäà ñîëíå÷íûå ïÿòíà
áûëè îòêðûòû Ãàëèëååì.

Ðÿä ÷èñåë Âîëüôà � ýòî çíàìåíèòûé âðåìåííîé ðÿä. Âî-ïåðâûõ,
îí èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ïðîáëåìå ñîëíå÷íî-çåìíûõ ñâÿçåé, âî-
âòîðûõ, èìåííî îí èñïîëüçîâàëñÿ Øóñòåðîì (1906) è Þëîì (1928)
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿ-
äîâ � ïåðèîäîãðàììû è ìîäåëè àâòîðåãðåññèè.

Íå ïðåòåíäóÿ íà èñ÷åðïûâàþùèé àíàëèç ôèçè÷åñêèõ ïðè÷èí
ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè, èñïîëüçóåì ðÿä ÷èñåë Âîëüôà äëÿ äåìîí-
ñòðàöèè âîçìîæíîñòåé âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Íà ðèñ. 17,a ïîêà-
çàíû ñðåäíåãîäîâûå çíà÷åíèÿ ÷èñåë Âîëüôà íà ïðîìåæóòêå îò 1700
äî 1999 ã.

Èçó÷åíèå ýòîãî ðÿäà âî âðåìåííîé îáëàñòè ïîêàçûâàåò ìíîãî
õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé. Âî-ïåðâûõ, ÷åòêî âèäíà ïîâòîðÿåìîñòü
ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ ñ õàðàêòåðíûì ïåðèîäîì ïðèáëèçèòåëü-
íî 11 ëåò (áîëåå òîíêîå èçó÷åíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæ-
äó ìàêñèìóìàìè íå îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè, à ïðåòåðïåâàþò íåáîëü-
øèå èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè). Âî-âòîðûõ, ëåãêî óñìàòðèâàåòñÿ ðàçëè-
÷èå ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé ðÿäà (òàê, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè-
õîäèòñÿ íà 1957 ã.). Âñå ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ðÿäà
ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè è ÷òî Ôóðüå-àíàëèç íå ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûì
ìåòîäîì äëÿ åãî èññëåäîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðèîäîãðàììå
Øóñòåðà (ðèñ. 17,b) íàøåãî ðÿäà, îñâîáîæäåííîãî îò ëèíåéíîãî
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Ðèñ. 17: Àíàëèç ÷èñåë Âîëüôà: a � ðÿä ñðåäíåãîäîâûõ ÷èñåë Âîëüôà 1700�
1999; b � ïåðèîäîãðàììà Øóñòåðà (cïëîøíàÿ ëèíèÿ), ñãëàæåííàÿ ïåðè-
îäîãðàììà (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), 99-ïðîöåíòíûé ïîðîã îáíàðóæåíèÿ ñèã-
íàëà â øóìàõ (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ); c � ñêåéëîãðàììà â äèàïà-
çîíå 5-120 ëåò; d � ñêåéëîãðàììà â äèàïàçîíå 5-15 ëåò.
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Ðèñ. 18: Âåéâëåò-àíàëèç ðÿäà ÷èñåë Âîëüôà: a � cêåëåòîí â äèàïàçîíå
ïåðèîäîâ (ìàñøòàáîâ) 5-120 ëåò; b � ñêàëîãðàììà â äèàïàçîíå ïåðèîäîâ
5-15 ëåò; c � ñêåëåòîí â äèàïàçîíå ïåðèîäîâ 5-15 ëåò.
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òðåíäà

tr(t) = (33.9± 2.3) + (0.105± 0.013)(t− 1700), (102)

ìû âèäèì äâå çíà÷èìûå êîíöåíòðàöèè ìîùíîñòè, ïðèõîäÿùèåñÿ íà
÷àñòîòû 0.00-0.02 è 0.08-0.10 öèêëà â ãîä. Â ïåðâîé ïîëîñå åñòü ïè-
êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäàì 204.5; 102.3 è 56.8 ãîäà. Âî âòîðîé
ïîëîñå èìåþòñÿ ÷åòûðå ìàêñèìóìà ñ ïåðèîäàìè 12.04; 11.00; 10.55
è 10.03 ãîäà. Â îáåèõ ïîëîñàõ ÷àñòîò ïåðèîäîãðàììà ñèëüíî èçðå-
çàíà. Èçðåçàííîñòü ïåðèîäîãðàììû ñâèäåòåëüñòâóåò î çíà÷èòåëü-
íîé ñòîõàñòè÷íîñòè, ïðèñóùåé ïðîöåññó ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè. Â
ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ïðèáåãàþò ê ñãëàæè-
âàíèþ ïåðèîäîãðàììû. Ðåçóëüòàòû ñãëàæèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ îêíà
Òüþêè ïðè ïàðàìåòðàõ ñãëàæèâàíèÿ N∗ = 150 è a = 0.25 ïîêàçàíû
øòðèõîâîé ëèíèåé íà ðèñ. 17,b. Ìû âèäèì, ÷òî è ïåðèîäîãðàììà
Øóñòåðà, è åå ñãëàæåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ðÿä
ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè ñîñòîèò èç òðåõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êîìïî-
íåíòîâ ñ ïåðèîäàìè ïðèáëèçèòåëüíî 100, 57 è 11 ëåò, � è ýòî âñå,
÷òî Ôóðüå-àíàëèç ìîæåò äàòü ïðè èññëåäîâàíèè ýòîãî ðÿäà.

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó âåéâëåò-àíàëèç ïîçâîëÿåò óâèäåòü
íå òîëüêî êîíöåíòðàöèè ìîùíîñòè íà èçâåñòíûõ ìàñøòàáàõ, íî è
ïðîñëåäèòü çà èõ ðàçâèòèåì âî âðåìåíè. Íà ðèñ. 18,a ïðåäñòàâëå-
íà ñêàëîãðàììà, âû÷èñëåííàÿ ñ âåéâëåòîì Ìîðëå â äèàïàçîíå ìàñ-
øòàáîâ îò 5 äî 120 ëåò. Çäåñü èìåþòñÿ òðè ñïåêòðàëüíûå ëèíèè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ìàñøòàáàì (ïåðèîäàì) 100, 54 è 11 ãîäàì, îäíà-
êî, â îòëè÷èå îò Ôóðüå-ñïåêòðà, ìû âèäèì, ÷òî è ïåðèîäû, è àì-
ïëèòóäû ýòèõ ëèíèé èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè. Íà ðèñ.18,b ïîêàçàí
òîëüêî ó÷àñòîê ñêàëîãðàììû â äèàïàçîíå ìàñøòàáîâ îò 5 äî 15 ëåò.
Çäåñü ýòè èçìåíåíèÿ âèäíû îñîáåííî ÿñíî. Õàðàêòåðíîé îñîáåííî-
ñòüþ ÿâëÿåòñÿ ðåçêîå ïàäåíèå èíòåíñèâíîñòè ïÿòíîîáðàçîâàíèÿ ñ
1800 ïî 1830 ã., ñîïðîâîæäàþùååñÿ îäíîâðåìåííûì èçìåíåíèåì ïå-
ðèîäà. Åùå áîëåå ÷åòêî èçìåíåíèå ïåðèîäà âî âðåìåíè ïîêàçàíî íà
ðèñ. 18,c, ãäå ïðèâîäèòñÿ íå êîíòóðû ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé, à òîëüêî
ëèíèè ñêåëåòîíà. Ìû âèäèì, ÷òî îñíîâíîé, 11-ëåòíèé öèêë Ñîëí-
öà, èìåþùèé âèä èçâèëèñòîé ëèíèè, èäóùåé âäîëü îñè âðåìåíè,
ïåðåñåêàåòñÿ øóìîâûìè ïîëîñàìè, âûòÿíóòûìè â ïåðïåíäèêóëÿð-
íîì íàïðàâëåíèè. Ýòîò ôàêò ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïÿòíîîáðàçîâà-
òåëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü Ñîëíöà õàðàêòåðèçóåòñÿ íå òîëüêî ïåðèîäè-
÷åñêèì ìåõàíèçìîì ñ ïåðåìåííûìè ïåðèîäîì è àìïëèòóäîé, íî è
àääèòèâíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè êîìïîíåíòàìè òèïà áåëîãî øóìà.
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Êðèâàÿ áëåñêà êâàçàðà 3C273
Îáúåêò 3Ñ273 áûë èäåíòèôèöèðîâàí êàê êâàçàð â 1963 ã. Ýòî ñà-
ìûé áëèçêèé è ñàìûé ÿðêèé èç èçâåñòíûõ êâàçàðîâ. Íà ðèñ.19,a
ïîêàçàíà åãî êðèâàÿ áëåñêà â ïîëîñå V íà èíòåðâàëå âðåìåíè îò
1887 äî 1997 ã. ñ øàãîì 100 ñóò. Ïåðâàÿ ÷àñòü (1887.57 � 1967.24)
ýòîé êðèâîé áûëà ñîñòàâëåíà Êóíêåëåì (1967) ïî ôîòîãðàôè÷å-
ñêèì è ôîòîýëåêòðè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì. Âòîðàÿ ÷àñòü (1968.09 �
1997.27) � îñíîâàíà íà áàçå äàííûõ (Òåðëåð è äð., 1999; http://
obswww.unige.ch/3c273/), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ áëåñê â ïîëîñå V áûë
âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

V = 16.5− 2.5 lg(F ), (103)

ãäå F çàäàí â ìèëëèÿíñêèõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èìåþùèåñÿ íà-
áëþäåíèÿ êâàçàðà íå çàïîëíÿþò îñü âðåìåíè ðàâíîìåðíî. Äëÿ ñî-
ñòàâëåíèÿ ðàâíîìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ïðèìåíÿëîñü îñðåäíåíèå
äàííûõ íà ïðîìåæóòêàõ äëèíîé 100 ñóò. ñ ïîñëåäóþùèì çàïîëíå-
íèåì ïóñòûõ ïðîìåæóòêîâ ìåòîäîì ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè.

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ëèíåéíîãî òðåíäà

tr(t) = (12.737± 0.004) + (1.852± 0.004)10−3 (t− 1900) (104)

ìû âû÷èñëèëè ïåðèîäîãðàììóØóñòåðà (ðèñ. 19,b), íà êîòîðîé èìå-
åòñÿ 7 ïèêîâ, ïðåâûøàþùèõ 99-ïðîöåíòíûé ïîðîã îáíàðóæåíèÿ ñèã-
íàëà â øóìàõ. Ýòè ïèêè ìîãóò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î ñóùåñòâîâàíèè
â áëåñêå êâàçàðà 3Ñ273 ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ ñ ïåðèîäàìè
56.0, 33.0, 25.5, 17.0, 14.4, 12.5 è 11.2 ãîäà. Îäíàêî ñèëüíàÿ èçðåçàí-
íîñòü ïåðèîäîãðàììû ñâèäåòåëüñòâóåò, êàê ïðàâèëî, î íåñòàáèëü-
íîñòè ýòèõ ãàðìîíèê. Ðåçóëüòàòû ñãëàæèâàíèÿ ïåðèîäîãðàììû ìå-
òîäîì Òüþêè (N∗ = 200; a = 0.25) ïîêàçàíû øòðèõîâîé ëèíèåé
íà ðèñ. 19,b. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç Ôóðüå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü çà-
êëþ÷åíèå î òîì, ÷òî êðèâàÿ áëåñêà êâàçàðà 3Ñ273 ïî ñâîåé ïðèðîäå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óçêîïîëîñíûé øóì â ïîëîñå ÷àñòîò îò 0 äî 0.1
öèêëà â ãîä.

Íà ðèñ. 20,a ïîêàçàíû ëèíèè ñêåëåòîíà â äèàïàçîíå ïåðèîäîâ
îò 1 äî 65 ëåò. Îñíîâíûå åå äåòàëè ñêîíöåíòðèðîâàíû â îáëàñòè
ïåðèîäîâ îò 1 äî 35 ëåò, êîòîðóþ ìû ïîêàçûâàåì îòäåëüíî â âèäå
ñêàëîãðàììû (ðèñ. 20,b) è â âèäå êàðòû åå ñêåëåòîíà (ðèñ. 20,ñ).

Ìû âèäèì, ÷òî ëèíèè ñêåëåòîíà îðèåíòèðîâàíû ïðåèìóùåñòâåí-
íî âäîëü îñè âðåìåíè, ÷òî ãîâîðèò â ïîëüçó ñóùåñòâîâàíèÿ â êðè-
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Ðèñ. 19: Àíàëèç áëåñêà êâàçàðà 3Ñ273: a � êðèâàÿ áëåñêà êâàçàðà 3Ñ273
(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è åå òðåíä (ïóíêòðíàÿ ëèíèÿ); b � ïåðèîäîãðàììà
Øóñòåðà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), ñãëàæåííàÿ ïåðèîäîãðàììà (øòðèõîâàÿ
ëèíèÿ), 99-ïðîöåíòíûé ïîðîã îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà â øóìàõ (øòðèõ-
ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ); c � ñêåéëîãðàììà.
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Ðèñ. 20: Âåéâëåò-àíàëèç êðèâîé áëåñêà êâàçàðà 3Ñ273: a � cêåëåòîí â
äèàïàçîíå ïåðèîäîâ (ìàñøòàáîâ) 1-65 ëåò; b � ñêàëîãðàììà â äèàïàçîíå
ïåðèîäîâ 1-35 ëåò; c � ñêåëåòîí â äèàïàçîíå ïåðèîäîâ 1-35 ëåò;
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âîé áëåñêà êâàçàðà 3C273 ñèíóñîïîäîáíûõ êîìïîíåíòîâ. Áîëåå òî-
ãî, çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðèîäîâ, ïîëó÷åííûõ ïî ïåðèîäîãðàììå Øóñòå-
ðà, ïîäòâåðæäàþòñÿ ñêàëîãðàììîé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ
î÷åíü âàæíûì, ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èçðå-
çàííîñòü ïåðèîäîãðàììû îáúÿñíÿåòñÿ íå òåì, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ
ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè (ýòî âåðíî òîëüêî
äëÿ áåëîãî øóìà), à òåì, ÷òî ïåðèîäîãðàììà êðèâîé áëåñêà êâàçà-
ðà 3Ñ273 íà ñàìîì äåëå ðåãèñòðèðóåò êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëû,
êîòîðûå âîçíèêàþò è èñ÷åçàþò ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Ýòîò ôàêò ãî-
âîðèò î òîì, ÷òî ïåðèîäîãðàììà Øóñòåðà è ñêàëîãðàììà äîïîëíÿ-
þò äðóã äðóãà: ïåðâàÿ îáíàðóæèâàåò â äàííûõ ãàðìîíè÷åñêèå èëè
êâàçèãàðìîíè÷åñêèå êîìïîíåíòû ñ âûñîêèì ÷àñòîòíûì, íî ñ íó-
ëåâûì âðåìåííûì ðàçðåøåíèåì, à âòîðàÿ ïîçâîëÿåò ëîêàëèçîâàòü
ãàðìîíèêè âî âðåìåíè (ñ ïëîõèì ðàçðåøåíèåì ïî ìàñøòàáó).

Â àñòðîôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå äîëãî îáñóæäàëñÿ âîïðîñ î ôè-
çè÷åñêîé ìîäåëè êðèâîé áëåñêà êâàçàðà 3Ñ273. Îäíè àâòîðû îáú-
ÿñíÿëè êðèâóþ áëåñêà ñóïåðïîçèöèåé ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé,
äðóãèå � ñòîõàñòè÷åñêèìè ýôôåêòàìè òèïà àâòîðåãðåññèîííûõ ìî-
äåëåé. Ýòè àëüòåðíàòèâû (ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ èëè ñòîõàñòè-
÷åñèå âñïûøêè) áûëè îñíîâàíû íà ñïåöèôèêå ïðèìåíÿâøèõñÿ ìå-
òîäîâ � ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå è àâòîðåãðåññèîííîãî àíàëèçà. Ìû
âèäèì, ÷òî ñïåöèôèêà âåéâëåò-àíàëèçà â èçâåñòíîé ñòåïåíè îáúåäè-
íÿåò ýòè äâà ïîäõîäà, ïîçâîëÿÿ îáúÿñíèòü êðèâóþ áëåñêà êâàçàðà
3Ñ273 ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà ñòîõàñòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷íîñòåé, ò. å.
êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, âîçíèêàþùèõ è èñ÷åçàþùèõ ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì. Èíòåðåñíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî îòñóòñòâèå íà
ðèñ. 20,ñ ëèíèé, îðèåíòèðîâàííûõ âäîëü îñè ïåðèîäîâ, ãîâîðèò î
òîì, ÷òî â êðèâîé áëåñêà êâàçàðà 3C273 îòñóòñòâóåò àääèòèâíûé
øóìîâîé êîìïîíåíò, ò. å. ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ÿâëÿåò-
ñÿ îñíîâíûì ìåõàíèçìîì, îáúÿñíÿþùèì õàðàêòåð èçìåíåíèÿ áëåñ-
êà ýòîãî êâàçàðà.
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Óïðàæíåíèÿ
1. Ñîñòàâüòå ïðîãðàììó àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ ïîìîùüþ âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëüçóÿñü àëãîðèòìîì, ïðèâåäåííûì íà ñ. 23-31.
2. Ìîäèôèöèðóéòå ïðîãðàììó òàê, ÷òîáû ïðè âû÷èñëåíèè âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåéòè îò ìàñøòàáà a ê ÷àñòîòå ν = 2π/a.

Èñïîëüçóÿ ýòè ïðîãðàììû, ïðîâåäèòå àíàëèç ñëåäóþùèõ ìî-
äåëüíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ.

• Ñêà÷îê ïåðèîäà
Ýòîò ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíîé âèçèòíîé êàðòî÷êîé âåé-
âëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ãðàôè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå Âû
ïîëó÷èòå, âûïîëíÿÿ ýòî óïðàæíåíèå, ìîæíî âñòðåòèòü âî ìíî-
ãèõ ðóêîâîäñòâàõ ïî âåéâëåòàì.
Ñìîäåëèðóéòå äëÿ ÷åòíîãî N äâà ñëåäóþùèõ ðÿäà:

xk = A1 cos(2πν1tk − φ1) + A1 cos(2πν2tk − φ2), (105)

yk =
{

A1 cos(2πν1tk − φ1), k ≤ N/2,
A1 cos(2πν2tk − φ2), k > N/2,

(106)

tk = ∆t k, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1. (107)

Ïîëó÷èòå ïåðèîäîãðàììû è ñêàëîãðàììû äâóõ ðÿäîâ. Äàéòå
îáúÿñíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

• Ñêà÷îê àìïëèòóäû
Äëÿ ÷åòíîãî çíà÷åíèÿ N cìîäåëèðóéòå äâà ðÿäà

xk = A1 cos(2πν1tk − φ1), (108)

yk =
{

A1 cos(2πν1tk − φ1), k ≤ N/2,
A2 cos(2πν1tk − φ2), k > N/2,

(109)

tk = ∆t k, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1. (110)
Îáúÿñíèòå ðàçëè÷èå ïåðèîäîãðàìì è ñêàëîãðàìì äâóõ ðÿäîâ
ïðè A1 6= A2.
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• Äðåéô ÷àñòîòû
Ïîëó÷èòå ìîäåëüíûé ðÿä

xk = A cos
(

2πtk
Pk

)
, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, (111)

ãäå A � àìïëèòóäà, Pk � ïåðåìåííûé ïåðèîä:

Pk = P

[
1 +

1
2

sin
(

2πtk
P0

)]
, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1. (112)

Çäåñü P � íà÷àëüíûé ïåðèîä ãàðìîíè÷åñêîãî êîìïîíåíòà;
P0 � ïåðèîä èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû P .
Ïîñòðîéòå ñêàëîãðàììó ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðîâ:
N = 100, ∆t = 1 c, A = 1, P = 15 c, P0 = 200 c.
Ïî÷åìó øèðèíà ëèíèè ãàðìîíè÷åñêîãî êîìïîíåíòà ñ ïåðåìåí-
íûì ïåðèîäîì ìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà b?

• Ñèíóñîèäû â áåëîì øóìå
Ïîëó÷èòå ìîäåëüíûé ðÿä

xk = A1 cos(2πν1tk − φ1) + A2 cos(2πν2tk − φ2) + σnnk, (113)

tk = ∆t k, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, (114)

ãäå
∆t � ïîñòîÿííûé øàã âûáîðêè;
Ai, νi, φi, i = 1, 2, � àìïëèòóäû, ÷àñòîòû è ôàçû äâóõ ãàðìî-
íè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ;
nk, k = 0, 1, 2, . . . , N −1, � çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íó-
ëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé,
ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó (øóìîâîé êîìïîíåíò
ðÿäà);
σn � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå øóìîâîãî êîìïîíåí-
òà nk, êîòîðîå ìîæíî âû÷èñëèòü ÷åðåç îòíîøåíèå "ñèãíàë ê
øóìó"γ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
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σn =

√
A2

1 + A2
2

2γ
. (115)

Çàäàâàåìûå ïàðàìåòðû ðÿäà:
1) õàðàêòåðèñòèêè ãàðìîíèê Ai, νi, φi, i = 1, 2;
2) îòíîøåíèå "ñèãíàë ê øóìó" γ.
Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå óïðàæíåíèÿ è îòâåòüòå íà çàäàííûå
âîïðîñû.

1. Ïîëó÷èòå ñêàëîãðàììû ðÿäà (113) ïðè N = 100 è N =
1000. Ïî÷åìó ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü âåéâëåò-ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ íå çàâèñèò îò äëèíû ðÿäà?

2. Êàê îáåñïå÷èòü ðàçðåøåíèå â ñêàëîãðàììå äâóõ áëèçêèõ
ïî ÷àñòîòå ãàðìîíèê (ñêàæåì, ν1 = 10Ãö è ν2 = 12Ãö
ïðè ∆t = 1 ñ)?

3. Èñïîëüçóÿ ïðîãðàììó âåéâëåò-àíàëèçà, ïîñòðîéòå ñêàëî-
ãðàììû ðÿäà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ áëèçêèõ ïî ÷àñòîòå ãàð-
ìîíèê, òàê, ÷òîáû óâèäåòü ýôôåêòû ñëèÿíèÿ ëèíèé, à
òàêæå êàðòèíû èõ ÷àñòè÷íîãî è ïîëíîãî ðàçðåøåíèÿ.

• Ëèíåéíûé òðåíä
Ïîëó÷èòå ìîäåëüíûé ðÿä

xk = a + b tk, (116)

tk = ∆t k, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, (117)

ãäå ∆t � ïîñòîÿííûé øàã âûáîðêè; a, b � ïàðàìåòðû òðåíäà.
Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå óïðàæíåíèÿ è îòâåòüòå íà çàäàííûå
âîïðîñû.
1. Ïîñòðîéòå ñêàëîãðàììû è ñêåëåòîíû ëèíåéíîãî òðåíäà ïðè
a 6= 0 è b 6= 0.
2. Ïîñòðîéòå ñêàëîãðàììó ðÿäà (116) ïðè b = 0. Â êàêèõ ñëó-
÷àÿõ ýôôåêò ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî îáíàðóæèâàåòñÿ â ñêà-
ëîãðàììå âîïðåêè ñîîòíîøåíèþ (13)?
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• Âåéâëåò-àíàëèç øóìà
Ïîëó÷èòå ìîäåëüíûé ðÿä

xk = ξk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, (118)

ãäå ξk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, � âûáîðêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ
íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñè-
åé, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó;
Ïîëó÷èòå ñêàëîãðàììû íåñêîëüêèõ ðåàëèçàöèé øóìà, ïîëüçó-
ÿñü ñòàíäàðòíûìè ïðîãðàììàìè ãåíåðàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Ïî÷åìó â êàðòàõ
ñêåëåòîíîâ âñåãäà ïðèñóòñòâóþò ëèíèè, îðèåíòèðîâàííûå è
âäîëü îñè âðåìåíè, è âäîëü îñè ìàñøòàáîâ?

• Ïñåâäîêîëåáàíèÿ
Ïîñòðîéòå ñëåäóþùèå ìîäåëüíûå ðÿäû:

xk = 1.372 xk−1−0.693 xk−2+16.55 ξk, k = 2, 3, ...N−1, (119)

xk = 1.246 xk−1−0.344 xk−2 +0.052 ξk k = 2, 3, ...N−1, (120)

ãäå
x0 = 0, x1 = 0 � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ;
ξk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, � âûáîðêà èç ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ
íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñè-
åé, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó.
Ïîëó÷èòå íåñêîëüêî ðåàëèçàöèé ðÿäîâ (119) è (120), ïîëü-
çóÿñü ñòàíäàðòíûìè ïðîãðàììàìè ãåíåðàöèè íîðìàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, è ïîñòðîéòå èõ ñêåëåòîíû.
Ðÿäû (119) è (120) � ýòî àâòîðåãðåññèîííûå ìîäåëè ðÿäà ÷è-
ñåë Âîëüôà è êðèâîé áëåñêà êâàçàðà 3Ñ273 (îñâîáîæäåííûå
îò ëèíåéíûõ òðåíäîâ). Ñðàâíèòå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Âà-
ìè äëÿ ìîäåëåé (119) è (120), ñ õàðàêòåðèñòèêàìè âåéâëåò-
àíàëèçà èñõîäíûõ ðÿäîâ, êîòîðûå ïðèâåäåíû â äâóõ ïðåäû-
äóùèõ ïàðàãðàôàõ.
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