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Àííîòàöèÿ. Ïðåäìåò êíèãè � ýëåìåíòàðíàÿ òîïîëîãèÿ. Âêëþ÷åíû:îñíîâîïîëàãàþùèé ìàòåðèàë ïî îáùåé òîïîëîãèè è ââåäåíèå â àë-ãåáðàè÷åñêóþ òîïîëîãèþ ÷åðåç åå íàèáîëåå êëàññè÷åñêèé è ýëåìåí-òàðíûé ðàçäåë, âûñòðàèâàþùèéñÿ âîêðóã ïîíÿòèé �óíäàìåíòàëü-íîé ãðóïïû è íàêðûâàþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Ñòåðæíåì èçëîæåíèÿÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàë, îáû÷íî âõîäÿùèé â ëåêöèîííûé êóðñ ãåîìåò-ðèè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãîóíèâåðñèòåòà. Ýòîò ìàòåðèàë èëëþñòðèðîâàí è äîïîëíåí áîëüøèìêîëè÷åñòâîì äðóãèõ çàäà÷ ðàçíîé ñòåïåíè òðóäíîñòè.



Ïðåäèñëîâèå iiiÏàìÿòè Âëàäèìèðà Àáðàìîâè÷à �îõëèíà (1919�1984)� íàøåãî ó÷èòåëÿÏðåäèñëîâèåÏðåäìåò êíèãè � ýëåìåíòàðíàÿ òîïîëîãèÿÏîä ýëåìåíòàðíîñòüþ ïîíèìàþò áëèçîñòü ê îñíîâàì, ýëåìåíòàì. Íå-âîçìîæíî îïðåäåëèòü òî÷íî ðàç è íàâñåãäà, êàêàÿ òîïîëîãèÿ ýëåìåíòàð-íà, à êàêàÿ � íå î÷åíü. Ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòü ïðåäìåòà � ýòî òî, ñ ÷åãîçíàòîê ïðåäìåòà íà÷èíàåò îáó÷àòü íîâè÷êà.Ìû ïîëàãàåì, ÷òî íàø ó÷åíèê óæå ãîòîâ èçó÷àòü òîïîëîãèþ è íåáóäåì ïûòàòüñÿ çàâîåâàòü åãî âíèìàíèå è ðàñïîëîæåíèå òîðîïëèâûìèíåâðàçóìèòåëüíàìè ðàññêàçàìè î òàêèõ òàèíñòâåííûõ è ïðèâëåêàòåëü-íûõ âåùàõ êàê áóòûëêà Êëåéíà.1 Âñåìó ñâî¼ âðåìÿ. Êîãäà äîéä¼ò ÷åð¼ääî áóòûëêè Êëåéíà, áóäåò è áóòûëêà Êëåéíà. Íà÷í¼ì æå ìû ñ òîãî, ÷òîòàêîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òî åñòü íà÷í¼ì ñ îáùåé òîïîëîãèè.Îáùàÿ òîïîëîãèÿ óæå äàâíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ îáùåìàòåìàòè÷åñêîãîÿçûêà. Îíà ó÷èò ïîíÿòíî è òî÷íî ãîâîðèòü î âåùàõ, ñâÿçàííûõ ñ èäååéíåïðåðûâíîñòè. Îíà íóæíà íå òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû îáúÿñíèòü, ÷òîæå òàêîå áóòûëêà Êëåéíà. Ýòî åù¼ è ñïîñîá ïðèâíåñòè ãåîìåòðè÷åñêèåîáðàçû â ëþáóþ îáëàñòü ìàòåìàòèêè, êàê áû äàëåêà îò ãåîìåòðèè ýòàîáëàñòü íè áûëà íà ïåðâûé âçãëÿä.Êàê îáëàñòü àêòèâíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, îáùàÿ òîïîëîãèÿ ïðàê-òè÷åñêè çàâåðøåíà. Ïîñòîÿííîå èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå îáùåãî ìàòå-ìàòè÷åñêîãî ÿçûêà îòïîëèðîâàëè ñèñòåìó å¼ îïðåäåëåíèé è òåîðåì. Âíàøè äíè å¼ èçó÷åíèå äåéñòâèòåëüíî íàïîìèíàåò ñêîðåå èçó÷åíèå ÿçû-êà, íåæåëè ìàòåìàòèêè: ïðèõîäèòñÿ âûó÷èâàòü ìíîãî íîâûõ ñëîâ, òîãäàêàê äîêàçàòåëüñòâà áîëüøèíñòâà òåîðåì ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòû. Çàòî òåî-ðåì ýòèõ î÷åíü ìíîãî. Ýòî è íå óäèâèòåëüíî � îíè èãðàþò ðîëü ïðàâèë,ðåãóëèðóþùèõ óïîòðåáëåíèå ñëîâ.Êíèãà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîìïåðâîé ÷àñòè êíèãè. Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà ââåäåíèþ â àëãåáðàè÷å-ñêóþ òîïîëîãèþ ÷åðåç å¼ íàèáîëåå êëàññè÷åñêèé è ýëåìåíòàðíûé ðàçäåë,âûñòðàèâàþùèéñÿ âîêðóã ïîíÿòèé �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû è íàêðû-âàþùåãî ïðîñòðàíñòâà.1Êòî èùåò òàêîé ýëåìåíòàðíîé òîïîëîãèè, ëåãêî íàéä¼ò å¼ âî ìíîæåñòâå êíèæåê ïîíàãëÿäíîé òîïîëîãèè ñ êðàñèâûìè êàðòèíêàìè.



iv Â ýëåìåíòàðíóþ òîïîëîãèþ ìû âêëþ÷èëè áû åù¼ è íà÷àëüíûå ñâåäå-íèÿ î ìíîãîîáðàçèÿõ � ïðîñòðàíñòâàõ, ëîêàëüíî óñòðîåííûõ òàê æå, êàêåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Îñîáåííî ýëåìåíòàðíû îäíîìåðíûå è äâóìåð-íûå ìíîãîîáðàçèÿ, òî åñòü êðèâûå è ïîâåðõíîñòè. Íî êíèæêà íå äîëæíàáûòü ñëèøêîì òîëñòîé, è íàì ïðèøëîñü îñòàíîâèòüñÿ.Íåñêîëüêî îñîáíÿêîì ñòîèò ãëàâà 5, ìàòåðèàë êîòîðîé ñâÿçàí ñ ðàç-ëè÷íûìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè. Õîòÿ îí è èãðàåò â íèõ ñóùåñòâåííóþðîëü, îí íå ñòîëü óæ âàæåí ïðè èçó÷åíèè îáùåé òîïîëîãèè. ×àùå âñåãîåãî èçó÷åíèå ìîæíî îòëîæèòü äî òîé ïîðû, ïîêà îí íå ïîÿâèòñÿ ñîäåð-æàòåëüíûì îáðàçîì â äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñàõ (â êîòîðûõ ðå÷üïîéäåò î ãðóïïàõ Ëè, �óíêöèîíàëüíîì àíàëèçå è ò. ä.). Â êîíòåêñòåíàøåé êíèãè îí èíòåðåñåí òåì, ÷òî îáåñïå÷èâàåò áîëüøîé íàáîð ðàçíî-îáðàçíûõ ïðèìåðîâ è óïðàæíåíèé.Îñîáåííîñòè îðãàíèçàöèè òåêñòàÄàæå ïðè áåãëîì ïðîñìîòðå îáíàðóæèâàåòñÿ íåñòàíäàðòíîñòü îðãà-íèçàöèè òåêñòà ýòîé êíèãè. Ìû ñîçíàòåëüíî ïîøëè íà íåñêîëüêî íîâî-ââåäåíèé. Íàäååìñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü áûñòðî îñâîèòñÿ ñ íèìè è íàéä¼ò èõïîëåçíûìè.Ìû çíàåì, ÷òî íóæäû è èíòåðåñû íàøèõ ÷èòàòåëåé ðàçíîîáðàçíû, èîñîçíàåì, êàê òðóäíî ñäåëàòü êíèæêó èíòåðåñíîé è ïîëåçíîé äëÿ êàæ-äîãî ÷èòàòåëÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû ðàçìåòèëè òåêñò òàê, ÷òîáû÷èòàòåëü ìîã ëåãêî îïðåäåëèòü, ÷åãî ìîæíî æäàòü îò êàæäîãî êóñî÷êàòåêñòà. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ýòî ïîçâîëèò åìó îðãàíèçîâàòü èçó÷åíèå ìàòå-ðèàëà êíèãè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèìè âêóñàìè è âîçìîæíîñòÿìè. Ýòîéöåëè ñëóæàò íåñêîëüêî îñîáåííîñòåé îðãàíèçàöèè òåêñòà êíèãè.Ïðåæäå âñåãî, ìû âûäåëèëè îñíîâíóþ, òàê ñêàçàòü, ëåêöèîííóþ ëè-íèþ. Ýòî òîò ìàòåðèàë, êîòîðûé ìû ñ÷èòàåì îñíîâíûì. Îí ñîñòàâëÿåòñðàâíèòåëüíî íåáîëüøóþ ÷àñòü òåêñòà.×àñòî îí ïåðåáèâàåòñÿ êîíêðåòíûìè ïðèìåðàìè, èëëþñòðàòèâíûìèè òðåíèðîâî÷íûìè çàäà÷àìè è îáñóæäåíèåì ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìèïðèìåðàìè è çàäà÷àìè, íî íå èñïîëüçóåìûõ â äàëüíåéøåì. Íåêîòîðûåèç ýòèõ ïîíÿòèé èãðàþò îñíîâîïîëàãàþùóþ ðîëü â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìà-òåìàòèêè, íî çäåñü îíè âòîðîñòåðïåííû.Ñëîâîì, îñíîâíàÿ ëèíèÿ ïðè ïåðâîé æå âîçìîæíîñòè ïåðåáèâàåòñÿâàðèàöèÿìè . Âàðèàöèè ãðà�è÷åñêè ÿñíî îòäåëåíû îò îñíîâíîé òåìû.Âòîðàÿ îñîáåííîñòü, îòëè÷àþùàÿ ýòó êíèãó îò áîëüøèíñòâà äðóãèõó÷åáíèêîâ, � îòäåë¼ííîñòü äîêàçàòåëüñòâ îò �îðìóëèðîâîê. Îíà âûãëÿ-äèò ïî÷òè êàê çàäà÷íèê. Ïðè æåëàíèè ýòó êíèãó ëåãêî áûëî áû ñäåëàòüìàëîîòëè÷èìîé ïî âèäó îò ñîòåí äðóãèõ ó÷åáíèêîâ ìàòåìàòèêè. Äëÿýòîãî íóæíî âñå âàðèàöèè ïåðåìåñòèòü â êîíöû ïàðàãðà�îâ òàê, ÷òîáû



Ïðåäèñëîâèå vîíè âûãëÿäåëè áû óïðàæíåíèÿìè ê îñíîâíîìó òåêñòó, à äîêàçàòåëüñòâàòåîðåì ïîìåñòèòü íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå èõ �îðìóëèðîâîê.Äëÿ êîãî ýòà êíèæêà?×èòàòåëü ìîæåò ñìåëî áðàòüñÿ çà ýòó êíèæêó, åñëè â ñâîåì îáðàçîâà-íèè îí áëàãîïîëó÷íî äîáðàëñÿ äî óíèâåðñèòåòà. Îòäåëüíûå ñàìîóâåðåí-íûå ñìåëü÷àêè ìîãóò ïîïðîáîâàòü âçÿòüñÿ çà íå¼ è ðàíüøå. Îäíàêî ñêà-çàòü, ÷òî ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé íå òðåáóåòñÿ, íåëüçÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿçíàêîìñòâî ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Íó è êîíå÷íî ñ íàòóðàëüíûìè,öåëûìè è ðàöèîíàëüíûìè. Çíàêîìñòâî ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè òîæåíå áóäåò ëèøíèì, õîòÿ â ïåðâîé ÷àñòè êíèãè áåç íèõ ìîæíî è îáîéòèñü.Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ íàèâíîé òåîðèåé ìíîæåñòâ,íî äîïóñêàåì, ÷òî ýòî çíàêîìñòâî ìîæåò áûòü ïîâåðõíîñòíûì. Ïîýòîìóòàì, ãäå âëàäåíèå òåîðèåé ìíîæåñòâ îñîáåííî æåëàòåëüíî, ñäåëàíû ñïå-öèàëüíûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îòñòóïëåíèÿ.Ìû íå îïèðàåìñÿ âñåðü¼ç íà çíàíèå àíàëèçà, íî ïîñêîëüêó áîëüøèí-ñòâî íàøèõ ÷èòàòåëåé ñ íèì âñ¼ ðàâíî õîòü ÷óòü-÷óòü çíàêîìû, ìû íåñòåñíÿåìñÿ ïðèáåãàòü ê îáîçíà÷åíèÿì è ïîíÿòèÿì èç àíàëèçà.Âî âòîðîé ÷àñòè ïðèãîäèòñÿ îïûò ðàáîòû ñ ãðóïïàìè, õîòÿ âñ¼ íåîá-õîäèìîå î ãðóïïàõ ìû ñîîáùàåì.Îäíî èç ñàìûõ öåííûõ ïðèîáðåòåíèé, êîòîðîå ìîæåò ñäåëàòü ÷èòà-òåëü, îäîëåâ ýòó êíèãó, � íîâûå ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû,ñïîñîáíîñòü ïîíèìàòü è öåíèòü àáñòðàêòíóþ àêñèîìàòè÷åñêóþ òåîðèþ.×åì â á�îëüøåé ñòåïåíè ÷èòàòåëü ýòèì óæå îáëàäàåò, òåì ëåã÷å åìó îñâî-èòü �àêòè÷åñêèé ìàòåðèàë ýòîé êíèãè.Åñëè âû õîòèòå èçó÷àòü òîïîëîãèþ ñàìîñòîÿòåëüíî, ïîïðîáóéòå ðà-áîòàòü ñ ýòîé êíèãîé. Îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê ðàç òåì, ÷òî âàì íóæíî.Îäíàêî âàì ñëåäóåò âíèìàòåëüíî ïåðå÷èòàòü ýòî ïðåäèñëîâèå ñ òåì, ÷òî-áû ðàçîáðàòüñÿ, êàê îðãàíèçîâàí ìàòåðèàë è êàê èì ïîëüçîâàòüñÿ.Îñíîâíàÿ òåìàÑòåðæíåì êíèãè ÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàë êóðñà òîïîëîãèè äëÿ ñòóäåíòîâìàòåìàòèêîâ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî (Ëåíèíãðàäñêîãî) ãîñóäàðñòâåííîãîóíèâåðñèòåòà. Ýòîò ìàòåðèàë ñðàâíèòåëüíî íåâåëèê è ïî÷òè íå ñîäåðæèòñëîæíûõ ðàññóæäåíèé.Ïóñòü ÷èòàòåëü íå äóìàåò, ÷òî âûäåëÿÿ îñíîâíóþ òåìó àâòîðû ïðî-ñòî ïûòàþòñÿ íàâÿçûâàòü åìó ñâîè âêóñû. Ìû íå ñòåñíÿåìñÿ ïðè ñëó÷àåñâîè âêóñû íàâÿçûâàòü, íî çäåñü ìû ñòðåìèìñÿ ïðåæäå âñåãî îðãàíèçî-âàòü èçó÷åíèå ïðåäìåòà.



vi Îñíîâíàÿ òåìà ñîñòàâëÿåò çàêîí÷åííîå öåëîå. ×èòàòåëü, å¼ îñâîèâ-øèé, ïðåäìåò âûó÷èë. Çàãëÿäûâàë îí â âàðèàöèè èëè íåò � åãî äåëî.Íî âàðèàöèè äëÿ òîãî è âêëþ÷åíû, ÷òîáû ïîìî÷ü â îñâîåíèè îñíîâíîãîìàòåðèàëà. Îíè íå ñîñëàíû íà çàêëþ÷èòåëüíûå ñòðàíèöû ïàðàãðà�îâäëÿ òîãî, ÷òîáû áûòü ïîä ðóêîé èìåííî òîãäà, êîãäà îíè íóæíåå âñåãî.Çàîäíî èç âàðèàöèé ìîæíî óçíàòü ìíîãî èíòåðåñíîãî. Îäíàêî ÷ðåçìåð-íî áóêâàëüíîå è òùàòåëüíîå ñëåäîâàíèå âàðèàöèÿì ìîæåò íåîïðàâäàííîçàòÿíóòü èçó÷åíèå ïðåäìåòà.Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìàòåðèàë, ïðåäñòàâëåííûé â îñíîâíîé òåìå, � ýòîòîò ìèíèìóì òîïîëîãèè, êîòîðûé äîëæåí îñâîèòü êàæäûé ñòóäåíò, ðå-øèâøèì ñòàòü ïðî�åññèîíàëüíûì ìàòåìàòèêîì.Ñòóäåíòó, ÷üè èíòåðåñû îêàæóòñÿ ñâÿçàíû ñ òîïîëîãèåé è äðóãèìèãåîìåòðè÷åñêèìè ïðåäìåòàìè, êîíå÷íî, ïðèä¼òñÿ èçó÷èòü ãîðàçäî áîëü-øå, ÷åì ìû âêëþ÷èëè â îñíîâíóþ òåìó. Íî è åìó ýòîò ìàòåðèàë ìîæåòïîñëóæèòü õîðîøåé îñíîâîé.Ñòóäåíòó, íå ðàñ÷èòûâàþùåìó ñòàòü ïðî�åññèîíàëüíûì ìàòåìàòè-êîì, äàæå ÷àñòè÷íîå çíàêîìñòâî ñ îñíîâíîé òåìîé ìîæåò îêàçàòüñÿ ïî-ëåçíûì. Êîìó-òî � äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó, êîìó-òî � äëÿ òîãî, ÷òîáûïî÷óâñòâîâàòü âêóñ àáñòðàêòíîé ìàòåìàòèêè, ðîëü îïðåäåëåíèé è öåí-íîñòü òî÷íûõ �îðìóëèðîâîê. . .�äå äîêàçàòåëüñòâà?Êíèãà ðàññ÷èòàíà íà ÷èòàòåëÿ, ãîòîâîãî ðàáîòàòü àêòèâíî.Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì îòäåëåíû îò èõ �îðìóëèðîâîê è ïîìåùåíû âêîíåö òåêóùåé ãëàâû.Ïî íàøåìó óáåæäåíèþ, ïåðâîé ðåàêöèåé íà �îðìóëèðîâêó ëþáîãîóòâåðæäåíèÿ, êîëü ñêîðî âàì êàæåòñÿ, ÷òî âû å¼ ïîíÿëè, äîëæíà áûòüïîïûòêà äîêàçàòü å¼. Èëè îïðîâåðãíóòü, åñëè äîêàçàòü íå óäà¼òñÿ. Ïî-ïûòêà îïðîâåðãíóòü ìîæåò áûòü ïîëåçíà è äëÿ äîñòèæåíèÿ ëó÷øåãîïîíèìàíèÿ �îðìóëèðîâêè è äëÿ ïîèñêà äîêàçàòåëüñòâà.Îòäàëÿÿ äîêàçàòåëüñòâà îò �îðìóëèðîâîê, ìû õîòèì ïîîùðèòü ÷è-òàòåëÿ ê ïðîäóìûâàíèþ êàæäîé �îðìóëèðîâêè, îäíîâðåìåííî ñäåëàâêíèãó íåóäîáíîé äëÿ ëåãêîìûñëåííîãî ñêîëüæåíèÿ ïî äèàãîíàëè. Âïðî-÷åì, ÷èòàòåëü, ïðåäïî÷èòàþùèé áîëåå òðàäèöèîííûé ñòèëü è íå æåëàþ-ùèé ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì ðàáîòàòü ÷åðåñ÷óð àêòèâíî, ñìîæåò ëèáîíàéòè äîêàçàòåëüñòâî â êîíöå ãëàâû, ëèáî è âîâñå ïðîïóñòèòü åãî (ïðàâ-äà, ðèñêóÿ è �îðìóëèðîâêó ïîíÿòü ïðåâðàòíî).Òàêîé ñòèëü ìîæåò óãîäèòü è èñêóø¼ííîìó ÷èòàòåëþ, ïðåäïî÷èòàþ-ùåìó �îðìóëèðîâêè, íå îìðà÷¼ííûå äîêàçàòåëüñòâàìè. Äîêàçàòåëüñòâàâ áîëüøèíñòâå ñâî¼ì ëåãêèå, ïðèäóìûâàòü èõ ëåãêî è ïðèÿòíî.



Ïðåäèñëîâèå viiÑòðóêòóðà êíèãèÎñíîâíûìè ñòðóêòóðíûìè åäèíèöàìè êíèãè ÿâëÿþòñÿ ïàðàãðà�û,êîòîðûå ðàçäåëåíû íà ïðîíóìåðîâàííûå è îçàãëàâëåííûå ïóíêòû. Êàæ-äûé ïóíêò ïîñâÿùåí îòäåëüíîìó ñþæåòó è ñîñòîèò èç îïðåäåëåíèé, êîì-ìåíòàðèåâ, òåîðåì, óïðàæíåíèé, çàäà÷ è çàãàäîê.Ïîä çàãàäêîé ìû ïîíèìàåì çàäà÷ó, ðåøåíèå (à ÷àñòî è óñëîâèå) êî-òîðîé ñëåäóåò ñêîðåå óãàäàòü, ÷åì âû÷èñëèòü èëè âûâåñòè èç �îðìóëè-ðîâêè.Òåîðåìû, óïðàæíåíèÿ, çàäà÷è è çàãàäêè, îòíîñÿùèåñÿ ê îñíîâíîìóìàòåðèàëó, íóìåðóþòñÿ ïàðàìè, ñîñòîÿùèìè èç íîìåðà ïàðàãðà�à è ëà-òèíñêîé áóêâû, îòäåëåííûõ äðóã îò äðóãà òî÷êîé.2.B. Çàãàäêà. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå å¼ íîìåð, îïðåäåëèòå, êàêîì ïà-ðàãðà�å äîëæíà íàõîäèòüñÿ ýòà çàãàäêà? Äà è çàãàäêà ëè ýòî?Áóêâû ïðèñâàèâàþòñÿ â àë�àâèòíîì ïîðÿäêå è íóìåðóþò óòâåðæäåíèÿâ ïðåäåëàõ ïàðàãðà�à.×àñòî ïîñëå òðóäíîé çàäà÷è (òåîðåìû) ñ�îðìóëèðîâàíà ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü óòâåðæäåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ëåììàìè ê ýòîé çàäà÷å. Òàêàÿ öå-ïî÷êà íåðåäêî çàâåðøàåòñÿ çàäà÷åé, â êîòîðîé ïðåäëàãàåòñÿ âåðíóòüñÿê èñõîäíîé çàäà÷å (òåîðåìå), âîîðóæèâøèñü òîëüêî ÷òî äîêàçàííûìèëåììàìè.ÂàðèàöèèÎñíîâíîé ìàòåðèàë ïîäà¼òñÿ â îêðóæåíèè ìíîãî÷èñëåííûõ òðåíè-ðîâî÷íûõ çàäà÷ è äîïîëíèòåëüíûõ îïðåäåëåíèé, òåîðåì è óòâåðæäåíèé.Íåñìîòðÿ íà ñâîè ñâÿçè ñ îñíîâíûì ìàòåðèàëîì, îíè îáû÷íî îñòàþòñÿçà ðàìêàìè ñòàíäàðòíîãî ëåêöèîííîãî êóðñà.Ýòîò äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë â êíèãå ëåãêî ðàñïîçíà¼òñÿ ïî áîëåå ìåë-êîìó øðè�òó è øèðîêèì ïîëÿì, òàêèì, êàê çäåñü. Óïðàæíåíèÿ, çàäà÷è èçàãàäêè, íå âêëþ÷åííûå â îñíîâíîé ìàòåðèàë, íî òåñíî ñâÿçàííûå ñ íèì, íó-ìåðóþòñÿ ïàðàìè, ñîñòîÿùèìè èç íîìåðà ïàðàãðà�à è íîìåðà ýòîãî óòâåð-æäåíèÿ â ïðåäåëàõ ïàðàãðà�à.2.5. Íàéäèòå â îñíîâíîì òåêñòå êíèãè çàäà÷ó ñ òåì æå íîìåðîì 2.5.�åøåíèÿ âñåõ çàäà÷ ïîìåùåíû â êîíöå êíèãè.Çàäà÷è, êîòîðûå àâòîðàì ïîêàçàëèñü íàèáîëåå òðóäíûìè, ïîìå÷åíû,êàê âîäèòñÿ, çâ¼çäî÷êîé. Îíè âêëþ÷åíû ñ ðàçíûìè öåëÿìè: íàìåòèòüñâÿçè ñ äðóãèìè îáëàñòÿìè ìàòåìàòèêè, óêàçàòü âîçìîæíûå íàïðàâëå-íèÿ ðàçâèòèÿ ïðåäìåòà, èëè ïðîñòî äîñòàâèòü óäîâîëüñòâèå àìáèöèîç-íîìó ÷èòàòåëþ.



viiiÄîïîëíèòåëüíûå òåìûÌû ðåøèëè ñäåëàòü äîñòóïíûìè äëÿ çàèíòåðåñîâàííûõ ñòóäåíòîâíåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå ñþæåòû, äîïîëíÿþùèå îñíîâíîé ìàòåðèàë. Èõáûëî áû åñòåñòâåííî âêëþ÷àòü â ëåêöèîííûå êóðñû, ïðåäíàçíà÷åííûåäëÿ ñòàðøåêóðñíèêîâ (èëè àñïèðàíòîâ). Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, ýòîãî íåñëó÷àåòñÿ, ïîñêîëüêó ñþæåòû ýòè ïëîõî âïèñûâàþòñÿ â òðàäèöèîííûåñïåöèàëüíûå êóðñû. Áîëåå òîãî, èõ èçó÷åíèå êàæåòñÿ áîëåå åñòåñòâåí-íûì èìåííî ïðè ïåðâûõ êîíòàêòàõ ñ òîïîëîãèåé.Â êíèæêå òàêèå ñþæåòû âûäåëåíû â îòäåëüíûå ïóíêòû, â íîìåðàêîòîðûõ âêëþ÷åí ñèìâîë x, ÷òî îçíà÷àåò extra (èíîãäà òàêèì îáðàçîìïîìå÷åí è âåñü ïàðàãðà�, à â îäíîì ñëó÷àå è öåëàÿ ãëàâà).Îòíîøåíèå ê ýòîìó ìàòåðèàëó êàê ê äîïîëíèòåëüíîìó çàâèñèò, êî-íå÷íî, îò òî÷êè çðåíèÿ. Îòíîñÿ êàêîé-òî ñþæåò ê òàêîâîìó, ìû ðóêîâîä-ñòâóåìñÿ ñâîèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î òîì, ÷òî äîëæíî âõîäèòü â ïåðâîíà-÷àëüíîå èçó÷åíèå òîïîëîãèè. Ìû ïîíèìàåì, ÷òî êòî-òî èç êîëëåã ìîæåòíå îäîáðèòü íàø âûáîð, íî íàäååìñÿ, ÷òî íàøà ðàçìåòêà íå ïîìåøàåòèì ïîëüçîâàòüñÿ êíèæêîé.
Ñîâåòû ÷èòàòåëþÝòîé êíèãîé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíó ïî òî-ïîëîãèè (îñîáåííî åñëè îí ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷). Îäíàêî åñëè âûñëóøàåòå ëåêöèè ïî òîïîëîãèè, òî ðàçóìíî ïî÷èòûâàòü åå ïåðåä ëåêöè-ÿìè, ïûòàÿñü ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçûâàòü ïðèâîäèìûå óòâåðæäåíèÿ äîòîãî, êàê èõ äîêàæåò ëåêòîð.×èòàòåëè, êîòîðûå ìîãóò ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ èçîñíîâíîé òåìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå íóæäàþòñÿ â ðåøåíèè âñåõ çàäà÷,ïðåäëàãàåìûõ â âàðèàöèÿõ, è ìîãóò îãðàíè÷èòüñÿ áåãëûì çíàêîìñòâîìñ èõ óñëîâèÿìè è ðåøåíèåì íàèáîëåå òðóäíûõ èç íèõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,÷åì òðóäíåå âàì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ îñíîâíîé òåìû, òåì ñ á�îëüøèìâíèìàíèåì ñëåäóåò îòíåñòèñü ê èëëþñòðàòèâíûì çàäà÷àì è ñ ìåíüøèì� ê çàäà÷àì ñî çâåçäî÷êîé.Ìíîãèå èç ïðåäëàãàåìûõ èëëþñòðàòèâíûõ çàäà÷ ïðèäóìàòü ëåãêî.Áîëåå òîãî, ïðè ñåðüåçíîì èçó÷åíèè ïðåäìåòà ïðèìåðû òàêîãî òèïà èíóæíî ïîñòîÿííî ïðèäóìûâàòü.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåêîòîðûå çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííûå â ýòîé êíèæêå,ïðèäóìàòü ñîâñåì íå ïðîñòî. Ìû øèðîêî èñïîëüçîâàëè âñåâîçìîæíûåèñòî÷íèêè, êàê ëèòåðàòóðíûå, òàê è ïðåïîäàâàòåëüñêèé �îëüêëîð.



Ïðåäèñëîâèå ixÍîâîå ñëîâî â ìàòåìàòèêå: ñîãäàÂ ìàòåìàòè÷åñêîé ðå÷è ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñëîæíûé ñîþç �òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà� (äðóãèå âàðèàíòû: �â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,åñëè�, �äëÿ òîãî, ÷òîáû . . . íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû�). Íè â îä-íîì åñòåñòâåííîì íàöèîíàëüíîì ÿçûêå íåò êîðîòêîãî ñîþçà ñ òåì æåñìûñëîì. Â ïèñüìåííûé àíãëèéñêèé ìàòåìàòèêè ââåëè ñîþç �i��, è îíïîëó÷èë øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå. Ìû ïðåäëàãàåì íà òó æå ðîëü äðóãîåñëîâî � ñîãäà, êîòîðîå çâó÷èò ïî-ðóññêè è èìååò äîñòàòî÷íî ÿñíóþ ýòè-ìîëîãèþ. Åãî âòîðîé ñëîã -ãäà ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ñëàâÿíñêèì êîðíåì,óêàçûâàþùèì íà âðåìÿ. Îí âõîäèò â ñëîâà òîãäà, âñåãäà, êîãäà, èíîãäà,íèêîãäà, íåêîãäà. Ïåðâûé ñëîã ñî- ÿâëÿåòñÿ íå ìåíåå àêòèâíîé ïðèñòàâ-êîé, êîòîðàÿ ñëóæèò äëÿ îáðàçîâàíèÿ ñëîâ, îçíà÷àÿ îáùåå ó÷àñòèå, ñîâ-ìåñòíîñòü è ò. ï., íàïðèìåð, ñîâðåìåííèê, ñîàâòîð, ñîãëàñèå, ñîðàòíèê.Âìåñòå ïîëó÷àåòñÿ îáùíîñòü âðåìåíè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äëèííîé �îðìå�òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà�.Êàê ñîçäàâàëàñü ýòà êíèãàÎñíîâíàÿ òåìà ñëåäóåò êóðñó ëåêöèé, ïîñòàâëåííîìó ÂëàäèìèðîìÀáðàìîâè÷åì �îõëèíûì íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîì �àêóëüòåòå Ëå-íèíãðàäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà â øåñòèäåñÿòûå ãîäû ìè-íóâøåãî âåêà. Íàì êàæåòñÿ óìåñòíûì íà÷àòü ñ îáñòîÿòåëüñòâ ñîçäàíèÿýòîãî êóðñà, õîòÿ ïèñàòü ýòó êíèãó ìû ñòàëè óæå ïîñëå ñìåðòè Âëà-äèìèðà Àáðàìîâè÷à (êîòîðûé óìåð â 1984 ãîäó), Â øåñòèäåñÿòûå ãîäû âÑîâåòñêîì Ñîþçå ìàòåìàòèêà áûëà îäíîé èç íàèáîëåå ïðèâëåêàòåëüíûõ îáëà-ñòåé íàóêè äëÿ ìîëîäûõ ëþäåé, óñòóïàÿ ñðåäè íåãóìàíèòàðíûõ íàóê ðàçâå ÷òî�èçèêå. Êàæäûé ãîä íà îòäåëåíèå ìàòåìàòèêè ìàò- ìåõà Ë�Ó ïîñòóïàëè áîëååñòà ñòóäåíòîâ, íåñêîëüêî äåñÿòêîâ èç êîòîðûõ áûëè âûïóñêíèêàìè ìàòåìàòè-÷åñêèõ øêîë. Ïðîãðàììà ëåêöèîííûõ êóðñîâ ìàò-ìåõà ïîäâåðãëàñü ñåðü¼çíîìóîáíîâëåíèþ.Äî ñîçäàíèÿ ðîõëèíñêîãî êóðñà òîïîëîãèÿ ïðåïîäàâàëàñü íà ìàò-ìåõå òîëü-êî â ðàìêàõ ñïåöêóðñîâ. �îõëèíó óäàëîñü âêëþ÷èòü â ñèñòåìó îáùèõ îáÿçàòåëü-íûõ êóðñîâ ñåìåñòðîâûé êóðñ òîïîëîãèè. Êóðñ ñîñòîÿë èç òð¼õ ãëàâ, ïîñâÿùåí-íûõ, ñîîòâåòñòâåííî, îáùåé òîïîëîãèè, �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå è íàêðûòèÿìè ìíîãîîáðàçèÿì. Ñîäåðæàíèå ïåðâûõ äâóõ ãëàâ ìàëî îòëè÷àëîñü îò îñíîâíî-ãî ìàòåðèàëà ýòîé êíèãè. Ïîñëåäíÿÿ ãëàâà íà÷èíàëàñü ñ îáùåãî îïðåäåëåíèÿòîïîëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, âêëþ÷àëà òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññè�èêàöèþ îä-íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé è çàâåðøàëàñü ëèáî òîïîëîãè÷åñêîé êëàññè�èêàöèåéòðèàíãóëèðîâàííûõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, ëèáî ýëåìåíòàìè äè��åðåíöè-àëüíîé òîïîëîãèè âïëîòü äî âëîæèìîñòè ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèå â åâêëèäîâîïðîñòðàíñòâî.Òðîå èç ÷åòûð¼õ àâòîðîâ ïðèíàäëåæàò ïåðâûì ïîêîëåíèÿì ñòóäåíòîâ, ñëó-øàâøèõ ýòîò ðîõëèíñêèé êóðñ ëåêöèé. Ýòî áûë ñåìåñòðîâûé êóðñ, òðè ÷àñà âíåäåëþ â ïåðâîì ñåìåñòðå âòîðîãî êóðñà. Îò ñèëû äâå äâóõ÷àñîâûå ëåêöèè âòå÷åíèè âñåãî ñåìåñòðà ïîñâÿùàëèñü ðåøåíèþ çàäà÷. Ýòè çàíÿòèÿ ïðîâîäèë íå



x�îõëèí, à åãî àñïèðàíòû. Ê ïðèìåðó, â 1966�68 ãîäàõ èõ â¼ë Ìèøà �ðîìîâ� âûäàþùèéñÿ ãåîìåòð, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðî�åññîð ïàðèæñêîãî Èíñòèòó-òà âûñøèõ èññëåäîâàíèé è íüþ-éîðêñêîãî Èíñòèòóòà Êóðàíòà. �îõëèí ñ÷èòàëêóðñ òåîðåòè÷åñêèì è íå õîòåë òðàòèòü ëåêöèîííîå âðåìÿ íà ðåøåíèå çàäà÷.È âïðàâäó, â ðàìêàõ ýòîãî êóðñà ñòóäåíòîâ íå ïðèõîäèëîñü îáó÷àòü ðåøåíèþñåðèé ðóòèííûõ çàäà÷ íàïîäîáèå òðàäèöèîííûõ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçàçàäà÷ íà òåõíèêó äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âëàäèìèð Àáðàìîâè÷ �îõëèí ÷èòàåò ëåêöèþ, øåñòèäåñÿòûå ãîäû.Õîòü ìû è ïîñòðîèëè ñâîþ êíèãó, îòïðàâëÿÿñü îò ëåêöèé �îõëèíà, íèêà-êîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ñòèëå ðîõëèíñêèõ ëåêöèé êíèãà íå äà¼ò. Ýòî áûëè áëå-ñòÿùèå ëåêöèè. Âëàäèìèð Àáðàìîâè÷ ïî÷òè íè÷åãî íå ïèñàë íà äîñêå. Òåì íåìåíåå, çàïèñûâàòü çà íèì áûëî ëåãêî. Îí ãîâîðèë íå òîðîïÿñü, ìàêñèìàëüíîïðîñòûìè è èäåàëüíî ïðàâèëüíûìè �ðàçàìè.Ïîñëåäíèé ðàç ñâîé îáÿçàòåëüíûé êóðñ òîïîëîãèè �îõëèí ïðî÷¼ë â 1973ãîäó. Â àâãóñòå 1974 â ñâÿçè ñ òÿæ¼ëîé áîëåçíüþ �îõëèíà àäìèíèñòðàöèè ìàò-ìåõà ïðèøëîñü èñêàòü, êåì çàìåíèòü åãî êàê ëåêòîðà. Çàäà÷à îñëîæíÿëàñüòåì, ÷òî ýêçàìåíàöèîííûå ðåçóëüòàòû çà ïðåäûäóùèé ãîä áûëè èç ðóê âîíïëîõè. Â 1973 ãîäó âðåìÿ, îòâåä¼ííîå íà êóðñ, áûëî óâåëè÷åíî äî ÷åòûð¼õ ÷àñîââ íåäåëþ, òîãäà êàê ÷èñëî ñòóäåíòîâ óâåëè÷èëîñü, à óðîâåíü èõ ïîäãîòîâêè,ñîîòâåòñòâåííî, ñíèçèëñÿ. È ýêçàìåíàöèîííûå îöåíêè �ðóõíóëè�.Áûëî ðåøåíî âåñü ïîòîê, ñîñòîÿâøèé ïðèáëèçèòåëüíî èç 175 ñòóäåíòîâ,ðàçäåëèòü íà äâà ïîòîêà. Ëåêöèè ñòóäåíòàì, êîòîðûì ïðåäñòîÿëî ñïåöèàëè-çèðîâàòüñÿ ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå, áûëîè ïîðó÷åíî ÷èòàòü ïðî�åññîðó



Ïðåäèñëîâèå xiÂ. À. Çàëãàëëåðó, à ëåêöèè ñòóäåíòàì-ìàòåìàòèêàì � àññèñòåíòó Î. ß. Âèðî.Ïî ïðåäëîæåíèþ Çàëãàëëåðà áûëè ââåäåíû ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ � îäèí ÷àñâ íåäåëþ. Â ðåçóëüòàòå âðåìÿ, îòâåä¼ííîå íà ëåêöèè, óìåíüøèëîñü, à âìåñòåñî âðåìåíåì ñîêðàòèëñÿ de fa
to è îáú¼ì ìàòåðèàëà.Îñòàâàëîñü ïîíÿòü, ÷òî æå äåëàòü íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ. Ïðèøëîñüðàçðàáîòàòü ñèñòåìó çàäà÷ è óïðàæíåíèé, êîòîðûå äàâàëè áû âîçìîæíîñòü ïî-âòîðèòü îïðåäåëåíèÿ, äàííûå íà ëåêöèÿõ, è ïîçâîëÿëè áû ðàçâèâàòü íàâûêèâ äîêàçàòåëüñòâå ïðîñòûõ òåîðåìîê èç îáùåé òîïîëîãèè â îáñòàíîâêå íåñëîæ-íîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè. Ïðè ïîñòåïåííî ñíèæàþùåìñÿ óðîâíå ïðåäâàðè-òåëüíîé ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ è çàäà÷è ñòàíîâèëèñü âñ¼áîëåå ïîëåçíûìè.Çàäà÷è ïåðâîé ÷àñòè êíèãè � ðåçóëüòàò íàøèõ óñèëèé â ýòîì íàïðàâëåíèè.Â 1988 ãîäó çàäà÷è ýòè áûëè îïóáëèêîâàíû èçäàòåëüñòâîì Ë�Ó â íåáîëüøîéêíèæêå "Çàäà÷è ïî òîïîëîãèè".Ñòóäåíòû íàøëè êíèæêó ïîëåçíîé. Îäèí èç íèõ, Àëåêñåé Ñîëîâü¼â äà-æå ïåðåâ¼ë å¼ íà àíãëèéñêèé ïî ñîáñòâåííîé èíèöèàòèâå, êîãäà ïîñòóïèë âàñïèðàíòóðó Óíèâåðñèòåòà Êàëè�îðíèè. Ïåðåâîä îòêðûë íîâûé ýòàï ðàáîòûíàä êíèãîé. Ìû ñòàëè ðàçâèâàòü ïàðàëëåëüíî ðóññêóþ è àíãëèéñêóþ âåðñèè èîõâàòèëè ïðàêòè÷åñêè âåñü ìàòåðèàë ðîõëèíñêîãî êóðñà. Â 2000 ãîäó â èçäà-òåëüñòâå Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà âûøëî âòîðîåðóññêîå èçäàíèå êíèãè, óæå âêëþ÷àâøåå â ñåáÿ ãëàâó î �óíäàìåíòàëüíîé ãðóï-ïå è íàêðûòèÿõ.Àâòîðû èñïîëüçîâàëè àíãëèéñêóþ âåðñèþ â ñâîèõ ëåêöèÿõ â Ñîåäèí¼ííûõØòàòàõ (Óíèâåðñèòåò Êàëè�îðíèè), Ôðàíöèè (Ñòðàñáóðãñêèé óíèâåðñèòåò)è Øâåöèè (Óïïñàëüñêèé óíèâåðñèòåò). Ëåêöèè ÷èòàëèñü äëÿ âåñüìà ðàçíûõàóäèòîðèé: êàê äëÿ ñòóäåíòîâ, òàê è äëÿ àñïèðàíòîâ. Êðîìå òîãî, ìû ïîëó÷àëèçàïðîñû îò çíàêîìûõ è íåçíàêîìûõ ïðî�åññîðîâ íà ðàçðåøåíèå èñïîëüçîâàòüàíãëèéñêóþ âåðñèþ â èõ ëåêöèÿõ êàê â òåõ æå, òàê è â äðóãèõ ñòðàíàõ. Âîç-íèêëè íîâûå òðåáîâàíèÿ ê òåêñòó. Íàïðèìåð, íàñ ïðîñèëè âêëþ÷èòü â êíèãóðåøåíèÿ çàäà÷ è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, ÷òîáû ïðèâåñòè å¼ â ñîîòâåòñòâèå ñ çà-ïàäíûìè ñòàíäàðòàìè è ïðåâðàòèòü èç çàäà÷íèêà â ñàìîäîñòàòî÷íûé ó÷åáíèê.Ïîêîëåáàâøèñü, ìû óäîâëåòâîðèëè ýòè ïðîñüáû, òåì áîëåå, ÷òî ê íèì ïðèñî-åäèíèëîñü èçäàòåëüñòâî Àìåðèêàíñêîãî Ìàòåìàòè÷åñêîãî Îáùåñòâà, êîòîðîåïóáëèêóåò â 2007 ãîäó àíãëèéñêóþ âåðñèþ.Ìû áëàãîäàðíû âñåì íàøèì êîëëåãàì çà èõ ñîâåòû è ïîìîùü. Ìíîãî-÷èñëåííûå ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ áûëè âûñêàçàíûÌ. Þ. Çâàãåëüñêèì, À. Â. Êîð÷àãèíûì, Ñ. Ñ. Ïîäêîðûòîâûì, À. Í. Øó-ìàêîâè÷åì. Ìû áëàãîäàðíû Àëåêñåþ Ñîëîâü¼âó çà àíãëèéñêèå ïåðåâîäïåðâîãî èçäàíèÿ ýòîé êíèæêè.Ìû îñîáî ïðèçíàòåëüíû Âèêòîðó Àáðàìîâè÷ó Çàëãàëëåðó, ÷åé ïåäà-ãîãè÷åñêèé îïûò è èñêðåííåå æåëàíèå ïîìî÷ü ñûãðàëè íåîöåíèìóþ ðîëüäëÿ íàñ òîãäà, êîãäà ìû áûëè ìîëîäûå.



xii Êàæäîìó èç íàñ ïîñ÷àñòëèâèëîñü áûòü ó÷åíèêîì Âëàäèìèðà Àáðà-ìîâè÷à �îõëèíà, ïàìÿòè êîòîðîãî ìû è ïîñâÿùàåì ýòó êíèãó.

Àâòîðû, ñëåâà íàïðàâî:Îëåã ßíîâè÷ Âèðî,Âÿ÷åñëàâ Ìèõàéëîâè÷ Õàðëàìîâ,Íèêèòà Þðüåâè÷ Íåöâåòàåâ,Îëåã Àëåêñàíäðîâè÷ Èâàíîâ.
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×àñòü 1Îáùàÿ òîïîëîãèÿ



Öåëü ýòîé ÷àñòè êíèãè � îáó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîìó ÿçûêó. Òî÷íåå,îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ åãî êîìïîíåíò � ÿçûêó òåîðåòèêî-ìíîæåñòâ-åííîé òîïîëîãèè, êîòîðàÿ èìååò äåëî ñ îñíîâîïîëàãàþùèìè ïîíÿòèÿìè,ñâÿçàííûìè ñ èäååé íåïðåðûâíîñòè. Òåðìèí îáùàÿ òîïîëîãèÿ îáîçíà÷àåòòîïîëîãèþ, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ áîëüøèíñòâîì ìàòåìàòèêîâ. Ïîñòîÿí-íîå èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå îáùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà îòïîëèðî-âàëè ñèñòåìó åå îïðåäåëåíèé è òåîðåì. Â íàøè äíè èçó÷åíèå îáùåé òîïî-ëîãèè äåéñòâèòåëüíî íàïîìèíàåò ñêîðåå èçó÷åíèå ÿçûêà, íåæåëè ìàòå-ìàòèêè: ïðèõîäèòñÿ âûó÷èâàòü ìíîãî íîâûõ ñëîâ, òîãäà êàê äîêàçàòåëü-ñòâà âñåõ òåîðåì ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòû. Çàòî òåîðåì î÷åíü ìíîãî. Ýòî èíå óäèâèòåëüíî � îíè èãðàþò ðîëü ïðàâèë, ðåãóëèðóþùèõ óïîòðåáëåíèåñëîâ.Ìû äîëæíû ïðåäóïðåäèòü ñòóäåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòî îäèí èç ñà-ìûõ ïåðâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäìåòîâ. Íå ñïåøèòå âëþáèòüñÿ â íåãîñëèøêîì ñèëüíî, íå äàéòå ñëó÷èòüñÿ èìïðèíòèíãó. Ýòîò ïðåäìåò ìîæåòî÷àðîâàòü, íî îí íå òàêîé æèâîé êàê ìíîãèå äðóãèå îáëàñòè ìàòåìàòèêèè íå ñïîñîáåí äàòü òàêîãî ïðîñòîðà äëÿ çàõâàòûâàþùèõ íîâûõ îòêðû-òèé.



�ëàâà I
Ñòðóêòóðû èïðîñòðàíñòâà
1. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îòñòóïëåíèå:ìíîæåñòâàÌû íà÷èíàåì ñ îòñòóïëåíèÿ, êîòîðîå õîòåëîñü áû ñ÷èòàòü èçëèøíèì.Åãî ïðåäìåò � íàèâíàÿ òåîðèè ìíîæåñòâ � òîæå ÷àñòü îáùåìàòåìàòè-÷åñêîãî ÿçûêà, íî îí åùå íå òîïîëîãèÿ. Î òîïîëîãèè ìû íè ñëîâà íåñìîæåì ñêàçàòü áåç ýòîé ÷àñòè (÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, çàãëÿíèòå âñëåäóþùèé ïàðàãðà�). Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî çíàêîìñòâî ñ íàèâíîéòåîðèåé ìíîæåñòâ ïðîèñõîäèò ïðè èçó÷åíèè ïðåäìåòîâ, îáû÷íî ïðåä-øåñòâóþùèõ òîïîëîãèè, òàêèõ êàê ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è àëãåáðà.Åñëè òàê îíî è áûëî, áåãëî ïðîñìîòðèòå ýòîò ïàðàãðà� è ïðèíèìàéòåñüçà ñëåäóþùèé.1′1. Ìíîæåñòâà è ýëåìåíòûÂ ëþáîé èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè îäíî èç ñàìûõ îñíîâîïî-ëàãàþùèõ äåéñòâèé � ñîåäèíåíèå îáúåêòîâ â ãðóïïû. Ýòî ñîåäèíåíèåïðîèñõîäèò â óìàõ è ñîâñåì íåîáÿçàòåëüíî ñîïðîâîæäàåòñÿ êàêèì áûòî íè áûëî íå óìñòâåííûì äåéñòâèåì. Êàê òîëüêî ãðóïïà îáðàçîâàíà èíàçâàíà, î íåé ìîæíî äóìàòü è ðàññóæäàòü è, â ÷àñòíîñòè, âêëþ÷àòü âäðóãèå ãðóïïû. Â ìàòåìàòèêå èìååòñÿ âåëèêîëåïíî ðàçðàáîòàííàÿ ñèñòå-ìà ïîíÿòèé, êîòîðàÿ îðãàíèçóåò è ðåãëàìåíòèðóåò ñîçäàíèå òàêèõ ãðóïïè îïåðèðîâàíèå èìè. Ýòà ñèñòåìà ïîíÿòèé íàçûâàåòñÿ íàèâíàÿ òåîðèÿ3



4 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâàìíîæåñòâ, íàçâàíèå íåñêîëüêî ââîäÿùåå â çàáëóæäåíèå � ýòî íå ñòîëüêîòåîðèÿ, ñêîëüêî ÿçûê.Ïåðâûå ñëîâà â ýòîì ÿçûêå � ìíîæåñòâî è ýëåìåíò. Ïîä ìíîæåñòâîìïîíèìàþò ïðîèçâîëüíîå ñîáðàíèå ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ. Ïðåäìåòû, âõî-äÿùèå â ýòî ñîáðàíèå, íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ýòîãî ìíîæåñòâà. Ìíî-æåñòâî ñîñòîèò èç ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Îíî îáðàçîâàíî èç íèõ. ×òîáû ðàçíî-îáðàçèòü ðå÷ü, ñëîâî ìíîæåñòâî çàìåíÿþò ñëîâîì ñîâîêóïíîñòü. Èíî-ãäà â òîì æå ñìûñëå óïîòðåáëÿþò è äðóãèå ñëîâà, òàêèå êàê ãðóïïà,êëàññ, ñåìåéñòâî, íî ýòî íå âïîëíå áåçîïàñíî, ïîñêîëüêó êàæäîå èç íèõíàäåëÿåòñÿ â ìàòåìàòèêå äðóãèìè, êàê ïðàâèëî, áîëåå óçêèìè çíà÷åíè-ÿìè.Òî, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, îáîçíà÷àåòñÿ �îðìóëîé
x ∈ A. �îâîðÿò x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A è A ñîäåðæèò x. Çíà÷îê ∈íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì ïðèíàäëåæíîñòè. Îí âîçíèê êàê ñòèëèçîâàííàÿãðå÷åñêàÿ áóêâà ǫ, ïåðâàÿ áóêâà ëàòèíñêîãî ñëîâà elementum. Ôîðìóëó
x ∈ A çàïèñûâàþò è òàê: A ∋ x. Ýòèì ïîä÷¼ðêèâàåòñÿ î÷åâèäíàÿ àíàëî-ãèÿ ñ ñèìâîëàìè < è >. Òî, ÷òî x íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà
A, çàïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé x 6∈ A èëè A 6∋ x.1′2. �àâåíñòâî ìíîæåñòâ.Ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè. Îíî åñòü íè ÷òî èíîåêàê ñîáðàíèå ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Íàèáîëåå âûïóêëî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì,÷òî ìíîæåñòâà ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, ñîãäà îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëå-ìåíòîâ. Â ýòîì ñìûñëå ñëîâî ìíîæåñòâî èìååò ñëåãêà óíè÷èæèòåëüíûéîòòåíîê: êîãäà ìû ãîâîðèì �ìíîæåñòâî�, ìû ïîä÷¼ðêèâàåì ñâî¼ ñèþìè-íóòíîå ðàâíîäóøèå ê êàêîé áû òî íè áûëî îðãàíèçàöèè åãî ýëåìåíòîâ.Íàïðèìåð, ãîâîðÿ, ÷òî ïðÿìàÿ åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, ìû äà¼ì îñíî-âàíèå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äâå ïðÿìûå ñîâïàäàþò, ñîãäà îíè ñîñòîÿò èçîäíèõ è òåõ æå òî÷åê. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû îáÿçóåìñÿ âñå âçàèìîîò-íîøåíèÿ òî÷åê (ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè, èõ ïîðÿäîê íà ïðÿìîé è ò.ï.)ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî, íå âêëþ÷àÿ èõ â ïîíÿòèå ïðÿìîé.Ýëåìåíòû, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò áûòü ìíîæåñòâàìè, íî ïîñòîëü-êó ïîñêîëüêó îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýëåìåíòû, îíè èñïîëíÿþò ðîëüñâîåãî ðîäà àòîìîâ, ÷üÿ âíóòðåííÿÿ æèçíü èãíîðèðóåòñÿ.Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ìíîæåñòâî êàê âîîáðàæàåìûé ÿùèê, ñî-çäàííûé, ÷òîáû îòäåëèòü ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà îò ïðî÷èõ âåùåé.Ñîåäèíåíèå êàêèõ-òî âåùåé â ìíîæåñòâî äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðèñâîèòüèì îáùåå èìÿ è äåìîíñòðèðóåò íàìåðåíèå ðàññìàòðèâàòü ýòè âåùè êàêåäèíóþ îáùíîñòü, íå âäàâàÿñü äî ïîðû äî âðåìåíè â èõ ïðèðîäó è îòíî-øåíèÿ ìåæäó ñîáîé.



1. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îòñòóïëåíèå: ìíîæåñòâà 5Â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå ñëîâà ìíîæåñòâî è ýëåìåíò ÿâëÿþòñÿîäíèìè èç íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ. Îíè óïîòðåáëÿþòñÿ ïî÷òè âî âñåõìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòàõ, ê ìåñòó è íå ê ìåñòó. Íåõîðîøî ñëîâîì ýëåìåíòçàìåíÿòü äðóãèå, áîëåå çíà÷èìûå ñëîâà, ïðåâðàùàÿ ýòî ñëîâî â ìàòåìà-òè÷åñêèé àíàëîã ñëîâà�ïàðàçèòà øòóêà. Êîãäà ÷òî-òî íàçûâàþò ýëå-ìåíòîì, äîëæíî áûòü ÿñíî, ÷òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîä ìíîæåñòâîì, ÷üèìýëåìåíòîì ýòî ÷òî-òî ñëóæèò. Ñëîâî ýëåìåíò îñìûñëåííî òîëüêî â êîì-áèíàöèè ñî ñëîâîì ìíîæåñòâî. Èñêëþ÷åíèé èç ýòîãî ïðàâèëà íå ìíîãî:íåìàòåìàòè÷åñêèå òåðìèíû (õèìè÷åñêèé ýëåìåíò, íàãðåâàòåëüíûé ýëå-ìåíò), ðåäêèå ñòàðîìîäíûå ìàòåìàòè÷åñêèå òåðìèíû (íàïðèìåð, ïîäûí-òåãðàëüíîå âûðàæåíèå íàçûâàþò èí�èíèòåçèìàëüíûì ýëåìåíòîì, âñòàðûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òåêñòàõ òî÷êè, ïðÿìûå è ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿýëåìåíòàìè).1′3. Ïóñòîå ìíîæåñòâîÈòàê, ýëåìåíò íå ìîæåò áûòü áåç ìíîæåñòâà. À âîò ìíîæåñòâî ìî-æåò áûòü áåç åäèíîãî ýëåìåíòà. Èìååòñÿ âñåãî îäíî òàêîå ìíîæåñòâî(ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ çàïàñîì ñâîèõ ýëåìåíòîâ). Îíî íà-çûâàåòñÿ ïóñòûì è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∅.11′4. Îñíîâíûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâàÍàðÿäó ñ ∅ èìåþòñÿ è äðóãèå óíèêàëüíûå ìíîæåñòâà, ñòîëü âàæíûå,÷òî çàïîëó÷èëè ñâîè ñîáñòâåííûå îáùåïðèíÿòûå íàçâàíèÿ è îáîçíà÷å-íèÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ò. å. 1, 2, 3, 4, 5, . . . , îáîçíà-÷àåòñÿ ÷åðåç N. Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë (êàê ïîëîæèòåëüíûõ öå-ëûõ, ò.å. íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàê îòðèöàòåëüíûõ è íóëÿ) îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç Z. Ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (äîáàâüòå ê öåëûì ÷èñ-ëàì ÷èñëà, ïðåäñòàâèìûå äðîáÿìè, òàêèå êàê 2
3 , −7

5 ) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
Q. Ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì êìíîæåñòâó ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ êàê √

2è π = 3, 14 . . . ) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R. Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåëîáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C.1′5. Çàäàíèå ìíîæåñòâà ÿâíûì ïåðå÷íåì åãî ýëåìåíòîâÌíîæåñòâî, çàäàííîå ñïèñêîì a, b, . . . , x ñâîèõ ýëåìåíòîâ, îáîçíà÷à-åòñÿ ñèìâîëîì {a, b, . . . , x}. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñïèñîê îáúåêòîâ, çàêëþ-÷åííûé â �èãóðíûå ñêîáêè, îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãîïåðå÷èñëåíû â ýòîì ñïèñêå. Íàïðèìåð, {1, 2, 123} � ìíîæåñòâî ñîñòîÿùååèç ÷èñåë 1, 2 è 123. Ôîðìóëà {a, x,A} îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùååèç ýëåìåíòîâ a, x è A, êàêèå áû îáúåêòû ýòè òðè áóêâû íè îáîçíà÷àëè.1Äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ, íàïðèìåð, Λ, òîæå áûëè â õîäó, íî ïîñòåïåííî îáîçíà÷åíèå ∅ñòàëî îáùåïðèíÿòûì.



6 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà1.1. ×òî òàêîå {∅}? Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ýòîì ìíîæåñòâå?1.2. Êàêèå èç íèæåñëåäóþùèõ �îðìóë âåðíû:1) ∅ ∈ {∅, {∅}}; 2) {∅} ∈ {{∅}}; 3) ∅ ∈ {{∅}}?Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà, òàê è íàçûâàåòñÿ îäíî-ýëåìåíòíûì.1.3. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî {{∅}} îäíîýëåìåíòíûì?Çàìåòüòå, ÷òî ìíîæåñòâà {1, 2, 3} è {3, 2, 1, 2} ðàâíû, ïîñêîëüêó îíèñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ñïèñîê ñ ïîâòî-ðåíèÿìè íèêîãäà íå ìîæåò âîçíèêíóòü åñòåñòâåííî. Ïîÿâëÿåòñÿ äàæåñîáëàçí íà âñÿêèé ñëó÷àé çàïðåòèòü ñïèñêè ñ ïîâòîðåíèÿìè â ïîäîáíûõîáîçíà÷åíèÿõ. Îäíàêî, êàê ýòî ÷àñòî ñëó÷àåòñÿ ñ ñîáëàçíîì ÷òî-òî çà-ïðåòèòü, â äàííîì ñëó÷àå ýòîò çàïðåò íå áûë áû ðàçóìåí. Äåéñòâèòåëü-íî, ÷àñòî íèêòî íå ìîæåò ñêàçàòü, èìåþòñÿ â ñïèñêå ïîâòîðåíèÿ, èëèíåò. Íàïðèìåð, åñëè ýëåìåíòû ñïèñêà çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà, òî ïðè îä-íèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íåêîòîðûå ÷ëåíû ñïèñêà ìîãóò ñîâïàñòü, òîãäàêàê ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ îíè îêàæóòñÿ ðàçëè÷íûìè.1.4. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæàò ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà?1) {1, 2, 1}; 2) {1, 2, {1, 2}}; 3) {{2}};4) {{1}, 1}; 5) {1,∅}; 6) {{∅},∅};7) {{∅}, {∅}}; 8) {x, 3x− 1} ïðè x ∈ R.1′6. ÏîäìíîæåñòâàÅñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæèò è ìíîæåñòâó B,òî ãîâîðÿò, ÷òî A åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà B, è ÷òî B ñîäåðæèòìíîæåñòâî A, à òàêæå ïèøóò A ⊂ B è B ⊃ A. Çíàêè ⊂ è ⊃ íàçûâàþòñÿñèìâîëàìè âêëþ÷åíèÿ. Îíè íå ñëó÷àéíî íàïîìèíàþò çíàêè íåðàâåíñòâà
< è >:1.A. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç a ýëåìåíòîâ, à ìíîæåñòâî B� èç b ýëåìåíòîâ. Åñëè A ⊂ B, òî a ≤ b.1′7. Ñâîéñòâà âêëþ÷åíèÿ1.B �å�ëåêñèâíîñòü âêëþ÷åíèÿ. Âêëþ÷åíèå A ⊂ A èìååò ìåñòî äëÿëþáîãî ìíîæåñòâà A, òî åñòü ëþáîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â ñàìîìñåáå.Òàêèì îáðàçîì, çíàêè âêëþ÷åíèÿ íå âïîëíå ñîîòâåòñòâóþò çíàêàìíåðàâåíñòâ < è >. Îíè áëèæå ê ≤ è ≥. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íåòòàêîãî ÷èñëà a, êîòîðîå áûëî áû ìåíüøå ñàìîãî ñåáÿ; íåðàâåíñòâî a < aðåøåíèé íå èìååò.



1. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îòñòóïëåíèå: ìíîæåñòâà 71.C Âåçäåñóùåñòü ïóñòîãî ìíîæåñòâà. ∅ ⊂ A äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
A. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïóñòîå ìíîæåñòâî ïðèñóòñòâóåò, â êà÷åñòâåïîäìíîæåñòâà, â êàæäîì ìíîæåñòâå.Èòàê, â ëþáîì ìíîæåñòâå A èìåþòñÿ äâà î÷åâèäíûõ ïîäìíîæåñòâà:ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ è ñàìî A. Ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A, îòëè÷íîå îò
∅ è A, íàçûâàåòñÿ åãî ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì. Ñëîâî ýòî óïîòðåá-ëÿåòñÿ, êîãäà õîòÿò èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ î÷åâèäíûå ïîäìíîæå-ñòâà (íàçûâàåìûå íåñîáñòâåííûìè.)1.D Òðàíçèòèâíîñòü âêëþ÷åíèÿ. Åñëè A, B è C � ìíîæåñòâà, òàêèå÷òî A ⊂ B è B ⊂ C, òî A ⊂ C.1′8. Äîêàçûâàÿ ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ,äîêàçûâàþò äâà âêëþ÷åíèÿÈìåÿ äåëî ñ ìíîæåñòâàìè, ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ äîêàçûâàòü, ÷òî êàêèå-òî äâà ìíîæåñòâà, êîòîðûå âîçíèêàþò êàçàëîñü áû ñîâåðøåííî ïî-ðàçíî-ìó, íà ñàìîì äåëå ñîâïàäàþò. Íàèáîëåå îáû÷íûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâàðàâåíñòâà ìíîæåñòâ äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.1.E Êðèòåðèé ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ.

A = B, ñîãäà A ⊂ B è B ⊂ A.1′9. Âêëþ÷åíèå è ïðèíàäëåæíîñòü1.F. x ∈ A, ñîãäà {x} ⊂ A.Íåñìîòðÿ íà ýòó î÷åâèäíóþ ñâÿçü è ïîõîæåñòü ñèìâîëîâ ïðèíàäëåæ-íîñòè ∈ è âêëþ÷åíèÿ ⊂, ïîíÿòèÿ ïðèíàäëåæíîñòè è âêëþ÷åíèÿ âåñüìàðàçëè÷íû. Â ñàìîì äåëå, ïðèíàäëåæíîñòü A ∈ B îçíà÷àåò ÷òî A � îäèíèç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B (òî åñòü îäèí èç íåäåëèìûõ îáúåêòîâ, ñî-ñòàâëÿþùèõ B), òîãäà êàê âêëþ÷åíèå A ⊂ B îçíà÷àåò, ÷òî A ñîñòîèò èçíåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B.1.G Íåðå�ëåêñèâíîñòü ïðèíàäëåæíîñòè. Ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî
A, òàêîå ÷òî A 6∈ A. Ñð. 1.B.1.H Íåòðàíçèòèâíîñòü ïðèíàäëåæíîñòè. Ïîñòðîéòå òàêèå ìíî-æåñòâà A, B è C, ÷òî A ∈ B è B ∈ C, íî A 6∈ C. Ñð. 1.D.1′10. Çàäàíèå ïîäìíîæåñòâà çàäàíèåì óñëîâèÿÊàê ìû çíàåì (ñì. 1′5), ìíîæåñòâî ìîæíî îïèñàòü, ïðåäñòàâèâ ñïè-ñîê åãî ýëåìåíòîâ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòîò ïðîñòåéøèé ñïîñîá çàäàíèÿ ìíî-æåñòâ íå âñåãäà äîñòóïåí è óæ âî âñÿêîì ñëó÷àå íå âñåãäà ëåãîê. Íà-ïðèìåð, ëåãêî ñêàçàòü: �ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñëåäóþùåãî óðàâíå-íèÿ� è âûïèñàòü óðàâíåíèå. Ýòî � âïîëíå ïðèåìëåìîå íåäâóñìûñëåííîåîïèñàíèå ìíîæåñòâà. Ïðèíÿâ åãî, ìîæíî ãîâîðèòü îá ýòîì ìíîæåñòâå,



8 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâàîáñóæäàòü åãî ñâîéñòâà, è, â ðåçóëüòàòå, åñëè ïîâåç¼ò, ðåøèòü óðàâíå-íèå è âûïèñàòü ñïèñîê âñåõ åãî ðåøåíèé. Ïîñëåäíåå ìîæåò îêàçàòüñÿíå ëåãêèì äåëîì, íî òîò �àêò, ÷òî ìû íå èìååì ñïèñêà âñåõ ðåøåíèéóðàâíåíèÿ, íå äîëæåí ïîìåøàòü íàì ðàññóæäàòü î ìíîæåñòâå âñåõ åãîðåøåíèé.Èòàê, ìíîæåñòâî ìîæíî çàäàòü, ñ�îðìóëèðîâàâ ñâîéñòâà, âûäåëÿ-þùèå åãî ýëåìåíòû ñðåäè ýëåìåíòîâ áîëåå øèðîêîãî è óæå îïèñàííîãîìíîæåñòâà. Ñîîòâåòñòâóþùåå îáîçíà÷åíèå: ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A,ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ x, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ P (x), îáî-çíà÷àåòñÿ ÷åðåç {x ∈ A | P (x)}.1.5. Çàäàéòå ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ñïèñêàìè èõ ýëåìåíòîâ (ò.å. êàê {a, b, . . . })(a) {x ∈ N | x < 5}, (b) {x ∈ N | x < 0}, (
) {x ∈ Z | x < 0}.1′11. Ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèåÏåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîåèç èõ îáùèõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ è A, è B.Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A ∩B. Åãî ìîæíî îïèñàòü è �îðìóëîé
A ∩B = {x | x ∈ A è x ∈ B}.Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ äèçúþíêòíûìè èëè íåïåðåñåêàþùè-ìèñÿ, åñëè èõ ïåðåñå÷åíèå ïóñòî, ò. å. A ∩B = ∅.Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîåèç ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó èç ìíî-æåñòâ A è B. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A ∪ B.Åãî ìîæíî îïèñàòü �îðìóëîé
A ∪B = {x | x ∈ A èëè x ∈ B}.Çäåñü ñîþç èëè ïîíèìàåòñÿ â íåèñêëþ÷àþùåì ñìûñëå: óñëîâèå �x ∈

A èëè x ∈ B� îçíà÷àåò, ÷òî x ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó èç ìíî-æåñòâ A è B, à, áûòü ìîæåò, è îáîèì.
A B A B A B

A ∩B A ∪B1.I Êîììóòàòèâíîñòü îïåðàöèé ∩ è ∪. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B
A ∩B = B ∩A è A ∪B = B ∪A1.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A

A ∩A = A, A ∪A = A, A ∪ ∅ = A è A ∩ ∅ = ∅.1.7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B
A ⊂ B, ñîãäà A ∩B = A, ñîãäà A ∪B = B.



1. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îòñòóïëåíèå: ìíîæåñòâà 91.J Àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèé ∩ è ∪. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B è C
(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩C) è (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)Àññîöèàòèâíîñòü ïîçâîëÿåò íå çàáîòèòüñÿ î ñêîáêàõ è äàæå èíî-ãäà îïóñêàòü èõ, ïîëàãàÿ A ∩ B ∩ C = (A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) è

A∪B ∪C = (A ∪B)∪C = A∪ (B ∪C). Âïðî÷åì, ïåðåñå÷åíèå è îáúåäè-íåíèå ñêîëü óãîäíî áîëüøîé (â ÷àñòíîñòè, áåñêîíå÷íîé) ñîâîêóïíîñòèìíîæåñòâ ïðîùå îïðåäåëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
Γ � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ ýòîé ñî-âîêóïíîñòè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûåïðèíàäëåæàò êàæäîìó ìíîæåñòâó, âõîäÿùåìó â Γ. Ýòî ìíîæåñòâî îáî-çíà÷àåòñÿ ÷åðåç ⋂A∈ΓA. Àíàëîãè÷íî, îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ ñîâîêóï-íîñòè Γ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðè-íàäëåæàò õîòÿ áû îäíîìó ìíîæåñòâó, âõîäÿùåìó â Γ. Ýòî ìíîæåñòâîîáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ⋃A∈ΓA .1.K. Ïîíÿòèÿ ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîé ñîâî-êóïíîñòè îáîáùàþò ïîíÿòèÿ ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ:åñëè Γ = {A,B}, òî ⋂C∈Γ C = A ∩B è ⋃

C∈ΓC = A ∪B.1.8. Çàãàäêà. Êàê ñâÿçàíû ïîíÿòèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé è ïåðåñå÷åíèÿ ìíî-æåñòâ?1.L Äâå äèñòðèáóòèâíîñòè. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B è C
(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C). (1)
(A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) (2)

A A BB

C C C

(A ∩B) ∪ C (A ∪ C) (B ∪ C)= ∩

= ∩Íà ðèñóíêå 1′11 ïåðâîå èç òîæäåñòâ òåîðåìû 1.L ïðîèëëþñòðèðîâàíîñâîåãî ðîäà êîìèêñîì. Òàêèå êîìèêñû íàçûâàþòñÿ äèàãðàììàìè Âåííàèëè êðóãàìè Ýéëåðà. Îíè î÷åíü ïîëåçíû è ìû ðåêîìåíäóåì íàó÷èòüñÿèõ ðèñîâàòü äëÿ èëëþñòðàöèè âñåõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå �îðìóëû(ïî êðàéíåé ìåðå ñîäåðæàùèõ íå áîëåå òðåõ ìíîæåñòâ).1.M. Íàðèñóéòå äèàãðàììó Âåííà, èëëþñòðèðóþùóþ ðàâåíñòâî (2). Äî-êàæèòå ðàâåíñòâà (1) è (2), îòñëåæèâàÿ âñå äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà íàäèàãðàììàõ Âåííà. Íàðèñóéòå äèàãðàììû Âåííà, èëëþñòðèðóþùèå âñåïîñëåäóþùèå �îðìóëû ýòîãî ïàðàãðà�à.1.9. Çàãàäêà. Îáîáùèòå òåîðåìó 1.L íà ñëó÷àé ëþáîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ.



10 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà1.N Åù¼ äâå äèñòðèáóòèâíîñòè. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî, à Γ � ìíîæå-ñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè. Òîãäà
A ∩

⋃

B∈Γ

B =
⋃

B∈Γ

(A ∩B) è A ∪
⋂

B∈Γ

B =
⋂

B∈Γ

(A ∪B).1′12. �àçíûå ðàçíîñòè�àçíîñòüþ ArB ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òåõ ýëå-ìåíòîâ ìíîæåñòâà A, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B. Ïðè ýòîì,âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A ⊃ B.Â ñëó÷àå, åñëè A ⊃ B, ìíîæåñòâî Ar B íàçûâàåòñÿ òàêæå äîïîëíå-íèåì ìíîæåñòâà B â ìíîæåñòâå A.1.10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B èõ îáúåäèíåíèå A∪B ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå ñëåäóþùèõ òð¼õ ìíîæåñòâ: ArB, BrA è A∩Bè ÷òî ýòè ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.1.11. Äîêàæèòå, ÷òî Ar (Ar B) = A ∩B äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B.1.12. Äîêàæèòå, ÷òî A ⊂ B, ñîãäà Ar B = ∅.1.13. Äîêàæèòå, ÷òî A ∩ (B r C) = (A ∩ B) r (A ∩ C) äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ
A, B è C.Ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

(ArB) ∪ (B rA). Ýòî ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A △ B.
A B A B A B

B rA ArB A △ B1.14. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B
A △ B = (A ∪B) r (A ∩B)1.15 Àññîöèàòèâíîñòü ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òîäëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B è C
(A △ B) △ C = A △ (B △ C).1.16. Çàãàäêà. Íàéäèòå ñèììåòðè÷íîå îïðåäåëåíèå ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíî-ñòè (A △ B) △ C òð¼õ ìíîæåñòâ è îáîáùèòå åãî íà ñëó÷àé ëþáîãî êîíå÷íîãîíàáîðà ìíîæåñòâ.1.17 Äèñòðèáóòèâíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî (A △ B)∩C = (A∩C) △ (B∩C)äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B è C.1.18. Ñïðàâåäëèâî ëè ðàâåíñòâî (A △ B)∪C = (A∪C) △ (B ∪C) äëÿ ëþáûõìíîæåñòâ A, B è C?



2. Òîïîëîãèÿ â ìíîæåñòâå 112. Òîïîëîãèÿ â ìíîæåñòâå2′1. Îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàÏóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. �àññìîòðèì íàáîð Ω åãî ïîäìíî-æåñòâ, äëÿ êîòîðîãî:(1) îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ ñîâî-êóïíîñòè Ω, òàêæå ïðèíàäëåæèò ñîâîêóïíîñòè Ω;(2) ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ, ïðèíàäëå-æàùèõ ñîâîêóïíîñòè Ω, òàêæå ïðèíàäëåæèò ñîâîêóïíîñòè Ω;(3) ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ è âñ¼ X ïðèíàäëåæàò Ω.Â òàêîì ñëó÷àå
• Ω åñòü òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èëè ïðîñòî òîïîëîãèÿ2 â ìíî-æåñòâå X;
• ìíîæåñòâî X ñ âûäåëåííîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé Ω (ò. å.ïàðà (X,Ω)) íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì;
• ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ýòîãî òîïîëîãè÷å-ñêîãî ïðîñòðàíñòâà;
• ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ω íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìèïðîñòðàíñòâà (X,Ω).Òðè óñëîâèÿ, íàëîæåííûå âûøå íà Ω, íàçûâàþòñÿ àêñèîìàìè òîïîëîãè-÷åñêîé ñòðóêòóðû.2′2. Ïðîñòåéøèå ïðèìåðûÄèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî � ìíîæåñòâî, â êîòîðîì âûäåëåííîé ñîâî-êóïíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ.2.A. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ò. å. ÷òîçäåñü äåéñòâèòåëüíî âûïîëíåíû àêñèîìû òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû.Àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî � ïðîòèâîïîëîæíûé ïðèìåð, â êîòîðîìòîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñàìàÿ ñêðîìíàÿ. Îíà ñîñòîèò èç X è ∅.2.B. Ýòî òîæå òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, íå ïðàâäà ëè?Òåïåðü íåñêîëüêî ÷óòü áîëåå ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèìåðîâ.2.1. Ïóñòü X åñòü ëó÷ [0; +∞), à Ω ñîñòîèò èç ∅,X è âñåâîçìîæíûõ ëó÷åé
(a;+∞), ãäå a ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî Ω � òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà.2Ýòè íàçâàíèÿ ãîâîðÿò, ÷òî Ω � äåéñòâèòåëüíî âàæíàÿ ïòèöà: îíà íîñèò òî æå èìÿ, ÷òîè öåëàÿ âåòâü ìàòåìàòèêè. Ýòî íå îçíà÷àåò, êîíå÷íî æå, ÷òî Ω ñîâïàäàåò ñî âñåé íàóêîé, êèçó÷åíèþ êîòîðîé Âû ïðèñòóïàåòå, íî âñå â ýòîé íàóêå è â ñàìîì äåëå òàê èëè èíà÷å ñâÿçàíîñ Ω.



12 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà2.2. Ïóñòü X åñòü ïëîñêîñòü. ßâëÿåòñÿ ëè òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íàáîðìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç ∅,X è îòêðûòûõ êðóãîâ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäè-íàò è âñåâîçìîæíûìè ðàäèóñàìè?2.3. Ïóñòü X ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ: X = {a, b, c, d}. Âûÿñíèòå, êà-êèå èç ñëåäóþùèõ òðåõ íàáîðîâ åãî ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìèñòðóêòóðàìè â X (ò. å. óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû):(1) ∅, X, {a}, {b}, {a, c}, {a, b, c}, {a, b};(2) ∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {b, d};(3) ∅, X, {a, c, d}, {b, c, d}?Ïðîñòðàíñòâî èç çàäà÷è 2.1 íàçûâàåòñÿ ñòðåëêîé. Ïðîñòðàíñòâî èç çàäà÷è2.3 (1) áóäåì îáîçíà÷àòü ïèêòîãðàììîé , ñìûñë êîòîðîé áóäåò ðàçúÿñíåí â 7.Îáà ýòè ïðîñòðàíñòâà, êàê è ïðîñòðàíñòâî èç çàäà÷è 2.2, íå èãðàþò ñåðüåçíîéðîëè, íî õîðîøè êàê ó÷åáíûå ïðèìåðû.2′3. Ñàìûé âàæíûé ïðèìåð: âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿÏóñòü X = R � ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, Ω � ñîâîêóï-íîñòü îáúåäèíåíèé âñåâîçìîæíûõ ñåìåéñòâ èíòåðâàëîâ (èíòåðâàëîì ìûíàçûâàåì ìíîæåñòâî âèäà (a; b), ãäå, ðàçóìååòñÿ, a ∈ R è b ∈ R).2.C. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ýòà ñîâîêóïíîñòü óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàìòîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû.Èìåííî ýòó òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó èìåþò â âèäó âñåãäà, êîãäà îìíîæåñòâå R ãîâîðÿò êàê î òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, íå îïèñûâàÿÿâíî òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ îáû÷íîâåùåñòâåííîé ïðÿìîé, à òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íàçûâàþò êàíîíè÷å-ñêîé èëè ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé â R.2′4. Äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû2.4. Ïóñòü X = R, è Ω ñîñòîèò èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà è âñåâîçìîæíûõ áåñêî-íå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ïðÿìîé R. ßâëÿåòñÿ ëè Ω òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé?2.5. Ïóñòü îïÿòü X = R, à Ω ñîñòîèò èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà è äîïîëíåíèéâñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ïðÿìîé R. ßâëÿåòñÿ ëè òàêîå Ω òîïî-ëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé?Ïðîñòðàíñòâî èç çàäà÷è 2.5 â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç RT1 è íà-çûâàåòñÿ ïðÿìîé ñ T1-òîïîëîãèåé èëè ïðÿìîé ñ òîïîëîãèåé Çàðèñêîãî.2.6. Ïóñòü (X,Ω) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à Y � ìíîæåñòâî, ïîëó÷åí-íîå èç X äîáàâëåíèåì ê íåìó îäíîãî ýëåìåíòà a. ßâëÿåòñÿ ëè íàáîð {{a}∪U |
U ∈ Ω} ∪ {∅} òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé â Y ?2.7. ßâëÿåòñÿ ëè òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé â äâóõýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå
{0, 1} íàáîð ìíîæåñòâ {∅, {0}, {0, 1}}?Òîïîëîãèÿ â Y èç çàäà÷è 2.6 â ñëó÷àå, åñëè òîïîëîãèÿ Ω äèñêðåòíà, íà-çûâàåòñÿ òîïîëîãèåé âñþäó ïëîòíîé òî÷êè. Òîïîëîãèÿ çàäà÷è 2.7 íàçûâàåòñÿòîïîëîãèåé ñâÿçíîãî äâîåòî÷èÿ èëè òîïîëîãèåé Ñåðïèíñêîãî.



2. Òîïîëîãèÿ â ìíîæåñòâå 132.8. Ïåðå÷èñëèòå âñå òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû â äâóõýëåìåíòíîì ìíîæå-ñòâå, ñêàæåì, â {0, 1}.2′5. Óïîòðåáëåíèå íîâûõ òåðìèíîâ: òî÷êè, îòêðûòûå ìíîæå-ñòâà, çàìêíóòûå ìíîæåñòâàÍàïîìíèì, ÷òî åñëè (X,Ω) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ýëå-ìåíòû ìíîæåñòâà X íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè, à ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ω �îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.32.D. Ïåðå�îðìóëèðóéòå àêñèîìû òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû, óïîòðåá-ëÿÿ òåðìèí �îòêðûòîå ìíîæåñòâî�, ãäå òîëüêî ìîæíî.�îâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî F ⊂ X çàìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå (X,Ω), åñëèåãî äîïîëíåíèå X r F îòêðûòî (ò. å. åñëè X r F ∈ Ω).2′6. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îòñòóïëåíèå: �îðìóëû äå Ìîð-ãàíà2.E. Ïóñòü Γ ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.Òîãäà
X r

⋃

A∈Γ

A =
⋂

A∈Γ

(X rA) (3)
X r

⋂

A∈Γ

A =
⋃

A∈Γ

(X rA). (4)Ôîðìóëà (4) �â îäíî äåéñòâèå� âûâîäèòñÿ èç (3), íå ïðàâäà ëè? Ôîðìóëûýòîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íåñèììåòðè÷íûìè âàðèàíòàìè �îðìóëèðîâêè, â êîòî-ðóþ ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì âõîäÿò ìíîæåñòâà è èõ äîïîëíåíèÿ, îáúåäèíåíèÿè ïåðåñå÷åíèÿ.2.9. Çàãàäêà. Íàéäèòå òàêóþ �îðìóëèðîâêó.2.F Ñâîéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Äîêàæèòå ÷òî:(1) ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî;(2) îáúåäèíåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çà-ìêíóòî;(3) ïóñòîå ìíîæåñòâî è âñå ïðîñòðàíñòâî (ò. å. âñå ìíîæåñòâî �íîñèòåëü òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû) çàìêíóòû.3Áóêâà Ω � ãðå÷åñêèé àíàëîã áóêâû O, ñ êîòîðîé íà÷èíàþòñÿ ñëîâà ìíîãèõ ÿçûêîâ,îçíà÷àþùèå îäíî è òî æå: open â àíãëèéñêîì, îòêðûòûé â ðóññêîì, o�en â íåìåöêîì, ouvertâî �ðàíöóçñêîì.



14 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà2′7. Îòêðûòîñòü è çàìêíóòîñòüÎáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî çàìêíóòîñòü íå åñòü îòðèöàíèå îòêðû-òîñòè. (Êñòàòè, è â îáûäåííîé ðå÷è ýòî íå ñîâñåì àíòîíèìû.)2.G. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ìíîæåñòâ:(1) ÿâëÿþùèõñÿ îäíîâðåìåííî è îòêðûòûìè è çàìêíóòûìè (ðàçó-ìååòñÿ, â îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå);(2) íå ÿâëÿþùèõñÿ íè îòêðûòûìè, íè çàìêíóòûìè.2.10. Äàéòå ïðÿìîå îïèñàíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ(a) äèñêðåòíîãî (b) àíòèäèñêðåòíîãîïðîñòðàíñòâà; ïðîñòðàíñòâà;(
) ñòðåëêè; (d) ïðîñòðàíñòâà ;(e) ïðîñòðàíñòâà RT1 .2.H. Çàìêíóòû ëè â R çàìêíóòûå îòðåçêè [a; b]?Çàìêíóòîñòü è îòêðûòîñòü � âî ìíîãîì àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà. Ôóí-äàìåíòàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå áåñ-êîíå÷íîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íå îáÿçàòåëüíî îòêðûòî, òîãäàêàê ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî, è îáú-åäèíåíèå áåñêîíå÷íîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íå îáÿçàòåëüíî çà-ìêíóòî, òîãäà êàê îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îò-êðûòî.2.11. Ïîëóîòêðûòûé ïðîìåæóòîê [0; 1) íå îòêðûò è íå çàìêíóò â R, íî ïðåä-ñòàâ�èì è êàê îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è êàê ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ.2.12. Ìíîæåñòâî A = {0} ∪


1

n

ff
∞

n=1

çàìêíóòî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.2′8. Çàäàíèå òîïîëîãèèñîâîêóïíîñòüþ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ2.13. Åñëè ñîâîêóïíîñòü F ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèÿì: (1) ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ F , ïðèíàä-ëåæèò F ;(2) îáúåäèíåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ
F , ïðèíàäëåæèò F ;(3) ∅ è X ïðèíàäëåæàò F ,òî F åñòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íåêîòîðîãî òîïîëîãè÷å-ñêîãî ïðîñòðàíñòâà (êàêîãî?).2.14. Ïåðå÷èñëèòå âñå íàáîðû ïîäìíîæåñòâ òðåõýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, òà-êèå, ÷òî ñóùåñòâóþò òîïîëîãèè, â êîòîðûõ ýòè íàáîðû ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìèíàáîðàìè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.



2. Òîïîëîãèÿ â ìíîæåñòâå 152′9. ÎêðåñòíîñòèÎêðåñòíîñòüþ òî÷êè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ëþ-áîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ýòó òî÷êó. Àíàëèòèêè è �ðàíöó-çû (ñëåäóÿ Í. Áóðáàêè) ïîíèìàþò îêðåñòíîñòè øèðå: îíè íàçûâàþò òàêëþáîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå îêðåñòíîñòü â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå.2.15. Äàéòå ïðÿìîå îïèñàíèå îêðåñòíîñòåé òî÷åê(a) â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå; (b) â àíòèäèñêðåòíîì ïðîñòðàí-ñòâå;(
) â ñòðåëêå; (d) â ;(e) â ñâÿçíîì äâîåòî÷èè; (f) â òîïîëîãèè âñþäó ïëîòíîéòî÷êè.2′10x. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé2.Ax. Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé åñòü îáúåäè-íåíèå äèçúþíêòíûõ èíòåðâàëîâ.Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî èç òåîðåìû 2.Ax ñëåäóåò,÷òî îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé óñòðîåíû âïîëíå ïðîñòî. Îäíàêîýòî äàëåêî íå òàê, îíè ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ íà ïðÿìîé ñàìûì ïðè÷óäëè-âûì îáðàçîì. Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð èç ñëåäóþùåãî ïóíêòà, èõ äîïîë-íåíèÿ � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà � ìîãóò áûòü âïîëíå ñëîæíî óñòðîåíû. Èóæ íå íàäî äóìàòü, ÷òî âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäè-íåíèåì îòðåçêîâ.2′11x. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâîÏóñòü K � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå∑∞
k=1

ak
3k

ñ ak = 0 èëè 2. Äðóãèìè ñëîâàìè, K ñîñòîèò èç òåõ ÷èñåë,ïðåäñòàâëåíèå êîòîðûõ 0, a1a2 . . . an . . . â òðîè÷íîé ñèñòåìå íå ñîäåðæèòåäèíèö, ò. å. ak 6= 1 ïðè âñåõ k.2.Bx. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà K.2.Bx.1. Äîêàæèòå, ÷òî(1) K ⊂ [0; 1],(2) K íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ( 1
3 ; 2

3

),(3) K íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ îäíèì èç èíòåðâàëîâ âèäà(
3s+1
3k ; 3s+2

3k

), ãäå k è s - ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà.2.Bx.2. Ïðåäñòàâüòå K êàê ðàçíîñòü [0; 1] è îáúåäèíåíèÿ áåñêîíå÷íîãîñåìåéñòâà îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ.2.Bx.3. Ïîñòàðàéòåñü íàðèñîâàòü K.



16 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâàÌíîæåñòâî K íàçûâàåòñÿ êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì (êàíòîðîâûì êîí-òèíóóìîì, êàíòîðîâûì äèñêîíòèíóóìîì). Îíî îáëàäàåò ìíîãî÷èñëåííûìèçàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè è ïîÿâëÿåòñÿ âî ìíîãèõ ïîñëåäóþùèõ çà-äà÷àõ.2.Cx. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.2′12x. Òîïîëîãèÿ è àðè�ìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè2.Dx*. �àññìîòðèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïîäìíîæåñòâà F ìíîæåñòâàíàòóðàëüíûõ ÷èñåë N: ñóùåñòâóåò òàêîå N ∈ N, ÷òî F íå ñîäåðæèò àðè�-ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè äëèíîé áîëüøå N . Äîêàæèòå, ÷òî íàáîð, ñîñòîÿ-ùèé èç òàêèõ ïîäìíîæåñòâ è âñåãî ìíîæåñòâà N, îáðàçóåò ñîâîêóïíîñòüçàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íåêîòîðîé òîïîëîãèè â N.Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è, âåðîÿòíî, íå îáîéòèñü áåç ñëåäóþùåé òåî-ðåìû, îòíîñÿùåéñÿ ê êîìáèíàòîðèêå.2.Ex Òåîðåìà âàí äåð Âàðäåíà*. Äëÿ âñÿêîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå
N ∈ N, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî {1, 2, . . . , N} ðàçáèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà,òî â îäíîì èç íèõ íàéäåòñÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ äëèíîé n.



3. Áàçû 173. Áàçû3′1. Îïðåäåëåíèå áàçû×àñòî òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó çàäàþò ïîñðåäñòâîì îïèñàíèÿ íåêî-òîðîé åå ÷àñòè, äîñòàòî÷íîé äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âñåé ñòðóêòóðû. Áàçîéòîïîëîãèè íàçûâàåòñÿ íåêîòîðûé íàáîð îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, òàêîé ÷òîâñÿêîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿìíîæåñòâ èç ýòîãî íàáîðà. Ê ïðèìåðó, âñåâîçìîæíûå èíòåðâàëû ñîñòàâ-ëÿþò áàçó òîïîëîãèè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.3.1. Ìîãóò ëè ðàçëè÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû èìåòü îäíó è òó æå áàçó?3.2. Íàéäèòå êàêèå-íèáóäü áàçû òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð:(a) äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà; (b) ïðîñòðàíñòâà ;(
) àíòèäèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà; (d) ñòðåëêè.Ïîñòàðàéòåñü âûáðàòü áàçû ïîìåíüøå.3.3. Çàãàäêà. Êàêèå òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû èìåþò â òî÷íîñòè îäíó áàçó?3.4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ áàçó êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Rìîæíî óìåíüøèòü.3′2. Êàêèå íàáîðû ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ áàçàìè3.A. Ñîâîêóïíîñòü Σ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëî-ãèè Ω, ñîãäà äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà U ∈ Ω è âñÿêîé òî÷êè x ∈ Uñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî V ∈ Σ, ÷òî x ∈ V ⊂ U .3.B. Ñîâîêóïíîñòü Σ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X ÿâëÿåòñÿ áàçîé íå-êîòîðîé òîïîëîãèè â X, ñîãäà X åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èç Σ èïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ èç Σ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäè-íåíèÿ ìíîæåñòâ èç Σ.3.C. Ïîêàæèòå, ÷òî âòîðîå óñëîâèå â 3.B (ò. å. óñëîâèå îòíîñèòåëüíî ïå-ðåñå÷åíèÿ) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó: ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâèç Σ âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé ñîäåðæèò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç
Σ, ñîäåðæàùåå ýòó òî÷êó. (Ñð. 3.A.)3′3. Áàçû ïëîñêîñòè�àññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè íàáîðà ïîäìíîæåñòâ ïëîñêîñòè R2:

• íàáîð Σ2, ñîñòîÿùèé èç âñåâîçìîæíûõ îòêðûòûõ êðóãîâ (ò. å.êðóãîâ, â êîòîðûå íå âêëþ÷àþòñÿ îãðàíè÷èâàþùèå èõ îêðóæ-íîñòè);
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• íàáîð Σ∞, ñîñòîÿùèé èç âñåâîçìîæíûõ îòêðûòûõ êâàäðàòîâ (âêîòîðûå íå âêëþ÷àþòñÿ èõ ñòîðîíû è âåðøèíû), ñòîðîíû êîòî-ðûõ ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì (îíè çàäàþòñÿ íåðàâåí-ñòâàìè âèäà max{|x− a|, |y − b|} < r)
• íàáîð Σ1, ñîñòîÿùèé èç âñåâîçìîæíûõ îòêðûòûõ êâàäðàòîâ,ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû áèññåêòðèñàì êîîðäèíàòíûõ óã-ëîâ (îíè çàäàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè âèäà |x− a| + |y − b| < r).

3.D. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò íàáîðà Σ2 åñòü îáúåäèíåíèå ýëåìåí-òîâ íàáîðà Σ∞.3.E. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ íàáîðà Σ1 åñòüîáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ íàáîðà Σ1.3.F. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé èç íàáîðîâ Σ2,Σ∞ è Σ1 ñëóæèò áàçîé íåêî-òîðîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû â R2, è ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿåìûå ýòè-ìè áàçàìè, ñîâïàäàþò.3′4. ÏðåäáàçûÍàáîð ∆ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X,Ω) íàçû-âàåòñÿ ïðåäáàçîé, åñëè íàáîð
Σ = {V | V = ∩ki=1Wi, Wi ∈ ∆, k ∈ N}âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé ìíîæåñòâ èç ∆ ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëî-ãèè Ω.3.5. Ïîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ìíîæåñòâå X íàáîð ∆ åãî ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿïðåäáàçîé íåêîòîðîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà X, ñîãäà X = ∪W∈∆W .3′5. Áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë3.6. Äîêàæèòå, ÷òî âñåâîçìîæíûå áåñêîíå÷íûå àðè�ìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè,ñîñòîÿùèå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îáðàçóþò áàçó íåêîòîðîé òîïîëîãèè â N.3.7. Ñ ïîìîùüþ ýòîé òîïîëîãèè äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåëáåñêîíå÷íî.Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî {1} áûëî áû îò-êðûòûì (?!).



3. Áàçû 193′6. Èåðàðõèÿ òîïîëîãèéÅñëè Ω1 è Ω2 � òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû â ìíîæåñòâå X è Ω1 ⊂ Ω2òî ãîâîðÿò, ÷òî ñòðóêòóðà Ω2 òîíüøå, ÷åì Ω1, à Ω1 � ãðóáåå, ÷åì Ω2.Ê ïðèìåðó, èç âñåõ òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð â äàííîì ìíîæåñòâåàíòèäèñêðåòíàÿ � ñàìàÿ ãðóáàÿ, à äèñêðåòíàÿ � ñàìàÿ òîíêàÿ, íå ïðàâäàëè? 3.8. Ïîêàæèòå, ÷òî T1-òîïîëîãèÿ (ñì. 2) ãðóáåå îáû÷íîé òîïîëîãèè âåùå-ñòâåííîé ïðÿìîé.Áàçû, çàäàþùèå îäíó è òó æå òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, íàçûâàþò-ñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.3.G. Çàãàäêà. Íå óïîìèíàÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ñ�îðìóëèðóé-òå óñëîâèå, íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ áàç.(Ñð. 3.D; áàçû Σ2,Σ∞ è Σ1 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íàéäåííîìó âàìèóñëîâèþ!)



20 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà4. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà4′1. Îïðåäåëåíèå è ïåðâûå ïðèìåðûÔóíêöèÿ ρ : X × X → R+ = {x ∈ R | x ≥ 0 } íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé(èëè ðàññòîÿíèåì) â ìíîæåñòâå X, åñëè(1) ρ(x, y) = 0, ñîãäà x = y;(2) ρ(x, y) = ρ(y, x) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X;(3) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X.Ïàðà (X, ρ), ãäå ρ � ìåòðèêà â X, íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-ñòâîì. Óñëîâèå (3) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà.4.A. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X �óíêöèÿ
ρ : X ×X → R+ : (x, y) 7→

{
0, åñëè x = y;

1, åñëè x 6= yÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.4.B. Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ R×R → R+ : (x, y) 7→ |x−y| åñòü ìåòðèêà.4.C. Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ Rn×Rn → R+ : (x, y) 7→
√∑n

i=1(xi − yi)2åñòü ìåòðèêà.Èìåííî ìåòðèêè 4.B è 4.C èìåþò â âèäó âñåãäà, êîãäà ãîâîðÿò îá Rè Rn êàê î ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, íå îïèñûâàÿ ìåòðèêó. Ìåòðè-êà 4.B åñòü ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ìåòðèêè 4.C. Ýòè ìåòðèêè íàçûâàþòåâêëèäîâûìè.4′2. Äàëüíåéøèå ïðèìåðû4.1. Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ Rn×Rn → R + : (x, y) 7→ maxi=1,...,n |xi−yi| åñòüìåòðèêà.4.2. Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ Rn × Rn → R + : (x, y) 7→ Pn
i=1 |xi − yi| åñòüìåòðèêà.Ìåòðèêè â Rn, ââåäåííûå â 4.C�4.2, âêëþ÷àþòñÿ â áåñêîíå÷íóþ ñåðèþìåòðèê

ρ(p) : (x, y) 7→
„ nX

i=1

|xi − yi|p
«1/p

, p ≥ 1.4.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî p ≥ 1 �óíêöèÿ ρ(p) åñòü ìåòðèêà.4.3.1 Íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà. Äîêàæèòå, ÷òî
n∑

i=1

xiyi ≤
(

n∑

i=1

xpi

)1/p( n∑

i=1

yqi

)1/qåñëè xi, yi ≥ 0, p, q > 0 è 1
p + 1

q = 1.



4. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà 21Ìåòðèêà èç 4.C åñòü ρ(2), ìåòðèêà èç 4.2 åñòü ρ(1), ìåòðèêó èç 4.1 åñòå-ñòâåííî îáîçíà÷èòü ÷åðåç ρ(∞) è âêëþ÷èòü â ýòó ñåðèþ, ïîñêîëüêó, åñëè ai �ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òî lim
p→+∞

` nP
i=1

api
´1/p

= max ai.4.4. Çàãàäêà. Êàêîå îòíîøåíèå èìååò ýòî ê Σ2, Σ∞ è Σ1 èç 3?Äëÿ âåùåñòâåííîãî p ≥ 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç l(p) ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòåé {xn}∞1 , òàêèõ ÷òî ðÿäP∞

i=1 |xi|p ñõîäèòñÿ.4.5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ l(p) ðÿä
∞X

i=1

|xi − yi|pñõîäèòñÿ è ÷òî �óíêöèÿ
(x, y) 7→

„ ∞X

i=1

|xi − yi|p
«1/p

, p ≥ 1ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â l(p).4′3. Øàðû è ñ�åðûÏóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, a � åãî òî÷êà è r � ïîëî-æèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâà
Br(a) = {x ∈ X | ρ(a, x) < r }, (5)
Dr(a) = {x ∈ X | ρ(a, x) ≤ r }, (6)
Sr(a) = {x ∈ X | ρ(a, x) = r } (7)íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îòêðûòûì øàðîì (èëè ïðîñòî øàðîì), çà-ìêíóòûì øàðîì è ñ�åðîé ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) ñ öåíòðîì â òî÷êå a è ðà-äèóñîì r.

4′4. Ïîäïðîñòðàíñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàÅñëè (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X, òî ñóæåíèå ìåò-ðèêè ρ íà A × A ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â A è (A, ρ|A×A) � ìåòðè÷åñêîåïðîñòðàíñòâî. Îíî íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà (X, ρ).Øàð D1(0) è ñ�åðà S1(0) ïðîñòðàíñòâà Rn (ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé,ñì. 1.3) îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè Dn è Sn−1 è íàçûâàþòñÿ n-ìåðíûìøàðîì è (n− 1)-ìåðíîé ñ�åðîé. Îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìåòðè÷åñêèåïðîñòðàíñòâà � ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà Rn.4.D. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî: D1 åñòü îòðåçîê [−1; 1], D2 åñòü êðóã, S0 �ïàðà òî÷åê {−1, 1}; S1 � îêðóæíîñòü, S2 � ñ�åðà, D3 � øàð.



22 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâàÏîñëåäíèå äâà �àêòà îáúÿñíÿþò ïðîèñõîæäåíèå òåðìèíîâ øàð èñ�åðà (â êîíòåêñòå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ).Íåêîòîðûå ñâîéñòâà øàðîâ è ñ�åð â ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðî-ñòðàíñòâå íàïîìèíàþò õîðîøî çíàêîìûå ñâîéñòâà ïëîñêèõ êðóãîâ è îê-ðóæíîñòåé è ïðîñòðàíñòâåííûõ øàðîâ è ñ�åð.4.E. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, a ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãîïðîñòðàíñòâà è ëþáîãî ÷èñëà r > ρ(x, a) èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ
Br−ρ(x,a)(x) ⊂ Br(a) è Dr−ρ(x,a)(x) ⊂ Dr(a).

4.6. Çàãàäêà. À ÷òî, åñëè r < ρ(x, a)? Êàêîâ â ýòîì ñëó÷àå àíàëîã óòâåðæäå-íèÿ çàäà÷è 4.E?4′5. Óäèâèòåëüíûå øàðûÎäíàêî â íåêîòîðûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ øàðû è ñ�åðû ìî-ãóò îáëàäàòü è íåîæèäàííûìè ñâîéñòâàìè.4.7. Êàêîâû øàðû è ñ�åðû â ïëîñêîñòè R2 ñ ìåòðèêàìè èç 4.1 è 4.2 (ñð. 4.4)?4.8. Íàéäèòå D1(a), D 1
2
(a), è S 1

2
(a) â ïðîñòðàíñòâå èç çàäà÷è 4.A.4.9. Íàéäèòå òàêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è äâà òàêèõ øàðà â íåì, ÷òîáûøàð áîëüøåãî ðàäèóñà ñîäåðæàëñÿ â øàðå ìåíüøåãî ðàäèóñà è íå ñîâïàäàë ñíèì.4.10. Êàêîâî íàèìåíüøåå ÷èñëî òî÷åê â òîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå òðåáóåòñÿïîñòðîèòü â çàäà÷å 4.9?4.11. Äîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèÿõ çàäà÷è 4.9 áîëüøèé ðàäèóñ íå ïðåâûøàåòóäâîåííîãî ìåíüøåãî ðàäèóñà.4′6. Îòðåçîê � ýòî òî, ÷òî ëåæèò ìåæäó4.12. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê ñ êîíöàìè â òî÷êàõ a, b ∈ Rn ìîæíî îïèñàòüêàê ìíîæåñòâî

{x ∈ R
n | ρ(a, x) + ρ(x, b) = ρ(a, b) },ãäå ρ � åâêëèäîâà ìåòðèêà.4.13. Êàê óñòðîåíû ìíîæåñòâà òàêîãî âèäà â Rn (èëè õîòÿ áû â R2) ñ ìåòðè-êàìè ρ(p), 1 ≤ p < +∞?



4. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà 234′7. Îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà è øàðûÏîäìíîæåñòâî A ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) íàçûâàåòñÿ îãðà-íè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî d > 0, ÷òî ρ(x, y) < d äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ A. Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü òàêèõ d íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì ìíîæåñòâà
A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç diamA.4.F. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî, ñîãäà îíî ñîäåðæèòñÿ âíåêîòîðîì øàðå.4.14. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðàäèóñ ýòîãî øàðà è diamA?4′8. Íîðìû è íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâàÏóñòü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (íàä ïîëåì R). Ôóíêöèÿ X → R+ :

x 7→ ‖x‖ íàçûâàåòñÿ íîðìîé, åñëè(1) ||x|| = 0, ñîãäà x = 0;(2) ||λx|| = |λ|||x|| äëÿ ëþáûõ λ ∈ R è x ∈ X;(3) ||x + y|| ≤ ||x|| + ||y|| äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X.4.15. Åñëè x 7→ ‖x‖ � íîðìà, òî ρ : X ×X → R+: (x, y) 7→ ‖x− y‖ � ìåòðèêà.Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âûäåëåííîé íîðìîé íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàí-íûì. Ìåòðèêà, îïðåäåëÿåìàÿ íîðìîé (êàê â 4.15), êàíîíè÷åñêè ïðåâðàùàåòíîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî â ìåòðè÷åñêîå.4.16. Ïðîñìîòðèòå çàäà÷è ýòîãî ïàðàãðà�à è îïðåäåëèòå, êàêèå èç óïîìÿíó-òûõ â íèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ íà ñàìîì äåëå íîðìèðîâàííûìèâåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.4.17. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé øàð â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ñâîåãî öåíòðà âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.44.18*. Âñÿêîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå âûïóêëîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîåìíîæåñòâî â Rn, íå ëåæàùåå íè â êàêîì îòëè÷íîì îò Rn à��èííîì ïîä-ïðîñòðàíñòâå, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì øàðîì åäèíè÷íîãî ðàäèóñà îòíîñèòåëüíîíåêîòîðîé íîðìû, êîòîðàÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ýòèì ìíîæåñòâîì.4′9. Ìåòðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ4.G. Ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ øàðîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàÿâëÿåòñÿ áàçîé íåêîòîðîé òîïîëîãèè.Ýòó òîïîëîãèþ íàçûâàþò ìåòðè÷åñêîé è ãîâîðÿò, ÷òî îíà ïîðîæäàåòñÿìåòðèêîé. Âñÿêèé ðàç, êîãäà î ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ãîâîðÿò êàê îòîïîëîãè÷åñêîì (íàïðèìåð, êîãäà ãîâîðÿò î åãî îòêðûòûõ è çàìêíóòûõìíîæåñòâàõ, îêðåñòíîñòÿõ è ò. ï.), èìåþò â âèäó ýòó òîïîëîãè÷åñêóþñòðóêòóðó.4Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì åñëè äëÿ ëþáûõ åãî òî÷åê x, y ∈ Añåãìåíò, ñîåäèíÿþùèé x, y, ñîäåðæèòñÿ â A. Êîíå÷íî, ïîñêîëüêó ýòî îïðåäåëåíèå îïèðàåòñÿíà ïîíÿòèå ñåãìåíòà, îíî èìååò ñìûñë òîëüêî â ïðîñòðàíñòâàõ, ãäå èìååòñÿ ïîíÿòèå ñåãìåíòà,ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè. Ýòî òàê, â ÷àñòíîñòè, â âåêòîðíûõ è à��èííûõ ïðîñòðàíñòâàõ íàä R.



24 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà4.H. Äîêàæèòå, ÷òî ââåäåííàÿ â 2 ñòàíäàðòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóê-òóðà â R ïîðîæäàåòñÿ ìåòðèêîé (x, y) 7→ |x− y|.4.19. Êàêàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà çàäàåòñÿ ìåòðèêîé çàäà÷è 4.A?4.I Êðèòåðèé îòêðûòîñòè. Ìíîæåñòâî îòêðûòî â ìåòðè÷åñêîì ïðî-ñòðàíñòâå, ñîãäà îíî ñîäåðæèò êàæäóþ ñâîþ òî÷êó âìåñòå ñ íåêîòî-ðûì øàðîì, öåíòðîì êîòîðîãî îíà ÿâëÿåòñÿ.4′10. Îòêðûòîñòü è çàìêíóòîñòü øàðîâ è ñ�åð4.20. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé çàìêíóòûé øàð çàìêíóò (îòíîñèòåëüíî ìåòðè-÷åñêîé òîïîëîãèè).4.21. Íàéäèòå çàìêíóòûé øàð, ÿâëÿþùèéñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.4.22. Íàéäèòå îòêðûòûé øàð, ÿâëÿþùèéñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.4.23. Äîêàæèòå, ÷òî ñ�åðû ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.4.24. Íàéäèòå ñ�åðó, ÿâëÿþùóþñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.4′11. Ìåòðèçóåìûå ïðîñòðàíñòâàÒîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ìåòðèçóåìûì, åñëè åãî òî-ïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé ìåòðèêîé.4.J. Àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè,íåìåòðèçóåìî.4.K. Ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì òî÷åê ìåòðèçóåìî, ñîãäàîíî äèñêðåòíî.4.25. Êàêèå èç òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïðèâåäåííûõ â êà÷åñòâå ïðèìå-ðîâ â 2, ìåòðèçóåìû?4′12. Ýêâèâàëåíòíûå ìåòðèêèÄâå ìåòðèêè â îäíîì ìíîæåñòâå íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëèîíè ïîðîæäàþò îäíó è òó æå òîïîëîãèþ.4.26. Ýêâèâàëåíòíû ëè ìåòðèêè â Rn, ââåäåííûå â 4.C, 4.1, and 4.2?4.27. Ìåòðèêè ρ1, ρ2 âX ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêèå ÷èñëà c, C > 0,÷òî cρ1(x, y) ≤ ρ2(x, y) ≤ Cρ1(x, y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X.
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4.28. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.



4. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà 254.29. Çàãàäêà. Çíà÷èò, óñëîâèå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåòðèê, ñ�îðìóëèðîâàííîåâ 10.2, ìîæíî îñëàáèòü. Êàê?4.30. Ìåòðèêè ρ(p) â Rn, îïðåäåëåííûå âûøå ïåðåä çàäà÷åé 4.3, ýêâèâàëåíò-íû.4.31*. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå äâå ìåòðèêè ρ1 è ρ
 â ìíîæåñòâå âñåõíåïðåðûâíûõ �óíêöèé [0; 1] → R íå ýêâèâàëåíòíû:
ρ1(f, g) =

Z 1

0

|f(x) − g(x)|dx; ρ
(f, g) = max{|f(x) − g(x)| | x ∈ [0; 1]}.Ïðàâäà ëè, ÷òî îäíà èç ïîðîæäàåìûõ èìè ìåòðè÷åñêèõ òîïîëîãèé òîíüøåäðóãîé?4′13. Äåéñòâèÿ ñ ìåòðèêàìè4.32. 1) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ρ1, ρ2 � ìåòðèêè â X, òî ρ1 + ρ2 è max{ρ1, ρ2}� òîæå ìåòðèêè â X. 2) ßâëÿþòñÿ ëè ìåòðèêàìè �óíêöèè min{ρ1, ρ2}, ρ1ρ2 è
ρ1ρ2?4.33. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ρ : X ×X → R åñòü ìåòðèêà, òî:(1) �óíêöèÿ (x, y) 7→ ρ(x,y)

1+ρ(x,y)
� òîæå ìåòðèêà;(2) �óíêöèÿ (x, y) 7→ min{ρ(x, y), 1} � òîæå ìåòðèêà;(3) �óíêöèÿ (x, y) 7→ f(ρ(x, y)) òîæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, åñëè f óäîâëå-òâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:(a) f(0) = 0;(b) f ìîíîòîííî âîçðàñòàåò;(
) f(x+ y) ≤ f(x) + f(y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R+.4.34. Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðèêè ρ è ρ

1+ρ
ýêâèâàëåíòíû.4′14. �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ìíîæåñòâàÏóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X, b ∈ X. �àññòîÿíèåìîò òî÷êè b äî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ρ(b,A) = inf{ρ(b, a) | a ∈ A}.4.L. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî ρ(b,A) = 0, ñîãäà
b ∈ A. 4.35. Äîêàæèòå, ÷òî |ρ(x,A) − ρ(y,A)| ≤ ρ(x, y) äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A èòî÷åê x, y òîãî æå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
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ρ(x,A) 6 ρ(x, z) 6 ρ(x, y)+ρ(y, z)



26 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà4′15x. �àññòîÿíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìèÏóñòü A è B � îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-ñòâà (X, ρ). �àññòîÿíèåì Õàóñäîð�à ìåæäó A è B íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
dρ(A,B) = max

{
sup
a∈A

ρ(a,B), sup
b∈B

ρ(b,A)
}
.4.Ax. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå Õàóñäîð�à â ìíîæåñòâå îãðàíè÷åííûõïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì (2)è (3) èç îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè.4.Bx. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàññòî-ÿíèå Õàóñäîð�à ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â ìíîæåñòâå åãî îãðàíè÷åííûõ çà-ìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ.Ïóñòü A è B � äâà îãðàíè÷åííûõ ìíîãîóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè.5Ïîëîæèì

d∆(A,B) = S(A) + S(B) − 2S(A ∩B),ãäå S(C) � ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà C.4.Cx. Äîêàæèòå, ÷òî d∆ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå âñåõ ïëîñêèõìíîãîóãîëüíèêîâ.4.Dx. Äîêàæèòå, ÷òî íà ìíîæåñòâå âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ìåòðè-êà d∆ ýêâèâàëåíòíà ìåòðèêå Õàóñäîð�à.4.Ex. Äîêàæèòå, ÷òî íà ìíîæåñòâå âñåõ (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûõ)ìíîãîóãîëüíèêîâ ìåòðèêà d∆ íå ýêâèâàëåíòíà ìåòðèêå Õàóñäîð�à.4′16x. Óëüòðàìåòðèêè è p-àäè÷åñêèå ÷èñëàÌåòðèêà ρ íàçûâàåòñÿ óëüòðàìåòðèêîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óëü-òðàìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà:
ρ(x, y) ≤ max{ρ(x, z), ρ(z, y)}äëÿ ëþáûõ x, y, z.Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ñ óëüòðàìåòðèêîé ρ íàçûâàåòñÿ óëü-òðàìåòðè÷åñêèì.4.Fx. Ñðåäè ìåòðèê, ââåäåííûõ â çàäà÷àõ 4.A�4.2, òîëüêî îäíà ÿâëÿ-åòñÿ óëüòðàìåòðèêîé. Êàêàÿ?5Õîòÿ äóìàåòñÿ, ÷òî ìíîãîóãîëüíèêè õîðîøî èçâåñòíû èç ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè, âñåæå íàïîìíèì, ÷òî ýòî òàêîå. Ìíîãîóãîëüíèê � ýòî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ïðîñòîéçàìêíóòîé ëîìàíîé è òî÷åê, îõâà÷åííûõ åþ. Ïîä ïðîñòîé çàìêíóòîé ëîìàíîé ïîíèìàþòöèêëè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ, â êîòîðîé êàæäûé îòðåçîê íà÷èíàåòñÿ â êîíöåïðåäûäóùåãî è äðóãèõ ïåðåñå÷åíèé îòðåçêè íå èìåþò.



4. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà 274.Gx. Äîêàæèòå, ÷òî â óëüòðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âñå òðåóãîëü-íèêè � ðàâíîáåäðåííûå (ò. å. äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê a, b è c äâà èç òðåõðàññòîÿíèé ρ(a, b), ρ(b, c) è ρ(a, c) ðàâíû).4.Hx. Äîêàæèòå, ÷òî â óëüòðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ�åðû íå òîëü-êî çàìêíóòû (ñì. çàäà÷ó 4.23), íî åùå è îòêðûòû.Âàæíåéøèì ïðèìåðîì óëüòðàìåòðèêè ÿâëÿåòñÿ p-àäè÷åñêàÿ ìåòðèêàâ ìíîæåñòâå Q âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë: ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî èðàçíîñòü x− y ðàçëè÷íûõ ÷èñåë x, y ∈ Q ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå r
sp
α, ãäå

r, s è α � öåëûå, à ÷èñëà r è s âçàèìíî ïðîñòû ñ p. Ïîëîæèì ρ(x, y) = p−α(ÿñíî, ÷òî ñëåäóåò ñ÷èòàòü ρ(x, x) = 0).4.Ix. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî � óëüòðàìåòðèêà.4′17x. ÀñèììåòðèêèÔóíêöèÿ ρ : X ×X → R+ íàçûâàåòñÿ àñèììåòðèêîé â ìíîæåñòâå X,åñëè (1) ρ(x, y) ≥ 0 è ρ(y, x) = 0, ñîãäà x = y;(2) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X.Òàê ÷òî àñèììåòðèêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 3 îïðåäåëåíèÿ ìåò-ðèêè, íî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.Ïðèìåð àñèììåòðèêè �èç æèçíè� � íàèìåíüøàÿ äëèíà ïóòè íà àâòî-ìîáèëå ìåæäó òî÷êàìè â ãîðîäå, â êîòîðîì èìåþòñÿ óëèöû ñ îäíîñòî-ðîííèì äâèæåíèåì.4.Jx. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè �óíêöèÿ ρ : X ×X → R ÿâëÿåòñÿ àñèììåò-ðèêîé, òî �óíêöèÿ (x, y) 7→ ρ(x, y) + ρ(y, x) � ìåòðèêà â X.Ïóñòü A è B � îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-ñòâà (X, ρ). Àñèììåòðèêîé îò A äî B íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
aρ(A,B) = sup

b∈B
ρ(b,A).4.Kx. Àñèììåòðèêà aρ â ìíîæåñòâå îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè-÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà èç îïðå-äåëåíèÿ àñèììåòðèêè.4.Lx. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ìíîæåñòâî B ñîäåðæèòñÿ âçàìûêàíèè ìíîæåñòâà A, ñîãäà aρ(A,B) = 0.4.Mx. Äîêàæèòå, ÷òî aρ ÿâëÿåòñÿ àñèììåòðèêîé â ìíîæåñòâå îãðà-íè÷åííûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

(X, ρ) .



28 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâàÏóñòü A è B � ìíîãîóãîëüíèêè íà ïëîñêîñòè. Ïîëîæèì
a∆(A,B) = S(B) − S(A ∩ B) = S(B r A),ãäå S(C) � ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà C.4.1x. Äîêàæèòå, ÷òî a∆ ÿâëÿåòñÿ àñèììåòðèêîé íà ìíîæåñòâå âñåõ ïëîñêèõìíîãîóãîëüíèêîâ.Ïàðà (X, ρ), ãäå ρ � àñèììåòðèêà â X, íàçûâàåòñÿ àñèììåòðè÷åñêèìïðîñòðàíñòâîì. �àçóìååòñÿ, âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿè àñèììåòðè÷åñêèì. Â àñèììåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå øàðû (îòêðûòûåè çàìêíóòûå) è ñ�åðû îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â ìåòðè÷åñêîì ïðî-ñòðàíñòâå, ñì. 4′3.4.Nx. Ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ øàðîâ àñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-ñòâà ÿâëÿåòñÿ áàçîé íåêîòîðîé òîïîëîãèè.�îâîðÿò, ÷òî ýòó òîïîëîãèþ ïîðîæäàåò àñèììåòðèêà.4.2x. Äîêàæèòå, ÷òî �îðìóëà a(x, y) = max{x − y, 0} îïðåäåëÿåò àñèììåò-ðèêó â [0;∞), è ÷òî òîïîëîãèÿ, ïîðîæäàåìàÿ ýòîé àñèììåòðèêîé ñîâïàäàåò ñòîïîëîãèåé ñòðåëêè (ñì. 2′2).



5. Ïîäïðîñòðàíñòâà 295. Ïîäïðîñòðàíñòâà5′1. Îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ïðèìåðûÏóñòü (X,Ω) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X. Îáîçíà÷èì ÷å-ðåç ΩA ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ âèäà A ∩ V , ãäå V ∈ Ω,
ΩA = {A ∩ V | V ∈ Ω}.5.A. Ñîâîêóïíîñòü ΩA åñòü òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà â ìíîæåñòâå

A. Ïàðà (A,ΩA) íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà (X,Ω), ñî-âîêóïíîñòü ΩA � îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãèåé èëè òîïîëîãèåé, èíäóöèðî-âàííîé â A òîïîëîãèåé Ω, à åå ýëåìåíòû � ìíîæåñòâàìè, îòêðûòûìè â
A.
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UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU5.B. Ñòàíäàðòíàÿ òîïîëîãèÿ â R1 è òîïîëîãèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ â R1êàê â ïîäìíîæåñòâå ïëîñêîñòè, ñîâïàäàþò.5.1. Çàãàäêà. Êàê ïî áàçå òîïîëîãèè â X ïîñòðîèòü áàçó òîïîëîãèè, èíäó-öèðîâàííîé íà A ñ X?5.2. Îïèøèòå òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû, êîòîðûå èíäóöèðóþòñÿ:(1) â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N òîïîëîãèåé ïðÿìîé;(2) â N òîïîëîãèåé ñòðåëêè;(3) â äâóõòî÷å÷íîì ìíîæåñòâå {1, 2} òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà RT1 ;(4) â òîì æå ìíîæåñòâå {1, 2} òîïîëîãèåé ñòðåëêè.5.3. Îòêðûò ëè ïîëóîòêðûòûé ïðîìåæóòîê [0; 1) â îòðåçêå [0; 2], ðàññìàòðè-âàåìîì êàê ïîäïðîñòðàíñòâî ïðÿìîé R1?5.C. Ìíîæåñòâî F çàìêíóòî â ïîäïðîñòðàíñòâå A ⊂ X, ñîãäà F =
A ∩ E, ãäå ìíîæåñòâî E çàìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå X.5.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîäìíîæåñòâî ïîäïðîñòðàíñòâà îòêðûòî (çàìêíóòî)â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå, òî îíî òàêæå îòêðûòî (ñîîòâåòñòâåííî, çàìêíó-òî) â ïîäïðîñòðàíñòâå.5′2. Îòíîñèòåëüíîñòü îòêðûòîñòèÌíîæåñòâà, îòêðûòûå â ïîäïðîñòðàíñòâå, íå îáÿçàòåëüíî îòêðûòû âîáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå.



30 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà5.D. Åäèíñòâåííûì îòêðûòûì ìíîæåñòâîì ïðÿìîé R1, îòêðûòûì è âïëîñêîñòè R2, ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅.Îäíàêî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.5.E. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà îòêðûòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà îòêðûòû è âîâñåì ïðîñòðàíñòâå. (Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè A ∈ Ω, òî ΩA ⊂ Ω.)Òàêîâî æå ñîîòíîøåíèå ìåæäó çàìêíóòîñòüþ â ïîäïðîñòðàíñòâå è âïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè:5.F. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà çàìêíóòû âîâñåì ïðîñòðàíñòâå.5.5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî U îòêðûòî â X, ñîãäà êàæäàÿ åãî òî÷êà îá-ëàäàåò â X òàêîé îêðåñòíîñòüþ V , ÷òî ìíîæåñòâî U ∩ V îòêðûòî â V .Èìåÿ â âèäó ýòîò �àêò, ãîâîðÿò, ÷òî îòêðûòîñòü ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûìñâîéñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèå 5.5 ìîæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îá-ðàçîì: ìíîæåñòâî îòêðûòî, ñîãäà îíî îòêðûòî â îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåéòî÷êè.5.6. Ïîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ñâîéñòâîì.5′3. Òðàíçèòèâíîñòü îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãèè5.G Òðàíçèòèâíîñòü îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãèè. Ïóñòü (X,Ω)� òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è X ⊃ A ⊃ B. Òîãäà (ΩA)B = ΩB, ò.å. òîïîëîãèÿ, êîòîðàÿ èíäóöèðóåòñÿ â B òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîéâ A, ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé íåïîñðåäñòâåííî èç X.5.7. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è ïóñòü A ⊂ X. Òîãäà òîïî-ëîãèÿ, ïîðîæäàåìàÿ â A ìåòðèêîé ρ|A×A, ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé, êîòîðóþèíäóöèðóåò â A òîïîëîãèÿ, ïîðîæäåííàÿ â X ìåòðèêîé ρ.5.8. Çàãàäêà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîâïàäåíèÿ íóæíî äîêàçûâàòü äâà âêëþ-÷åíèÿ. Êàêîå âêëþ÷åíèå çäåñü ìåíåå î÷åâèäíî?)5′4. Òðàäèöèîííàÿ íåïîëíîòà îáîçíà÷åíèé�àññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû â îäíîì è òîìæå ìíîæåñòâå ïðèõîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíî ðåäêî. Ïîýòîìó îáû÷íî òîïîëî-ãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àþò òàê æå, êàê è åãî ìíîæåñòâî òî÷åê,ò. å. âìåñòî (X,Ω) ïèøóò ïðîñòî X. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàþò è â ñëó÷àåìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ: âìåñòî (X, ρ) ïèøóò X.



6. �àñïîëîæåíèå òî÷åê îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà 316. �àñïîëîæåíèå òî÷åê îòíîñèòåëüíîìíîæåñòâàÝòîò ïàðàãðà� ïîñâÿùåí äàëüíåéøåìó ðàñøèðåíèþ ñëîâàðÿ, íåîáõî-äèìîãî äëÿ îáñóæäåíèÿ ÿâëåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-ñòðàíñòâàõ.6′1. Âíóòðåííèå, âíåøíèå è ãðàíè÷íûå òî÷êèÏóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X è b ∈ X. Òî÷êà bíàçûâàåòñÿ:
• âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè ó íåå èìååòñÿ îêðåñòíîñòü,ñîäåðæàùàÿñÿ â A;
• âíåøíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè ó íåå èìååòñÿ îêðåñòíîñòü,íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ A;
• ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè âñÿêàÿ å¼ îêðåñòíîñòü ïå-ðåñåêàåòñÿ è ñ A è ñ åãî äîïîëíåíèåì.
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6′2. Âíóòðåííîñòü è âíåøíîñòüÂíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà, ëåæàùåãî â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå (ïî âêëþ÷åíèþ) îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-ùååñÿ â íåì (ò. å. åãî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ëþáîå äðóãîååãî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî). Âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àåòñÿñèìâîëîì IntA èëè, ïîäðîáíåå, IntX A (îò �ðàíöóçñêîãî int�erieur è àí-ãëèéñêîãî interior).6.A. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îáëàäàåòâíóòðåííîñòüþ. Åþ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ,ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå.6.B. Âíóòðåííîñòü âñÿêîãî ìíîæåñòâà åñòü ìíîæåñòâî åãî âíóò-ðåííèõ òî÷åê.6.C. Ìíîæåñòâî îòêðûòî, ñîãäà îíî ñîâïàäàåò ñî ñâîåé âíóòðåííî-ñòüþ.



32 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà6.D. Äîêàæèòå, ÷òî â R:(a) Int[0; 1) = (0; 1), (b) Int Q = ∅, (
) Int(R r Q) = ∅.6.1. Íàéäèòå âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà {a, b, d} â ïðîñòðàíñòâå .6.2. Íàéäèòå âíóòðåííîñòü èíòåðâàëà (0; 1) íà ïðÿìîé ñ òîïîëîãèåé Çàðèñêî-ãî.Âíåøíîñòüþ ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñíèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî. ßñíî, ÷òî âíåøíîñòü A ñîâïàäàåò ñ Int(XrA).6′3. ÇàìûêàíèåÇàìûêàíèåì ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ñîäåðæàùåå åãî çà-ìêíóòîå ìíîæåñòâî. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
ClA èëè, ïîäðîáíåå, ClX A (îò �ðàíöóçñêîãî 
l�oture è àíãëèéñêîãî 
lo-sure).6.E. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îáëàäàåòçàìûêàíèåì. Èì ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ñî-äåðæàùèõ ýòî ìíîæåñòâî.6.3. 1) Åñëè A � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X è B ⊂ A, òî ClAB =

(ClX B) ∩A. 2) Âåðíî ëè, ÷òî IntAB = (IntX B) ∩A?Òî÷êà b íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A, åñëè âñÿêàÿåå îêðåñòíîñòü ïåðåñåêàåòñÿ ñ A.6.F. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê ïðè-êîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A.6.G. Ìíîæåñòâî A çàìêíóòî, ñîãäà A = ClA.6.H. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ äîïîëíåíèåì åãî âíåøíîñòè,ò. å. ClA = X r Int(X rA), ãäå X � ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X.6.I. Äîêàæèòå, ÷òî â R:(a) Cl[0; 1) = [0; 1], (b) Cl Q = R, (
) Cl(R r Q) = R.6.4. Íàéäèòå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {a} â .6′4. Çàìûêàíèå â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåÏóñòü A � ïîäìíîæåñòâî è b � òî÷êà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(X, ρ). Íàïîìíèì (ñì. 4), ÷òî ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè b äî ìíîæåñòâà Aíàçûâàåòñÿ ÷èñëî ρ(b,A) = inf{ρ(b, a) | a ∈ A}.6.J. Äîêàæèòå, ÷òî b ∈ ClA, ñîãäà ρ(b,A) = 0.



6. �àñïîëîæåíèå òî÷åê îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà 336′5. �ðàíèöà�ðàíèöåé ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ClA r IntA. Îáîçíà-÷àåòñÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà A ñèìâîëîì FrA èëè, ïîäðîáíåå, FrX A (îò�ðàíöóçñêîãî fronti�ere è àíãëèéñêîãî frontier).6.5. Íàéäèòå â ïðîñòðàíñòâå ãðàíèöó ìíîæåñòâà {a}.6.K. �ðàíèöà ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì åãî ãðàíè÷íûõ òî÷åê.6.L. Ìíîæåñòâî A çàìêíóòî, ñîãäà FrA ⊂ A.6.6. 1) Äîêàæèòå, ÷òî FrA = Fr(X r A). 2) Íàéäèòå �îðìóëó äëÿ FrA, âêîòîðóþ A è X r A âõîäèëè áû ñèììåòðè÷íî.6.7. �ðàíèöà ìíîæåñòâà ðàâíà ïåðåñå÷åíèþ çàìûêàíèé ýòîãî ìíîæåñòâà èåãî äîïîëíåíèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, FrA = ClA ∩ Cl(X r A).6′6. Âíóòðåííîñòü è çàìûêàíèå ïðè óòîíü÷åíèèòîïîëîãèè6.8. Ïóñòü Ω1, Ω2 � òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû â X, Ω1 ⊂ Ω2 è ïóñòü Cli �çàìûêàíèå îòíîñèòåëüíî Ωi. Òîãäà Cl1 A ⊃ Cl2 A äëÿ ëþáîãî A ⊂ X.6.9. Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå î âíóòðåííîñòè.6′7. Âíóòðåííîñòü è çàìûêàíèåêàê îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè6.10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A ⊂ B, òî IntA ⊂ IntB.6.11. Äîêàæèòå, ÷òî Int IntA = IntA.6.12. Ïðàâäà ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:
Int(A ∩B) = IntA ∩ IntB, (8)
Int(A ∪B) = IntA ∪ IntB? (9)6.13. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, â êîòîðîì îäíî èç ðàâåíñòâ ïðåäûäóùåé çàäà÷è íåâûïîëíÿåòñÿ.6.14. Â ïðèìåðå, êîòîðûé âû ïîñòðîèëè, ðåøèâ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, ðàâåí-ñòâî íå ñïðàâåäëèâî, íî, âåðîÿòíî, èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå îäíîé ÷àñòè ðàâåí-ñòâà â äðóãóþ. Ñïðàâåäëèâî ëè ýòî âêëþ÷åíèå äëÿ ëþáûõ A è B?6.15. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå îïåðàöèè Cl, àíàëîãè÷íîå íàìå÷åííîìó â çà-äà÷àõ 6.10�6.14 èññëåäîâàíèþ îïåðàöèè Int.6.16. Íàéäèòå Cl{1}, Int[0; 1] è Fr(2;+∞) â ñòðåëêå.6.17. Íàéäèòå Int
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´, è Fr Q â R.6.18. Íàéäèòå Cl N, Int(0; 1), è Fr[0; 1] â ïðîñòðàíñòâå RT1 . Êàê â ýòîì ïðî-ñòðàíñòâå íàõîäèòü çàìûêàíèå è âíóòðåííîñòü ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà?6.19. Ñîäåðæèò ëè ñ�åðà ãðàíèöó îòêðûòîãî øàðà ñ òåìè æå öåíòðîì èðàäèóñîì?



34 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà6.20. Ñîäåðæèò ëè ñ�åðà ãðàíèöó çàìêíóòîãî øàðà ñ òåìè æå öåíòðîì èðàäèóñîì?6.21. Íàéäèòå ñ�åðó, íå ïåðåñåêàþùóþñÿ ñ çàìûêàíèåì îòêðûòîãî øàðà ñòåìè æå öåíòðîì è ðàäèóñîì.6′8. Ïîïåðåìåííîå ïðèìåíåíèå Cl è Int6.22 Çàäà÷à Êóðàòîâñêîãî. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõìíîæåñòâ ìîæíî ïîëó÷èòü èç îäíîãî ìíîæåñòâà, ïðèìåíÿÿ ê íåìó ïîñëåäîâà-òåëüíî îïåðàöèè Cl è Int?Ñëåäóþùàÿ ñåðèÿ çàäà÷ ïîìîæåò Âàì ðåøèòü çàäà÷ó 6.22.6.22.1. Íàéäèòå òàêîå ìíîæåñòâî A ⊂ R, ÷òîáû A, ClA, è IntAáûëè áû ïîïàðíî ðàçëè÷íû.6.22.2. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ìíîæåñòâî A ⊂ R, ÷òî(1) A, ClA, IntA, Cl IntA ïîïàðíî ðàçëè÷íû;(2) A, ClA, IntA, IntClA ïîïàðíî ðàçëè÷íû;(3) A, ClA, IntA, Cl IntA, IntClA ïîïàðíî ðàçëè÷íû?Åñëè òàêèå ìíîæåñòâà óäàëîñü ïîñòðîèòü, òî ïðîäîëæàéòå â òîìæå äóõå, ïîêà ïîëó÷àåòñÿ. Åñëè ýòà öåïî÷êà ïåðåñòàëà óäëèííÿòüñÿ,òî ïîïûòàéòåñü ñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìó, îáúÿñíÿþùóþ íåóäà÷ó âïîñòðîåíèÿõ.6.22.3. Äîêàæèòå, ÷òî Cl IntCl IntA = Cl IntA.6′9. Ìíîæåñòâà ñ îáùåé ãðàíèöåé6.23*. Ïîñòðîéòå òðè îòêðûòûõ ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé, èìåþùèõ îäíó è òóæå ãðàíèöó. Ìîæíî ëè â Âàøåì ïîñòðîåíèè óâåëè÷èòü ÷èñëî ìíîæåñòâ?6′10. Âûïóêëîñòü è îïåðàöèè Int, Cl è FrÍàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòåñ ëþáûìè ñâîèìè äâóìÿ òî÷êàìè îíî ñîäåðæèò âåñü îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèéèõ (äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A êàæäàÿ òî÷êà z, ïðèíàäëåæàùàÿîòðåçêó [x; y], ïðèíàäëåæèò è A).6.24. Åñëè A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Rn, òî ìíîæåñòâà ClAè IntA òîæå âûïóêëû.6.25. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî A ïðîñòðàíñòâà Rn èëè ñîäåð-æèò øàð èëè æå ñîäåðæèòñÿ â (n − 1)-ìåðíîì à��èííîì ïîäïðîñòðàíñòâåïðîñòðàíñòâà Rn.6.26. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ FrA � âûïóêëîå ìíîæåñòâî?



6. �àñïîëîæåíèå òî÷åê îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà 356′11. Çàäàíèå òîïîëîãèè ïîñðåäñòâîì îïåðàöèéçàìûêàíèÿ è âíóòðåííîñòè6.27*. Ïóñòü â ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X çàäàíà îïåðàöèÿ
Cl∗, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:(1) Cl∗ ∅ = ∅;(2) Cl∗A ⊃ A;(3) Cl∗(A ∪ B) = Cl∗A ∪ Cl∗B;(4) Cl∗ Cl∗A = Cl∗A.Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà Ω = {U ⊂ X | Cl∗(X r U) = X r U } ÿâëÿåòñÿ òîïî-ëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé è Cl∗A ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ClA â ïðîñòðàíñòâå
(X,Ω).6.28. Íàéäèòå ñèñòåìó àêñèîì äëÿ Int, àíàëîãè÷íóþ ñèñòåìå àêñèîì äëÿ Cl,äàííîé â 6.27.6′12. Ïëîòíûå ìíîæåñòâàÏóñòü A è B � ïîäìíîæåñòâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X. �î-âîðÿò, ÷òî A ïëîòíî â B, åñëè ClA ⊃ B, è ÷òî A âñþäó ïëîòíî, åñëè

ClA = X.6.M. Ìíîæåñòâî âñþäó ïëîòíî â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå, ñîãäà îíîïåðåñåêàåòñÿ ñî âñÿêèì íåïóñòûì îòêðûòûì â ýòîì ïðîñòðàíñòâåìíîæåñòâîì.6.N. Ìíîæåñòâî Q âñþäó ïëîòíî â R.6.29. Äàéòå ïðÿìîå îïèñàíèå ìíîæåñòâ, âñþäó ïëîòíûõ â: 1) àíòèäèñêðåòíîìïðîñòðàíñòâå; 2) ñòðåëêå; 3) RT1 .6.30. Äîêàæèòå, ÷òü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî äèñêðåòíî, ñîãäà â íåìèìååòñÿ åäèíñòâåííîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî (êàêîå, êñòàòè?).6.31. Êàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, åñëè â ïðîñòðàí-ñòâå ñóùåñòâóåò âñþäó ïëîòíîå îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî? Íàéäèòå ñîîòâåò-ñòâóþùèé ïðèìåð â 2.6.32. Âåðíî ëè, ÷òî îáúåäèíåíèå âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòâ âñþäó ïëîòíî,ïåðåñå÷åíèå âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòâ âñþäó ïëîòíî?6.33. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ îòêðûòûõ âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòââñþäó ïëîòíî.6.34. Êàêîå óñëîâèå â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì?6.35*. 1) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ âñþäóïëîòíûõ â ïðîñòðàíñòâå R ìíîæåñòâ âñþäó ïëîòíî. 2) Ìîæíî ëè çàìåíèòü Ríà ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî?6.36*. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Q íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì íèêàêîãî ñ÷åò-íîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ âñþäó ïëîòíûõ â R ìíîæåñòâ.



36 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà6′13. Íèãäå íå ïëîòíûå ìíîæåñòâàÌíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì, åñëè åãî âíåøíîñòü âñþäóïëîòíà.6.37. Ìîæåò ëè ìíîæåñòâî áûòü îäíîâðåìåííî âñþäó ïëîòíûì è íèãäå íåïëîòíûì?6.O. Ìíîæåñòâî A íèãäå íå ïëîòíî, ñîãäà â ëþáîé îêðåñòíîñòè ëþáîéòî÷êè ñóùåñòâóåò òî÷êà, âõîäÿùàÿ â äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A âìåñòå ñíåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ.6.38. Çàãàäêà. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î âíóòðåííîñòè íèãäå íå ïëîòíîãî ìíî-æåñòâà?6.39. ßâëÿåòñÿ ëè R íèãäå íå ïëîòíûì â R2?6.40. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A íèãäå íå ïëîòíî, òî IntClA = ∅.6.41. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíèöà çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà íèãäå íå ïëîòíà. Âåðíîëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ãðàíèöû îòêðûòîãî ìíîæåñòâà; ïðîèçâîëüíîãî ìíî-æåñòâà?6.42. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî íàáîðà íèãäå íå ïëîòíûõ ìíî-æåñòâ íèãäå íå ïëîòíî.6.43. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå îò-êðûòîå ìíîæåñòâî B, â êîòîðîì A ïëîòíî. Êðàéíèå ñëó÷àè B = X è B = ∅îçíà÷àþò, ÷òî A âñþäó ïëîòíî èëè A íèãäå íå ïëîòíî ñîîòâåòñòâåííî.6.44*. Äîêàæèòå, ÷òî R íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà íèãäå íåïëîòíûõ ìíîæåñòâ.6′14. Ïðåäåëüíûå è èçîëèðîâàííûå òî÷êèÒî÷êà b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè âñÿêàÿ ååîêðåñòíîñòü ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì Ar b.6.P. Âñÿêàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ åãî òî÷êîé ïðèêîñ-íîâåíèÿ.6.45. Ïîñòðîéòå ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé, ÷òî òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìîæåòíå áûòü ïðåäåëüíîé òî÷êîé.Òî÷êà ìíîæåñòâà A, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ýòîãî ìíîæå-ñòâà, íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé.6.Q. Ìíîæåñòâî A çàìêíóòî, ñîãäà îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûåòî÷êè.6.46. Óêàæèòå ïðåäåëüíûå è èçîëèðîâàííûå òî÷êè ìíîæåñòâ (0; 1]∪{2}, { 1
n
|

n ∈ N } â Q è â R.6.47. Óêàæèòå ïðåäåëüíûå è èçîëèðîâàííûå òî÷êè ìíîæåñòâà N â RT1 .



6. �àñïîëîæåíèå òî÷åê îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà 376′15. Ëîêàëüíî çàìêíóòûå ìíîæåñòâà�îâîðÿò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ëîêàëüíî çà-ìêíóòî, åñëè êàæäàÿ åãî òî÷êà îáëàäàåò òàêîé îêðåñòíîñòüþ U , ÷òî A ∩ Uçàìêíóòî â U (ñð. 5.5�5.6).6.48. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:(1) A ëîêàëüíî çàìêíóòî â X;(2) A åñòü îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ñâîåãî çàìûêàíèÿ ClX A;(3) A � ïåðåñå÷åíèå îòêðûòîãî è çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà
X.



38 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà7. Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâàÝòîò ïàðàãðà� ïîñâÿùåí ñòðóêòóðàì ïîðÿäêà, êîòîðûå èãðàþò â ìàòå-ìàòèêå ðîëü, ñðàâíèìóþ ñ ðîëüþ òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ïîñëå êðàò-êîãî îáùåãî ââåäåíèÿ ìû ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà ñâÿçÿõ ìåæäó ñòðóê-òóðàìè ýòèõ äâóõ òèïîâ. Êàê è ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ÷àñòè÷íî óïî-ðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþò åñòåñòâåííûå òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóê-òóðû è ñëóæàò èñòî÷íèêàìè èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-ñòðàíñòâ.7′1. Ñòðîãèå ïîðÿäêèÍàïîìíèì, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå ≺ â ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿîòíîøåíèåì ñòðîãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, èëè ïðîñòî ñòðîãèì ïîðÿäêîì,åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:
• Èððå�ëåêñèâíîñòü. Íè äëÿ êàêîãî a ∈ X íå âåðíî, ÷òî a ≺ a,
• Òðàíçèòèâíîñòü. Äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ X èç a ≺ b è b ≺ c ñëåäóåò
a ≺ c.7.A Àíòèñèììåòðè÷íîñòü. Åñëè ≺ � ñòðîãèé ïîðÿäîê â ìíîæåñòâå

X, òî íè äëÿ êàêèõ a, b ∈ X íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî êàê
a ≺ b, òàê è b ≺ a.7.B. Îòíîøåíèå < â ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèìïîðÿäêîì.Ôîðìóëà a ≺ b èíîãäà ÷èòàåòñÿ êàê �a ìåíüøå, ÷åì b� èëè �b áîëüøå,÷åì a�, íî ÷àñòî äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ñëèøêîì ñâÿçûâàòü îáùåå îòíîøåíèÿïîðÿäêà ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà â R, âìåñòî ýòîãî ãîâîðÿò �b ñëåäóåò çà
a� èëè �a ïðåäøåñòâóåò b�.7′2. Íåñòðîãèå ïîðÿäêèÁèíàðíîå îòíîøåíèå� â ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì íåñòðî-ãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, èëè ïðîñòî íåñòðîãèì ïîðÿäêîì, åñëè îíî óäî-âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òð¼ì óñëîâèÿì:

• Òðàíçèòèâíîñòü. Åñëè a � b è b � c, òî a � c.
• Àíòèñèììåòðè÷íîñòü. Åñëè a � b è b � a, òî a = b.
• �å�ëåêñèâíîñòü. a � a äëÿ ëþáîãî a.7.C. Îòíîøåíèå ≤ â R ÿâëÿåòñÿ íåñòðîãèì ïîðÿäêîì.7.D. Â ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îòíîøåíèå a|b (ò. å. a ÿâëÿåòñÿäåëèòåëåì b) åñòü îòíîøåíèå íåñòðîãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.



7. Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 397.1. ßâëÿåòñÿ ëè îòíîøåíèå a|b íåñòðîãèì ïîðÿäêîì â ìíîæåñòâå Z öåëûõ÷èñåë?7.E. Â ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ ÿâ-ëÿåòñÿ íåñòðîãèì ïîðÿäêîì.7′3. Âçàèìîñâÿçü ìåæäóñòðîãèìè è íåñòðîãèìè ïîðÿäêàìè7.F. Ñ êàæäûì ñòðîãèì ïîðÿäêîì ≺ àññîöèèðîâàíî áèíàðíîå îòíîøåíèå
�, îïðåäåë¼ííîå â òîì æå ìíîæåñòâå ñëåäóþùèì îáðàçîì: a � b, åñëèëèáî a ≺ b, ëèáî a = b. Ýòî � íåñòðîãèé ïîðÿäîê.7.G. Ñ êàæäûì íåñòðîãèì ïîðÿäêîì � àññîöèèðîâàíî áèíàðíîå îòíî-øåíèå ≺, îïðåäåë¼ííîå â òîì æå ìíîæåñòâå ñëåäóþùèì îáðàçîì: a ≺ b,åñëè a � b è a 6= b. Ýòî � ñòðîãèé ïîðÿäîê.7.H. Êîíñòðóêöèè ïðåäûäóùèõ äâóõ çàäà÷ âçàèìíî îáðàòíû: ïðèìåíåí-íûå îäíà çà äðóãîé â ëþáîì ïîðÿäêå, îíè äàþò èñõîäíîå îòíîøåíèå.Òàêèì îáðàçîì, ñòðîãèé è íåñòðîãèé ïîðÿäêè îïðåäåëÿþòñÿ äðóã ïîäðóãó è ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè ëèêàìè îäíîé è òîé æå ñòðóêòóðû ïîðÿäêà.Ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ ïîäîáíûì ÿâëåíèåì â òîïîëîãèè: îòêðûòûå èçàìêíóòûå ìíîæåñòâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿþòñÿ äðóãïî äðóãó è äàþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ òîïîëîãèè.Ìíîæåñòâî, ñíàáæåííîå îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà (ñòðîãèìèëè íåñòðîãèì), íàçûâàåòñÿ (÷àñòè÷íî) óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì èëè,êîðî÷å, ÷óìîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî(÷óì) � ýòî ïàðà (X,≺), ñîñòàâëåííàÿ èç ìíîæåñòâà X è îòíîøåíèÿñòðîãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≺ íà íåì. Êîíå÷íî, ñäåëàâ íåîáõîäèìûåîãîâîðêè, âìåñòî ñòðîãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ìîæíî âçÿòü ñîîòâåòñòâó-þùèé íåñòðîãèé. Êàêèì ïîðÿäêîì, ñòðîãèì èëè íåñòðîãèì, ïîëüçóþòñÿâ êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå � âîïðîñ óäîáñòâà, âêóñà è òðàäèöèè. Õî-òÿ óäîáíî èìåòü îáå âåðñèè, íåñòðîãèå ïîðÿäêè ïîñòåïåííî çàâîåâûâà-þò îäíó êîíêðåòíóþ ñèòóàöèþ çà äðóãîé. Íèêòî, íàïðèìåð, íå ââîäèòîáîçíà÷åíèé äëÿ ñòðîãîé äåëèìîñòè, à îáîçíà÷åíèå ⊆ äëÿ íåñòðîãîãîâêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ âûòåñíÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì ⊂, êîòîðîå óæå ïî÷òèíèêîãäà íå ïîíèìàåòñÿ êàê ñòðîãîå âêëþ÷åíèå. Â àáñòðàêòíîé ñèòóàöèèìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ è òåì è äðóãèì ïîðÿäêîì, îáîçíà÷àÿ ñòðîãèéïîðÿäîê çíà÷êîì ≺, à íåñòðîãèé � çíà÷êîì �.7′4. ÊîíóñûÏóñòü (X,≺) � óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî è a ∈ X. Ìíîæåñòâî {x ∈
X | a ≺ x} íàçûâàåòñÿ âåðõíèì êîíóñîì ýëåìåíòà a, à ìíîæåñòâî {x ∈
X | x ≺ a} � åãî íèæíèì êîíóñîì. Ñàì ýëåìåíò a íå ïðèíàäëåæèò ñâîèì



40 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâàêîíóñàì. Äîáàâèâ åãî ê íèì, ìû ïîëó÷èì ïîïîëíåííûå êîíóñû: âåðõíèéïîïîëíåííûé êîíóñ èëè çâåçäó C+
X(a) = {x ∈ X | a � x} è íèæíèéïîïîëíåííûé êîíóñ C−

X(a) = {x ∈ X | x � a}.7.I Ñâîéñòâà êîíóñîâ. Ïóñòü (X,≺) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-æåñòâî.(1) C+
X(b) ⊂ C+

X(a), åñëè b ∈ C+
X(a);(2) a ∈ C+

X(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ X.(3) åñëè C+
X(a) = C+

X(b), òî a = b;7.J Êîíóñû îïðåäåëÿþò ïîðÿäîê. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæå-ñòâî, è ïóñòü â í¼ì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ X îïðåäåëåíî ìíîæå-ñòâî Ca. Åñëè(1) Cb ⊂ Ca äëÿ ëþáîãî b ∈ Ca;(2) a ∈ Ca äëÿ ëþáîãî a ∈ X,(3) åñëè Ca = Cb, òî a = b;òî îòíîøåíèå: a � b, åñëè b ∈ Ca, ÿâëÿåòñÿ íåñòðîãèì ïîðÿäêîì â Xè îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà Ca = C+
X(a).7.2. Ïóñòü C ⊂ R3 � ìíîæåñòâî. �àññìîòðèì îòíîøåíèå ⊳C ìåæäó òî÷êàìèâ R3, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: a ⊳C b, åñëè b − a ∈ C. Êà-êèì óñëîâèÿì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü C äëÿ òîãî, ÷òîáû ⊳C áûëî íåñòðîãèì÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì â R3? Êàê â ýòîì óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå óñòðîåíûâåðõíèé è íèæíèé êîíóñû ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà?7.3. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé âûïóêëûé êîíóñ C â R3 ñ âåðøèíîé â (0, 0, 0), ïå-ðåñåêàþùèéñÿ ñ íåêîòîðîé ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç (0, 0, 0) òîëüêî ïî

(0, 0, 0), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, íàéäåííûì â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïðåäûäó-ùåé çàäà÷è.7.4. Â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíèR4 ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (â êîòî-ðîì òî÷êè èýîáðàæàþò ìîìåíòàëüíûå òî÷å÷íûå ñîáûòèÿ, ïåðâûå òðè êîîðäè-íàòû x1, x2, x3 � ïðîñòðàíñòâåííûå, à ÷åòâåðòàÿ êîîðäèíàòà t � âðåìÿ) èìååòñÿîòíîøåíèå ñîáûòèå (x1, x2, x3, t) ïðåäøåñòâóåò (è ìîæåò îêàçàòü âëèÿíèå íà)
(ex1, ex2, ex3,et), îïðåäåëÿþùååñÿ íåðàâåíñòâîì

c(t̃− t) ≥
p

(ex1 − x1)2 + (ex2 − x2)2 + (ex3 − x3)2.ßâëÿåòñÿ ëè ýòî îòíîøåíèå ïîðÿäêîì? Åñëè ÿâëÿåòñÿ, òî êàêîâû âåðõíèå èíèæíèå êîíóñû òî÷êè?7.5. Îòâåòüòå íà âîïðîñû ïðåäûäóùåé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî äâóìåðíîé èòðåõìåðíîé âåðñèé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ÷èñëî ïðîñòðàíñòâåííûõêîîðäèíàò ðàâíî 1 è 2, ñîîòâåòñòâåííî, è ïîäìíîæåñòâà êîòîðûõ ëåã÷å èçîá-ðàæàòü íà ðèñóíêàõ.



7. Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 417′5. �àñïîëîæåíèå ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâàÏóñòü (X,≺) � ýòî ÷óì, A � íåêîòîðîå åãî ïîäìíîæåñòâî. �îâîðÿò,÷òî b � íàèáîëüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A, åñëè b ∈ A è c � b äëÿ ëþáîãî
c ∈ A. Àíàëîãè÷íî, b � íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A, åñëè b ∈ A è
b � c äëÿ ëþáîãî c ∈ A.7.K. Ýëåìåíò b ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì, ñîãäà A ⊂ C+

X(b);ýëåìåíò b ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì, ñîãäà A ⊂ C−
X(b).7.L. Âñÿêîå ìíîæåñòâî èìååò íå áîëåå îäíîãî íàèáîëüøåãî è íå áîëååîäíîãî íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà.Ýëåìåíò b ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ åãî ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì,åñëè â A íåò ýëåìåíòà, áîëüøåãî ÷åì b. Åñëè æå â A íåò ýëåìåíòà, ìåíü-øåãî, ÷åì b, òî b íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A.7.M. Ýëåìåíò b ìíîæåñòâà A ìàêñèìàëåí, ñîãäà A∩C−

X(b) = b; ýëåìåíò
b ìíîæåñòâà A ìèíèìàëåí, ñîãäà A ∩ C+

X(b) = b.7.6. Çàãàäêà. Êàê ñâÿçàíû ïîíÿòèÿ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà è íàèáîëüøåãîýëåìåíòà? ìèíèìàëüíîãî è íàèìåíüøåãî? ×òî ìîæíî ñêàçàòü îá óïîðÿäî÷åí-íîì ìíîæåñòâå, äëÿ ëþáîîãî ïîäìíîæåñòâà êîòîðîãî ýòè ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò?7′6. Ëèíåéíûå ïîðÿäêèÎáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ñòðîãîãî ïî-ðÿäêà íå òðåáóåò, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ a, b ∈ X áûëî âûïîëíåíî èëè a ≺ b,èëè b ≺ a, èëè a = b.Åñëè îòíîøåíèå ïîðÿäêà óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó äîïîëíèòåëüíîìó òðå-áîâàíèþ (ò. å. ëþáûå äâà ýëåìåíòà a è b ìíîæåñòâà X ñðàâíèìû: èëè
a � b, èëè b � a), òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîðÿäîê � ëèíååí, à (X,�) � ëèíåé-íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èëè ïðîñòî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.6 Åñëèõîòÿò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îòíîøåíèå ïîðÿäêà íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíî, òîãîâîðÿò, ÷òî ïîðÿäîê ÷àñòè÷íûé, à ìíîæåñòâî � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå.7.N. Îòíîøåíèå < â ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-íûì ïîðÿäêîì.6Èçðÿäíóþ íåðàçáåðèõó â òåðìèíîëîãèþ âíåñ(ëè) Áóðáàêè. Òîãäà ëèíåéíûå ïîðÿäêèíàçûâàëèñü ïðîñòî ïîðÿäêàìè, à ïîðÿäêè íå ëèíåéíûå íàçûâàëèñü ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè,â ðåäêèõ æå ñèòóàöèÿõ, êîãäà áûëî íå èçâåñòíî ëèíååí ëè ïîðÿäîê, òàê ïðÿìî è ãîâîðèëè,÷òî ýòî íå èçâåñòíî. Áóðáàêè ïðåäëîæèë(è) èçúÿòü ñëîâî ÷àñòè÷íî, ìîòèâèðóÿ ýòî òåì, ÷òî÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, êàê ÿâëåíèå áîëåå îáùåå, ÷åì ëèíåéíûé ïîðÿäîê (êîòîðûé òîãäà âñåíàçûâàëè ïðîñòî ïîðÿäêîì), çàñëóæèâàåò áîëåå ïðîñòîãî è êîðîòêîãî íàçâàíèÿ. Âî Ôðàíöèèîíè â ýòîì âïîëíå ïðåóñïåëè, â ðóññêîé òåðìèíîëîãèè óñïåõ áûë ÷àñòè÷åí, à â àíãëîÿçû÷íîé� è âîâñå íå âîçìîæåí. Äåëî â òîì, ÷òî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ïî-àíãëèéñêèíàçûâàåòñÿ partially ordered set, à ñîêðàù¼ííî � poset. Îò òàêîãî êîðîòêîãî óäîáíîãî ñëîâà,êîíå÷íî æå, íåâîçìîæíî îòêàçàòüñÿ.



42 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâàÝòî � âàæíåéøèé ïðèìåð ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà. Ñëî-âà è îáðàçû, êîðåíÿùèåñÿ â íåì, íåðåäêî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è íà âñåëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, êîíóñû íàçûâàþòñÿ ëó-÷àìè, ïðè÷åì âåðõíèå êîíóñû íàçûâàþòñÿ ïðàâûìè ëó÷àìè, à íèæíèå �ëåâûìè.7.7. Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (X,≺) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì, ñî-ãäà X = C+
X(a) ∪ C−

X(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ X.7.8. Â ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îòíîøåíèå a|b íå ÿâëåòñÿ ëèíåéíûìïîðÿäêîì.7.9. Ïðè êàêèõ X îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ â ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-ñòâà X ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì?7′7. Òîïîëîãèè ëèíåéíîãî ïîðÿäêà7.O. Ïóñòü (X,≺) � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâîåãî ïîäìíîæåñòâ, ñîñòàâëåííîå èç ìíîæåñòâà X è âñåâîçìîæíûõ ïðà-âûõ ëó÷åé, ò. å. ìíîæåñòâ âèäà {x ∈ X | a ≺ x}, ãäå a ïðîáåãàåò âñå
X, åñòü áàçà òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû â X.Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ïîðîæäåííàÿ ýòîé áàçîé, íàçûâàåòñÿ òî-ïîëîãèåé ïðàâûõ ëó÷åé ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (X,≺). Àíà-ëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãèÿ ëåâûõ ëó÷åé ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãîìíîæåñòâà: îíà ïîðîæäàåòñÿ áàçîé, ñîñòàâëåííîé èç X è ìíîæåñòâ âèäà
{x ∈ X | x ≺ a} ñ a ∈ X.7.10. Òîïîëîãèÿ ñòðåëêè (ñì. 2) ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé ïðàâûõ ëó÷åé ïîëó-ïðÿìîé [0;∞), ñíàáæåííîé ïîðÿäêîì < .7.11. Çàãàäêà. Íàñêîëüêî óñëîâèå ëèíåéíîñòè ïîðÿäêà íåîáõîäèìî â òåîðåìå7.O? Íàéäèòå îñëàáëåíèå ýòîãî óñëîâèÿ, êîòîðîå îáåñïå÷èâàëî áû ñïðàâåäëè-âîñòü çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû 7.O è ïîçâîëÿëî áû ïðåäñòàâèòü òîïîëîãè÷åñêóþñòðóêòóðó, îïèñàííóþ â çàäà÷å 2.2, êàê òîïîëîãèþ ïðàâûõ ëó÷åé ïîäõîäÿùåãî÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè.7.P. Ïóñòü (X,≺) � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâîåãî ïîäìíîæåñòâ, ñîñòàâëåííîå èç X è âñåâîçìîæíûõ ìíîæåñòâ âèäà
{x ∈ X | a ≺ x ≺ b}, {x ∈ X | x ≺ b} è {x ∈ X | a ≺ x}, ãäå a è bïðîáåãàþò âñ¼ ìíîæåñòâî X, åñòü áàçà òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû â
X. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ïîðîæäåííàÿ ýòîé áàçîé, íàçûâàåòñÿ èí-òåðâàëüíîé òîïîëîãèåé ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà.7.12. Ïîêàæèòå, ÷òî èíòåðâàëüíàÿ òîïîëîãèÿ åñòü íàèìåíüøàÿ òîïîëîãè÷å-ñêàÿ ñòðóêòóðà, ñîäåðæàùàÿ òîïîëîãèþ ïðàâûõ ëó÷åé è òîïîëîãèþ ëåâûõëó÷åé.7.Q. Ñòàíäàðòíàÿ òîïîëîãèÿ ïðÿìîé ñîâïàäàåò ñ èíòåðâàëüíîé òî-ïîëîãèåé â (R, <).



7. Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 437′8. Òîïîëîãèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà7.R. Ïóñòü (X,�) � (÷àñòè÷íî) óïîðÿäî÷íîå ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâîåãî ïîäìíîæåñòâ, ñîñòàâëåííîå èç âñåâîçìîæíûõ êîíóñîâ âèäà
C+
X(a) = {x ∈ X | a � x},ãäå a ïðîáåãàåò âñ¼ X, åñòü áàçà òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû â X.Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ïîðîæäåííàÿ ýòîé áàçîé, íàçûâàåòñÿ òî-ïîëîãèåé ïîðÿäêà.7.S. Â òîïîëîãèè ïîðÿäêà âñÿêàÿ òî÷êà a ∈ X îáëàäàåò íàèìåíüøåé(ïî âêëþ÷åíèþ) îêðåñòíîñòüþ. Òàêîé îêðåñòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ C+

X(a) =
{x ∈ X | a � x}.7.T. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíîñèëü-íû: (1) êàæäàÿ òî÷êà îáëàäàåò íàèìåíüøåé (ïî âêëþ÷åíèþ) îêðåñò-íîñòüþ,(2) ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðû-òî,(3) îáúåäèíåíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìê-íóòî.Ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì òåîðåìû 7.T, íàçûâàåòñÿïðîñòðàíñòâîì íàèìåíüøèõ îêðåñòíîñòåé.7Â ïðîñòðàíñòâå íàèìåíüøèõ îêðåñòíîñòåé îòêðûòûå è çàìêíóòûåìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò îäèíàêîâûì óñëîâèÿì. Â ÷àñòíîñòè, ñîâîêóï-íîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà íàèìåíüøèõ îêðåñòíîñòåé ÿâ-ëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòà ñòðóêòóðàïðîòèâîïîëîæíà èñõîäíîé. Îíà îòâå÷àåò ïðîòèâîïîëîæíîìó ÷àñòè÷íîìóïîðÿäêó.7.13. Êàê îõàðàêòåðèçîâàòü â òåðìèíàõ ïîðÿäêà òî÷êè, îòêðûòûå â òîïîëî-ãèè ïîðÿäêà? Òî æå ñàìîå îòíîñòèòåëüíî çàìêíóòûõ òî÷åê.7.14. Äàéòå íåïîñðåäñòâåííîå îïèñàíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â òîïîëîãèè ïî-ðÿäêà ïðÿìîé R ñ ïîðÿäêîì <.7.15. Äàéòå íåïîñðåäñòâåííîå îïèñàíèå çàìûêàíèÿ òî÷êè â òîïîëîãèè ÷à-ñòè÷íîãî ïîðÿäêà.7.16. Êàêèå îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà âñþäó ïëîòíû â òîïîëîãèè ÷àñòè÷íîãîïîðÿäêà?7Ýòîò êëàññ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ áûë ââåä¼í è èçó÷åí Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâûìâ 1937 ãîäó, Àëåêñàíäðîâ íàçâàë èõ äèñêðåòíûìè. Òåïåðü òàê íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâàíàìíîãî áîëåå óçêîãî êëàññà. Íàçâàíèå ïðîñòðàíñòâî íàèìåíüøèõ îêðåñòíîñòåé (smallestneighborhood spa
e) ïðåäëîæåíî Êðèñòåðîì Ùèñåëüìàíîì.



44 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà7.17. Â ìíîæåñòâå {a, b, c, d} ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, êîòîðîì âñåñòðîãèå íåðàâåíñòâà òàêîâû: c ≺ a, d ≺ c, d ≺ a, d ≺ b. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî� ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, è äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèÿ ýòîãî ïîðÿäêà ñîâïàäàåò ñòîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà , îïèñàííîé â çàäà÷å 2.3 (1).7′9. Êàê íàðèñîâàòü ÷óìÒåïåðü ìû ìîæåì îáúÿñíèòü ïèêòîãðàììó , êîòîðîé ïîëüçóåìñÿäëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåë¼ííîãî â çàäà÷å 2.3 (1). Îíà îïè-ñûâàåò ïîðÿäîê â ìíîæåñòâå {a, b, c, d}, çàäàþùèé òîïîëîãèþ ñîãëàñíî7.17. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàññòàâèòü ýëåìåíòû ðàññìàòðèâà-åìîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà â óçëàõ ãðà�à ïèêòîãðàì-ìû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå ñïðàâà, òî îêàæåòñÿ, ÷òî óç-ëû, îòâå÷àþùèå ñðàâíèìûì ýëåìåíòàì, ñîåäèíåíû îòðåçêîìèëè âîñõîäÿùåé ëîìàíîé, è áîëüøèé ýëåìåíò îòâå÷àåò âåðõ-íåìó óçëó. d

c

a

bÒàê ìîæíî íàðèñîâàòü ñõåìó, çàäàþùóþ ëþáîå êîíå÷íîå ÷àñòè÷íîóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ýëåìåíòû åãî èçîáðàæàþòñÿ òî÷êàìè ïëîñ-êîñòè, ïðè÷åì, åñëè a ≺ b, òî òî÷êà, èçîáðàæàþùàÿ b, âûøå òî÷êè,èçîáðàæàþùåé a è ýòè òî÷êè ñîåäèíåíû ëèáî îòðåçêîì, ëèáî ëîìàíîé,çâåíüÿ êîòîðîé ñîåäèíÿþò òî÷êè, èçîáðàæàþùèå ïðîìåæóòî÷íûå ýëå-ìåíòû âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè a ≺ c1 ≺ c2 ≺ · · · ≺ cn ≺ b. Ìîæíî áûëîáû ñîåäèíèòü îòðåçêàìè êàæäóþ ïàðó òî÷åê, îòâå÷àþùèõ ñðàâíèìûìýëåìåíòàì, íî ýòî ñäåëàëî áû äèàãðàììó èçëèøíå çàïóòàííîé. Ïîýòîìóîòðåçêè, êîòîðûå ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî äðóãèì â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè,ïðîâîäèòü íå ñòîèò.Äèàãðàììû óêàçàííîãî âèäà íàçûâàþòñÿ äèàãðàììàìè Õàññå.7.U. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâîìîæíî îïèñàòü òàêîé äèàãðàììîé Õàññå.7.V. Îïèøèòå òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó â ìíîæåñòâå Z öåëûõ ÷èñåë,êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé ïîðÿäêà, çàäàííîãî ñëåäóþùåé äèàãðàì-ìîé Õàññå
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6Ïðîñòðàíñòâî çàäà÷è 7.V íàçûâàåòñÿ öè�ðîâîé ïðÿìîé èëè ïðÿìîéÕàëèìñêîãî. Â íåì êàæäîå ÷åòíîå ÷èñëî çàìêíóòî è êàæäîå íå÷åòíîå �îòêðûòî.



7. Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 457.18. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ÷åòíîìó ÷èñëó 2k èíòåðâàë (2k−1, 2k+1), à êàæ-äîìó íå÷åòíîìó ÷èñëó 2k−1 îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {2k−1}. Äîêàæèòå, ÷òîìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë îòêðûòî â òîïîëîãèè Õàëèìñêîãî, ñîãäà îáúåäèíåíèåñîïîñòàâëåííûõ èì ìíîæåñòâ îòêðûòî íà ñòàíäàðòíîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.7.19. Ñðåäè ïðèìåðîâ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, äàííûõ â 2, íàéäèòå âñå,â êîòîðûõ òîïîëîãèþ ìîæíî çàäàòü êàê òîïîëîãèþ ïîðÿäêà. Â ñëó÷àÿõ êî-íå÷íûõ ìíîæåñòâ íàðèñóéòå äèàãðàììû, îïèñûâàþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå ïî-ðÿäêè.7′10x. Öèêëè÷åñêèå ïîðÿäêè â êîíå÷íîì ìíîæåñòâåÖèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûéïîðÿäîê, ðàññìàòðèâàåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê.Ëèíåéíûé ïîðÿäîê ïîçâîëÿåò çàíóìåðîâàòü ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ìíîæå-ñòâà X íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X,òàê ÷òî X = {x1, x2, . . . , xn}. Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ìåíÿåò ìåñòàìèïåðâûå k ýëåìåíòîâ ñ ïîñëåäíèìè n − k ýëåìåíòàìè, íå ìåíÿÿ ïîðÿäêàâ ïðåäåëàõ êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï:
(x1, x2, . . . , xk, xk+1, xk+2, . . . , xn) 7→ (xk+1, xk+2, . . . , xn, x1, x2, . . . , xk)�àññìàòðèâàÿ öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê, íå èìååò ñìûñëà ãîâîðèòü î òîì÷òî îäèí ýëåìåíò ñëåäóåò çà äðóãèì, ïîñêîëüêó ïîäõîäÿùåé öèêëè÷å-ñêîé ïåðåñòàíîâêîé âñåãî ìíîæåñòâà ëþáûå äâà ýëåìåíòà ìîæíî ïîñòà-âèòü â ïðîòèâîïîëîæíîì ïîðÿäêå. Îäíàêî, ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òîîäèí ýëåìåíò íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çà äðóãèì. Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ,íåïîñðåäñòâåííî çà ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì ñëåäóåò ñàìûé ïåðâûé: âåäüïðè ëþáîé íåòîæäåñòâåííîé öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå ñàìûé ïåðâûéýëåìåíò áóäåò ïîñòàâëåí íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå ñàìîãî ïîñëåäíåãî.Â öèêëè÷åñêè óïîðÿäî÷åííîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå äëÿ êàæäîãî ýëå-ìåíòà èìååòñÿ åäèíñòâåííûé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèé çà íèì ýëå-ìåíò. Ýòèì îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà íà ñåáÿ, ïðîñòåéøàÿöèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà

xi 7→
{
xi+1, åñëè i < n,

x1, åñëè i = n.Ýòà ïåðåñòàíîâêà äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî (ò. å. åå èòåðàöèÿìè ëþáîé ýëå-ìåíò ïåðåâîäèòñÿ â ëþáîé äðóãîé).7.Ax. Îïèñàííàÿ âûøå ñâÿçü îáðàòèìà: ëþáîå îòîáðàæåíèå T : X →
X, òðàíçèòèâíî äåéñòâóþùåå â X, îïðåäåëÿåò â X öèêëè÷åñêèé ïîðÿ-äîê, â êîòîðîì íåïîñðåäñòâåííî çà ýëåìåíòîì a ∈ X ñëåäóåò T (a).7.Bx. Â ìíîæåñòâå, ñîñòîÿùåì èç n ýëåìåíòîâ, èìååòñÿ ðîâíî (n−
1)! ïîïàðíî ðàçíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ.



46 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâàÂ ÷àñòíîñòè, â äâóõýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå èìååòñÿ âñåãî îäèí öèê-ëè÷åñêèé ïîðÿäîê (è ïîòîìó íå èíòåðåñåí íàñòîëüêî, ÷òî èíîãäà äàæåãîâîðÿò, ÷òî îí íå èìååò ñìûñëà), à â òðåõýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå èìå-þòñÿ äâà öèêëè÷åñêèõ ïîðÿäêà.7′11x. Öèêëè÷åñêèå ïîðÿäêè â áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõÖèêëè÷åñêèå ïîðÿäêè áûâàþò è â áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ. Â íèõìíîãèå åñòåñòâåííûå öèêëè÷åñêèå ïîðÿäêè íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü çàäà-íèåì íåïîñðåäñòâåííîãî ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð òî÷êè îêðóæ-íîñòè ìîæíî öèêëè÷åñêè óïîðÿäî÷èòü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (èëè ïðîòèâ÷àñîâîé ñòðåëêè). Îäíàêî, îòíîñèòåëüíî ýòîãî öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà íèîäíà òî÷êà íå îáëàäàåò íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåé çà íåé òî÷êîé.Òàêèå �íåïðåðûâíûå� öèêëè÷åñêèå ïîðÿäêè ìîæíî îïðåäåëèòü ïî÷òèòàê æå, êàê ìû îïðåëèëè âûøå öèêëè÷åñêèå ïîðÿäêè â êîíå÷íîì ìíî-æåñòâå. �àçíèöà â òîì, ÷òî íå âñåãäà âîçìîæíî îïðåäåëèòü äîñòàòî÷íîåêîëè÷åñòâî öèêëè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà, è ïðèõîäèòñÿ çà-ìåíèòü èõ öèêëè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà. Èìåí-íî, öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê åñòü ëèíåéíûé ïîðÿäîê, ðàññìàòðèâàåìûé ñòî÷íîñòüþ äî öèêëè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ãäå ïîä öèêëè÷åñêèì ïðåîá-ðàçîâàíèåì ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ≺ â ìíîæåñòâà X ìû ïîíèìàåì ïåðåõîäîò ≺ ê òàêîìó ëèíåéíîìó ïîðÿäêó ≺′, ÷òî ìíîæåñòâî X ìîæíî ðàçáèòüíà ïîäìíîæåñòâà A è B, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ïî îòäåëüíîñòè ïîðÿäêè
≺ è ≺′ ñîâïàäàþò, òîãäà êàê a ≺ b è b ≺′ a äëÿ ëþáûõ a ∈ A è b ∈ B.7.Cx. Âîçìîæíîñòü öèêëè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîãî ëèíåéíîãîïîðÿäêà â äðóãîé ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæå-ñòâå âñåõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ â �èêñèðîâàííîì ìíîæåñòâå. Òàê ÷òîöèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.7.Dx. Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ýòî îïðåäåëåíèåöèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ, äàííîìó â ïðåäûäó-ùåì ïóíêòå.7.Ex. Äîêàæèòå, ÷òî öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê �ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè�íà îêðóæíîñòè íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü êàê ëèíåéíûé ïîðÿäîê ñ òî÷-íîñòüþ äî öèêëè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà. Îáúÿñíèòå, êàêèåëèíåéíûå ïîðÿäêè íà îêðóæíîñòè îïðåäåëÿþò ýòîò öèêëè÷åñêèé ïîðÿ-äîê ñ òî÷íîñòüþ äî öèêëè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîðÿäêà.7.Fx. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X. Åñëè ëèíåéíûå ïîðÿäêè
≺′ è ≺ íà X ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà öèêëè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì,òî è ñóæåíèÿ ýòèõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ íà A ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãàöèêëè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì.



7. Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 477.Gx Ñëåäñòâèå. Öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê â ìíîæåñòâå îïðåäåëÿåò öèê-ëè÷åñêèé ïîðÿäîê â ëþáîì åãî ïîäìíîæåñòâå.7.Hx. Öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê â ìíîæåñòâå ìîæíî âîññòàíîâèòü ïîèíäóöèðîâàííûì èì öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêàì âî âñåõ òðåõýëåìåíòíûõïîäìíîæåñòâàõ ýòîãî ìíîæåñòâà.7.Hx.1. Öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê â ìíîæåñòâå ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî èíäó-öèðîâàííûì èì öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêàì âî âñåõ òðåõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæå-ñòâàõ ýòîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèõ ëþáîé íàïåðåä çàäàííûé �èêñèðîâàí-íûé ýëåìåíò.Òåîðåìà 7.Hx ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê êàê òåð-íàðíîå îòíîøåíèå. Èìåííî, äëÿ òðåõýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà {a, b, c} áó-äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [a ≺ b ≺ c] öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê, îïðåäåëÿåìûéëèíåéíûì ïîðÿäêîì, â êîòîðîì ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåííûå äâà íåðà-âåíñòâà (ò.å. b ñëåäóåò çà a è c ñëåäóåò çà b).7.Ix. Öèêëè÷åñêèå ïîðÿäêè, èíäóöèðîâàííûå â òðåõýëåìåíòíûõ ìíî-æåñòâàõ öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì â ìíîæåñòâå X, îáëàäàþò ñëåäóþùè-ìè ñâîéñòâàìè:(1) íè äëÿ êàêèõ a, b ∈ X íå âåðíî, ÷òî [a ≺ a ≺ b];(2) äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ a, b, c ∈ X ëèáî [a ≺ b ≺ c], ëèáî
[b ≺ a ≺ c], íî îáà ýòè óòâåðæäåíèÿ íå ìîãóò áûòü ñïðàâåä-ëèâû îäíîâðåìåííî;(3) [a ≺ b ≺ c], ñîãäà [b ≺ c ≺ a], ñîãäà [c ≺ a ≺ b] äëÿ ëþáûõ
a, b, c ∈ X;(4) åñëè [a ≺ b ≺ c] è [a ≺ c ≺ d], òî è [a ≺ b ≺ d].Íàîáîðîò, åñëè â ìíîæåñòâå X çàäàíî òåðíàðíîå îòíîøåíèå, îáëàäà-þùåå ýòèìè ÷åòûðüìÿ ñâîéñòâàìè, òî îíî îïðåäåëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèìïîðÿäêîì â X.7′12x. Òîïîëîãèÿ öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà7.Jx. Ïóñòü X � öèêëè÷åñêè óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Íàáîð ìíî-æåñòâ, îòêðûòûõ âî âñÿêîé èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèè äëÿ êàæäîãî ëè-íåéíîãî ïîðÿäêà, îïðåäåëÿþùåãî äàííûé öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê íà X, ÿâ-ëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà ìíîæåñòâå X.Òîïîëîãèÿ, îïðåäåëåííàÿ â òåîðåìå 7.Jx, íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé öèê-ëè÷åñêîãî ïîðÿäêà.7.Kx. Òîïîëîãèÿ öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî îáõîäà îêðóæíî-ñòè S1 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïîðîæäàåòñÿ ìåòðèêîé ρ(x, y) = |x − y|íà S1 ⊂ C.



48 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâàÄîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè1.A Âîïðîñ òàê ïðîñò, ÷òî òðóäíî íàéòè áîëåå ýëåìåíòàðíûå �àêòû, êî-òîðûå ìîãëè áû ñëóæèòü îòïðàâíîé òî÷êîé äîêàçàòåëüñòâà. ×òî çíà÷èò,÷òî A ñîñòîèò èç a ýëåìåíòîâ? Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû ìîæåì ïåðåñ÷èòàòüýëåìåíòû ìíîæåñòâà A, ïðèñâàèâàÿ èì íîìåðà 1, 2, 3, è òàê äàëåå è ÷òîïîñëåäíèé ýëåìåíò ïðè ýòîì ïîëó÷èò íîìåð a. Èçâåñòíî, ÷òî ðåçóëüòàòíå çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì ìû ðàñïîëîæèëè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà.(Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìîæíî ðàçâèòü òåîðèþ ìíîæåñòâ, êîòîðàÿ âêëþ-÷àëà áû òåîðèþ ñ÷¼òà, ãäå ýòî äîêàçûâàëîñü áû êàê îäíà èç îñíîâíûõòåîðåì. Íî ïîñêîëüêó ýòî íå âûçûâàåò ñîìíåíèé, ìû îïóñêàåì äîêàçà-òåëüñòâî.) Ïîýòîìó ìû ìîæåì íà÷àòü ïîäñ÷åò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Bñ ïîäñ÷åòà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A. Ïåðåñ÷èòàâ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A,ìû ïðîäîëæèì ïîäñ÷åò, åñëè êàêèå-òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B ê ýòîìóìîìåíòó îñòàíóòñÿ íå ñîñ÷èòàííûìè. Ïîýòîìó ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæå-ñòâà A íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B.1.B Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, âêëþ÷åíèå A ⊂ B îçíà-÷àåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ è ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà
B. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîäëåæèò äîêàçàòåëüñòâó, ìîæíî ïå-ðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Aÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A. À ýòî � òàâòîëîãèÿ.1.C Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, âêëþ÷åíèå A ⊂ B îçíà-÷àåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ è ýëåìåíòîì ìíîæå-ñòâà B. Ïîýòîìó íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
∅ ïðèíàäëåæèò è ìíîæåñòâó A. Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, ïîòîìó ÷òî â ∅ýëåìåíòîâ íåò. Åñëè âàñ ýòî ðàññóæäåíèå íå óáåäèëî, ïîñòàâèì âîïðîñèíà÷å: à ìîæåò ëè ýòî âêëþ÷åíèå áûòü íå ñïðàâåäëèâî? Êàê ýòî ìîæåòñëó÷èòñÿ, ÷òî ∅ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A? Ýòî ìîãëîáû ñëó÷èòüñÿ, òîëüêî åñëè áû â ∅ íàøåëñÿ ýëåìåíò, íå ÿâëÿþùèéñÿ ýëå-ìåíòîì ìíîæåñòâà A. Íî òàêîãî ýëåìåíòà â ∅ íåò, ïîñêîëüêó â ∅ íåòíèêàêèõ ýëåìåíòîâ.1.D Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿýëåìåíòîì ìíîæåñòâà C. Ïóñòü x ∈ A. Òàê êàê A ⊂ B, òî x ∈ B. À òàêêàê B ⊂ C, òî ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷¼ò x ∈ C. Íó à ýòî-òî è íóæíîáûëî äîêàçàòü.1.E Ìû óæå âèäåëè, ÷òî A ⊂ A. Ïîýòîìó åñëè A = B, òî A ⊂ Bè B ⊂ A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âêëþ÷åíèå A ⊂ B îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûéýëåìåíò ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæèò è B, à âêëþ÷åíèå B ⊂ A îçíà÷àåò,÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B ïðèíàäëåæèò è A. Ñëåäîâàòåëüíî Aè B îáëàäàþò îäíèìè è òåìè æå ýëåìåíòàìè, à çíà÷èò îíè ðàâíû.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 491.G Ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî A, òàêîå ÷òî A 6∈ A, ëåãêî. Âîçüìèòå,íàïðèìåð, A = ∅, èëè A = N, èëè A = {1},. . .1.H Ïóñòü A = {1}, B = {{1}} è C = {{{1}}}. ßñíî, ÷òî A ∈ B è
B ∈ C, íî A 6∈ C. Íà ñàìîì äåëå, òðóäíåå ïîñòðîèòü òàêèå ìíîæåñòâà A,
B è C, ÷òî A ∈ B, B ∈ C, è A ∈ C. Âîò îäèí èç ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ:
A = {1}, B = {{1}}, C = {{1}, {{1}}}.2.A ×òî æå íóæíî ïðîâåðèòü? Ïåðâàÿ àêñèîìà ãëàñèò, ÷òî îáúåäè-íåíèå ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X ÿâëÿåòñÿ ïîä-ìíîæåñòâîì òîãî æå ìíîæåñòâà. Êîíå÷íî, òàê îíî è åñòü. Åñëè Aα ⊂ Xäëÿ êàæäîãî α, òî áåçóñëîâíî ∪αAα ⊂ X. Òî÷íî òàê æå áëàãîïîëó÷íîäåëî îáñòîèò è ñî âòîðîé àêñèîìîé, â êîòîðîé èäåò ðå÷ü î ïåðåñå÷åíèèìíîæåñòâ. È, áåçóñëîâíî, ∅ ⊂ X è X ⊂ X.2.B Ïðàâäà, ïðàâäà. Åñëè ñðåäè îáúåäèíÿåìûõ ìíîæåñòâ åñòü X,òî è îáúåäèíåíèå ðàâíî X. À åñëè åãî òàì íåò, òî ÷òî æå åñòü? Òîëüêîïóñòîå ìíîæåñòâî. Íî òîãäà è îáúåäèíåíèå ïóñòî. Ñ ïåðåñå÷åíèÿìè äåëîîáñòîèò òàê æå ïðîñòî. Åñëè ñðåäè ïåðåñåêàåìûõ ìíîæåñòâ åñòü ∅, òî èïåðåñå÷åíèå ðàâíî ∅. À åñëè åãî òàì íåò, òî ÷òî æå åñòü? Òîëüêî âñå X.Íî òîãäà è ïåðåñå÷åíèå ðàâíî X.2.C Âíà÷àëå ïîêàæèòå, ÷òî ⋃

α
Aα ∩⋃

β

Bβ =
⋃
α,β

(Aα ∩ Bβ). Ïîýòîìó,åñëè Aα, Bβ � èíòåðâàëû, òî ñïðàâà � îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ.Äëÿ òåõ, êîìó êàæåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ òàêèì îáúåäèíåíè-åì, î÷åíü óæ ïðîñòî óñòðîåíî, ïðåäëàãàåì ñëåäóþùèé âîïðîñ (âïðî÷åì,�îðìàëüíî óæå íå èìåþùèé íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé çà-äà÷å). Ïóñòü {rn}∞n=1 = Q (ò. å. ìû çàíóìåðîâàëè âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñ-ëà). Ïîêàæèòå, ÷òî ⋃(r−2−n; r+2−n) 6= R, õîòÿ ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿîáúåäèíåíèåì íåêîòîðûõ èíòåðâàëîâ, ñîäåðæàùèõ âñå (!) ðàöèîíàëüíûå÷èñëà.2.D Îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî. Ïå-ðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî. Ïó-ñòîå ìíîæåñòâî è âñå ïðîñòðàíñòâî � îòêðûòûå ìíîæåñòâà.2.E(a)
x ∈

⋂

A∈Γ

(X rA) ⇐⇒ ∀A ∈ Γ : x ∈ X rA

⇐⇒ ∀A ∈ Γ : x /∈ A ⇐⇒ x /∈
⋃

A∈Γ

A ⇐⇒ x ∈ X r
⋃

A∈Γ

A.



50 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà(b) Çàìåíèòå îáå ÷àñòè �îðìóëû èõ äîïîëíåíèÿìè â ìíîæåñòâå X èïîëîæèòå B = X rA.2.F Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî åñòü äîïîë-íåíèå îòêðûòîãî, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ñâîéñòâ îòêðûòûõìíîæåñòâ (ïðèìåíèòå �îðìóëû äå Ìîðãàíà).2.G Â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå ïóñòîå ìíîæåñòâî è âñå ïðîñòðàíñòâî èîòêðûòû, è çàìêíóòû, à â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêîå ìíîæåñòâîÿâëÿåòñÿ òàêîâûì. Ïîëóîòêðûòûé èíòåðâàë íè îòêðûò, íè çàìêíóò. Ñì.òàêæå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.2.H Äà, âñÿêèé îòðåçîê çàìêíóò, ïîñêîëüêó åãî äîïîëíåíèå R r

[a; b] = (−∞; a) ∪ (b; +∞) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.2.Ax Ïóñòü U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé. Äëÿ êàæäîé òî÷-êè x ∈ U ðàññìîòðèì íàèáîëüøèé (ïî âêëþ÷åíèþ) èíòåðâàë (mx;Mx),ñîäåðæàùèé ýòó òî÷êó (èì ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå âñåõ ñîäåðæàùèõ x èí-òåðâàëîâ). Òàê êàê ìíîæåñòâî U îòêðûòî, òàêèå èíòåðâàëû ñóùåñòâóþò.ßñíî, ÷òî âñÿêèå äâà èíòåðâàëà äàííîãî âèäà ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáîñîâïàäàþò.2.Cx Ñëåäóåò èç 2.Bx.2.2.Dx Òî, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (a) è (
) èç 2.13 � î÷åâèäíî. Äëÿïðîâåðêè óñëîâèÿ (b) âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 2.Ex. Ïóñòüìíîæåñòâà A è B íå ñîäåðæàò àðè�ìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé äëèíû áîëü-øåé èëè ðàâíîé n. Åñëè áû â ìíîæåñòâå A ∪B ñîäåðæàëàñü äîñòàòî÷íîäëèííàÿ ïðîãðåññèÿ, òî â îäíîì èç èñõîäíûõ ìíîæåñòâ íàøëàñü áû ïðî-ãðåññèÿ äëèíû n.2.Ex Ñì. êíèãó À. ß. Õèí÷èíà �Òðè æåì÷óæèíû òåîðèè ÷èñåë�.3.A Ïóñòü Σ ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè Ω è U ∈ Ω. Ïðåä-ñòàâèì ìíîæåñòâî U â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ èç áàçû Σ. Âñÿêàÿòî÷êà x ∈ U îêàæåòñÿ ïîêðûòà êàêèì-íèáóäü èç ýòèõ áàçèñíûõ ìíî-æåñòâ. Òàêîå ìíîæåñòâî è ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå V . Îíî ñîäåðæèòñÿ â
U , ïîñêîëüêó ó÷àñòâóåò â åãî ïðåäñòàâëåíèè â âèäå îáúåäèíåíèÿ.Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà U ∈ Ω è âñÿ-êîé òî÷êè x ∈ U ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî V ∈ Σ, ÷òî x ∈ V ⊂ U , èïîêàæåì, ÷òî Σ � áàçà òîïîëîãèè Ω. Äëÿ ýòîãî íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì,÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî U ∈ Ω ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíî-æåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ Σ. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ U âûáåðåì, ïîëüçóÿñüïðåäïîëîæåíèåì, òàêîå ìíîæåñòâî Vx ∈ Σ, ÷òî x ∈ Vx ⊂ U è ðàññìîò-ðèì ∪x∈UVx. Çàìåòèì, ÷òî ∪x∈UVx ⊂ U , ïîñêîëüêó Vx ⊂ U äëÿ êàæäîãî
x ∈ U . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäàÿ òî÷êà x ∈ U ñîäåðæèòñÿ â ñâî¼ì Vx è,òåì áîëåå, â ∪x∈UVx. Çíà÷èò, U ⊂ ∪x∈UVx. Òàêèì îáðàçîì, U = ∪x∈UVx.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 513.B Ïóñòü Σ � áàçà íåêîòîðîé òîïîëîãèè. Òîãäà X, áóäó÷èîòêðûòûì ìíîæåñòâîì, äîëæíî ïðåäñòàâëÿòüñÿ êàê îáúåäèíåíèå áàçèñ-íûõ ìíîæåñòâ. Ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ èç Σ, êàê ïåðåñå÷åíèåäâóõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, îòêðûòî, è, çíà÷èò, ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáú-åäèíåíèå áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.Íàîáîðîò, äîïóñòèì, ÷òî Σ � òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíî-æåñòâà X, ÷òî X åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èç Σ è ïåðåñå÷åíèå ëþáûõäâóõ ìíîæåñòâ èç Σ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ èç
Σ. Äîêàæåì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ îáúåäèíåíèé ìíîæåñòâ èç
Σ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ïåðâàÿ àêñèî-ìà î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê îáúåäèíåíèå îáúåäèíåíèé åñòü îáú-åäèíåíèå. Äîêàæåì âòîðóþ àêñèîìó (ïåðåñå÷åíèå äâóõ îòêðûòûõ ìíî-æåñòâ îòêðûòî). Ïóñòü U = ∪αAα è V = ∪βBβ, ãäå Aα, Bβ ∈ Σ. Òîãäà
U ∩ V = (∪αAα) ∩ (∪βBβ) = ∪α,β(Aα ∩ Bβ), à ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèÿ
Aα∩Bβ ïðåäñòàâëÿþòñÿ, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, êàê îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâèç Σ, òî è U ∩ V ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òàêîì âèäå. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü òðå-òüþ àêñèîìó. Â íåé íóæíî ïðîâåðèòü òîëüêî ÷àñòü î âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå,íî ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, âñå ïðîñòðàíñòâî X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåîáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ èç Σ.3.D, 3.E Äîêàæèòå, à çàòåì èñïîëüçóéòå ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ ëåì-ìó: A =

⋃
Bα, ãäå Bα ∈ B, ñîãäà ∀x ∈ A ∃Bx ∈ B : x ∈ Bx ⊂ A.3.F Ôðàçà: �B åñòü áàçà íåêîòîðîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû� ðàñ-êðûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàáîð âñåâîçìîæíûõ îáúåäèíåíèé ìíî-æåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ íàáîðó B, ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.Óòâåðæäåíèå, ÷òî Σ1 � áàçà íåêîòîðîé òîïîëîãèè, ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòàçàäà÷è 3.E (òàê ÷òî íóæíî äîêàçàòü åùå åå àíàëîãè ïðèìåíèòåëüíî êíàáîðàì Σ2, Σ∞). Ñîâïàäåíèå ñòðóêòóð, îïðåäåëåííûõ, ê ïðèìåðó, áàçà-ìè Σ1 è Σ2, îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì êðóãîâ,åñòü òàêæå è îáúåäèíåíèå êâàäðàòèêîâ, è íàîáîðîò. Äîñòàòî÷íî ëè äî-êàçàòü, ÷òî êðóã åñòü îáüåäèíåíèå êâàäðàòèêîâ? Êàê ïðîùå âñåãî ýòîñäåëàòü (ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷àì 3.D è 3.E)?3.G Ïóñòü Σ1 è Σ2 � áàçû òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð Ω1 è Ω2 âìíîæåñòâå X. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ω1 ⊂ Ω2, ñîãäà

∀U ∈ Σ1 ∀x ∈ U ∃V ∈ Σ2 : x ∈ V ⊂ U.Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî Ω1 = Ω2, ñîãäà Ω1 ⊂ Ω2 è Ω2 ⊂ Ω1.4.A Âñå, ÷òî íàäî ïðîâåðèòü, òàê ýòî ñïðàâåäëèâîñòü àêñèîì ìåò-ðèêè äëÿ êàæäîãî íàáîðà òî÷åê x, y è z.4.B Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä |x− y| ≤
|x − z| + |z − y|. Ïîëîæèâ a = x − z, b = z − y, ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíîåíåðàâåíñòâî |a+ b| ≤ |a| + |b|.



52 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà4.C Êàê â ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêàïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå √∑n
i=1(ai + bi)2 ≤

√∑n
i=1 a

2
i +

√∑n
i=1 b

2
i . Äâó-êðàòíîå âîçâåäåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà â êâàäðàò è óïðîùåíèå ñâîäÿòïîñëåäíåå ê íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî (∑ aibi

)2 ≤∑ a2
i

∑
b2i .4.E Ê ïðèìåðó, åñëè y ∈ Br−ρ(x,a)(x), òî ρ(y, x) < r−ρ(x, a), îòêóäà,â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, ñëåäóåò, ÷òî ρ(y, a) < r, ÷òî è îçíà÷àåò,÷òî y ∈ Br(a).4.F Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè d = diamA è a ∈ A, òî A ⊂ Dd(a). Îáðàòíî:

diamDd(a) ≤ 2d (ñð. 4.11).4.G Ñîïîñòàâüòå óòâåðæäåíèÿ 3.A, 3.B è 4.E.4.H Â ñòàíäàðòíîé ìåòðèêå ïðÿìîé R øàðàìè ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëû.4.I Åñëè ìíîæåñòâî âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé ñîäåðæèòøàð ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå, òî îíî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òàêèõ øàðîâ,ñëåäîâàòåëüíî îíî îòêðûòî.Åñëè a ∈ U , ãäå U îòêðûòî, òî a ∈ Br(x) è Br−ρ(a,x)(a) ⊂ Br(x) ⊂ U .4.J Â íåì ñëèøêîì ìàëî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Åñëè x, y ∈ X è r =
ρ(x, y) > 0, òî øàð Dr(x) íåïóñò è íå ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì.4.K Ïóñòü x ∈ X. Ïîëîæèì r = min{ρ(x, y)|y ∈ Xrx}. Êàêèåòî÷êè âõîäÿò â øàð Dr(x)? Î÷åâèäíî.4.L Óñëîâèå ρ(b,A) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêèé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå
b ïåðåñåêàåòñÿ ñ A. À ýòî çíà÷èò, â ñèëó òîãî, ÷òî A çàìêíóòî è åãîäîïîëíåíèå îòêðûòî, ÷òî b íå ïðèíàäëåæèò äîïîëíåíèþ ìíîæåñòâà A,è çíà÷èò âõîäèò â A.4.Ax Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (2) î÷åâèäíî. Îáîçíà÷èì sup

z∈A
ρ(a,B) ÷åðåç

r(A,B), òàê ÷òî dρ(A,B) = max{r(A,B), r(B,A)}. Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ(3) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B,C ⊂ X âåðíîíåðàâåíñòâî r(A,C) ≤ r(A,B) + r(B,C). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ρ(a,C) ≤
ρ(a, b)+ ρ(b, C) ïðè âñåõ a ∈ A, b ∈ B. Îòñþäà ρ(a,C) ≤ ρ(a, b)+ r(B,C),çíà÷èò,
ρ(a,C) ≤ inf

b∈B
ρ(a, b) + r(B,C) = ρ(a,B) + r(B,C) ≤ r(A,B) + r(B,C),îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.4.Bx Ñîãëàñíî 4.Ax, dρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2) è (3) èç îïðåäå-ëåíèÿ ìåòðèêè. Èç 4.L ñëåäóåò, ÷òî åñëè ðàññòîÿíèå Õàóñäîð�à ìåæäóäâóìÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè A è B ðàâíî íóëþ, òî A ⊂ B è B ⊂ A,ò. å. A = B. Òàêèì îáðàçîì, dρ óäîâëåòâîðÿåò è óñëîâèþ (1).



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 534.Cx Ôóíêöèÿ d∆(A,B) � ýòî ïëîùàäü ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòèìíîãîóãîëüíèêîâ A è B, ò. å. ïëîùàäü ìíîæåñòâà A∆B = (A r B) ∪
(B r A). ßñíî, ÷òî òðåáóåò ïðîâåðêè ëèøü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.Äîêàæèòå è èñïîëüçóéòå âêëþ÷åíèå ArB ⊂ (C rB) ∪ (Ar C).4.Fx Î÷åâèäíî, ÷òî ìåòðèêà èç 4.A � óëüòðàìåòðèêà. Òî, ÷òî îñòàëü-íûå ìåòðèêè òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ, ñëåäóåò õîòÿ áû èç òîãî, ÷òî äëÿêàæäîé èç íèõ íàéäóòñÿ òàêèå ðàçëè÷íûå òî÷êè x, y è z, ÷òî ρ(x, y) =
ρ(x, z) + ρ(z, y).4.Gx Èç îïðåäåëåíèÿ óëüòðàìåòðèêè ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ïîïàðíûõðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè a, b è c íå ìîæåò áûòü îäíîãî, áîëüøåãî äâóõäðóãèõ.4.Hx Â ñèëó 4.Gx, åñëè y ∈ Sr(x) è r > s > 0, òî Bs(y) ⊂ Sr(x).4.Ix Ïóñòü x− z = r1

s1
pα1 è z − y = r2

s2
pα2 . Ñ÷èòàåì, äëÿ îïðåäåëåí-íîñòè, ÷òî α1 ≤ α2. Èìååì:

x− y = pα1
(
r1
s1

+ r2
s2
pα2−α1

)
=
r1s2 + r2s1p

α2−α1

s1s2
· pα1,çíà÷èò p(x, y) ≤ p−α1 = max{ρ(x, z), ρ(z, y)}.5.A Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ΩA óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì òîïîëîãè÷å-ñêîé ñòðóêòóðû. Ïðîâåðèì ïåðâóþ àêñèîìó. Ïóñòü Γ ⊂ ΩA � íåêîòîðàÿñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ ΩA. Íàì ñëåäóåò óáåäèòüñÿ âòîì, ÷òî ∪U∈ΓU ∈ ΩA. Äëÿ êàæäîãî U ∈ Γ íàéä¼ì òàêîå ìíîæåñòâî UX ∈

Ω, ÷òî U = A∩UX . Ýòî âîçìîæíî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà ΩA.Ïðåîáðàçóåì èíòåðåñóþùåå íàñ ìíîæåñòâî: ∪U∈ΓU = ∪U∈Γ(A ∩ UX) =
A∩(∪U∈ΓUX). Ìíîæåñòâî ∪U∈ΓUX ïðèíàäëåæèò Ω (òî åñòü îòêðûòî âX)êàê îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ, îòêðûòûõ â X. (Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òåì,÷òî Ω, áóäó÷è òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé â X, óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àê-ñèîìå òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû.) Ïîýòîìó A∩ (∪U∈ΓUX) ïðèíàäëåæèò
ΩA. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ âòîðàÿ àêñèîìà. Òðåòüÿ àêñèîìà ñëåäóåòèç òîãî, ÷òî A = A ∩X, à ∅ = A ∩ ∅.5.B Ïîêàæåì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî â R îòêðûòî â îòíîñèòåëüíîé òî-ïîëîãèè, ñîãäà îíî îòêðûòî â ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèè ïðÿìîé. Ïî-ñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå êðóãà ñ ïðÿìîé èëè ïóñòî, èëè ÿâëÿåòñÿ èíòåðâà-ëîì, à âñÿêîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè åñòü îáúåäèíåíèå îò-êðûòûõ êðóãîâ, òî ïåðåñå÷åíèå îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè ñïðÿìîé åñòü îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ, ò. å. îíî îòêðûòî íà ïðÿìîé.Äëÿ âñÿêîãî îáúåäèíåíèÿ èíòåðâàëîâ íà ïðÿìîé ñóùåñòâóåò îáúåäèíå-íèå êðóãîâ, ïåðåñå÷åíèå êîòîðîãî ñ ïðÿìîé ñîâïàäàåò ñ äàííûì îáúåäè-íåíèåì èíòåðâàëîâ.



54 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà5.C Åñëè ìíîæåñòâî F çàìêíóòî â A, òî åãî äîïîëíåíèå Ar F â Aîòêðûòî â A, ò. å.ArF = A∩U , ãäå U îòêðûòî âX. Êàêèì æå çàìêíóòûììíîæåñòâîì âûñåêàåòñÿ ìíîæåñòâî F íà A? Îíî âûñåêàåòñÿ ìíîæåñòâîì
X r U . Äåéñòâèòåëüíî, A ∩ (X r U) = Ar (A ∩ U) = Ar (Ar F ) = F .Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñ A ìíîæåñòâà, çàìêíóòîãîâ X, çàìêíóòî â A.5.D Íèêàêîé êðóã â R2 íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì ïîäìíîæåñòâåïðÿìîé R.5.E Åñëè A ∈ Ω, B ∈ ΩA, òî B = A∩U , ãäå U ∈ Ω, çíà÷èò ìíîæåñòâî
B ïðèíàäëåæèò òîïîëîãèè Ω, êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ìíîæåñòâ, A è U ,ïðèíàäëåæàùèõ òîïîëîãèè Ω.5.F �àññóæäàéòå êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, òîëüêî èñïîëüçóéòå 5.Câìåñòî îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè ïîäïðîñòðàíñòâà.5.G Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ëåæèò òîæäåñòâî (U ∩A)∩B = U ∩B.Îíî èìååò ìåñòî, ïîñêîëüêó B ⊂ A, è ïðèìåíÿåòñÿ ê U ∈ Ω. Êîãäà Uïðîáåãàåò Ω, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (U ∩ A) ∩ B = U ∩ B ïðîáåãàåò
ΩB, òîãäà êàê ëåâàÿ ÷àñòü ïðîáåãàåò (ΩA)B . Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòûòîïîëîãèè ΩB ïîëó÷àþòñÿ êàê U ∩ B ñ U ∈ Ω, à ýëåìåíòû òîïîëîãèè
(ΩA)B ïîëó÷àþòñÿ êàê V ∩ B ñ V ∈ ΩA, íî V , â ñâîþ î÷åðåäü, êàêýëåìåíò òîïîëîãèè ΩA, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå U ∩A, ãäå U ∈ Ω.6.A Îáúåäèíåíèå âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ìíî-æåñòâå A, âî-ïåðâûõ, îòêðûòî (êàê îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ),à, âî-âòîðûõ, ñîäåðæèò ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â A,òî åñòü ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì èç ýòèõ ìíîæåñòâ.6.B Ïóñòü òî÷êà x âíóòðåííÿÿ, ò. å. ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî
Ux ñ x ∈ Ux ⊂ A. Òîãäà Ux ⊂ IntA (ïîñêîëüêó IntA � íàèáîëüøåå èçâñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõñÿ â A) à, çíà÷èò, è x ∈ IntA.Îáðàòíî, åñëè x ∈ IntA, òî ñàìî ìíîæåñòâî IntA è åñòü ñîäåðæàùàÿñÿâ A îêðåñòíîñòü òî÷êè x.6.C Åñëè U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî îíî è ÿâëÿåòñÿ íàèáîëü-øèì ñðåäè âñåõ ñâîèõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ. Åñëè ìíîæåñòâîñîâïàäàåò ñî ñâîåé âíóòðåííîñòüþ, òî îíî îòêðûòî, ïîñêîëüêó âíóòðåí-íîñòü ëþáîãî ìíîæåñòâà îòêðûòà.6.D(1) Ìíîæåñòâî [0; 1) íå îòêðûòî íà ïðÿìîé, à (0; 1) îòêðûòî, ïîýòî-ìó Int[0; 1) = (0; 1).(2) Ïîñêîëüêó â ëþáîì èíòåðâàëå èìåþòñÿ èððàöèîíàëüíûå òî÷-êè, òî íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî îòêðûòîãî â îáû÷íîé òîïîëîãèèìíîæåñòâà, ëåæàùåãî â Q. Çíà÷èò, Int Q = ∅.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 55(3) Ïîñêîëüêó â ëþáîì èíòåðâàëå ñîäåðæàòñÿ ðàöèîíàëüíûå òî÷-êè, òî íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî îòêðûòîãî â îáû÷íîé òîïîëîãèèìíîæåñòâà, ëåæàùåãî â R r Q. Çíà÷èò, Int(R r Q) = ∅.
6.E Ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ìíîæå-ñòâî A, âî-ïåðâûõ, çàìêíóòî (êàê ïåðåñå÷åíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ),à, âî-âòîðûõ, ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå, ñîäåðæàùèì

A, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì èç ýòèõ ìíîæåñòâ. Ñð. äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû 6.A. Âîîáùå, ñâîéñòâà çàìûêàíèé ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñâîéñòââíóòðåííîñòåé çàìåíîé îáúåäèíåíèé íà ïåðåñå÷åíèÿ, è íàîáîðîò.6.F Åñëè x /∈ ClA, òî íàéäåòñÿ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F , òàêîå, ÷òî
F ⊃ A è x /∈ F , çíà÷èò x ∈ U = X r F , òàêèì îáðàçîì, x íå åñòü òî÷êàïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A. Äîêàæèòå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñàìîñòî-ÿòåëüíî, ñð. 6.H.6.G Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.C.6.H Ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ìíîæå-ñòâî A, ñîâïàäàåò ñ äîïîëíåíèåì îáúåäèíåíèÿ âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ,ñîäåðæàùèõñÿ â ìíîæåñòâå A.6.I (a) Ïîëóîòêðûòûé ïðîìåæóòîê [0; 1) íå çàìêíóò, à îòðåçîê [0; 1]çàìêíóò; (b-
) âíåøíîñòü êàæäîãî èç ìíîæåñòâ Q è RrQ ïóñòà, ïîñêîëü-êó âî âñÿêîì èíòåðâàëå åñòü, êàê ðàöèîíàëüíûå, òàê è èððàöèîíàëüíûåòî÷êè.6.J Åñëè b ∈ ClA, òî b � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ê A, ñëåäî-âàòåëüíî, ∀ ε > 0 ∃ a ∈ A ∩ Dε(b), çíà÷èò, ∀ ε > 0 ∃ a ∈ A : ρ(a, b) < ε,òàêèì îáðàçîì, ρ(b,A) = 0. Ïðîñòîå óïðàæíåíèå.6.K Åñëè x ∈ FrA, òî x ∈ ClA è x /∈ IntA, çíà÷èò, âî-ïåðâûõ, âñÿ-êàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x ïåðåñåêàåòñÿ ñ A, âî-âòîðûõ, íèêàêàÿ îêðåñò-íîñòü ýòîé òî÷êè íå ñîäåðæèòñÿ â A, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ îêðåñòíîñòüïåðåñåêàåòñÿ ñ äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà x � ãðà-íè÷íàÿ. Äîêàæèòå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî.6.L Òàê êàê IntA ⊂ A, òî ClA = A, ñîãäà FrA ⊂ A.6.M Âñÿêîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îêðåñò-íîñòüþ ëþáîé ñâîåé òî÷êè. Òàê êàê ýòà òî÷êà äîëæíà ïðèíàäëåæàòü çà-ìûêàíèþ âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà A, òî åå îêðåñòíîñòü ïåðåñåêàåòñÿñ A. Ìíîæåñòâî, ïåðåñåêàþùååñÿ ñî âñÿêèì íåïóñòûì îòêðûòûììíîæåñòâîì, ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå � âñåìïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå è áóäåò åãî çàìûêàíèåì.6.N Ñì. 6.17.



56 I. Ñòðóêòóðû è ïðîñòðàíñòâà6.O Ñ�îðìóëèðîâàííîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíî-ñòè ëþáîé òî÷êè íàéäåòñÿ âíåøíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A, òàêèì îáðàçîìâíåøíîñòü A âñþäó ïëîòíà.6.Q Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ClArA ÿâ-ëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé.7.F Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå �a ≺ b, ëèáî a = b� óäî-âëåòâîðÿåò òð¼ì óñëîâèÿì èç îïðåäåëåíèÿ íåñòðîãîãî ïîðÿäêà, ïðè÷¼ìïðîâåðêà äîëæíà îïèðàòüñÿ èñêëþ÷èòåëüíî íà òî, ÷òî ≺ óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèÿì èç îïðåäåëåíèÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêà. Ïðîâåðèì òðàíçèòèâíîñòü.Ïóñòü a � b è b � c. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî a ≺ b è b ≺ c, ëèáî a = bè b ≺ c, ëèáî a ≺ b è b = c, ëèáî a = b è b = c. Â ïåðâîì ñëó÷àå a ≺ c,â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ≺, è çíà÷èò a � c; âî âòîðîì ñëó÷àå
a = b ≺ c, òàê ÷òî a ≺ c è a � c; â òðåòüåì ñëó÷àå a ≺ b = c, è çíà÷èò
a ≺ c è a � c; íàêîíåö, â ÷åòâåðòîì ñëó÷àå a = b = c, òàê ÷òî a = c è
a � c. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿþòñÿ äâà äðóãèõ ñâîéñòâà.7.I Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òðàíçèòèâíîñòè ïîðÿäêà. Â ñà-ìîì äåëå, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò c ∈ C+

X(b). Ïî îïðåäåëåíèþêîíóñà, b � c, à óñëîâèå b ∈ C+
X(a) îçíà÷àåò, ÷òî a � b. Â ñèëó òðàíçè-òèâíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a � c, òî åñòü c ∈ C+

X(a). Òåì ñàìûì, ìûïîêàçàëè, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò êîíóñà C+
X(b) ïðèíàäëåæèò è C+

X(a), òàê÷òî C+
X(b) ⊂ C+

X(a), ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ êîíóñà è ðå�ëåêñèâíîñòèïîðÿäêà. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ, C+
X(a) ñîñòîèò èç òàêèõ b, ÷òî

a � b, à â ñèëó ðå�ëåêñèâíîñòè ïîðÿäêà a � a.Òðåòüå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç àíòèñèììåòðè÷-íîñòè: ðàâåíñòâî C+
X(a) = C+

X(b) âìåñòå ñî âòîðûì óòâåðæäåíèåì âëå÷¼ò
a � b è b � a, à îòñþäà è èç àíòèñèììåòðè÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî a = b.7.J Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ ïðåäûäóùåé òåîðåìû 7.I, êîíóñà â ÷à-ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, âõîäÿùèìè âóñëîâèå ðàññìàòðèâàåìîé òåîðåìû. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.I ìû ïî-êàçàëè, ÷òî ýòè ñâîéñòâà âûòåêàþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé îïðåäå-ëåíèÿ íåñòðîãîãî ïîðÿäêà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îíè ýêâèâàëåíòíû ýòèìóñëîâèÿì. Ïåðåñòàâüòå ñëîâà â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.I òàê, ÷òîáûïîëó÷èëîñü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.J.7.O Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.B, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèåäâóõ ïðàâûõ ëó÷åé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïðàâûõ ëó÷åé.�àññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ëó÷åé {x ∈ X | a ≺ x} è {x ∈ X | b ≺ x}.Ïîðÿäîê ëèíååí, ïîýòîìó ëèáî a ≺ b, ëèáî b ≺ a. Ïóñòü a ≺ b. Òîãäà
{x ∈ X | a ≺ x} ∩ {x ∈ X | b ≺ x} = {x ∈ X | b ≺ x}.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 577.R Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.C, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíòïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êîíóñîâ âèäà C+
X(a) ñîäåðæèòñÿ â ýòîì ïåðåñå÷åíèèâìåñòå ñ öåëûì êîíóñîì òîãî æå âèäà. Ïóñòü c ∈ C+

X(a) ∩ C+
X(b) è d ∈

C+
X(c). Òîãäà a � c � d è b � c � d, òàê ÷òî a � d è b � d. Ñëåäîâàòåëüíî,

d ∈ C+
X(a) ∩ C+

X(b). Çíà÷èò, C+
X(c) ⊂ C+

X(a) ∩ C+
X(b).7.T Ýêâèâàëåíòíîñòü âòîðîãî è òðåòüåãî ñâîéñòâ äîêàçûâàåòñÿ ïî-ñðåäñòâîì �îðìóë äå Ìîðãàíà, ñð. 2.F. Äîêàæåì, ÷òî èç ïåðâîãî ñâîé-ñòâà ñëåäóåò âòîðîå. �àññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíî-ñòè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ ëþáîé åãî òî÷êè êàæäîå èç ïåðåñåêàåìûõìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ. Ïîýòîìó åå íàèìåíüøàÿ îêðåñòíîñòüñîäåðæèòñÿ â êàæäîì èç ïåðåñåêàåìûõ ìíîæåñòâ, à çíà÷èò è â ïåðå-ñå÷åíèè. Èòàê, ëþáàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âõîäèò â íåãî âìåñòå ñ öåëîéîêðåñòíîñòüþ. Âñå ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ýòèõ îêðåñòíî-ñòåé. Ïîýòîìó îíî îòêðûòî.Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè îòêðûòûõìíîæåñòâ îòêðûòî, òî ëþáàÿ òî÷êà îáëàäàåò íàèìåíüøåé îêðåñòíîñòüþ.Îòêóäà âçÿòü, êàê ïîñòðîèòü òàêóþ îêðåñòíîñòü? Âîçüìåì âñå îêðåñòíî-ñòè îäíîé òî÷êè, è ðàññìîòðèì èõ ïåðåñå÷åíèå. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿýòî ïåðåñå÷åíèå îòêðûòî. Îíî ñîäåðæèò ýòó òî÷êó, òàê ÷òî ïåðåä íàìè� åå îêðåñòíîñòü. Ýòà îêðåñòíîñòü, êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ îêðåñòíîñòåé,ñîäåðæèòñÿ â êàæäîé îêðåñòíîñòè, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé îêðåñò-íîñòüþ.7.V Ìèíèìàëüíàÿ áàçà ýòîé òîïîëîãèè ñîñòîèò èç îäíîòî÷å÷íûõâèäà {2k− 1} ñ k ∈ Z è òðåõòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ âèäà {2k− 1, 2k, 2k+1},ãäå ñíîâà k ∈ Z.





�ëàâà II
Íåïðåðûâíîñòü
8. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îòñòóïëåíèå:îòîáðàæåíèÿ8′1. Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå òèïûÎòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ òðîéêà, ñî-ñòàâëåííàÿ èç X,Y è ïðàâèëà, ñòàâÿùåãî â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëå-ìåíòó ìíîæåñòâà X íåêîòîðûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y .1×òîáû ïîä÷åðêíóòü òî, ÷òî îòîáðàæåíèå f åñòü îòîáðàæåíèå ìíî-æåñòâà X â ìíîæåñòâî Y , óïîòðåáëÿþò îáîçíà÷åíèÿ f : X → Y èëè
X

f→ Y . Ýëåìåíò b ìíîæåñòâà Y , îòâå÷àþùèé ïðè îòîáðàæåíèè f ýëå-ìåíòó a ìíîæåñòâà X, îáîçíà÷àåòñÿ f(a) è íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ýëåìåíòà
a ïðè îòîáðàæåíèè f (ïèøóò b = f(a) èëè a f7→ b èëè f : a 7→ b).Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, èëè ñþðúåêöèåé(èëè îòîáðàæåíèåì íà), åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y ÿâëÿåòñÿ îá-ðàçîì õîòÿ áû îäíîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà X. Îòîáðàæåíèå f : X → Y

1Êîíå÷íî æå, ïðàâèëî (êàê è âñ¼ â òåîðèè ìíîæåñòâ) ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàêìíîæåñòâî. À èìåííî, îíî ìîæåò áûòü çàäàíî ìíîæåñòâîì óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y), ãäå x ∈
X, y ∈ Y , òàêèõ ÷òî íàøå ïðàâèëî ñòàâèò ýëåìåíò y â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó x. Ýòî ìíîæåñòâîïàð íàçûâàåòñÿ ãðà�èêîì îòîáðàæåíèÿ. �ðà�èê ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà X × Yâñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y). 59



60 II. Íåïðåðûâíîñòüíàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, åñëè êàæäûé ýëå-ìåíò ìíîæåñòâà Y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íå áîëåå ÷åì îäíîãî ýëåìåíòà ìíî-æåñòâà X. Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì èëè áèåêöèåé, åñëè îíîñþðúåêòèâíî è èíúåêòèâíî.8′2. Îáðàçû è ïðîîáðàçûÎáðàçîì ìíîæåñòâà A ⊂ X ïðè îòîáðàæåíèè f : X → Y íàçûâàåòñÿìíîæåñòâî f(A), ñîñòàâëåííîå èç îáðàçîâ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, ò. å.
f(A) = {f(x) | x ∈ A}. Îáðàç âñåãî îòîáðàæàåìîãî ìíîæåñòâà X, ò. å.
f(X), íàçûâàåòñÿ îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ f .Ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà B ⊂ Y ïðè îòîáðàæåíèè f : X → Y íàçû-âàåòñÿ ìíîæåñòâî f−1(B) òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X, îáðàçû êîòîðûõïðèíàäëåæàò B, ò. å. f−1(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B}.Ïðåäîñòåðåãàåì ÷èòàòåëÿ îò íåâíèìàòåëüíîãî îáðàùåíèÿ ñ òåðìèíà-ìè îáðàç è ïðîîáðàç. Äàëåêî íå âñåãäà îáðàç ïðîîáðàçà ìíîæåñòâà Bñîâïàäàåò ñ B, à åñëè ýòî è òàê, òî ïðîîáðàç ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåí-íûì ìíîæåñòâîì, îáëàäàþùèì ýòèì ñâîéñòâîì, òàê ÷òî ïðîîáðàç íåëüçÿîïðåäåëÿòü êàê ìíîæåñòâî, îáðàçîì êîòîðîãî ñëóæèò äàííîå ìíîæåñòâî.8.A. Ìíîæåñòâî B ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå îòîáðàæåíèÿ f , ñîãäà

f(f−1(B)) = B.8.B. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f : X → Y è B ⊂ Y èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
f
(
f−1(B)

)
⊂ B.8.C. Ïóñòü f : X → Y è B ⊂ Y òàêîâû, ÷òî f(f−1(B)

)
= B. Òîãäàñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:(1) f−1(B) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà X,îáðàç êîòîðîãî ðàâåí B;(2) äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ f−1(B) èç ðàâåíñòâà f(a1) = f(a2) ñëåäóåòðàâåíñòâî a1 = a2.8.D. Îòîáðàæåíèå f : X → Y èíúåêòèâíî, ñîãäà äëÿ ëþáîãî B ⊂ Y ñ

f(f−1(B)) = B ïðîîáðàç f−1(B) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîììíîæåñòâà X, îáðàç êîòîðîãî ðàâåí B.8.E. f−1
(
f(A)

)
⊃ A äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f : X → Y è A ⊂ X.8.F. f−1

(
f(A)

)
= A, ñîãäà f(A) ∩ f(X rA) = ∅.



8. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îòñòóïëåíèå: îòîáðàæåíèÿ 618.1. Ïðàâäà ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B ⊂ Y è ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ
f : X → Y ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B), (10)
f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B), (11)
f−1(Y r A) = X r f−1(A)? (12)8.2. Ïðàâäà ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B ⊂ X è ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ

f : X → Y ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B), (13)
f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B), (14)
f(X r A) = Y r f(A)? (15)8.3. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû, â êîòîðûõ äâà èç ðàâåíñòâ ïðåäûäóùåé çàäà÷è íåâûïîëíÿþòñÿ.8.4. Ìîæíî ëè çàìåíèòü íåâåðíûå ðàâåíñòâà çàäà÷è 8.2 âåðíûìè âêëþ÷åíè-ÿìè?8.5. Êàêîå ïðîñòîå óñëîâèå íóæíî íàëîæèòü íà f : X → Y , ÷òîáû äëÿ ëþáûõìíîæåñòâ A,B ⊂ X áûëè ñïðàâåäëèâû âñå ðàâåíñòâà çàäà÷è 8.2?8.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è ëþáûõ ìíîæåñòâ

A ⊂ X è B ⊂ Y ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî B ∩ f(A) = f(f−1(B) ∩A).8′3. Òîæäåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ è âêëþ÷åíèÿÒîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
X → X : x 7→ x. Îáîçíà÷àåòñÿ îíî ñèìâîëîì idX èëè, åñëè èç êîíòåêñòàÿñíî, êàêîâî X, ïðîñòî ñèìâîëîì id.Åñëè A � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X, òî îòîáðàæåíèå A→ X : x 7→
x, íàçûâàåòñÿ âêëþ÷åíèåì A â X è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç inA : A → X, àåñëè A è X íå âûçûâàþò ñîìíåíèÿ, òî ïðîñòî ÷åðåç in.8.G. Ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà B ïðè âêëþ÷åíèè in : A → X ÿâëÿåòñÿìíîæåñòâî B ∩A.8′4. ÊîìïîçèöèèÊîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé f : X → Y è g : Y → Z íàçûâàåòñÿîòîáðàæåíèå X → Z : x 7→ g(f(x)). Êîìïîçèöèþ f è g îáîçíà÷àþò÷åðåç g ◦ f .8.H Àññîöèàòèâíîñòü. Äëÿ ëþáûõ îòîáðàæåíèé f : X → Y , g : Y → Zè h : Z → U ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .8.I. Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f ◦
(idX) = f = (idY ) ◦ f .8.J. Êîìïîçèöèÿ èíúåêöèé åñòü èíúåêöèÿ.



62 II. Íåïðåðûâíîñòü8.K. Åñëè êîìïîçèöèÿ g ◦ f èíúåêòèâíà, òî îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî.8.L. Êîìïîçèöèÿ ñþðúåêöèé åñòü ñþðúåêöèÿ.8.M. Åñëè êîìïîçèöèÿ g◦f ñþðúåêòèâíà, òî îòîáðàæåíèå g ñþðúåêòèâ-íî.8.N. Êîìïîçèöèÿ áèåêöèé åñòü áèåêöèÿ.8.7. Åñëè êîìïîçèöèÿ g◦f áèåêòèâíà, òî îáÿçàòåëüíî ëè îäíî èç îòîáðàæåíèé
f è g áèåêòèâíî?8′5. Îáðàòíûå è îáðàòèìûåÎòîáðàæåíèå g : Y → X íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îòîáðàæåíèþ f : X →

Y , åñëè g ◦f = idX è f ◦g = idY . Îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåòîáðàòíîå, íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì.8.O. Îòîáðàæåíèå îáðàòèìî, ñîãäà îíî � áèåêöèÿ.8.P. Åñëè îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî.8′6. Ñóæåíèÿ è ïîäîòîáðàæåíèÿÅñëè A � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X, à B � ïîäìíîæåñòâî ìíîæå-ñòâà Y , òî âñÿêîìó îòîáðàæåíèþ f : X → Y , òàêîìó, ÷òî f(A) ⊂ B,îòâå÷àåò îòîáðàæåíèå ab(f) : A → B : x 7→ f(x), êîòîðîå íàçûâàåòñÿñîêðàùåíèåì îòîáðàæåíèÿ f íà A,B èëè ïîäîòîáðàæåíèåì îòîáðàæåíèÿ
f . Åñëè B = Y , òî ab(f) : A → Y îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì f |A è íàçû-âàþò ñóæåíèåì îòîáðàæåíèÿ f íà A. Åñëè B 6= Y , òî ab(f) : A → Bîáîçíà÷àþò ñèìâîëîì f |A,B èëè äàæå ïðîñòî f |.8.Q. Ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ f : X → Y íà A ⊂ X åñòü êîìïîçèöèÿâêëþ÷åíèÿ inA : A→ X è f . Êîðî÷å, f |A = f ◦ inA.8.R. Ëþáîå ñîêðàùåíèå (â ÷àñòíîñòè, è ëþáîå ñóæåíèå) èíúåêöèè åñòüèíúåêöèÿ.8.S. Åñëè ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ åñòü ñþðúåêöèÿ, òî è èñõîäíîå îòîáðà-æåíèå ñþðúåêòèâíî.



9. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ 639. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ9′1. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâàíåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèéÏóñòü X, Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå f : X → Yíàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæå-ñòâà ïðîñòðàíñòâà Y ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà
X.9.A. Îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî, ñîãäà ïðîîáðàç ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíî-æåñòâà çàìêíóò.9.B. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ëþáîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðà-íñòâà íåïðåðûâíî.9.1. Ïóñòü Ω1, Ω2 � òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû â ìíîæåñòâå X. Îòîáðàæåíèå

id : (X,Ω1) → (X,Ω2) íåïðåðûâíî, ñîãäà Ω2 ⊂ Ω1.9.2. Ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Îñòàíåòñÿ ëè îíî íåïðå-ðûâíûì, åñëè:(a) óòîíü÷èòü òîïîëîãèþ â X; (b) îãðóáèòü òîïîëîãèþ â X;(
) óòîíü÷èòü òîïîëîãèþ â Y ; (d) îãðóáèòü òîïîëîãèþ â Y ?9.3. ÏóñòüX � äèñêðåòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à Y � ïðîèçâîëüíîå.1) Êàêèå îòîáðàæåíèÿ X → Y ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè? 2) À îòîáðàæåíèÿ
Y → X?9.4. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ òðèâèàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, à Y� ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. 1) Êàêèå îòîáðàæåíèÿ X → Yÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè? 2) À îòîáðàæåíèÿ Y → X?9.C. Ïóñòü A � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà îòîáðàæå-íèå in : A→ X íåïðåðûâíî.9.D. Òîïîëîãèÿ ΩA, èíäóöèðîâàííàÿ íà A ⊂ X òîïîëîãèåé ïðîñòðàí-ñòâà X, åñòü ñàìàÿ ãðóáàÿ èç òåõ òîïîëîãèé â A, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõîòîáðàæåíèå in : A→ X íåïðåðûâíî.9.5. Çàãàäêà. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è 9.D èìååò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ñî ñëó-÷àÿ âêëþ÷åíèÿ in íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f : A → X ïðîèç-âîëüíîãî ìíîæåñòâà A. Íàéäèòå ýòî îáîáùåíèå.9.E. Êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íåïðåðûâíà.9.F. Ïîäîòîáðàæåíèå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíî.9.G. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî, ñîãäà íåïðåðûâíî åãî ïîäî-òîáðàæåíèå ab(f) : X → f(X).9.H. Âñÿêîå ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå (ò. å. îòîáðàæåíèå, îáðàç êîòîðîãîñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè) íåïðåðûâíî.



64 II. Íåïðåðûâíîñòü9′2. Ïåðå�îðìóëèðîâêè îñíîâíîãî îïðåäåëåíèÿ9.6. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî, ñîãäà Cl f−1(A) ⊂ f−1(ClA) äëÿëþáîãî A ⊂ Y .9.7. Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé ñ ó÷àñòèåì
Int(f−1(A)) è f−1(IntA). Òî æå ñàìîå äëÿ Cl f(A) è f(ClA).9.8. Ïóñòü Σ � áàçà òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Y . Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå
f : X → Y íåïðåðûâíî, ñîãäà f−1(U) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî äëÿ êàæäîãî
U ∈ Σ.9′3. Äàëüíåéøèå ïðèìåðû9.9. Íåïðåðûâíî ëè (â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé ïðÿìîé) îòîá-ðàæåíèå

f : [0; 2] → [0; 2] : x 7→
(
x, åñëè x ∈ [0; 1),

3 − x, åñëè x ∈ [1; 2]?9.10. Íåïðåðûâíî ëè îòîáðàæåíèå f îòðåçêà [0; 2] (ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðî-âàííîé òîïîëîãèåé ïðÿìîé) â ñòðåëêó (ñì. 2), îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé
f(x) =

(
x, åñëè x ∈ [0; 1],

x+ 1, åñëè x ∈ (1; 2]?9.11. Äàéòå ïðÿìîå îïèñàíèå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà RT1(ñì. 2) â R.9.12. Êàêèå îòîáðàæåíèÿ RT1 → RT1 íåïðåðûâíû?9.13. Äàéòå ïðÿìîå îïèñàíèå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ñòðåëêè â ñòðåëêó.9.14. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : Z+ → R îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
f(x) =

(
1
x
, åñëè x 6= 0,

0, åñëè x = 0.è ïóñòü g : Z+ → f(Z+) � åãî ïîäîòîáðàæåíèå. Ñíàáäèì Z+ è f(Z+) òîïîëî-ãèåé, èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé ïðÿìîé. Íåïðåðûâíû ëè îòîáðàæåíèÿ g è
g−1?9′4. Ïîâåäåíèå ïëîòíûõ ìíîæåñòâïðè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿõ9.15. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà ïðè ñþðúåêòèâíîìíåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè âñþäó ïëîòåí.9.16. Âåðíî ëè, ÷òî îáðàç íèãäå íå ïëîòíîãî ìíîæåñòâà ïðè ëþáîì íåïðå-ðûâíîì îòîáðàæåíèè íèãäå íå ïëîòåí?9.17*. Ñóùåñòâóåò ëè â îòðåçêå [0; 1] (ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé òîïî-ëîãèåé ïðÿìîé) íèãäå íå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî A, äîïóñêàþùåå òàêîå íåïðå-ðûâíîå îòîáðàæåíèå f : [0; 1] → [0; 1], ÷òî f(A) = [0; 1]?



9. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ 659′5. Ëîêàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòüÎòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå a ∈ X, åñëèäëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè f(a) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Vòî÷êè a, ÷òî f(V ) ⊂ U .9.I. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî, ñîãäà îíî íåïðåðûâíî â êàæ-äîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà X.9.J. Ïóñòü X,Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, a ∈ X. Îòîáðàæåíèå
f : X → Y íåïðåðûâíî â òî÷êå a, ñîãäà äëÿ ëþáîãî øàðà ñ öåíòðîìâ òî÷êå f(a) ñóùåñòâóåò øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå a, îáðàç êîòîðîãîñîäåðæèòñÿ â ïåðâîì øàðå.9.K. Ïóñòü X,Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, a ∈ X. Îòîáðàæåíèå
f : X → Y íåïðåðûâíî â òî÷êå a, ñîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X ñ ρ(x, a) < δ èìååò ìåñòîíåðàâåíñòâî ρ(f(x), f(a)

)
< ε.Òåîðåìà 9.K ãàðàíòèðóåò, ÷òî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðèìåíèìî îïðå-äåëåíèå íåïðåðûâíîñòè èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, îíî ðàâíî-ñèëüíî îïðåäåëåíèþ, êîòîðîå �îðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ òîïîëîãè÷å-ñêèõ ñòðóêòóð.9′6. Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé9.18. Ïóñòü f, g : X → R � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäó-þùèå �îðìóëû îïðåäåëÿþò íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ X → R:
x 7→f(x) + g(x), (16)
x 7→f(x)g(x), (17)
x 7→f(x) − g(x), (18)
x 7→

˛̨
f(x)

˛̨
, (19)

x 7→max{f(x), g(x)}, (20)
x 7→min{f(x), g(x)}. (21)9.19. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèÿ f, g : X → R íåïðåðûâíû è 0 /∈ g(X),òî íåïðåðûâíî è îòîáðàæåíèå X → R : x 7→ f(x)

g(x)
.9.20. Ïîñòðîéòå òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ �óíêöèé fi : R →

R, i ∈ N, ÷òîáû �îðìóëà
f(x) = sup{ fi(x) | i ∈ N }îïðåäåëÿëà �óíêöèþ f : R → R, êîòîðàÿ íå áûëà áû íåïðåðûâíîé.9.21. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿ f :

X → Rn : x 7→ (f1(x), . . . , fn(x)) íåïðåðûâíà, ñîãäà êàæäàÿ èç �óíêöèé fi :
X → R, i = 1, . . . , n, íåïðåðûâíà.



66 II. ÍåïðåðûâíîñòüÏðîñòðàíñòâî Mat(p × q,R) ìàòðèö ðàçìåðà p × q ñ âåùåñòâåííûìè êî-ý��èöèåíòàìè îòëè÷àåòñÿ îò Rpq ëèøü äâîéíîé íóìåðàöèåé åñòåñòâåííûõêîîðäèíàò â íåì.9.22. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèÿ f : X → Mat(p × q,R) è g : X →
Mat(q × r,R) íåïðåðûâíû, òî è îòîáðàæåíèå

X →Mat(p× r,R) : x 7→ g(x)f(x)íåïðåðûâíî.Íàïîìíèì, ÷òî GL(n; R) � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Mat(n× n,R),ñîñòîÿùåå èç âñåõ îáðàòèìûõ ìàòðèö.9.23. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : X → GL(n; R) íåïðåðûâíî, òî èîòîáðàæåíèå X → GL(n; R) : x 7→ (f(x))−1 íåïðåðûâíî.9′7. Íåïðåðûâíîñòü ðàññòîÿíèé9.L. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X �óí¼-êöèÿ X → R, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé x 7→ ρ(x,A) (ñì. 4), íåïðåðûâíà.9.24. Òîïîëîãèÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà åñòü ñàìàÿ ãðóáàÿ òîïîëîãèÿ,îòíîñèòåëüíî êîòîðîé äëÿ ëþáîãî A ⊂ X �óíêöèÿ X → R, îïðåäåëÿåìàÿ�îðìóëîé x 7→ ρ(x,A), íåïðåðûâíà.9′8. ÈçîìåòðèèÏóñòü (X, ρX ) è (Y, ρY ) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå
f : X → Y íàçûâàåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì, åñëè ρY (f(a), f(b)) =
ρX(a, b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ X. Áèåêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ èçîìåòðè÷åñêèì âëî-æåíèåì, íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé.9.M. Âñÿêîå èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå èíúåêòèâíî.9.N. Âñÿêîå èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå íåïðåðûâíî.9′9. Ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿÎòîáðàæåíèå f : X → X ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ íàçûâàåò-ñÿ ñæèìàþùèì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî α ∈ (0; 1), ÷òî ρ`f(a), f(b)

´
≤

αρ(a, b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ X.9.25. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî.Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå f : X → Yíàçûâàåòñÿ ã¼ëüäåðîâûì, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà C > 0 è α > 0, ÷òî
ρ
`
f(a), f(b)

´
≤ Cρ(a, b)α äëÿ ëþáûõ a, b ∈ X.9.26. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ã¼ëüäåðîâî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî.



9. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ 679′10. Ìíîæåñòâà, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìèè íåðàâåíñòâàìè9.O. Ïóñòü fi : X → R, i = 1, . . . , n, � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäàïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìûóðàâíåíèé f1(x) = 0, . . . , fn(x) = 0, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.9.P. Ïóñòü fi : X → R, i = 1, . . . , n, � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Òî-ãäà ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ðåøåíèé ñèñòå-ìû íåðàâåíñòâ f1(x) ≥ 0, . . . , fn(x) ≥ 0, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, à ïîä-ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ f1(x) >
0, . . . , fn(x) > 0, � îòêðûòûì.9.27. �äå â 9.O è 9.P êîíå÷íóþ ñèñòåìó ìîæíî çàìåíèòü áåñêîíå÷íîé?9.28. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Rn ñ n ≥ 1 âñÿêîå ñîáñòâåííîå àëãåáðàè-÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî (ò. å. ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå ïîëèíîìè-àëüíûìè óðàâíåíèÿìè) íèãäå íå ïëîòíî.9′11. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îòñòóïëåíèå: ïîêðûòèÿÌíîæåñòâî Γ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ åãî ïîêðûòèåì,åñëè X åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èç Γ, ò. å. åñëè X =

⋃
A∈ΓA. Â ýòîìñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâà, âõîäÿùèå â Γ, ïîêðûâàþò X.Èìååòñÿ è äðóãîå, áîëåå øèðîêîå ïîíèìàíèå ýòèõ òåðìèíîâ: ìíî-æåñòâî Γ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Y íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà

X ⊂ Y , åñëè X ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ èç Γ, ò. å. åñëè
X ⊂ ⋃A∈ΓA. �îâîðÿò òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâà èç Γ ïîêðûâàþò X.9′12. Ôóíäàìåíòàëüíûå ïîêðûòèÿ�àññìîòðèì ïîêðûòèå Γ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X. Êàæäûéýëåìåíò ïîêðûòèÿ Γ íàñëåäóåò èç X òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Â êàêîìñëó÷àå òîïîëîãèþ â X ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî ýòèì ñòðóêòóðàì? Â ÷àñò-íîñòè, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà Γ íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f : X → Yîáåñïå÷èâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòüþ åãî ñóæåíèé íà âñå ýëåìåíòû ïîêðûòèÿ
Γ? ×òîáû ïîëó÷èòü îòâåòû íà ýòè åñòåñòâåííûå âîïðîñû, ðåøèòå çàäà÷è9.29�9.V.9.29. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ f : X → Y íà âñÿêèé ýëåìåíòñëåäóþùåãî ïîêðûòèÿ Γ íåïðåðûâíî, òî è ñàìî îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî:(a) X = [0; 2], Γ = {[0; 1], (1; 2]}; (b) X = [0; 2], Γ = {[0; 1], [1; 2]};(
) X = R, Γ = {Q,R r Q}; (d) X = R, Γ � ìíîæåñòâî îäíîòî÷å÷-íûõ ïîäìíîæåñòâ?Ïîêðûòèå Γ ïðîñòðàíñòâàX íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì, åñëè ìíî-æåñòâî U ⊂ X îòêðûòî, ñîãäà åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ êàæäûì ìíîæåñòâîì
A ∈ Γ îòêðûòû â ïîäïðîñòðàíñòâå A.



68 II. Íåïðåðûâíîñòü9.Q. Ïîêðûòèå Γ ïðîñòðàíñòâà X �óíäàìåíòàëüíî, ñîãäà äëÿ îòêðû-òîñòè ìíîæåñòâà F ⊂ X äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäûììíîæåñòâîì A ∈ Γ áûëî îòêðûòî â A.9.R. Ïîêðûòèå Γ ïðîñòðàíñòâà X �óíäàìåíòàëüíî, ñîãäà äëÿ çàìêíó-òîñòè ìíîæåñòâà F ⊂ X äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäûììíîæåñòâîì A ∈ Γ áûëî çàìêíóòûì â A.9.30. Ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îäíîòî÷å÷íûìè ìíîæåñòâàìè�óíäàìåíòàëüíî, ñîãäà ïðîñòðàíñòâî äèñêðåòíî.Ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëèîíî ñîñòîèò èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, è çàìêíóòûì � åñëè èç çàìêíóòûõ.Ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì,åñëè êàæäàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ, ïåðåñåêàþùåé-ñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ.9.S. Âñÿêîå îòêðûòîå ïîêðûòèå �óíäàìåíòàëüíî.9.T. Âñÿêîå êîíå÷íîå çàìêíóòîå ïîêðûòèå �óíäàìåíòàëüíî.9.U. Âñÿêîå ëîêàëüíîå êîíå÷íîå çàìêíóòîå ïîêðûòèå �óíäàìåíòàëüíî.9.V. Ïóñòü Γ � �óíäàìåíòàëüíîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X. Åñëèñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ f : X → Y íà âñÿêèé ýëåìåíò ïîêðûòèÿ Γíåïðåðûâíî, òî è ñàìî îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî.�îâîðÿò, ÷òî ïîêðûòèå Γ′ âïèñàíî â Γ, åñëè äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà èç Γ′ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùåå åãî ìíîæåñòâî èç Γ.9.31. Åñëè ïîêðûòèå Γ′ âïèñàíî â Γ è �óíäàìåíòàëüíî, òî è ïîêðûòèå Γ�óíäàìåíòàëüíî.9.32. Ïóñòü ∆ � �óíäàìåíòàëüíîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X, à Γ � òàêîåïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X, ÷òî ΓA = {U ∩ A | U ∈ Γ} åñòü �óíäàìåíòàëüíîåïîêðûòèå ïîäïðîñòðàíñòâà A ⊂ X äëÿ âñÿêîãî A ∈ ∆. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäàïîêðûòèå Γ òîæå �óíäàìåíòàëüíîå.9.33. Äîêàæèòå, ÷òî �óíäàìåíòàëüíîñòü ïîêðûòèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëî-êàëüíîå ñâîéñòâî, ò. å. ÷òî åñëè êàæäàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà X îáëàäàåò òàêîéîêðåñòíîñòüþ U , äëÿ êîòîðîé ïîêðûòèå ΓU = {U ∩ V | V ∈ Γ} �óíäàìåíòàëü-íî, òî è èñõîäíîå ïîêðûòèå �óíäàìåíòàëüíî.9′13x. Ìîíîòîííûå îòîáðàæåíèÿÏóñòü (X,≺) è (Y,≺) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. �îâîðÿò,÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y

• ìîíîòîííî âîçðàñòàåò èëè ïðîñòî ìîíîòîííî, åñëè
f(a) � f(b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ X ñ a � b;

• ìîíîòîííî óáûâàåò èëè àíòèìîíîòîííî, åñëè
f(b) � f(a) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ X ñ a � b;



9. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ 69
• ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò èëè ïðîñòî ñòðîãî ìîíîòîííî, åñëè
f(a) ≺ f(b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ X ñ a ≺ b;

• ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò èëè ñòðîãî àíòèìîíîòîííî, åñëè
f(b) ≺ f(a) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ X ñ a ≺ b.9.Ax. Ïóñòü X è Y � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Îòíîñè-òåëüíî èíòåðâàëüíûõ òîïîëîãèé â X è Y ëþáîå ñþðúåêòèâíîå ñòðîãîìîíîòîííîå èëè ñòðîãî àíòèìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå X → Y íåïðå-ðûâíî.9.1x. Ïîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå ñþðúåêòèâíîñòè â 9.Ax ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.9.2x. Ïîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè â 9.Ax ÿâëÿåòñÿ ñóùå-ñòâåííûì.9.3x. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.Ax íåïðåðûâíî ëè îòîáðàæåíèå f îòíîñèòåëüíîòîïîëîãèè ïðàâûõ (èëè ëåâûõ) ëó÷åé?9.Bx. Îòîáðàæåíèå îäíîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà âäðóãîå ìîíîòîííî, ñîãäà îíî íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèé ïî-ðÿäêà.9′14x. �àññòîÿíèå �ðîìîâà-Õàóñäîð�à9.Cx. Äëÿ ëþáûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y ñóùåñòâóåò ìåòðè-÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Z, â êîòîðîå è X è Y âêëàäûâàþòñÿ èçîìåòðè÷åñêè.Èçîìåòðè÷åñêè âëîæèâ äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà â îäíî, ìûìîæåì ðàññìîòðåòü ðàññòîÿíèå Õàóñäîð�à ìåæäó èõ îáðàçàìè, ñì. 4′15x.�àññòîÿíèåì �ðîìîâà-Õàóñäîð�à ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè

X è Y íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà ðàññòîÿíèé Õàóñäîð�à äëÿâñåâîçìîæíûõ ïàð èçîìåòðè÷åñêèõ âëîæåíèé ýòèõ ïðîñòðàíñòâ âî âñå-âîçìîæíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.9.Dx. Áûâàþò ëè òàêèå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ìåæäó êîòîðûìèðàññòîÿíèå �ðîìîâà-Õàóñäîð�à ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè?9.Ex. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå �ðîìîâà-Õàóñäîð�à ñèììåòðè÷íî èóäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà.9.Fx. Çàãàäêà. Â êàêîì ñìûñëå ðàññòîÿíèå �ðîìîâà-Õàóñäîð�à ìîæåòóäîâëåòâîðÿòü ïåðâîé àêñèîìå ðàññòîÿíèÿ?9′15x. Ôóíêöèè íà êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå è êðèâûå ÏåàíîÍàïîìíèì, ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî K ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíî-æåñòâî {x ∈ R | x =
∑∞

k=1
ak
3k
, ãäå ak = 0 èëè 2

}.



70 II. Íåïðåðûâíîñòü9.Gx. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå
γ1 : K → I :

∞∑

k=1

ak
3k

7→
∞∑

k=1

ak
2k+1

.ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñþðúåêöèåé. Íàðèñóéòå åãî ãðà�èê.9.Hx. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå
K → K :

∞∑

k=1

ak
3k

7→
∞∑

k=1

a2k

3kíåïðåðûâíî.Îáîçíà÷èì ÷åðåç K2 ìíîæåñòâà {(x, y) ∈ R2 : x ∈ K, y ∈ K}.9.Ix. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå
γ2 : K → K2 :

∞∑

k=1

ak
3k

7→
( ∞∑

k=1

a2k−1

3k
,

∞∑

k=1

a2k

3k

)ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñþðúåêöèåé.9.Jx. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå γ3 : K → I2, ÿâëÿþùååñÿ êîìïîçè-öèåé îòîáðàæåíèÿ γ2 : K → K2 è îòîáðàæåíèÿ
K2 → I2 : (x, y) 7→ (γ1(x), γ1(y)),ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñþðúåêöèåé.9.Kx. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå γ3 : K → I2 ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåìíåêîòîðîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ I → I2. (Ñð. 2.Bx.2.)Îòîáðàæåíèå, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ â ïîñëåäíåé çà-äà÷å, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñþðúåêöèåé I → I2, òàêèì îáðàçîì, êðè-âàÿ ìîæåò öåëèêîì çàïîëíèòü êâàäðàò. Êðèâûå, îáëàäàþùèå ýòèì ñâîé-ñòâîì, áûëè âïåðâûå ïîñòðîåíû Ä. Ïåàíî â 1890 ã. Ñ òåõ ïîð áûëî íàé-äåíî ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ òàêèõ êðèâûõ, íàçûâàåìûõ êðèâûìè Ïåàíî.Íàáðîñîê êîíñòðóêöèè, ïðåäëîæåííîé Ä. �èëüáåðòîì, íàìå÷åí íèæå âçàäà÷àõ 9.Lx� 9.Ox.9.Lx. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâ-íûõ êóñî÷íî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé fk : I → I2, ÷òî:(1) fk(I) ñîäåðæèò öåíòðû âñåõ 4k êâàäðàòîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðèðàçáèåíèè êàæäîé ñòîðîíû íà 2k ðàâíûõ îòðåçêîâ;(2) dist(fk(x), fk−1(x)) ≤

√
2/2k+1 äëÿ ëþáîãî x ∈ I (çäåñü dist �ñòàíäàðòíàÿ åâêëèäîâà ìåòðèêà â R2).



9. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ 719.Mx. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé, êîòîðàÿóäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì çàäà÷è 9.Lx, ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè f : I → I2(ò. å. f(x) = limk→∞ fk(x) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ I), ýòà �óíêöèÿ íåïðå-ðûâíà è å¼ îáðàç âñþäó ïëîòåí â êâàäðàòå I2.9.Nx. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : I → I2 ñîâñþäó ïëîòíûì îáðàçîì ñþðúåêòèâíî.29.Ox. Îáîáùèòå 9.Ix� 9.Kx è 9.Lx� 9.Nx: äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèåíåïðåðûâíûõ ñþðúåêöèé I → In ñ n ≥ 3.

2Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû ðåêîìåíäóåì ïðèâëå÷ü ñðåäñòâà èçâíå: ëèáî õîðîøî èç-âåñòíûå òåîðåìû àíàëèçà, ëèáî ðåçóëüòàòû, êîòîðûå áóäóò ïîëó÷åíû â 16. Ñð. çàäà÷è 16.O,16.T è 16.K.



72 II. Íåïðåðûâíîñòü10. �îìåîìîð�èçìû10′1. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà ãîìåîìîð�èçìîâÎòîáðàæåíèå f X → Y íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì, åñëè îíî îá-ðàòèìî, íåïðåðûâíî, è ê òîìó æå îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå òàêæåÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.10.A. Ïîñòðîéòå íåïðåðûâíóþ áèåêöèþ, íå ÿâëÿþùóþñÿ ãîìåîìîð�èç-ìîì.10.B. Ïîñòîéòå íåïðåðûâíóþ áèåêöèþ [0; 1) → S1, íå ÿâëÿþùóþñÿ ãî-ìåîìîð�èçìîì.10.C. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå (ëþáîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-ñòâà) åñòü ãîìåîìîð�èçì.10.D. Êîìïîçèöèÿ ãîìåîìîð�èçìîâ åñòü ãîìåîìîð�èçì.10.E. Îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ãîìåîìîð�èçìó, åñòü ãîìåîìîð�èçì.10′2. �îìåîìîð�íûå ïðîñòðàíñòâà�îâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ãîìåîìîð�íî ïðîñòðàíñòâó Y , åñëè ñó-ùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì X → Y .10.F. �îìåîìîð�íîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.10.1. Çàãàäêà. Êàê òåîðåìà 10.F ñâÿçàíà ñ 10.C�10.E?10′3. �îëü ãîìåîìåîð�èçìîâ10.G. Åñëè f : X → Y � ãîìåîìîð�èçì, òî ìíîæåñòâî U ⊂ X îòêðûòî(â X), ñîãäà f(U) îòêðûòî (â Y ).10.H. Îòîáðàæåíèå f : X → Y åñòü ãîìåîìîð�èçì, ñîãäà îíî ÿâëÿåòñÿáèåêöèåé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò áèåêöèþ ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè ñòðó-êòóðàìè ïðîñòðàíñòâ X è Y .10.I. Ïóñòü f : X → Y � ãîìåîìîð�èçì. Òîãäà äëÿ ëþáîãî A ⊂ X:(1) A çàìêíóòî â X, ñîãäà f(A) çàìêíóòî â Y ;(2) f(ClA) = Cl f(A);(3) f(IntA) = Int f(A);(4) f(FrA) = Fr f(A);(5) A � îêðåñòíîñòü òî÷êè x ∈ X, ñîãäà f(A) � îêðåñòíîñòü òî÷êè
f(x);



10. �îìåîìîð�èçìû 73(6) et
.Òàêèì îáðàçîì, ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ãîìåîìîð�íûå ïðî-ñòðàíñòâà óñòðîåíû ñîâåðøåííî îäèíàêîâî � ãîìåîìîð�èçìX → Y óñòà-íàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè ÿâëåíèÿìè â
X è Y , êîòîðûå âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð.310′4. Äàëüíåéøèå ïðèìåðû ãîìåîìîð�èçìîâ10.J. Åñëè f : X → Y � ãîìåîìîð�èçì, òî äëÿ ëþáîãî A ⊂ X ïîäîòîá-ðàæåíèå ab(f) : A→ f(A) � òîæå ãîìåîìîð�èçì.10.K. Âñÿêàÿ èçîìåòðèÿ (ñì. 9) åñòü ãîìåîìîð�èçì.10.L. Âñÿêîå íåâûðîæäåííîå à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà
Rn åñòü ãîìåîìîð�èçì.10.M. Ïóñòü X è Y � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Îòíîñè-òåëüíî èíòåðâàëüíûõ òîïîëîãèé â X è Y ëþáîå ñþðúåêòèâíîå ñòðîãîìîíîòîííîå èëè ñòðîãî àíòèìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå X → Y ÿâëÿ-åòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.10.N Ñëåäñòâèå. Âñÿêàÿ ñþðúåêòèâíàÿ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ
f : [a; b] → [c; d] ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.10.2. Äîêàæèòå, ÷òî èíâåðñèÿ

x 7→ Rx

|x|2 : R
n

r 0 → R
n

r 0åñòü ãîìåîìîð�èçì.10.3. Ïóñòü H = { z ∈ C | Imz > 0 } âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü. Äîêàæèòå, ÷òîîòîáðàæåíèå f : H → H çàäàííîå �îðìóëîé f(z) =
az + b

cz + d
, ãäå a, b, c, d ∈ R,ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì, åñëè ˛̨˛̨a b

c d

˛̨
˛̨ > 0.10.4. Äîêàæèòå, ÷òî áèåêöèÿ R → R ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì, ñîãäà îíà �ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ.10.5. 1) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ áèåêöèÿ àíòèäèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà íàñåáÿ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì. Äîêàæèòå, ÷òî òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ: 2)äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà; 3) ïðÿìîé ñ òîïîëîãèåé Çàðèñêîãî.3Íà ïåðâûõ ýòàïàõ ðàçâèòèÿ òîïîëîãèè, êîãäà åùå íå áûëî âûäåëåíî ïîíÿòèå òîïîëîãè-÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, à èçó÷àëèñü ïîäïðîñòðàíñòâà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, èõ íåïðåðûâ-íûå îòîáðàæåíèÿ è ãîìåîìîð�èçìû, óêàçàííîå ñâîéñòâî áûëî ïîëîæåíî â îñíîâó îïðåäåëå-íèÿ òîïîëîãèè. Ô. Êëåéí â ñâîåé çíàìåíèòîé Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììå, â êîòîðîé îí êëàñ-ñè�èöèðîâàë ðàçëè÷íûå ãåîìåòðèè, âûäåëèâøèåñÿ ê òîìó âðåìåíè (åâêëèäîâó, à��èííóþ,ãåîìåòðèþ ïîäîáèÿ, ïðîåêòèâíóþ, ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî è ò. ï.), îïðåäåëÿë òîïîëîãèþ êàê÷àñòü ãåîìåòðèè, èçó÷àþùóþ ñâîéñòâà �èãóð, êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ãîìåîìîð�èçìàõ.



74 II. Íåïðåðûâíîñòü10.6. Íàéäèòå âñå ãîìåîìîð�èçìû ïðîñòðàíñòâà (ñì. 2) íà ñåáÿ.10.7. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ ñòðåëêè íà ñåáÿ ÿâëÿåòñÿãîìåîìîð�èçìîì.10.8. Ïîñòðîéòå äâà ãîìåîìîð�íûõ ïðîñòðàíñòâà X è Y è íåïðåðûâíóþ áè-åêöèþ X → Y , íå ÿâëÿþùóþñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.10.9. ßâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå γ2 : K → K2, ðàññìîòðåííîå â çàäà÷å 9.Ix,ãîìåîìîð�èçìîì? Íàïîìíèì, ÷òî K � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî, K2 = {(x, y) ∈
R2 : x ∈ K, y ∈ K} è γ2 îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

∞X

k=1

ak
3k

7→
 

∞X

k=1

a2k−1

3k
,

∞X

k=1

a2k

3k

!10′5. Ïðèìåðû ãîìåîìîð�íûõ ïðîñòðàíñòâÍèæå ãîìåîìîð�íîñòü îáîçíà÷àåòñÿ çíà÷êîì ∼=. Ýòî íå îáùåïðèíÿ-òîå îáîçíà÷åíèå. Â ëèòåðàòóðå â ýòîì ñìûñëå èñïîëüçóþòñÿ ïðàêòè÷åñêèâñå ñèìâîëû, áëèçêèå ê ñèìâîëó =, íî îòëè÷íûå îò íåãî, íàïðèìåð ∼,
≃, ≈.10.O. Äîêàæèòå, ÷òî(1) [0; 1] ∼= [a; b] äëÿ ëþáûõ a < b,(2) [0; 1) ∼= [a; b) ∼= (0; 1] ∼= (a; b] äëÿ ëþáûõ a < b,(3) (0; 1) ∼= (a; b) äëÿ ëþáûõ a < b,(4) (−1; 1) ∼= R,(5) [0; 1) ∼= [0;+∞) è (0; 1) ∼= (0;+∞).

1x

a

b

x 1−110.P. Ïóñòü N = (0, 1) � Ñåâåðíûé ïîëþñ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.Òîãäà S1 rN ∼= R1.
10.Q. �ðà�èê íåïðåðûâíîé �óíêöèè, çàäàííîé íà íåêîòîðîì ïðîìå-æóòêå, ãîìåîìîð�åí ýòîìó ïðîìåæóòêó.



10. �îìåîìîð�èçìû 7510.R. Sn r point ∼= Rn.10.10. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïëîñêèå �èãóðû ãîìåîìîð�íû. Çäåñü èäàëåå ìû äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè (è ÷òåíèÿ) áóäåì èñïîëüçîâàòü íåìíîãî íåêîð-ðåêòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Èìåííî, ïðè çàäàíèè ïîäìíîæåñòâ ìû áóäåì îïóñêàòüïåðâóþ ÷àñòü �{(x, y) ∈ R2 |� �îðìóëû.(1) Âñÿ ïëîñêîñòü R2;(2) îòêðûòûé êâàäðàò Int I2 = {x, y ∈ (0; 1) };(3) îòêðûòàÿ ïîëîñà {x ∈ (0; 1) };(4) îòêðûòàÿ ïîëóïëîñêîñòü H = { y > 0 };(5) îòêðûòàÿ ïîëóïîëîñà {x > 0, y ∈ (0; 1) };(6) îòêðûòûé êðóã { x2 + y2 < 1 };(7) îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê { a < x < b, c < y < d };(8) îòêðûòûé êâàäðàíò {x, y > 0 };(9) îòêðûòûé óãîë {x > y > 0};(10) { y2 + |x| > x } � ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó { y = 0, x ≥ 0 };(11) îòêðûòûé ïîëóêðóã {x2 + y2 < 1, y > 0 };(12) îòêðûòûé ñåêòîð {x2 + y2 < 1, x > y > 0 }.10.S. Äîêàæèòå, ÷òî(1) çàìêíóòûé êðóã D2 ãîìåîìîð�åí êâàäðàòó I2 = { (x, y) ∈ R2 |
x, y ∈ [0; 1] };(2) îòêðûòûé êðóã IntD2 = { (x, y) ∈ R2 | x2+y2 < 1 } ãîìåîìîð�åíîòêðûòîìó êâàäðàòó Int I2 = { (x, y) ∈ R2 | x, y ∈ (0; 1) };(3) îêðóæíîñòü S1 ãîìåîìîð�íà êîíòóðó êâàäðàòà ∂I2 = I2rInt I2.10.T. Ïóñòü ∆ ⊂ R2 � ïëîñêîå âûïóêëîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, âíóò-ðåííîñòü U êîòîðîãî íåïóñòà. Äîêàæèòå, ÷òî(1) ∆ ãîìåîìîð�íî çàìêíóòîìó êðóãó D2;(2) U ãîìåîìîð�íî îòêðûòîìó êðóãó B2;(3) Fr ∆ = FrU ãîìåîìîð�íî îêðóæíîñòè S1.10.11. Â êàêîì èç ñëó÷àåâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â çàäà÷å 10.T, ìîæíî îòêàçàòü-ñÿ îò îãðàíè÷åííîñòè?10.12. �àñêëàññè�èöèðóéòå ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîð�èçìà çàìêíóòûå âû-ïóêëûå ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè. (Ñîñòàâüòå ïîëíûé ñïèñîê áåç ïîâòîðåíèé;äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå òàêîå ïîäìíîæåñòâî ãîìåîìîð�íî îäíîìó èç ñïèñêà;äîêàçàòåëüñòâî ïîïàðíîé íåãîìåîìîð�íîñòè îòëîæèòå äî 11.)10.13*. Îáîáùèòå ïðåäûäóùèå òðè çàäà÷è íà ñëó÷àé ïîäìíîæåñòâ ïðî-ñòðàíñòâà Rn ñ ïðîèçâîëüíûì n.Èç ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ çàäà÷ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â òîïîëîãèèèçëîìû íå ñóùåñòâåííû, ò. å. ñâîéñòâî ëèíèè èëè ãðàíèöû îáëàñòè èìåòüèçëîìû íå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ãîìåîìîð�èçìàõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðåøèòå åù¼äâå çàäà÷è.



76 II. Íåïðåðûâíîñòü10.14. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ â
R2 (è â Rn ñ n > 2) ãîìåîìîð�íà îêðóæíîñòè S1.10.15. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ íåçàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êîíå÷íî-çâåííàÿ ëîìàíàÿ â R2 (è â Rn ñ n > 2) ãîìåîìîð�íà îòðåçêó [0; 1].Â ñëåäóþùåé çàäà÷å ñ�îðìóëèðîâàíî îáîáùåíèå òåõíèêè, èñïîëüçîâàí-íîé ïðè ðåøåíèè äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷. Èíòåðåñíî, ÷òî îíà èñïîëüçóåòñÿ÷àùå, ÷åì ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä.10.16. Ïóñòü X è Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðûõ çàäàíû èõíåêîòîðûå �óíäàìåíòàëüíûå ïîêðûòèÿ: X =

S
αXα è Y =

S
α Yα. �àññìîò-ðèì îòîáðàæåíèå f : X → Y , òàêîå ÷òî f(Xα) = Yα äëÿ êàæäîãî α, ïðè÷åìêàæäîå èç ïîäîòîáðàæåíèé ab(f) : Xα → Yα ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì. Òîãäàè îòîáðàæåíèå f � ãîìåîìîð�èçì.10.17. Äîêàæèòå, ÷òî R2 r { |x|, |y| > 1 } ∼= I2 r {(±1,±1), (±1,±1)}. (Áåñêî-íå÷íûé �êðåñò� ãîìåîìîð�åí êâàäðàòó áåç âåðøèí.)

10.18*. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî Σ ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ �çâåçäîé ñ öåíòðîì c�, åñëè Σÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îòðåçêîâ è ëó÷åé, îäíèì èç êîíöîâ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿòî÷êà c. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî Σ îòêðûòî, òî Σ ∼= B2. (×òî ìîæíîñêàçàòü î çàìêíóòîé çâåçäå ñ íåïóñòîé ãðàíèöåé?)10.19. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïëîñêèå �èãóðû ãîìåîìîð�íû äðóã äðóãó.(1) Ïîëóïëîñêîñòü {x ≥ 0 };(2) êâàäðàíò {x, y ≥ 0 };(3) óãîë { x ≥ y ≥ 0 };(4) ïîëóîòêðûòàÿ ïîëîñà { y ∈ [0; 1) };(5) êâàäðàò áåç òðåõ ñòîðîí { 0 < x < 1, 0 ≤ y < 1 };(6) êâàäðàò áåç äâóõ ñòîðîí { 0 ≤ x, y < 1 };(7) êâàäðàò áåç ñòîðîíû { 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y < 1 };(8) êâàäðàò áåç âåðøèíû { 0 ≤ x, y ≤ 1 } r (1, 1);(9) êðóã áåç îòíîé ãðàíè÷íîé òî÷êè {x2 + y2 ≤ 1, y 6= 1 };(10) ïîëóêðóã áåç äèàìåòðà {x2 + y2 ≤ 1, y > 0 };(11) êðóã áåç ðàäèóñà {x2 + y2 ≤ 1 } r [0; 1];(12) êâàäðàò áåç ïîëîâèíû äèàãîíàëè { |x| + |y| ≤ 1 } r [0; 1].10.20. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïëîñêèå �èãóðû ãîìåîìîð�íû äðóã äðóãó:(1) ïðîêîëîòàÿ ïëîñêîñòü R2 r (0, 0);(2) ïðîêîëîòûé îòêðûòûé êðóã { (x, y) | 0 < x2 + y2 < 1 };(3) êîëüöî { (x, y) | a < x2 + y2 < b } ãäå 0 < a < b;(4) ïëîñêîñòü áåç êðóãà { (x, y) | x2 + y2 > 1 };(5) ïëîñêîñòü áåç êâàäðàòà R2 r { (x, y) | x, y ∈ [0; 1] };(6) ïëîñêîñòü áåç îòðåçêà R2 r [0, 1];(7) R2 r ∆, ãäå ∆ � çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñíåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ.



10. �îìåîìîð�èçìû 7710.21. Åñëè ìíîæåñòâî X ⊂ R2 åñòü îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ ñ îá-ùèì êîíöîì, òî äîïîëíåíèå R2 r X ãîìåîìîð�íî ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè.10.22. Åñëè X ⊂ R2 åñòü ïðîñòàÿ íåçàìêíóòàÿ êîíå÷íîçâåííàÿ ëîìàíàÿ, òîäîïîëíåíèå R2 r X ãîìåîìîð�íî ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè.10.23. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K è L � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà òî÷åê ïëîñêîñòè,ñîñòîÿùèå èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà òî÷åê, òî èõ äîïîëíåíèÿ ãîìåîìîð�íû.10.24. Ïóñòü D1, . . . ,Dn ⊂ R2 � ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå êðó-ãè. Äîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå èõ îáúåäèíåíèÿ ãîìåîìîð�íî ïëîñêîñòè áåç nòî÷åê.10.25. Ïóñòü D1, . . . ,Dn ⊂ R2 � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå êðó-ãè. Äîïîëíåíèå îáúåäèíåíèÿ èõ âíóòðåííîñòåé íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòüþ ñ näûðàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå ïëîñêîñòè ñ n äûðàìè ãîìåîìîð�íû (ò.å. ïðè èçìåíåíèè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êðóãîâ D1, . . . , Dn òîïîëîãè÷åñêèéòèï äîïîëíåíèÿ îáúåäèíåíèÿ èõ âíóòðåííîñòåé íå ìåíÿåòñÿ).10.26. Ïóñòü f, g : R → R � íåïðåðûâíûå �óíêöèè, ïðè÷åì f < g. Äîêàæèòå,÷òî ïðîìåæóòîê { (x, y) ∈ R2 | f(x) ≤ y ≤ g(x)}, îãðàíè÷åííûé èõ ãðà�èêàìè,ãîìåîìîð�åí çàìêíóòîé ïîëîñå {(x, y) | y ∈ [0; 1]}.10.27. Äîêàæèòå, ÷òî êî�åéíàÿ ÷àøêà (ñ äîáðîòíîé ðó÷êîé) ãîìåîìîð�íàáóáëèêó.10.28. Ïîäåëèòå ñëåäóþùèé íàáîð ïðåäìåòîâ íà êëàññû ãîìåîìîð�íûõ: êî-�åéíàÿ ÷àøêà, áëþäöå, ñòàêàí, ëîæêà, âèëêà, íîæ, òàðåëêà, ìîíåòà, ãâîçäü,âèíò, áîëò, ãàéêà, øàéáà, øóðóï, îáðó÷àëüíîå êîëüöî, ñâåðëî, öâåòî÷íûé ãîð-øîê (ñ îòâåðñòèåì â äîíûøêå), êëþ÷.10.29. Â øàðîâîì ñëîå (ïðîìåæóòêå ìåæäó äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè ñ�åðà-ìè) ïðîñâåðëèëè öèëèíäðè÷åñêîå îòâåðñòèå, ñîåäèíÿþùåå ãðàíè÷íûå ñ�åðû.Äîêàæèòå, ÷òî îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãîìåîìîð�íà øàðó D3.10.30. Â øàðîâîì ñëîå ïðîñâåðëèëè îòâåðñòèå, ñîåäèíÿþùåå ãðàíè÷íûå ñ�å-ðû è èìåþùåå �îðìó çàóçëåííîé òðóáêè (ñì. ðèñóíîê). Äîêàæèòå, ÷òî îñòàâ-øàÿñÿ ÷àñòü ãîìåîìîð�íà øàðó D3.
10.31. Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòè, ïîêàçàííûå íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå, ãî-ìåîìîð�íû (è òî, è äðóãîå � òàê íàçûâàåìàÿ ðó÷êà).



78 II. Íåïðåðûâíîñòü10.32. Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòè, ïîêàçàííûå íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå, ãî-ìåîìîð�íû.
10.33*. Äîêàæèòå, ÷òî R3 r S1 ∼= R3 r

`
R1 ∪ {(1, 1, 1)}

´.10.34. Ïîäìíîæåñòâî ñ�åðû Sn, îïðåäåëÿåìîå â ñòàíäàðòíûõ êîîðäèíàòàõïðîñòðàíñòâàRn+1 íåðàâåíñòâîì x2
1+x

2
2+· · ·+x2

k < x2
k+1+· · ·+x2

n ãîìåîìîð�íî
Rn r Rn−k.10′6. Ïðèìåðû íåãîìåîìîð�íûõ ïðîñòðàíñòâ10.U. Ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùèå èç ðàçíîãî ÷èñëà òî÷åê, íå ãîìåîìîð�-íû.10.V. Äèñêðåòíîå è àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâà, èìåþùèå áîëåå îä-íîé òî÷êè, íå ãîìåîìîð�íû.10.35. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Z, Q (ñ èíäóöèðîâàííîé èç R òîïîëîãè-åé), R, RT1 è ñòðåëêà ïîïàðíî íå ãîìåîìîð�íû.10.36. Ïîñòðîéòå äâà íåãîìåîìîð�íûõ ïðîñòðàíñòâà X è Y , äëÿ êîòîðûõñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå áèåêöèè X → Y è Y → X.10′7. Ïðîáëåìà ãîìåîìîð�èçìàè òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâàÎäíîé èç êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì òîïîëîãèè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ãîìåî-ìîð�èçìà: îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè äàííûå ïðîñòðàíñòâà ãîìåîìîð�-íûìè. Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå õàðàêòåð ðåøåíèÿ çàâèñèò îò îòâå-òà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãîìåîìîð�íîñòè äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ãîìåî-ìîð�èçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè, ÷òî â òîé èëè èíîé �îðìå îáû÷íîè äåëàåòñÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåãîìåîìîð�íîñòè íåäîñòàòî÷íî ðàñ-ñìîòðåòü êàêîå-ëèáî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå, à íåïîñðåäñòâåííî îáî-çðåòü âñå îòîáðàæåíèÿ îáû÷íî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâåíåãîìåîìîð�íîñòè ÷àùå âñåãî ïîëüçóþòñÿ êîñâåííûìè ñðåäñòâàìè: íà-õîäÿò êàêîå-íèáóäü ñâîéñòâî èëè õàðàêòåðèñòèêó, êîòîðûìè îáëàäàåòîäíî ïðîñòðàíñòâî, íå îáëàäàåò äðóãîå è êîòîðûå ïåðåäàþòñÿ îò ïðî-ñòðàíñòâà ê ïðîñòðàíñòâó ïðè ãîìåîìîð�èçìå. Î÷åâèäíûìè ïðèìåðà-ìè òàêèõ, êàê ãîâîðÿò, òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ è èíâàðèàíòîâ ÿâëÿþòñÿìîùíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê è ìîùíîñòü òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû (ñð.çàäà÷è 10.34 è 10.U). Ìåíåå î÷åâèäíûå ïðèìåðû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìïðåäìåòîì ñëåäóþùåé ãëàâû.



10. �îìåîìîð�èçìû 79Èí�îðìàöèÿ: íåãîìåîìîð�íîñòè. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà ðàç-íûõ ðàçìåðíîñòåé íå ãîìåîìîð�íû; øàðû Dp, Dq ñ ðàçíûìè p, q íå ãî-ìåîìîð�íû; ñ�åðû Sp, Sq ñ p 6= q íå ãîìåîìîð�íû; ñ�åðà S2 íå ãîìåî-ìîð�íà ïîâåðõíîñòè áóáëèêà; åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà íå ãîìåîìîð�íûíè øàðàì, íè ñ�åðàì (ëþáûõ ðàçìåðíîñòåé); áóêâû À è Á íå ãîìåîìîð�-íû (çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ýòè áóêâû ñîñòàâëåíû èç ëèíèé, ëèøåííûõòîëùèíû); ïðîêîëîòàÿ ïëîñêîñòü R2 r point íå ãîìåîìîð�íà ïëîñêîñòèñ äûðîé R2 r {x2 + y2 < 1}. Çàìåòèì, ÷òî ýòè óòâåðæäåíèÿ � ðàçíîéñòåïåíè òðóäíîñòè. Íåêîòîðûå èç íèõ áóäóò äîñòóïíû óæå â ñëåäóþùåìïàðàãðà�å. Íåêîòîðûå æå òðåáóþò òåõíèêè, âûõîäÿùåé çà ðàìêè ýòîéêíèãè.10′8. ÂëîæåíèÿÍåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ (òîïîëîãè÷åñêèì)âëîæåíèåì, åñëè ïîäîòîáðàæåíèå ab(f) : X → f(X) åñòü ãîìåîìîð�èçì.10.W. Âêëþ÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ âëîæåíè-åì.10.X. Êîìïîçèöèÿ âëîæåíèé åñòü âëîæåíèå.10.Y. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðåðûâíîãî èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ, íåÿâëÿþùåãîñÿ òîïîëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì. (Íàéäèòå òàêîé ïðèìåð âûøåè ïðèäóìàéòå íîâûé. )10.37. Íàéäèòå òàêèå ïðîñòðàíñòâà X è Y , ÷òî X âêëàäûâàåòñÿ â Y è Yâêëàäûâàåòñÿ â X, íî X 6∼= Y .10.38. Äîêàæèòå, ÷òî Q íå âêëàäûâàåòñÿ â Z.10.39. 1) Ìîæíî ëè âëîæèòü äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî â àíòèäèñêðåòíîå? 2)À íàîáîðîò, àíòèäèñêðåòíîå â äèñêðåòíîå?10.40. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà R, RT1 è ñòðåëêà íå âêëàäûâàþòñÿ äðóãâ äðóãà.10.41 Ñëåäñòâèå òåîðåìû îá îáðàòíîé �óíêöèè. Âûâåäèòå èç òåîðå-ìû îá îáðàòíîé �óíêöèè (ñì., íàïðèìåð, ëþáîé ó÷åáíèê àíàëèçà �óíêöèéíåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ) ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:Äëÿ âñÿêîé äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè f : Rn → Rn, äëÿ êîòîðîé
det
`
∂f
∂x

´
(0) 6= 0, ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U íóëÿ 0 ∈ Rn, äëÿ êîòîðîéîòîáðàæåíèå f |U : U → Rn åñòü âëîæåíèå è îáðàç f(U) � îòêðûòîå ìíîæå-ñòâî.10′9. Ýêâèâàëåíòíîñòü âëîæåíèéÂëîæåíèÿ f1, f2 : X → Y íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñó-ùåñòâóþò òàêèå ãîìåîìîð�èçìû hX : X → X è hY : Y → Y , ÷òî



80 II. Íåïðåðûâíîñòü
f2 ◦ hX = hY ◦ f1 (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÷àñòî ïåðåäàþò, ãîâîðÿ, ÷òî äèà-ãðàììà

X
f1−−−−→ Y

hX

y
yhY

X
f2−−−−→ Yêîììóòàòèâíà).Ëþáîå âëîæåíèå îêðóæíîñòè S1 â R3 íàçûâàåòñÿ óçëîì.10.42. Äîêàæèòå, ÷òî óçëû f1, f2 : S1 → R3 ñ f1(S1) = f2(S

1) ýêâèâàëåíòíû.10.43. Äîêàæèòå, ÷òî óçëû ýêâèâàëåíòíû.Èí�îðìàöèÿ: ñóùåñòâóþò íåýêâèâàëåíòíûå óçëû. Íàïðèìåð,è



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 81Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè8.A Åñëè f(f−1(B)) = B, òî B, êîíå÷íî, ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå
f . Åñëè ìíîæåñòâî B ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå îòîáðàæåíèÿ f , òî äëÿâñÿêîé òî÷êè y ∈ B íàéäåòñÿ òî÷êà x, òàêàÿ ÷òî f(x) = y. Ïî îïðåäåëå-íèþ, x ∈ f−1(B), çíà÷èò, y ∈ f(f−1(B)). Ñëåäîâàòåëüíî, B ⊂ f(f−1(B)).Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà, ñì. 8.B.8.B Åñëè x ∈ f−1(B), òî f(x) ∈ B.8.C (a) =⇒ (b) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà f(C) = B ñëåäóåò,÷òî C = f−1(B). Åñëè íàéäóòñÿ ðàçëè÷íûå òî÷êè a1, a2 ∈ f−1(B), òàêèå÷òî f(a1) = f(a2), òî f(f−1(B) r {a2}) = B, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïî-ëîæåíèþ.(b) =⇒ (a) Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî C 6= f−1(B), ÷òî f(C) = B. �àññìîòðèìòî÷êó a1 ∈ f−1(B) r C, ïóñòü b = f(a1). Òàê êàê f(C) = B, òî íàéäåòñÿòî÷êà a2 ∈ C, òàêàÿ, ÷òî f(a2) = b.8.D Ñëåäñòâèå 8.C.8.E Åñëè x ∈ A, òî f(x) = y ∈ f(A), çíà÷èò, x ∈ f−1(f(A)).8.F Êàæäîå èç ðàâåíñòâ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî f(x) /∈ f(A) äëÿâñÿêîãî ýëåìåíòà x /∈ A.8.G in−1(B) = {x ∈ A | x ∈ B} = A ∩B.8.H Ïóñòü x ∈ X. Òîãäà
(
h◦(g◦f)

)
(x) = h

(
(g◦f)(x)

)
= h(g(f(x))) = (h◦g)(f(x)) =

(
(h◦g)◦f

)
(x).8.J Åñëè x1 6= x2, òî f(x1) 6= f(x2), òàê êàê f � èíúåêöèÿ, è

g(f(x1)) 6= g(f(x2)), òàê êàê g � èíúåêöèÿ.8.K Åñëè áû f íå ÿâäÿåòñÿ èíúåêöèåé, òî íàéäóòñÿ òàêèå òî÷êè x1 6=
x2, ÷òî f(x1) = f(x2), çíà÷èò, (g ◦ f)(x1) = (g ◦ f)(x2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èòòîìó, ÷òî g ◦ f � èíúåêöèÿ.8.L Åñëè f(X) = Y , òî g(f(X)) = g(Y ) = Z, ïîñêîëüêó è îòîáðàæå-íèå g ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé.8.O Åñëè îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî îíî îáðàòè-ìî. Åñëè îòîáðàæåíèå îáðàòèìî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé â ñèëóóòâåðæäåíèé 8.K è 8.M.9.A Åñëè îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî, òî äëÿ âñÿêîãî çà-ìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà F ⊂ Y ìíîæåñòâî X r f−1(F ) = f−1(Y r F )îòêðûòî, çíà÷èò, ìíîæåñòâî f−1(F ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Åñëè



82 II. Íåïðåðûâíîñòüïðîîáðàç ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóò, òî àíàëîãè÷íîå ðàñ-ñóæäåíèå äîêàçûâàåò, ÷òî ïðîîáðàç âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà áóäåòîòêðûò.9.C Åñëè ìíîæåñòâî U îòêðûòî â ïðîñòðàíñòâå X, òî åãî ïðîîáðàç
in−1(U) = U ∩A îòêðûò â ïîäïðîñòðàíñòâå A ïî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãè-÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîäïðîñòðàíñòâà.9.D Åñëè U ∈ ΩA, òî U = V ∩ A, ãäå V ∈ Ω. Òàê êàê îòîáðàæåíèå
in : (A,Ω′) → (X,Ω) íåïðåðûâíî, òî ïðîîáðàç ìíîæåñòâà U = in−1(V ) ∈
Ω′, òàêèì îáðàçîì, ΩA ⊂ Ω′.9.E Åñëè U ∈ ΩZ , òî g−1(U) ∈ ΩY , è ïîòîìó

(g ◦ f)−1(U) = f−1(g−1(U)) ∈ ΩXÒàêèì îáðàçîì, êîìïîçèöèÿ g ◦f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.9.F (f |A,B)−1(V ) = (f |A,B)−1(U ∩B) = A ∩ f−1(U).9.G f = inf(X) ◦ ab f . Ñì. 9.F.9.H Ïðîîáðàç âñÿêîãî ìíîæåñòâà ïðè ïîñòîÿííîì îòîáðàæåíèè ëè-áî ïóñò, ëèáî ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì.9.I Åñëè f íåïðåðûâíà, òî â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè V òî÷êè aìû ïðîñòî ìîæåì âçÿòü ïðîîáðàç V = f−1(U) îêðåñòíîñòè òî÷êè f(a).Åñëè f(V ) ⊂ U , òî V ⊂ f−1(U), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ òî÷êàìíîæåñòâà f−1(U) � âíóòðåííÿÿ, çíà÷èò, ýòî ìíîæåñòâî � îòêðûòîå.9.J Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ìåòðè-÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò ëåæàùèé â ýòîé îêðåñòíîñòè øàð ñöåíòðîì â ýòîé òî÷êå.9.K Óñëîâèå: �äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X ñ ρ(x, a) < δ èìååò ìåñòîíåðàâåíñòâî ρ(f(x), f(a)
)
< ε� îçíà÷àåò, ÷òî f(Bδ) ⊂ Bε(f(a)). Îñòàëîñüïðèìåíèòü 9.J.9.L Íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå 4.35.9.M Åñëè ρ(f(x), g(x)) = 0, òî ρ(x, y) = 0.9.N Ïîñêîëüêó ïðîîáðàç îòêðûòîãî øàðà ïðîñòðàíñòâà Y ÿâëÿåòñÿîòêðûòûì øàðîì òîãî æå ðàäèóñà â ïðîñòðàíñòâå X.9.O Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû åñòü ïåðåñå÷åíèå ïðîîáðàçîâ òî÷-êè 0 ∈ R. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíû, à òî÷êà çàìêíóòà, òîçàìêíóòû å¼ ïðîîáðàçû, çíà÷èò, çàìêíóòî è èõ ïåðåñå÷åíèå.9.P Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ åñòü ïåðåñå-÷åíèå ïðîáðàçîâ çàìêíóòîãî ëó÷à [0;+∞), ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìûñòðîãèõ íåðàâåíñòâ åñòü ïåðåñå÷åíèå ïðîáðàçîâ îòêðûòîãî ëó÷à (0;+∞)9.R �àññìîòðèòå äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà F .



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 839.S Ïóñòü Γ = {Uα}. Åñëè V ∩Uα îòêðûòî â Uα, òî V ∩Uα îòêðûòîâ X, ïîñêîëüêó Uα ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî, òàê êàê
Γ ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì, òî V =

⋃
α

(
V ∩ Uα

).9.T Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïîñêîëüêó îáúåäè-íåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.9.U Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå ëîêàëüíî êîíå÷íîãî íàáîðà çà-ìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî.9.V Åñëè ìíîæåñòâî U îòêðûòî â Y , òî îòêðûòû åãî ïðîîáðàçûïðè ñóæåíèÿõ íà êàæäûé ýëåìåíò Vα ïîêðûòèÿ Γ = {Vα}. Ïîñêîëüêó
(
f |Vα

)−1
(U) = f−1(U) ∩ Vα, òî îòêðûòû âñå ïåðåñå÷åíèÿ f−1(U) ∩ Vα.Òàê êàê ïî óñëîâèþ ïîêðûòèå Γ �óíäàìåíòàëüíî, òî îòêðûò ïðîîáðàç

f−1(U), òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî.9.Ax Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü îòêðûòîñòü ïðîîáðàçà áàçîâîãî ìíîæå-ñòâà, ÷òî î÷åâèäíî, òàê êàê, ê ïðèìåðó, ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà {x | a ≺
x ≺ b} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {x | c ≺ x ≺ d}, ãäå f(c) = a è f(d) = b.9.Bx Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y ìîíîòîííî.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè f äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü îòêðûòîñòüïðîîáðàçîâ áàçîâûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü U = C+

Y (b), V = f−1(U). Íåòðóäíîâèäåòü, ÷òî V =
⋃

f(x)∈U
C+
X(x), çíà÷èò, ýòî ìíîæåñòâî îòêðûòî êàê îáú-åäèíåíèå áàçîâûõ (â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X).Ïðîâåäåì ðàñóæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f íåïðå-ðûâíî â òîïîëîãèÿõ ïðàâûõ ëó÷åé, îäíàêî íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì.Çíà÷èò, íàéäóòñÿ òàêèå òî÷êè a ≺ b, ÷òî f(b) ≺ f(a). Äîêàæåì, ÷òîïðîîáðàç ëó÷à U = C+

Y (f(a)) íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì â X ìíîæåñòâîì.Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî f−1(U) =
⋃
C+
X(zα) ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî

a ∈ f−1(U), òîãäà êàê b /∈ f−1(U), õîòÿ a ≺ b.10.A Íàïðèìåð, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå äèñêðåòíîãî òîïîëî-ãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â òî æå ìíîæåñòâî, íàäåëåííîå òðèâèàëüíîéòîïîëîãèåé.10.B �àññìîòðèòå îòîáðàæåíèå x 7→ (cos 2πx, sin 2πx) ∈ S1 ⊂ R2.10.C Ýòî è äâà ñëåäóþùèõ çà íèì óòâåðæäåíèÿ ñðàçó ñëåäóþò èçîïðåäåëåíèÿ ãîìåîìîð�èçìà.10.F Ñìîòðèòå îòâåò íà çàãàäêó 10.1.10.G Ïóñòü U ⊂ X, V = f(U) ⊂ Y , g = f−1 : Y → X. Òàê êàêãîìåîìîð�èçì åñòü áèåêöèÿ, òî U = f−1(V ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç g îòîá-ðàæåíèå, îáðàòíîå ê f , òàê ÷òî V = g−1(U). Åñëè U îòêðûòî, òî



84 II. Íåïðåðûâíîñòüìíîæåñòâî V îòêðûòî, ïîñêîëüêó îíî åñòü ïðîáðàç îòêðûòîãî ìíîæå-ñòâà U ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè g. Åñëè îòêðûòî V , òî U �ýòî åãî ïðîîáðàç ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè f .10.H Ñì.10.G.10.I �îìåîìîð�èçì óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-ñòâèå ìåæäó îòêðûòûìè, çíà÷èò, è ìåæäó çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âîñïîëüçóéòåñü îïðåäåëå-íèÿìè çàìûêàíèÿ, âíóòðåííîñòè, ãðàíèöû ìíîæåñòâà.10.J Îòîáðàæåíèå ab(f) åñòü áèåêöèÿ, à íåïðåðûâíîñòü ab(f) è
(ab f)−1 ñëåäóåò èç îáùåé òåîðåìû î ñîêðàùåíèè.10.K Âñÿêàÿ èçîìåòðèÿ íåïðåðûâíà. Îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå èçî-ìåòðèè, ñàìî ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.10.L Åñëè y = Ax + b, òî x = A−1y − A−1b, ò. å. íåâûðîæäåííîåà��èííîå îòîáðàæåíèå åñòü áèåêöèÿ. Èõ íåïðåðûâíîñòü ñëåäóåò, ê ïðè-ìåðó, èç èõ ëèïøèöåâîñòè.10.M Âñÿêîå ñþðúåêòèâíîå ñòðîãî ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå îáðà-òèìî, è îáðàòíîå ê íåìó òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííûì. Òåïåðüìîæíî ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå 9.Ax.10.O Â ýòèõ çàäà÷àõ ãîìåîìîð�èçìàìè ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå �óíê-öèè. Ê ïðèìåðó, ãîìåîìîð�èçì f : [0; 1] → [a; b] çàäàåòñÿ �îðìóëîé
f(x) = a + (b − a)x, à ãîìåîìîð�èçì f : (−1; 1) → R1 � �îðìóëîé
f(x) = tg πx

2 . (Âî âòîðîì ñëó÷àå íåòðóäíî íàéòè ãîìåîìîð�èçì, êîòîðûéçàäàåòñÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé, îäíàêî, êàê ýòî íè ñòðàííî, äîñòàòî÷-íî ÷àñòî ïîÿâëÿåòñÿ èìåííî ïðèâåäåííàÿ �îðìóëà.)10.P Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî îòîáðàæåíèå
(

1
4 ; 5

4

)
→ S1 rN : t 7→ (cos 2πt, sin 2πt)ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì è ïðèìåíèòå óòâåðæäåíèÿ (
) è (d) ïðåäûäó-ùåé çàäà÷è. Ïðèâåäåì òàêæå äðóãîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî îáîáùèòüíà âûñøèå ðàçìåðíîñòè.Ñóæåíèå f öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè R2 r N → R1 (íà îñü àáñöèññ) íà

S1 rN åñòü ãîìåîìîð�èçì. Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå
f îáðàòèìî: f−1 � ýòî ñóæåíèå öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè R2 rN → S1 rN .Îòîáðàæåíèå S1 r N → R çàäàåòñÿ �îðìóëîé (x, y) 7→ x

1−y , à îáðàòíîååìó � �îðìóëîé x 7→ ( 2x
x2+1

, x
2−1
x2+1

). (Ïî÷åìó ýòè îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâ-íû?)10.Q Óáåäèòåñü, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà îñü àáñöèññ îïðå-äåëÿåò ãîìåîìîð�èçì.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 8510.R Êàê îáû÷íî, îòîæäåñòâèì Rn ñ ïîäìíîæåñòâîì {x ∈ Rn+1 |
xn+1 = 0}. Ñóæåíèå öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè

Rn+1 r (0, . . . , 0, 1) → Rníà Sn r (0, . . . , 0, 1) åñòü ãîìåîìîð�èçì, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñòåðåîãðà-�è÷åñêîé ïðîåêöèåé. Ïðè n = 2 îí èñïîëüçóåòñÿ â êàðòîãðà�èè. Ýòîîòîáðàæåíèå îáðàòèìî, îáðàòíîå ê íåìó ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì öåíòðàëü-íîé ïðîåêöèè Rn+1 r (0, . . . , 0, 1) → Sn r (0, . . . , 0, 1) íà Rn. Ïåðâîå îòîá-ðàæåíèå çàäàåòñÿ �îðìóëîé
x = (x1, . . . , xn+1) 7→

(
x2

1 − xn+1
, . . . ,

xn
1 − xn+1

)
,à âòîðîå � �îðìóëîé

x = (x1, . . . , xn) 7→
(

2x1

|x|2 + 1
, . . . ,

2xn
|x|2 + 1

,
|x|2 − 1

|x|2 + 1

)
.Ïðîâåðüòå ýòî. Óáåäèòåñü, ÷òî îáà îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíû.10.S Èç äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ óæå áóäåò ïîíÿòíî,÷òî íå âñåãäà èìååò ñìûñë äàâàòü ÿâíîå îïèñàíèå îòîáðàæåíèÿ ïîñðåä-ñòâîì �îðìóë, èç êîòîðûõ áûâàåò òðóäíî ïîíÿòü, ÷òî îíè äàþò èìåí-íî òî, ÷òî òðåáóåòñÿ. Ïðîùå äàâàòü ñëîâåñíîå îïèñàíèå îòîáðàæåíèÿ,à äîêàçûâàòü åãî íåïðåðûâíîñòü è íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîãî ê íåìó, íåîïèðàÿñü íà �îðìóëû.(a) Âìåñòî êâàäðàòà I2 óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü (ãîìåîìîð�íûé åìó) êâàä-ðàò âäâîå áîëüøåãî ðàçìåðà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò K = {(x, y) |

|x| ≤ 1, |y| ≤ 1}. �îìåîìîð�èçì I2 → K ëèíååí: (x, y) 7→ (2x− 1, 2y − 1).�îìåîìîð�èçìîì K → S1 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå, çàäàííîå �îðìóëàìè
(x, y) 7→

(
x√
x2+y2

, y√
x2+y2

). �îìåîìîð�èçìîì K → D2 ÿâëÿåòñÿ îòîáðà-æåíèå
(x, y) 7→

(
xmax{|x|, |y|}√

x2 + y2
,
ymax{|x|, |y|}√

x2 + y2

)
.Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòîò ãîìåîìîð�èçì ëèíåéíî îòîáðàæàåòîòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëà êîîðäèíàò ñ òî÷êîé íà êîíòóðå êâàäðàòà,íà ÷àñòü ýòîãî îòðåçêà, ëåæàùóþ âíóòðè êðóãà.(b), (
) �àññìîòðèòå ïîäõîäÿùèå ïîäîòîáðàæåíèÿ ïîñòðîåííîãî âûøåãîìåîìîð�èçìà K → D2. Êîíå÷íî, óòâåðæäåíèå (b) íåïîñðåäñòâåííîñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (a). Èíòåðåñíî, ÷òî â ñëó÷àå (
)



86 II. Íåïðåðûâíîñòüèñêîìûé ãîìåîìîð�èçì ìîæåò çàäàòü ñîâñåì ïðîñòîé �îðìóëîé:
∂K → S1 : (x, y) 7→

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

)
.(Ýòî ïðîñòî öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ!) Íàêîíåö, ìîæíî ðàçäåëèòü îêðóæ-íîñòü íà ÷åòûðå äóãè è îòîáðàçèòü êàæäóþ èç íèõ íà ñâîþ ñòîðîíóêâàäðàòà K.10.T (a) Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî D2 ⊂ ∆. Äëÿ âñÿêîéòî÷êè x ∈ R2r0 íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a(x), òàêîå÷òî a(x) · x

|x| ∈ Fr ∆. �àññìîòðèòå îòîáðàæåíèå
∆ → D2 : x 7→ x

a(x)
ïðè x 6= 0, òîãäà êàê 0 7→ 0,êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ãîìåîìîð�èçìîì. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òîâ ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî ∆ åñòü êâàäðàò K, ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòèãîìåîìîð�èçì, ïîñòðîåííûé â ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è.(b), (
) �àññìîòðèòå ïîäõîäÿùèå ïîäîòîáðàæåíèÿ ãîìåîìîð�èçìà ∆ →

D2.10.U Íå ñóùåñòâóåò áèåêöèè îäíîãî ïðîñòðàíñòâà íà äðóãîå.10.V Â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàçëè÷íîå ÷èñëî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.(Ê ïðèìåðó, îäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî â îäíîì èç íèõ îòêðûòî, à âäðóãîì � íåò.)10.W Äåéñòâèòåëüíî, åñëè in : A → X � âêëþ÷åíèå, òî ïîäîòîáðà-æåíèå ab(in) = idA � ýòî òîæäåñòâåííûé ãîìåîìîð�èçì.10.X Ïóñòü f : X → Y è g : Y → Z � âëîæåíèÿ. Òîãäà ïîäîòîáðà-æåíèå ab(g ◦ f) = ab(g) ◦ ab(f) : X → g
(
f(X)

) � ãîìåîìîð�èçì.10.Y Óæå áûëè ïðèìåðû [0; 1) → S1; Z+ → {0}∪
{

1
n

}. Âîò åù¼ îäèí:�àññìîòðèì áèåêöèþ f : Z → Q è âêëþ÷åíèå inQ : Q → R. Êîìïîçèöèÿ
inQ ◦f : Z →⊂ R áóäåò íåïðåðûâíîé èíúåêöèåé, íî íå âëîæåíèåì.



�ëàâà III
Òîïîëîãè÷åñêèåñâîéñòâà
11. Ñâÿçíîñòü11′1. Îïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè è ïåðâûå ïðèìåðûÒîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáîå åãîïîäìíîæåñòâî, îòêðûòîå è çàìêíóòîå îäíîâðåìåííî, ëèáî ïóñòî, ëèáîñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì X.�àçáèåíèåì ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ åãî ïîêðûòèå ïîïàðíî íåïåðåñå-êàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè; ðàçáèòü ìíîæåñòâî � çíà÷èò ïîñòðîèòü åãîðàçáèåíèå.11.A. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî, ñîãäà åãî íåëüçÿ ðàçáèòüíà äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâà, ñîãäà åãî íåëüçÿ ðàçáèòü íàäâà íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà.11.1. Ñâÿçíî ëè 1) àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî; 2) ñòðåëêà; 3) RT1?11.2. Îïèøèòå ÿâíî âñå ñâÿçíûå äèñêðåòíûå ïðîñòðàíñòâà.11.3. Îïèøèòå ÿâíî âñå íåñâÿçíûå äâóòî÷å÷íûå ïðîñòðàíñòâà.11.4. 1) Ñâÿçíî ëè ïðîñòðàíñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (ñ òîïîëîãèåé, èíäó-öèðîâàííîé èç R)? 2) Òîò æå âîïðîñ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà èððàöèîíàëüíûõ÷èñåë.11.5. Ïóñòü â ìíîæåñòâå X çàäàíû òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû Ω1 è Ω2, ïðè-÷åì ñòðóêòóðà Ω2 ÿâëÿåòñÿ áîëåå òîíêîé (ò. å. Ω1 ⊂ Ω2). 1) Åñëè ïðîñòðàí-ñòâî (X,Ω2) ñâÿçíî, òî ñâÿçíî ëè ïðîñòðàíñòâî (X,Ω1)? 2) Åñëè ïðîñòðàíñòâî

(X,Ω1) ñâÿçíî, òî ñâÿçíî ëè ïðîñòðàíñòâî (X,Ω2)? 87



88 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà11′2. Ñâÿçíûå ìíîæåñòâàÊîãäà ãîâîðÿò, ÷òî êàêîå-òî ìíîæåñòâî ñâÿçíî, âñåãäà èìåþò â âèäó,÷òî ìíîæåñòâî ëåæèò â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (â êàêîì èìåííî� äîëæíî áûòü ÿñíî èç êîíòåêñòà) è ÷òî ñ èíäóöèðîâàííîé ýòèì âêëþ-÷åíèåì òîïîëîãèåé îíî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ïðîñòðàíñòâîì.11.6. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåñâÿçíîãî ïîäìíîæåñòâà, íå óïîòðåáëÿÿ òåðìèíèíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ.11.7. Ñâÿçíî ëè ìíîæåñòâî {0, 1} â 1) R; 2) ñòðåëêå; 3) RT1?11.8. Îïèøèòå ÿâíî âñå ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà 1) ñòðåëêè; 2) ïðîñòðàíñòâà
RT1 .11.9. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî [0; 1] ∪ (2; 3] íåñâÿçíî â R.11.10. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåâûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé íåñâÿçíî.11.11. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íå-ñâÿçíî, ñîãäà ñóùåñòâóþò íåïóñòûå ìíîæåñòâà B è C òàêèå, ÷òî A = B ∪ C,
B ∩ ClX C = ∅ è C ∩ ClX B = ∅.11.12. Óêàæèòå êàêîå-íèáóäü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è â í¼ì òàêîåíåñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî A, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíî-æåñòâ U è V , îáðàçóþùèõ ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A, ëèáî U ⊃ A, ëèáî V ⊃ A.11.13. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåñâÿçíîãî ìíîæåñòâà â Rn ñóùåñòâóþòíåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà U è V , òàêèå, ÷òîA ⊂ U∪V , U∩A 6= ∅è V ∩A 6= ∅.Ñðàâíèòå 11.11�11.13 ñ 11.6.11′3. Ñâîéñòâà ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ11.14. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè ïîäìíîæåñòâî M ⊂ Xñâÿçíî è íåïóñòîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X îòêðûòî è çàìêíóòî, òîëèáî M ⊂ A, ëèáî M ⊂ X r A.11.B. Çàìûêàíèå ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà ñâÿçíî.11.15. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A ñâÿçíî èA ⊂ B ⊂ ClA, òî ìíîæåñòâî
B òîæå ñâÿçíî.11.C. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ñâÿç-íûõ ìíîæåñòâ ñâÿçíî. (Äðóãèìè ñëîâàìè: ïóñòü {Aλ}λ∈Λ � ñåìåéñòâîñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X è ïóñòü ïåðåñå÷åíèå ëþáûõäâóõ ìíîæåñòâ ýòîãî ñåìåéñòâà íåïóñòî. Òîãäà ìíîæåñòâî ⋃λ∈ΛAλñâÿçíî.)11.D Ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé. Ïóñòü ìíîæåñòâà A,B ⊂ X ñâÿçíû èA∩B 6=

∅. Òîãäà è èõ îáúåäèíåíèå A ∪B òàêæå ñâÿçíî.



11. Ñâÿçíîñòü 8911.E. Ïóñòü {Aλ}λ∈Λ � ñåìåéñòâî ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî ñåìåéñòâà ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæå-ñòâîì Aλ0 (äëÿ íåêîòîðîãî λ0 ∈ Λ). Òîãäà ìíîæåñòâî ⋃λ∈ΛAλ ñâÿçíî.11.F. Åñëè {Ak}k∈Z � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ, ÷òî
Ak ∩Ak+1 6= ∅ ïðè ëþáîì k ∈ Z, òî ìíîæåñòâî ⋃k∈ZAk ñâÿçíî.11.16. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A,B ñâÿçíû è A ∩ ClB 6= ∅, òî A ∪B� ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.11.17. Ïóñòü A � ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà X è ìíîæå-ñòâî B ⊂ X r A îòêðûòî è çàìêíóòî â òîïîëîãèè ïîäïðîñòðàíñòâà X r Aïðîñòðàíñòâà X. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A ∪ B ñâÿçíî.11.18. Ñëåäóåò ëè èç ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ A∪B è A∩B ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâ

A è B?11.19. Ïóñòü ìíîæåñòâà A è B òàêîâû, ÷òî è èõ îáúåäèíåíèå, è èõ ïåðåñå-÷åíèå åñòü ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà A è B òîæå ñâÿçíû,åñëè êàæäîå èç íèõ: 1) îòêðûòî; 2) çàìêíóòî.
. . .

. . .11.20. Ïóñòü A1 ⊃ A2 ⊃ . . . � áåñêîíå÷íàÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüñâÿçíûõ ìíîæåñòâ. Îáÿçàòåëüíî ëè ñâÿçíî ïåðåñå÷åíèå T∞

k=1Ak?11′4. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòèÊîìïîíåíòíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ âñÿêîå åãî ñâÿç-íîå ïîäìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùååñÿ íè â êàêîì äðóãîì (ñòðîãî áîëüøåì)ñâÿçíîì ïîäìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà X.11.G. Êàæäàÿ òî÷êà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè,ïðè÷åì òîëüêî â îäíîé: åþ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå âñåõ ñâÿçíûõ ìíî-æåñòâ, ñîäåðæàùèõ ýòó òî÷êó.11.H. Äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïà-äàþò.Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ òàêæå åãî ñâÿçíû-ìè êîìïîíåíòàìè èëè ïðîñòî êîìïîíåíòàìè. Òåîðåìû 11.G è 11.H ïîêàçû-âàþò, ÷òî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñîñòàâëÿþò ðàçáèåíèå òîïîëîãè÷åñêîãîïðîñòðàíñòâà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-ñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ðàçáèåíèþ.11.I. Äâå òî÷êè ñîäåðæàòñÿ â îäíîé êîìïîíåíòå òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà îíè ñîäåðæàòñÿ â îäíîì ñâÿçíîì ïîäìíîæåñòâå.11.J Ñëåäñòâèå. Ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþ-áàÿ ïàðà åãî òî÷åê ëåæèò â íåêîòîðîì ñâÿçíîì ìíîæåñòâå.11.K. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè çàìêíóòû.



90 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà11.21. Åñëè ó êàæäîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà X èìååòñÿ ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü,òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà X îòêðûòà.11.22. Ïóñòü òî÷êè x è y ïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïîíåíòå ïðîñòðàíñòâà. Åñëèíåêîòîðîå åãî ïîäìíîæåñòâî îäíîâðåìåííî îòêðûòî è çàìêíóòî, òî îíî ëèáîñîäåðæèò îáå ýòè òî÷êè, ëèáî íå ñîäåðæèò íè îäíîé èç íèõ (ñð. 11.37).11′5. Âïîëíå íåñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâàÒîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåñâÿçíûì, åñëè ëþ-áàÿ åãî êîìïîíåíòà ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.11.L Î÷åâèäíûé ïðèìåð. Ëþáîå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî âïîëíå íå-ñâÿçíî.11.M. Ïðîñòðàíñòâî Q (ñ èíäóöèðîâàííîé èç R òîïîëîãèåé) âïîëíåíåñâÿçíî.Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî Q íå äèñêðåòíî.11.23. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåñ÷åòíîãî çàìêíóòîãî âïîëíå íåñâÿçíîãî ïîäìíî-æåñòâà ïðÿìîé.11.24. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî (ñì. 2.Bx) âïîëíå íåñâÿçíî.11′6. Ñâÿçíîñòü è ãðàíèöà ìíîæåñòâà11.25. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A � ñîáñòâåííîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ñâÿçíîãîòîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òî FrA 6= ∅.11.26. Ïóñòü F � ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâàX. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
A ⊂ X, F ∩A, è F ∩ (X r A) 6= ∅, òî F ∩ FrA 6= ∅.11.27. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî ñâÿçíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äî-êàæèòå, ÷òî åñëè FrA � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, òî ClA � òîæå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.11.28. Ïóñòü X � ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, U è V � åãî ïåðåñå-êàþùèåñÿ îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà, èìåþùèå îáùèå âíåøíèå òî÷êè, ïðè÷åìíè îäíî èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èõãðàíèöû FrU è FrV ñâÿçíû, òî FrU ∩ FrV 6= ∅.11′7. Ñâÿçíîñòü è íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿÍåïðåðûâíûì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ åãî îáðàç ïðè íåïðå-ðûâíîì îòîáðàæåíèè.11.N. Íåïðåðûâíûé îáðàç ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ñâÿçåí. (Äðóãèìè ñëî-âàìè, åñëè f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå è ïðîñòðàíñòâî Xñâÿçíî, òî è ìíîæåñòâî f(X) ñâÿçíî.)11.O Ñëåäñòâèå. Ñâÿçíîñòü � òîïîëîãè÷åñêîå ñâîéñòâî.11.P Ñëåäñòâèå. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-ñêèì èíâàðèàíòîì.11.Q. Ïðîñòðàíñòâî X íåñâÿçíî, ñîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ñþðú-åêöèÿ X → S0.



11. Ñâÿçíîñòü 9111.29. Ïðè ïîìîùè 11.Q ÷àñòî ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå êîðîòêèå äîêàçàòåëü-ñòâà ðàçëè÷íûõ óòâåðæäåíèé î ñâÿçíûõ ìíîæåñòâàõ. Ïðèìåíèòå å¼ äëÿ òîãî,÷òîáû äîêàçàòü, ê ïðèìåðó, òåîðåìû 11.B�11.F è ðåøèòü çàäà÷è 11.D è 11.16.11.30. Ïóñòü X � ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → R � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ.Òîãäà ìíîæåñòâî f(X) ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòêîì â R.11.31. Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñíàáæåíî ñòðóêòóðîé ãðóïïû è óìíîæåíèå íà ëþ-áîé ýëåìåíò ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì, òî ñâÿçíàÿ êîìïî-íåíòà åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé.11′8. Ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà ÷èñëîâîé ïðÿìîé11.R. Îòðåçîê I = [0; 1] ñâÿçåí.Òåîðåìó 11.R ìîæíî äîêàçàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Îäèí èç íèõïîäñêàçûâàåòñÿ çàäà÷åé 11.Q è îïèðàåòñÿ íà èçâåñòíóþ òåîðåìó î ïðîìå-æóòî÷íîì çíà÷åíèè èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ñì. 12.A. Íèæå ïðåäëà-ãàþòñÿ äâå çàäà÷è, äîñòàâëÿþùèå íàáðîñîê â ñóùíîñòè òîãî æå ñàìîãî äî-êàçàòåëüñòâà: êîìáèíàöèè òåîðåìû 11.Q ñ òðàäèöèîííûì äîêàçàòåëüñòâîìòåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè. Ñì. òàêæå 2.Ax.11.R.1. Ïóñòü U , V � ïîäìíîæåñòâà îòðåçêà I, ïðè÷åì V = I r U . Ïóñòü
a ∈ U , b ∈ V è a < b. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü an ñ a1 = a, an ∈ U è íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn ñ
b1 = b, bn ∈ V , òàêèå ÷òî bn − an = b−a

2n−1 .11.R.2. Åñëè â ïðåäïîëîæåíèÿõ 11.R.1 U è V çàìêíóòû â I, òî êîìó èçíèõ ïðèíàäëåæèò c = sup{an} = inf{bn}?11.32. Âûâåäèòå 11.R èç 2.Ax.11.S. Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé R èìååò ñ÷¼òíîå÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.11.T. Ïðîñòðàíñòâî R1 ñâÿçíî.11.U. Âñÿêîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn ñâÿçíî. (Â ÷àñòíîñòè, òàêîâûìÿâëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî Rn, îòêðûòûé øàð Bn è çàìêíóòûé øàð Dn.)11.V Ñëåäñòâèå. Ëþáîé ïðîìåæóòîê â R1 ñâÿçåí.11.W. Âñÿêîå çâåçäíîå ïîäìíîæåñòâî Rn ñâÿçíî.11.X Ñâÿçíîñòü íà ïðÿìîé. Ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé ñâÿçíî, ñîãäà îíîåñòü íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê.11.Y. Äîêàæèòå, ÷òî n-ìåðíàÿ ñ�åðà Sn ñâÿçíà. Â ÷àñòíîñòè, ñâÿçíàîêðóæíîñòü S1.11.33. �àññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì ñïè-ðàëè
r = exp

„
1

1 + ϕ2

«
, ãäå ϕ ≥ 0



92 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà(çäåñü r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû), è îêðóæíîñòè S1. 1) ßâëÿåòñÿ ëè ýòîìíîæåñòâî ñâÿçíûì? 2) Èçìåíèòñÿ ëè îòâåò, åñëè çàìåíèòü îêðóæíîñòü åå÷àñòüþ? (Ñð. 11.15.)11.34. Ñâÿçíû ëè ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè:(1) ñîñòàâëåííîå èç òî÷åê, îáå êîîðäèíàòû êîòîðûõ ðàöèîíàëüíû;(2) ñîñòàâëåííîå èç òî÷åê, õîòÿ áû îäíà èç êîîðäèíàò êîòîðûõ ðàöèî-íàëüíà;(3) ñîñòàâëåííîå èç òî÷åê, ó êîòîðûõ ëèáî îáå êîîðäèíàòû ðàöèîíàëü-íû, ëèáî îáå � èððàöèîíàëüíû?11.35. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0 ε-îêðåñòíîñòü âñÿêîãî ñâÿçíîãî ïîä-ìíîæåñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñâÿçíà.11.36. Äîêàæèòå, ÷òî âî âñÿêîé îêðåñòíîñòè U ñâÿçíîãî ïîäìíîæåñòâà Aåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñîäåðæèòñÿ ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà A.
. . .11.37. Óêàæèòå òàêîå ïðîñòðàíñòâî è òàêèå åãî äâå òî÷êè, ëåæàùèå â åãîðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè, ÷òî ëþáîå îäíîâðåìåííî îòêðûòîå è çà-ìêíóòîå ìíîæåñòâî ëèáî ñîäåðæèò îáå òî÷êè, ëèáî íå ñîäåðæèò íè îäíîé èçíèõ. (Ñð. 11.22.)



12. Ïðèëîæåíèÿ ïîíÿòèÿ ñâÿçíîñòè 9312. Ïðèëîæåíèÿ ïîíÿòèÿ ñâÿçíîñòè12′1. Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè è å¼ îáîáùåíèÿÑëåäóþùàÿ òåîðåìà îáû÷íî âõîäèò â êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.Âû ëåãêî âûâåäåòå å¼ èç ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïàðàãðà�à. Îíà â îïðåäåë¼í-íîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíà ñâÿçíîñòè îòðåçêà.12.A Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè. Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ�óíêöèÿ
f : [a; b] → Rïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ ìåæäó f(a) è f(b).Ìíîãèå çàäà÷è, êîòîðûå ìîæíî ðåøèòü ïðè ïîìîùè òåîðåìû î ïðîìåæó-òî÷íîì çíà÷åíèè, ìîæíî íàéòè â êíèæêàõ ïî àíàëèçó. Âîò òèïè÷íàÿ çàäà÷àýòîãî òèïà.12.1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí íå÷¼òíîé ñòåïåíè ñ âåùåñòâåííûìèêîý��èöèåíòàìè îáëàäàåò âåùåñòâåííûì êîðíåì.12.B Îáîáùåíèå. Ïóñòü X � ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → R � íåïðå-ðûâíàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà ìíîæåñòâî f(X) � ïðîìåæóòîê.12.C Ñëåäñòâèå. Ïóñòü J ⊂ R � ïðîìåæóòîê è f : X → R � íåïðå-ðûâíàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà ìíîæåñòâî f(J) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòêîì.(Äðóãèìè ñëîâàìè, íåïðåðûâíûå �óíêöèè îòîáðàæàþò ïðîìåæóòêè âïðîìåæóòêè.)12′2. Ïðèëîæåíèå ê ïðîáëåìå ãîìåîìîð�èçìàÍàïîìíèì, ÷òî ñâÿçíîñòü � òîïîëîãè÷åñêîå ñâîéñòâî, à ÷èñëî êîìïî-íåíò ñâÿçíîñòè � òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò (ñì. 10).12.D. Ìíîæåñòâà [0; 2] è [0; 1] ∪ [2; 3] íå ãîìåîìîð�íû.Ïðîñòåéøèå êîíñòðóêöèè, êîòîðûå ïåðåâîäÿò ãîìåîìîð�íûå ïðî-ñòðàíñòâà â ãîìåîìîð�íûå, íàïðèìåð óäàëåíèå îäíîé èëè íåñêîëüêèõòî÷åê, ïîçâîëÿþò ïðèìåíÿòü ñâÿçíîñòü è â äîêàçàòåëüñòâàõ íåãîìåî-ìîð�íîñòè íåêîòîðûõ ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ.12.E. Ïðîñòðàíñòâà I, R1, S1 è [0;∞) ïîïàðíî íå ãîìåîìîð�íû.12.2. Îêðóæíîñòü íå ãîìåîìîð�íà íèêàêîìó ïîäìíîæåñòâó ïðÿìîé R1.12.3. Äàéòå òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññè�èêàöèþ áóêâ ëàòèíñêîãî àë�àâèòà A,B, C, . . ., ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè (ëèíèè, èç êîòîðûõñîñòàâëåíû áóêâû, ñ÷èòàéòå ëèøåííûìè òîëùèíû).12.4. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò è îòðåçîê íå ãîìåîìîð�íû.Íàïîìíèì ÷òî ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ñþðúåêöèè îòðåçêà íà êâàäðàò(êðèâûå Ïåàíî), ñì. 9.



94 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà12.F. Ïðîñòðàíñòâà R1 è Rn ñ n > 1 íå ãîìåîìîð�íû.Èí�îðìàöèÿ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, Rp è Rq íå ãîìåìîð�íû ïðè
p 6= q. 12.5. ÄÎêàæèòå, ÷òî èç íåãîìåîìîð�íîñòè Rp è Rq ïðè p 6= q ñëåäóåò íåãî-ìåîìîð�íîñòü Sp è Sq ïðè p 6= q.12′3x. Èíäóêöèÿ ïî ñâÿçíîñòè�îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííà, åñëè ó êàæäîé òî÷êè å¼ îáëà-ñòè îïðåäåëåíèÿ èìååòñÿ îêðåñòíîñòü, ñóæåíèå äàííîé �óíêöèè íà êîòîðóþïîñòîÿííî.12.1x. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà.12.2x. Ëîêàëüíî ïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ íà ñâÿçíîì ìíîæåñòâå ïîñòîÿííà.12.3x. Çàãàäêà. Êàê ñâÿçàíû çàäà÷è 11.26 è 12.2x?12.4x. Ïóñòü ãðóïïà G ñíàáæåíà òàêîé òîïîëîãèåé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà

g ∈ G îòîáðàæåíèå G → G, îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé x 7→ xgx−1, íåïðåðûâíî,è ïóñòü â ýòîé òîïîëîãèè ãðóïïà G ñâÿçíà. Åñëè â íîðìàëüíîì äåëèòåëå Hãðóïïû G èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ äèñêðåòíà, òî îí ñîäåðæèòñÿ â öåíòðåãðóïïû G (ò. å. hg = gh ïðè ëþáîì h ∈ H è ëþáîì g ∈ G).12.5x Èíäóêöèÿ ïî ñâÿçíîñòè. Ïóñòü E � ñâîéñòâî ïîäìíîæåñòâ òîïî-ëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ïåðåäàþùååñÿ îò ìíîæåñòâ ëþáîãî ñåìåéñòâà ñíåïóñòûìè ïîïàðíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ê îáúåäèíåíèþ ýòèõ ìíîæåñòâ. Åñëèêàæäàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà èìååò îêðåñòíîñòü, îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì E , èïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî, òî îíî îáëàäàåò è ñâîéñòâîì E .12.6x. Äîêàæèòå 12.2x è ðåøèòå 12.4x îñíîâûâàÿñü íà 12.5x.Ïî ïîâîäó äðóãèõ ïðèìåíåíèé èíäóêöèè ïî ñâÿçíîñòè ñì. çàäà÷è 13.T,13.4x, 13.6x è 13.8x.12′4x. �àçðåçàíèå áëèíîâ íà ðàâíûå äîëè12.7x. Ëþáîé áëèí ñêîëü óãîäíî íåðåãóëÿðíîé �îðìû ìîæíî ðàññå÷ü íà äâå÷àñòè ðàâíîé ïëîùàäè îäíèì âçìàõîì íîæà òàê, ÷òîáû ðàçðåç áûë ïàðàëëåëåíçàäàííîìó íàïðàâëåíèþ. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè A � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîåìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè è l � ïðÿìàÿ íà ýòîé ïëîñêîñòè, òî ñóùåñòâóåò òà-êàÿ ïðÿìàÿ L, ïàðàëëåëüíàÿ l, êîòîðàÿ äåëèò A íà äâà ìíîæåñòâà ðàâíîéïëîùàäè.12.8x. Åñëè â ïðåäïîëîæåíèÿõ 12.7x, ìíîæåñòâî A ñâÿçíî, òî ïðÿìàÿ L, ñó-ùåñòâîâàíèå êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, åäèíñòâåííà.12.9x. Ïóñòü äâà áëèíà êàêîé óãîäíî �îðìû ëåæàò íà îäíîì áëþäå. Äîêà-æèòå, ÷òî îáà èõ ìîæíî ðàññå÷ü íà ðàâíûå ïîëîâèíêè îäíèì âçìàõîì íîæà.Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè A è B � äâà îãðàíè÷åííûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâà íàïëîñêîñòè, òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ äåëèò êàæäîå èç íèõ íà äâà ìíî-æåñòâà ðàâíîé ïëîùàäè.



12. Ïðèëîæåíèÿ ïîíÿòèÿ ñâÿçíîñòè 9512.10x. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêèé áëèí ïðîèçâîëüíîé �îðìû ìîæíî ðàññå÷üíà ÷åòûðå êóñêà ðàâíîé ïëîùàäè äâóìÿ ïðÿìûìè ðàçðåçàìè, ïåðïåíäèêóëÿð-íûìè äðóã äðóãó. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè A � îãðàíè÷åííîå ñâÿçíîå îòêðûòîåìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè, òî ñóùåñòâóþò äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå äðóã äðóãóïðÿìûå, êîòîðûå äåëÿò A íà ÷åòûðå ÷àñòè ðàâíîé ïëîùàäè.12.11x. Çàãàäêà. À ÷òî åñëè íîæ êðèâîé? Äëÿ êàêîé �îðìû ëåçâèÿ Âûìîæåòå ñ�îðìóëèðîâàòü è ðåøèòü çàäà÷è, ïîäîáíûå çàäà÷àì 12.7x�12.10x?12.12x. Çàãàäêà. Ñ�îðìóëèðóéòå è ðåøèòå çàäà÷è, àíàëîãè÷íûå çàäà÷àì12.7x�12.11x äëÿ îáëàñòåé â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ìîæåòå ëè âû ïðèýòîì óâåëè÷èòü ÷èñëî îáëàñòåé â àíàîëîãàõ çàäà÷ 12.7x è 12.9x?12.13x. Çàãàäêà. À êàê íàñ÷¼ò áëèíîâ â Rn?



96 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà13. Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü13′1. ÏóòèÏóòåì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîåîòîáðàæåíèå îòðåçêà I = [0; 1] â X. Íà÷àëîì ïóòè s : I → X íàçûâà-åòñÿ òî÷êà s(0) ∈ X, êîíöîì � òî÷êà s(1). Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ïóòü sñîåäèíÿåò s(0) ñ s(1).13.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïóòè s : I → X åãî îáðàç s(I) ⊂ X � ñâÿçíîåìíîæåñòâî.13.2. Ïóñòü s : I → X � ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó ìíîæåñòâà A ⊂ X ñ òî÷êîéìíîæåñòâà X r A. Äîêàæèòå, ÷òî s(I) ∩ Fr(A) 6= ∅.
s(1)

s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)s(0)

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA13.3. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X, inA : A → X � âêëþ÷åíèå.Äîêàæèòå, ÷òî u : I → A � ïóòü â A, ñîãäà êîìïîçèöèÿ inA ◦u : I → X � ýòîïóòü â X.Ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå s : I → X íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííûì ïóòåìè îáîçíà÷àåòñÿ ea, ãäå a = s(I). Åñëè s � ïóòü, òî îáðàòíûì åìó ïóòåìíàçûâàåòñÿ ïóòü s−1 : t 7→ s(1 − t). Õîòÿ îáîçíà÷åíèå s−1 óæå çàíÿòî(îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì), ê íåäîðàçóìåíèÿì ýòà äâóñìûñëåííîñòü íåïðèâîäèò, ïîñêîëüêó êîãäà ðå÷ü èäåò î ïóòÿõ, îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ,êàê ïðàâèëî, íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.Ïóñòü u : I → X, v : I → X � òàêèå ïóòè, ÷òî u(1) = v(0). Ïîëîæèì
uv(t) =

{
u(2t), åñëè t ∈ [0; 1

2

]
,

v(2t− 1), åñëè t ∈ [1
2 ; 1
]
.

(22)
u(0)

v(1)

u(1)=v(0)13.A. Îòîáðàæåíèå uv : I → X, îïðåäåëÿåìîå ýòîé �îðìóëîé, íåïðå-ðûâíî (ò. å. ÿâëÿåòñÿ ïóòåì) Ñð. 9.T è 9.V.Ïóòü uv íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïóòåé u è v. Íàïîìíèì, ÷òî îíîîïðåäåëåíî òîëüêî åñëè êîíåö u(1) ïåðâîãî ïóòè u ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì
v(0) âòîðîãî ïóòè v.



13. Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü 9713′2. Ëèíåéíî ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâàÒîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè âí¼ì ëþáûå äâå òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì.13.B. Îòðåçîê I ëèíåéíî ñâÿçåí.13.C. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ëþáîé ðàçìåðíîñòè ëèíåéíî ñâÿçíî.13.D. Ñ�åðà íåíóëåâîé ðàçìåðíîñòè ëèíåéíî ñâÿçíà.13.E. Íóëüìåðíàÿ ñ�åðà S0 íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíîé.13.4. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ëèíåéíî ñâÿçíû:(a) äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî; (b) àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî;(
) ñòðåëêà; (d) RT1 ;(e) ?13′3. Ëèíåéíî ñâÿçíûå ìíîæåñòâàËèíåéíî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì íàçûâàþò ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷å-ñêîãî ïðîñòðàíñòâà (êàêîãî èìåííî, äîëæíî áûòü ÿñíî èç êîíòåêñòà),ëèíåéíî ñâÿçíîå êàê ïðîñòðàíñòâî ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé èç îáú-åìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà.13.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ëè-íåéíî ñâÿçíî, ñîãäà ëþáûå äâå åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü âX ïóò¼ì, öåëèêîìëåæàùèì â A (ò. å. ïóò¼ì s, äëÿ êîòîðîãî s(I) ⊂ A).13.6. Âñÿêîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíî ñâÿç-íî.
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa13.7. Âñÿêîå çâåçäíîå ïîäìíîæåñòâî Rn ëèíåéíî ñâÿçíî.13.8. Îáðàç ïóòè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì.13.9. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïëîñêèõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ â ìåò-ðèêå Õàóñäîð�à ëèíåéíî ñâÿçíî.13.10. Çàãàäêà. ×òî ìîæíî ñêàçàòü îá óòâåðæäåíèè çàäà÷è 13.9 äëÿ ìíî-æåñòâà ïðîèçâîëüíûõ (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûõ) ìíîãîóãîëüíèêîâ?13′4. Ñâîéñòâà ëèíåéíî ñâÿçíûõ ìíîæåñòâËèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü î÷åíü ïîõîæà íà ñâÿçíîñòü è â íåêîòîðûõ âàæ-íûõ ñèòóàöèÿõ äàæå ðàâíîñèëüíà åé. Îäíàêî íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñâÿç-íîñòè íå ïåðåíîñÿòñÿ íà ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü (ñì. 13.Q, 13.R). Òå æåñâîéñòâà, êîòîðûå ïåðåíîñÿòñÿ, äëÿ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè äîêàçûâàþòñÿïðîùå.



98 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà13.F. Îáúåäèíåíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ëè-íåéíî ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ ëèíåéíî ñâÿçíî.13.11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A è B îáà çàìêíóòû èëè îáà îòêðûòû èèõ îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ëèíåéíî ñâÿçíû, òî A è B òîæå ëèíåéíî ñâÿçíû.13.12. 1) Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðåííîñòü è ãðàíèöà ëèíåéíî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâàíå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíî ñâÿçíû. 2) Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿâíóòðåííîñòè è ãðàíèöû ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà.13.13. Åñëè ãðàíèöà ìíîæåñòâà A ⊂ Rn ëèíåéíî ñâÿçíà, òî çàìûêàíèå ýòîãîìíîæåñòâà òîæå ëèíåéíî ñâÿçíî.13.14. Äîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è èìååò ìåñòî äëÿ ïîä-ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà.13′5. Êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòèÊîìïîíåíòîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Xíàçûâàåòñÿ òàêîå åãî ëèíåéíî ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ñîäåð-æèòñÿ íè â êàêîì ñòðîãî áîëüøåì ëèíåéíî ñâÿçíîì ìíîæåñòâå.13.G. Êàæäàÿ òî÷êà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé êîìïîíåíòå ëèíåéíîéñâÿçíîñòè.13.H. Äâå êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëè-áî ñîâïàäàþò.Òåîðåìû 13.G è 13.H ïîêàçûâàþò, ÷òî êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿç-íîñòè îáðàçóþò ðàçáèåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñëåäóþùàÿòåîðåìà îïèñûâàåò ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.13.I. Äâå òî÷êè ïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè,ñîãäà èõ ìîæíî ñîåäèíèòü ïóò¼ì.Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü îäíîìó èç ñâîéñòâ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êîì-ïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòû (ñì. 13.Q, ñð.13.P, 13.R.)13′6. Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü è íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ13.J. Íåïðåðûâíûé îáðàç ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíî ñâÿ-çåí.13.K Ñëåäñòâèå. Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ñâîé-ñòâîì.13.L Ñëåäñòâèå. ×èñëî êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè � òîïîëîãè-÷åñêèé èíâàðèàíò.



13. Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü 9913′7. Ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü13.M. Âñÿêîå ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî.�àññìîòðèì ìíîæåñòâà
A =

{
(x, y) ∈ R2 : x > 0, y = sin

1

x

} è X = A ∪ {(0, 0)}.13.15. Íàðèñóéòå ìíîæåñòâî A.13.N. Ìíîæåñòâî A ëèíåéíî ñâÿçíî, à ìíîæåñòâî X ñâÿçíî.13.O. Âûêàëûâàíèå ëþáîé òî÷êè ìíîæåñòâà A äåëàåò A è X íåñâÿçíû-ìè (à çíà÷èò, è íå ëèíåéíî ñâÿçíûìè).13.P. Ìíîæåñòâî X íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì.13.Q. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ëèíåéíî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà, çàìûêàíèå êî-òîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì.13.R. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåçàìêíóòîé êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.13.S. Â ïðîñòðàíñòâå, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî îáëàäàåò ëèíåéíî ñâÿç-íîé îêðåñòíîñòüþ, êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè îòêðûòû.13.T. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå X êàæäàÿ òî÷êà îáëàäàåòëèíåéíî ñâÿçíîé îêðåñòíîñòüþ. Òîãäà X ëèíåéíî ñâÿçíî, ñîãäà X ñâÿç-íî.13.U. Äëÿ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñâÿçíîñòüè ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ðàâíîñèëüíû.13.16. Äëÿ ïîäìíîæåñòâ ïðÿìîé ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ðàâíîñèëü-íû.13.17. Åñëè ìíîæåñòâî A ⊂ Rn ñâÿçíî, òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 åãî ε-îêðåñòíîñòüëèíåéíî ñâÿçíà.13.18. Äîêàæèòå, ÷òî âî âñÿêîé îêðåñòíîñòè ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà â åâêëèäî-âîì ïðîñòðàíñòâå íàéäåòñÿ åå ëèíåéíî ñâÿçíàÿ ïîäîêðåñòíîñòü.13′8x. Ñâÿçíîñòü ïîñðåäñòâîì ëîìàíûõÏîäìíîæåñòâî A åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì ïîñðåä-ñòâîì ëîìàíûõ, åñëè ëþáûå äâå òî÷êè èç A ìîæíî â A ñîåäèíèòü êîíå÷íî-çâåííîé ëîìàíîé.13.1x. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî Rn, ñâÿçíîå ïîñðåäñòâîì ëîìàíûõ, ÿâëÿåòñÿ ëè-íåéíî ñâÿçíûì, çíà÷èò, è ñâÿçíûì.13.2x. Âñÿêîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn ñâÿçíî ïîñðåäñòâîì ëîìàíûõ.13.3x. Âñÿêîå çâåçäíîå ïîäìíîæåñòâî Rn ñâÿçíî ïîñðåäñòâîì ëîìàíûõ.



100 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà13.4x. Äëÿ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñâÿçíîñòü ïî-ñðåäñòâîì ëîìàíûõ ðàâíîñèëüíà ñâÿçíîñòè.13.5x. Ïîñòðîéòå ëèíåéíî ñâÿçíîå íåîäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâàïðîñòðàíñòâà, íèêàêèå äâå òî÷êè êîòîðîãî íåëüçÿ ñîåäèíèòü â íåì ëîìàíîé.13.6x. Ïóñòü ìíîæåñòâî X ⊂ R2 ñ÷åòíî. Äîêàæèòå, ÷òî åãî äîïîëíåíèå R2rXñâÿçíî ïîñðåäñòâîì ëîìàíûõ.13.7x. Ïóñòü ìíîæåñòâî X ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà à�-�èííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò n − 2. Äîêà-æèòå, ÷òî åãî äîïîëíåíèå R2 r X ñâÿçíî ïîñðåäñòâîì ëîìàíûõ.13.8x. Ïóñòü X ⊂ Cn � îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíî-æåñòâ (ò. å. ìíîæåñòâ, çàäàâàåìûõ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè àëãåáðàè÷åñêèìèóðàâíåíèÿìè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò â Cn). Äîêàæèòå, ÷òî åãî äîïîëíåíèå
Cn r X ñâÿçíî ïîñðåäñòâàì ëîìàíûõ.13′9x. Ñâÿçíîñòü íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ ìàòðèöÂåùåñòâåííûå n × n-ìàòðèöû îáðàçóþò êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî, êî-òîðîå îòëè÷àåòñÿ îò Rn

2 ëèøü äâîéíîé íóìåðàöèåé ñâîèõ åñòåñòâåííûõ êî-îðäèíàò. Àíàëîãè÷íî ñîîòíîñÿòñÿ ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ n × n-ìàòðèö èïðîñòðàíñòâî Cn
2 (ãîìåîìîð�íîå R2n2).13.9x. Íàéäèòå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè è êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ñëå-äóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà âåùåñòâåííûõ n× n-ìàòðèö:(1) GL(n; R) = {A | detA 6= 0};(2) O(n; R) = {A | A · (tA) = E};(3) Symm(n;R) = {A | tA = A};(4) Symm(n;R) ∩GL(n; R);(5) {A | A2 = E}.13.10x. Íàéäèòå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè è êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòèñëåäóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà êîìïëåêñíûõ n× n-ìàòðèö:(1) GL(n; C) = {A | detA 6= 0};(2) U(n; C) = {A | A · (tĀ) = E};(3) Herm(n;C) = {A | tA = Ā};(4) Herm(n;C) ∩GL(n; C).



14. Àêñèîìû îòäåëèìîñòè 10114. Àêñèîìû îòäåëèìîñòèÏðåäìåò ýòîãî ïàðàãðà�à � åñòåñòâåííûå òðåáîâàíèÿ íà òîïîëîãè÷å-ñêóþ ñòðóêòóðó, ïðèáëèæàþùèå ñâîéñòâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàê ñâîéñòâàì ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Èçâåñòíî ìíîãî àêñèîì îòäåëèìî-ñòè, èç êîòîðûõ ìû îãðàíè÷èìñÿ ïÿòüþ íàèáîëåå âàæíûìè. Îíè èìåþòíîìåðà è îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç T0, T1, T2, T3 è T4.114′1. Àêñèîìà Õàóñäîð�àÌû íà÷íåì ñ íàèáîëåå âàæíîé � âòîðîé àêñèîìû, íàçûâàåìîé åùåè àêñèîìîé Õàóñäîð�à. Ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå åé, íàçûâàþòñÿõàóñäîð�îâûìè. Ñîñòîèò îíà â ñëåäóþùåì: ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷-êè îáëàäàþò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè. Áîëåå �îðìàëüíàÿ çà-ïèñü: ∀x, y ∈ X, x 6= y, ∃Ux, Vy, òàêèå ÷òî Ux ∩ Vy = ∅.
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U V

14.A. Âñÿêàÿ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî õàóñäîð�îâî.14.1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ õàóñäîð�îâû:(a) äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî; (b) àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî;(
) ñòðåëêà; (d) RT1 ; (e) ?Â ñëó÷àå åñëè ñëåäóþùàÿ çàäà÷à çàñòàâèò âàñ õîòü íà ìèíóòó çàäó-ìàòüñÿ, ìû ñîâåòóåì áîëåå òùàòåëüíî îáäóìàòü îïðåäåëåíèå è ðåøàòüâñå ïðîñòûå çàäà÷è.14.B. ßâëÿåòñÿ ëè îòðåçîê [0; 1] ñ èíäóêöèðîâàííîé èç R òîïîëîãèåéõàóñäîð�îâûì? Îáëàäàþò ëè â íåì íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìèòî÷êè 0 è 1? Êàêèìè?14.C. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ õàóñäîð�îâûì, ñîãäà äëÿ êàæäîé òî÷-êè x ∈ X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî {x} =
⋂
U∋x

ClU .1Áóêâà T â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðîèñõîäèò îò íåìåöêîãî ñëîâà Trennungsaxiom, êîòîðîåè îçíà÷àåò � àêñèîìà îòäåëèìîñòè.



102 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà14′2. Ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéÏóñòü {an} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-ñòâà X. Òî÷êà b ∈ X íàçûâàåòñÿ åå ïðåäåëîì, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíî-ñòè U òî÷êè b ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî an ∈ U ïðè âñåõ n > N .2�îâîðÿò òàêæå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñòðåìèòñÿ èëè ñõîäèòñÿ ê bïðè n, ñòðåìÿùèìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.14.2. Ñ�îðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèå �b íå åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an�,óïîòðåáèâ ÷àñòèöó �íå� êàê ìîæíî ïîçæå è íå óïîòðåáëÿÿ òåðìèíîâ �ïðåäåë�è �ñòðåìèòñÿ�.14.3. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà åå ÷ëåíîâ. Áîëååòî÷íî: ïóñòü an � ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåîâàòåëüíîñòü: an → b. Ïóñòü φ : N → Nïðîèçâîëüíàÿ áèåêöèÿ. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü aφ(n) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñõî-äÿùåéñÿ è, áîëåå òîãî, èìååò òîò æå ñàìûé ïðåäåë: aφ(n) → b. Íàïðèìåð, åñëèâñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî åå ñõîäèìîñòü è ïðåäåë,ê êîòîðîìó îíà ñòðåìèòñÿ, çàâèñèò òîëüêî îò ìíîæåñòâà, îáðàçîâàííîãî å¼÷ëåíàìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè è ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòèïî ñâîåìó ñóùåñòâó ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿìè ãåîìåòðèè.14.D. Â õàóñäîð�îâîì ïðîñòðàíñòâå íè îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.14.E. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå RT1 êàæäàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðåäå-ëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = n.14′3. Ìíîæåñòâî ñîâïàäåíèÿ è ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê�àññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y . Ìíîæåñòâî C(f, g) = {x ∈ X |
f(x) = g(x)} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé f è g.14.4. Ìíîæåñòâî ñîâïàäåíèÿ äâóõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ïðîèçâîëüíîãîïðîñòðàíñòâà â õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî çàìêíóòî.14.5. Ïîñòðîéòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå õàóñäîð�îâîñòè â çà-äà÷å 14.4 ñóùåñòâåííî.Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f : X → X,åñëè f(x) = x.14.6. Ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ õàóñäîð�î-âà ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.14.7. Ïîñòðîéòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå õàóñäîð�îâîñòè â çà-äà÷å 14.6 ñóùåñòâåííî.14.8. Åñëè îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y íåïðåðûâíû, ïðîñòðàíñòâî Y õàóñäîð-�îâî, A � âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X è f |A = g|A, òî f = g.14.9. Çàãàäêà. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé çàäà÷è 14.4, 14.6 è 14.8?2Ìîæíî ñêàçàòü íåñêîëüêî ïî-äðóãîìó: êàæäàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè b ñîäåðæèò âñå ÷ëåíûïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè íîìåðàìè.



14. Àêñèîìû îòäåëèìîñòè 10314′4. Íàñëåäñòâåííûå ñâîéñòâàÒîïîëîãè÷åñêîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè îíî ïåðå-äàåòñÿ îò ïðîñòðàíñòâà ê åãî ïîäïðîñòðàíñòâàì, ò. å. åñëè èç òîãî, ÷òîïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ïîäïðî-ñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X òîæå èì îáëàäàåò.14.10. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ íàñëåäñòâåííû:(1) êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê;(2) êîíå÷íîñòü òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû;(3) áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê;(4) ñâÿçíîñòü;(5) ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü?14.F. Õàóñäîð�îâîñòü íàñëåäñòâåííà.14′5. Ïåðâàÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè�îâîðÿò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àê-ñèîìå îòäåëèìîñòè T1, åñëè êàæäàÿ èç ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åêïðîñòðàíñòâà îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ, íå ñîäåðæàùåé äðóãóþ èç ýòèõòî÷åê.3 Áîëåå �îðìàëüíî: ∀x, y ∈ X, x 6= y, ∃Uy, òàêàÿ ÷òî x /∈ Uy.
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U14.G. Ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè,(1) ñîãäà âñå îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X çà-ìêíóòû;(2) ñîãäà âñå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X çàìêíóòû.14.11. Ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè, ñîãäà ëþ-áàÿ åãî òî÷êà ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ñâîèõ îêðåñòíîñòåé.14.12. Âñÿêîå õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îò-äåëèìîñòè.14.H. Â õàóñäîð�îâîì ïðîñòðàíñòâå âñå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà çàìêíóòû.14.I. Âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìåîòäåëèìîñòè.14.13. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî èç ïåðâîé àêñèîìû îòäåëèìî-ñòè âòîðàÿ íå ñëåäóåò.3T1 åù¼ íàçûâàþò àêñèîìîé Òèõîíîâà.



104 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà14.J. Ïîêàæèòå, ÷òî RT1 óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè èíå õàóñäîð�îâî. (Ñð. 14.13).14.K. Ïåðâàÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè íàñëåäñòâåííà.14.14. Åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê a è b òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
X ñóùåñòâóåò òàêîå åãî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f â ïðîñòðàíñòâî, óäîâëå-òâîðÿþùåå ïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè, ÷òî f(a) 6= f(b), òî X óäîâëåòâîðÿåòïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè.14.15. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà ñ òðè-âèàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé â ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåð-âîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè, ïîñòîÿííî.14.16. Â êàæäîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò ñàìàÿ ãðóáàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóê-òóðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè. Êàêîâà îíà?14′6. Àêñèîìà ÊîëìîãîðîâàÏåðâàÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îñëàáëåíèÿ àê-ñèîìû Õàóñäîð�à.14.L. Çàãàäêà. Êàê îñëàáèòü ïåðâóþ àêñèîìó îòäåëèìîñòè?�îâîðÿò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå Êîë-ìîãîðîâà èëè íóëåâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè T0, åñëè èç ëþáûõ äâóõ ðàç-ëè÷íûõ òî÷åê ýòîãî ïðîñòðàíñòâà õîòÿ áû îäíà îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ,íå ñîäåðæàùåé äðóãóþ èç ýòèõ òî÷åê.14.M. Àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå íå ìåíåå äâóõ òî÷åê,íå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå T0.14.N. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ýêâèâàëåíòíû:(1) X óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå Êîëìîãîðîâà;(2) çàìûêàíèÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ îäíîòî÷å÷íûõ ïîäìíîæåñòâïðîñòðàíñòâà X ðàçëè÷íû;(3) X íå ñîäåðæèò íåîäíîòî÷å÷íîãî àíòèäèñêðåòíîãî ïîäïðîñò-ðàíñòâà;(4) X íå ñîäåðæèò äâóòî÷å÷íîãî àíòèäèñêðåòíîãî ïîäïðîñòðàí-ñòâà.Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãèåé íàèìåíüøèõ îêðåñòíîñòåé íàçûâàåòñÿ òî-ïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, â êîòîðîé ïåðåñå÷åíèå âñåõ îêðåñòíîñòåé, ñî-äåðæàùèõ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè.14.O. Òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íåêîòîðîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿä-êà â ìíîæåñòâå, ñîãäà ýòî � òîïîëîãèÿ íàèìåíüøèõ îêðåñòíîñòåé,óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìå Êîëìîãîðîâà.



14. Àêñèîìû îòäåëèìîñòè 105Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà íå òîëüêî äà-þò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ñðåäè êîòî-ðûõ � íàèáîëåå �óíäàìåíòàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, òàêèå êàê ïðÿìàÿ ñîñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé, íî è ïîëó÷àþòñÿ âñå èç òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-ñòðàíñòâ ñïåöèàëüíîãî òèïà, ïðè÷¼ì âåñüìà óäàë¼ííîãî îò êëàññà ìåò-ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.14′7. Òðåòüÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè�îâîðÿò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò òðåòüåéàêñèîìå îòäåëèìîñòè T3, åñëè â í¼ì ëþáîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è ëþáàÿíå ñîäåðæàùàÿñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå òî÷êà îáëàäàåò íåïåðåñåêàþùèìèñÿîêðåñòíîñòÿìè, ò. å. åñëè äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F ⊂ X èëþáîé òî÷êè b ∈ X r F ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ìíîæåñòâà U, V ⊂ X,òàêèå ÷òî U ∩ V = ∅, U ⊃ F è b ∈ V .
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FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFÒîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî óäî-âëåòâîðÿåò àêñèîìàì T1 è T3.14.P. Âñÿêîå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî õàóñäîð�îâî.14.Q. Ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíî, ñîãäà îíî óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé è òðå-òüåé àêñèîìàì îòäåëèìîñòè.14.17. Ïîñòðîéòå íåðåãóëÿðíîå õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî.14.18. Ïîñòðîéòå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå òðåòüåé àêñèîìå îòäåëè-ìîñòè è íå óäîâëåòâîðÿþùåå âòîðîé.14.19. Ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò òðåòüåé àêñèîìå îòäåëèìîñòè, ñîãäà âëþáîé îêðåñòíîñòè ëþáîé åãî òî÷êè ñîäåðæèòñÿ çàìûêàíèå íåêîòîðîé îêðåñò-íîñòè ýòîé òî÷êè.14.20. Äîêàæèòå, ÷òî òðåòüÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè íàñëåäñòâåííà.14.R. Âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíî.14′8. ×åòâåðòàÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè�îâîðÿò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò ÷åòâåð-òîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè, åñëè â íåì ëþáûå äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ çà-ìêíóòûõ ìíîæåñòâà îáëàäàþò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè, ò. å.åñëè äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ A,B ⊂ X ñ A∩B = ∅ ñóùåñòâóþò îòêðûòûå
U, V ⊂ X, òàêèå ÷òî U ∩ V = ∅, A ⊂ U è B ⊂ V .



106 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà
U

V
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBÒîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè îíî óäî-âëåòâîðÿåò ïåðâîé è ÷åòâåðòîé àêñèîìàì îòäåëèìîñòè.14.S. Âñÿêîå íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíî (è, çíà÷èò, õàóñäîð-�îâî).14.T. Ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî, ñîãäà îíî óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé è ÷åò-âåðòîé àêñèîìàì îòäåëèìîñòè.14.21. Ïîñòðîéòå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ÷åòâåðòîé àêñèîìå îòäå-ëèìîñòè è íå óäîâëåòâîðÿþùåå âòîðîé.14.22. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ÷åòâåðòîé àêñèîìå îòäå-ëèìîñòè, ñîãäà ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ëþáîãî åãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ñîäåð-æèò çàìûêàíèå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà.14.23. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíîãî ïðî-ñòðàíñòâà íîðìàëüíî.14.24. Ïîñòðîéòå äâà çàìêíóòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà íåêîòîðî-ãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî íóëþ.14.25. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìå T4, F1, F2 è F3� åãî çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì, F1 ∩ F2 ∩ F3 = ∅.Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòè Ui ⊃ Fi, i = 1, 2, 3, òàêèå ÷òî U1 ∩ U2 ∩
U3 = ∅.14.U. Âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.14.26. Åñëè f : X → Y � íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿ-ùåå êàæäîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â çàìêíóòîå, è ïðîñòðàíñòâî X íîðìàëüíî,òî è ïðîñòðàíñòâî Y íîðìàëüíî.14′9x. Ïðîñòðàíñòâî ÍåìûöêîãîÏóñòü H åñòü âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü ñ îáû÷íîé åâêëèäîâîé òîïîëîãèåé.Ïîëîæèì N = H∪L, ãäå L åñòü îñü àáñöèññ, è ââåäåì òîïîëîãèþ íà N ñëåäó-þùèì îáðàçîì. Îòêðûòûìè â íåì, êðîìå ìíîæåñòâ, îòêðûòûõ â H, ÿâëÿþòñÿåùå ìíîæåñòâà âèäà x∪D, ãäå x ∈ L, à D åñòü îòêðûòûé êðóã â H, êàñàþùèé-ñÿ îñè àáñöèññ â òî÷êå x. Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîìÍåìûöêîãî.14.1x. Ïðîñòðàíñòâî Íåìûöêîãî õàóñäîð�îâî.14.2x. Ïðîñòðàíñòâî Íåìûöêîãî ðåãóëÿðíî.14.3x. Êàêàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èíäóöèðóåòñÿ èç N íà L?14.4x. Ïðîñòðàíñòâî Íåìûöêîãî íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì.14.5x Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò íå íîðìàëüíîå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî.



14. Àêñèîìû îòäåëèìîñòè 10714.6x. Âëîæèòå ïðîñòðàíñòâî Íåìûöêîãî â íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî òàê,÷òîáû äîïîëíåíèå åãî îáðàçà ñîñòîÿëî èç îäíîé òî÷êè.14.7x Ñëåäñòâèå. Òåîðåìà 14.23 íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà íåçàìêíóòûå ïîä-ïðîñòðàíñòâà, ò. å. íîðìàëüíîñòü íå íàñëåäñòâåííà.14′10x. Ëåììà Óðûñîíà è òåîðåìà Òèòöå14.8x. Ïóñòü A è B � íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷å-ñêîãî ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ f : X → I ,òàêàÿ ÷òî f−1(0) = A and f−1(1) = B.14.9x. Ïóñòü F � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.Òîãäà âñÿêóþ íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ f : F → [−1; 1] ìîæíî ïðîäîëæèòü íàâñå ïðîñòðàíñòâî X.14.9x.1. Ïóñòü F � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-ñòâà X . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè f : F → [−1; 1]íàéäåòñÿ �óíêöèÿ g : X →
[
− 1

3 ; 1
3 ], òàêàÿ ÷òî |f(x) − g(x)| ≤ 2

3 ïðèâñåõ x ∈ F .14.Ax Ëåììà Óðûñîíà. Äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõïîäìíîæåñòâ A è B íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóåò íåïðå-ðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → I, òàêîå ÷òî f(A) = 0 è f(B) = 1.14.Ax.1. Ïóñòü A è B � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà íîðìàëüíîãî ïðîñòðàí-ñòâà X . �àññìîòðèì ìíîæåñòâî Λ =
{
k
2n | k, n ∈ Z+, k ≤ 2n

}. Òîãäà ñóùå-ñòâóåò íàáîð {Up}p∈Λ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ â X , òàêîé ÷òî äëÿ ëþáûõ
p, q ∈ Λ âåðíî, ÷òî: 1) A ⊂ U0 è B ⊂ X r U1 è 2) åñëè p < q, òî ClUp ⊂ Uq.14.Bx Òåîðåìà Òèòöå. Ïóñòü A � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî íîð-ìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X. Äëÿ êàæäîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè f : A→

[−1; 1] ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ F : X → [−1; 1], òàêàÿ ÷òî
F A = f .14.Cx Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî íîðìàëüíîãîïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà ëþáóþ íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ A → R ìîæíîïðîäîæèòü äî íåïðåðûâíîé �óíêöèè íà âñåì ïðîñòðàíñòâå.14.10x. Îñòàíåòñÿ ëè ñïðàâåäëèâîé òåîðåìà Òèòöå, åñëè â íåé çàìåíèòü âñþ-äó îòðåçîê [−1; 1] íà R; íà Rn; íà S1; íà S2?14.11x. Âûâåäèòå ëåììó Óðûñîíà èç òåîðåìû Òèòöå.



108 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà15. Àêñèîìû ñ÷åòíîñòèÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðîäîëæèì èçó÷åíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ,êîòîðûå èìåþò õàðàêòåð äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé, íàëàãàåìûõ íàòîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñ öåëüþ ïðèáëèçèòü ðàññìàòðèâàåìóþ àá-ñòðàêòíóþ ñèòóàöèþ ê êîíêðåòíûì è òåì ñàìûì ñäåëàòü åå áîëåå ñîäåð-æàòåëüíîé. Óñëîâèÿ, èçó÷àåìûå â ýòîì ïàðàãðà�å, îãðàíè÷èâàþò òîïî-ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñâåðõó: òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íå÷òî áûëî áû ñ÷åòíûì.15′1. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îòñòóïëåíèå: ñ÷åòíîñòüÍàïîìíèì, ÷òî äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè, åñëè ñó-ùåñòâóåò áèåêöèÿ îäíîãî èç íèõ íà äðóãîå. Ìíîæåñòâà, ðàâíîìîùíûåíåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàþò-ñÿ ñ÷åòíûìè.15.1. Ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì, ñîãäà ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ X → N(èëè, ÷óòü áîëåå îáùî, èíúåêöèÿ X â íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî).Èíîãäà íàçûâàþò ñ÷åòíûìè òîëüêî áåñêîíå÷íûå ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà,ò. å. òîëüêî ìíîæåñòâà, ðàâíîìîùíûå âñåìó N, à íàøè ñ÷åòíûå ìíîæå-ñòâà íàçûâàþò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûìè. Ýòî ìåíåå óäîáíî; â ÷àñòíîñòè,åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèäåðæèâàòüñÿ òàêîé òåðìèíîëîãèè, òî ïðèäåò-ñÿ íàçûâàòü ýòîò ïàðàãðà� �Àêñèîìû íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîñòè� è òåðïåòüäðóãèå íåóäîáñòâà. Ïðè íàøåé òåðìèíîëîãèè ñ÷åòíîñòü îáëàäàåò ñëåäó-þùèìè óäîáíûìè ñâîéñòâàìè.15.A. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñ÷åòíî.15.B. Îáðàç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïðè ëþáîì îòîáðàæåíèè ñ÷åòåí.15.C. Ìíîæåñòâî Z ñ÷åòíî.15.D. Ìíîæåñòâî N2 = {(k, n) | k, n ∈ N} ñ÷åòíî.
15.E. Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíî.15.F. Ìíîæåñòâî Q ñ÷åòíî.15.G. Ìíîæåñòâî R íåñ÷åòíî.15.2. Ëþáîé äèçúþíêòíûé íàáîð âîñüìåðîê íà ïëîñêîñòè ñ÷åòåí.



15. Àêñèîìû ñ÷åòíîñòè 10915′2. Âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè è ñåïàðàáåëüíîñòüÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû áóäåì èçó÷àòü òðè îãðàíè÷åíèÿ íà òîïîëîãè-÷åñêèå ñòðóêòóðû. Äâà èç íèõ èìååò íîìåðà (îäèí è äâà), ó òðåòüåãîíîìåðà íåò. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, ìû íà÷èíàåì ñ îãðàíè÷å-íèÿ íîìåð äâà.�îâîðÿò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àê-ñèîìå ñ÷åòíîñòè, åñëè îíî èìååò ñ÷åòíóþ áàçó. Ñ àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè(áåç íîìåðà) ñâÿçàí òåðìèí ñåïàðàáåëüíîñòü. �îâîðÿò, ÷òî òîïîëîãè÷å-ñêîå ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî, åñëè îíî ñîäåðæèò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîò-íîå ìíîæåñòâî.15.H. Åñëè ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè,òî îíî ñåïàðàáåëüíî.15.I. Âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè íàñëåäñòâåííà.15.3. Óäîâëåòâîðÿþò ëè âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè ñòðåëêà è RT1?15.4. Ñåïàðàáåëüíû ëè ñòðåëêà è RT1?15.5. Ïîñòðîéòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñåïàðàáåëüíîñòü íå íàñëåäñòâåí-íà.15.J. Ìåòðè÷åñêîå ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò âòî-ðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.15.K Ñëåäñòâèå. Äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åò-íîñòè ðàâíîñèëüíà ñåïàðàáåëüíîñòè.15.L. (Ñð. 15.5.) Â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñåïàðàáåëüíîñòü íàñëåä-ñòâåííà.15.M. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà è ëþáûå èõ ïîäïðîñòðàíñòâà ñåïàðà-áåëüíû è óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.15.6. Ïîñòðîéòå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íå óäîâëåòâîðÿþùåå âòîðîé àê-ñèîìå ñ÷åòíîñòè.15.7. Äîêàæèòå, ÷òî â ñåïàðàáåëüíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêàÿ ñîâîêóïíîñòü ïî-ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíà.15.8. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò îòêðûòîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Rn ñ÷åòíî.15.N. Íåïðåðûâíûé îáðàç ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñåïàðàáåëåí.15.9. Ïîñòðîéòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî íåïðåðûâíûé îáðàç ïðîñòðàí-ñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåãî âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòüýòîé àêñèîìå.15.O Òåîðåìà Ëèíäåë¼�à. Åñëè ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò âòî-ðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, òî èç âñÿêîãî åãî ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè ìíî-æåñòâàìè ìîæíî âûäåëèòü ñ÷åòíûé íàáîð ìíîæåñòâ, òàêæå ÿâëÿ-þùèéñÿ ïîêðûòèåì.



110 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà15.10. Åñëè ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, òî èçëþáîé åãî áàçû ìîæíî âûäåëèòü ñ÷åòíûé íàáîð ìíîæåñòâ, òàêæå ÿâëÿþùèéñÿáàçîé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.15.11 Òåîðåìà Áðàóýðà*. Ïóñòü K = {Kλ} � ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíî-æåñòâ ïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþùåãî ñ÷åòíîé áàçîé, è ïóñòü äëÿ ëþáîé óáûâàþ-ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè K1 ⊃ K2 ⊃ . . . ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ ñåìåéñòâó,ïåðåñå÷åíèå T∞

i=1Ki òàêæå ïðèíàäëåæèò ýòîìó ñåìåéñòâó. Òîãäà K îáëàäàåòìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì, ò. å. òàêèì ìíîæåñòâîì, íèêàêîå ñîáñòâåííîå ïîä-ìíîæåñòâî êîòîðîãî íå ïðèíàäëåæèò K.15′3. Áàçû â òî÷êåÏóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, a ∈ X. Áàçîé ïðîñòðàíñòâà
X â òî÷êå a èëè áàçîé îêðåñòíîñòåé òî÷êè a íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñîâîêóï-íîñòü îêðåñòíîñòåé òî÷êè a, ÷òî âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a ñîäåðæèòîêðåñòíîñòü èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè.15.P. Åñëè Σ � áàçà ïðîñòðàíñòâà X, òî {U ∈ Σ | a ∈ U} åñòü áàçà âòî÷êå a.15.12. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå áàçàìè â òî÷êå a ÿâëÿþòñÿ:(1) ñîâîêóïíîñòü âñåõ îòêðûòûõ øàðîâ ñ öåíòðîì a;(2) ñîâîêóïíîñòü âñåõ îòêðûòûõ øàðîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè ðàäèóñàìè èöåíòðîì a;(3) ñîâîêóïíîñòü âñåõ îòêðûòûõ øàðîâ ñ öåíòðîì a è ðàäèóñàìè rn,ãäå {rn} � ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñòðå-ìÿùèõñÿ ê íóëþ.15.13. Êàêîâû ìèíèìàëüíûå áàçû â òî÷êå â äèñêðåòíîì è â àíòèäèñêðåòíîìïðîñòðàíñòâàõ?15′4. Ïåðâàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè�îâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíî-ñòè, åñëè îíî îáëàäàåò ñ÷åòíûìè áàçàìè âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ.15.Q. Âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèî-ìå ñ÷åòíîñòè.15.R. Èç âòîðîé àêñèîìû ñ÷åòíîñòè ñëåäóåò ïåðâàÿ.15.S. Ïîñòðîéòå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åò-íîñòè è íå óäîâëåòâîðÿþùåå âòîðîé. (Ñð. 15.6.)15.14. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åò-íîñòè:(a) äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî; (b) àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî;(
) ñòðåëêà; (d) RT1?15.15. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåãîïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, â êîòîðîì íå èìååò ìåñòà âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíî-ñòè.



15. Àêñèîìû ñ÷åòíîñòè 11115.16. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìåñ÷åòíîñòè, òî ó êàæäîé åãî òî÷êè èìååòñÿ óáûâàþùàÿ áàçà â ýòîé òî÷êå: U1 ⊃
U2 ⊃ . . . .15′5. Ñåêâåíöèàëüíûé ïîäõîä ê òîïîëîãèèÑïåöèàëèñòû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó î÷åíü ëþáÿò ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè è èõ ïðåäåëû. Áîëåå òîãî, îíè ëþáÿò ãîâîðèòü îáî âñåõ òîïî-ëîãè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ, îïèðàÿñü íà ýòè ïîíÿòèÿ. Ýòà òðàäèöèÿ íå èìååòïî÷òè íèêàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îïðàâäàíèé, íî çàòî îíà èìååò äîëãóþèñòîðèþ, âîñõîäÿùóþ ê ðàáîòàì ïðîøëîãî âåêà ïî îáîñíîâàíèþ àíàëè-çà. Íà ñàìîì äåëå, ïî÷òè âñåãäà, çà î÷åíü ðåäêèìè èñêëþ÷åíèÿìè (âîâñåõ îáÿçàòåëüíûõ ëåêöèîííûõ êóðñàõ ìàòìåõà èõ ìîæíî ïåðåñ÷èòàòüïî ïàëüöàì), óäîáíåå îáõîäèòüñÿ áåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (åñëè âû çà-íèìàåòåñü òîïîëîãè÷åñêèìè îáúåêòàìè, à íå ñóììèðîâàíèåì ðÿäà, ãäåïîñëåäîâàòåëüíîñòè âõîäÿò â îïðåäåëåíèÿ). Îòäàâàÿ äàíü òðàäèöèè, ìûîáúÿñíèì çäåñü, êàê è â êàêèõ ñëó÷àÿõ òîïîëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ìîæíîîïèñûâàòü íà ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà ëàòèí-ñêîì ÿçûêå � ñåêâåíöèÿ. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ è ñàìïîäõîä íàçûâàþòñÿ ñåêâåíöèàëüíûìè.Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X. Ñîâî-êóïíîñòü ïðåäåëîâ âñåâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê ìíîæåñòâà

A íàçûâàþòñÿ ñåêâåíöèàëüíûì çàìûêàíèåì ýòîãî ìíîæåñòâà. Ìû áóäåìîáîçíà÷àòü åãî SClA.15.T. Äîêàæèòå, ÷òî SClA ⊂ ClA.15.U. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíî-ñòè, òî äëÿ ëþáîãî A âåðíî è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå SClA ⊃ ClA, è,çíà÷èò, SClA = ClA.Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðâîé àêñèîìåñ÷åòíîñòè (â ÷àñòíîñòè, âî âñåõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ), çàìûêàíèÿìíîæåñòâ ìîæíî âîññòàíîâèòü (à çíà÷èò, è îïðåäåëèòü), çíàÿ, êàêèå ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ è ê êàêîìó ïðåäåëó. Ïî çàìûêàíèÿì, â ñâîþî÷åðåäü, ìîæíî îïðåäåëèòü è çàìêíóòîñòü, à ïî çàìêíóòîñòè � îòêðû-òîñòü è âñå ïðî÷èå òîïîëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ.15.17. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ òîïîëîãèåé, ñîñòîÿùåéèç ∅ è äîïîëíåíèé âñåâîçìîæíûõ ñ÷åòíûõ ïîäìíîæåñòâ. (Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòîäåéñòâèòåëüíî òîïîëîãèÿ.) Êàê óñòðîåíû â òàêîì X ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè, ñåêâåíöèàëüíûå çàìûêàíèÿ, çàìûêàíèÿ? Äîêàæèòå, ÷òî â X èìå-þòñÿ ìíîæåñòâà A, äëÿ êîòîðûõ ClA 6= SClA.15′6. Ñåêâåíöèàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòüÒåïåðü ðàññìîòðèì â òîì æå äóõå íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèé. �î-âîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y ñåêâåíöèàëüíî íåïðåðûâíî, åñëè äëÿ



112 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâàëþáîé òî÷êè b ∈ X è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ∈ X òî÷åê ïðîñòðàí-ñòâà X, ñòðåìÿùåéñÿ ê b, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(an) ñòðåìèòñÿ ê f(b).15.V. Âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ñåêâåíöèàëüíî íåïðåðûâíî.
an b

a1

f(an) f(b)

V
f−1(V )

15.W. Ïðîîáðàç ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ïðè ñåêâåíöè-àëüíî íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóò.15.X. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíî-ñòè, òî ëþáîå ñåêâåíöèàëüíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Yíåïðåðûâíî.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåãîïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, íåïðåðûâíîñòü è ñåêâåíöèàëüíàÿ íåïðåðûâ-íîñòü ðàâíîñèëüíû.15.18. Ïîñòðîéòå ñåêâåíöèàëüíî íåïðåðûâíîå, íî íå íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-íèå. (Ñð. 15.17.)15′7x. Òåîðåìû âëîæèìîñòè è ìåòðèçóåìîñòè15.Ax. Ïðîñòðàíñòâî l2 ñåïàðàáåëüíî è îáëàäàåò ñ÷åòíîé áàçîé.15.Bx. �åãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé íîðìàëüíî.15.Cx. Äîêàæèòå. ÷òî íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé âêëà-äûâàåòñÿ â l2. (Âîñïîëüçóéòåñü ëåììîé Óðûñîíà 14.Ax.)15.Dx. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé ìåòðèçóåìî, ñî-ãäà îíî ðåãóëÿðíî.



16. Êîìïàêòíîñòü 11316. Êîìïàêòíîñòü16′1. Îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîñòèÒîïîëîãè÷åñêîå ñâîéñòâî, êîòîðîìó ïîñâÿùåí ýòîò ïàðàãðà�, èãðàåòîñîáî âàæíóþ ðîëü è â òîïîëîãèè, è â åå ïðèëîæåíèÿõ. Îíî ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé íå÷òî âðîäå òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëîãà ñâîéñòâà ìíîæåñòâà áûòüêîíå÷íûì. (Ýòà àíàëîãèÿ, ïî-âèäèìîìó, íèêîãäà íå áûëà �îðìàëèçîâà-íà.)Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè ëþáîååãî ïîêðûòèå îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ñîäåðæèò êîíå÷íóþ ÷àñòü, òàê-æå ÿâëÿþùóþñÿ ïîêðûòèåì.Ïîêðûòèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ÷àñòÿìè äàííîãî ïîêðûòèÿ, íàçûâàþòñÿ åãîïîäïîêðûòèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêò-íî, åñëè èç ëþáîãî åãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîåïîäïîêðûòèå.16.A. Ëþáîå êîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî è ëþáîå àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàí-ñòâî êîìïàêòíû.16.B. Êàêèå äèñêðåòíûå ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòíû?16.1. Ïóñòü Ω1 ⊂ Ω2 � òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû â ìíîæåñòâå X. 1) Ñëåäóåòëè èç êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà (X,Ω2) êîìïàêòíîñòü ïðîñòðàíñòâà (X,Ω1)?2) À íàîáîðîò?16.C. Ïðÿìàÿ R íåêîìïàêòíà.16.D. Ïðîñòðàíñòâî X íåêîìïàêòíî, ñîãäà ñóùåñòâóåò åãî îòêðûòîå ïî-êðûòèå, íå èìåþùåå íè îäíîãî êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ.16.2. Êîìïàêòíà ëè ñòðåëêà? À RT1?16′2. Òåðìèíîëîãè÷åñêèå çàìå÷àíèÿÏåðâîíî÷àëüíî êîìïàêòíîñòüþ íàçûâàëîñü ñëåäóþùåå áîëåå ñëàáîåñâîéñòâî: èç âñÿêîãî ñ÷åòíîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü êî-íå÷íîå ïîäïîêðûòèå.16.E. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè,ïåðâîíà÷àëüíîå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî ñîâðåìåííîìó.Ñîâðåìåííîå ïîíÿòèå êîìïàêòíîñòè ââåëè, ïðåäëîæèâ äëÿ íåãî òåð-ìèí áèêîìïàêòíîñòü, ñîâåòñêèå ìàòåìàòèêè Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâ (1896�1982) è Ï. Ñ. Óðûñîí (1898�1924). Ââåäåííîå ïîíÿòèå îêàçàëîñü íàñòîëü-êî óäà÷íûì, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âûòåñíèëî ñòàðîå è äàæå îòîáðàëî îò íåãî



114 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâàèìÿ (èíîãäà òåðìèí áèêîìïàêòíîñòü âñå æå óïîòðåáëÿåòñÿ � â îñíîâíîìòîïîëîãàìè øêîëû Àëåêñàíäðîâà).Äðóãîå îòêëîíåíèå îò òåðìèíîëîãèè èä¼ò îò Áóðáàêè: ìû íå âêëþ-÷àåì õàóñäîð�îâîñòü â îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîñòè, à Áóðáàêè âêëþ÷àåò.Ñîãëàñíî íàøåìó îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâî RT1 êîìïàêòíî, òîãäà êàêïî Áóðáàêè � íå êîìïàêòíî.16′3. Êîìïàêòíîñòü íà ÿçûêå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ�îâîðÿò, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà öåí-òðèðîâàíà, åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ìíîæåñòâ ýòîé ñî-âîêóïíîñòè íåïóñòî.16.F. Ñîâîêóïíîñòü Σ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X ÿâëÿåòñÿ öåíòðèðî-âàííûì, ñîãäà îíà íå ñîäåðæèò òàêîé êîíå÷íîé ÷àñòè Σ1, ÷òî äîïîëíåíèÿìíîæåñòâ, âõîäÿùèõ â Σ1, ïîêðûâàþò X.16.G. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî, ñîãäà ëþáàÿ öåíòðè-ðîâàííàÿ ñîâîêóïíîñòü åãî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èìååò íåïóñòîå ïå-ðåñå÷åíèå.16′4. Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâàÊîãäà ãîâîðÿò, ÷òî êàêîå-òî ìíîæåñòâî êîìïàêòíî, âñåãäà èìåþò ââèäó, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ëåæèò â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (â êà-êîì èìåííî, äîëæíî áûòü ÿñíî èç êîíòåêñòà) è ÷òî, áóäó÷è íàäåëåíîèíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé, îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì.16.H. Ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X êîìïàêòíî,ñîãäà èç ëþáîãî åãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâàìè, îòêðûòûìè â X, ìîæíîâûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.16.3. Êîìïàêòíî ëè ìíîæåñòâî [1; 2) ⊂ R?16.4. Êîìïàêòíî ëè òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî [1; 2) â ñòðåëêå?16.5. Íàéäèòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâàâ ñòðåëêå, �îðìóëèðóåìîå â íåòîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ.16.6. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà RT1 ÿâëÿåòñÿ êîì-ïàêòíûì.16.7. Ïóñòü A è B � êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâàX. 1) Âåðíî ëè,÷òî ìíîæåñòâî A∪B êîìïàêòíî? 2) Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî A∩B êîìïàêòíî?16.8. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A = {0} ∪
˘

1
n

¯
∞

n=1
in R êîìïàêòíî.



16. Êîìïàêòíîñòü 11516′5. Êîìïàêòíîñòü è çàìêíóòîñòü16.I. Íàñëåäñòâåííà ëè êîìïàêòíîñòü?16.J. Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà êîìïàêò-íî.16.K. Êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî õàóñäîð�îâà ïðîñòðàíñòâà çàìêíó-òî.
A

b16.L Ëåììà ê 16.K, íî íå òîëüêî . . . . Åñëè A � êîìïàêòíîå ïîä-ìíîæåñòâî õàóñäîð�îâà ïðîñòðàíñòâà X è b � òî÷êà ýòîãî ïðîñòðàí-ñòâà, íå ëåæàùàÿ â A, òî ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ìíîæåñòâà U, V ⊂
X, òàêèå ÷òî b ∈ V , A ⊂ U è U ∩ V = ∅.16.9. Ñêîíñòðóèðóéòå íåçàìêíóòîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî êàêîãî-íèáóäüïðîñòðàíñòâà. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê íåîáõîäèìî äëÿ ýòîãî?16′6. Êîìïàêòíîñòü è àêñèîìû îòäåëèìîñòè16.M. Êîìïàêòíîå õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíî.16.N. Êîìïàêòíîå õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.16.10. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ õàóñäîð�îâàïðîñòðàíñòâà êîìïàêòíî. (Ñð. 16.7.)16.11. Ïóñòü X � õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî, {Kα}α∈Λ � ñåìåéñòâî åãî êîì-ïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ, U � íåêîòîðîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùååTα∈ΛKα.Òîãäà U ⊃ Tα∈AKα äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî A ⊂ Λ.16.12. Åñëè {Kn} � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ íåïóñòûõñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ õàóñäîð�îâà ïðîñòðàíñòâà, òî ïåðåñå÷åíèåT∞

n=1Kn íåïó-ñòî è ñâÿçíî.16′7. Êîìïàêòíîñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå16.O. Îòðåçîê I êîìïàêòåí.Íàïîìíèì ÷òî n-ìåðíûé êóá � ýòî ìíîæåñòâî
In = {x ∈ Rn |xi ∈ [0; 1] äëÿ i = 1, . . . , n}.16.P. Êóá In êîìïàêòåí.



116 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà16.Q. Êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åíî.Èòàê, ñîãëàñíî 16.K è 16.Q, êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷å-ñêîãî ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòû è îãðàíè÷åíû.16.R. Ïîñòðîéòå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãîïðîñòðàíñòâà, íå ÿâëÿþùååñÿ êîìïàêòíûì.16.13. Êîìïàêòíû ëè ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà èç çàäà÷è 4.A?16.S. Ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòíî, ñîãäà îíîçàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.16.14. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ êîìïàêòíû:(a) [0; 1); (b) ëó÷ R+ = {x ∈ R |x ≥ 0}; (
) S1;(d) Sn; (e) îäíîïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä; (f) ýëëèïñîèä;(g) [0; 1] ∩ Q?Ìàòðèöó (aij)
n
i,j=1 ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè aij ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê òî÷êó ïðîñòðàíñòâà Rnk, çàíóìåðîâàâ åå ýëåìåíòû ÷èñëàìè îò 1 äî nkêàêèì-ëèáî ñïîñîáîì (íàïðèìåð, ëåêñèêîãðà�è÷åñêè). Òåì ñàìûì ìíîæåñòâî

L(n, k) âñåõ òàêèõ ìàòðèö îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Rnk è íàäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé.(Ñð. 13.)16.15. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà L(n, n) êîìïàêòíû:(1) GL(n) = {A ∈ L(n, n) | detA 6= 0};(2) SL(n) = {A ∈ L(n, n) | detA = 1};(3) O(n) = {A ∈ L(n, n) |A îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà};(4) {A ∈ L(n, n) |A2 = E}, (çäåñü E � ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà)?16′8. Êîìïàêòíîñòü è íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ16.T. Íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòåí (Äðó-ãèìè ñëîâàìè, åñëè X � êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → Y � íåïðå-ðûâíîå îòîáðàæåíèå, òî ìíîæåñòâî f(X) êîìïàêòíî ).16.U. Íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ îã-ðàíè÷åíà è äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé (Äðóãèìèñëîâàìè, åñëè f : X → R � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ è X êîìïàêòíî, òîñóùåñòâóåò a, b ∈ X, òàêèå ÷òî f(a) ≤ f(x) ≤ f(b) äëÿ ëþáîãî x ∈ X).(Ñð. 16.T è 16.S.)16.16. Åñëè �óíêöèÿ f : I → R íåïðåðûâíà, òî f(I) � çàìêíóòûé îòðåçîê.16.17. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî Rn. Äîêàæèòå, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì,ñîãäà âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà A ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.16.18. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè F � çàìêíóòîå, à K � íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ íèìêîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ρ(F,K) > 0.



16. Êîìïàêòíîñòü 11716.19. Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî
A ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, ñîäåðæèò ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A äëÿíåêîòîðîãî ε > 0.16.20. Åñëè A � çàìêíóòîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Rn è V � åãîçàìêíóòàÿ ε-îêðåñòíîñòü, òî ìíîæåñòâî V ëèíåéíî ñâÿçíî.16.21. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â êîìïàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå çàìû-êàíèå ëþáîãî îòêðûòîãî øàðà åñòü çàìêíóòûé øàð ñ òåì æå öåíòðîì è òîãîæå ðàäèóñà, òî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé øàð ñâÿçåí.16.22. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → X �òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî ρ(f(x), f(y)) < ρ(x, y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X ñ x 6= y.Òîãäà îòîáðàæåíèå f èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó è òàêàÿ òî÷êà åäèíñòâåííà.(Íàïîìíèì, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f � ýòî òàêàÿ òî÷êà x, ÷òî
f(x) = x.)16.23. Äëÿ ëþáîãî ïîêðûòèÿ êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îò-êðûòûìè ìíîæåñòâàìè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî r > 0, ÷òî ëþáîé îòêðûòûéøàð ðàäèóñîì r ñîäåðæèòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå â îäíîì ýëåìåíòå ïîêðûòèÿ.16.V Ëåììà Ëåáåãà. Ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-íèå êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-ñòðàíñòâî Y è Γ � îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà Y . Òîãäà ñóùå-ñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî îáðàç f(A) ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Xäèàìåòðà ìåíüøå δ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ýëåìåíòå ïîêðûòèÿ Γ.16′9. Çàìêíóòûå îòîáðàæåíèÿÍåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îáðàçû çà-ìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòû.16.24. Íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ åñòü ãîìåîìîð�èçì, ñîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-òûì îòîáðàæåíèåì.16.W. Ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà âõàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî çàìêíóòî.Âîò äâà âàæíûõ ñëåäñòâèÿ ýòîé òåîðåìû.16.X. Íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà íà õàóñäîð�î-âî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.16.Y. Íåïðåðûâíàÿ èíúåêöèÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà â õàóñäîð�î-âî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì.16.25. Ïîêàæèòå, ÷òî â òåîðåìå 16.X íè îäíî èç ÷åòûðåõ óñëîâèé íåëüçÿâûáðîñèòü, íå ñäåëàâ �îðìóëèðîâêó íåâåðíîé.16.26. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íåêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-ñòâå, ÷òî ëþáîå åãî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå â õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâîçàìêíóòî? (Ñì. 16.U è 16.W.)16.27. Ñóæåíèå çàìêíóòîãî îòîáðàæåíèÿ íà çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿ-åòñÿ çàìêíóòûì îòîáðàæåíèåì.



118 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà16.28. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî, K ⊂ X � êîìïàêòíîåìíîæåñòâî, à ïðîñòðàíñòâî Y õàóñäîð�îâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóæåíèå f |Kÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì è äëÿ âñÿêîé òî÷êè a ∈ K íàéäåòñÿîêðåñòíîñòü Ua, òàêàÿ ÷òî ñóæåíèå f |Ua èíúåêòèâíî. Äîêàæèòå, ÷òî ó ìíîæå-ñòâà K ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U , òàêàÿ ÷òî ñóæåíèå f |U ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâ-íûì îòîáðàæåíèåì.16′10x. Íîðìû â Rn16.1x. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ íîðìà Rn → R åñòü íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ.16.2x. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå íîðìû â Rn ýêâèâàëåíòíû (ò. å. çàäàþò îäíóè òó æå òîïîëîãèþ). Ñì. 4.27, ñð. 4.31.16.3x. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è äëÿ ìåòðèê â Rn?16′11x. Èíäóêöèÿ ïî êîìïàêòíîñòèÔóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé, åñëè äëÿ êàæäîéòî÷êè a ∈ X ñóùåñòâóåò òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U è òàêîå ÷èñëî M > 0, ÷òî
|f(x)| ≤ M ïðè x ∈ U (ò. å. åñëè êàæäàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà X îáëàäàåòîêðåñòíîñòüþ, ñóæåíèå �óíêöèè f íà êîòîðóþ îãðàíè÷åíî).16.4x. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî, à �óíêöèÿ f : X → R ëîêàëüíîîãðàíè÷åíà, òî îíà îãðàíè÷åíà.Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåíåíèåì �îðìóëèðóåìîãîíèæå (ñì. 16.5x) îáùåãî ïðèíöèïà, êîòîðûé ìîæíî íàçâàòü èíäóêöèåé ïî êîì-ïàêòíîñòè.Ïóñòü X òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, E � íåêîòîðîå ñâîéñòâî åãî ïîä-ìíîæåñòâ. Íàçîâåì E àääèòèâíûì, åñëè îáúåäèíåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðàìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì E , òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì E . Ñêàæåì,÷òî X ëîêàëüíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì E , åñëè ëþáàÿ åãî òî÷êà èìååò îêðåñò-íîñòü, îáëàäàþùóþ ýòèì ñâîéñòâîì.16.5x. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, ëîêàëüíî îáëàäàþùåå íåêî-òîðûì àääèòèâíûì ñâîéñòâîì, ñàìî îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.16.6x. Âûâåäèòå ïðè ïîìîùè ýòîãî ïðèíöèïà óòâåðæäåíèÿ çàäà÷ 16.Q, 17.M,è 17.N.



17. Ñåêâåíöèàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü 11917. Ñåêâåíöèàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü17′1. Ñåêâåíöèàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü è êîìïàêòíîñòü�îâîðÿò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî,åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî òî÷åê ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü.17.A. Êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åò-íîñòè, ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî.Òî÷êà b íàçûâàåòñÿ òî÷êîé íàêîïëåíèÿ ìíîæåñòâà A, åñëè ëþáàÿ ååîêðåñòíîñòü ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà.17.A.1. Â ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùåì ïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè,ïîíÿòèÿ òî÷êè íàêîïëåíèÿ è ïðåäåëüíîé òî÷êè ñîâïàäàþò.17.A.2. Â êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî îá-ëàäàåò òî÷êîé íàêîïëåíèÿ.17.A.3. Âûâåäèòå òåîðåìó 17.A èç 17.A.2.17.B. Ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé êîì-ïàêòíî.17.B.1. Âñÿêàÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ìíî-æåñòâ ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà îáëàäàåò íåïóñòûì ïå-ðåñå÷åíèåì.17.B.2. Âñÿêàÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ íåïóñòûõ ìíî-æåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ñîãäà âñÿêàÿ öåíòðèðîâàííàÿ ñ÷åòíàÿñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.17.B.3. Âûâåäèòå òåîðåìó 17.B èç 17.B.1 è 17.B.2.17.C. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñî ñ÷åòíîé áàçîé êîìïàêòíîñòü è ñåêâåíöè-àëüíàÿ êîìïàêòíîñòü ðàâíîñèëüíû.17′2. Ñåêâåíöèàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàí-ñòâàõÏîäìíîæåñòâî A ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ åãî ε-ñåòüþ (ãäå ε � ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî), åñëè ρ(x,A) < εäëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X.17.D. Âñÿêîå êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò êîíå÷íîé
ε-ñåòüþ äëÿ ëþáîãî ε > 0.17.E. Âñÿêîå ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îá-ëàäàåò êîíå÷íîé ε-ñåòüþ äëÿ ëþáîãî ε > 0.



120 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà17.F. Ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âñþäó ïëîòíî, ñîãäàîíî ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ äëÿ ëþáîãî ε > 0.17.G. Âñÿêîå ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîñåïàðàáåëüíî.17.H. Âñÿêîå ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îá-ëàäàåò ñ÷åòíîé áàçîé.17.I. Äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ êîìïàêòíîñòü è ñåêâåíöèàëüíàÿêîìïàêòíîñòü ðàâíîñèëüíû.17.1. Ëþáîå ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷å-íî. (Ñð. 17.E è 17.I.)17.2. Âî âñÿêîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò:(1) äèñêðåòíàÿ ε-ñåòü è äàæå(2) òàêàÿ ε-ñåòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åå òî÷êàìè íåìåíüøå ε.17′3. Êîìïàêòíîñòü è ïîëíîòàÏîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈N òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà-çûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè è ãîâîðÿò, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ â ñåáå,åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî ρ(xn, xm) < ε äëÿëþáûõ n,m > N .17.J. Âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ â ñåáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîäåðæàùàÿ ñõî-äÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäèòñÿ.Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè âñÿêàÿ åãî ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè èìååò ïðåäåë.17.K. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ñîãäà ëþáàÿ óáû-âàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî çàìêíóòûõ øàðîâ ñ ðàäèóñàìè, ñòðåìÿ-ùèìèñÿ ê íóëþ, îáëàäàåò íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì.17.L. Êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî.17.M. Ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî, ñîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 â íåì ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü.17.N. Ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî, ñîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 â íåì ñóùåñòâóåò êîìïàêòíàÿ ε-ñåòü.17′4x. Íåêîìïàêòíîñòü áåñêîíå÷íîìåðíûõ øàðîâÎáîçíà÷èì ñèìâîëîì ℓ∞ ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îíî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñè-òåëüíî ïîêîìïîíåíòíûõ îïåðàöèé. Â íåì èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ íîðìà ‖x‖ =

sup{|xn| | n ∈ N}.17.1x. Êîìïàêòíû ëè çàìêíóòûå øàðû ïðîñòðàíñòâà ℓ∞? À ñ�åðû?



17. Ñåêâåíöèàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü 12117.2x. Êîìïàêòíî ëè ìíîæåñòâî {x ∈ l∞ | |xn| ≤ 2−n, n ∈ N}?17.3x. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî {x ∈ l∞ | |xn| = 2−n, n ∈ N} ãîìåîìîð�íîêàíòîðîâó ìíîæåñòâó K (ââåä¼ííîìó â 2).17.4x*. Ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, âêîòîðîì çàìêíóòûå øàðû êîìïàêòíû?17′5x. p-àäè÷åñêèå ÷èñëàÔèêñèðóåì ïðîñòîå ÷èñëî p. Ôîðìàëüíûé ðÿä âèäà a0+a1p+. . .+anp
n+. . .ñ 0 ≤ an < p, an ∈ N íàçûâàåòñÿ öåëûì p-àäè÷åñêèì ÷èñëîì. (Ñëîâî �îðìàëü-íûé îçíà÷àåò çäåñü, ÷òî ïëþñû íå ïðèçûâàþò ê íåìåäëåííîìó ñëîæåíèþ, àðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñâîåãî ðîäà çíàêè ïðåïèíàíèÿ.) Ìíîæåñòâî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Zp. Ââåäåì â íåãî ñëåäóþùóþ ìåòðèêó:äëÿ x 6= y ïîëîæèì ρ(x, y) = p−m, ãäå m � ïåðâûé ïîêàçàòåëü, ïðè êîòîðîìêîý��èöèåíòû â ðÿäàõ x è y ðàçëè÷íû.17.5x. Äîêàæèòå, ÷òî ρ � äåéñòâèòåëüíî ìåòðèêà â Zp.Ýòà ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ p-àäè÷åñêîé, à Zp ñ íåþ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàí-ñòâîì öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Èìååòñÿ èíúåêöèÿ Z → Zp, ïðè êîòîðîé ÷èñëó

a0 + a1p + . . . + anp
n ∈ Z ñ 0 ≤ ak < p, ak ∈ N, ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðÿä

a0 + a1p + . . . + anp
n + 0 · pn+1 + . . ., à ÷èñëó −(a0 + a1p + . . . + anp

n) ∈ Z ñ
0 ≤ ak < p, ak ∈ N � ðÿä b0 + b1p+ . . .+ bnp

n + (p− 1)pn+1 + (p− 1)pn+2 + . . .,ãäå b0 + b1p+ . . .+ bnp
n = pn+1 − (a0 + a1p+ . . .+ anp

n). Ñð. 4.Ix.17.6x. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç ýòîé èíúåêöèè ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì ìíîæå-ñòâîì â Zp.17.7x. ßâëÿåòñÿ ëè ïðîñòðàíñòâî Zp ïîëíûì?17.8x. Êîìïàêòíî ëè Zp?17′6x. Ïðîñòðàíñòâà âûïóêëûõ �èãóðÏóñòü D ⊂ R2 � çàìêíóòûé êðóã ðàäèóñà p. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî Pnâñåõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ P , òàêèõ ÷òî:
• ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíèêà P íå ïðåâîñõîäèò p;
• P ñîäåðæèòñÿ â êðóãå D;
• P èìååò íå áîëåå n âåðøèí (íå èñêëþ÷àþòñÿ ñëó÷àè îäíîé è äâóõâåðøèí, ïðè ýòîì ïåðèìåòð îòðåçêà ñ÷èòàåì ðàâíûì óäâîåííîé äëèíåýòîãî îòðåçêà).Ñì. 4.Ax, ñð. 4.Cx.17.9x. Ñíàáäèòå ýòî ìíîæåñòâî åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé òîïîëîãè÷åñêîãîïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, ââåäèòå åñòåñòâåííóþ ìåòðèêó.17.10x. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî.17.11x. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ìíîãîóãîëüíèêîâ â Pn ñóùåñòâóåò ìíîãîóãîëü-íèê íàèáîëüøåé ïëîùàäè.17.12x. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ìíîãîóãîëüíèêîâ â Pn íàèáîëüøóþ ïëîùàäüèìååò ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê.



122 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà�àññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî P∞ âñåõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ïåðè-ìåòðà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî p, ñîäåðæàùèõñÿ â êðóãå ðàäèóñà p. Òàêèì îáðàçîì,
P∞ =

S
∞

n=1 Pn.17.13x. Ââåäèòå â P∞ ñòðóêòóðó òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà òàê, ÷òîáûïðîñòðàíñòâà Pn áûëè åãî ïîäïðîñòðàíñòâàìè.17.14x. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî P(p,∞) ïîñòðîåííîå â êà÷åñòâå ðåøåíèÿçàäà÷è 17.13x, íå êîìïàêòíî.�àññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî P âñåõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâïëîñêîñòè ñ ïåðèìåòðîì, íå ïðåâîñõîäÿùèì p, è ñîäåðæàùèõñÿ â êðóãå ðàäè-óñà p. (Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî êàæäîå èç íèõ êîìïàêòíî.)17.15x. Ââåäèòå â ýòî ìíîæåñòâî òîïîëîãèþ, êîòîðàÿ áû èíäóöèðîâàëà ðàñ-ñìîòðåííûå âûøå òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâ ìíîãîóãîëüíèêîâ.17.16x. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî P êîìïàêòíî.17.17x. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âñåõ âûïóêëûõ ïëîñêèõ ìíîæåñòâ ñ ïåðèìåòðîì
p ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî íàèáîëüøåé ïëîùàäè.17.18x. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ êðóã ðàäèóñîì p

2π
.



18x. Ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü è ïàðàêîìïàêòíîñòü 12318x. Ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü èïàðàêîìïàêòíîñòü18′1x. Ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòüÒîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì,åñëè ó êàæäîé åãî òî÷êè èìååòñÿ îêðåñòíîñòü ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíè-åì. 18.1x. Êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî êîìïàòòíî.18.2x. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ëîêàëüíî êîìïàêòíû:(a) R; (b) Q; (
) R
n; (d) äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî?18.3x. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðÿìîé,îáúåäèíåíèå êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì.18.Ax. Íàñëåäñòâåííà ëè ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü?18.Bx. Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâàëîêàëüíî êîìïàêòíî.18.Cx. Âåðíî ëè, ÷òî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ëîêàëüíî êîìïàêòíîãîïðîñòðàíñòâà ëîêàëüíî êîìïàêòíî?18.Dx. Õàóñäîð�îâî ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíî.18.Ex. Îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî õàóñäîð�îâàïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî êîìïàêòíî.18.Fx. Ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì òîïîëîãè÷åñêèìñâîéñòâîì äëÿ õàóñäîð�îâûõ ïðîñòðàíñòâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, õàóñäîð-�îâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíî, ñîãäà êàæäàÿ åãî òî÷-êà îáëàäàåò ëîêàëüíî êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòüþ.18′2x. Îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòè�èêàöèÿÏóñòü (X,Ω) � õàóñäîð�îâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èX∗ � ìíî-æåñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç X äîáàâëåíèåì îäíîé òî÷êè x∗ (êîòîðàÿ, ðàçó-ìååòñÿ, íå ïðèíàäëåæèò X). Ïóñòü Ω∗ � ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ X∗,ñîñòîÿùàÿ èç

• ìíîæåñòâ, îòêðûòûõ â X, è
• ìíîæåñòâ âèäà X∗ r C, ãäå C ⊂ X � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî:

Ω∗ = Ω ∪ {X∗ r C | C ⊂ X � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî}.18.Gx. Äîêàæèòå, ÷òî íàáîð Ω∗ � òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà.18.Hx. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (X∗,Ω∗) êîìïàêòíî.



124 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà18.Ix. Âêëþ÷åíèå X →֒ X∗ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì (îò-íîñèòåëüíî èñõîäíîé òîïîëîãèè â X è Ω∗).18.Jx. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî ïðîñòðàíñòâî
(X∗,Ω∗) õàóñäîð�îâî. (Íàïîìíèì, ÷òî X â ýòîì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåòñÿõàóñäîð�îâûì.)Òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà X â êîìïàêòíîå ïðîñòðàí-ñòâî Y íàçûâàåòñÿ êîìïàêòè�èêàöèåé ïðîñòðàíñòâà X, åñëè åãî îáðàçïëîòåí â Y . Òàê æå â ýòîé ñèòóàöèè íàçûâàåòñÿ è ïðîñòðàíñòâî Y . (Äëÿóïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü X ñ åãî îáðàçîì â Y .)18.Kx. Åñëè X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî è Y �åãî õàóñäîð�îâà êîìïàêòè�èêàöèÿ ñ îäíîòî÷å÷íûì YrX, òî ñóùåñòâóåòãîìåîìîð�èçì Y → X∗, òîæäåñòâåííûé íà X.Òàêîå ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ îäíîòî÷å÷íîé êîìïàêòè�èêàöèåéèëè êîìïàêòè�èêàöèåé Àëåêñàíäðîâà ïðîñòðàíñòâà X. Èç óòâåðæäåíèÿ18.Kx ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Y â ïîíÿòíîì ñìûñëå åäèíñòâåííî.18.Lx. Äîêàæèòå, ÷òî îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòè�èêàöèÿ ïëîñêîñòè R2ãîìåîìîð�íà S2.18.4x. Îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòè�èêàöèÿ ïðîñòðàíñòâà Rn ãîìåîìîð�íà ñ�åðå

Sn.18.5x. ßâíî îïèøèòå îäíîòî÷å÷íûå êîìïàêòè�èêàöèè ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:(1) êîëüöà {(x, y) ∈ R2 | 1 < x2 + y2 < 2};(2) êâàäðàòà áåç âåðøèí {(x, y) ∈ R2 |x, y ∈ [−1; 1], |xy| < 1};(3) ïîëîñû {(x, y) ∈ R2 |x ∈ [0; 1]};(4) êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà.18.Mx. Ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíî.18.6x. Ïóñòü X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî, K � íåêî-òîðîå åãî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, U � îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà K. Òîãäàñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V ìíîæåñòâà K, çàìûêàíèå Cl V êîòîðîé êîìïàêòíîè ñîäåðæèòñÿ â U .18′3x. Ñîáñòâåííûå îòîáðàæåíèÿÍåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñ-ëè îíî íåïðåðûâíî è ïðîîáðàç ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ïðè fêîìïàêòåí.Ïóñòü X, Y � õàóñäîð�îâû ïðîñòðàíñòâà. Âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîá-ðàæåíèå f : X → Y åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæå-íèÿ
f∗ : X∗ → Y ∗ : x 7→

{
f(x) ïðè x ∈ X,
y∗ ïðè x = x∗.



18x. Ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü è ïàðàêîìïàêòíîñòü 12518.Nx. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå f∗ íåïðåðûâíî, ñîãäà f ÿâëÿåòñÿñîáñòâåííûì.18.Ox. Âñÿêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå õàóñäîð�îâà ïðîñòðàíñòâà âõàóñäîð�îâî ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî çàìêíóòî.Óòâåðæäåíèå 18.Ox ñâÿçàíî ñ òåîðåìîé 16.W.18.Px. Ïðîäîëæèòå ýòó àíàëîãèþ: ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ,ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìàì 16.Y è 16.X.18′4x. Ëîêàëüíî êîíå÷íûå ñåìåéñòâàÌíîæåñòâî Γ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êî-íå÷íûì, åñëè âñÿêàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà X îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ, ïå-ðåñåêàþùåéñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ Γ.18.Qx. Ëþáîå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâàêîíå÷íî.18.7x. Åñëè ìíîæåñòâî Γ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X ëîêàëüíî êîíå÷íî, òîëîêàëüíî êîíå÷íî è ìíîæåñòâî {ClA | A ∈ Γ} çàìûêàíèé ìíîæåñòâ èç Γ.18.8x. Åñëè ñåìåéñòâî Γ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X ëîêàëüíî êîíå÷íî,òî êàæäîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X ïåðåñåêàåòñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì÷èñëîì ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà Γ.18.9x. Åñëè ñîâîêóïíîñòü Γ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X ëîêàëüíî êîíå÷íàè çàìûêàíèå ClA êàæäîãî A ∈ Γ êîìïàêòíî, òî êàæäîå ìíîæåñòâî A ∈ Γïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ Γ.18.10x. Ëþáîå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíîãî ïðî-ñòðàíñòâà êîíå÷íî.18.Rx. Ïîñòðîéòå îòêðûòîå ïîêðûòèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn, êî-òîðîå íå îáëàäàåò ëîêàëüíî êîíå÷íûì ïîäïîêðûòèåì.Ïóñòü Γ è ∆ ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà X. �îâîðÿò, ÷òî ∆ âïèñàíî â Γ,åñëè êàæäûé ýëåìåíò A ∈ ∆ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ýëåìåíòå B ∈ Γ.18.Sx. Âî âñÿêîå îòêðûòîå ïîêðûòèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn ìîæ-íî âïèñàòü ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå.18.Tx. Ïóñòü {Ui}i∈N � ëîêàëüíî êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðî-ñòðàíñòâà Rn. Ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå {Vi}i∈N ïðîñòðàíñòâà Rn,òàêîå ÷òî ClVi ⊂ Ui ïðè ëþáîì i ∈ N.18′5x. Ïàðàêîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâàÏðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì, åñëè âî âñÿêîå åãî îò-êðûòîå ïîêðûòèå ìîæíî âïèñàòü ëîêàëüíî êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå.18.Ux. Ëþáîå êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ïàðàêîìïàêòíî.



126 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà18.Vx. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn ïàðàêîìïàêòíî.18.Wx. Ïóñòü X =
⋃∞
i=1Xi, ãäå ìíîæåñòâà Xi êîìïàêòíû è òàêîâû,÷òî Xi ⊂ IntXi+1. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî X ïàðàêîìïàêòíî.18.Xx. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî êîìïàêòíî. Åñëè X ïîêðûâà-åòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ, òî X ïàðàêîìïàêòíî.18.11x. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâî-ðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, òî îíî ïàðàêîìïàêòíî.18.12x. Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïàðàêîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ïàðàêîìïàêò-íî.18.13x. Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ïàðàêîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ ïàðàêîìïàêò-íî.18′6x. Ïàðàêîìïàêòíîñòü è àêñèîìû îòäåëèìîñòè18.14x. ÏóñòüX � ïàðàêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, F èM � äâà åãî íåïåðåñåêà-þùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà X, ïðè÷åì F çàìêíóòî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ïîêðûòîîòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè Uα, çàìûêàíèÿ êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ ìíîæå-ñòâîìM : ClUα∩M = ∅. Òîãäà ó ìíîæåñòâ F èM èìåþòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿîêðåñòíîñòè.18.15x. Õàóñäîð�îâî ïàðàêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíî.18.16x. Õàóñäîð�îâî ïàðàêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.18.17x. Ïóñòü X � õàóñäîð�îâî ëîêàëüíî êîìïàêòíîå è ïàðàêîìïàêòíîå ïðî-ñòðàíñòâî, Γ � ëîêàëüíî êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèåX. Òîãäà ó ïðîñòðàíñòâà

X èìååòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ∆, òàêîå ÷òî çàìûêàíèÿ
ClV , ãäå V ∈ ∆, êîìïàêòíû è ïîêðûòèå {Cl V | V ∈ ∆} âïèñàíî â Γ.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì (õîòÿ, ñ �îðìàëüíîé òî÷-êè çðåíèÿ, áîëåå ñëàáûì).18.18x. Ïóñòü X � íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî è Γ = {Uα} � åãî ëîêàëüíîêîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ëîêàëüíî êîíå÷íîå îò-êðûòîå ïîêðûòèå {Vβ}, ÷òî ïîêðûòèå {Cl Vβ} âïèñàíî â èñõîäíîå ïîêðûòèå
Γ.Èí�îðìàöèÿ. Âñå ìåòðèçóåìûå ïðîñòðàíñòâà ïàðàêîìïàêòíû.18′7x. �àçáèåíèÿ åäèíèöûÏóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → R � �óíêöèÿ.Ìíîæåñòâî Cl{x ∈ X | f(x) 6= 0} íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì �óíêöèè f :

X → R è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç supp f .18.19x. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ�óíêöèé fα : X → R, α ∈ Λ òàêîâî, ÷òî íîñèòåëè supp(fα) ñîñòàâëÿþò ëî-êàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà �îðìóëà
f(x) =

X

α∈Λ

fα(x)



18x. Ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü è ïàðàêîìïàêòíîñòü 127îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ f : X → R.Ñåìåéñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé fα : X → R+ íàçûâàåòñÿ ðàç-áèåíèåì åäèíèöû, åñëè ìíîæåñòâà supp(fα) ñîñòàâëÿþò ëîêàëüíî êîíå÷-íîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X è èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå ∑
α∈Λ

fα(x) = 1.�îâîðÿò, ÷òî ðàçáèåíèå åäèíèöû {fα} ïîä÷èíåíî ïîêðûòèþ {Γ}, åñëèâñÿêèé íîñèòåëü supp(fα) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ýëåìåíòå ïîêðûòèÿ
{Γ}.18.Yx. Äëÿ âñÿêîãî íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà è âñÿêîãî åãî ëîêàëüíîêîíå÷íîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ñóùåñòâóåò ïîä÷èíåííîå åìó ðàçáèåíèååäèíèöû.18.20x. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâîX õàóñäîð�îâî. Åñëè äëÿ êàæäîãî åãî îòêðûòîãîïîêðûòèÿ ñóùåñòâóåò ïîä÷èíåííîå åìó ðàçáèåíèå åäèíèöû, òî ïðîñòðàíñòâî

X ïàðàêîìïàêòíî.Èí�îðìàöèÿ.Õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî ïàðàêîìïàêòíî, ñîãäà äëÿâñÿêîãî åãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ñóùåñòâóåò ïîä÷èíåííîå åìó ðàçáèå-íèå åäèíèöû.18′8x. Ïðèëîæåíèå: ñîñòàâëåíèå âëîæåíèé èç êóñêîâ18.21x. ÏóñòüX � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è {Ui}ki=1 � îòêðûòîå ïîêðû-òèå X. Åñëè äëÿ êàæäîãî i ìíîæåñòâî Ui ìîæíî âëîæèòü â Rn, òî ïðîñòðàí-ñòâî X ìîæíî âëîæèòü â Rk(n+1).18.21x.1. Ïóñòü hi : Ui → Rn, i = 1, . . . , k, � âëîæåíèÿ è ïóñòüîòîáðàæåíèÿ fi : X → R îáðàçóþò ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èíåííîåïîêðûòèþ {Ui} Ïîëîæèì ĥi(x) = (hi(x), 1) ∈ Rn+1, Ïîêàæèòå, ÷òîîòáðàæåíèå X → Rk(n+1) : x 7→
(
fi(x)ĥi(x)

)
i=1k ÿâëÿåòñÿ âëîæåíè-åì.18.22x. Çàãàäêà. Êàêèì îáðàçîì âû ìîæåòå îáîùèòü óòâåðæäåíèå 18.21x?



128 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâàÄîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè11.A Ìíîæåñòâî A îòêðûòî è çàìêíóòî, ñîãäà ìíîæåñòâà A è X \ Aîòêðûòû, ñîãäà A è X \ A çàìêíóòû.11.B Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå �îðìàëüíî áîëåå ñëàáîå óòâåð-æäåíèå: Ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîè ñóùåñòâóåò ñâÿçíîå âñþäó ïëîòíîåìíîæåñòâî, ñàìî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. (Ñì. 6.3.) Ïóñòü X � ïðîñòðàí-ñòâî è A � åãî ñâÿçíîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî. Ïóñòü X = U ∪ V ,ãäå ìíîæåñòâà U è V îòêðûòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äîêàæåì, ÷òî îäíîèç ýòèõ ìíîæåñòâ ïóñòî. Ìíîæåñòâà U ∩ A è V ∩ A íå ïåðåñåêàþòñÿ èîòêðûòû â A, çíà÷èò
A = X ∩A = (U ∪ V ) ∩A = (U ∩A) ∪ (V ∩A).Òàê êàê A ñâÿçíî, òî îäíî èç ìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ, ê ïðèìåðó U ∩ A,ïóñòî. Òîãäà è ìíîæåñòâî U ïóñòî, ïîñêîëüêó A âñþëó ïëîòíî, ñì. 6.M.11.C Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì X =

⋃
λAλ. Â ñèëó òåî-ðåìû 11.A äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè U è V � îòêðûòûå ìíîæåñòâà,ñîñòàâëÿþùèå ðàçáèåíèå X, òî ëèáî U = ∅, ëèáî V = ∅. Äëÿ êàæäîãî

λ ∈ Λ, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Aλ ïî óñëîâèþ ñâÿçíî, òî ëèáî Aλ ⊂ U , ëèáî
Aλ ⊂ V (ñì. 11.14). Çà�èêñèðóåì íåêîòîðîå λ0 ∈ Λ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòèñ÷èòàåì, ÷òî Aλ0 ⊂ U . Òàê êàê êàæäîå èç ìíîæåñòâ Aλ ïåðåñåêàåòñÿ ñ
Aλ0 , òî âñå îíè ëåæàò â U , òàê ÷òî íè îäíî èç íèõ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ V ,ñëåäîâàòåëüíî

V = V ∩X = V ∩
⋃

λ

Aλ =
⋃

λ

(V ∩Aλ) = ∅.11.E Ïðèìåíèòå òåîðåìó 11.C ê ñåìåéñòâó {Aλ ∪ Aλ0}λ∈Λ, êîòî-ðîå ñîñòîèò èç ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ (â ñèëó 11.D). (Èëè ïðîñòî ïîâòîðèòåäîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.C.)11.F Èñïîëüçóéòå ðàññóæäåíèå èç 11.C, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî,÷òî Ak ⊂ U ïðè âñåõ k ∈ Z, ïðèìåíèòå ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.11.G Î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå âñåõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ,ñîäåðæàùèõ äàííóþ òî÷êó, âî-ïåðâûõ, ñâÿçíî â ñèëó 11.C, âî-âòîðûõ,ìàêñèìàëüíî.11.H Ïóñòü A è B � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
A∩B 6= ∅. Â ñèëó 11.D ìíîæåñòâî A∪B ñâÿçíî. Ïîñêîëüêó êîìïîíåíòàÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ñâÿçíûì ñîäåðæàùèì íåêîòîðóþ òî÷êó ìíîæå-ñòâîì, òî A ⊃ A ∪B ⊂ B, çíà÷èò A = A ∪B = B.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 12911.I Ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê êîìïîíåíòà ñâÿçíà. Òàêêàê â òàêîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû òî÷åê ïåðåñåêàþòñÿ, òî îíè ñîâïàäàþò.11.K Ïóñòü A � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè. Â ñèëó 11.B åå çàìûêàíèå
ClA òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Òàê êàê êîìïîíåíòà îáëàäàåò ñâîéñòâîììàêñèìàëüíîñòè, òî ClA ⊂ A. Çíà÷èò, A = ClA, òàê êàê îáðàòíîå âêëþ-÷åíèå èìååò ìåñòî âîîáùå äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà.11.M Ñì. 11.10.11.N �àññìîòðèì ïîäîòîáðàæåíèå ab(f) : X → f(X). Òàêèì îáðà-çîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ñâÿçíî, à îòîáðàæåíèå f : X → Y � íåïðåðûâíàÿñþðúåêöèÿ, òî è ïðîñòðàíñòâî Y ñâÿçíî.�àññìîòðèì ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Y íà äâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâà U è
V è äîêàæåì, ÷òî îäíî èç íèõ ïóñòî. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ,ïðîîáðàçû f−1(U) è f−1(V ) îòêðûòû è ñîñòàâëÿþò ðàçáèåíèå ïðîñòðàí-ñòâà X. Ïîñêîëüêó X ñâÿçíî, îäíî èç íèõ ïóñòü. Ïóñòü f−1(U) = ∅. Òàêêàê f ñþðúåêòèâíî, òî è U = ∅.11.Q Ïóñòü X = U ∪ V , ãäå ìíîæåñòâà U è V îòêðûòû,íåïóñòû è íåïåðåñåêàþòñÿ. Ïîëîæèì f(x) = −1 ïðè x ∈ U è f(x) = 1ïðè x ∈ V . Îòîáðàæåíèå f : X → S0 íåïðåðûâíî è ñþðúåêòèâíî, íåïðàâäà ëè? Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü X ñâÿçíî. Òîãäà, âñèëó 11.N, áóäåò ñâÿçíûì è S0 � ïðîòèâîðå÷èå.11.R Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, â ñèëó 11.Q ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ñëåä-ñòâèå òåîðåìû Áîëüöàíî�Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè. Îäíàêî åñòå-ñòâåííåå ïîñòóïèòü íàîáîðîò: âûâåñòè òåîðåìó î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷å-íèè èç çàäà÷è 11.Q è ñâÿçíîñòè I.Èòàê, ïóñòü [0; 1] = U ∪ V , ãäå ìíîæåñòâà U è V íå ïåðåñåêàþòñÿ è îò-êðûòû â [0; 1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 ∈ U , ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C =
{x ∈ [0; 1] | [0;x) ⊂ U} è ïîëîæèì c = supC. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäîå èçïðåäïîëîæåíèé � c ∈ U è c ∈ V � ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Äðóãèåäîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 11.R íàìå÷åíû íèæå â ëåììàõ 11.R.1 è 11.R.2.11.R.1 Ïðîâåäèòå ðàññóæäåíèå ïî èíäóêöèè. Äëÿ êàæäîãî n =
1, 2, 3, . . . , ïîëîæèòå

(an+1, bn+1) :=

{
(an+bn

2 , bn) åñëè an+bn
2 ∈ U ,

(an,
an+bn

2 ) åñëè an+bn
2 ∈ V .11.R.2 Ñ îäíîé ñòîðîíû, c ∈ U , òàê êàê c ∈ Cl{an | n ∈ N}, an ∈ U ,à ìíîæåñòâî U çàìêíóòî â I. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî æå ðàññóæäåíèåïîêàçûâàåò, ÷òî c ∈ V . Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî U è V íåìîãóò îäíîâðåìåííî áûòü çàìêíóòûìè, òàêèì îáðàçîì, I ñâÿçåí.



130 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà11.S Êàæäîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé åñòü îáúåäèíåíèåíåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, à â êàæäîì èíòåðâàëå åñòü õîòÿ áû îä-íà ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâîïðÿìîé åñòü îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ. Îñòà-ëîñü çàìåòèòü, ÷òî êàæäûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì (ñì. ñëå-äóþùåå óòâåðæäåíèå).11.T Èñïîëüçóéòå 11.R è 11.J. (Ñð. 11.U è 11.X.)11.U Èñïîëüçóéòå 11.R è 11.J. (Íàïèìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî K ⊂ Rníàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè [p; q] ⊂ K äëÿ ëþáûõ òî÷åê p, q ∈ K.)11.V Èñïîëüçóéòå 11.R è 11.C.11.X Ýòî â òî÷íîñòè óòâåðæäåíèå 11.10. Ýòî â òî÷íîñòèóòâåðæäåíèå 11.V.11.Y Èñïîëüçóéòå 10.R, 11.U, è, íàïðèìåð, òåîðåìó 11.B (èëè 11.I).12.A Ïîñêîëüêó îòðåçîê ñâÿçåí (ñì. 11.R), òî â ñèëó 11.N ñâÿçåí èåãî îáðàç. Çíà÷èò (ñì. 11.30) îí ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòêîì, ñëåäîâàòåëüíî,ñîäåðæèò âñå òî÷êè, ëåæàùèå ìåæäó f(a) è f(b).12.B Ñì. äîêàçàòåëüñòâî 12.A.12.D Îäíî èç íèõ ñâÿçíî, à äðóãîå � íåò.12.E Ê ïðèìåðó, åñëè f : I → S1 � ãîìåîìîð�èçì, òî è ab f :
I r 1

2 → S1 r f(1
2) � ãîìåîìîð�èçì, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ïåðâîåìíîæåñòâî íåñâÿçíî, à âòîðîå ñâÿçíî, òàê êàê ãîìåîìîð�íî èíòåðâàëó.12.F Àíàëîãè÷íî 12.4.12.2x Ïîòîìó ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x0 ∈ X ìíîæåñòâî {x | f(x) =

f(x0)} è îòêðûòî, è çàìêíóòî (äîêàæèòå ýòî). Èëè ïî-äðóãîìó: ïðîîáðàç
f−1(y) ëþáîé òî÷êè y � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.13.A Òàê êàê ïîêðûòèå {[0; 1

2

]
,
[

1
2 ; 1
]} îòðåçêà [0; 1] ÿâëÿåòñÿ �óí-äàìåíòàëüíûì, òî èç íåïðåðûâíîñòè ñóæåíèé îòîáðàæåíèÿ íà êàæäûéýëåìåíò ïîêðûòèÿ ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ñàìîãî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.13.B Åñëè x, y ∈ I, òî I → I : t 7→ (1− t)x+ ty � ïóòü, ñîåäèíÿþùèéòî÷êó x ñ òî÷êîé y.13.C Åñëè x, y ∈ Rn, òî îòîáðàæåíèå u : [0; 1] → Rn: u(t) = (1 −

t)x+ ty � ýòî ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó x ñ òî÷êîé y.13.D Âîñïîëüçóéòåñü 10.R è 13.C.13.E Èñïîëüçóéòå 11.R è 11.Q.13.7 Âîñïîëüçóéòåñü �îðìóëîé â 13.C, 13.A è 13.5.13.F Ïóñòü x è y � òî÷êè â ðàññìàòðèâàåìîì îáúåäèíåíèè, ïóñòü
A è B � ìíîæåñòâà èç äàííîé ñîâîêóïíîñòè, ñîäåðæàùèå òî÷êè x è y.Åñëè A = B, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Åñëè x ∈ A, y ∈ B, z ∈ A ∩ B, è u



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 131� ïóòü, ñîåäèíÿþùèé x ñ z, à v � ïóòü, ñîåäèíÿþùèé z ñ y, òî ïóòü uvñîåäèíÿåò x ñ y.13.G �àññìîòðèòå îáúåäèíåíèå âñåõ ëèíåéíî ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ,ñîäåðæàùèõ äàííóþ òî÷êó è èñïîëüçóéòå 13.F.13.H Àíàëîã 11.H, âìåñòî 11.D èñïîëüçóéòå 13.F.13.I Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Ñëåäóåòèç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 13.G.13.J Åñëè yi = f(xi), i = 1, 2, è u � ïóòü, ñîåäèíÿþùèé x1 ñ x2, òîêàê ïîñòðîèòü ïóòü, ñîåäèíÿþùèé y1 ñ y2?13.M Ñîïîñòàâüòå 13.8 è 11.J.13.N Ìíîæåñòâî A � ýòî îáðàç ëó÷à (0;∞) ïðè íåïðåðûâíîì îòîá-ðàæåíèè x 7→ (x, sin 1
x) ∈ R2, çíà÷èò, îíî ëèíåéíî ñâÿçíî, ñëåäîâàòåëüíîñâÿçíî. Ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà X ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíî ñîäåðæèòñÿ â

ClA. (Êñòàòè, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî ClA?)13.O Ýòî ñîâñåì î÷åâèäíî, òàê êàê A ∼= (0;+∞).13.P Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ïóòü â X ñ íà÷àëîì â òî÷êå (0, 0) ïîñòî-ÿíåí. Ïðèâåäåì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò íåëüçÿñîåäèíèòü ïóòåì ñ òî÷êàìè ìíîæåñòâà A. Åñëè òàêîé ïóòü u ñóùåñòâóåò,òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {tn}, òàêàÿ, ÷òî u(tn) = ( 2
π+4πn , 1).Âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü tnk → t∗, òîãäà òî÷êà u(t∗) ïî íåïðå-ðûâíîñòè äîëæíà ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé (0, 1), òàêèì îáðàçîì, u(t∗) /∈ X.13.Q Ìíîæåñòâî A ⊂ X = R2 r {(0, y) | y 6= 0}; ñì. çàäà÷è 13.N�13.P.13.R Ñì. 13.Q.13.S Åñëè Ux � ëèíåéíî ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x, òî Ux ëåæèòöåëèêîì â êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ýòîé òî÷êè.13.T Ýòî óòâåðæäåíèå 13.M. Òàê êàê êîìïîíåíòûëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X îòêðûòû (ñì. 13.S) è ïðîñòðàíñòâî

X ñâÿçíî, òî â íåì èìååòñÿ âñåãî ëèøü îäíà êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿç-íîñòè.13.U Ñëåäóåò èç 13.S è 13.T, ïîñêîëüêó îòêðûòûé øàð â Rn ÿâëÿ-åòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì.14.A Åñëè r1 + r2 ≤ ρ(x1, x2), òî øàðû Br1(x1) è Br2(x2) íå ïåðåñå-êàþòñÿ.14.B Îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, à ìíîæåñòâà
[0; 1

2), (1
2 ; 1] � ýòî îêðåñòíîñòè òî÷åê 0 è, ñîîòâåòñòâåííî, 1 â [0; 1].14.C Åñëè y 6= x, òî â ïðîñòðàíñòâå èìåþòñÿ äâå íåïå-ðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè Ux è Vy. Ñëåäîâàòåëüíî, y /∈ ClUx, çíà÷èò,
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y /∈ ⋂

U∋x
ClU .Åñëè y 6= x, òî y /∈ ⋂

U∋x
ClU , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ îêðåñò-íîñòü Ux, òàêàÿ ÷òî y /∈ ClUx. Ïîëîæèòå Vy = X r ClUx.14.D Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü xn → a è xn → b, ãäå a 6= b.Ïóñòü U è V � íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè òî÷åê a è b, ñîîòâåòñòâåí-íî. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íîìåðàõ n ìû ïîëó÷èì, ÷òî xn ∈ U ∩ V ,÷åãî áûòü íå ìîæåò.14.E Îêðåñòíîñòü òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå RT1 èìååò âèä U = R r

{x1, . . . , xN}, ãäå, ñ÷èòàåì, x1 < x2 < · · · < xN . Î÷åâèäíî, ÷òî an ∈ Uïðè âñåõ n > xN .14.F Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, òî÷-êè x, y ∈ A ðàçëè÷íû. Òàê êàê X õàóñäîð�îâî, òî ó òî÷åê x, y èìåþòñÿíåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðåñòíîñòè U è V . Òîãäà U ∩A è V ∩A � ýòî íåïå-ðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè òî÷åê x è y â A. (Âñïîìíèòå îïðåäåëåíèåîòíîñèòåëüíîé òîïîëîãèè!)14.G (a) Ïóñòü X óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå T1, x ∈ X. Çíà÷èò,ó êàæäîé òî÷êè y ∈ Xrx èìååòñÿ îêðåñòíîñòü U , íå ñîäåðæàùàÿ òî÷êó
x, ò. å. U ⊂ X r x. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X r x �âíóòðåííÿÿ, ïîýòîìó ìíîæåñòâî X r x îòêðûòî, à åãî äîïîëíåíèå {x} �çàìêíóòî. Åñëè âñå îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà â X çàìêíóòû,
x, y ∈ X è x 6= y, òî X r x � îêðåñòíîñòü òî÷êè y, íå ñîäåðæàùàÿ òî÷êó
x. Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìà T1 âûïîëíåíà.(b) (a) Åñëè âñå îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà çàìêíóòû â X, òîçàìêíóòû è âñå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà (êàê êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ îäíî-òî÷å÷íûõ). (b) (a) Î÷åâèäíî.14.H Ñîïîñòàâüòå 14.12 è 14.G.14.I Ñîïîñòàâüòå 14.A è 14.12.14.J Â ïðîñòðàíñòâå RT1 âñÿêàÿ òî÷êà çàìêíóòà, çíà÷èò T1 èìååòìåñòî, îäíàêî â íåì âñÿêèå äâå îêðåñòíîñòè (íåïóñòûå îòêðûòûå ìíîæå-ñòâà) ïåðåñåêàþòñÿ, òàê ÷òî T2 ìåñòà íå èìååò.14.K Ìîäè�èöèðóéòå äîêàçàòåëüñòâî 14.F èëè æå âîñïîëüçóéòåñüòåîðåìîé 14.G.14.N (a) =⇒ (b) Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìåÊîëìîãîðîâà, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x è y õîòÿ áû îäíà íå ëåæèò âçàìûêàíèè äðóãîé.(b) =⇒ (a) Ïóñòü Cl{x} 6= Cl{y}. Ñ÷èòàåì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî
z ∈ Cl{x} è z /∈ Cl{y}. Òîãäà íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè z, êîòîðàÿ



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 133íå ñîäåðæèò òî÷êó y. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, x ∈ U , òàêèì îáðàçîì, ìû íà-øëè îêðåñòíîñòü òî÷êè x, íå ñîäåðæàùóþ òî÷êó y.ßñíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå Êîëìîãîðîâà, ñîãäà òî-ïîëîãèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ íà âñÿêîì äâóòî÷å÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâå, íåÿâëÿåòñÿ àíòèäèñêðåòíîé.14.O Î÷åâèäíî. Åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ïðîñòðàí-ñòâà ñóùåñòâóåò åå íàèìåíüøàÿ îêðåñòíîñòü Cx, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
x � y, åñëè y ∈ Cx. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðàíçèòèâíîñòè ïðåäïîëîæèì,÷òî x � y è y � z. Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ Cx, òåì ñàìûì Cx � îêðåñòíîñòü
y, çíà÷èò, Cy ⊂ Cx, ïîýòîìó z ∈ Cx, òàêèì îáðàçîì, x � z. Åñëè y ∈ Cxè x ∈ Cy, òî Cx = Cy, çíà÷èò, íè îäíó èç ýòèõ òî÷åê íåëüçÿ îòäåëèòüäðóã îò äðóãà. Â ñèëó àêñèîìû Êîëìîãîðîâà òàêîå âîçìîæíî ëèøü åñëè
x = y; òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà àíòèñèììåòðè÷íîñòü ââåäåííîãî îòíîøå-íèÿ. Åãî ðå�ëåêñèâíîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèÿ ââåäåííîãî÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ñîâïàäàåò ñ çàäàííîé òîïîëîãèåé.14.P Ïóñòü X � ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî. �àññìîòðèì â íåì äâåðàçëè÷íûå òî÷êè x è y. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå
T1, òî ìíîæåñòâî {y} çàìêíóòî. Îñòàëîñü ïðèìåíèòü T3 ê òî÷êå x èîäíîòî÷å÷íîìó ìíîæåñòâó {y}.14.Q Ñì. 14.P. Ñì. 14.12.14.R Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x ∈ X è r > 0. Äîêà-æèòå, ÷òî ClBr(x) ⊂ B2r(x), è âîñïîëüçóéòåñü 14.19.14.S Èñïîëüçóéòå îïðåäåëåíèå íîðìàëüíîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê òî÷-êå è çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó.14.T Ñì. 14.S. Ñì. 14.12.14.U Ïóñòü A è B � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðî-ñòðàíñòâà. Òîãäà A ⊂ U = {x ∈ X | ρ(x,A) < ρ(x,B)} è B ⊂ V = {x ∈
X | ρ(x,A) > ρ(x,B)}. Ìíîæåñòâà U è V îòêðûòû (â ñèëó 9.L) è íåïåðåñåêàþòñÿ.14.Ax.1 Ïîëîæèì U1 = X r B. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X íîðìàëü-íî, òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U0 ⊃ A, òàêàÿ ÷òî ClU0 ⊂ U1. Ïóñòü U1/2� îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà ClU0, òàêàÿ ÷òî ClU1/2 ⊂ U1. Ïðîäîëæàÿ ïî-ñòðîåíèå, ìû ïîëó÷èì èñêîìûé íàáîð {Up}p∈Λ.14.Ax Ïîëîæèì f(x) = inf{λ ∈ Λ | x ∈ ClUλ}. Íåòðóäíî âèäåòü,÷òî �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà.14.Bx Ñëåãêà èçìåíèòå äîêàçàòåëüñòâî 14.9x, èñïîëüçóÿ ëåììó Óðû-ñîíà 14.Ax âìåñòî 14.9x.1.15.A Ïîñêîëüêó ïðè áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè èñõîäíîãî ìíîæåñòâàñ ïîäìíîæåñòâîì N ïîäìíîæåñòâî ýòîãî ìíîæåñòâà òàêæå ïåðåõîäèò âïîäìíîæåñòâî N.



134 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà15.B Âûáåðåì ïî îäíîé òî÷êå â êàæäîì íåïóñòîì ïðîîáðàçå òî÷-êè. Ïîëó÷èì ïîäìíîæåñòâî èñõîäíîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå íàõîäèòñÿ âáèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñ îáðàçîì èñõîäíîãî ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿñ÷åòíûì â ñèëó 15.A.15.D Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì (èëè äàæå ÿâíóþ �îðìóëó!) äëÿ ïåðå-÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà N2.15.E Âîñïîëüçóéòåñü 15.D.15.G Âûâåäèòå ýòî óòâåðæäåíèå èç 6.44.15.H �àññìîòðèòå ìíîæåñòâî, ïåðåñå÷åíèå êîòîðîãî ñ êàæäûì èçìíîæåñòâ ñ÷åòíîé áàçû ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.15.I Êàê èçâåñòíî, ïåðåñå÷åíèå áàçîâûõ ìíîæåñòâ ñ íåêîòîðûì ïîä-ìíîæåñòâîì îáðàçóåò áàçó èíäóöèðîâàííîé íà ýòîì ïîäìíîæåñòâå òîïî-ëîãèè.15.J Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A = {xn}∞n=1 âñþäó ïëîòíî, òîíàáîð {Br(x) | x ∈ A, r ∈ Q, r > 0} ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîé áàçîé ïðîñòðàíñòâà
X. (Èñïîëüçóéòå òåîðåìû 4.I è 3.A, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòî áàçà, è 15.E,÷òî îíà ñ÷åòíà.)15.L Â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñåïåðàáåëüíîñòü ðàâíîñèëüíàâòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííîé (ñì. 15.K è15.I.).15.M Â ñèëó 15.L è 15.J, äîñòàòî÷íî óêàçàòü âñþäó ïëîòíîå â Rnïîäìíîæåñòâî, êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ Qn = {x ∈ Rn | xi ∈ Q, i = 1, . . . , n}.Åãî ïëîòíîñòü ïðîùå âñåãî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ìåòðèêó ρ(∞). Ìíîæå-ñòâî Qn ñ÷åòíî â ñèëó 15.F è 15.E15.N Ïîñêîëüêó íåïðåðûâíûé îáðàç âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâàïëîòåí â îáðàçå äàííîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ.15.O Íàáîð ïîäìíîæåñòâ äàííîé ñ÷åòíîé áàçû, ñîñòîÿùèé èç âñåõòåõ åå ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ õîòÿ áû â îäíîì ýëåìåíòå äàííîãîïîêðûòèÿ, îáðàçóåò ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà. Ñîïîñòàâèâ êàæäîìó ýëå-ìåíòó ïîëó÷åííîãî íàáîðà îäèí èç ñîäåðæàùèõ åãî ýëåìåíòîâ èñõîäíîãîïîêðûòèÿ, ìû ïîëó÷èì èñêîìîå ñ÷åòíîå ïîäïîêðûòèå.15.P Ñëåäñòâèå ïðèçíàêà áàçû äàííîé òîïîëîãèè (ñì. 3.A).15.Q Ñì. 15.1215.R Ñì. 15.P.15.S �àññìîòðèòå íåñ÷åòíîå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî.15.T Åñëè xn ∈ A è xn → a, òî a � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà
A.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 13515.U Ïóñòü a ∈ ClA. Ïóñòü íàáîð {Un}n∈N ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåéáàçîé îêðåñòíîñòåé â òî÷êå a (ñì. 15.16). Äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò
xn ∈ Un ∩A, è ìû ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî xn → a.15.V Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî,
b ∈ X è an → b. Ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî f(an) → f(b). �àññìîòðèìîêðåñòíîñòü V ⊂ Y òî÷êè f(b). Òàê êàê îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî,òî ìíîæåñòâî f−1(V ) ⊂ X ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè b. Ïîñêîëüêó
an → b, òî an ∈ f−1(V ) for n > N . Ñëåäîâàòåëüíî, f(an) ∈ V ïðè âñåõ
n > N , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.15.W Ïóñòü f : X → Y � ñåêâåíöèàëüíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,
A � ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, xn ∈ f−1(A) è xn → a. Òàê êàêîòîáðàæåíèå ñåêâåíöèàëüíî íåïðåðûâíî, òî f(xn) → f(a), à ïîñêîëüêóìíîæåñòâî A ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòî, òî f(a) ∈ A, çíà÷èò, a ∈ f−1(A),òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî f−1(A) ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòî.15.X Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà
F ⊂ Y çàìêíóò è åãî ïðîîáðàç f−1(F ) ⊂ X, ò. å., ÷òî Cl(f−1(F )) ⊂
f−1(F ). Ïóñòü a ∈ Cl(f−1(F )). Òàê X óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìåñ÷åòíîñòè, òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ f−1(F ), òàêàÿ ÷òî xn →
a, çíà÷èò, f(xn) → f(a) â ñèëó ñåêâåíöèàëüíîé íåïðåðûâíîñòè f . Òàê êàê
F çàìêíóòî, òî f(a) ∈ F , ïîýòîìó a ∈ f−1(F ).15.Ax Çàìåòüòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòîÿ-ùèõ èç íóëåé è åäèíèö, íåñ÷åòíî! Ïîýòîìó ïåðâîå ïîáóæäåíèå � ðàññìîò-ðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùèå èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïðèâîäèòê íåñ÷åòíîìó ìíîæåñòâó. Èñêîìîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç òàêèõ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòåé x̄ = {xi}, xi ∈ Q, äëÿ êîòîðûõ ∃N , òàêîå ÷òî xi = 0 ∀ i > N(èñïîëüçóéòå òî, ÷òî åñëè ðÿä∑x2

i ñõîäèòñÿ, òî äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàé-äåòñÿ òàêîå k, ÷òî ∑∞
i=k x

2
i < ε).16.A Êîìïàêòíîñòü ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò ïðîñòî èç òîãî, ÷òîâ êàæäîì èç íèõ èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ îòêðûòûõìíîæåñòâ.16.B Òîëüêî êîíå÷íûå.16.C �àññìîòðèòå ïîêðûòèå R èíòåðâàëàìè (−n;n), n ∈ N.16.D Ýòî â òî÷íîñòè îòðèöàíèå êîìïàêòíîñòè.16.E Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Ëèíäåëå�à 15.O.16.F Ñëåäñòâèå âòîðîé èç �îðìóë äå Ìîðãàíà. Äåéñòâèòåëüíî,

∩Ai = ∅, ñîãäà X r ∩Ai = X, ñîãäà ∪(X rAi) = X.16.G �àññìîòðèì äîïîëíåíèÿ Uα = X r Fα ìíîæåñòâ ýòîéöåíòðèðîâàííîé ñîâîêóïíîñòè. Åñëè ∩Fα = ∅, òî ∪Uα = X, òàêèì îá-ðàçîì, ìíîæåñòâà {Uα} îáðàçóþò ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X. Åñëè X



136 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâàêîìïàêòíî, òî èç ýòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðû-òèå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîãî ïîêðûòèÿèìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ ñîâîêóïíîñòüçàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ öåíòðèðîâàííîé. Äîêàæèòå ýòîñàìîñòîÿòåëüíî.16.H Ïóñòü Γ = {Uα} � ïîêðûòèå A ìíîæåñòâàìè, îòêðû-òûìè â ïðîñòðàíñòâå X. Òàê êàê A � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, èç åãîïîêðûòèÿ ìíîæåñòâàìè A ∩ Uα ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
{A ∩ Uαi}ni=1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà {Uαi} îáðàçóþò êîíå÷íîåïîäïîêðûòèå èñõîäíîãî ïîêðûòèÿ Γ. Äîêàæèòå îáðàòíîå óòâåð-æäåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî.16.I Êîíå÷íî, êîìïàêòíîñòü íå íàñëåäñòâåííà.16.J Ïóñòü {Uα} � îòêðûòîå ïîêðûòèå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà , òî-ãäà {XrF,Uα} � îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X, èç êîòîðîãî ìîæ-íî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {X r F,Ui}ni=1. ßñíî, ÷òî {Ui}ni=1 �ïîêðûòèå ìíîæåñòâà F .16.K Ñëåäñòâèå 16.L.16.L Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîð�îâî, òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè
x ∈ A íàéäóòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè Ux òî÷êè x è V (x)

b òî÷êè
b. Íàáîð {Ux | x ∈ A} ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà A. Â ñèëó åãîêîìïàêòíîñòè, èç ýòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
{Uxi}ni=1 Ïîëîæèì U = ∪n1Uxi è V = ∩n1V

(xi)
b . Ìíîæåñòâà U è V ÿâëÿþòñÿèñêîìûìè îêðåñòíîñòÿìè êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà A è òî÷êè b.16.M Ñëåäñòâèå 16.K â ñèëó 16.J.16.N Ïîñêîëüêó êîìïàêòíîå õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíî,òî äëÿ çàìêíóòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ íàéäóòñÿ òàêèå íàáîðûîòêðûòûõ îêðåñòíîñòåé {U (x)}, ãäå U (x) ⊃ A, è {Vx | x ∈ B}, ÷òî U (x) ∩

Vx = ∅. Äàëåå ðàññóæäàéòå, êàê â 16.L.16.O Åñëè I íåêîìïàêòåí, òî ñóùåñòâóåò òàêîå åãî ïîêðûòèå Γ0,íèêàêàÿ êîíå÷íàÿ ÷àñòü êîòîðîãî íå ïîêðûâàåò îòðåçîê. �àçäåëèì I ïî-ïîëàì è îáîçíà÷èì ÷åðåç I1 òó ïîëîâèíó, êîòîðàÿ òàêæå íå ïîêðûâàåòñÿíèêàêîé êîíå÷íîé ÷àñòüþ ïîêðûòèÿ Γ0. Òåïåðü ðàçäåëèì ïîïîëàì I1, èòàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåç-êîâ In, ïðè÷åì äëèíà n-ãî èç íèõ ðàâíà 2−n. Â ñèëó àêñèîìû ïîëíîòûèìååì ∩In = {x0}. �àññìîòðèì ýëåìåíò U0 ∈ Γ0, ÿâëÿþùèéñÿ îêðåñò-íîñòüþ òî÷êè x0. ßñíî, ÷òî In ⊂ U0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, ÷òîïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ îòðåçîê In íå ïîêðûâàåòñÿ íèêà-êîé êîíå÷íîé ÷àñòüþ äàííîãî ïîêðûòèÿ.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 13716.P �àçáåéòå êóá íà 2n �ïîëîâèííûõ� êóáîâ è ïîâòîðèòå ðàññóæ-äåíèå, ïðîâåäåííîå â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé çàäà÷è.16.Q �àññìîòðèòå ïîêðûòèå {Bn(x0)}∞n=1.16.R Ïóñòü X = [0; 1)∪ (2; 3]. Ìíîæåñòâî [0; 1) çàìêíóòî â X, íî íåÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Èëè åùå ïðîùå � ñìîòðèòå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.16.S Â ñèëó 16.Q, êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Rn îãðàíè÷åíî, âñèëó 16.K, îíî çàìêíóòî. Åñëè ïîäìíîæåñòâî F ⊂ Rn îãðàíè÷åíî,òî îíî ëåæèò â íåêîòîðîì êóáå, êîòîðûé êîìïàêòåí (16.P). Ïîñêîëüêóìíîæåñòâî F çàìêíóòî, òî îíî è êîìïàêòíî, â ñèëó 16.J.16.T Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 16.H. Ïóñòü {Uα} � ïîêðûòèå f(X)îòêðûòûìè â Y ìíîæåñòâàìè, òîãäà {f−1(Uα)} � ïîêðûòèå X îòêðû-òûìè â íåì ìíîæåñòâàìè. Òàê êàê X êîìïàêòíî, òî èç ýòîãî ïîêðûòèÿìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {f−1(Ui)}ni=1. Íàáîð {Ui}ni=1 �êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ìíîæåñòâà f(X).16.U Â ñèëó 16.T è 16.S, ìíîæåñòâî f(X) ⊂ R êîìïàêòíî, çíà-÷èò îãðàíè÷åíî, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò m = inf f(X) è M = sup f(X).Ïîñêîëüêó f(X) òàêæå è çàìêíóòî, òî m,M ∈ f(X), îòêóäà è ñëåäóåòñóùåñòâîâàíèå òàêèõ òî÷åê a, b ∈ X, ÷òî f(a) ≤ f(x) ≤ f(b) ïðè âñåõ
x ∈ X.16.V Ñëåäóåò èç 16.23: ðàññìîòðèòå ïîêðûòèå {f−1(U) | U ∈ Γ}ïðîñòðàíñòâà X.16.W Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç 16.J, 16.K è 16.T.16.X Ñîïîñòàâüòå 16.W è 16.24.16.Y Ñì. 16.X.17.A.1 Î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ñó-ùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òî÷êîé íàêîïëåíèÿ ìíî-æåñòâà A. Òîãäà ó íåå ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ux, òàêàÿ ÷òî ìíîæåñòâî
Ux ∩ A êîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Wx òî÷êè
x, äëÿ êîòîðîé (Wx r x) ∩A = ∅ � ïðîòèâîðå÷èå.17.A.2 Îò ïðîòèâíîãî: ðàññìîòðèòå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà òàêèìèîêðåñòíîñòÿìè åãî òî÷åê, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ñ äàííûì áåñêîíå÷íûììíîæåñòâîì êîíå÷íî.17.A.3 Ïóñòü A � ìíîæåñòâî òî÷åê äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî áåñêîíå÷íî. Ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ óíåãî èìååòñÿ òî÷êà íàêîïëåíèÿ x0. Ïóñòü {Un} � ñ÷åòíàÿ áàçà îêðåñòíî-ñòåé òî÷êè x0 è xn1 ∈ U1 ∩A. Òàê êàê ìíîæåñòâî U2 ∩A áåñêîíå÷íî, òîíàéäåòñÿ n2 > n1, xn2 ∈ U2 ∩ A. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ïîäîáíûìîáðàçîì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk} èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõî-äèòñÿ ê x0. Åñëè ìíîæåñòâî A êîíå÷íî, òî âñå çíà÷èòåëüíî ïðîùå.



138 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà17.B.1 �àññìîòðèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, xn ∈ Fn, è ïîêàæèòå,÷òî åñëè xnk → x0, òî xn ∈ Fn ïðè âñåõ n ∈ N.17.B.2 Åñëè {Fk} � öåíòðèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõìíîæåñòâ, òî Hn =
⋂n

1 Fk � âëîæåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõìíîæåñòâ.17.B.3 Ïî òåîðåìå Ëèíäåë¼�à 15.O äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ñ÷åò-íûå ïîêðûòèÿ {Un}. Åñëè íèêàêîé êîíå÷íûé íàáîð ìíîæåñòâ èç ýòîãîïîêðûòèÿ ñàì ïîêðûòèåì íå ÿâëÿåòñÿ, òî ìíîæåñòâà Fn = X rUn îáðà-çóþò öåíòðèðîâàííóþ ñèñòåìó çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.17.C Ñëåäóåò èç 17.B è 17.A.17.D Ïåðå�îðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ε-ñåòè: A åñòü ε-ñåòü, åñëè
{Bε(x)}x∈A � ïîêðûòèå X. Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.17.E �àññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Åñëè {xi}k−1

i=1 íå åñòü ε-ñåòü, òîíàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà xk, ÷òî ρ(xi, xk) ≥ ε, i = 1, . . . , k − 1. Â ðåçóëüòà-òå ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ÷ëåíàìè êîòîðîé íå ìåíüøå ε, ïîýòîìó ó íåå íåò ñõîäÿùèõñÿ ïîäïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé.17.F Î÷åâèäíî: âñÿêèé îòêðûòé øàð ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-ñòâà � îòêðûòîå â íåì ìíîæåñòâî. Èñïîëüçóéòå îïðåäåëåíèå òî-ïîëîãèè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.17.G Ñ÷åòíûì âñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèååãî êîíå÷íûõ 1
n -ñåòåé (ñì. 17.E).17.H Ïîñêîëüêó îíî ñåïàðàáåëüíî.17.I Åñëè X êîìïàêòíî, òî îíî ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî â ñèëó17.A. Åñëè X ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî, òî îíî ñåïàðàáåëüíî, çíà÷èò,îáëàäàåò ñ÷åòíîé áàçîé. Ïîýòîìó èç 17.C ñëåäóåò, ÷òî îíî êîìïàêòíî.17.J Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ â ñåáå, à åå ïîäïîñëå-äîâàòåëüíîñòü xnk èìååò ñâîèì ïðåäåëîì òî÷êó a. Íàéäåì òàêîå ÷èñëîm,÷òî ρ(xl, xk) < ε
2 ïðè k, l ≥ m, è òàêîå i, ÷òî ni > m è ρ(xni , a) < ε

2 . Òîãäàïðè âñåõ l ≥ m âåðíî íåðàâåíñòâî ρ(xl, a) ≤ ρ(xl, xni) + ρ(xni , a) < ε.17.K Î÷åâèäíî. Ïóñòü {xn} � �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü n1 òàêîâî, ÷òî ρ(xn, xm) < 1
2 ïðè âñåõ n,m ≥ n1.Çíà÷èò, xn ∈ B1/2(xn1) äëÿ âñåõ n ≥ n1. Âûáåðåì äàëåå n2 > n1 òàê,÷òîáû ρ(xn, xm) < 1

4 ïðè âñåõ n,m ≥ n2, òîãäà B1/4(xn2) ⊂ B1/2(xn1).Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå, ïîëó÷àåì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõøàðîâ, äëÿ åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êè x0 êîòîðûõ âåðíî, ÷òî xn → x0.17.L Ïóñòü {xn} � �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê êîì-ïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîñêîëüêó îíî è ñåêâåíöèàëüíî



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 139êîìïàêòíî, òî íåêîòîðàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåé-ñÿ, à òîãäà ñõîäèòñÿ è èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.17.M Âî âñÿêîì êîìïàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå èìå-åòñÿ êîíå÷íàÿ ε-ñåòü.Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 â ïðîñòðàíñòâå ñóùå-ñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü, è ïîêàæåì, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî áóäåò ñåêâåíöè-àëüíî êîìïàêòíûì. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}.Îáîçíà÷èì ÷åðåç An êîíå÷íóþ 1
n -ñåòü ïðîñòðàíñòâà X. Ïîñêîëüêó X =⋃

x∈A1
B1(x), òî íàéäåòñÿ òàêîé øàð, â êîòîðîì ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè; ïóñòü xn1 � ïåðâûé èç íèõ. Èç îñòàëüíûõ ëå-æàùèõ â ïåðâîì øàðå ÷ëåíîâ âûáåðåì xn2 � ïåðâûé èç ëåæàùèõ â øàðå

B1/2(x), x ∈ A2. Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå, ïîëó÷àåì ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòü {xnk}. Ïîêàæèòå, ÷òî îíà �óíäàìåíòàëüíà. Ïîñêîëüêó ïî ïðåä-ïîëîæåíèþ ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü èìååò ïðåäåë. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâîñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî, ñëåäîâàòåëüíî, îíî è êîìïàêòíî.18.Ax Êîíå÷íî, íå íàñëåäñòâåííà. Ïðèìåð: Q ⊂ R.18.Bx Ïóñòü U � îêðåñòíîñòü ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì. Åñëè Fçàìêíóòî, òî ìíîæåñòâî ClF (U ∩F ) = ClU ∩F êîìïàêòíî êàê çàìêíóòîåïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà.18.Cx Íåò, íå âåðíî. Ïóñòü X íå ëîêàëüíî êîìïàêòíî (íàïðèìåð,
X = Q). Ïîëîæèì X∗ = X ∪ {x∗}, Ω∗ = {X∗} ∪ {U | U ∈ Ω}. Ïðî-ñòðàíñòâî X∗ êîìïàêòíî, ñëåäîâàòåëüíî ëîêàëüíî êîìïàêòíî, à X � åãîîòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ òåì íå ìåíåå ëîêàëüíî êîìïàêò-íûì ïðîñòðàíñòâîì.18.Dx �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü W íåêîòîðîé òî÷-êè x ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü U0 � îêðåñòíîñòü òî÷êè x, èìåþùàÿ êîì-ïàêòíîå çàìûêàíèå. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî õàóñäîð�îâî, òî {x} =⋂
U∋x ClU , ñëåäîâàòåëüíî, {x} =

⋂
U∋x

(
ClU0 ∩ ClU

). Êàæäîå èç ìíî-æåñòâ ClU0 ∩ClU ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, çíà÷èò, â ñèëó 16.11, íàéäóòñÿòàêèå îêðåñòíîñòè U1, . . . , Un, ÷òî ClU0 ∩ ClU1 ∩ . . . ∩ ClUn ⊂W . Ïóñòü
V = U0∩U1∩ . . .∩Un. Òîãäà ClV ⊂W . Òàêèì îáðàçîì, âî âñÿêîé îêðåñò-íîñòè òî÷êè ëåæèò çàìûêàíèå íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè. Â ñèëó 14.19ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.18.Ex Ïóñòü ìíîæåñòâî V îòêðûòî â õàóñäîð�îâîì ëîêàëüíî êîì-ïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X è x ∈ V . Ïóñòü U � îêðåñòíîñòü òî÷êè x, òà-êàÿ ÷òî ClU � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Â ñèëó 18.Dx è 14.19 ó òî÷êè
x èìååòñÿ îêðåñòíîñòü W , òàêàÿ ÷òî ClW ⊂ U ∩ V . Òàêèì îáðàçîì,
ClV W = ClW � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, çíà÷èò V � ëîêàëüíî êîìïàêò-íîå ïðîñòðàíñòâî.



140 III. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà18.Fx Î÷åâèäíî. Èñïîëüçóéòå èäåþ èç 18.Ex.18.Gx Òàê êàê ∅ è îòêðûòî, è êîìïàêòíî â X, òî ∅,X∗ ∈ Ω∗.Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ èç
Ω∗ ïðèíàäëåæàò Ω∗. Ýòî î÷åâèäíî äëÿ ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ Ω.Ïóñòü X∗ r Kλ ∈ Ω∗, ãäå Kλ ⊂ X � êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà, λ ∈ Λ.Òîãäà ⋃(X∗rKλ) = X∗r

⋂
Kλ ∈ Ω∗, ïîñêîëüêó X õàóñäîð�îâî, òàê ÷òîìíîæåñòâî ⋂Kλ êîìïàêòíî. Àíàëîíè÷íûì îáðàçîì, åñëè Λ êîíå÷íî, òî⋂

(X∗ r Kλ) = X∗ r
⋃
Kλ ∈ Ω∗. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé,êîãäà îáúåäèíÿþòñÿ (ïåðåñåêàþòñÿ) ìíîæåñòâà èç Ω∗ è ìíîæåñòâà èç Ω.Ìû îñòàâëÿåì ðàçáîð ýòîãî ñëó÷àÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.18.Hx �àññìîòðèì òîò ýëåìåíò U = X∗ r K0 ïîêðûòèÿ, êîòîðûéñîäåðæèò äîáàâëåííóþ òî÷êó. Îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû ïîêðûòèÿ îáðàçóþòîòêðûòîå ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K0.18.Ix Äðóãèìè ñëîâàìè, òîïîëîãèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ èç X∗ íà X,ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà X. Òàê îíî è åñòü, ïî-ñêîëüêó â õàóñäîð�îâîì ïðîñòðàíñòâå X êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿ-þòñÿ çàìêíóòûìè.18.Jx Åñëè x, y ∈ X, òî âñå î÷åâèäíî. Åñëè, ê ïðèìåðó, y = x∗,òî ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü Ux òî÷êè x, çàìûêàíèå êîòîðîé êîìïàêòíî.Òîãäà Ux è X r ClUx � îêðåñòíîñòè, ðàçäåëÿþùèå òî÷êè x è x∗.18.Kx Ïóñòü x∗ = X∗ rX è y = Y rX. Ïîëîæèì

f : Y → X∗ : x 7→
{
x ïðè x ∈ X,
x∗ ïðè x = y.Åñëè U ⊂ X∗ è U = X∗ r K, ãäå K � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â X, òîìíîæåñòâî f−1(U) = Y \K � îòêðûòî â Y , òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå

f íåïðåðûâíî. Îñòàëîñü ïðèìåíèòü 16.X.18.Lx Óáåäèòåñü, ÷òî åñëè îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ S2 ñîäåðæèò�ñåâåðíûé ïîëþñ�, òî äîïîëíåíèå îáðàçà ýòîãî ìíîæåñòâà ïðè ñòåðåîãðà-�è÷åñêîé ïðîåêöèè êîìïàêòíî â R2.18.Mx Ïîñêîëüêó X∗ õàóñäîð�îâî è êîìïàêòíî (ñì. 18.Hx è 18.Jx),òî îíî ðåãóëÿðíî â ñèëó 16.M. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-ñòâîì X∗, à ðåãóëÿðíîñòü íàñëåäñòâåííà. Ïîïðîáóéòå òàêæå äîêàçàòüóòâåðæäåíèå çàäà÷è áåç ïåðåõîäà ê îäíîòî÷å÷íîé êîìïàêòè�èêàöèè.18.Nx Åñëè f∗ íåïðåðûâíî, òî òàêîâî æå è f (â ñèëó 18.Ix).Ïóñòü K ⊂ Y � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Ïîëîæèì U = Y rK. Òàê êàê f∗íåïðåðûâíî, òî ìíîæåñòâî (f∗)−1(U) = X∗ r f−1(K) îòêðûòî â X∗, òàê÷òî ìíîæåñòâî f−1(K) êîìïàêòíî â X. Ñëåäîâàòåëüíî, f � ñîáñòâåííîåîòîáðàæåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 14118.Ox Ïóñòü f∗ : X∗ → y∗ � ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ f : X → Y .Äîêàæèòå, ÷òî åñëè F çàìêíóòî â X, òî F ∪{∗} çàìêíóòî, ñëåäîâàòåëüíîêîìïàêòíî â X∗. Äàëåå èñïîëüçóéòå óòâåðæäåíèÿ 18.Nx, 16.W è 18.Ix.18.Px Ñîáñòâåííàÿ èíúåêöèÿ õàóñäîð�îâà ïðîñòðàíñòâà â ëîêàëüíîêîìïàêòíîå õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì âëîæå-íèåì. Ñîáñòâåííàÿ áèåêöèÿ õàóñäîð�îâà ïðîñòðàíñòâà â ëîêàëüíî êîì-ïàêòíîå õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.18.Qx Ïóñòü Γ � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå. �àññìîòðèì òàêæåïîêðûòèå ∆ ïðîñòðàíñòâà X îêðåñòíîñòÿìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïåðåñå-êàåòñÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ Γ. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè
X, èç ∆ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ∆′. Ïîñêîëüêó êàæäàÿèç îêðåñòíîñòåé, âõîäÿùèõ â ∆′, ïåðåñåêàåòñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîììíîæåñòâ èç ïîêðûòèÿ Γ, òî èõ âñåãî â Γ èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî.18.Rx Ïîêðûòèå Rn øàðàìè Bn(0), n ∈ N.18.Sx Èñïîëüçóéòå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå Rn ðàâíûìè îò-êðûòûìè êóáàìè.18.Tx Ñð. 18.17x.18.Ux Î÷åâèäíî.18.Vx Ýòî â òî÷íîñòè óòâåðæäåíèå 18.Sx.18.Wx Ïóñòü Γ � îòêðûòîå ïîêðûòèå X. Òàê êàê êàæäîå èç ìíî-æåñòâ Ki = Xir IntXi−1 êîìïàêòíî, òî Γ ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäïîêðû-òèå Γi ìíîæåñòâà Ki. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà Wi = IntXi+1 r Xi−2 ⊃ Kiîáðàçóþò ëîêàëüíî êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå X. �àññìîòðåâ (äëÿêàæäîãî i) ïåðåñå÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ Γi ñ Wi, ìû ïîëó÷èì ëî-êàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå, âïèñàííîå â Γ.18.Xx Èñïîëüçóÿ 18.6x, ïîñòðîéòå ñåìåéñòâî Ui îòêðûòûõ ìíî-æåñòâ, òàêèõ ÷òî äëÿ êàæäîãî i çàìûêàíèå Xi = ClUi êîìïàêòíî èñîäåðæèòñÿ â Ui+1 ⊂ IntXi+1. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíè-åì 18.Wx.18.Yx �àññìîòðèì ïîêðûòèå Γ = {Uα}. Â ñèëó 18.18x, ñóùåñòâóåòîòêðûòîå ïîêðûòèå ∆ = {Vα}, òàêîå ÷òî ClVα ⊂ Uα äëÿ êàæäîãî α.Ïóñòü ϕα : X → I � �óíêöèÿ Óðûñîíà, òàêàÿ ÷òî suppϕα = X r Uαè ϕ−1

α (1) = ClVα (ñì. 14.Ax). Ïîëîæèì ϕ(x) =
∑

α ϕα(x). Òîãäà íàáîð�óíêöèé {ϕα(x)/ϕ(x)} ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðàçáèåíèåì åäèíèöû.





�ëàâà IV
Òîïîëîãè÷åñêèåêîíñòðóêöèè
19. Ïåðåìíîæåíèå19′1. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îòñòóïëåíèå:ïåðåìíîæåíèå ìíîæåñòâÏðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì (äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì èëè ïðîñòî ïðî-èçâåäåíèåì) ìíîæåñòâ X è Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X × Y âñåõ óïî-ðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y) ñ x ∈ X è y ∈ Y . Åñëè A ⊂ X è B ⊂ Y , òî
A× B ⊂ X × Y . Ìíîæåñòâà X × b ñ b ∈ Y è a× Y ñ a ∈ X íàçûâàþòñÿñëîÿìè ïðîèçâåäåíèÿ X × Y .19.A. Äëÿ ëþáûõ A1, A2 ⊂ X è B1, B2 ⊂ Y èìåþò ìåñòî �îðìóëû
(A1 ∪A2) × (B1 ∪B2) = (A1 ×B1) ∪ (A1 ×B2) ∪ (A2 ×B1) ∪ (A2 ×B2),

(A1 ×B1) ∩ (A2 ×B2) = (A1 ∩A2) × (B1 ∩B2),

(A1 ×B1) r (A2 ×B2) =
(
(A1 rA2) ×B1

)
∩
(
A1 × (B1 rB2)

)
.

A1 A2

B1

B2

A1 A2

B1

B2

A1 A2

B1

B2
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144 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèèÅñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ
prX : X × Y → X : (x, y) 7→ x è prY : X × Y → X : (x, y) 7→ yíàçûâàþòñÿ ïðîåêöèÿìè.19.B. Äîêàæèòå, ÷òî pr−1

X (A) = A× Y äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X.19.1. Íàïèøèòå àíàëîãè÷íóþ �îðìóëó äëÿ B ⊂ Y .19′2. �ðà�èêèÊàæäîìó îòîáðàæåíèþ f : X → Y ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïîäìíîæåñòâî
Γf = {(x, f(x)) | x ∈ X} ⊂ X × Y , íàçûâàåìîå ãðà�èêîì îòîáðàæåíèÿ f .19.C. Ìíîæåñòâî Γ ⊂ X × Y ÿâëÿåòñÿ ãðà�èêîì íåêîòîðîãî îòîáðàæå-íèÿ f : X → Y , ñîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X ïåðåñå÷åíèå Γ ñ x × Y ñîñòîèòðîâíî èç îäíîé òî÷êè.19.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è ëþáûõ ìíîæåñòâ

A ⊂ X è B ⊂ Y èìåþò ìåñòî �îðìóëû
f(A) = prY

`
Γf ∩ (A× Y )

´
= prY

`
Γf ∩ pr−1

X (A)
´ è

f−1(B) = prX
`
Γf ∩ (X ×B)

´
.Ìíîæåñòâî ∆ = {(x, x) | x ∈ X} íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüþ ïðîèçâåäåíèÿ

X ×X.19.3. Ïóñòü A,B ⊂ X. Äîêàæèòå, ÷òî (A×B) ∩ ∆ = ∅, ñîãäà A ∩B = ∅.19.4. Äîêàæèòå. ÷òî îòîáðàæåíèå prX
˛̨
Γf

áèåêòèâíî.19.5. Äîêàæèòå. ÷òî îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî, ñîãäà îòîáðàæåíèå prY |Γfèíúåêòèâíî.19.6. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå T : X×Y → Y ×X : (x, y) 7→ (y, x). Äîêàæèòå,÷òî Γf−1 = T (Γf ) äëÿ ëþáîãî îáðàòèìîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y .19′3. Ïåðåìíîæåíèå òîïîëîãèéÏóñòü X è Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ìíîæåñòâî âèäà U ×
V ⊂ X×Y , ãäå U îòêðûòî â X è V îòêðûòî â Y , íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì.19.D. Ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ áàçîé íåêî-òîðîé òîïîëîãèè â X × Y .Ïðîèçâåäåíèåì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y íàçûâàåòñÿ ìíî-æåñòâî X×Y ñ òîïîëîãèåé, áàçîé êîòîðîé ñëóæèò ñîâîêóïíîñòü ýëåìåí-òàðíûõ ìíîæåñòâ.



19. Ïåðåìíîæåíèå 14519.7. Äëÿ ëþáûõ ïîäïðîñòðàíñòâ A è B ïðîñòðàíñòâX è Y òîïîëîãèÿ ïðîèç-âåäåíèÿ A×B ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé åñòåñòâåííûì âêëþ-÷åíèåì in : A×B → X × Y .19.E. Ïðîèçâåäåíèå X × Y êàíîíè÷åñêè ãîìåîìîð�íî Y ×X.Ñëîâà �êàíîíè÷åñêè ãîìåîìîð�íî� îçíà÷àþò, ÷òî íå òîëüêî ñóùå-ñòâóåò êàêîé ïîïàëî ãîìåîìî�èçì, íî èìååòñÿ íåêîòîðûé çàìå÷àòåëü-íûé (î÷åâèäíûé?) ãîìåîìîð�èçì, êîòîðûé èìååò äîïîëíèòåëüíûå ïðè-ÿòíûå ñâîéñòâà.19.F. Ïðîèçâåäåíèå (X×Y )×Z êàíîíè÷åñêè ãîìåîìîð�íî X×(Y ×Z).19.8. Åñëè ìíîæåñòâî A çàìêíóòî â X, à B � â Y , òî A×B çàìêíóòî â X×Y .19.9. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûõ A ⊂ X è B ⊂ Y èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Cl(A ×
B) = ClA× ClB.19.10. Âåðíî ëè, ÷òî Int(A×B) = IntA× IntB?19.11. Âåðíî ëè, ÷òî Fr(A×B) = FrA× FrB?19.12. Âåðíî ëè, ÷òî Fr(A×B) = (FrA×B) ∪ (A× FrB)?19.13. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè A è B çàìêíóòû, òî Fr(A×B) = (FrA×B)∪ (A×
FrB)?19.14. Íàéäèòå �îðìóëó, âûðàæàþùóþ Fr(A × B) â òåðìèíàõ A, B, FrA è
FrB.19′4. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîåêöèé è ñëîåâ19.G. Äëÿ ëþáûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y åñòåñòâåííûåïðîåêöèè prX : X×Y → X è prY : X×Y → Y ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìèîòîáðàæåíèÿìè.19.H. Òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ � ñàìàÿ ãðóáàÿ ñðåäè òîïîëîãèé â X×Y ,îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ îòîáðàæåíèÿ prX è prY íåïðåðûâíû.19.I. Ñëîè ïðîèçâåäåíèÿ êàíîíè÷åñêè ãîìåîìîð�íû ñîîòâåòñòâóþùèìñîìíîæèòåëÿì. Êàíîíè÷åñêèìè ãîìåîìîð�èçìàìè ñëóæàò ñóæåíèÿïðîåêöèé.19.J. Äîêàæèòå, ÷òî R1 × R1 = R2, (R1)n = Rn, (I)n = In. (Íàïîìè-íàåì, ÷òî In � ýòî n-ìåðíûé êóá).19.15. Ïóñòü ΣX è ΣY � áàçû ïðîñòðàíñòâ X è Y . Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà
U × V ñ U ∈ ΣX è V ∈ ΣY ñîñòàâëÿþò áàçó ïðîñòðàíñòâà X × Y .19.16. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî, ñîãäà prX |Γf

�ãîìåîìîð�èçì.19.17. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè W îòêðûòî â X × Y , òî ìíîæåñòâî prX(W ) îò-êðûòî â X.



146 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèèÎòîáðàæåíèå X → Y íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì (çàìêíóòûì), åñëè îáðàç ëþ-áîãî îòêðûòîãî (çàìêíóòîãî) ìíîæåñòâà îòêðûò (ñîîòâåòñòâåííî, çàìêíóò).Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî 19.17, ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì.19.18. ßâëÿåòñÿ ëè prX çàìêíóòûì îòîáðàæåíèåì?19.19. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà X è êîìïàêòíîãî ïðîñòðàí-ñòâà Y îòîáðàæåíèå prX ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.19′5. Ïåðåìíîæåíèå îòîáðàæåíèé�àññìîòðèì ìíîæåñòâà X,Y è Z. Îòîáðàæåíèå f : Z → X × Y ,îïðåäåëÿåò êîìïîçèöèè f1 = prX ◦f : Z → X è f2 = prY ◦f : Z →
Y , íàçûâàåìûå êîîðäèíàòíûìè) îòîáðàæåíèÿìè äëÿ f . ßñíî, ÷òî ñàìîîòîáðàæåíèå f âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî f1 è f2.19.K. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ îòîáðàæåíèé f1 : Z → X è f2 : Z → Yñóùåñòâóåò îäíî è òîëüêî îäíî îòîáðàæåíèå f : Z → X×Y ñ prX ◦f = f1è prY ◦f = f2.19.20. Äîêàæèòå, ÷òî f−1(A × B) = f−1

1 (A) ∩ f−1
2 (B) äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ

A ⊂ X è B ⊂ Y .19.L. Ïóñòü X, Y è Z � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå, ÷òîîòîáðàæåíèå f : Z → X × Y íåïðåðûâíî, ñîãäà íåïðåðûâíû f1 è f2.Äëÿ ëþáûõ îòîáðàæåíèé g1 : X1 → Y1 è g2 : X2 → Y2, ìîæíî îïðå-äåëèòü îòîáðàæåíèå
g1 × g2 : X1 ×X2 → Y1 × Y2 : (x1, x2) 7→ (g1(x1), g2(x2)),êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé g1 è g2.19.21. Äîêàæèòå, ÷òî (g1×g2)(A1×A2) = g1(A1)×g2(A2) äëÿ ëþáûõ A1 ⊂ X1è A2 ⊂ X2.19.22. Äîêàæèòå, ÷òî (g1 × g2)

−1(B1 × B2) = g−1
1 (B1) × g−1

2 (B2) äëÿ ëþáûõ
B1 ⊂ Y1 è B2 ⊂ Y2.19.M. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íåïðå-ðûâíî.19.23. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå îòêðûòûõ îòîáðàæåíèé îòêðûòî.19.24. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ìåòðèêà ρ : X × X → R åñòü íåïðåðûâíàÿ�óíêöèÿ (îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè, îïðåäåëÿåìîé ýòîé ìåòðèêîé).19.25. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : X → Y . Äîêàæèòå, ÷òî åãî ãðà�èê Γfñîâïàäàåò ñ ïðîîáðàçîì äèàãîíàëè ∆Y = {(y, y) | y ∈ Y } ⊂ Y × Y ïðè îòîáðà-æåíèè f × idY : X × Y → Y × Y .



19. Ïåðåìíîæåíèå 14719′6. Ñâîéñòâà äèàãîíàëè è äðóãèõ ãðà�èêîâ19.26. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîð�îâî, ñîãäà äèàãîíàëü ∆ ÿâ-ëÿåòñÿ çàìêíóòûì â X ×X ìíîæåñòâîì.
x

y

f(x)19.27. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Y õàóñäîð�îâî è îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðå-ðûâíî. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Γf çàìêíóòî.19.28. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Y êîìïàêòíî è ìíîæåñòâî Γf çàìêíóòî. Äîêàæè-òå, ÷òî îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî.19.29. Ñóùåñòâåííî ëè óñëîâèå êîìïàêòíîñòè â çàäà÷å 19.28?19.30. Ïóñòü f : R → R � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî å¼ ãðà�èê:(1) çàìêíóò â R2;(2) ñâÿçåí;(3) ëèíåéíî ñâÿçåí;(4) ëîêàëüíî ñâÿçåí;(5) ëîêàëüíî êîìïàêòåí.19.31. �àññìîòðèì ñëåäóþùèå �óíêöèè1) R → R : x 7→
(

0 ïðè x = 0,
1
x
, ïðè x 6= 0. ; 2) R → R : x 7→

(
0 ïðè x = 0,
sin 1

x
, ïðè x 6= 0. Êàêèìèèç ïåðå÷èñëåííûõ â 19.30 ñâîéñòâ îáëàäàþò èõ ãðà�èêè?19.32. Ñëåäóåò ëè èç êàêîãî-ëèáî îäíîãî èç ñâîéñòâ, óïîìÿíóòûõ â 19.30,íåïðåðûâíîñòü èñõîäíîé �óíêöèè?19.33. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðà�èê Γf � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñëåäóþ-ùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:(1) f íåïðåðûâíà;(2) f ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà;(3) ãðà�èê Γf ñâÿçåí;(4) ãðà�èê Γf ëèíåéíî ñâÿçåí.19.34. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Γf � ñâÿçíîå è ëîêàëüíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, òî�óíêöèÿ f íåïðåðûâíà.19.35. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãðà�èê Γf ñâÿçåí è ëîêàëüíî êîìïàêòåí, òî �óíê-öèÿ f íåïðåðûâíà.19.36. Âåðíî ëè êàêîå-íèáóäü èç óòâåðæäåíèé çàäà÷ 19.33 � 19.35 äëÿ îòîá-ðàæåíèé f : R2 → R?19′7. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèé19.N. Ïðîèçâåäåíèå õàóñäîð�îâûõ ïðîñòðàíñòâ õàóñäîð�îâî.



148 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè19.37. Ïðîèçâåäåíèå ðåãóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ ðåãóëÿðíî.19.38. Ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íî-ðîìàëüíûì.19.38.1. Ïóñòü R � ïðÿìàÿ ñ òîïîëîãèåé, áàçîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿìíîæåñòâî ïðîìåæóòêîâ âèäà [a; b). Äîêàæèòå, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ íîð-ìàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.19.38.2. Ìíîæåñòâî ∇ = {(x,−x) ∈ R ×R} çàìêíóòî, à èíäóöèðî-âàííàÿ íà í¼ì òîïîëîãèÿ äèñêðåòíà.19.38.3. Óêàæèòå äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà â ∇, êîòî-ðûå íå èìåþò â R×R íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé.19.O. Ïðîèçâåäåíèå ñåïàðàáåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñåïàðàáåëüíî.19.P. Ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åò-íîñòè, óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.19.Q. Ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ âòîðîé àêñèîìåñ÷åòíîñòè, óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.19.R. Ïðîèçâåäåíèå ìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâ ìåòðèçóåìî.19.S. Ïðîèçâåäåíèå ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ ñâÿçíî.19.39. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X,Y � ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà, à A,B � èõ ñîá-ñòâåííûå ïîäìíîæåñòâà, òî ìíîæåñòâî X × Y r A×B ñâÿçíî.19.T. Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíî ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ ëèíåéíî ñâÿçíî.19.U. Ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ êîìïàêòíî.19.40. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ ëî-êàëüíî êîìïàêòíî.19.41. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî X ïàðàêîìïàêòíî, à ïðîñòðàíñòâî
Y êîìïàêòíî, òî X × Y ïàðàêîìïàêòíî.19.42. Äëÿ êàêèõ èç òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ, ðàññìîòðåííûõ âûøå, èç òîãî,÷òî ïðîèçâåäåíèåX×Y îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, ñëåäóåò, ÷òî è ïðîñòðàíñòâî
X èì îáëàäàåò?19.43. Ïóñòü f : X → Y çàìêíóòîå (íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíîå!) îòîáðà-æåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó âñÿêîé òî÷êè y ∈ Y ïðîîáðàç f−1(y) ÿâëÿåòñÿêîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì â X. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî Y êîì-ïàêòíî, òî è X òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.19′8. Ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòðàíñòâ â âèäå ïðîèçâåäåíèé19.V. �îìåîìîð�íû ëè ïðîñòðàíñòâà R2 r 0 è S1 × R?



19. Ïåðåìíîæåíèå 14919.44. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Rn r Rk ãîìåîìîð�íî Sn−k−1 × Rk+1.19.45. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Sn ∩ {x ∈ Rn+1 : x2
1 + · · · + x2

k ≤ x2
k+1 +

· · · + x2
n+1} ãîìåîìîð�íî Sk−1 ×Dn−k+1.19.46. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî O(n) îðòîãîíàëüíûõ n×n-ìàòðèö ãîìåî-ìîð�íî SO(n) ×O(1).19.47. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî GL(n) ãîìåîìîð�íî SL(n) ×GL(1).19.48. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî

GL+(n) = {A ∈ L(n, n) | detA > 0}ãîìåîìîð�íî SO(n) × R
n(n+1)

2 .19.49. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî SO(4) ãîìåîìîð�íî S3 × SO(3).Ïðîñòðàíñòâî S1 × S1 íàçûâàåòñÿ òîðîì.19.W. Âëîæèòå òîð â R3.
Ïðîèçâåäåíèå k ñîìíîæèòåëåé S1 × . . . × S1 íàçûâàåòñÿ k-ìåðíûìòîðîì.19.X. Âëîæèòå k-ìåðíûé òîð â Rk+1.19.Y. Âëîæèòå ïðîèçâåäåíèÿ S1 ×D2, S1 × S1 × I è S2 × I â R3.



150 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè20. Ôàêòîðèçàöèÿ20′1. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îòñòóïëåíèå:ðàçáèåíèÿ è îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòèÍàïîìíèì, ÷òî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà � ýòî åãî ïîêðûòèå ïîïàðíîíåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïîäìíîæåñòâàìè.Ñ êàæäûì ðàçáèåíèåì S ìíîæåñòâà X ñâÿçàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-íîñòè (ò. å. ðå�ëåêñèâíîå, ñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå): äâåòî÷êè îáúÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó ýëå-ìåíòó ðàçáèåíèÿ S. Îáðàòíî, ñ êàæäûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè âìíîæåñòâå X ñâÿçàíî ðàçáèåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà íà êëàññû ýêâèâàëåíò-íûõ ýëåìåíòîâ. Òàê ÷òî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà íà íåïóñòûå ïîäìíîæå-ñòâà è îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè â íåì � ýòî ïî ñóùåñòâó îäíî è òîæå, òî÷íåå, ýòî äâà ñïîñîáà îïèñàíèÿ îäíîãî ÿâëåíèÿ.Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, S � åãî ðàçáèåíèå. Ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìèêîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà X, ñîñòàâëÿþùèå ðàçáèåíèå S, íàçû-âàåòñÿ �àêòîðìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà X ïî ðàçáèåíèþ S è îáîçíà÷àåò-ñÿ ÷åðåç X/S (ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ òàêæå �àêòîðìíîæåñòâîì èëèìíîæåñòâîì êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâà X ïî ñîîòâåòñòâóþùåìóîòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè).120.1. Çàãàäêà. Êàê ýòà îïåðàöèÿ ñâÿçàíà ñ äåëåíèåì ÷èñåë? Îò÷åãî îáîçíà-÷åíèÿ è íàçâàíèÿ ïîõîæè?Îòîáðàæåíèå X → X/S, îòíîñÿùåå êàæäîé òî÷êå x ∈ X ñîäåðæà-ùèé å¼ ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ S, íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé èëè îòîáðàæåíèåì�àêòîðèçàöèè è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç pr.Ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X, ñîñòàâëåííîå èç öåëûõ ýëåìåíòîâ ðàç-áèåíèÿ, íàçûâàþòñÿ íàñûùåííûìè. Íàèìåíüøåå íàñûùåííîå ìíîæåñòâî,ñîäåðæàùåå ïîäìíîæåñòâî A ìíîæåñòâà X, íàçûâàåòñÿ íàñûùåíèåì ìíî-æåñòâà A.20.2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ X åñòü ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ S ìíîæåñòâà
X, ñîãäà A = pr−1(point), ãäå pr : X → X/S � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ.1Íà ïåðâûé âçãëÿä îïðåäåëåíèå �àêòîðìíîæåñòâà ïðîòèâîðå÷èò îäíîìó èç íàèáîëåå�óíäàìåíòàëüíûõ ïðèíöèïîâ òåîðèè ìíîæåñòâ, ñîãëàñíî êîòîðîìó ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿñâîèìè ýëåìåíòàìè. Â ñàìîì äåëå, ýòîò ïðèíöèï íå îñòàâëÿåò íèêàêîãî ñîìíåíèÿ â òîì, ÷òî

X/S = S, ïîñêîëüêó S è X/S èìåþò îäíè è òå æå ýëåìåíòû. Òàê ÷òî êàæåòñÿ íåò íåîáõî-äèìîñòè ââîäèòü X/S. Èñòèííîå çíà÷åíèå ïåðåõîäà îò ðàçáèåíèÿ ê �àêòîðìíîæåñòâó íå âèçìåíåíèè áóêâàëüíîãî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ñìûñëà, à â èçìåíåíèè íàøåãî îòíîøå-íèÿ ê ýëåìåíòàì ðàçáèåíèÿ. Ïîêà ìû ïîìíèì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè èñõîäíîãîìíîæåñòâà, è íå ïðî÷ü äóìàòü îá èõ âíóòðåííåì óñòðîéñòâå (õîòÿ áû îá èõ ýëåìåíòàõ), ìûãîâîðèì î ðàçáèåíèè. Êàê òîëüêî ìû ñòàëè äóìàòü îá ýëåìåíòàõ ðàçáèåíèÿ êàê î íåäåëèìûõ÷àñòèöàõ, ìû íà÷èíàåì ãîâîðèòü îá ýëåìåíòàõ �àêòîðìíîæåñòâà.



20. Ôàêòîðèçàöèÿ 15120.A. Äîêàæèòå, ÷òî íàñûùåíèå ìíîæåñòâà A ðàâíî pr−1
(
pr(A)

).20.B. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íàñûùåíî, ñîãäà îíî ñîâïàäàåò ñî ñâî-èì íàñûùåíèåì.20′2. ÔàêòîðòîïîëîãèÿÔàêòîðìíîæåñòâî X/S òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ïî ëþáîìóåãî ðàçáèåíèþ S íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà íàäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîéòîïîëîãèåé: ìíîæåñòâî U ⊂ X/S îáúÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì â X/S, åñëèîòêðûò åãî ïðîîáðàç pr−1(U) ïðè îòîáðàæåíèè pr : X → X/S.20.C. Åñëè S � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X, à Ω � òîïîëîãèÿ â X, òî
{U ⊂ X/S | pr−1(U) ∈ Ω} äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîéñòðóêòóðîé â X/S.Ýòà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ �àêòîðòîïîëîãèåé, à ìíî-æåñòâî X/S, íàäåëåííîå åþ, íàçûâàåòñÿ �àêòîðïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàí-ñòâà X ïî ðàçáèåíèþ S.20.3. Îïèøèòå ÿâíî �àêòîðïðîñòðàíñòâî îòðåçêà ïî ðàçáèåíèþ S, ñîñòîÿùå-ìó èç ìíîæåñòâ [0; 1
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a b c20.4. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ðàçáèåíèè S òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X,åñëè �àêòîðïðîñòðàíñòâî X/S äèñêðåòíî?20.D. Ìíîæåñòâî â �àêòîðïðîñòðàíñòâå X/S îòêðûòî, ñîãäà îíî �îáðàç íàñûùåííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ïðè îòîáðàæåíèè pr.20.E. Ìíîæåñòâî â �àêòîðïðîñòðàíñòâå X/S çàìêíóòî, ñîãäà åãî ïðîîá-ðàç ïðè ïðîåêöèè çàìêíóò âX, ñîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íàñûùåííîãîçàìêíóòîãî ìíîæåñòâà.20.F. Êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ pr : X → X/S ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûìîòîáðàæåíèåì.20.G. Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîðòîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé òîíêîé òîïîëî-ãèåé â X/S, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé ïðîåêöèÿ pr íåïðåðûâíà.20′3. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà �àêòîðïðîñòðàíñòâ20.H. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ñâÿçíî.20.I. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíî ñâÿç-íî.



152 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè20.J. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñåïàðàáåëü-íî.20.K. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòíî.20.L. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïðÿìîé ïî å¼ ðàçáèåíèþ íà R+ è R r R+ íåõàóñäîð�îâî.20.M. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ïî ðàçáèå-íèþ S õàóñäîð�îâî, ñîãäà ëþáûå äâà ýëåìåíòà ýòîãî ðàçáèåíèÿ îáëàäàþòíåïåðåñåêàþùèìèñÿ íàñûùåííûìè îêðåñòíîñòÿìè.20.5. Ñ�îðìóëèðóéòå â òîì æå äóõå óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûåäëÿ òîãî, ÷òîáû �àêòîðïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿëî äðóãèì àêñèîìàì îòäå-ëèìîñòè è àêñèîìàì ñ÷åòíîñòè.20.6. Ïîñòðîéòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîé áàçûìîæåò òåðÿòüñÿ ïðè ïåðåõîäå ê �àêòîðïðîñòðàíñòâó.20′4. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îòñòóïëåíèå:�àêòîðîòîáðàæåíèÿÏóñòü S � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà è f :
X → Y � îòîáðàæåíèå, ïîñòîÿííîå íà êàæäîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ S.Òîãäà âîçíèêàåò îòîáðàæåíèå X/S → Y , îòíîñÿùåå êàæäîìó ýëåìåíòó
A ðàçáèåíèÿ S ýëåìåíò f(A). Ýòî îòîáðàæåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f/Sè íàçûâàåòñÿ �àêòîðîì îòîáðàæåíèÿ f (ïî ðàçáèåíèþ S).20.N. 1) Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y ïîñòîÿííî íà êàæäîìýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ S ìíîæåñòâà X, ñîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæå-íèå g : X/S → Y , ÷òî äèàãðàììà

X
f−−−−→ Y

pr

y ր g

X/Sêîììóòàòèâíà. 2) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå òàêîå îòîáðàæåíèå g ñîâïàäàåòñ f/S.Áîëåå îáùî, åñëè S è T � ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ X è Y , òî âñÿêî-ìó îòîáðàæåíèþ f : X → Y , îòîáðàæàþùåìó ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ S âýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ T , îòâå÷àåò îòîáðàæåíèå X/S → Y/T , îòíîñÿùååýëåìåíòó A ðàçáèåíèÿ S ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ T , ñîäåðæàùèé f(A). Ýòîîòîáðàæåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f/S, T è íàçûâàåòñÿ �àêòîðîòîáðàæå-íèåì îòîáðàæåíèÿ f (ïî ðàçáèåíèÿì S è T ).20.O. Îáîáùèòå óòâåðæäåíèå çàäà÷è 20.N íà ñëó÷àé îòîáðàæåíèé f/(S, T ).



20. Ôàêòîðèçàöèÿ 153Ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå ìíîæå-ñòâà X íà íåïóñòûå ïðîîáðàçû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Y . Ýòî ðàçáèåíèåîáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç S(f).20.P. Îòîáðàæåíèå f/S(f) : X/S(f) → Y èíúåêòèâíî.Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì �àêòîðîì îòîáðàæåíèÿ f .20′5. Íåïðåðûâíîñòü �àêòîðîòîáðàæåíèé20.Q. Åñëè X, Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, S � ðàçáèåíèå ïðî-ñòðàíñòâà X íà íåïóñòûå ìíîæåñòâà è f : X → Y � íåïðåðûâíîåîòîáðàæåíèå, ïîñòîÿííîå íà êàæäîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ S, òî �àê-òîð f/S îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.20.7. Åñëè îòîáðàæåíèå f îòêðûòî, òî è �àêòîðîòîáðàæåíèå f/S îòêðûòî.20.8. Ïóñòü X, Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è S � ðàçáèåíèå ïðîñòðàí-ñòâà X íà íåïóñòûå ìíîæåñòâà. Ôîðìóëà f 7→ f/S îïðåäåëÿåò áèåêöèþ ìíî-æåñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé X → Y , ïîñòîÿííûõ íà êàæäîì ýëåìåíòåðàçáèåíèÿ S, íà ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé X/S → Y .20.R. Ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî ñó-ùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f/(S, T ) : X/S → Y/T . Òîãäà ýòî îòîáðàæåíèå
f/(S, T ) íåïðåðûâíî.20′6x. Çàìêíóòûå ðàçáèåíèÿ�àçáèåíèå S òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ çàìêíó-òûì, åñëè íàñûùåíèå êàæäîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóòî.20.1x. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçáèåíèå çàìêíóòî, ñîãäà êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿX →

X/S ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòîáðàæåíèåì.20.2x. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçáèåíèå, ñîäåðæàùåå âñåãî îäèí íå îäíîòî÷å÷íûéýëåìåíò, çàìêíóòî, åñëè ýòîò ýëåìåíò � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.20.Ax. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâîé àêñèîìå îòäå-ëèìîñòè, S � åãî çàìêíóòîå ðàçáèåíèå. Òîãäà �àêòîðïðîñòðàíñòâî X/Sóäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè.20.Bx. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ïî çàìêíó-òîìó ðàçáèåíèþ íîðìàëüíî.20′7x. Îòêðûòûå ðàçáèåíèÿ�àçáèåíèå S òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì,åñëè íàñûùåíèå êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûòî.



154 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè20.3x. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçáèåíèå îòêðûòî, ñîãäà êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿX →
X/S ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì.20.4x. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A íàñûùåíî îòíîñèòåëüíî îòêðûòîãîðàçáèåíèÿ, òî IntA è ClA òîæå íàñûùåíû.20.Cx. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ñî ñ÷¼òíîé áàçîé ïî îò-êðûòîìó ðàçáèåíèþ îáëàäàåò ñ÷¼òíîé áàçîé.20.Dx. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïåð-âîé àêñèîìå ñ÷¼òíîñòè, ïî îòêðûòîìó ðàçáèåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ïåð-âîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.20.Ex. Ïóñòü S � îòêðûòîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X è T � îò-êðûòîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Y . Îáîçíà÷èì ÷åðåç S × T ðàçáèåíèåïðîñòðàíñòâà X × Y , ñîñòîÿùåå èç ìíîæåñòâ âèäà A × B, ãäå A ∈ Sè B ∈ T . Òîãäà èíúåêòèâíûé �àêòîð X × Y/S × T → X/S × Y/T îòîá-ðàæåíèÿ pr1 × pr2 : X × Y → X/S × Y/T ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.



21. Çâåðèíåö �àêòîðïðîñòðàíñòâ 15521. Çâåðèíåö �àêòîðïðîñòðàíñòâ21′1. Èíñòðóìåíò ðàñïîçíàâàíèÿ �àêòîðïðîñòðàíñòâ21.A. Èíúåêòèâíûé �àêòîð íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ êîìïàêòíîãîïðîñòðàíñòâà íà õàóñäîð�îâî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.(Èíûìè ñëîâàìè, åñëè f : X → Y � íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîá-ðàæåíèå, X êîìïàêòíî, Y õàóñäîð�îâî, òî f/S(f) : X/S(f) → Y �ãîìåîìîð�èçì).21.B. Èíúåêòèâíûé �àêòîð íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ êîìïàêòíîãîïðîñòðàíñòâà â õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìâëîæåíèåì.21.1. Îïèøèòå ðàçáèåíèÿ îòðåçêà, �àêòîðèçàöèè ïî êîòîðûì äàþò ñâÿçíûåáóêâû ëàòèíñêîãî àë�àâèòà.21.2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå îòðåçêà I �àêòîðïðîñòðàíñòâî ïîêîòîðîìó ãîìåîìîð�íî êâàäðàòó I × I .21′2. Æèâîïèñàíèå ðàçáèåíèéÎáû÷íî àêêóðàòíîå áóêâàëüíîå îïèñàíèå ðàçáèåíèÿ ãðîìîçäêî, íîåãî ìîæíî ñîêðàòèòü è ñäåëàòü ïîíÿòíåå. Êîíå÷íî, ýòî òðåáóåò áîëååîáøèðíîãî è ãèáêîãî ñëîâàðíîãî çàïàñà, â êîòîðîì ðàçëè÷èÿ ìåæäóîòäåëüíûìè ñëîâàìè ïî÷òè íåóëîâèìû. Íàïðèìåð, âûðàæåíèÿ ïðî�àê-òîðèçóåì è ïåðåéä¼ì ê �àêòîðïðîñòðàíñòâó ìîãóò çàìåíÿòñÿ ñëîâàìèïðèêëåèì, ñòÿíåì, îòîæäåñòâèì è òîìó ïîäîáíûå ñëîâà èç ïîâñåäíåâíîéðå÷è, èìåþùèå â íåé ÷åì-òî ïîõîæèå çíà÷åíèÿ.Íåêîòîðûå ýëåìåíòû ýòîãî ÿçûêà ëåãêî �îðìàëèçóþòñÿ. Íàïðèìåð,�àêòîðèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà X ïî ðàçáèåíèþ, ñîñòîÿùåìó èç ìíîæåñòâà
A è îäíîòî÷å÷íûõ ïîäìíîæåñòâ äîïîëíåíèÿ X r A, íàçûâàåòñÿ ñòÿãè-âàíèåì (ìíîæåñòâà A â òî÷êó), à ñîîòâåòñòâóþùåå �àêòîðïðîñòðàíñòâîîáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X/A.21.3. Ïóñòü ïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà A,B ⊂ X ñîñòàâëÿþò �óíäàìåíòàëü-íîå ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X. Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîðîòîá-ðàæåíèå A/A ∩ B → X/B âêëþ÷åíèÿ A →֒ X ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.Åñëè A è B � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà X,è f : A → B � ãîìåîìîð�èçì, òî �àêòîðèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà X ïîðàçáèåíèþ íà îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X r (A ∪ B) èäâóòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà {x, f(x)}, ãäå x ∈ A, íàçûâàåòñÿ ñêëåèâàíèåìèëè îòîæäåñòâëåíèåì (ìíîæåñòâ A è B ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîð�èçìà f).



156 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèèÓäîáíûé è ãèáêèé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ðàçáèåíèé îòêðûâàåòñÿ ïåðå-õîäîì ê ñîîòâåòñòâóþùèì îòíîøåíèÿì ýêâèâàëåíòíîñòè. �ëàâíîå äîñòî-èíñòâî ýòîãî ïîäõîäà â òîì, ÷òî áëàãîäàðÿ òðàíçèòèâíîñòè äîñòàòî÷íîóêàçàòü ëèøü íåêîòîðûå ïàðû ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ: åñëè ñêàçàíî,÷òî x ∼ y è y ∼ z, òî íåò íóæäû ãîâîðèòü, ÷òî x ∼ z, òàê êàê ýòî ñëåäóåòèç óæå ñêàçàííîãî.Òàêèì îáðàçîì, ðàçáèåíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî ñïèñêîì �îðìóë âè-äà x ∼ y, êîòîðûõ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ýêâèâà-ëåíòíîñòü. Òàêîé ñïèñîê �îðìóë, çàêëþ÷¼ííûé â êâàäðàòíûå ñêîáêè,áóäåò îáîçíà÷àòü íèæå ñîîòâåòñòâóùåå ðàçáèåíèå. Íàïðèìåð, �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå îòîæäåñòâëåíèÿïîäìíîæåñòâ A è B ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîð�èçìà f : A→ B îáîçíà÷àåò-ñÿ ÷åðåç X/[a ∼ f(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ A] èëè ïðîñòî ÷åðåç X/[a ∼ f(a)].Íåêîòîðûå ðàçáèåíèÿ ëåãêî îïèñàòü êàðòèíêîé, îñîáåííî åñëè èñ-õîäíîå ïðîñòðàíñòâî âêëàäûâàåòñÿ â ïëîñêîñòü. Íàïðèìåð, îòðåçêè, êî-òîðûå äîëæíû áûòü ñêëååíû ïîñðåäñòâîì ëèíåéíûõ ãîìåîìîð�èçìîâ,ñíàáæàþò îäèíàêîâûìè áóêâàìè à òàêæå ñòðåëêàìè, ïîêàçûâàþùèìèêàê íàëàãàþòñÿ ýòè îòðåçêè äðóã íà äðóãà.Íèæå ìû ââîäèì âñå ýòè ðàçíîâèäíîñòè îïèñàíèé ðàçáèåíèé è óêà-çûâàåì, êàê èìè ïîëüçóþòñÿ, íà ïðèìåðàõ, ïðèâîäÿ òàêæå è ãðîìîçäêèåáóêâàëüíûå îïèñàíèÿ. Ïîñëåäíèå âûãëÿäÿò áåçîáðàçíî, íî ê íèì ïðèõî-äèòñÿ ïðèáåãàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîääåðæàòü ó ÷èòàòåëÿ óâåðåííîñòü âïðàâèëüíîì ïîíèìàíèè íîâûõ ñëîâ è îùóùåíèå èõ ïîëåçíîñòè.21′3. Äîáðî ïîæàëîâàòü â çâåðèíåö!21.C. Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîðïðîñòðàíñòâî I/[0 ∼ 1] ãîìåîìîð�íî S1.Äðóãèìè ñëîâàìè, �àêòîðïðîñòðàíñòâî îòðåçêà I ïî ðàçáèåíèþ, ñîñòî-ÿùåìó èç {0, 1} è ìíîæåñòâ {a} ñ a ∈ (0; 1), ãîìåîìîð�íî îêðóæíîñòè.
∼=21.C.1. Ïîñòðîéòå íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå I → S1, ó êî-òîðîãî ðàçáèåíèå íà ïðîîáðàçû òî÷åê ñîñòîèò èç îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòââíóòðåííîñòè îòðåçêà è ïàðû åãî ãðàíè÷íûõ òî÷åê.21.D. Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîðïðîñòðàíñòâî Dn/Sn−1 ãîìåîìîð�íî ñ�åðå

Sn.



21. Çâåðèíåö �àêòîðïðîñòðàíñòâ 157Äðóãèìè ñëîâàìè, �àêòîðïðîñòðàíñòâî øàðà Dn ïî åãî ðàçáèåíèþíà îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà åãî âíóòðåííîñòè è íà Sn−1 ãîìåîìîð�-íî Sn. Äàëåå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî åñëè ñòÿíóòü ãðàíèöó øàðà â òî÷êó,òî ïîëó÷èòñÿ ñ�åðà.21.D.1. Ïîñòðîéòå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå øàðà Dn íà ñ�åðó Sn, ïåðå-âîäÿùåå ãðàíèöó øàðà â îäíó òî÷êó è áèåêòèâíî îòîáðàæàþùåå åãî âíóò-ðåííîñòü íà äîïîëíåíèå ýòîé òî÷êè.21.E. Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîðïðîñòðàíñòâî I2/[(0, t) ∼ (1, t) äëÿ t ∈I] ãî-ìåîìîð�íî S1 × I.Äðóãèìè ñëîâàìè, �àêòîðïðîñòðàíñòâî êâàäðàòà I2 ïî ðàçáèåíèþíà ïàðû òî÷åê {(0, t), (1, t)} ñ t ∈ I è íà îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà èç
(0; 1) × I ãîìåîìîð�íî öèëèíäðó S1 × I,Äàëåå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî åñëè ñêëåèòü áîêîâûå ñòîðîíû êâàä-ðàòà òàê, ÷òîáû îòîæäåñòâëÿëèñü òî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé âûñîòå, òîâ ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ öèëèíäð.
21.F. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî S1 × I/[(z, 0) ∼ (z, 1) äëÿ z ∈ S1] ãîìåîìîð-�íî òîðó S1 × S1.Äðóãèìè ñëîâàìè, �àêòîðïðîñòðàíñòâî öèëèíäðà S1 × I ïî ðàçáèå-íèþ íà îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà åãî âíóòðåííîñòè S1 × (0; 1) è ïà-ðû òî÷åê îñíîâàíèé, ëåæàùèõ íà îäíîé îáðàçóþùåé, ãîìåîìîð�íî òîðó
S1 × S1.�îâîðÿò, ÷òî åñëè ñêëåèòü îñíîâàíèÿ öèëèíäðà, îòîæäåñòâëÿÿ òî÷êè,ëåæàùèå íà îäíîé îáðàçóþùåé, òî ïîëó÷èòñÿ òîð.21.G. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî I2/[(0, t) ∼ (1, t), (t, 0) ∼ (t, 1)] ãîìåîìîð�íîòîðó S1 × S1.Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåçóëüòàò �àêòîðèçàöèè êâàäðàòà I2 ïî ðàçáèå-íèþ íà

• îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà åãî âíóòðåííîñòè,
• ïàðû òî÷åê âíóòðåííîñòåé áîêîâûõ ñòîðîí, íàõîäÿùèõñÿ íà îäè-íàêîâîì ðàññòîÿíèè îò íèæíåãî îñíîâàíèÿ,
• ïàðû òî÷åê âíóòðåííîñòåé îñíîâàíèé, ëåæàùèõ íà îäíîé âåðòè-êàëè,



158 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè
• è ÷åòâåðêó âåðøèí,ãîìåîìîð�åí òîðó S1 × S1.�îâîðÿò, åñëè ñêëåèòü ñòîðîíû êâàäðàòà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå,òî ïîëó÷èòñÿ òîð.

21′4. Òðàíçèòèâíîñòü �àêòîðèçàöèè�åøåíèå çàäà÷è 21.G åñòåñòâåííî ñâåñòè ê ðåøåíèþ çàäà÷ 21.E è 21.Fè ïðèìåíåíèþ ñëåäóþùåé òåîðåìû.21.H Òðàíçèòèâíîñòü �àêòîðèçàöèè. Åñëè S � ðàçáèåíèå ïðî-ñòðàíñòâà X è S′ � ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X/S, òî �àêòîðïðîñòðàí-ñòâî (X/S)/S′ êàíîíè÷åñêè ãîìåîìîð�íî X/T , ãäå T � ðàçáèåíèå ïðî-ñòðàíñòâà X íà ïðîîáðàçû ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ S′ ïðè ïðîåêöèè X →
X/S.21′5. Ëåíòà Ì¼áèóñàËåíòîé Ì¼áèóñà èëè ëèñòîì Ì¼áèóñà íàçûâàåòñÿ �àêòîðïðîñòðàíñòâî
I2/[(0, t) ∼ (1, 1 − t)]. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî �àêòîðïðîñòðàíñòâî êâàä-ðàòà I2 ïî ðàçáèåíèþ íà ïàðû ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî öåíòðà êâàä-ðàòà òî÷åê åãî áîêîâûõ ñòîðîí è íà íå ëåæàùèå íà áîêîâûõ ñòîðîíàõîäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà.Êàê ê òîìó âû, íàäååìñÿ, óæå ïðèâûêëè, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òîëåíòà Ì¼áèóñà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñêëåèâàíèè áîêîâûõ ñòîðîí êâàäðàòà òàê,÷òîáû ñîâìåñòèëèñü íàïðàâëåíèÿ, ïîêàçàííûå ñòðåëêàìè:
21.I. Äîêàæèòå, ÷òî ëåíòà Ì¼áèóñà ãîìåîìîð�íà ïîâåðõíîñòè, çàìåòà-åìîé â R3 îòðåçêîì, êîòîðûé ïîâîðà÷èâàåòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè íà 180◦âîêðóã ñâîåé ñåðåäèíû ïðè îäíîâðåìåííîì âðàùåíèè ýòîé ïîëóïëîñêî-ñòè íà 360◦ âîêðóã ñâîåé ãðàíè÷íîé ïðÿìîé.



21. Çâåðèíåö �àêòîðïðîñòðàíñòâ 159
21′6. Ñòÿãèâàíèå ïîäïðîñòðàíñòâ21.4. Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîðïðîñòðàíñòâî [0; 1]/[ 1

3
; 2

3
] ãîìåîìîð�íî [0; 1]. à�àêòîðïðîñòðàíñòâî [0; 1]/{ 1

3
, 1} ãîìåîìîð�íî áóêâå P.21.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà ãîìåîìîð�íû:(a) R2; (b) R2/I ; (
) R2/D2; (d) R2/I2;(e) R2/A, ãäå A � îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ çàìêíóòûõ îòðåçêîâ ñ îáùèìêîíöîì;(f) R2/B, ãäå B � ïðîñòàÿ êîíå÷íîçâåííàÿ ëîìàíàÿ, ò. å. îáúåäèíåíèåêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàìêíóòûõ îòðåçêîâ, â êîòîðîé íà÷àëîêàæäîãî ñëåäóþùåãî îòðåçêà ñîâïàäàåò ñ êîíöîì ïðåäûäóùåãî.21.6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f : X → Y � ãîìåîìîð�èçì, òî �àêòîðïðîñòðàí-ñòâà X/A è Y/f(A) ãîìåîìîð�íû.21.7. Ïóñòü A = {(x, y) | x ≥ 0, y = 0} ⊂ R2. Âåðíî ëè, ÷òî �àêòîðïðîñòðàí-ñòâî R2/A ãîìåîìîð�íî IntD2 ∪ {(0, 1)}?21′7. Ïðîñòðàíñòâà êðàñèâûõ êîí�èãóðàöèé21.8. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî S1/[z ∼ e2πi/3z] ãîìåìîð�íî S1.Äðóãèìè ñëîâàìè, �àêòîðïðîñòðàíñòâî îêðóæíîñòè ïî åå ðàçáèåíèþ íàòðîéêè òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ âåðøèíàìè ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ, ãîìåî-ìîð�íî îêðóæíîñòè.21.9. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå �àêòîðïðîñòðàíñòâà êðóãàD2 ãîìåîìîð�íûñàìîìó êðóãó D2:(1) D2/[(x, y) ∼ (−x,−y)],(2) D2/[(x, y) ∼ (x,−y)],(3) D2/[(x, y) ∼ (−y, x)].21.10. Ïðèäóìàéòå îáîáùåíèå çàäà÷è 21.9 ñ Dn âìåñòî D2.21.11. Îïèøèòå ÿâíî �àêòîðïðîñòðàíñòâî ïðÿìîé R1 ïî îòíîøåíèþ ýêâèâà-ëåíòíîñòè x ∼ y ⇔ x− y ∈ Z.21.12. Ïðåäñòàâüòå ëåíòó Ì¼áèóñà êàê �àêòîðïðîñòðàíñòâî öèëèíäðà S1×I .



160 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè21′8. Áóòûëêà ÊëåéíàÁóòûëêîé Êëåéíà íàçûâàåòñÿ �àêòîðïðîñòðàíñòâî
I2/[(t, 0) ∼ (t, 1), (0, t) ∼ (1, 1 − t)].Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî �àêòîðïðîñòðàíñòâî êâàäðàòà I2 ïî ðàçáèåíèþíà

• îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà åãî âíóòðåííîñòè,
• ÷åòâåðêó âåðøèí,
• ïàðû òî÷åê îñíîâàíèé, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîé âåðòèêàëè,
• è ïàðû òî÷åê áîêîâûõ ñòîðîí, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî öåí-òðà êâàäðàòà.21.13. Ïðåäñòàâüòå áóòûëêó Êëåéíà êàê ðåçóëüòàò �àêòîðèçàöèè:(1) öèëèíäðà;(2) ëåíòû Ì¼áèóñà.21.14. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî S1 × S1/[(z, w) ∼ (−z, w)] ãîìåîìîð�íîáóòûëêå Êëåéíà. (Çäåñü ÷åðåç w îáîçíà÷àåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ñîïðÿæ¼í-íîå ÷èñëó w.)21.15. Âëîæèòå áóòûëêó Êëåéíà â R4 (ñð. 21.I è 19.W).21.16. Âëîæèòå áóòûëêó Êëåéíà â R4 òàê, ÷òîáû å¼ îáðàç ïðè îðòîãîíàëüíîéïðîåêöèè R4 → R3 âûãëÿäåë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

21′9. Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòüÄàâàéòå ñêëåèì êàæäóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó êðóãà D2 ñ äèàìåòðàëü-íî ïðîòèâîïîëîæíîé òî÷êîé, ò. å. ïðî�àêòîðèçóåì êðóã ïî ðàçáèåíèþ íàïàðû ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî öåíòðà êðóãà òî÷åê ãðàíè÷íîé îêðóæ-íîñòè è îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà âíóòðåííîñòè êðóãà. �åçóëüòàò íàçû-âàåòñÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ. Ýòî ïðîñòðàíñòâî, êàê è áóòûëêà Êëåé-íà, íå âêëàäûâàåòñÿ â R3, òàê ÷òî åãî íå íàðèñóåøü. Âìåñòî ýòîãî ìûïðåäñòàâèì åãî ïî-äðóãîìó.21.J. Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü åñòü ðåçóëüòàò ñêëåèâàíèÿ êðóãà è ëåíòûÌ¼áèóñà ïðè ïîìîùè ãîìåîìîð�èçìà ìåæäó ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòüþêðóãà è ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòüþ ëåíòû Ì¼áèóñà.



21. Çâåðèíåö �àêòîðïðîñòðàíñòâ 16121′10. Ïîíèìàåòå ëè Âû, ÷òî äåëàåòå?Âàñ ñïðîâîöèðîâàëè... �åøèâ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, âû ñäåëàëè íå÷òîíå ïðåäóñìîòðåííîå ïðåäûäóùåé òåîðèåé. Â ñàìîì äåëå, îïåðàöèÿ íàääâóìÿ ïðîñòðàíñòâàìè, êîòîðàÿ â 21.J íàçâàíà ñêëåèâàíèåì, ðàíüøå íåïîÿâëÿëàñü. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ äâóõ îïåðàöèé � ñíà-÷àëà íóæíî èçãîòîâèòü èç äâóõ ïðîñòðàíñòâ îäíî, ñîñòîÿùåå èç íå ïåðå-ñåêàþùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì êîïèé èñõîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, à çàòåì íóæíîïðî�àêòîðèçîâàòü ýòî ïðîñòðàíñòâî, îòîæäåñòâëÿÿ òî÷êè êîïèè îäíîãîïðîñòðàíñòâà ñ òî÷êàìè êîïèè äðóãîãî. Çàéìåìñÿ áîëåå äåòàëüíî ïåðâîéîïåðàöèåé.21′11. Ñóììà ìíîæåñòâÑóììîé ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ {Xα}α∈A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõïàð (xα, α), ÷òî xα ∈ Xα. Îáîçíà÷àåòñÿ ýòî ìíîæåñòâî ñèìâîëîì⊔α∈AXα.Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî
⊔

α∈A
Xα =

⋃

α∈A
(Xα × α).Äëÿ êàæäîãî β ∈ A ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ èíúåêöèÿ

inβ : Xβ →
⊔

α∈A
Xα : x 7→ (x, β).Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóììà òîëüêî äâóõ ìíîæåñòâ, ñêàæåì X è Y ,ïðî êîòîðûå èçâåñòíî, ÷òî îáùèõ òî÷åê ó íèõ íåò, òî ìîæíî îáîéòèñüáåç ñåìåéñòâ è áåç èíäåêñîâ, ïîëîæèâ

X ⊔ Y = {(x,X) | x ∈ X} ∪ {(y, Y ) | y ∈ Y }.21′12. Ñóììà ïðîñòðàíñòâ21.K. Åñëè {Xα}α∈A � ñåìåéñòâî òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, òî ñî-âîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ⊔α∈AXα, ïðîîáðàçû êîòîðûõ ïðèâñåõ âêëþ÷åíèÿõ inα ñ α ∈ A ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè, îáðàçóåò òîïîëîãè-÷åñêóþ ñòðóêòóðó.Ñóììà ìíîæåñòâ ⊔α∈AXα ñ ýòîé òîïîëîãèåé íàçûâàåòñÿ (íåñâÿçíîé)ñóììîé òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Xα, α ∈ A.21.L. Òîïîëîãèÿ, îïèñàííàÿ â 21.K, åñòü ñàìàÿ òîíêàÿ òîïîëîãèÿ, îòíî-ñèòåëüíî êîòîðîé âñå âêëþ÷åíèÿ inα íåïðåðûâíû.21.17. Îòîáðàæåíèÿ inβ : Xβ → F
α∈AXα ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè âëîæå-íèÿìè è èõ îáðàçû îäíîâðåìåííî îòêðûòû è çàìêíóòû â Fα∈AXα.



162 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè21.18. Êàêèå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïåðåäàþòñÿ îò ñëàãàåìûì Xα ê ñóììåF
α∈AXα, à êàêèå íåò?21′13. Ïðèêëåèâàíèå ïðîñòðàíñòâÏóñòü X, Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, A � ïîäìíîæåñòâî ïðî-ñòðàíñòâà X è f : A→ Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ôàêòîðïðîñòðàí-ñòâî (X ⊔ Y )/[a ∼ f(a) ïðè a ∈ A] îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X ∪f Y è íàçûâà-åòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèêëåèâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà X ê ïðîñòðàíñòâó Y ïî-ñðåäñòâîì f . Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ïðèêëåèâàþùèì îòîáðàæåíèåì.�àçáèåíèå X ⊔ Y , ïî êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ �àêòîðèçàöèÿ, ñîñòîèòèç îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ, ëåæàùèõ â in2(Y r A) è in1(X r f(A)), èìíîæåñòâ in1(x) ∪ in2

(
f−1(x)

) ñ x ∈ f(A).21.19. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ âêëþ÷åíèÿ Y → X⊔Y è ïðîåêöèèX⊔Y →
X ∪f Y ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì.21.20. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Y � òî÷êà, òî X ∪f Y ∼= X/A.21.M. Â ðåçóëüòàòå ïðèêëåèâàíèÿ øàðà ê åãî êîïèè ïîñðåäñòâîì òîæ-äåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ãðàíè÷íîé ñ�åðû Sn−1 ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòðàí-ñòâî, ãîìåîìîð�íîå Sn.21.21. Äîêàæèòå, ÷òî áóòûëêó Êëåéíà ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèêëåèâ ëåíòó Ì¼-áèóñà ê åå êîïèè ïîñðåäñòâîì òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ãðàíè÷íîé îêðóæ-íîñòè.

a1 b1

a2 b2

a b21.22. Äîêàæèòå, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðèêëåèâàíèÿ öèëèíäðà S1×I ê åãî êîïèèïîñðåäñòâîì òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ïàðû ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé íàïàðó ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, ãîìåîìîð�íîå S1 ×
S1.21.23. Äîêàæèòå, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðèêëåèâàíèÿ ïîëíîòîðèÿ S1 × D2 ê åãîêîïèè ïîñðåäñòâîì òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ãðàíè÷íîãî òîðà S1 ×S1 ïî-ëó÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, ãîìåîìîð�íîå S1 × S2.21.24. Ïðåäñòàâüòå áóòûëêó Êëåéíà êàê ðåçóëüòàò ïðèêëåèâàíèÿ öèëèíäðà
S1 × I ê ñâîåé êîïèè.21.25. Äîêàæèòå, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðèêëåèâàíèÿ ïîëíîòîðèÿ S1 ×D2 ê åãîêîïèè ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ ãðàíè÷íîãî òîðà íà ñåáÿ, îïðåäåëÿåìîãî �îð-ìóëîé

S1 × S1 → S1 × S1 : (x, y) 7→ (y, x),ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, ãîìåîìîð�íîå òðåõìåðíîé ñ�åðå S3.



21. Çâåðèíåö �àêòîðïðîñòðàíñòâ 16321.N. Ïóñòü X,Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, A ⊂ X è f, g : A →
Y � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò òàêîéãîìåîìîð�èçì h : Y → Y , ÷òî h◦f = g, òî ïðîñòðàíñòâà X∪f Y è X∪gYãîìåîìîð�íû.21.O. Ïðîñòðàíñòâî Dn ∪f Dn ãîìåîìîð�íî Sn äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîð-�èçìà f : Sn−1 → Sn−1.21.26. �àñêëàññè�èöèðóéòå ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîð�èçìà ïðîñòðàíñòâà,ïîëó÷àþùèåñÿ èç êâàäðàòà ïðè ïîìîùè ñêëåèâàíèÿ ïàðû åãî ïðîòèâîïîëîæ-íûõ ñòîðîí ïîñðåäñòâîì íåêîòîðûõ ãîìåîìîð�èçìîâ.21.27. �àñêëàññè�èöèðóéòå ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîð�èçìà ïðîñòðàíñòâà,ïîëó÷àþùèåñÿ èç äâóõ êîïèé S1 × I ïðè ïîìîùè ñêëåèâàíèÿ äâóõ ïàð S1 ×

{0, 1} ïîñðåäñòâîì íåêîòîðûõ ãîìåîìîð�èçìîâ.21.28. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé òèï ðåçóëüòàòà ñêëåèâàíèÿ äâóõ ëåíòÌ¼áèóñà ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî ãîìåîìîð�èçìà èõ ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåéíå çàâèñèò îò âûáîðà ãîìåîìîð�èçìà.21.29. �àñêëàññè�èöèðóéòå ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîð�èçìà ïðîñòðàíñòâà,ïîëó÷àþùèåñÿ èç S1 × I ïðè ïîìîùè ñêëåèâàíèÿ S1 × 0 ñ S1 × 1 ïîñðåäñòâîìíåêîòîðîãî ãîìåîìîð�èçìà.21′14. Îñíîâíûå ïîâåðõíîñòèÒîð S1×S1 ñ óäàëåííûì èç íåãî ïîäïðîñòðàíñòâîì, ïðåäñòàâëÿþùèìñîáîé âíóòðåííîñòü âëîæåííîãî â S1 × S1 êðóãà D2, íàçûâàåòñÿ ðó÷êîé.Ñ�åðà S2 ñ óäàëåííûìè èç íåå âíóòðåííîñòÿìè n âëîæåííûõ è ïîïàðíîíåïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ D2 íàçûâàåòñÿ ñ�åðîé ñ n äûðàìè.21.P. Ñ�åðà ñ äûðîé ãîìåîìîð�íà êðóãó D2.21.Q. Ñ�åðà ñ äâóìÿ äûðàìè ãîìåîìîð�íà öèëèíäðó S1 × I.
∼= ∼=Ñ�åðà ñ òðåìÿ äûðàìè íå ãîìåîìîð�íà êàêîìó-ëèáî ïðîñòðàíñòâó,ñ êîòîðûì ìû âñòðå÷àëèñü âûøå. Îäíàêî îíà çàñëóæèâàåò îñîáîãî óïî-ìèíàíèÿ. Îíà íàçûâàåòñÿ øòàíû.

∼=



164 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè�åçóëüòàò ïðèêëåèâàíèÿ ê ñ�åðå ñ p äûðàìè ñóììû p ýêçåìïëÿðîâðó÷êè ïîñðåäñòâîì âëîæåíèé èõ ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé ñ îáðàçàìè� ãðàíè÷íûìè îêðóæíîñòÿìè ñ�åðû ñ äûðàìè (êðàÿ äûð), íàçûâàåò-ñÿ ñ�åðîé ñ p ðó÷êàìè èëè, áîëåå òîðæåñòâåííî (è äî ïîðû äî âðåìåíèìåíåå ïîíÿòíî), îðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé ñâÿçíîé ïîâåðõíîñòüþ ðîäà p.21.30. Äîêàæèòå, ÷òî ñ�åðà ñ p ðó÷êàìè îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåî-ìîð�èçìà (ò. å. òîïîëîãè÷åñêèé òèï ðåçóëüòàòà ïðèêëåèâàíèÿ íå çàâèñèò îòïðèêëåèâàþùèõ âëîæåíèé).21.R. Ñ�åðà ñ îäíîé ðó÷êîé ãîìåîìîð�íà òîðó S1 × S1.
∼=21.S. Ñ�åðà ñ äâóìÿ ðó÷êàìè ãîìåîìîð�íà ðåçóëüòàòó ïðèêëåèâàíèÿðó÷êè ê ñâîåé êîïèè ïîñðåäñòâîì òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ãðàíè÷-íîé îêðóæíîñòè.Ñ�åðà ñ äâóìÿ ðó÷êàìè íàçûâàåòñÿ òàêæå êðåíäåëåì (èíîãäà òàêíàçûâàþò è ñ�åðó ñ á�îëüøèì ÷èñëîì ðó÷åê).

∼=Ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç ñ�åðû ñ q äûðàìè â ðåçóëüòàòå ïðè-êëåèâàíèÿ ê íåé q ýêçåìïëÿðîâ ëåíòû Ì¼áèóñà ïîñðåäñòâîì âëîæåíèé èõãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé ñ îáðàçàìè � ãðàíè÷íûìè îêðóæíîñòÿìè äûð,íàçûâàåòñÿ ñ�åðîé ñ q ïëåíêàìè èëè íåîðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé ñâÿçíîéïîâåðõíîñòüþ ðîäà q.21.31. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñ�åðû ñ ïëåíêàìè îïðåäåëåí îä-íîçíà÷íî, ò. å. íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðèêëåèâàþùèõ ãîìåîìîð�èçìîâ.21.T. Ñ�åðà ñ îäíîé ïëåíêîé ãîìåîìîð�íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.21.U. Ñ�åðà ñ äâóìÿ ïëåíêàìè ãîìåîìîð�íà áóòûëêå Êëåéíà.Ñ�åðà, ñ�åðû ñ ðó÷êàìè è ñ�åðû ñ ïëåíêàìè íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìèïîâåðõíîñòÿìè.



21. Çâåðèíåö �àêòîðïðîñòðàíñòâ 16521.V*. Ñ�åðà ñ p ðó÷êàìè è q ïëåíêàìè (çäåñü q > 0) ãîìåîìîð�íàñ�åðå ñ 2p+ q ïëåíêàìè.21.32. �àñêëàññè�èöèðóéòå ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîð�èçìà òîïîëîãè÷åñêèåïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðèêëåèâàíèåì p êîïèé ïðîñòðàíñòâà S1 × I êñ�åðå ñ 2p äûðàìè.



166 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè22. Ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâàÝòîò ïàðàãðà� ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîäîëæåíèå ïðåäûäóùåãî.Â íåì îïèñûâàþòñÿ êîíêðåòíûå �àêòîðïðîñòðàíñòâà, íî ýòè �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà, ïîæàëóé, èãðàþò ñëèøêîì âàæíóþ ðîëü äëÿ òîãî, ÷òîáûîòíîñèòüñÿ ê íèì ïðîñòî êàê ê ïðèìåðàì, èëëþñòðèðóþùèì �àêòîðè-çàöèþ.22′1. Âåùåñòâåííûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâàÂåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n îïðåäåëÿåò-ñÿ êàê �àêòîðïðîñòðàíñòâî ñ�åðû Sn ïî ðàçáèåíèþ íà ïàðû äèàìåò-ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç RPn.22.A. Ïðîñòðàíñòâî RPn ãîìåîìîð�íî �àêòîðïðîñòðàíñòâó n-ìåðíîãîøàðà Dn ïî ðàçáèåíèþ íà îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà âíóòðåííîñòèøàðà Dn è ïàðû àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê ãðàíè÷íîé ñ�åðû Sn−1.22.B. RP 0 åñòü òî÷êà.Ïðîñòðàíñòâî RP 1 íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.22.C. Ïðîñòðàíñòâî RP 1 ãîìåîìîð�íî îêðóæíîñòè S1.22.D. Ïðîñòðàíñòâî RP 2 ãîìåîìîð�íî ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿáûëà îïðåäåëåíà â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.22.E. Ïðîñòðàíñòâî RPn êàêîíè÷åñêè ãîìåîìîð�íî �àêòîðïðîñòðàí-ñòâó ïðîñòðàíñòâà Rn+1 r 0 ïî ðàçáèåíèþ íà îäíîìåðíûå âåêòîðíûåïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà Rn+1 ñ óäàëåííûì íóëåì.Òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Rn+1 r0 åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî îòëè÷íî îò íóëÿ. Â ýòîì êîíòåêñòå èõïðèíÿòî íóìåðîâàòü, íà÷èíàÿ íóìåðàöèþ íå ñ åäèíèöû, à ñ íóëÿ (÷òîáûçàêîí÷èòü n-ûì, à íå (n+1)-ûì), è íàçûâàòü îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìèñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà RPn. Òî÷êà, èìè îïðåäåëÿåìàÿ,îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (x0 : x1 : . . . : xn). Îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû îïðåäå-ëÿþò òî÷êó ïðîñòðàíñòâà RPn, íî íå îïðåäåëÿþòñÿ åþ: îäíîé è òîé æåòî÷êå ïðîñòðàíñòâà RPn îòâå÷àþò ïðîïîðöèîíàëüíûå íàáîðû îäíîðîä-íûõ êîîðäèíàò.22.F. Ïðîñòðàíñòâî RPn êàíîíè÷åñêè ãîìåîìîð�íî ïðîñòðàíñòâó ïðÿ-ìûõ ïðîñòðàíñòâà Rn+1, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó 0 = (0, . . . , 0) ñ ìåò-ðèêîé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê óãîë ìåæäó ïðÿìûìè (÷èñëî, íå ïðå-âûøàþùåå π
2 ). Ïðåæäå âñåãî, äîêàæèòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ìåò-ðèêà.



22. Ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà 16722.G. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå
i : Rn → RPn : (x1, . . . , xn) 7→ (1 : x1 : · · · : xn)ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì. Êàêîâ îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ èêàê óñòðîåíî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå îáðàçà íà Rn?22.H. Ïîñòðîéòå òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå RPn−1 → RPn, îáðàç êîòî-ðîãî ñîâïàäàåò ñ RPn r i(Rn), ãäå i � âëîæåíèå, îïðåäåë¼ííîå â çàäà÷å22.G.Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPn ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü êàê ðåçóëüòàò ïðèñîåäèíåíèÿ ê åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó Rn �íåñîá-ñòâåííûõ� èëè �áåñêîíå÷íî-óäàë¼ííûõ� òî÷åê, ñîñòàâëÿþùèõ ïðîåêòèâ-íîå ïðîñòðàíñòâî RPn−1 íà åäèíèöó ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.22.1. Ââåäèòå åñòåñòâåííûì îáðàçîì òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó â ìíîæåñòâåâñåõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè è äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ãîìåî-ìîð�íî: à) RP 2 r point; á) îòêðûòîé ëåíòå Ì¼áèóñà (ò. å. ëåíòå Ì¼áèóñà ñóäàë¼ííîé ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòüþ).22.2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïîâîðîòîâ òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R3 âî-êðóã âñåâîçìîæíûõ ïðÿìûõ íà âñåâîçìîæíûå óãëû, ñíàáæ¼ííîå åñòåñòâåííîéòîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ãîìåîìîð�íî RP 3.22′2x. Êîìïëåêñíûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâàÊîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n îïðåäåëÿåò-ñÿ êàê �àêòîðïðîñòðàíñòâî åäèíè÷íîé ñ�åðû S2n+1 ïðîñòðàíñòâà Cn+1ïî åå ðàçáèåíèþ íà îêðóæíîñòè, âûñåêàåìûå (êîìïëåêñíûìè) ïðÿìûìèïðîñòðàíñòâà Cn+1, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó íà÷àëî êîîðäèíàò. Îáî-çíà÷àåòñÿ îíî ÷åðåç CPn.22.Ax. Ïðîñòðàíñòâî CPn ãîìåîìîð�íî �àêòîðïðîñòðàíñòâó åäèíè÷-íîãî çàìêíóòîãî øàðà D2n ïðîñòðàíñòâà Cn ïî ðàçáèåíèþ, ýëåìåíòàìèêîòîðîãî ñëóæàò ìíîæåñòâà âíóòðåííîñòè øàðà D2n è îêðóæíîñòè, âû-ñåêàåìûå íà åãî ãðàíè÷íîé ñ�åðå S2n−1 (êîìïëåêñíûìè) ïðÿìûìè ïðî-ñòðàíñòâà Cn, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó íà÷àëî êîîðäèíàò.22.Bx. Ïðîñòðàíñòâî CP 0 ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.Ïðîñòðàíñòâî CP 1 íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.22.Cx. Êîìïëåêñíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ CP 1 ãîìåîìîð�íà S2.22.Dx. Ïðîñòðàíñòâî CPn êàíîíè÷åñêè ãîìåîìîð�íî �àêòîðïðîñòðàí-ñòâó ïðîñòðàíñòâà Cn+1 r 0 ïî ðàçáèåíèþ íà ïðîêîëîòûå â òî÷êå íóëüêîìïëåêñíûå ïðÿìûå ïðîñòðàíñòâà Cn+1, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íîëü.



168 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèèÒàêèì îáðàçîì, CPn ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîñòðàíñòâî êëàññîâêîìïëåêñíî ïðîïîðöèîíàëüíûõ íåíóëåâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (x0, . . . , xn)êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷åíèå (x0 : x1 : . . . : xn) è òåðìèí îäíîðîäíûåêîîðäèíàòû, ââåäåííûå âûøå â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, ïåðåíîñÿòñÿ è íàêîìïëåêñíóþ ñèòóàöèþ.22.Ex. Ïðîñòðàíñòâî CPn êàíîíè÷åñêè ãîìåîìîð�íî ìíîæåñòâó (êîì-ïëåêñíûõ) ïðÿìûõ ïðîñòðàíñòâà Cn+1, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó íîëü,òîïîëîãèçèðîâàííîìó óãëîâîé ìåòðèêîé (êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ âïðîìåæóòêå [0, π2 ]).22′3x. Êâàòåðíèîííûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâàÍàïîìíèì, ÷òî â R4 èìååòñÿ çàìå÷àòåëüíîå óìíîæåíèå, îòêðûòîå �.Â. �àìèëüòîíîì (R. W. Hamilton) â 1843 ãîäó, êîòîðîå ìîæíî çàäàòü�îðìóëîé
(x1, x1, x3, x4) × (y1, y2, y3, y4) =

(x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4, x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3,

x1y3 − x2y4 + x3y1 + x4y2, x1y4 + x2y3 − x3y2 + x4y1).Îíî áèëèíåéíî, è äëÿ åãî îïèñàíèÿ äîñòàòî÷íî óêàçàòü ïðîèçâåäåíèÿ áà-çèñíûõ âåêòîðîâ. Ïîñëåäíèå â ýòîì êîíòåêñòå ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü, ñëå-äóÿ �àìèëüòîíó, òàê:
1 = (1, 0, 0, 0), i = (0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0) è k = (0, 0, 0, 1).Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ 1 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé: (1, 0, 0, 0)×x =

x äëÿ ëþáîãî x ∈ R4. Îñòàòîê òàáëèöû óìíîæåíèÿ âûãëÿäèò òàê:
ij = k, jk = i, ki = j, ji = −k, kj = −i è ik = −j.Âìåñòå ñ ïîêîîðäèíàòíûì ñëîæåíèåì ýòî óìíîæåíèå çàäàåò â R4 ñòðóê-òóðó àëãåáðû. Å¼ ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ êâàòåðíèîíàìè.22.Fx. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî óìíîæåíèå êâàòåðíèîíîâ àññîöèàòèâíî.Îíî íå êîììóòàòèâíî (íàïðèìåð, ij = k 6= −k = ji). Â îñòàëü-íîì êâàòåðíèîíû î÷åíü ïîõîæè íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Êàê è â ìíî-æåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, â ìíîæåñòâå êâàòåðíèîíîâ äåéñòâóåò ïðå-îáðàçîâàíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåíèåì, îáîçíà÷àåòñÿ, êàê è ñî-ïðÿæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ÷åðòîé: x 7→ x. Îíî çàäà¼òñÿ �îðìóëîé

(x1, x2, x3, x4) 7→ (x1,−x2,−x3,−x4) è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äâóìÿ çà-ìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè:22.Gx. ab = ba äëÿ ëþáûõ êâàòåðíèîíîâ a è b.



22. Ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà 16922.Hx. aa = |a|2, òî åñòü ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî êâàòåðíèîíà a íà ñîïðÿ-æ¼ííûé åìó êâàòåðíèîí a ðàâíî (|a|2, 0, 0, 0).Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äëÿ ëþáîãî a ∈ R4 îáðàò-íûé ýëåìåíò
a−1 = |a|−2aòàêîé, ÷òî aa−1 = 1.Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ åñòü àëãåáðà ñ äåëåíèåì èëèòåëî. Îíà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç H â ÷åñòü ñâîåãî îòêðûâàòåëÿ �àìèëüòîíà.Â ïðîñòðàíñòâå Hn = R4n èìåþòñÿ ïðàâûå êâàòåðíèîííûå ïðÿìûå, ò.å. ïîäìíîæåñòâà âèäà {(a1ξ, . . . , anξ) | ξ ∈ H}, è àíàëîãè÷íûå ëåâûå êâà-òåðíèîííûå ïðÿìûå {(ξa1, . . . , ξan) | ξ ∈ H}. Êàæäàÿ èç íèõ ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé âåùåñòâåííîå ÷åòûð¼õìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà

Hn = R4n.22.Ix. Íàéäèòå ïðàâóþ êâàòåðíèîííóþ ïðÿìóþ, íå ÿâëÿþùóþñÿ ëåâîéêâàòåðíèîííîé ïðÿìîé.22.Jx. Ïîêàæèòå, ÷òî äâå ïðàâûå êâàòåðíèîííûå ïðÿìûå â Hn ëèáîïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â 0, ëèáî ñîâïàäàþò.Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî åäèíè÷íîé ñ�åðû S4n+3 ïðîñòðàíñòâà Hn+1 =
R4n+4 ïî å¼ ðàçáèåíèþ íà òð¼õìåðíûå ñ�åðû, âûñåêàåìûå ïðàâûìè êâà-òåðíèîííûìè ïðÿìûìè ïðîñòðàíñòâà Hn+1, íàçûâàåòñÿ (ïðàâûì) êâàòåð-íèîííûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n. Àíàëîãè÷íî, òîëüêîñ ðàçáèåíèåì íà ëåâûå êâàòåðíèîííûå ïðÿìûå, îïðåäåëÿåòñÿ (ëåâîå) êâà-òåðíèîííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n.22.Kx. �îìåîìîð�íû ëè ïðàâîå è ëåâîå êâàòåðíèîííûå ïðîåêòèâíûåïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâûõ ðàçìåðíîñòåé?Ëåâîå êâàòåðíèîííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n îáî-çíà÷àåòñÿ ÷åðåç HPn.22.Lx. Ïðîñòðàíñòâî HP 0 ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.22.Mx. Ïðîñòðàíñòâî HPn ãîìåîìîð�íî �àêòîðïðîñòðàíñòâó åäèíè÷-íîãî çàìêíóòîãî øàðà D4n ïðîñòðàíñòâà Hn ïî ðàçáèåíèþ, ýëåìåíòàìèêîòîðîãî ñëóæàò ìíîæåñòâà âíóòðåííîñòè øàðà D4n è òð¼õìåðíûå ñ�å-ðû, âûñåêàåìûå íà åãî ãðàíè÷íîé ñ�åðå S4n−1 (ëåâûìè êâàòåðíèîííû-ìè) ïðÿìûìè ïðîñòðàíñòâà Hn.Ïðîñòðàíñòâî HP 1 íàçûâàåòñÿ êâàòåðíèîííîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.22.Nx. Êâàòåðíèîííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ HP 1 ãîìåîìîð�íà S4.



170 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè22.Ox. Ïðîñòðàíñòâî HPn êàíîíè÷åñêè ãîìåîìîð�íî �àêòîðïðîñòðàí-ñòâó ïðîñòðàíñòâà Hn+1 r 0 ïî ðàçáèåíèþ íà ïðîêîëîòûå â òî÷êå íóëüëåâûå êâàòåðíèîííûå ïðÿìûå ïðîñòðàíñòâà Hn+1, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà-÷àëî êîîðäèíàò.Òàêèì îáðàçîì, HPn ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîñòðàíñòâî êëàññîâêâàòåðíèîííî ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñëåâà íåíóëåâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
(x0, . . . , xn) êâàòåðíèîíîâ. Îáîçíà÷åíèå (x0 : x1 : . . . : xn) è òåðìèí îä-íîðîäíûå êîîðäèíàòû, ââåäåííûå âûøå â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, ïåðåíî-ñÿòñÿ è íà êâàòåðíèîííóþ ñèòóàöèþ.22.Px. Ïðîñòðàíñòâî HPn êàíîíè÷åñêè ãîìåîìîð�íî ìíîæåñòâó (ëå-âûõ êâàòåðíèîííûõ) ïðÿìûõ ïðîñòðàíñòâà Hn+1, òîïîëîãèçèðîâàííîìóóãëîâîé ìåòðèêîé (êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ïðîìåæóòêå [0, π2 ]).



23x. Êîíå÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà 17123x. Êîíå÷íûå òîïîëîãè÷åñêèåïðîñòðàíñòâà23′1x. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îòñòóïëåíèå:ðàñùåïëåíèå òðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿíà ýêâèâàëåíòíîñòü è ïîðÿäîêÂ îïðåäåëåíèÿõ îòíîøåíèé ïîðÿäêà è ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèå òðàí-çèòèâíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå çíà÷èìûì. Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðè-äàäèì ýòîìó îùóùåíèþ �îðìàëüíîå îáîñíîâàíèå, ïîêàçàâ, ÷òî îñòàëü-íûå óñëîâèÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ íåèçáåæíûìè åñòåñòâåííûìèñïóòíèêàìè òðàíçèòèâíîñòè, õîòÿ è íå ñëåäóþò èç íå¼.23.Ax. Ïóñòü ≺ � òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå X. Òîãäàîòíîøåíèå -, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a - b, åñëè a ≺ b èëè a = b,òîæå òðàíçèòèâíî (è, êðîìå òîãî, êîíå÷íî æå ðå�ëåêñèâíî, ò. å. a -

a äëÿ ëþáîãî a ∈ X).Áèíàðíîå îòíîøåíèå - â ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ïðåäïîðÿäêîì, åñ-ëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:
• Òðàíçèòèâíîñòü. Åñëè a - b è b - c, òî a - c.
• �å�ëåêñèâíîñòü. a - a äëÿ ëþáîãî a.Ìíîæåñòâî X, ñíàáæ¼ííîå ïðåäïîðÿäêîì -, íàçûâàåòñÿ ïðåäóïîðÿäî-÷åííûì.Åñëè ïðåäïîðÿäîê åù¼ è àíòèñèììåòðè÷åí, òî ýòî � íåñòðîãèé ïîðÿ-äîê. 23.1x. ßâëÿåòñÿ ëè îòíîøåíèå a|b ïðåäïîðÿäêîì â ìíîæåñòâå Z öåëûõ ÷èñåë?23.Bx. Åñëè (X,-) � ïðåäóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, òî îòíîøåíèå

∼, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a ∼ b, åñëè a - b è b - a,ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè (ò.å. ñèììåòðè÷íî, ðå�ëåê-ñèâíî è òðàíçèòèâíî) â X.23.2x. Êàêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íà ìíîæåñòâå öåëûõ÷èñåë ïðåäïîðÿäêîì a|b?23.Cx. Ïóñòü (X,-) � ïðåäóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî è ∼ � îòíî-øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåë¼ííîå ïðåäïîðÿäêîì - íà X ñîãëàñíî23.Bx. Òîãäà èç a′ ∼ a, a - b è b ∼ b′ ñëåäóåò a′ - b′, è òåì ñàìûì -



172 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèèîïðåäåëÿåò íà ìíîæåñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè X/∼ îòíîøåíèå.Ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåñòðîãèì ïîðÿäêîì.Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå ïîðîæäàåò îòíîøå-íèå ýêâèâàëåíòíîñòè è ïîðÿäîê â ìíîæåñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ ýëå-ìåíòîâ.23.Dx. Âî ÷òî âûðîæäàåòñÿ ýòà öåïî÷êà êîíñòðóêöèé, åñëè èñõîäíîåòðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå áûëî(1) ýêâèâàëåíòíîñòüþ, èëè(2) íåñòðîãèì ïîðÿäêîì.23.Ex. Âî âñÿêîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îòíîøåíèå -, îïðå-äåëÿþùååñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a - b, åñëè a ∈ Cl{b},ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîðÿäêîì.23.3x. Âî ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà îòíîøå-íèå -, îïðåäåëÿþùååñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
A - B, åñëè A ⊂ Cl{B},ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîðÿäêîì. Ýòîò ïðåäïîðÿäîê îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-íîñòè, ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíû, ñîãäà èõ çàìûêàíèÿ ñîâïàäàþò.23.Fx. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåë¼ííîå ïðåäïîðÿäêîì òåî-ðåìû 23.Ex, îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà íà ìàêñèìàëüíûå (ïîâêëþ÷åíèþ) àíòèäèñêðåòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâîïî ýòîìó ðàçáèåíèþ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå Êîëìîãîðîâà T0.Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî òåîðåìû 23.Fx íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì T0-�àêòîðïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà X.23.Gx. Íåïðåðûâíûé îáðàç àíòèäèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà àíòèäèñ-êðåòåí.23.Hx. Ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå X → Y ïîðîæäàåò íåïðåðûâ-íîå îòîáðàæåíèå ìàêñèìàëüíîãî T0-�àêòîðïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà

X â ìàêñèìàëüíîå T0-�àêòîðïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Y .23′2x. Ñòðóêòóðà êîíå÷íîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà�åçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà äàþò êëþ÷ ê ïîíèìàíèþ ñòðóêòó-ðû êîíå÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü X � êîíå÷íîå òîïîëî-ãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 23.Fx îíî îêàçûâàåòñÿ ðàçáèòîíà àíòèäèñêðåòíûå êëàñòåðû òî÷åê. Ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ýòèàíòèäèñêðåòíûå êëàñòåðû îòîáðàæàþòñÿ, ñîãëàñíî 23.Gx, äðóã â äðóãà.



23x. Êîíå÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà 173Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ êîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâ èíäó-öèðóþò íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ �àêòîðïðîñòðàíñòâ ïî ðàçáèåíèÿìíà àíòèäèñêðåòíûå êëàñòåðû òî÷åê, ñð. 23.Hx.Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ïî ðàçáèåíèþ íà ìàê-ñèìàëüíûå àíòèäèñêðåòíûå ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿåò, ñîãëàñíî 23.Fx,àêñèîìå îòäåëèìîñòè Êîëìîãîðîâà. Êàê è âñÿêîå êîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî,îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íàèìåíüøèõ îêðåñòíîñòåé. Â ñèëó òåîðåìû14.O, òîïîëîãèÿ ýòîãî �àêòîðïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé ïîðÿä-êà. Â ñèëó òåîðåìû 9.Bx, ãîìåîìîð�èçìû ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ñ òî-ïîëîãèåé ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè áèåêöèÿìè.Òàêèì îáðàçîì, êîíå÷íîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ òî÷íîñòüþäî ãîìåîìîð�èçìà õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíå÷íûì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûììíîæåñòâîì, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñíàáæåíû êðàòíîñòÿìè, ïðåäñòàâëÿþ-ùèìè ñîáîé íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äâà òàêèõ ïðîñòðàíñòâà ãîìåîìîð�-íû, ñîãäà ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè ñó-ùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ áèåêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ êðàòíîñòè. Äëÿ âîññòàíîâ-ëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïî óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó ñêðàòíîñòÿìè íóæíî ââåñòè â ýòî ìíîæåñòâî òîïîëîãèþ ïîðÿäêà, à çà-òåì çàìåíèòü â í¼ì êàæäóþ òî÷êó àíòèäèñêðåòíûì êëàñòåðîì òî÷åê, âêîòîðîì ÷èñëî òî÷åê ðàâíî êðàòíîñòè èñõîäíîé òî÷êè.23′3x. Ñèìïëèöèàëüíûå ñõåìûÏóñòü V � ìíîæåñòâî è Σ � ìíîæåñòâî íåêîòîðûõ åãî êîíå÷íûõ ïîä-ìíîæåñòâ. Ïàðà (V,Σ) íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíîé ñõåìîé ñ ìíîæåñòâîìâåðøèí V è ìíîæåñòâîì ñèìïëåêñîâ Σ, åñëè
• êàæäîå ïîäìíîæåñòâî ëþáîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà Σ ñàìî ïðè-íàäëåæèò Σ,
• ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Σ ñàìî ïðè-íàäëåæèò Σ,
• êàæäîå îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà V ïðèíàäëå-æèò Σ.Ìíîæåñòâî Σ óïîðÿäî÷åíî ïî âêëþ÷åíèþ. Íàäåë¼ííîå òîïîëîãèåé ýòîãî÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, îíî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñèìïëåêñîâ ñèìïëè-öèàëüíîé ñõåìû (X,Σ).Ïî êàæäîé ñèìïëèöèàëüíîé ñõåìå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòðîèòñÿè äðóãîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. À èìåííî, äëÿ ñèìïëèöèàëüíîéñõåìû (V,Σ) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S(V,Σ) âñåõ òàêèõ �óíêöèé c : V →

I, òàêèõ ÷òî
Supp(c) = {v ∈ V | c(v) 6= 0}



174 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèèñîäåðæèòñÿ â Σ è ∑v∈V c(v) = 1. Ñíàáäèì ìíîæåñòâî S(V,Σ) òîïîëîãè-åé, ïîðîæäàåìîé ìåòðèêîé
ρ(c1, c2) = sup

v∈V
|c1(v) − c2(v)|.Ïðîñòðàíñòâî S(V,Σ) ïîêðûòî ìíîæåñòâàìè {c ∈ S | Supp(c) = σ},ãäå σ ∈ Σ. Îíî íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì èëè òðèàíãóëèðîâàííûì ïðî-ñòðàíñòâîì, à ìíîæåñòâà âèäà {c ∈ S | Supp(c) = σ} íàçûâàþòñÿ åãî(îòêðûòûìè) ñèìïëåêñàìè.23.4x. Êàêèå îòêðûòûå ñèìïëåêñû ñèìïëèöèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿîòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè, êàêèå � çàìêíóòûìè, à êàêèå � íè òåìè, íè äðóãè-ìè?23.Ix. Íàéäèòå äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ ãîìåîìîð�èçì ïîäïðîñòðàíñòâà

{c ∈ S | Supp(c) = σ} ⊂ S(V,Σ)íà îòêðûòûé ñèìïëåêñ, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëàâåðøèí, ñîäåðæàùèõñÿ â σ (íàïîìíèì, ÷òî n-ìåðíûì îòêðûòûì ñèì-ïëåêñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | xj > 0 äëÿ j =

1, . . . , n+ 1 è ∑n+1
i=1 xi = 1, }).23.Jx. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèìïëèöèàëüíîé ñõåìû (V,Σ) �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî ñèìïëèöèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà S(V,Σ) ïî åãî ðàçáèåíèþíà îòêðûòûå ñèìïëåêñû ãîìåîìîð�íî ïðîñòðàíñòâó Σ ñèìïëåêñîâ ñèì-ïëèöèàëüíîé ñõåìû (V,Σ).23′4x. Áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà23.Kx. Íàéäèòå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, íå èçîìîð�íîåóïîðÿäî÷åííîìó ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâó ñèìïëåêñîâ êàêîé áû òî íèáûëî ñèìïëèöèàëüíîé ñõåìû.Ïóñòü (X,≺) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. �àññìîòðèì ìíî-æåñòâî âñåâîçìîæíûõ íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé a1 ≺ a2 ≺ · · · ≺ an ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X, òî åñòüìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ

≺ èíäóöèðóåò ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç X ′.Îíî åñòåñòâåííî óïîðÿäî÷åíî ïî âêëþ÷åíèþ.×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (X ′,⊂) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíûì÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (X,≺). Ïåðåõîä îò ÷àñòè÷íî óïîðÿ-äî÷åííîãî ìíîæåñòâà ê åãî ïðîèçâîäíîìó ìîæíî ïîâòîðèòü ëþáîå ÷èñëîðàç. Òàê âîçíèêàþò êðàòíûå ïðîèçâîäíûå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíî-æåñòâà.



23x. Êîíå÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà 17523.Lx. Äëÿ ëþáîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (X,≺) ïàðà
(X,X ′) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíîé ñõåìîé.Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå X ′ → X, îòíîñÿùåå ýëåìåíòóìíîæåñòâà X ′, ò.å. êîíå÷íîìó íåïóñòîìó ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîìó ïîä-ìíîæåñòâó ìíîæåñòâà X, åãî íàèáîëüøèé ýëåìåíò.23.Mx. Ìîíîòîííî ëè ýòî îòîáðàæåíèå? Ñòðîãî ëè ìîíîòîííî? Ìî-íîòîííî ëè àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèå, îòíîñÿùåå êîíå÷íîìó íåïóñòîìóëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîìó ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà X, åãî íàèìåíüøèéýëåìåíò?Ïóñòü (V,Σ) � ñèìïëèöèàëüíàÿ ñõåìà, è Σ′ � ïðîèçâîäíîå ÷àñòè÷-íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Σ (óïîðÿäî÷åííîãî ïî âêëþ-÷åíèþ). Ñèìïëèöèàëüíàÿ ñõåìà (Σ,Σ′) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ñèìïëè-öèàëüíîé ñõåìîé èëè áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì ñèìïëèöèàëüíîéñõåìû (V,Σ)Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Σ → S(V,Σ), îòíîñÿùåå ñèìïëåê-ñó σ ∈ Σ, ò. å. ïîäìíîæåñòâó {v0, v1, . . . , vn} ìíîæåñòâà V �óíêöèþ
bσ : V → R ñ bσ(vi) = 1

n+1 è bσ(v) = 0 äëÿ ëþáîãî v 6∈ σ.Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå β : S(Σ,Σ′) → S(V,Σ), îòíåñÿ �óíêöèè ϕ :
Σ → R �óíêöèþ

V → R : v 7→
∑

σ∈Σ

ϕ(σ)bσ(v).23.Nx. Îòîáðàæåíèå β : S(Σ,Σ′) → S(V,Σ) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîìè ýòîò ãîìåîìîð�èçì ñîñòàâëÿåò âìåñòå ñ ïðîåêöèÿìè S(V,Σ) → Σ è
S(Σ,Σ′) → Σ′ íà ïðîñòðàíñòâà ñèìïëåêñîâ è åñòåñòâåííûì îòîáðàæåíè-åì Σ′ → Σ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

S(Σ,Σ′)
β−−−−→ S(V,Σ)

y
y

Σ′ −−−−→ Σ



176 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè24x. Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõîòîáðàæåíèé24′1x. Ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèéÂñþäó äàëåå ÷åðåç C(X,Y ) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íåïðå-ðûâíûõ îòîáðàæåíèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â òîïîëîãè÷åñêîåïðîñòðàíñòâî Y .24.1x. Ïóñòü X 6= ∅. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî C(X,Y ) ñîñòîèò èç îäíîãîýëåìåíòà, ñîãäà ïðîñòðàíñòâî Y îäíîòî÷å÷íî.24.2x. Ïóñòü X 6= ∅. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ èíúåêöèÿ Y →
C(X,Y ), îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî card C(X,Y ) ≥ cardY .24.3x. Çàãàäêà. Íàéäèòå åñòåñòâåííûå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ
C(X,Y ) = Y .24.4x. Ïóñòü Y = {0, 1}, ΩY = {∅, {0}, Y }. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áèåêöèÿìåæäó C(X,Y ) è ΩX .24.5x. Äîêàæèòå, ÷òî åñëèX � êîíå÷íîå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî C(X,Y )ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâèòü ñ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì Y ×
. . .× Y (n ñîìíîæèòåëåé).24.6x. Ïóñòü äèñêðåòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y ñîñòîèò èç k òî-÷åê. Íàéäèòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî
C(X,Y ) ñîñòîÿëî èç k2 ýëåìåíòîâ.24′2x. Òîïîëîãèè â ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèéÄëÿ x ∈ X, U ∈ ΩY , K ⊂ X ïîëîæèì

W (x,U) = {f : X → Y | f(x) ∈ U},

W (K,U) = {f : X → Y | f(K) ⊂ U},è ðàññìîòðèì ñåìåéñòâà ∆(pw) = {W (x,U) | x ∈ X, U ∈ ΩY } è
∆(co) = {W (K,U) | K ⊂ X � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, U ∈ ΩY }.24.Ax. Ìíîæåñòâî ∆(pw) ÿâëÿåòñÿ ïðåäáàçîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóê-òóðû íà ìíîæåñòâå C(X,Y ).Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Ω(pw) ñ ïðåäáàçîé ∆(pw) íàçûâàåòñÿ òî-ïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-ñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C(pw)(X,Y ).24.Bx. Ìíîæåñòâî ∆(co) ÿâëÿåòñÿ ïðåäáàçîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóê-òóðû íà ìíîæåñòâå C(X,Y ).



24x. Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé 177Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Ω(co) ñ ïðåäáàçîé ∆(co) íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé. Âñþäó äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áó-äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî C(X,Y ) � ýòî ïðî-ñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé X → Y ñ çàäàííîé íà íåìêîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé.24.Cx. Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Ω(pw) ⊂ Ω(co).24.7x. Ïðîñòðàíñòâà C(I, I) è C(pw)(I, I) íå ãîìåîìîð�íû.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Const(X,Y ) ìíîæåñòâî âñåõ ïîñòîÿííûõ îòîáðàæåíèé
f : X → Y .24.8x. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèè Ω(pw) è Ω(co) èíäóöèðóþò îäíó è òó æå òî-ïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà ìíîæåñòâå Const(X,Y ), ïðè÷åì ïîëó÷åííîå òîïî-ëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîð�íî Y .24.9x. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X = {x1, . . . , xn} ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé, òîïðîñòðàíñòâî C(pw)(X,Y ) ãîìåîìîð�íî Y × . . .× Y (n ñîìíîæèòåëåé). Âåðíîëè ýòî äëÿ ïðîñòðàíñòâà C(X,Y )?24′3x. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ îòîá-ðàæåíèé24.Dx. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Y õàóñäîð�îâî, òî è ïðîñòðàíñòâî C(pw)(X,Y )õàóñäîð�îâî. Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâà C(X,Y )?24.10x. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C(I,X) ëèíåéíî ñâÿçíî, ñîãäà ïðîñòðàí-ñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî.24.11x. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C(pw)(I, I) íå êîìïàêòíî. Êîìïàêòíî ëèïðîñòðàíñòâî C(I, I)?24′4x. Ìåòðèçóåìûé ñëó÷àé24.Ex. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî, à ïðîñòðàíñòâî Y ìåòðè-çóåìî, òî ïðîñòðàíñòâî C(X,Y ) ìåòðèçóåìî.�àññìîòðèì êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî X è ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-ñòâî (Y, ρ). Ïîëîæèì

d(f, g) = max{ρ(f(x), g(x)) | x ∈ X}.24.Fx. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è äëÿëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Y �óíêöèÿ d ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íàìíîæåñòâå C(X,Y ).Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-ñòâî ñ ìåòðèêîé ρ. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn îòîáðàæåíèé
X → Y ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê îòîáðàæåíèþ f : X → Y , åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , òàêîå ÷òî ρ(fn(x), f(x)) < ε ïðèâñåõ n > N è x ∈ X.



178 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè24.Gx Ìåòðèêà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå òîïî-ëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à Y � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü îòîáðàæåíèé fn : X → Y ñõîäèòñÿ ê îòîáðàæåíèþ f : X → Yâ òîïîëîãèè, îïðåäåëåííîé ìåòðèêîé d, ñîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ðàâ-íîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f .24.Hx Ïîëíîòà C(X,Y ). Ïóñòü X � êîìïàêòíîå, à (Y, ρ) � ïîëíîå ìåò-ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâíî. Òîãäà ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (C(X,Y ), d
)ïîëíî.24.Ix. Ìåòðèêà d èíäóöèðóåò íà C(X,Y ) êîìïàêòíî-îòêðûòóþ òî-ïîëîãèþ.24.12x. Ïðîñòðàíñòâî C(R, I) ìåòðèçóåìî.24.13x. Åñëè Y � îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è X =

S
∞

i=1Xi, ãäåìíîæåñòâàXi êîìïàêòíû èXi ⊂ IntXi+1 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . ., òî ïðîñòðàíñòâî
C(X,Y ) ìåòðèçóåìî.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cb(X,Y ) ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõîòîáðàæåíèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
Y . Ïîëîæèì

d∞(f, g) = sup{ρ(f(x), g(x)) | x ∈ X}.24.14x. Ôóíêöèÿ d∞ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå Cb(X,Y ).24.15x. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå, à Y � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü fn îãðàíè÷åííûõ îòîáðàæåíèé X → Y ñõîäèòñÿ ê f : X → Y âòîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé d∞, ñîãäà fn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f .24.16x. Íàéäèòå òàêèå ïðîñòðàíñòâà X è Y , äëÿ êîòîðûõ òîïîëîãèÿ, èíäóöè-ðîâàííàÿ ìåòðèêîé d∞, íå ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé ïîäïðîñòðàíñòâà Cb(X,Y ) ⊂
C(X,Y ).24′5x. Ñâÿçü ñ äðóãèìè êîíñòðóêöèÿìè24.Jx. Äëÿ ëþáûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ϕ : X ′ → X è ψ : Y → Y ′îòîáðàæåíèå C(X,Y ) → C(X ′, Y ′) : f 7→ ψ ◦ f ◦ ϕ íåïðåðûâíî.24.Kx. Åñëè A ⊂ X, òî îòîáðàæåíèå C(X,Y ) → C(A,Y ) : f 7→ f |Aíåïðåðûâíî.24.Lx. Åñëè B ⊂ Y , òî îòîáðàæåíèå C(X,B) → C(X,Y ) : f 7→ iB ◦ fÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì.24.Mx. Äëÿ ëþáûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X,Y è Z ïðîñòðàíñòâî

C(X,Y × Z) êàíîíè÷åñêè ãîìåîìîð�íî C(X,Y ) × C(X,Z).24.Nx. Ïóñòü {Xi}ni=1 � çàìêíóòîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X. Åñòå-ñòâåííîå îòîáðàæåíèå φ : C(X,Y ) →∏n
i=1 C(Xi, Y ) : f 7→ (f |X1 , . . . , f |Xn)ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì.24.Ox. Çàãàäêà. Ìîæíî ëè îáîáùèòü ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå?



24x. Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé 17924.Px. Ïóñòü Y � õàóñäîð�îâîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîåïðîñòðàíñòâî. Òîãäà åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå φ : C(X,Y ) × C(Y,Z) →
C(X,Z) : (f, g) 7→ g ◦ f íåïðåðûâíî.24.17x. ßâëÿåòñÿ ëè òðåáîâàíèå ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè Y ñóùåñòâåííûìäëÿ ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ 24.Px?24.Qx. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî, à S � òà-êîå åãî ðàçáèåíèå, ÷òî �àêòîðïðîñòðàíñòâî X/S õàóñäîð�îâî. (Ýòî âåð-íî, íàïðèìåð, åñëè S � çàìêíóòîå ðàçáèåíèå, ò. å. ïðîåêöèÿ pr : X →
X/S � çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå.) Òîãäà åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå φ :
C(X/S, Y ) → C(X,Y ) : f 7→ f ◦ pr ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì âëîæåíè-åì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C(X,Y ), ñîñòîÿùååèç îòîáðàæåíèé, ïîñòîÿííûõ íà êàæäîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ S, ìîæíîîòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ íà �àêòîðïðî-ñòðàíñòâå X/S.24.Rx Îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ. Ïóñòü X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîåõàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà îòîáðàæåíèå φ : C(X,Y ) × X → Y :
(f, x) 7→ f(x) íåïðåðûâíî.24.18x. Ñóùåñòâåííû ëè íàëîæåííûå â 24.Rx óñëîâèÿ íà ïðîñòðàíñòâî X?24′6x. Îòîáðàæåíèÿ X × Y → Z è X → C(Y,Z)24.Sx. Åñëè îòîáðàæåíèå f : X×Y → Z íåïðåðûâíî, òî è îòîáðàæåíèå
F : X → C(Y,Z), çàäàííîå �îðìóëîé F (x)(y) = f(x, y), íåïðåðûâíî.Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ âåðíî è îáðàòíîå.24.Tx. Ïóñòü Y � õàóñäîð�îâî ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, èïóñòü äàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : X → C(Y,Z). Òîãäà è îòîáðà-æåíèå f : X × Y → Z : (x, y) 7→ F (x)(y) íåïðåðûâíî.24.Ux. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîð�îâî è íàáîð ΣY = {Uα} ÿâ-ëÿåòñÿ ïðåäáàçîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà Y , òî íàáîð
{W (K,U) | U ∈ Σ} ÿâëÿåòñÿ ïðåäáàçîé êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèèâ C(X,Y ).24.Vx Ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí. Ââåäåì îòîáðàæåíèå

Φ : C(X × Y,Z) → C(X, C(Y,Z)), Φ(f)(x) : y 7→ f(x, y).Òîãäà:1) åñëè ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîð�îâî, òî Φ íåïðåðûâíî;2) åñëè ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîð�îâî, à ïðîñòðàíñòâî Y ëîêàëüíîêîìïàêòíî è õàóñäîð�îâî, òî Φ � ãîìåîìîð�èçì.



180 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè24.Wx. Ïóñòü S � ðàçáèåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, pr :
X → X/S � ïðîåêöèÿ. Íà ïðîñòðàíñòâå X×Y âîçíèêàåò åñòåñòâåííîåðàçáèåíèå S′ = {A × y | A ∈ S, y ∈ Y }. Åñëè òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-ñòâî Y õàóñäîð�îâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî åñòåñòâåííîå �àêòî-ðîòîáðàæåíèå f : (X × Y )/S′ → X/S × Y ïðîåêöèè pr× idY ÿâëÿåòñÿãîìåîìîð�èçìîì.24.19x. Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû íåïîñðåä-ñòâåííî.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 181Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè19.A Ê ïðèìåðó,
z = (x, y) ∈ (A1 ×B1) ∩ (A2 ×B2) ⇐⇒

⇐⇒ z ∈ A1 ×B1, z ∈ A2 ×B2 ⇐⇒ x ∈ A1, x ∈ A2, y ∈ B1, y ∈ B2 ⇐⇒

⇐⇒ x ∈ A1 ∩A2, y ∈ B1 ∩B2 ⇐⇒ z ∈ (A1 ∩A2) × (B1 ∩B2).19.B Èìååì:
pr−1
X (A) = {z = (x, y) ∈ X × Y | prX(z) ∈ A} =

= {(x, y) ∈ X × Y | x ∈ A} = A× Y.19.C Äåéñòâèòåëüíî, Γf ∩ (x × Y ) = (x, f(x)). Åñëèïåðåñå÷åíèå Γ∩(x×Y ) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè (x, y), òî ìîæíî ïîëîæèòü
f(x) = y.19.D Ñëåäóåò èç 3.A, ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå ýëåìåíòàðíûõ ìíî-æåñòâ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ìíîæåñòâîì.19.E Óáåäèòåñü, ÷òî îòîáðàæåíèå T : (x, y) 7→ (y, x) åñòü ãîìåîìîð-�èçì.19.F Ìåæäó äâóìÿ ýòèìè ìíîæåñòâàìè èìååòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ áè-åêöèÿ, ïîýòîìó ìû ïðîñòî-íàïðîñòî çàïèøåì, ÷òî

(X × Y ) × Z = X × (Y × Z) = {(x, y, z) | x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z}.Îäíàêî ýëåìåíòàðíûå ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâàõ (X × Y ) × Z è X ×
(Y ×Z) ðàçëè÷íû. Äîêàæèòå, ÷òî â îáîèõ ýòèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàí-ñòâàõ íàáîð {U × V ×W | U ∈ ΩX , V ∈ ΩY ,W ∈ ΩZ} ÿâëÿåòñÿ áàçîé èõòîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð.19.G Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ X åãîïðîîáðàç pr−1

X (U) = U × Y ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì, çíà÷èò, îòêðûòûì â
X × Y ìíîæåñòâîì.19.H Ïóñòü òîïîëîãèÿ Ω′ â X × Y òàêîâà, ÷òî ïðîåêöèè prX è
prY íåïðåðûâíû. Òîãäà, åñëè U ∈ ΩX è V ∈ ΩY , òî pr−1

X (U) ∩ pr−1
Y (V ) =

(U×Y )∩(X×V ) = U×V ∈ Ω′. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå áàçîâîå ìíîæåñòâîòîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ ëåæèò â Ω′, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî Ω′ ñîäåðæèòòîïîëîãèþ ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ X è Y .19.I ßñíî, ÷òî ab(prX) = prX |X×y0 : X × y0 → X � íåïðåðûâ-íàÿ áèåêöèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîãî êíåé îòîáðàæåíèÿ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî, îòêðûòîå



182 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèèâ X × y0 êàê â ïîäïðîñòðàíñòâå ïðîèçâåäåíèÿ X × Y , èìååò âèä U × y0.Äåéñòâèòåëüíî,
W ∩ (X × y0) = (∪Uα × Vα) ∩ (X × y0) =

⋃

y0∈Vα
Uα × y0.19.J Ñ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ R1 × R1 = R2. Ïî-ñêîëüêó â êà÷åñòâå áàçû òîïîëîãèè â R1 × R1 ìîæíî âçÿòü íàáîð îò-êðûòûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ïîêàæèòå ýòî), òî òîïîëîãèè â R1 × R1 è R2èìåþò îäíó è òó æå áàçó, çíà÷èò, îíè ñîâïàäàþò. Âòîðîå óòâåðæäåíèåäîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè, à òðåòüå ÿâëÿåòñÿ åãî ñëåäñòâèåì â ñèëó 19.7.19.L Åñëè f íåïðåðûâíî, òî f1 = prX ◦f è f2 = prY ◦fíåïðåðûâíû êàê êîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.Äàëåå, ïîñêîëüêó â ñèëó 19.20, f−1(U × V ) = f−1

1 (U) ∩ f−1
2 (V ), òîèç íåïðåðûâíîñòè f1, f2 ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü f .19.M Âñïîìíèòå îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ òîïîëîãèé è âîñïîëü-çóéòåñü 19.22.19.N ÏóñòüX è Y � õàóñäîð�îâû ïðîñòðàíñòâà è òî÷êè (x1, y1), (x2, y2) ∈

X × Y ðàçëè÷íû. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî x1 6= x2. Òàêêàê ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîð�îâî, òî ó íèõ íàéäóòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿîêðåñòíîñòè Ux1 è Ux2 . Òîãäà Ux1 × Y è Ux2 × Y � íåïåðåñåêàþùèåñÿîêðåñòíîñòè òî÷åê (x1, y1), (x2, y2) ∈ X × Y .19.O Åñëè A è B ñ÷åòíû è âñþäó ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâàõ X è
Y ñîîòâåòñòâåííî, òî ìíîæåñòâî A × B, âî-ïåðâûõ, ñ÷åòíî, âî-âòîðûõ,ïëîòíî â X × Y .19.P Ñì. äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.19.Q Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ΣX , ΣY � ñ÷åòíûå áàçû òîïîëîãèé ïðî-ñòðàíñòâ X è Y ñîîòâåòñòâåííî, òî Σ = {U × V | U ∈ ΣX , V ∈ ΣY } �áàçà òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X × Y .19.R Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ρ1, ρ2 � ìåòðèêè â ïðîñòðàíñòâàõ X è Y ,òî ρ((x1, y1), (x2, y2)

)
= max{ρ1(x1, x2), ρ2(y1, y2)} åñòü ìåòðèêà â X × Y .Êàêîé âèä èìåþò øàðû â ìåòðèêå ρ?19.S Äëÿ ëþáûõ òî÷åê (x1, y1), (x2, y2) ∈ X × Y ìíîæåñòâî (X ×

y2) ∪ (x1 × Y ) ñâÿçíî è ñîäåðæèò ýòè òî÷êè.19.T Åñëè u, v � ïóòè, ñîåäèíÿþùèå x1 ñ x2 è, ñîîòâåòñòâåííî, y1 ñ
y2, òî ïóòü u× v ñîåäèíÿåò (x1, y1) ñ (x2, y2).19.U Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîêðûòèå, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòàð-íûõ ìíîæåñòâ. Ïîñêîëüêó Y êîìïàêòíî, òî äëÿ ëþáîãî ñëîÿ x× Y íàé-äåòñÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {Uxi ×V xi }. Ïîëîæèì W x = ∩Uxi . Âûäåëèì,



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 183èñïîëüçóÿ êîìïàêòíîñòü X, êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå W xj èç ïîêðûòèÿ
{W x}x∈X . Íàáîð {Uxji × V

xj
i } � èñêîìîå êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.19.V Äà, ãîìåîìîð�íû. �àññìîòðèòå îòîáðàæåíèå

(x, y) 7→
((

x√
x2 + y2

,
x√

x2 + y2

)
, ln
√
x2 + y2

)
.20.A Ïðîîáðàç pr−1

(
pr(A)

), âî-ïåðâûõ, ÿâëÿåòñÿ íàñûùåííûì, âî-âòîðûõ, ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì, òàê êàê, åñëè B ⊃ A � íåêîòîðîå íàñû-ùåííîå ìíîæåñòâî, òî B = pr−1
(
pr(B)

)
⊃ pr−1

(
pr(A)

).20.C Ïîëîæèì Ω′ = {U ⊂ X/S | pr−1(U) ∈ Ω}. Ïóñòü Uα ∈ Ω′.Èç òîãî, ÷òî p−1(Uα) � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî
p−1(∪Uα) = ∪p−1(Uα) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, òàêèì îáðàçîì, ∪Uα ∈
Ω′. Ïðîâåðüòå îñòàâøèåñÿ àêñèîìû òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñàìîñòî-ÿòåëüíî.20.D Åñëè ìíîæåñòâî V ⊂ X îòêðûòî è íàñûùåíî, òî V =
pr=1

(
p(V )

), çíà÷èò, ìíîæåñòâî U = pr(V ) îòêðûòî â X/S. Åñëè
U ⊂ X/S îòêðûòî, òî U = pr

(
pr−1(U)

), ãäå V = pr−1(U) îòêðûòî èíàñûùåíî.20.E Ìíîæåñòâî F çàìêíóòî, ñîãäà ìíîæåñòâî X/S r F îòêðûòî,ñîãäà ìíîæåñòâî pr−1(X/S r F ) = X r pr−1 îòêðûòî, ñîãäà ìíîæåñòâî
p−1(F ) çàìêíóòî.20.F Ïðÿìîå ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ �àêòîðòîïîëîãèè.20.G Íàäî äîêàçàòü, ÷òî åñëè Ω′ � òàêàÿ òîïîëîãèÿ â X/S, ÷òîîòîáðàæåíèå �àêòîðèçàöèè íåïðåðûâíî, òî Ω′ ⊂ ΩX/S . Äåéñòâèòåëüíî,åñëè U ∈ Ω′, òî p−1(U) ∈ ΩX , ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ �àêòîðòîïîëîãèè
U ∈ ΩX/S .20.H Îíî ñâÿçíî, êàê íåïðåðûâíûé îáðàç ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà.20.I Îíî ëèíåéíî ñâÿçíî, êàê íåïðåðûâíûé îáðàç ëèíåéíî ñâÿçíîãîïðîñòðàíñòâà.20.J Îíî ñåïàðàáåëüíî, êàê íåïðåðûâíûé îáðàç ñåïàðàáåëüíîãîïðîñòðàíñòâà.20.K Îíî êîìïàêòíî, êàê íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòíîãî ïðî-ñòðàíñòâà.20.L Ýòî �àêòîðïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê, îäíà èç êîòî-ðûõ íå îòêðûòà â íåì.20.M Ïóñòü a, b ∈ X/S è A,B ⊂ X � ñîîòâåòñòâóþùèåýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ. Åñëè Ua, Ub � íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè òî÷åê



184 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè
a è b, òî p−1(Ua), p

−1(Ub) � íåïåðåñåêàþùèåñÿ íàñûùåííûå îêðåñòíîñòèìíîæåñòâ A è B. Ñëåäóåò èç 20.D.20.N 1) Ïîëîæèòå g = f/S. Ìíîæåñòâî f−1(y) =
p−1(g−1(y)) íàñûùåíî, ò. å. ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ S. Çíà÷èò,
f ïîñòîÿííî íà êàæäîì èç ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ. 2) Åñëè A � íåêîòîðûéýëåìåíò ðàçáèåíèÿ S, a � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó òî÷êà �àêòîðìíîæåñòâàè x ∈ A, òî f/S(a) = f(A) = g(p(x)) = g(a).20.O Îòîáðàæåíèå f ïåðåâîäèò ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ S â ýëåìåíòûðàçáèåíèÿ T , ñîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå g : X/S → Y/T , ÷òîäèàãðàììà

X
f−−−−→ Y

prX

y prY

y

X/S
g−−−−→ Y/Têîììóòàòèâíà. Ïðè ýòîì f/(S, T ) = g.20.P Èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ åñòü ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ðàçëè÷-íûå ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ S(f) ÿâëÿþòñÿ ïðîîáðàçàìè ðàçëè÷íûõ òî÷åêïðîñòðàíñòâà Y .20.Q Òàê êàê p−1((f/S)−1(U)) = (f/S ◦ p)−1(U) = f−1(U), òî ïîîïðåäåëåíèþ �àêòîðòîïîëîãèè äëÿ ëþáîãî U ∈ ΩY ìíîæåñòâî (f/S)−1(U)îòêðûòî, òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå f/S ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.20.R Ñì. 20.O è 20.8.20.Ax Êàæäîå îäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî �àêòîðïðîñòðàíñòâà

X/S ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîãî îäíîòî÷å÷íîãî ïîäìíîæåñòâà â X.Òàê êàê â X âûïîëíåíà àêñèîìà T1, òî êàæäîå åãî îäíîòî÷å÷íîå ïîä-ìíîæåñòâî çàìêíóòî, çíà÷èò, â ñèëó 20.1x, è åãî îáðàç òàêæå çàìêíóò.Ñëåäîâàòåëüíî â �àêòîðïðîñòðàíñòâå òàêæå âûïîëíåíà àêñèîìà T1.20.Bx Ñëåäóåò èç 14.26.20.Cx Ïóñòü Un = p(Vn), n ∈ N, ãäå {Vn}n∈N � áàçà ïðîñòðàíñòâà
X. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâîW â �àêòîðïðîñòðàí-ñòâå. Òàê êàê pr−1(W ) = ∪n∈AVn, òî W = pr

(
pr−1(W )

)
= ∪n∈AUn, òàêèìîáðàçîì, íàáîð {Un} ÿâëÿåòñÿ áàçîé �àêòîðïðîñòðàíñòâà.20.Dx Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè y ∈ X/S ðàññìîòðèòå îáðàç ñ÷åòíîéáàçû â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ pr−1(y).20.Ex Ïîñêîëüêó èíúåêòèâíûé �àêòîð íåïðåðûâíîé ñþðúåêöèè ÿâ-ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé áèåêöèåé, òî îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿîòêðûòûì îòîáðàæåíèåì, ÷òî ñëåäóåò, â ñèëó 20.7, èç îòêðûòîñòè îòîá-ðàæåíèÿ X × Y → X/S × Y/T (ñì. 19.23).



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 18521.A Ñëåäóåò èç 20.P, 20.Q, 20.K è 16.X.21.B Àíàëîãè÷íî 21.A; èñïîëüçóéòå 16.Y âìåñòî 16.X.21.C.1 Åñëè f : t ∈ [0; 1] 7→ (cos 2πt, sin 2πt) ∈ S1, òî ðàçáèåíèå
S(f) ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì, à �àêòîðîòîáðàæåíèå f/S(f) � ýòî ãîìåî-ìîð�èçì êàê íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà íà õàó-ñäîð�îâî.21.D.1 Åñëè f : x ∈ Rn 7→ (xr sinπr,− cos πr) ∈ Sn ⊂ Rn+1, òîðàçáèåíèå S(f) ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì, à f/S(f) � ãîìåîìîð�èçì.21.E �àññìîòðèòå îòîáðàæåíèå g = f × id : I2 = I × I → S1 × I(f îïðåäåëåíî, êàê â 21.C.1). �àçáèåíèå S(g) ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì, òàê÷òî g/S(g) � ãîìåîìîð�èçì.21.F Ïðîâåðüòå, ÷òî ðàçáèåíèå S(idS1 ×f) ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì.21.G �àçáèåíèå S(f × f) ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì.21.H �àññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

X
p1−−−−→ X/S

p

y p2

y

X/T
q−−−−→ X/S/S′â êîòîðîé îòîáðàæåíèå q, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Óòâåðæäåíèå çà-äà÷è ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî U îòêðûòî âX/S/S′, ñîãäà p−1

1

(
p−1
2 (U)

)
=

p−1
(
q−1(U)

) îòêðûòî â X, ñîãäà q−1(U) îòêðûòî â X/T .21.I ×òîáû óïðîñòèòü �îðìóëû, ìû çàìåíèì êâàäðàò I2 ïðÿìî-óãîëüíèêîì. Ôîðìàëüíî: ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
ϕ : [0; 2π] ×

[
−1

2 ; 1
2

]
→ R3 : (x, y) 7→

(
(1 + y sin x

2 ) cos x, (1 + y sin x
2 ) sinx, y sinx

)
.Ïðîâåðüòå, ÷òî ϕ äåéñòâèòåëüíî îòîáðàæàåò óêàçàííûé ïðÿìîóãîëüíèêíà ëåíòó Ìåáèóñà è ÷òî S(ϕ) ÿâëÿåòñÿ óêàçàííûì ðàçáèåíèåì. Êîíå÷-íî, èñõîäíûì ìîìåíòîì ðàññóæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå êîíêðåòíàÿ �îðìóëà,âíà÷àëå ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü ñåáå, êàê æå äîëæíî áûòü óñòðîåíî íóæíîåîòîáðàæåíèå. �îðèçîíòàëüíóþ ñðåäíþþ ëèíèþ ïðÿìîóãîëüíèêà îòîáðà-çèì íà îêðóæíîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ ñðåäíåé ëèíèåé ëåíòû Ìåáèóñà, à êàæ-äûé èç åãî âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ � íà îòðåçîê ýòîé ëåíòû, ïåðïåíäèêó-ëÿðíûé åå ñðåäíåé ëèíèè. Âåðòèêàëüíûå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà ïðèòàêîì îòîáðàæåíèè ïåðåõîäÿò â îäèí è òîò æå îòðåçîê, íî ïðè ýòîì äðóã



186 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèèñ äðóãîì áóäóò îòîæäåñòâëÿòüñÿ ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû (ïðîâåðüòåýòî).21.J Ñì. ðèñóíîê è ñëåäóþùèå ïóíêòû ýòîãî ïàðàãðà�à.21.K Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðîùå äîêàçàòü áîëåå îáùåå óòâåðæäå-íèå. Ïóñòü çàäàíû òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Xα è îòîáðàæåíèÿ fα :
Xα → Y . Òîãäà Ω = {U ⊂ Y | f−1

α (U) îòêðûòî â Xα} � ýòî ñàìàÿ òîíêàÿòîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà â Y îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå îòîáðàæåíèÿ
fα íåïðåðûâíû.21.L Ñì. óêàçàíèå ê 21.K.21.M Îòîáðàçèì Dn

1 ⊔ Dn
2 â Sn òàê, ÷òîáû îáðàç Dn

1 ñîâïàäàë ñâåðõíåé ïîëóñ�åðîé, à îáðàç Dn
2 � ñ íèæíåé. �àçáèåíèå íà ïðîîáðà-çû ñîâïàäàåò ñ òåì ðàçáèåíèåì, �àêòîð ïî êîòîðîìó åñòü ïðîñòðàíñòâî

Dn ∪id |Sn−1
Dn. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùåå �àêòîðîòîáðàæåíèå �ãîìåîìîð�èçì.21.N �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : X ⊔ Y → X ⊔ Y , òàêîå ÷òî

F |X = idX è F |Y = h. Ýòî îòîáðàæåíèå ïååðâîëèò ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ,îòâå÷àþùèé îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè z ∼ f(x) â ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ,îòâå÷àþùèé îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè x ∼ g(x), ñëåäîâàòåëüíî, ñó-ùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ H : X ∪f Y → X ∪g Y . Ïîñêîëüêó h−1 �òîæå ãîìåîìîð�èçì, òî è îòîáðàæåíèå H−1 íåïðåðûâíî.21.O Â ñèëó 21.N, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ãîìåîìîð�èçì
f : Sn−1 → Sn−1 ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîð�èçìà F : Dn → Dn, ÷òîî÷åâèäíî.21.P Íàïðèìåð, ñòåðåîãðà�è÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ èç âíóòðåííåé òî÷êè�äûðû� ãîìåîìîð�íî îòîáðàæàåò ñ�åðó ñ äûðîé íà êðóã.21.Q Ñòåðåîãðà�è÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ èç âíóòðåííåé òî÷êè îäíîé èç�äûð� ãîìåîìîð�íî îòîáðàæàåò ñ�åðó ñ äâóìÿ äûðàìè íà �êðóã ñ êðóã-ëîé äûðîé�. Äîêàæèòå, ÷òî îí ãîìåîìîð�åí öèëèíäðó. (Äðóãîé âàðèàíò:åñëè âûáðàòü öåíòð ïðîåêöèè â �äûðå� íàäëåæàùèì îáðàçîì, òî ñ�åðà ñäâóìÿ äûðàìè îòîáðàçèòñÿ íà êðóãëîå êîëüöî, çàâåäîìî ãîìåîìîð�íîåöèëèíäðó.)21.R Ïî îïðåäåëåíèþ ðó÷êà ãîìåîìîð�íà òîðó ñ äûðîé, à ñ�åðà ñäûðîé � äèñêó, êîòîðûé ýòó äûðó êàê ðàç è çàêëåèâàåò.21.S �àçðåæüòå ñ�åðó ñ äâóìÿ ðó÷êàìè íà äâå ñèììåòðè÷íûå ÷àñòè,ãîìåîìîð�íûå ðó÷êå.21.T Âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòàìè çàäà÷ 21.P è 21.J.21.U �àçðåæüòå êâàäðàò, �àêòîðïðîñòðàíñòâîì êîòîðîãî ÿâëÿåò-ñÿ áóòûëêà Êëåéíà, íà 5 ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñîê îäèíàêîâîé øèðèíû.Òîãäà ñðåäíÿÿ ïîëîñêà ñêëåèòñÿ â ëèñò Ìåáèóñà, äâå êðàéíèå ïîëîñêè �



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 187åùå â îäèí ëèñò Ìåáèóñà, à îñòàâøèåñÿ � â êîëüöî, ò.å. êàê ðàç â ñ�åðóñ äâóìÿ äûðàìè. (Âîò åùå îäíî, âîçìîæíî, áîëåå íàãëÿäíîå îïèñàíèå.Ïîñìîòðèòå íà èçîáðàæåíèå áóòûëêè Êëåéíà: ó íåå åñòü ãîðèçîíòàëüíàÿïëîñêîñòü ñèììåòðèè. Äâå ãîðèçîíòàëüíûõ ïëîñêîñòè, áëèçêèå ê ïëîñ-êîñòè ñèììåòðèè, è ðàçðåçàþò áóòûëêó Êëåéíà íà äâà ëèñòà Ìåáèóñà èêîëüöî.)21.V Íàãëÿäíåå âñåãî áóäåò ñäåëàòü òàê: âûäåëèì îäíó ðó÷êó è îäíóïëåíêó. Çàìåíèì ðó÷êó íà �òðóáêó� , êðàÿ êîòîðîé ïðèêëååíû ê êðàÿìäâóõ (äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ) äûð íà ñ�åðå, è íà÷íåì äâèãàòü îäíó èçäûð. (Òîïîëîãè÷åñêèé òèï âî âðåìÿ òàêîãî äâèæåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ.) Ïîä-âåäåì äûðó ê êðàþ ïëåíêè, ñäâèíåì åå íà ïëåíêó, îáâåäåì âäîëü ïëåíêèîäèí ïîëíûé êðóã è âåðíåì íà ïðåæíåå ìåñòî. Â ðåçóëüòàòå èñõîäíàÿðó÷êà (òîð ñ äûðîé) ïðåâðàòèòñÿ â áóòûëêó Êëåéíà ñ äûðîé, êîòîðàÿ,êàê ìû çíàåì èç çàäà÷è 21.U, ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ëèñòà Ìåáèóñà � ò. å.íà äâå ïëåíêè.22.A �àññìîòðèì êîìïîçèöèþ f âëîæåíèÿ Dn â Sn â êà÷åñòâå ïîëó-ñ�åðû è ïðîåêöèþ pr : Sn → RPn. �àçáèåíèå S(f) ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì.Ñëåäîâàòåëüíî, f/S(f) � ãîìåîìîð�èçì.22.C �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : S1 → S1 : z 7→ z2 ∈ C. Òîãäà
S1/S(f) ∼= RP 1.22.D Ñì. 22.A.22.E �àññìîòðèì êîìïîçèöèþ f âëîæåíèÿ ñ�åðû Sn â Rn r 0 èïðîåêöèè íà �àêòðîïðîñòðàíñòâî ïî óêàçàííîìó ðàçáèåíèþ. ßñíî, ÷òîðàçáèåíèå S(f) ñîâïàäàåò ñ ðàçáèåíèåì, �àêòîðèçàöèÿ ïî êîòîðîìó ÿâ-ëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì. Çíà÷èò, f/S(f) � ãîìåîìîð�èçì.22.F Óêàçàííàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â ñèëó íåðàâåíñòâàòðåóãîëüíèêà ìåæäó ïëîñêèìè óãëàìè òðåõãðàííîãî óãëà. Ñîïîñòàâèìâñÿêîé òî÷êå x ∈ Sn ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïðÿìóþ l(x),äëÿ êîòîðîé x ÿâëÿåòñÿ åå íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì. Òåì ñàìûì îïðåäå-ëåíî íåïðåðûâíîå (ïðîâåðüòå ýòî) îòîáðàæåíèå Sn â óêàçàííîå ïðîñòðàí-ñòâî ïðÿìûõ, èíúåêòèâíûé �àêòîð êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.22.G Îáðàçîì ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî U0 = {(x0 :
x1 : . . . : xn) | x0 6= 0}, à îáðàòíîå îòîáðàæåíèå j : U0 → Rn îïðåäåëåíî�îðìóëîé

(x0 : x1 : . . . : xn) 7→
(
x1

x0
,
x2

x0
, . . . ,

xn
x0

)
.Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå i è îáðàòíîå ê íåìó íåïðåðûâíû, i ÿâëÿåòñÿòîïîëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì.



188 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè22.H �àññìîòðèòå âëîæåíèå Sn−1 = Sn ∩ {xn+1 = 0} → Sn ⊂ Rn+1è èíäóöèðîâàííîå èì âëîæåíèå RPn−1 → RPn.23.Ax Åñëè a - b - c, òî, ëèáî a ≺ b ≺ c, ëèáî a = b = c, ëèáî
a ≺ b = c, ëèáî a = b ≺ c. Âî âñåõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì, ÷òî a - c.23.Bx Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå ∼ ðå�ëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî, àòàêæå è òðàíçèòèâíî.23.Cx Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a′ ∼ a, a - b è b ∼ b′, òî a′ - a - b - b′,çíà÷èò, a′ - b′. Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåííîå íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòèîòíîøåíèå òðàíçèòèâíî è ðå�ëåêñèâíî. Åñëè æå äëÿ êëàññîâ ýêâèâà-ëåíòíîñòåé [a] è [b] âåðíî, ÷òî a - b è b - a, òî [a] = [b], òàêèì îáðàçîì,îòíîøåíèå àíòèñèììåòðè÷íî, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ íåñòðîãèì ïîðÿäêîì.23.Dx (a) Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì òðèâèàëüíûé íåñòðîãèé ïîðÿ-äîê íà îäíîòî÷å÷íîì ìíîæåñòâå; (b) ïîëó÷àåì òîò æå ñàìûé íåñòðîãèéïîðÿäîê íà äàííîì ìíîæåñòâå.23.Ex Äàííîå îòíîøåíèå î÷åâèäíî ðå�ëåêñèâíî. Äàëåå, åñëè a - b,òî âî âñÿêîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè a ëåæèò òî÷êà b, çíà÷èò, U ÿâëÿåòñÿ èåå îêðåñòíîñòüþ, ïîýòîìó, åñëè b - c, òî c ∈ U . Çíà÷èò, a ∈ Cl{c}, òàêèìîáðàçîì, a - c, òåì ñàìûì ýòî îòíîøåíèå è òðàíçèòèâíî.23.Fx �àññìîòðèì ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ, êîòîðûé, ïî åãî îïðåäåëåíèþñîñòîèò èç òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëåæèò â çàìûêàíèè ëþáîé äðóãîé,çíà÷èò, âñÿêîå îòêðûòîå â X ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå îäíó èç ýòèõ òî÷åê,ñîäåðæèò è ëþáóþ äðóãóþ. Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãèÿ, èíäóöèðóåìàÿ íàêàæäîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ àíòèäèñêðåòíîé. ßñíî òàêæå, ÷òîêàæäûé ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïîäìíîæåñòâîì, ÿâ-ëÿþùèìñÿ àíòèäèñêðåòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Òåïåðü ðàññìîòðèì äâåòî÷êè â �àêòîðïðîñòðàíñòâå è äâå òî÷êè x, y ∈ X, ëåæàùèå â ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ýëåìåíòàõ ðàçáèåíèÿ. Ïîñêîëüêó x 6∼ y, òî íàéäåòñÿ îòêðûòîåìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå îäíó èç ýòèõ òî÷åê è íå ñîäåðæàùåå äðóãóþ. Òàêêàê âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X íàñûùåíî îòíîñèòåëü-íî ðàññìàòðèâàåìîãî ðàçáèåíèÿ, òî åãî îáðàç â X/S è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîéîêðåñòíîñòüþ.23.Gx À êàê æå èíà÷å!23.Hx Ñëåäñòâèå 23.Fx, 23.Gx è 20.R.24.Ax Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî äàííîãî íàáîðà ïî-êðûâàåò âñå ìíîæåñòâî C(X,Y ), ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ ïðåäáàçîéíåêîòîðîé òîïîëîãèè íà ýòîì ìíîæåñòâå.24.Bx Àíàëîãè÷íî 24.Ax.24.Dx Åñëè f 6= g, òî íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ X, òàêàÿ ÷òî f(x) 6= g(x).Ïîñêîëüêó Y õàóñäîð�îâî, òî ó òî÷åê f(x) è g(x) èìåþòñÿ íåïåðåñåêàþ-ùèåñÿ îêðåñòíîñòè U è V , ñîîòâåòñòâåííî. Ýëåìåíòû ïðåäáàçûW (x,U) è
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W (x, V ) ÿâëÿþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè îòîáðàæåíèé f è
g â ïðîñòðàíñòâå C(pw)(X,Y ). Îíè æå áóäóò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñò-íîñòÿìè äëÿ f è g â C(X,Y ).24.Ex Ñì. óòâåðæäåíèå 24.Ix.24.Hx �àññìîòðèì �óíêöèè fn ∈ C(X,Y ), îáðàçóþùèå �óíäàìåí-òàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}∞1 . Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé â Y . Ïîñêîëüêó ïðî-ñòðàíñòâî Y ïîëíî, òî îíà ñõîäèòñÿ; ïîëîæèì f(x) = lim fn(x). Òåì ñà-ìûì îïðåäåëåíà �óíêöèÿ f : X → Y .Â ñèëó �óíäàìåíòàëüíîñòè {fn}, äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî
N , òàêîå ÷òî ρ(fn(x), fk(x)) < ε

4 ïðè âñåõ n, k ≥ N è x ∈ X. Ïåðåõîäÿ êïðåäåëó ïðè k → ∞, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ρ(fn(x), f(x)
)
≤ ε

4 <
ε
3 ïðè âñåõ

n ≥ N è x ∈ X. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî fn → f ïðè n→ ∞,íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî f ∈ C(X,Y ). Äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ X ñóùåñòâóåòåå îêðåñòíîñòü Ua, òàêàÿ ÷òî ρ(fN(x), fN (a)
)
< ε

3 ïðè âñåõ x ∈ Ua. Êàêñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ Ua
ρ
(
f(x), f(a)

)
≤ ρ
(
f(x), fN (x)

)
+ ρ
(
fN (x), fN (a)

)
+ ρ
(
fN (a), f(a)

)
< ε.Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðåäåëîì èñõîäíîé�óíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.24.Ix �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî W (K,U) èç ïðåäáàçû.Ïóñòü f ∈ W (K,U). Åñëè r = ρ(f(K), Y r U), òî Dr(f) ⊂ W (K,U).Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî âñÿêîå îòêðûòîå â êîìïàêòíî-îòêðûòîéòîïîëîãèè ìíîæåñòâî îòêðûòî â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîéðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäå-íèå, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y èâñÿêîãî r > 0 íàéäóòñÿ êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà K1,K2, . . . ,Kn ⊂ X èîòêðûòûå ìíîæåñòâà U1, U2, . . . , Un ⊂ Y , òàêèå ÷òî

f ∈
n⋂

i=1

W (Ki, Ui) ⊂ Dr(f).�àññìîòðèì ïîêðûòèå ìíîæåñòâà f(X) êîíå÷íûì ÷èñëîì øàðîâ ðàäèó-ñà r/4 ñ öåíòðàìè â íåêîòîðûõ òî÷êàõ f(x1), f(x2), . . . , f(xn). Ïóñòü Ki� ïðîîáðàç çàìêíóòîãî øàðà â Y ðàäèóñà r/4 ïðè îòîáðàæåíèè f , à Ui� îòêðûòûé øàð ðàäèóñà r/2. Ïî ïîñòðîåíèþ f ∈ W (K1, U1) ∩ . . . ∩
W (Kn, Un). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå g èç ýòîãî ïåðåñå÷å-íèÿ. Äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ K1 âåðíî, ÷òî f(x) è g(x) ëåæàò â îäíîì è òîìæå îòêðûòîì øàðå ðàäèóñà r/2, çíà÷èò, ρ(f(x), g(x)) < r. Ïîñêîëüêó, ïîïîñòðîåíèþ, ìíîæåñòâà K1, . . . ,Kn ïîêðûâàþò X, òî ρ(f(x), g(x)) < räëÿ âñåõ x ∈ X, ñëåäîâàòåëüíî, d(f, g) < r, çíà÷èò, g ∈ Dr(f).



190 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè24.Jx Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî êîìïàêòíî-ãî K ⊂ X ′ è U ⊂ Y ′ ïðîîáðàçîì ïðåäáàçîâîãî ìíîæåñòâà W (K,U) ∈
∆(co)(X ′, Y ′) ÿâëÿåòñÿ ïðåäáàçîâîå ìíîæåñòâîW (ϕ(K), ψ−1(U)) ∈ ∆(co)(X,Y ).24.Kx Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî.24.Lx ßñíî, ÷òî óêàçàííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé. Äëÿïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé îòîæäåñòâèì ïðîñòðàíñòâî C(X,B) ñ åãî îáðà-çîì ïðè ýòîé èíúåêöèè. Äëÿ âñÿêîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ⊂ X è
U ∈ ΩB ÷åðåç WB(K,U) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäáàçîâîå ìíî-æåñòâî â C(X,B). Åñëè V ∈ ΩY , à U = B ∩ V , òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
WB(K,U) = C(X,B) ∩ W (K,V ), îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî èç C(X,Y ) íà
C(X,B) èíäóöèðóåòñÿ êîìïàêòíî-îòêðûòàÿ òîïîëîãèÿ.24.Mx Ïðîâåðüòå, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå f 7→ (prY ◦f,prZ ◦f)ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.24.Nx Èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ φ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî {Xi} �ïîêðûòèå, à åãî íåïðåðûâíîñòü � èç óòâåðæäåíèÿ 24.Kx. Îïÿòü-òàêè,äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé îòîæäåñòâèì C(X,Y ) ñ åãî îáðàçîì ïðè èíú-åêöèè φ. Ïóñòü K ⊂ X � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, U ∈ ΩY . Ïîëîæèì
Ki = K ∩ Xi è îáîçíà÷èì ÷åðåç W i(Ki, U) ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòïðåäáàçû ∆(co)(Xi, Y ). Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî,

W (K,U) = C(X,Y ) ∩
(
W 1(K1, U) × . . . ×W n(Kn, U)

)
,òî íåïðåðûâíàÿ èíúåêöèÿ φ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìâëîæåíèåì.24.Px �àññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ f : X → Y , g : Y → Z, êîìïàêòíîåìíîæåñòâî K ⊂ X è V ∈ ΩZ òàêèå, ÷òî g(f(K)) ⊂ V , ò. å. φ(f, g) ∈

W (K,V ). Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå f(K) ⊂ g−1(V ) ∈ ΩY . Ïîñêîëü-êó Y õàóñäîð�îâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, à ìíîæåñòâî f(K) êîìïàêò-íî, òî ó f(K) íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U , çàìûêàíèå êîòîðîé êîìïàêòíîè òîæå ñîäåðæèòñÿ â g−1(V ) (ñì. 18.6x). Â òàêîì ñëó÷àå φ(W (K,U) ×
W (ClU, V )) ⊂W (K,V ) è, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå φ íåïðåðûâíî.24.Qx Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ φ ñëåäóåò èç 24.Jx, åãî èíúåê-òèâíîñòü î÷åâèäíà. Ïóñòü K ⊂ X/S � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, U ∈ ΩY .Îáðàçîì îòêðûòîãî ïðåäáàçîâîãî ìíîæåñòâà W (K,U) ⊂ C(X/S, Y ) ÿâ-ëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé g : X → Y , ïîñòîÿííûõ íà âñåõ ýëå-ìåíòàõ ðàçáèåíèé è òàêèõ, ÷òî g(pr−1(K)) ⊂ U . Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òîìíîæåñòâî W (pr−1(K), U) îòêðûòî â C(X,Y ). Òàê êàê �àêòîðïðîñòðàí-ñòâî X/S õàóñäîð�îâî, òî ìíîæåñòâî K çàìêíóòî, à çíà÷èò, çàìêíóò, àïîòîìó è êîìïàêòåí åãî ïðîîáðàç pr−1(K). Ñëåäîâàòåëüíî,W (pr−1(K), U)� ïðåäáàçîâîå ìíîæåñòâî â C(X,Y ).



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 19124.Rx Ïóñòü x0 ∈ X, f0 ∈ C(X,Y ) è V ∈ ΩY òàêîâû, ÷òî f0(x0) ∈ V .Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f0 ó òî÷êè x0 íàéäåòñÿ îòêðåñòíîñòü
U ′, òàêàÿ ÷òî f0(U

′) ⊂ V . Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîð�îâî èëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî ó òî÷êè x0 èìååòñÿ îêðåñòíîñòü U , çàìûêàíèåêîòîðîé êîìïàêòíî è ñîäåðæèòñÿ â U ′. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî f(x) ∈ Väëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ W = W (ClU, V ) è âñÿêîé òî÷êè x ∈ U ,ò.å. φ−1(V ) ⊃W × U .24.Sx Ïóñòü x0 ∈ X, K ⊂ Y � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî è V ⊂ ΩZ , èïóñòü F (x0) ∈W (K,V ), ò.å. f({x0}×K) ⊂ V . Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå
F íåïðåðûâíî. Äëÿ ýòîãî íàéäåì âX îêðåñòíîñòü U0 òî÷êè x0 òàêóþ, ÷òî
F (U0) ⊂ W (K,V ). Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî f(U0 ×
K) ∈ V . Ïîêðîåì ìíîæåñòâî x0 × K êîíå÷íûì íàáîðîì îêðåñòíîñòåé
Ui × Vi, òàêèõ ÷òî f(Ui × Vi) ⊂ V . Îñòàëîñü ïîëîæèòü U0 =

⋂
i Ui.24.Tx Ïóñòü (x0, y0) ∈ X × Y è ïóñòü G � îêðåñòíîñòü òî÷êè

z0 = f(x0, y0) = F (x0)(y0). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå F (x0) : Y → Z íåïðå-ðûâíî, òî ó òî÷êè y0 íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü W , òàêàÿ ÷òî F (W ) ⊂ G.Òàê êàê Y õàóñäîð�îâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî ó y0 èìååòñÿ îêðåñò-íîñòü V ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì, òàêàÿ ÷òî ClV ⊂ W è, ñëåäîâà-òåëüíî, F (x0)(ClV ) ⊂ G, ò. å. F (x0) ∈ W (ClV,G). Â ñèëó íåïðåðûâ-íîñòè îòîáðàæåíèÿ F ó òî÷êè x0 íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî
F (U) ⊂ W (ClV,G). Òîãäà, åñëè (x, y) ∈ U × V , òî F (x) ∈ W (ClV,G),çíà÷èò, f(x, y) = F (x)(y) ∈ G. Òàêèì îáðàçîì, f(U × V ) ⊂ G, ò. å. îòîá-ðàæåíèå f íåïðåðûâíî.24.Ux Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæå-ñòâàK ⊂ X, ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ Y è ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ
f ∈ W (K,U) íàéäóòñÿ òàêèå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà K1,K2, . . . ,Km ⊂
K è òàêèå îòêðûòûå ìíîæåñòâà U1, U2, . . . , Um ∈ ΣY , ÷òî

f ∈W (K1, U1) ∩W (K2, U2) ∩ . . . ∩W (Km, Um) ⊂W (K,U).Ïóñòü x ∈ K. Òàê êàê f(x) ∈ U , òî íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà Ux1 , Ux2 , . . . , Uxnx ∈
ΣY , ÷òî f(x) ∈ Ux1 ∩Ux2 ∩ . . .∩Unx ⊂ U . Èç íåïðåðûâíîñòè f ñëåäóåò, ÷òîñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Gx òî÷êè x, òàêàÿ ÷òî f(x) ∈ Ux1 ∩Ux2 ∩ . . .∩Unx.Ïîñêîëüêó X ëîêàëüíî êîìïàêòíî è õàóñäîð�îâî, òî îíî ðåãóëÿðíî, ñëå-äîâàòåëüíî, ó òî÷êè x íàéäåòñÿ åå îêðåñòíîñòü Vx, òàêàÿ ÷òî ClVx êîì-ïàêòíîå ìíîæåñòâî è ClVx ⊂ Gx. Òàê êàê ìíîæåñòâî K êîìïàêòíî, òîîíî ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì îêðåñòíîñòåé Vxi , i = 1, 2, . . . , n. Ïî-ëîæèì Ki = K ∩ClVxi , i = 1, 2, . . . , n è Uij = Uxij , j = 1, 2, . . . , nxi . Òîãäàìíîæåñòâî

n⋂

i=1

ni⋂

j=1

W (Kj, Uij)ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.



192 IV. Òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè24.Vx Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èç óòâåðæäåíèÿ 24.Sx ñëåäóåò,÷òî îòîáðàæåíèå Φ îïðåäåëåíî (ò.å. ïðè f ∈ C(X, C(Y,Z)) äåéñòâèòåëüíî
Φ(f) ∈ C(X, C(Y,Z))), à èç óòâåðæäåíèÿ 24.Tx ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðî-ñòðàíñòâî Y ëîêàëüíî êîìïàêòíî è õàóñäîð�îâî, òî Φ îáðàòèìî.1) Ïóñòü K ⊂ X è L ⊂ Y � êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà, V ∈ ΩZ . Ìíîæåñòâàâèäà W (L, V ) îáðàçóþò ïðåäáàçó â C(Y,Z). Â ñèëó 24.Ux, ìíîæåñòâàâèäà W (K,W (L, V )) îáðàçóþò ïðåäáàçó â C(X, C(Y,Z)). Îñòàëîñü çàìå-òèòü, ÷òî Φ−1(W (K,W (L, V ))) = W (K ×L, V ) ∈ ∆(co)(X ×Y,Z). Ñëåäî-âàòåëüíî, îòîáðàæåíèå Φ íåïðåðûâíî.2) Ïóñòü Q ⊂ X × Y � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî è G ⊂∈ ΩZ . Ïóñòü ϕ ∈
Φ(W (Q,G)), òàêèì îáðàçîì ϕ(x) : y 7→ f(x, y) äëÿ íåêîòîðîãî îòîáðàæå-íèÿ f ∈W (Q,G). Äëÿ êàæäîé òî÷êè q ∈ Q âûáåðåì åå îêðåñòíîñòü Uq×
Vq òàêóþ, ÷òî: ìíîæåñòâî ClVq êîìïàêòíî è f(Uq×ClVq) ⊂ G. Ïîñêîëü-êó Q êîìïàêòíî, òî Q ⊂ ⋃n

i=1(Uqi × Vqi). Ìíîæåñòâà Wi = W (ClVqi , G)îòêðûòû â C(Y,Z), çíà÷èò, ìíîæåñòâà Ti = W (pX(Q)∩ClUqi ,Wi) îòêðû-òû â C(X, C(Y,Z)). Ñëåäîâàòåëüíî, T =
⋂n
i=1 Ti � îêðåñòíîñòü òî÷êè ϕ.Ïîêàæåì, ÷òî T ⊂ Φ(W (Q,G)). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ψ ∈ T , òî ψ = Φ(g),ïðè÷åì g(x, y) ∈ G ïðè (x, y) ∈ Q, òàê ÷òî g ∈ W (Q,G), îòêóäà ñëåäóåò,÷òî ψ ∈ Φ(W (Q,G)). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Φ(W (Q,G)) îòêðûòî,òàêèì îáðàçîì Φ � ãîìåîìîð�èçì.24.Wx Ôàêòîðîòîáðàæåíèå f î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé áèåê-öèåé. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå �àêòîðèçàöèè p : X × Y → (X × Y )/S′.Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 24.Sx îòîáðàæåíèå Φ : X → C(Y, (X × Y )/S′), ãäå

Φ(x)(y) = p(x, y), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå
Φ ïîñòîÿííî íà ýëåìåíòàõ ðàçáèåíèÿ S, ñëåäîâàòåëüíî, åãî �àêòîð Φ̃ :
X/S → C(Y, (X × Y )/S′) íåïðåðûâåí. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 24.Tx íåïðå-ðûâíî è îòîáðàæåíèå g : X/S × Y → (X × Y )/S′, ãäå g(z, y) = Φ̃(z)(y).Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ g è f ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíû-ìè.



�ëàâà V
Ýëåìåíòûòîïîëîãè÷åñêîéàëãåáðû
Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì èçó÷àòü òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, òåñíî ñâÿ-çàííûå ñ ãðóïïàìè: èíîãäà ñàìè ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè (ïðèýòîì âñå îòîáðàæåíèÿ, âîçíèêàþùèå èç ãðóïïîâûõ ñîîáðàæåíèé, íåïðå-ðûâíû), èëè æå ãðóïïû äåéñòâóþò íà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ èêàê áû ñîñòîÿò èç ãîìåîìåîð�èçìîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.Ýòîò ìàòåðèàë ñâÿçàí ñ ðàçëè÷íûìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè, è õîòÿîí è èãðàåò â íèõ ñóùåñòâåííóþ ðîëü, íå ñòîëü óæ âàæåí ïðè èçó÷åíèèîáùåé òîïîëîãèè. ×àùå âñåãî åãî èçó÷åíèå ìîæíî îòëîæèòü äî òîé ïîðû,ïîêà îí íå ïîÿâèòñÿ ñîäåðæàòåëüíûì îáðàçîì â äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõêóðñàõ (â êîòîðûõ ðå÷ü ïîéäåò î ãðóïïàõ Ëè, �óíêöèîíàëüíîì àíàëèçåè ò. ä.). Â êîíòåêñòå íàøåé êíèãè îí èíòåðåñåí òåì, ÷òî îáåñïå÷èâàåòáîëüøîé íàáîð ðàçíîîáðàçíûõ ïðèìåðîâ è óïðàæíåíèé.Ïîíÿòèå ãðóïïû ïðèíàäëåæèò àëãåáðå. Â ìàòåìàòèêå, îñíîâàííîé íàïîíÿòèè ìíîæåñòâà, îñíîâíûìè îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ñ äîïîë-íèòåëüíûìè ñòðóêòóðàìè. Äî ñèõ ïîð ìû âñòðå÷àëèñü ëèøü ñ íåìíîãèìèâàæíåéøèìè èç íèõ, òàêèìè êàê òîïîëîãèÿ, ìåòðèêà, ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-äîê. Òîïîëîãèÿ è ìåòðèêà âîçíèêàþò èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.Èçíà÷àëüíî â àëãåáðå ðàññìàòðèâàëèñü îïåðàöèè ñ ÷èñëàìè, è åå âêëàäâ îáùèé êîíòåêñò èçó÷åíèÿ ñòðóêòóð íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿë âî ââåäåíèèðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð, ñâÿçàííûõ ñ îïåðàöèÿìè íà ìíîæåñòâàõ. Îäíîé èç193



194 V. Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðûñàìûõ ïðîñòûõ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà, ïîÿâëÿþùàÿñÿ â êîíòåê-ñòå ðàçíîîáðàçíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî îíà âîçíè-êàåò îäíîâðåìåííî ñ íåêîòîðîé ñâÿçàííîé ñ íåé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòó-ðîé. Ïðåäìåòîì òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ãðóïïîâîéè òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóð â èõ âçàèìîäåéñòâèè äðóã ñ äðóãîì.Âî âòîðîé ÷àñòè ýòîé êíèãè, ïîñâÿùåííîé àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè,ãðóïïû áóäóò èãðàòü áîëåå ñîäåðæàòåëüíóþ ðîëü. Òàê ÷òî óæå â ñëåäó-þùåé ãëàâå ÷èòàòåëü âñòðåòèòñÿ ñ ãðóïïàìè, ñíîâà óâèäèò âçàèìîñâÿçèìåæäó òîïîëîãèåé è àëãåáðîé, ïðîñòðàíñòâàìè è ãðóïïàìè, îäíàêî èõâçàèìîäåéñòâèå áóäåò íîñèòü äðóãîé õàðàêòåð. Ñòðóêòóðû òîïîëîãè÷å-ñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ãðóïïû óæå íå áóäóò çàäàíû íà îäíîì è òîì æåìíîæåñòâå è, òàê ñêàçàòü, ñîñóùåñòâîâàòü ñîâìåñòíî. Òàêèå àëãåáðàè-÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, êàê �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà (ãîìîòîïè÷åñêèåãðóïïû) áóäóò íåñòè èí�îðìàöèþ î òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðàññìàò-ðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà.



25x. Àëãåáðàè÷åñêîå îòñòóïëåíèå: ãðóïïû è ãîìîìîð�èçìû 19525x. Àëãåáðàè÷åñêîå îòñòóïëåíèå:ãðóïïû è ãîìîìîð�èçìûÝòîò ðàçäåë âêëþ÷åí â êíèãó â îñíîâíîì äëÿ òîãî, ÷òîáû íàïîìíèòü÷èòàòåëþ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåìãðóïïû. Ìû íå ïðåäïîëàãàåì äàòü â íåì ñêîëü-íèáóäü ïîëíîå èçëîæå-íèå òåîðèè ãðóïï, ïîñêîëüêó íàäååìñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ ïîíÿòèåìãðóïïû, ãîìîìîð�èçìà, ïîäãðóïïû, �àêòîðãðóïïû, è ò. ä. Åñëè æå ýòîíå òàê, òî ìû íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì ïðî÷åñòü êàêîé-ëèáî ó÷åáíèê,ïîñâÿùåííûé ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ãðóïï. Ïðè íàëè÷èè ìàòåìàòè÷åñêîéêóëüòóðû, áåçóñëîâíî íåîáõîäèìîé äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ðàçî-áðàòüñÿ â ìàòåðèàëå, ïðåäñòàâëåííîì â íàøåé êíèãå, òàêîå ÷òåíèå áóäåòîäíîâðåìåííî ïðîñòûì, ïðèÿòíûì è ïîëåçíûì. Íà ïåðâûõ ïîðàõ áóäåòäîñòàòî÷íî ïðî÷åñòü îïðåäåëåíèÿ è äîêàçàòü òåîðåìû, ñ�îðìóëèðîâàí-íûå â äàííîì ðàçäåëå.25′1x. Ïîíÿòèå ãðóïïûÍàïîìíèì, ÷òî ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî G, â êîòîðîì çàäà-íà ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ. �ðóïïîâîé îïåðàöèåé â ìíîæåñòâå G íàçûâàåòñÿîòîáðàæåíèå ω : G×G→ G, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì òðåì óñëîâè-ÿì (òàê íàçûâàåìûì àêñèîìàì ãðóïïû):
• Àññîöèàòèâíîñòü. ω(a, ω(b, c)) = ω(ω(a, b), c) äëÿ âñåõ a, b, c ∈
G.

• Ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà. Ñóùåñòâóåò ýëå-ìåíò e ∈ G, òàêîé ÷òî ω(e, a) = ω(a, e) = a äëÿ âñåõ a ∈ G.
• Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
a ∈ G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ G, òàêîé ÷òî ω(a, b) = ω(b, a) = e.25.Ax Åäèíñòâåííîñòü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà. Â ëþáîé ãðóïïå ñóùå-ñòâóåò åäèíñòâåííûé íåéòðàëüíûé ýëåìåíò.25.Bx Åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàãðóïïû ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îáðàòíûé åìó ýëåìåíò.25.Cx Ïåðâûå ïðèìåðû ãðóïï. Ïðîâåðüòå, äåéñòâèòåëüíî ëè â êàæ-äîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ ãðóïïîé. Êàêîâ íåéòðàëüíûé ýëåìåíò â ýòîéãðóïïå? Êàê íàéòè ýëåìåíò, îáðàòíûé äàííîìó?(1) Ìíîæåñòâî G � ìíîæåñòâî Z öåëûõ ÷èñåë, ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ� ñëîæåíèå: ω(a, b) = a+ b.(2) Ìíîæåñòâî G � ìíîæåñòâî Q>0 ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ÷èñåë, ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ � óìíîæåíèå: ω(a, b) = ab.



196 V. Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû(3) G = R, ω(a, b) = a+ b.(4) G = C, ω(a, b) = a+ b.(5) G = R r 0, ω(a, b) = ab.(6) G � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A íà ñå-áÿ, ãðóïïîâîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ áèåêöèé: ω(a, b) =
a ◦ b.25.1x Ïðîñòåéøàÿ ãðóïïà. 1) Ìîæåò ëè ãðóïïà áûòü ïóñòîé? 2) Ìîæåòëè îíà ñîñòîÿòü èç îäíîãî ýëåìåíòà?�ðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé.25.2x �åøåíèå óðàâíåíèé. Ïóñòü â ìíîæåñòâå G çàäàíà àññîöèàòèâíàÿîïåðàöèÿ ω : G × G → G. Äîêàæèòå, ÷òî G ñ ââåäåííîé îïåðàöèåé ÿâëÿåò-ñÿ ãðóïïîé, ñîãäà äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ G ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûåýëåìåíòû x, y ∈ G, òàêèå ÷òî ω(a, x) = b è ω(y, a) = b.25′2x. Àääèòèâíûå è ìóëüòèïëèêàòèâíûå îáîçíà÷åíèÿÎáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå âûøå, íèêîãäà íå èñïîëüçóþòñÿ!Åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå � îïðåäåëåíèå ãðóïïû. Âìåñòî ýòîãî îáû÷íîèñïîëüçóþòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûå èëè àääèòèâíûå îáîçíà÷åíèÿ.Â ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ è íàçûâà-åòñÿ óìíîæåíèåì, è îáîçíà÷àåòñÿ êàê óìíîæåíèå: (a, b) 7→ ab. Íåéòðàëü-íûé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé è äëÿ íåãî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

1 (èëè 1G èëè e). Ýëåìåíò, îáðàòíûé a, îáîçíà÷àåòñÿ a−1. Òàêèå îáî-çíà÷åíèÿ åñòåñòâåííû, ê ïðèìåðó, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâîíåíóëåâûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì óìíîæåíèåì.Â àääèòèâíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ñëîæå-íèåì è îáîçíà÷àåòñÿ êàê ñëîæåíèå: (a, b) 7→ a+ b. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíòíàçûâàåòñÿ íóëåì è äëÿ íåãî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå 0. Ýëåìåíò, îá-ðàòíûé a, îáîçíà÷àåòñÿ −a. Òàêèå îáîçíà÷åíèÿ åñòåñòâåííû, ê ïðèìåðó,åñëè ìû èìååì äåëî ñ ãðóïïîé öåëûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ñëî-æåíèÿ.�îâîðÿò, ÷òî ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ω : G × G → G êîììóòàòèâíà, åñ-ëè ω(a, b) = ω(b, a) äëÿ âñåõ a, b ∈ G. �ðóïïà ñ êîììóòàòèâíîé ãðóï-ïîâîé îïåðàöèåé íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé èëè àáåëåâîé. Òðàäèöèîííîàääèòèâíûå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï. Ìóëüòèïëè-êàòèâíûå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ êàê â íåêîììóòàòèâíîì, òàê è âêîììóòàòèâíîì ñëó÷àå. Â äàëüíåéøåì ìû ïî áîëüøåé ÷àñòè áóäåì èñ-ïîëüçîâàòü ìóëüòèïëèêàòèâíûå îáîçíà÷åíèÿ.25.3x. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðóïïîé:(1) îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {a} ñ îïåðàöèåé aa = a;



25x. Àëãåáðàè÷åñêîå îòñòóïëåíèå: ãðóïïû è ãîìîìîð�èçìû 197(2) ìíîæåñòâî Sn âñåõ áèåêöèé ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}, îïåðàöèåé â êî-òîðîì ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ áèåêöèé (ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿä-êà n);(3) ìíîæåñòâî Rn èëè Cn ñ ïîêîîðäèíàòíûì ñëîæåíèåì;(4) ìíîæåñòâî Homeo(X) âñåõ ãîìåîìîð�èçìîâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-ñòðàíñòâà X íà ñåáÿ, îïåðàöèåé â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿãîìåîìîð�èçìîâ;(5) ìíîæåñòâî GL(n,R) âñåõ îáðàòèìûõ âåùåñòâåííûõ n× n-ìàòðèö ñîïåðàöèåé ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ;(6) ìíîæåñòâî Mn(R) âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ n × n-ìàòðèö ñ îïåðàöèéìàòðè÷íîãî ñëîæåíèÿ;(7) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, îïåðàöèåé â êîòîðîìÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ:
(A,B) 7→ (A ∪B) r (A ∩B);(8) ìíîæåñòâî Zn êëàññîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñðàâíèìûõ ïî ìîäóëþ

n, ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííîé ñëîæåíèåì íàòóðàëüíûõ÷èñåë;(9) ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ êîðíåé ñòåïåíè n èç åäèíèöû ñ îïåðàöèåéóìíîæåíèÿ;(10) ìíîæåñòâî R>0 ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèåéóìíîæåíèÿ;(11) ìíîæåñòâî S1 ⊂ C ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ;(12) ìíîæåñòâî âñåõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ ïëîñêîñòè, îïåðàöèåé â êî-òîðîì ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ ïåðåíîñîâ.Ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèè ãàðàíòèðóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé êî-íå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ äàííîé ãðóïïû îäíîçíà÷íî îïðå-äåëåíî èõ ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïóòåì ïîñëåäî-âàòåëüíîãî ïîïàðíîãî ïåðåìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû. Ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü óìíîæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîáîì ðàññòàíîâêè ñêîáîê, ê ïðèìåðó,
(ab)(c(de)) èëè a(b((cd)e)). Ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ êàê ðàçè îáåñïå÷èâàåò íåçàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà ïåðåìíîæåíèÿ äàííûõ ýëåìåí-òîâ îò ñïîñîáà, êàêèì áûëè ðàññòàâëåíû ñêîáêè. Åñëè âñåãî èìåëîñü òðèýëåìåíòà, òî ñêîáêè ìîæíî áûëî ðàññòàâèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè, è ðàâåí-ñòâî (ab)c = a(bc) â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî.25.Dx. Âûâåäèòå èç ñâîéñòâà àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèè íåçàâèñèìîñòüðåçóëüòàòà ïåðåìíîæåíèÿ n ýëåìåíòîâ îò ïîðÿäêà èñïîëíåíèÿ óìíîæå-íèé, îïðåäåëåííîãî ñïîñîáîì ðàññòàíîâêè ñêîáîê.Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ãðóïïû G ðàâåíñòâà an+1 = ana, a0 = 1 è
a−n = (a−1)n îïðåäåëÿþò åãî ñòåïåíü an, n ∈ Z.25.Ex. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü îáëàäàåò ñâîé-ñòâàìè: apaq = ap+q è (ap)q = apq.



198 V. Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû25′3x. �îìîìîð�èçìûÎòîáðàæåíèå f : G→ H ãðóïïû G â ãðóïïó H íàçûâàåòñÿ ãîìîìîð-�èçìîì, åñëè f(xy) = f(x)f(y) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ G.25.4x. Äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå ãîìîìîð�èçìà áûëî ïðèâåäåíî â ìóëüòè-ïëèêàòèâíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Êàê îíî áóäåò âûãëÿäåòü, åñëè èñïîëüçîâàòü àä-äèòèâíûå îáîçíà÷åíèÿ? À â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ îäíîé ãðóïïû èñïîëüçîâàíûàääèòèâíûå îáîçíà÷åíèÿ, òîãäà êàê â äðóãîé � ìóëüòèïëèêàòèâíûå?25.5x. Ïóñòü a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íåêîòîðîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû G.ßâëÿåòñÿ ëè ãîìîìîð�èçìîì îòîáðàæåíèå Z → G, îïðåäåëåííîå �îðìóëîé
n 7→ an?25.Fx. �àññìîòðèì ãðóïïû G è H. ßâëÿåòñÿ ëè ãîìîìîð�èçìîì ïîñòî-ÿííîå îòîáðàæåíèå G→ H, îòîáðàæàþùåå âñþ ãðóïïó G â íåéòðàëüíûéýëåìåíò ãðóïïû H? ßâëÿåòñÿ ëè ãîìîìîð�èçìîì êàêîå-ëèáî äðóãîå ïî-ñòîÿííîå îòîáðàæåíèå G→ H?25.Gx. Âñÿêèé ãîìîìîð�èçì ïåðåâîäèò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îäíîéãðóïïû â íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, îí òàêæå ïåðåâîäèò ëþáûå äâà âçà-èìíî îáðàòíûõ ýëåìåíòà ýòîé ãðóïïû âî âçàèìíî îáðàòíûå.25.Hx. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ëþáîé ãðóïïû åñòü ãîìîìîð�èçì.Êîìïîçèöèÿ ãîìîìîð�èçìîâ åñòü ãîìîìîð�èçì.�îìîìîð�èçì íàçûâàåòñÿ ýïèìîð�èçìîì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ñþðúåê-öèåé, ìîíîìîð�èçìîì, åñëè îí � èíúåêöèÿ, èçîìîð�èçìîì, åñëè îí åñòüáèåêöèÿ.25.Ix. Îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå èçîìîð�èçìó, åñòü èçîìîð�èçì.Äâå ãðóïïû íàçûâàþòñÿ èçîìîð�íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçìîäíîé èç íèõ íà äðóãóþ.25.Jx. Îòíîøåíèå èçîìîð�íîñòè ãðóïï ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâè-âàëåíòíîñòè.25.6x. Ïîêàæèòå, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà R èçîìîð�íà ìóëüòèïëèêàòèâíîéãðóïïå R+.25′4x. ÏîäãðóïïûÏîäìíîæåñòâî A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëèîíî, âî-ïåðâûõ, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîé îïåðàöèè â G (ò.å. ab ∈ A äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A), âî-âòîðûõ, ìíîæåñòâî A, îïåðàöèÿ âêîòîðîì îïðåäåëåíà ãðóïïîâîé îïåðàöèåé â G, ñàìî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ A è Bãðóïïû G ÷åðåç AB áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîïàðíûõ ïðîèç-âåäåíèé ýëåìåíòîâ ýòèõ ãðóïï: AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B}, ïóñòü, òàêæå,

A−1 = {a−1 | a ∈ A}.



25x. Àëãåáðàè÷åñêîå îòñòóïëåíèå: ãðóïïû è ãîìîìîð�èçìû 19925.Kx. Ïîäìíîæåñòâî A ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ å¼ ïîä-ãðóïïîé, ñîãäà AA ⊂ G è A−1 ⊂ A.25.7x. Îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòàãðóïïû, ÿâëÿåòñÿ åå ïîäãðóïïîé.25.8x. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A êîíå÷íîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ åå ïîä-ãðóïïîé, ñîãäà AA ⊂ A.25.9x. Ïåðå÷èñëèòå âñå ïîäãðóïïû àääèòèâíîé ãðóïïû Z.25.10x. ßâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà GL(n,R) ïîäãðóïïîé Mn(R)? (Ñì. îáîçíà÷åíèÿâ çàäà÷å 25.3x.)25.Lx. Îáðàç âñÿêîãî ãîìîìîð�èçìà f : G → H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîéãðóïïû H.25.Mx. Ïóñòü f : G → H � ãîìîìîð�èçì, K � ïîäãðóïïà H. Òîãäàìíîæåñòâî f−1(K) åñòü ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðî-îáðàç ïîäãðóïïû îòíîñèòåëüíî ãîìîìîð�èçìà åñòü ïîäãðóïïà.Ïóñòü f : G → H � ãîìîìîð�èçì. Ïðîîáðàç f−1(e) íåéòðàëüíîãîýëåìåíòà ãðóïïû H íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîð�èçìà f è îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç Ker f .25.Nx Ñëåäñòâèå 25.Mx. ßäðî ãîìîìîð�èçìà åñòü ïîäãðóïïà.25.Ox. �îìîìîð�èçì ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîð�èçìîì, ñîãäà åãî ÿäðî òðè-âèàëüíî.25.Px. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà ïîäãðóïï äàííîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿåå ïîäãðóïïîé.�îâîðÿò, ÷òî ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ïîðîæäàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
S ⊂ G, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé (ïî âêëþ÷åíèþ) ïîäãðóïïîé, ñî-äåðæàùåé ýòî ìíîæåñòâî.25.Qx. Ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì S, ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷å-íèåì âñåõ, ñîäåðæàùèõ ìíîæåñòâî S ïîäãðóïï ãðóïïû G. Ñ äðóãîé ñòî-ðîíû, ýòà ïîäãðóïïà åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðî-èçâåäåíèÿìè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S è ýëåìåíòîâ, îáðàòíûõ ê íèì.Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, ïîðîæäàþùåãî âñþ ãðóïïû G, íàçûâàþòñÿ îá-ðàçóþùèìè ýòîé ãðóïïû. �ðóïïà, ïîðîæäåííàÿ îäíèì ýëåìåíòîì, íàçû-âàåòñÿ öèêëè÷åñêîé.25.Rx. Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç âñåõ ñòåïåíåé å¼ îáðàçóþùåé.(Ò. å. åñëè ãðóïïà G � öèêëè÷åñêàÿ è a � å¼ îáðàçóþùàÿ, òî G = {an |
n ∈ Z}.) Âñÿêàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.25.11x. Ïîäðóïïà H ãðóïïû G � öèêëè÷åñêàÿ, ñîãäà ñóùåñòâóåò ýïèìîìîð-�èçì f : Z → H .



200 V. Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû25.Sx. Âñÿêàÿ ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.×èñëî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ýòîé ãðóïïû è îáî-çíà÷àåòñÿ ÷åðåç |G|.25.Tx. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Äëÿ âñÿêîãî ïîëîæè-òåëüíîãî äåëèòåëÿ d ïîðÿäêà |G| ýòîé ãðóïïû ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿïîäãðóïïà H ãðóïïû G, ïîðÿäîê êîòîðîé ðàâåí d.Âñÿêèé ýëåìåíò ëþáîé ãðóïïû ïîðîæäàåò ïîäãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èçâñåõ åãî ñòåïåíåé. Ïîðÿäîê ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì a ∈ G,íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ýëåìåíòà a. Åñëè ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåí-òîì a, áåñêîíå÷íà, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò a èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê.Äëÿ âñÿêîé ïîäãðóïïû H ãðóïïû G åå ïðàâûìè ñìåæíûìè êëàññà-ìè íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâà Ha = {xa | x ∈ H}, a ∈ G. Àíàëîãè÷íî,ìíîæåñòâà aH íàçûâàþòñÿ åå ëåâûìè ñìåæíûìè êëàññàìè. Êîëè÷åñòâîðàçëè÷íûõ ïðàâûõ (èëè ëåâûõ) êëàññîâ ñìåæíîñòè ïî ïîäãðóïïå H íà-çûâàåòñÿ èíäåêñîì ýòîé ïîäãðóïïû.25.Ux Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G.Òîãäà ïîðÿäîê ãðóïïû H ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû G.Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè aha−1 ∈ H äëÿâñåõ ýëåìåíòîâ h ∈ H è a ∈ G, ò. å. GHG−1 ⊂ H. Íîðìàëüíûå ïîäãðóï-ïû òàêæå íàçûâàþò å¼ íîðìàëüíûìè äåëèòåëÿìè èëè æå èíâàðèàíòíûìèïîäãðóïïàìè.Ó âñÿêîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû åå ëåâûå êëàññû ñìåæíîñòè ñîâïà-äàþò ñ ïðàâûìè êëàññàìè ñìåæíîñòè. Ìíîæåñòâî êëàññîâ ñìåæíîñòèíîðìàëüíîé ïîäãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, ïðîèçâåäåíèå â êîòîðîé îïðå-äåëåíî ïî ïðàâèëó (aH)(bH) = abH. �ðóïïà êëàññîâ ñìåæíîñòè ïîä-ãðóïïû H â ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ �àêòîðãðóïïîé G ïî H è îáîçíà÷àåòñÿ
G/H.25.Vx. ßäðî âñÿêîãî ãîìîìîð�èçìà f : G → H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîéïîäãðóïïîé ãðóïïû G.25.Wx. Îáðàç f(G) âñÿêîãî ãîìîìîð�èçìà f : G → H èçîìîð�åí �àê-òîðãðóïïå G/Ker f ãðóïïû G ïî ÿäðó ãîìîìîð�èçìà f .25.Xx. Ôàêòîðãðóïïà R/Z êàíîíè÷åñêè èçîìîð�íà ãðóïïå S1. Îïèøè-òå îáðàç ãðóïïû Q ⊂ R ïðè ýòîì èçîìîð�èçìå.25.Yx. Ïóñòü A � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, B � ïîäãðóïïà íåêîòîðîéãðóïïûG. Òîãäà AB òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé G, à A∩B � íîðìàëüíîéïîäãðóïïîé ãðóïïû B, ïðè ýòîì AB/A ∼= B/A ∩B.



26x. Òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû 20126x. Òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû26′1x. Îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïûÒîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî G íà êîòîðîì çàäàíûêàê òîïîëîãè÷åñêàÿ, òàê è ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ,÷òîáû îòîáðàæåíèÿ G × G → G : (x, y) 7→ xy è G → G : x 7→ x−1 áûëèáû íåïðåðûâíû.26.1x. Ïóñòü G � îäíîâðåìåííî ãðóïïà è òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äî-êàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ω : G×G→ G : (x, y) 7→ xy è α : G→ G : x 7→ x−1íåïðåðûâíû, ñîãäà íåïðåðûâíî îòîáðàæåíèå β : G×G→ G : (x, y) 7→ xy−1.26.2x. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïûG îòîáðàæåíèåG→
G : x 7→ x−1 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.26.3x. Ïóñòü G � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîè f, g : X → G � îòîáðàæåíèÿ, íåïðåðûâíûå â òî÷êå x0 ∈ X. Äîêàæèòå, ÷òîîòîáðàæåíèÿ X → G : x 7→ f(x)g(x) è X → G : x 7→ (f(x))−1 òàêæå áóäóòíåïðåðûâíû â òî÷êå x0.26.Ax. Âñÿêàÿ ãðóïïà, íàäåëåííàÿ äèñêðåòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóê-òóðîé, ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïîé.26.4x. Áóäåò ëè òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé ãðóïïà, íàäåëåííàÿ àíòèäèñêðåòíîéòîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé?26′2x. Ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï26.Bx. �ðóïïû, ïåðå÷èñëåííûå â çàäà÷å 25.Cx è íàäåëåííûå ñòàíäàðò-íîé òîïîëîãèåé, ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè ãðóïïàìè.26.5x. Åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü S1 = {|z| = 1} ⊂ C ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ èñòàíäàðòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé.26.6x. ßâëÿþòñÿ ëè òîïîëîãè÷åñêèìè ãðóïïàìè:(1) ïðîñòðàíñòâà Rn, Cn è Hn ñ ïîêîîðäèíàòíûì ñëîæåíèåì;(2) ìíîæåñòâà Mn(R), Mn(C) è Mn(H) âñåõ n× n-ìàòðèö ñ âåùåñòâåí-íûìè, êîìïëåêñíûìè è, ñîîòâåòñòâåííî, êâàòåðíèîííûìè êîý��è-öèåíòàìè, îïåðàöèåé â êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîå ñëîæåíèå, à òî-ïîëîãèåé ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà Rk (ìû îòîæäåñòâëÿåì

Mn(R) ñ Rn
2 , Mn(C) ñ Cn

2 è Mn(H) ñ Hn2);(3) ìíîæåñòâî GL(n,R), GL(n,C) è GL(n,H) âñåõ îáðàòèìûõ n × n-ìàòðèö ñ âåùåñòâåííûìè, êîìïëåêñíûìè è, ñîîòâåòñòâåííî, êâàòåð-íèîííûìè êîý��èöèåíòàìè, îïåðàöèåé â êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷-íîå óìíîæåíèå, à òîïîëîãèÿ èíäóöèðîâàíà âëîæåíèåì Λ(n,K) ⊂
Mn(K) (ãäå K = R,C èëè H);(4) ìíîæåñòâà SL(n,R), SL(n,C), O(n), O(n,C), U(n), SO(n), SO(n,C),
SU(n), è äðóãèå ïîäãðóïïû ãðóïï GL(n,K) ñ K = R,C è H.



202 V. Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû26.7x. Ââåäèòå íà ãðóïïå R ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóê-òóðó, îòëè÷íóþ îò ñòàíäàðòíîé, äèñêðåòíîé è àíòèäèñêðåòíîé, òàê, ÷òîáû âðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè òîïîëîãè÷åñêóþ ãðóïïó.26.8x. Óêàæèòå ïàðó òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï, êîòîðûå ãîìåîìîð�íû êàê òî-ïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, íî íå ÿâëÿþòñÿ èçîìîð�íûìè, êàê ãðóïïû.26.9x. Îïðåäåëèì â ìíîæåñòâå G = [0; 1) (ñî ñòàíäàðòíîé òîïîëîãè÷åñêîéñòðóêòóðîé) îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ω(x, y) = x + y (mod 1). ßâëÿåòñÿ ëè G òî-ïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé?26′3x. Àâòîãîìåîìîð�èçìû, äåëàþùèå òîïîëîãè÷åñêóþ ãðóï-ïó îäíîðîäíîéÎòîáðàæåíèÿ ãðóïïû G íà ñåáÿ, îïðåäåëåííûå �îðìóëàìè x 7→ axè x 7→ xa, íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì è ïðàâûì) ñäâèãîì è îáî-çíà÷àþòñÿ La è Ra. Çàìåòèì, ÷òî La ◦Lb = Lab, òîãäà êàê Ra ◦Rb = Rba(÷òîáû ïîäïðàâèòü ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íåêîòîðûå àâòîðû îïðåäåëÿ-þò ïðàâûé ñäâèã êàê îòîáðàæåíèå x 7→ xa−1).26.Cx. Ëåâûé è ïðàâûé ñäâèãè ÿâëÿþòñÿ àâòîãîìåîìîð�èçìàìè òî-ïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû.Ñîïðÿæåíèåì, ïîðîæäåííûì ýëåìåíòîì a ãðóïïûG, íàçûâàåòñÿ îòîá-ðàæåíèå G→ G : x 7→ axa−1.26.Dx. Âñÿêîå ñîïðÿæåíèå ÿâëÿåòñÿ àâòîãîìåîìîð�èçìîì òîïîëîãè-÷åñêîé ãðóïïû.Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû ïîêàçûâàåò îïðåäåëåí-íóþ �îäíîðîäíîñòü� òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà ãðóïïå.26.Ex. Äëÿ âñêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U â òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå Gè äëÿ ëþáîãî åå ýëåìåíòà x ∈ G ìíîæåñòâà xU , Ux and U−1 ÿâëÿþòñÿîòêðûòûìè.26.10x. Ñïðàâåäëèâî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ?26.11x. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè U and V � ïîäìíîæåñòâà òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïûè ìíîæåñòâî U îòêðûòî, òî UV è V U � îòêðûòûå ìíîæåñòâà.26.12x. Îñòàíåòñÿ ëè âåðíûì àíàëîã ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ çàìêíó-òîãî ìíîæåñòâà?26.13x. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïîäãðóïï àääèòèâíîé ãðóïïû R ÿâëÿþòñÿ çà-ìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè:(1) Z;(2) √
2Z;(3) Z +

√
2 Z?26.Fx. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî U êîìïàêòíî, à ìíîæåñòâî V �çàìêíóòî, òî ìíîæåñòâà UV and V U òàêæå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.



26x. Òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû 20326.Fx.1. �àññìîòðèì íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà F è C òîïîëîãè-÷åñêîé ãðóïïû G. Åñëè ìíîæåñòâî F çàìêíóòî, à C êîìïàêòíî, òî íàéäåòñÿîêðåñòíîñòü V åäèíèöû, òàêàÿ ÷òî ìíîæåñòâî CV ∪V C íå ïåðåñåêàåò F . Åñ-ëè òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G ëîêàëüíî êîìïàêòíà, òî îêðåñòíîñòü V ìîæíîâûáðàòü òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî Cl(CV ∪ V C) áûëî êîìïàêòíûì.26′4x. Îêðåñòíîñòè26.Gx. Åñëè Γ � áàçà îêðåñòíîñòåé åäèíèöû â òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå
G, òî Σ = {aU | a ∈ G,U ∈ Γ} � áàçà òîïîëîãèè â G.Ïîäìíîæåñòâî A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè A−1 = A.26.Hx. Âî âñÿêîé îêðåñòíîñòè åäèíèöû òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû ñîäåð-æèòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ îêðåñòíîñòü åäèíèöû.26.Ix. Äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè U åäèíèöû òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû ñó-ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V åäèíèöû, òàêàÿ ÷òî V V ⊂ U .26.14x. Äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè U åäèíèöû òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû è âñÿêî-ãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ îêðåñòíîñòü V åäèíèöû,òàêàÿ ÷òî V n ⊂ U .26.15x. Åñëè V � ñèììåòðè÷íàÿ îêðåñòíîñòü åäèíèöû òîïîëîãè÷åñêîé ãðóï-ïû, òî ìíîæåñòâî S∞

n=1 V
n åñòü ïîäãðóïïà ýòîé ãðóïïû, ÿâëÿþùàÿñÿ îäíî-âðåìåííî îòêðûòûì è çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.26.16x. Ïóñòü G � ãðóïïà è Σ � íåêîòîðûé íàáîð ïîäìíîæåñòâs. Äîêàæèòå,÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà òîïîëîãè÷åñêàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðàíà G, â êîòîðîé Σ åñòü áàçà îêðåñòíîñòåé åäèíèöû, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé Gÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàáîð Σóäîâëåòâîðÿë ñëåäóþùèì ïÿòè óñëîâèÿì:(1) êàæäîå èç ìíîæåñòâ U ∈ Σ ñîäåðæèò åäèíèöó ãðóïïû G,(2) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ U ∈ Σ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî V ∈ Σ,òàêîå ÷òî xV ⊂ U ,(3) äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà U ∈ Σ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî V ∈ Σ, òàêîå÷òî V −1 ⊂ U ,(4) äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà U ∈ Σ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî V ∈ Σ, òàêîå÷òî V V ⊂ U ,(5) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ G è ìíîæåñòâà U ∈ Σ ñóùåñòâóåò ìíî-æåñòâî V ∈ Σ, òàêîå ÷òî V ⊂ x−1Ux.26.Jx. Çàãàäêà. Â êàêîì ñìûñëå âêëþ÷åíèå 26.Ix íàïîìèíàåò íåðà-âåíñòâî òðåóãîëüíèêà?26.Kx. Ïóñòü C � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû G.Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè U åäèíèöû ãðóïïû ñóùåñòâóåòîêðåñòíîñòü V åäèíèöû, òàêàÿ ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ C ñïðà-âåäëèâî âêëþ÷åíèå V ⊂ x−1Ux.



204 V. Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû26′5x. Àêñèîìû îòäåëèìîñòè26.Lx. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ õàóñäîð�îâîé, ñîãäà îíà óäî-âëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè, ñîãäà îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî
{1} çàìêíóòî.26.Mx. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ õàóñäîð�îâîé, ñîãäà ïåðåñå-÷åíèå âñåõ îêðåñòíîñòåé åäèíèöû ñîâïàäàåò ñ {1}.26.Nx. Åñëè åäèíèöà òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû çàìêíóòà, òî ýòà òîïîëî-ãè÷åñêàÿ ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò òðåòüåé àêñèîìå îòäåëèìîñòè.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóéòå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.26.Nx.1. Äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè U åäèíèöû â òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå Gñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V åäèíèöû, òàêàÿ ÷òî ClV ⊂ U .26.Ox Ñëåäñòâèå. Â òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïïàõ ïåðâûå òðè àêñèîìû îò-äåëèìîñòè ýêâèâàëåíòíû.26.17x. Äîêàæèòå, ÷òî íà êîíå÷íîé ãðóïïå G ñóùåñòâóåò ðîâíî ñòîëüêî òî-ïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ îíà ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîéãðóïïîé, ñêîëüêî â G èìååòñÿ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï. Òî÷íåå, äëÿ êàæäîé íîð-ìàëüíîé ïîäãðóïïû N êîíå÷íîé ãðóïïû G ìíîæåñòâà gN , g ∈ G, îáðàçóþòáàçó òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ñîãëàñîâàííîé ñ ãðóïïîâîé.26′6x. Àêñèîìû ñ÷åòíîñòè26.Px. Åñëè Γ � áàçà îêðåñòíîñòåé â åäèíèöå òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû
G è ìíîæåñòâî S ïëîòíî â G, òî íàáîð Σ = {aU | a ∈ S,U ∈ Γ} åñòüáàçà òîïîëîãèè ãðóïïû G. (Ñð. 26.Gx and 15.J.)26.Qx Ñëåäñòâèå. Âñÿêàÿ ñåïàðàáåëüíàÿ è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïåðâîéàêñèîìå ñ÷åòíîñòè òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìåñ÷åòíîñòè.26.18x*. (Ñð. 15.Dx) Âñÿêàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïåð-âîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè è âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, ìåòðèçóåìà.



27x. Êîíñòðóêöèè 20527x. Êîíñòðóêöèè27′1x. Ïîäãðóïïû27.Ax. Åñëè H � ïîäãðóïïà òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû G, òî H ÿâëÿåò-ñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîé è òîïîëîãè÷åñêèõñòðóêòóð, íàñëåäóåìûõ åþ èç ãðóïïû G.27.1x. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà àáåëåâîé ãðóïïû G. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîéñòðóêòóðû òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû íà H è áàçû òîïîëîãèè â åäèíèöå ñóùå-ñòâóåò ñòðóêòóðà òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû íà G ñ òîé æå ñàìîé áàçîé îêðåñò-íîñòåé â åäèíèöå.27.2x. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäãðóïïà òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû îòêðûòà, ñîãäà ååâíóòðåííîñòü íåïóñòà.27.3x. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ îòêðûòàÿ ïîäãðóïïà òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïûÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è çàìêíóòîé.27.4x. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà ÿâëÿ-åòñÿ îòêðûòîé.27.5x. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîäãðóïïû òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû, êîòîðàÿ:(1) çàìêíóòà, íî íå îòêðûòà;(2) íå îòêðûòà è íå çàìêíóòà.27.6x. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ íà ïîäãðóïïå òîïîëîãè÷å-ñêîé ãðóïïû, ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé, ñîãäà â ýòîé ïîäãðóïïå èìååòñÿ èçîëèðî-âàííàÿ òî÷êà.27.7x. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäãðóïïàH òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïûG çàìêíóòà, ñîãäàñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî U , òàêîå ÷òî U∩H = U∩ClH 6= ∅, ò. å. êîãäà
H ëîêàëüíî çàìêíóòà õîòÿ áû â îäíîé èç ñâîèõ òî÷åê.27.8x. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè H íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé òîïîëîãè-÷åñêîé ãðóïïû G, òî ìíîæåñòâî ClH r H ïëîòíî â ClH .27.9x. Çàìûêàíèå ïîäãðóïïû òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîéýòîé ãðóïïû.27.10x. Âåðíî ëè, ÷òî âíóòðåííîñòü ïîäãðóïïû òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû ÿâ-ëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ýòîé ãðóïïû?27.Bx. Ñâÿçíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ âñÿêîé îêðåñòíî-ñòüþ åäèíèöû ýòîé ãðóïïû.27.Cx. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ââåäåì îòíîøåíèå: a ∼ b, åñëè

ab−1 ∈ H. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-ëåíòíîñòè, êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî êîòîðîìó ñîâïàäàþò ñ ïðàâûìèêëàññàìè ñìåæíîñòè ïîäãðóïïû H.27.11x. Êàêîâ àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 27.Cx äëÿ ëåâûõ êëàññàõ ñìåæíîñòè?



206 V. Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðûÌíîæåñòâî ëåâûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè ïîäãðóïïû H â G îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç G/H , ìíîæåñòâî ïðàâûõ êëàññîâ � ÷åðåç H\G. Â ñëó÷àå, åñëè Gÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé, ìíîæåñòâà G/H è H\G íàäåëÿþòñÿòîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé �àêòîïðîñòðàíñòâà è íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàí-ñòâàìè êëàññîâ ñìåæíîñòè.27.Dx. Äëÿ âñÿêîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû G è å¼ ïîäãðóïïû H, åñòå-ñòâåííûå ïðîåêöèè G → G/H è G → H\G ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè îòîá-ðàæåíèÿìè.27.Ex. Ïðîñòðàíñòâî ëåâûõ (è ïðàâûõ) êëàññîâ ñìåæíîñòè çàìêíóòîéïîäãðóïïû òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.27.Fx. Åñëè ïîäãðóïïà H ãðóïïû G, à òàêæå ïðîñòðàíñòâî G/H êîì-ïàêòíû, òî è ñàìà ãðóïïà G êîìïàêòíà; åñëè ïîäãðóïïà H ãðóïïû G, àòàêæå ïðîñòðàíñòâî G/H ñâÿçíû, òî è ñàìà ãðóïïà G ñâÿçíà.27.Gx. Åñëè ïîäðóïïà H ãðóïïû G ñâÿçíà, òî ïðîîáðàç âñÿêîé êîìïî-íåíòû ïðîñòðàíñòâà G/H ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ãðóïïû G.27.12x. �àññìîòðèì ãðóïïó SO(n − 1) êàê ïîäãðóïïó SO(n). Åñëè n ≥ 2, òîïðîñòðàíñòâî SO(n)/SO(n − 1) ãîìåîìîð�íî Sn−1.27.13x. Äëÿ âñÿêîãî n ≥ 1 ãðóïïû SO(n), U(n), SU(n), Sp(n) êîìïàêòíû èñâÿçíû. Ñêîëüêî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè èìåþò ãðóïïû O(n), O(p, q) (O(p, q) �ýòî ãðóïïà âñåõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà Rp+q ñîõðàíÿþùèõêâàäðàòè÷íóþ �îðìó x2
1 + . . .+ x2

p − y2
1 − . . .− y2

q)?27′2x. Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû27.Hx. Äîêàæèòå, ÷òî çàìûêàíèå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû òîïîëîãè÷å-ñêîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.27.Ix. Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè åäèíèöû â òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå åñòüçàìêíóòàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ýòîé ãðóïïû.27.14x. Êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè åäèíèöû â òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïååñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ýòîé ãðóïïû.27.Jx. Ôàêòîðãðóïïà òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîéãðóïïîé.27.Kx. Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû íà åå �àêòîð-ãðóïïó ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì.27.Lx. Ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþùåé ïåðâîé (âòîðîé) àê-ñèîìå ñ÷åòíîñòè, óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé (ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîé) àêñèî-ìå ñ÷åòíîñòè.27.Mx. Ôàêòîðãðóïïà G/H òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû G ðåãóëÿðíà, ñîãäàïîäãðóïïà H çàìêíóòà.



27x. Êîíñòðóêöèè 20727.Nx. Äîêàæèòå, ÷òî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H îòêðûòà â òîïîëîãè-÷åñêîé ãðóïïå G, ñîãäà �àêòîðãðóïïà G/H äèñêðåòíà.Öåíòðîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
C(G) = {x ∈ G | xg = gx ïðè âñåõ g ∈ G}.27.15x. Âñÿêàÿ äèñêðåòíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ñâÿçíîé òîïîëîãè÷åñêîéãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå C(G) ýòîé ãðóïïû.27′3x. �îìîìîð�èçìûÅñëè G è H � òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû, òî îòîáðàæåíèå f : G → Híàçûâàåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì, åñëè îíî íåïðåðûâíî è ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-�èçìîì ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.27.Ox. �ðóïïîâîé ãîìîìîð�èçì îäíîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû â äðó-ãóþ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì â ñìûñëå òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï, ñîãäà îííåïðåðûâåí â åäèíèöå.Âñå òåîðåòèêî-ãðóïïîâûå ïîíÿòèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íà òîïîëîãè÷åñêèå ãðóï-ïû áåç èçìåíåíèé. Åäèíñòâåííîå, ÷òî âêëþ÷àåòñÿ äîïîëíèòåëüíî â îïðå-äåëåíèÿ, ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì íà ãðóïïàõ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòó-ðû. Â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè ãðóïï èçîìîð�èçìîì íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûéãîìîìîð�èçì. Îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê íåìó, àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåò-ñÿ ãîìîìîð�èçìîì. Â òåîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï â ñàìî îïðåäåëåíèåèçîìîìîð�èçìà ñëåäóåò âñòàâèòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå. Èìåííî, èçî-ìîð�èçìîì îäíîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû íà äðóãóþ íàçûâàåòñÿ îáðàòè-ìûé ãîìîìîð�èçì, îáðàòíûé ê êîòîðîìó òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èç-ìîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, â òåîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï ïîä èçîìîð�èç-ìîì ìû ïîíèìàåì îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì â àë-ãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå è ãîìåîìîð�èçìîì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.27.16x. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå f : [0; 1) → S1 : x 7→ e2πix � ãîìîìîð-�èçì (òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï).27.Px. Ýïèìîð�èçì f : G → H ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì,ñîãäà åãî èíúåêòèâíûé �àêòîð f̂ = f/S(f) : G/Ker f → H ÿâëÿåòñÿèçîìîð�èçìîì.27.Qx. Ýïèìîð�èçì êîìïàêòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû íà òîïîëîãè-÷åñêóþ ãðóïïó ñ çàìêíóòîé åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì.27.Rx. Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîðãðóïïà R/Z èçîìîð�íà ìóëüòèïëèêàòèâ-íîé ãðóïïå S1 ⊂ C.



208 V. Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû27′4x. Ëîêàëüíûå èçîìîð�èçìûÏóñòü G è H � òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû. Ëîêàëüíûì èçîìîð�èçìîìãðóïïû G â ãðóïïó H íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîð�èçì f íåêîòîðîé îêðåñòíî-ñòè U åäèíèöû â ãðóïïå G íà îêðåñòíîñòü V åäèíèöû â ãðóïïå H, òàêîé÷òî
• f(xy) = f(x)f(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ U , òàêèõ ÷òî xy ∈ U ,
• f−1(zt) = f−1(z)f−1(t) äëÿ âñåõ z, t ∈ V , òàêèõ ÷òî zt ∈ V .Òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíî èçîìîð�íûìè, åñëè ñóùå-ñòâóåò ëîêàëüíûé èçîìîð�èçì îäíîé èç íèõ â äðóãóþ.27.Sx. Èçîìîð�íûå òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû ëîêàëüíî èçîìîð�íû.27.Tx. Àääèòèâíàÿ ãðóïïà R âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è ìóëüòèïëèêàòèâ-íàÿ ãðóïïà S1 êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ ðàâíûõ åäèíèöå, ëîêàëüíîèçîìîð�íû, íî íå èçîìîð�íû.27.17x. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ëîêàëüíîé èçîìîð�íîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíî-øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà êëàññå âñåõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï.27.18x. Óêàæèòå îêðåñòíîñòè åäèíèö â R è S1 è ãîìåîìîð�èçì ìåæäó íèìè,óäîâëåòâîðÿþùèå ïåðâîìó óñëîâèþ èç îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî èçîìîð�èçìà,íî íå óäîâëåòâîðÿþùèå âòîðîìó.27.19x. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîð�èçìà îêðåñòíîñòè åäèíèöû îä-íîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû íà îêðåñòíîñòü åäèíèöû äðóãîé, óäîâëåòâîðÿþ-ùåãî ïåðâîìó óñëîâèþ èç îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî ãîìåîìîð�èçìà, íàéäåòñÿëîêàëüíûé èçîìîð�èçì, ÿâëÿþùèéñÿ åãî ïîäîòîáðàæåíèåì.27′5x. Ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿÏóñòü G è H � òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû. Â òåîðèè ãðóïï ïðîèçâåäå-íèå G × H íàäåëÿåòñÿ ãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé: (x, u)(y, v) = (xy, uv). Âòîïîëîãèè áûëî îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ(ñì. 19).27.Ux. Ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîéãðóïïîé.Òåì ñàìûì, G × H � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï G è H. Ñ ýòèì ïðîèçâåäåíèåì ñâÿçàíû÷åòûðå êàíîíè÷åñêèõ ãîìîìîð�èçìà: äâà ãîìîìîð�èçìà âêëþ÷åíèÿ iG :

G→ G×H : x 7→ (x, 1) è iH : H → G×H : x 7→ (1, x), êàæäûé èç êîòîðûõÿâëÿåòñÿ ìîíîìîð�èçìîì, è äâå ïðîåêöèè pG : G ×H → G : (x, y) 7→ xè pH : G×H → H : (x, y) 7→ y, êàæäàÿ èç êîòîðûõ � ýïèìîð�èçì.27.20x. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïûG×H/iH(H) èG èçîìîð�íû.



27x. Êîíñòðóêöèè 20927.21x. Ïåðåìíîæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï êîììóòàòèâíî è àññîöèàòèâíî:
G×H êàíîíè÷åñêè èçîìîð�íî H ×G, à G× (H×K) êàíîíè÷åñêè èçîìîð�íî
(G×H) ×K.�îâîðÿò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîå ïðî-èçâåäåíèå ñâîèõ ïîäãðóïï A è B, åñëè îòîáðàæåíèå A×B → G : (x, y) 7→

xy ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïó G îáû÷íî îòîæäåñòâ-ëÿþò ñ ïðîèçâåäåíèåì A×B.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèåñâîèõ ïîäãðóïï A è B â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî èìå-åò ìåñòî, ñîãäà A è B ïîðîæäàþò ãðóïïó G, ÿâëÿþòñÿ åå íîðìàëüíûìèïîäãðóïïàìè è A ∩ B = {1}. Ïîýòîìó, åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òîîòîáðàæåíèå (x, y) 7→ xy : A×B → G � èçîìîð�èçì.27.22x*. Äîêàæèòå, ÷òî â îïèñàííîé ñèòóàöèè îòîáðàæåíèå (x, y) 7→ xy :
A×B → G íåïðåðûâíî. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, â êîòîðîì îáðàòíûé ãîìîìîð�èçìíå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.27.Vx. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êîìïàêòíàÿ õàóñäîð�îâà òîïîëîãè÷åñêàÿãðóïïà G ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñâîèõ çàìêíóòûõ ïîä-ãðóïï â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå, òî G ÿâëÿåòñÿ èõ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíè-åì (è â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå).27.23x. Äîêàæèòå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà Rr0 âåùåñòâåííûõ ÷èñåëèçîìîð�íà (êàê òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà) ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìóëüòèïëè-êàòèâíîé ãðóïïû S0 = {1,−1} è ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû R∗

+ = {x ∈ R |
x > 0}.27.24x. Äîêàæèòå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà C r 0 êîìïëåêñíûõ ÷èñåëèçîìîð�íà (êàê òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà) ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìóëüòèïëè-êàòèâíîé ãðóïïû S1 = {z ∈ C | |z| = 1} è ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû R∗

+.27.25x. Äîêàæèòå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà H r 0 êâàòåðíèîíîâ èçî-ìîð�íà (êàê òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà) ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìóëüòèïëèêà-òèâíîé ãðóïïû S3 = {z ∈ H | |z| = 1} è ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû R∗

+.27.26x. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäãðóïïà S0 = {1,−1} ãðóïïû S3 = {z ∈ H | |z| = 1}íå ÿâëÿåòñÿ åå ïðÿìûì �àêòîðîì.27.27x. Íàéäèòå òîïîëîãè÷åñêóþ ãðóïïó, ãîìåîìîð�íóþ RP 3.Ïóñòü ãðóïïà G ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó A è ïîäãðóïïó B,òàêèå ÷òî AB = G è A ∩ B = {1G}. Åñëè ïîäãðóïïà B òàêæå ÿâëÿåòñÿíîðìàëüíîé, òî G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì A×B. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå ãîâîðÿò î ïîëóïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè.27.Wx. Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèç-âåäåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï A è B. Åñëè äëÿ ëþáûõ îêðåñòíîñòåé åäèíèöû
U ⊂ A è V ⊂ B èõ ïðîèçâåäåíèå UV òàêæå ñîäåðæèò îòêðåñòíîñòüåäèíèöû, òî ïðîñòðàíñòâî G ãîìåîìîð�íî ïðîèçâåäåíèþ A×B.



210 V. Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû27′6x. �ðóïïû ãîìåîìîð�èçìîâÎáîçíà÷èì ÷åðåç TopX ãðóïïó ãîìåîìîð�èçìîâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-ñòðàíñòâà X. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïîâîé îïåðàöèåé â ýòîé ãðóïïå ÿâëÿ-åòñÿ êîìïîçèöèÿ ãîìåîìîð�èçìîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü å¼ òîïîëî-ãè÷åñêîé, ìû èçìåíèì òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà ïðîñòðàíñòâå ãî-ìåîìîð�èçìîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé íà ïðî-ñòðàíñòâå C(X,X).27.Xx. Íàáîð ìíîæåñòâ âèäà W (C,U) è (W (C,U))−1 âçÿòûõ äëÿ âñåõêîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ C ⊂ X è âñåõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ U ⊂
X ÿâëÿåòñÿ ïðåäáàçîé íåêîòîðîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà ãðóïïå
TopX.Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå TopX çàäàíàòîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñ ïðåäáàçîé, îïèñàííîé â 27.Xx.27.Yx. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðîâûì è ëîêàëüíî êîì-ïàêòíûì, òî TopX � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà.27.Yx.1. Åñëè X õàóñäîð�îâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî îòîáðàæåíèå

φ : TopX × TopX → TopX : (g, h) 7→ g ◦ h íåïðåðûâíî.



28x. Äåéñòâèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï 21128x. Äåéñòâèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï28′1x. Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâåËåâûì äåéñòâèåì ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæå-íèå G × X → X : (g, x) 7→ gx, òàêîå ÷òî 1x = x äëÿ ëþáîãî x ∈ X è
(gh)x = g(hx) äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ëþáûõ g, h ∈ G. Ìíîæåñòâî X, íà êî-òîðîì çàäàíî òàêîå äåéñòâèå, íàçûâàåòñÿ ëåâûì G-ìíîæåñòâîì. Ïðàâûå
G-ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.28.Ax. Íà âñÿêîì ëåâîì G-ìíîæåñòâå X �îðìóëà (x, g) 7→ g−1x îïðå-äåëÿåò ïðàâîå äåéñòâèå ãðóïïû G.28.Bx. Ïóñòü X � ëåâîå G-ìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî g ∈ G îòîáðà-æåíèå X → X : x 7→ gx ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.Ëåâîå äåéñòâèå ãðóïïû G íà X íàçûâàåòñÿ ý��åêòèâíûì, åñëè äëÿëþáîãî îòëè÷íîãî îò åäèíèöû ýëåìåíòà g ãðóïïû G îòîáðàæåíèå x 7→ gxíå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì. Îòîáðàæåíèå f : X1 → X2 îäíîãî ëåâîãî G-ìíîæåñòâà â äðóãîå íàçûâàåòñÿ G-ýêâèâàðèàíòíûì, åñëè f(gx) = gf(x)äëÿ âñåõ x ∈ X, g ∈ G.�îâîðÿò, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ëåâûì G-ìíîæåñòâîì (èëè ÷òî
G äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà X), åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X ñóùåñòâóåòýëåìåíò g ∈ G, òàêîé ÷òî y = gx.Ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè òà æå ñàìàÿ òåðìèíîëîãèÿ ïðèìåíèìàè äëÿ ïðàâûõ äåéñòâèé.28.Cx. Åñòåñòâåííûå äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà ìíîæåñòâàõ G/H è H\Gïðåâðàùàåò èõ â îäíîðîäíûå ëåâîå è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâîå G-ìíîæåñòâî.Ïóñòü X � îäíîðîäíîå ëåâîå G-ìíîæåñòâî. �àññìîòðèì òî÷êó x ∈ Xè ìíîæåñòâî Gx = {g ∈ G | gx = x}. Î÷åâèäíî, ÷òî Gx åñòü ïîäãðóïïàãðóïïû G. Ïîäãðóïïà Gx íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíîé ïîäãðóïïîé, ñîîòâåò-ñòâóþùåé òî÷êå x.28.Dx. Âñÿêîå îäíîðîäíîå ëåâîå (ïðàâîå) G-ìíîæåñòâî X èçîìîð�íî
G/H (ñîîòâåòñòâåííî, H\G), ãäå ÷åðåç H îáîçíà÷åíà èçîòðîïíàÿ ïîä-ãðóïïà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåêîòîðîé òî÷êå ìíîæåñòâà X.28.Dx.1. Âñå èçîòðîïíûå ïîäãðóïïû Gx, x ∈ G, ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî ñîïðÿ-æåííûìè.Íîðìàëèçàòîðîì Nr(H) ïîäãðóïïû H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìíîæå-ñòâî {g ∈ G | gHg−1 = H}. Äðóãèìè ñëîâàìè, íîðìàëèçàòîð åñòü íàè-áîëüøàÿ ïîäãðóïïà â G, ñîäåðæàùàÿ H â êà÷åñòâå ñâîåé íîðìàëüíîéïîäãðóïïû.



212 V. Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû28.Ex. �ðóïïà âñåõ àâòîìîð�èçìîâ îäíîðîäíîãî G-ìíîæåñòâà X èçî-ìîð�íà ãðóïïå N(H)/H , ãäå H � èçîòðîïíàÿ ïîäãðóïïà, ñîîòâåòñòâóþ-ùàÿ íåêîòîðîé òî÷êå ìíîæåñòâà X.28.Ex.1. Åñëè èçîòðîïíûå ïîäãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì x, y ∈ X ,ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì, òî íàéäåòñÿ àâòîèçîìîð�èçì G-ìíîæåñòâà X ,ïåðåâîäÿùèé x â y.28′2x. Íåïðåðûâíûå äåéñòâèÿËåâûì G-ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
X, íà êîòîðîì çàäàíî ëåâîå äåéñòâèå òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû G, òàêîå÷òî îòîáðàæåíèå G×X → X ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Âñå îïðåäåëåíèÿ,ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì G-ìíîæåñòâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿíà G-ïðîñòðàíñòâà.Îòìåòèì, ÷òî åñëè ãðóïïà G äèñêðåòíà, òî ëþáîå åå äåéñòâèå çàäà-åòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì, òåì ñàìûì âñÿêîå å¼ äåéñòâèå îïðå-äåëÿåò G-ïðîñòðàíñòâî.28.Fx. Ïóñòü X � ëåâîå G-ïðîñòðàíñòâî. Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
φ : G→ TopX, èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèåì G íà X, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûìãîìîìîð�èçìîì.28.Gx. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, åñëè ê òîìó æåïðîñòðàíñòâî X õàóñäîð�îâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî ãîìîìîð�èçì
G→ TopX íåïðåðûâåí.28.1x. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè íåïðåðûâíûì äåéñòâèå äàííîé òîïîëîãè÷åñêîéãðóïïû íà äàííîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è áóäåò ëè íåïðåðûâíûì ãî-ìîìîð�èçì G→ TopX?(1) G � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, X = G è G äåéñòâóåò íà X ïîñðåäñòâîìëåâûõ (èëè ïðàâûõ) ñäâèãîâ, èëè æå ïîñðåäñòâîì ñîïðÿæåíèÿ;(2) G � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïà, H � åå ïîäãðóïïà, X = G/H è G äåé-ñòâóåò íà X ïî �îðìóëå g(aH) = (ga)H ;(3) G = GL(n,K) (ãäå K = R, C èëè H) è G äåéñòâóåò â Kn ñòàíäàðò-íûì îáðàçîì (êàê óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð);(4) G = GL(n,K) (ãäå K = R, C èëè H) è G äåéñòâóåò â KPn−1 ïîñðåä-ñòâîì ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ;(5) G = O(n,R) and G äåéñòâóåò â Sn−1 ïîñðåäñòâîì ìàòðè÷íîãî óìíî-æåíèÿ;(6) àääèòèâíàÿ ãðóïïà R1 äåéñòâóåò íà òîðå S1 × · · · × S1 ïî ïðàâèëó

(w1, . . . , wr) 7→ (e2πia1tw1, . . . , e
2πiartwr); òàêîå äåéñòâèå íàçûâàåòñÿèððàöèîíàëüíûì ïîòîêîì, åñëè ÷èñëà a1, . . . , ar ëèíåéíî íåçàâèñèìûíàä Q.Çàìåòèì, ÷òî åñëè äåéñòâèå G íàX íå ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíûì, òî ìûìîæåì ðàññìîòðåòü åãî ÿäðî GKer = {g ∈ G | gx = x äëÿ âñåõ x ∈ X},



28x. Äåéñòâèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï 213êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G. Òîïîëîãè÷å-ñêàÿ ãðóïïà G/GKer áóäåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì, è ïðèòîì ý��åêòèâíî,äåéñòâîâàòü íà X.28.Hx. Ôîðìóëà gGKer(x) = gx îïðåäåëÿåò ý��åêòèâíîå íåïðåðûâíîåäåéñòâèå ãðóïïû G/GKer íà ïðîñòðàíñòâå X.�îâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò âïîëíå ðàçðûâíî íà ïðîñòðàíñòâå
X, åñëè äëÿ âñÿêîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà C ⊂ X ìíîæåñòâî {g ∈ G |
gC ∩ C 6= ∅} ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì.28.Ix. Åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò âïîëíå ðàçðûâíî è ý��åêòèâíî íàõàóñäîð�îâîì ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X, òî φ(G) ÿâëÿåòñÿäèñêðåòíûì ïîäìíîæåñòâîì TopX. (Çäåñü, êàê è ðàíåå φ : G → TopX� ìîíîìîð�èçì, èíäóöèðîâàííûé G-äåéñòâèåì.) Â ÷àñòíîñòè, G � äèñ-êðåòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà.28.2x. Ïåðå÷èñëèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ) âñå òðåóãîëüíèêè íà ïëîñêîñòè

R2, äëÿ êîòîðûõ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ñèììåòðèÿìè îòíîñèòåëüíî èõ ñòîðîí,äåéñòâóåò â R2 âïîëíå ðàçðûâíî.28′3x. Ïðîñòðàíñòâà îðáèòÏóñòü X � G-ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ x ∈ X ìíîæåñòâî G(x) = {gx | g ∈
G} íàçûâàåòñÿ îðáèòîé òî÷êè x. Òðàíçèòèâíîñòü äåéñòâèÿ G íà X îçíà-÷àåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå X åñòü âñåãî îäíà îðáèòà � âñå ïðîñòðàíñòâî.Äëÿ ïîäìíîæåñòâ A ⊂ X è E ⊂ G ïîëîæèì E(A) = {ga | g ∈ E, a ∈ A}.28.Jx. Åñëè êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò íà õàó-ñäîð�îâîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈
X êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå G/Gx → G(x) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èç-ìîì. 28.3x. Ïðèâåäèòå ïðèìåð õàóñäîð�îâà G-ïðîñòðàíñòâà X, äëÿ êîòîðîãî òåìíå ìåíåå �àêòîðïðîñòðàíñòâî G/Gx íå ãîìåîìîð�íî G(x).28.Kx. Åñëè êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò íà êîì-ïàêòíîì õàóñäîð�îâîì ïðîñòðàíñòâå X, òî X/G � êîìïàêòíîå õàóñäîð-�îâî ïðîñòðàíñòâî.28.4x. Åñëè ãðóïïà G êîìïàêòíà, òî äëÿ âñÿêîãî G-ïðîñòðàíñòâà X ìíîæå-ñòâî G(A) áóäåò çàìêíóòûì (êîìïàêòíûì), åñëè çàìêíóòî (ñîîòâåòñòâåííî,êîìïàêòíî) ìíîæåñòâî A ⊂ X.28.5x. �àññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå äåéñòâèå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû G =

R∗ íà X = R : (s, t) 7→ st. Íàéäèòå âñå åãî îðáèòû è èçîòðîïíûå ïîäãðóïïû.Îïèøèòå ïðîñòðàíñòâî îðáèò X/G.28.6x. Ïóñòü G � ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ñèììåòðèÿìè îòíîñèòåëüíî ñòîðîííåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà â R2. Îïèøèòå ýòó ãðóïïó è ïðîñòðàíñòâî îðáèò
R2/G.



214 V. Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû28.7x. Ïóñòü G � ãðóïïà èç çàäà÷è 28.6x, à H � å¼ ïîäãðóïïà èíäåêñà 2,ñîñòîÿùàÿ èç ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè. Îïèøèòåýòó ãðóïïó è ïðîñòðàíñòâî îðáèò R2/G.28.8x. �àññìîòðèì äèàãîíàëüíîå äåéñòâèå òîðà G = (S1)n+1 íà X = CPn,çàäàííîãî ïðàâèëîì
(z0, z1, . . . , zn) 7→ (θ0z0, θ1z1, . . . , θnzn).Íàéäèòå âñå åãî îðáèòû è èçîòðîïíûå ïîäãðóïïû. Îïèøèòå ïðîñòðàíñòâî îð-áèò X/G.28.9x. �àññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå äåéñòâèå (ïîðîæäåííîå ïåðåñòàíîâêîé êî-îðäèíàò) ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû G = Symm(n) â X = Rn; X = Cn. Íàéäèòåâñå îðáèòû è èçîòðîïíûå ïîäãðóïïû. Îïèøèòå ïðîñòðàíñòâî îðáèò X/G.28.10x. �àññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû G = S0(3) íà ïðîñòðàíñòâå X âñåõñèììåòðè÷íûõ âåùåñòâåííûõ 3× 3-ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì ïîñðåäñòâîì ñî-ïðÿæåíèÿ x 7→ gxg−1. Íàéäèòå âñå îðáèòû è èçîòðîïíûå ïîäãðóïïû. Îïèøèòåïðîñòðàíñòâî îðáèò X/G.28′4x. Îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà

G-ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò íàíåì òðàíçèòèâíî.28.Lx. Âñÿêàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïàG ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì H-ïðîñòðàíñòâîìîòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ âñÿêîé ñâîåé ïîäãðóïïû ïîñðåäñòâîì ñäâèãîâ.Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî G/H ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì G-ïðîñòðàíñòâîì îò-íîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G.28.Mx. Ïóñòü X � G-ïðîñòðàíñòâî. Åñëè X è G ëîêàëüíî êîìïàêò-íû è G èìååò ñ÷åòíóþ áàçó òîïîëîãèè, òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ Xïðîñòðàíñòâî X ãîìåîìîð�íî �àêòîðïðîñòðàíñòâó G/Gx.28.Nx. Ïóñòü X � îäíîðîäíîå G-ïðîñòðàíñòâî. Êàíîíè÷åñêîå îòîáðà-æåíèå G/Gx → X ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì, ñîãäà îíî îòêðûòî.28.11x. Ïîêàæèòå, ÷òî O(n)/O(n − 1) = Sn è U(n)/U(n− 1) = S2n−1.28.12x. Ïîêàæèòå, ÷òîO(n+ 1)/O(n) ×O(1) = RPn è U(n+ 1)/U(n) × U(1) =

CPn.28.13x. Ïîêàæèòå, ÷òî Sp(n)/Sp(n− 1) = S4n−1, ãäå Sp(n) = {A ∈ GL(H) |
AA∗ = E}.28.14x. Ïðåäñòàâüòå òîð S1×S1 è áóòûëêó Êëåéíà êàê îäíîðîäíûå ïðîñòðàí-ñòâà.28.15x. Îïèøèòå â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà: 1)
O(n)/O(1)n; 2) O(n)/O(k) ×O(n− k); 3)O(n)/SO(k) ×O(n− k); 4)O(n)/O(k).28.16x*. Ïðåäñòàâüòå S2 × S2 êàê îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî.28.17x. Îïèøèòå ïðîñòðàíñòâî îðáèò SO(n, 1)/SO(n).



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 215Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè26.Ax Ýòî òàê, ïîñêîëüêó âñÿêîå îòîáðàæåíèå èç äèñêðåòíîãî òîïîëî-ãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.26.Bx Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ãðóïïà êîíå÷íà, íàäåëèòå åå äèñêðåò-íîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé; â ñèëó 26.Ax, îíà ñòàíåò òîïîëîãè÷å-ñêîé. Áîëåå ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû ðàññìàòðèâàþòñÿ äàëåå (ñì. 26.5x�26.6x).26.8x Ëþáûå äâå íåèçîìîð�íûå (â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå) è ñîñòî-ÿùèå èç îäèíàêîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ êîíå÷íûå ãðóïïû, íàäåëåííûå äèñ-êðåòíîé òîïîëîãèåé. Áîëåå èíòåðåñíûé ïðèìåð: òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà
GL+(2, R) îáðàòèìûõ (2 × 2)-ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåìãîìåîìîð�íà S1×R3. Îäíàêî ïåðâàÿ èç íèõ íåàáåëåâà, òîãäà êàê âòîðàÿ� àáåëåâà.26.Cx Ëþáîé ñäâèã íåïðåðûâåí, à ñäâèãè, çàäàííûå ýëåìåíòàìè aè a−1 âçàèìíî îáðàòíû äðóã äðóãó.26.Cx Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 26.Cx.26.Ex Äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U óêàçàííûå ìíîæåñòâàÿâëÿþòñÿ åãî îáðàçàìè ïðè ãîìåîìîð�èçìàõ, ñîîòâåòñòâåííî: ëåâîãî ñäâè-ãà íà ýëåìåíò x, ïðàâîãî ñäâèãà íà ýòîò ýëåìåíò, âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëå-ìåíòà.26.Fx Ïóñòü x /∈ UV . Òàê êàê ìíîæåñòâà U è xV −1 íå ïåðåñåêàþòñÿ,òî â ñèëó 26.Fx.1 íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü W åäèíèöû, òàêàÿ ÷òî ìíîæå-ñòâà WU è xV −1 äèçúþíêòû. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî W−1x íå ïåðåñåêàåòñÿñ UV , ñëåäîâàòåëüíî, äîïîëíåíèå UV � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.26.Fx.1 Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ C âûáåðåì îêðåñòíîñòü Vx åäè-íèöû òàê, ÷òîáû îêðåñòíîñòü xVx íå ïåðåñåêàëàñü ñ ìíîæåñòâîì F . Âñèëó 26.Ix ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü åäèíèöû Wx, òàêàÿ ÷òî W 2

x ⊂ Vx.Òàê êàê ìíîæåñòâî C êîìïàêòíî, òî ó íåãî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîêðû-òèå ìíîæåñòâàìè W1 = x1Wx1, . . . ,Wn = xnWxn . Ïîëîæèì V1 = ∩n1Wxn .Òîãäà CV1 ⊂ ∪WiV ⊂ ∪xiW 2
xi ⊂ ∪xiVxi , òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî CV1íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ F . Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ îêðåñòíîñòü V2, òàêàÿ ÷òîìíîæåñòâî V2C íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ F . Îêðåñòíîñòü V = V1 ∩ V2 îáëàäàåòòðåáóåìûì ñâîéñòâîì. Åñëè G � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ãðóïïà, òî ñëåäóåòâçÿòü îêðåñòíîñòü Vx ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì.26.Gx Ïóñòü ìíîæåñòâî V îòêðûòî â G, a ∈ V . Åñëè îêðåñòíîñòü

U ∈ Γ òàêîâà, ÷òî U ⊂ a−1V , òî aU ⊂ V . Â ñèëó ïðèçíàêà áàçû äàííîéòîïîëîãèè, Σ � áàçà òîïîëîãèè ãðóïïû G.



216 V. Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû26.Hx Åñëè U � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü åäèíèöû, òî U ∩ U−1 �ñèììåòðè÷íàÿ îêðåñòíîñòü åäèíèöû.26.Ix Èç íåïðåðûâíîñòè óìíîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèåîêðåñòíîñòè åäèíèöû V1 è V2, ÷òî V1V2 ⊂ U . Åñëè V = V1 ∩ V2, òî
V V ⊂ U .26.Kx Ïóñòü W � ñèììåòðè÷íàÿ îêðåñòíîñòü åäèíèöû, òàêàÿ ÷òî
W 3 ⊂ U . Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîêðûòèå C ìíîæåñòâàìè âèäàW1 = x1W, . . . ,Wn =
xnW , ãäå x1, . . . , xn ∈ C. Ïîëîæèì V = ∩(xiWx−1

i ). ßñíî, ÷òî V � îò-êðåñòíîñòü åäèíèöû. Åñëè x ∈ C, òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò wi ∈ W , òàêîé÷òî x = xiwi. Ñëåäîâàòåëüíî,
x−1V x = w−1

i x−1
i V xiwi ⊂ w−1

i Wwi ⊂W 3 ⊂ U.26.Lx Åñëè ìíîæåñòâî {1} ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, òî âñå îäíîòî÷å÷-íûå ïîäìíîæåñòâà ýòîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè,òàêèì îáðàçîì, G óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè, ñîãäà {1}� çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå G è õàóñäîð�îâà.Ïóñòü g 6= 1 è U � îêðåñòíîñòü åäèíèöû, íå ñîäåðæàùàÿ ýëåìåíò g. Âñèëó 26.14x íàéäåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ îêðåñòíîñòü V åäèíèöû, òàêàÿ ÷òî
V 2 ⊂ U . Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà gV è V íå ïåðåñåêàþòñÿ è âûâåäèòåîòñþäà õàóñäîð�îâîñòü äàííîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû.26.Mx Ñì. 14.C. Åñëè åäèíèöà ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíè-åì âñåõ ñâîèõ îêðåñòíîñòåé, òî âñÿêèé ýëåìåíò ãðóïïû åñòü ïåðåñå÷åíèåñâîèõ îêðåñòíîñòåé, ñëåäîâàòåëüíî, òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà óäîâëåòâî-ðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè. Â ñèëó 26.Lx, îíà õàóñäîð�îâà.26.Px �àññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî W è ýëåìåíò g ∈W . Âûáå-ðåì ñèììåòðè÷íóþ îêðåñòíîñòü V åäèíèöû, òàêóþ ÷òî V 2 ⊂ W . Ñóùå-ñòâóåò îêðåñòíîñòü U ∈ Γ åäèíèöû, òàêàÿ ÷òî U ⊂ V . Íàéäåòñÿ òî÷êà
a ∈ S, òàêàÿ ÷òî a ∈ gU−1. Òîãäà g ∈ aU è a ∈ gU−1 ⊂ gV −1 = gV .Çíà÷èò, aU ⊂ aV ⊂ gV 2 ⊂W .27.Bx Ñëåäóåò èç 26.15x.27.Dx Ýòî òàê, ïîñêîëüêó äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî â G ìíîæåñòâà
U , ìíîæåñòâî UH (ñîîòâåòñòâåííî, HU) òàêæå îòêðûòî â G.27.Ex Ïðîñòðàíñòâî G/H óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîé àêñèîìå îòäåëè-ìîñòè, òàê êàê äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà g ∈ G ìíîæåñòâî gH çàìêíóòî â G.Ïîñêîëüêó êàæäîå îòêðûòîå â G/H ìíîæåñòâî èìååò âèä {gH | g ∈ U}(äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî â G ìíîæåñòâà U), òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,÷òî äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè U åäèíèöû â ãðóïïå G íàéäåòñÿ îêðåñò-íîñòü V åäèíèöû, òàêàÿ ÷òî Cl(V H) ⊂ UH. Ïóñòü V � ñèììåòðè÷íàÿîêðåñòíîñòü åäèíèöû, òàêàÿ ÷òî V 2 ⊂ U , ñì. 26.14x. Åñëè x ∈ ClV H,



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 217òî â îêðåñòíîñòè V x èìååòñÿ ýëåìåíò vh, ãäå v ∈ V è h ∈ H. Çíà-÷èò ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v′ ∈ V , òàêîé ÷òî v′x = vh. Ñëåäîâàòåëüíî
x ∈ V −1V H = V 2H ⊂ UH.27.Fx Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïîäãðóïïà H êîìïàêòíà, òî ïðîåêöèÿ
p : G → G/H çàìêíóòà. Ïóñòü ìíîæåñòâî F ⊂ G çàìêíóòî è x /∈ FH. Âñèëó 26.Fx ìíîæåñòâî FH çàìêíóòî, çíà÷èò ó òî÷êè x èìååòñÿ îêðåñò-íîñòü U , íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ FH, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà UH è FHíå ïåðåñåêàþòñÿ. Òåì ñàìûì ìû íàøëè íàñûùåííîå îòêðûòîå â G ìíî-æåñòâî, íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ íàñûùåíèåì çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F , îò-êóäà è ñëåäóåò çàìêíóòîñòü ïðîåêöèè. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå öåí-òðèðîâàííîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ â G ìíîæåñòâ. Ïî äîêàçàííîìó èõîáðàçû ïðè ïðîåêöèè p îáðàçóþò öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõìíîæåñòâ, êîòîðîå, â ñèëó êîìïàêòíîñòè G/H èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷å-íèå. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òî÷êà g ∈ G, òàêàÿ ÷òî ïåðåñå÷åíèÿ âñåõìíîæåñòâ èñõîäíîãî ñåìåéñòâà ñ ìíîæåñòâîì gH îáðàçóþò öåíòðèðîâàí-íóþ ñèñòåìó çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè gH, ïåðåñå÷å-íèå âñåõ ìíîæåñòâ ýòîé ñèñòåìû íåïóñòî, çíà÷èò, ãðóïïà G êîìïàêòíà.Òåïåðü äîêàæåì ñâÿçíîñòü G. Ïóñòü G = U∪V , ãäå U è V � îòêðûòû â G,íåïóñòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Èç ñâÿçíîñòè ëþáîãî êëàññàñìåæíîñòè gH, g ∈ G, ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé èç íèõ ñîäåðæèòñÿ öåëè-êîì â îäíîì èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, U ëèáî V . Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà
G ðàñïàäàåòñÿ â îáúåäèíåíèå äâóõ îòêðûòûõ è íàñûùåííûõ ìíîæåñòâ,÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà G/H .27.Gx �àññóæäåíèå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñâÿçíîñòè ãðóïïûâ óòâåðæäåíèè 27.Fx.27.Hx Ýòî òàê, ïîñêîëüêó, åñëè aHa−1 ⊂ H, òî aCl(H)a−1 =
Cl(aHa−1) ⊂ Cl(H).27.Ix Ïóñòü C � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè åäèíèöû. Êàê âñÿêàÿ êîìïî-íåíòà ñâÿçíîñòè, ìíîæåñòâî C çàìêíóòî. Òàê êàê ìíîæåñòâî C−1 ñâÿçíîè ñîäåðæèò åäèíèöó, òî C−1 ⊂ C. Äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà g ∈ C ìíî-æåñòâî gC ñâÿçíî è ïåðåñåêàåòñÿ ñ C, ïîýòîìó gC ⊂ C. Ñëåäîâàòåëüíî
C � ïîäãðóïïà. Íàêîíåö, äëÿ ëþáîãî g ∈ G ìíîæåñòâî gCg−1 ñâÿçíî èñîäåðæèò åäèíèöó, çíà÷èò gCg−1 ⊂ C, òàêèì îáðàçîì C � íîðìàëüíàÿïîäãðóïïà.27.Jx Ïóñòü G � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, H � åå íîðìàëüíàÿ ïîä-ãðóïïà, a, b ∈ G. �àññìîòðèì â G/H ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü êëàññàñìåæíîñòè abH; åå ïðîîáðàçîì â ãðóïïå G ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî
W ñîñòîÿùåå èç êëàññîâ ñìåæíîñòè ïîäãðóïïû H è ñîäåðæàùåå ýëåìåíò
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ab, â ÷àñòíîñòè, W � îêðåñòíîñòü òî÷êè ab. Ïîñêîëüêó G ÿâëÿåòñÿ òî-ïîëîãè÷åñêîé ãðóïîé, íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòè U è V òî÷åê a è b, ñîîòâåò-ñòâåííî, òàêèå ÷òî UV ⊂ W . Òîãäà (UH)(V H) = (UV )H ⊂ WH, ñëåäî-âàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ �àêòîðãðóïïû îïðåäåëÿåò íåïðåðûâ-íîå îòîáðàæåíèå G/H × G/H → G/H . Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òîíåïðåðûâíî è îòîáðàæåíèå G/H ×G/H : aH → a−1H.27.Kx Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì 27.Dx.27.Lx Åñëè íàáîð {Uα} ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè ãðóïïû G (èëèáàçîé òîïîëîãèè â íåêîòîðîé òî÷êå), òî íàáîð {UαH} åñòü áàçà òîïî-ëîãèè â G/H (ñîîòâåòñòâåííî, áàçà òîïîëîãèè â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå�àêòîðïðîñòðàíñòâà).27.Mx Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì 27.Ex.27.Nx Åñëè H � îòêðûòàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, òî âñåêëàññû ñìåæíîñòè òàêæå îòêðûòû, çíà÷èò, êàæäîå îäíîòî÷å÷íîå ïîä-ìíîæåñòâî G/H îòêðûòî. Åñëè åäèíèöà â �àêòîðãðóïïå îòêðûòà,òî ïî îïðåäåëåíèþ �àêòîðòîïîëîãèè ìíîæåñòâî H îòêðûòî â G.27.Ox Î÷åâèäíî. Ïóñòü f : G→ H � ãðóïîâîé ãîìîìîð-�èçì, íåïðåðûâíûé â åäèíèöå, a ∈ G è b = f(a) ∈ H. Äëÿ ïðîèçâîëüíîéîêðåñòíîñòè U ýëåìåíòà b ìíîæåñòâî b−1U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ åäè-íèöû ãðóïïû H. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü V åäèíèöû ãðóïïû G,òàêàÿ ÷òî f(V ) ⊂ b−1U . Òîãäà ìíîæåñòâî aV � îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà a è
f(aV ) = f(a)f(V ) = bf(V ) ⊂ bb−1U = U . Òàêèì îáðàçîì, f íåïðåðûâåíâ ëþáîé òî÷êå a ∈ G, ò. å. f � ãîìîìîð�èçì â ñìûñëå òîïîëîãè÷åñêèõãðóïï.27.Px Ïóñòü f : G→ H � îòêðûòûé ýïèìîð�èçì. Äëÿ âñÿêîãîîòêðûòîãî â G/Ker f ìíîæåñòâà U åãî îáðàç f̂(U) = f

(
p−1(U)

) îòêðûò(çäåñü p : G→ G/Ker f � ïðîåêöèÿ). Åñëè îòîáðàæåíèå f̂ îòêðûòî,òî â ñèëó 27.Dx, f îòêðûòî êàê êîìïîçèöèÿ îòêðûõ îòîáðàæåíèé.27.Qx Ñëåäóåò èç 27.Px, 26.Lx è 16.X.27.Rx Ñëåäóåò èç 27.Px, ïîñêîëüêó, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïðîåêöèÿ
R → S1 : x 7→ e2πxi � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå.27.Vx Â äàííîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå A×B → G : (a, b) 7→ ab ÿâëÿ-åòñÿ íåïðåðûâíîé áèåêöèåé èç êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà â õàóñäîð�îâî,ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó 16.X, îíî � ãîìåîìîð�èçì.27.Wx Îòîáðàæåíèå A×B → G : (a, b) 7→ ab ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîéáèåêöèåé. Äîêàæåì, ÷òî îíî òàêæå è îòêðûòî. Ïóñòü U ⊂ A è V ⊂
B � îêðåñòíîñòè åäèíèö, a ∈ A è b ∈ B. Ìíîæåñòâî UaV b = abU ′V ′,where U ′ = b−1a−1Uab and V ′ = b−1V b, ñîäåðæèò abW ′, ãäå W ′ � ýòîñîäåðæàùàÿñÿ â U ′V ′ îêðåñòíîñòü åäèíèöû.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 21927.Xx Ñì. 24.Bx.27.Yx Îòîáðàæåíèå TopX → TopX : g 7→ g−1 íåïðåðûâíî, òàê êàêîíî ïåðåâîäèò ïðåäáàçîâûå ìíîæåñòâà òîïîëîãèè â TopX â ïðåäáàçîâûå.Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå áóäåò ñëåäîâàòü èç 27.Yx.1.27.Yx.1 Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü îòêðûòîñòü ïðîîáðàçà ëþáîãî ýëå-ìåíòà èç ïðåäáàçû òîïîëîãèè. Äëÿ ïðåäáàçîâûõ ìíîæåñòâ âèäàW (C,U)ýòî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 24.Px, â äîêàçàòåëüñòâå êîòîðîãî áûëîïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ gh ∈ W (C,U) ñóùåñòâóåò îòêðû-òîå ìíîæåñòâî U ′ ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì, òàêîå ÷òî h(C) ⊂ U ′ è
g(ClU ′) ⊂ U . Â òàêîì ñëó÷àå h ∈ W (C,U ′), g ∈ W (ClU ′, U), and gh ∈
φ(W (ClU ′, U) × W (C,U ′)) ⊂ W (C,U). Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðåäáàçî-âîå ìíîæåñòâî (W (C,U))−1 è ñâåäåì ïðîâåðêó îòêðûòîñòè åãî ïðîîá-ðàçà ê ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ. Äåéñòâèòåëüíî, gh ∈ (W (C,U))−1, ñî-ãäà h−1g−1 ∈ W (C,U). Âûáåðåì îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ′ ñ êîìïàêòíûìçàìûêàíèåì òàê, ÷òîáû g−1(C) ⊂ U ′ è h−1(ClU ′) ⊂ U . Òîãäà g−1 ∈
W (C,U ′), h−1 ∈ W (ClU ′, U), ñëåäîâàòåëüíî h−1g−1 ∈ φ(W (ClU ′, U) ×
W (C,U ′)) ⊂W (C,U).Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ îáû÷íîé êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå TopX.28.Gx Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü îòêðûòîñòü ïðîîáðàçà êàæäîãî ýëå-ìåíòà èç ïðåäáàçû òîïîëîãèè. Äëÿ ïðåäáàçîâûõ ìíîæåñòâ âèäà ýòî ñëå-äóåò èç óòâåðæäåíèÿ 24.Px. Òåïåðü ïóñòü φ(g) ∈ (W (C,U))−1. Òîãäà
φ(g−1) ∈W (C,U), ñëåäîâàòåëüíî íàéäåòñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü V ýëå-ìåíòà g−1 ∈ G, òàêàÿ ÷òî φ(V ) ⊂W (C,U). Çíà÷èò V −1 � îêðåñòíîñòü g â
G, òàêàÿ ÷òî φ(V −1) ⊂ (W (C,U))−1. (Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî óñëîâèÿ,íàëîæåííûå íà ïðîñòðàíñòâî X òðåáîâàëèñü èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ òîãî,÷òîáû ãðóïïà TopX áûëà òîïîëîãè÷åñêîé.)28.Ix Ïðîâåðèì, ÷òî ýëåìåíò 1 ∈ G ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷-êîé. Ïóñòü V � îêðåñòíîñòü åäèíèöû ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì. Òàêêàê õàñäîð�îâî ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíî, òî íàé-äåòñÿ îêðåñòíîñòü U åäèíèöû, òàêàÿ ÷òî ClU ⊂ V , â ÷àñòíîñòè, ClU� êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Äëÿ êàæäîãî èç êîíå÷íîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ
gk ∈ G, òàêèõ ÷òî (gkU) ∩ V 6= ∅ âûáåðåì òî÷êó xk ∈ X òàêèì îáðà-çîì, ÷òî gk(xk) 6= xk è åå îêðåñòíîñòü Uk, íå ñîäåðæàùóþ òî÷êó gk(xk).Óáåäèòåñü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå G ∩W (ClU, V ) ∩ ⋂W (xk, Uk) ÿâëÿåòñÿ îä-íîòî÷å÷íûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì òîëüêî åäèíèöó.28.Jx Ñëåäóåò èç 16.X.28.Kx Ïðîñòðàíñòâî X/G êîìïàêòíî êàê íåïðåðûâíûé îáðàç êîì-ïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X. ×òîáû äîêàçàòü õàóñäîð�îâîñòü X/G, ðàñ-ñìîòðèì äâå ðàçëè÷íûå îðáèòû G(x) è G(y). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè îð-áèòû G(y) íàéäóòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè x ∈ U è V ⊃ G(y).



220 V. Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðûÂ ñèëó êîìïàêòíîñòè îðáèòû G(x) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåí-òîâ gk ∈ G, òàêîé ÷òî ìíîæåñòâà ∪gkU ïîêðûâàþò G(x). Òîãäà ìíîæå-ñòâî Cl(∪gkU) = ∪Cl gkU = ∪gk ClU íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ G(y), òàê êàê
ClU ∩G(y) = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî X/G � õàóñäîðî�îâî ïðîñòðàíñòâî.28.Mx Â ñèëó 28.Nx äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êàíîíè÷åñêîå îòîá-ðàæåíèå f : G/Gx → X ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Ïóñòü V � îêðåñòíîñòüåäèíèöû ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì, à îêðåñòíîñòü U åäèíèöû òàêîâà,÷òî ClU ·ClU ⊂ V . Ïîñêîëüêó â ãðóïïå G èìååòñÿ ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîåìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ gn ∈ G, òàêàÿ÷òî ìíîæåñòâà gnU îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå ãðóïïû G. Îñòàëîñüäîêàçàòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ìíîæåñòâ f(gnU) = gnf(U) =
gnU(x) èìååòñÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïîñêîëü-êó ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîð�îâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, è êàæäîå èçìíîæåñòâ f(gn ClU) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, ïîñòðîèì ïî èíäóê-öèè âëîæåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Wn ⊂ X ñ êîì-ïàêòíûì çàìûêàíèåì, òàêóþ ÷òî ìíîæåñòâî Wn íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíî-æåñòâàìè gkUx ïðè âñåõ k < n, à ïåðåñå÷åíèå gnUx∩Wn çàìêíóòî âWn.Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì íåïóñòîå ìíîæåñòâî ∩Wn, íå ïåðåñåêàùååñÿ ñ
G(x), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.28.Nx Ýòî òàê, ïîñêîëüêó êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå G/Gx → Xÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé áèåêöèåé. Ïîýòîìó îíî � ãîìåîìîð�èçì, ñîãäàîíî îòêðûòî.



×àñòü 2Ýëåìåíòûàëãåáðàè÷åñêîéòîïîëîãèè



Ýòó ÷àñòü êíèãè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ââåäåíèÿ â àëãåá-ðàè÷åñêóþ òîïîëîãèþ � ðàçäåëà òîïîëîãèè, â êîòîðîì òîïîëîãè÷åñêèåçàäà÷è ñâÿçûâàþòñÿ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè. Ýòè ñâÿçè èñïîëüçóþòñÿ â îáî-èõ íàïðàâëåíèÿõ, îäíàêî ñâåäåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ çàäà÷ ê àëãåáðå íàïåðâûõ ïîðàõ îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíåå, ïîñêîëüêó àëãåáðà îáû÷íî ëåã÷å.Ñâÿçè îáû÷íî óñòàíàâëèâàþòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ñõåìå. Èçîáðå-òàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ ïî âñÿêîìó òîïîëîãè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó
X ñîîðóæàåò íåêîòîðûé àëãåáðàè÷åñêèé îáúåêò A(X). Ýòî ìîæåò áûòüãðóïïà, êîëüöî, ïðîñòðàíñòâî ñ êâàäðàòè÷íîé �îðìîé è ò. ï. Ñîïóòñòâó-þùàÿ êîíñòðóêöèÿ ïî âñÿêîìó íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ f : X → Yñîçäà¼ò ãîìîìîð�èçì A(f) : A(X) → A(Y ). Ýòè êîíñòðóêöèè äîëæíûóäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì, êîòîðûå ïîçâîëèëèáû ñâÿçûâàòü òîïîëîãè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ñ èõ àëãåáðàè÷åñêèìè îáðàçàìè.Ñóùåñòâóåò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî êîíñòðóêöèé ïîäîáíîãî ðîäà. Âýòîé ÷àñòè ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ ïî÷òè èñêëþ÷èòåëüíî îäíîé èç íèõ �ñàìîé ïåðâîé ñ òî÷êè çðåíèÿ õðîíîëîãèè ìàòåìàòèêè. Èçîáð¼ë å¼ ÀíðèÏóàíêàðå â êîíöå XIX âåêà.



�ëàâà VI
�îìîòîïèè è�óíäàìåíòàëüíàÿãðóïïà
29. �îìîòîïèè29′1. Íåïðåðûâíûå äå�îðìàöèè îòîáðàæåíèé29.A. Âîçìîæíî ëè íåïðåðûâíîé äå�îðìàöèåé ïðåâðàòèòü:(1) òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå idR2 : R2 → R2 â ïîñòîÿííîå îòîá-ðàæåíèå R2 → R2 : x 7→ 0;(2) òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå idS1 : S1 → S1 â ñèììåòðèþ S1 →

S1 : z 7→ −z (çäåñü z � êîìïëåêñíîå ÷èñëî);(3) òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå S1 → S1 â ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå
S1 → S1 : z 7→ 1;(4) òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå S1 → S1 â äâóêðàòíîå îá¼ðòûâàíèå
S1 → S1 : z 7→ z2 (çäåñü îêðóæíîñòü S1 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñìíîæåñòâîì {z ∈ C | |z| = 1});(5) âêëþ÷åíèå S1 → R2 â ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå;(6) âêëþ÷åíèå S1 → R2 r 0 â ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå?29.B. Çàãàäêà. Êàêîé ñìûñë âû âêëàäûâàëè â ñëîâà �íåïðåðûâíàÿ äå-�îðìàöèÿ�, ðåøàÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó? 223



224 VI. �îìîòîïèè è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
Ýòîò ïàðàãðà� ïîñâÿùåí ïîíÿòèþ ãîìîòîïèè, êîòîðîå êàê ðàç è �îð-ìàëèçóåò íàøè èíòóèòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î íåïðåðûâíîé äå�îðìàöèèîòîáðàæåíèÿ.29′2. �îìîòîïèÿ êàê îòîáðàæåíèå è êàê ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèéÏóñòü f , g � äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-ñòðàíñòâà X â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y è ïóñòü H : X × I → Y� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, òàêîå ÷òî H(x, 0) = f(x) è H(x, 1) = g(x)äëÿ âñåõ x ∈ X. Òîãäà îòîáðàæåíèÿ f è g íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, à

H íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäó f è g.Äëÿ x ∈ X è t ∈ I îáîçíà÷èì H(x, t) ÷åðåç ht(x). Çà ïîäîáíûì èçìå-íåíèåì îáîçíà÷åíèé ñòîèò èçìåíåíèå òî÷êè çðåíèÿ íà H. Äåéñòâèòåëü-íî, äëÿ �èêñèðîâàííîãî t �îðìóëà x 7→ ht(x) îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå
ht : X → Y , è H òåïåðü ïðåäñòà¼ò êàê ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ht, çàíó-ìåðîâàííûõ ÷èñëàìè t ∈ I.29.C. Êàæäîå èç îòîáðàæåíèé ht íåïðåðûâíî.29.D. Ñëåäóåò ëè èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèé ht íåïðåðûâíîñòü îòîá-ðàæåíèÿ H?Óñëîâèÿ H(x, 0) = f(x) è H(x, 1) = g(x) â èñõîäíîì îïðåäåëåíèèãîìîòîïèè ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê h0 = f è h1 = g. Òåì ñàìûì ãîìî-òîïèþ ìåæäó f è g ìîæíî ðàñìàòðèâàòü è êàê íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâîíåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé, ñîåäèíÿþùåå f è g. Ïîäðîáíåå ìû ïîãîâîðèìîá ýòîì â 29′10.29′3. �îìîòîïíîñòü êàê îòíîøåíèå29.E. �îìîòîïíîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.29.E.1. Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y îòîáðàæåíèå

H : X × I → Y : (x, t) 7→ x ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäó f è f .29.E.2. Åñëè H � ãîìîòîïèÿ ìåæäó f è g, òî îòîáðàæåíèå H ′ : X× I →
Y : (x, t) 7→ H(x, 1 − t) ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäó g è f .29.E.3. Ïóñòü H � ãîìîòîïèÿ ìåæäó f è f ′, à H ′ � ãîìîòîïèÿ ìåæäó
f ′ è f ′′. Òîãäà îòîáðàæåíèå H ′′, îïðåäåëåííîå �îðìóëîé

H ′′(x, t) =

{
H(x, 2t) ïðè t ∈ [0, 1

2

]
,

H ′(x, 2t− 1) ïðè t ∈ [ 1
2 , 1
]



29. �îìîòîïèè 225ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäó f è f ′′.�îìîòîïíîñòü, áóäó÷è îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòîñòè, îïðåäåëÿåò ðàç-áèåíèå ìíîæåñòâà C(X,Y ) âñåâîçìîæíûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ïðî-ñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñòâî Y íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Îíè íàçûâà-þòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèìè êëàññàìè èëè êëàññàìè ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé.Ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé X → Y îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç π(X,Y ) (âñòðå÷àþòñÿ è äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ, íàïðèìåð � [X,Y ]).Åñëè îòîáðàæåíèå ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíîãîìîòîïíî íóëþ.29.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî X ìíîæåñòâî π(X, I) ñîñòîèò èç îäíîãî ýëå-ìåíòà.29.2. Äîêàæèòå, ÷òî äâà ïîñòîÿííûõ îòîáðàæåíèÿ Z → X ãîìîòîïíû, ñîãäàèõ îáðàçû ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X.29.3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà π(I, Y ) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîìêîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà Y .29′4. Ïðÿìîëèíåéíàÿ ãîìîòîïèÿ29.F. Ëþáûå äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Rn ãîìîòîïíû.29.G. �åøèòå ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, ïîêàçàâ, ÷òî �îðìóëà
H(x, t) = (1 − t)f(x) + tg(x)çàäàåò ãîìîòîïèþ ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè f è g.

�îìîòîïèÿ, ïîñòðîåííàÿ â 29.G, íàçûâàåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé ãîìîòî-ïèåé.29.H. Äâà ëþáûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàí-ñòâà â âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn ãîìîòîïíû.29′5. Îòîáðàæåíèÿ â çâ¼çäíûå ìíîæåñòâàÌíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ çâ¼çäíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà
a ∈ A, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A îòðåçîê [a; x] ìåæäó a è x ñîäåðæèòñÿ â A.Áóäåì íàçûâàòü òî÷êó a öåíòðîì çâåçäû (êîíå÷íî, öåíòð çâåçäû îïðåäåëåííåîäíîçíà÷íî).29.4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ â çâ¼çäíîå ìíî-æåñòâî ãîìîòîïíû.



226 VI. �îìîòîïèè è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà29′6. Îòîáðàæåíèÿ èç çâåçäíûõ ìíîæåñòâ29.5. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå çâåçäíîãî ìíîæåñòâà
C ⊂ Rn â ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ.29.6. Íàéäèòå óñëîâèå (�îðìóëèðóåìîå â òåðìèíàõ èçâåñòíûõ òîïîëîãè÷å-ñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà X), ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ëþáûå äâà íåïðå-ðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ çâåçäíîãî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâî X ãîìîòîïíû.29′7. Ïðîñòåíüêèå ãîìîòîïèè29.7. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåñþðúåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðî-èçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â Sn ãîìîòîïíî íóëþ.29.8. Äîêàæèòå, ÷òî äâà ëþáûõ îòîáðàæåíèÿ îäíîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà â
Rn r 0 ïðè n > 1 ãîìîòîïíû.29.9. Íàéäèòå äâà íåãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèÿ îäíîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâàâ R r 0.29.10. Âû÷èñëèòå, ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõm, n è k, ÷èñëî ãîìîòîïè÷åñêèõêëàññîâ îòîáðàæåíèé

{1, 2, . . . ,m} → R
n

r {x1, x2, . . . , xk},ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî òîïîëîãèÿ â ìíîæåñòâå {1, 2, . . . ,m} äèñêðåòíà.29.11. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f, g : X →
Rn r 0 � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè |f(x)− g(x)| < |f(x)|äëÿ ëþáîãî x ∈ X, òî îòîáðàæåíèÿ f è g ãîìîòîïíû.29.12. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ p è q íàä C îäíîé è òîéæå ñòåïåíè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî r > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî R > r �îðìóëû
z 7→ p(z) è z 7→ q(z) îïðåäåëÿþò ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ {z ∈ C : |z| =
R} → C r 0.29.13. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè íåïðå-ðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Sn òàêîâû, ÷òî |f(x) − g(x)| < 2 äëÿ âñÿêîãî
x ∈ X, òî f ãîìîòîïíî g.29.14. Ïóñòü f : Sn → Sn � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëèîíî íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ò. å. åñëè f(x) 6= x äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Sn,òî f ãîìîòîïíî öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè x 7→ −x.29′8. Äâà åñòåñòâåííûõ ñâîéñòâà ãîìîòîïèé29.I. Åñëè h : A → X, f, f ′ : X → Y , g : Y → B � íåïðåðûâíûåîòîáðàæåíèÿ è F : X×I → Y � ãîìîòîïèÿ ìåæäó f è f ′, òî g◦F ◦(h×idI)� ãîìîòîïèÿ ìåæäó g ◦ f ◦ h è g ◦ f ′ ◦ h : A→ B.29.J. Çàãàäêà. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è 29.I îïðåäåëèòå åñòå-ñòâåííûì îáðàçîì îòîáðàæåíèå π(X,Y ) → π(A,B) è âûïèøèòå åñòå-ñòâåííûå ñâîéñòâà ýòîé êîíñòðóêöèè.29.K. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y × Z ãîìîòîïíû, ñîãäà

prY ◦f ãîìîòîïíî prY ◦g è prZ ◦f ãîìîòîïíî prZ ◦g. (Çäåñü prY : Y ×Z →
Y è prZ : Y × Z → Z � ïðîåêöèè.)



29. �îìîòîïèè 22729′9. Ñâÿçàííûå ãîìîòîïèèÏóñòü A ⊂ X. �îâîðÿò, ÷òî ãîìîòîïèÿ H : X × I → Y ñâÿçàíà íà
A èëè, êîðî÷å, ÷òî ýòî A-ãîìîòîïèÿ, åñëè H(x, t) = H(x, 0) äëÿ âñåõ
x ∈ A, t ∈ I. Îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü A-ãîìîòîïèåé,íàçûâàþòñÿ A-ãîìîòîïíûìè.Êîíå÷íî, A-ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ îáÿçàíû ñîâïàäàòü íà ìíîæå-ñòâå A. Åñëè õîòÿò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íèêàêîãî óñëîâèÿ ñâÿçàííîñòè íåïðåäïîëàãàåòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ãîìîòîïèÿ ÿâëÿåòñÿñâîáîäíîé. Åñëè æå ìû, íàîáîðîò, õîòèì ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðàññìàòðèâà-åòñÿ ñâÿçàííàÿ ãîìîòîïèÿ, òî ãîâîðèì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîé.129.L. Òàê æå êàê è äëÿ îáû÷íîé (ñâîáîäíîé) ãîìîòîïèè, îòíîøåíèå A-ãîìîòîïíîñòè îòîáðàæåíèé åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.Êëàññû, íà êîòîðûå îòíîøåíèå A-ãîìîòîïíîñòè ðàçáèâàåò ìíîæå-ñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé X → Y , ñîâïàäàþùèõ íà A ñ îòîáðà-æåíèåì f : A→ Y , íàçûâàþòñÿ A-ãîìîòîïè÷åñêèìè èëè îòíîñèòåëüíûìèêëàññàìè íåïðåðûâíûõ ïðîäîëæåíèé îòîáðàæåíèÿ f íà X.29.M. Äëÿ êàêèõ A ⊂ X ïðÿìîëèíåéíàÿ ãîìîòîïèÿ ìåæäó íåïðåðûâ-íûìè îòîáðàæåíèÿìè f, g : X → Rn ñâÿçàíà íà A?29′10. �îìîòîïèè è ïóòèÍàïîìíèì, ÷òî ïóò¼ì â ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ëþáîå íåïðåðûâ-íîå îòîáðàæåíèå I → X. (Ñì. 13.)29.N. Çàãàäêà. Â êàêîì ñìûñëå âñÿêèé ïóòü ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé?29.O. Çàãàäêà. Â êàêîì ñìûñëå âñÿêàÿ ãîìîòîïèÿ ñîñòîèò èç ïóòåé?29.P. Çàãàäêà. Â êàêîì ñìûñëå âñÿêàÿ ãîìîòîïèÿ ÿâëÿåòñÿ ïóòåì?Íàïîìíèì, ÷òî êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé â ìíîæåñòâå C(X,Y )íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèÿ, ïðåäáàçîé êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ìíî-æåñòâà âèäà {ϕ ∈ C(X,Y ) | ϕ(K) ⊂ U} äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ
K ⊂ X è îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U ⊂ Y (ñì. 24x).29.Ax. Âñÿêàÿ ãîìîòîïèÿ ht : X → Y îïðåäåëÿåò ïóòü u : t 7→ ht âïðîñòðàíñòâå C(X,Y ), ñíàáæåííîì êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé.29.Bx. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî êîìïàêòíî è õàóñäîð�îâî, òîâñÿêèé ïóòü â C(X,Y ) (ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé) îïðåäåëÿåòíåêîòîðóþ ãîìîòîïèþ.1Ïðåäîñòåðåæåíèå: ñóùåñòâóåò ïîõîæåå ïîíÿòèå ñ òåì æå íàçâàíèåì � îòíîñèòåëüíàÿãîìîòîïèÿ, îäíàêî îòëè÷àþùååñÿ îò ââåäåííîãî âûøå.



228 VI. �îìîòîïèè è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà29′11. �îìîòîïèè ïóòåé29.Q. Äâà ïóòè â ïðîñòðàíñòâå X ñâîáîäíî ãîìîòîïíû, ñîãäà èõ îáðàçûëåæàò â îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ýòîãî ïðîñòðàí-ñòâà.�åçóëüòàò ýòîé çàäà÷è ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîíÿòèå ñâîáîäíîé ãîìîòî-ïèè ïóòåé íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îäíà èç ðàçíî-âèäíîñòåé îòíîñèòåëüíîé ãîìîòîïèè ïóòåé èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü.Ýòî {0, 1}-ãîìîòîïèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì òðàäèöèîííî ïîä ãîìîòîïèåé ïóòåéâñåãäà ïîíèìàþò ãîìîòîïèþ, ñâÿçàííóþ íà êîíöàõ îòðåçêà I (ò. å. íàìíîæåñòâå {0, 1}).Îáîçíà÷åíèå: {0, 1}-ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïóòè s (â äàëüíåéøåìïðîñòî � ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [s].



30. �îìîòîïè÷åñêèå ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ ïóòåé 22930. �îìîòîïè÷åñêèå ñâîéñòâà óìíîæåíèÿïóòåé30′1. Óìíîæåíèå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïóòåéÍàïîìíèì (ñì. 13), ÷òî ïóòè u è v â ïðîñòðàíñòâå X ìîæíî ïåðå-ìíîæèòü, åñëè íà÷àëî v(0) ïóòè v ñîâïàäàåò ñ êîíöîì u(1) ïóòè u. Ïðî-èçâåäåíèå uv îïðåäåëåíî �îðìóëîé
uv(t) =

{
u(2t) ïðè t ∈ [0, 1

2

]
,

v(2t− 1) ïðè t ∈ [1
2 , 1
]
.

u(0)

v(1)

u(1)=v(0)30.A. Åñëè ïóòü u ãîìîòîïåí ïóòè u′, ïóòü v ãîìîòîïåí ïóòè v′ è ñó-ùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå uv, òî ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå u′v′, è îíî ãîìî-òîïíî ïðîèçâåäåíèþ uv.Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïóòåé u è v êàêãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïóòè uv. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå [u][v] îïðå-äåëåíî òîãäà æå, êîãäà îïðåäåëåíî è ïðîèçâåäåíèå uv, è [u][v] = [uv]. Ýòîîïðåäåëåíèå � èç òåõ, ÷òî òðåáóþò äîêàçàòåëüñòâà.30.B. Ïðîèçâåäåíèå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïóòåé îïðåäåëåíî êîððåêò-íî, ò. å. åñëè [u] = [u′] è [v] = [v′], òî [uv] = [u′v′].230′2. Àññîöèàòèâíîñòü30.C. Àññîöèàòèâíî ëè óìíîæåíèå ïóòåé?Êîíå÷íî, ýòîò âîïðîñ ñòîèò ñ�îðìóëèðîâàòü áîëåå òî÷íî.30.D. Ïóñòü u, v è w � ïóòè â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ êîòîðûõîïðåäåëåíû ïðîèçâåäåíèÿ uv è vw (ò. å. u(1) = v(0) è v(1) = w(0)).Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî (uv)w = u(vw)?30.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïóòåé â õàóñäîð�îâîì ïðîñòðàíñòâå ðàâåíñòâî (uv)w =
u(vw) èìååò ìåñòî, ñîãäà êàæäûé èç ýòèõ ïóòåé ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì îòîá-ðàæåíèåì.30.2. Çàãàäêà. Íàéäèòå íåïîñòîÿííûå ïóòè u, v è w â àíòèäèñêðåòíîì ïðî-ñòðàíñòâå, òàêèå ÷òî (uv)w = u(vw).30.E. Óìíîæåíèå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïóòåé àññîöèàòèâíî.2Êîíå÷íî, â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîíå÷íàÿ òî÷êà ïåðâîãî ïóòè ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíîé òî÷-êîé âòîðîãî.



230 VI. �îìîòîïèè è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà30.E.1. Ïåðå�îðìóëèðóéòå òåîðåìó 30.E â òåðìèíàõ ïóòåé è èõ ãîìîòîïèé.30.E.2. Íàéäèòå òàêîå îòîáðàæåíèå ϕ : I → I, ÷òî åñëè u, v è w � ýòî ïóòè,ïðè÷åì u(1) = v(0) è v(1) = w(0), òî ((uv)w) ◦ ϕ = u(vw).
130.E.3. Âñÿêèé ïóòü â I, íà÷èíàþùèéñÿ â íóëå è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â åäè-íèöå, ãîìîòîïåí ïóòè id : I → I.30.E.4. Ïóñòü u, v è w � òàêèå ïóòè â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî ïðî-èçâåäåíèÿ uv è vw îïðåäåëåíû (ò. å. u(1) = v(0) è v(1) = w(0)). Òîãäà ïóòü

(uv)w ãîìîòîïåí ïóòè u(vw).Åñëè âû õîòèòå ïîíÿòü ñìûñë òåîðåìû 30.E, òî íóæíî ïðåæäå âñåãîîñîçíàòü, ÷òî ïóòè (uv)w è u(vw) èìåþò îäíó è òó æå òðàåêòîðèþ, àðàçëè÷àþòñÿ ëèøü �ðàñïèñàíèåì äâèæåíèÿ� ïî íåé. Ïîýòîìó äëÿ òîãî,÷òîáû íàéòè ãîìîòîïèþ ìåæäó íèìè, íóæíî ëèøü íàéòè íåïðåðûâíûéñïîñîá ïåðåõîäà îò ðàñïèñàíèÿ îäíîãî èç íèõ íà ðàñïèñàíèå äðóãîãî.Ïðåäëîæåííûå âûøå ëåììû äàþò �îðìàëüíûé ñïîñîá òàêîãî ïåðåõîäà,íî òîãî æå ý��åêòà ìîæíî äîáèòüñÿ è ìíîãèìè äðóãèìè ñïîñîáàìè.30.3. Âûïèøèòå ÿâíûå �îðìóëû äëÿ ãîìîòîïèè H ìåæäó ïóòÿìè (uv)w è
u(vw).30′3. ÅäèíèöàÄëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ X îáîçíà÷èì ÷åðåç ea ïóòü I → X : t 7→

a.30.F. ßâëÿåòñÿ ëè ïóòü ea åäèíèöåé (ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïó-òåé)?�àñêðîåì ñìûñë ýòîãî âîïðîñà:30.G. Ïóñòü u � ïóòü, íà÷èíàþùèéñÿ â òî÷êå a, ò. å. u(0) = a. Âåðíî ëè,÷òî eau = u? Àíàëîãè÷íî, âåðíî ëè, ÷òî åñëè v(1) = a, òî vea = v?30.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè eau = u è ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àê-ñèîìå îòäåëèìîñòè, òî u = ea.30.H. �îìîòîïè÷åñêèé êëàññ [ea] ïóòè ea ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé îòíîñè-òåëüíî óìíîæåíèÿ ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïóòåé.



30. �îìîòîïè÷åñêèå ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ ïóòåé 23130′4. Îáðàòíûå ýëåìåíòûÍàïîìíèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïóòè u îáðàòíûì ê íåìó íàçûâàåòñÿ ïóòü
u−1, îïðåäåëåííûé �îðìóëîé u−1(t) = u(1 − t) (ñì. 13).30.I. ßâëÿåòñÿ ëè îáðàòíûé ïóòü îáðàòíûì â ñìûñëå óìíîæåíèÿ ïóòåé?Äðóãèìè ñëîâàìè:30.J. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ïóòü u íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå a è çàêàí÷èâàåòñÿâ òî÷êå b, òî uu−1 = ea è u−1u = eb?30.5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè uu−1 = ea, òî u = ea.30.K. Äëÿ âñÿêîãî ïóòè v ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ îáðàòíîãî ïóòè v−1ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê ãîìîòîïè÷åñêîìó êëàññó ïóòè v: [v]−1 = [v−1].30.K.1. Íàéäèòå òàêîå îòîáðàæåíèå ϕ : I → I, ÷òî vv−1 = v◦ϕ äëÿ âñÿêîãîïóòè v.30.K.2. Âñÿêèé ïóòü â I, íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â íóëå, ãîìî-òîïåí ïîñòîÿííîìó ïóòè e0 : I → I.Ìû âèäèì, ÷òî õîòÿ ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îïåðàöèÿ óìíî-æåíèÿ ïóòåé íå îáëàäàåò îáû÷íûìè ñâîéñòâàìè, òàêèìè êàê àñîöèàòèâ-íîñòü è ò. ï., îíà îïðåäåëÿåò â ìíîæåñòâå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïóòåéîïåðàöèþ, êîòîðàÿ îáëàäàåò ïðèâû÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.Åäèíñòâåííûé íåäîñòàòîê ýòîé îïåðàöèè â òîì, ÷òî îíà îïðåäåëåíà íåäëÿ ëþáûõ äâóõ êëàññîâ ïóòåé.30.L. Çàãàäêà. Êàêèå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàñ-ñîâ ïóòåé ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè îòíîñèòåëüíî ïåðåìíîæåíèÿ, èçó÷åííîãîâûøå?



232 VI. �îìîòîïèè è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà31. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà31′1. Îïðåäåëåíèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïûÏóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x0 ∈ X. Ïóòü â X, êîòîðûéíà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå x0, íàçîâåì ïåòëåé ïðîñòðàíñòâà Xâ x0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω1(X,x0) ìíîæåñòâî ïåòåëü X â òî÷êå x0, à ÷åðåç
π1(X,x0) � ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ òàêèõ ïåòåëü. Â îáîèõìíîæåñòâàõ Ω1(X,x0) è π1(X,x0) èìååòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ.31.A. Äëÿ ëþáîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è ëþáîé åãî òî÷êè
x0 ìíîæåñòâî π1(X,x0) ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïåòåëü ïðîñòðàíñòâà
X â òî÷êå x0 ñ ââåäåííîé â 30 îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ãîìîòîïè÷åñêèõêëàññîâ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.�ðóïïà π1(X,x0) íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ïðîñòðàíñòâà
X â òî÷êå x0. Îíà áûëà ââåäåíà Àíðè Ïóàíêàðå, ïîýòîìó èíîãäà åå íàçû-âàþò ãðóïïîé Ïóàíêàðå. Áóêâà π â îáîçíà÷åíèè � òîæå â ÷åñòü Ïóàíêàðå.31′2. Îòêóäà èíäåêñ 1?Íèæíèé èíäåêñ 1 â îáîçíà÷åíèè π1(X,x0) ïîÿâèëñÿ ìíîãî ïîçæå ÷åìáóêâà π. Îí ñâÿçàí ñ åùå îäíèì íàçâàíèåì �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû:ïåðâàÿ (èëè îäíîìåðíàÿ) ãîìîòîïè÷åñêàÿ ãðóïïà. Èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï πr(X,x0) ñ r = 1, 2, . . ., è �óíäàìåíòàëüíàÿãðóïïà � ïåðâàÿ èç íèõ. Ìíîãîìåðíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû áûëèââåäåíû Âèòîëüäîì �óðåâè÷åì â 1935 ã., áîëåå ÷åì ÷åðåç 30 ëåò ïîñëåîïðåäåëåíèÿ �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû. �ðóáî ãîâîðÿ, îáùåå îïðåäåëå-íèå πr(X,x0) ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ π1(X,x0) ïîñðåäñòâîì ïîâñå-ìåñòíîé çàìåíû îòðåçêà I íà êóá Ir.31.B. Çàãàäêà. Êàê ìîæíî îáîáùèòü âñå çàäà÷è ýòîãî ïàðàãðà�à òàê,÷òîáû â íèõ ïîâñþäó îòðåçîê I áûë áû çàìåí¼í êóáîì Ir?Èìååòñÿ åù¼ è òàê íàçûâàåìàÿ �íóëüìåðíàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ãðóï-ïà� π0(X,x0), êîòîðàÿ, êàê ïðàâèëî, ãðóïïîé íå ÿâëÿåòñÿ. Ýòî � ìíîæå-ñòâî êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X. Õîòÿ â ìíîæåñòâå
π0(X,x0) íåò íèêàêîé åñòåñòâåííîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ (åñëè òîëüêîïðîñòðàíñòâî X íå ñíàáæåíî äîïîëíèòåëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòó-ðîé), îäíàêî â í¼ì èìååòñÿ åäèíèöà: òàê íàçûâàþò åñòåñòâåííûé âû-äåëåííûé ýëåìåíò � êîìïîíåíòó ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X,ñîäåðæàùóþ òî÷êó x0.



31. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà 23331′3. Êðóãîâûå ïåòëèÏóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x0 ∈ X. Íåïðåðûâíîå îòîá-ðàæåíèå l : S1 → X, òàêîå ÷òî l(1) = x0, íàçûâàåòñÿ êðóãîâîé ïåòëåé â x0.Ñâÿæåì ñ êàæäîé òàêîé êðóãîâîé ïåòëåé l îïðåäåëåííóþ âûøå ïåòëþïðîñòðàíñòâà X â òîé æå òî÷êå, âçÿâ êîìïîçèöèþ l ñ ýêñïîíåíöèàëüíûìîòîáðàæåíèåì I → S1 : t 7→ e2πit.331.C. Âñÿêàÿ ïåòëÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêèì îáðàçîì èç íåêîòîðîéêðóãîâîé ïåòëè.Êðóãîâûå ïåòëè íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè îíè 1-ãîìîòîïíû (ò.å. åñëè ãîìîòîïèÿ ìåæäó íèìè ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé â òî÷êå 1 ∈ S1). �î-ìîòîïèÿ êðóãîâûõ ïåòåëü. íå ñâÿçàííàÿ â òî÷êå 1, íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé.31.D. Êðóãîâûå ïåòëè ãîìîòîïíû, ñîãäà ãîìîòîïíû ñîîòâåòñòâóþùèåèì îáû÷íûå ïåòëè.31.1. Êàêèå ñâîáîäíûå ãîìîòîïèè ïóòåé ñîîòâåòñòâóþò ñâîáîäíûì ãîìîòîïè-ÿì êðóãîâûõ ïåòåëü?31.2. Îïèøèòå îïåðàöèþ íàä êðóãîâûìè ïåòëÿìè, ñîîòâåòñòâóþùóþ óìíîæåíèþïóòåé.31.3. Ïóñòü U è V � êðóãîâûå ïåòëè ñ îáùåé íà÷àëüíîé òî÷êîé U(1) = V (1),îòâå÷àþùèå ïåòëÿì u è v. Äîêàæèòå, ÷òî êðóãîâàÿ ïåòëÿ, îïðåäåëÿåìàÿ �îð-ìóëîé
z 7→

(
U(z2) ïðè Imz ≥ 0

V (z2) ïðè Imz ≤ 0,îòâå÷àåò ïðîèçâåäåíèþ ïåòåëü u è v.31.4. Êàê ïîñòðîèòü �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó, îòïðàâëÿÿñü îò êðóãîâûõ ïå-òåëü?31′4. Ñàìûå ïåðâûå âû÷èñëåíèÿ31.E. �ðóïïà π1(R
n, 0) òðèâèàëüíà (ò. å. ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà.)31.F. Îáîáùèòå çàäà÷ó 31.E íà ñëó÷àè, îïèñàííûå â çàäà÷àõ 29.H è29.4. 31.5. Âû÷èñëèòå �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó àíòèäèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà.31.6. Âû÷èñëèòå �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó �àêòîðïðîñòðàíñòâà êðóãà D2,ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå îòîæäåñòâëåíèÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ D2 ñ òî÷êîé −x.31.7. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíî ñâÿçíîå äâóòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî îäíîñâÿçíî.31.G. Ïðè n ≥ 2 ãðóïïà π1(S

n, (1, 0, . . . , 0)) òðèâèàëüíà.3Íàïîìíèì, ÷òî S1 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè R2, êîòîðàÿ, â ñâîþî÷åðåäü, êàíîíè÷åñêè îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Òàê ÷òî 1 ∈
S1 = {z ∈ C : |z| = 1}.



234 VI. �îìîòîïèè è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïàÍåçàâèñèìî îò òîãî, ðåøèëè Âû çàäà÷ó 31.G èëè íåò, ìû ñîâåòóåì ðå-øèòü çàäà÷è 31.G.1 è 31.G.3, êîòîðûå íàìå÷àþò ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è31.G, ïðåäóïðåæäàþò î åñòåñòâåííîé îøèáêå è ïîäãîòàâëèâàþò âàæíûéèíñòðóìåíò äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï.31.G.1. Ïóñòü n ≥ 2. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ïåòëÿ u : I → Sn, îáðàç êîòî-ðîé íå çàïîëíÿåò ñ�åðó Sn öåëèêîì (ò. å. s(I) 6= Sn), ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîéïåòëå. (Ñð. 29.7.)Ïðåäîñòåðåæåíèå: äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóþò ïåòëè, çàïîëíÿþùèå Sn.Ñì. 9.Ox.31.G.2. Ìîæåò ëè ïåòëÿ, çàïîëíÿþùàÿ âñþ ñ�åðó S2, áûòü ãîìîòîïíîéíóëþ?31.G.3 Ñëåäñòâèå ëåììû Ëåáåãà (ñì. 16.V). Ïóñòü u : I → X �ïóòü è Γ � îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü òî÷åê a1, . . . , aN ∈ I, ãäå 0 = a1 < a2 < . . . < aN−1 < aN = 1,òàêàÿ ÷òî äëÿ âñÿêîãî i îáðàç u([ai, ai+1]) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ýëå-ìåíòå ïîêðûòèÿ Γ.31.G.4. Ïóñòü n ≥ 2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïóòè u : I → Sn ñóùåñòâó-åò òàêîå ðàçáèåíèå îòðåçêà I íà êîíå÷íîå ÷èñëî îòðåçêîâ, ÷òî ñóæåíèå ïóòè
u íà êàæäûé èç íèõ ñâÿçàííî ãîìîòîïíî (îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà êîíöå-âûõ òî÷åê ýòèõ îòðåçîâ) ïóòè, îáðàç êîòîðîãî íèãäå íå ïëîòåí íà ñ�åðå.31.G.5. Ïóñòü n ≥ 2. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ïåòëÿ â Sn ãîìîòîïíà ïåòëå,íå çàïîëíÿþùåé ýòó ñ�åðó öåëèêîì.31.G.6. 1) Âûâåäèòå 31.G èç 31.G.1 è 31.G.5. 2) Óêàæèòå âñå ìîìåíòû ïî-ëó÷åííîãî òàêèì îáðàçîì ðåøåíèÿ çàäà÷è 31.G, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàëîñüóñëîâèå n ≥ 2.31′5. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîèçâåäåíèÿ31.H. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîèçâåäåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâêàíîíè÷åñêè èçîìîð�íà ïðîèçâåäåíèþ �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ñîìíî-æèòåëåé:

π1(X × Y, (x0, y0)) = π1(X,x0) × π1(Y, y0).31.8. �àññìîòðèì ïåòëþ u : I → X â òî÷êå x0, ïåòëþ v : I → Y â òî÷êå y0 èïåòëþ w = u× v : I → X × Y . Ââåäåì ïåòëè u′ : I → X × Y : t 7→ (u(t), y0) è
v′ : I → X × Y : t 7→ (x0, v(t)). Äîêàæèòå, ÷òî u′v′ ∼ w ∼ v′u′.31.9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ≥ 3 ãðóïïà π1(R

n r 0, (1, 0, . . . , 0)) òðèâèàëüíà.31′6. ÎäíîñâÿçíîñòüÍåïóñòîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíûì,åñëè îíî ëèíåéíî ñâÿçíî è âñÿêàÿ ïåòëÿ â íåì ãîìîòîïíà íóëþ. Òàêèì îá-ðàçîì, ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíûì, åñëèäëÿ âñÿêîé åãî òî÷êè x ∈ X �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(X,x) òðèâè-àëüíà.



31. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà 23531.I. Ïóñòü X � ëèíåéíî ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñëå-äóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:(1) ïðîñòðàíñòâî X îäíîñâÿçíî;(2) âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : S1 → X (ñâîáîäíî) ãîìî-òîïíî íóëþ;(3) âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : S1 → X ìîæåò áûòüïðîäîëæåíî äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ D2 → X;(4) âñÿêèå äâà ïóòè u1, u2 : I → X, ñîåäèíÿþùèå îäíè è òå æåòî÷êè x0 è x1, ãîìîòîïíû äðóã äðóãó.Òåîðåìà 31.I òåñíî ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùåé òåîðåìîé 31.J. Ïðè ýòîì,ïîñêîëüêó â òåîðåìå 31.J ðå÷ü èä¼ò íå îáî âñåõ ïåòëÿõ, à îá èíäèâèäó-àëüíîé ïåòëå, îíà ïðèìåíèìà â áîëüøåì êðóãå ñèòóàöèé.31.J. Ïóñòü s : I → X � ïåòëÿ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X.Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:(1) ïåòëÿ s ãîìîòîïíà íóëþ;(2) îòîáðàæåíèå f : S1 → X : e2πit 7→ s(t), ñâîáîäíî ãîìîòîïíîíóëþ;(3) îòîáðàæåíèå f : S1 → X : e2πit 7→ s(t), ìîæåò áûòü ïðîäîë-æåíî äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ D2 → X;(4) ïóòè s± : I → X : t 7→ f(e±πit) ãîìîòîïíû äðóã äðóãó.31.J.1. Çàãàäêà. Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè óòâåðæäåíèé (a)�(d)òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà ïî ìåíüøåé ìåðå 4 èìïëèêàöèé. Êàêèå èìïëèêàöèèâû âûáåðåòå äëÿ íàèáîëåå ýêîíîìíîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 31.J?31.J.2. Ñëåäóåò ëè èç ãîìîòîïíîñòè êðóãîâûõ ïåòåëü èõ ñâîáîäíàÿ ãîìî-òîïíîñòü?31.J.3. Ñóùåñòâóåò �àêòîðîòîáðàæåíèå ãîìîòîïèè ìåæäó íåêîòîðûì îòîá-ðàæåíèåì îêðóæíîñòè è ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíèåì îêðóæíîñòè, ó êîòîðî-ãî îòîáðàæàåìîå ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîð�íî êðóãó.31.J.4. Ïåðå�îðìóëèðóéòå çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ãîìîòîïèè ìåæäó ïóòÿìè
s+ è , s−, êàê çàäà÷ó ïðîäîëæåíèÿ íåêîòîðîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿêîíòóðà êâàäðàòà íà åãî âíóòðåííîñòü.31.J.5. Ïîìîãàåò ëè ðåøåíèþ çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííîé âðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è 31.J.4, ïðîäîëæèìîñòü êðóãîâîé ïåòëè f : S1 →
X , ãäå f(e2πit) = s(t), äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ êðóãà?31.10. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ îäíîñâÿçíûìè:(a) äèñêðåòíîåïðîñòðàíñòâî; (b) àíòèäèñêðåòíîåïðîñòðàíñòâî; (
) Rn;(d) âûïóêëîå ìíîæåñòâî; (e) çâåçäíîå ìíîæåñòâî; (f) Sn;(g) Rn r 0?



236 VI. �îìîòîïèè è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà31.11. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâèìîå â âèäåîáúåäèíåíèÿ äâóõ îòêðûòûõ îäíîñâÿçíûõ ìíîæåñòâ, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ëè-íåéíî ñâÿçíî, ñàìî ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì.31.12. Ïîêàæèòå, ÷òî òðåáîâàíèÿ îòêðûòîñòè ìíîæåñòâ â ïðåäûäóùåé çàäà-÷å 31.11 ñóùåñòâåííû.31.13*. Ïóñòü ìíîæåñòâà U è V îòêðûòû â ïðîñòðàíñòâå X. Äîêàæèòå, ÷òîåñëè ìíîæåñòâà U ∪ V è U ∩ V îäíîñâÿçíû, òî è ñàìè U è V îäíîñâÿçíû.31′7x. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðóïïû òîïîëîãè÷åñêîéÏóñòü G � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà. Îïðåäåëèì äëÿ ëþáûõ ïåòåëü
u, v : I → G íà÷èíàþùèõñÿ â åäèíèöå 1 ∈ G ïåòëþ u ⊙ v : I → G�îðìóëîé (u ⊙ v)(s) = u(s) · v(s), ãäå · îáîçíà÷àåò ãðóïïîâóþ îïåðàöèþâ G.31.Ax. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Ω(G, 1) âñåõ ïåòåëü â G, íà÷èíàþ-ùèõñÿ â 1, ñ îïåðàöèåé ⊙ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.31.Bx. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ ⊙ â Ω(G, 1) îïðåäåëÿåò ãðóïïîâóþ îïå-ðàöèþ â π1(G, 1) è ÷òî ýòà îïåðàöèÿ ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé ãðóïïîâîéîïåðàöèåé (îïðåäåë¼ííîé ïåðåìíîæåíèåì ïóòåé; ñð 31.8).31.Bx.1. Äëÿ ïåòåëü u, v : I → G íà÷èíàþùèõñÿ â 1, íàéäèòå (ue1)⊙(e1v).31.Cx. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ëþáîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû àáåëå-âà.31′8x. Âûñøèå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïûÏóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x0 ∈ X. Íåïðåðûâíîå îòîá-ðàæåíèå Ir → X, îòîáðàæàþùåå ãðàíèöó ∂Ir êóáà Ir â x0, íàçûâàåòñÿ
r-ìåðíûì ñ�åðîèäîì ïðîñòðàíñòâà X â òî÷êå x0. Äâà r-ìåðíûõ ñ�åðîè-äà íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè îíè ∂Ir-ãîìîòîïíû. Ïðîèçâåäåíèå uvñ�åðîèäîâ u è v ðàçìåðíîñòè r ≥ 1 îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

uv(t1, t2, . . . , tr) =

{
u(2t1, t2, . . . , tr) if t1 ∈

[
0; 1

2

]
,

v(2t1 − 1, t2, . . . , tr) if t1 ∈
[

1
2 ; 1
]
.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωr(X,x0) ìíîæåñòâî r-ìåðíûõ ñ�åðîèäîâ ïðîñòðàí-ñòâà X â òî÷êå x0. Ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ r-ìåðíûõ ñ�å-ðîèäîâ ïðîñòðàíñòâà X â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ r-é (èëè r-ìåðíîé) ãðóï-ïîé ãîìîòîïèé èëè ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé πr(X,x0) ýòîãî ïðîñòðàíñòâàâ x0. Ïðîèçâåäåíèå ñ�åðîèäîâ èíäóöèðóåò ïðîèçâåäåíèå â ìíîæåñòâå

πr(X,x0) èõ ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàñîâ, ïðåâðàùàÿ πr(X,x0) â ãðóïïó.31.Dx. Íàéäèòå πr(Rn, 0).31.Ex. Ïðè r ≥ 2 ãðóïïà πr(X,x0) àáåëåâà äëÿ ëþáûõ X è x0.



31. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà 23731.Fx. Çàãàäêà. Äëÿ âñÿêîé ïàðû X,x0 è ëþáîãî ÷èñëà r ≥ 2 ãðóïïà
πr(X,x0) ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé íåêîòîðîãî âñïîìîãàòåëü-íîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàêîãî?Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî îïèñàíî â 31′3, âûñøèå ãîìîòîïè÷å-ñêèå ãðóïïû ìîæíî ïîñòðîèòü íå èç ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæå-íèé (Ir, ∂Ir) → (X,x0), íî êàê

π(Sr, (1, 0, . . . , 0); X,x0).Åùå îäèí ñòàíäàðòíûé ïóòü èõ ïîñòðîåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè
πr(X,x0) êàê π(Dr, ∂Dr; X,x0).31.Gx. Ïîñòðîéòå åñòåñòâåííûå áèåêöèè
π(Ir, ∂Ir; X,x0) → π(Dr, ∂Dr; X,x0) → π(Sr, (1, 0, . . . , 0); X,x0).31.Hx. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû 31.H:

πr(X × Y, (x0, y0)) = πr(X,x0) × πr(Y, y0).31.Ix. Ñ�îðìóëèðóéòå è ðåøèòå àíàëîãè çàäà÷ 31.Ax è 31.Bx äëÿâûñøèõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï è π0(G, 1).



238 VI. �îìîòîïèè è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà32. �îëü îòìå÷åííîé òî÷êè32′1. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïèñàíèå ðîëè îòìå÷åííîé òî÷êèÂ îäíèõ ñèòóàöèÿõ âûáîð îòìå÷åííîé òî÷êè íè íà ÷òî íå âëèÿåò, âäðóãèõ � åãî ðîëü î÷åâèäíà, â òðåòüèõ � ýòî î÷åíü äåëèêàòíàÿ òåìà. Âýòîì ïàðàãðà�å íàì ïðåäñòîèò ðàçîáðàòüñÿ âî âñåõ íþàíñàõ, ñâÿçàííûõñ îòìå÷åííîé òî÷êîé, è ìû íà÷í¼ì ñ ïðåäâàðèòåëüíûõ �îðìóëèðîâîê,îïèñûâàþùèõ ïðåäìåò â öåëîì, íî áåç òåõíè÷åñêè ëèøíèõ äåòàëåé. �ðó-áî ãîâîðÿ, âûáîð îòìå÷åííîé òî÷êè âëèÿåò íà �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïóñëåäóþùèì îáðàçîì.
• Åñëè ìû èçìåíÿåì îòìå÷åííóþ òî÷êó, îñòàâàÿñü â ïðåäåëàõ îä-íîé êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè, òî �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóï-ïà îñòàåòñÿ â îäíîì è òîì æå êëàññå èçîìîð�íûõ ãðóïï.
• Îäíàêî, åñëè �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà íå êîììóòàòèâíà, íåâîç-ìîæíî íàéòè åñòåñòâåííîãî èçîìîð�èçìà ìåæäó �óíäàìåíòàëü-íûìè ãðóïïàìè ñ ðàçíûìè îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, äàæå åñëèîíè ëåæàò â îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.
• Åñëè æå îòìå÷åííûå òî÷êè ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ëèíåé-íîé ñâÿçíîñòè, òî ñîîòâåòñòâóþùèå �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïûâîîáùå íèêàê íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì.Â ýòîì ïàðàãðà�å âñ¼ ýòî áóäåò äîêàçàíî. Äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæèò ïî-ëåçíûå êîíñòðóêöèè, çíà÷åíèå êîòîðûõ âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè èñõîä-íîãî âîïðîñà î ðîëè îòìå÷åííîé òî÷êè.32′2. Ïåðåíîñ âäîëü ïóòèÏóñòü x0 è x1 � òî÷êè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, à s � ïóòü,ñîåäèíÿþùèé x0 ñ x1. Îáîçíà÷èì ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïóòè s ÷åðåç σ.Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Ts : π1(X,x0) → π1(X,x1) �îðìóëîé Ts(α) =

σ−1ασ (ñì. 30.K).
x0

x132.1. Äëÿ ëþáîé ïåòëè a : I → X, ïðåäñòàâëÿþùåé ýëåìåíò α ∈ π1(X,x0), èâñÿêîãî ïóòè s : I → X ñ s(0) = x0 ñóùåñòâóåò ñâîáîäíàÿ ãîìîòîïèÿH : I×I →
X ìåæäó a è ïåòëåé, ïðåäñòàâëÿþùåé ýëåìåíò Ts(α), òàêàÿ ÷òî H(0, t) =
H(1, t) = s(t), t ∈ I .32.2. Ïóñòü ïåòëè a, b : I → X ãîìîòîïíû ïîñðåäñòâîì òàêîé ãîìîòîïèè
H : I × I → X, ÷òî H(0, t) = H(1, t) (ò. å. H ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãîìîòîïèåé



32. �îëü îòìå÷åííîé òî÷êè 239ïåòåëü: â êàæäûé ìîìåíò t ∈ I íà÷àëüíàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò ñ êîíå÷íîé). Ïî-ëîæèì s(t) = H(0, t) (òàêèì îáðàçîì, s åñòü ïóòü, îïðåäåëÿåìûé äâèæåíèåìíà÷àëüíîé òî÷êè ðàññìàòðèâàåìîé ïåòëè ïðè ðàññìàòðèâàåìîé ãîìîòîïèè).Òîãäà ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïåòëè b ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàñ-ñà ïåòëè a ïðè îòîáðàæåíèè Ts : π1(X, s(0)) → π1(X, s(1)).32′3. Ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ Ts32.A. Îòîáðàæåíèå Ts ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì ãîìîìîð�èçìîì.432.B. Åñëè ïóòü u ñîåäèíÿåò x0 ñ x1, à ïóòü v ñîåäèíÿåò x1 ñ x2, òî
Tuv = Tv ◦ Tu. Äðóãèìè ñëîâàìè, êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

π1(X,x0)
Tu−−−−→ π1(X,x1)

ցTuv

yTv

π1(X,x2) .32.C. Åñëè ïóòè u è v ãîìîòîïíû, òî Tu = Tv.32.D. Tea = idπ1(X,a) : π1(X,a) → π1(X,a).32.E. Ts−1 = T−1
s .32.F. Äëÿ âñÿêîãî ïóòè s ãîìîìîð�èçì Ts ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì.32.G Òåîðåìà. Åñëè òî÷êè x0 è x1 ëåæàò â îäíîé è òîé æå êîì-ïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X, òî ãðóïïû π1(X,x0) è

π1(X,x1) èçîìîð�íû.Íåñìîòðÿ íà ðåçóëüòàò òåîðåìû 32.G, ìû íå ìîæåì ïèñàòü π1(X)äàæå åñëè òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî. Äåëî â òîì,÷òî õîòÿ ãðóïïû π1(X,x0) è π1(X,x1) èçîìîð�íû, íî ìåæäó íèìè íåòíèêàêîãî êàíîíè÷åñêîãî èçîìîð�èçìà (ñì. äàëåå 32.J).32.H. Ïðîñòðàíñòâî X îäíîñâÿçíî, ñîãäà îíî ëèíåéíî ñâÿçíî è äëÿíåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈ X ãðóïïà π1(X,x0) òðèâèàëüíà.32′4. �îëü ïóòè32.I. Åñëè ïåòëÿ s ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì ýëåìåíòà σ �óíäàìåíòàëü-íîé ãðóïïû π1(X,x0), òî Ts ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì àâòîìîð�èçìîì ýòîéãðóïïû, îïðåäåë¼ííûì �îðìóëîé α 7→ σ−1ασ.32.J. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî÷êè x0, x1 ∈ X. Èçî-ìîð�èçì Ts : π1(X,x0) → π1(X,x1) íå çàâèñèò îò ïóòè s, ñîãäà �óíäà-ìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(X,x0) àáåëåâà.4Íàïîìíèì � ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ts(αβ) = Ts(α)Ts(β).



240 VI. �îìîòîïèè è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïàÈç òåîðåìû 32.J ñëåäóåò, ÷òî åñëè �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà òîïîëî-ãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé, ìû âïðàâå ïèñàòü ïðîñòî
π1(X).32′5x. Ïåðåíîñ âäîëü ïóòè â òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïåÂ ñëó÷àå, åñëèG � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, ãðóïïû π1(G,x0) è π1(G,x1)ìîæíî ñâÿçàòü è ïî-äðóãîìó: èìåþòñÿ ãîìåîìîð�èçìû Lg : G → G :
x 7→ xg è Rg : G → G : x 7→ gx, è îíè îïðåäåëÿþò èçîìîð�èçìû
(
Lx−1

0 x1

)
∗ : π1(G,x0) → π1(G,x1) è (Rx1x

−1
0

)
∗ : π1(G,x0) → π1(G,x1).32.Ax. Ïóñòü G � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, s : I → G � ïóòü. Äîêàæèòå,÷òî

Ts =
(
Ls(0)−1s(1)

)
∗ =

(
Rs(1)s(0)−1

)
∗ : π1(G, s(0)) → π1(G, s(1)).32.Bx. Âûâåäèòå èç 32.Ax ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ëþáîé òîïî-ëîãè÷åñêîé ãðóïïû àáåëåâà (ñð. 31.Cx).32.1x. Äîêàæèòå, ÷òî �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ êîì-ìóòàòèâíû:(1) ïðîñòðàíñòâà íåâûðîæäåííûõ âåùåñòâåííûõ n× n ìàòðèö

GL(n,R) = {A | detA 6= 0};(2) ïðîñòðàíñòâà îðòîãîíàëüíûõ âåùåñòâåííûõ n×n ìàòðèö O(n,R) =
{A | A · (tA) = E};(3) ïðîñòðàíñòâà ñïåöèàëüíûõ óíèòàðíûõ êîìïëåêñíûõ n × n ìàòðèö
SU(n) = {A | A · (tĀ) = E,detA = 1}.32′6x. Â âûñøèõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïïàõ32.Cx. Çàãàäêà. Äîãàäàéòåñü, êàê îáîáùèòü Ts íà âûñøèå ãîìîòîïè-÷åñêèå ãðóïïû.Âîò äðóãîé âàðèàíò òîé æå çàãàäêè; â íåì áîëüøå ïîäñêàçêè.32.Dx. Çàãàäêà. Êàê ïî ïóòè s : I → X ñ s(0) = x0 è ñ�åðîèäó

f : Ir → X â òî÷êå x0 ñîîðóäèòü ñ�åðîèä òîãî æå ïðîñòðàíñòâà â òî÷êå
x1 = s(1)?32.Ex. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïóòè s : I → X è ëþáîãî ñ�åðîèäà
f : Ir → X, ãäå f(Fr Ir) = s(0), ñóùåñòâóåò åãî ãîìîòîïèÿ H : Ir×I → Xòàêàÿ, ÷òîH(Fr Ir×t) = s(t) äëÿ âñÿêîãî t ∈ I, ïðè÷åì ñ�åðîèä, ïîëó÷åí-íûé â ðåçóëüòàòå ýòîé ãîìîòîïèè, åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèèè òåì ñàìûì îïðåäåëÿåò ýëåìåíò πr(X, s(1)), çàâèñÿùèé ëèøü îò ãîìîòî-ïè÷åñêîãî êëàññà ïóòè s è ýëåìåíòà ãðóïïû πr(X, s(0)), ïðåäñòàâëåííîãîñ�åðîèäîì f .



32. �îëü îòìå÷åííîé òî÷êè 241Êîíå÷íî, ðåøåíèå çàäà÷è 32.Ex äàåò îòâåò íà âîïðîñ ïðåäøåñòâóþ-ùèõ åé çàãàäîê 32.Dx è 32.Cx. Îòîáðàæåíèå πr(X, s(0)) → πr(X, s(1)),êîòîðîå îïðåäåëåíî â 32.Ex, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ts. Â ñèëó 32.2, îíîîáîáùàåò îòîáðàæåíèå Ts, îïðåäåë¼ííîå â 32′2 â ñëó÷àå r = 1.32.Fx. Äîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ Ts, ñ�îðìóëèðîâàííûå âçàäà÷àõ 32.A�32.G, èìåþò ìåñòî âî âñåõ ðàçìåðíîñòÿõ.32.Gx. Çàãàäêà. Êàêîâû àíàëîãè òåîðåì 32.Ax è 32.Bx äëÿ âûñøèõãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï?



242 VI. �îìîòîïèè è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïàÄîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè29.A (a), (b), (e) � äà; (
), (d), (f) � íåò. Ñì. 29.B.29.B Ñì. 29′2.29.C Îòîáðàæåíèå ht íåïðåðûâíî êàê ñóæåíèå ãîìîòîïèè H íàñëîé X × t ⊂ X × I.29.D �àçóìååòñÿ, íå ñëåäóåò.29.E.1 Îòîáðàæåíèå H íåïðåðûâíî êàê êîìïîçèöèÿ ïðîåêöèè prX :
X × I → X è îòîáðàæåíèÿ f , ïðè ýòîì H(x, 0) = f(x) = H(x, 1). Ñëåäî-âàòåëüíî, H ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé.29.E.2 Îòîáðàæåíèå H ′ íåïðåðûâíî êàê êîìïîçèöèÿ ãîìåîìîð�èç-ìà X × I → X × I : (x, t) 7→ (x, 1 − t) è ãîìîòîïèè H, ïðè ýòîì
H ′(x, 0) = H(x, 1) = g(x) è H ′(x, 1) = H(x, 0) = f(x). Çíà÷èò, H ′ �ãîìîòîïèÿ.29.E.3 Äåéñòâèòåëüíî, H ′′(x, 0) = f(x), H ′′(x, 1) = H ′(x, 1) = f ′′(x).Íåïðåðûâíîñòü H ′′ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ H ′′ íàêàæäîå èç ìíîæåñòâ X×

[
0; 1

2

] è X×
[

1
2 ; 1
] íåïðåðûâíî è ýòè ìíîæåñòâàîáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíîå ïîêðûòèå ïðîèçâåäåíèÿ X × I.Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü íåïðåðûâíîñòü ãîìîòîïèé, ïî-ñêîëüêó ýòî âñåãäà áóäåò ñëåäîâàòü èç ÿâíûõ �îðìóë.29.F Êàæäîå èç íèõ ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ, ïåðåâî-äÿùåìó âñå ïðîñòðàíñòâî â íà÷àëî êîîðäèíàò, ê ïðèìåðó, åñëè H(x, t) =

(1 − t)f(x), òî H : X × I → Rn � ãîìîòîïèÿ ìåæäó f è ïîñòîÿííûìîòîáðàæåíèåì x 7→ 0. (Ñóùåñòâóåò áîëåå óäîáíàÿ ãîìîòîïèÿ ìåæäó ïðî-èçâîëüíûìè îòîáðàæåíèÿìè â Rn � ñì. 29.G.)29.G Äåéñòâèòåëüíî, H(x, 0) = f(x) è H(x, 1) = g(x). Íåïðåðûâ-íîñòü îòîáðàæåíèÿ H î÷åâèäíà. Îíà, ê ïðèìåðó, ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà
∣∣H(x, t)−H(x′, t′)

∣∣ ≤ |f(x)−f(x′)|+ |g(x)−g(x′)|+
(
|f(x)|+ |g(x)|

)
|t− t′|.29.H Ïóñòü K � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, f, g : X → K � íåïðå-ðûâíûå îòîáðàæåíèÿ è H � ïðÿìîëèíåéíàÿ ãîìîòîïèÿ ìåæäó f è g.Òîãäà H(x, t) ∈ K ïðè âñåõ (x, t) ∈ X × I è ìû ïîëó÷àåì ãîìîòîïèþ

H : X × I → K.29.I Îòîáðàæåíèå H = g ◦ F ◦ (h × idI) : A × I → B íåïðåðûâ-íî, H(a, 0) = g(F (h(a), 0)) = g(f(h(a))) è H(a, 1) = g(F (h(a), 1)) =
g(f ′(h(a))). Ñëåäîâàòåëüíî, H � ãîìîòîïèÿ.29.J Ñîïîñòàâèì îòîáðàæåíèþ f : X → Y êîìïîçèöèþ g ◦ f ◦ h :
A→ B. Ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííîå ñîîòâåòñòâèå



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 243ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ãîìîòîïíîñòè, è çíà÷èò, îíî ïåðåíîñèòñÿ íà ãîìî-òîïè÷åñêèå êëàññû îòîáðàæåíèé. Òåì ñàìûì îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
π(X,Y ) → π(A,B).29.K Âñÿêîå îòîáðàæåíèå f : X → Y ×Z îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿñâîèìè êîîðäèíàòíûìè îòîáðàæåíèÿìè prX ◦f è prY ◦f . Åñëè H �ãîìîòîïèÿ ìåæäó f è g, òî prY ◦H � ãîìîòîïèÿ ìåæäó prY ◦f è prY ◦g,à prZ ◦H � ìåæäó prZ ◦f è prZ ◦g. Åñëè HY � ãîìîòîïèÿ ìåæäó
prY ◦f è prY ◦g, HZ � ãîìîòîïèÿ ìåæäó prZ ◦f è prZ ◦g, òî �îðìóëà
H(x, t) = (HY (x, t),HZ(x, t)) çàäàåò ãîìîòîïèþ ìåæäó f è g.29.L Äîêàçàòåëüñòâî íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà óòâåð-æäåíèÿ 29.E.29.M Äëÿ òåõ ìíîæåñòâ A, íà êîòîðûõ f |A = g|A (ò. å. ìíîæåñòâ,ñîäåðæàùèõñÿ â ìíîæåñòâå ñîâïàäåíèÿ ýòèõ îòîáðàæåíèé).29.N Ïóòü � ýòî ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèÿ òî÷êè, ñð. 29.8.29.O Äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ X îòîáðàæåíèå ux : I → X : t 7→ h(x, t)ÿâëÿåòñÿ ïóòåì.29.P Åñëè H � ýòî ãîìîòîïèÿ, òî äëÿ âñÿêîãî t ∈ I �îðìóëà ht =
H(x, t) îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå X → Y . Òàêèì îáðàçîì,ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå H : I → C(X,Y ) îòðåçêà â ìíîæåñòâî âñåõíåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y . Äàëåå ñì. 29.Ax è 29.Bx.29.Ax Ñëåäóåò èç 24.Sx.29.Bx Ñëåäóåò èç 24.Tx.29.Q Ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ çàäà÷è 29.3.30.A 1) Íà÷íåì ñ íàãëÿäíîãî îïèñàíèÿ èñêîìîé ãîìîòîïèè. Ïóñòü
ut : I → X � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ u è u′, à vt : I → X � ãîìîòîïèÿ,ñîåäèíÿþùàÿ v è v′. Òîãäà ïóòè utvt ñ t ∈ [0; 1] ñîñòàâëÿþò ãîìîòîïèþìåæäó uv è u′v′.2) Òåïåðü ïðèâåäåì áîëåå �îðìàëüíîå ðàññóæäåíèå. Òàê êàê ïðîèçâå-äåíèå uv îïðåäåëåíî, òî u(1) = v(0). Òàê êàê u ∼ u′, òî u(1) = u′(1),àíàëîãè÷íûì îáðàçîì è v(0) = v′(0). Çíà÷èò, îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå
u′v′. �îìîòîïèåé ìåæäó uv è u′v′ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå

H : I × I → X : (s, t) 7→
{
H ′(2s, t) ïðè s ∈ [0; 1

2

]
,

H ′′(2s − 1, t) ïðè s ∈ [1
2 ; 1
]
.(Îíî íåïðåðûâíî, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà [0; 1

2

]
×I è [1

2 ; 1
]
×I ñîñòàâëÿþò�óíäàìåíòàëüíîå ïîêðûòèå êâàäðàòà I × I, à ñóæåíèå H íà êàæäîå èçýòèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.)30.B Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç 30.A.



244 VI. �îìîòîïèè è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà30.C Íåò; ñì. 30.D, ñð. 30.1.30.D Íåò, ïî÷òè íèêîãäà íå âåðíî (ñì. 30.1 è 30.2). Âîò ïðîñòåéøèéïðèìåð. Ïóñòü u(s) = 0 è w(s) = 1 ïðè âñåõ s ∈ [0; 1] è v(s) = s. Òîãäà(
(uv)w

)
(s) = 0 òîëüêî ïðè s ∈ [0; 1

4

], à (u(vw)
)
(s) = 0 ïðè s ∈ [0; 1

2

].30.E.1 Ïåðå�îðìóëèðîâêà: äëÿ âñÿêèõ ïóòåé u, v è w, äëÿ êîòîðûõîïðåäåëåíû ïðîèçâåäåíèÿ uv è vw, ïóòè (uv)w è u(vw) ãîìîòîïíû.30.E.2 Ïóñòü
ϕ(s) =





s
2 ïðè s ∈ [0; 1

2

]
,

s− 1
4 ïðè s ∈ [1

2 ; 3
4

]
,

2s− 1 ïðè s ∈ [3
4 ; 1
]
.Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ϕ � èñêîìàÿ �óíêöèÿ, ò. å. ÷òî ((uv)w)(ϕ(s)

)
=

(
u(vw)

)
(s).30.E.3 �àññìîòðèòå ïðÿìîëèíåéíóþ ãîìîòîïèþ, êîòîðàÿ, ê òîìóæå, áóäåò ñâÿçàíà íà {0, 1}.30.E.4 Ñëåäóåò èç 29.I, 30.E.2 è 30.E.3.30.F Ñì. 30.G.30.G Âîîáùå ãîâîðÿ, íåò; ñì. 30.4.30.H Ïóñòü

ϕ(s) =

{
0, åñëè s ∈ [0; , 1

2

]
,

2s− 1, åñëè s ∈ [1
2 ; 1
]
.Óáåäèòåñü, ÷òî eau = u ◦ϕ. Òàê êàê ϕ ∼ idI , òî u ◦ϕ ∼ u, ñëåäîâàòåëüíî

[ea][u] = [eau] = [u ◦ ϕ] = [u].30.I Ñì. 30.J.30.J Êîíå÷íî, íåò.30.K.1 �àññìîòðèòå îòîáðàæåíèå
ϕ(s) =

{
2s, åñëè s ∈ [0; 1

2

]
,

2 − 2s, åñëè s ∈ [1
2 ; 1
]
,30.K.2 �àññìîòðèòå ïðÿìîëèíåéíóþ ãîìîòîïèþ.30.L �ðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà êëàññîâ òàêèõ ïóòåé u, äëÿêîòîðûõ u(0) = u(1) = x0, ãäå x0 � íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿ òî÷êàïðîñòðàíñòâà X, à òàêæå ëþáûå èõ ïîäãðóïïû.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 24531.A Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 30.B, 30.E, 30.H è30.K.31.C Åñëè u : I → X � ïåòëÿ, òî ñóùåñòâóåò �àêòîðîòîáðàæåíèå
ũ : I/{0, 1} → X. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî I/{0, 1} ∼= S1.31.D Åñëè H : S1 × I → X � ãîìîòîïèÿ êðóãîâûõ ïåòåëü, òîãîìîòîïèÿ H ′ îáû÷íûõ ïåòåëü çàäàåòñÿ �îðìóëîé H ′(s, t) = H(e2πis, t).�îìîòîïèè êðóãîâûõ ïåòåëü ÿâëÿåòñÿ �àêòîðàìè ãîìîòîïèé îáû÷-íûõ ïåòåëü ïî ðàçáèåíèþ êâàäðàòà, ïîðîæäåííîìó îòíîøåíèåì (0, t) ∼
(1, t).31.E Ýòî òàê, ïîñêîëüêó èìååòñÿ ëèíåéíàÿ ãîìîòîïèÿ ìåæäó âñÿêîéïåòëåé â Rn â íà÷àëå êîîðäèíàò è ïîñòîÿííîé ïåòëåé.31.F Âîò âîçìîæíûé âàðèàíò îáîáùåíèÿ: äëÿ âñÿêîãî âûïóêëîãî(è äàæå çâ¼çäíîãî) ìíîæåñòâà V ⊂ Rn è âñÿêîé òî÷êè x0 ∈ V �óíäà-ìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(V, x0) òðèâèàëüíà.31.G.1 Ïóñòü p ∈ Sn r u(I). �àññìîòðèì ñòåðåîãðà�è÷åñêóþ ïðî-åêöèþ τ : Sn r p → Rn. Ïåòëÿ v = τ ◦ u ãîìîòîïíà íóëþ, ïóñòü h �ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãîìîòîïèÿ. Òîãäà H = τ−1 ◦ h ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé,ñîåäèíÿþùåé äàííóþ ïåòëþ u è ïîñòîÿííóþ ïåòëþ íà ñ�åðå.31.G.2 Òàêèå ïåòëè çàâåäîìî ñóùåñòâóþò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïåò-ëÿ u çàïîëíÿåò âñþ ñ�åðó, òî ïåòëÿ uu−1 òàêæå åå çàïîëíÿåò, íî îíà, òåìíå ìåíåå, ãîìîòîïíà íóëþ.31.G.4 Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ñ�åðû. Ïîêðîåì ñ�åðó äâóìÿîòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè U = Sn r {x} è V = Sn r {−x}. Â ñèëó ëåììû31.G.3 íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê a1, . . . , aN ∈ I, ãäå 0 =
a1 < a2 < . . . < aN−1 < aN = 1, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i îáðàç u([ai, ai+1])öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â U èëè â V . Ïîñêîëüêó êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâãîìåîìîð�íî Rn, ãäå ëþáûå äâà ïóòè ñ îäèíàêîâûì íà÷àëîì è êîíöîìãîìîòîïíû, òî êàæäîå èç ñóæåíèé u|[ai,ai+1] ãîìîòîïíî ïóòè, îáðàçîìêîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ, ê ïðèìåðó, �äóãà áîëüøîé îêðóæíîñòè� ñ�åðû Sn.Òàêèì îáðàçîì, ïóòü u ãîìîòîïåí ïóòè, îáðàç êîòîðîãî íå òî ÷òî íåçàïîëíÿåò ñ�åðó, à äàæå íèãäå íå ïëîòåí â íåé.31.G.5 Ïðÿìîå ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåé ëåììû.31.G.6 1) Ïðÿìîå ñëåäñòâèå ëåìì 31.G.5 è 31.G.1. 2) Óñëîâèå n ≥ 2èñïîëüçîâàëîñü òîëüêî â ëåììå 31.G.4.31.H Ñîïîñòàâèì ïåòëå u : I → X × Y â òî÷êå (x0, y0) ïåòëè â Xè Y , ÿâëÿþùèåñÿ êîîðäèíàòíûìè îòîáðàæåíèÿìè u, u1 = prX ◦u è u2 =
prY ◦u. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 29.I, ïåòëè u è v ãîìîòîïíû, ñîãäà u1 ∼ v1 è
u2 ∼ v2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîïîñòàâèâ êëàññó ïåòëè u ïàðó ([u1], [u2]), ìûïîëó÷èì áèåêöèþ ìåæäó �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé π1(X × Y, (x0, y0))



246 VI. �îìîòîïèè è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïàïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ è ïðîèçâåäåíèåì π1(X,x0)× π1(Y, y0) �óíäà-ìåíòàëüíûõ ãðóïï åãî ñîìíîæèòåëåé. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåí-íàÿ áèåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì, ÷òî òàêæå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó
prX ◦(uv) = (prX ◦u)(prX ◦v).31.I (a) =⇒ (b): Ïðîñòðàíñòâî X îäíîñâÿçíî ⇒ âñÿêàÿ ïåòëÿ â Xãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé ⇒ âñÿêàÿ êðóãîâàÿ ïåòëÿ â X ñâÿçàííî ãîìîòîï-íà íóëþ ⇒ âñÿêàÿ êðóãîâàÿ ïåòëÿ ñâîáîäíî ãîìîòîïíà íóëþ.(b) =⇒ (
): Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f :
S1 → X ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ h : S1 × I → X, òàêàÿ ÷òî h(p, 0) = f(p)è h(p, 1) = x0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
h′ : S1 × I/(S1 × 1) → X, òàêîå ÷òî h = h′ ◦ pr. Îñòàëîñü çàìåòèòü.÷òî S1 × I/(S1 × 1) ∼= D2.(
) =⇒ (d): Ïîëîæèì g(t, 0) = u1(t), g(t, 1) = u2(t), g(0, t) = x0 è
g(1, t) = x1 ïðè t ∈ I. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ãðà-íèöû êâàäðàòà I × I â X. Ïîñêîëüêó êâàäðàò ãîìåîìîð�åí êðóãó, à åãîãðàíèöà � îêðóæíîñòè, òî ìîæíî ïðîäîëæèòü îòîáðàæåíèå ñ ãðàíèöûíà âåñü êâàäðàò. Ïîëó÷åííîå ïðîäîëæåíèå è ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæ-äó u1 è u2.(d) =⇒ (a): Î÷åâèäíî.31.J.1 �àçóìíî ðàññìîòðåòü èìïëèêàöèè (a) =⇒ (b) =⇒ (
) =⇒(d) =⇒ (a).31.J.2 Êîíå÷íî, ñëåäóåò. Ïðè ýòîì, ðàç ïåòëÿ s ãîìîòîïíà íóëþ,òî êðóãîâàÿ ïåòëÿ f òàêæå ãîìîòîïíà íóëþ, ïðè÷åì ãîìîòîïèÿ äàæåÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé â òî÷êå 1 ∈ S1. Òàêèì îáðàçîì, (a) =⇒ (b).31.J.3 Äàííîå óòâåðæäåíèå ïîäñêàçûâàåò îñíîâíóþ èäåþ äîêàçà-òåëüñòâà èìïëèêàöèè (b) =⇒ (
). �îìîòîïèÿ ìåæäó íåêîòîðîé êðóãîâîéïåòëåé f è ïîñòîÿííîé ïåòëåé åñòü îòîáðàæåíèå H : S1×I → X, ïîñòîÿí-íîå íà âåðõíåì îñíîâàíèè öèëèíäðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò �àêòî-ðîòîáðàæåíèå S1 × I/S1 × 1 → X. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî �àêòîðïðî-ñòðàíñòâî öèëèíäðà ïî åãî âåðõíåìó îñíîâàíèþ ãîìåîìîð�íî êðóãó.31.J.4 Ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîòîïèè H : I × I → X ìåæäó äâóìÿïóòÿìè, çàäàíî ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ H íà êîíòóð êâàäðàòà. Ñëåäîâà-òåëüíî, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ãîìîòîïèè ìåæäó äâóìÿ ïóòÿìè åñòü çàäà÷àïðîäîëæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ñ êîíòóðà êâàäðàòà íà ñàì ýòîò êâàäðàò.31.J.5 Âñå, ÷òî îñòàëîñü çàìåòèòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè(
) =⇒ (d), òàê ýòî òî, ÷òî åñëè F : D2 → X � ýòî ïðîäîëæåíèå êðóãî-âîé ïåòëè f , òî �îðìóëà H(t, τ) = F

(
cos πt, (2τ − 1) sinπt

) îïðåäåëÿåòãîìîòîïèÿ ìåæäó s+ è s−.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 24731.J Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü óñòàíîâèòü ñïðàâåäëè-âîñòü èìïëèêàöèè (d) =⇒ (a). Ñ�îðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, íå èñïîëü-çóÿ ïîíÿòèÿ êðóãîâûõ ïåòåëü. Ïóñòü äàíà ïåòëÿ s : I → X. Ïîëîæèì
s+(t) = s(2t) è s−(t) = s(1 − 2t). Òàêèì îáðàçîì, íàäî äîêàçàòü, ÷òîåñëè ïóòè s+ è s− ãîìîòîïíû, òî ïåòëÿ s ãîìîòîïíà íóëþ. Ïîñòàðàéòåñüäîêàçàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.31.Ax Àñîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ⊙ ñëåäóåò èç àññîöèàòèâíîñòè óìíî-æåíèÿ â ãðóïïå G; åäèíèöåé â ìíîæåñòâå Ω(G, 1) âñåõ ïåòåëü ÿâëÿåòñÿïîñòîÿííàÿ ïåòëÿ â åäèíèöå ãðóïïû; îáðàòíûì ê ïåòëå u ýëåìåíòîì ÿâ-ëÿåòñÿ ïóòü v, ãäå v(s) =

(
u(s)

)−1.31.Bx.1 Óáåäèòåñü, ÷òî (ue1) ⊙ (e1v) = uv.31.Bx Äîêàæåì, ÷òî åñëè u ∼ u1, òî u ⊙ v ∼ u1 ⊙ v, äëÿ ÷åãî äî-ñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè h � ýòî ãîìîòîïèÿ ìåæäó u è u1,òî �îðìóëà H(s, t) = h(s, t)v(s) îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþ ìåæäó u ⊙ v è
u1 ⊙ v. Äàëåå, òàê êàê ue1 ∼ u è e1v ∼ v, òî uv = (ue1) ⊙ (e1v) ∼ u ⊙ v,çíà÷èò, ïóòè uv è u ⊙ v ëåæàò â îäíîì ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå. Ñëåäî-âàòåëüíî, îïåðàöèÿ ⊙ ïîðîæäàåò â ìíîæåñòâå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâïóòåé ñòàíäàðòíóþ ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ.31.Cx Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî uv ∼ vu, à ýòî ñëåäóåò èç öåïî÷êè

uv = (ue1) ⊙ (e1v) ∼ u⊙ v ∼ (e1u) ⊙ (ve1) = vu.31.Dx Ýòà ãðóïïà òðèâèàëüíà. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçà-òåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 31.E.32.A Äåéñòâèòåëüíî, åñëè α = [u] è β = [v], òî
Ts(αβ) = σ−1αβσ = σ−1ασσ−1βσ = Ts(α)Ts(β).32.B Äåéñòâèòåëüíî,

Tuv(α) = [uv]−1α[uv] = [v]−1[u]−1α[u][v] = Tv
(
Tu(α)

)
.32.C Ïî ñàìîìó îïðåäåëåíèþ ïåðåíîñà âäîëü ïóòè ãîìîìîð�èçì

Ts çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà ïóòè s.32.D Ýòî òàê, ïîñêîëüêó Tea([u]) = [eauea] = [u].32.E Òàê êàê s−1s ∼ ex1 , òî èç 32.B�32.D ñëåäóåò, ÷òî
Ts−1 ◦ Ts = Ts−1s = Tex1 = idπ1(X,x1) .Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, Ts ◦ Ts−1 = idπ1(X,x0). Çíà÷èò, Ts−1 = T−1

s .32.F Â ñèëó 32.E ó ãîìîìîð�èçìà Ts èìååòñÿ îáðàòíûé, ñëåäîâà-òåëüíî, Ts � èçîìîð�èçì.



248 VI. �îìîòîïèè è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà32.G Åñëè òî÷êè x0 è x1 ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿç-íîñòè, òî èõ ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì s. Â ñèëó 32.F, Ts : π1(X,x0) →
π1(X,x1) � èçîìîð�èçì.32.H Ïðÿìîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 32.G.32.I Ïðÿìîå ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ ãîìîìîð�èçìà Ts.32.J Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçîìîð�èçì ïåðåíîñà íå çàâèñèò îòïóòè, â ÷àñòíîñòè, èçîìîð�èçì ïåðåíîñà âäîëü ïåòëè â òî÷êå x0 òðè-âèàëåí (ò. å. ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëå-ìåíò β ∈ π1(X,x0) è ïåòëþ s èç ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà β. Ïî óñëîâèþ
β−1αβ = Ts(α) = α äëÿ ëþáîãî α ∈ π1(X,x0). Çíà÷èò, αβ = βα äëÿëþáûõ ýëåìåíòîâ α, β ∈ π1(X,x0), ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà π1(X,x0)� àáåëåâà.�àññìîòðèì ïóòè s1, s2, ñîåäèíÿþùèå òî÷êó x0 ñ òî÷êîé x1. Òàêêàê Ts1s−1

2
= T−1

s2 ◦ Ts1 , òî Ts1 = Ts2 , ñîãäà Ts1s−1
2

= idπ1(X,x0). Ïóñòü
β ∈ π1(X,x0) � ýòî êëàññ ïåòëè s1s−1

2 . Åñëè ãðóïïà π1(X,x0) àáåëåâà, òî
Ts1s−1

2
(α) = β−1αβ = α, òàêèì îáðàçîì, Ts1s−1

2
= id, çíà÷èò, Ts1 = Ts2 .32.Ax Ïóñòü u � ïåòëÿ â òî÷êå s(0). ÔîðìóëàH(τ, t) = u(τ)s(0)−1s(1)îïðåäåëÿåò ñâîáîäíóþ ãîìîòîïèþ ìåæäó u è ïåòëåé Ls(0)−1s(1)(u), ïðèýòîì H(0, t) = H(1, t) = s(t). Ïîýòîìó, â ñèëó 32.2, ïåòëè Ls(0)−1s(1)(u) è

s−1us ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïíûìè, îòêóäà è ñëåäóåò ðàâåíñòâî Ts =
(
Ls(0)−1s(1)

)
∗.�àâåíñòâî äëÿ Rs(0)−1s(1) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.32.Bx Â ñèëó 32.Ax, Ts = (Le)∗ = idπ1(X,x0) äëÿ âñÿêîé ïåòëè s âòî÷êå x0, òàêèì îáðàçîì, åñëè β � ýòî êëàññ ïåòëè s, òî Ts(α) = β−1αβ =

α, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî αβ = βα.



�ëàâà VII
Íàêðûòèÿ èâû÷èñëåíèå�óíäàìåíòàëüíîéãðóïïû
33. Íàêðûòèÿ33′1. Îïðåäåëåíèå íàêðûòèÿÏóñòü X è B � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, p : X → B � íåïðå-ðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p ñþðúåêòèâíî è ÷òî ó êàæäîéòî÷êè ïðîñòðàíñòâà B ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U , ÷òî å¼ ïðîîáðàç
p−1(U) ïðè îòîáðàæåíèè p ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðå-ñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Vα, êàæäîå èç êîòîðûõ ïîñðåäñòâîì pîòîáðàæàåòñÿ ãîìåîìîð�íî íà U . Â ýòîì ñëó÷àå p : X → B íàçûâàåò-ñÿ íàêðûòèåì (ïðîñòðàíñòâà B), B íàçûâàåòñÿ áàçîé ýòîãî íàêðûòèÿ, X� íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ B è òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ýòîãîíàêðûòèÿ. �îâîðÿò, ÷òî îêðåñòíîñòü U ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî íàêðûòîé èëèïðàâèëüíî íàêðûâàåìîé. Îòîáðàæåíèå p òàêæå íàçûâàåòñÿ íàêðûâàþùèìîòîáðàæåíèåì èëè ïðîåêöèåé ýòîãî íàêðûòèÿ.33.A. Äëÿ ëþáîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà B è ëþáîãî äèñêðåò-íîãî ïðîñòðàíñòâà F ïðîåêöèÿ prB : B × F → B ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.249



250 VII. Íàêðûòèÿ è âû÷èñëåíèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû33.1. Åñëè U ′ ⊂ U ⊂ B è îêðåñòíîñòü U ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî íàêðûòîé, òî èîêðåñòíîñòü U ′ ïðàâèëüíî íàêðûòà.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå âñÿêîåíàêðûòèå ëîêàëüíî óñòðîåíî òàê æå, êàê íàêðûòèå â 33.A.33.B. Íåïðåðûâíàÿ ñþðúåêöèÿ p : X → B åñòü íàêðûòèå, ñîãäà ó êàæ-äîé òî÷êè a ∈ B ïðîîáðàç p−1(a) ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ïîäïðîñòðàí-ñòâîì ïðîñòðàíñòâà X è ñóùåñòâóåò òàêàÿ å¼ îêðåñòíîñòü U â B è òàêîéãîìåîìîð�èçì h : p−1(U) → U × p−1(a), ÷òî p|p−1(U) = prU ◦h.Îäíàêî íàêðûòèå, ïðåäñòàâëåííîå â 33.A, ñàìî ïî ñåáå íå î÷åíü èí-òåðåñíî. Òàêèå íàêðûòèÿ íàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè. À âîò ïåðâûé äåé-ñòâèòåëüíî èíòåðåñíûé ïðèìåð íàêðûòèÿ.33.C. Îòîáðàæåíèå R → S1 : x 7→ e2πix ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû, áó-äåì íàçûâàòü íàêðûòèÿ ñ ëèíåéíî ñâÿçíûì òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîìíàêðûòèÿìè â óçêîì ñìûñëå. Êîíå÷íî, íàêðûòèå èç 33.C � ýòî íàêðûòèåâ óçêîì ñìûñëå.33′2. Ïðèìåðû íàêðûòèé33.D. Îòîáðàæåíèå R2 → S1 × R : (x, y) 7→ (e2πix, y) ÿâëÿåòñÿ íàêðûòè-åì.33.E. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p : X → B è p′ : X ′ → B′ � íàêðûòèÿ, òî è

p× p′ : X ×X ′ → B ×B′ � íàêðûòèå.Åñëè p : X → B è p′ : X ′ → B′ � íàêðûòèÿ, òî p × p′ : X × X ′ →
B × B′ áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâåäåíèåì íàêðûòèé p è p′. Ïåðâûé ïðèìåðïðîèçâåäåíèÿ íàêðûòèé ïðèâåäåí â 33.D.33.F. Îòîáðàæåíèå C → C r 0 : z 7→ ez ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.33.2. Çàãàäêà. Â êàêîì ñìûñëå íàêðûòèÿ èç 33.D è 33.F îäèíàêîâû? Ââåäèòåïîäõîäÿùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íàêðûòèé.33.G. Îòîáðàæåíèå R2 → S1 × S1 : (x, y) 7→ (e2πix, e2πiy) ÿâëÿåòñÿ íà-êðûòèåì.



33. Íàêðûòèÿ 25133.H. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îòîáðàæåíèå S1 → S1 : z 7→
zn ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.33.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îòîáðàæåíèå Cr0 →

C r 0 : z 7→ zn ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.33.I. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë p è q îòîáðàæåíèå S1 ×S1 → S1 ×
S1 : (z,w) 7→ (zp, wq) ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.33.J. Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ Sn → RPn åñòü íàêðûòèå.33.K. ßâëÿåòñÿ ëè íàêðûòèåì îòîáðàæåíèå (0; 3) → S1 : x 7→ e2πix?(Ñð. 33.14.)33.L. ßâëÿåòñÿ ëè íàêðûòèåì ïðîåêöèÿ R2 → R : (x, y) 7→ x? Äåéñòâè-òåëüíî, ïî÷åìó áû íå âçÿòü â êà÷åñòâå ïðàâèëüíî íàêðûòîé îêðåñòíîñòèîòêðûòûé èíòåðâàë (a; b) ⊂ R: åãî ïðîîáðàç (a; b) × R åñòü îáúåäèíå-íèå îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ (a; b) × y, êàæäûé èç êîòîðûõ ãîìåîìîð�íîïðîåêòèðóåòñÿ (ïðè ñòàíäàðòíîé ïðîåêöèè (x, y) 7→ x) íà (a; b)?33.4. Ïîñòðîéòå íàêðûòèå ëåíòû Ì¼áèóñà öèëèíäðîì.33.5. Ïîñòðîéòå íåòðèâèàëüíûå íàêðûòèÿ ëåíòû Ì¼áèóñà ëåíòîé Ì¼áèóñà.33.6. Ïîñòðîéòå íàêðûòèå áóòûëêè Êëåéíà òîðîì. Ñð. ñ çàäà÷åé 21.14.33.7. Ïîñòðîéòå íàêðûòèÿ áóòûëêè Êëåéíà: ïëîñêîñòüþ R2; öèëèíäðîì S1×

R; íåòðèâèàëüíîå íàêðûòèå ñàìîé áóòûëêîé Êëåéíà.33.8. Äàéòå ïðÿìîå îïèñàíèå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà ïðîîáðàçû òî÷åê ïðèíàêðûòèè áóòûëêè Êëåéíà ïëîñêîñòüþ.33.9*. Ïîñòðîéòå íàêðûòèå ñ�åðû ñ äàííûì ÷èñëîì ïë¼íîê ñ�åðîé ñ íåêî-òîðûì ÷èñëîì ðó÷åê. Äëÿ êàêèõ ÷èñåë ïë¼íîê ýòî óäàëîñü ñäåëàòü?33′3. Ëîêàëüíûå ãîìåîìîð�èçìû è íàêðûòèÿ33.10. Ëþáîå íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì.1Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîð�èçìîì, åñëèó âñÿêîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà X èìååòñÿ îêðåñòíîñòü U , îáðàç êîòîðîé f(U)îòêðûò â Y , à ïðèâåäåíèå U → f(U) îòîáðàæåíèÿ f åñòü ãîìåîìîð�èçì.33.11. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íàêðûòèå åñòü ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì.33.12. Ñóùåñòâóþò ëè ëîêàëüíûå ãîìåîìîð�èçìû, íå ÿâëÿþùèåñÿ íàêðûòè-ÿìè?33.13. Äîêàæèòå, ÷òî ñóæåíèå ëîêàëüíîãî ãîìåîìîð�èçìà íà âñÿêîå îòêðû-òîå ïîäìíîæåñòâî åñòü ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì.33.14. Äëÿ êàêèõ ïîäìíîæåñòâ ïðÿìîé R ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ R → S1 :
x 7→ e2πix ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì?1Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè îáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíî-æåñòâà îòêðûò.



252 VII. Íàêðûòèÿ è âû÷èñëåíèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû33.15. Íàéäèòå íåòðèâèàëüíîå íàêðûòèå X → B, ó êîòîðîãî òîòàëüíîå ïðî-ñòðàíñòâî X ãîìåîìîð�íî áàçå B, è óáåäèòåñü â òîì, ÷òî îíî äåéñòâèòåëüíîóäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ íàêðûòèÿ (õîòÿ B è íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî íà-êðûâàåìîé îêðåñòíîñòüþ).33′4. ×èñëî ëèñòîâ íàêðûòèÿÏóñòü p : X → B åñòü íàêðûòèå. Ìîùíîñòü (ò. å. ÷èñëî òî÷åê) ïðî-îáðàçà p−1(a) òî÷êè a ∈ B íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ íàêðûòèÿ â a èëè÷èñëîì ëèñòîâ íàä a.33.M. Åñëè áàçà íàêðûòèÿ ñâÿçíà, òî êðàòíîñòü íàêðûòèÿ â òî÷êåáàçû íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòîé òî÷êè.Òåì ñàìûì â ñëó÷àå íàêðûòèÿ ñî ñâÿçíîé áàçîé èìååò ñìûñë ãîâî-ðèòü î ÷èñëå ëèñòîâ äàííîãî íàêðûòèÿ, ïîíèìàÿ ïîä ýòèì ÷èñëî ëèñòîâíàä ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé åãî áàçû. Åñëè ÷èñëî ëèñòîâ êîíå÷íî è ðàâ-íî n, òî íàêðûòèå íàçûâàåòñÿ n-ëèñòíûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,÷òî íàêðûòèå áåñêîíå÷íîëèñòíî. ßñíî, ÷òî õîòÿ ìû è ãîâîðèì î ÷èñëåëèñòîâ íàêðûòèÿ, ñàìè ëèñòû âûäåëèòü íåâîçìîæíî, åñëè òîëüêî íà-êðûòèå íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ââåäåì ñëåäó-þùåå ñîãëàøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðîîáðàç p−1(U) âñÿêîé ïðàâèëüíîíàêðûòîé îêðåñòíîñòè U ⊂ B ðàçáèâàåòñÿ íà îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà,
p−1(U) =

⋃
Vα, òàêèå ÷òî ñóæåíèå p|Vα : Vα → U � ãîìåîìîð�èçì. Áóäåìíàçûâàòü êàæäîå èç ïîäìíîæåñòâ Vα ëèñòîì íàä U .33.16. ×åìó ðàâíû ÷èñëà ëèñòîâ ó íàêðûòèé ïóíêòà 33′2?Ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü ñìîæåò ñòðîãî îáîñíîâàòü ðåøåíèÿçàäà÷ 33.17�33.19. Ýòî áóäåò ñäåëàíî äàëåå â çàäà÷àõ 39.3�39.6.33.17. Êàêèå ÷èñëà ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê ÷èñëà ëèñòîâ íàêðûòèÿöèëèíäðîì S1 × I ëåíòû Ì¼áèóñà?33.18*. Êàêèå ÷èñëà âû ìîæåòå ðåàëèçîâàòü êàê ÷èñëà ëèñòîâ íàêðûòèÿëåíòû Ì¼áèóñà ëåíòîé Ì¼áèóñà?33.19*. Êàêèå ÷èñëà âû ìîæåòå ðåàëèçîâàòü êàê ÷èñëà ëèñòîâ íàêðûòèÿáóòûëêè Êëåéíà òîðîì?33.20*. Êàêèå ÷èñëà ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê ÷èñëà ëèñòîâ íàêðûòèÿáóòûëêè Êëåéíà áóòûëêîé Êëåéíà?33.21*. Ïîñòðîéòå d-ëèñòíîå íàêðûòèå ñ�åðû ñ p ðó÷êàìè ñ�åðîé ñ d(p −

1) + 1 ðó÷êàìè.33.22. Ïóñòü p : X → Y è q : Y → Z � íàêðûòèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè qêîíå÷íîëèñòíî, òî è q ◦ p : X → Z � íàêðûòèå.33.23*. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î êîíå÷íîñòè ÷èñëà ëèñòîâ â çàäà÷å33.22 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.33.24. Ïóñòü p : X → B � íàêðûòèå ñ êîìïàêòíîé áàçîé B. Äîêàæèòå, ÷òî:1) åñëè ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî, òî íàêðûòèå êîíå÷íîëèñòíî; 2) åñëè Bõàóñäîð�îâî è íàêðûòèå êîíå÷íîëèñòíî, òî X êîìïàêòíî.



33. Íàêðûòèÿ 25333.25. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå îáúåäè-íåíèÿ îòêðûòûõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ U è V . Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïåðåñå÷åíèå
U ∩ V íå ñâÿçíî, òî X îáëàäàåò ñâÿçíûì áåñêîíå÷íîëèñòíûì íàêðûòèåì.33′5. Óíèâåðñàëüíûå íàêðûòèÿÍàêðûòèå p : X → B íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, åñëè ïðîñòðàíñòâî

X îäíîñâÿçíî. Ïîÿâëåíèå â ýòîì êîíòåêñòå ñëîâà óíèâåðñàëüíîå áóäåòîáúÿñíåíî â 39.33.N. Êàêèå èç íàêðûòèé, îáñóæäàâøèõñÿ âûøå, ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëü-íûìè?



254 VII. Íàêðûòèÿ è âû÷èñëåíèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû34. Òåîðåìû î íàêðûâàþùèõ ïóòÿõ34′1. Ïîäíÿòèå îòîáðàæåíèéÏóñòü p : X → B è f : A → B � ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ. �îâî-ðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå g : A→ X íàêðûâàåò îòîáðàæåíèå f èëè ÿâëÿåòñÿåãî ïîäíÿòèåì (ïî îòíîøåíèþ ê p), åñëè p ◦ g = f . Ìíîæåñòâî òîïîëî-ãè÷åñêèõ çàäà÷ ìîãóò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíû êàê çàäà÷è ïîèñêà íåïðå-ðûâíîãî íàêðûâàþùåãî äëÿ äàííîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ. Çàäà-÷è ýòîãî òèïà íàçûâàþòñÿ çàäà÷àìè ïîäíÿòèÿ. Èõ �îðìóëèðîâêè ìîãóòâêëþ÷àòü äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ íà ïîäíÿòèÿ, íàïðèìåð, â íåêîòî-ðûõ èç íèõ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîäíÿòèå áûëî �èêñèðîâàíî íà íåêîòîðîìïîäïðîñòðàíñòâå.34.A. Äîêàæèòå, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå S1 → S1 íå ìîæåòáûòü ïîäíÿòî ïî îòíîøåíèþ ê íàêðûòèþ R → S1 : x 7→ e2πix. (Äðóãèìèñëîâàìè, íå ñóùåñòâóåò òàêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ g : S1 → R,÷òî e2πig(x) = x äëÿ âñåõ x ∈ S1.)34′2. Ïîäíÿòèå ïóòè34.B Òåîðåìà î íàêðûâàþùåì ïóòè. Ïóñòü p : X → B � íàêðû-òèå, x0 ∈ X, b0 ∈ B � òàêèå òî÷êè, ÷òî p(x0) = b0. Äëÿ ëþáîãî ïó-òè s : I → B, íà÷èíàþùåãîñÿ â b0, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü
s̃ : I → X, íà÷èíàþùèéñÿ â òî÷êå x0 è íàêðûâàþùèé ïóòü s. (Äðóãè-ìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü s̃ : I → X, òàêîé, ÷òî
s̃(0) = x0 è p ◦ s̃ = s.)Ìîæíî äîêàçàòü è áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, ÷åì òåîðåìà 34.B � ñì. çà-äà÷è 34.1�34.3.34.1. Ïóñòü p : X → B � òðèâèàëüíîå íàêðûòèå, x0 ∈ X è b0 ∈ B � òàêèåòî÷êè, ÷òî p(x0) = b0. Äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : A → B,ïåðåâîäÿùåãî íåêîòîðóþ òî÷êó a0 ∈ A â b0, ñóùåñòâóåò åãî íåïðåðûâíîå ïîä-íÿòèå ef : A→ X, äëÿ êîòîðîãî ef(a0) = x0.34.2. Ïóñòü p : X → B � òðèâèàëüíîå íàêðûòèå, x0 ∈ X è b0 ∈ B � òàêèåòî÷êè, ÷òî p(x0) = b0. Åñëè ìíîæåñòâî A ñâÿçíî, òî äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâ-íîãî îòîáðàæåíèÿ f : A → B, ïåðåâîäÿùåãî íåêîòîðóþ òî÷êó a0 ∈ A â b0,íåïðåðûâíîå ïîäíÿòèå ef : A→ X ñ ef(a0) = x0 åäèíñòâåííî.34.3. Ïóñòü p : X → B � íàêðûòèå, à A � íåêîòîðîå ñâÿçíîå è ëîêàëüíî ñâÿç-íîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f, g : A → X ñîâïàäàþò âíåêîòîðîé òî÷êå è p ◦ f = p ◦ g, òî f = g.34.4. Åñëè â çàäà÷å 34.2 çàìåíèòü òî÷êè x0, b0 è a0 ïàðàìè òî÷åê, òî ìîæåòñòàòüñÿ, ÷òî çàäà÷à ïîäíÿòèÿ íå äîïóñêàåò ðåøåíèÿ ef ñ ef(a0) = x0. Ñ�îðìóëè-ðóéòå óñëîâèå, íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ.



34. Òåîðåìû î íàêðûâàþùèõ ïóòÿõ 25534.5. Ïîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà î íàêðûâàþùåì ïóòè 34.B íå îáîáùàåòñÿ íàëîêàëüíûå ãîìåîìîð�èçìû, òàêèå êàê ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì (0, 3) → S1 :

x 7→ e2πix çàäà÷è 34.4.34.6. �àññìîòðèì íàêðûòèå C → Cr0 : z 7→ ez. Íàéäèòå ïóòè, íàêðûâàþùèåïóòè u(t) = 2 − t, v(t) = (1 + t)e2πit, è èõ ïðîèçâåäåíèÿ uv è vu.34′3. Ïîäíÿòèå ãîìîòîïèè34.C Òåîðåìà î íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè. Ïóñòü p : X → B �íàêðûòèå, x0 ∈ X è b0 ∈ B � òàêèå òî÷êè, ÷òî p(x0) = b0. Ïóñòüïóòè u, v : I → B íà÷èíàþòñÿ â òî÷êå b0 è ũ, ṽ : I → X � íàêðûâàþùèåèõ ïóòè ñ íà÷àëîì â òî÷êå x0. Òîãäà, åñëè ïóòè u, v ãîìîòîïíû, òîïóòè ũ, ṽ òàêæå ãîìîòîïíû.34.D Ñëåäñòâèå. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 34.C íàêðûâàþùèå ïó-òè ũ è ṽ êîí÷àþòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå (ò. å. ũ(1) = ṽ(1)).Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â 34.C è 34.D ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó íàêðûâàþùèõïóòåé îáùåå íà÷àëî x0, à òîãäà, ñîãëàñíî 34.D, ñîâïàäàþò è èõ êîíöû.34.E Ñëåäñòâèå ñëåäñòâèÿ 34.D. Ïóñòü p : X → B � íàêðûòèå.Åñëè ïåòëÿ s : I → B íàêðûâàåòñÿ íåçàìíóòûì ïóò¼ì (òàê ñêàçàòü,ðàçìûêàåòñÿ ïðè ïîäíÿòèè), òî îíà íå ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé.34.7. Ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî B, îáëàäàþùåå íåòðèâèàëüíûì ëèíåéíîñâÿçíûì íàêðûòèåì, íåîäíîñâÿçíî.34.8. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàêðûòèå p : X → B ñ îäíîñâÿçíûì B è ëèíåéíîñâÿçíûì X ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.34.9. Êàêèå ñëåäñòâèÿ ìîæíî èçâëå÷ü èç 34.7 îòíîñèòåëüíî ïðèâåäåííûõ â33 ïðèìåðîâ íàêðûòèé?34.10. Çàãàäêà. Òàê ëè óæ âàæíî óñëîâèå òåîðåìû 34′3, ñîãëàñíî êîòîðîìóîòîáðàæåíèÿ u è v ÿâëÿþòñÿ ïóòÿìè? Íà êàêîé êëàññ îòîáðàæåíèé è ïðî-ñòðàíñòâ âû ìîæåòå îáîáùèòü ýòó òåîðåìó?



256 VII. Íàêðûòèÿ è âû÷èñëåíèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû35. Âû÷èñëåíèå �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïïïðè ïîìîùè óíèâåðñàëüíûõ íàêðûòèé35′1. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà îêðóæíîñòèÄëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îáîçíà÷èì ÷åðåç sn ïåòëþ I →
S1 : t 7→ e2πint. Íà÷àëüíîé òî÷êîé ïåòëè ÿâëÿåòñÿ òî÷êà 1 ∈ C. �îìîòîïè-÷åñêèé êëàññ ïåòëè s1 îáîçíà÷èì ÷åðåç α. Òàêèì îáðàçîì, α ∈ π1(S

1, 1).35.A. Ïåòëÿ sn ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà αn.35.B. Óêàæèòå ïóòü â R, íà÷èíàþùèéñÿ â òî÷êå 0 ∈ R è íàêðûâàþùèéïåòëþ sn îòíîñèòåëüíî óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ R → S1.35.C. �îìîìîð�èçì ϕ : Z → π1(S
1, 1) : n 7→ αn, ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èç-ìîì.35.C.1. Ôîðìóëà n 7→ αn îïðåäåëÿåò ãîìîìîð�èçì Z → π1(S

1, 1).35.C.2. Åñëè ïóòü s̃ : I → R ñ íà÷àëîì â 0 ∈ R, íàêðûâàþùèé ïåòëþ
s : I → S1 (ñ íà÷àëîì â 1), êîí÷àåòñÿ â òî÷êå n (ò. å. s̃(1) = n), òî ïåòëÿ sãîìîòîïíà ïåòëå sn.35.C.3. Åñëè ïåòëÿ sn ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé, òî n = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,ãîìîìîð�èçì ϕ � ìîíîìîð�èçì.35.1. Íàéäèòå ïðîîáðàç ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà ïåòëè t 7→ e2πit

2 ïðè èçî-ìîð�èçìå òåîðåìû 35.C.Îáîçíà÷èì ÷åðåç deg èçîìîð�èçì, ÿâëÿþùèéñÿ îáðàòíûì ê èçîìîð�èçìó35.C.35.2. Äëÿ ëþáîé ïåòëè s : I → S1, íà÷èíàþùåéñÿ â åäèíèöå, deg([s]) åñòüöåëîå ÷èñëî, ñîâïàäàþùåå ñ êîíå÷íîé òî÷êîé ïóòè, íà÷èíàþùåãîñÿ â 0 ∈ R èíàêðûâàþùåãî ïåòëþ s.35.D Ñëåäñòâèå òåîðåìû 35.C. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà n-ìåðíîãî òî-ðà (S1)n � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà n ( ò. å. ýòî åñòü ãðóïïà,èçîìîð�íàÿ Zn).35.E. Óêàæèòå ïåòëè, ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îáðà-çóþùèìè �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû òîðà S1 × S1.35.F Ñëåäñòâèå òåîðåìû 35.C. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîêîëîòîéïëîñêîñòè R2 r 0 åñòü áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.35.3. �åøèòå çàäà÷è 35.D�35.F, íå ññûëàÿñü íà òåîðåìû 35.C è 31.H, à îïè-ðàÿñü íà ÿâíîå ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ.



35. Âû÷èñëåíèå �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï 25735′2. Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïûïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâÔóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷-íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîñêîëüêó ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ ãîìåîìîð�íàîêðóæíîñòè. Íóëüìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç îäíîéòî÷êè, òàê ÷òî åãî �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà òðèâèàëüíà. Âû÷èñëèì òå-ïåðü �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû âñåõ ïðî÷èõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ.Ïóñòü n ≥ 2 è l : I → RPn � ïåòëÿ, êîòîðóþ íàêðûâàåò ïóòü
l̃ : I → Sn, ñîåäèíÿþùèé äâå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êèñ�åðû, ñêàæåì, ïîëþñû P+ = (1, 0, . . . , 0) è P− = (−1, 0, . . . , 0). Îáîçíà-÷èì ÷åðåç λ ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïåòëè l â �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå
π1(RP

n, (1 : 0 : . . . : 0)).35.G. Äëÿ êàæäîãî n ≥ 2 ãðóïïà π1(RP
n, (1 : 0 : . . . : 0)) ÿâëÿåòñÿöèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Îíà ñîñòîèò èç λ è 1.35.G.1 Ëåììà. Ïðîèçâîëüíàÿ ïåòëÿ â RPn ñ íà÷àëîì â òî÷êå (1 : 0 : . . . :

0) ãîìîòîïíà èëè ïåòëå l èëè ïîñòîÿííîé ïåòëå. Ýòî çàâèñèò îò òîãî,ñîåäèíÿåò ëè ïóòü, íàêðûâàþùèé ýòó ïåòëþ, ïîëþñû P+ è P−, èëè æåîí ñàì ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé.35.4. �äå â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåìû 35.G è ëåììû 35.G.1 èñïîëüçîâàíî ïðåä-ïîëîæåíèå n ≥ 2?35′3. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà áóêåòà îêðóæíîñòåé�àññìîòðèì ñåìåéñòâî òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ {Xα}, â êàæäîìèç êîòîðûõ îòìå÷åíî ïî îäíîé òî÷êå xα. �àññìîòðèì íåñâÿçíóþ ñóììó⊔
αXα ýòèõ ïðîñòðàíñòâ è îòîæäåñòâèì â í¼ì âñå îòìå÷åííûå òî÷êè.Ïîëó÷åííîå �àêòîðïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ áóêåòîì ïðîñòðàíñòâ {Xα}è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∨αXα. Â ÷àñòíîñòè, áóêåò q îêðóæíîñòåé � ýòî ïðî-ñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì q ýêçåìïëÿðîâ îêðóæíîñòåé, èìå-þùèõ îäíó îáùóþ òî÷êó, íàçûâàþùóþñÿ öåíòðîì ýòîãî áóêåòà.Îáîçíà÷èì áóêåò q îêðóæíîñòåé ÷åðåç Bq, à åãî öåíòð � ÷åðåç c.Ïóñòü u1, . . . , uq � ïåòëè â Bq, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ â c è ïà-ðàìåòðèçóåò ñîîòâåòñòâóþùóþ îêðóæíîñòü áóêåòà Bq. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

αi ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïåòëè ui.35.H Òåîðåìà. �ðóïïà π1(Bq, c) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé, ñâîáîäíîïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè α1, . . . , αq.35′4. Àëãåáðàè÷åñêîå îòñòóïëåíèå: ñâîáîäíûå ãðóïïûÍàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà G åñòü ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè îá-ðàçóþùèìè a1, . . . , aq, åñëè:



258 VII. Íàêðûòèÿ è âû÷èñëåíèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû
• êàæäûé åå ýëåìåíò x ∈ G ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ñòå-ïåíåé (ñ öåëûìè, íî íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíûìè ïîêàçàòå-ëÿìè) ýëåìåíòîâ a1, . . . , aq, ò. å. x = ae1i1 a

e2
i2
. . . aenin ;

• ýòî ïðåäñòàâëåíèå îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ñëåäóþùèõ òðè-âèàëüíûõ îïåðàöèé: ìîæíî âñòàâëÿòü è óäàëÿòü ïðîèçâåäåíèÿâèäà aia−1
i è a−1

i ai èëè çàìåíÿòü ami íà api aqi ñ p + q = m è îá-ðàòíî.35.I. Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà ÷èñ-ëîì ñâîèõ ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ.×èñëî ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ ñâîáîäíîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ å¼ ðàí-ãîì. Ñòàíäàðòíûì ïðåäñòàâèòåëåì â êëàññå èçîìîð�íûõ ñâîáîäíûõ ãðóïïðàíãà q ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà ñëîâ àë�àâèòà, ñîñòîÿùåãî èç q áóêâ a1, ..., aq èîáðàòíûõ ê íèì a−1
1 , ..., a−1

q . Äâà ñëîâà ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå ýëå-ìåíò ýòîé ãðóïïû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíî èç íèõ ìîæåò áûòüïîëó÷åíî èç äðóãîãî ïîñðåäñòâîì âñòàâîê è óäàëåíèé �ðàãìåíòîâ aia−1
i è

a−1
i ai. Äëÿ ýòîé ãðóïïû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå F(a1, . . . , aq)èëè ïðîñòî Fq, åñëè íàñ íå èíòåðåñóþò êîíêðåòíûå îáðàçóþùèå.35.J. Âñÿêèé ýëåìåíò ãðóïïû F(a1, . . . , aq) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì êðàò-÷àéøèì ïðåäñòàâèòåëåì. Èì ÿâëÿåòñÿ ñëîâî, â êîòîðîì íåëüçÿ ïðî-èçâåñòè íèêàêèõ ñîêðàùåíèé.×èñëî áóêâ, âõîäÿùèõ â êðàò÷àéøåå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà x ∈

F(a1, . . . , aq), íàçûâàåòñÿ äëèíîé ýëåìåíòà x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç l(x).Êîíå÷íî, äëÿ òîãî ÷òîáû äëèíà áûëà îïðåäåëåíà, íåîáõîäèìî, ÷òîáûáûëè �èêñèðîâàíû îáðàçóþùèå ýòîé ãðóïïû.35.5. Ïîêàæèòå, ÷òî àâòîìîð�èçì ãðóïïû Fq ìîæåò ïåðåâîäèòü ýëåìåíò x ∈
Fq â ýëåìåíò, èìåþùèé äðóãóþ äëèíó. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ q ýòî íåâîçìîæíî?Ìîæíî ëè òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü ñëîâî ïðîèçâîëüíîé äëèíû?35.K. �ðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé, ñâîáîäíî ïîðîæäåííîéñâîèìè ýëåìåíòàìè a1, . . . , aq, ñîãäà ëþáîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà

{a1, . . . , aq} â ïðîèçâîëüíóþ ãðóïïó X ïðîäîëæàåòñÿ äî åäèíñòâåííîãîãîìîìîð�èçìà G→ X.Èíîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû 35.K ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå ñâî-áîäíîé ãðóïïû. Îïðåäåëåíèÿ òàêîãî ñîðòà â áîëüøåé ñòåïåíè ïîä÷åð-êèâàþò âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ãðóïïàìè, íåæåëè âíóòðåííþþñòðóêòóðó êàæäîé ãðóïïû. Êîíå÷íî, òàêèå âçàèìîñâÿçè ïîçâîëÿþò â êî-íå÷íîì èòîãå âîññòàíîâèòü è âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó ãðóïï.Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðå�îðìóëèðîâàòü òåîðåìó 35.H òàê:



35. Âû÷èñëåíèå �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï 25935.L. �îìîìîð�èçì F(a1, . . . , aq) → π1(Bq, c), îòîáðàæàþùèé ai â ýëå-ìåíò αi �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû áóêåòà îêðóæíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ èçî-ìîð�èçìîì.Ïðåæäå âñåãî, äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì q = 2, ÷òîáû èçáå-æàòü íåíóæíûõ ñëîæíîñòåé â îáîçíà÷åíèÿõ è ðèñóíêàõ. Ýòî ïðîñòåéøèéñëó÷àé, êîòîðûé äåéñòâèòåëüíî ïîëíîñòüþ ïðåäñòàâëÿ-åò îáùóþ ñèòóà-öèþ, â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå q = 1 ñëèøêîì ìíîãî ñïåöè�èêè (õîòÿ áûïîòîìó, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà êîììóòàòèâíà).×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåèìóùåñòâàìè áóêåòà äâóõ îêðóæíîñòåé,èçãîíèì èíäåêñû èç îáîçíà÷åíèé. Ïîëîæèì B = B2, u = u1, v = u2,
α = α1, β = α2.Òåïåðü óòâåðæäåíèå 35.L âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:�îìîìîð�èçì F(a, b) → π(B, c), ïðè êîòîðîì a 7→ α è b 7→ β, ÿâëÿ-åòñÿ èçîìîð�èçìîì.Ýòó òåîðåìó ìîæíî áû äîêàçàòü òàê æå êàê òåîðåìû 35.C è 35.G,åñëè á òîëüêî çíàòü, êàê óñòðîåíî óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå áóêåòà B.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïðèäåòñÿ ïîñòðîèòüóíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî áóêåòà äâóõ îêðóæíîñòåé.35′5. Óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå áóêåòà äâóõ îêðóæíîñòåéÎáîçíà÷èì ÷åðåç U è V òî÷êè, àíòèïîäàëüíûå òî÷êå c íà îêðóæ-íîñòÿõ áóêåòà B. �àçðåæåì B â ýòèõ òî÷êàõ, óäàëèâ èõ èç B è çàòåìäîáàâèâ âìåñòî êàæäîé èç íèõ äâå íîâûå òî÷êè. Êàêîâà áû íè áûëà ýòàîïåðàöèÿ ðàçðåçàíèÿ, å¼ ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ êðåñò K, ïðåäñòàâëÿþ-ùèé ñîáîé îáúåäèíåíèå ÷åòûðåõ îòðåçêîâ ñ îáùèì êîíöîì c. Îòðåçêèìû áóäåì íàçûâàòü ëó÷àìè êðåñòà. Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
P : K → B, ïåðåâîäÿùåå öåíòð c êðåñòà K â öåíòð c áóêåòà B, ñóæåíèåêîòîðîãî íà êàæäûé èç ëó÷åé êðåñòà ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì ýòîãîëó÷à íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëóîêðóæíîñòü áóêåòà. Ïîñêîëüêó îêðóæ-íîñòè áóêåòà B ïàðàìåòðèçîâàíû ïåòëÿìè u è v, òî ïîëîâèíêè êàæäîéèç îêðóæíîñòåé ìîæíî óïîðÿäî÷èòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U+ òó òî÷êó ïðî-îáðàçà P−1(U), êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ëó÷ó, îòîáðàæàþùåìóñÿ â ïåðâóþèç ïîëîâèí îêðóæíîñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó U , è ÷åðåç U− � âòîðóþ òî÷-êó èç ñîñòàâëÿþùèõ ýòîò ïðîîáðàç. Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷èì ÷åðåç V + è
V − òî÷êè ïðîîáðàçà P−1(V ).

U V
U+

U−

U+

U−

∼=

U+

U−

V +

V −



260 VII. Íàêðûòèÿ è âû÷èñëåíèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïûÑóæåíèå îòîáðàæåíèÿ P íà K r {U+, U−, V +, V −} ÿâëÿåòñÿ ãîìåî-ìîð�èçìîì íà Br{U, V }. Ïîýòîìó P ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà
Br {U, V }. Îäíàêî òî÷êè U è V íå èìåþò ïðàâèëüíî íàêðûòûõ îêðåñò-íîñòåé. Áîëåå òîãî, ïðîîáðàç êàæäîé èç íèõ ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê (ñîîò-âåòñòâóþùèõ êîíöåâûõ òî÷åê êðåñòà), â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ P äàæå íåÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîð�èçìîì. ×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ ýòîé íåïðè-ÿòíîñòüþ, ïðèêëåèì â êàæäîé èç ÷åòûðåõ êîíöåâûõ òî÷åê êðåñòà K åùåîäèí ýêçåìïëÿð êðåñòà K è ïðîäîëæèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîáðà-æåíèå P íà ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íîòåïåðü ïîÿâèëèñü íîâûå 12 êîíöåâûõ òî÷åê, â êîòîðûõ íàøå îòîáðàæå-íèå íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîð�èçìîì. ×òî æå, ïîâòîðèì òó æåîïåðàöèþ, ïðèêëåèâ 12 íîâûõ êîïèé êðåñòà K. È âîò óæå ó êàæäîé èçýòèõ 12 òî÷åê åñòü îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîð�íî îòîáðàæàþùàÿñÿ íà ñâîéîáðàç â B. Íî çàòî âîçíèêëè 36 íîâûõ êîíöåâûõ òî÷åê. È òàê äàëåå. . .Ýòà äåÿòåëüíîñòü êàæåòñÿ âïîëíå áåçóìíîé: èñïðàâëÿÿ äå�åêòû, ìû ñî-çäà¼ì íà êàæäîì øàãå â òðè ðàçà áîëüøå íîâûõ. Îäíàêî åñëè ïîâòîðèòüýòî áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç, òî âñå ïëîõèå òî÷êè èñïðàâÿòñÿ è ïîëó÷åííîåòîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ çàäàííûì íà íåì ïðîäîëæåíèåì îòîáðà-æåíèÿ P îêàæåòñÿ íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì.235.M. Ôîðìàëèçóéòå îïèñàííóþ âûøå êîíñòðóêöèþ íàêðûòèÿ áóêåòà
B. �àññìîòðèì ãðóïïó F(a, b) êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ äèñ-êðåòíîé òîïîëîãèåé è ïîñòðîèì åãî ïðîèçâåäåíèå íà êðåñò K. �åçóëüòàò� ïðîñòðàíñòâî K × F(a, b) � ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàáîð ýêçåìïëÿ-ðîâ êðåñòà K, çàíóìåðîâàííûõ ýëåìåíòàìè ãðóïïû F(a, b). Òîïîëîãè÷å-ñêè ýòî íåñâÿçíàÿ ñóììà ýòèõ ýêçåìïëÿðîâ. Îòîæäåñòâèì â K × F(a, b)òî÷êó (U−, g) ñ (U+, ga) è òî÷êó (V −, g) ñ (V +, gb) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
g ∈ F(a, b). Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå �àêòîðïðîñòðàíñòâî ÷åðåç X.35.N. Êîìïîçèöèÿ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè K×F(a, b) → K è îòîáðàæå-íèÿ P : K → B îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíîå �àêòîðîòîáðàæåíèå p : X → B.2Ýòî íàïîìèíàåò ñêàçî÷íóþ èñòîðèþ î áèòâå ñî Çìååì �îðûíû÷åì, íî íåîæèäàííàÿñ÷àñòëèâàÿ ðàçâÿçêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòåìàòèêà îáëàäàåò ìàãè÷åñêîé ìîùüþ, î êàêîé ãåðîèñêàçîê íå ìîãëè è ïîìûñëèòü. È â ñàìîì äåëå, ìû âñòðåòèëè Çìåÿ �îðûíû÷à K î ÷åòûð¼õãîëîâàõ, äîáëåñòíî îòñåêëè åìó âñå ãîëîâû, íî, â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèåé æàíðà, íà ìåñòåêàæäîé ñòàðîé ãîëîâû âûðîñëè 3 íîâûå. Ìû îòñåêëè è èõ, è èñòîðèÿ ïîâòîðèëàñü. À ìû è íåäóìàåì, êàê áû èçáåæàòü ýòîãî ðàçìíîæåíèÿ ãîëîâ. Çíàé ðóáèì! Â îòëè÷èå îò ãåðîåâ ñêàçîê,ìû äåéñòâóåì âíå Âðåìåíè, è íàì íåêóäà ñïåøèòü. Ïîâòîðèâ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàçóïðàæíåíèå â îòñåêàíèè ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåãî ÷èñëà ãîëîâ, ìû ïîáåäèëè! Ó íàøåãî�îðûíû÷à ãîëîâ-òî è íå îñòàëîñü!Òàêîâà òèïè÷íàÿ êàðòèíà óñïåøíîé áåñêîíå÷íîé êîíñòðóêöèè â ìàòåìàòèêå. Èíîãäà,êàê â íàøåì ñëó÷àå, òàêóþ áåñêîíå÷íóþ êîíñòðóêöèþ ìîæíî çàìåíèòü êîíå÷íîé, íî èìåþ-ùåé äåëî ñ áåñêîíå÷íûìè îáúåêòàìè. Îäíàêî, ñëó÷àåòñÿ, ÷òî âàæíàÿ êîíñòðóêöèÿ âêëþ÷àåòáåñêîíå÷íîå ïîâòîðåíèå, êîòîðîãî íèêàê íåâîçìîæíî èçáåæàòü.



35. Âû÷èñëåíèå �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï 26135.O. Îòîáðàæåíèå p : X → B ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.35.P. Ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g ∈ F(a, b)ñóùåñòâóåò ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó (c, 1) ñ òî÷êîé (c, g), íàêðûâàþùèéïåòëþ â B, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå çàìåíû â ñëîâå g áóêâû a ïåòëåé
u, à áóêâû b � ïåòëåé v.35.Q. Ïðîñòðàíñòâî X îäíîñâÿçíî.35′6. Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû íåêîòîðûõ êîíå÷íûõïðîñòðàíñòâ35.6. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ëèíåéíî ñâÿçíîå òðåõòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî îä-íîñâÿçíî (ñð. 31.7).35.7. �àññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê a, b,

c è d, â êîòîðîì òîïîëîãèÿ çàäàíà áàçîé, ñîñòàâëåííîé èç ìíîæåñòâ {a}, {c},
{a, b, c} è {c, d, a}. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íåîäíîñâÿçíî.35.8. Âû÷èñëèòå π1(X).35.9. ÏóñòüX � êîíå÷íîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ íåòðèâèàëüíîé �óí-äàìåíòàëüíîé ãðóïïîé. Ïóñòü n0 � íàèìåíüøåå ÷èñëî òî÷åê òàêîãî ïðîñòðàí-ñòâà. 1) Íàéäèòå n0. 2) Êàêîâû íåòðèâèàëüíûå �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ïðî-ñòðàíñòâà, ÷èñëî òî÷åê â êîòîðîì ðàâíî n0?35.10. 1) Ïîñòðîéòå êîíå÷íîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ íåàáåëåâîé �óí-äàìåíòàëüíîé ãðóïïîé. 2) Êàêîâî íàèìåíüøåå ÷èñëî òî÷åê, íåîáõîäèìîå äëÿòàêîãî ïðîñòðàíñòâà?35.11*. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
U è V , ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ èìååò íå ìåíåå òð¼õ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Äîêà-æèòå, ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîñòðàíñòâà X íåàáåëåâà, è, áîëåå òîãî,ìîæåò áûòü îòîáðàæåíà ýïèìîð�íî íà ñâîáîäíóþ ãðóïïó ðàíãà 2.35.12*. Ïîñòðîéòå êîíå÷íîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ �óíäàìåíòàëü-íîé ãðóïïîé Z2.



262 VII. Íàêðûòèÿ è âû÷èñëåíèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïûÄîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè33.A Ïîêàæåì, ÷òî ñàìî ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî íàêðûòûì.Äåéñòâèòåëüíî, (prB
)−1

(B) = X =
⋃
y∈F (B × y), à ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿâ ïðîñòðàíñòâå F äèñêðåòíà, òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ B × y îòêðûòî âòîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå íàêðûòèÿ, à ñóæåíèå prB íà êàæäîå èç íèõ åñòüãîìåîìîð�èçì.33.B Ïîñòðîèì ãîìåîìîð�èçì h : p−1(U) → U × p−1(a)äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðàâèëüíî íàêðûòîé îêðåñòíîñòè U ⊂ B òî÷êè a. Ïîîïðåäåëåíèþ ïðàâèëüíî íàêðûòîé îêðåñòíîñòè, p−1(U) =

⋃
Uα. Ïóñòü

x ∈ p−1(U), �àññìîòðèì òî èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Uα, êîòîðîå ñîäåðæèòòî÷êó x, è ñîïîñòàâèì åé ïàðó (p(x), c), ãäå {c} = p−1(a) ∩ Uα. ßñíî,÷òî ñîîòâåòñòâèå x 7→ (p(x), c) îïðåäåëÿåò ãîìåîìîð�èçì h : p−1(U) →
U × p−1(a).Â ñèëó 33.1, U ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî íàêðûòîé îêðåñòíîñòüþ, çíà÷èò,
p : X → B åñòü íàêðûòèå.33.C Äëÿ âñÿêîé òî÷êè z ∈ S1 ìíîæåñòâî Uz = S1 r {−z} ÿâëÿåòñÿåå ïðàâèëüíî íàêðûòîé îêðåñòíîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü z = e2πix.Òîãäà ïðîîáðàç îêðåñòíîñòè Uz � ýòî îáúåäèíåíèå ⋃k∈Z

(
x+k− 1

2 , x+k+

1
2

), à ñóæåíèå íàêðûòèÿ íà êàæäûé èç óêàçàííûõ èíòåðâàëîâ ÿâëÿåòñÿãîìåîìîð�èçìîì.33.D Ïðàâèëüíî íàêðûòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè (z, y) ∈ S1 × R ÿâ-ëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå (S1 r {−z}) × R; ñð. 33.E.33.F �àññìîòðèì äèàãðàììó
R2 h−−−−→ C

q

y
yp

S1 × R
g−−−−→ C r 0,â êîòîðîé g(z, x) = zex, h(x, y) = y + 2πix, à q(x, y) = (e2πix, y). Èçðàâåíñòâà g(q(x, y)) = e2πix · ey = ey+2πix = p(h(x, y)) ñëåäóåò, ÷òî îíàêîììóòàòèâíà. ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ g è h ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîð�èçìà-ìè. Ïîñêîëüêó, â ñèëó 33.D, îòîáðàæåíèå q ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, òî è p� íàêðûòèå.33.G Â ñèëó 33.E, äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç 33.C. Êîíå÷íî, åãîíåòðóäíî äîêàçàòü è íåïîñðåäñòâåííî. Ïðàâèëüíî íàêðûòîé îêðåñòíî-ñòüþ òî÷êè (z, z′) ∈ S1×S1 áóäåò ïðîèçâåäåíèå (S1r{−z})×(S1r{−z′}).



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 26333.H Ïóñòü z ∈ S1. Ïðîîáðàç òî÷êè −z ïðè ïðîåêöèè ñîñòîèò èç nòî÷åê, êîòîðûå ðàçáèâàþò òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íàêðûòèÿ íà n äóã,ïðè ýòîì ñóæåíèå ïðîåêöèè íà êàæäóþ èç íèõ îïðåäåëÿåò ãîìåîìîð�èçìýòîé äóãè íà îêðåñòíîñòü S1 r {−z} òî÷êè z.33.I Â ñèëó 33.E, ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç 33.H.33.J Ïðîîáðàç òî÷êè y ∈ RPn � ýòî ïàðà {x,−x} ⊂ Sn àíòèïîäàëü-íûõ òî÷åê. Ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð ñ�åðû ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíàÿâåêòîðó x, ðàçáèâàåò ñ�åðó íà äâå îòêðûòûõ ïîëóñ�åðû, êàæäàÿ èç êî-òîðûõ ãîìåîìîð�íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà (ãîìåîìîð�íóþ Rn) îêðåñòíîñòüòî÷êè y ∈ RPn.33.K Íåò, íå ÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ó òî÷êè 1 ∈ S1 íå ñóùåñòâóåòïðàâèëüíî íàêðûòîé îêðåñòíîñòè.33.L Óêàçàííûå â �îðìóëèðîâêå îòêðûòûå èíòåðâàëû íå ÿâëÿþòñÿîòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè ïëîñêîñòè. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ïðîîáðàçâñÿêîãî èíòåðâàëà åñòü ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, åãî âîîáùå íåëüçÿ ðàçáèòüíà îòêðûòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà.33.M Äîêàæèòå, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ íàêðûòèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìíî-æåñòâî òî÷åê áàçû, ó êîòîðûõ ïðîîáðàç èìååò çàäàííóþ ìîùíîñòü, ÿâ-ëÿåòñÿ îòêðûòûì, è âîñïîëüçóéòåñü ñâÿçíîñòüþ áàçû íàêðûòèÿ.33.N Òå, â êîòîðûõ íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ R1, R2,
Rn r 0 ñ n ≥ 3, Sn ñ n ≥ 2, ò. å. îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî.34.A Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäíÿòèå g òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿîêðóæíîñòè â ñåáÿ ñóùåñòâóåò; îíî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé èíúåêöèåé
S1 → R. Ïîêàæåì, ÷òî òàêèõ èíúåêöèé íå ñóùåñòâóåò. Ïóñòü g(S1) =
[a; b]. Èç òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà
x ∈ (a; b) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ òî÷åê îêðóæíîñòè.Ñëåäîâàòåëüíî, g � íå èíúåêöèÿ.34.B �àññìîòðèì ïîêðûòèå áàçû íàáîðîì ïðàâèëüíî íàêðûòûõîêðåñòíîñòåé åãî òî÷åê è òàêîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [0; 1] òî÷êàìè 0 = a0 <
a1 < . . . < an = 1, ÷òî îáðàç s([ai; ai+1]) ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì â îäíîé èçïðàâèëüíî íàêðûòûõ îêðåñòíîñòåé; s([ai; ai+1]) ⊂ Ui, i = 0, 1, . . . , n − 1.Ïîñêîëüêó ñóæåíèå íàêðûòèÿ íà ïðîîáðàç p−1(U0) ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëü-íûì íàêðûòèåì è f([a0; a1]) ⊂ U0, òî ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå îòîáðàæåíèÿ
s|[a0;a1], òàêîå ÷òî s̃(a0) = x0, ïóñòü x1 = s̃(a1). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîäíÿòèå s̃|[a1;a2], òàêîå ÷òî s̃(a1) = x1; ïóñòü
x2 = s̃(a2), è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, ïîäíÿòèå s̃ : I → X ñóùåñòâóåò.Åãî åäèíñòâåííîñòü î÷åâèäíà. Òåì, êòî ñ ýòèì íå ñîãëàñåí, ìû ïðåäëà-ãàåì ïðîâåñòè, ê ïðèìåðó, ðàññóæäåíèå ïî èíäóêöèè.34.C Ïóñòü h : I × I → B � ãîìîòîïèÿ ìåæäó ïóòÿìè u è v, òàêèìîáðàçîì, h(τ, 0) = u(τ), h(τ, 1) = v(τ), h(0, t) = b0 è h(1, t) = b1 ∈ B.



264 VII. Íàêðûòèÿ è âû÷èñëåíèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïûÏîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå h̃ : I × I → X, íàêðûâàþùåå hè òàêîå, ÷òî h(0, 0) = x0. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ íàêðûâàþùåéãîìîòîïèè àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î íàêðûâàþùåì ïóòè.�àçîáüåì êâàäðàò I × I íà êâàäðàòû ìåíüøåãî ðàçìåðà, îáðàç êàæäîãîêîòîðûõ ïðè îòîáðàæåíèè h ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ïðàâèëüíî íàêðû-òîé îêðåñòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå B. Ñóæåíèå hk,l ãîìîòîïèè h íà êàæ-äûé èç �ìàëåíüêèõ� êâàäðàòîâ Ik,l áóäåò íàêðûâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìîòîáðàæåíèåì h̃k,l. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íàêðûâàþùóþ h ãîìîòî-ïèþ, íåîáõîäèìî òîëüêî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ýòè îòîáðàæåíèÿ ñîâïàëè íàïåðåñå÷åíèÿõ ýòèõ êâàäðàòîâ. Â ñèëó 34.3, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðå-áîâàòü, ÷òîáû ýòè îòîáðàæåíèÿ ñîâïàëè õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå. Ñäåëàåìïåðâûé øàã: ïóñòü h(I0,0) ⊂ Ub0 è h̃0,0 : I0,0 → X � ýòî òàêîå íàêðûâà-þùåå îòîáðàæåíèå, ÷òî h̃0,0(a0, c0) = x0. Òåïåðü ïîëîæèì b1 = h(a1, c0)è x1 = h̃(a1, c0). Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå h̃1,0 : I1,0 → X, íàêðûâàþùåå
h|I1,0 , òàêîå ÷òî h̃1,0(a1, c0) = x1. Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå, ìû è ïîëó÷èìîòîáðàæåíèå h̃, çàäàííóþ íà âñåì êâàäðàòå. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî h̃� ýòî ãîìîòîïèÿ ïóòåé. �àññìîòðèì íàêðûâàþùèé ïóòü ũ : t 7→ h̃(0, t).Ïîñêîëüêó p◦ũ � ïîñòîÿííûé ïóòü, òî è ïóòü ũ îáÿçàí áûòü ïîñòîÿííûì,çíà÷èò, h̃(0, t) = x0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, h̃(1, t) = x1 � �èêñèðîâàííàÿòî÷êà íàêðûâàþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Çíà÷èò, h̃ � ýòî ãîìîòîïèÿ ïóòåé. Âçàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî å¼ åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò, îïÿòü-òàêè, èç ëåì-ìû 34.3.34.D Ôîðìàëüíî ýòî äåéñòâèòåëüíî ñëåäñòâèå, íî, ñîáñòâåííî ãîâî-ðÿ, ýòî óæå áûëî ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 34.C.34.E Ïîñòîÿííûé ïóòü íàêðûâàåòñÿ ïîñòîÿííûì ïóòåì. Â ñèëó34.D, âñÿêàÿ ïåòëÿ, ãîìîòîïíàÿ ïîñòîÿííîé ïåòëå, íàêðûâàåòñÿ ïåòëåé.34.10 Ê ïðèìåðó, îáîáùèòå òåîðåìó 34.B íà îòîáðàæåíèÿ f : Sn →
B ïðè n > 1 (ñð. 39.Wx and 39.Xx).35.A �àññìîòðèì ïóòè s̃n : I → R : t 7→ nt, s̃n−1 : I → R : t 7→
(n − 1)t è s̃1 : I → R : t 7→ n − 1 + t, íàêðûâàþùèå ïóòè sn, sn−1 è s1,ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå s̃n−1s̃1 îïðåäåëåíî è èìååò òåæå íà÷àëî è êîíåö, ÷òî è ïóòü s̃n, òî s̃n ∼ s̃n−1s̃1, ïîýòîìó sn ∼ sn−1s1.Çíà÷èò, [sn] = [sn−1]α, îòêóäà ïî èíäóêöèè è ñëåäóåò ðàâåíñòâî [sn] = αn.35.B Ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ: ýòî ïóòü, çà-äàííûé �îðìóëîé s̃n(t) = nt.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 26535.C Â ñèëó 35.C.1, ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî êîð-ðåêòíî è ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì. Â ñèëó 35.C.2, îíî � ýïèìîð�èçì, àâ ñèëó 35.C.3 � ìîíîìîð�èçì. Çíà÷èò, îíî ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì.35.C.1 Åñëè n 7→ αn è k 7→ αk, òî n+ k 7→ αn+k = αn · αk.35.C.2 Èç îäíîñâÿçíîñòè ïðÿìîé R ñëåäóåò, ÷òî ïóòè s̃ è s̃n ãîìî-òîïíû, çíà÷èò, ãîìîòîïíû è ïóòè s, sn, ñëåäîâàòåëüíî, [s] = [sn] = αn.35.C.3 Åñëè n 6= 0, òî ïóòü s̃n çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå n, çíà÷èò íåÿâëÿåòñÿ ïåòëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåòëÿ sn íå ãîìîòîïíà íóëþ.35.D Ýòî ñëåäóåò èç ïðîâåäåííîãî âû÷èñëåíèÿ �óíäàìåíòàëüíîéãðóïïû îêðóæíîñòè è óòâåðæäåíèÿ 31.H:
π1(S

1 × . . .× S1
︸ ︷︷ ︸
n ñîìíîæèòåëåé , (1, 1, . . . , 1)) ∼= π1(S

1, 1) × . . .× π1(S
1, 1)︸ ︷︷ ︸

n ñîìíîæèòåëåé ∼= Zn.35.E Ïóñòü S1 × S1 = {(z,w) : |z| = 1, |w| = 1} ⊂ C × C. Îáðà-çóþùèìè �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(S
1 × S1, (1, 1)) ÿâëÿþòñÿ ïåòëè

s1 : t 7→ (e2πit, 1) è s2 : t 7→ (1, e2πit).35.F Ïîñêîëüêó R2 r 0 ∼= S1 × R, òî π1(R
2 r 0, (1, 0)) ∼= π1(S

1, 1) ×
π1(R, 1) ∼= Z.35.G.1 Ïóñòü u � ïåòëÿ â RPn, à ũ � íàêðûâàþùèé å¼ ïóòü â Sn.Ïðè n ≥ 2 ñ�åðà Sn îäíîñâÿçíà è, åñëè ũ ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé, òî ũ, çíà÷èò,è u ãîìîòîïíû íóëþ. Åñëè æå ũ ïåòëåé íå ÿâëÿåòñÿ, òî, îïÿòü-òàêè âñèëó îäíîñâÿçíîñòè Sn, ũ ∼ l̃, ñëåäîâàòåëüíî, u ∼ l.35.G Â ñèëó 35.G.1 �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç äâóõ ýëå-ìåíòîâ, çíà÷èò, îíà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà äâà.35.H Ñì. 35′5.35.M Ñì. àáçàö, ñëåäóþùèé çà �îðìóëèðîâêîé äàííîãî óòâåðæäå-íèÿ.35.N Î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ P .35.O Î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ p.35.P Ïðîâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè.35.Q Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî îáðàç âñÿêîé ïåòëè, áóäó÷è êîìïàêò-íûì ìíîæåñòâîì, ïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îòðåçêîâ, èçêîòîðûõ ñîñòîèò òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî X íàêðûòèÿ, è âîñïîëüçóéòåñüèíäóêöèåé ïî ÷èñëó òàêèõ îòðåçêîâ.





�ëàâà VIII
Ôóíäàìåíòàëüíàÿãðóïïà è îòîáðàæåíèÿ
36. Èíäóöèðîâàííûå ãîìîìîð�èçìûè èõ ïåðâûå ïðèìåíåíèÿ36′1. Èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîð�èçìÏóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-ñòðàíñòâà X â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y . Ïóñòü x0 ∈ X è y0 =
f(x0) ∈ Y . Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî f îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî ñîòìå÷åííîé òî÷êîé (X,x0) â ïðîñòðàíñòâî ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé (Y, y0) èïèøóò f : (X,x0) → (Y, y0).Îáîçíà÷èì ÷åðåç f# îòîáðàæåíèå Ω1(X,x0) → Ω1(Y, y0) : s 7→ f ◦ s.36.A. Îòîáðàæåíèå f# ïåðåâîäèò ãîìîòîïíûå ïåòëè â ãîìîòîïíûå.Ïîýòîìó f# îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå π1(X,x0) → π1(Y, y0).36.B. Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : (X,x0) → (Y, y0)îòîáðàæåíèå f∗ : π1(X,x0) → π1(Y, y0) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì.�îìîìîð�èçì f∗ : π1(X,x0) → π1(Y, y0) íàçûâàåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì,èíäóöèðîâàííûì íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì f .36.C. Ïóñòü f : (X,x0) → (Y, y0) è g : (Y, y0) → (Z, z0) � íåïðåðûâíûåîòîáðàæåíèÿ. Òîãäà

(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ : π1(X,x0) → π1(Z, z0). 267



268 VIII. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è îòîáðàæåíèÿ36.D. Åñëè îòîáðàæåíèÿ f, g : (X,x0) → (Y, y0) x0-ãîìîòîïíû, òî f∗ =
g∗.36.E. Çàãàäêà. Êàê îáîáùèòü òåîðåìó 36.D íà ñëó÷àé ñâîáîäíî ãîìî-òîïíûõ îòîáðàæåíèé?36.F. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî, à òî÷êè x0 è x1ïðîñòðàíñòâà X ñîåäèíåíû ïóòåì s : I → X. Ïîëîæèì y0 = f(x0) è
y1 = f(x1). Òîãäà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

π1(X,x0)
f∗−−−−→ π1(Y, y0)

Ts

y
yTf◦s

π1(X,x1)
f∗−−−−→ π1(Y, y1)ò. å. Tf◦s ◦ f∗ = f∗ ◦ Ts.36.1. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå C r 0 → C r 0 : z 7→ z3 íå ãîìîòîïíîòîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ C r 0 → C r 0 : z 7→ z.36.2. Ïóñòü X ⊂ Rn. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X →

Y ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ Rn → Y , òî ãîìîìîð�èçì f∗ :
π1(X,x0) → π1(Y, f(x0)) òðèâèàëåí (ò. å. îòîáðàæàåò âñþ ãðóïïó â åäèíèöó)äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ X.36.3. Äîêàæèòå, ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà âñÿêîãî ëèíåéíî ñâÿçíîãî õà-óñäîð�îâà ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåãî îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ãîìåîìîð�íîåïðîñòðàíñòâó S1 × S1 r {(1, 1)}, áåñêîíå÷íà è íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.36.3.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâîX , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-âèÿì çàäà÷è 36.3, ìîæåò áûòü òàê îòîáðàæåíî ïîñðåäñòâîì íåïðå-ðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî Y ñ áåñêîíå÷íîé íåöèêëè÷å-ñêîé �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé, ÷òîáû ýòî îòîáðàæåíèå èíäóöèðî-âàëî áû ýïèìîð�èçì ãðóïïû π1(X) íà π1(Y ).36.4. Äîêàæèòå, ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîñòðàíñòâà GL(n,C) êîì-ïëåêñíûõ íåîñîáûõ (n× n)-ìàòðèö áåñêîíå÷íà.36′2. Îñíîâíàÿ òåîðåìà âûñøåé àëãåáðûÇäåñü ìû äîêàæåì òåîðåìó, êîòîðàÿ, íà ïåðâûé âçãëÿä, íèêàêîãîîòíîøåíèÿ ê �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå íå èìååò.36.G Îñíîâíàÿ òåîðåìà âûñøåé àëãåáðû. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ïîëîæè-òåëüíîé ñòåïåíè îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòà-ìè îáëàäàåò êîìïëåêñíûì êîðíåì.Ýêâèâàëåíòíàÿ �îðìóëèðîâêà:Ïóñòü p(z) = zn + a1z

n−1 + . . . + an � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 0 ñêîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå êîìïëåêñíîå÷èñëî w, ÷òî p(w) = 0.



36. Èíäóöèðîâàííûå ãîìîìîð�èçìû è èõ ïðèìåíåíèÿ 269Õîòÿ ýòà òåîðåìà �îðìóëèðóåòñÿ ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêè è íàçûâàåòñÿîñíîâíîé òåîðåìîé âûñøåé àëãåáðû, ó íå¼ íåò íè îäíîãî ÷èñòî àëãåá-ðàè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà. Å¼ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû èëè íà òîïîëî-ãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ èëè àïåëëèðóþò ê êîìïëåêñíîìó àíàëèçó. Ýòîíå ñëó÷àéíî, òàê êàê ïîëå C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, òàê æå, êàê è ïîëå R,íåëüçÿ îïèñàòü â ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Âñå åãî ïîñòðîåíèÿâêëþ÷àþò êàêóþ-ëèáî êîíñòðóêöèþ ïîïîëíåíèÿ, ñð. 17.36.G.1 �åäóêöèÿ ê çàäà÷å îá îòîáðàæåíèè. Âûâåäèòå òåîðåìó 36.Gèç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:Êàêîâ áû íè áûë êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí p(z) ïîëîæèòåëüíîé ñòå-ïåíè, îáðàç îòîáðàæåíèÿ C → C : z 7→ p(z) ñîäåðæèò òî÷êó 0 ∈ C. Äðó-ãèìè ñëîâàìè, �îðìóëà z 7→ p(z) íå îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèÿ C → C r 0.36.G.2 Îöåíêà ìëàäøèõ ÷ëåíîâ. Ïóñòü p(z) = zn + a1z
n−1 + · · · + an �êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí, q(z) = zn è r(z) = p(z) − q(z). Òîãäà ñóùåñòâóåòòàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî R, ÷òî |r(z)| < |q(z)| = Rn äëÿ êàæäîãî z ñ

|z| = R.36.G.3 Ëåììà î äàìå ñ ñîáà÷êîé. (Ñð. 29.11.) �Äàìà� q(z) è å¼ �ñîáà÷êà�
p(z) ãóëÿþò íà ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè Cr0 ïî çàìêíóòîìó ìàðøðóòó (ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî z ∈ S1). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âî âñÿêèé ìîìåíò âðåìåíè�äàìà� q(z) îòïóñêàåò îò ñåáÿ �ñîáà÷êó� p(z) ìåíüøå, ÷åì íà |q(z)|, òîïóòü �ñîáà÷êè� S1 → C r 0 : z 7→ p(z) áóäåò ãîìîòîïåí ïóòè �äàìû�
S1 → C r 0 : z 7→ q(z).36.G.4 Î÷åâèäíàÿ ëåììà. (Ñð. 29.12.) Åñëè f : X → Y � íåïðåðûâíîåîòîáðàæåíèå è s : S1 → X � ñòÿãèâàåìàÿ ïåòëÿ, òî è ïåòëÿ f◦s : S1 → Yòîæå ñòÿãèâàåìà.36′3x. Îáîáùåíèå òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè36.Ax. Çàãàäêà. ×òî ìîæåò áûòü àíàëîãîì òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íîìçíà÷åíèè 12.A äëÿ îòîáðàæåíèé f : Dn → Rn?36.Bx. Âûÿñíèòå, ýêâèâàëåíòíà ëè òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè12.A ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:Ïóñòü f : D1 → R1 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè 0 6∈ f(S0) è ïîäî-òîáðàæåíèå f0 : S0 → R1r0 îòîáðàæåíèÿ f èíäóöèðóåò íåïîñòîÿííîåîòîáðàæåíèå π0(S

0) → π0(R
1r0), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ D1,÷òî f(x) = 0.36.Cx. Çàãàäêà. Ïðèäóìàéòå îáîáùåíèå òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íîìçíà÷åíèè íà ñëó÷àé îòîáðàæåíèé Dn → Rn, êîòîðîå îáîáùàëî áû ïåðå-�îðìóëèðîâêó ýòîé òåîðåìû, ïðåäëîæåííóþ â çàäà÷å 36.Bx. Äëÿ ýòîãîâàì ïðèäåòñÿ äàòü îïðåäåëåíèå èíäóöèðîâàííîãî ãîìîìîð�èçìà äëÿ ãî-ìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï.



270 VIII. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è îòîáðàæåíèÿ36.Dx. Ïóñòü f : Dn → Rn � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè f(Sn−1)íå ñîäåðæèò 0 ∈ Rn è ïîäîòîáðàæåíèå f0 : Sn−1 → Rnr0 îòîáðàæåíèÿ
f èíäóöèðóåò íåíóëåâîé ãîìîìîð�èçì

πn−1(S
n−1) → πn−1(R

n r 0),òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ Dn, ÷òî f(x) = 0.Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 36.Dx îñëîæíåíî óñëîâèåì, òðóäíîïðîâåðÿå-ìûì ïðè n > 0. Ïðè n = 2 ýòî âñ¼ æå íå âûõîäèò çà ðàìêè òåîðèè,ðàçâèòîé âûøå.36.1x. Ïóñòü f : D2 → R2 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè f(S1) íå ñîäåð-æèò òî÷êè a ∈ R2 è êðóãîâàÿ ïåòëÿ f |S1 : S1 → R2 r a îïðåäåëÿåò íåòðèâè-àëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû π1(R
2 r a), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ D2, ÷òî

f(x) = a.36.2x. Ïóñòü f : D2 → R2 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ñóæåíèå êîòîðîãî íàãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü S1 êðóãà ñîâïàäàåò ñî âêëþ÷åíèåì S1 → R2. Òîãäà
f(D2) ⊃ D2.36.3x. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : R2 → R2 íåïðåðûâíî è ñóùåñòâóåò òàêîå âåùå-ñòâåííîå ÷èñëî m, ÷òî |f(x)− x| ≤ m ïðè ëþáîì x ∈ R2. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà
f ñþðúåêòèâíî.36.4x. Ïóñòü u, v : I → I × I � òàêèå ïóòè, ÷òî u(0) = (0, 0), u(1) = (1, 1),
v(0) = (0, 1) è v(1) = (1, 0). Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà u(I) ∩ v(I) 6= ∅.36.4x.1. Ïóñòü u, v � òàêèå êàê â 36.4x. Äîêàæèòå, ÷òî 0 ∈ R2 ïðè-íàäëåæèò îáðàçó îòîáðàæåíèÿ w : I2 → R2, îïðåäåë¼ííîãî �îðìó-ëîé w(x, y) = u(x) − v(y).36.5x. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ñâÿçíûå äèçúþíêòíûå ìíîæåñòâà
F,G ⊂ I2, ÷òî (0, 0), (1, 1) ∈ F è (0, 1), (1, 0) ∈ G.
36.6x. Ìîæíî ëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìíîæåñòâà F è G, óäî-âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ïðåäûäóùåé çàäà÷è, áûëè çàìêíóòûìè?36.7x*. Ïóñòü C � ãëàäêàÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, èìå-þùàÿ äâå òî÷êè ïåðåãèáà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ïðåñåêàþùàÿ
C â òàêèõ ÷åòûð¼õ òî÷êàõ a, b, c, d, ÷òî îòðåçêè [a; b], [b; c] è [c; d] èìåþòîäèíàêîâóþ äëèíó.



36. Èíäóöèðîâàííûå ãîìîìîð�èçìû è èõ ïðèìåíåíèÿ 27136′4x. Ñòåïåíü òî÷êè îòíîñèòåëüíî ïåòëèÊàê ìû çíàåì (ñì. 35.F), �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîêîëîòîé ïëîñ-êîñòè π1(R
2r0) ∼= Z. Èìåþòñÿ äâà èçîìîð�èçìà, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èçäðóãà ïîñðåäñòâîì óìíîæåíèÿ íà −1. Âûáåðåì îäèí èç íèõ, ñêàæåì, òîò,êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò êëàññó ïåòëè t 7→ (cos 2πt, sin 2πt) ýëåìåíò 1 ∈ Z.Â òåðìèíàõ êðóãîâûõ ïåòåëü ýòîò èçîìîð�èçì ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáåêàê �óíêöèþ, ñòàâÿùóþ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ïåòëå f : S1 → R2 r 0öåëîå ÷èñëî. Ýòî ÷èñëî åñòü íå ÷òî èíîå êàê òî ÷èñëî ðàç, êîòîðîå ýòàïåòëÿ îáõîäèò âîêðóã 0 (ñ ó÷åòîì íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ).Ïîìåíÿåì òåïåðü òî÷êó çðåíèÿ: �èêñèðóåì ïåòëþ, íî áóäåì âàðüè-ðîâàòü òî÷êó. Ïóñòü u : S1 → R2 � êðóãîâàÿ ïåòëÿ íà ïëîñêîñòè è

x ∈ R2 r ϕ(S1). Áóäåì íàçûâàòü ñòåïåíüþ òî÷êè x îòíîñèòåëüíî ïåò-ëè u, à òàêæå èíäåêñîì ïåòëè u îòíîñèòåëüíî òî÷êè x è îáîçíà÷àòü÷åðåç ind(u, x) öåëîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ãîìîòîïè÷åñêîìó êëàññó
[u] ∈ π1(R

2 r x) ýòîé êðóãîâîé ïåòëè ïðè åñòåñòâåííîì èçîìîð�èçìå
π1(R

2 r x) = Z (ìû èñïîëüçóåì ïî ñóùåñòâó òî æå ñàìîå îòîæäåñòâëå-íèå ãðóïïû π1(R
2 rx) ñ Z, ïåðåâîäÿùåå â 1 ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïåòëè

t 7→ x+ (cos 2πt, sin 2πt)).
ind=1

ind=2

ind=0×èñëî ind(u, x) óäîáíî îõàðàêòåðèçîâàòü òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì.Îäíîâðåìåííî ñ êðóãîâîé ïåòëåé u : S1 → R2 rx ðàññìîòðèì îòîáðàæå-íèå ϕu,x : S1 → S1 : z 7→ u(z)−x
|u(z)−x| . �îìîìîð�èçì (ϕu,x)∗ : π1(S

1) → π1(S
1)ïåðåâîäèò îáðàçóþùóþ α �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû îêðóæíîñòè â ýëå-ìåíò kα, ãäå k = ind(u, x).36.Ex. Ñîîòâåòñòâèå x 7→ ind(u, x) îïðåäåëÿåò ëîêàëüíî ïîñòîÿííóþ�óíêöèþ íà R2 r u(S1).36.8x. Ïóñòü u : S1 → R2 � êðóãîâàÿ ïåòëÿ è x, y ∈ R2 ru(S1). Äîêàæèòå, ÷òîåñëè ind(u, x) 6= ind(u, y), òî ëþáîé ïóòü â R2, ñîåäèíÿþùèé x ñ y, ïåðåñåêàåò

u(S1).36.9x. Åñëè u(S1) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êðóãå, à òî÷êà x íå ïðèíàäëåæèòýòîìó êðóãó, òî ind(u, x) = 0.36.10x. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �óíêöèè ind : R2 r u(S1) → Z äëÿñëåäóþùèõ êðóãîâûõ ïåòåëü:(a) u(z) = z; (b) u(z) = z̄; (
) u(z) = z + z−1 + z2 − z−2 (çäåñü, êàê îáû÷íî,
z ∈ S1 ⊂ C).



272 VIII. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è îòîáðàæåíèÿ36.11x. Âû÷èñëèòå èíäåêñû âñåâîçìîæíûõ ïåòåëü, îáðàçîì êîòîðûõ ÿâëÿåò-ñÿ ëåìíèñêàòà (ñòàíäàðòíî âëîæåííûé áóêåò äâóõ îêðóæíîñòåé), îòíîñèòåëü-íî ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïëîñêîñòè.36.12x. Íàéäèòå òàêóþ êðóãîâóþ ïåòëþ f : S1 → R2, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâó-þò òî÷êè x, y ∈ R2 r f(S1) ñ ind(f, x) = ind(f, y), ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûìêîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà R2 r f(S1).36.13x. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëó÷à R ⊂ R2, èñõîäÿùåãî èç òî÷êè x,êîëè÷åñòâî òî÷åê â f−1(R) íå ìåíüøå | ind(f, x)|.36.Fx. Åñëè îòîáðàæåíèå u : S1 → R2 ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì îòîáðà-æåíèÿ F : D2 → R2 è ind(u, x) 6= 0, òî x ∈ F (D2).36.Gx. Åñëè u è v � êðóãîâûå ïåòëè â R2 ñ îáùåé íà÷àëüíîé òî÷êîé(ò. å. u(1) = v(1)), è uv � èõ ïðîèçâåäåíèå, òî ind(uv, x) = ind(u, x) +
ind(v, x) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ R2 r uv(S1).36.Hx. Ïóñòü u, v : S1 → R2 êðóãîâûå ïåòëè, à x ∈ R2r(u(S1)∪v(S1)).Åñëè ñóùåñòâóåò (ñâîáîäíàÿ) ãîìîòîïèÿ ut, t ∈ I, ïåðåâîäÿùàÿ u â vè íå çàäåâàþùàÿ òî÷êó x (ò.å. òàêàÿ, ÷òî x ∈ R2 rut(S

1) äëÿ êàæäîãî
t ∈ I), òî ind(u, x) = ind(v, x).36.Ix. Ïóñòü u : S1 → C êðóãîâàÿ ïåòëÿ è a ∈ C r u(S1). Òîãäà

ind(u, a) =
1

2πi

∫

S1

|u(z) − a|
u(z) − a

dz.36.Jx. Ïóñòü p(z) � ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè, R >
0 è ïóñòü z0 ∈ C. �àññìîòðèì êðóãîâóþ ïåòëþ u : S1 → C : z 7→ p(Rz).Åñëè z0 ∈ C r u(S1), òî ó ìíîãî÷ëåíà p(z) − z0 â îòêðûòîì êðóãå B2

Rèìååòñÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) ðîâíî ind(u, z0) êîðíåé.36.Kx. Çàãàäêà. Íà ÷òî ìîæíî çàìåíèòü êðóãîâóþ ïåòëþ u, îáëàñòü
BR è ìíîãî÷ëåí p(z), ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ñîõðàíèëîñèëó?36′5x. Òåîðåìà Áîðñóêà�Óëàìà36.Lx Îäíîìåðíàÿ òåîðåìà Áîðñóêà�Óëàìà. Äëÿ ëþáîãî íåïðå-ðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : S1 → R1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ S1, ÷òî
f(x) = f(−x).36.Mx Äâóìåðíàÿ òåîðåìà Áîðñóêà�Óëàìà. Äëÿ ëþáîãî íåïðå-ðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : S2 → R2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ S2, ÷òî
f(x) = f(−x).36.Mx.1 Ëåììà. Åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : S2 →

R2 ñ f(x) 6= f(−x), òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ S2, òî ñóùåñòâóåòíåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : RP 2 → RP 1, èíäóöèðóþùåå íåòðèâèàëüíûéãîìîìîð�èçì ϕ∗ : π1(RP
2) → π1(RP

1).



36. Èíäóöèðîâàííûå ãîìîìîð�èçìû è èõ ïðèìåíåíèÿ 27336.14x. Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñóùåñòâóåò ïàðà àíòèïî-äàëüíûõ òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè çåìíîãî øàðà, â êîòîðûõ âåëè÷èíû àòìîñ�åð-íîãî äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû âîçäóõà ðàâíû.Òåîðåìû 36.Lx è 36.Mx � ÷àñòíûå ñëó÷àè ñëåäóþùåé îáùåé òåîðå-ìû. Ìû íå ñ÷èòàåì ÷èòàòåëÿ ãîòîâûì äîêàçàòü òåîðåìó 36.Nx â ïîëíîéîáùíîñòè, íî íåò ëè åù¼ îäíîãî äîñòóïíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ?36.Nx Òåîðåìà Áîðñóêà�Óëàìà. Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðà-æåíèÿ f : Sn → Rn ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ Sn, ÷òî f(x) = f(−x).



274 VIII. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è îòîáðàæåíèÿ37. �åòðàêöèè è íåïîäâèæíûå òî÷êè37′1. �åòðàêöèè è ðåòðàêòûÍåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà ñâî¼ ïîä-ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ðåòðàêöèåé, åñëè åãî ñóæåíèå íà ýòî ïîäïðî-ñòðàíñòâî åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè X� òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X, òî îòîáðàæåíèå ρ : X → Aíàçûâàåòñÿ ðåòðàêöèåé, åñëè ρ|A = idA.37.A. Ïóñòü ρ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-ñòâà X íà ñâîå ïîäïðîñòðàíñòâî A. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-ëåíòíû:(1) ρ � ðåòðàêöèÿ;(2) ρ(a) = a äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A;(3) ρ ◦ in = idA;(4) ρ : X → A åñòü ïðîäîëæåíèå òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ A→
A.Ïîäïðîñòðàíñòâî A òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ðå-òðàêòîì X, åñëè ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèÿ X → A.37.B. Âñÿêîå îäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì.Ìíîæåñòâî èç äâóõ òî÷åê ìîæåò íå áûòü ðåòðàêòîì.37.C. Íèêàêîå äâóòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé R íå ÿâëÿåòñÿ åå ðå-òðàêòîì.37.1. Åñëè A � ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà X è B � ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà A, òî B� ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà X.37.2. Åñëè A � ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà X è B � ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà Y , òî

A×B � ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà X × Y .37.3. Îòðåçîê [a; b] ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïðÿìîé R.37.4. Èíòåðâàë (a; b) íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïðÿìîé R.37.5. Êàêèå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïåðåäàþòñÿ îò îáúåìëþùåãî ïðîñòðàí-ñòâà ê åãî ðåòðàêòàì?37.6. Äîêàæèòå, ÷òî ðåòðàêò õàóñäîð�îâà ïðîñòðàíñòâà çàìêíóò (â ýòîì ïðî-ñòðàíñòâå).37.7. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå îñè îðäèíàò è ìíîæåñòâà {(x, y) ∈ R2 | x >
0, y = sin 1

x
} íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïëîñêîñòè R2 è, áîëåå òîãî, íå ÿâëÿåòñÿðåòðàêòîì íèêàêîé ñâîåé îêðåñòíîñòè.37.D. Äâîåòî÷èå S0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì îòðåçêà D1.



37. �åòðàêöèè è íåïîäâèæíûå òî÷êè 275�îëü ïîíÿòèÿ ðåòðàêòà ïðîÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.37.E. Ïîäìíîæåñòâî A òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿåãî ðåòðàêòîì, ñîãäà âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå A→ Y â ïðîèç-âîëüíîå ïðîñòðàíñòâî Y ìîæíî ïðîäîëæèòü äî íåïðåðûâíîãî îòîáðà-æåíèÿ X → Y .37′2. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è ðåòðàêöèè37.F. Åñëè ρ : X → A � ðåòðàêöèÿ, i : A→ X � âêëþ÷åíèå è x0 ∈ A, òî
ρ∗ : π1(X,x0) → π1(A,x0) åñòü ýïèìîð�èçì, à i∗ : π1(A,x0) → π1(X,x0)� ìîíîìîð�èçì.37.G. Çàãàäêà. Êàêîå èç äâóõ óòâåðæäåíèé ïðåäûäóùåé òåîðåìû (î ρ∗èëè îá i∗) ëåã÷å èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî
A ⊂ X íå åñòü ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà X?37.H Òåîðåìà Áîðñóêà â ðàçìåðíîñòè äâà. Îêðóæíîñòü S1 íå ÿâëÿåòñÿðåòðàêòîì êðóãà D2.37.8. ßâëÿåòñÿ ëè ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ ðåòðàêòîì ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè?Ñëåäóþùèå çàäà÷è òðóäíåå òåîðåìû 37.H â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ ðåøåíèåíå ñâîäèòñÿ ê ïðÿìîé ññûëêå íà òåîðåìó 37.F, à òðåáóåò îáðàùåíèÿ ê ãëàâíîéèäåå åå äîêàçàòåëüñòâà: òîæäåñòâó ρ∗ ◦ i∗ = idπ1(A,x0).37.9. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ëåíòû Ì¼áèóñà íå ÿâëÿåòñÿ ðå-òðàêòîì ñàìîé ëåíòû Ì¼áèóñà.37.10. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ðó÷êè íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîìñàìîé ðó÷êè.Òåîðåìà Áîðñóêà â ïîëíîé îáùíîñòè (ò. å. îáîáùåíèå òåîðåìû 37.H íàñòàðøèå ðàçìåðíîñòè) íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç òåîðåìû 37.F ïîäîáíîòîìó, êàê áûë âûâåäåí åå ÷àñòíûé ñëó÷àé. Îäíàêî å¼ ìîæíî äîêàçàòü,èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû 37.F íà ñòàðøèå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû.37.I Òåîðåìà Áîðñóêà. Ñ�åðà Sn−1 íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì øàðà Dn.Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòà òåîðåìà ìîæåò ïîêàçàòüñÿ áåñïîëåçíîé. Çà÷åìíàì çíàòü, ÷òî â êàêîé-òî ñèòóàöèè íå ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèé êðàéíåñïåöèàëüíîãî òèïà � ðåòðàêöèé? Îäíàêî â ìàòåìàòèêå òåîðåìû, óòâåð-æäàþùèé íåñóùåñòâîâàíèå ÷åãî-òî, ìîãóò áûòü òåñíî ñâÿçàíû ñ äðó-ãèìè, áîëåå ïðèâëåêàòåëüíûìè ðåçóëüòàòàìè. Ê ïðèìåðó, èç òåîðåìûÁîðñóêà ñëåäóåò òåîðåìà Áðàóýðà, èìåþùàÿ øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíå-íèÿ. Îäíàêî ïðåæäå âñåãî ìû ââåäåì îäíî âàæíîå ïîíÿòèå, ñâÿçàííîå ñòåîðåìîé Áðàóýðà.



276 VIII. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è îòîáðàæåíèÿ37′3. Íåïîäâèæíûå òî÷êèÒî÷êà a ∈ X íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f : X →
X, åñëè f(a) = a. �îâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåïî-äâèæíîé òî÷êè, åñëè âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå X → X èìååòíåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ñâîéñòâî íåïîäâèæíîé òî÷êè îçíà÷àåò ðàçðåøè-ìîñòü øèðîêîãî êëàññà óðàâíåíèé.37.11. Äîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâî íåïîäâèæíîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-ñêèì.37.12. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê [a; b] îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåïîäâèæíîé òî÷êè.37.13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâîìíåïîäâèæíîé òî÷êè, òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è âñÿêèé åãî ðåòðàêò.37.14. Ïóñòü X è Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, x0 ∈ X è y0 ∈ Y . Äî-êàæèòå, ÷òî X è Y îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåïîäâèæíîé òî÷êè, ñîãäà èõ áóêåò

(X,x0) ∨ (Y, y0) = X ⊔ Y/[x0 ∼ y0] òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåïîäâèæíîéòî÷êè.37.15. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîå äåðåâî (ñì. 42′4x) îáëàäàåò ñâîéñòâîìíåïîäâèæíîé òî÷êè. (Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ áåñêîíå÷íûõ äåðåâüåâ?)37.16. Îáëàäàåò ëè ïðîñòðàíñòâî Rn ïðè n > 0 ñâîéñòâîì íåïîäâèæíîé òî÷-êè?37.17. Îáëàäàåò ëè ñ�åðà Sn ñâîéñòâîì íåïîäâèæíîé òî÷êè?37.18. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íå÷åòíûõ n âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàí-ñòâî RPn íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåïîäâèæíîé òî÷êè. (Ïîäñêàçêà: Rn+1 =

C(n+1)/2.)37.19*. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íå÷åòíûõ n êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàí-ñòâî CPn íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåïîäâèæíîé òî÷êè.Èí�îðìàöèÿ.Ïðè ÷åòíûõ n ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà RPn è CPnîáëàäàþò ñâîéñòâîì íåïîäâèæíîé òî÷êè.37.J Òåîðåìà Áðàóýðà. Øàð Dn îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåïîäâèæíîé òî÷-êè.37.J.1. Âûâåäèòå òåîðåìó Áðàóýðà â ðàçìåðíîñòè n (ò. å. óòâåðæäåíèå, ÷òîøàð Dn îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåïîäâèæíîé òî÷êè) èç òåîðåìû Áîðñóêà â òîéæå ðàçìåðíîñòè (ò. å. óòâåðæäåíèÿ, ÷òî ñ�åðà Sn−1 íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîìøàðà Dn).37.K. Âûâåäèòå òåîðåìó Áîðñóêà èç òåîðåìû Áðàóýðà.Ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìîæíî äîêàçûâàòü íå òîëüêî èçòîïîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.37.20. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f : Rn → Rn � ïåðèîäè÷åñêîå à��èííîå ïðåîá-ðàçîâàíèå (ò. å. f ◦ . . . ◦ f| {z }
p ðàç = idRn ïðè íåêîòîðîì p), òî ó f åñòü íåïîäâèæíàÿòî÷êà.



38. �îìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè 27738. �îìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè38′1. �îìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êàê îòîáðàæåíèåÏóñòü X è Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, f : X → Y è g : Y → X� íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. �àññìîòðèì êîìïîçèöèè f ◦ g : Y → Y è
g ◦ f : X → X. Åñëè ýòè êîìïîçèöèè ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè îòîá-ðàæåíèÿìè, òî f è g ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè ãîìåîìîð�èçìàìè.Åñëè æå êîìïîçèöèè f ◦ g è g ◦ f ãîìîòîïíû òîæäåñòâåííûì îòîáðà-æåíèÿì idY è idX , òî îòîáðàæåíèÿ f è g íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèîáðàòíûìè äðóã äðóãó. Åñëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f èìååò ãîìîòî-ïè÷åñêè îáðàòíîå, òî ãîâîðÿò, ÷òî f ãîìîòîïè÷åñêè îáðàòèìî, èëè ÷òî f� ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.38.A. Äîêàæèòå, ÷òî(1) Âñÿêèé ãîìåîìîð�èçì åñòü ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.(2) Âñÿêîå îòîáðàæåíèå, ãîìîòîïè÷åñêè îáðàòíîå ãîìîòîïè÷åñêîéýêâèâàëåíòíîñòè, ñàìî åñòü ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.(3) Êîìïîçèöèÿ ãîìîòîïè÷åñêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé åñòü ãîìîòîïè-÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.38.1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, íå ÿâëÿþùåéñÿãîìåîìîð�èçìîì.38′2. �îìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êàê îòíîøåíèåÒîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè ýê-âèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü X →
Y .38.B. Îòíîøåíèå ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè òîïîëîãè÷åñêèõïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.Êëàññ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ãîìî-òîïè÷åñêèì òèïîì. Òàêèì îáðàçîì, î ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïðî-ñòðàíñòâàõ ãîâîðÿò, ÷òî îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ãîìîòîïè-÷åñêîìó òèïó èëè èìåþò îäèí è òîò æå ãîìîòîïè÷åñêèé òèï.38.2. Äîêàæèòå, ÷òî ó ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ � îäèíà-êîâîå ÷èñëî êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.38.3. Äîêàæèòå, ÷òî ó ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ � îäèíà-êîâîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.38.4. Íàéäèòå áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòðàíñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó è òî-ìó æå ãîìîòîïè÷åñêîìó òèïó, íî ïîïàðíî íå ãîìåîìîð�íûõ äðóã äðóãó.



278 VIII. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è îòîáðàæåíèÿ38′3. Äå�îðìàöèîííûå ðåòðàêöèè�åòðàêöèÿ ρ : X → A íàçûâàåòñÿ äå�îðìàöèîííîé ðåòðàêöèåé, åñëèå¼ êîìïîçèöèÿ in ◦ρ ñ âêëþ÷åíèåì in : A→ X ãîìîòîïíà òîæäåñòâåííîìóîòîáðàæåíèþ idX . Åñëè êîìïîçèöèÿ in ◦ρ ñâÿçàííî íà A ãîìîòîïíà idX ,òî ρ íàçûâàåòñÿ ñòðîãîé äå�îðìàöèîííîé ðåòðàêöèåé. Åñëè ñóùåñòâóåò(ñòðîãàÿ) äå�îðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ X íà A, òî A íàçûâàåòñÿ (ñòðîãèì)äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà X.38.C. Âñÿêàÿ äå�îðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýê-âèâàëåíòíîñòüþ.38.D. Åñëè A � äå�îðìàöèîííûé ðåòðàêò X, òî ïðîñòðàíñòâà X è Aãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.38.E. Ëþáûå äâà äå�îðìàöèîííûõ ðåòðàêòà îäíîãî è òîãî æå ïðîñòðàí-ñòâà ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.38.F. Åñëè A åñòü äå�îðìàöèîííûé ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà X, à B åñòüäå�îðìàöèîííûé ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà Y , òî A×B � äå�îðìàöèîííûéðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà X × Y .38′4. Ïðèìåðû ãîìîòîïè÷åñêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé38.G. Îêðóæíîñòü S1 ÿâëÿåòñÿ äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ïðîêîëî-òîé ïëîñêîñòè R2 r 0.
38.5. Äîêàæèòå, ÷òî ëåíòàÌ¼áèóñà ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà îêðóæíîñòè.38.6. �àñêëàññè�èöèðóéòå áóêâû ëàòèíñêîãî àë�àâèòà ñ òî÷íîñòüþ äî ãî-ìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè.38.H. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòü, èç êîòîðîé óäàëåíû s òî÷åê, èìååò òîòæå ãîìîòîïè÷åñêèé òèï, ÷òî è áóêåò s îêðóæíîñòåé.



38. �îìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè 27938.I. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå êîíòóðà êâàäðàòà ñ îäíîé èç åãî äèà-ãîíàëåé ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó äâóõ îêðóæíîñòåé.
38.7. Äîêàæèòå, ÷òî ðó÷êà ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà áóêåòó äâóõ îêðóæ-íîñòåé.38.8. Äîêàæèòå, ÷òî ðó÷êà ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà îáúåäèíåíèþ òðåõäóã, èìåþùèõ îáùèå êîíöû (ò. å. ãðå÷åñêîé áóêâå θ).38.9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åíííîå èç ñ�åðû S2 â ðåçóëüòàòåîòîæäåñòâëåíèÿ êàêèõ-ëèáî äâóõ å¼ òî÷åê, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áó-êåòó îêðóæíîñòè è ñ�åðû.38.10. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ êâàäðàòíûõ ìíîãî÷ëåíîâñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì 1 è ñ ðàçëè÷íûìè êîðíÿìè, ò. å. ïðîñòðàíñòâî

{(p, q) ∈ C
2 | z2 + pz + q = 0 èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ},ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî îêðóæíîñòè.38.11. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îáðàòèìûõ âåùåñòâåííûõ (n×n)-ìàòðèö

GL(n,R) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïðîñòðàíñòâó îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö
O(n).38.12. Çàãàäêà. Êàêîå îòíîøåíèå èìååò ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è ê îð-òîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà, à îðòîãîíàëèçàöèÿ �ðàìà�Øìèäòà � ê äå�îð-ìàöèîííîé ðåòðàêöèè?38.13. Ïîñòðîéòå äå�îðìàöèîííûå ðåòðàêöèè: (a) R3 r R1 → S1; (b) Rn r

Rm → Sn−m−1; (
) S3 r S1 → S1; (d) Sn r Sm → Sn−m−1 (e) RPn r RPm →
RPn−m−1.38′5. Äå�îðìàöèîííûå ðåòðàêöèèè ãîìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè38.J. 1) Ìîæíî ëè îäíî èç ïðîñòðàíñòâ çàäà÷è 38.I âëîæèòü â äðóãîå?2) Ìîæíî ëè âëîæèòü êàæäîå èç íèõ â ïëîñêîñòü ñ äâóìÿ âûêîëîòûìèòî÷êàìè â êà÷åñòâå äå�îðìàöèîííîãî ðåòðàêòà?Äå�îðìàöèîííûå ðåòðàêöèè ñîñòàâëÿþò îñîáóþ ðàçíîâèäíîñòü ãî-ìîòîïè÷åñêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Îíè áîëåå äîñòóïíû íàãëÿäíîìó ïðåä-ñòàâëåíèþ, íî, êàê ýòî âèäíî èç 38.J, áûâàþò òàêèå ãîìîòîïè÷åñêè ýêâè-âàëåíòíûå ïðîñòðàíñòâà, ÷òî íè îäíî èç íèõ íå âêëàäûâàåòñÿ â äðóãîå.Ñîçäà¼òñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî äå�îðìàöèîííûõ ðåòðàêöèé íå õâàòàåò äëÿóñòàíîâëåíèÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòåé.Îäíàêî, ýòî íå òàê.



280 VIII. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è îòîáðàæåíèÿ38.14*. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïðîñòðàí-ñòâà ìîãóò áûòü âëîæåíû â êà÷åñòâå äå�îðìàöèîííûõ ðåòðàêòîâ â îäíî è òîæå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.38′6. Ñòÿãèâàåìûå ïðîñòðàíñòâàÒîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ X ñòÿãèâàåìûì, åñëè òîæ-äåñòâåííîå îòîáðàæåíèå idX : X → X ãîìîòîïíî íóëþ.38.15. Ïîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê I è ïðÿìàÿ R ñòÿãèâàåìû.38.16. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíî ñâÿçíî.38.17. Ýêâèâàëåíòíû ëè ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà X?(1) Ïðîñòðàíñòâî X ñòÿãèâàåìî.(2) Ïðîñòðàíñòâî X ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî òî÷êå.(3) Ñóùåñòâóåò äå�îðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ X íà òî÷êó.(4) Íåêîòîðàÿ òî÷êà x ∈ X ÿâëÿåòñÿ äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ïðî-ñòðàíñòâà X.(5) Âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Y â
X ãîìîòîïíî íóëþ.(6) Âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç X â ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàí-ñòâî Y ãîìîòîïíî íóëþ.38.18. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî X ñòÿãèâàåìî, òî äëÿ ëþáîãî ïðî-ñòðàíñòâà Y :(1) ëþáûå äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ X → Y ãîìîòîïíû;(2) ëþáûå äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ Y → X ãîìîòîïíû?38.19. Êàêèå èõ íèæåñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ñòÿãèâàåìû?(1) Rn,(2) âûïóêëîå ìíîæåñòâî â Rn,(3) {(x, y) ∈ R2 | x2 − y2 ≤ 1},(4) çâ¼çäíîå ìíîæåñòâî â Rn,(5) êîíå÷íîå äåðåâî (ñì. 42′4x).38.20. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå X × Y ïðîñòðàíñòâ ñòÿãèâàåìî, ñîãäàêàæäûé ñîìíîæèòåëü X è Y ñòÿãèâàåì.38′7. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è ãîìîòîïè÷åñêèé òèï38.K. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è g : Y → X ãîìîòîïè÷åñêèâçàèìíî îáðàòíû, x0 ∈ X è y0 ∈ Y � òàêèå òî÷êè, ÷òî f(x0) = y0 è

g(y0) = x0, è, áîëåå òîãî, ãîìîòîïèè, ñîåäèíÿþùèå f ◦ g ñ idY è g ◦ fñ idX , íåïîäâèæíû íà y0 è x0, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà f∗ è g∗ ÿâëÿ-þòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè èçîìîð�èçìàìè ìåæäó ãðóïïàìè π1(X,x0)è π1(Y, y0).38.L Ñëåäñòâèå. Åñëè ρ : X → A � ñòðîãàÿ äå�îðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ,
x0 ∈ A, òî ρ∗ : π1(X,x0) → π1(A,x0) è in∗ : π1(A,x0) → π1(X,x0) �âçàèìíî îáðàòíûå èçîìîð�èçìû.



38. �îìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè 28138.21. Âû÷èñëèòå �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:(a) R3 r R1, (b) RN r Rn, (
) S3 r S1, (d) RN r Sn,(e) R3 r S1, (f) SN r Sn, (g) RP 3 r RP 1, (h) ðó÷êà,(i) ëåíòà Ì¼áèóñà, (j) ñ�åðà ñ s äûðàìè,(k) áóòûëêà Êëåéíà ñ îäíîé óäà-ëåííîé òî÷êîé, (l) ëåíòà Ì¼áèóñà ñ s äûðàìè.38.22. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ëåíòû Ì¼áèóñà, ñòàíäàðíî âëî-æåííîé â R3 (ñì. 21.18), íå îãðàíè÷èâàåò âëîæåííîãî â R3 äèñêà, âíóòðåííîñòüêîòîðîãî íå ïåðåñåêàëà áû ëåíòó Ì¼áèóñà.38.23. 1) Âû÷èñëèòå �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó ïðîñòðàíñòâà Q âñåõ êâàäðà-òè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ax2 + bx + c, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå êîðíè.2) Âû÷èñëèòå �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó åãî ïîäïðîñòðàíñòâà Q1, ñîñòîÿùåãîèç ìíîãî÷ëåíîâ ñ a = 1.38.24. Çàãàäêà. Ìîæíî ëè ðåøèòü çàäà÷ó 38.23 ïîñðåäñòâîì âûêëàäîê, äà-þùèõ òðàäèöèîííûé âûâîä �îðìóëû äëÿ êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà?38.M. Îñëàáèì ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 38.K ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áó-äåì ñ÷èòàòü, ÷òî g(y0) 6= x0 è (èëè) ãîìîòîïèè, ñîåäèíÿþùèå f ◦ g ñ
idY è g ◦ f ñ idX , íå ñâÿçàíû â òî÷êàõ y0 è x0, ñîîòâåòñòâåííî? Êàê òî-ãäà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé f∗ è g∗? Èçîìîð�íû ëè ãðóïïû π1(X,x0) è
π1(Y, y0)?



282 VIII. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è îòîáðàæåíèÿ39. Íàêðûòèÿ è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà39′1. �îìîìîð�èçì, èíäóöèðîâàííûé ïðîåêöèåé39.A. Ïóñòü p : X → B � íàêðûòèå, x0 ∈ X è b0 = p(x0). Òîãäà p∗ :
π1(X,x0) → π1(B, b0) � ìîíîìîð�èçì.Íàçîâåì ãðóïïîé íàêðûòèÿ p : X → B â òî÷êå x0 ïîäãðóïïó p∗(π1(X,x0))ãðóïïû π1(B, b0).39.B. Çàãàäêà. Îïðåäåëÿåòñÿ ëè ãðóïïà íàêðûòèÿ íàêðûòèåì?39.C �ðóïïà íàêðûòèÿ è ïîäú¼ì ïåòåëü. Îïèøèòå íà ÿçûêå òåî-ðåìû î íàêðûâàþùåì ïóòè 33.J òå ïåòëè â áàçå íàêðûòèÿ, ãîìîòîïè÷å-ñêèå êëàññû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ãðóïïå íàêðûòèÿ.39.D. Ïóñòü p : X → B � íàêðûòèå, òî÷êè x0, x1 ∈ X íàõîäÿòñÿâ îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X è
b0 = p(x0) = p(x1). Òîãäà ïîäãðóïïû p∗(π1(X,x0)) è p∗(π1(X,x1)) ñîïðÿ-æåíû â π1(B, b0) (ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò α ãðóïïû π1(B, b0), ÷òî
p∗(π1(X,x1)) = α−1p∗(π1(X,x0))α).39.E. Ïóñòü p : X → B � íàêðûòèå, x0 ∈ X è b0 = p(x0). Äëÿ ëþáîãîãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà α ∈ π1(B, b0) ñóùåñòâóåò òî÷êà x1 ∈ p−1(b0),òàêàÿ ÷òî p∗(π1(X,x1)) = α−1p∗(π1(X,x0))α.39.F. Ïóñòü p : X → B � íàêðûòèå â óçêîì ñìûñëå è G ⊂ π1(B, b0)� ãðóïïà ýòîãî íàêðûòèÿ, îòâå÷àþùàÿ îòìå÷åííîé òî÷êå x0. Ïîäãðóïïà
H ⊂ π1(B, b0) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òîãî æå íàêðûòèÿ, ñîãäà îíà ñîïðÿæåíàïîäãðóïïå G.39′2. Åùå ðàç î ÷èñëå ëèñòîâ íàêðûòèÿ39.G ×èñëî ëèñòîâ è èíäåêñ ãðóïïû íàêðûòèÿ. Ó êîíå÷íîëèñò-íîãî íàêðûòèÿ â óçêîì ñìûñëå ÷èñëî ëèñòîâ ðàâíî èíäåêñó åãî ãðóïïû.39.H Ëèñòû è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû. Ïóñòü p : X → B � íà-êðûòèå â óçêîì ñìûñëå, b0 ∈ B, x0 ∈ p−1(b0). Ïîñòðîéòå åñòåñòâåííóþáèåêöèþ ìíîæåñòâà p−1(b0) íà ìíîæåñòâî p∗(π1(X,x0))\π1(B, b0) ïðà-âûõ ñìåæíûõ êëàññîâ �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû áàçû ýòîãî íàêðûòèÿïî ãðóïïå íàêðûòèÿ.39.1 ×èñëî ëèñòîâ óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ. ×èñëî ëèñòîâ óíèâåð-ñàëüíîãî íàêðûòèÿ ðàâíî ïîðÿäêó �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû åãî áàçû.39.2 Íåòðèâèàëüíîñòü íàêðûòèÿ âëå÷åò íåòðèâèàëüíîñòü �óí-äàìåíòàëüíîé ãðóïïû. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ëþáîãî òîïîëîãè÷åñêîãîïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþùåãî íåòðèâèàëüíûì ëèíåéíî ñâÿçíûì íàêðûâàþùèìïðîñòðàíñòâîì, íå òðèâèàëüíà.



39. Íàêðûòèÿ è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà 28339.3. Êàêèå ÷èñëà âîçíèêàþò êàê ÷èñëî ëèñòîâ íàêðûòèÿ ëåíòû Ì¼áèóñàöèëèíäðîì S1 × I?39.4. ×åìó ìîãóò ðàâíÿòüñÿ ÷èñëà ëèñòîâ íàêðûòèÿ ëåíòû Ì¼áèóñà ëåíòîéÌ¼áèóñà?39.5. ×åìó ìîãóò ðàâíÿòüñÿ ÷èñëà ëèñòîâ íàêðûòèÿ áóòûëêè Êëåéíà òîðîì?39.6. ×åìó ìîãóò ðàâíÿòüñÿ ÷èñëà ÷èñëî ëèñòîâ íàêðûòèÿ áóòûëêè Êëåéíàáóòûëêîé Êëåéíà?39.7. ×åìó ìîãóò ðàâíÿòüñÿ ÷èñëà ëèñòîâ íàêðûòèÿ áóòûëêè Êëåéíà ïëîñ-êîñòüþ R2?39.8. ×åìó ìîãóò ðàâíÿòüñÿ ÷èñëà ëèñòîâ íàêðûòèÿ áóòûëêè Êëåéíà öèëèí-äðîì S1 × R?39′3. Èåðàðõèÿ íàêðûòèé (â óçêîì ñìûñëå)Ïóñòü p : X → B è q : Y → B � íàêðûòèÿ â óçêîì ñìûñëå, x0 ∈ X,
y0 ∈ Y è p(x0) = q(y0) = b0. �îâîðÿò, ÷òî íàêðûòèå q ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé
y0 ïîä÷èíåíî íàêðûòèþ p ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé x0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîåîòîáðàæåíèå ϕ : X → Y , ÷òî q ◦ ϕ = p è ϕ(x0) = y0. Îòîáðàæåíèå ϕ âýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïîä÷èíåíèåì.39.I. Ïîä÷èíåíèå ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.39.J. Åñëè ïîä÷èíåíèå ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî. Ñð. 34.B.�îâîðÿò, ÷òî íàêðûòèÿ p : X → B è q : Y → B ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñó-ùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì h : X → Y , òàêîé ÷òî p = q◦h. �îìåîìîð�èçìû
h è h−1 íàçûâàþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.39.K. Åñëè äâà íàêðûòèÿ ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé ïîä÷èíåíû äðóã äðóãó,òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîä÷èíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.39.L. Ýêâèâàëåíòíîñòü íàêðûòèé ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé äåéñòâèòåëüíîÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå íàêðûòèé ñ äàííîéáàçîé.39.M. Ïîä÷èíåíèå îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíî-æåñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ íàêðûòèé ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé è äàííîéáàçîé.39.9. Êàêîé êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ íàêðûòèé ìèíèìàëåí (ò.å. ïîä÷èí¼í âñåì)?39.N. Ïóñòü p : X → B è q : Y → B � íàêðûòèÿ, x0 ∈ X, y0 ∈ Y è
p(x0) = q(y0) = b0. Åñëè íàêðûòèå q ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé y0 ïîä÷èíåíîíàêðûòèþ p ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé x0, òî ãðóïïà íàêðûòèÿ p ñîäåðæèòñÿâ ãðóïïå íàêðûòèÿ q, ò. å. p∗(π1(X,x0)) ⊂ q∗(π1(Y, y0)).



284 VIII. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è îòîáðàæåíèÿ39′4x. Ñóùåñòâîâàíèå ïîä÷èíåíèéÒîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíûì,åñëè â êàæäîé îêðåñòíîñòè U ëþáîé åãî òî÷êè ñóùåñòâóåò ëèíåéíî ñâÿç-íàÿ îêðåñòíîñòü V ⊂ U ýòîé òî÷êè.39.1x. Ïîñòðîéòå ëèíåéíî ñâÿçíîå, íî íå ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàí-ñòâî.39.Ax. Ïóñòü B � ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, p : X → Bè q : Y → B � åãî íàêðûòèÿ â óçêîì ñìûñëå, x0 ∈ X, y0 ∈ Y è p(x0) =
q(y0) = b0. Íàêðûòèå q ïîä÷èíåíî íàêðûòèþ p, ñîãäà p∗(π1(X,x0)) ⊂
q∗(π1(Y, y0)).39.Ax.1. Â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 39.Ax, åñëè ïóòè u, v : I → X èìåþòîáùóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó x0 è îáùóþ êîíå÷íóþ òî÷êó, òî ïóòè, íàêðûâàþ-ùèå ïóòè p◦u è p◦v è èìåþùèå îáùóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó y0, îêàí÷èâàþòñÿòàêæå â îäíîé è òîé æå òî÷êå.39.Ax.2. Â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 39.Ax îòîáðàæåíèåX → Y , îïðåäåë¼í-íîå ïîñðåäñòâîì 39.Ax.1 (óãàäàéòå, ÷òî ýòî çà îòîáðàæåíèå!), íåïðåðûâíî.39.2x. Ïîñòðîéòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå ëîêàëüíîé ëèíåéíîéñâÿçíîñòè â 39.Ax.2 è â 39.Ax íåîáõîäèìî.39.Bx. Äâà íàêðûòèÿ, p : X → B è q : Y → B, ñ îáùåé ëîêàëüíîëèíåéíî ñâÿçíîé áàçîé ýêâèâàëåíòíû, ñîãäà äëÿ íåêîòîðûõ x0 ∈ X è y0 ∈
Y ñ p(x0) = q(y0) = b0 ãðóïïû p∗(π1(X,x0)) è q∗(π1(Y, y0)) ñîïðÿæåíû â
π1(B, b0).39.3x. Ïîñòðîéòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå ëîêàëüíîé ëèíåéíîéñâÿçíîñòè áàçû â 39.Bx íåîáõîäèìî.39′5x. ÌèêðîîäíîñâÿçíîñòüÒîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ìèêðîîäíîñâÿçíûì, åñëèó êàæäîé òî÷êè a ∈ X åñòü òàêàÿ îêðåñòíîñòü U , ÷òî ãîìîìîð�èçìâêëþ÷åíèÿ π1(U, a) → π1(X,a) òðèâèàëåí.39.4x. Âñÿêîå îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ìèêðîîäíîñâÿçíî.39.5x. Óêàæèòå ìèêðîîäíîñâÿçíîå, íî íå îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî.Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìûì â òî÷-êå a, åñëè âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè a ñîäåðæèò òàêóþ å¼ îêðåñòíîñòü
V , ÷òî âêëþ÷åíèå V → U ãîìîòîïíî íóëþ (òàê áóäåò, íàïðèìåð, â ñëó-÷àå, êîãäà â îêðåñòíîñòè U ñîäåðæèòñÿ ñòÿãèâàåìàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
a). Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìûì, åñëèîíî ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìî â êàæäîé ñâîåé òî÷êå.



39. Íàêðûòèÿ è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà 28539.6x. Ëþáîå êîíå÷íîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìî.39.7x. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî ìèêðîîäíî-ñâÿçíî.39.8x. Ïîñòðîéòå íå ìèêðîîäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî.Â ëèòåðàòóðå ìèêðîîäíîñâÿçíîñòü íàçûâàåòñÿ òàêæå ëîêàëüíîé îäíîñâÿç-íîñòüþ â ñëàáîì ñìûñëå, à ëîêàëüíîé îäíîñâÿçíîñòüþ â ñèëüíîì ñìûñëå íà-çûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü U ëþáîé òî÷êè ñîäåðæèòòàêóþ å¼ îêðåñòíîñòü V , ÷òî ëþáàÿ ïåòëÿ, ëåæàùàÿ â V , ãîìîòîïíà ïîñòîÿí-íîé ïåòëå â U .39.9x. Ïîñòðîéòå ìèêðîîäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ëî-êàëüíî îäíîñâÿçíûì â ñèëüíîì ñìûñëå.39′6x. Ñóùåñòâîâàíèå íàêðûòèé39.Cx. Âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî, îáëàäàþùåå óíèâåðñàëüíûì íàêðûâàþ-ùèì, ìèêðîîäíîñâÿçíî.39.Dx Ñóùåñòâîâàíèå íàêðûòèÿ ñ äàííîé ãðóïïîé. Åñëè ïðîñòðàíñòâî
B ëèíåéíî ñâÿçíî, ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî è ìèêðîîäíîñâÿçíî, òî äëÿâñÿêîé åãî òî÷êè b0 è âñÿêîé ïîäãðóïïû π ãðóïïû π1(B, b0) ñóùåñòâóåòòàêîå íàêðûòèå p : X → B è òàêàÿ òî÷êà x0 ∈ X, ÷òî p(x0) = b0 è
p∗(π1(X,x0)) = π.39.Dx.1. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 39.Dx íàêðûòèå p : X → B, óäîâëå-òâîðÿþùåå òðåáîâàíèÿì ýòîé òåîðåìû, ñóùåñòâóåò. Îïèøèòå äëÿ êàæäîãî

x ∈ X êëàññ âñåõ ïóòåé â B, ïðåäñòàâèìûõ êàê îáðàçû ïðè p ïóòåé, ñîåäè-íÿþùèõ â X òî÷êó x0 ñ x.39.Dx.2. Îïðåäåëÿåò ëè ðåøåíèå çàäà÷è 39.Dx.1 òàêîå îòíîøåíèå ýêâè-âàëåíòíîñòè â ìíîæåñòâå âñåõ ïóòåé â B, íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷êå b0, êîòîðîåîïðåäåëÿåò áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì X è ìíîæåñòâîì êëàññîâ ýêâèâà-ëåíòíûõ ïóòåé?39.Dx.3. Îïèøèòå òàêóþ òîïîëîãèþ â ìíîæåñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõïóòåé èç 39.Dx.2, ÷òîáû åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ìåæäóX è ýòèì ìíîæåñòâîìîêàçàëàñü ãîìåîìîð�èçìîì.39.Dx.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà X è îòîáðàæåíèÿ p :
X → B, ñîäåðæàùååñÿ â çàäà÷àõ 39.Dx.1� 39.Dx.4, â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåî-ðåìû 39.Dx îïðåäåëÿåò èñêîìîå íàêðûòèå.Ïî ñóùåñòâó, èç óòâåðæäåíèé 39.Dx.1� 39.Dx.3 ñëåäóåò åäèíñòâåí-íîñòü íàêðûòèÿ ñ äàííîé ãðóïïîé. Òî÷íåå, âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-íèå.39.Ex Åäèíñòâåííîñòü íàêðûòèÿ ñ äàííîé ãðóïïîé. Ïðåäïîëîæèì,÷òî ïðîñòðàíñòâî B ëèíåéíî ñâÿçíî, ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî è ìèê-ðîîäíîñâÿçíî. Ïóñòü p : X → B è q : Y → B íàêðûòèÿ, ïðè÷åì
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p∗(π1(X,x0)) = q∗(π1(Y, y0)). Òîãäà íàêðûòèÿ p è q ýêâèâàëåíòíû, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìåîìîð�èçì f : X → Y , ÷òî f(x0) = y0 è
p ◦ f = q.39.Fx Êëàññè�èêàöèÿ íàêðûòèé ñ �õîðîøåé� áàçîé. Èìååòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè ýêâèâàëåíòíûõ íàêðûòèé(â óçêîì ñìûñëå) íàä ëèíåéíî ñâÿçíûì ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíûì èìèêðîîäíîñâÿçíûì ïðîñòðàíñòâîì B ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé b0 è êëàñ-ñàìè ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï ãðóïïû π1(B, b0). Ýòî ñîîòâåòñòâèå ïå-ðåâîäèò èåðàðõèþ íàêðûòèé (ñ ïîðÿäêîì � ïîä÷èíåíèåì) â èåðàðõèþïîäãðóïï (ñ ïîðÿäêîì � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì âêëþ÷åíèåì).Òðèâèàëüíîé ïîäãðóïïå ïðè ñîîòâåòñòâèè òåîðåìû 39.Fx îòâå÷à-åò íàêðûòèå ñ îäíîñâÿçíûì íàêðûâàþùèì. Ïîñêîëüêó ýòîìó íàêðûòèþïîä÷èíåíû âñå îñòàëüíûå íàêðûòèÿ ñ òîé æå áàçîé, åãî è íàçûâàþò óíè-âåðñàëüíûì.39.10x. Îïèøèòå âñå íàêðûòèÿ ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ñ òî÷íîñòüþ äî ýê-âèâàëåíòíîñòè è óêàæèòå, êàêèå èç íèõ ïîä÷èíåíû äðóã äðóãó:(1) îêðóæíîñòü S1;(2) ïðîêîëîòàÿ ïëîñêîñòü R2 r 0;(3) ëåíòà Ì¼áèóñà;(4) ÷åòûð¼õòî÷å÷íàÿ öè�ðîâàÿ îêðóæíîñòü (ïðîñòðàíñòâî, ñîñòàâëåí-íîå èç ÷åòûð¼õ òî÷åê, ñêàæåì, a, b, c, d ñ òîïîëîãèåé, ïîðîæä¼ííîéáàçîé, ñîñòîÿùåé èç ìíîæåñòâ {a}, {c}, {a, b, c} è {c, d, a});(5) òîð S1 × S1;39′7x. Äåéñòâèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû íà ñëîå39.Gx Äåéñòâèå ãðóïïû π1 â ñëîå íàêðûòèÿ. Ïóñòü p : X → B� íàêðûòèå, b0 ∈ B. Ïîñòðîéòå åñòåñòâåííîå ïðàâîå äåéñòâèå ãðóïïû
π1(B, b0) â p−1(b0).39.Hx. Çàãàäêà. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äåéñòâèå èç 39.Gx òðàíçèòèâíî?39′8x. Àâòîìîð�èçìû íàêðûòèÿ�îìåîìîð�èçì ϕ : X → X íàçûâàåòñÿ àâòîìîð�èçìîì íàêðûòèÿ
p : X → B, åñëè p ◦ ϕ = p.39.Ix. Àâòîìîð�èçìû íàêðûòèÿ ñîñòàâëÿþò ãðóïïó.Îáîçíà÷èì ãðóïïó àâòîìîð�èçìîâ íàêðûòèÿ p : X → B ÷åðåç Aut(p).39.Jx. Àâòîìîð�èçì ϕ : X → X íàêðûòèÿ p : X → B â óçêîì ñìûñëåîïðåäåëÿåòñÿ îáðàçîì ëþáîé òî÷êè x0 ∈ X.39.Kx. Ëþáîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå îáëàäàåò íåòðèâèàëüíûì àâòî-ìîð�èçìîì.



39. Íàêðûòèÿ è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà 28739.11x. Íàéäèòå òð¼õëèñòíîå íàêðûòèå, íå èìåþùåå íåòîæäåñòâåííûõ àâòî-ìîð�èçìîâ.Ïóñòü G � ãðóïïà è H � å¼ ïîäãðóïïà. Íàïîìíèì, ÷òî íîðìàëèçàòî-ðîì Nr(H) ïîäãðóïïû H íàçûâàåòñÿ ÷àñòü ãðóïïû G, ñîñòàâëåííàÿ èçòàêèõ g ∈ G, äëÿ êîòîðûõ g−1Hg = H. Ýòî � íàèáîëüøàÿ ïîäãðóïïàãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ H â êà÷åñòâå ñâîåé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû, òàê÷òî Nr(H)/H åñòü ãðóïïà.39.Lx. Ïóñòü p : X → B � íàêðûòèå, x0 ∈ X è b0 = p(x0). Ïîñòðîé-òå îòîáðàæåíèå π1(B, b0) → p−1(b0), êîòîðîå èíäóöèðîâàëî áû áèåêöèþìíîæåñòâà ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ p∗(π1(X,x0))\π1(B, b0) íà p−1(b0).39.Mx. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî îáðàçîâ òî÷êè x0 ïðè âñåâîçìîæ-íûõ àâòîìîð�èçìàõ íàêðûòèÿ p : X → B ñîîòâåòñòâóåò ïðè áèåêöèè
p∗(π1(X,x0))\π1(B, b0) → p−1(b0), ïîñòðîåííîé â 39.H, ãðóïïå Nr(p∗(π1(X,x0)))/p∗(π1(X,x0)).39.Nx. Äëÿ âñÿêîãî íàêðûòèÿ p : X → B â óçêîì ñìûñëå èìååòñÿåñòåñòâåííûé àíòèãîìîìîð�èçì1 ãðóïïû Aut(p) â ãðóïïó Nr(p∗(π1(X,x0)))/p∗(π1(X,x0)).39.Ox. Åñëè áàçà B ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà, òî â ïðåäïîëîæåíèÿõòåîðåìû 39.Nx àíòèãîìîìîð�èçì Aut(p) → Nr(p∗(π1(X,x0)))/p∗(π1(X,x0))áèåêòèâåí.39′9x. �åãóëÿðíûå íàêðûòèÿ39.Px �åãóëÿðíîñòü íàêðûòèÿ. Ïóñòü p : X → B � íàêðûòèå â óçêîìñìûñëå, b0 ∈ B, x0 ∈ p−1(b0). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:(1) p∗(π1(X,x0)) åñòü íîðìàëüíûé äåëèòåëü ãðóïïû π1(B, b0);(2) p∗(π1(X,x)) � íîðìàëüíûé äåëèòåëü ãðóïïû π1(B, p(x)) äëÿ âñÿ-êîãî x ∈ X;(3) âñå ãðóïïû p∗(π1(X,x)) ñ x ∈ p−1(b) ñîâïàäàþò;(4) äëÿ ëþáîé ïåòëè s : I → B ëèáî êàæäûé ïóòü â X, íàêðûâàþ-ùèé ïåòëþ s, ÿâëÿåòñÿ ïåòë¼é (íåçàâèñèìî îò åãî íà÷àëüíîéòî÷êè), ëèáî íè îäèí èç ýòèõ ïóòåé íå åñòü ïåòëÿ;(5) ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ íàêðûòèÿ äåéñòâóåò â ñëîå p−1(b0) òðàí-çèòèâíî.Íàêðûòèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ëþáîìó èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé òåî-ðåìû 39.Px, íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì.1Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ : G → H ãðóïïû G â ãðóïïó H íàçûâàåòñÿ àíòèãîìî-ìîð�èçìîì, åñëè ϕ(ab) = ϕ(b)ϕ(a) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ G.



288 VIII. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è îòîáðàæåíèÿ39.12x. Íàêðûòèÿ R → S1 : x 7→ e2πix è S1 → S1 : z 7→ zn ñ öåëûìè n > 0ðåãóëÿðíû.39.Qx. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ p−1(b0) ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ ðåãóëÿð-íîãî íàêðûòèÿ p : X → B åñòåñòâåííî àíòè-èçîìîð�íà �àêòîðãðóïïå
π1(B, b0)/p∗π1(X,x0) ãðóïïû π1(B, b0) ïî ãðóïïå ýòîãî íàêðûòèÿ.39.13x. Ëþáîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå ðåãóëÿðíî.39.14x. Êàêèå íàêðûòèÿ, ðàññìîòðåííûå â çàäà÷àõ ïàðàãðà�à 33, ðåãóëÿðíû?Âîîáùå, èìåþòñÿ ëè ñðåäè íèõ íåðåãóëÿðíûå íàêðûòèÿ?39.15x. Ïîñòðîéòå òð¼õëèñòíîå íåðåãóëÿðíîå íàêðûòèå áóêåòà äâóõ îêðóæ-íîñòåé.39.16x. Ïóñòü p : X → B � ðåãóëÿðíîå íàêðûòèå, Y ⊂ X, C ⊂ B è q : Y → C� ïîäîòîáðàæåíèå ïðîåêöèè p. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè q ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, òîýòî íàêðûòèå ðåãóëÿðíî.39′10x. Ïîäú¼ì è íàêðûòèå îòîáðàæåíèÿ39.Rx. Çàãàäêà. Ïóñòü p : X → B è f : Y → B � íåïðåðûâíûå îòîáðà-æåíèÿ. Ïóñòü x0 ∈ X è y0 ∈ Y � òàêèå òî÷êè, ÷òî p(x0) = f(y0). Ñ�îð-ìóëèðóéòå â òåðìèíàõ ãîìîìîð�èçìîâ p∗ : π1(X,x0) → π1(B, p(x0)) è
f∗ : π1(Y, y0) → π1(B, f(y0)) íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãîïîäíÿòèÿ f̃ : Y → X îòîáðàæåíèÿ f , ÷òî f̃(y0) = x0. Ïîñòðîéòå ïðèìåð,â êîòîðîì ýòî óñëîâèå íå áûëî áû äîñòàòî÷íûì. Ïðè êàêèõ äîïîëíè-òåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îíî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì?39.Sx Òåîðåìà î ïîäíÿòèè îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü p : X → B � íàêðû-òèå â óçêîì ñìûñëå è f : Y → B � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü
x0 ∈ X è y0 ∈ Y � òàêèå òî÷êè, ÷òî p(x0) = f(y0). Åñëè Y � ëîêàëüíîëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî è f∗(π(Y, y0)) ⊂ p∗(π(X,x0)), òî ñóùå-ñòâóåò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f̃ : Y → X, òàêîå ÷òî
p ◦ f̃ = f è f̃(y0) = x0.39.Tx. Ïóñòü p : X → B è q : Y → C � íàêðûòèÿ â óçêîì ñìûñëåè f : B → C � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü x0 ∈ X è y0 ∈ Y� òàêèå òî÷êè, ÷òî f(p(x0)) = q(y0). Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðå-ðûâíîå îòîáðàæåíèå F : X → Y , ÷òî f ◦ p = q ◦ F è F (x0) = y0, òî
f∗(p∗(π1(X,x0))) ⊂ q∗(π1(Y, y0)).39.Ux Òåîðåìà î íàêðûòèè îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü p : X → B è q : Y →
C � íàêðûòèÿ â óçêîì ñìûñëå, ïóñòü f : B → C � íåïðåðûâíîå îòîá-ðàæåíèå è ïóñòü x0 ∈ X è y0 ∈ Y � òàêèå òî÷êè, ÷òî fp(x0) = q(y0).Åñëè ïðîñòðàíñòâî Y ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî è f∗

(
p∗(π1(X,x0))

)
⊂

q∗
(
π1(Y, y0)

), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
F : X → Y , òàêîå ÷òî f ◦ p = q ◦ F è F (x0) = y0.



39. Íàêðûòèÿ è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà 28939′11x. Èíäóöèðîâàííûå íàêðûòèÿ39.Vx. Ïóñòü p : X → B � íàêðûòèå, à f : A → B ïðîèçâîëüíîåíåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. ×åðåç W îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-èçâåäåíèÿ A×X, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê (a, x), òàêèõ ÷òî f(a) = p(x).Ïóñòü q : W → A � ñóæåíèå ïðîåêöèè A × X → A. Òîãäà q : W → Aÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì ñ òàêèì æå ÷èñëîì ëèñòîâ, ÷òî è íàêðûòèå p.Íàêðûòèå q : W → A, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ â òåî-ðåìå 39.Vx, íàçûâàåòñÿ íàêðûòèåì, èíäóöèðîâàííûì èç p : X → B ïî-ñðåäñòâîì f : A→ B.39.17x. Ïðåäñòàâüòå íàêðûòèÿ, îïèñàííûå â çàäà÷àõ 33.D è 33.F â âèäå íà-êðûòèé, èíäóöèðîâàííûõ èç íàêðûòèÿ R → S1 : x 7→ e2πix.39.18x. Êàêèå èç ðàññìîòðåííûõ ðàíåå íàêðûòèé èíäóöèðóþòñÿ èç íàêðûòèÿçàäà÷è 35.7?39′12x. Âûñøèå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïûíàêðûâàþùèõ ïðîñòðàíñòâ39.Wx. Ïóñòü p : X → B � íàêðûòèå. Äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîá-ðàæåíèÿ s : In → B è âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ u : In−1 → X,íàêðûâàþùåãî åãî ñóæåíèå s|In−1 , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íàêðûâà-þùåå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå äëÿ s, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíè-åì îòîáðàæåíèÿ u.39.Xx. Ïóñòü p : X → B � íàêðûòèå, à òî÷êè x0 ∈ X è b0 ∈ Bòàêîâû, ÷òî p(x0) = b0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà r > 1ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû πr(X,x0) è πr(B, b0) êàíîíè÷åñêè èçîìîð�íû.39.Yx. Äîêàæèòå, ÷òî âûñøèå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû îêðóæíîñòè,òîðà, ëåíòû Ì¼áèóñà è áóòûëêè Êëåéíà òðèâèàëüíû.



290 VIII. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è îòîáðàæåíèÿÄîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè36.A Ñëåäóåò èç 29.I.36.B Ïóñòü [u], [v] ∈ π1(X,x0). Òàê êàê f ◦ (uv) = (f ◦ u)(f ◦ v), òî
f#(uv) = f#(u)f#(v) è

f∗([u][v]) = f∗
(
[uv]

)
=
[
f#(uv)

]
=
[
f#(u)f#(v)] =

[
f#(u)

][
f#(v)

]
= f∗([u])f∗([v]).36.C Ïóñòü [u] ∈ π1(X,x0). Ïîñêîëüêó (g ◦ f)#(u) = g ◦ f ◦ u =

g#(f#(u)), òî, ñëåäîâàòåëüíî
(g ◦ f)∗([u]) =

[
(g ◦ f)#(u)

]
=
[
g#(f#(u))

]
= g∗ ([f#(u)]) = g∗(f∗(u)),òàêèì îáðàçîì, (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.36.D Ïóñòü H : X × I → Y � ãîìîòîïèÿ ìåæäó f è g, ïðè÷åì

H(x0, t) = y0 ïðè âñåõ t ∈ I; u � íåêîòîðàÿ ïåòëÿ â X. �àññìîòðèìîòîáðàæåíèå h = H ◦ (u × idI), òàêèì îáðàçîì, h : (τ, t) 7→ H(u(τ), t).Òîãäà h(τ, 0) = H(u(τ), 0) = f(u(τ)), à h(τ, 1) = H(u(τ), 1) = g(u(τ)),òàêèì îáðàçîì, h ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäó ïåòëÿìè f ◦ u è g ◦ u.Áîëåå òîãî, h(0, t) = H(u(0), t) = H(x0, t) = y0, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,
h(1, t) = y0, çíà÷èò, h ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäó ïåòëÿìè f#(u) è g#(v),ñëåäîâàòåëüíî,

f∗ ([u]) = [f# (u)] = [g# (u)] = g∗ ([u]) .36.E Ïóñòü H � ýòî ãîìîòîïèÿ ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè f è g è ïåòëÿ
s çàäàíà �îðìóëîé s(t) = H(x0, t). Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 32.2, g∗ = Ts◦f∗.36.F Äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ðàâåí-ñòâà f#(s−1us) = (f ◦ s)−1f#(u)(f ◦ s).36.G.1 Ýòî â òî÷íîñòè óòâåðæäåíèå òåîðåìû 36.G.36.G.2 Ê ïðèìåðó, äîñòàòî÷íî âçÿòü ÷èñëî R, óäîâëåòâîðÿþùååíåðàâåíñòâó

R > max{1, |a1| + |a2| + . . .+ |an|}.36.G.3 Âîñïîëüçóåìñÿ ïðÿìîëèíåéíîé ãîìîòîïèåé h(z, t) = tp(z) +
(1− t)q(z). Âñå, ÷òî îñòàëîñü ïðîâåðèòü � ýòî òî, ÷òî h(z, t) 6= 0 ïðè âñåõ
z è t. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ïî óñëîâèþ |p(z) − q(z)| < q(z), òî

|h(z, t)| ≥ |q(z)| − t|p(z) − q(z)| ≥ |q(z)| − |p(z) − q(z)| > 0.36.G.4 Äåéñòâèòåëüíî, ñîâñåì î÷åâèäíàÿ ëåììà; ñì. 36.A.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 29136.G Âûáåðåì ÷èñëî R, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ36.G.2 è ðàññìîòðèì ïåòëþ u : u(t) = Re2πit. Ïåòëÿ u, êîíå÷íî, ãîìî-òîïíà â C ïîñòîÿííîé ïåòëå. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî p(z) 6= 0 íè ïðèêàêîì z, äëÿ êîòîðîãî |z| ≤ R. Òîãäà ïåòëÿ p ◦ u ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîéïåòëå â C r 0, â ñèëó 36.G.3, è ïåòëÿ q ◦ u ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé ïåòëåâ C r 0. Îäíàêî (q ◦ u)(t) = Rne2πint, çíà÷èò, ýòà ïåòëÿ íå ãîìîòîïíàïîñòîÿííîé. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.36.Ax Ñì. 36.Dx.36.Bx Äà, ýêâèâàëåíòíà.36.Cx Ñì. 36.Dx.36.Dx Ïóñòü i : Sn−1 → Dn � âêëþ÷åíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) 6=
0 ïðè âñåõ x ∈ Dn. Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå f çà ïîäîòîáðàæåíèåì Dn →
Rnr0 è ðàññìîòðèì ãîìîìîð�èçìû âêëþ÷åíèÿ i∗ : πn−1(S

n−1) → πn−1(D
n)è f∗ : πn−1(D

n) → πn−1(R
n r 0). Ïîñêîëüêó âñå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïûøàðà Dn òðèâèàëüíû, òî êîìïîçèöèÿ (f ◦ i)∗ = f∗ ◦ i∗ � íóëåâîé ãîìî-ìîð�èçì. Îäíàêî êîìïîçèöèÿ f ◦ i ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì f0. êî-òîðîå, ïî óñëîâèþ, èíäóöèðóåò íåíóëåâîé ãîìîìîð�èçì πn−1(S

n−1) →
πn−1(R

n r 0).36.Ex �àññìîòðèì êðóãîâóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x, íå ïåðåñåêàþ-ùóþñÿ ñ îáðàçîì u(S1) ðàññìàòðèâàåìîé êðóãîâîé ïåòëè è ïóñòü y ∈ U .Ñîåäèíèì x è y ëèíåéíûì ïóòåì s : t 7→ ty + (1 − t)x.
h(z, t) = ϕu,s(t)(z) =

u(z) − s(t)

|u(z) − s(t)|îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþ ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè ϕu,x è ϕu,y, çíà÷èò, (ϕu,x)∗ =
(
ϕu,y

)
∗, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî ind(u, y) = ind(u, x) äëÿ ëþáîé òî÷êè

y ∈ U . Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ ind : x 7→ ind(u, x) ïîñòîÿííà íà äàííîéîêðåñòíîñòè.36.Fx Åñëè x /∈ F (D2), òî êðóãîâàÿ ïåòëÿ u áóäåò ãîìîòîïíîé íóëþâ R2 r x, òàê êàê u = F ◦ i, ãäå i � ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå S1 → D2, à iãîìîòîïíî íóëþ â D2.36.Gx Ýòî òàê, ïîñêîëüêó [uv] = [u][v], à π1(R
2 rx) → Z � ãîìîìîð-�èçì.36.Hx Ôîðìóëà

h(z, t) = ϕut,x(z) =
ut(z) − x

|ut(z) − x|îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþ ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè ϕu,x è ϕv,x, îòêóäà è ñëå-äóåò, ÷òî ind(u, x) = ind(v, x); ñð. 36.Ex.



292 VIII. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è îòîáðàæåíèÿ36.Lx Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : S1 → R �îðìóëîé ϕ(x) = f(x)−
f(−x). Òîãäà

ϕ(−x) = f(−x) − f(x) = −(f(x) − f(−x)) = −ϕ(x),òàêèì îáðàçîì ϕ � íå÷åòíîå îòîáðàæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè, íàïðè-ìåð, ϕ(1) 6= 0, òî îáðàç ϕ(S1) ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Ïî-ñêîëüêó îêðóæíîñòü ñâÿçíà, òî íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ S1, òàêàÿ ÷òî f(x)−
f(−x) = ϕ(x) = 0.36.Mx.1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) 6= f(−x) ïðè âñåõ x ∈ S2. Â òàêîìñëó÷àå �îðìóëà g(x) = f(x)−f(−x)

|f(x)−f(−x)| îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå g : S2 → S1.Ïîñêîëüêó g(−x) = −g(x), òî îòîáðàæåíèå g ïåðåâîäèò àíòèïîäàëüíûåòî÷êè ñ�åðû S2 â àíòèïîäàëüíûå òî÷êè îêðóæíîñòè S1. Ôàêòîð îòîá-ðàæåíèÿ g ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì ϕ : RP 2 → RP 1. Ïî-êàæåì, ÷òî èíäóöèðóåìûé èì ãîìîìîð�èçì ϕ∗ : π1(RP
2) → π1(RP

1)íåòðèâèàëåí. Îáðàçóþùåé λ ãðóïïû π1(RP
2) ÿâëÿåòñÿ êëàññ ïåòëè l,íàêðûâàåìîé ïóòåì l̃, êîòîðûé ñîåäèíÿåò äâå ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êèñ�åðû S2. Ïóòü g ◦ l̃ òàêæå ñîåäèíÿåò äâå ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè, ëå-æàùèå íà îêðóæíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, íàêðûâàåìàÿ èì ïåòëÿ ϕ ◦ l íåãîìîòîïíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ϕ∗(λ) � ýòî íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò�óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(RP

1).36.Mx Âñå, ÷òî îñòàëîñü çàìåòèòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìûÁîðñóêà�Óëàìà, òàê ýòî òî, ÷òî íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîð�èçìîâ π1(RP
2) →

π1(RP
1) íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê ïåðâàÿ èç ýòèõ ãðóïï èçîìîð�íà Z2, àâòîðàÿ èçîìîð�íà Z.37.A Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî.37.B Ïîñêîëüêó âñÿêîå îòîáðàæåíèå â îäíîòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâîÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, òî îòîáðàæåíèå ρ : X → {x0} � ðåòðàêöèÿ.37.C Ïðÿìàÿ ñâÿçíà, ïîýòîìó å¼ ðåòðàêò (êàê å¼ íåïðåðûâíûé îá-ðàç) òîæå äîëæåí áûòü ñâÿçåí. Îäíàêî, äâîåòî÷èå íà ïðÿìîé íå ñâÿçíî.37.D Ñì. äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 37.C37.E Ïóñòü ρ : X → A � ðåòðàêöèÿ. �àññìîòðèì ïðîèçâîëü-íîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : A→ Y . Êîìïîçèöèÿ F = f ◦ρ : X → Yÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì îòîáðàæåíèÿ f . �àññìîòðèì òîæäåñòâåí-íîå îòîáðàæåíèå id : A → A. Åãî íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà X êàêðàç è ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêöèåé ρ : X → A.37.F Ïîñêîëüêó

ρ∗ ◦ i∗ = (ρ ◦ i)∗ = (idA)∗ = id π1(A,x0),



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 293òî ãîìîìîð�èçì ρ∗ ÿâëÿåòñÿ ýïèìîð�èçìîì, à ãîìîìîð�èçì i∗ � ìîíî-ìîð�èçìîì.37.G Óòâåðæäåíèå îá i∗; ê ïðèìåðó, ñìîòðèòå äîêàçàòåëüñòâî ñëå-äóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.37.H Òàê êàê ãðóïïà π1(D
2) òðèâèàëüíà, à ãðóïïà π1(S

1) � íåòðè-âèàëüíà, òî i∗ : π1(S
1, 1) → π1(D

2, 1) íå ìîæåò áûòü ìîíîìîð�èçìîì.Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 37.F êðóã D2 íåëüçÿ ðåòðàãèðîâàòüíà åãî ãðàíèöó S1.37.I Äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèå, èñïîëüçî-âàííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 37.H. Íåîáõîäèìî òîëüêî âìåñòî�óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï èñïîëüçîâàòü (n − 1)-ìåðíûå ãîìîòîïè÷åñêèåãðóïïû. Äåëî â òîì, ÷òî ãðóïïà πn−1(D
n) òðèâèàëüíà, à ãðóïïà πn−1(S

n−1) ∼=
Z (ò. å. íåòðèâèàëüíà).37.J Áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîá-ðàæåíèå f : Dn → Dn íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê. �àññìîòðèì ëó÷,èñõîäÿùèé èç òî÷êè f(x) ∈ Dn è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó x ∈ Dn, èîáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(x) òî÷êó åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíè÷íîé ñ�åðîé Sn−1.ßñíî, ÷òî ρ(x) = x ïðè x ∈ Sn−1. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå ρ íåïðå-ðûâíî, òîãäà ρ : Dn → Sn−1 � ýòî ðåòðàêöèÿ. Îäíàêî â ñèëó òåîðåìûÁîðñóêà òàêîé ðåòðàêöèè íå ñóùåñòâóåò.38.A Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî.38.B Ïðÿìîå ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ 38.A.38.C Òàê êàê ρ � ðåòðàêöèÿ, òî îäíî èç óñëîâèé, ñîäåðæàùèõñÿ âîïðåäåëåíèè ãîìîòîïè÷åñêè îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé, âûïîëíåíî àâòîìà-òè÷åñêè: ρ◦ in = idA. Âòîðîå òðåáîâàíèå: in ◦ρ ãîìîòîïíî idX , âûïîëíåíîïî óñëîâèþ.38.D Ñëåäóåò èç 38.C.38.E Ñëåäóåò èç 38.D è 38.B.38.F Ïóñòü ρ1 : X → A è ρ2 : Y → B � äå�îðìàöèîííûå ðåòðàêöèè.Äîêàæèòå, ÷òî ρ1 × ρ2 � äå�îðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ.38.G �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå ρ : R2 r 0 → S1 : x 7→ x

|x| . Ôîðìóëà
h(x, t) = (1 − t)x + t x|x| îïðåäåëÿåò ïðÿìîëèíåéíóþ ãîìîòîïèþ ìåæäóòîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ïðîñòðàíñòâà R2 r 0 è êîìïîçèöèåé ρ ◦ i,ãäå i � ñòàíäàðòíîå âêëþ÷åíèå S1 → R2 r 0.38.H Òîïîëîãè÷åñêèé òèï R2 r {x1, x2, . . . , xs} íå çàâèñèò îò ðàñ-ïîëîæåíèÿ òî÷åê x1, x2, . . . , xs íà ïëîñêîñòè. �àñïîëîæèì èõ íà åäèíè÷-íîé îêðóæíîñòè, ê ïðèìåðó, âçÿâ èõ ðàâíûìè êîðíÿì s-é ñòåïåíè èç 1.



294 VIII. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è îòîáðàæåíèÿ�àññìîòðèì íà ïëîñêîñòè s ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ, êàæäàÿ èç êî-òîðûõ îõâàòûâàåò ðîâíî îäíó èç äàííûõ òî÷åê, ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëîêîîðäèíàò, è êîòîðûå íå èìåþò äðóãèõ îáùèõ òî÷åê, êðîìå íà÷àëà êî-îðäèíàò. Âîçìîæíî, ÷òî áóäåò ïðîùå âìåñòî êðèâûõ âçÿòü, ê ïðèìåðó,ðîìáû ñ öåíòðàìè â äàííûõ òî÷êàõ. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèåýòèõ êðèâûõ (èëè ðîìáîâ) ÿâëÿåòñÿ äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ïðîêî-ëîòîé â s òî÷êàõ ïëîñêîñòè. ßñíî, ÷òî íå èìååò ñìûñëà âûïèñûâàòü ÿâ-íûå �îðìóëû, õîòÿ ýòî è âîçìîæíî. �àññìîòðèì îòäåëüíûé ðîìá è åãîöåíòð. Öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ îòîáðàæàåò äîïîëíåíèå öåíòðà ðîìáà íàåãî ãðàíèöó è èìååòñÿ ïðÿìîëèíåéíàÿ ãîìîòîïèÿ ìåæäó öåíòðàëüíîéïðîåêöèåé è òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ïðîêîëîòîãî ðîìáà. Îñòà-ëîñü ïîêàçàòü, ÷òî òó ÷àñòü ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ëåæèò âíå îáúåäèíåíèÿðîìáîâ, òàêæå ìîæíî äå�îðìàöèîííî ðåòðàãèðîâàòü íà îáúåäèíåíèå èõêîíòóðîâ. Êàê ìîæíî ïîñòóïèòü, ÷òîáû ðàññóæäåíèå ñòàëî ïîõîæå íàäîêàçàòåëüñòâî? �àññìîòðèì âíà÷àëå ìíîãîóãîëüíèê, âåðøèíàìè êîòî-ðîãî ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû ðîìáîâ, ïðîòèâîïîëîæíûå íà÷àëó êîîðäèíàò.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòîò ìíîãîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì äå�îðìà-öèîííûì ðåòðàêòîì ïëîñêîñòè (òàê æå êàê êðóã ÿâëÿåòñÿ åå äå�îðìà-öèîííûì ðåòðàêòîì). Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ðîìáîâ áóäåòÿâëÿòüñÿ äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãîóãîëüíè-êà, ÷òî î÷åâèäíî, íå ïðàâäà ëè?38.I �àçäåëèì êâàäðàò íà ÷åòûðå ÷àñòè ïðè ïîìîùè äâóõ åãî ñðåä-íèõ ëèíèé è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî K, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì åãîêîíòóðà, ñðåäíèõ ëèíèé è äâóõ åãî �÷åòâåðòèíîê�, ñîäåðæàùèõ îäíó èçåãî äèàãîíàëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäîå èç äâóõ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ÿâ-ëÿåòñÿ äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà K: îáúåäèíåíèå êîí-òóðà êâàäðàòà è åãî äèàãîíàëè; îáúåäèíåíèå êîíòóðîâ �ïóñòûõ� ÷åòâåð-òèíîê ýòîãî êâàäðàòà.38.J 1) Íè îäíî èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íå âêëàäûâàåòñÿ â äðóãîå. Äî-êàæèòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî, ïðåäâàðèòåëüíî äîêàçàâ ñëåäóþùóþ ëåììó.Ïóñòü Jn � ýòî îáúåäèíåíèå n îòðåçêîâ ñ îáùèì êîíöîì. Òîãäà íè ïðèêàêèõ n > k ≥ 2 ïðîñòðàíñòâî Jn íå âêëàäûâàåòñÿ â Jk. 2) Îòâåò íàâòîðîé âîïðîñ ïîëîæèòåëåí; ñì. äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 38.I.38.K Òàê êàê êîìïîçèöèÿ g ◦ f x0-ãîìîòîïíà íóëþ, òî g∗ ◦ f∗ =
(g ◦ f)∗ = idπ1(X,x0). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, f∗ ◦ g∗ = idπ1(Y,y0). Òàêèìîáðàçîì, f∗ è g∗ � âçàèìíî îáðàòíûå ãîìîìîð�èçìû.38.L Äåéñòâèòåëüíî, ýòî � ïðÿìîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 38.K.38.M Ïóñòü x1 = g(x0). Äëÿ âñÿêîé ãîìîòîïèè h ìåæäó idX è
g ◦ f �îðìóëà s(t) = h(x0, t) îïðåäåëÿåò ïóòü â òî÷êå x0. Â ñèëó îòâåòàíà çàãàäêó 36.E, êîìïîçèöèÿ g∗ ◦ f∗ = Ts � èçîìîð�èçì. Àíàëîãè÷íûì



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 295îáðàçîì, êîìïîçèöèÿ f∗ ◦ g∗ ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçîì. Çíà÷èò, f∗ è g∗ �èçîìîð�èçìû.39.A Åñëè u � ïåòëÿ â X, òàêàÿ ÷òî ïåòëÿ p ◦ u â B ãîìîòîïíàíóëþ, òî â ñèëó òåîðåìû î íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè 34.C ïåòëÿ u òàêæåãîìîòîïíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè p∗([u]) = [p◦u] = 0, òî [u] = 0, ÷òîè îçíà÷àåò, ÷òî p∗ � ìîíîìîð�èçì.39.B Íåò, íå îïðåäåëÿåòñÿ. Åñëè p(x0) = p(x1) = b0, x0 6= x1 èãðóïïà π1(B, b0) íå àáåëåâà, òî ïîäãðóïïû p∗(π1(X,x0)) è p∗(π1(X,x1))âïîëíå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû (ñì. 39.D).39.C �ðóïïà p∗(π1(X,x0)) íàêðûòèÿ ñîñòîèò èç ãîìîòîïè÷åñêèõêëàññîâ òåõ ïåòåëü â òî÷êå b0, äëÿ êîòîðûõ íàêðûâàþùèé èõ ïóòü ñíà÷àëîì â òî÷êå x0 ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé.39.D Ïóñòü s � ïóòü â X, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó x0 ñ òî÷êîé x1. Îáî-çíà÷èì ÷åðåç α êëàññ ïåòëè p◦s è ðàññìîòðèì âíóòðåííèé àâòîìîð�èçì
ϕ : π1(B, b0) → π1(B, b0) : β 7→ α−1βα. Äîêàæåì êîììóòàòèâíîñòü äèà-ãðàììû

π1(X,x0)
Ts−−−−→ π1(X,x1)

p∗

y
yp∗

π1(B, b0)
ϕ−−−−→ π1(B, b0).Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó Ts([u]) = [s−1us], òî

p∗
(
Ts([u])

)
= [p ◦ (s−1us)] = [(p ◦ s−1)(p ◦ u)(p ◦ s)] = α−1p∗

(
[u]
)
α.Ïîñêîëüêó äèàãðàììà êîììóòàòèâíà è Ts � èçîìîð�èçì, òî

p∗(π1(X,x1)) = ϕ(p∗(π1(X,x0))) = α−1p∗(π1(X,x0))α,òàêèì îáðàçîì, ãðóïïû p∗(π1(X,x0)) è p∗(π1(X,x1)) ñîïðÿæåíû.39.E Ïóñòü s � ïåòëÿ â X, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà
α ∈ π1(B, b0). Ïóñòü ïóòü s̃ íàêðûâàåò s è íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x0. Åñ-ëè ïîëîæèòü x1 = s̃(1), òî, êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ39.D, p∗(π1(X,x1)) = α−1p∗(π1(X,x0))α.39.F Ñëåäñòâèå 39.D è 39.E.39.G Ñì. 39.H.39.H Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè H = p∗(π1(X,x0)). �àññìîòðèì ïðî-èçâîëüíóþ òî÷êó x1 ∈ p−1(b0); ïóñòü s � ïóòü ñ íà÷àëîì â x0 è êîí-öîì â x1, à α = [p ◦ s]. Ñîïîñòàâèì òî÷êå x1 ïðàâûé êëàññ ñìåæíîñòè
Hα ⊂ π1(B, b0). Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü s1� äðóãîé ïóòü èç x0 â x1, α1 = [p◦s1]. Ïóòü ss−1

1 ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé, çíà÷èò,
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αα−1

1 ∈ H, ïîýòîìó Hα = Hα1. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî óêàçàííîå ñîîòâåò-ñòâèå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé. Ïóñòü Hα � íåêîòîðûé êëàññ ñìåæíîñòè.�àññìîòðèì ïåòëþ u, ÿâëÿþùóþñÿ ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà α, ïóñòü ũ �ýòî íàêðûâàþùèé åå ïóòü ñ íà÷àëîì â òî÷êå x0, à x1 = ũ(1) ∈ p−1(b0). Ïîïîñòðîåíèþ, òî÷êå x1 ñîïîñòàâëÿåòñÿ êëàññ ñìåæíîñòè Hα, çíà÷èò, äàí-íîå ñîîòâåòñòâèå ñþðúåêòèâíî. Íàêîíåö, ïðîâåðèì åãî èíúåêòèâíîñòü.Ïóñòü x1, x2 ∈ p−1(b0), s1 è s2 � ïóòè, ñîåäèíÿþùèå x0 ñ x1 è x2, ñîîòâåò-ñòâåííî, αi = [p ◦ si], i = 1, 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Hα1 = Hα2 è ïîêàæåì,÷òî òîãäà x1 = x2. �àññìîòðèì ïåòëþ u = (p ◦ s1)(p ◦ s−1
2 ) è íàêðûâà-þùèé åå ïóòü ũ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé â ñèëó òîãî, ÷òî α1α

−1
2 ∈ H.Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïóòè s′1 è s′2, ãäå s′1(t) = u

(
t
2

) è s′2(t) = u
(
1 − t

2

)íà÷èíàþòñÿ à òî÷êå x0 è íàêðûâàþò ïóòè p ◦ s1 è p ◦ s2, ñîîòâåòñòâåííî.Çíà÷èò, s1 = s′1 è s2 = s′2, òàêèì îáðàçîì,
x1 = s1(1) = s′1(1) = ũ

(
1
2

)
= s′2(1) = s2(1) = x2.39.I �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y ∈ Y , ïóñòü b = q(y) è Ub �îêðåñòíîñòü òî÷êè b, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî íàêðûòîé äëÿ êàæäîãîèç íàêðûòèé p è q. Ïóñòü, äàëåå, V � ýòî ëèñò íàä Ub, ñîäåðæàùèé òî÷êó

y, à {Wα} � íàáîð ëèñòîâ íàä Ub, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ åñòü ϕ−1(V ).ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ|Wα = (q|V )−1 ◦ p|Wα � ãîìåîìîð�èçì.39.J Ïóñòü p è q � íàêðûòèÿ. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
x ∈ X è ïóòü s, ñîåäèíÿþùèé çàäàííóþ òî÷êó x0 ñ x. Ïóñòü u = p ◦ s.Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 34.B ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü ũ : I → Y ,íàêðûâàþùèé u è íà÷èíàþùèéñÿ â òî÷êå y0. Çíà÷èò, ũ = ϕ ◦ s, ñëåäîâà-òåëüíî, òî÷êà ϕ(x) = ϕ(s(1)) = ũ(1) îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.39.K Ïóñòü ϕ : X → Y è ψ : Y → X � ïîä÷èíåíèÿ, ïðè÷åì
ϕ(x0) = y0 è ψ(y0) = x0. ßñíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ ψ ◦ ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîä-÷èíåíèåì íàêðûòèÿ p : X → B ñàìîãî íàä ñîáîé. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëóåäèíñòâåííîñòè ïîä÷èíåíèÿ (ñì. 39.J), ψ ◦ ϕ = idX . Àíàëîãè÷íûì îáðà-çîì, ϕ◦ψ = idY , ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî ïîä÷èíåíèÿ ϕ è ψ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíîîáðàòíûìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.39.L Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, ðå-�ëåêñèâíûì è òðàíçèòèâíûì.39.M ßñíî, ÷òî åñëè íàêðûòèÿ p è p′ ýêâèâàëåíòíû è q ïîä÷èíå-íî p, òî q ïîä÷èíåíî è p′, ïîýòîìó îòíîøåíèå ïîä÷èíåíèÿ ïåðåíîñèòñÿñ íàêðûòèé íà èõ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðè ýòîì îíî î÷åâèäíî ÿâ-ëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì. Êàê äîêàçàíî â 39.K, åñëè íàêðûòèÿ ïîä÷èíåíûäðóã äðóãó, òî îíè ýêâèâàëåíòíû, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî îòíîøåíèå àíòè-ñèììåòðè÷íî.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 29739.N Òàê êàê p∗ = (q ◦ ϕ)∗ = q∗ ◦ ϕ∗, òî
p∗(π1(X,x0)) = q∗(ϕ∗(π1(X,x0))) ⊂ q∗(π1(Y, y0)).39.Ax.1 Îáîçíà÷èì ÷åðåç ũ, ṽ : I → Y ïóòè, íà÷èíàþùèåñÿ âòî÷êå y0 è íàêðûâàþùèå ïóòè p ◦ u è p ◦ v, ñîîòâåòñòâåííî. �àññìîò-ðèì ïóòü uv−1, êîòîðûé ïî óñëîâèþ ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé â òî÷êå x0, ïåòëþ

(p ◦ u)(p ◦ v)−1 = p ◦ (uv−1) è åå êëàññ α ∈ p∗(π1(X,x0)) ⊂ q∗(π1(Y, y0)).Òåì ñàìûì α ∈ q∗(π1(Y, y0)), çíà÷èò, ïóòü ñ íà÷àëîì â òî÷êå y0, íàêðû-âàþùèé ïåòëþ (p ◦ u)(p ◦ v)−1, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé. Ñëåäîâàòåëüíî,ïóòè, íàêðûâàþùèå p ◦ u è p ◦ v è íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êå y0, îêàí÷èâà-þòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî èìè è ÿâëÿþòñÿïóòè ũ è ṽ.39.Ax.2 Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : X → Y ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïóñòü x ∈ X, u � ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó x0 òî÷êîé x, òî ϕ(x) = y,ãäå y � ýòî êîíå÷íàÿ òî÷êà ïóòè ũ : I → Y , íàêðûâàþùåãî ïóòü p ◦ u. Âñèëó ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, îòîáðàæåíèå ϕ îïðåäåëåíî êîððåêòíî.Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ : X → Y íåïðåðûâíî. Ïóñòü x1 ∈ X, b1 =
p(x1) è y1 = ϕ(x1), ïî ïîñòðîåíèþ, q(y1) = b1. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþîêðåñòíîñòü V òî÷êè y1. Ìû âïðàâå ñ÷èòàòü, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì íàäïðàâèëüíî íàêðûòîé ëèíåéíî ñâÿçíîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè b1. Ïóñòü W� ýòî ñîäåðæàùèé òî÷êó x1 ëèñò íàä U , òàêèì îáðàçîì, îêðåñòíîñòü Wòàêæå ëèíåéíî ñâÿçíà. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ W . Ïóñòüïóòü v : I →W ñîåäèíÿåò x1 ñ x. ßñíî, ÷òî îáðàç ïóòè ṽ, íà÷èíàþùåãîñÿâ y1 è íàêðûâàþùåãî ïóòü p ◦ v, ñîäåðæèòñÿ â îêðåñòíîñòè V , çíà÷èò,
ϕ(x) ∈ V . Òàêèì îáðàçîì, ϕ(W ) ⊂ V , ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ϕíåïðåðûâíî â òî÷êå x.39.Bx Ñëåäóåò èç 39.E, 39.Ax è 39.K.39.Cx Ïóñòü X → B � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå, U � ïðàâèëüíî íà-êðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a ∈ B, V � îäèí èç ëèñòîâ íàä U . Ïðåäñòàâèìâêëþ÷åíèå i : U → B êàê êîìïîçèöèþ p ◦ j ◦ (p|V )−1, ãäå j � ýòî âêëþ-÷åíèå V → X. Ïîñêîëüêó ãðóïïà π1(X) òðèâèàëüíà, òî è ãîìîìîð�èçìâêëþ÷åíèÿ i∗ : π1(U, a) → π1(B, a) òðèâèàëåí.39.Dx.1 Ïóñòü ïóòè u1, u2 ñîåäèíÿþò òî÷êó b0 ñ b. Íàêðûâàþùèåèõ ïóòè, íà÷èíàþùèåñÿ â x0, çàêàí÷èâàþòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå x,ñîãäà êëàññ ïåòëè u1u

−1
2 ëåæèò â ïîäãðóïïå π.39.Dx.2 Äà, îïðåäåëÿåò. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ïóòåé â B,íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷êå b0 è ââåäåì â íåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

u1 ∼ u2, åñëè [u1u
−1
2 ] ∈ π. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̃ �àêòîðìíîæåñòâî ïîââåäåííîìó îòíîøåíèþ. Åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ìåæäó X è X̃ ñòðîèòñÿ



298 VIII. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è îòîáðàæåíèÿñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ X ðàññìîòðèì ïóòü u, ñîåäè-íÿþùèé îòìå÷åííóþ òî÷êó x0 ñ òî÷êîé x. Êëàññ ïóòè p◦u â X̃ è ÿâëÿåòñÿîáðàçîì òî÷êè x. Îïèñàííîå ñîîòâåòñòâèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé
f : X → X̃. Îáðàòíîå f îòîáðàæåíèå g : X̃ → X óñòðîåíî òàê. Ïóñòü
u : I → B ïðåäñòàâèòåëü êëàññà y ∈ X̃ . �àññìîòðèì ïóòü v : I → X,íàêðûâàþùèé u è íà÷èíàþùèéñÿ â òî÷êå x0. Òîãäà g(y) = v(1).39.Dx.3 Îïðåäåëèì áàçó òîïîëîãèè â X̃ . Äëÿ âñÿêîé ïàðû (U, x),ãäå U � îòêðûòîå â B ìíîæåñòâî, à x ∈ X̃ , ìíîæåñòâî Ux ñîñòîèò èçêëàññîâ âñåâîçìîæíûõ ïóòåé uv, ãäå u � ïóòü èç êëàññà x, à v � ýòîïóòü â U , íà÷èíàþùèéñÿ â òî÷êå u(1). Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿ-êîé òî÷êè y ∈ Ux ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî Uy = Ux, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òîñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ âèäà Ux îáðàçóåò áàçó íåêîòîðîé òîïîëîãèè â
X̃. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî f è g � ãîìåîìîð�èçìû, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,÷òî êàæäûé èç íèõ ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî èç áàçû òîïîëîãèè â îòêðûòîåìíîæåñòâî. Äëÿ âûáîðà áàçû ðàññìîòðèòå íàáîð ïðàâèëüíî íàêðûòûõîêðåñòíîñòåé U ⊂ B, êàæäàÿ èç êîòîðûõ, âî-ïåðâûõ, ëèíåéíî ñâÿçíà,âî-âòîðûõ, ëþáàÿ ïåòëÿ â êîòîðûõ ãîìîòîïíà íóëþ â B.39.Dx.4 Ïðîñòðàíñòâî X̃ îïðåäåëåíî â 39.Dx.2. Ïðîåêöèÿ p : X̃ →
B îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: p(y) = u(1), ãäå u � ïóòü, âõîäÿùèéâ êëàññ y ∈ X̃ . Íåïðåðûâíîñòü p èìååò ìåñòî áåçî âñÿêèõ ïðåäïîëîæå-íèé î ñâîéñòâàõ ïðîñòðàíñòâà B. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî U â Bîòêðûòî, ëèíåéíî ñâÿçíî, è êàæäàÿ ïåòëÿ â íåì ãîìîòîïíà íóëþ â B, òî
U áóäåò ïðàâèëüíî íàêðûòîé îêðåñòíîñòüþ.39.Fx �àññìîòðèì ïîäãðóïïû π ⊂ π0 ⊂ π1(B, b0). Ïóñòü p : Ỹ → B� íàêðûòèå, ïîñòðîåííîå ïî ïîäãðóïïå π, q : Ỹ → B � íàêðûòèå, ïîñòðî-åííîå ïî π0. Èç êîíñòðóêöèè ýòèõ íàêðûòèé ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåòîòîáðàæåíèå f : X̃ → Ỹ . Ïîêàæèòå, ÷òî îíî è ÿâëÿåòñÿ ïîä÷èíåíèåì.39.Gx �îâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò ñïðàâà â ìíîæåñòâå F , åñëèêàæäîìó ýëåìåíòó α ∈ G ñîïîñòàâëåíî îòîáðàæåíèå ϕα : F → F , ïðè÷åìïðè ýòîì: 1) ϕαβ = ϕα ◦ ϕβ ; 2) åñëè e � åäèíèöà ãðóïïû G, òî ϕe = idF .Ïîëîæèì F = p−1(b0). Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α ∈ π1(B, b0) îïðåäåëèìîòîáðàæåíèå ϕα : F → F ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü x ∈ F . �àññìîòðèìïåòëþ u â òî÷êå b0, òàêóþ ÷òî [u] = α. Ïóñòü ïóòü ũ íàêðûâàåò ïåòëþ uè íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x. Ïîëîæèì ϕα(x) = ũ(1).Èç òåîðåìû î íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕα çà-âèñèò òîëüêî îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà ïåòëè u, çíà÷èò, îïðåäåëåíèå



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 299êîððåêòíî. Åñëè [u] = e, ò. å. ïåòëÿ u ãîìîòîïíà íóëþ, òî ïóòü ũ òàê-æå ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé, ñëåäîâàòåëüíî, ũ(1) = x, òàêèì îáðàçîì, ϕe = idF .Ïðîâåðüòå, ÷òî âûïîëíåíî è ïåðâîå ñâîéñòâî èç îïðåäåëåíèè äåéñòâèÿãðóïïû íà ìíîæåñòâå.39.Hx Ñì. 39.Px39.Ix �ðóïïîâîé îïåðàöèåé â ìíîæåñòâå âñåõ àâòîìîð�èçìîâ ÿâëÿ-åòñÿ èõ êîìïîçèöèÿ.39.Jx Ñëåäóåò èç 39.J.39.Kx Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå, ìåíÿþùåå ìåñòàìè äâå òî÷êèèç ïðîáðàçà ëþáîé òî÷êè áàçû, åñòü ãîìåîìîð�èçì.39.Lx Ýòî â òî÷íîñòè óòâåðæäåíèå 39.H.39.Qx Ñëåäóåò èç 39.Nx è 39.Px.





�ëàâà IX
Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà
40. Êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà40′1. Îïðåäåëåíèå êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâàÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ êëàññîì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-ñòðàíñòâ, êîòîðûé èãðàåò â àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè îñîáî âàæíóþðîëü. Â êîíòåêñòå ýòîé êíèãè åãî ðîëü çíà÷èòåëüíî óæå: äëÿ ïðîñòðàíñòâýòîãî êëàññà ìû íàó÷èìñÿ âû÷èñëÿòü �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó.1Íóëüìåðíûì êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîå òîïî-ëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åãî òî÷êè íàçûâàþòñÿ òàêæå íóëüìåðíûìè êëåò-êàìè, ïðîñòî 0-êëåòêàìè èëè âåðøèíàìè.Îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîåïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. �àññìîòðèì 0-ìåðíîå êëåòî÷íîåïðîñòðàíñòâî X0 è ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ϕα : S0 → X0, α ∈ J . Ïðè-êëåèì ê X0 ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèé ϕα äèçúþíêòíóþ ñóììó ýêçåì-ïëÿðîâ îòðåçêà D1 (çàíóìåðîâàííûõ òåì æå ñåìåéñòâîì èíäåêñîâ, ÷òîè îòîáðàæåíèÿ ϕα): X0 ∪⊔ϕα

(⊔
αD

1
α

). Îáðàçû âíóòðåííèõ ÷àñòåé ýêçåì-ïëÿðîâ îòðåçêà D1 íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè îäíîìåðíûìè êëåòêàìè, ïðî-ñòî 1-êëåòêàìè èëè ð¼áðàìè. Åñëè îòðåçîê ïðèêëååí ê äàííîé âåðøèíå1Êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà áûëè ââåäåíû Äæ. �. Ê. Óàéòõåäîì, êîòîðûé íàçâàë èõ CW�êîìïëåêñàìè. Ýòî èìÿ ñîõðàíèëîñü çà íèìè è äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè, õîòÿ îíî íå óäîáíî ïîìíîãèì åñòåñòâåííûì ïðè÷èíàì. Çà î÷åíü ðåäêèìè èñêëþ÷åíèÿìè (îäíî èç íèõ � ýòî CW-êîìïëåêñ, äðóãîå � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ), ñëîâî êîìïëåêñ à ìàòåìàòèêå îáîçíà÷àåò âíàøå âðåìÿ ðàçëè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå, à íå òîïîëîãè÷åñêèå îáúåêòû. Ñëåäóÿ Â. À. �îõëèíóè Ä. Á. Ôóêñó [5℄, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà. 301



302 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêàõîòÿ áû îäíèì èç ñâîèõ êîíöîâ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðîè âåðøèíà èíöèäåíòíû äðóã äðóãó. Ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííûå èç êàæäîãîîòðåçêà D1, íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè êëåòêàìè. Îòêðûòûå îäíîìåðíûå èíóëüìåðíûå êëåòêè ñîñòàâëÿþò ðàçáèåíèå îäíîìåðíîãî êëåòî÷íîãî ïðî-ñòðàíñòâà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî ðàçáèåíèå âõîäèò â ñòðóêòóðó êëåòî÷-íîãî ïðîñòðàíñòâà, ò. å. îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî òîïî-ëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæ¼ííîå ðàçáèåíèåì ñïåöèàëüíîãî òèïà.2Äâóìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.Èìåííî, ê êëåòî÷íîìó ïðîñòðàíñòâó X1 ðàçìåðíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿ-ùåé åäèíèöû, ïîñðåäñòâîì ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ3 îòîáðàæåíèé ϕα :
S1 → X1 ïðèêëåèâàåòñÿ äèçúþíêòíàÿ ñóììà ýêçåìïëÿðîâ êðóãà D2:
X2 = X1 ∪⊔ϕα

(⊔
αD

2
α

).Îáðàçû âíóòðåííîñòåé ýêçåìïëÿðîâ êðóãà D2 íàçûâàþòñÿ îòêðûòû-ìè äâóìåðíûìè êëåòêàìè èëè 2-êëåòêàìè. Êëåòêè ïðîñòðàíñòâà X1 ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ òàêæå è êàê êëåòêè ïðîñòðàíñòâà X2. Îòêðûòûå êëåòêèîáîèõ òèïîâ îáðàçóþò ðàçáèåíèå äâóìåðíîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.Ýòî ðàçáèåíèå âêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèå êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà. Òà-êèì îáðàçîì, äâóìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî òîïîëîãè÷åñêîåïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàäàíî ðàçáèåíèå íà îòêðûòûå íóëüìåðíûå,îäíîìåðíûå è äâóìåðíûå êëåòêè. Îáðàçû ýêçåìïëÿðîâ êðóãà D2 íàçû-âàþòñÿ çàìêíóòûìè 2-êëåòêàìè.Â îáùåì ñëó÷àå n-ìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî òîïîëîãè-÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì �èêñèðîâàíî ðàçáèåíèå íà îòêðûòûåêëåòêè, îïðåäåëÿåìîå ïî èíäóêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüì¼ì êëå-òî÷íîå ïðîñòðàíñòâî Xn−1 ðàçìåðíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé n− 1, è ïðè-êëåèì ê íåìó äèçúþíêòíóþ ñóììó ýêçåìïëÿðîâ øàðà Dn ïîñðåäñòâîìñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ãðàíè÷íîé ñ�åðû:Xn−1∪⊔ϕα
(⊔

αD
n
α

).2Îäíîìåðíûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà ÷àñòî íàçûâàþò ãðà�àìè. Âïðî÷åì, ãîâîðÿ î ãðà-�àõ, íåðåäêî ïîäðàçóìåâàþò äðóãîé êëàññ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, òàê íàçûâàþò îäíîìåðíûåêëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ïðèêëåèâàþùèì îòîáðàæåíèÿì ðàçíûõ îäíîìåðíûõ êëå-òîê çàïðåùàåòñÿ ñîâïàäàòü, ò. å. äâóì îäíîìåðíûì êëåòêàì çàïðåùàåòñÿ èìåòü îäíó è òóæå ãðàíèöó. Èëè ãðàíèöå îäíîìåðíîé êëåòêè çàïðåùàåòñÿ ñîñòîÿòü èç îäíîé òî÷êè. Êîãäàæå çàïðåù¼ííûå îäíîìåðíûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà âñ¼ æå ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü, èõíàçûâàþò ìóëüòèãðà�àìè èëè ïñåâäîãðà�àìè. Áîëåå òîãî, èíîãäà â ïîíÿòèå ãðà�à âêëþ÷à-åòñÿ êàêàÿ-íèáóäü äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà. Ñêàæåì, âûáîð îðèåíòàöèè íà êàæäîì ðåáðå.Êîíå÷íî, âñ¼ ýòî ïðîòèâîðå÷èò îáùåìàòåìàòè÷åñêîé òåíäåíöèè íàèáîëåå ïðîñòî íàçûâàòüäîñòîéíûå âíèìàíèÿ îáúåêòû íàèáîëåå îáùåé ïðèðîäû, óñëîæíÿÿ íàçâàíèå ïî ìåðå äîáàâ-ëåíèÿ óñëîâèé è ñòðóêòóð. Îäíàêî, â ýòîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè íàâåñòè êàêîé áû òî íè áûëîïîðÿäîê â òåðìèíîëîãèè óæå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, è ìû áóäåì ïðîñòî èçáåãàòü òåð-ìèíà �ãðà�� â âàæíûõ �îðìóëèðîâêàõ, èñïîëüçóÿ åãî (òàê æå êàê è äðóãèå ïåðåãðóæåííûåñëîâà, òàêèå êàê êðèâàÿ è ïîâåðõíîñòü) â êà÷åñòâå êîðîòêîãî íå�îðìàëüíîãî ñèíîíèìà áîëåå�îðìàëüíîãî òåðìèíà îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî.3Âûøå, â îïðåäåëåíèè îäíîìåðíîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, íåïðåðûâíîñòü ïðèêëåè-âàþùèõ îòîáðàæåíèé ϕα òîæå èìååò ìåñòî, íî íå âêëþ÷àåòñÿ â �îðìóëèðîâêó, ïîñêîëüêóëþáîå îòîáðàæåíèå íóëüìåðíîé ñ�åðû S0 â ëþáîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî.



40. Êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà 303Êàê è âûøå, îáðàçû âíóòðåííîñòåé øàðîâ íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè n-ìåðíûìè êëåòêàìè e (n-êëåòêàìè), à îáðàçû ñàìèõ ýòèõ n-ìåðíûõ øàðîâ� çàìêíóòûìè n-êëåòêàìè e. Êëåòêè ïðîñòðàíñòâà Xn−1 òàêæå ñ÷èòàþòñÿêëåòêàìè ïîëó÷åííîãî n-ìåðíîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæå-íèÿ ϕα íàçûâàþòñÿ ïðèêëåèâàþùèìè îòîáðàæåíèÿìè, à ñóæåíèÿ îòîá-ðàæåíèÿ �àêòîðèçàöèè íà øàðû Dn íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìèîòîáðàæåíèÿìè.Êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àåìîå â ðåçóëüòà-òå îáúåäèíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ äðóã â äðóãà êëåòî÷íûõïðîñòðàíñòâ X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xn ⊂ . . . , êàæäîå èç êîòîðûõ ïîëó÷åíî èçïðåäûäóùåãî ïðè ïîìîùè îïèñàííîé âûøå êîíñòðóêöèè. Ýòà ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àåíåîáõîäèìî ââåñòè íà X òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íîïîòðåáîâàòü, ÷òîáû åãî ïîêðûòèå ìíîæåñòâàìè Xn áûëî �óíäàìåíòàëü-íûì, ò. å. ÷òîáû ìíîæåñòâî U ⊂ X =
⋃∞
n=0Xn ÿâëÿëîñü îòêðûòûì, ñîãäàäëÿ êàæäîãî n ïåðåñå÷åíèå U ∩Xn îòêðûòî â Xn.�àçáèåíèå êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà íà îòêðûòûå êëåòêè íàçûâàþòåãî êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì. Îáúåäèíåíèå âñåõ êëåòîê êëåòî÷íîãî ïðî-ñòðàíñòâà X, ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò n, ò. å. êëåòî÷íîåïðîñòðàíñòâî Xn, íàçûâàåòñÿ åãî n-ìåðíûì îñòîâîì. Ñëåäóåò èìåòü ââèäó, ÷òî â n-ìåðíîì îñòîâå Xn íå îáÿçàíû ïðèñóòñòâîâàòü n-ìåðíûåêëåòêè, ïîñêîëüêó îí ìîæåò ñîâïàäàòü ñ (n − 1)-ìåðíûì îñòîâîì òîãîæå ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó ëó÷øå (è êîðî÷å) ãîâîðèòü îá n-ì îñòîâå èëè

n-îñòîâå.40.1. Â êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå îñòîâû çàìêíóòû.Êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ: êîíå÷íûì, åñëè îíî ñîäåðæèòêîíå÷íîå ÷èñëî êëåòîê; ñ÷åòíûì, åñëè ÷èñëî êëåòîê ñ÷åòíî. Îíî íàçûâà-åòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì, åñëè ëþáàÿ åãî òî÷êà îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ,ïåðåñåêàþùåéñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì êëåòîê.Ïîäìíîæåñòâî A êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ åãî êëåòî÷-íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè îíî åñòü îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ êëåòîê, êî-òîðîå âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé êëåòêîé ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùóþ çà-ìêíóòóþ êëåòêó. Âîçìîæíû ïåðå�îðìóëèðîâêè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Êïðèìåðó, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî � ýòî ïîäìíî-æåñòâî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå îáúåäèíåíèÿ êàê çàìêíóòûõ, òàê è îòêðû-òûõ êëåòîê êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, èëè æå, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî âìåñòåñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé x ∈ e ñîäåðæèò çàìêíóòóþ êëåòêó e. Êîíå÷íî, Aíàäåëåíî ðàçáèåíèåì, èíäóöèðîâàííûì èìåþùèìñÿ â X ðàçáèåíèåì íàîòêðûòûå êëåòêè. ßñíî, ÷òî k-îñòîâ êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿåãî êëåòî÷íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.



304 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà40.2. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè êëåòî÷-íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ êëåòî÷íûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè.40.A. Êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ñàìî ÿâëÿ-åòñÿ êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì. (Ñêîðåå âñåãî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî�àêòà âàì ïîòðåáóåòñÿ óòâåðæäåíèå 40.Gx.)40.A.1. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, X1 ⊂ X2 ⊂ . . . � âîçðàñ-òàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ïîäìíîæåñòâ, îáðàçóþùèõ åãî �óíäàìåí-òàëüíîå ïîêðûòèå. Ïóñòü A ⊂ X � ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîëîæèì Ai = A ∩Xi.Ïóñòü âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:1) Xi îòêðûòû â X ;2) Ai îòêðûòû â X ;3) Ai çàìêíóòû â X .Òîãäà íàáîð {Ai} � �óíäàìåíòàëüíîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà A.40′2. Ïåðâûå ïðèìåðû40.B. Êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé íóëüìåðíîé êëåòêèè îäíîé n-ìåðíîé, ãîìåîìîð�íî Sn.40.C. Ïðåäñòàâüòå Dn ñ n > 0 êàê êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùååèç òðåõ êëåòîê.40.D. Êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé íóëüìåðíîé êëåòêèè q îäíîìåðíûõ êëåòîê, åñòü áóêåò q îêðóæíîñòåé.40.E. Ïðåäñòàâüòå òîð êàê êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ÷åòû-ðåõ êëåòîê: îäíîé íóëüìåðíîé, äâóõ îäíîìåðíûõ è îäíîé äâóìåðíîé.40.F. Êàê ìîæíî ïîëó÷èòü êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå òîðà S1×S1, ñîñòîÿùååèç ÷åòûðåõ êëåòîê, èç êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ îêðóæíîñòè S1, ñîñòîÿùåãîèç äâóõ êëåòîê?40.3. Åñëè X è Y � ëîêàëüíî êîíå÷íûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà, òî òîïîëî-ãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Z = X×Y ìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëåíîñòðóêòóðîé êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.40.4*. Îñòàíåòñÿ ëè âåðíûì óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è, åñëè íå òðå-áîâàòü êîíå÷íîñòè êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y ?40.G. Ïðåäñòàâüòå ñ�åðó Sn êàê êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî òàêèì îáðà-çîì, ÷òîáû äëÿ âñÿêîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî k åãî k-îñòîâîì áûëàñòàíäàðòíàÿ ñ�åðà Sk ⊂ Sn.



40. Êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà 30540.H. Ïðåäñòàâüòå RPn êàê êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç n+1êëåòîê. Îïèøèòå ïðèêëåèâàþùèå îòîáðàæåíèÿ ýòèõ êëåòîê.40.5. Ïðåäñòàâüòå CPn êàê êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî èç n+1 êëåòîê. Îïèøèòåïðèêëåèâàþùèå îòîáðàæåíèÿ ýòèõ êëåòîê.40.6. Ïðåäñòàâüòå ñëåäóþùèå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà â âèäå êëåòî÷-íûõ ïðîñòðàíñòâ:(a) ðó÷êà; (b) ëåíòà Ì¼áèóñà; (
) S1 × I ,(d) ñ�åðà ñ pðó÷êàìè; (e) ñ�åðà ñ pïëåíêàìè.40.7. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êëåòîê íåîáõîäèìî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäåêëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:(a) ëåíòû Ì¼áèóñà; (b) ñ�åðû ñ pðó÷êàìè; (
) ñ�åðû ñ qïëåíêàìè?40.8. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì çàìûêàíèå íåêî-òîðîé êëåòêè íå åñòü îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ êëåòîê. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëîêëåòîê íóæíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ïðîñòðàíñòâà?40.9. �àññìîòðèì ñ÷åòíûé íàáîð äèçúþíêòíûõ ýêçåìïëÿðîâ îòðåçêà I è ñêëå-èì âñåõ èõ ïî òî÷êå 0. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ êëå-òî÷íûì, íî íå óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.40.I. Ïðåäñòàâüòå R1 êàê êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî.40.10. Äëÿ ëþáûõ äâóõ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ, ãîìåîìîð�íûõ R1, ñóùå-ñòâóåò ãîìåîìîð�èçì ìåæäó íèìè, îòîáðàæàþùèé êàæäóþ êëåòêó îäíîãî èçíèõ ãîìåîìîð�íî íà íåêîòîðóþ êëåòêó äðóãîãî.40.J. Ïðåäñòàâüòå Rn êàê êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî.Îáîçíà÷èì ÷åðåç R∞ îáúåäèíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åâêëèäîâûõïðîñòðàíñòâ R0 ⊂ R1 ⊂ · · · ⊂ Rn ⊂ . . . , êàíîíè÷åñêè âëîæåííûõ äðóãâ äðóãà: Rn = {(x1, . . . , xn, 0)} ∈ Rn+1. Òîïîëîãèþ â R∞ îïðåäåëèì ïî-ñðåäñòâîì òðåáîâàíèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî ìíîæåñòâà Rn ñîñòàâëÿþòåãî �óíäàìåíòàëüíîå ïîêðûòèå.40.K. Ïðåäñòàâüòå R∞ êàê êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî.40.11. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R∞ íå ìåòðèçóåìî.40′3. Äàëüíåéøèå ïðèìåðû â ðàçìåðíîñòè äâà�àññìîòðèì êëàññ äâóìåðíûõ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ, äîïóñêàþùèõïðîñòîå êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå. Êàæäîå òàêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ�àêòîðïðîñòðàíñòâîì êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâïî ñêëåèâàíèþ ïàð èõ ñòîðîí ïðè ïîìîùè à��èííûõ ãîìåîìîð�èçìîâ.Ïðè ýòîì ñêëåèâàíèå âåðøèí îáóñëîâëåíî ñêëåèâàíèåì ñòîðîí. Ñîîòâåò-ñòâóþùåå �àêòîðïðîñòðàíñòâî èìååò åñòåñòâåííîå ðàçáèåíèå: íà íóëü-ìåðíûå êëåòêè � îáðàçû âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêîâ, îäíîìåðíûå êëåòêè



306 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà� îáðàçû èõ ñòîðîí è äâóìåðíûå êëåòêè � îáðàçû âíóòðåííîñòåé ýòèõìíîãîóãîëüíèêîâ.Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü òàêîå ïðîñòðàíñòâî, âíà÷àëå íàäî óêàçàòü,êàêèå ñòîðîíû îòîæäåñòâëÿþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Îáû÷íî ýòî äåëàþò, îò-ìå÷àÿ ñòîðîíû áóêâàìè, ïðè÷åì îòîæäåñòâëÿåìûå ñòîðîíû îáîçíà÷à-þòñÿ îäíîé è òîé æå áóêâîé. Ïîñêîëüêó ìåæäó äâóìÿ îòðåçêàìè ñóùå-ñòâóþò òîëüêî äâà ðàçëè÷íûõ à��èííûõ ãîìåîìîð�èçìà, òî äîñòàòî÷íîóêàçàòü îðèåíòàöèè îòðåçêîâ, êîòîðûå îòîæäåñòâëÿþòñÿ ãîìåîìîð�èç-ìîì, äëÿ ÷åãî íà ñòîðîíàõ ðèñóþò ñòðåëêè. Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå äàíîïðåäñòàâëåíèå òîðà êàê �àêòîðïðîñòðàíñòâà êâàäðàòà.
b

a

b

aÏðè æåëàíèè ìîæíî îáîéòèñü è áåç ðèñóíêà. Äëÿ ýòîãî íàäî ïîìå-òèòü áóêâàìè âñå ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà, îáîéòè âäîëü íåãî (îáû÷íî� ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) è âûïèñàòü áóêâû, îòìå÷åííûå íà åãî ñòîðî-íàõ. Ïðè ýòîì, åñëè îðèåíòàöèÿ ñòîðîíû (èñïîëüçóåìàÿ äëÿ îïèñàíèÿîòîæäåñòâëåíèÿ ñòîðîí) ïðîòèâîïîëîæíà íàïðàâëåíèþ îáõîäà, òî ñî-îòâåòñòâóþùàÿ áóêâà âûïèñûâàåòñÿ ñî ñòåïåíüþ −1. Ïîëó÷èâøèéñÿ âðåçóëüòàòå íàáîð ñëîâ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò �àêòîðïðîñòðàíñòâî ñå-ìåéñòâà ìíîãîóãîëüíèêîâ. Ê ïðèìåðó, ñëîâî ab−1a−1b îïèñûâàåò �àê-òîðïðîñòðàíñòâî ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ êâàäðàòà òàê, êàêýòî èçîáðàæåíî âûøå.40.L. Äîêàæèòå, ÷òî êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, çàäàííîå ñëîâîì(1) a−1a ãîìåîìîð�íî S2;(2) aa è abab ãîìåîìîð�íî RP 2;(3) aba−1b−1c ãîìåîìîð�íî ðó÷êå;(4) abcb−1 ãîìåîìîð�íî öèëèíäðó S1 × I;(5) aab è abac ãîìåîìîð�íî ëåíòå Ìåáèóñà;(6) aabb è ab−1ab ãîìåîìîð�íî áóòûëêå Êëåéíà,(7) a1b1a
−1
1 b−1

1 a2b2a
−1
2 b−1

2 . . . apbpa
−1
p b−1

p ãîìåîìîð�íî ñ�åðå ñ p ðó÷-êàìè,(8) a1a1a2a2 . . . aqaq ãîìåîìîð�íî ñ�åðå ñ q ïëåíêàìè.40′4. Âëîæåíèÿ â åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà40.M. Âñÿêîå ñ÷åòíîå íóëüìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî âêëàäûâàåò-ñÿ â ïðÿìóþ.



40. Êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà 30740.N. Âñÿêîå ñ÷åòíîå ëîêàëüíî êîíå÷íîå îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðî-ñòðàíñòâî X âêëàäûâàåòñÿ â R3.40.12. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîíå÷íîãî îäíîìåðíîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà,íå âëîæèìîãî â R2. (Ìû íå íàñòàèâàåì íà íåìåäëåííîì ñòðîãîì äîêàçàòåëü-ñòâå íåâëîæèìîñòè.)40.O. Ëþáîå ñ÷åòíîå ëîêàëüíî êîíå÷íîå êîíå÷íîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðî-ñòðàíñòâî âëîæèìî â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî äîñòàòî÷íî áîëüøîéðàçìåðíîñòè.40.O.1. Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X âëîæåíî â Rp, à ïðîñòðàí-ñòâî Y � â Rq, ïðè÷åì îáà âëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè îòîáðàæå-íèÿìè (ñì. 18′3x; â ÷àñòíîñòè, èõ îáðàçû çàìêíóòû, ñîîòâåòñòâåííî, â Rpè Rq). Ïóñòü A � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â Y . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó Aèìååòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Y òàêàÿ îêðåñòíîñòü U , äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåòãîìåîìîð�èçì h : ClU → A × I, îòîáðàæàþùèé A íà A × 0. Òîãäà äëÿïðîèçâîëüíîãî ñîáñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : A → X ñóùåñòâóåò âëîæåíèå
X ∪ϕ Y â Rp+q+1, ïðîäîëæàþùåå èñõîäíîå âëîæåíèå X → Rp.40.O.2. Ïóñòü X � ñ÷åòíîå ëîêàëüíî êîíå÷íîå k-ìåðíîå êëåòî÷íîå ïðî-ñòðàíñòâî è A � åãî (k − 1)-îñòîâ. Åñëè A ìîæåò áûòü âëîæåíî â Rp, òîñóùåñòâóåò âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà X â Rp+k+1, ïðîäîëæàþùåå èñõîäíîåâëîæåíèå X → Rp.40.P. Âñÿêîå ñ÷åòíîå ëîêàëüíî êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî âëî-æèìî â R∞.40.Q. Âñÿêîå êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ìåòðèçóåìî.40.R. Âñÿêîå êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.40.S. Âñÿêîå ñ÷åòíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî âëîæèìî â R∞.40.T. Âñÿêîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.40.U. Âñÿêîå ëîêàëüíî êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ìåòðèçóåìî.40′5x. Ñèìïëèöèàëüíûå ïðîñòðàíñòâàÍàïîìíèì, ÷òî â 23′3x áûë îïðåäåë¼í êëàññ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-ñòðàíñòâ � ñèìïëèöèàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Êàæäîå òàêîå ïðîñòðàíñòâîñíàáæåíî ðàçáèåíèåì íà ïîäìíîæåñòâà, íàçûâàåìûå îòêðûòûìè ñèì-ïëåêñàìè è êîòîðûå, äåéñòâèòåëüíî, ãîìåîìîð�íû îòêðûòûì ñèìïëåê-ñàì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.40.Ax. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîå ñèìïëèöèàëüíîå ïðîñòðàíñòâîîáëàäàåò êëåòî÷íîé ñòðóêòóðîé, â êîòîðîé ðàçáèåíèå íà îòêðûòûå êëåò-êè ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ðàçáèåíèåì íà îòêðûòûå ñèìïëåêñû.



308 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà40′6x. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâÂ äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû óòâåðæäåíèÿ ðàçëè÷íîãî õàðàêòå-ðà. Íàïðèìåð, èçó÷àþòñÿ êðèòåðèè, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ êëåòî÷-íîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ( 40.Kx) èëè ñåïàðàáåëüíûì (40.Ox). Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî, ñîãäà îíî ëè-íåéíî ñâÿçíî ( 40.Sx), ñîãäà ëèíåéíî ñâÿçåí åãî 1-îñòîâ ( 40.Vx). Ñ äðóãîéñòîðîíû, èçó÷àåòñÿ ñîáñòâåííî êëåòî÷íàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Êïðèìåðó, ëþáîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî õàóñäîð�îâî ( 40.Bx). Äàëåå,èç îïðåäåëåíèÿ êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ñîâñåì íå î÷åâèäíî, ÷òî çà-ìêíóòàÿ êëåòêà ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé îòêðûòîé êëåò-êè (èëè ÷òî îíà âîîáùå çàìêíóòà). Â ñâÿçè ñ ýòèì â ýòîò ðàçäåë âêëþ-÷åíû óòâåðæäåíèÿ òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Ìû íå �îðìóëèðóåì èõ ââèäå ëåìì, òàê êàê çà÷àñòóþ îíè ÿâëÿþòñÿ ëåììàìè äëÿ íåñêîëüêèõóòâåðæäåíèé. Íàïðèìåð, òàêîé �àêò, êàê �óíäàìåíòàëüíîñòü ïîêðûòèÿêëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà åãî çàìêíóòûìè êëåòêàìè ( 40.Dx).Çàìåòèì, ÷òî â êíèãå [5℄ êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàëîñü õà-óñäîð�îâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íàäåëåííîå êëåòî÷íûì ðàçáè-åíèåì ñ äâóìÿ ñâîéñòâàìè: (C ) çàìêíóòûå êëåòêè ïåðåñåêàþòñÿ ëèøüñ êîíå÷íûì ÷èñëîì (îòêðûòûõ) êëåòîê; (W ) çàìêíóòûå êëåòêè ñîñòàâ-ëÿþò �óíäàìåíòàëüíîå ïîêðûòèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Èç ðåçóëüòàòîâóòâåðæäåíèé 40.Bx, 40.Cx è 40.Fx ñëåäóåò, ÷òî êëåòî÷íûå ïðîñòðàí-ñòâà (â ñìûñëå äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ) ÿâëÿþòñÿ êëåòî÷íûìè ïðî-ñòðàíñòâàìè â ñìûñëå �îõëèíà�Ôóêñà, äëÿ êîòîðûõ â [5℄ äîêàçàíà âîç-ìîæíîñòü èõ èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îáà îïðåäåëåíèÿêëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè.Ñîâåò ÷èòàòåëþ: ïîïðîáóéòå ñíà÷àëà äîêàçûâàòü ñ�îðìóëèðîâàííûåóòâåðæäåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ.40.Bx. Ëþáîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ õàóñäîð�îâûì òîïî-ëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.40.Cx. Â êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå çàìûêàíèå êàæäîé êëåòêè e ñîâïà-äàåò ñ çàìêíóòîé êëåòêîé e.40.Dx. Ïîêðûòèå êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà åãî çàìêíóòûìè êëåòêàìèÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì.40.Ex. Ëþáîå ïîêðûòèå êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà åãî êëåòî÷íûìèïîäïðîñòðàíñòâàìè �óíäàìåíòàëüíî.40.Fx. Â êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå ëþáàÿ çàìêíóòàÿ êëåòêà ïåðåñåêà-åòñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îòêðûòûõ êëåòîê.40.Gx. Êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî A êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X çà-ìêíóòî â X.



40. Êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà 30940.Hx. Ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ äâóõ êëå-òî÷íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïî èõ îáùåìó ïîäïðîñòðàíñòâó, ÿâëÿåòñÿ êëå-òî÷íûì.40.Ix. Åñëè ïîäìíîæåñòâî A êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X ïåðåñåêàåòñÿñ êàæäîé îòêðûòîé êëåòêîé ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó, òî îíî çàìêíóòî.Êðîìå òîãî, èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ íà íåì � äèñêðåòíàÿ.40.Jx. Ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå ïåðå-ñåêàåòñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì (îòêðûòûõ) êëåòîê.40.Kx. Êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî, ñîãäà îíî êîíå÷íî.40.Lx. Âñÿêàÿ êëåòêà êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòî-ðîì êîíå÷íîì êëåòî÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.40.Mx. Âñÿêîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ñî-äåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîíå÷íîì êëåòî÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâå ýòîãî ïðî-ñòðàíñòâà.40.Nx. Ïîäìíîæåñòâî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò-íûì, ñîãäà îíî çàìêíóòî è ïåðåñåêàåòñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì åãîîòêðûòûõ êëåòîê.40.Ox. Êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî, ñîãäà îíî ñîñòîèò èçñ÷åòíîãî ÷èñëà êëåòîê.40.Px. Êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâ-ëÿåòñÿ åãî êëåòî÷íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.40.Qx. Êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî.40.Rx. Êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà îò-êðûòû è çàìêíóòû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàþò ñåãî êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè.40.Sx. Êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî, ñîãäà îíî ëèíåéíî ñâÿçíî.40.Tx. Ëîêàëüíî-êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñ÷¼òíî, ñîãäà ñ÷¼-òåí åãî 0-îñòîâ.40.Ux. Ëîêàëüíî êîíå÷íîå ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X ñ÷¼òíî.40.Vx. Êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíî ñâÿçíî, ñîãäà ëèíåéíî ñâÿçåíåãî 1-îñòîâ.



310 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà41. Êëåòî÷íûå êîíñòðóêöèè41′1. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêàÏóñòü X � êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî. ×åðåç ci(X) îáîçíà÷èì÷èñëî åãî i-ìåðíûõ êëåòîê. Ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðîñòðàíñòâà Xíàçûâàåòñÿ àëüòåðíèðîâàííàÿ ñóììà ÷èñåë ci(X):
χ(X) = c0(X) − c1(X) + c2(X) − · · · + (−1)ici(X) + . . .41.A. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà àääèòèâíà â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Åñëè

A è B � ýòî êëåòî÷íûå ïîäïðîñòðàíñòâà êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X, òî
χ(A ∪B) = χ(A) + χ(B) − χ(A ∩B).41.B. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìóëüòèïëèêàòèâíà â ñëåäóþùåì ñìûñ-ëå. Åñëè X è Y � êîíå÷íûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà, òî

χ(X × Y ) = χ(X) · χ(Y ).41′2. Êîìáèíàòîðíîå ñòÿãèâàíèå è åãî îáîáùåíèåÏóñòü X � êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, e è f � åãî îòêðûòûåêëåòêè ðàçìåðíîñòåé n è n− 1, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü:
• ïðèêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå ϕe : Sn−1 → Xn−1 êëåòêè e îïðå-äåëÿåò ãîìåîìîð�èçì îòêðûòîé âåðõíåé ïîëóñ�åðû Sn−1

+ íà f ,
• êëåòêà f íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îáðàçàìè ïðèêëåèâàþùèõ îòîáðàæå-íèé êëåòîê, îòëè÷íûõ îò e,
• êëåòêà e íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îáðàçàìè ïðèêëåèâàþùèõ îòîáðàæå-íèé íèêàêèõ êëåòîê.

f

e41.C. X r (e ∪ f) ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà
X.41.D. Xr (e∪f) ÿâëÿåòñÿ äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà
X. �îâîðÿò, ÷òî X ′ = X r (e ∪ f) ïîëó÷àåòñÿ èç X â ðåçóëüòàòå ýëåìåí-òàðíîãî êîìáèíàòîðíîãî ñòÿãèâàíèÿ è ïèøóò X ց X ′.



41. Êëåòî÷íûå êîíñòðóêöèè 311Åñëè êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî A êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X ïî-ëó÷àåòñÿ èç X â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàð-íûõ êîìáèíàòîðíûõ ñòÿãèâàíèé, òî ãîâîðÿò, ÷òî X êîìáèíàòîðíî ñòÿãè-âàåòñÿ íà A è òîæå ïèøóò X ց A.41.E. Ïðè êîìáèíàòîðíîì ñòÿãèâàíèè ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñî-õðàíÿåòñÿ: åñëè X � êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî è X ց A, òî
χ(X) = χ(A).Ïóñòü, êàê è âûøå, X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, e è f � åãî îò-êðûòûå êëåòêè ðàçìåðíîñòåé n è n − 1, ñîîòâåòñòâåííî, è ïðèêëåèâà-þùåå îòîáðàæåíèå ϕe : Sn → Xn−1 êëåòêè e îïðåäåëÿåò ãîìåîìîð-�èçì Sn−1

+ íà f . Ñåé÷àñ ìû íå ïðåäïîëàãàåì íè òîãî, ÷òî f íå ïåðå-ñåêàåòñÿ ñ îáðàçàìè ïðèêëåèâàþùèõ îòîáðàæåíèé êëåòîê, îòëè÷íûõ îò
e, íè òîãî, ÷òî e íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îáðàçàìè ïðèêëåèâàþùèõ îòîáðà-æåíèé êàêèõ áû òî íè áûëî êëåòîê. Ïóñòü χe : Dn → X � õàðàêòå-ðèñòè÷åñêîå êëåòêè e. �àññìîòðèì òàêæå äå�îðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ
ψ : Dn → Sn−1 r ϕ−1

e (f) = Sn−1 r Sn−1
+ .41.F. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ �àêòîðïðîñòðàíñòâî X ′ = X/[χe(x) ∼ ϕe(ψ(x))]ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì, êëåòêàìè êîòîðîãîñëóæàò îáðàçû ïðè åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè âñåõ êëåòîê ïðîñòðàíñòâà X,êðîìå êëåòîê e è f .�îâîðÿò, ÷òî êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X ′ = X/[χe(x) ∼ ϕe(ψ(x))] ïî-ëó÷àåòñÿ èç êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X â ðåçóëüòàòå âçàèìíîãî ñîêðà-ùåíèÿ êëåòîê e è f .41.G. Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ X → X ′ ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýê-âèâàëåíòíîñòüþ.41.G.1. Íàéäèòå êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ïðîñòðàíñòâà X , äëÿ êî-òîðîãî ïðîåêöèÿ Y → Y/[χe(x) ∼ ϕe(ψ(x))] = Y ′ áûëà áû ãîìîòîïè÷åñêîéýêâèâàëåíòíîñòüþ (â ñèëó òåîðåìû 41.D).41.G.2. Ïðîäîëæèòå îòîáðàæåíèå Y → Y r(e∪f) äî îòîáðàæåíèÿX → X ′,ÿâëÿþùåãîñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ â ñèëó 41.6x.41′3x. �îìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòèêëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ41.1x. Ïóñòü X = A ∪ϕ Dn � ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ïðè-êëåèâàíèÿ n-ìåðíîãî øàðà ê òîïîëîãè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó A ïîñðåäñòâîìíåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : Sn−1 → A. Äîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå X r xâñÿêîé òî÷êè x ∈ X r A (ñòðîãî) äå�îðìàöèîííî ðåòðàãèðóåòñÿ íà A.



312 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà41.2x. Ïóñòü X � n-ìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, à K � ìíîæåñòâî, ïå-ðåñåêàþùååñÿ ïî îäíîé òî÷êå ñ êàæäîé èç îòêðûòûõ n-ìåðíûõ êëåòîê ýòîãîïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî (n − 1)-îñòîâ Xn−1 ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿäå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì äîïîëíåíèÿ X r K.41.3x. Äîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå RPn r point ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
RPn−1; äîïîëíåíèå CPn r point ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî CPn−1.41.4x. Äîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå D2 × S1 r point ïðîèçâîëüíîé âíóòðåííåéòî÷êè ïîëíîòîðèÿ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî òîðó, ê êîòîðîìó ïðèêëååíêðóã âäîëü ìåðèäèàíà S1 × 1.41.5x. Ïóñòü Y � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ϕ : Sn → Y è ψ : Sn → Y� íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ è ïóñòü Xϕ = Y ∪ϕ Dn+1 è Xψ = Y ∪ψ Dn+1.Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèÿ ϕ è ψ ãîìîòîïíû, òî ïðîñòðàíñòâà Xϕ è Xψãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû: ϕ ∼ ψ ⇒ Xϕ ≃ Xψ.Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå.41.6x. Ïóñòü f : X → Y � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, ϕ : Sn−1 → X è
ϕ′ : Sn−1 → Y � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f ◦ ϕ ∼ ϕ′,òî X ∪ϕ Dn ≃ Y ∪ϕ′ Dn.41.7x. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç îêðóæíîñòè â ðåçóëüòà-òå ïðèêëåèâàíèÿ ê íåé äâóõ ýêçåìïëÿðîâ êðóãà ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèé
S1 → S1 : z 7→ z2 è S1 → S1 : z 7→ z3, ñîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå êëåòî÷íîå ïðî-ñòðàíñòâî ñ âîçìîæíî ìåíüøèì ÷èñëîì êëåòîê, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîåïðîñòðàíñòâó X.41.8x. Çàãàäêà. Îáîáùèòå ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó.41.9x. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ê òîðó S1×S1 âäîëü åãî ïàðàëëåëè S1×1 ïðèêëå-èòü êðóã, òî ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî K ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó
S2 ∨ S1.41.10x. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ê òîðó S1×S1 âäîëü åãî ïàðàëëåëè S1×1 è ìåðè-äèàíà 1×S1 ïðèêëåèòü äâà êðóãà, òî ïîëó÷èòñÿ ïðîñòðàíñòâî, ãîìîòîïè÷åñêèýêâèâàëåíòíîå ñ�åðå S2.41.11x. �àññìîòðèì â R3 òðè îêðóæíîñòè: S1 = {x2 + y2 = 1, z = 0}, S2 =
{x2 + y2 = 1, z = 1} è S3 = {z2 + (y − 1)2 = 1, x = 0}. Ïîñêîëüêó R3 ∼=
S3 r point, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S1, S2 è S3 ëåæàò â S3. Äîêàæèòå, ÷òîïðîñòðàíñòâîX = S3r(S1∪S2) íå ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïðîñòðàíñòâó
Y = S3 r (S1 ∪ S3).41.Ax. Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, A � åãî êëåòî÷íîå ïîä-ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà îáúåäèíåíèå (X × 0) ∪ (A× I) ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîìöèëèíäðà X × I.41.Bx. Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, A � åãî êëåòî÷íîå ïîäïðî-ñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå F : X → Y è ãîìî-òîïèÿ h : A × I → Y åãî ñóæåíèÿ f = F |A. Òîãäà ãîìîòîïèþ h ìîæíîïðîäîëæèòü äî ãîìîòîïèè H : X × I → Y îòîáðàæåíèÿ F .41.Cx. Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, A � åãî ñòÿãèâàåìîå êëå-òî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ïðîåêöèÿ pr : X → X/A ÿâëÿåòñÿ ãîìî-òîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.



41. Êëåòî÷íûå êîíñòðóêöèè 313Ñëåäñòâèÿìè èç 41.Cx ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.41.Dx. Êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X, ñîäåðæàùåå îäíîìåðíóþ çàìêíó-òóþ êëåòêó e, ãîìåîìîð�íóþ I, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî êëåòî÷-íîìó ïðîñòðàíñòâó X/e, ïîëó÷àþùåìóñÿ â ðåçóëüòàòå ñòÿãèâàíèÿ ýòîéêëåòêè â òî÷êó.41.Ex. Âñÿêîå ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâè-âàëåíòíî êëåòî÷íîìó ïðîñòðàíñòâó, íóëüìåðíûé îñòîâ êîòîðîãî ñî-ñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè.41.Fx. Îäíîñâÿçíîå äâóìåðíîå êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ãî-ìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî êëåòî÷íîìó ïðîñòðàíñòâó, îäíîìåðíûé îñòîâêîòîðîãî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.41.12x. �åøèòå çàäà÷ó 41.9x, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 41.Cx.41.13x. Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîðïðîñòðàíñòâî
X = CP 2/[(z0 : z1 : z2) ∼ (z0 : z1 : z2)]êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè CP 2 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñ�åðå

S4. Èí�îðìàöèÿ. CP 2/[z ∼ τ (z)] ∼= S4.41.Gx. Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, à A åãî êëåòî÷íîå ïîäïðî-ñòðàíñòâî, òàêîå ÷òî âêëþ÷åíèå i : A → X ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîéýêâèâàëåíòíîñòüþ. Òîãäà A åñòü äå�îðìàöèîííûé ðåòðàêò X.



314 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà42. Îäíîìåðíûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà42′1. �îìîòîïè÷åñêàÿ êëàññè�èêàöèÿ42.A. Âñÿêîå ñâÿçíîå êîíå÷íîå îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ãî-ìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó îêðóæíîñòåé.42.A.1 Ëåììà. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàí-ñòâî, e � åãî çàìêíóòàÿ îäíîìåðíàÿ êëåòêà, ïðèêëååííàÿ ïðè ïîìîùè èíú-åêöèè S0 → X0 (ò. å. ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåáðî e èìååò ðàçëè÷íûå êîíöû).Òîãäà åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ X → X/e ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâà-ëåíòíîñòüþ. Äàéòå ÿâíîå îïèñàíèå ãîìîòîïè÷åñêè îáðàòíîãî ê íåé îòîáðà-æåíèÿ.42.B. Âñÿêîå ñâÿçíîå îäíîìåðíîå êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî Xãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó èç 1− χ(X) îêðóæíîñòåé è, ñëå-äîâàòåëüíî, åãî �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïàðàíãà 1 − χ(X).42.C Ñëåäñòâèå. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñâÿçíîãî êîíå÷íîãî îäíî-ìåðíîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëü-íî ãîìîòîïè÷åñêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Îíà íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû.Îíà ðàâíà åäèíèöå, ñîãäà ïðîñòðàíñòâî ñòÿãèâàåìî.42.D Ñëåäñòâèå. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà êîíå÷íîãî îäíîìåðíîãî êëå-òî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà åãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.Îíà ðàâíà ýòîìó ÷èñëó, ñîãäà êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñòÿãèâàåìà.42.E �îìîòîïè÷åñêàÿ êëàññè�èêàöèÿ êîíå÷íûõ îäíîìåðíûõ êëåòî÷íûõïðîñòðàíñòâ. Êîíå÷íûå ñâÿçíûå îäíîìåðíûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâàãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, ñîãäà èõ �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû èçî-ìîð�íû, ñîãäà èõ ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ðàâíû.42.1. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äâóìåðíîé ñ�åðû ñ óäàëåííûìè n òî÷êàìèåñòü ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà n− 1.42.2. Äîêàæèòå, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàí-ñòâà, ãîìåîìîð�íîãî ñ�åðå S2, ðàâíà 2.42.3 Òåîðåìà Ýéëåðà. Äëÿ âñÿêîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà â R3 îáùåå÷èñëî åãî âåðøèí è ãðàíåé íà 2 áîëüøå ÷èñëà åãî ðåáåð.42.4. Äîêàæèòå òåîðåìó Ýéëåðà, íå èñïîëüçóÿ �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï.42.5. Äîêàæèòå, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàí-ñòâà, ãîìåîìîð�íîãî òîðó, ðàâíà 0.Èí�îðìàöèÿ. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèìèíâàðèàíòîì, íî îáû÷íîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà èñïîëüçóåò àïïà-ðàò òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé, ÷òî äàëåêî âûõîäèò çà ðàìêè íàøåéêíèãè.



42. Îäíîìåðíûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà 31542′2. Ìàêñèìàëüíûå äåðåâüÿÊëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, åñëè îíî ñâÿçíî, à äî-ïîëíåíèå ëþáîé åãî îòêðûòîé êëåòêè íå ñâÿçíî. Êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàí-ñòâî A ñâÿçíîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûìäåðåâîì ïðîñòðàíñòâà X, åñëè A � äåðåâî, íå ñîäåðæàùååñÿ íè â êàêîìîòëè÷íîì îò íåãî äåðåâå, ÿâëÿþùèìñÿ êëåòî÷íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì X.42.F. Âñÿêîå ñâÿçíîå êîíå÷íîå îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñî-äåðæèò ìàêñèìàëüíîå äåðåâî.42.G. Ïóñòü A � äåðåâî, âëîæåííîå, êàê êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî, âñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X. Äîêàæèòå, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-ìàëüíûì äåðåâîì, ñîãäà îíî ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ïðîñòðàíñòâà X.Òåîðåìà 42.G ïðîÿñíÿåò ñìûñë òåðìèíà � ìàêñèìàëüíîå äåðåâî.42.H. Êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî A ñâÿçíîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà
X ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì äåðåâîì, ñîãäà îíî åñòü äåðåâî, à �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî X/A � áóêåò îêðóæíîñòåé.42.I. Åñëè X � îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî è A � åãî êëåòî÷íîåïîäïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ
X íà �àêòîðïðîñòðàíñòâî X/A ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíî-ñòüþ.�åøèâ çàäà÷è 42.F, 42.I è 42.H, âû ïîëó÷èòå åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû 42.A.42′3x. �àçáèâàþùèå êëåòêè42.Ax. Äîïîëíåíèå îòêðûòîé îäíîìåðíîé êëåòêè â ñâÿçíîì îäíîìåð-íîì êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç äâóõ êîìïîíåíòñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåòñÿ ñ çàìûêàíèåì ýòîé êëåò-êè. Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïîëîæåíèÿ âåðøèíû â îäíîìåðíîì êëåòî÷-íîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ å¼ ñòåïåíü. Òàê íàçûâàåòñÿ ñóììàðíîå ÷èñëîòî÷åê â ïðîîáðàçàõ ýòîé âåðøèíû ïðè ïðèêëåèâàþùèõ îòîáðàæåíèÿõâñåõ îäíîìåðíûõ êëåòîê ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà. Áîëåå òðàäè-öèîííî, ñòåïåíüþ âåðøèíû íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî èíöèäåíòíûõ åé ðå-áåð, ïðè ýòîì ðåáðà, èíöèäåíòíûå òîëüêî ýòîé âåðøèíå, ó÷èòûâàþòñÿ ñâåñîì 2.42.Bx. 1) Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ âåðøèíû â ñâÿç-íîì îäíîìåðíîì êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå ñîäåðæèò ðåáðî, â çàìûêà-íèå êîòîðîãî âõîäèò ýòà âåðøèíà. 2) Äïîëíåíèå âåðøèíû êðàòíîñòè
m ñîñòîèò íå áîëåå, ÷åì èç m êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.



316 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà42′4x. Äåðåâüÿ è ëåñàÑâÿçíîå îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, åñ-ëè äîïîëíåíèå âñÿêîé åãî îòêðûòîé îäíîìåðíîé êëåòêè íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿç-íûì. Îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ëåñîì, åñëè êàæ-äàÿ åãî êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Òàêèì îáðàçîì, äåðåâî � ýòî ñâÿç-íûé ëåñ.42.Cx. Êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî ëåñà � ëåñ. Â ÷àñòíîñòè, âñÿêîåñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî äåðåâà � äåðåâî.42.Dx. Äîïîëíåíèå ëþáîãî (îòêðûòîãî) ðåáðà äåðåâà ñîñòîèò èç äâóõêîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.42.Ex. Äîïîëíåíèå ëþáîé âåðøèíû êðàòíîñòè m äåðåâà ñîñòîèò èç mêîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.42.Fx. Âî âñÿêîì êîíå÷íîì äåðåâå ñóùåñòâóåò âåðøèíà êðàòíîñòè îäèí.42.Gx. Ëþáîå êîíå÷íîå äåðåâî êîìáèíàòîðíî ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó èèìååò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó îäèí.42.Hx. Ëþáàÿ òî÷êà äåðåâà ÿâëÿåòñÿ åãî äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì.42.Ix. Ëþáîå êîíå÷íîå îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, êîìáèíà-òîðíî ñòÿãèâàþùååñÿ â òî÷êó, ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.42.Jx. Â ëþáîì êîíå÷íîì îäíîìåðíîì êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå ñóììàêðàòíîñòåé âñåõ âåðøèí ðàâíà óäâîåííîìó ÷èñëó ð¼áåð.42.Kx. Â ëþáîì êîíå÷íîì ñâÿçíîì îäíîìåðíîì êëåòî÷íîì ïðîñòðàí-ñòâå ñ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé îäèí åñòü âåðøèíà êðàòíîñòè åäèíè-öà.42.Lx. Ëþáîå ñâÿçíîå îäíîìåðíîå êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé îäèí êîìáèíàòîðíî ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó.42′5x. Ïðîñòûå ïóòèÏóñòü X � îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðîñòûì ïóò¼ì äëè-íû n â X íàçîâåì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà
(v1, e1, v2, e2, . . . , en, vn+1),ñîñòàâëåííóþ èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåðøèí vi è ðåáåð ei ïðîñòðàíñòâà

X, â êîòîðîé ãðàíèöà êàæäîãî ðåáðà ei ñîñòîèò èç ïðåäøåñòâóþùåé âåð-øèíû vi è ïîñëåäóþùåé � vi+1. Âåðøèíà v1 íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì ýòîãîïðîñòîãî ïóòè, à âåðøèíà vn+1 � åãî êîíöîì. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïðîñòîéïóòü ñîåäèíÿåò ýòè âåðøèíû. Íà÷àëî è êîíåö ïðîñòîãî ïóòè ñîåäèíÿþòñÿïóò¼ì I → X, ÿâëÿþùèìñÿ òîïîëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì, îáðàç êîòîðîãî



42. Îäíîìåðíûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà 317ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè âñåõ êëåòîê, âõîäÿùèõ â ïðîñòîé ïóòü. Îáú-åäèíåíèå âñåõ êëåòîê, âõîäÿùèõ â ïðîñòîé ïóòü, ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûìïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà X. Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé íåçàìêíó-òîé ëîìàíîé.42.Mx. Â ñâÿçíîì îäíîìåðíîì êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå ëþáûå äâåâåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ ïðîñòûì ïóò¼ì.42.Nx Ñëåäñòâèå. Â ñâÿçíîì îäíîìåðíîì êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå
X ëþáûå äâå òî÷êè ñîåäèíÿþòñÿ ïóò¼ì I → X, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿòîïîëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì.42.1x. Íàéäèòå ïðèìåð òàêîãî ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîìñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå òî÷êè, íå ñîåäèíèìûå âëîæåííûì ïóò¼ì.42.2x. Íå ìîãëè áû Âû íàéòè òàêîé ïðèìåð ñðåäè õàóñäîð�îâûõ ëèíåéíîñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ?42.Ox. Ñâÿçíîå îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ äå-ðåâîì, ñîãäà íå ñóùåñòâóåò âëîæåíèÿ S1 → X.42.Px. Â îäíîìåðíîì êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå X ñóùåñòâóåò ïåòëÿ
S1 → X, íå ãîìîòîïíàÿ ïîñòîÿííîé, ñîãäà ñóùåñòâóåò òîïîëîãè÷åñêîåâëîæåíèå S1 → X.42.Qx. Îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ñîãäàëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïóò¼ì.42.3x. Âñÿêîå êîíå÷íîå äåðåâî îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåïîäâèæíîé òî÷êè.Ñð. 37.12, 37.13 è 37.1442.4x. Âåðíî ëè ýòî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåðåâà; ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãîñâÿçíîãî îäíîìåðíîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà?



318 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà43. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êëåòî÷íîãîïðîñòðàíñòâà43′1. Îäíîìåðíûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà43.A. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ñâÿçíîãî êîíå÷íîãî îäíîìåðíîãîêëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X åñòü ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà 1 − χ(X).
43.B. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ñâÿçíîå îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî,
T � ìàêñèìàëüíîå äåðåâî â X è x0 ∈ T . Äëÿ êàæäîé îäíîìåðíîé êëåòêè
e ⊂ X r T âûáåðåì ïåòëþ se, íà÷èíàþùóþñÿ â x0, ïðîõîäÿùóþ ïî Täî e, çàòåì âäîëü êëåòêè e è âîçâðàùàþùóþñÿ (âíîâü ïî T ) â èñõîäíóþòî÷êó x0. Òîãäà ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû ïåòåëü se ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìèîáðàçóþùèìè ãðóïïû π1(X,x0).43′2. Îáðàçóþùèå43.C. Ïóñòü A � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x0 ∈ A, ϕ : Sk−1 → A �íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå è X = A ∪ϕ Dk. Åñëè k > 1, òî ãîìîìîð�èçì
π1(A,x0) → π1(X,x0), èíäóöèðîâàííûé âêëþ÷åíèåì A → X, ñþðúåêòè-âåí. (Ñð. 43.G.4, 31.G.4).43.D. Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, x0 � åãî íóëüìåðíàÿ êëåòêàèX1 � åãî îäíîìåðíûé îñòîâ. Òîãäà ãîìîìîð�èçì âêëþ÷åíèÿ π1(X1, x0) →
π1(X,x0), ñþðúåêòèâåí.43.E. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, T � ìàê-ñèìàëüíîå äåðåâî â åãî îäíîìåðíîì îñòîâå X1, x0 ∈ T . Âûáåðåì äëÿêàæäîé êëåòêè e ⊂ X1 r T ïåòëþ se, íà÷èíàþùóþñÿ â x0, ïðîõîäÿùóþïî T äî e è çàòåì âäîëü êëåòêè e è âîçâðàùàþùóþñÿ (âíîâü ïî T ) âèñõîäíóþ òî÷êó x0. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû ïåòåëü se ÿâ-ëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè ãðóïïû π1(X,x0).43.1. Âûâåäèòå òåîðåìó 31.G èç òåîðåìû 43.D.43.2. Âû÷èñëèòå π1(CP

n).43′3. ÑîîòíîøåíèÿÏóñòü X � ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, x0 � åãî íóëüìåðíàÿêëåòêà. Íàïîìíèì, ÷òî äâóìåðíûé îñòîâ X2 ïðîñòðàíñòâà X ïîëó÷àåòñÿ



43. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà 319èç åãî îäíîìåðíîãî îñòîâà X1 ïîñðåäñòâîì ïðèêëåèâàíèÿ íåñêîëüêèõ ýê-çåìïëÿðîâ êðóãà D2 ïðè ïîìîùè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ϕα : S1 →
X1. Ïðèêëåèâàþùèå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êðóãîâûìè ïåòëÿìè â X1.Âûáåðåì äëÿ êàæäîãî α ïóòü sα : I → X1, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó ϕα(1) ñ
x0. Ïóñòü [ϕα] ∈ π1(X,ϕα(1)) � ñîîòâåòñòâóþùèå ãîìîòîïè÷åñêèå êëàñ-ñû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû π1(X,x0), ïî-ðîæäåííóþ (êàê íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà4) ýëåìåíòàìè

Tsα [ϕα] ∈ π1(X1, x0).43.F. Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòåé sα.43.G. Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì ãîìîìîð�èçìà âêëþ-÷åíèÿ in∗ : π1(X1, x0) → π1(X,x0).Òåîðåìó 43.G ìîæíî äîêàçàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð ååìîæíî âûâåñòè èç òåîðåìû Çåé�åðòà�âàí Êàìïåíà (ñì. 43.4x). Â äàííîìðàçäåëå ìû äîêàæåì åå, ïîñòðîèâ �ïðàâèëüíîå� íàêðûâàþùåå ïðîñòðàí-ñòâî. Âêëþ÷åíèå N ⊂ Ker in∗ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî (ñì. 43.G.1). Äîêà-çàòåëüñòâî îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ îñíîâàíî íà ñóùåñòâîâàíèè íàêðûòèÿ
p : Y → X, ïðèâåäåíèå êîòîðîãî íàä îäíîìåðíûì îñòîâîì ïðîñòðàí-ñòâà X ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì p1 : Y1 → X1 ñ ãðóïïîé N , è òîì �àêòå,÷òî Ker in∗ ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå ëþáîãî íàêðûòèÿ íàä X1, ïðîäîëæà-þùåãîñÿ äî íàêðûòèÿ íàä âñåì X. Ïðåäëàãàåìóþ â ëåììàõ 1�7 ñõåìóðàññóæäåíèÿ òàêæå ìîæíî ìîäè�èöèðîâàòü. Äåëî â òîì, ÷òî âêëþ÷å-íèå X2 → X èíäóöèðóåò èçîìîð�èçì �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ýòèõ ïðî-ñòðàíñòâ. Äîêàçàòü ýòî íå òàê óæ ñëîæíî, îäíàêî ïðèìåíÿåìàÿ ïðè ýòîìòåõíèêà, õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îáùåé è åñòåñòâåííîé, âñå æå âûõîäèòçà ðàìêè íàøåé êíèãè. Çäåñü ìû ïðîñòî õîòèì ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòîòðåçóëüòàò çàìåíÿåò ñîáîé ëåììû 4 è 5.43.G.1 Ëåììà 1. N ⊂ Ker in∗, ñð. 31.J (2).43.G.2 Ëåììà 2. Ïóñòü p1 : Y1 → X1 � íàêðûòèå ñ ãðóïïîé N (ò. å.

N = (p1)∗(π1(Y1, y0))). Äëÿ êàæäîãî α è äëÿ âñÿêîé òî÷êè y ∈ p−1
1 (x0))ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäíÿòèå ϕ̃α : S1 → Y1 îòîáðàæåíèÿ ϕα, ÷òî ϕ̃α(1) = y.43.G.3 Ëåììà 3. Ïóñòü Y2 � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå â ðå-çóëüòàòå ïðèêëåèâàíèÿ íåñêîëüêèõ ýêçåìïëÿðîâ êðóãà D2 ê Y1 ïîñðåäñòâîìâñåâîçìîæíûõ ïîäíÿòèé ïðèêëåèâàþùèõ îòîáðàæåíèé ϕα. Òîãäà ñóùåñòâó-åò îòîáðàæåíèå p2 : Y2 → X2, êîòîðîå ïðîäîëæàåò p1 è ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.4Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè îíà ñîâïàäàåò ñî âñåìè ïîä-ãðóïïàìè, ñ íåþ ñîïðÿæ¼ííûìè. Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, íîðìàëüíî ïîðîæä¼ííàÿ ìíîæå-ñòâîì A, åñòü íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ A. Êàê ïîäãðóïïà, îíà ïî-ðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A è ýëåìåíòàìè, ñîïðÿæ¼ííûìè ñ íèìè. Ýòî çíà÷èò, ÷òîêàæäûé ýëåìåíò ýòîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæ¼í-íûõ ñ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A.



320 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà43.G.4 Ëåììà 4. Ïðè n ≥ 3 ïðèêëåèâàþùèå îòîáðàæåíèÿ n-ìåðíûõ êëå-òîê ìîãóò áûòü ïîäíÿòû â ëþáîå íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî. Ñð. 39.Wx,39.Xx.43.G.5 Ëåììà 5. Íàêðûòèå p2 : Y2 → X2 ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü äîíàêðûòèÿ âñåãî X .43.G.6 Ëåììà 6. Âñÿêàÿ ïåòëÿ s : I → X1, ðåàëèçóþùàÿ ýëåìåíò ÿäðà
Ker in∗ (ò. å. ãîìîòîïíàÿ ïîñòîÿííîé ïåòëå â X), íàêðûâàåòñÿ ïåòëåé ïðî-ñòðàíñòâà Y , ïðè÷åì ýòà íàêðûâàþùàÿ ïåòëÿ ëåæèò â Y1.43.G.7 Ëåììà 7. Ïîäãðóïïà N = Ker in∗.43.H. Âêëþ÷åíèå in2 : X2 → X èíäóöèðóåò èçîìîð�èçì �óíäàìåí-òàëüíûõ ãðóïï êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà è åãî 2-îñòîâà.43.3. Ïðîâåðüòå, ÷òî íàêðûòèå íàä êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì X, ïîñòðîåí-íîå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 43.G, ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.43′4. Âûïèñûâàíèå îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèéÒåîðåìû 43.E è 43.G äàþò ñëåäóþùèé ñïîñîá âûïèñûâàíèÿ îáðàçó-þùèõ è ñîîòíîøåíèé �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû êîíå÷íîãî êëåòî÷íîãîïðîñòðàíñòâà.Ïóñòü X � êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî è x0 � åãî íóëüìåð-íàÿ êëåòêà. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíîå äåðåâî îäíîìåðíîãî îñòîâà ïðî-ñòðàíñòâà X. Äëÿ êàæäîé îäíîìåðíîé êëåòêè e ⊂ X, íå ëåæàùåé â T ,âûáåðåì ïåòëþ se, íà÷èíàþùóþñÿ â x0, èäóùóþ ïî T äî êëåòêè e, ïðî-õîäÿùóþ ïî ýòîé êëåòêå è âîçâðàùàþùóþñÿ â x0 îïÿòü ïî T . Îáîçíà-÷èì ÷åðåç g1, . . . , gm ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû ýòèõ ïåòåëü. Â ñèëó 43.Eýòî îáðàçóþùèå ãðóïïû π1(X,x0). Äàëåå, ïóñòü ϕ1, . . . , ϕn : S1 → X1� ïðèêëåèâàþùèå îòîáðàæåíèÿ äëÿ âñåõ äâóìåðíûõ êëåòîê ïðîñòðàí-ñòâà X. Äëÿ êàæäîãî ϕi âûáåðåì ïóòü si, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó ϕi(1) ñòî÷êîé x0 â îäíîìåðíîì îñòîâå ïðîñòðàíñòâà X. Âûðàçèì ãîìîòîïè÷å-ñêèé êëàññ Tsi [ϕi] êàê ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé îáðàçóþùèõ gj . Ïóñòü ri� ñîîòâåòñòâóþùåå ñëîâî â àë�àâèòå g1, . . . , gm. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóï-ïà ïðîñòðàíñòâà X ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè g1, . . . , gm, êîòîðûå ñâÿçàíûñîîòíîøåíèÿìè r1 = . . . = rn = 1.43.I. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòîò ðåöåïò äàåò ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò äëÿ �óí-äàìåíòàëüíûõ ãðóïï ïðîñòðàíñòâ RPn è S1×S1 ïðè ðàçëè÷íûõ èõ ïðåä-ñòàâëåíèÿõ â âèäå êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. 40.H è 40.E).Â óñëîâèè äîêàçàííîãî ðàíåå óòâåðæäåíèÿ 41.Fx ïðåäïîëàãàëîñü,÷òî êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì. Äåëî â òîì, ÷òî â òîììîìåíò íàì åùå íå áûëî èçâåñòíî, ÷òî âêëþ÷åíèå X2 → X èíäóöèðóåòèçîìîð�èçì �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï.



43. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà 32143.J. Âñÿêîå êîíå÷íîå îäíîñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷å-ñêè ýêâèâàëåíòíî êëåòî÷íîìó ïðîñòðàíñòâó, îäíîìåðíûé îñòîâ êîòîðîãîñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.43′5. Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû îñíîâíûõ ïîâåðõíîñòåé43.K. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ñ�åðû ñ g ðó÷êàìè äîïóñêàåò ñëåäóþ-ùåå çàäàíèå
〈a1, b1, a2, b2, . . . , ag, bg | a1b1a

−1
1 b−1

1 a2b2a
−1
2 b−1

2 . . . agbga
−1
g b−1

g = 1〉.43.L. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ñ�åðû ñ g ïë¼íêàìè äîïóñêàåò ñëåäóþ-ùåå çàäàíèå
〈a1, a2, . . . , ag | a2

1a
2
2 . . . a

2
g = 1〉.43.M. Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ñ�åð ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ðó÷åê íåèçîìîð�íû.Êîãäà òðåáóåòñÿ äîêàçàòü íåèçîìîð�íîñòü äâóõ ãðóïï, çàäàííûõ ïî-ñðåäñòâîì êîíå÷íûõ íàáîðîâ îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé, ïðåæäå âñå-ãî ñòîèò ïðîêîììóòèðîâàòü ýòè ãðóïïû. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîêîììóòè-ðîâàòü ãðóïïó G � ýòî çíà÷èò ïðî�àêòîðèçîâàòü å¼ ïî å¼ êîììóòàíòó.Êîììóòàíò ãðóïïû G îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [G,G] è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéíîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ êîììóòàòîðàìè a−1b−1ab äëÿ âñåõ

a, b ∈ G. Íà ÿçûêå îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé êîììóòèðîâàíèå îçíà÷àåòäîáàâëåíèå ê èìåþùèìñÿ ñîîòíîøåíèÿì ñîîòíîøåíèé ab = ba, a, b ∈ G.Êîíå÷íîïîðîæäåííûå àáåëåâû ãðóïïû õîðîøî èçâåñòíû. Ëþáàÿ òà-êàÿ ãðóïïà èçîìîð�íà ïðîèçâåäåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà öèêëè÷åñêèõ (êî-íå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ) ãðóïï. ßñíî, ÷òî åñëè ïðîêîììóòèðîâàííûå ãðóï-ïû íå èçîìîð�íû, òî è ñàìè èñõîäíûå ãðóïïû íå èçîìîð�íû.43.M.1. Ïðîêîììóòèðîâàííàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ñ�åðû ñ g ðó÷êà-ìè èçîìîð�íà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå ðàíãà 2g (ò. å. Z2g).43.N. Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ñ�åð ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ïë¼íîê íåèçîìîð�íû.43.N.1. Ïðîêîììóòèðîâàííàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ñ�åðû ñ g ïë¼í-êàìè èçîìîð�íà Zg−1 × Z2.43.O. Ñ�åðû ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ðó÷åê íå ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèýêâèâàëåíòíûìè.43.P. Ñ�åðû ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ïë¼íîê íå ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèýêâèâàëåíòíûìè.43.Q. Ñ�åðà ñ ðó÷êàìè ãîìîòîïè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíà ñ�åðå ñ ïë¼í-êàìè.



322 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêàÅñëè X � ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, òî åãî ïðîêîììóòèðîâàí-íàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíîé (èëè ïåðâîé) ãðóï-ïîé ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç H1(X). Åñëè X íåÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, òî H1(X) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðÿìàÿ ñóììàîäíîìåðíûõ ãðóïï ãîìîëîãèé âñåõ êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ýòîãîïðîñòðàíñòâà. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìà 43.M.1 âûãëÿäèò ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì: Ïóñòü Fg � ñ�åðà ñ g ðó÷êàìè, òîãäà H1(Fg) = Z2g.43′6x. Òåîðåìà Çåé�åðòà�âàí ÊàìïåíàÄëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó êëåòî÷íîãî ïðî-ñòðàíñòâà, âìåñòî òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü åãî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå,áûâàåò ïðîùå ïðèìåíèòü òåîðåìó Çåé�åðòà�âàí Êàìïåíà.43.Ax Òåîðåìà Çåé�åðòà�âàí Êàìïåíà. Ïóñòü X � ëèíåéíî ñâÿçíîåòîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A è B � åãî îòêðûòûå ëèíåéíî ñâÿç-íûå ïîäìíîæåñòâà, ïîêðûâàþùèå X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî
C = A∩B òàêæå ëèíåéíî ñâÿçíî, x0 ∈ C. Òîãäà ãðóïïà π1(X,x0) ÿâëÿ-åòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï π1(A,x0) è π1(B,x0) ñ îáúåäèíåí-íîé ïîäãðóïïîé π1(C, x0). Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè

π1(A,x0) = 〈α1, . . . , αp | ρ1 = · · · = ρr = 1〉,
π1(B,x0) = 〈β1, . . . , βq | σ1 = · · · = σs = 1〉,

π1(C, x0) ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè γ1, . . .γt, à inA : C → A, inB : C → B� ñòàíäàðòíûå âêëþ÷åíèÿ, òî ãðóïïà π1(X,x0) èìååò çàäàíèå
〈α1, . . . , αp, β1, . . . , βq |

ρ1 = · · · = ρr = σ1 = · · · = σs = 1,

inA∗(γ1) = inB∗(γ1), . . . , inA∗(γt) = inB∗(γt)〉.�àññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà ïðîñòðàíñòâî X è åãî ïîäìíî-æåñòâà A è B ÿâëÿþòñÿ êëåòî÷íûìè.43.Bx. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � ñâÿçíîå êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàí-ñòâî, à A è B � åãî êëåòî÷íûå ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîêðûâàþùèå X. Ïî-ëîæèì C = A ∩B. Êàê �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ïðîñòðàíñòâ X, A, Bè C ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé?43.Cx Òåîðåìà Çåé�åðòà�âàí Êàìïåíà. Ïóñòü X � ñâÿçíîå êîíå÷íîåêëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, A è B � ïîêðûâàþùèå åãî ñâÿçíûå êëåòî÷íûåïîäïðîñòðàíñòâà, C = A ∩ B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C òàêæå ñâÿçíî.Ïóñòü x0 ∈ C � íåêîòîðàÿ íóëüìåðíàÿ êëåòêà,
π1(A,x0) = 〈α1, . . . , αp | ρ1 = · · · = ρr = 1〉,
π1(B,x0) = 〈β1, . . . , βq | σ1 = · · · = σs = 1〉,



43. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà 323è ïóñòü ãðóïïà π1(C, x0) ïîðîæäàåòñÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè γ1, . . . , γt.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξi(α1, . . . , αp) è ηi(β1, . . . , βq) îáðàçû ýëåìåíòîâ γi (òî÷-íåå, èõ âûðàæåíèå ïîñðåäñòâîì îáðàçóþùèõ) ïðè ãîìîìîð�èçìàõ âêëþ-÷åíèÿ
π1(C, x0) → π1(A,x0) è, ñîîòâåòñòâåííî, π1(C, x0) → π1(B,x0).Òîãäà

π1(X,x0) = 〈α1, . . . , αp, β1, . . . , βq |
ρ1 = · · · = ρr = σ1 = · · · = σs = 1,

ξ1 = η1, . . . , ξt = ηt〉.43.1x. Ïóñòü X, A, B è C � òàêèå êàê âûøå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A è B îä-íîñâÿçíû, à C ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà
π1(X) èçîìîð�íà Z.43.2x. ßâëÿåòñÿ ëè òåîðåìà 43.Cx ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 43.Ax?43.3x. Ìîæíî ëè îïóñòèòü ïðåäïîëîæåíèå îá îòêðûòîñòè ìíîæåñòâ A è B âóñëîâèÿõ òåîðåìû 43.Ax?43.4x. Âûâåäèòå òåîðåìó 43.G èç òåîðåìû Çåé�åðòà�âàí Êàìïåíà 43.Ax.43.5x. Âû÷èñëèòå �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó òàê íàçûâàåìîãî ëèíçîâîãî ïðî-ñòðàíñòâà, ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðè ñêëåèâàíèè äâóõ ïîëíîòîðèé ïî ãîìåîìîð�èç-ìó S1 × S1 → S1 × S1 : (u, v) 7→ (ukvl, umvn), ãäå kn− lm = 1.43.6x. Îïðåäåëèòå ãîìîòîïè÷åñêèé è òîïîëîãè÷åñêèé òèï ëèíçîâîãî ïðîñòðàí-ñòâà äëÿ m = 0, 1.43.7x. Îïèøèòå çàäàíèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû äîïîëíåíèÿ â R3 òîðè÷å-ñêîãî óçëà K òèïà (p, q), ãäå p è q � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ýòîòóçåë ëåæèò íà òîðå, îáðàçîâàííîì ïðè âðàùåíèè îêðóæíîñòè; �îðìóëû

8
><
>:

x = (2 + cos 2πu) cos 2πv,

y = (2 + cos 2πu) sin 2πv,

z = sin 2πuçàäàþò åãî ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå. Óçåë K çàäàåòñÿ â T óðàâíåíèåì
pu = qv. Íàéäèòå òàêæå ïðîêîììóòèðîâàííóþ �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó (ò.å. ãðóïïó ãîìîëîãèé) äîïîëíåíèÿ óçëà K.43.8x. Ïóñòü (X,x0) è (Y, y0) � îäíîñâÿçíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñîòìå÷åííûìè òî÷êàìè, Z = X ∨ Y � èõ áóêåò.(1) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X è Y � êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà, òî ïðîñòðàí-ñòâî Z îäíîñâÿçíî.(2) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó òî÷åê x0 è y0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòè Ux0 ⊂ Xè Vy0 ⊂ Y , ñòðîãî äå�îðìàöèîííî ðåòðàãèðóþùèåñÿ, ñîîòâåòñòâåí-íî, íà x0 è y0, òî ïðîñòðàíñòâî Z îäíîñâÿçíî.(3) Ïîñòðîéòå îäíîñâÿçíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà X è Y ñ íåîä-íîñâÿçíûì áóêåòîì.



324 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà43′7x. Òåîðåòèêî-ãðóïïîâîå îòñòóïëåíèå:ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ñ îáúåäèíåííîé ïîäãðóïïîéÍà ïåðâûé âçãëÿä îïèñàíèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïðîñòðàíñòâà
X, äàííîå â òåîðåìå Çåé�åðòà�âàí Êàìïåíà, äàëåêî îò òîãî, ÷òîáû áûòüèíâàðèàíòíûì, ïîñêîëüêó â íåì èñïîëüçóþòñÿ çàäàíèÿ ãðóïï ïðè ïîìî-ùè îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé. Îäíàêî ñóùåñòâóåò è êàòåãîðíîå òåîðåòèêî-ãðóïïîâîå îïèñàíèå ãðóïïû π1(X).43.Dx. �àññìîòðèì çàäàíèÿ ãðóïï A è B,

A = 〈α1, . . . , αp | ρ1 = · · · = ρr = 1〉,

B = 〈β1, . . . , βq | σ1 = · · · = σs = 1〉,ïóñòü ãðóïïà C ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè γ1, . . . , γt. �àññìîòðèì òàêæåïðîèçâîëüíûå ãîìîìîð�èçìû ξ : C → A è η : C → B. Òîãäà
X = 〈α1, . . . , αp, β1, . . . , βq |

ρ1 = · · · = ρr = σ1 = · · · = σs = 1,

ξ(γ1) = η(γ1), . . . , ξ(γt) = η(γt)〉,

ϕ : A→ X : αi 7→ αi, i = 1, . . . , p è ψ : B → X : βj 7→ βj , j = 1, . . . , q.
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>>}}}}}Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé ãðóïïû X ′ è ãîìîìîð�èçìîâ ϕ′ : A → X ′ è
ψ′ : B → X ′, äëÿ êîòîðûõ ξ ◦ ϕ′ = η ◦ ψ′, ò. å. â òîì ñëó÷àå, êîãäàäèàãðàììà
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77nnnnnnnnnnnnnÄàííîå ñâîéñòâî ãðóïïû X õàðàêòåðèçóåò åå åäèíñòâåííûì îáðàçîìñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà.�ðóïïà X, îïèñàííàÿ â �îðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ 43.Dx, íàçûâà-åòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï A è B ñ îáúåäèíåííîé ïîäãðóïïîé Cè îáîçíà÷àåòñÿ A ∗C B.Åñëè C � òðèâèàëüíàÿ ãðóïïà, òî A ∗C B åñòü ïðîñòî A ∗ B � òàêíàçûâàåìîå ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå A è B.43.9x. ßâëÿåòñÿ ëè ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà n ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì nýêçåìïëÿðîâ ãðóïïû Z?43.10x. Èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùåå ðàçáèåíèå áóòûëêè Êëåéíà, ïðåäñòàâüòå åå�óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó â âèäå Z ∗Z Z.43.11x. Çàãàäêà. Íàéäèòå îïðåäåëåíèå ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï êàêìíîæåñòâà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâ àë�àâèòà, áóêâàìè êîòîðîãî ÿâëÿ-þòñÿ ýëåìåíòû ãðóïï � ñîìíîæèòåëåé äàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.43.12x. Èññëåäóéòå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà îïåðàöèè ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäå-íèÿ ãðóïï. Áóäåò ëè îíî àññîöèàòèâíûì, êîììóòàòèâíûì, è â êàêîì ñìûñëå.Îïðåäåëÿþò ëè ãîìîìîð�èçìû èç ñîìíîæèòåëåé ãîìîìîð�èçì èç èõ ïðîèç-âåäåíèÿ?43.13x*. Íàéäèòå ïðåäñòàâëåíèå ìîäóëÿðíîé ãðóïïû
Mod = SL(2,Z)/

„

−1 0
0 −1

«â âèäå ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ Z2 ∗ Z3.43′8x. Äîïîëíåíèå ê òåîðåìå Çåé�åðòà�âàí ÊàìïåíàÒåîðåìà Çåé�åðòà�âàí Êàìïåíà ïîÿâèëàñü è èñïîëüçîâàëàñü ãëàâ-íûì îáðàçîì êàê ñðåäñòâî âû÷èñëåíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï. Îäíàêîîíà ïðèìåíèìà íå âî âñåõ ñèòóàöèÿõ, ê ïðèìåðó, â óñëîâèÿõ ñëåäóþùåéòåîðåìû.43.Ex. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A è B � îòêðûòûåìíîæåñòâà, îáðàçóþùèå åãî ïîêðûòèå, C = A∩B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
A è B îäíîñâÿçíû, à ìíîæåñòâî C ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïî-íåíò. Òîãäà π1(X) ∼= Z.Òåîðåìà 43.Ex âåðíà è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðî-ñòðàíñòâî C ñîñòîèò èç äâóõ ëèíåéíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Êàçàëîñü áû,



326 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà÷òî îòëè÷èå íåñóùåñòâåííî, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ñòàíîâèòñÿ íåñðàâ-íèìî áîëåå òåõíè÷åñêèì.Â äåéñòâèòåëüíîñòè, Çåé�åðò è âàí Êàìïåí ïîëó÷èëè èñïîëüçîâàâ-øèåñÿ èìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ãîðàçäî áîëåå îá-ùèå ðåçóëüòàòû, ÷åì òåîðåìà 43.Ax. Ýòà òåîðåìà � åäèíñòâåííàÿ, êî-òîðàÿ ïåðåøëà èç èõ ðàáîò â ó÷åáíèêè. Òåîðåìà 43.1x ÿâëÿåòñÿ äðóãèì÷àñòíûì ñëó÷àåì äîêàçàííûõ èìè óòâåðæäåíèé. Ôîðìóëèðîâêà íàèáî-ëåå îáùåãî èç íèõ ñëèøêîì òÿæåëîâåñíà, ÷òîáû çäåñü ìîæíî áûëî å¼ïðèâåñòè. Â ýòîé ñâÿçè ïðèâåäåì åùå îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé, èñïîëüçóÿêîòîðûé ñîâìåñòíî ñ òåîðåìîé 43.Ax, ìîæíî ïîëó÷èòü âñå, ÷òî äàåòîáùàÿ òåîðåìà Çåé�åðòà�âàí Êàìïåíà (ïðàâäà, íå òàê áûñòðî).Ïðåæäå âñåãî îïèøåì îáùóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü A � òîïîëîãè÷åñêîåïðîñòðàíñòâî, B � åãî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî è U � îêðåñòíîñòü ìíî-æåñòâà B â A, òàêàÿ ÷òî U rB åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõ-ñÿ îòêðûòûõ â A ìíîæåñòâ M1 è M2, ïîëîæèì Ni = B ∪Mi, i = 1, 2.�àññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî C, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòåïðèêëåèâàíèÿ ê Ar U ìíîæåñòâ N1 è N2 ïî òîæäåñòâåííûì îòîáðàæå-íèÿì ìíîæåñòâ M1 è M2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà (A r U) ∪ N1è (A r U) ∪ N2 (ñ èíäóöèðîâàííîé èç A òîïîëîãèåé) îáðàçóþò �óíäà-ìåíòàëüíîå ïîêðûòèå C. Â ïðîñòðàíñòâå C èìåþòñÿ, òàê ñêàçàòü, äâàýêçåìïëÿðà ïðîñòðàíñòâà B, êîòîðûå ëåæàò, ñîîòâåòñòâåííî, â N1 è N2.Ïðîñòðàíñòâî A ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ �àêòîðïðîñòðàíñòâîì C, ïîëó-÷åííûì â ðåçóëüòàòå îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ ýêçåìïëÿðîâ B äðóã ñ äðóãîìïðè ïîìîùè òîæäåñòâåííîãî ãîìåîìîð�èçìà. Òåì íå ìåíåå íàøå ïîñòðî-åíèå íà÷èíàëîñü ñ ïðîñòðàíñòâà A, ÷üþ �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó ìû èíàìåðåíû ïîäñ÷èòàòü, òîãäà êàê ïðîñòðàíñòâî B ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëü-íûì (ðèñóíîê).
B1 B2

M1 M2
A

B

M1 M2Â êëåòî÷íîé ñèòóàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A � êëåòî÷íîå ïðîñòðàí-ñòâî, B � åãî êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðî-ñòðàíñòâî C òàêæå îêàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì, òàêæå êàê è åñòåñòâåííîåîòîáðàæåíèå C → A. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäî-ãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà n ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò n-îñòîâïðîñòðàíñòâà C â n-îñòîâ ïðîñòðàíñòâà A.



43. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà 32743.Fx. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îïèñàííîé âûøå êîíñòðóêöèè ïðîñòðàí-ñòâî C ëèíåéíî ñâÿçíî è x0 ∈ C r (B1 ∪B2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóï-ïà π1(C, x0) çàäàíà ñâîèìè îáðàçóþùèìè α1, . . . , αn è ñîîòíîøåíèÿìè
ψ1 = 1, . . . , ψm = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå C → A ïåðå-âîäèò òî÷êè yi ∈ Bi â îäíó è òó æå òî÷êó y. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σiãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ x0 ñ yi â C. Ïóñòü β1,. . . , βp � îáðàçóþùèå ãðóïïû π1(B, y), à β1i, . . . , βpi � ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ýëåìåíòû â π1(Bi, yi). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕli ñëîâî, ïðåäñòàâëÿþùååýëåìåíò σiβliσ

−1
i â àë�àâèòå α1, . . . , αn. Òîãäà ãðóïïà π1(A,x0) èìååòñëåäóþùåå çàäàíèå:

〈α1, . . . , αn, γ | ψ1 = · · · = ψm = 1, γϕ11 = ϕ12γ, . . . , γϕp1 = ϕp2γ〉.43.14x. Âû÷èñëèòå �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû òîðà è áóòûëêè Êëåéíà ïðèïîìîùè òåîðåìû 43.Fx.43.15x. Âû÷èñëèòå �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû îñíîâíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðè ïî-ìîùè òåîðåìû 43.Fx.43.16x. Âûâåäèòå òåîðåìó 43.1x èç òåîðåì 43.Ax è 43.Fx.43.17x. Çàãàäêà. Ïîñòðîéòå àëãåáðàè÷åñêóþ òåîðèþ, îñíîâàííóþ íà òåî-ðåòèêî-ãðóïïîâîé êîíñòðóêöèè, èäåÿ êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ â òåîðåìå 43.Fx.



328 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêàÄîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè40.A Ïóñòü A � êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà
X. Äëÿ n = 0, 1, . . . ìû âèäèì, ÷òî A ∩Xn+1 ïîëó÷àåòñÿ èç A ∩Xn ïðè-êëåèâàíèåì (n+ 1)-êëåòîê, ñîäåðæàùèõñÿ â A. Ïîýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà
A ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì îñòîâå, îíî êîíå÷íî åñòü êëåòî÷íîå ïðîñòðàí-ñòâî, à ïåðåñå÷åíèÿ An = A∩Xn, n = 0, 1, . . ., ÿâëÿþòñÿ åãî îñòîâàìè. Âîáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A ìíîæå-ñòâàìè An �óíäàìåíòàëüíî, ÷òî ñëåäóåò èç ïóíêòà 3 ñëåäóþùåé ëåììû,çàäà÷è 40.1 è óòâåðæäåíèÿ 40.Gx.40.A.1 Äîêàæåì òîëüêî óòâåðæäåíèå 3, ïîñêîëüêó èìåííî îíî òðå-áóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Ïóñòü ìíîæåñòâî F ⊂ A è ïåðåñå-êàåòñÿ ñ êàæäûì èç ìíîæåñòâ Ai ïî çàìêíóòîìó â Ai ìíîæåñòâó. Òàêêàê F ∩ Xi = F ∩ Ai çàìêíóòî â Ai, òî îíî çàìêíóòî â Xi, ïîýòîìó Fçàìêíóòî â X â ñèëó �óíäàìåíòàëüíîñòè ïîêðûòèÿ {Xi}. Ñëåäîâàòåëü-íî, F çàìêíóòî è â A, ÷òî è äîêàçûâàåò �óíäàìåíòàëüíîñòü ïîêðûòèÿ
{Ai}.40.B Ýòî òàê, ïîñêîëüêó ïðèêëåèâ øàðDn ê òî÷êå ïî åãî ãðàíè÷íîéñ�åðå, ìû ïîëó÷èì �àêòîðïðîñòðàíñòâî Dn/Sn−1 ∼= Sn.40.C Ýòèìè (îòêðûòûìè) êëåòêàìè ÿâëÿþòñÿ: òî÷êà, (n−1)-ìåðíàÿñ�åðà áåç îäíîé òî÷êè è îãðàíè÷åííûé åþ îòêðûòûé n-ìåðíûé øàð:
e0 = x ∈ Sn−1 ⊂ Dn, en−1 = Sn r x, en = Bn.40.D Äåéñòâèòåëüíî, ïðî�àêòîðèçîâàâ äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèåîòðåçêîâ ïî ìíîæåñòâó âñåõ èõ êîíöîâ, ìû ïîëó÷èì áóêåò îêðóæíîñòåé.40.E Ïðåäñòàâèì ïðîèçâåäåíèå I × I êàê êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî,ñîñòîÿùåå èç 9 êëåòîê: ÷åòûðåõ íóëüìåðíûõ � âåðøèí êâàäðàòà, ÷åòûðåõîäíîìåðíûõ � åãî ñòîðîí è îäíîé äâóìåðíîé � âíóòðåííîñòè ýòîãî êâàä-ðàòà. Â ðåçóëüòàòå ñòàíäàðòíîé �àêòîðèçàöèè, ïðè êîòîðîé èç êâàäðàòàïîëó÷àåòñÿ òîð, èç ÷åòûðåõ íóëüìåðíûõ êëåòîê ìû ïîëó÷èì îäíó, à èç÷åòûðåõ îäíîìåðíûõ � äâå.40.F Êàæäàÿ îòêðûòàÿ êëåòêà ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäå-íèåì îòêðûòûõ êëåòîê ñîìíîæèòåëåé, ñì. çàäà÷ó 40.3.40.G Ïóñòü Sk = Sn ∩ Rk+1, ãäå

Rk+1 = {(x1, x2, . . . , xk+1, 0, . . . , 0)} ⊂ Rn+1.Åñëè ïðåäñòàâèòü Sn â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîñòðîåííûõ ñ�åð ìåíüøèõðàçìåðíîñòåé: Sn =
⋃n
k=0 S

k, òî äëÿ âñÿêîãî k ∈ {1, . . . , n} ðàçíîñòü
Sk r Sk−1 ñîñòîèò ðîâíî èç äâóõ k-êëåòîê � îòêðûòûõ ïîëóñ�åð.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 32940.H �àññìîòðèì êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ñ�åðû Sn, îïèñàííîå â ðåøå-íèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Òîãäà ïðè �àêòîðèçàöèè Sn → RPn â êàæäîéðàçìåðíîñòè îáå êëåòêè ñêëåèâàþòñÿ â îäíó. Êàæäîå èç ïðèêëåèâàþùèõîòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé Dk → RP k, ïðè êîòîðîé ãðàíè÷íàÿñ�åðà Sk−1 îòîáðàæàåòñÿ íà RP k−1.40.I Íóëüìåðíûìè êëåòêàìè ÿâëÿþòñÿ âñå öåëûå òî÷êè, îäíîìåð-íûìè � èíòåðâàëû (k, k + 1), k ∈ Z.40.J Òàê êàê Rn = R × . . .× R (n ñîìíîæèòåëåé), òî åãî êëåòî÷íàÿñòðóêòóðà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êëåòî÷íûìè ñòðóêòóðàìè ñîìíîæè-òåëåé (ñì. 40.3). Òàêèì îáðàçîì, íóëüìåðíûå êëåòêè � ýòî òî÷êè, êîîð-äèíàòû êîòîðûõ 
óòü öåëûå ÷èñëà. Îäíîìåðíûìè êëåòêàìè ÿâëÿþòñÿîòêðûòûå îòðåçêè ñ êîíöàìè â òî÷êàõ (k1, . . . , ki, . . . , kn) è (k1, . . . , ki +
1, . . . , kn), ò. å. îòðåçêè, ïàðàëëåëüíûå îñÿì êîîðäèíàò, äâóìåðíûìè �êâàäðàòû, ïàðàëëåëüíûå äâóìåðíûì êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì, è ò. ä.40.M Î÷åâèäíî: âñÿêîå ñ÷åòíîå íóëüìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ãîìåî-ìîð�íî N ⊂ R.40.N Îòîáðàçèì íóëüìåðíûå êëåòêè â öåëûå òî÷êè Ak(k, 0, 0) íàîñè àáñöèññ. Âëîæåíèÿ îäíîìåðíûõ êëåòîê áóäóò êóñî÷íî-ëèíåéíûìè èïðîèçâîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîïîñòàâèì n-é îäíîìåðíîé êëåòêåïðîñòðàíñòâà X ïàðó òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè Cn(0, 2n−1, 1) è Dn(0, 2n, 1),
n ∈ N. Åñëè êîíöû ýòîé 1-êëåòêè îòîáðàæàþòñÿ â òî÷êè Ak è Al, òî åå îá-ðàçîì ÿâëÿåòñÿ òðåõçâåííàÿ ëîìàíàÿ AkCnDnAl (âîçìîæíî, çàìêíóòàÿ).Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáðàçû ðàçëè÷íûõ îòêðûòûõ êëåòîê íå ïåðåñåêàþòñÿ(ïîñêîëüêó èõ êðàéíèå òðåòè ëåæàò íà ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ). Òåìñàìûì, ìû ïîñòðîèëè èíúåêöèþ f : X → R3, êîòîðàÿ î÷åâèäíî íåïðå-ðûâíà. Íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíîíåïðåðûâíî íà êàæäîé èç ïîñòðîåííûõ ëîìàíûõ, êîòîðûå ê òîìó æåîáðàçóþò çàìêíóòîå è ëîêàëüíî êîíå÷íîå, ñëåäîâàòåëüíî (9.U) �óíäà-ìåíòàëüíîå, ïîêðûòèå ìíîæåñòâà f(X).

Ak
Al

Cn
Dn

40.O Ïðîâåäèòå èíäóêöèþ ïî îñòîâàì, èñïîëüçóÿ 40.O.2. �àññóæ-äåíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâîÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì.



330 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà40.O.1 Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîX ⊂ Rp ⊂ Rp+q+1, ãäå Rp � êîîðäèíàòíîåïðîñòðàíñòâî ïåðâûõ p êîîðäèíàòíûõ ïðÿìûõ â Rp+q+1, à Y ⊂ Rq ⊂
Rp+q+1, ãäå Rq � êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäíèõ q êîîðäèíàòíûõïðÿìûõ â Rp+q+1. Òåïåðü îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : X ⊔ Y → Rp+q+1.Ïîëîæèì f(x) = x, åñëè x ∈ X, è f(y) = (0, . . . , 0, 1, y), åñëè y /∈ V =
h−1

(
A×

[
0; 1

2

)). Íàêîíåö, åñëè y ∈ U , h(y) = (a, t) è t ∈ [0; 1
2

], òî ïîëîæèì
f(y) =

(
(1 − 2t)ϕ(a), 2t, 2ty

)
.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f � ñîáñòâåííîå. Åãî �àêòîðîòîáðà-æåíèå f̂ : X ∪ϕ Y → Rp+q+1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé èíúåêöèåé, çíà÷èò âñèëó 18.Ox (ñì. òàêæå 18.Px) îíî � âëîæåíèå.40.O.2 Ïî îïðåäåëåíèþ êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, X ïîëó÷àåòñÿïðèêëåèâàíèåì îáúåäèíåíèÿ k-ìåðíûõ çàìêíóòûõ øàðîâ ê åãî (k − 1)-îñòîâó. Ïóñòü Y � ýòî (íå áîëåå ÷åì) ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå k-ìåðíûõøàðîâ, à A � îáúåäèíåíèå ãðàíè÷íûõ ñ�åð ýòèõ øàðîâ (î÷åâèäíî, ÷òîóñëîâèå ëåììû 40.O.1 âûïîëíåíî: â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè U ìîæíî âçÿòüîáúåäèíåíèå äîïîëíåíèé øàðîâ âäâîå ìåíüøåãî äèàìåòðà). Òàêèì îáðà-çîì, ëåììà 40.O.2 ñëåäóåò èç 40.O.1.40.P Ñëåäóåò èç 40.O.2 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êëåòî÷íîé òîïîëîãèè.40.Q Ñëåäóåò èç 40.P è 40.O.40.R Ñëåäóåò èç 40.Q.40.S Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå õîòÿ áû äëÿ îäíîìåð-íûõ ïðîñòðàíñòâ.40.T Äàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü, íåñêîëüêî óñëîæíèâðàññóæäåíèå, ïðèâåäåííîå â äîêàçàòåëüñòâå 40.Bx.40.U Ñì. [5, ñ. 94℄.40.Ax Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàìûêàíèå ëþáîãî îòêðûòîãî ñèìïëåê-ñà êàíîíè÷åñêè ãîìåîìîð�íî n-ìåðíîìó çàìêíóòîìó ñèìïëåêñó. è, ïî-ñêîëüêó ñèìïëèöèàëüíîå ïðîñòðàíñòâî õàóñäîð�îâî, îíî ãîìåîìîð�íî�àêòîðïðîñòðàíñòâó, ïîëó÷åííîìó èç äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ íåñêîëü-êèõ çàìêíóòûõ ñèìïëåêñîâ â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ âäîëü öåëûõ ãðàíåéïî à��èííûì ãîìåîìîð�èçìàì. Òàê êàê êàæäûé ñèìïëåêñ ÿâëÿåòñÿêëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì, à åãî ãðàíè � êëåòî÷íûìè ïîäïðîñòðàíñòâà-ìè, òî îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 40.Hx.40.Bx Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, x, y ∈ X. Ïóñòü n �íàèìåíüøåå ÷èñëî, òàêîå ÷òî x, y ∈ Xn. Ïîñòðîèì èõ íåïåðåñåêàþùèåñÿîêðåñòíîñòè Un è Vn â Xn. Ïóñòü, íàïðèìåð, x ∈ e, ãäå e � îòêðûòàÿ

n-êëåòêà. Òîãäà â êà÷åñòâå Un ìîæíî âçÿòü ìàëåíüêèé øàðèê ñ öåíòðîìâ òî÷êå x, à â êà÷åñòâå Vn � äîïîëíåíèå (â Xn) åãî çàìûêàíèÿ. Ïóñòü



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 331òåïåðü a � öåíòð íåêîòîðîé (n + 1)-ìåðíîé êëåòêè, ϕ : Sn → Xn � ååïðèêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå. �àñìîòðèì îòêðûòûå êîíóñà íàä ϕ−1(Un)è ϕ−1(Vn) ñ âåðøèíîé â òî÷êå a. Ïóñòü Un+1 è Vn+1 � îáúåäèíåíèÿ îá-ðàçîâ ïîäîáíûõ êîíóñîâ ïî âñåì (n+ 1)-ìåðíûì êëåòêàì ïðîñòðàíñòâà.ßñíî, ÷òî ýòî � äèçúþíêòíûå îêðåñòíîñòè òî÷åê x è y â Xn+1. Ìíîæå-ñòâà U = ∪∞
k=nUk è V = ∪∞

k=nVk � äèçúþíêòíûå îêðåñòíîñòè òî÷åê x è yâ ïðîñòðàíñòâå X.40.Cx Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, e ⊂ X � åãî êëåòêà,
ψ : Dn → X � å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, B ⊂ Dn � îò-êðûòûé åäèíè÷íûé øàð. Òàê êàê îòîáðàæåíèå ψ íåïðåðûâíî, òî e =
ψ(Dn) = ψ(ClB) ⊂ Cl(ψ(B)) = Cl(e). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ψ(Dn) � êîì-ïàêòíîå ìíîæåñòâî, ñëåäîâàòåëüíî â ñèëó 40.Bx îíî çàìêíóòî, ïîýòîìó
e = ψ(Dn) ⊃ Cl(e).40.Dx Èç îïðåäåëåíèÿ �àêòîðòîïîëîãèè íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïî-êðûòèå n-îñòîâà êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà åãî (n− 1)-îñòîâîì è çàìêíó-òûìè n-ìåðíûìè êëåòêàìè ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì. Íà÷èíàÿ ñ n =
0 è ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîêðûòèå êàæäîãî îñòîâàêëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà åãî çàìêíóòûìè êëåòêàìè ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåí-òàëüíûì. À ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ êëåòî÷íîé òîïîëîãèè ïîêðûòèåêëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà åãî îñòîâàìè ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì, òî èïîêðûòèå ñàìîãî ýòîãî ïðîñòðàíñòâà åãî çàìêíóòûìè êëåòêàìè ÿâëÿåòñÿ�óíäàìåíòàëüíûì (ñì. 9.31).40.Ex Ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 40.Dx, òîãî, ÷òî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿêëåòî÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, êàæäàÿ çàìêíóòàÿ êëåòêà ñîäåðæèòñÿ âîäíîì èç ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ, è óòâåðæäåíèÿ 9.31.40.Fx Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, Xk � åãî k-îñòîâ. Äî-êàæåì âíà÷àëå, ÷òî âñÿêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K ⊂ Xk ïåðåñåêàåò-ñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îòêðûòûõ êëåòîê îñòîâà Xk. Äîêàçàòåëü-ñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè îñòîâà. Ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿâ íóëüìåðíîì îñòîâå äèñêðåòíà, òî âñÿêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ìîæåòñîäåðæàòü ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî 0-êëåòîê äàííîãî êëåòî÷íîãî ïðî-ñòðàíñòâà. Ïðîâåäåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. �àññìîòðèì êîìïàêòíîåìíîæåñòâî K ⊂ Xn. Äëÿ âñÿêîé n-êëåòêè eα, ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ ìíî-æåñòâîì K, âûáåðåì îòêðûòûé øàð Uα ⊂ eα, òàêîé ÷òî K ∩ Uα 6= ∅.�àññìîòðèì ïîêðûòèå Γ = {eα,Xn r ∪Cl(Uα)}. ßñíî, ÷òî Γ � îòêðûòîåïîêðûòèå ìíîæåñòâà K. Â ñèëó åãî êîìïàêòíîñòè èç ïîêðûòèÿ Γ ìîæíîâûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Çíà÷èò n-êëåòîê, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ K� êîíå÷íîå ÷èñëî. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà K ñ (n−1)-îñòîâîì çàìêíóòî,çíà÷èò êîìïàêòíî. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ýòî ìíîæåñòâî(K ∩Xn−1) ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îòêðûòûõ êëåòîê, ïîýòîìóè ìíîæåñòâî K ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îòêðûòûõ êëåòîê.



332 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêàÏóñòü òåïåðü ϕ : Sn−1 → Xn−1 � ïðèêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå äëÿ n-ìåðíîé êëåòêè, F = ϕ(Sn−1) ⊂ Xn−1. Ïîñêîëüêó F êîìïàêòíî, òî îíîìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îòêðûòûõ êëåòîê. Òà-êèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ êëåòêà ïåðåñåêàåòñÿ ëèøüñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îòêðûòûõ êëåòîê.40.Gx Â ñèëó 40.Dx äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü çàìêíóòîñòü ïåðåñå÷å-íèé A∩e äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ êëåòîê ïðîñòðàíñòâà X. Òàê êàê êëåòî÷íîåïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñâîèõ, êàê îòêðûòûõ, òàê è çà-ìêíóòûõ êëåòîê, ò. å. A = ∪eα = ∪eα, òî â ñèëó 40.Fx
A ∩ e =

(
∪eα

)
∩ e = (∪ni=1eαi) ∩ e ⊂ (∪ni=1eαi) ∩ e ⊂ A ∩ eè, ñëåäîâàòåëüíî, âêëþ÷åíèÿ â ýòîé öåïî÷êå ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè. Ñëå-äîâàòåëüíî, â ñèëó 40.Cx ìíîæåñòâî A∩ e = ∪ni=1 (eαi ∩ e) çàìêíóòî êàêîáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.40.Jx Ïîñêîëüêó, â ñèëó 40.Fx, âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ êëåòêà ïåðåñåêà-åòñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îòêðûòûõ êëåòîê, òî ïåðåñå÷åíèå âñÿêîéçàìêíóòîé êëåòêè e ñ ìíîæåñòâîì A ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì è ñëåäîâàòåëü-íî (â ñèëó õàóñäîð�îâîñòè êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà) çàìêíóòûì � è â

X, è, òåì áîëåå, â e. Òàê êàê, â ñèëó 40.Dx, çàìêíóòûå êëåòêè îáðàçóþò�óíäàìåíòàëüíîå ïîêðûòèå, òî è òåì ñàìûì ñàìî ìíîæåñòâî A çàìêíó-òî. Òî÷íî òàê æå è âñÿêîå åãî ïîäìíîæåñòâî çàìêíóòî è â X, è, òåìáîëåå, â A. Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî, èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ â
A äèñêðåòíà.40.Jx Ïóñòü K ⊂ X � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî. Â êàæäîé èç êëå-òîê eα, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ K, âûáåðåì ïî òî÷êå xα ∈ eα∩K è ðàññìîòðèììíîæåñòâî A = {xα}. Â ñèëó 40.Ix ìíîæåñòâî A çàìêíóòî, è òîïîëîãèÿâ íåì � äèñêðåòíàÿ. Ïîñêîëüêó A êîìïàêòíî, êàê çàìêíóòîå ïîäìíî-æåñòâî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà, çíà÷èò, îíî êîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, Kïåðåñåêàåòñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îòêðûòûõ êëåòîê.40.Kx Ñëåäóåò èç 40.Jx. Êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàí-ñòâî êîìïàêòíî êàê îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ� çàìêíóòûõ êëåòîê.40.Lx Ïðîâåäèòå èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòÿì êëåòîê, âîñïîëüçîâàâ-øèñü òåì, ÷òî çàìûêàíèå êàæäîé êëåòêè ïåðåñåêàåòñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì÷èñëîì êëåòîê ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñàìî çà-ìûêàíèå êëåòêè ìîæåò íå áûòü êëåòî÷íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.40.Mx Ñëåäóåò èç 40.Jx, 40.Lx è 40.2.40.Nx Åñëè K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî êëåòî÷íîãî ïðî-ñòðàíñòâà, òî îíî çàìêíóòî, ïîñêîëüêó âñÿêîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâîõàóñäîð�îâî, à èç óòâåðæäåíèÿ 40.Jx ñëåäóåò, ÷òî îíî ïåðåñåêàåòñÿ ëèøüñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îòêðûòûõ êëåòîê.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 333Åñëè ìíîæåñòâî K ïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îòêðû-òûõ êëåòîê, òî â ñèëó 40.Lx îíî ëåæèò â íåêîòîðîì êîíå÷íîì êëåòî÷íîìïîäïðîñòðàíñòâå äàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì,÷òî êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî 40.Kx, à K � åãî çà-ìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî.40.Ox Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè ìíîæåñòâîêëåòîê â íåì ñ÷åòíî, òî, âçÿâ â êàæäîé êëåòêå ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîåìíîæåñòâî è îáúåäèíèâ èõ, ìû ïîëó÷èì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, ïëîòíîå âîâñåì X (ïðîâåðüòå ýòî!). Òàêèì îáðàçîì, X ñåïàðàáåëüíî.Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèå �îò ïðîòèâíîãî�. Ïóñòü â X èìååòñÿ íåñ÷åò-íîå ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ êëåòîê enα. Ïîëîæèì Unα = enα. Êàæäîå èçìíîæåñòâ Unα îòêðûòî â n-îñòîâå Xn ïðîñòðàíñòâà X. Ïîñòðîèì òåïåðüíåñ÷åòíûé äèçúþíêòíûé íàáîð îòêðûòûõ âX ìíîæåñòâ. Ïóñòü a � öåíòðíåêîòîðîé (n+1)-ìåðíîé êëåòêè, ϕ : Sn → Xn � åå ïðèêëåèâàþùåå îòîá-ðàæåíèå. Ïîñòðîèì êîíóñ íàä ϕ−1(Unα ) ñ âåðøèíîé â òî÷êå a è îáîçíà÷èì÷åðåç Un+1
α îáúåäèíåíèå òàêèõ êîíóñîâ ïî âñåì (n+ 1)-ìåðíûì êëåòêàìïðîñòðàíñòâà X. ßñíî, ÷òî {Un+1

α

} � íåñ÷åòíûé äèçúþíêòíûé íàáîðìíîæåñòâ, îòêðûòûõ â Xn+1. Òîãäà ìíîæåñòâà Uα =
⋃∞
k=nU

k
α îáðàçóþòíåñ÷åòíûé äèçúþíêòíûé íàáîð ìíîæåñòâ, îòêðûòûõ âî âñåì ïðîñòðàí-ñòâå X, êîòîðîå, òàêèì îáðàçîì, íå èìååò ñ÷åòíîé áàçû, è, â ÷àñòíîñòè,íå ñåïàðàáåëüíî.40.Px Äåéñòâèòåëüíî, êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè êëåòî÷íîãîïðîñòðàíñòâà âìåñòå ñ ëþáîé ñâîåé òî÷êîé x öåëèêîì ñîäåðæèò êàæäóþçàìêíóòóþ êëåòêó, ñîäåðæàùóþ x è, â ÷àñòíîñòè, çàìûêàíèå îòêðûòîéêëåòêè, ñîäåðæàùåé x.40.Rx Ñð. ðàññóæäåíèå, èñïîëüçîâàííîå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 40.Ox.40.Rx Ýòî òàê, â ñèëó ëîêàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè êëåòî÷íîãîïðîñòðàíñòâà (ñì. 40.Qx).40.Sx Ñëåäóåò èç 40.Rx.40.Tx ßñíî, ÷òî äîêàçûâàòü íóæíî ëèøü òî, ÷òî èç ñ÷åòíîñòè 0-îñòîâà ñëåäóåò ñ÷åòíîñòü âñåãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî÷èñëî êëåòîê êàæäîé ðàçìåðíîñòè (íå áîëåå ÷åì) ñ÷åòíî. Äëÿ ýòîãî äî-ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ êëåòêà ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîìçàìêíóòûõ êëåòîê. Áóäåò óäîáíåå äîêàçûâàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäå-íèå: âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ êëåòêà e ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çàìêíó-òûõ êëåòîê. ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü, ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ çàìêíóòîé



334 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêàêëåòêîé, ïåðåñåêàåòñÿ è ñ ñàìîé êëåòêîé. �àññìîòðèì ïîêðûòèå çàìêíó-òîé êëåòêè e îêðåñòíîñòÿìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåò ëèøü êî-íå÷íîå ÷èñëîì çàìêíóòûõ êëåòîê. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìïàêò-íîñòüþ e.40.Ux Â ñèëó ïðåäûäóùåé çàäà÷è 1-îñòîâ ïðîñòðàíñòâà X ñâÿçåí.Èç ðåçóëüòàòà çàäà÷è 40.Tx ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñ÷åòíîñòü÷èñëà åãî íóëüìåðíûõ êëåòîê. Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ íóëüìåðíóþ êëåò-êó x0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 îáúåäèíåíèå âñåõ çàìêíóòûõ îäíîìåðíûõêëåòîê, ñîäåðæàùèõ òî÷êó x0. Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A2 � îáú-åäèíåíèå âñåõ çàìêíóòûõ îäíîìåðíûõ êëåòîê, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ A2. Âñèëó ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè ïðîñòðàíñòâà X ìíîæåñòâà A1 è A2 ñîñòîÿòèç êîíå÷íîãî ÷èñëà êëåòîê. Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íûì îáðà-çîì, ìû ïîëó÷èì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîìåðíûõ êëå-òî÷íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ An ⊂ . . ., êàæäîå èç êîòîðûõêîíå÷íî. Ïîëîæèì A =
⋃∞
k=1Ak. Ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç (íå áîëåå ÷åì)ñ÷åòíîãî ÷èñëà êëåòîê. Èç îïðåäåëåíèÿ êëåòî÷íîé òîïîëîãèè ñëåäóåò,÷òî ìíîæåñòâî A è îòêðûòî, è çàìêíóòî â X1. Ïîñêîëüêó X1 ñâÿçíî, òî

A = X1.40.Vx Åñëè 1-îñòîâ êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ñâÿçåí, òî ñà-ìî ýòî ïðîñòðàíñòâî î÷åâèäíî ñâÿçíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1-îñòîâíå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Òîãäà îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå äâóõçàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, X1 = X ′
1∪X ′′

1 . Êàæäàÿ äâóìåðíàÿ êëåòêà ïðèêëå-èâàåòñÿ ê îäíîìó èç ýòèõ ìíîæåñòâ, çíà÷èò, X2 = X ′
2 ∪X ′′

2 . Àíàëîãè÷íîåðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n èìååò ìåñòîïðåäñòàâëåíèå n-îñòîâà êàê îáúåäèíåíèÿ åãî çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ.Ïîëîæèì X ′ =
⋃∞
n=0X

′
n è X ′′ =

⋃∞
n=0X

′′
n. Ïî îïðåäåëåíèþ êëåòî÷íîéòîïîëîãèè ìíîæåñòâà X ′ è X ′′ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè, ñëåäîâàòåëüíî,ïðîñòðàíñòâî X íåñâÿçíî.41.A Óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî ðàâåí-ñòâà ci(A ∪B) = ci(A) + ci(B) − ci(A ∩B).41.B Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì èñêóññòâåííûì ïðèåìîì. Ââåäåììíîãî÷ëåí χA(t) = c0(A) + c1(A)t + . . . + ci(A)ti + . . .. Îí íàçûâàåòñÿìíîãî÷ëåíîì Ïóàíêàðå, è åãî âàæíåéøåå äëÿ íàñ ñâîéñòâî ñîñòîèò â òîì,÷òî χ(X) = χX(−1). Òàê êàê ck(X × Y ) =
∑k

i=0 ci(X)ck−i(Y ), òî
χX×Y (t) = χX(t) · χY (t).Çíà÷èò, χ(X × Y ) = χX×Y (−1) = χX(−1) · χY (−1) = χ(X) · χ(Y ).41.C Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ îòêðûòûõ êëå-òîê ïðîñòðàíñòâà Xr (e∪ f) ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì âñåõ åãî çàìêíó-òûõ êëåòîê, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì ïîäïðîñòðàíñòâîìïðîñòðàíñòâà X.



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 33541.D Äå�îðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ øàðà Dn íà åãî íèæíþþ çà-ìêíóòóþ ïîëóñ�åðó Sn−1
− îïðåäåëÿåò äå�îðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ X →

X r (e ∪ f).41.E Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ýëåìåíòàðíîìêîìáèíàòîðíîì ñòÿãèâàíèè ÷èñëî êëåòîê â äâóõ ñîñåäíèõ ðàçìåðíîñòÿõóìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó.41.F Ïóñòü p : X → X ′ � îòîáðàæåíèå �àêòîðèçàöèè. Ïðîñòðàíñòâî
X ′ ðàçáèâàåòñÿ íà òå æå îòêðûòûå êëåòêè, ÷òî è X, çà èñêëþ÷åíèåì êëå-òîê e è f . Ïðèêëåèâàþùèì îòîáðàæåíèåì äëÿ êàæäîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿêîìïîçèöèÿ èñõîäíîãî ïðèêëåèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ è p.41.G.1 Ìîæíî âçÿòü Y = Xn−1 ∪ϕe Dn. ßñíî, ÷òî Y ′ ∼= Y r (e ∪ f),áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ýòè ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ïðîåêöèÿ p′ : Y → Y ′ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 41.D.41.G.2 Ïóñòü {eα} � íàáîð n-êëåòîê ïðîñòðàíñòâà X, îòëè÷íûõîò êëåòêè e, ϕα � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèêëåèâàþùèå îòîáðàæåíèÿ. �àñ-ñìîòðèì îòîáðàæåíèå p′ : Y → Y ′. Òàê êàê

Xn = Y ∪⊔ϕα
(⊔

Dn
α

)
, òî X ′

n = Y ′ ∪⊔p′◦ϕα
(⊔

Dn
α

)
.Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå p′ â ñèëó 41.G.1 ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâè-âàëåíòíîñòüþ, òî èç ðåçóëüòàòà óòâåðæäåíèÿ 41.6x ñëåäóåò, ÷òî åå ìîæíîïðîäîëæèòü äî ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè pn : Xn → X ′
n. Ïðîäîë-æàÿ èíäóêöèþ ïî îñòîâàì, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.41.Ax Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè. ßñíî,÷òî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå êëåòêè, êîòîðûå íå ëåæàò â ïîä-ïðîñòðàíñòâå A. Åñëè èìååòñÿ ðåòðàêöèÿ

ρn−1 : (Xn−1 ∪A) × I → (Xn−1 × 0) ∪ (A× I),òî, åñëè ìû ïîñòðîèì ðåòðàêöèþ
ρ̃n : (Xn ∪A) × I → (Xn × 0) ∪ ((Xn−1 ∪A) × I),òî î÷åâèäíî, êàê ñ ïîìîùüþ èõ �êîìïîçèöèè� ïîëó÷èòü ðåòðàêöèþ

ρn : (Xn ∪A) × I → (Xn × 0) ∪ (A× I).Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ðåòðàêöèÿ ρ : Dn×I → (Dn×0)∪(Sn−1×I).(Ïðîùå âñåãî îïðåäåëèòü ρ ãåîìåòðè÷åñêè. �àñïîëîæèì öèëèíäð ñòàí-äàðòíûì îáðàçîì â ïðîñòðàíñòâå Rn+1 è ðàññìîòðèì êàêóþ-ëèáî òî÷-êó p, ëåæàùóþ íàä öåíòðîì åãî âåðõíåãî îñíîâàíèÿ. Äëÿ z ∈ Dn × Iïîëîæèì ρ(z) ðàâíûì òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à, èñõîäÿùåãî èç p è ïðî-õîäÿùåãî ÷åðåç z, ñ îáúåäèíåíèåì îñíîâàíèÿ Dn × 0 è áîêîâîé ñòåíêè
Sn−1 × I öèëèíäðà.) Ôàêòîðîì îòîáðàæåíèÿ ρ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå



336 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà
e× I → (Xn × 0)∪ (Xn−1 × I), ïðîäîëæèâ êîòîðîå òîæäåñòâåííûì îáðà-çîì íà Xn−1 × I, ìû ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå

ρe : (e× I) ∪ (Xn−1 × I) → (Xn × 0) ∪ (Xn−1 × I).Ïîñêîëüêó çàìêíóòûå êëåòêè îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíîå ïîêðûòèå êëå-òî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, òî òåì ñàìûì îïðåäåëåíà ðåòðàêöèÿ ρ̃n.41.Bx Ôîðìóëû H̃(x, 0) = F (x) ïðè x ∈ X è H̃(x, t) = h(x, t) ïðè
(x, t) ∈ A×I îïðåäåëÿþò íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå H̃ : (X×0)∪(A×I) → Y .Â ñèëó 41.Ax ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèÿ ρ : X × I → (X × 0) ∪ (A × I).Êîìïîçèöèÿ H = H̃ ◦ ρ è áóäåò èñêîìîé ãîìîòîïèåé.41.Cx Îáîçíà÷èì ÷åðåç h : A × I → A ãîìîòîïèþ ìåæäó òîæäå-ñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà A è ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíè-åì A → A : a 7→ x0. �àññìîòðèì ãîìîòîïèþ h̃ = i ◦ h : A × I → X. Âñèëó òåîðåìû 41.Bx å¼ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîìîòîïèè H : X× I → Xòîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà X. �àññìîòðèì îòîá-ðàæåíèå f : X → X, f(x) = H(x, 1). Ïî ïîñòðîåíèþ ãîìîòîïèè h̃,
f(A) = {x0}, ñëåäîâàòåëüíî, �àêòîðîì f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîá-ðàæåíèå g : X/A→ X.Äîêàæåì, ÷òî pr è g ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè ãîìîòîïè÷åñêèìè ýê-âèâàëåíòíîñòÿìè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî g ◦ pr ∼ idX è
pr ◦g ∼ idX/A.1) Çàìåòèì, ÷òî H(x, 1) = g(pr(x)) ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ g. Ïî-ñêîëüêó H(x, 0) = x ïðè âñåõ x ∈ X, òî H ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäó
idX è êîìïîçèöèåé g ◦ pr.2) Åñëè ïðî�àêòîðèçîâàòü êàæäûé ñëîé X × t ïî A × t, òî, ïîñêîëüêó
H(x, t) ∈ A ïðè âñåõ x ∈ A, t ∈ I, èç ãîìîòîïèè H ìû ïîëó÷èì ãîìîòî-ïèþ H̃ : X/A→ X/A ìåæäó idX/A è êîìïîçèöèåé p ◦ g.41.Fx Â ñèëó 41.Ex ìû âïðàâå ñ÷èòàòü, ÷òî â äàííîì ïðîñòðàí-ñòâå èìååòñÿ îäíà íóëüìåðíàÿ êëåòêà, òàêèì îáðàçîì, åãî îäíîìåðíûìîñòîâîì ÿâëÿåòñÿ áóêåò îêðóæíîñòåé. �àññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîåîòîáðàæåíèå ψ : I → X1 íåêîòîðîé 1-êëåòêè. Íàì áóäåò óäîáíåå âìåñòîïåòëè ψ ðàññìîòðåòü êðóãîâóþ ïåòëþ S1 → X1, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èìòîé æå áóêâîé. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî îäíîñâÿçíî, ïåòëþ ψ ìîæíîïðîäîëæèòü äî îòîáðàæåíèÿ êðóãà f : D2 → X. �àññìîòðèì òåïåðüøàð D3 è áóäåì äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ñ÷èòàòü, ÷òî f îïðåäåëåíîíà íèæíåé ïîëóñ�åðå S2

− åãî ãðàíèöû. Ïîëîæèì Y = X ∪f D3 ≃ X.Ïðîñòðàíñòâî Y ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì è ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ê êëå-òî÷íîìó ðàçáèåíèþ ïðîñòðàíñòâà X äâóõ êëåòîê � äâóìåðíîé è òðåõ-ìåðíîé. Íîâàÿ äâóìåðíàÿ êëåòêà e � îáðàç âåðõíåé ïîëóñ�åðû â D3 �



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 337ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìûì êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì. Çíà÷èò, �àêòîðïðî-ñòðàíñòâî Y/e ≃ Y è ñîäåðæèò íà îäíó îäíîìåðíóþ êëåòêó ìåíüøå,÷åì èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî X. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèå, ìû è ïîëó÷èìïðîñòðàíñòâî, äâóìåðíûé îñòîâ êîòîðîãî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè. Îáðà-òèòå âíèìàíèå, ÷òî íàøå ïîñòðîåíèå ïðèâåëî ê òðåõìåðíîìó êëåòî÷íîìóïðîñòðàíñòâó. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â íàøèõ óñëîâè-ÿõ ïðîñòðàíñòâî áóäåò ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî: òî÷êå, 2-ñ�åðå, èëèáóêåòó 2-ñ�åð, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî èñïîëüçóåò áîëåå ñëîæíóþ(ãîìîëîãè÷åñêóþ) òåõíèêó.41.Gx Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X → A ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè îá-ðàòíûì ê âêëþ÷åíèþ i. Ïî óñëîâèþ ñóæåíèå f íà ïîäïðîñòðàíñòâî A,ò. å. êîìïîçèöèÿ f ◦ i, ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ idA. Âñèëó òåîðåìû 41.Bx ýòó ãîìîòîïèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîìîòîïèè
H : X × I → A îòîáðàæåíèÿ f . Ïîëîæèì ρ(x) = H(x, 1), ïðè ýòîì
ρ(x, 1) = x ïðè âñåõ x ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî, ρ � ðåòðàêöèÿ. Îñòàëîñüçàìåòèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó ρ ãîìîòîïíî f , òî i ◦ ρ ãîìîòîïíî êîìïîçèöèè
i ◦ f , êîòîðàÿ ãîìîòîïíà idX , òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ f è i ÿâëÿþòñÿãîìîòîïè÷åñêè îáðàòíûìè.42.A Äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè ïðè ïîìîùè ëåììû 42.A.1.42.A.1 Êîíå÷íî, òî, ÷òî ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâè-âàëåíòíîñòüþ, åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé óòâåðæäåíèé 41.Dx è 41.G. Îäíà-êî çäåñü ìû ïðèâîäèì íåçàâèñèìîå ðàññóæäåíèå, êîòîðîå â îäíîìåð-íîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ áîëåå íàãëÿäíûì. Âñå ãîìîòîïèè áóäóò ñâÿçàíûâíå îêðåñòíîñòè îäíîìåðíîé êëåòêè e èñõîäíîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàí-ñòâà X è âíå îêðåñòíîñòè íóëüìåðíîé êëåòêè x0 � îáðàçà êëåòêè e â�àêòîðïðîñòðàíñòâå Y = X/e. Â ýòîé ñâÿçè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòüòîëüêî çàìûêàíèÿ òàêèõ îêðåñòíîñòåé. Ïðè ýòîì, äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà-÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò ñýòèìè îêðåñòíîñòÿìè. Â òàêîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî X � ýòî îäíîìåð-íàÿ êëåòêà e, ê ëåâîìó êîíöó êîòîðîé ïðèêëååíû îòðåçêè I1, I2, . . . , Ik,ê ïðàâîìó � îòðåçêè J1, J2, . . . , Jn. Ïðîñòðàíñòâî Y åñòü ïðîñòî áóêåò,ñîñòàâëåííûé èç âñåõ ýòèõ îòðåçêîâ ñ îáùåé òî÷êîé x0. Îòîáðàæåíèå
f : X → Y óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: îíî îòîáðàæàåò êàæäûé èçîòðåçêîâ Ii è Jj íà ñåáÿ òîæäåñòâåííûì îáðàçîì, à êëåòêó e îòîáðàæàåòâ òî÷êó x0. Îòîáðàæåíèå g : Y → X ïåðåâîäèò òî÷êó x0 â ñåðåäèíó êëåò-êè e, ïîëîâèíó êàæäîãî èç îòðåçêîâ Is è Jt � â, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâóþè ïðàâóþ ïîëîâèíó ýòîé êëåòêè. Íàêîíåö, îñòàâøàÿñÿ ïîëîâèíà êàæäî-ãî èç ýòèõ îòðåçêîâ îòîáðàæàåòñÿ (ñ ðàñòÿæåíèåì â äâà ðàçà) íà öåëûéîòðåçîê. Äîêàæåì, ÷òî îïèñàííûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷å-ñêè îáðàòíûìè. Ïðè ýòîì âàæíî, ÷òîáû ãîìîòîïèè áûëè ñâÿçàííûìè íàñâîáîäíûõ êîíöàõ îòðåçêîâ Is è Jt. Êîìïîçèöèÿ f ◦ g : Y → Y óñòðîåíà



338 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêàñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðèâåäåíèå f ◦ g íà êàæäûé èç îòðåçêîâ áóêåòà� ýòî, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ïðîèçâåäåíèå òîæäåñòâåííîãî ïóòè è ïîñòîÿí-íîãî ïóòè, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó ïóòè. Ïðèýòîì ãîìîòîïèÿ ñâÿçàíà êàê íà ñâîáîäíûõ êîíöàõ îòðåçêîâ, òàê è â òî÷êå
x0. Êîìïîçèöèÿ g ◦ f îòîáðàæàåò âñþ êëåòêó e â å¼ ñåðåäèíó, ñìåæíûåêëåòêå e ïîëîâèíû êàæäîãî èç îòðåçêîâ Is è Jt îòîáðàæàþòñÿ â ïîëîâèíóýòîé êëåòêè, à îñòàâøèåñÿ èõ ÷àñòè ðàñòÿãèâàþòñÿ â äâà ðàçà è îòîáðà-æàþòñÿ íà âåñü ñîîòâåòñòâóþùèé îòðåçîê. Êîíå÷íî, ðàññìàòðèâàåìîåîòîáðàæåíèå ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó.42.B Â ñèëó 42.A.1, âñÿêîå ñâÿçíîå îäíîìåðíîå êîíå÷íîå êëåòî÷íîåïðîñòðàíñòâî X ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïðîñòðàíñòâó X ′, ÷èñëîíóëüìåðíûõ è îäíîìåðíûõ êëåòîê â êîòîðîì íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì âïðîñòðàíñòâå X, ñëåäîâàòåëüíî, χ(X) = χ(X ′). �àññóæäàÿ ïî èíäóêöèè,ìû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðîñòðàíñòâî ñ îäíîé íóëüìåðíîé êëåòêîé, ýé-ëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî ðàâíà χ(X) (ñð. 41.E). Ïóñòü k � ÷èñëîîäíîìåðíûõ êëåòîê ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà χ(X) = 1 − k, çíà÷èò,
k = 1 − χ(X). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî k � ýòî è åñòü ðàíã ãðóïïû
π1(X).42.C Ñëåäóåò èç 42.B â ñèëó òîãî, ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïàïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëüíî ãîìîòîïè÷åñêèõ ýê-âèâàëåíòíîñòåé.42.D Ñëåäóåò èç 42.C.42.E Â ñèëó 42.B, Åñëè �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû äâóõ êîíå÷íûõñâÿçíûõ îäíîìåðíûõ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ èçîìîð�íû (èëè æå ñîâ-ïàäàþò ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ), òî êàæäîå èç íèõãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó, ñîñòîÿùåìó èç îäíîãî è òîãî æå÷èñëà îêðóæíîñòåé, çíà÷èò, ñàìè ïðîñòðàíñòâà ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâà-ëåíòíû. Åñëè ïðîñòðàíñòâà ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî, êîíå÷íî,èõ �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû èçîìîð�íû, à â ñèëó 42.C, ñîâïàäàþò è èõýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè.42.Ax Ïóñòü e � îòêðûòàÿ êëåòêà. Åñëè îáðàç ϕe(S0) åå ïðèêëåèâàþ-ùåãî îòîáðàæåíèÿ ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, òî î÷åâèäíî, ÷òî äîïîëíåíèå
X r e ñâÿçíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕe(S0) = {x0, x1}. Äîêàæèòå, ÷òî êàæ-äàÿ èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ X r e ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíóèç òî÷åê x0 è x1.42.Bx 1) Åñëè êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ X r x íåêîòîðîéâåðøèíû x ñâÿçíîãî îäíîìåðíîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X íå ñîäåð-æèò ðåáðà, çàìûêàíèþ êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò âåðøèíà x, òî â ñèëó ëî-êàëüíîé ñâÿçíîñòè êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ, ýòà êîìïîíåíòà è îòêðûòà èçàìêíóòà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå X, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åãî ñâÿçíîñòè. 2)



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 339Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âåðøèíà ñòåïåíè m âõîäèò â çàìûêàíèå íå áîëåå÷åì m ðàçëè÷íûõ ðåáåð.43.A Ñì. 42.B.43.B Ñëåäñòâèå 42.I (èëè 41.Cx) â ñèëó 35.L.43.C Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ïåòëÿ u : I → X ãîìîòîï-íà ïåòëå v ñ v(I) ⊂ A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ëåæàùèé â Dk îòêðûòûéøàð ðàäèóñà 2
3 , à ÷åðåç V � äîïîëíåíèå â X çàìêíóòîãî øàðà ðàäèó-ñà 1

3 . Â ñèëó ëåììû Ëåáåãà, ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå îòðåçêà I íàîòðåçêè I1, . . . , IN , ÷òî îáðàç êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ öåëèêîìñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ U èëè V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(Il) ⊂ U .Ïîñêîëüêó âDk ëþáûå ïóòè ñ îäèíàêîâûì íà÷àëîì è êîíöîì ãîìîòîïíû,ñóæåíèå u|Il ãîìîòîïíî ïóòè, íå çàäåâàþùåì öåíòð a ∈ Dk. Çíà÷èò, ïåò-ëÿ u ãîìîòîïíà ïåòëå u′, îáðàç êîòîðîé íå ñîäåðæèò òî÷êó a. Îñòàëîñüçàìåòèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî A ÿâëÿåòñÿ äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì äî-ïîëíåíèÿ X r a, çíà÷èò, u′ ãîìîòîïíà ïåòëå v ñ ëåæàùèì â A îáðàçîì.43.D Ïóñòü s � ïåòëÿ â òî÷êå x0. Òàê êàê ìíîæåñòâî s(I) êîìïàêòíî,òî îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîíå÷íîì êëåòî÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâå Yïðîñòðàíñòâà X. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì 43.C è ïðîâå-ñòè èíäóêöèþ ïî ÷èñëó êëåòîê â Y .43.E Ñëåäñòâèå 43.D è 43.B.43.F Åñëè ìû âîçüìåì äðóãîé íàáîð ïóòåé s′α, òî ýëåìåíòû Tsα [ϕα]è Ts′α [ϕα] áóäóò ñîïðÿæåíû â π1(X1, x0), à ïîñêîëüêó ïîäãðóïïà N � íîð-ìàëüíà, òî îíà ñîäåðæèò íàáîð ýëåìåíòîâ {Tsα [ϕα]}, ñîãäà â íåé ñîäåð-æèòñÿ íàáîð {Ts′α [ϕα]}.43.G Ìû âïðàâå ñ÷èòàòü, ÷òî íóëüìåðíûé îñòîâ ïðîñòðàíñòâà Xñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè x0, òàê ÷òî åãî îäíîìåðíûì îñòîâîì X1ÿâëÿåòñÿ áóêåò îêðóæíîñòåé. �àññìîòðèì íàêðûòèå p1 : Y1 → X1 ñ äàí-íîé ãðóïïîé N . Åãî ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóåò èç îáùåé òåîðåìû 39.Dx îñóùåñòâîâàíèè íàêðûòèÿ ñ äàííîé ãðóïïîé. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåòîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íàêðûòèÿ áóäåò îäíîìåðíûì êëåòî÷íûì ïðî-ñòðàíñòâîì. Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîèñõîäèò â íåñêîëüêî øà-ãîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîêàçàòåëüñòâî îäíîé èçñëåäóþùèõ ñåìè ëåìì. Íàì áóäåò òàêæå óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕα(1) = x0,òàê ÷òî Tsα [ϕα] = [ϕα].43.G.1 Òàê êàê ÿñíî, ÷òî in∗([ϕα]) = 1 â ãðóïïå π1(X,x0), òî
in∗([ϕα]) = 1 â ãðóïïå π1(X,x0), çíà÷èò, êàæäûé èç ýëåìåíòîâ [ϕα] ∈
Ker i∗. Ïîñêîëüêó ïîäãðóïïà Ker i∗ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé, òî îíà ñîäåð-æèò N � ìèíèìàëüíóþ ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ýòèìè ýëåìåíòàìè.43.G.2 Ñëåäóåò èç 39.Px.



340 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêà43.G.3 Ïóñòü F = p−1
1 (x0) � ñëîé íàä òî÷êîé x0. Îòîáðàæåíèå p2ÿâëÿåòñÿ �àêòîðîì îòîáðàæåíèÿ

Y1 ⊔
(⊔

α

⊔

y∈Fα
D2
α,y

)
→ X1 ⊔

(⊔

α

D2
α

)
,ïðèâåäåíèå êîòîðîãî Y1 → X1 � ýòî îòîáðàæåíèå p1, à îòîáðàæåíèÿ

⊔y∈FαD2
α → D2

α òîæäåñòâåííû íà êàæäîì èç êðóãîâ D2
α. ßñíî, ÷òî óêàæäîé òî÷êè x ∈ IntD2

α ⊂ X2 åå ïðàâèëüíî íàêðûòîé îêðåñòíîñòüþÿâëÿåòñÿ âñÿ âíóòðåííîñòü ýòîãî êðóãà. Ïóñòü òåïåðü äëÿ òî÷êè x ∈ X1ìíîæåñòâî U1 ÿâëÿåòñÿ åå ïðàâèëüíî íàêðûòîé îêðåñòíîñòüþ ïî îòíî-øåíèþ ê íàêðûòèþ p1. Ïîëîæèì U = U1 ∪ ⋃α′ ψα′(Bα′), ãäå Bα′ � ýòîîòêðûòûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â öåíòðå øàðà D2
α′ íàä ìíîæåñòâîì ϕ−1

α′ (U).Ìíîæåñòâî U áóäåò ïðàâèëüíî íàêðûòîé ïî îòíîøåíèþ ê îòîáðàæåíèþ
p2 îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x.43.G.4 Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ âíà÷àëå äëÿ
n = 3. Èòàê, ïóñòü p : X → B � ïðîèçâîëüíîå íàêðûòèå, ϕ : S2 → B� ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå. �àññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî A = (S1 × 0) ∪
(1× I)∪ (S1 × 1) öèëèíäðà S1 × I, ïóñòü q : S1 × I → S1 × I/A � òî îòîá-ðàæåíèå �àêòîðèçàöèè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî S1 × I/A ∼= S2, ïîýòîìóáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî q : S1 × I → S2. Êîìïîçèöèÿ h = ϕ ◦ q : S1 × I → Bÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäó îäíîé è òîé æå ïîñòîÿííîé ïåòëåé â áàçåíàêðûòèÿ. Ïî òåîðåìå î íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè 34.C ãîìîòîïèÿ h íà-êðûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì h̃, êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäóäâóìÿ ïîñòîÿííûìè ïóòÿìè, çíà÷èò, åãî �àêòîðîì áóäåò îòîáðàæåíèå
ϕ̃ : S2 → X, íàêðûâàþùåå ϕ. Ïðè n > 3 â ðàññóæäåíèè ìîæíî èñïîëü-çîâàòü 39.Xx.43.G.5 Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.43.G.6 Ïîñêîëüêó ïåòëÿ in ◦s : I → X ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé ïåòëå,òî îíà è íàêðûâàåòñÿ ïåòëåé, îáðàç êîòîðîé áóäåò àâòîìàòè÷åñêè ëåæàòüâ Y1.43.G.7 Ïóñòü s � ïåòëÿ â X1, òàêàÿ ÷òî [s] ∈ Ker(i1)∗. Èç ëåììû 6ñëåäóåò, ÷òî îíà íàêðûâàåòñÿ ïåòëåé s̃ : I → Y1, çíà÷èò [s] = (p1)∗([s̃ ]) ∈
N . Òåì ñàìûì Ker in∗ ⊂ N , ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 1 N = Ker in∗.43.I Ê ïðèìåðó, RP 2 ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïðèêëåèâàíèè D2 ê S1 ïî-ñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ ϕ : S1 → S1, ãäå ϕ(z) = z2. Êëàññ ïåòëè ϕ â
π1(S

1) = Z ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ óäâîåííóþ îáðàçóþùóþ, ñëåäîâàòåëü-íî, π1(RP
2) ∼= Z2, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü. Òîð S1 × S1 ïîëó÷àåòñÿ â



Äîêàçàòåëüñòâà è êîììåíòàðèè 341ðåçóëüòàòå ïðèêëåèâàíèÿ êðóãà D2 ê áóêåòó S1 ∨ S1 ïîñðåäñòâîì îòîá-ðàæåíèÿ ϕ, êëàññîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîð îáðàçóþùèõ �óíäà-ìåíòàëüíîé ãðóïïû áóêåòà. Ïîýòîìó, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, �óíäà-ìåíòàëüíîé ãðóïïîé òîðà ÿâëÿåòñÿ Z2.43.K Ñì. 40.L (h).43.L Ñì. 40.L (i).43.M.1 Òàê êàê åäèíñòâåííîå ñîîòíîøåíèå â �óíäàìåíòàëüíîé ãðóï-ïå ñ�åðû ñ g ðó÷êàìè îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå g êîììóòàíòîâ îáðà-çóþùèõ ai è bi ðàâíî 1.43.M Òàê êàê èõ ïðîêîììóòèðîâàííûå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñâîáîä-íûìè àáåëåâûìè ãðóïïàìè ñ ðàçíûì ÷èñëîì îáðàçóþùèõ, çíà÷èò, îíèíå èçîìîð�íû.43.N.1 Âçÿâ â ïðîêîììóòèðîâàííîé ãðóïïå â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõýëåìåíòû ai, i = 1, 2, . . . , g − 1, è bn = a1a2 . . . ag, ìû ïîëó÷èì àáåëåâóãðóïïó ñ åäèíñòâåííûì ñîîòíîøåíèåì b2n = 1.43.N Ñëåäñòâèå 43.N.1.43.O Ñëåäñòâèå 43.M.43.O Ñëåäñòâèå 43.N.43.Q Ñëåäñòâèå 43.M.1 è 43.N.1.43.Ax Ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü ñìîæåò ñàìîñòîÿòåëüíîäîêàçàòü ýòó òåîðåìó. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, ê ïðèìåðó, â êíèãå[4℄. 43.Bx Íàðèñóéòå êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó, â êîòîðîé ó÷àñòâóþòãîìîìîð�èçìû, èíäóöèðîâàííûå âñåìè ñóùåñòâóþùèìè â ýòîé ñèòóàöèèâêëþ÷åíèÿìè.43.Cx Ïîñêîëüêó, êàê áóäåò äîêàçàíî â ðàçäåëå 43′7x, ãðóïïà, çà-äàííàÿ âûøåóêàçàííûì îáðàçîì, â äåéñòâèòåëüíîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî êà-íîíè÷åñêîãî èçîìîð�èçìà íå çàâèñèò îò âûáîðà îáðàçóþùèõ è ñîîòíî-øåíèé â ãðóïïàõ π1(A,x0) è π1(B,x0) è âûáîðà îáðàçóþùèõ â ãðóïïå
π1(C, x0), ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ íàèáîëåå óäîáíûì äëÿ íàñ çàäà-íèåì. Âûâåäåì äàííóþ òåîðåìó èç òåîðåì 43.D è 43.G. Ïðåæäå âñåãîáóäåò óäîáíî çàìåíèòü ïðîñòðàíñòâà X,A,B,C íà ãîìîòîïè÷åñêèå ýê-âèâàëåíòíûå èì ïðîñòðàíñòâà, íóëüìåðíûé îñòîâ êîòîðûõ ñîñòîèò èçîäíîé òî÷êè. Ìû ñäåëàåì ýòî ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. �àñ-ñìîòðèì ëåæàùåå â îäíîìåðíîì îñòîâå C ìàêñèìàëüíîå äåðåâî; îáîçíà-÷èì åãî TC . Äîïîëíèì åãî äî ìàêñèìàëüíîãî äåðåâà TA ⊃ TC â A, àòàêæå äîïîëíèì TC äî ìàêñèìàëüíîãî äåðåâà TB ⊃ TC . Îáúåäèíåíèå
T = TA ∪ TB ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì äåðåâîì â X. Îñòàëîñü çàìåíèòüêàæäîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ åãî �àêòîðîì ïî ëåæàùåìó â



342 IX. Êëåòî÷íàÿ òåõíèêàíåì ìàêñèìàëüíîìó äåðåâó. Òàêèì îáðàçîì, îäíîìåðíûé îñòîâ êàæäî-ãî èç ïðîñòðàíñòâ X,A,B,C èëè ñîâïàäàåò ñ íóëüìåðíîé êëåòêîé x0,èëè ÿâëÿåòñÿ áóêåòîì îêðóæíîñòåé. Êàæäîé èç îêðóæíîñòåé áóêåòîâñîîòâåòñòâóåò îáðàçóþùàÿ �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ñîîòâåòñòâóþùåãîïðîñòðàíñòâà. Îáðàçîì ýëåìåíòà γi ∈ π1(C, x0) ïðè ãîìîìîð�èçìå âêëþ-÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíà èç îáðàçóþùèõ, ïóñòü αi (βi) â ãðóïïå π1(A,x0)(ñîîòâåòñòâåííî, â π1(B,x0)). Òàêèì îáðàçîì, ξi = αi è ηi = βi. Ñîîò-íîøåíèÿ ξi = ηi, à â, äàííîì ñëó÷àå αi = βi, i = 1, . . . , t âîçíèêàþò âñèëó òîãî, ÷òî êàæäàÿ èç ëåæàùèõ â C îêðóæíîñòåé îïðåäåëÿåò îäíóîáðàçóþùóþ ãðóïïû π1(X,x0). Âñå îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, êàê ñëåäóåòèç óòâåðæäåíèÿ 43.G, îïðåäåëÿþòñÿ ïðèêëåèâàþùèìè îòîáðàæåíèÿìèäâóìåðíûõ êëåòîê ïðîñòðàíñòâà X, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëåæèò ïî êðàé-íåé ìåðå â îäíîì èç ìíîæåñòâ A èëè B, çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåììåæäó îáðàçóþùèìè �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.43.Dx Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùèìè α1, . . . , αp, β1, . . . , βq .Ïî îïðåäåëåíèþ ãðóïïà X ÿâëÿåòñÿ åå �àêòîðãðóïïîé ïî íîðìàëüíîéîáîëî÷êå N ýëåìåíòîâ
{ρ1, . . . , ρr, σ1, . . . , σs, ξ(γ1)η(γ1)

−1, . . . , ξ(γt)η(γt)
−1}.Èç óñëîâèÿ êîììóòàòèâíîñòè ïåðâîé äèàãðàììû ñëåäóåò, ÷òî ïîäãðóïïà

N ëåæèò â ÿäðå ãîìîìîð�èçìà F → X ′ : αi 7→ ϕ′(αi), βi 7→ ψ′(αi), ñëå-äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ãîìîìîð�èçì ζ : X → X ′. Åãî åäèíñòâåííîñòüî÷åâèäíà. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.43.Ex Ïîñòðîéòå óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X.



Óêàçàíèÿ,êîììåíòàðèè, ñîâåòû èîòâåòû
1.1 Ìíîæåñòâî {∅} ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ïó-ñòîå ìíîæåñòâî ∅. Êîíå÷íî, ñàì ýòîò ýëåìåíò åñòü ïóñòîå ìíîæåñòâî,êîòîðîå íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ, íî ìíîæåñòâî {∅} ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-íîãî ýëåìåíòà ∅.1.2 Ôîðìóëû 1) è 2) âåðíû, à 3) � íåò.1.3 Äà, ìíîæåñòâî {{∅}} ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, åãî åäèí-ñòâåííûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {∅}.1.4 2, 3, 1, 2, 2, 2, 1, 2 äëÿ x 6= 1

2 è 1, åñëè x = 1
2 .1.5 (a) {1, 2, 3, 4}; (b) {}; (
) {−1,−2,−3,−4,−5,−6, . . . }1.8 Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé åñòü ïåðåñå÷åíèå ìíî-æåñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ ýòó ñèñòåìó.2.1 �åøåíèå çàäà÷è îñíîâàíî íà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì òîæäå-ñòâå: ∪(aα; +∞) = (inf aα; +∞) (äîêàæèòå åãî). Êñòàòè, íàáîð èç çàìêíó-òûõ ëó÷åé [a; +∞) íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé, ïîñêîëüêó âïîëíå âîçìîæíî,÷òî ∪[aα; +∞) = (a0; +∞) (ïðèâåäèòå ïðèìåð).2.2 Äà, ÿâëÿåòñÿ. �åøåíèå ïî÷òè äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåìïðåäûäóùåé çàäà÷è.2.3 Îñíîâíîå, ÷òî íóæíî îñîçíàòü â ñâÿçè ñ îïðåäåëåíèåì òîïî-ëîãèè â ìíîæåñòâå, � ýòî òî, ÷òî àêñèîìû òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðûÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè íà íàáîð ïîäìíîæåñòâ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ343



344 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèèýòîò íàáîð è íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Âòîðîé íàáîð åþíå ÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà {a}, {b, d} â íåãî âõîäÿò, à ìíîæåñòâî
{a, b, d} = {a} ∪ {b, d} � íåò. Íàéäèòå äâà òàêèõ ýëåìåíòà òðåòüåãî íà-áîðà ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ åìó íå ïðèíàäëåæèò. Òîãäà âû ïîêàæåòå, ÷òîýòî íå òîïîëîãèÿ. È, íàêîíåö, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëþáûå ïåðåñå÷åíèÿè îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî íàáîðà íå âûâîäÿò èç íåãî (ò. å. ïðèòàêèõ îïåðàöèÿõ íå áóäåò ïîëó÷àòüñÿ íîâûõ ìíîæåñòâ).2.4 Íåò, ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ìîæåò áûòüêîíå÷íûì (ïðèâåäèòå ïðèìåð).2.5 Äà. Ïðè ðåøåíèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü �îðìóëó äå Ìîðãàíà2.E, òî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ âñåãäà êîíå÷íî è ÷òî îáú-åäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûììíîæåñòâîì.2.6 Äà, ÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó

⋃(
{a} ∪ Uα

)
= {a} ∪

(⋃
Uα
)
,

⋂(
{a} ∪ Uα

)
= {a} ∪

(⋂
Uα
)
.2.7 Êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ.2.10 Çàìêíóòû:(1) â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå � âñå ìíîæåñòâà;(2) â àíòèäèñêðåòíîì � òîëüêî òå æå, êàêèå è îòêðûòû: ïóñòîå èâñå ïðîñòðàíñòâî;(3) â ñòðåëêå � ∅, X è îòðåçêè âèäà [0; a];(4) â � X,∅, {b, c, d}, {a, c, d}, {b, d}, {d}, {c, d};(5) â RT1 � âñå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà è âñå R.2.11 Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è íóæíî ïðåîäîëåòü â ñåáå îùóùåíèåïîëíîé î÷åâèäíîñòè âîïðîñà. Ïî÷åìó ïðîìåæóòîê (0; 1] íå îòêðûò? Åñëè

(0; 1] = ∪(aα; bα), òî 1 ∈ (aα0 ; bα0), çíà÷èò bα0 > 1, îòêóäà ∪(aα; bα) 6=
(0; 1]. Àíàëîãè÷íî è ìíîæåñòâî

R r (0; 1] = (−∞; 0] ∪ (1;+∞)íå îòêðûòî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
(0; 1] =

∞⋃

n=1

[
1

n
; 1

]
=

∞⋂

n=1

(
0;
n+ 1

n

)
.2.12 Ïðåäñòàâüòå äîïîëíåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà êàê îáúåäèíåíèå èí-òåðâàëîâ.



ñîâåòû è îòâåòû 3452.13 Ïðîâåðüòå, ÷òî Ω = {U | X r U ∈ F} åñòü òîïîëîãè÷åñêàÿñòðóêòóðà.2.14 Äëÿ êîíòðîëÿ óêàæåì, ÷òî âñåãî ñóùåñòâóåò ÷åòûðíàäöàòüòàêèõ íàáîðîâ.2.15 Âû óæå çíàåòå âñå, ÷òî íóæíî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èïðîñòî îáÿçàíû íàõîäèòü îòâåòû íà òàêèå âîïðîñû ñàìîñòîÿòåëüíî. Íåëåíèòåñü.3.1 Íåò, êîíå÷íî! Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîáàçå, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ îáúåäèíåíèé âñåâîçìîæíûõíàáîðîâ ìíîæåñòâ, âõîäÿùèõ â ýòó áàçó.3.2(1) Áàçà äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà �íàáîð âñåõ îäíîòî÷å÷íûõ ïîä-ìíîæåñòâ, è ýòà áàçà ìèíèìàëüíà.(2) Â ïðîñòðàíñòâå áàçîé ÿâëÿåòñÿ, ê ïðèìåðó, òàêîé íàáîð: {a},
{b}, {a, c}, {a, b, c, d}.(3) Â àíòèäèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå ìèíèìàëüíàÿ áàçà ñîñòîèò èçâñåãî ïðîñòðàíñòâà.(4) Â ñòðåëêå, ê ïðèìåðó, áàçîé ÿâëÿåòñÿ íàáîð {[0;+∞), (r; +∞)}r∈Q+ .3.3 Ñàìà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ñâîåé ñîáñòâåííîé áà-çîé. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêîé îòëè÷íûé îò íåå íàáîð, íå ÿâëÿåòñÿ áàçîé.Çíà÷èò, â òàêîì ïðîñòðàíñòâå íèêàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî íå ìîæåòáûòü îáúåäèíåíèåì äâóõ îòëè÷íûõ îò íåãî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ñëåäî-âàòåëüíî, â íåì îòêðûòûå ìíîæåñòâà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû ïî âêëþ÷å-íèþ. Áîëåå òîãî, â íåì íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûõ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõöåïî÷åê îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.3.4 Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ ëþáîãî ýëåìåíòà èçëþáîé áàçû ïðÿìîé ïîëó÷àåòñÿ áàçà òîé æå òîïîëîãèè. Ïóñòü U � ïðî-èçâîëüíîå áàçîâîå ìíîæåñòâî. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèåîòêðûòûõ èíòåðâàëîâ, êîòîðûå êîðî÷å ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó íåêîòî-ðûìè äâóìÿ òî÷êàìè ìíîæåñòâà U . Òàêèõ èíòåðâàëîâ ïîíàäîáèòñÿ íåìåíüøå äâóõ. Â ñâîþ î÷åðåäü, êàæäûé èç íèõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàêîáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èç ðàññìàòðèâàåìîé áàçû. Ïîñêîëüêó U óäàëîñüïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå äðóãèõ áàçîâûõ ìíîæåñòâ, åãî ñàìîãî ìîæ-íî èç áàçû óäàëèòü.3.5 Ýòî òàê, ïîñêîëüêó âòîðîå èç óñëîâèé, ñ�îðìóëèðîâàííûõ â3.B, âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.3.6 Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå àðè�ìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé åñòüàðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.



346 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè3.7 Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà {i, i+ d, i+2d, . . .}, i = 1, . . . , d, îòêðûòû,ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ïîêðûâàþò N, òî êàæäîå èç íèõ è çàìêíó-òî. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p çàìêíóòû è ìíîæåñòâà
{p, 2p, 3p, . . .}, îáðàçóþùèå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Nr1. Åñëè áû ïðîñòûõ÷èñåë áûëî êîíå÷íîå ÷èñëî, òî îêàçàëîñü áû, ÷òî îäíîòî÷å÷íîå ìíîæå-ñòâî {1} îòêðûòî.3.8 Âêëþ÷åíèå Ω1 ⊂ Ω2 îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî, îòêðûòîå â ïåðâîéòîïîëîãèè (ò. å. âõîäÿùåå â íàáîð Ω1) ïðèíàäëåæèò è íàáîðó Ω2. Ïîýòî-ìó ñëåäóåò ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî R r {xi}ni=1 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âîáû÷íîé òîïîëîãèè ïðÿìîé.4.2 Ñð. 4.B.4.4 Îòãàäêà â 4.7.4.7 Êâàäðàòû, ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû, ñîîòâåòñòâåííî, îñÿìêîîðäèíàò è áèññåêòðèñàì êîîðäèíàòíûõ óãëîâ.4.8 D1(a) = X, D1/2(a) = {a}, S1/2(a) = ∅.4.9 Ê ïðèìåðó, X = D1(0) ⊂ R1, à D3/2(5/6) ⊂ D1(0).4.10 Îáîéäèòåñü òðåìÿ òî÷êàìè.4.11 Ïóñòü R > r è DR(b) ⊂ Dr(a). Âîçüìèòå c ∈ DR(b) è âîñïîëü-çóéòåñü òåì, ÷òî ρ(b, c) ≤ ρ(b, a) + ρ(a, c).4.12 Ïîëîæèì u = b−x è t = x−a. Íåðàâåíñòâî Êîøè îáðàùàåòñÿâ ðàâåíñòâî, ñîãäà âåêòîðû u è t ñîíàïðàâëåíû, ò. å. ñîãäà òî÷êà x ëåæèòíà îòðåçêå ñ êîíöàìè â òî÷êàõ a è b.4.13 Â ìåòðèêå ρ(p) ïðè p > 1 óêàçàííîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñîòðåçêîì ñ êîíöàìè a è b, à â ìåòðèêå ρ(1) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûìïàðàëëåëåïèïåäîì, ïðîòèâîïîëîæíûìè âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿýòè òî÷êè.4.14 Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 4.F.4.19 Äèñêðåòíàÿ.4.20 Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî X r Dr(a) = {x | ρ(x, a) > r} îò-êðûòî.4.23 Âîñïîëüçóéòåñü ðàâåíñòâîì X rSr(a) = Br(a)∪ (X rDr(a)) èðåçóëüòàòîì çàäà÷è 4.20.4.25 Òîëüêî ïðÿìàÿ è äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî.4.26 Óòâåðæäåíèå çàäà÷è 3.F êàê ðàç è ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè n = 2ìåòðèêè ρ(2), ρ(1) è ρ(∞) ýêâèâàëåíòíû; àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ìîæíîïðîâåñòè è ïðè n > 2. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå óäîáíåå âîñïîëüçîâàòüñÿðåçóëüòàòîì ñëåäóþùåé çàäà÷è, ïîêàçàâ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû ìåòðèêâèäà ρ(p) ñ (1 ≤ p ≤ ∞) íàéäóòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàíòû c è C.



ñîâåòû è îòâåòû 3474.27 �àçîáüåì ýòó çàäà÷ó íà äâå. Èìåííî, âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òîåñëè ρ2(x, y) ≤ Cρ1(x, y), òî Ω2 ⊂ Ω1. Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà
ρ2 ≤ Cρ1 ñëåäóåò âêëþ÷åíèå B(ρ1)

r (a) ⊂ B
(ρ2)
Cr . Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿóòâåðæäåíèåì çàäà÷è 4.I. Íåðàâåíñòâî cρ1(x, y) ≤ ρ2(x, y) ìîæíî ïåðå-ïèñàòü â âèäå ρ1(x, y) ≤ 1

cρ2(x, y). Òåì ñàìûì, Ω1 ⊂ Ω2.4.28 Ìåòðèêè ρ1(x, y) = |x− y| è ρ2(x, y) = arctg |x − y| íà ïðÿìîéýêâèâàëåíòíû, îäíàêî ÿñíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîé êîíñòàíòû C, ÷òî
ρ1 ≤ Cρ2.4.29 Îòãàäêà: ìåòðèêè ρ1, ρ2 ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå
c, C, d > 0, ÷òî åñëè ρ1(x, y) ≤ d, òî cρ1(x, y) ≤ ρ2(x, y) ≤ Cρ1(x, y).4.30 Íàéäèòå òàêèå êîíñòàíòû c è C, ÷òî cρ(∞)(x, y) ≤ ρ(p)(x, y) ≤
Cρ(∞).4.31 Ïîñêîëüêó ρ1(f, g) ≤ ρC(f, g), òî Ω1 ⊂ ΩC . Ñ äðóãîé ñòîðî-íû, íå ñóùåñòâóåò òàêîãî øàðà â ìåòðèêå ρ1 ñ öåíòðîì â íóëå, êîòî-ðûé ñîäåðæàëñÿ áû â øàðå B(ρC)

1 (0), ïîñêîëüêó ∀ ε > 0 ∃ f , òàêàÿ ÷òî
∫ 1
0 |f(x)| dx < ε, à max

x∈[0,1]
|f(x)| ≥ 1, òàêèì îáðàçîì ΩC 6⊂ Ω1.4.32 1) ßñíî, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ òðåáóåò ïðîâåðêè ëèøü íåðàâåí-ñòâî òðåóãîëüíèêà, ïðè÷åì äëÿ ρ1 + ρ2 îíî î÷åâèäíî âåðíî. Äàëåå:

ρ1(x, y) ≤ ρ1(x, z) + ρ1(z, y) ≤

max{ρ1(x, z), ρ2(x, z)} + max{ρ1(y, z), ρ2(y, z)}.Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ρ2(x, y), ïîýòîìó max{ρ1, ρ2} � ìåò-ðèêà.2) Ïîñòðîéòå ïðèìåðû, èç êîòîðûå ïîêàçûâàëè áû, ÷òî íè min{ρ1, ρ2}, íè
ρ1
ρ2
, íè ρ1ρ2 ìåòðèêàìè íå ÿâëÿþòñÿ (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàäëåæàùèìîáðàçîì ïîäîáðàòü ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðåìÿ òî÷êàìè).4.33 Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî. Ïåðâîå è âòî-ðîå ñëåäóþò èç íåãî ïðè f(t) = t

1+t è f(t) = min{1, t}, ñîîòâåòñòâåííî,òàê ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè �óíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-ÿì ïîñëåäíåãî ïóíêòà.4.34 Ïîñêîëüêó ρ
1+ρ ≤ ρ, à ïðè ρ(x, y) ≤ 1 âåðíî íåðàâåíñòâî

1
2ρ(x, y) ≤

ρ(x,y)
1+ρ(x,y) , òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñëåäóåò èç 4.29.4.35 Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z ∈ A âåðíî, ÷òî

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y,A),



348 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèèçíà÷èò, ρ(x,A) ≤ ρ(x, y)+ρ(y,A), èëè ρ(x,A)−ρ(y,A) ≤ ρ(x, y). Ïîìåíÿâìåñòàìè x è y, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ρ(y,A) − ρ(x,A) ≤ ρ(x, y). Ñèñòåìàèç äâóõ ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ðàâíîñèëüíà èñêîìîìó íåðàâåíñòâó.5.1 Òàê æå, êàê ñòðîèòñÿ ñàìà òîïîëîãèÿ: åñëè Σ � áàçà â X, òî
ΣA = {A ∩ V | V ∈ Σ} � áàçà èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè â A.5.2(1) Äèñêðåòíàÿ, ïîñêîëüêó (n− 1, n + 1) ∩ N = {n};(2) ΩN = {(k, k + 1, k + 2...)}k∈N;(3) äèñêðåòíàÿ;(4) Ω = {∅, {2}, {1, 2}}.5.3 Äà, îòêðûò, ïîñêîëüêó [0; 1) = (−1; 1)∩[0; 2], à ìíîæåñòâî (−1; 1)îòêðûòî íà ïðÿìîé.5.5 Ïîëîæèòå V = U . Èñïîëüçóéòå çàäà÷ó 5.E.5.6 �àññìîòðèòå èíòåðâàë (−1; 1) ⊂ R ⊂ R2 è îòêðûòûé åäèíè÷-íûé êðóã ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äðóãîå ðåøåíèå îñíîâàíî íàñëåäóþùåì îáùåì óòâåðæäåíèè: âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿëîêàëüíî çàìêíóòûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìíîæåñòâî U îòêðûòî â X,òî äëÿ âñÿêîé åãî òî÷êè ïåðåñå÷åíèå U ∩ U çàìêíóòî â U .5.7 Òîïîëîãèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìåòðèêîé â A, çàäàåòñÿ áàçîé Σ1 =
{BA

r (a) | a ∈ A}, ãäå BA
r (a) = {x ∈ A | ρ(x, a) < r} � îòêðûòûéøàð â A ñ öåíòðîì â a è ðàäèóñîì r. Âòîðàÿ òîïîëîãèÿ çàäàåòñÿ áàçîé

Σ2 = {Br(x) ∩ A | x ∈ X}. Çäåñü Br(x) � îòêðûòûé øàð â X. Î÷åâèäíî
BA
r (a) = Br(a) ∩ A äëÿ a ∈ A. Ïîýòîìó Σ1 ⊂ Σ2. Îäíàêî, ìîæåò ñëó-÷èòüñÿ, ÷òî Σ1 6= Σ2. Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâàèç Σ2 ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè â òîïîëîãèè, ïîðîæäåííîé áàçîé Σ1. Äëÿýòîãî ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ýëåìåíòà âòîðîé áàçû U ∈ Σ2íàéäåòñÿ ýëåìåíò V ∈ Σ1 ïåðâîé áàçû, òàêîé ÷òî x ∈ V ⊂ U .6.1 Int{a, b, d} = {a, b}, ïîñêîëüêó ýòî è åñòü íàèáîëüøåå îòêðûòîåìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà , ñîäåðæàùååñÿ â {a, b, d}.6.2 Âíóòðåííîñòü èíòåðâàëà (0; 1) íà ïðÿìîé ñ òîïîëîãèåé Çàðè-ñêîãî ïóñòà, ïîñêîëüêó íèêàêîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ýòîãî ïðî-ñòðàíñòâà íå ïîìåùàåòñÿ â (0; 1).6.3 1) Äåéñòâèòåëüíî,

ClAB =
⋂

F⊃B,
ArF∈ΩA

F =
⋂

H⊃B,
XrH∈Ω

(H ∩A) = A ∩
⋂

H⊃B,
XrH∈Ω

H = A ∩ ClX B.2) Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðîå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü íåâåðíûì. Äåéñòâèòåëü-íî, åñëè X = R2, A = R1, B = A, òî IntAB = R1 6= ∅ = (IntX B) ∩A.



ñîâåòû è îòâåòû 3496.4 Cl{a} = {a, c, d}.6.5 Fr{a} = {c, d}.6.6 Ñëåäóåò èç 6.K; ñì. 6.7.6.7 FrA = ClAr IntA = ClA ∩ (X r IntA) = ClA ∩ Cl(X rA).6.8 Â òîïîëîãèè Ω1 ìåíüøå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, çíà÷èò, ìåíüøåè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ âýòîé òîïîëîãèè è ñîäåðæàùèõ A ìíîæåñòâ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åìïåðåñå÷åíèå ñîäåðæàùèõ A çàìêíóòûõ â òîïîëîãèè Ω2 ìíîæåñòâ.6.9 Int1A ⊂ Int2A.6.10 Òàê êàê IntA åñòü îòêðûòîå è ñîäåðæàùååñÿ â B ìíîæåñòâî,òî îíî ñîäåðæèòñÿ â IntB.6.11 Òàê êàê ìíîæåñòâî IntA ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, òî åãî âíóòðåí-íîñòü ñîâïàäàåò ñ íèì ñàìèì.6.12 Èç î÷åâèäíîãî âêëþ÷åíèÿ IntA ∩ IntB ⊂ A ∩ B ñëåäóåò, ÷òî
IntA∩IntB ⊂ Int(A∩B). Äàëåå, åñëè x ∈ Int(A∩B), òî ó òî÷êè x èìååòñÿîêðåñòíîñòü, ñîäåðæàùàÿñÿ â A∩B, çíà÷èò, ýòà îêðåñòíîñòü ñîäåðæèòñÿâ êàæäîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ IntA ∩ IntB. Âòîðîåóòâåðæäåíèå íåâåðíî � ñì. çàäà÷ó 6.13.6.13 Int([−1; 0] ∪ [0; 1]) = (−1; 1) 6= (−1; 0) ∪ (0; 1) = Int[−1; 0] ∪
Int[0; 1].6.14 IntA ∪ IntB � ýòî îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â îáú-åäèíåíèè A ∪ B, çíà÷èò, îíî ñîäåðæèòñÿ è â åãî âíóòðåííîñòè, òàêèìîáðàçîì, IntA ∪ IntB ⊂ Int(A ∪B).6.15 Åñëè A ⊂ B, òî ClA ⊂ ClB; ClClA = ClA; ClA ∪ ClB =
Cl(A ∪B); ClA ∩ ClB ⊃ Cl(A ∩B).6.16 Cl{1} = [0; 1], Int[0; 1] = ∅, Fr(2;+∞) = [0; 2].6.17 Int((0; 1] ∪ {2}) = (0; 1), Cl{ 1

n | n ∈ N} = {0} ∪ { 1
n | n ∈ N},

Fr Q = R.6.18 Cl N = R, Int(0; 1) = ∅, Fr[0; 1] = R. Äåéñòâèòåëüíî, â RT1 çà-ìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ëèøü êîíå÷íûå è ñàìà ïðÿìàÿ, çíà-÷èò çàìûêàíèå âñÿêîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà åñòü...6.19 Äà, ñîäåðæèò. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ClBr(x) ⊂ Dr(x), òî
FrBr(x) = ClBr(x) rBr(x) ⊂ Dr(x) rBr(x) = Sr(x).6.20 Äà, ñîäåðæèò. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê IntDr(x) ⊃ Br(x), òî
FrDr(x) = Dr(x) r IntDr(x) ⊂ Dr(x) rBr(x) = Sr(x).6.21 Åñëè X = [0; 1]∪{2} ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) = |x−y|, òî S2(0) = {2},à ClB2(0) = [0; 1].



350 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè6.22.1 Ê ïðèìåðó, A = [0; 1).6.22.2 Âîçüìèòå A = [0; , 1) ∪ (1; 2] ∪
(
Q ∩ [3; 4]

)
∪ {5}.6.22.3 Òàê êàê IntA ⊂ Cl IntA è ìíîæåñòâî IntA îòêðûòî, òî

IntA ⊂ IntCl IntA, ñëåäîâàòåëüíî, Cl IntA ⊂ Cl IntCl IntA. Òàê êàê
IntCl IntA ⊂ Cl IntA è ìíîæåñòâî Cl IntA çàìêíóòî, òî Cl IntA ⊃ Cl IntCl IntA.6.23 Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòü ìíîæåñòâà Jn, n ≥ 1, êàæ-äîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì èíòåðâàëîâ äëèíîé 3−n. Åñëè
J0 =

⋃
n∈Z(2n; 2n + 1) è ìíîæåñòâà J0, . . . , Jn−1 óæå ïîñòðîåíû, òî Jn� ýòî îáúåäèíåíèå ñðåäèííûõ òðåòåé òåõ îòðåçêîâ, íà êîòîðûå ðàñïà-äàåòñÿ ìíîæåñòâî R r

⋃n−1
k=0 Jk. Åñëè A =

⋃∞
k=0 J3k, B =

⋃∞
k=0 J3k+1,

C =
⋃∞
k=0 J3k+2,òî FrA = FrB = FrC = Cl

(⋃∞
k=0 ClJk

). (Àíàëîãè÷íûìîáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü äàæå áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíî-æåñòâ ñ îáùåé ãðàíèöåé.)6.24 Åñëè êîíöû äâóõ îòðåçêîâ äîñòàòî÷íî áëèçêè, òî äëÿ ëþáîéòî÷êè íà îäíîì èç íèõ íàéäåòñÿ áëèçêàÿ ê íåé òî÷êà íà äðóãîì îòðåçêå.Åñëè äâå òî÷êè ïðèíàäëåæàò âíóòðåííîñòè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà, òîîíî ñîäåðæèò öèëèíäð, îñüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê ñ êîíöàìè âýòèõ òî÷êàõ.6.26 Òîëüêî åñëè A ëåæèò â íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè, â ýòîì ñëó-÷àå ClA = FrA, èëè æå åñëè A � ïîëóïðîñòðàíñòâî. Èíà÷å IntA 6= ∅(äîêàæèòå ýòî), è åñëè x0 /∈ A, òî íàéäåòñÿ ñîäåðæàùèé åå îòðåçîê, êîí-öû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò FrA.6.27 Â ñèëó ñâîéñòâà (a) X ∈ Ω. Èç (b) ñëåäóåò, ÷òî Cl∗X =
X, çíà÷èò ∅ ∈ Ω. Åñëè U1, U2 ∈ Ω, òî ïðÿìî èç (
) ïîëó÷àåì, ÷òî
U1 ∩ U2 ∈ Ω. Ïðåæäå ÷åì ïðîâåðèòü ïîñëåäíåå óñëîâèå òîïîëîãè÷åñêîéñòðóêòóðû, ïîêàæèòå, ÷òî èç (
) ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü: åñëè A ⊂ B, òî
Cl∗A ⊂ Cl∗B. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è ñîâå-òóåì ïðîâåðèòü äâà âêëþ÷åíèÿ è èñïîëüçîâàòü òîò �àêò, ÷òî ìíîæåñòâî
F çàìêíóòî, ñîãäà F = Cl∗ F (íàäî ãäå-òî èñïîëüçîâàòü äàííîå â óñëîâèèñâîéñòâî (d)!).6.29 1) Íåïóñòûå; 2) íåîãðàíè÷åííûå; 3) áåñêîíå÷íûå.6.30 ßñíî, ÷òî â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå åäèíñòâåííûìâñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ ñàìî ýòî ïðîñòðàíñòâî. �àñ-ñóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Åñëè ïðîñòðàíñòâî íå äèñêðåòíî, òî â íåì èìå-åòñÿ òàêàÿ òî÷êà x, ÷òî îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {x} íå îòêðûòî, çíà÷èò,ìíîæåñòâî X r x òàêæå áóäåò âñþäó ïëîòíûì.6.31 Ñì. 2.6.



ñîâåòû è îòâåòû 3516.32 Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè çàìûêàíèÿ. Êîíòð-ïðèìåð êî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ ïðîùå âñåãî ïîñòðîèòü, ðàññìîòðåâ àí-òèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîëåçíî òàêæå ïîñòðîèòü åãî è â R, âçÿâ Qâ êà÷åñòâå îäíîãî èç ìíîæåñòâ.6.33 Ïóñòü ìíîæåñòâà A è B îòêðûòû è âñþäó ïëîòíû, U � ïðî-èçâîëüíîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Îñíîâíàÿ èäåÿ: U ∩ (A ∩B) =
(U ∩A) ∩B.6.34 Îòêðûòîñòü îäíîãî èç ìíîæåñòâ.6.35 1) Ïóñòü Uk � ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòâ, V� ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé. Íåòðóäíî ïî-ñòðîèòü âëîæåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {[an; bn]}, òàêóþ, ÷òî [an; bn] ⊂

V ∩
n⋂
k=1

Uk è bn−an → 0. Ïî àêñèîìå Êàíòîðà íàéäåòñÿ òî÷êà, ïðèíàäëå-æàùàÿ êàæäîìó èç ýòèõ îòðåçêîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå V ∩
∞⋂
k=1

Ukíåïóñòî, çíà÷èò, ïåðåñå÷åíèå ∞⋂
k=1

Uk âñþäó ïëîòíî. 2) Îòâåò íà âòîðîé âî-ïðîñ çàäà÷è � îòðèöàòåëüíûé.6.36 �àññìîòðèì îòêðûòûå ìíîæåñòâà Un ⊃ Q, n ∈ N. Òàê êàêêàæäîå èç íèõ ñîäåðæèò ìíîæåñòâî Q, âñå îíè âñþäó ïëîòíû íà ïðÿ-ìîé. Òåïåðü çàíóìåðóåì ðàöèîíàëüíåû ÷èñëà, ïóñòü Q = {xn | n ∈ N}.Âîçüìåì îòðåçîê [a1; , b1] ⊂ U1, òàêîé ÷òî x1 /∈ U1. Ïîñêîëüêó ìíîæå-ñòâî U2 âñþäó ïëîòíî, â íåè èìååòñÿ îòðåçîê [a2; b2] ⊂ [a1; b1]∩U2, òàêîé÷òî x2 /∈ [a2; b2]. Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìû ïî-ëó÷èì âëîæåííóþ ïîñëåäîâàòåëíüîñòü {[an; bn]} îòðåçêîâ, òàêóþ ÷òî 1)
[an; bn] ⊂ Un è 2) xn /∈ [an; bn]. Â ñèëó ñòàíäàðòíîãî �àêòà ìàòåìàòè÷å-ñêîãî àíàëèçà, íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ ⋂∞

1 [an; bn]. ßñíî, ÷òî c ∈ (
⋂
Un) r Q.6.37 Êîíå÷íî, íåò, ïîñêîëüêó âíåøíîñòü âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâàïóñòà.6.38 Êîíå÷íî, ïóñòà.6.39 Êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ.6.40 Èìååì, X r Int ClA = Cl(X r ClA) = X, â ñèëó îïðåäåëåíèÿíèãäå íå ïëîòíîãî ìíîæåñòâà.6.41 Âíåøíîñòüþ ãðàíèöû çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F ÿâëÿåòñÿ îáú-åäèíåíèå (XrF )∪ IntF . Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî Cl(XrF ) ⊃ FrF . Åñëèìíîæåñòâî U îòêðûòî, òî ìíîæåñòâî F = XrU çàìêíóòî, à FrU = FrF ,çíà÷èò, ãðàíèöà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì ìíî-æåñòâîì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî íåâåðíî,ê ïðèìåðó, Fr Q = R.
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X r Cl(∪Ai) = X r ∪ClAi = ∩(X r ClAi).Îñòàëîñü ïðèìåíèòü çàäà÷ó 6.33, òî÷íåå, åå ïðÿìîå îáîáùåíèå íà ñëó÷àéêîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé.6.43 Ýòî ìíîæåñòâî Int ClA.6.44 Ïóñòü ìíîæåñòâà Yn ⊂ R, n ∈ N, íèãäå íå ïëîòíû. Ïîñêîëüêó

Y1 íèãäå íå ïëîòíî, òî íàéäåòñÿ îòðåçîê [a1; b1] ⊂ R r Y1. Àíàëîãè÷íî,òàê êàê è ìíîæåñòâî Y2 íèãäå íå ïëîòíî, îòðåçîê [a1; b1] ñîäåðæèò îò-ðåçîê [a2; b2] ⊂ R r Y2. Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå, ìû ïîëó÷èì âëîæåííóþïîñëåäîâàòåëüíîñòü {[an; bn]} îòðåçêîâ, òàêóþ ÷òî [an; bn] ⊂ RrYn. Â ñè-ëó ñòàíäàðòíîãî óòâåðæäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, íàéäåòñÿ òî÷êà
c ∈ ∩∞

1 [an; bn]. ßñíî, ÷òî c ∈ R r
⋂∞
n=1 Yn 6= ∅.6.45 Íàïðèìåð, âñÿêàÿ òî÷êà êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé, êî-íå÷íî, ÿâëÿåòñÿ åãî òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé.6.47 Ìíîæåñòâîì ïðåäåëüíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî RT1 .6.48 (a) =⇒ (b): �àññìîòðèòå V =

⋃
x∈A Ux, ãäå Ux � îêðåñòíîñòè,ñóùåñòâóþùèå ïî îïðåäåëåíèþ ëîêàëüíîé çàìêíóòîñòè, è ïîêàæèòå, ÷òî

A = V ∩ ClA. (b) =⇒ (
): Èñïîëüçóéòå îïðåäåëåíèå òîïîëîãèè ïîäïðî-ñòðàíñòâà. (
) =⇒ (a): Â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòåé Ux ìîæíî âçÿòü îäíî èòî æå ìíîæåñòâî.7.1 Íåò, ïîñêîëüêó ýòî îòíîøåíèå íå àíòèñèììåòðè÷íî. Äåéñòâè-òåëüíî, −1|1 è 1| − 1, íî −1 6= 1.7.2 Îáîçíà÷èì ÷åðåç −C ìíîæåñòâî, ñèììåòðè÷íîå C îòíîñèòåëü-íî òî÷êè 0 � íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ íåñòðîãîãî ÷à-ñòè÷íîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî: C äîëæíî áûòü çàìêíóòî îòíîñèòåëüíîñëîæåíèÿ; äîëæíî ñîäåðæàòü íîëü è C ∩ (−C) = {0}. Âåðõíèì êîíó-ñîì ýëåìåíòà a ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî a + C � ðåçóëüòàò ïàðàëëåëüíîãîïåðåíîñà ìíîæåñòâà C íà âåêòîð a.7.6 Î÷åâèäíî, íàèáîëüøèé ýëåìåíò ìàêñèìàëåí, íàèìåíüøèé � ìè-íèìàëåí, íî îáðàòíûå óòâåðæäåíèÿ âîîáùå ãîâîðÿ íå âåðíû. Åñëè æåäëÿ ëþáîîãî ïîäìíîæåñòâà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ýòè ïî-íÿòèÿ ñîâïàäàþò, òî ëþáûå äâà ýëåìåíòà ýòîãî ìíîæåñòâà ñðàâíèìû, òîåñòü îäèí èç íèõ áîëüøå äðóãîãî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ëþáîå äâó-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî. Åñëè áû ýòè äâà ýëåìåíòà íå áûëè ñðàâíèìû,òî êàæäûé èç íèõ áûë áû ìàêñèìàëüíûì è çíà÷èò íàèáîëüøèì ýëåìåí-òîì ýòîãî ìíîæåñòâà. Íî íàèáîëüøèé ýëåìåíò åäèíñòâåí. Ýòî ïðîòèâî-ðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýëåìåíòû íà ñàìîì äåëå ñðàâíèìû. Íàîáîðîò, èçñðàâíèìîñòè ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî âî âñÿêîì ïîä-ìíîæåñòâå ëþáîé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì, à ëþáîéìèíèìàëüíûé � íàèìåíüøèì.



ñîâåòû è îòâåòû 3537.9 Îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ â ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
X ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì, ñîãäà X ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èçåäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà.7.11 �àññìîòðèòå, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ ëþáûõ a, b è
c, òàêèõ ÷òî a ≺ c è b ≺ c, íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò d, ÷òî a ≺ d, b ≺ dè d ≺ c. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî âî âñÿêîì ëèíåéíî óïî-ðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå è ÷òî èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðàâûå ëó÷èñîñòàâëÿþò áàçó íåêîòîðîé òîïîëîãèè. Ïîêàæèòå, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå:èç òîãî, ÷òî ïðàâûå ëó÷è ñîñòàâëÿþò áàçó íåêîòîðîé òîïîëîãèè, ñëåäóåòýòî óñëîâèå.7.13 Òî÷êà, îòêðûòàÿ â òîïîëîãèè ïîðÿäêà, ýòî íàèáîëüøèé ýëåìåíòïðîñòðàíñòâà. Àíàëîãè÷íî, òî÷êà, çàìêíóòàÿ â òîïîëîãèè ïîðÿäêà, ýòîíàèìåíüøèé ýëåìåíò.7.14 Ëó÷è âèäà (a;∞) è [a;∞), ïóñòîå ìíîæåñòâî è âñÿ ïðÿìàÿ.7.16 Îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíò êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàèáîëü-øèì âî âñåì ïðîñòðàíñòâå.8.1 Äà, ïðàâäà. Äîêàæåì, ê ïðèìåðó, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî. Åñëè
x ∈ f−1(Y r A), òî f(x) ∈ Y r A, çíà÷èò, f(x) /∈ A, òàêèì îáðàçîì,
x /∈ f−1(A), ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ X r f−1(A). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òîðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.8.2 Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî. Åñëè y ∈ f(A ∪ B), òî íàéäåòñÿòàêîé ýëåìåíò x ∈ A ∪ B, ÷òî f(x) = y. Åñëè x ∈ A, òî y ∈ f(A), åñëèæå x ∈ B, òî y ∈ f(B), òàêèì îáðàçîì, âî âñÿêîì ñëó÷àå y ∈ f(A) ∪
f(B). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðîùå. Òàê êàê A ⊂ A ∪B, òî
f(A) ⊂ f(A ∪ B), àíàëîãè÷íî, f(B) ⊂ f(A ∪ B), îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî
f(A) ∪ f(B) ⊂ f(A ∪B). Îáà äðóãèõ ðàâåíñòâà íåâåðíû, ñì. 8.3 è 8.4.8.3 �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : {0, 1} → {0}: f(0) = f(1) = 0.Ïóñòü A = {0} è B = {1}. Òîãäà F (A) ∩ f(B) = {0}, ìåæäó òåì, êàê
f(A ∩B) = ∅. Àíàëîãè÷íî, f(X rA) = {0}, òîãäà êàê Y r f(A) = ∅.8.4 f(A ∩ B) ⊂ f(A) ∩ f(B), îäíàêî íèêàêîãî åñòåñòâåííîãî âêëþ-÷åíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè f(X rA) è Y r f(A) íå èìååòñÿ.8.5 Îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.8.6 Ïóñòü y ∈ B∩f(A). Òîãäà y = f(x), ãäå x ∈ A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
x ∈ f−1(B), çíà÷èò, x ∈ f−1(B) ∩ A, ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ f(f−1(B) ∩ A).Äîêàæèòå îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ñàìîñòîÿòåëüíî.8.7 Íåò, íå îáÿçàòåëüíî. Ïðèìåð: f : {0} → {0, 1}, g : {0, 1} → {0}.Êîíå÷íî, îòîáðàæåíèå f îáÿçàíî áûòü èíúåêöèåé, à g � ñþðúåêöèåé.9.1 Îòîáðàæåíèå id íåïðåðûâíî, ñîãäà U = id−1(U) ∈ Ω1 äëÿ êàæ-äîãî U ∈ Ω2, ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî Ω2 ⊂ Ω1.



354 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè9.2 (a),(d) Äà, îñòàíåòñÿ. (b),(
) Íåò, íå îáÿçàòåëüíî.9.3 1) Ïðîèçâîëüíûå; 2) òîëüêî ïîñòîÿííûå, ò. å. îòîáðàæàþùèå âñåïðîñòðàíñòâî Y â íåêîòîðóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà X.9.4 1) Òîëüêî ïîñòîÿííûå, ò. å. îòîáðàæàþùèå âñå ïðîñòðàíñòâî Yâ íåêîòîðóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà X; 2) ïðîèçâîëüíûå.9.5 Ñåìåéñòâî Ω′ = {f−1(U) | U ∈ Ω} ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà
A, ïðè÷åì ýòà òîïîëîãèÿ � ñàìàÿ ãðóáàÿ èç òåõ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõîòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî.9.6 Èìååì, f−1(A) ⊂ f−1(ClA). Åñëè îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî,òî ìíîæåñòâî f−1(ClA) çàìêíóòî, ñëåäîâàòåëüíî, Cl f−1(A) ⊂ f−1(ClA).Åñëè èìååò ìåñòî äàííîå âêëþ÷åíèå, òî äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî â Y ìíî-æåñòâà F , Cl f−1(F ) ⊂ f−1(F ), ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî f−1(F ) ñîâïà-äàåò ñî ñâîèì çàìûêàíèåì, çíà÷èò, îíî çàìêíóòî. Òåì ñàìûì äîêàçàíî,÷òî f � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.9.7 Îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî, ñîãäà Int f−1(A) ⊃ f−1(IntA) äëÿëþáîãî A ⊂ Y , ñîãäà Cl f(A) ⊃ f(ClA) äëÿ ëþáîãî A ⊂ X, ñîãäà
Int f(A) ⊂ f(IntA) äëÿ ëþáîãî A ⊂ X.9.8 Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðîîáðàç îòêðûòîãî ìíîæå-ñòâà åñòü îáúåäèíåíèå ïðîîáðàçîâ áàçîâûõ ìíîæåñòâ.9.9 Êîíå÷íî íåò, ïîñêîëüêó ââåäåííîå îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ èç-âåñòíûì äëÿ ÷èñëîâûõ �óíêöèé (ñì. 9.K). �àññóæäåíèå, îñíîâàííîå íàîïðåäåëåíèè: ìíîæåñòâî U = (1; 2] îòêðûòî â [0; 2], îäíàêî åãî ïðîîáðàç
f−1((1; 2]) = [1; 2) íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì â [0; 2] ìíîæåñòâîì.9.10 Äà, íåïðåðûâíî. �àññìîòðèòå, êàêèì ìîæåò áûòü ìíîæåñòâî
f−1(a; ,+∞) (ïðîîáðàç ìíîæåñòâà, îòêðûòîãî â ñòðåëêå). Êñòàòè, áóäåòëè íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèå g, ñîâïàäàþùåå ñ f âñþäó, êðîìå x = 1, à
g(1) = 2?9.11 Òîëüêî ïîñòîÿííûå. Åñëè, ê ïðèìåðó, 0, 1 ∈ f(RT1), òî ðàññìîò-ðèì f−1

(
−∞; 1

2

) è f−1
(

1
2 ; +∞

). Â ÷åì ïðîòèâîðå÷èå?9.12 Êîíå÷íîêðàòíûå èëè ïîñòîÿííûå.9.13 Ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå, íåïðåðûâíûå ñëåâà (â ñìûñëå ìà-òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà).9.14 Îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî, à g−1 � íåò. Äåëî â òîì, ÷òî òî-ïîëîãèÿ íà Z+ äèñêðåòíà, à â òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå f(Z+) îäíîýëå-ìåíòíîå ìíîæåñòâî {0} íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.9.15 Åñëè U îòêðûòî è íåïóñòî, òî, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ñþðú-åêòèâíî è íåïðåðûâíî, f−1(U) òîæå îòêðûòî è íåïóñòî, çíà÷èò, íåïóñòîåãî ïåðåñå÷åíèå ñî âñþäó ïëîòíûì â X ìíîæåñòâîì A, ñëåäîâàòåëüíî,



ñîâåòû è îòâåòû 355íåïóñòî ïåðåñå÷åíèå U ∩ f(A), îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî f(A)âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Y .9.16 Êîíå÷íî, íåâåðíî.9.17 Äà, ñóùåñòâóåò. Âîçüìåì â êà÷åñòâå A êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.Îòîáðàæåíèå ñîïîñòàâëÿåò ÷èñëó +∞∑
i=1

ai
3i
, ãäå ai = 0; 2, ÷èñëî +∞∑

i=1

ai
2i+1 .Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå ÿâ-ëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì (ïðîäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).9.18 Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü Ua � îêðåñòíîñòü òî÷êè

a ∈ X, òàêàÿ ÷òî f(Ua) ⊂
(
− ε

2 + f(a); f(a) + ε
2

), à Va � àíàëîãè÷íàÿîêðåñòíîñòü äëÿ îòîáðàæåíèÿ g. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, âçÿâ Wa = Ua ∩
Va, ìû ïîëó÷èì, ÷òî (f + g)(Wa) ⊂ (−ε+ f(a); f(a) + ε).9.20 Åñëè

fi(x) =





0 x ≤ 0,
ix 0 ≤ x ≤ 1

i ,
1 x ≥ 1

i ,òî óêàçàííàÿ â çàäà÷å �îðìóëà îïðåäåëÿåò �óíêöèþ, ðàâíóþ 0 ïðè x ≤ 0è ðàâíóþ 1 ïðè x > 0.9.21 Òîïîëîãèÿ â Rn èíäóöèðóåòñÿ ìåòðèêîé ρ(∞), ãäå
ρ(∞)(x, y) = max{|x1 − y1|, . . . , |xn − yn|}.Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(∞)(f(x), f(a)) < ε, ñîãäà |fi(x) − fi(a)| < ε ïðè âñåõ

i = 1, 2, . . . , n.9.22 Âîñïîëüçóéòåñü 9.21 è 9.18.9.23 Âîñïîëüçóéòåñü 9.21 è 9.18, 9.19.9.24 Åñëè òîïîëîãèÿ Ω′ òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A îòîáðà-æåíèå x 7→ ρ(x,A) íåïðåðûâíî, òî Ω′ ñîäåðæèò âñåâîçìîæíûå îòêðûòûåøàðû. Çíà÷èò, â íåå âõîäÿò è âñå ìíîæåñòâà, îòêðûòûå â ìåòðè÷åñêîéòîïîëîãèè.9.25 Åñëè ρ(x, a) < ε, òî ρ(f(x), f(a)
)
≤ αε < ε.9.27 Òàì, ãäå ðå÷ü èäåò î çàìêíóòûõ ìíîæåñòâàõ.9.28 Ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òàêîé, âîçìîæíî íåèçâåñòíûé äëÿ âàñ�àêò: åñëè P (x1, . . . , xn) = 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè,òî P ≡ 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âî âñÿêîé îêðåñòíîñòè âñÿêîé òî÷êè

x ìíîæåñòâà {x | P (x) = 0} íàéäåòñÿ òî÷êà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîìóìíîæåñòâó. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî {x | P (x) = 0} çàìêíóòî.
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) è (d), êîíå÷íî, íåò. Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü,÷òî îòâåò óòâåðäèòåëüíûé â ñëó÷àå (b), ê ïðèìåðó, èñïîëüçóÿ òåõíèêóìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà (ñì. òàêæå 9.T).9.31 Åñëè ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà U ñ êàæäûì ýëåìåí-òîì ïîêðûòèÿ Γ îòêðûòî â ýòîì ýëåìåíòå, òî òî æå âåðíî äëÿ ëþáîãîýëåìåíòà ïîêðûòèÿ Γ′. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ïîêðûòèå Γ′ �óíäàìåí-òàëüíî, òî ìíîæåñòâî U îòêðûòî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, òàêèì îáðàçîì,è ïîêðûòèå Γ ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì.9.32 Åñëè B ∩ U îòêðûòî â U äëÿ âñÿêîãî U ∈ Γ, à A ∈ ∆, òîìíîæåñòâî (B∩U)∩A = (B∩A)∩(U ∩A) îòêðûòî â U ∩A, çíà÷èò, B∩Aîòêðûòî â A. Ïîñêîëüêó ïîêðûòèå ∆ �óíäàìåíòàëüíî, òî B îòêðûòî âïðîñòðàíñòâå X.9.33 Ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ. ×òî çà ïîêðûòèå ñëå-äóåò âçÿòü â êà÷åñòâå ∆?9.1x �àññìîòðèòå f : [0; 2] → R, ãäå f(x) = x ïðè x ∈ [0; 1] è
f(x) = x+ 1 ïðè x ∈ (1; 2].9.2x �àññìîòðèòå åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå f : {± 1

n , 0}∞n=1 → {−1, 0, 1}.9.3x Äà, íåïðåðûâíî. Áîëåå òîãî, äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü îáû÷íîé(íåñòðîãîé) ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ.9.Cx Ïîñòðîèì òàêîå ïðîñòðàíñòâî Z êàê îáúåäèíåíèå äèçúþíêò-íûõ êîïèé ïðîñòðàíñòâ X è Y . Â í¼ì ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, ïðè-íàäëåæàùèìè êîïèè îäíîãî èç èñõîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîëîæèì ðàâíûìðàññòîÿíèþ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿòîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâ,âûáåðåì òî÷êè x0 ∈ X è y0 ∈ Y è ïîëîæèì ρ(a, b) = ρX(a, x0)+ρY (y0, b)+
1 äëÿ a ∈ X è b ∈ Y . Ïðîâåðüòå (ýòî äåéñòâèòåëüíî ëåãêî), ÷òî ýòî áóäåòìåòðèêà.9.Dx Äà, íàïðèìåð, îäíîòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî è ëþáîå íåîãðàíè-÷åííîå ïðîñòðàíñòâî.9.Ex Õîòÿ, êàê ìû âèäåëè, ðåøèâ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, ðàññòîÿíèå�ðîìîâà-Õàóñäîð�à ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì, à ñèììåòðè÷íîñòü è íåðà-âåíñòâî òðåóãîëüíèêà �îðìóëèðîâàëèñü âûøå äëÿ �óíêöèé, ïðèíèìàþ-ùèõ òîëüêî êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, ñèììåòðè÷íîñòü èìååò ñìûñë è î÷åâèä-íà, à íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà òîæå ëåãêî ïðèäàòü ðàçóìíûé ñìûñë ïðèïîÿâëåíèè áåñêîíå÷íûõ çíà÷åíèé. Èìåííî, ïðè íàëè÷èè áåñêîíå÷íîñòåéíåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì, ñîãäà èç òð¼õðàññòîÿíèé áåñêîíå÷íû äâà èëè òðè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òàêèì îáðàçîìîáîáù¼ííîãî íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ êîíñòðóê-öèÿ. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà X è Y èçîìåòðè÷åñêè âëîæåíû â ïðîñòðàíñòâî
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A, à ïðîñòðàíñòâà Y è Z èçîìåòðè÷åñêè âëîæåíû â ïðîñòðàíñòâî B. Ïî-ñòðîèì íîâîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì áóäóò èçîìåòðè÷åñêè âëîæåíû A è
B, ïåðåñåêàÿñü äðóã ñ äðóãîì ïî Y . Äëÿ ýòîãî äîáàâèì ê A òî÷êè ìíîæå-ñòâà BrA. �àññòîÿíèÿ ìåæäó äîáàâëåííûìè òî÷êàìè ïîëîæèì ðàâíûìðàññòîÿíèþ ìåæäó íèìè â B. �àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x ∈ A r B è
z ∈ BrA ïîëîæèì ðàâíûì inf{ρA(x, y)+ρB(y, z) | y ∈ A∩B}. Ñðàâíèòåýòó êîíñòðóêöèþ ñ êîíñòðóêöèåé èç ðåøåíèÿ çàäà÷è 9.Cx. Äîêàæèòå,÷òî òàê ïîëó÷àåòñÿ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è ïðèìåíèòå íåðàâåíñòâîòðåóãîëüíèêà äëÿ ðàññòîÿíèÿ Õàóñäîð�à ìåæäó ìíîæåñòâàìè X, Y è Zâ ýòîì ïðîñòðàíñòâå.9.Fx Îò÷àñòè, îòâåò î÷åâèäåí. Êîíå÷íî, ðàññòîÿíèå �ðîìîâà-Õàóñäîð�àíåîòðèöàòåëüíî! Íî âîò åñëè îíî ðàâíî íóëþ, â êàêîì ñìûñëå òîãäà ïðî-ñòðàíñòâà ðàâíû? Ïåðâîå, íàèáîëåå îïòèìèñòè÷åñêîå ïðåäïîëîæåíèå,÷òî ïðèõîäèò â ãîëîâó, ýòî ÷òî òîãäà äîëæíà ñóùåñòâîâàòü èçîìåòðè-÷åñêàÿ áèåêöèÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè. Íî ýòî ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî,êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð ïðîñòðàíñòâ Q è R ñî ñòàíäàðòíûì ðàññòîÿíèåìâ íèõ. Îäíàêî ýòî âåðíî äëÿ êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàñòâ.10.1 Óòâåðæäåíèÿ 10.C�10.E è îçíà÷àþò, ÷òî ãîìåîìîð�íîñòü ÿâ-ëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.10.2 Ïóñòü τ : x 7→ Rx

|x|2 � èíâåðñèÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî τ−1 = τ . Íåïðå-ðûâíîñòü ñëåäóåò èç òåîðåì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà: âûïèøèòå êîîð-äèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå îòîáðàæåíèÿ τ è âîñïîëüçóéòåñü óòâåðæäåíèÿ-ìè 9.18, 9.19 è 9.21.10.3 Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè z = x+ iy è f(z) = u+ iv, òî v = (ad−bc)y
|cz+d|2 ,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f(H) ⊂ H. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ àíàëî-ãè÷íîé �îðìóëîé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè âîñïîëüçóéòåñü9.18, 9.19 è 9.2110.4 Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè.Ñì. 10.M.10.5 1) è 2) î÷åâèäíû; 3) Âñÿêàÿ áèåêöèÿ RT1 → RT1 óñòàíàâëèâàåòáèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè.10.6 Òîëüêî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå åñòü ãîìåîìîð�èçì.10.7 Èñïîëüçóéòå 9.13 è 10.M.10.8 Ïóñòü X = Y = ∪∞

k=0[2k; 2k + 1) è ðàññìîòðèòå áèåêöèþ
X → Y : x 7→





x
2 ïðè x ∈ [0; 1),
x−1

2 ïðè x ∈ [2; 3),

x− 2 ïðè x ≥ 4.



358 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè10.10 Ïðè ðåøåíèè ïóíêòîâ (f) è (i) èñïîëüçóéòå ïîëÿðíûå êîîðäè-íàòû; ïðè ðåøåíèè îñòàëüíûõ ìîæíî ïðèìåíèòü îòîáðàæåíèÿ, ïîñòðî-åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 10.O.10.11 Â ïóíêòå (b).10.12 Êàæäîå èç íèõ ãîìåîìîð�íî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:òî÷êà, îòðåçîê, ëó÷, êðóã, ïîëîñà, ïîëóïëîñêîñòü, ïëîñêîñòü. Äîêàæèòåýòî!10.13 Â çàäà÷àõ 10.T è 10.11 äîñòàòî÷íî çàìåíèòü çàìêóíòûé êðóã
D2 çàìêíóòûì n-ìåðíûì øàðîì Dn è îòêðûòûé êðóã B2 îòêðûòûì n-ìåðíûì øàðîì Bn. Â çàäà÷å 10.12 ñèòóàöèÿ áîëåå çàïóòàííàÿ. Ïóñòü
K ⊂ Rn çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ìû âïðàâå ñ÷è-òàòü, ÷òî IntK 6= ∅, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå K èçîìåòðè÷íî ïîä-ìíîæåñòâó ïðîñòðàíñòâà Rk ñ k < n. Âî-âòîðûõ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî Kíå îãðàíè÷åíî. (Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî áóäåò ãîìåîìîð�íîçàêíóòîìóøàðó.) Åñëè K íå ñîäåðæèò íèêàêîé ïðÿìîé, òî îíî ãîìåîìîð�íî ïîëó-ïðîñòðàíñòâó. Åñëè K ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ïðÿìóþ, òî îíî èçîìåòðè÷-íî �öèëèíäðó� ñ çàìêíóòîé âûïóêëîé �áàçîé�, ëåæàùåé â ïðîñòðàíñòâå
Rn−1, îáðàçóþùèå êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû n-îé êîîðäèíàòíîé îñè. Òàêèìîáðàçîì, ìû ìîæåì ïðîâåñòè èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè. Ñ�îðìóëèðóé-òå ïîëíûé îòâåò!10.14 Îòîáðàçèòå êàæäîå çâåíî ëîìàíîé íà äóãó îêðóæíîñòè.10.15 Ñì. ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Ìîæíî ïîñòðîèòü äàæåêóñî÷íî-ëèíåéíûé ãîìåîìîð�èçì.10.16 Âíèìàòåëüíî ñîïîñòàâüòå âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ!10.17 �àññìîòðèòå êâàäðàò íà ïëîñêîñòè, çàäàííûé íåðàâåíñòâîì
|x| + |y| ≤ 2, è èñïîëüçóéòå èäåþ çàäà÷ 10.T èëè 10.S.10.18 Äîêàçàòåëüñòâî ýëåìåíòàðíîå, íî òÿæåëîå...10.19 Ïðè ïîìîùè ãîìåîìîð�èçìîâ, îïèñàííûõ â ðåøåíèè çàäà-÷è 10.O, âû ñìîæåòå ïîñòðîèòü, ê ïðèìåðó, ñëåäóþùèå ãîìåîìîð�èçìû:(a) ∼= (d) ∼= (f), (d) ∼= (e) ∼= (h) ∼= (b), (h) ∼= (g) ∼= (
).10.21 Åñëè ìíîæåñòâî X ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî îòðåçêà, òî ýòîâ òî÷íîñòè óòâåðæäåíèå 10.20 (f). Â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçóéòå 10.19 (ò.å. òî, ÷òî (l) ∼= (h), ïðè ýòîì íàäî çàìåòèòü, ÷òî ãîìåîìîð�èçì ìîæ-íî ñ÷èòàòü òîæäåñòâåííûì íà ãðàíèöå êâàäðàòà). Îêðóæèòå îòðåçêèíåïåðåñåêàþùèìèñÿ ðîìáàìè è ïðèìåíèòå ïîñòðîåííûé ãîìåîìîð�èçìê êàæäîìó èç íèõ.10.22 Ïðîâåäèòå èíäóêöèþ ïî ÷èñëó çâåíüåâ ëîìàíîé X. Íà êàæ-äîì øàãå, èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèå â ðåøåíèè çàäà÷è 10.21, îòîáðàæàéòå
R2 rX íà äîïîëíåíèå ëîìàíîé ñ ìåíüøèì ÷èñëîì çâåíüåâ.



ñîâåòû è îòâåòû 35910.23 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïàðû òî÷åê p, q ∈ IntD2 ñóùåñòâó-åò ãîìåîìîð�èçì f : D2 → D2, òàêîé ÷òî f(p) = f(q), à ab(f) = idS1 .Îñòàëîñü ïðîâåñòè ðàññóæäåíèå ïî èíäóêöèè.Íèæå ïðèâåäåíà áîëåå ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü K = {(xi, yi)}ni=1. Ìûâïðàâå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àáñöèññ òî÷åê ìíîæåñòâà K ðàçëè÷íû. (Ïî÷å-ìó?) �àññìîòðèì íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ f : R → R, òàêóþ ÷òî f(xi) =
yi, i = 1, . . . , n. Òîãäà F : R2 → R2 : (x, y) 7→ (x, y − f(x)) � ãîìåî-ìîð�èçì, äëÿ êîòîðîãî F (K) ⊂ R1. Ñóùåñòâóåò òàêæå ãîìåîìîð�èçì
g : R → R, òàêîé ÷òî g(xi) = i, i = 1, . . . , n. �àññìîòðèì ãîìåîìîð�èçì
G : R2 → R2 : (x, y) 7→ (g(x), y). Òîãäà (G ◦ F )(K) = {1, . . . , n}, ñëåäîâà-òåëüíî, R2 rK ∼= R2 r {1, . . . , n}.10.24 Èñïîëüçóéòå ãîìåîìîð�èçì (b) ∼= (
) çàäà÷è 10.20.10.26 �àññìîòðèòå îòîáðàæåíèå (x, t) 7→ (x, (1 − t)f(x) + tg(x)).10.27 Ïåðâûé âîïðîñ � à ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ ìàòåìàòè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ êî�åéíàÿ ÷àøêà, êàêèì îáðàçîì îíà çàäàíà? Â äàëüíåé-øåì ìû óêàæåì òî÷íûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïîäîáíûõ îáúåêòîâ, ââåäÿñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ïðîñòðàíñòâ, à ïîêà áóäåì ðàññóæäàòü �ñ òî÷êèçðåíèÿ çäðàâîãî ñìûñëà�. Çàìêíóòûé øàð ãîìåîìîð�åí ñâîåé ïîëîâèíå,íå ïðàâäà ëè? Äàëåå, åñëè âû èç ïîëîâèíû øàðà óäàëèì ïîëîâèíó øàðàìåíüøåãî ðàäèóñà ñ òåì æå öåíòðîì, òî îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü (�êîðêà îò ïî-ëîâèíû àðáóçà�) ïî-ïðåæíåìó áóäåò ãîìåîìîð�íà è ïîëóøàðó, è øàðó.Ýòè óòâåðæäåíèÿ ìîæíî äîêàçàòü àêêóðàòíî, äàæå âûïèñàâ íåîáõîäè-ìûå �îðìóëû. Îñòàâøàÿñÿ �êîðêà� � ýòî ÷àøêà ñ îòáèòîé ðó÷êîé. Çíà-÷èò, ÷àøêà ñ îòáèòîé ðó÷êîé ãîìåîìîð�íà çàìêíóòîìó øàðó, êîòîðûé,â ñâîþ î÷åðåäü, ãîìåîìîð�åí öèëèíäðó. Áîëåå òîãî, åñëè íà ïîâåðõíî-ñòè øàðà çà�èêñèðîâàíû äâà �êðóãà�, òî ìû âïðàâå ñ÷èòàòü, ÷òî èìåííîîíè è ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè öèëèíäðà, ñð. 10.25. Â êà÷åñòâå îòìå÷åí-íûõ êðóãîâ äàâàéòå âîçüìåì êðóãè, ïî êîòîðûì ê ÷àøêå ïðèñòàâëåíàðó÷êà, êîòîðàÿ ñàìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäð. ×òî æå ïîëó÷èëîñü,� äà, êîíå÷íî, áóáëèê!10.28 Ìîíåòå ãîìåîìîð�íû: áëþäöå, ñòàêàí, ëîæêà, âèëêà, íîæ,òàðåëêà, ãâîçäü, âèíò, áîëò, ñâåðëî. Îáðó÷àëüíîìó êîëüöó ãîìåîìîð�íû:êî�åéíàÿ ÷àøêà, ãàéêà, øàéáà, öâåòî÷íûé ãîðøîê, êëþ÷.10.29 Ñì. ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è.10.30 Ê ýòîé çàäà÷å ïðèìåíèìû òå æå ñëîâà, ÷òî áûëè ñêàçàíû âðåøåíèè çàäà÷è 10.27. ßñíî, ÷òî åñëè â øàðå âûñâåðëèòü íåãëóáîêóþÿìêó, òî ïîëó÷åííîå òåëî ïî-ïðåæíåìó ãîìåîìîð�íî øàðó. Îñòàëîñüîáúÿñíèòü, ïî÷åìó æå îïèñàííîå â çàäà÷å òåëî ãîìåîìîð�íî ñëåãêà ïðî-ñâåðëåííîìó øàðó. Îñíîâíàÿ èäåÿ òà æå, ÷òî è â ðåøåíèè çàäà÷è 10.22; âäàííîì ñëó÷àå ðåøåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè. Ïóñòü C0



360 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè� öèëèíäð, ïóñòü öèëèíäð C ëåæèò â C, èìååò ìåíüøèé ðàäèóñ, ìåíü-øóþ âûñîòó, à åãî íèæíåå îñíîâàíèå ëåæèò âíóòðè íèæíåãî îñíîâàíèÿöèëèíäðà C. Ïóñòü C ′ � ýòî íåêîòîðàÿ íèæíÿÿ ÷àñòü öèëèíäðà C. Ñó-ùåñòâóåò òàêîé ãîìåîìîð�èçì f : C0 → C0, òîæäåñòâåííûé íà ãðàíèöå
C0, ÷òî f(C) = C ′. Îòâåðñòâèå, âûñâåðëåííîå â äàííîì øàðå, ÿâëÿåòñÿöèëèíäðîì. Â ñèëó ñ�îðìóëèðîâàííîé ëåììû ìû âïðàâå ñ÷èòàòü, ÷òîýòîò öèëèíäð � íåáîëüøîé.10.33 Êàæäîå èç ïðîñòðàíñòâ ãîìåîìîð�íî S3r(S1∪point). ×òîáûóáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèòå ãîìåîìîð�èçì R3 ∼= S3rpoint, îïèñàííûéâ ðåøåíèè çàäà÷è 10.R. (Âî âòîðîì ñëó÷àå óäàëèòå òî÷êó èç îêðóæíîñòè
S1.) �àññóæäåíèå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà Rn.Íî ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè çàìåíèòü S1 íà Sk?10.34 Ñòåðåîãðà�è÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ Sn r (0, . . . , 0, 1) → Rn ïåðåâî-äèò ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî â (ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ) îêðåñò-íîñòü Sk−1, êîòîðàÿ, êàê ñîâñåì íåòðóäíî âèäåòü, ãîìåîìîð�íà Rn r

Rn−k.10.35 Z, Q ñ÷åòíû, îñòàëüíûå òðè � íåò. Z 6∼= Q, ïîñêîëüêó â ïåðâîìèç íèõ òîïîëîãèÿ äèñêðåòíà, âî âòîðîì � íåò. Òîëüêî â RT1 íåò áåñêî-íå÷íûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, íå ñîâïàäàþùèõ ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì.Â ñòðåëêå äâà ëþáûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ.10.36 Ïóñòü X = {k}−1
−∞∪⋃∞

k=0[2k; 2k+1), Y = X∪{1}. �àññìîòðèòåáèåêöèè
X → Y : x 7→





x+ 1 ïðè x ≤ −2,
1 ïðè x = −1,
x ïðè x ≥ 0; Y → X : x 7→





x ïðè x < 0,
x
2 ïðè x ∈ [0; 1],
x−1
2 ïðè x ∈ [2; 3),
x− 2 ïðè x ≥ 4.Ïîõîæèé òðþê íàçûâàåòñÿ �ãîñòèíèöåé �èëüáåðòà�; à ïî÷åìó?10.37 Âîçüìèòå [0; 1] è R.10.38 Òîïîëîãèÿ â Q íå äèñêðåòíà.10.39 1), 2) Åñëè îíè íå îäíîòî÷å÷íû, òî íåëüçÿ.10.40 Ñì. 10.35.11.1 1)�3) Äà, â êàæäîì èç íèõ äâà ëþáûõ íåïóñòûõ îòêðûòûõìíîæåñòâà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.11.2 Ïóñòîå è îäíîòî÷å÷íîå.11.3 Íåñâÿçíîå äâóòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ äèñ-êðåòíûì.



ñîâåòû è îòâåòû 36111.4 1) Íåò, íå ñâÿçíî, òàê êàê Q =
(
Q∩(−∞;

√
2)
)
∪
(
Q∩(

√
2;+∞)

).2) R r Q íåñâÿçíî ïî òàêèì æå (è äàæå áîëåå ïðîñòûì) ñîîáðàæåíèÿì.11.5 1) Äà, òàê êàê, åñëè X = U ∪ V , ãäå U, V ∈ Ω1, òî U, V ∈ Ω2.2) Íåò, íå îáÿçàòåëüíî: ðàññìîòðèòå ñèòóàöèþ, â êîòîðîé òîïîëîãèÿ Ω1òðèâèàëüíà, òîïîëîãèÿ Ω2 äèñêðåòíà, à ìíîæåñòâî X ñîñòîèò áîëåå, ÷åìèç îäíîé òî÷êè.11.6 Ìíîæåñòâî A íåñâÿçíî, åñëè ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ìíîæåñòâà
U è V , òàêèå ÷òî A ⊂ U ∪ V , U ∩ V ∩A = ∅, U ∩A 6= ∅ è V ∩A 6= ∅.11.7 1),3) Íåò, òàê êàê èíäóöèðîâàííàÿ íà {0, 1} òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿäèñêðåòíîé. 2) Äà, òàê êàê èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ íå äèñêðåòíà (ñì.11.3).11.8 1) Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ñòðåëêè ñâÿçíî. 2) Ïîäìíîæåñòâî ïðî-ñòðàíñòâà RT1 ñâÿçíî, ñîãäà îíî ïóñòî, ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íûì èëè áåñ-êîíå÷íûì.11.9 Ïîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê [0; 1] è îòêðûò è çàìêíóò â [0; 1]∪ (2; 3].11.10 Åñëè x, y ∈ A ⊂ R, z ∈ (x; y) è z /∈ A, òî íà êàêèå îòêðûòûåâ A ïîäìíîæåñòâà ìîæíî ðàçáèòü ìíîæåñòâî A? Ñð. 11.4.11.11 Èñïîëüçóéòå òàêîå ñîîáðàæåíèå: åñëè B ∩ ClX C = ∅, òî
B = A ∩ (X r ClX C).11.12 Ïóñòü X = A∪{x∗}, à Ω∗ ñîñòîèò èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà è âñåõìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êó x∗. Ïðîâåðüòå, ÷òî Ω∗ � òîïîëîãè÷åñêàÿñòðóêòóðà. Êàêîâà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ΩA?11.13 Ïóñòü A íåñâÿçíî, à ìíîæåñòâà B è C óäîâëåòâîðÿþò óòâåð-æäåíèÿì çàäà÷è 11.11. Ìíîæåñòâà

U = {x ∈ Rn | ρ(x,B) < ρ(x,C)}, V = {x ∈ Rn | ρ(x,B) > ρ(x,C)}ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè. Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ýòîé çàäà÷è îñòàíåòñÿâåðíûì, åñëè âìåñòî Rn ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî, ëþáîåîòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî êîòîðîãî íîðìàëüíî, ñì. 14.11.14 Î÷åâèäíî. (Ñð. 11.6.)11.15 Ìíîæåñòâî A ïëîòíî â B, ñíàáæåííîì îòíîñèòåëüíîé òîïî-ëîãèåé. Îñòàëîñü ïðèìåíèòü òåîðåìó 11.B.11.16 Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ìíîæåñòâî A ∪ B íåñâÿçíî.Òîãäà â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå íàéäóòñÿ îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà Uè V , òàêèå ÷òî A ∪ B ⊂ U ∪ V , U ∩ (A ∪ B) 6= ∅, V ∩ (A ∪ B) 6= ∅ è
U ∩ V ∩ (A ∪B) = ∅ (ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 11.6). Òàê êàê A ∪B ⊂ U ∪ V ,òî ìíîæåñòâî A ïåðåñåêàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ñ îäíèì èç ìíîæåñòâ Uèëè V . Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, A ∩ U 6= ∅. Òîãäà A ∩ V = ∅ â ñèëóñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà A, çíà÷èò A ⊂ U . Òàê êàê ìíîæåñòâî U ÿâëÿåòñÿîêðåñòíîñòüþ ëþáîé òî÷êè èç ïåðåñå÷åíèÿ A ∩ ClB, òî U ∩ B 6= ∅.



362 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèèÌíîæåñòâî V òàêæå ïåðåñåêàåòñÿ ñ B, ïîñêîëüêó V ∩ (A ∪ B) 6= ∅, à
A∩ V = ∅. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñî ñâÿçíîñòüþ B, òàê êàê B ∩Uè B ∩ V � äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ â B è íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà,îáúåäèíåíèå êîòîðûõ äàåò B.11.17 Åñëè ìíîæåñòâî A∪B íåñâÿçíî, òî íàéäóòñÿ òàêèå îòêðûòûåâ X ìíîæåñòâà U è V , äëÿ êîòîðûõ: U ∪V ⊃ A∪B è U ∩V ∩(A∪B) = ∅.Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A ñâÿçíî, òî îíî ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ
U èëè V , äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïóñòü A ⊂ U . Ïîëîæèì B1 = B ∩ V . Òàêêàê B îòêðûòî â X r A, à V ⊂ X r A, òî B1 îòêðûòî â V , çíà÷èò, îíîîòêðûòî â X. Äàëåå, òàê êàê B1 ⊂ X r U ⊂ X r A, òî B1 çàìêíóòî â
X r U , çíà÷èò, çàìêíóòî â X. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî B1 îòêðûòî èçàìêíóòî âX, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâÿçíîñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.11.18 Íåò, íå ñëåäóåò. Ïðèìåð: A = Q, B = R r Q.11.19 1) Åñëè A è B îòêðûòû è A íåñâÿçíî, òî A = U ∪ V , ãäå U è
V � íåïóñòûå, íå ïåðåñåêàþùèåñÿ è îòêðûòûå â A ìíîæåñòâà. Òàê êàê
A ∩B ñâÿçíî, òî ëèáî A ∩B ⊂ U , ëèáî A ∩B ⊂ V . Äëÿ îïðåäåëåííîñòèñ÷èòàåì, ÷òî A ∩ B ⊂ U . Òîãäà ìíîæåñòâà V,U ∪ B ñîñòàâëÿþò ðàçáè-åíèå A ∪ B íà äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, U è
V îòêðûòû â A∪B, òàê êàê îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî îòêðûòîãî ìíîæå-ñòâà îòêðûòî â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èåñî ñâÿçíîñòüþ A ∪B.2) Çàìåíèòå âåçäå â ïðåäûäóùåì ðàññóæäåíèè ñëîâà îòêðûòî, îòêðû-òîå íà ñëîâà çàìêíóòî, çàìêíóòîå.11.20 Íåò, íå îáÿçàòåëüíî. �àññìîòðèì ñâÿçíûå ìíîæåñòâà Kn =
{(x, y) | x ≥ 0, y ∈ {0, 1} } ∪ {(x, y) | x ∈ N, x ≥ n, y ∈ [−1; 1]},
n ∈ N. (Áåñêîíå÷íûé çàáîð, æåëåçíàÿ äîðîãà, áàëëþñòðàäà � ÷òî âàìáîëüøå íðàâèòñÿ.) Ïåðåñå÷åíèåì ýòèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåëó÷åé {y = 1, x ≥ 0} è {y = −1, x ≥ 0}.11.21 Ïóñòü C � êîìïîíåíòà X. �àññìîòðèì òî÷êó x ∈ C, ïóñòü Ux� ýòî å¼ ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü. Òîãäà Ux öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â C, çíà÷èò
x � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà C. Òàêèì îáðàçîì ó ìíîæåñòâà C âñåòî÷êè � âíóòðåííèå, ñëåäîâàòåëüíî, îíî îòêðûòî.11.22 Ïåðå�îðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, ïîñëå ÷åãî îíî ñòàíåò î÷å-âèäíûì. Èìåííî, åñëè ìíîæåñòâî M ñâÿçíî, à A îòêðûòî è çàìêíóòî,òî ëèáî M ⊂ A, ëèáî M ⊂ X rA.11.23 Ñì. ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.11.24 Äîêàæèòå, ÷òî íèêàêèå äâå òî÷êè êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íåìîãóò ïðèíàäëåæàòü îäíîé åãî êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè.11.25 Åñëè FrA = ∅, òî A = ClA = IntA � íåòðèâèàëüíîå îòêðûòîåè çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.



ñîâåòû è îòâåòû 36311.26 Åñëè F ∩FrA = ∅, òî F = (F ∩ClA)∪(F ∩Cl(XrA)), ïðè÷åì
F ∩ ClA ∩ Cl(X rA) = ∅.11.27 Åñëè ClA � íåñâÿçíîå ìíîæåñòâî, òî ClA = F1 ∪ F2, ãäå
F1, F2 � çàìêíóòûå è íåïåðåñåêàþùèåñÿ â X ìíîæåñòâà. Ïî 11.25 èìååì
FrF1,FrF2 6= ∅ è Fr ClA = FrF1 ∪ FrF2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâÿçíîñòè
FrA.11.30 Ñîïîñòàâüòå 11.N è 11.10.11.31 Ïóñòü M � êîìïîíåíòà åäèíèöû. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈
M ìíîæåñòâî xM ñâÿçíî è ñîäåðæèò òî÷êó x = xe. Òàêèì îáðàçîì,ìíîæåñòâà xM è M ïåðåñåêàþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî xM ⊂ M , ò. å. Mÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé X. Äàëåå, äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X ìíîæåñòâî
x−1Mx ñâÿçíî è ñîäåðæèò åäèíèöó. Ñëåäîâàòåëüíî x−1Mx ⊂ M , òàê÷òî M � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.11.32 Ïóñòü ìíîæåñòâî U ⊂ R îòêðûòî. Äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ Uðàññìîòðèòå ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë (mx;Mx) ⊂ U , ñîäåðæàùèé ýòóòî÷êó. Ëþáûå äâà òàêèõ èíòåðâàëà ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêà-þòñÿ, òàêèì îáðàçîì, îíè ñîñòàâëÿþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà U .11.33 1) Êîíå÷íî, ñâÿçíî, ïîñêîëüêó, åñëè l � ñïèðàëü, òî Cl l =
l∪S1. 2) Êîíå÷íî, îòâåò íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ñïèðàëè äîáàâëåíà òîëüêî÷àñòü ïðåäåëüíîé îêðóæíîñòè.11.34 (a) Íåñâÿçíî, ê ïðèìåðó, ïîòîìó ÷òî íåñâÿçíà åãî ïðîåêöèÿíà îñü àáñöèññ. (b) Ñâÿçíî, ïîñêîëüêó ëþáûå äâå òî÷êè ýòîãî ìíîæå-ñòâà ñîåäèíåíû (íå áîëåå ÷åì) äâóçâåííîé ëîìàíîé. (
) Ñâÿçíî. �àññìîò-ðèì ìíîæåñòâî X ⊂ R2, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì ïðÿìûõ y = kx, ãäå
k ∈ Q. ßñíî, ÷òî êîîðäèíàòû (x, y) âñÿêîé òî÷êè ìíîæåñòâà X èëè îáåðàöèîíàëüíû, èëè îáå èððàöèîíàëüíû. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ýòî ìíî-æåñòâî ñâÿçíî, à äàííîå â çàäà÷å ìíîæåñòâî ëåæèò â åãî çàìûêàíèè(ñîâïàäàþùåé ñî âñåé ïëîñêîñòüþ).13.17 Ïóñòü A ⊂ Rn � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Âîñïîëüçóéòåñü òåì,÷òî øàðû ïðîñòðàíñòâà Rn ñâÿçíû (ñì. 11.U èëè 11.V), è ïðèìåðèòåóòâåðæäåíèå 11.E ê ñåìåéñòâó {A} ∪ {Bε(x)}x∈A.11.36 Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ A ðàññìîòðèì øàðîâóþ îêðåñòíîñòü
Vx ⊂ U ýòîé òî÷êè. Îêðåñòíîñòü ⋃x∈A Vx of A ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé (ñì. ðàñ-ñóæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è).11.37 Ïóñòü

X = {(0, 0), (0, 1)} ∪
{
(x, y) | x ∈ [0; 1], y = 1

n , n ∈ N
}
⊂ R2.Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå îäíîâðåìåííî è îòêðûòîå, è çàìêíóòîå â X ìíî-æåñòâî ñîäåðæèò òî÷êè A(0, 0) è B(1, 0).



364 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè12.1 Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêèé ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè ïðèíèìà-åò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ (ïðè äîñòàòî÷íîáîëüøèõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà), ñëåäîâàòåëüíî, îí ïðèíèìàåòè íóëåâîå çíà÷åíèå.12.2 Ñîïîñòàâüòå 11.Y, 12.B è 12.E.12.3 Èìåþòñÿ äåâÿòü òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ, èìåííî: (1) A, R; (2) B;(3) C, L, M, N, S, U, V, W, Z; (4) D, O; (5) E, F, G, J, T, Y; (6) I, H; (7) K, X;(8) P; (9) Q. Çàìåòèì, ÷òî îòâåò çàâèñèò îò ïðèíÿòûõ íà÷åðòàíèé áóêâ.Ê ïðèìåðó, ìîæíî òàê íàðèñîâàòü áóêâó R, ÷òî îíà áóäåò ãîìåîìîð�íàíå A, à Q. Ïîñòàðàéòåñü ïîíÿòü, êàêèå æå íà÷åðòàíèÿ ïîäðàçóìåâàëè àâ-òîðû, ïðèâîäÿ äàííûé âûøå îòâåò. Ïîïàðíóþ íåãîìåîìîð�íîñòü áóêâðàçíûõ òèïîâ ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ àíàëîãè ðàññóæäåíèÿ, ïðîâå-äåííîãî â 12.E.12.4 Ïîñêîëüêó êâàäðàò áåç ëþáîé ñâîåé òî÷êè ñâÿçåí (äîêàæè-òå ýòî!). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ÷àñòî ïðîèçíîñèìàÿ �ðàçà: �Ïîòîìó ÷òî åãîíåëüçÿ ðàçáèòü íà äâà îòêðûòûõ� äîêàçàòåëüñòâîì îòíþäü íå ÿâëÿåòñÿ.Ïðîùå âñåãî âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì 11.I.12.5 Ïîñêîëüêó Sn r point ∼= Rn.12.4x Ôèêñèðóåì h ∈ H è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå x 7→ xhx−1.Ïîñêîëüêó H � íîðìàëüíûé äåëèòåëü, òî îáðàç ãðóïïû G ëåæèò â H.Ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿ â H äèñêðåòíà, òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ëî-êàëüíî ïîñòîÿííûì, çíà÷èò, â ñèëó 12.2x, îíî ïîñòîÿííî. Òàê êàê åäèíè-öà îòîáðàæàåòñÿ â h, òî òåì ñàìûì xhx−1 = h äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà xãðóïïû G, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî gh = hg äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ g ∈ G è
h ∈ H.12.5x �àññìîòðèòå òî, ÷òî åñòåñòâåííî íàçâàòü êîìïîíåíòîé òî÷-êè â ñìûñëå ñâîéñòâà E , ò. å. îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõýòèì ñâîéñòâîì. Äîêàæèòå, ÷òî èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿêîìïîíåíòà îòêðûòà. Ïîýòîìó, åñëè ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî, òî êîìïîíåí-òà ëþáîé òî÷êè ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì.12.7x Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, îñüþ îðäèíàò êîòî-ðîé ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ ïðÿìàÿ l, è ðàññìîòðèì �óíêöèþ, çíà÷åíèå f(t) êî-òîðîé ðàâíî ïëîùàäè ÷àñòè ìíîæåñòâà A, ëåùàùåé ëåâåå ïðÿìîé x = t.Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ìíîæå-ñòâîì åå çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [0;S], ãäå S � ïëîùàäü A, è ïðèìå-íèòü òåîðåìó î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè.12.8x Åñëè ìíîæåñòâî A ñâÿçíî, òî îïðåäåëåííàÿ â ðåøåíèè çàäà÷è12.7x �óíêöèÿ áóäåò ñòðîãî ìîíîòîííîé íà ìíîæåñòâå f−1

(
(0, S)

).12.9x Ôèêñèðóåì íà ïëîñêîñòè íåêîòîðóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è äëÿâñÿêîãî ÷èñëà ϕ ∈ [0;π] áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ñèñòåìó êîîðäèíàò,



ñîâåòû è îòâåòû 365ïîëó÷àåìóþ ïîâîðîòîì èñõîäíîé íà óãîë ϕ. Ââåäåì �óíêöèè fA è fBñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðÿìàÿ x = fA(ϕ) (x = fB(ϕ)) äåëèò �èãóðó A(ñîîòâåòñòâåííî, �èãóðó B) íà äâå ÷àñòè ðàâíîé ïëîùàäè (êîíå÷íî, äëÿêàæäîãî óãëà ϕ ïðÿìàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìåêîîðäèíàò). Ïîëîæèì g(ϕ) = fA(ϕ)− fB(ϕ). ßñíî, ÷òî g(π) = −g(0), ïî-ýòîìó, åñëè ìû äîêàçàæåì íåïðåðûâíîñòü �óíêöèé fA è fB , òî íàéäåòñÿòàêîå çíà÷åíèå ϕ0, ÷òî g(ϕ0) = 0, òàêèì îáðàçîì ïðÿìàÿ x = fA(ϕ0)äåëèò êàæäóþ èç �èãóð íà äâå ÷àñòè ðàâíîé ïëîùàäè. Äîêàæèòå íåïðå-ðûâíîñòü �óíêöèé fA è fB!12.10x Èäåÿ ðåøåíèÿ áëèçêà ê èäåå ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è.13.1 Ñîïîñòàâüòå 11.R è 11.N.13.2 Ñîïîñòàâüòå 13.1 è 11.26.13.3 Ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó âêëþ÷åíèå inA íåïðåðûâíî.Íå ìåíåå î÷åâèäíî; îòîáðàæåíèå u íåïðåðûâíî êàê ïîäîòîáðàæå-íèå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ inA ◦u.13.4 Èç ïåðå÷èñëåííûõ ïðîñòðàíñòâ ëèíåéíî ñâÿçíûìè ÿâëÿþòñÿòîëüêî: îäíîòî÷å÷íîå äèñêðåòíîå, àíòèäèñêðåòíîå, ñòðåëêà, RT1 . Çàìå-òèì òàêæå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå òî÷êè a è c ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì!13.5 Ñëåäñòâèå 13.3.13.6 Ñì. �îðìóëó â 13.C è 13.5.13.8 Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü u : I → X � ïóòü. Òîãäà ëþáûå äâå òî÷-êè u(x), u(y) ∈ u(I) ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì, ÿâëÿþùèìñÿ êîìïîçèöèåéîòîáðàæåíèé u è I → I : t 7→ (1 − t)x+ ty.13.9 Ïóòåì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãîóãîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíàÿäå�îðìàöèÿ ìíîãîóãîëüíèêà. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé âûïóêëûéìíîãîóãîëüíèê P ìîæíî ïðîäå�îðìèðîâàòü â ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê
T . Âûáåðåì íåêîòîðóþ âåðøèíó V ìíîãîóãîëüíèêà è ñòàíåì ñäâèãàòü ååïî íàïðàâëåíèþ ê, íàïðèìåð, ñåðåäèíå äèàãîíàëè, ñîåäèíÿþùåé ñìåæ-íûå ñ V âåðøèíû P . Òåì ñàìûì ìû óìåíüøèì ÷èñëî âåðøèí íà åäè-íèöó. Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, ìû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåêîòîðûéòðåóãîëüíèê, êîòîðûé ëåãêî ïðîäå�îðìèðîâàòü â ïðàâèëüíûé òðåóãîëü-íèê T .Òàêæå íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñÿêèé âûïóêëûé n-óãîëüíèê ìîæíî ïðî-äå�îðìèðîâàòü â ïðàâèëüíûé â ïðîñòðàíñòâå âûïóêëûõ n-óãîëüíèêîâ.13.11 Ïðèâåäåì ðàññóæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà A è B � îòêðûòûåìíîæåñòâà. Ïóñòü x, y ∈ A è u � ïóòü, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè â A ∪B,ïðè÷åì ∃ t0 u(t0) /∈ A. Ïîëîæèì t̄ = sup{t | u([0; t]) ⊂ A}. ßñíî, ÷òî
u(t̄) ∈ B r A. Ïîêàæèòå, ÷òî ∃ t1 < t̄ : u(t1) ∈ A ∩ B. Àíàëîãè÷íîïîñòðîèì t2. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî òî÷êè u(t1) è u(t2) ìîæíî ñîåäèíèòüïóòåì â A ∩B.



366 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè13.12 1), 2) Óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû î÷åâèäíî. Ïðè-ìåð ëåãêî íàéòè â R1, à â R2 íåòðóäíî íàéòè ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíî-æåñòâî, âíóòðåííîñòü êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé (òàê ñêàçàòü, íå�ðàçìåðíîñòíî-îäíîðîäíîå� ìíîæåñòâî).13.13 Ïóñòü x, y ∈ ClA. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x, y ∈ IntA (â ïðîòèâ-íîì ñëó÷àå ðàññóæäåíèå ñòàíåò ëèøü ïðîùå). Ñîåäèíèì x è y îòðåçêàìèñ òî÷êàìè x′, y′ ∈ FrA, êîòîðûå, â ñâþ î÷åðåäü, ñîåäèíèì äðóã ñ äðóãîìïóòåì â FrA.13.16 Âñÿêîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì,çíà÷èò, è ëèíåéíî ñâÿçíûì.13.17 Ñîïîñòàâüòå çàäà÷ó 11.35 è òåîðåìó 13.U.13.18 Ñîïîñòàâüòå çàäà÷ó 11.36 è òåîðåìó 13.U. Ïðèâåäåì òàêæåäðóãîå ðàññóæäåíèå. Åñëè U � îêðåñòíîñòü ñâÿçíîãî ïîäìíîæåñòâà Rn,òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ r : A → (0;+∞), ÷òî V =⋃
x∈ABr(x)(x) ⊂ U . Â ëþáîé êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

V íàéäóòñÿ òî÷êè èç ìíîæåñòâà A, ïîýòîìó åñëè V íå ëèíåéíî ñâÿçíî,òî ìíîæåñòâî A íå ìîæåò áûòü ñâÿçíûì.13.1x Èñïîëüçóéòå ïðîèçâåäåíèå ïóòåé.13.2x Î÷åâèäíî.13.3x Î÷åâèäíî.13.4x Ââåäèòå ïîíÿòèå êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçíîñòè èäîêàæèòå, ÷òî äëÿ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Rn òàêèå êîìïîíåíòû ÿâëÿ-þòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.13.5x Íàïðèìåð, S1.13.6x Ïóñòü x, y ∈ R2 rX. Èçîáðàçèòå äâå íåïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå,ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè x è y è íåïåðåñåêàþùèå ìíîæåñòâî X.13.7x Ñâåäèòå ýòó çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïîêàçàâ, ÷òî äëÿëþáûõ òî÷åê x, y ∈ Rn íàéäåòñÿ ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ ýòè òî÷êè èïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ ëþáûì çàäàííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì íå áîëåå ÷åì ïîîäíîé òî÷êå.13.8x Âñÿêàÿ êîìïëåêñíàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè w1, w2 ∈
C rX, ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì èç àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ â êîíå÷íîì÷èñëå òî÷åê, ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ÷åòíî, òàê ÷òîóòâåðæäåíèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì 13.7x.13.9x Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü äâà ñîîáðà-æåíèÿ. Ïåðâîå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî �óíêöèÿ det : A 7→ detA íåïðåðûâíà,îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà GL(n; R), O(n; R), Symm(n; R) ∩
GL(n; R) è {A | A2 = E} ñâÿçíûìè íå ÿâëÿþòñÿ. Ìíîæåñòâî Symm(n; R) =
{A | tA = A} ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà âñåõ



ñîâåòû è îòâåòû 367ìàòðèö, çíà÷èò, îíî ëèíåéíî ñâÿçíî. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî, ê ïðèìåðó,ìíîæåñòâî GL+(n; R) = {A : detA > 0 } ëèíåéíî ñâÿçíî. Çäåñü è äà-ëåå ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (äîêàæèòå åãî). Äëÿâñÿêîãî áàçèñà {ei} â Rn ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ
ei(t), t ∈ [0; 1], ÷òî: 1) äëÿ ëþáîãî t ∈ [0; 1] ìíîæåñòâî {ei(t)} åñòü áàçèñ;2) ei(0) = ei; 3) {ei(1)} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.13.10x GL(n,C) ñâÿçíî, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå detA 6= 0 ÿâëÿåòñÿ àë-ãåáðàè÷åñêèì â Cn2 , çíà÷èò, â ñèëó 13.8x, îíî äàæå ñâÿçíî ïîñðåäñòâîìëîìàíûõ. Îñòàëüíûå ïðîñòðàíñòâà òàêæå ñâÿçíû (è äàæå ëèíåéíî ñâÿç-íû).14.1 Òîëüêî äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ õàóñäîð�îâûì (è,ñ �îðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, åùå îäíîòî÷å÷íîå ñ òðèâèàëüíîé òîïîëîãè-åé).14.2 Ïðî÷èòàéòå ñëåäóþùåå âûðàæåíèå ñ êâàíòîðàìè:

∃Ub : ∀N ∈ N ∃n > N : an /∈ Ub.14.4 �àññìîòðèì äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y � õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äî-êàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ñîâïàäåíèÿ C(f, g) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, äîêà-æåì, ÷òî åãî äîïîëíåíèå îòêðûòî. Åñëè x ∈ X rC(f, g), òî f(x) 6= g(x).Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Y ÿâëÿåòñÿ õàóñäîð�îâûì, òî ó òî÷åê f(x) è g(x)èìåþòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðåñòíîñòè U è V . ßñíî, ÷òî äëÿ êàæäîéòî÷êè y ∈ W = f−1(U) ∩ g−1(V ) âåðíî, ÷òî f(y) 6= g(y), òàêèì îáðàçîì
W ⊂ XrC(f, g). Òàê êàê îòîáðàæåíèÿ f è g íåïðåðûâíû, òîW ÿâëÿåòñÿîòêðåñòíîñòüþ òî÷êè x, ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî X r C(f, g) îòêðûòî.14.5 �àññìîòðèòå ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ èç I â ïðîñòðàíñòâîñòðåëêè: x 7→ 1 è x 7→ signx. (Çäåñü sign � ýòî �óíêöèÿ, îòîáðàæàþ-ùàÿ îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà â −1, 0 â 0 è ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà â 1.)14.6 Ñëåäóåò 14.4, òàê êàê ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðà-æåíèÿ f � ýòî ìíîæåñòâî C(f, idX).14.7 Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñòðåëêè. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå
f : X → X : x 7→ x + sinx. ×òî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìíîæåñòâî íåïî-äâèæíûõ òî÷åê ýòîãî îòîáðàæåíèÿ? ßâëÿåòñÿ ëè îíî çàìêíóòûì?14.8 Â ñèëó 14.4, ìíîæåñòâî ñîâïàäåíèÿ C(f, g) çàìêíóòî â X. Ïîóñëîâèþ îíî ñîäåðæèò âñþäó ïëîòíîå â X ïîäìíîæåñòâî, çíà÷èò, îíîñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì.14.10 Òîëüêî ïåðâûå äâà ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ íàñëåäñòâåííûìè.14.11 {x} =

⋂
U∋x U , ñîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè y 6= x íàéäåòñÿ îêðåñò-íîñòü U òî÷êè x, òàêàÿ ÷òî y /∈ Ux, ÷òî è åñòü â òî÷íîñòè àêñèîìà T1.



368 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè14.12 Î÷åâèäíî.14.13 Ñì. 14.J.14.14 �àññìîòðèòå ïðîîáðàç òîé îêðåñòíîñòè òî÷êè f(a), êîòîðàÿíå ñîäåðæèò òî÷êó f(b).14.15 Ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.14.16 Ýòà òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì àíàëîãîì òîïîëîãèè RT1 :â òàêîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòû ëèøü êîíå÷íûå ìíîæåñòâà è âñå ïðî-ñòðàíñòâî.14.17 �àññìîòðèòå ñëàáåéøóþ òîïîëîãèþ, ñîäåðæàùóþ îáû÷íóþòîïîëîãèþ ïðÿìîé è òàêóþ, â êîòîðîé ìíîæåñòâî A =
{

1
n

}∞
1

çàìêíóòî.Â íåé 0 íåëüçÿ îòäåëèòü îò A.14.18 Âî-ïåðâûõ, àíòèäèñêðåòíîå. Áîëåå ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð:
X = (−∞; 0)∪(0;+∞)∪01∪02, áàçà òîïîëîãèè ñîñòîèò èç èíòåðâàëîâ, îä-íàêî èíòåðâàëû (a; b), ãäå a < 0 < b, áûâàþò äâóõ òèïîâ: îäíè ñîäåðæàò
01, à äðóãèå � 02. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî áàçà. Òðåòüÿ àêñè-îìà îòäåëèìîñòè âûïîëíåíà, îäíàêî �ðàçëè÷íûå íóëè� íåëüçÿ îòäåëèòüäðóã îò äðóãà.14.19 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå X âûïîëíåíà àê-ñèîìà T3. Åñëè b ∈ X è W � îêðåñòíîñòü b, òî, ïðèìåíÿÿ T3 ê òî÷êå
b è ìíîæåñòâó X r W , ïîëó÷àåì, ÷òî íàéäóòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îò-êðûòûå ìíîæåñòâà U è V , òàêèå ÷òî b ∈ U è X r W ⊂ V . ßñíî, ÷òî
Cl(U) ⊂ X r V ⊂W .Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâà, F ⊂ X � çàìêíóòîå ìíî-æåñòâî è b ∈ X r F . Òîãäà X r F � îêðåñòíîñòü òî÷êè x, ñëåäîâàòåëü-íî, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x, òàêàÿ ÷òî Cl(U) ⊂ X r F . Òîãäà
X r Cl(U) � èñêîìàÿ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà F , íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ U .14.20 Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî, A � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, B � çà-ìêíóòîå â A ìíîæåñòâî. Åñëè x /∈ B, òî x /∈ F , ãäå F çàìêíóòî è
F ∩A = B. Äàëåå î÷åâèäíî.14.21 Íàïðèìåð, àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî èëè ïðîñòðàíñòâîñòðåëêè.14.22 Ñðàâíèòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì çàäà÷è 14.19. Ïóñòü âïðîñòðàíñòâå X âûïîëíåíà T4. Åñëè ìíîæåñòâî F ⊂ X çàìêíóòî è W �îêðåñòíîñòü F , òî, ïðèìåíÿÿ T4 ê F è X rW , ìû ïîëó÷èì, ÷òî èìåþò-ñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà U è V , òàêèå ÷òî F ⊂ U è
X rW ⊂ V . ßñíî, ÷òî Cl(U) ⊂ X r V ⊂W .Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî, F,G ⊂ X � äâà çàìêíóòûõ íåïåðåñåêàþ-ùèõñÿ ìíîæåñòâà. Òîãäà XrG � îêðåñòíîñòü F , ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿîêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà F , òàêàÿ ÷òî Cl(U) ⊂ X rG. Òîãäà X r Cl(U)� èñêîìàÿ îêðåñòíîñòü F , íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ U .



ñîâåòû è îòâåòû 36914.23 Èñïîëüçóéòå òî, ÷òî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî çàìêíóòîãî ïîä-ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå.14.24 �àññìîòðèòå, ê ïðèìåðó, ìíîæåñòâà A = N è B =
{
n + 1

n

}∞
1â R.14.26 Ïóñòü F1 è F2 äèçúþíêòíûå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà ïðî-ñòðàíñòâà Y . Òàê êàê f íåïðåðûâíî, òî èõ ïðîîáðàçû f−1(F1) è f−1(F2)çàìêíóòû, à òàê êàê X íîðìàëüíî, òî îíè îòäåëèìû äðóã ïîñðåäñòâîìîêðåñòíîñòåé W1 è W2. Ïîëîæèì Ai = X r Wi, i = 1, 2. Ìíîæåñòâà

Ai çàìêíóòû, çíà÷èò, çàìêíóòû è èõ îáðàçû Bi. Ïðè ýòîì B1 ∪ B2 =
f(A1 ∪ A2) = Y , ñëåäîâàòåëüíî, îòêðûòûå ìíîæåñòâà U1 = Y r B1 è
U2 = Y rB2 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî Ui ⊃ Fi, i = 1, 2.14.1x Äëÿ âñÿêèõ òî÷åê x, y ∈ L íàéäóòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ êðóãè
Dx è Dy. Åñëè æå õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê ëåæèò â H, òî ñóùåñòâîâàíèåèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé ñîâñåì î÷åâèäíî.14.2x Óáåäèòåñü, ÷òî åñëè îòêðûòûé êðóã D êàñàåòñÿ L â òî÷êå
x ∈ L, òî Cl

(
{x} ∪D

)
= ClD; äàëåå èñïîëüçóéòå 14.19.14.3x Äèñêðåòíàÿ.14.4x Ïîñêîëüêó L ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì â X ìíîæåñòâîì, à òîïîëî-ãèÿ íà L äèñêðåòíà, òî âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî L çàìêíóòî â N . Äîêàæåì,÷òî ïîäìíîæåñòâî N , ñîñòîÿùåå èç ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê L íåâîçìîæ-íî îòäåëèòü îò ïîäìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç èððàöèîíàëüíûõ òî÷åê L.Ïóñòü U � îêðåñòíîñòü â ïðîñòðàíñòâå Íåìûöêîãî ìíîæåñòâà LrQ. Äëÿêàæäîé òî÷êè x ∈ Lr Q �èêñèðóåì ÷èñëî r(x) òàêèì îáðàçîì, ÷òî îò-êðûòûé êðóã Dr(x) ⊂ U ðàäèóñà r(x) êàñàåòñÿ ïðÿìîé L â òî÷êå x. Ïóñòü

Zn = {x ∈ R1 | r(x) > 1/n}. Òàê êàê, î÷åâèäíî, ÷òî Q∪⋃∞
n=1 Zn = R1, òîèç óòâåðæäåíèÿ 6.44 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî (äîñòàòî÷íî áîëüøîãî)

n ìíîæåñòâî Zn íå ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì. Ñëåäîâàòåëüíî ClZn ñî-äåðæèò íåêîòîðûé îòðåçîê [a; b] ⊂ R1. Çíà÷èò, U∪[a; b] ñîäåðæèò îêðåñò-íîñòü [a; b], êîòîðàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé îêðåñòíîñòüþ ïðîèçâîëüíîéðàöèîíàëüíîé òî÷êè èç [a, b] â N . Ñëåäîâàòåëüíî, U ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæ-äîé îòêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà Q, ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî N íå ÿâëÿåòñÿíîðìàëüíûì.14.6x Ñì. 18.Jx è 16.N.14.8x Ïîëîæèòå f(x) =
ρ(x,A)

ρ(x,A) + ρ(x,B)
.14.9x.1 Ïîëîæèì A = f−1

([
−1;−1

3

]) è B = f−1
([

1
3 ; 1
]). Èñïîëü-çóéòå 14.8x äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ �óíêöèÿ g : X →[

−2
3 ; 2

3 ], òàêàÿ ÷òî g(A) = −1
3 è g(B) = 1

3 .



370 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè14.9x Â ñèëó 14.9x.1 ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ g1 : X →
[
−1

3 ; 1
3

] òàêàÿ÷òî |f(x)−g1(x)| ≤ 2
3 ïðè âñåõ x ∈ F . Ïîëîæèì f1(x) = f(x)−g1(x). Åñëèñëåãêà èçìåíèòü äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 14.9x.1, òî ìû ïîêàæåì,÷òî íàéäåòñÿ �óíêöèÿ g2 : X →

[
−2

9 ; 2
9 ], òàêàÿ ÷òî |f1(x) − g2(x)| ≤ 4

9ïðè âñåõ x ∈ F , òàê ÷òî |f(x)− g1(x)− g2(x)| ≤ 4
9 . Ïðîäîëæàÿ êîíñòðóê-öèþ, ìû ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé gn : X →

[
−2n−1

3n ; 2n−1

3n ],òàêóþ ÷òî
|f(x) − g1(x) − . . .− gn(x)| ≤ 2n

3n .Èñïîëüçóéòå 24.Hx äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñóììà g1(x)+. . .+gn(x)ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîãé �óíêöèè g : X → [−1; 1]. ßñíî, ÷òî g|F = f .15.1 Î÷åâèäíî.15.2 Ñîïîñòàâèì êàæäîé âîñüìåðêå ïàðó òî÷åê ñ ðàöèîíàëüíûìèêîîðäèíàòàìè, ëåæàùèõ âíóòðè êàæäîé èç åå ïîëîâèí. Òàêèì îáðàçîì,êàæäîé âîñüìåðêå ñîïîñòàâëåíà ÷åòâåðêà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Íåòðóä-íî âèäåòü, ÷òî íåïåðåñåêàþùèìñÿ âîñüìåðêàì ñîïîñòàâëÿþòñÿ ðàçëè÷-íûå ïàðû, çíà÷èò, èõ èìååòñÿ íå áîëåå, ÷åì åñòü ÷åòâåðîê ðàöèîíàëüíûõ÷èñåë, ò. å. ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî.15.3 Ñòðåëêà óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè: íàáîð {(x; +∞) |
x ∈ Q} ÿâëÿåòñÿ åå ñ÷åòíîé áàçîé (èñïîëüçóéòå 15.F.) Èñïîëüçóéòå 15.G,÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå RT1 íå ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîé áàçû òî-ïîëîãèè.15.4 Äà, ñåïàðàáåëüíû: ìíîæåñòâî N âñþäó ïëîòíî è â ñòðåëêå, èâ RT1 .15.5 �àññìîòðèòå ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà èç çàäà÷è 2.6.15.6 �àññìîòðèòå íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî (íàïðèìåð, R), ðàññòîÿíèÿìåæäó ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè êîòîðîãî ðàâíû 1 (ñì. 4.A.).15.7 Ñîïîñòàâèì êàæäîìó îòêðûòîìó ìíîæåñòâó èç äàííîé ñîâî-êóïíîñòè íåêîòîðóþ ëåæàùóþ â íåì òî÷êó âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà.Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì èíúåêöèþ çàäàííîé ñîâîêóïíîñòè â ñ÷åòíîåìíîæåñòâî.15.8 Ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïîñêîëüêó êîìïîíåíòû îòêðû-òîãî ïîäìíîæåñòâà Rn îòêðûòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ.15.9 �àññìîòðèòå îòîáðàæåíèå id : R → RT1 è âîñïîëüçóéòåñü 15.Mè ðåçóëüòàòîì 15.3.15.10 Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî, Σ0 � ñ÷åòíàÿ áàçà òîïîëîãèè ïðî-ñòðàíñòâà X, à Σ � ïðîèçâîëüíàÿ áàçà òîïîëîãèè â X. Â ñèëó òåîðåìûËèíäåë¼�à 15.O, êàæäîå ìíîæåñòâî èç Σ0 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñ÷åò-íîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ áàçû Σ. Îñòàëîñü èñïîëüçîâàòü 15.E.



ñîâåòû è îòâåòû 37115.12 ßñíî, ÷òî íàäî äîêàçàòü ëèøü ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Åñëèìíîæåñòâî U îòêðûòî è a ∈ U , òî ∃ r Br(a) ⊂ U . Äàëåå, ñóùåñòâóåòòàêîå ÷èñëî k, ÷òî rk < r, ïîýòîìó Brk(a) ⊂ U .15.13 Â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå ìèíèìàëüíîé áàçîé â òî÷êå xÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {x}. Â àíòèäèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå
X ìèíèìàëüíîé áàçîé â òî÷êå ÿâëÿåòñÿ âñå ýòî ïðîñòðàíñòâî.15.14 Âñå, êðîìå ïðîñòðàíñòâà RT1 .15.15 Ïðÿìàÿ, áàçîé òîïîëîãèè êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïðî-ìåæóòêîâ âèäà [a; b).15.16 Åñëè {Vi}∞1 � ñ÷åòíàÿ áàçà â òî÷êå, òî ìîæíî ïîëîæèòü Ui =⋂n

1 Vi.15.17 Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå xn → a, ñîãäà xn = a ïðè âñåõ n, íà÷è-íàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Òàêèì îáðàçîì, SClA = A äëÿ âñÿêîãî A ⊂ R.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ê ïðèìåðó, îòðåçîê [0; 1] íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíî-æåñòâîì, ïîýòîìó SCl[0; 1] = [0; 1] 6= Cl[0; 1] = R.15.18 �àññìîòðèòå òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà èç çà-äà÷è 15.17 â R.16.1 1) Åñëè ïðîñòðàíñòâî (X,Ω2) êîìïàêòíî, òî î÷åâèäíî, ÷òî ïðî-ñòðàíñòâ (X,Ω1) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. 2) Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå,âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.16.2 Ñòðåëêà êîìïàêòíà (êàêîå ìíîæåñòâî îáÿçàíî ïðèíàäëåæàòüâñÿêîìó åå ïîêðûòèþ?). Ïðîñòðàíñòâî RT1 òàêæå êîìïàêòíî, ïîñêîëü-êó, åñëè ðàññìîòðåòü âñÿêèé íåïóñòîé ýëåìåíò ïðîèçâîëüíîãî îòêðûòîãîïîêðûòèÿ, òî îñòàíåòñÿ íåïîêðûòûì ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ýòîãîïðîñòðàíñòâà.16.3 Ýòî ìíîæåñòâî íå êîìïàêòíî â R, òàê êàê èç ïîêðûòèÿ {(−∞; 2n−1
n )}n∈Níåâîçìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.16.4 Ìíîæåñòâî [1; 2) êîìïàêòíî â ñòðåëêå, òàê êàê îäíèì èç ýëå-ìåíòîâ ïîêðûòèÿ [1; 2) ÿâëÿåòñÿ ëó÷ (a; +∞), ãäå a < 1.16.5 A êîìïàêòíî â ñòðåëêå, ñîãäà inf A ∈ A.16.6 Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 16.2.16.7 1) Åñëè {Uα} � ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A∪B, òî îíî îäíîâðåìåííîïîêðûòèå A è ïîêðûòèå B, ñëåäîâàòåëüíî, èç íåãî ìîæíî âûáðàòü êîíå÷-íîå ïîäïîêðûòèå ìíîæåñòâà A è êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå B, îáúåäèíåíèåêîòîðûõ áóäåò êîíå÷íûì ïîêðûòèåì îáúåäèíåíèÿ A ∪B. 2) Ìíîæåñòâî

A ∩ B íå îáÿçàíî áûòü êîìïàêòíûì (èñïîëüçóéòå 16.5 äëÿ ïîñòðîåíèÿñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèìåðà). Ê ñîæàëåíèþ, ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ âñòðå÷àòüñëûøàòü îò ñòóäåíòîâ íà ýêçàìåíàõ è çà÷åòàõ òàêîå âîò, ñ ïîçâîëåíèÿñêàçàòü, �äîêàçàòåëüñòâî� êîìïàêòíîñòè A ∩ B. �Òàê êàê A êîìïàêòíî,



372 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèèòî ó íåãî åñòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå, àíàëîãè÷íî îíî èìååòñÿ è ó B. Âçÿâïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ýòèõ ïîêðûòèé, ïîëó÷èì êîíå÷íîå ïî-êðûòèå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ A è B.� Ïî÷åìó èç ýòîãî ðàññóæäåíèÿíèêîèì îáðàçîì íå ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êîìïàêòíûõ ìíî-æåñòâ?16.8 Ïóñòü U0 � ýëåìåíò ïîêðûòèÿ, ñîäåðæàùèé 0. Îñòàëîñü çàìå-òèòü, ÷òî âíå U0 ëåæèò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ìíîæåñòâà A.16.9 �àññìîòðèòå äâóòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñ àíòèäèñêðåòíîé òî-ïîëîãèåé è åãî îäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî.16.10 Ñîïîñòàâüòå 16.K, 2.F è 16.J.16.11 {XrKα} � ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Kα0 rU . Åñëè
{X rKi} � åãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, òî U ⊃ ⋂Ki.16.12 Íàáîð {Kn} îáðàçóåò öåíòðèðîâàííóþ ñèñòåìó, çíà÷èò, ïåðå-ñå÷åíèå ⋂Kn íåïóñòî. Åñëè ⋂Kn íåñâÿçíî, òî ⋂Kn = F1∪F2, ãäå F1, F2� íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. �àññìîòðèòå èõ íåïåðåñåêà-þùèåñÿ îêðåñòíîñòè U1, U2, èñïîëüçóéòå ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó è ïðèäèòåê ïðîòèâîðå÷èþ ñî ñâÿçíîñòüþ ìíîæåñòâ Kn.16.13 Òîëüêî åñëè ýòî ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íî.16.14 Èç 16.S ñëåäóåò, ÷òî êîìïàêòíû S1, Sn, ýëëèïñîèä. Ìíîæå-ñòâà [0; 1) è [0; 1) ∩ Q íå êîìïàêòíû, òàê êàê íå çàìêíóòû, à íåêîìïàêò-íîñòü ëó÷à è ãèïåðáîëîèäà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíè íå îãðàíè÷åíû.16.15 Çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî â Rn2 ëèøü O(n), çíà÷èò, òîëüêî îíîè êîìïàêòíî.16.16 Â ñèëó 12.C è òåîðåì 16.O è 16.T, ìíîæåñòâî f(I) ÿâëÿåòñÿêîìïàêòíûì ïðîìåæóòêîì, çíà÷èò � îòðåçêîì.16.17 Ýòî óòâåðæäåíèå 16.U. Òàê êàê �óíêöèÿ A→ R :
x 7→ ρ(0, x) îãðàíè÷åíà, òî ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî. Äîêàæåì, ÷òî îíîçàìêíóòî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü x0 ∈ ClA r A. Òîãäà �óíê-öèÿ A → R : x 7→ 1/ρ(x, x0) íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé � ïðîòèâîðå÷èå.Çíà÷èò A çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, ïîýòîìó â ñèëó 16.S îíî êîìïàêòíî.16.18 �àññìîòðèì �óíêöèþ f : K → R : x 7→ ρ(x, F ). Â ñèëó 4.35,�óíêöèÿ f íåïðåðûâíà. Ïîñêîëüêó ρ(K,F ) = infx∈K f(x), òî îñòàëîñüïðèìåíèòü 16.U.16.19 Ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê ìíî-æåñòâàì A è X r U , ãäå U � îêðåñòíîñòü A; ïîëîæèòå ε = ρ(A,X r U).16.20 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A çàìêíóòî â Rn, òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈
Rn íàéäåòñÿ y ∈ A, òàêàÿ, ÷òî ρ(x, y) = ρ(x,A), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî V =
∪x∈ADε(x). Ìíîæåñòâî ∪x∈ABε(x) ëèíåéíî ñâÿçíî êàê ñâÿçíîå îòêðûòîåïîäìíîæåñòâî Rn, îòêóäà è ñëåäóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà V .



ñîâåòû è îòâåòû 37316.22 �àññìîòðèì �óíêöèþ ϕ : x 7→ ρ(x, f(x)). Åñëè f(x) 6= x, òî
ϕ(f(x)) = ρ(f(x), f(f(x))) < ρ(x, f(x)) = ϕ(x). ßñíî (äîêàæèòå ýòî), ÷òî
ϕ íåïðåðûâíà. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî, òî ϕ äîñòèãàåòñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x0. Åñëè f(x0) 6= x0, òîçíà÷åíèå ϕ â x0 íå áóäåò íàèìåíüøèì.16.23 Ïóñòü U1, . . . , Un � êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå äàííîãî ïîêðû-òèÿ. Ïîëîæèì fi(x) = ρ(x,X r Ui). Ïîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ ϕ : x 7→
max{fi(x) | i = 1, . . . , n} íåïðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíà; òàê êàê X êîì-ïàêòíî, òî îíà äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ r > 0.16.24 Î÷åâèäíî.16.25 Åñëè X íå êîìïàêòíî, ñì., ê ïðèìåðó, 10.B; åñëè Y íå õà-óñäîð�îâî, ðàññìîòðèòå, ê ïðèìåðó, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå id îò-ðåçêà [0; 1] ñ îáû÷íîé òîïîëîãèåé â íåãî æå ñ òîïîëîãèåé Çàðèñêîãî, èëèæå ïðîñòî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà ñ äèñêðåòíîé òîïî-ëîãèåé â ïðîñòðàíñòâî ñ àíòèäèñêðåòíîé òîïîëîãèåé.16.26 Íåò, íå ñóùåñòâóåò. Ïóñòü A ⊂ Rn. Åñëè A íå çàìêíóòî, òîîòîáðàæåíèå in : A → Rn íå çàìêíóòî. Åñëè A = Rn, òî ñóùåñòâóåòãîìåîìîð�èçì Rn → {x ∈ Rn | x1 > 0}. Åñëè A çàìêíóòî, íî íå îãðà-íè÷åíî, òî âîçüìåì x0 /∈ A è ðàññìîòðèì èíâåðñèþ îòíîñèòåëüíî ýòîéòî÷êè.16.27 Èñïîëüçóéòå 5.F: çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà çàìêíóòîãî ïîä-ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòû â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå.16.1x Ïóñòü p : Rn → R � íîðìà. Èç íåðàâåíñòâà

p(x) ≤
∑

|xi|p(ei) =
∑

λi|xi|ñëåäóåò, ÷òî p íåïðåðûâíà â íóëå (çäåñü {ei} � áàçèñ Rn). Ïîêàæèòå, ÷òî
p íåïðåðûâíà è â ëþáîé äðóãîé òî÷êå Rn.16.2x Ïîñêîëüêó ñ�åðà êîìïàêòíà, òî íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà c, C >
0, ÷òî c|x| ≤ p(x) ≤ C|x|, ãäå | · | � îáû÷íàÿ åâêëèäîâà íîðìà. Äàëååâîñïîëüçóéòåñü 4.27.16.3x Êîíå÷íî æå, íåò!16.4x �àññìîòðèòå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X îêðåñòíîñòÿìè, íàêîòîðûõ f îãðàíè÷åíà.17.1 Î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå 17.E.17.2 Ïî ëåììå Öîðíà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî, ïîïàð-íûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè êîòîðîãî íå ìåíüøå ε; îíî è áóäåò èñêî-ìîé ε-ñåòüþ.17.N Î÷åâèäíî. Ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ,òàê êàê ε

2 -ñåòü äëÿ ε
2 -ñåòè åñòü ε-ñåòü âñåãî ïðîñòðàíñòâà.



374 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè17.1x Çàìêíóòûå øàðû ïðîñòðàíñòâà ℓ∞ íåêîìïàêòíû. Äåéñòâè-òåëüíî, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {en}, ãäå en � îðò. Êàêîâû ïî-ïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè?17.2x Ýòî ìíîæåñòâî êîìïàêòíî, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
A = {x ∈ l∞ | |xn| ≤ 2−n ïðèn ≤ k, xn = 0 ïðèn > k}ÿâëÿåòñÿ åãî 2−k-ñåòüþ.17.4x Íåò, íå ñóùåñòâóåò. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè E � êîíå÷íîìåðíîåïîäïðîñòðàíñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà (X, p), x /∈ E è y ∈ Eÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé ê x òî÷êîé E, òî òî÷êà x0 = x−y

|x−y| òàêîâà, ÷òî
p(x0 − z) ≥ 1 ( ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ëåììà î ïåðïåíäèêóëÿðå). Èñïîëüçóÿåå, ìîæíî ïî èíäóêöèè ïîñòðîèòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ X,÷òî p(xn) = 1, p(xn − xk) ≥ 1 ïðè n 6= k. ßñíî, ÷òî ó íåå íåò íèêàêîéñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.17.5x Ñì. 4.Ix.17.6x Åñëè x = a0 + a1p + . . ., à y = a0 + a1p + . . . + akp

k, òî
ρ(x, y) ≤ p−k−1.17.7x Äà, ÿâëÿåòñÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóéòå ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå: åñëè x = a0 + a1p + . . ., y = b0 + b1p + . . . è ρ(x, y) < p−k,òî ai = bi ïðè âñåõ i = 1, . . . , k.17.8x Ïîñêîëüêó êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A = {y = a0 + a1p + . . . +
akp

k} ÿâëÿåòñÿ p−k−1-ñåòüþ â Zp, òî èç äîêàçàííîé â 17.7x ïîëíîòû ýòîãîïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò åãî êîìïàêòíîñòü.17.9x �àññìîòðèòå ìåòðèêó Õàóñäîð�à.17.10x �àññìîòðèì R2n êàê ïðîñòðàíñòâî (óïîðÿäî÷åííûõ) íàáîðîâ
n òî÷åê ïëîñêîñòè. Ó êàæäîãî íàáîðà òî÷åê ðàññìîòðèì åãî âûïóêëóþîáîëî÷êó, êîòîðàÿ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ìíîãîóãîëüíèê ñ íå áîëåå,÷åì n âåðøèíàìè. Ïóñòü K ⊂ R2n � ìíîæåñòâî íàáîðîâ èç n òî÷åê, âû-ïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìíîãîóãîëüíèêàìè, ïðèíàäëåæàùè-ìè ïðîñòðàíñòâó Pn. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî K îãðàíè÷åíî èçàìêíóòî, çíà÷èò, êîìïàêòíî. ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå K → Pn, ïåðåâîäÿ-ùåå íàáîð òî÷åê â åãî âûïóêëóþ îáîëî÷êó, ñþðúåêòèâíî è íåïðåðûâíî,îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Pn êîìïàêòíî.17.11x Èñïîëüçóéòå òî, ÷òî ìíîæåñòâî Pn êîìïàêòíî, à ïëîùàäüÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé S : Pn → R.17.12x Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîãîóãîëüíèê P ⊂ D íåÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, òî íàéäåòñÿ ìíîãîóãîëüíèê P ′ ⊂ D, òàêîé ÷òîåãî ïåðèìåòð íå ïðåâîñõîäèò p, à åãî ïëîùàäü áîëüøå ïëîùàäè ìíîãî-óãîëüíèêà P , èëè æå òàêîé, ÷òî åãî ïåðèìåòð ìåíüøå p, à ïëîùàäü íå



ñîâåòû è îòâåòû 375ïðåâîñõîäèò ïëîùàäè P . 1) Ïðåæäå âñåãî, óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî P (òàêæå êàê è P ′) ñîäåðæèò öåíòð êðóãà D. 2) Åñëè ó P èìåþòñÿ äâå ñîñåäíèåñòîðîíû, äëèíû êîòîðûõ ðàçëè÷íû, òî ëåãêî ïîñòðîèòü ìíîãîóãîëüíèêòîé æå ïëîùàäè è ìåíüøåãî ïåðèìåòðà. 3) Åñëè âñå ñòîðîíû P èìåþò îä-íó è òó æå äëèíó, íî åãî óãëû ðàçëè÷íû, òî ìû, îïÿòü-òàêè ëåãêî ìîæåìïîñòðîèòü ìíîãîóãîëüíèê áîëüøåé ïëîùàäè è ìåíüøåãî ïåðèìåòðà.17.13x Òàê æå êàê â 17.9x, ðàññìîòðèòå ìåòðèêó Õàóñäîð�à.17.14x �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíè-êîâ ïåðèìåòðà p ñ óâåëè÷èâàþùèìñÿ ÷èñëîì âåðøèí. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòàïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìååò ïðåäåëà â ïðîñòðàíñòâå P∞. Áîëåå òîãî,ó íåå íåò ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàí-ñòâî P∞ íå ÿâëÿåòñÿ äàæå ñåêâåíöèàüíî êîìïàêòíûì.17.15x Îïÿòü-òàêè, êàê â 17.9x è 17.13x, ìîæíî ðàññìîòðåòü ìåò-ðèêó Õàóñäîð�à.17.16x Â ñèëó 17.N, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî: 1) äëÿ êàæäîãî (äî-ñòàòî÷íî ìàëîãî) ε > 0 â ïðîñòðàíñòâå P èìååòñÿ êîìïàêòíàÿ ε-ñåòü è2) ïðîñòðàíñòâî P ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Èòàê, 1) òàêîâîé ñåòüþ ÿâëÿåòñÿïðîñòðàíñòâî Pn ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. (Êàêèå êîíå÷íûå ε-ñåòè âûìîæåòå ïðåäëîæèòü?) 2) Ïóñòü K1,K2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøèïðîñòðàíñòâà P. Ïîêàæèòå, ÷òî K∗ = Cl (
⋃∞
n=1 (

⋂∞
i=nKi)) ÿâëÿåòñÿ âû-ïóêëûì ìíîæåñòâîì è Ki → K∗ ïðè i→ ∞.17.17x Ñëåäóåò èç 17.16x è íåïðåðûâíîñòè ïëîùàäè. (Ñð. 17.11x.)17.18x Àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è 17.12x, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,÷òî ìû ìîæåì óâåëè÷èòü ïëîùàäü êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà X, îòëè÷íî-ãî îò êðóãà áåç óâåëè÷åíèÿ åãî ïåðèìåòðà. 1) �àññìîòðèì òî÷êè A,B ∈

FrX, êîòîðûå äåëÿò FrX íà äâå äóãè ðàâíîé äëèíû. 2) Îòðåçîê AB äå-ëèò ìíîæåñòâî X íà äâå ÷àñòè, X1 è X2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîùàäü X1íå ìåíüøå ïëîùàäè X2. Åñëè ìû çàìåíèì X2 çåðêàëüíûì îáðàçîì X1,ìû íå óìåíüøèì ïëîùàäü ìíîæåñòâà. Òàê êàê X1 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóêðó-ãîì, òî íàéäåòñÿ òî÷êà, C ∈ X1 ∩ FrX, òàêàÿ ÷òî ∠ACB 6= π/2, òàê ÷òîìû ñìîæåì óâåëè÷èòü ïëîùàäü ìíîæåñòâà.18.1x Î÷åâèäíî.18.2x Âñå, çà èñêëþ÷åíèåì Q.18.3x Ïóñòü A =
⋃∞
n=1

(
1

n+1 ; 1
n

),B = {0}. Ìíîæåñòâà A èB ëîêàëüíîêîìïàêòíû, îäíàêî ó òî÷êè 0 ∈ A ∪ B íåò îêðåñòíîñòè ñ êîìïàêòíûìçàìûêàíèåì (â A ∪B).18.4x Ñì. 18.Lx.18.7x Ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê åñëè îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ïåðåñåêà-åòñÿ ñ A ∈ Γ, ñîãäà U ïåðåñåêàåòñÿ ñ ClA.



376 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè18.8x Ïðÿìîå ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ 18.Qx.18.9x Âîñïîëüçóòåñü 18.8x.18.11x Ïóñòü X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ó Xèìååòñÿ áàçà, ñîòñîÿùàÿ èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ñ êîìïàêòíûì çàìû-êàíèåì. Â ñèëó òåîðåìû Ëèíäåë¼�à, èç ýòîé áàçû (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿîòêðûòûì ïîêðûòèåì of X) ìîæíî âûäåëèòü ñ÷åòíîå ïîäïîêðûòèå ïðî-ñòðàíñòâà X. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì 18.Xx.18.12x Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñõîäíîìó �àêòó î êîìïàêòíî-ñòè.18.13x Î÷åâèäíî. (Âñå, ÷òî íóæíî � ýòî âñïîìíèòü îïðåäåëåíèÿ.)18.14x �àññìîòðèì ïîêðûòèå Γ′ = {X r F,Uα} ïðîñòðàíñòâà X.Ïóñòü {Vα} � âïèñàííîå â Γ′ ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå. Òîãäà ∆ =
{Vα | Vα ∩ F 6= ∅} � ïîêðûòèå ìíîæåñòâà F . Ïîëîæèì W =

⋃
Vα∈∆ Vα.Òàê êàê ïîêðûòèå ∆ ëîêàëüíî êîíå÷íî, òî ìíîæåñòâî K =

⋃
Vα∈∆ ClVαÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Ñëåäîâàòåëüíî, W è XrK � èñêîìûå îêðåñòíîñòèìíîæåñòâ F è M .18.15x Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç 18.14x (èëè 18.16x).18.16x Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç 18.14x.18.17x Ïîñêîëüêó X õàóñäîð�îâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, ó êàæ-äîé òî÷êè x ∈ Uα ∈ Γ ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Vα,x, çàìûêàíèå êîòîðîéêîìïàêòíî è ñîäåðæèòñÿ â Uα. Ïîñêîëüêó X òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîì-ïàêòíûì, â íåì ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå ∆, âïèñàííîåâ ïîêðûòèå {Vα,x}, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.18.18x �àññóæäåíèå îïèðàåòñÿ íà ëåììó Öîðíà. �àññìîòðèì ìíî-æåñòâî M âñåõ îòêðûòûõ ïîêðûòèé ∆ ïðîñòðàíñòâà X, òàêèõ ÷òî äëÿêàæäîãî V ∈ ∆: V ∈ Γ èëè æå ClV ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ýëåìåí-òå ïîêðûòèÿ Γ. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ïîêðûòèþ ∆ ∈ M ïîäìíîæåñòâî

A∆ = {Vα | ClVα ⊂ Uα} ⊂ Γ. Ââåäåì ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå M: ∆ � ∆′,åñëè A∆ ⊂ A∆′ è Vα = V ′
α äëÿ êàæäîãî α ∈ A∆. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âýòîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò ∆0, ïðè ýòîì A∆0 � âñ¼ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Γ, òàêèì îáðàçîì, ∆0 ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïîêðûòè-åì. 18.20x Ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî.19.1 pr−1

Y (B) = X ×B.19.2 Èìååì:
prY

(
Γf ∩ (A× Y )

)
= prY

(
{(x, f(x)) | x ∈ X} ∩ (A× Y )

)
=

= prY
(
{(x, f(x)) | x ∈ A}

)
= {f(x) | x ∈ A} = f(A).Äîêàæèòå âòîðîå òîæäåñòâî ñàìîñòîÿòåëüíî.



ñîâåòû è îòâåòû 37719.3 Äåéñòâèòåëüíî, (A×B)∩∆ = {(x, y) | x ∈ A, y ∈ B, x = y} =
{(x, x) | x ∈ A ∩B}.19.4 pr |Γf : (x, f(x)) ↔ x.19.5 Äåéñòâèòåëüíî, f(x1) = f(x2), ñîãäà prY (x1, f(x1)) = prY (x2, f(x2)).19.6 Î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà T (x, f(x)) = (f(x), x) =
(y, f−1(y)).19.7 Âîñïîëüçóéòåñü �îðìóëîé

(A×B) ∩W = (A×B) ∩
(⋃

Uα × Vα
)

=

⋃(
(A×B) ∩ (Uα × Vα)

)
=
⋃(

(A ∩ Uα) × (V ∩ Vα)
)
.19.8 Âîñïîëüçóéòåñü òðåòüåé �îðìóëîé èç 19.A:

X × Y rA×B =
(
(X rA) × Y ) ∪ (X × (Y rB)

)
.19.9 Êàê îáû÷íî, áóäåì ïðîâåðÿòü äâà âêëþ÷åíèÿ. ⊂ Âîñïîëü-çóéòåñü 19.8.

⊃ Åñëè x è y � òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâ A è B, ñîîòâåòñòâåííî,òî, î÷åâèäíî, ÷òî (x, y) � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ A×B.19.10 Äà, âåðíî. ⊃ Ýòî î÷åâèäíî. ⊂ Åñëè z = (x, y) ∈ Int(A×B),òî ó òî÷êè z ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ îêðåñòíîñòü W = U ×V ⊂ A×B,çíà÷èò, x ∈ U ⊂ A è y ∈ V ⊂ B, ñëåäîâàòåëüíî x ∈ IntA è y ∈ IntB, òàê÷òî z ∈ IntA× IntB.19.11 Êîíå÷íî, íåò! Ê ïðèìåðó, ãðàíèöåé êâàäðàòà I × I ⊂ R2 ÿâ-ëÿåòñÿ êîíòóð ýòîãî êâàäðàòà, òîãäà êàê ïðîèçâåäåíèå Fr I×Fr I ñîñòîèòèç ÷åòûðåõ òî÷åê.19.12 Íåò, íå âåðíî; ðàññìîòðèòå ìíîæåñòâî (−1; 1) × (−1; 1) ⊂ R2.19.13 Âåðíî. Åñëè ìíîæåñòâà A è B çàìêíóòû, òî FrA = Ar IntAè FrB = B r IntB. Ìíîæåñòâî A×B òàêæå çàìêíóòî, ïîýòîìó
Fr(A×B) = A×B r Int(A×B) = A×B r IntA× IntB =

(
(Ar IntA) ×B

)
∪
(
A× (B r IntB)

)
= (FrA×B) ∪ (A× FrB).19.14 Fr(A×B) = (FrA×B) ∪ (A ∪B) ∪ (A× FrB), ïîñêîëüêó

Fr(A×B) = Cl(A×B) r Int(A×B) = (ClA× ClB) r (IntA× IntB)

=
(
(ClArIntA)

)
×ClB

)
∪
(
ClA×(ClBrIntB)

)
= (FrA×ClB)∪(ClA×FrB)

=
(
FrA×(B∪FrB)

)
∪
(
(A∪FrA)×FrB

)
= (FrA×B)∪(FrA×FrB)∪(A×FrB).



378 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè19.15 Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî âòîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ äàííîãî âèäà. Äåé-ñòâèòåëüíî,
U × V =

⋃

α

Uα ×
⋃

β

Vβ =
⋃

α,β

Uα × Vβ.19.16 Ñóæåíèå prX |Γf � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ. Îáðàòíîåîòîáðàæåíèå X → Γf : x 7→ (x, f(x)) íåïðåðûâíî, ñîãäà îòîáðàæåíèå
g : X → X × Y : x 7→ (x, f(x)) íåïðåðûâíî, ÷òî èìååò ìåñòî â ñèëóðàâåíñòâà g−1(U × V ) = U ∩ f−1(V ). Âîñïîëüçóéòåñü ðàâåíñòâîì
f = prY ◦

(
prX |Γf

)−1.19.17 Äåéñòâèòåëüíî, prX(W ) = prX(∪Uα×Vα) = ∪ prX(Uα×Vα) =
∪Uα. (Ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî Vα 6= ∅)19.18 Íåò, íå ÿâëÿåòñÿ. Ê ïðèìåðó, ðàññìîòðèòå ïðîåêöèþ ìíîæå-ñòâà A = {(x, y) | xy = 1} ⊂ R2 íà îñü àáñöèññ.19.19 �àññìîòðèì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F ⊂ X × Y è òî÷êó x /∈
prX(F ). Òîãäà (x × Y ) ∩ F = ∅ è äëÿ âñÿêîé òî÷êè y ∈ Y íàéäåòñÿýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî Uyx × Vy ⊂ X × Y r F . Ïîñêîëüêó ñëîé x × Yêîìïàêòåí, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {Vyi}ni=1. Îêðåñòíîñòü
U =

⋂n
1 U

yi
x òàêîâà, ÷òî U ∩ prX(F ) = ∅. Çíà÷èò, äîïîëíåíèå ïðîåêöèè

prX(F ) ìíîæåñòâà F îòêðûòî, òàêèì îáðàçîì, ñàìî ìíîæåñòâî prX(F )ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.19.K Ïîëîæèì f(z) =
(
f1(z), f2(z)

). Åñëè f(z) = (x, y) ∈ X × Y , òî
x = (prX ◦f)(z) = f1(z). Àíàëîãè÷íî è y = f2(z).19.20 Íåñëîæíîå è ïîëåçíîå óïðàæíåíèå íà èñïîëüçîâàíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïðåäåëåíèé.19.21 Ïðîâåäèòå ïðÿìîå âû÷èñëåíèå.19.22 Îïÿòü-òàêè, ïðîâåäèòå ïðÿìîå âû÷èñëåíèå.19.23 Âñïîìíèòå îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ òîïîëîãèé è âîñïîëü-çóéòåñü 19.21.19.24 Ïðîùå âñåãî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü â êàæäîé òî÷êå (x1, x2) ∈
X ×X. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü d = ρ(x1, x2), ε > 0. Òîãäà èç íåðàâåíñòâàòðåóãîëüíèêà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

ρ
(
Bε/2(x1) ×Bε/2(x2)

)
⊂ (d− ε; d + ε).19.25 Ïðîâåäèòå ïðÿìóþ ïðîâåðêó.19.26 Ïóñòü (x, y) /∈ ∆. Òîãäà x 6= y, çíà÷èò, ó íèõ ñóùåñòâóþòíåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè: Ux ∩ Vy = ∅. Òîãäà (Ux × Vy) ∩ ∆ =

∅ â ñèëó 19.3, òàêèì îáðàçîì, Ux × Vy ⊂ X × X r ∆. Ñëåäîâàòåëüíî,



ñîâåòû è îòâåòû 379ìíîæåñòâî (X ×X) r ∆ îòêðûòî, à ∆, òåì ñàìûì, çàìêíóòî.Ïóñòü x è y � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà (x, y) ∈
(X × X) r ∆ è òàê êàê ìíîæåñòâî ∆ çàìêíóòî, ó òî÷êè (x, y) èìååòñÿýëåìåíòàðíàÿ îêðåñòíîñòü Ux × Vy ⊂ X × X r ∆. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî
Ux × Vy íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ∆, òàê ÷òî Ux ∩ Vy = ∅ â ñèëó 19.3, ÷òî èòðåáîâàëîñü äîêàçàòü.19.27 Ñîïîñòàâüòå 19.26 è 19.25.19.28 Â ñèëó 19.19 ïðîåêöèÿ prX : X → Y ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûìîòîáðàæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, åå ñóæåíèå prX |Γ : Γ → X òàêæå çà-ìêíóòî (ñì. 16.27, â ñèëó 16.24 îíî � ãîìåîìîð�èçì, òàê ÷òî èç 19.16ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî.Èëè ïî-äðóãîìó: âîñïîëüçóéòåñü 19.19 è ðàâåíñòâîì f−1(F ) = prX

(
Γf ∩

(X × F )
).19.29 Äà, ñóùåñòâåííî. �àññìîòðèòå îòîáðàæåíèå

R → R : x 7→
{

0 ïðè x = 0,
1
x ïðè x 6= 0.19.32 Òîëüêî èç ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè. Êîíòðïðèìåð ê îñòàëüíûìóòâåðæäåíèåì äàþò �óíêöèè èç çàäà÷è 19.31.19.36 Íåò, íå âåðíî.19.37 Óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, ýêâèâàëåíòíîå îïðå-äåëåíèþ ðåãóëÿðíîñòè ïðîñòðàíñòâà (ñì. 14.19). Äëÿ âñÿêîé îêðåñòíî-ñòè W òî÷êè (x, y) íàéäåòñÿ òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U , ÷òî ClU ⊂ W .Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà W � ýëåìåíòàðíàÿ îêðåñòíîñòü.Âîñïîëüçóéòåñü ðåãóëÿðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâ X è Y è çàäà÷åé 19.9.19.38.1 Ïóñòü A è B � íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.Äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ A íàéäåòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ua = [a;xa) ⊂

X r B. Ïîëîæèì U =
⋃
a∈A Ua. Îêðåñòíîñòü V ⊃ B îïðåäåëÿåòñÿ àíà-ëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U ∩ V 6= ∅, òî [a;xa)∩ [b; yb) 6= ∅äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê a ∈ A è b ∈ B. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, a < b.Òîãäà b ∈ [x;xa), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó xa.19.38.2 Ìíîæåñòâî ∇ çàìêíóòî â R2, òåì áîëåå îíî çàìêíóòî â

R ×R. Ïîñêîëüêó {(x,−x)} = ∇ ∩ [x;x + 1) × [−x;−x + 1), òî êàæäàÿòî÷êà ìíîæåñòâà ∇ îòêðûòà â íåì.19.38.3 Ñì. 14.4x.19.39 Ìîäè�èöèðóéòå ðàññóæäåíèå, èñïîëüçîâàííîå ïðè äîêàçà-òåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 19.S.19.40 Ñëåäóåò èç 19.U è 19.9.



380 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè19.44 RnrRk ∼= (Rn−kr0)×Rk ∼= (Sn−k−1×R)×Rk ∼= Sn−k−1×Rk+1.19.46 Ïðîñòðàíñòâî O(n) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì SO(n) è íå ïå-ðåñåêàþùåãîñÿ ñ íèì îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà, ãîìåîìîð�íîãî SO(n),çíà÷èò, îíî ãîìåîìîð�íî SO(n) × {−1, 1} ∼= SO(n) ×O(1).19.47 Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî GL+(n) = {A | detA > 0} ãîìåî-ìîð�íî ïðîèçâåäåíèþ SL(n) × (0;+∞). Èñêîìûé ãîìåîìîð�èçì ñîïî-ñòàâëÿåò ìàòðèöå A ∈ GL+(n) ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç ìàòðèöû 1
n√

detA
A è÷èñëà detA.19.49 Ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáíîãî ãîìåîìîð�èçìà íåïîñðåäñòâåííîñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì êâàòåðíèîíîâ (ñì. ïîñëåäíèé ðàçäåë â 22), ïî-ýòîìó è â äîêàçàòåëüñòâå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà êâàòåðíèîíîâ.Ïóñòü {x0, x1, x2, x3} � ÷åòâåðêà ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ åäèíè÷íûõêâàòåðíèîíà, îïðåäåëÿþùàÿ òî÷êó SO(4). Èñêîìûé ãîìåîìîð�èçì ñî-ïîñòàâëÿåò ýòîé ÷åòâåðêå ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç åäèíè÷íîãî êâàòåðíèîíà

x0 ∈ S3 è òðîéêè {x−1
0 x1, x

−1
0 x2, x

−1
0 x3} ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåê-òîðîâ ïðîñòðàíñòâà R3, îïðåäåëÿþùåé ýëåìåíò SO(3). Ïðåäóïðåæäàåì,÷òî, ê ïðèìåðó, SO(5) íå ãîìåîìîð�íî S4 × SO(4)!20.2 Îòîáðàæåíèå pr îòíîñèò êàæäîé òî÷êå ñîäåðæàùèé å¼ ýëåìåíòðàçáèåíèÿ (ðàññìàòðèâàåìûé êàê ýëåìåíò �àêòîðìíîæåñòâà), ïîýòîìóïðîîáðàçîì pr−1(point) = pr−1(pr(x)) è ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ, ñî-äåðæàùèé òî÷êó x ∈ X.20.3 Ïóñòü X/S = {a, b, c}, ãäå p−1(a) = [0; 1

3 ], p−1(b) = (1
3 ; 2

3 ],
p−1(c) = (2

3 ; 1]. Òîãäà ΩX/S = {∅, {c}, {b, c}, {a, b, c}}.20.4 Âñå ýëåìåíòû ýòîãî ðàçáèåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè â X ìíî-æåñòâàìè.20.6 Ïóñòü X = N × I, à ðàçáèåíèå S ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà N × 0,à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ S ÿâëÿþòñÿ îäíîòî÷å÷íûìè. Ïóñòü
pr(N × 0) = x∗ ∈ X/S. Äîêàæåì, ÷òî â òî÷êå x∗ íå ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîéáàçû. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {Uk}� ýòî ñ÷åòíàÿ áàçà â ýòîé òî÷êå. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ pr−1(Uk) îòêðûòî â
X è ñîäåðæèò êàæäóþ èç òî÷åê xn = (n, 0) ∈ X. Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ òî-÷åê íàéäåòñÿ òàêîå îòêðûòîå â X ìíîæåñòâî Vn, ÷òî xn ∈ Vn ⊂ pr−1(Un).Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî W = pr

(
∪Vn

) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþòî÷êè x∗, íå ñîäåðæàùåéñÿ íè â îäíîé èç îêðåñòíîñòåé Un ýòîé òî÷êè,÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.20.7 Äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî âX/S ìíîæåñòâà U åãî îáðàç (f/S)(U) =

f
(
pr−1(U)

) îòêðûò, ïîñêîëüêó îí ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì îòêðûòîãî ìíî-æåñòâà pr−1(U) ïðè îòêðûòîì îòîáðàæåíèè f .



ñîâåòû è îòâåòû 38120.1x Åñëè F � çàìêíóòîå âX ìíîæåñòâî, òî F = pr−1
(
pr(F )

),çíà÷èò, ìíîæåñòâî pr(F ) çàìêíóòî. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà F ,çàìêíóòîãî â X, ìíîæåñòâî pr−1
(
pr(F )

), âî-ïåðâûõ, çàìêíóòî, òàê êàê
pr íåïðåðûâíà, âî-âòîðûõ, ÿâëÿåòñÿ íàñûùåíèåì F .20.2x Ïóñòü A � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ íåîäíîòî÷å÷-íûì ýëåìåíòîì äàííîãî ðàçáèåíèÿ. Íàñûùåíèåì ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíî-æåñòâà F áóäåò ëèáî ñàìî F , ëèáî îáúåäèíåíèå F ∪ A, ò. å. çàìêíóòîåìíîæåñòâî.20.3x Àíàëîã 20.1x.20.4x Åñëè ìíîæåñòâî A íàñûùåíî, òî äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà U ⊂
A íàñûùåíèå U òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì A, ñëåäîâàòåëüíî, íàñû-ùåíèå ìíîæåñòâà IntA ëåæèò â A è, ïîñêîëüêó ýòî íàñûùåíèå ÿâëÿåòñÿîòêðûòûì, äîëæíî ñîâïàäàòü ñ IntA. Òàê êàê ìíîæåñòâî X r A, òàê-æå íàñûùåííîå, òî íàñûùåíî Int(X r A) = X r ClA, ñëåäîâàòåëüíî,íàñûùåíî è ìíîæåñòâî ClA.21.1 Îïèøåì, ê ïðèìåðó, ðàçáèåíèå îòðåçêà, äëÿ êîòîðîãî ñîîòâåò-ñòâóþùåå �àêòîðïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîð�íî áóêâå A. Îíî ñîñòîèò èçäâóòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ {1

6 , 1}, {2
3 −x, 2

3 +x} ïðè x ∈ (0; 1
6 ]; îñòàëüíûå åãîýëåìåíòû îäíîòî÷å÷íû. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òà æå, ÷òî áûëà èñïîëüçî-âàíà â 21.2, èìåííî, íàäî ïîñòðîèòü íåïðåðûâíóþ ñþðúåêöèþ îòðåçêàíà áóêâó A. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå �îðìóëàìè

f(t) =





(3t, 6t) ïðè x ∈
[
0; 1

3

]
,

(3t, 4 − 6t) ïðè x ∈
[
1
3 ; 1

2

]
,(

9
2 − 6t, 1

) ïðè x ∈
[
1
2 ; 2

3

]
,(

6t− 7
2 , 1
) ïðè x ∈

[
2
3 ; 5

6

]
,

(3t− 1, 6 − 6t) ïðè x ∈
[
5
6 ; 1
]
.Ïîêàæèòå, ÷òî f(I) � ýòî è åñòü áóêâà A, à ðàçáèåíèå íà ïðîîáðàçû f �ýòî â òî÷íîñòè ðàçáèåíèå, îïèñàííîå â íà÷àëå ðåøåíèÿ.21.2 Ïóñòü u : I → I × I � êðèâàÿ Ïåàíî, ò. å. íåïðåðûâíàÿ ñþ-ðüåêöèÿ. Òîãäà èíúåêòèâíûé �àêòîð îòîáðàæåíèÿ u è áóäåò ãîìåîìîð-�èçìîì íåêîòîðîãî �àêòîðïðîñòðàíñòâà îòðåçêà íà êâàäðàò.21.3 Ïóñòü S � ýòî ðàçáèåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà A íà A∩B è îäíîòî-÷å÷íûå ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç òî÷åê x ∈ XrB = ArB, à T � ðàçáèå-íèå X íà B è îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà èç XrB. Âêëþ÷åíèå A →֒ Xèíäóöèðóåò íåïðåðûâíîå �àêòîðîòîáðàæåíèå in /(S, T ) : A/A ∩B →

X/B, ÿâëÿþùååñÿ íåïðåðûâíîé áèåêöèåé. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ýòàáèåêöèÿ îòêðûòà. �àññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ A/A ∩B è åãî



382 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèèïðîîáðàç V ⊂ A îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè. Åñëè U ∩ B = ∅, òî W = Uîòêðûòî â X, òàê êàê ìíîæåñòâà A,B îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíîå ïî-êðûòèå ïðîñòðàíñòâà X. Åñëè U ∩B 6= ∅, òî U ⊃ A ∩B, òàêèì îáðàçîììíîæåñòâî W = U ∪ B îòêðûòî â X. Â ëþáîì ñëó÷àå W ÿâëÿåòñÿ îò-êðûòûì íàñûùåííûì îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ T ìíîæåñòâîì, çíà÷èò,îòêðûò è åãî îáðàç â X/B, ñîâïàäàþùèé ñ (in /(S, T )
)
(U).21.4 �àññìîòðèòå îòîáðàæåíèå

f : I → I : x 7→ {





3
2x, x ∈ [0; 1

3 ];
1
2 , x ∈ [13 ; 2

3 ];
3x−1

2 , x ∈ [23 ; 1],è äîêàæèòå, ÷òî S(f) � çàäàííîå ðàçáèåíèå. Òàêèì îáðàçîì, f/S(f) :

I/S(f) ∼= I. Êàêîå îòîáðàæåíèå íàäî âçÿòü, ÷òîáû äîêàçàòü âòîðîå óòâåð-æäåíèå?21.5 �àññìîòðèì �óíêöèþ ϕ : R+ → R+, ðàâíóþ 0 ïðè t ∈ [0; 1]è ðàâíóþ t − 1 ïðè t ≥ 1 è îòîáðàæåíèå f : R2 → R2, ãäå f(x, y) =
(ϕ(r)

r x, ϕ(r)
r y
), çäåñü, êàê è ðàíåå, r =

√
x2 + y2. Ïî ïîñòðîåíèþ, R2/D2 =

R2/S(f). Îòîáðàæåíèå f/S(f) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé áèåêöèåé. Äëÿ òî-ãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü, ÷òî îíî � ãîìåîìîð�èçì, ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòü-ñÿ óòâåðæäåíèåì 18.Ox ( 18.Px). Äëÿ ïðîâåðêè ãîìåîìîð�íîñòè R2 èäðóãèõ ïðîñòðàíñòâ, âîñïîëüçóéòåñü êîíñòðóêöèÿìè, îïèñàííûìè â ðå-øåíèÿõ çàäà÷ 10.20�10.22.21.6 Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X íà ìíîæåñòâî
A è îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà åãî äîïîëíåíèÿ X r A. Ïóñòü T � ýòîðàçáèåíèå Y íà f(A) è òî÷êè Y r f(A). Ïîêàæèòå, ÷òî f/(S, T ) � ãîìåî-ìîð�èçì.21.7 Íåò, ýòè ïðîñòðàíñòâà íå ãîìåîìîð�íû; â ïðîñòðàíñòâå R2/Aíå âûïîëíåíà ïåðâàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè (ñð. 20.6).21.8 �àçáèåíèå S(ϕ), ãäå ϕ : S1 → S1 ⊂ C : z 7→ z3, ñîâïàäàåò ñçàäàííûì, ïîýòîìó S1/S ∼= S1.21.9 Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàññìîòðèòå îòîáðàæåíèå ϕ(z) = z2.21.10 Ïðåäîñòåðåæåíèå: �àêòîðïðîñòðàíñòâî Dn ïî îòíîøåíèþ ýê-âèâàëåíòíîñòè x ∼ y ⇐⇒ xi = −yi íå ãîìåîìîð�íî Dn!21.11 �àññìîòðèòå f : R → S1 : x 7→ (cos 2πx, sin 2πx). ßñíî, ÷òî
x ∼ y ⇐⇒ f(x) = f(y), òàêèì îáðàçîì, ðàçáèåíèå S(f) ñîâïàäàåò ñçàäàííûì. Ê ñîæàëåíèþ, ïðÿìàÿ R íåêîìïàêòíà, ïîýòîìó ìû íå ìîæåì



ñîâåòû è îòâåòû 383ïðîñòî ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 16.X. Äîêàæèòå, ÷òî, òåì íå ìåíåå, äàííîå�àêòîðïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.21.12 Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî öèëèíäðà ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíî-ñòè (x, p) ∼ (y, q), åñëè x + y = 1, p = −q (çäåñü x, y ∈ [0; 1], p, q ∈ S1),ãîìåîìîð�íî ëåíòå Ìåáèóñà.21.13 Ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òðàíçèòèâíîñòü �àêòîðèçàöèè (òåîðå-ìó 21.H). Ïóñòü S � ðàçáèåíèå êâàäðàòà íà ïàðû ðàñïîëîæåííûõ íà îä-íîé ãîðèçîíòàëè òî÷åê åãî âåðòèêàëüíûõ ñòîðîí, âñå îñòàëüíûå ýëåìåí-òû ðàçáèåíèÿ îäíîòî÷å÷íû. Ïîëó÷àåì, ÷òî �àêòîðïðîñòðàíñòâî I2/Sãîìåîìîð�íî öèëèíäðó. Ïóñòü òåïåðü S′ � ðàçáèåíèå öèëèíäðà íà ïàðûòî÷åê åãî îñíîâàíèé, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïàðàëëåëü-íîé îñíîâàíèÿì öèëèíäðà è ïåðåñåêàþùåé åãî îñü ñèììåòðèè; îñòàëüíûåýëåìåíòû îäíîòî÷å÷íû. Òîãäà T � ðàçáèåíèå êâàäðàòà íà ïðîîáðàçû ïðèîòîáðàæåíèè p : I2 → I2/S ïðîîáðàçîâ ýëåìåíòà ðàçáèåíèÿ S′ � ñîâïà-äàåò ñ ðàçáèåíèåì, �àêòîðïðîñòðàíñòâî êîòîðîãî åñòü áóòûëêà Êëåéíà.21.17 Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâà, îòêðû-òûå â èíäóöèðîâàííîé èç ⊔α∈AXα íà îáðàçå inβ(Xβ) òîïîëîãèè, èìåþòâèä {(x, β) | x ∈ U}, ãäå U � ýòî ìíîæåñòâî, îòêðûòîå â ïðîñòðàíñòâå
Xβ, òàêèì îáðàçîì, ab(inβ) : Xβ → inβ(Xβ) � ãîìåîìîð�èçì. Áîëåå òîãî,êàæäûé èç ýòèõ îáðàçîâ îòêðûò â ñóììå ïðîñòðàíñòâ (ïîñêîëüêó êàæ-äûé èç åãî ïðîîáðàçîâ ïðè inα ëèáî ïóñò, ëèáî æå ðàâåí Xβ), çíà÷èò, èçàìêíóò.21.18 Àêñèîìû îòäåëèìîñòè è ïåðâàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè ïåðåäàþò-ñÿ. Äëÿ ñåïàðàáåëüíîñòè èëè æå ñóùåñòâîâàíèÿ ñ÷åòíîé áàçû íåîáõîäè-ìà ñ÷åòíîñòü èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà. Ïðîñòðàíñòâî ⊔α∈AXα íåñâÿçíî,åñëè ÷èñëî ñëàãàåìûõ áîëüøå åäèíèöû. Îíî áóäåò êîìïàêòíûì, åñëè÷èñëî ñëàãàåìûõ êîíå÷íî è êàæäîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâêîìïàêòíî.21.19 Èíúåêòèâíîñòü êîìïîçèöèè ϕ = pr ◦ in2 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òîâ êàæäîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ â X1⊔X2 èìååòñÿ íå áîëåå îäíîé òî÷êè èç
in2(X2). Åå íåïðåðûâíîñòü î÷åâèäíà. �àññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî
U ⊂ X2. Ìíîæåñòâî in1(X1) ∪ in2(U) îòêðûòî â X1⊔X2 è ÿâëÿåòñÿ íàñû-ùåííûì, ïîýòîìó åãî îáðàç W îòêðûò â X2 ∪f X1. Òàê êàê ïåðåñå÷åíèå
W ∩ ϕ(X2) = ϕ(U) îòêðûòî â ϕ(X2), òî ϕ � òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå.21.20 Èòàê, Y = {x∗}. Ïîëîæèì X ′ = X ⊔ {x∗} è A′ = A ⊔ {x∗}.ßñíî, ÷òî �àêòîð g : X/A → X ′/A′ èíúåêöèè in : X → X ′ ÿâëÿåòñÿíåïðåðûâíîé áèåêöèåé. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå g îòêðûòî.



384 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè21.21 �àçðåæåì êâàäðàò òàê, êàê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå. Ïðîèçâå-äÿ ñêëåèâàíèå ñòîðîí a è a′, b è b′, c è c′, ïîëó÷èì äâå ëåíòû Ìåáèóñà, êî-òîðûå íàäî ñêëåèòü ïî îêðóæíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ �àêòîðïðîñòðàíñòâîìîáúåäèíåíèÿ îòðåçêîâ d1 è d2.21.22 �àññìîòðèòå îòîáðàæåíèå
(idS1 ×i+) ⊔ (idS1 ×i−) : (S1 × I) ⊔ (S1 × I) → S1 × S1,ãäå i± � âëîæåíèÿ îòðåçêà I â S1 êàê âåðõíåé è, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíåéïîëóîêðóæíîñòè.21.23 Ñì. 21.M è 21.22.21.24 Åñëè êâàäðàò, �àêòîðïðîñòðàíñòâîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ áó-òûëêà Êëåéíà, ðàçðåçàòü âåðòèêàëüíûì îòðåçêîì íà äâà ïðÿìîóãîëü-íèêà, òî ïîñëå ñêëåèâàíèÿ åãî ãîðèçîíòàëüíûõ ñòîðîí ìû ïîëó÷èì äâàöèëèíäðà.21.25 Ïóñòü S3 = {(z1, z2) | |z1|2 + |z2|2 = 1} ⊂ C2. Ïîäìíîæå-ñòâî ýòîé ñ�åðû, îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì |z1| = |z2| ñîñòîèò èç âñåõïàð (z1, z2), òàêèõ ÷òî |z1| = |z2| = 1√

2
, òàêèì îáðàçîì, îíî ÿâëÿåò-ñÿ òîðîì. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî T1, çàäàííîå íåðàâåíñòâîì

|z1| ≤ |z2| è îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå òî÷êå (z1, z2) ∈ T1 òî÷êó
(u, v) =

(
z1
|z2| ,

z2
|z2|
)
∈ C2. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãî-ìåîìîð�èçìîì T1 íà D2×S1, è çàêîí÷èòå ðàññóæäåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî.21.26 Öèëèíäð èëè ëåíòà Ì¼áèóñà. �àññìîòðèì ãîìåîìîð�èçì gìåæäó âåðòèêàëüíûìè ñòîðîíàìè êâàäðàòà, ïóñòü g : (0, x) 7→ (1, f(x)).Îòîáðàæåíèå f � ýòî ãîìåîìîð�èçì I → I, çíà÷èò, îíî ÿâëÿåòñÿ (ñòðîãî)ìîíîòîííîé �óíêöèåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ f � âîçðàñòàþùàÿ,â ÷àñòíîñòè, f(0) = 0 è f(1) = 1. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ãî-ìåîìîð�èçì h : I2 → I2, ÷òî h(0, x) = x è h(1, x) = (1, f(x)) ïðè âñåõ

x ∈ I. Äëÿ ýòîãî ðàçîáúåì êâàäðàò åãî äèàãîíàëÿìè íà ÷åòûðå ÷àñòè, èîïðåäåëèì h íà ïðàâîì òðåóãîëüíèêå ïîñðåäñòâîì �îðìóëû
h
(

1+t
2 , 1−t

2 + tx
)

=
(

1+t
2 , 1−t

2 + tf(x)
)
,

t, x ∈ I. Íà îñòàëüíûõ òðåõ òðåóãîëüíèêàõ h òîæäåñòâåííî. ßñíî, ÷òîïðè óêàçàííîì ãîìåîìîð�èçìå ýëåìåíò {(0, x), (1, x)} ðàçáèåíèÿ ïåðå-õîäèò â ýëåìåíò {(0, x), (1, f(x))}, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ áè-åêöèÿ öèëèíäðà (ñëåäîâàòåëüíî, ãîìåîìîð�èçì) íà ðåçóëüòàò ñêëåéêèêâàäðàòà ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîð�èçìà g åãî âåðòèêàëüíûõ ñòîðîí. Åñëèæå �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé, òî, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðà-çîì, ïîëó÷èì, ÷òî ðåçóëüòàò ñêëåèâàíèÿ áóäåò ëåíòîé Ì¼áèóñà.21.27 Òîð è áóòûëêà Êëåéíà; ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî 21.26.



ñîâåòû è îòâåòû 38521.28 Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ãîìåîìîð�èçì ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòèëåíòû Ì¼áèóñà ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîìåîìîð�èçìà âñåé ëåíòû Ì¼-áèóñà.21.29 Ñì. 21.27.21.30 Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîé àâòîãîìåîìîð�èçì ãðàíè÷íîé îêðóæ-íîñòè ðó÷êè ìîæíî ïðîäîëæèòü äî àâòîãîìåîìîð�èçìà âñåé ðó÷êè. (Ñð.ñ çàäà÷åé 21.28. Ïðè ðåøåíèè îáåèõ çàäà÷ ïîëåçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëå-äóþùèì �àêòîì: ëþáîé àâòîãîìåîìîð�èçì âíåøíåé ãðàíè÷íîé îêðóæ-íîñòè êîëüöà ìîæíî ïðîäîëæèòü äî àâòîãîìåîìîð�èçìà âñåãî êîëüöà,êîòîðûé íà âíóòðåííåé ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè áûë áû íåïîäâèæåí èëèçàäàâàë áû åå îñåâóþ ñèììåòðèþ.)21.31 Ñì. ðåøåíèÿ çàäà÷ 21.28 è 21.30.21.32 Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äûðû ðàçáèòû íà ïàðû �áëèçêèõ� äûð,ñîåäèíåííûõ �òðóáêàìè�. (Ñð. ðåøåíèå çàäà÷è 21.V.) Âìåñòå ñ êðóãîì,îêðóæàþùèì òàêóþ ïàðó, êàæäàÿ òðóáêà îáðàçóåò ðó÷êó èëè áóòûëêóÊëåéíà ñ äûðîé. Åñëè âñå òðóáêè îáðàçóþò ðó÷êè, òî ïåðåä íàìè � ñ�åðàñ ðó÷êàìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïðåâðàùàåì âñå ðó÷êè â áóòûëêèÊëåéíà ñ äûðàìè (ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 21.V), è ïåðåä íàìè � ñ�åðà ñïëåíêàìè.22.1 Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèåìåæäó ïðÿìûìè íà ïëîñêîñòè, çàäàííûìè óðàâíåíèåì âèäà ax+by+c =
0 è òî÷êàìè (a : b : c) ïðîñòðàíñòâà RP 2. Ïðè ýòîì äîïîëíåíèåì îáðàçàìíîæåñòâà âñåõ ïðÿìûõ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåííîéòî÷êè (0 : 0 : 1).23.1x Äà, ÿâëÿåòñÿ. ×èñëî a âñåãäà äåëèò ñàìîå ñåáÿ (äàæå 0 äåëèò
0). Äàëåå, åñëè a äåëèò b è b äåëèò c, òî a äåëèò c.23.2x a ∼ b, ñîãäà a = ±b.23.3x Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó âêëþ÷åíèå A ⊂ ClB èìååòìåñòî, ñîãäà ClA ⊂ ClB.24.1x Î÷åâèäíî.24.2x Ñîïîñòàâèâ êàæäîé òî÷êå y ∈ Y ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå fy,îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýòà òî÷êà, ìû è ïîëó÷èì èíúåêöèþ Y →
C(X,Y ).24.4x Ñîîòâåòñòâèå f 7→ f−1(0) îïðåäåëÿåò áèåêöèþ C(X,Y ) → ΩX .24.5x Ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå X äèñêðåòíà, òî âñÿêîåîòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî. Åñëè X = {x1, x2, . . . , xn}, òî îòîá-ðàæåíèå f îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì {f(x1), . . . , f(xn)} ∈ Y n.24.6x Ìíîæåñòâî X ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.



386 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè24.Cx Òàê êàê âñÿêîå îäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíî, òî
∆(pw) ⊂ ∆(co), ñëåäîâàòåëüíî, Ω(pw) ⊂ Ω(co).24.7x ßñíî (äîêàæèòå ýòî), ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû C(I, I) è
C(pw)(I, I) ðàçëè÷íû, è, ñëåäîâàòåëüíî, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìíî-æåñòâà C(I, I) íå åñòü ãîìåîìîð�èçì. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ðàññìàòðèâà-åìûå ïðîñòðàíñòâà íå ãîìåîìîð�íû, íóæíî íàéòè òàêîå òîïîëîãè÷åñêîåñâîéñòâî, êîòîðûì îäíî èç íèõ îáëàäàåò, à äðóãîå � íåò. Ïîêàæèòå, ÷òî
C(I, I) óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, à C(pw)(I, I) � íåò.24.8x Îòîæäåñòâèì Y ñ Const(X,Y ) ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ y 7→
fy : x 7→ y. �àññìîòðèì ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ èç ïðåäáàçû ñ îáðàçîìïðîñòðàíñòâà Y ïðè óêàçàííîì îòîáðàæåíèè. ÈìååìW (x,U)∩Const(X,Y ) =
U , çíà÷èò, ïåðåñå÷åíèå ñ Y âñÿêîãî ïðåäáàçîâîãî ìíîæåñòâà èç òîïîëîãèèïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè îòêðûòî â Y . Îáðàòíî, äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãîâ Y ìíîæåñòâà U è äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
U = W (x,U) ∩ Const(X,Y ). Òî æå ðàññóæäåíèå ñïðàâåäëèâî è â ñëó÷àåêîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè.24.9x Îòîáðàæåíèå f 7→ (f(x1), f(x2), . . . , f(xn)) ïåðåâîäèò ïðåäáà-çîâîå ìíîæåñòâî W (x1, U1)∩W (x2, U2)∩ . . .∩W (xn, Un) â áàçîâîå ìíîæå-ñòâî U1 ×U2 × . . .×Un òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ. Íàêîíåö, ÿñíî, ÷òî åñëèïðîñòðàíñòâî X êîíå÷íî, òî òîïîëîãèè Ωco(X,Y ) è Ωpw(X,Y ) ñîâïàäàþò.24.10x Âîñïîëüçóéòåñü 24.Tx. Åñëè X � ëèíåéíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, òî â íåì ëþáûå äâà ïóòè ñâîáîäíî ãîìîòîïíû.�àññìîòðèì ãîìîòîïèþ h : I × I → X. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 24.Sx îòîá-ðàæåíèå h̃ : I → C(I,X), îïðåäåëåííîå �îðìóëîé h̃(t)(s) = h(t, s), íåïðå-ðûâíî. Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå äâà ïóòè â ïðîñòðàíñòâå X ñîåäèíåíûïóòåì â ïðîñòðàíñòâå ïóòåé, ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C(I,X)ëèíåéíî ñâÿçíî.24.11x Ïðîñòðàíñòâî C(pw)(I, I) íå êîìïàêòíî, ïîñêîëüêó ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü �óíêöèé fn(x) = xn íå èìååò â íåì òî÷êè íàêîïëåíèÿ. Òàæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìååò â C(I, I) ïðåäåëüíûõ òî÷åê, è, ñëåäîâà-òåëüíî, ýòî ïðîñòðàíñòâî òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.24.12x Ïóñòü

dn(f, g) = max{|f(x) − g(x)| | x ∈ [−n;n]}, n ∈ N.Ïîëîæèì
d(f, g) =

∞∑

n=1

dn(f, g)

2n(1 + dn(f, g))
.Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî d � ìåòðèêà. Ïîêàæèòå, ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ åþòîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíî-îòêðûòîé.



ñîâåòû è îòâåòû 38724.13x Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ24.12x. Íàäî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, X =
⋃∞
i=1 IntXi,òî äëÿ âñÿêîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ⊂ X íàéäåòñÿ n, òàêîå ÷òî

K ⊂ Xn.26.1x Îòìåòèì, ÷òî: 1) β(x, y) = ω(x, α(y)); 2) α(x) = β(1, x) è
ω(x, y) = β(x, α(y)). Îòîáðàæåíèå β íåïðåðûâíî êàê êîìïîçè-öèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé â ñèëó ðàâåíñòâà 1). Èñïîëüçóéòåðàâåíñòâà 2).26.2x Â îáîçíà÷åíèÿõ èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 26.1x, α ÿâ-ëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è îáðàòíûì ñàìîìó ñåáå îòîáðàæåíèåì, çíà÷èò îíî� ãîìåîìîð�èçì.26.3x Íåïðåðûâíîñòü óêàçàííûõ îòîáðàæåíèé âûòåêàåò èç òîãî, ÷òîïåðâîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ω ◦ (f × g), âòîðîå � êîìïîçèöèåé
α ◦ f (â îáîçíà÷åíèÿõ èç äîêàçàòåëüñòâà 26.1x).26.5x Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òîïîëîãèÿ â ãðóïïå èíäóöèðóåòñÿ ñòàí-äàðòíîé òîïîëîãèåé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, äëÿ ïðîâåðêè íåïðåðûâíî-ñòè îòîáðàæåíèé (x, y) 7→ xy è x 7→ x−1 äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíèçàäàþòñÿ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè. Åñëè x = a + ib è y = c + id,òî xy = (ac − bd) + i(ad + bc), çíà÷èò óìíîæåíèå çàäàåòñÿ �óíêöåé
(a, b, c, d) 7→ (ac − bd, ad + bc), êîòîðàÿ î÷åâèäíî íåïðåðûâíà. Ïåðåõîäê îáðàòíîìó ýëåìåíòó òàêæå çàäàåòñÿ íåïðåðûâíîé (íà R2 r 0) �óíêöè-åé (a, b) 7→

(
a

a2+b2 ,− b
a2+b2

).26.6x Èñïîëüçóéòå èäåþ ðàññóæäåíèÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è 26.5x.26.7x Âîçüìèòå, ê ïðèìåðó, òîïîëîãèþ èç çàäà÷è 2.5.26.10x Äà, ñïðàâåäëèâî.26.11x Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ UV = ∪x∈V Ux è V U =
∪x∈V xU â ñèëó 26.Ex.26.12x Íåò, íå îñòàíåòñÿ. Åñëè U = {0} è è V = (0; 1) ∈ R, òî
U + V = V . Êîíòðïðèìåð, â êîòîðîì îáà ìíîæåñòâà çàìêíóòû, äàí â26.13x.26.13x Ïåðâûå äâå. Äîêàæèòå, ÷òî âòîðàÿ ãðóïïà âñþäó ïëîòíà â
R è íå ñîâïàäàåò ñ íåé (õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî îíà ñ÷åòíà, à R � íåò).26.14x Èç 26.Ix ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü V ′ åäèíèöû, òà-êàÿ ÷òî V ′V ′ ⊂ U , à â ñèëó 26.Hx ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ îêðåñòíîñòüåäèíèöû, òàêàÿ ÷òî V2 ⊂ V ′. Çíà÷èò V2V2 ⊂ V ′V ′ ⊂ U . Ïðîâåäåì ðàñ-ñóæäåíèå ïî èíäóêöèè. Åñëè Vn � ñèììåòðè÷íàÿ îêðåñòíîñòü åäèíèöû,òàêàÿ ÷òî V n−1

n ⊂ V2, òî V n
n = VnV

n−1
n ⊂ V2V2 ⊂ U (îáðàòèòå âíèìàíèå,÷òî V V ⊂ V ).



388 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè26.15x ßñíî, ÷òî H = ∪∞
n=1V

n îòêðûòîå ìíîæåñòâî, 1 ∈ H, HH ⊂
H è H−1 ⊂ H (â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè îêðåñòíîñòè V ). Çíà÷èò H �îòêðûòàÿ ïîäãðóïïà. Òî, ÷òî âñÿêàÿ îòêðûòàÿ ïîäãðóïïà îäíîâðåìåííîÿâëÿåòñÿ è çàêíóòîé, áóäåò äîêàçàíî â 27.3x.26.Nx.1 Äîñòàòî÷íî âçÿòü ñèììåòðè÷íóþ îêðåñòíîñòü åäèíèöû, òà-êóþ ÷òî V 2 ⊂ U . Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g /∈ Uìíîæåñòâà gV è V íå áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ClV ⊂ U .26.17x Ïóñòü N � ïåðåñå÷åíèå âñåõ îêðåñòíîñòåé åäèíèöû. Òàê êàêãðóïïà G êîíå÷íà, òî N � îêðåñòíîñòü åäèíèöû. Èç 26.Hx è 26.Ix ñëå-äóåò, ÷òî N = N−1 è N2 = N , çíà÷èò N � ïîäãðóïïà. Èç ïîñòðîåíèÿ
N ñëåäóåò, ÷òî N ⊂ gNg−1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G. Ïîñêîëüêóîáà ìíîæåñòâà ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, òî N = gNg−1,ñëåäîâàòåëüíî, N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Îäíîýëåìåíòíûé íàáîð {N}ÿâëÿåòñÿ áàçîé â åäèíèöå, çíà÷èò íàáîð {gN | g ∈ G} � áàçà òîïîëîãèèíà ãðóïïå G.27.2x Î÷åâèäíî. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà, U îòêðûòîåìíîæåñòâî è g ∈ U ⊂ H. Òîãäà h ∈ hg−1U ⊂ H äëÿ ëþáîãî h ∈ H,çíà÷èò âñÿêàÿ òî÷êà ïîäãðóïïû H � âíóòðåííÿÿ.27.3x Åñëè H � ïîäãðóïïà è g /∈ H, òî ìíîæåñòâà H è gH íåïåðåñåêàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî G r H = ∪g /∈H(gH) îòêðûòî,ïîýòîìó ìíîæåñòâî H çàìêíóòî.27.4x ÅñëèH � ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà, òî ìíîæåñòâî GrH =
∪ni=1giH çàìêíóòî, çíà÷èò ïîäãðóïïà H � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.27.5x (a) Z ⊂ R; (b) Q ⊂ R.27.6x Î÷åâèäíî. Åñëè â ïîäãðóïïå èìååòñÿ èçîëèðî-âàííàÿ òî÷êà, òî âñå åå òî÷êè � èçîëèðîâàííûå.27.7x Î÷åâèäíî. Ïóñòü U ⊂ G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî,òàêîå ÷òî U ∩ H = U ∩ ClH 6= ∅. Åñëè g /∈ H è gH ∩ U 6= ∅, òî
g ∈ ⋃h∈H h(U rH) � îòêðûòîå è íå ïåðñåêàþùååñÿ ñ H ìíîæåñòâî. Åñëè
gH ∩ U∅, òî âûáåðåì òî÷êó h′ ∈ H ∩ U è ñèììåòðè÷íóþ îêðåñòíîñòü
V åäèíèöû, òàêóþ ÷òî V h′ ⊂ U . Ìíîæåñòâî V g � îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà
g, íå ïåðåñåêàþùïÿñÿ ñ H (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç ðàâåíñòâà vg = hñëåäîâàëî áû, ÷òî gh−1h′ = v−1h′ ∈ V h′).27.8x Â ñèëó 27.7x çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ClH rH ñîäåðæèò ïîä-ãðóïïó H.27.9x Ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (ClH)−1 = ClH−1 è ClH · ClH ⊂
Cl(H ·H) = ClH.27.10x Ýòî òàê, åñëè âíóòðåííîñòü ïîäãðóïïû íåïóñòà, ñð. 27.2x.



ñîâåòû è îòâåòû 38927.12x Îòîæäåñòâèì ýëåìåíòû ãðóïïû SO(n) ñ ïîëîæèòåëüíî îðè-åíòèðîâàííûìè îðòîíîðìàëüíûìè áàçèñàìè â Rn. Îòîáðàæåíèå p : SO(n) →
Sn−1 ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó áàçèñó åãî ïîñëåäíèé âåêòîð. Ïðîîáðàçîìêàæäîé òî÷êè x ∈ Sn−1 ÿâëÿåòñÿ ïðàâûé êëàññ ñìåæíîñòè ïî ïîäãðóïïå
SO(n − 1) (äîêàæèòå ýòî). ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå p íåïðåðûâíî. Åãî�àêòîðîì ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ p̂ : SO(n)/SO(n− 1) → Sn−1.Â ñèëó êîìïàêòíîñòè SO(n) è õàóñäîð�îâîñòè Sn−1, p̂ � ãîìåîìîð�èçì.27.13x 1) Êîìïàêòíîñòü ãðóïï SO(n), U(n), SU(n), Sp(n) ñëåäóåòèç òîãî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè è îãðàíè÷åííûìè ïîäìíîæåñòâà-ìè â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö.2) Ñâÿçíîñòü ãðóïï SO(n) äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè ïðè ïîìîùè 27.12x.Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà SO(2) ∼= S1 ñâÿçíà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòüñâÿçíîñòü U(n), SU(n) è Sp(n), ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå óòâåðæäå-íèå, àíàëîãè÷íîå 27.12x. Â ãðóïïå O(n) èìåþòñÿ äâå êîìïîíåíòû: SO(n)è åå äîïîëíåíèå (åäèíñòâåííûé íåòðèâèàëüíûé êëàññ ñìåæíîñòè ïîä-ãðóïïû SO(n)). Ïðè p > 0, q > 0 â ãðóïïå O(p, q) èìååòñÿ 4 êîìïîíåíòû.Ïðîâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî p è q, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèÿ27.Gx è 18.Ox.27.14x Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 27.Ix.27.15x Ïóñòü H � äèñêðåòíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, h ∈ H. �àñ-ñìîòðèì îáðàç ãðóïïû G ïðè îòîáðàæåíèè ñîïðÿæåíèÿ g 7→ ghg−1. Ïî-ñêîëüêó H íîðìàëüíà, òî ýòîò îáðàç ëåæèò âH, â ñèëó ñâÿçíîñòè ãðóïïû
G è äèñêðåòíîñòè òîïîëîãèè íà H, îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè.Òàê êàê h ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì åäèíèöû, òî ghg−1 = h ïðè âñåõ g ∈ G.Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò h êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ãðóïïû G.27.Tx Îíè íå èçîìîð�íû, òàê êàê íå ãîìåîìîð�íû (îêðóæíîñòü
S1 êîìïàêòíà, à ïðÿìàÿ � íåò). Ïðîâåðüòå, ÷òî îòîáðàæåíèå R → S1 :
x 7→ e2πix ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì èçîìîð�èçìîì.27.18x �àññìîòðèòå ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå (ñì. 27.Tx) è îòêðû-òûé èíòåðâàë â R, ñîäåðæàùèé 0 and 1

2 .27.19x Ïóñòü f : U → V ãîìåîìîð�èçì îêðåñòíîñòè U åäèíèöûãðóïïûG íà îêðåñòíîñòü åäèíèöû ãðóïïûH, òàêîé ÷òî f(xy) = f(x)f(y)äëÿ âñåõ x, y ∈ U . Â ñèëó 26.Ix ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Û åäèíèöûãðóïïû G, òàêàÿ ÷òî Û2 ⊂ U . Òàê êàê Û ⊂ U , òî f(xy) = f(x)f(y) äëÿâñåõ x, y ∈ Û , òàêèõ ÷òî xy ∈ Û . Ïîëîæèì V̂ = f(Û) è ðàññìîòðèì
z, t ∈ V̂ , òàêèå ÷òî zt ∈ V̂ . Òîãäà z = f(x) è t = f(y), ãäå x, y ∈ Û , çíà÷èò
xy ∈ U , ïîýòîìó f(xy) = f(x)f(y) = zt. Òàêèì îáðàçîì, x = f−1(z),
y = f−1(t), ñëåäîâàòåëüíî f−1(z)f−1(t) = xy = f−1(zt).



390 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè27.20x Ñëåäóåò èç 27.Px, òàê êàê ïðîåêöèÿ pG : G×H → G ÿâëÿåòñÿîòêðûòûì îòîáðàæåíèåì.27.22x Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, òàê êàê óêàçàííîå îòîáðàæå-íèå åñòü ñóæåíèå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ G ×G → G : (x, y) 7→ xy.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðåáóåìîãî ïðèìåðà ïóñòü G = R, A = Q, à ãðóïïà
B ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè h /∈ Q áàçèñà �àìåëÿ ïðîñòðàíñòâà R (áàçè-ñà R, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q). Òàê êàêïðîñòðàíñòâî A×B íåñâÿçíî, îíî íå ìîæåò áûòü ãîìåîìîð�íî R.27.23x Èçîìîð�èçì S0 × R∗

+ çàäàåòñÿ ïðàâèëîì (s, r) 7→ rs.27.24x Çàìåíèòå â ðåøåíèè çàäà÷è 27.23x S0 íà S1.27.25x Çàìåíèòå â ðåøåíèè çàäà÷è 27.23x S0 íà S3.27.26x Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, òàê êàê òðåõìåðíàÿ ñ�åðà ñâÿçíà,à äâîåòî÷èå � íåò. Îäíàêî ïîäãðóïïà S0 = {1,−1} íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì�àêòîðîì ãðóïïû S3 = {z ∈ H : |z| = 1} äàæå â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóéòå òî, ÷òî ı2 = 2 = k2 = −1.27.27x Òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ �àêòîðãðóïïà S3/S0 (ñì. 27.26x).28.1x Â ñëó÷àÿõ (1) è (2) îòîáðàæåíèå G→ TopX íåïðåðûâíî (ñì.ðåøåíèå 28.Gx). Òåì íå ìåíåå, åñëè ìû òðåáóåì, ÷òîáû ìíîæåñòâî TopXáûëî áû òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé, íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ,ê ïðèìåðó òàêèå êàê õàóñäîð�îâîñòü è ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü.28.2x ßñíî, ÷òî âåëè÷èíû óãëîâ òàêîãî òðåóãîëüíèêà äîëæíû áûòüðàâíûìè π/n, n ∈ N. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ðåøåíèé âñåãî äâà: (π/2, π/3, π/6)è (π/3, π/3, π/3).28.3x �àññìîòðèòå èððàöèîíàëüíûé ïîòîê (28.1x) èëè æå äåéñòâèåãðóïïû Z +
√

2 Z ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé íà R ïîñðåäñòâîì ñäâèãîâ. Âïîñëåäíåì ñëó÷àå G = G/Gx, íî ãðóïïà G(x) íå äèñêðåòíà (ñð. 26.13x).28.4x Åñëè A � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî åãî îðáèòà G(A) êîì-ïàêòíà êàê îáðàç êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà G×A ïðè íåïðåðûâíîì îòîá-ðàæåíèè G×X → X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî A çàìêíóòî è ðàñ-ñìîòðèì íåêîòîðóþ îðáèòó G(x), íå ëåæàùóþ â G(A). Äëÿ êàæäîãî ýëå-ìåíòà g ∈ G âîçüìåì îêðåñòíîñòü U(g) òî÷êè x ∈ X è îêðåñòíîñòü V (g)ýëåìåíòà g ∈ G, òàêèå ÷òî ìíîæåñòâî V (g)U(g) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ G(A).Â ñèëó êîìïàêòíîñòè G, íàéäåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ gk ∈ G,òàêîé ÷òî ìíîæåñòâà V (gk) îáðàçóþò ïîêðûòèå ãðóïïû G. Íàñûùåíèåìíîæåñòâà ∩U(gk) áóäåò îêðåñòíîñòüþ îðáèòû G(x), íå ïåðåñåêàþùèììíîæåñòâî G(A). Òàêèì îáðàçîì, G(A) çàìêíóòî.28.5x Ñóùåñòâóþò âñåãî äâå ðàçëè÷íûå îðáèòû: {0} è Rr0. Ñîîòâåò-ñòâóþùèìè èçîòðîïíûìè ïîäãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ G è 1. Ïðîñòðàíñòâî



ñîâåòû è îòâåòû 391îðáèò ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê, ê ïðèìåðó, {0, 1} â êîòîðîì ìíîæåñòâî {1}ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.28.6x Ïðîñòðàíñòâî îðáèò ãîìåîìîð�íî ñàìîìó ýòîìó òðåóãîëüíè-êó, ïðè÷åì ãîìåîìîð�èçì èíäóöèðîâàí åãî âëîæåíèåì â R2 (ÿâëÿþùå-ìóñÿ, òåì ñàìûì, íåïðåðûâíûì ñå÷åíèåì äëÿ îòîáðàæåíèÿ �àêòîîðè-çàöèè). �ðóïïà G � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ ýêçåìïëÿðîâ ãðóïïû
Z/2Z.28.7x Âîñïîëüçóåìñÿ òðàíçèòèâíîñòüþ �àêòîðèçàöèè è çàìåíèìïðîñòðàíñòâî îðáèò R2/G íà ðåçóëüòàò ñêëåèâàíèÿ îáúåäèíåíèÿ äâóõòðåóãîëüíèêîâ ñ îáùåé ñòîðîíîé ïî äâóì ïàðàì îñòàâøèõñÿ ñòîðîí ïî-ñðåäñòâîì îñåâîé ñèììåòðèè. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ïðîñòðàíñòâî,ãîìåîìîð�íîå S2 (òî÷íåå, �ïîäóøêó�). �ðóïïà G åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäå-íèå C×C, ãäå C = Z/2∗Z/2, H � åå ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ÷åòíûõ ñòåïåíåé.28.8x Äâå òî÷êè ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå îðáèòå, ñîãäà ïðî-ïîðöèîíàëüíû ìîäóëè èõ îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñó-ùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îðáèòàìè è âûõîäÿ-ùèìè èç íà÷àëà êîîðäèíàò ëó÷àìè, ëåæàùèìè â ïåðâîì îðòàíòå Rn+1

+ =
{(x1, . . . , xn+1) | xi ≥ 0)}. Èçîòðîïíûìè ïîäãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ êîîðäè-íàòíûå òîðû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè �àêòîðèçà-öèè ïðîñòðàíñòâî îðáèò ãîìåîìîð�íî ïðîåêòèâèçàöèè Rn+1

+ /R+
ïåðâîãîîðòàíòà, ò. å. n-ìåðíîìó ñèìïëåêñó.28.9x Äâå òî÷êè ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå îðáèòå, ñîãäà ñîâ-ïàäàþò çíà÷åíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíîâ îò èõ êî-îðäèíàò. Ïîýòîìó, ïî êðàéíåé ìåðå ñ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé òî÷êèçðåíèÿ, �îðìóëû Âèåòà îòîæäåñòâëÿþò êàæäóþ îðáèòó ñ ìíîæåñòâîìâñåõ óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n, êîòîðîå åñòü Cn. Ïîñêîëüêó îáàïðîñòðàíñòâà ëîêàëüíî êîìïàêòíû, à ãðóïïà G = Sym(n) êîíå÷íà (çíà-÷èò, êîìïàêòíà), òî X/G ∼= Cn.28.10x Äâå òàêèå ìàòðèöû ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå îðáèòå,ñîãäà ó íèõ ñîâïàäàåò íàáîð èõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (ñ ó÷åòîì èõ êðàò-íîñòåé). Çíà÷èò, ñ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ, ñîïîñòàâèâîðáèòå íàáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííûõ â ïîðÿäêåóáûâàíèÿ, λ1 ≥ λ2 ≥ λ3, ìû ïîëó÷èì âçàìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèåìåæäó ïðîñòðàíñòâîì îðáèò è ïîäìíîæåñòâîì R3, çàäàííûì óêàçàííû-ìè íåðàâåíñòâàì è óðàâíåíèåì λ1 + λ2 + λ3 = 0. Ïîñêîëüêó ó äàííîãîîòîáðàæåíèÿ èìååòñÿ íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå � ñîïîñòàâëåíèå íàáîðó òàêî-ìó íàáîðó äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû,� òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò X/G ãîìåî-ìîð�íî óêàçàííîìó ïîäìíîæåñòâó R3, ïðåäñòàâëÿþùåìó ñîáîé ïëîñêóþîáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ äâóìÿ ëó÷àìè, óãîë ìåæäó êîòîðûìè ðàâåí 2π

3 .



392 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèèÄëÿ âñÿêîé òî÷êè âíóòðè ýòîé îáëàñòè èçîòðîïíàÿ ïîäãðóïïà èçîìîð�-íà Z/2 ⊕ Z/2. Äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê íà ãðàíè÷íûõ ëó÷àõ èçîòðîïíîéïîäãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð ãðóïïû SO(2), à îðáèòû ãîìåîìîð�-íû ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Åñëè λ1 = λ2 = λ3 = 0, òî îðáèòîé ÿâëÿåòñÿòî÷êà, à åå èçîòðîïíàÿ ãðóïïà åñòü âñÿ ãðóïïà SO(3).28.11x Ñ�åðà Sn ⊂ Rn+1 (S2n−1 ⊂ Cn) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì õà-óñäîð�îâûì G-ïðîñòðàíñòâîì íà êîòîðîì åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåé-ñòâóåò ãðóïïà G = O(n + 1) (ñîîòâåòñòâåííî, G = U(n)). Äëÿ êàæ-äîé òî÷êè x ∈ Sn (ñîîòâåòñòâåííî, x ∈ S2n−1) ñîîòâåòñòâóþùåé èçî-òðîïíîé ïîäãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà O(n) ⊂ O(n + 1) (ñîîòâåòñòâåííî,
U(n− 1) ⊂ U(n)). Îñòàëîñü ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå 28.Mx.28.12x Îïèñàííîå âûøå äåéñòâèå ãðóïïû O(n + 1) (ãðóïïû U(n))ïåðåíîñèòñÿ íà RPn (ñîîòâåòñòâåííî, CPn−1). Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Sn(ñîîòâåòñòâåííî, x ∈ S2n−1) ñîîòâåòñòâóþùåé èçîòðîïíîé ïîäãðóïïîéÿâëÿåòñÿ ãðóïïà O(n) ×O(1) (ñîîòâåòñòâåííî, U(n− 1) × U(1)).28.13x Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è 28.11x, óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåä-ñòàâëåíèÿ ñ�åðû S4n−1 ⊂ Hn êàê îäíîðîäíîãî G-ïðîñòðàíñòâà ñ ãðóïïîé
G = Sp(n).28.14x Òîð ãîìåîìîð�åí �àêòîðïðîñòðàíñòâó (â äàííîì ñëó÷àå ��àêòîðãðóïïå) R2/H ïëîñêîñòè ïî ëåæàùåé â íåé öåëî÷èñëåííîé ðåøåò-êå H = Z2 ⊂ R2. ×òîáû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èòü áóòûëêó Êëåé-íà, äîñòàòî÷íî ê ãðóïïå H äîáàâèòü îñåâûå ñèììåòðèè (x, y) 7→ (1−x, y).28.15x 1) Ïðîñòðàíñòâî íàáîðîâ èç n ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ïðÿ-ìûõ â Rn. 2) �ðàññìàíîâî ìíîãîîáðàçèå k-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé â Rn. 3)�ðàññìàíîâî ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðîâàííûõ k-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé â Rn.4) Ìíîãîîáðàçèå Øòè�åëÿ (n− k)-ìåðíûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ðåïåðîââ Rn.28.16x Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî ïðîèçâåäå-íèå èçîìîð�íî ïðîñòðàíñòâó îðèåíòèðîâàííûõ äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé â
R4 (ïîïðîáóéòå äîêàçàòü ýòî!).28.17x Ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ, ãðóïïà SO(n, 1) äåéñòâóåò òðàíçè-òèâíî íà êâàäðèêå â Rn+1, çàäàííîé óðàâíåíèåì −x2

0 + x2
1 + . . . x2

n = 0.Äëÿ êàæäîé òî÷êè íà ýòîé êâàäðèêå ñîîòâåòñòâóþùåé èçîòðîïíîé ïîä-ãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ îáðàç SO(n) ïðè åå ñòàíäàðòíîì âëîæåíèè â SO(n, 1).Â ñèëó 28.Mx, ïðîñòðàíñòâî îðáèò ãîìåîìîð�íî óêàçàííîé êâàäðèêå,òàêèì îáðàçîì îíî ãîìåîìîð�íî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ îòêðû-òûõ n-ìåðíûõ øàðîâ.



ñîâåòû è îòâåòû 39329.1 Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → I îòîáðàæå-íèåH : H(x, t) = (1−t)f(x) ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäó f è ïîñòîÿííûìîòîáðàæåíèåì h0 : x 7→ 0.29.2 Ïóñòü f0, f1 : Z → X � ïîñòîÿííûå îòîáðàæåíèÿ,
x0 = f0(Z) è x1 = f1(Z). Åñëè H � ãîìîòîïèÿ ìåæäó f0 è f1, òî äëÿïðîèçâîëüíîé òî÷êè z∗ ∈ Z ïóòü u : t 7→ H(z∗, t) ñîåäèíÿåò x0 ñ x1.Çíà÷èò, ýòè òî÷êè ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðî-ñòðàíñòâà X.Åñëè ïóòü u : I → X ñîåäèíÿåò òî÷êó x0 ñ x1, òî �îðìóëà
H(z, t) = u(t) çàäàåò ãîìîòîïèþ H : Z × I → X ìåæäó f0 è f1.29.3 �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå f : I → Y è ïîêàæåì,÷òî îíî ãîìîòîïíî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè H(s, t) = f(s(1 − t)), òî
H(s, 0) = f(s) è H(s, 1) = f(0). �àññìîòðèì äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðà-æåíèÿ f, g : I → Y . Ïîêàæåì, ÷òî åñëè f(I) è g(I) ëåæàò â îäíîé è òîéæå êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà Y , òî ýòè îòîáðàæåíèÿãîìîòîïíû. Êàæäîå èç îòîáðàæåíèé f è g ãîìîòîïíî íóëþ, ñëåäîâàòåëü-íî îíè ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïíûìè â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ãîìî-òîïíîñòè è ðåçóëüòàòà çàäà÷è 29.2. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ïðåäúÿâèì âÿâíîì âèäå ãîìîòîïèþ, ñîåäèíÿþùóþ f è g:

H(s, t) =





f(s(1 − 3t)) ïðè t ∈ [0; 1
3

]
,

u(3s− 1) ïðè t ∈ [1
3 ; 2

3

]
,

g(s(3t− 2)) ïðè t ∈ [2
3 ; 1].29.4 Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå â çâ¼çäíîåìíîæåñòâî ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ, îáðàçîì êîòîðîãî öåíòðçâåçäû.29.5 Ïóñòü f : C → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè a � öåíòðìíîæåñòâà C, òî èñêîìàÿ ãîìîòîïèÿ H : C × I → X îïðåäåëÿåòñÿ �îð-ìóëîé H(c, t) = f(ta+ (1 − t)c).29.6 Ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî.29.7 Âîñïîëüçóéòåñü óòâåðæäåíèåì 29.F è òåì, ÷òî Snrpoint ∼= Rn.29.8 Åñëè ïóòü u : I → Rnr0 ñîåäèíÿåò x = f(0) ñ òî÷êîé y = g(0),òî îí îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþ ìåæäó f è g, òàê êàê 0 × I ∼= I.29.9 �àññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ f è g, îïðåäåëåííûå �îðìóëàìè

f(0) = −1, g(0) = 1. Îíè íå ãîìîòîïíû, òàê êàê òî÷êè 1 è −1 ëåæàòâ ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà R r 0.29.10 Åñëè n > 1, òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ.Ïðè n = 1 èìååòñÿ (k + 1)m òàêèõ êëàññîâ.



394 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè29.11 Ïîñêîëüêó äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ X è ëþáîãî ÷èñëà t ∈ Iñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|(1 − t)f(x) + tg(x)| =

∣∣f(x) + t
(
g(x) − f(x)

)∣∣ ≥ |f(x)| − |g(x) − f(x)| > 0,òî îáðàç ïðÿìîëèíåéíîé ãîìîòîïèè, ñîåäèíÿþùåé f è g, ëåæèò â Rnr0,ñëåäîâàòåëüíî ýòè îòîáðàæåíèÿ ãîìîòîïíû.29.12 Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíîâ p è q êî-ý��èöèåíòû ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè ðàâíû 1. Âîñïîëüçóéòåñü 29.11 äëÿòîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ, çàäàâàåìûå ìíîãî÷ëåíîì p(x)ñòåïåíè n è îäíî÷ëåíîì zn, ãîìîòîïíû.29.13 Èñêîìàÿ ãîìîòîïèÿ çàäàåòñÿ �îðìóëîé
H(x, t) =

(1 − t)f(x) + tg(x)

‖(1 − t)f(x) + tg(x)‖ .Ïîäóìàéòå, äëÿ ÷åãî íàì íóæíî óñëîâèå |f(x) − g(x)| < 2 ?29.14 Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç 29.13.30.1 Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ïîëîæèì α = (uv)w è β = u(vw);ïî óñëîâèþ α(s) = β(s) ïðè âñåõ s ∈ [0; 1]. Â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäå-íèÿ 30.E.2 áóäåò ïîñòðîåíà òàêàÿ �óíêöèÿ ϕ, ÷òî α ◦ ϕ = β. Ñëåäîâà-òåëüíî, α(s) = α(ϕ(s)), ïîýòîìó α(s) = α(ϕn(s)) ïðè âñåõ s ∈ [0; 1] è
n ∈ N (çäåñü ÷åðåç ϕn îáîçíà÷åíà n-êðàòíàÿ êîìïîçèöèÿ �óíêöèè ϕ).Ïîñêîëüêó ϕ(s) < s ïðè s ∈ (0; 1), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn(s) ÿâëÿ-åòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé, ïðè ýòîì íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî å¼ ïðåäåëðàâåí íóëþ äëÿ êàæäîãî s ∈ (0; 1). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ α : I → X, çíà-÷èò α(s) = α(ϕn(s)) → α(0) = x0 ïðè âñåõ s ∈ [0, 1), ñëåäîâàòåëüíî, è
α(s) = x0 ïðè âñåõ s ∈ [0; 1). Ñëåäîâàòåëüíî, è α(1) = x0. Î÷åâèä-íî. 30.2 Èç ðåøåíèÿ çàäà÷è 30.D ñëåäóåò, ÷òî íàäî ïîñòðîèòü ïóòè
u, v è w â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå, òàêèå ÷òî α(ϕ(s)) = α(s) ïðè âñåõ
s ∈ [0; 1] (çäåñü, êàê è â 30.D, α = (uv)w). �àññìîòðèì, ê ïðèìåðó, ïóòè
I → [0; 3], çàäàííûå �îðìóëàìè: u(s) = s, v(s) = s + 1 è w(s) = s + 2;ïóòü α : [0; 1] → [0; 3] ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Ââåäåì â [0; 3] ñëåäóþùååîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: x ∼ y, åñëè ñóùåñòâóþò n, k ∈ N, òàêèå÷òî x = α(ϕk(s)) è y = α(ϕn(s)). Ïóñòü X � ýòî �àêòîðïðîñòðàíñòâîîòðåçêà [0, 3] ïî ýòîìó îòíîøåíèþ. Äëÿ ïóòåé u′ = pr ◦u, v′ = pr ◦v,
w′ = pr ◦w êàê ðàç è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (u′v′)w′ = u′(v′w′).30.4 Åñëè u(s) = eau(s), òî

u(s) =

{
a ïðè s ∈ [0; 1

2

]
,

u(2s− 1) ïðè s ∈ [1
2 ; 1
]
.



ñîâåòû è îòâåòû 395Òàêèì îáðàçîì, u(s) = a ïðè âñåõ s ∈
[
0; 1

2

]. Äàëåå, åñëè s ∈
[

1
2 ; 3

4

], òî
2s − 1 ∈

[
0; 1

2

], îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî u(s) = u(2s − 1) = a è ïðè âñåõ s ∈
[
1
2 ; 3

4

]. �àññóæäàÿ äàëåå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì,÷òî u(s) = a ïðè âñåõ s ∈ [0; 1). Åñëè íà ïðîñòðàíñòâî X íå íàêëàäûâàòüíèêàêèõ óñëîâèé, òî âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî u(1) = x 6= a (ïîêàæèòå ýòî).È ïîêàæèòå, ÷òî èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî u(1) = a (ñð. 30.1).30.5 Ñîâñåì î÷åâèäíî.31.1 Òàêèå ãîìîòîïèè h, ïðè êîòîðûõ h(0, t) = h(1, t) äëÿ âñåõ t ∈ I.31.2 Ñì. ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.31.3 Åñëè z = e2πis, òî
uv
(
e2πis

)
=

{
u
(
e4πis

) ïðè s ∈ [0; 1
2

]
,

v
(
e4πis

) ïðè s ∈ [1
2 ; 1
]
,

=

{
U(z2) ïðè Imz ≥ 0,

V (z2) ïðè Imz ≤ 0.31.4 Ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ êðó-ãîâûõ ïåòåëü â íåêîòîðîé òî÷êå x0, îïåðàöèÿ â êîòîðîì îïðåäåëåíà òàê,êàê â çàäà÷å 31.3.31.5 Îíà òðèâèàëüíà, òàê êàê âñÿêîå îòîáðàæåíèå â òàêîå ïðîñòðàí-ñòâî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêèå äâå ïåòëè (â îäíîéè òîé æå òî÷êå) ãîìîòîïíû.31.6 Ýòà ãðóïïà òðèâèàëüíà, òàê êàê îïèñàííîå �àêòîðïðîñòðàí-ñòâî ãîìåîìîð�íî êðóãó D2.31.7 Íà äâóòî÷å÷íîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò (ñ òî÷íîñòüþ äî ãî-ìåîìîð�èçìà) ðîâíî òðè òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû: òðèâèàëüíàÿ, äèñ-êðåòíàÿ è òîïîëîãèÿ, â êîòîðîé îòêðûòà òîëüêî îäíà òî÷êà èç äâóõ. Ïåð-âûé ñëó÷àé òðèâèàëåí; äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîñâÿçíûì, ïîýòîìó ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ΩX = {∅,X, {a}}.Ïóñòü u � ïåòëÿ â òî÷êå a. Ôîðìóëà
h(s, t) =

{
u(s) ïðè t = 0,

a ïðè t ∈ (0; 1]îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþ ìåæäó u è ïîñòîÿííîé ïåòëåé. Äåéñòâèòåëüíî,íåïðåðûâíîñòü h ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî h−1(a) =
(
u−1(a)× I

)
∪

(
I × (0; 1]

) îòêðûòî â êâàäðàòå I × I.31.9 Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé 31.H, òåì, ÷òî Rn r 0 ∼= R × Sn−1, èòåîðåìîé 31.G.



396 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè31.10 Äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî îäíîñâÿçíî, ñîãäà îíî îäíîòî÷å÷íî.Àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, Rn, âûïóêëîå ìíîæåñòâî, çâåçäíîå ìíî-æåñòâî îäíîñâÿçíû. Ñ�åðà Sn îäíîñâÿçíà, ñîãäà n ≥ 2. Ïðîñòðàíñòâî
Rn r 0 îäíîñâÿçíî, ñîãäà n ≥ 3.31.11 Ïóñòü X = U ∪ V , ãäå U è V � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, ïðè÷åìîáà îíè îäíîñâÿçíû, à èõ ïåðåñå÷åíèå U ∩ V ëèíåéíî ñâÿçíî. Çàìåòèì,÷òî, ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî, òî U ∩ V 6= ∅. �àñ-ñìîòðèì ïåòëþ u, äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü u(0) = u(1) = x0 ∈ U .Â ñèëó 31.G.3, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê a1, . . . aN ∈ I, ãäå
0 = a1 < a2 < . . . < aN−1 < aN = 1, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñÿêîãî i îá-ðàç u([ai; ai+1]) ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ U èëè V . Ïðè ýòîì (çàñ÷åò óêðóïíåíèÿ îòðåçêîâ) ìû âïðàâå ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè u([ak−1; ak]) 6⊂ U(èëè V ), òî u([ak; ak+1]) ⊂ U (ñîîòâåòñòâåííî, U), òàêèì îáðàçîì, u(ak) ∈
U ∩ V ïðè âñåõ k = 1, 2, . . . , N − 1. �àññìîòðèì îòðåçîê [ak; ak+1], òàêîé÷òî u([ak; ak+1]) ⊂ V . Òî÷êè u(ak) è u(ak+1) ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì
vk : [ak; ak+1] → U ∩ V . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî V îäíîñâÿçíî, òî ñóùå-ñòâóåò ãîìîòîïèÿ hk : [ak; ak+1] × I → V , ñîåäèíÿþùàÿ u|[ak; ak+1] è vk,ñëåäîâàòåëüíî, ïåòëÿ u ãîìîòîïíà ïåòëå v : I → U . Òàê êàê ìíîæåñòâî
U òàêæå îäíîñâÿçíî, òî v ãîìîòîïíà íóëþ, òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî
X ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì.31.12 Â äåéñòâèòåëüíîñòè, â íàñòîÿùèé ìîìåíò ýòó çàäà÷ó ïîëíî-ñòüþ ðåøèòü íåâîçìîæíî, òàê êàê ó íàñ äî ñèõ ïîð íå áûëî íè îäíîãîïðèìåðà íåîäíîñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â äàëüíåéøåì áóäåò äîêàçàíî,÷òî òàêèì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ, ê ïðèìåðó, îêðóæíîñòü. Ïóñòü

U = {(x, y) ∈ S1 | y > 0} ∪ {(1, 0)}, V = {(x, y) ∈ S1 | y ≤ 0}.Êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ãîìåîìîð�íî ïðîìåæóòêó, çíà÷èò, îíî îäíî-ñâÿçíî, èõ ïåðåñå÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà � ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî,îäíàêî ïðîñòðàíñòâî U ∪ V = S1 îäíîñâÿçíûì íå ÿâëÿåòñÿ.31.13 �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïåòëþ s : I → U . Òàê êàê ïðî-ñòðàíñòâî U∪V îäíîñâÿçíî, òî ýòà ïåòëÿ ãîìîòîïíà íóëþ â U∪V , çíà÷èò,ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ H : I × I → U ∪ V ìåæäó ïóòåì s è ïîñòîÿííûìïóòåì. �àçîáüåì åäèíè÷íûé êâàäðàò I × I îòðåçêàìè, ïàðàëëåëüíûìèåãî íà ñòîðîíàì, íà ìåëêèå êâàäðàòû Kn òàê, ÷òîáû îáðàç êàæäîãî èçýòèõ êâàäðàòîâ ñîäåðæàëñÿ áû öåëèêîì â îäíîì èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
U èëè V . �àññìîòðèì îáúåäèíåíèå K êâàäðàòîâ ðàçáèåíèÿ, îáðàç êàæ-äîãî èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå V . Ïóñòü L � ýòî êîíòóð, ñî-ñòîÿùèé èç ãðàíèö êâàäðàòîâ ìíîæåñòâà K, îõâàòûâàþùèé íåêîòîðóþ÷àñòü ýòîãî ìíîæåñòâà. ßñíî, ÷òî L ⊂ U ∩ V ⊂ U , çíà÷èò, ãîìîòîïèþ
H ìîæíî ïðîäîëæèòü ñ êîíòóðà L äî îãðàíè÷åííîå èì ìíîæåñòâî òàê,÷òîáû åãî îáðàç ñîäåðæàëñÿ â U . �àññóæäàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì äàëåå,ïîëó÷èì ãîìîòîïèþ H ′ : I × I → U .



ñîâåòû è îòâåòû 39732.1 Íåòðóäíî îïèñàòü ñåìåéñòâî ïåòåëü at, ñîñòàâëÿþùåå ñâîáîä-íóþ ãîìîòîïèþ ìåæäó ïåòëåé a è ïåòëåé, ïðåäñòàâëÿþùåé ýëåìåíò Ts(α).Èìåííî, ïåòëÿ at íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå s(t), äàëåå çà âðåìÿ t
3 îíà äîõîäèòäî òî÷êè x0 = s(0), çàòåì çà âðåìÿ 1 − 2t

3 ìû ïðîáåãàåì ïî ïóòè a è, íà-êîíåö, âíîâü çà âðåìÿ t
3 ìû âîçâðàùàåìñÿ â òî÷êó s(t). Â òàêîì ñëó÷àåïåòëÿ a0 ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé ïåòëåé a. Ïåòëÿ a1 çàäàíà �îðìóëàìè

a1(τ) =





s(1 − 3τ), åñëè τ ∈
[
0; 1

3

]
,

a(3τ − 1), åñëè τ ∈
[

1
3 ; 2

3

]
,

s(3τ − 2), åñëè τ ∈
[

2
3 ; 1
]
,è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ïåòëè

σ−1ασ. Äëÿ ïîëíîòû ðàññóæäåíèÿ ïðèâåäåì �îðìóëó äëÿ îïèñàííîéâûøå ãîìîòîïèè:
H(τ, t) =





s(t− 3τ), åñëè τ ∈
[
0; t3
]
,

a
(

3τ−t
3−2t

)
, åñëè τ ∈

[
t
3 ; 3−t

3

]
,

s(3τ + t− 3), åñëè τ ∈
[

3−t
3 ; 1

]
.32.2 �àññìîòðèòå ãîìîòîïèþ, îïðåäåëåííóþ �îðìóëîé

H ′(τ, t) =





s(1 − 3τ), åñëè τ ∈
[
0; 1−t

3

]
,

H
(

3τ+t−1
2t+1 , t

)
, åñëè τ ∈

[
1−t
3 ; t+2

3

]
,

s(3τ − 2), åñëè τ ∈
[
t+2
3 ; 1

]
,è óáåäèòåñü â òîì, ÷òî H ′(τ, 1) = b(τ), à ñîîòâåòñòâèå τ 7→ H ′(τ, 0) îïðå-äåëÿåò ïóòü èç ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà [s−1as].32.1x Ïðÿìîå ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ 32.Bx.33.1 Åñëè p|Vα : Vα → U � ãîìåîìîð�èçì, òî p ãîìåîìîð�íî îòîá-ðàæàåò Vα ∩ p−1(U ′) íà U ′.33.E Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïðàâèëüíî íàêðûòûõ îêðåñò-íîñòåé òî÷åê b ∈ B è b′ ∈ B′ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî íàêðûòîé îêðåñòíîñòüþòî÷êè (b, b′) ∈ B ×B′.33.2 Ñì. äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 33.F; íàêðûòèÿ p è q íàçû-âàþòñÿ èçîìîð�íûìè.33.3 Ñëåäñòâèå 33.H è 33.E â ñèëó òîãî, ÷òî C r 0 ∼= S1 × R, è

p′ : R → R : x 7→ nx åñòü òðèâèàëüíîå íàêðûòèå. Íàðèñóéòå òàêæåïðàâèëüíî íàêðûòóþ îêðåñòíîñòü êàêîé-ëèáî òî÷êè z ∈ C r 0.33.4 �àññìîòðèì äâà ñëåäóþùèõ ðàçáèåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà K =
[0; 2]×[0; 1]. �àçáèåíèå R ñîñòîèò èç äâóòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ {(0, y), (2, y) |
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y ∈ [0; 1]}, âñå îñòàëüíûå åãî ýëåìåíòû îäíîòî÷å÷íû. �àçáèåíèå R′ ñîñòî-èò èç äâóòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ {(x, y), (x+ 1, 1− y) | x ∈ (0; 1), y ∈ [0; 1]} èòðåõòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ {(0, y), (1, 1 − y), (2, y) | x ∈ (0; 1), y ∈ [0; 1]}.Ïîñêîëüêó êàæäûé ýëåìåíò ïåðâîãî ðàçáèåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòî-ðîì ýëåìåíòå âòîðîãî ðàçáèåíèÿ, òî îïðåäåëåíî �àêòîðîòîáðàæåíèå p :
K/R → K/R′, êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì ëåíòû Ì¼áèóñà öèëèí-äðîì. Ìîæíî áûëî ïîñòóïèòü ïðîùå. Ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-ñòè íà S1 × I : (z, t) ∼ (−z, 1 − t). Óáåäèòåñü, ÷òî �àêòîðïðîñòðàíñòâîïî ýòîìó îòíîøåíèþ ãîìåîìîð�íî ëåíòå Ì¼áèóñà, à îòîáðàæåíèå �àê-òîðèçàöèè åñòü íàêðûòèå.33.5 �åøåíèå àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. �àññìîò-ðèòå äâà ðàçáèåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà K = [0; 3] × [0; 1]. Äâóòî÷å÷íû-ìè ýëåìåíòàìè ïåðâîãî èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ïàðû {(0, y), (3, 1 − y) | y ∈
[0; 1]}, à ÷åòûðåõòî÷å÷íûìè ýëåìåíòàìè âòîðîãî � ÷åòâåðêè {(0, y), (1, 1−
y), (2, y), (3, 1 − y) | x ∈ (0; 1), y ∈ [0; 1]}.33.6 Ìîäè�èöèðóéòå ðåøåíèå çàäà÷è 33.4, âêëþ÷èâ â ðàçáèåíèå
R ÷åòâåðêó âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà K è ïàðû {(x, 0), (x, 1) | x ∈ (0; 2)}.Äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ òîãî æå ñàìîãî íàêðûòèÿ ñîñòîèò âî ââåäå-íèè â S1×S1 îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè: (z,w) ∼ (−z,w) (ñì. ðåøåíèåçàäà÷è 33.4).33.7 Ñóùåñòâóþò ñòàíäàðòíûå íàêðûòèÿ R × S1 → S1 × S1 è
R×R → S1×S1, êîìïîçèöèè êîòîðûõ ñ íàêðûòèåì, ïîñòðîåíèå êîòîðîãîíàìå÷åíî â ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ÿâëÿþòñÿ íàêðûòèÿìè áóòûë-êè Êëåéíà öèëèíäðîì è ïëîñêîñòüþ. Íåòðèâèàëüíîå íàêðûòèå áóòûëêèÊëåéíà áóòûëêîé Êëåéíà ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìîäè�èöèðîâàòü ðåøåíèå çà-äà÷è 33.5. Ïðèâåäåì òàêæå áîëåå ãåîìåòðè÷íîå îïèñàíèå èñêîìîãî íà-êðûòèÿ. Ïóñòü q : M →M � ýòî íàêðûòèå ëåíòû Ì¼áèóñà ëåíòîé Ì¼áè-óñà. �àññìîòðèì äâå êîïèèM1 èM2 ëåíòû Ì¼áèóñà. Ïóñòü q1 : M1 →M1è q2 : M2 →M2 � äâå êîïèè îòîáðàæåíèÿ q. Ìû ìîæåì ñêëåèòüM1 èM2ïî èõ îáùåé ãðàíèöå, ïîëó÷èâ â ðåçóëüòàòå áóòûëêó Êëåéíà. ßñíî, ÷òîâ ðåçóëüòàòå ìû ïîñòðîèì íàêðûòèå áóòûëêè Êëåéíà áóòûëêîé Êëåéíà.33.8 Ïðîîáðàçû òî÷åê èìåþò âèä {(x+ k, 1

2 + (−1)k−1(1
2 − y) + l

)
|

k, l ∈ Z
}.33.9 Ìû óæå èìååì íàêðûòèÿ S2 → RP 2 è S1 × S1 → K, ãäå K �áóòûëêà Êëåéíà, òàêèì îáðàçîì, èìååì íàêðûòèÿ ñ�åðû ñ k ïëåíêàìèñ�åðîé ñ k − 1 ðó÷êàìè ïðè k = 1, 2. Äîêàæåì, ÷òî ïîäîáíîå íàêðûòèåñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì k. Ïóñòü S1 è S2 � äâà ýêçåìïëÿðà ñ�åðû ñ käûðàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S, îñíîâíóþ, òàê ñêàçàòü, ñ�åðó ñ k äûðàìèè ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå p′ : S1 ⊔ S2 → S. Òåïåðü çàêëåèì èìåþùèåñÿíà S äûðû ïëåíêàìè (ò. å. ëåíòàìè Ì¼áèóñà), à ïàðû èìåþùèõñÿ íà S1



ñîâåòû è îòâåòû 399è, ñîîòâåòñòâåííî, S2 äûð öèëèíäðàìè S1 × I. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì
K � ñ�åðó ñ k ïëåíêàìè, à S1 ⊔ S2 ñ ïðèêëååííûìè k öèëèíäðàìè ãî-ìåîìîð�íî ñ�åðå M ñ k − 1 ðó÷êàìè. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò íàêðûòèåëåíòû Ì¼áèóñà öèëèíäðîì, òî p′ ïðîäîëæàåòñÿ äî äâóëèñòíîãî íàêðû-òèÿ p : M → K.33.10 Â äåéñòâèòåëüíîñòè áóäåò äîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé ëîêàëüíûéãîìåîìîð�èçì ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì, à, êàê ñëåäóåò èç 33.11,âñÿêîå íàêðûòèå åñòü ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì. Èòàê, ïóñòü ìíîæå-ñòâî V îòêðûòî â X, V ′ = p(V ). �àññìîòðèì òî÷êó b = p(x) ∈ V ′,ãäå x ∈ V . Ïî îïðåäåëåíèþ ëîêàëüíîãî ãîìåîìîð�èçìà, íàéäåòñÿ òàêàÿîêðåñòíîñòü U òî÷êè x, ÷òî p(U) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì è îòîá-ðàæåíèå p : U → p(U) åñòü ãîìåîìîð�èçì. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî p(U ∩ V )îòêðûòî â V ′, òàêèì îáðàçîì, îíî îòêðûòî â B, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâ-ëÿåòñÿ ëåæàùåé â p(V ) îêðåñòíîñòüþ òî÷êè b. Òàêèì îáðàçîì, p(U) �îòêðûòîå ìíîæåñòâî.33.11 Åñëè x ∈ X, U � ïðàâèëüíî íàêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè b =
p(x), p−1(U) =

⋃
Vα, òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Vα, êîòîðîå ñîäåðæèò òî÷êó

x. Â ñèëó îïðåäåëåíèå íàêðûòèÿ, p|Vα : Vα → U åñòü ãîìåîìîð�èçì.33.12 Äà, ñóùåñòâóþò; ñì., ê ïðèìåðó, 33.K.33.13 Ïóñòü f : X → Y � ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì, G � îòêðû-òîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X è x ∈ G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U òàêàÿîêðåñòíîñòü òî÷êè x (â X), ÷òî ìíîæåñòâî f(U) îòêðûòî â Y è ñóæå-íèå f |U : U → f(U) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì. Åñëè V = W ∩ U , òîìíîæåñòâî f(W ) îòêðûòî â f(U), çíà÷èò, îíî îòêðûòî â Y . ßñíî, ÷òî
f |W : W → f(W ) � ãîìåîìîð�èçì.33.14 Òîëüêî äëÿ âñåé ïðÿìîé. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè A � ñîáñòâåííîåïîäìíîæåñòâî R, òî p|A : A→ S1 íå ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì. Äåéñòâèòåëü-íî, ó ìíîæåñòâà A åñòü ãðàíè÷íàÿ òî÷êà x0, ïóñòü b0 = p(x0). Íåòðóäíîâèäåòü, ÷òî b0 íå îáëàäàåò ïðàâèëüíî íàêðûòîé (äëÿ îòîáðàæåíèÿ p|A)îêðåñòíîñòüþ.33.15 Ñì., ê ïðèìåðó, 33.H.33.16 Ê ïðèìåðó, ÷èñëî ëèñòîâ íàêðûòèÿ èç çàäà÷è 33.I ðàâíî pq.Âî ìíîãèõ ïðèìåðàõ ÷èñëî ëèñòîâ áåñêîíå÷íî (ñ÷åòíî).33.17 Âñå íàòóðàëüíûå ÷åòíûå ÷èñëà è òîëüêî îíè. Ïåðâîå óòâåð-æäåíèå î÷åâèäíî, à àêêóðàòíî äîêàçàòü âòîðîå â íàñòîÿùåå âðåìÿ âäåéñòâèòåëüíîñòè íåâîçìîæíî. Â ïðèâåäåííîì äàëåå ðàññóæäåíèè ìûáóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîäû è �àêòû, èçëîæåííûå â ïîñëåäóþùèõ ïàðà-ãðà�àõ (ñð. 39.3). �àññìîòðèì ãîìîìîð�èçì p∗ : π1(S

1 × I) → π1(M),êîòîðûé åñòü ìîíîìîð�èçì. Èçâåñòíî, ÷òî π1(S
1 × I) ∼= Z ∼= π1(M), ïðè
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1 × I) ïåðåõîäèò â 2k-êðàòíóþ îáðàçóþ-ùóþ ãðóïïû π1(M). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó 39.G (èëè 39.H), íàêðûòèåÿâëÿåòñÿ ÷åòíîëèñòíûì.33.18 Âñå íå÷åòíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà (ñð. 33.5) è òîëüêî èõ (ñì.39.4).33.19 Âñå ÷åòíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà (ñð. 33.6) è òîëüêî èõ (ñì.39.5).33.20 Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà (ñð. 33.7).33.21 �àññìîòðèì íàêðûòèå T1 = S1×S1 → T2 = S1×S1 : (z,w) 7→

(zd, w). Îáîçíà÷èì ÷åðåç S2 ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷àþùóþñÿ èç òîðà T2 ïî-ñëå òîãî, êàê èç íåãî óäàëèëè p− 1 äûð. Ïðîîáðàçîì S2 ïðè óêàçàííîìíàêðûòèè ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü S1, ãîìåîìîð�íàÿ òîðó ñ d(p− 1) äûðà-ìè. Åñëè êàæäóþ èç äûð (íà S1 è S2) çàêëåèòü ðó÷êîé, òî ìû ïîäêëåèì
p − 1 ðó÷åê ê S2, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü M2 � ñ�åðóñ p ðó÷êàìè, è d(p − 1) ðó÷åê � ê S1, ïîëó÷èâ ïîâåðõíîñòü M1 � ñ�åðóñ d(p − 1) + 1 ðó÷êàìè. ßñíî, ÷òî íàêðûòèå S1 → S2 ïðîäîëæàåòñÿ äî
d-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ M1 →M2.33.22 �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z ∈ Z, ïóñòü q−1(z) =
{y1, y2, . . . , yd}. Åñëè V � îêðåñòíîñòü òî÷êè z, ïðàâèëüíî íàêðûòàÿ îò-íîñèòåëüíî ïðîåêöèè q, à Wk � îêðåñòíîñòè òî÷åê yk, k = 1, 2, . . . , d, ïðà-âèëüíî íàêðûòûå îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè p, òî U =

⋂d
k=1 q

(
Wk∩q−1(V )

)� îêðåñòíîñòü òî÷êè z, ïðàâèëüíî íàêðûòàÿ ïðè ïðîåêöèè q ◦ p. Çíà÷èò,
q ◦ p : X → Z � íàêðûòèå.33.23 Ïóñòü Z åñòü îáúåäèíåíèå áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îêðóæ-íîñòåé, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè x2 + y2 = 2x

n , n ∈ N, à Y � îáúåäèíåíèåîñè îðäèíàò è �äâàæäû� áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà x2 + (y − k)2 = 2x
n , ãäå

n ∈ N, n > 1, k ∈ Z. Íàêðûòèå q : Y → Z óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:îñü îðäèíàò �íàìàòûâàåòñÿ� íà âíåøíþþ îêðóæíîñòü ïðîñòðàíñòâà Z,à ñóæåíèÿ q íà äðóãèå îêðóæíîñòè çàäàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñà-ìè. Ïîñòðîéòå íàêðûòèå p : X → Y , êîìïîçèöèÿ êîòîðîãî ñ q íå áóäåòíàêðûòèåì. Ïðè ýòîì íàêðûòèå p ìîæåò áûòü âñåãî ëèøü äâóëèñòíûì.33.24 1) Çàìåòèì, ÷òî òîïîëîãèÿ â ñëîå (èíäóöèðîâàííàÿ èç X)äèñêðåòíà. Çíà÷èò, åñëè ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî, òî ñëîé F = p−1(b)çàìêíóò â X è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêòåí. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî F êîíå÷-íî, òàêèì îáðàçîì íàêðûòèå êîíå÷íîëèñòíî.2) Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî B êîìïàêòíî è õàóñäîð�îâî, òî îíî ðåãóëÿðíî,çíà÷èò ó êàæäîé òî÷êè èìååòñÿ îêðåñòíîñòü Ux, òàêàÿ ÷òî åå êîìïàêòíîåçàìûêàíèå ClUx ëåæèò â íåêîòîðîé ïðàâèëüíî íàêðûòîé îêðåñòíîñòè.



ñîâåòû è îòâåòû 401Â ñèëó êîìïàêòíîñòè áàçû, B = ∪Uxi , X = ∪p−1(ClUxi). Òàê êàê íà-êðûòèå êîíå÷íîëèñòíî, òî òåì ñàìûì X ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîìêîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ, çíà÷èò îíî ñàìî êîìïàêòíî.33.25 Ïóñòü U∩V = G0∪G1, ãäå G0 è G1 � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà.�àññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå X × Z è åãî ïîäìíîæåñòâî
Y = {(x, k) | x ∈ U, k ÷åòíî} ∪ {(x, k) | x ∈ V, k íå÷åòíî},ÿâëÿþùååñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà ýêçåìïëÿðîâ ìíî-æåñòâ U è V . Ââåäåì â Y îòíîøåíèå

(x, k) ∼ (x, k + 1), åñëè x ∈ G1, k ÷åòíî,
(x, k) ∼ (x, k − 1), åñëè x ∈ G0, k íå÷åòíî.�àññìîòðèì ðàçáèåíèå Y íà ïàðû ýêâèâàëåíòíûõ äðóã äðóãó òî÷åê è íàîäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà èç (Y r (U ∩ V )

)
× Z. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z�àêòîðïðîñòðàíñòâî ïî ïîñòðîåííîìó ðàçáèåíèþ. Ïóñòü p : Z → X � ýòî�àêòîðèçàöèÿ îòîáðàæåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ ñóæåíèåì íà Y ñòàíäàðòíîéïðîåêöèè X × Z → X. Óáåäèòåñü, ÷òî p : Z → X ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî-ëèñòíûì íàêðûòèåì. Ïðèìåíèòå îïèñàííóþ êîíñòðóêöèþ ê îêðóæíîñòè

S1, ÿâëÿþùåéñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ îòêðûòûõ äóã ñ íåñâÿçíûì ïåðåñå-÷åíèåì; ÷òî çà íàêðûòèå â ðåçóëüòàòå âû ïîëó÷èòå?34.1 Ïî óñëîâèþ X = B × F , ãäå F � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî,à p = prB . Ïóñòü y0 ∈ F � âòîðàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè x0. Ñîîòâåòñòâèå
a 7→ (f(a), y0) îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíîå ïîäíÿòèå f̃ : A→ X îòîáðàæåíèÿ
f . 34.2 Ïóñòü x0 = (b0, y0) ∈ B × F = X. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå
g = prF ◦f̃ : A → F . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A ñâÿçíî, à òîïîëîãè÷åñêàÿñòðóêòóðà â F äèñêðåòíà, òî g � ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå. Çíà÷èò, f̃(a) =
(f(a), y0), ñëåäîâàòåëüíî, ïîäíÿòèå åäèíñòâåííî.34.3 �àññìîòðèì ìíîæåñòâî ñîâïàäåíèÿ G = {a ∈ A | f(a) = g(a)}îòîáðàæåíèé f è g, ïî óñëîâèþ G 6= ∅. Äëÿ âñÿêîé òî÷êè a ∈ A âûáå-ðåì ñâÿçíóþ îêðåñòíîñòü Va ⊂ ϕ−1(Ub), ãäå Ub � íåêîòîðàÿ ïðàâèëüíîíàêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè b = ϕ(a). Åñëè Va ∩ G 6= ∅, òî Va ⊂ G âñèëó 34.2. Â ÷àñòíîñòè, åñëè a ∈ G, òî Va ⊂ G, ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî
G îòêðûòî. Òî÷íî òàê æå, åñëè a /∈ G, òî Va ∩G = ∅, ò. å. Va ⊂ A r G,çíà÷èò, è ìíîæåñòâî A r G îòêðûòî. Ïî óñëîâèþ A ñâÿçíî è G 6= ∅,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî A = G.34.5 Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè b0 = −1, x0 = 1

2 , òî ïîäíÿòèÿ ïóòè u : t 7→
e3πit íå ñóùåñòâóåò.



402 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè34.6 Èìååì: ũ(t) = ln(2 − t), ṽ(t) = ln(1 + t) + 2πit, ũv = ũ ṽ, à
ṽu = ṽ ˜̃u, ãäå ˜̃u = ln(2 − t) + 2πi.34.7 Åñëè íàêðûòèå íåòðèâèàëüíî è ïðè ýòîì íàêðûâàþùåå ïðî-ñòðàíñòâî ëèíåéíî ñâÿçíî, òî ñóùåñòâóåò ïóòü s, ñîåäèíÿþùèé ðàçëè÷-íûå òî÷êè x0, x1 ∈ p−1(b0). Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 34.E ïåòëÿ p ◦ s íåãîìîòîïíà íóëþ, çíà÷èò, ïðîñòðàíñòâî B íå îäíîñâÿçíî.34.8 Ýòî ñëåäóåò èç 34.7.34.9 Ê ïðèìåðó, ïðîñòðàíñòâî RP 2 íå îäíîñâÿçíî.35.1 Ýòî êëàññ α. Äåéñòâèòåëüíî, ïóòü s̃(t) = t2, íàêðûâàþùèéäàííûé ïóòü, çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå 1 ∈ R, çíà÷èò, îí ãîìîòîïåí ïóòè
s1. 35.2 Åñëè [s] = αn, òî s ∼ sn, çíà÷èò, ïóòè s̃ è s̃n îêàí÷èâàþòñÿ âîäíîé è òîé æå òî÷êå.35.3 Óíèâåðñàëüíûì íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ n-ìåðíîãîòîðà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Rn, íàêðûòèå p îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
p(x1, . . . , xn) = (e2πix1 , . . . , e2πixn). Îòîáðàæåíèå deg : π1((S

1)n, (1, 1, . . . , 1)) →
Zn îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè u � ïåòëÿ íà òîðå è ũ � íà-êðûâàþùèé åå ïóòü, íà÷èíàþùèéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî deg([u]) =
ũ(1) ∈ Zn ⊂ Rn. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíîè ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì.35.4 Ýòî ïðåäïîëîæåíèå èñïîëüçîâàëîñü òàì, ãäå ìû èñïîëüçîâàëèîäíîñâÿçíîñòü n-ìåðíîé ñ�åðû, äðóãèìè ñëîâàìè, íàêðûòèå Sn → RP 2ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ëèøü ïðè n ≥ 2.31.7 �àññìîòðèòå òðè ñëó÷àÿ, èìåííî, êîãäà â ïðîñòðàíñòâå X: 1)íåò îòêðûòûõ îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ; 2) èìååòñÿ åäèíñòâåííîå îòêðû-òîå îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî; 3) ñóùåñòâóþò äâà îòêðûòûõ îäíîòî÷å÷-íûõ ìíîæåñòâà.35.7 Ê ïðèìåðó, ïîñòðîéòå áåñêîíå÷íî-ëèñòíîå íàêðûòèå (â óçêîìñìûñëå) ïðîñòðàíñòâà X (ñì. 7.V).35.8 Ïîêàæåì, ÷òî π1(X) ∼= Z. Ïðîñòðàíñòâîì, íàêðûâàþùèì X,ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Z ñ òîïîëîãèåé, áàçîé êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îäíîòî÷å÷-íûå ìíîæåñòâà {2k}, k ∈ Z, è òðåõòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà {2k, 2k+1, 2k+2},
k ∈ Z. Ïðè ýòîì p−1(a) = {4k | k ∈ Z}. Êàê è â ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ �óí-äàìåíòàëüíîé ãðóïïû îêðóæíîñòè, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàí-ñòâî, íàêðûâàþùååX, ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì. Ýòî ñëåäóåò, ê ïðèìåðó, èçòîãî, ÷òî âçÿâ U = {0, 1, 2} è V = {2, 3, 4}, ïîëó÷èì, ÷òî U è V îòêðûòûâ U∪V , îäíîñâÿçíû è èõ ïåðåñå÷åíèå ëèíåéíî ñâÿçíî. Ñëåäîâàòåëüíî, èõîáúåäèíåíèå U ∪ V òàêæå îäíîñâÿçíî (ñì. 31.11). Ïðèâåäåì òàêæå äðó-ãîå ðàññóæäåíèå. Ïîëîæèì Jn = {0, 1, . . . , 2n}. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
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Hn : Jn × I → Jn ïîñðåäñòâîì �îðìóë:
Hn(x, t) = x ïðè x ∈ Jn−1, Hn(2n − 1, t) =

{
2n− 1 ïðè t = 0,

2n− 2 ïðè t ∈ (0; 1],

Hn(2n, t) =





2n ïðè t ∈ [0; 1
3

)
,

2n − 1 ïðè t ∈ [1
3 ; 2

3

]
,

2n − 2 ïðè t ∈ (2
3 ; 1
]
.Ïóñòü u � ïåòëÿ â 0, îáðàç êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå Jn. Ôîðìóëà

hn(s, t) = Hn

(
u(s), t

) îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþ ìåæäó u è ïåòëåé, îáðàçêîòîðîé ëåæèò â ìíîæåñòâå Jn−1. �àññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷èì,÷òî ïåòëÿ u ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé ïåòëå.35.9 1) Èç ðåçóëüòàòîâ çàäà÷ 31.7, 35.6, and 35.7 ñëåäóåò, ÷òî n0 = 4.2) Èç âû÷èñëåíèÿ, ïðîâåäåííîãî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 35.8, ñëåäóåò, ÷òîãðóïïà Z ðåàëèçóåòñÿ êàê �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ÷åòûðåõòî÷å÷íîãîïðîñòðàíñòâà. Ïîêàæèòå, ÷òî íèêàêàÿ äðóãàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ãðóïïà íåìîæåò áûòü �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé òàêîãî ïðîñòðàíñòâà.35.10 1) �àññìîòðèì ñåìèòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî
Z = {a, b, c, d, e, f, g},òîïîëîãèÿ â êîòîðîì îïðåäåëåíà áàçîé

{{a}, {b}, {c}, {a, b, d}, {b, c, e}, {a, b, f}, {b, c, g}}.Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òît Z íå ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì, äîñòà-òî÷íî ïîñòðîèòü åãî óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå â óçêîì ñìûñëå, êîòî-ðîå â íàøåì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå áó-êåòà äâóõ îêðóæíîñòåé. Âìåñòî �êðåñòà� K ðàññìîòðèòå ïðîñòðàíñòâî
K̃ = {a, b+, b−, c+, c−, d, e, f, g}. 2) Â ñèëó 35.9, íåîáõîäèìî âçÿòü ïî êðàé-íåé ìåðå ïÿòü òî÷åê. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Y = {a, b, c, d, e}, òîïî-ëîãèÿ â êîòîðîì îïðåäåëåíà áàçîé

{{a}, {c}, {a, b, c}, {a, c, d}, {a, c, e}}.Óáåäèòåñü, ÷òî �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ïðîñòðàíñòâà Y ÿâëÿåòñÿ ñâî-áîäíàÿ ãðóïïà ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè.35.12 �àññìîòðèòå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
X = {a0, b0, c0, a1, a

′
1, b1, b

′
1, c1, c

′
1, a2, b2, c2, d2}
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{a0}, {a0, b0, c1}, {a0, b0, c

′
1}, {a0, b0, c0, a1, b

′
1, c

′
1, a2},

{b0}, {a0, b1, c0}, {a0, b
′
1, c0}, {a0, b0, c0, a

′
1, b1, c

′
1, b2},

{c0}, {a1, b0, c0}, {a′1, b0, c0}, {a0, b0, c0, a
′
1, b

′
1, c1, c2},

{a0, b0, c0, a1, b1, c1, d2}.36.1 Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî, ïîñêîëüêó �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóï-ïà ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè êîììóòàòèâíà, òî îïåðàòîð ïåðåíîñà âäîëü ïå-òåëü ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ãîìîìîð�èçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äâàîòîáðàæåíèÿ f, g : C r 0 → C r 0 ãîìîòîïíû, òî îíè èíäóöèðóþò îäèíè òîò æå ãîìîìîð�èçì �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï. Ïóñòü f � îòîáðàæå-íèå z 7→ z3. Îáðàçóþùåé ãðóïïû π1(C r 0, 1) ÿâëÿåòñÿ êëàññ α ïåòëè
s(t) = e2πit. Îáðàçîì f∗(α) ÿâëÿåòñÿ êëàññ ïåòëè f#(u) = f ◦ u, òà-êèì îáðàçîì, f#(u)(t) = e6πit, çíà÷èò, f∗(α) = α3 6= α. Ñëåäîâàòåëü-íî, f∗ 6= idπ1(Cr0,1), îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f íå ãîìîòîïíîòîæäåñòâåííîìó.36.2 Îáîçíà÷èì ÷åðåç i âêëþ÷åíèå X → Rn. Åñëè îòîáðàæåíèå fïðîäîëæàåòñÿ äî F : Rn → Y , òî f = F ◦ i, çíà÷èò, f∗ = F∗ ◦ i∗. Îäíàêî,ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî Rn îäíîñâÿçíî, òî ãîìîìîð�èçì F∗ òðèâèàëåí,ñëåäîâàòåëüíî, òðèâèàëåí è ãîìîìîð�èçì f∗.36.3.1 Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ ãîìåîìîð�èçì îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂
X íà S1 × S1 r {(1, 1)}. Åñëè X = U , òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, òàêêàê ãðóïïà π1(S

1 × S1 r {(1, 1)}) èçîìîð�íà ñâîáîäíîé ãðóïïå ñ äâóìÿîáðàçóþùèìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : X →
S1 × S1, ïîëîæèâ

f(x) =

{
ϕ(x) ïðè x ∈ U,
(1, 1) ïðè x /∈ U.Ïðîâåðüòå, ÷òî f � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Òåïåðü âîçüìåì òî÷êó

x0 ∈ U è ðàññìîòðèì ãîìîìîð�èçì
f∗ : π1(X,x0) → π1(S

1 × S1, f(x0)).Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî f∗ � ýïèìîð�èçì.36.4 Ïóñòü f(z) = diag{z, 1, 1, . . . , 1} äëÿ âñÿêîé òî÷êè z ∈ S1, à
g(A) = det(A)

| det(A)| äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû A ∈ GL(n,C). Òåì ñàìûì îïðåäå-ëåíû îòîáðàæåíèÿ f : S1 → GL(n,C) è g : GL(n,C) → S1, êîìïîçèöèÿ
g ◦ f êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. Òàê êàê êîìïî-çèöèÿ g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f)∗ = idπ1(S1), òî g∗ � ýïèìîð�èçì, ñëåäîâàòåëüíî,�óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîñòðàíñòâà GL(n,C) áåñêîíå÷íà.



ñîâåòû è îòâåòû 40536.1x Ýòî â òî÷íîñòè óòâåðæäåíèå 36.Dx.36.2x Â ñèëó 36.1x äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè a ∈ IntD2 è
i � ýòî ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå ñòàíäàðòíîé îêðóæíîñòè S1 â R2 r a, òîêðóãîâàÿ ïåòëÿ i îïðåäåëÿåò íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò â ãðóïïå π1(R

2ra).Äåéñòâèòåëüíî, �îðìóëà h(z, t) = z+ta îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþ ìåæäó i èêðóãîâîé ïåòëåé, êëàññ êîòîðîé î÷åâèäíî ïîðîæäàåò �óíäàìåíòàëüíóþãðóïïó ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè R2 r a.36.3x Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó a ∈ R2, ïóñòü R > |a| + m.�àññìîòðèì êðóãîâóþ ïåòëþ, îïðåäåëåííóþ �îðìóëîé ϕ(z) = f(Rz),ãäå z ∈ S1, è ñòàíäàðòíóþ ïåòëþ iR, ãäå iR(z) = Rz. Åñëè h(z, t) =
tϕ(z) + (1 − t)iR(z), òî

|h(z, t)| = |Rz + t(f(Rz) −Rz)| ≥ R− |f(Rz) − rz| ≥ R−m > |a|,çíà÷èò, îòîáðàæåíèå h îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþ â R2ra ìåæäó êðóãîâûìèïåòëÿìè ϕ è iR. Òàê êàê ïåòëÿ iR â R2 r a íå ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîéïåòëå, òî è ϕ íå ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé ïåòëå. Â ñèëó 36.1x, a = f(Rz),ãäå |z| < 1, òàêèì îáðàçîì, òî÷êà a ïðèíàäëåæèò îáðàçó îòîáðàæåíèÿ f .36.4x.1 Ïðîùå âñåãî áûëî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 36.1x, ïðî-âåðèâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðóãîâàÿ ïåòëÿ íå ãîìîòîïíà â R2r0 ïîñòî-ÿííîé ïåòëå. Êîíå÷íî â ýòîé òåîðåìå ðå÷ü èäåò î êðóãå, à íå î êâàäðàòå,íî êâàäðàò ãîìåîìîð�åí êðóãó, òàê ÷òî ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿíåò íèêàêîé ðàçíèöû ìåæäó ïàðîé (I2,Fr I2) è ïàðîé (D2, S1). Îäíàêîäëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èòàòåëü ëó÷øå îñîçíàë îñíîâíóþ èäåþ äîêàçàòåëüñòâàòåîðåìû 36.1x, ìû ïðèâåäåì ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è, íå îïèðàþùååñÿíà ýòó òåîðåìó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w(x, y) 6= 0 ïðè âñåõ (x, y) ∈ I2. �àñ-ñìîòðèì ïóòè, èäóùèå ïî ñòîðîíàì êâàäðàòà, èìåííî,
s1(τ) = (1, τ); s2(τ) = (1 − τ, 1); s3(τ) = (0, 1 − τ); s4(τ) = (τ, 0).ßñíî, ÷òî îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå s = s1s2s3s4, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïåò-ëåé, ãîìîòîïíîé íóëþ â êâàäðàòå I2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïåòëþ w ◦ s èïîêàæåì, ÷òî îíà íå ãîìîòîïíà íóëþ â ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè R2 r 0.Ïîñêîëüêó w(s1(τ)) = u(1) − v(τ), òî îáðàç ïóòè w ◦ s1 ëåæèò â ïåðâîé÷åòâåðòè. Åãî íà÷àëîì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà u(1) − v(0) = (1, 0), à êîíöîì �òî÷êà u(1)−v(1) = (0, 1). Òàê êàê ïåðâàÿ ÷åòâåðòü ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûììíîæåñòâîì, òî ïóòü w◦s1 ãîìîòîïåí â íåé ëþáîìó ïóòè, ñîåäèíÿþùåìóòå æå òî÷êè, ê ïðèìåðó, ïóòè ϕ1(t) = eπit/2. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïóòü

w◦s2 ëåæèò âî âòîðîé ÷åòâåðòè è ãîìîòîïåí â íåé ïóòè ϕ2(t) = eπi(t+1)/2.Òàêèì îáðàçîì, ïóòü w ◦ s ãîìîòîïåí â R2 r 0 ïóòè ϕ = ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4, êî-òîðûé îïðåäåëåí �îðìóëîé ϕ(τ) = e2πiτ . Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ ïåòëè
w ◦ s ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(R

2 r (1, 0)), â÷àñòíîñòè, ýòà ïåòëÿ íå ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé ïåòëå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,



406 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèèâ ñèëó 36.G.4 ïåòëÿ w ◦ s ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé ïåòëå â R2 r 0. Ïîëó-÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òî, ÷òî u(x) − v(y) = w(x, y) = 0 ïðèíåêîòîðûõ x ∈ I è y ∈ I, ò. å., ÷òî ïóòè u è v ïåðåñåêàþòñÿ.36.5x Ê ïðèìåðó, ðàññìîòðèòå ìíîæåñòâà
F = {(1, 1)} ∪

(
[0, 1) × 0

)
∪

∞⋃

n=1

(
2n−1
2n × [0; 2n−1

2n ]
)

G = {(1, 0)} ∪
(
[0, 1) × 1

)
∪

∞⋃

n=1

(
2n

2n+1 × [ 1
2n+1 ; 1]

)
.36.6x Íåò, íåëüçÿ. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü

ε = ρ(F,G) > 0. Èç ðåçóëüòàòà çàäà÷è 13.17 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè (0, 0), (1, 1) ∈
F ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì u, îáðàç êîòîðîãî ëåæèò â ε/2-îêðåñòíîñòèìíîæåñòâà F , à òî÷êè (0, 1), (1, 0) ∈ G � ïóòåì v ñ îáðàçîì â ε/2-îêðåñòíîñòè
G. Ïðè ýòîì u(I) ∩ v(I) = ∅ â ñèëó âûáîðà ε, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåð-æäåíèþ çàäà÷è 36.4x.Òåïåðü ïðèâåäåì áîëåå ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Èç ðåçóëüòà-òà çàäà÷è 13.4x ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿòî÷êè (0, 0) è (1, 1) è íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ ìíîæåñòâîì G. �àññìîòðèììíîãîóãîëüíèê K0 . . . KnPQR (ðèñóíîê). Îäíà èç îñòàâøèõñÿ âåðøèíëåæèò âíóòðè ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà, à äðóãàÿ � âíå íåãî. Ñëåäîâàòåëü-íî, ýòè òî÷êè íå ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ñâÿçíîìó ìíîæåñòâó, íå ïåðåñåêà-þùåìóñÿ ñ ýòèì ìíîãîóãîëüíèêîì.36.8x Äîêàæåì, ÷òî åñëè òî÷êè x è y ñîåäèíåíû ïóòåì, íå ïåðåñå-êàþùèì ìíîæåñòâî u(S1), òî ind(u, x) = ind(u, y). Äåéñòâèòåëüíî, åñëèòàêîé ïóòü s ñóùåñòâóåò, òî �îðìóëà

h(z, t) = ϕu,s(t)(z) =
u(z) − s(t)

|u(z) − s(t)|îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþ ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè ϕu,x è ϕu,y; äàëåå � êàêâ äîêàçàòåëüñòâå 36.Ex. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ind(u, x) 6= ind(u, y), òîòî÷êè x è y íåëüçÿ ñîåäèíèòü ïóòåì, îáðàç êîòîðîãî íå çàäåâàë áû ìíî-æåñòâî u(S1).36.9x Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî äàííûé êðóã ñîäåðæèò íà-÷àëî êîîðäèíàò. Èç �îðìóëû
h(z, t) =

(1 − t)u(z) − x

|(1 − t)u(z) − x|ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕu,x ãîìîòîïíî íóëþ, çíà÷èò, ind(u, x) = 0.



ñîâåòû è îòâåòû 40736.10x (a) ind(u, x) = 1, åñëè |x| < 1, è ind(u, x) = 0, åñëè |x| >
1. (b) ind(u, x) = −1, åñëè |x| < 1, è ind(u, x) = 0, åñëè |x| > 1. (
)
{ind(u, x) | x ∈ R2 r u(S1)} = {0, 1,−1}.36.11x Ëåìíèñêàòà ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà òðè êîìïîíåíòû. Èí-äåêñ ëþáîé ïåòëè, îáðàçîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëåìíèñêàòà, îòíîñèòåëüíîëþáîé òî÷êè, ëåæàùåé â íåîãðàíè÷åííîé êîìïîíåíòå, ðàâåí íóëþ. Äëÿëþáîé ïàðû (k, l) öåëûõ ÷èñåë íàéäåòñÿ òàêàÿ ïåòëÿ u, ÷òî å¼ èíäåêñîòíîñèòåëüíî òî÷êè èç îäíîé îãðàíè÷åííîé êîìïîíåíòû ðàâåí k, à ååèíäåêñ îòíîñèòåëüíî òî÷êè, ëåæàùåé â äðóãîé îãðàíè÷åííîé êîìïîíåí-òå, ðàâåí l.36.12x Ñì. ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è.36.13x Ìû âïðàâå ñ÷èòàòü, ÷òî x � íà÷àëî êîîðäèíàò, à ëó÷ R ñîâïà-äàåò ñ ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòüþ îñè àáñöèññ. Áóäåò óäîáíåå ðàññìàòðèâàòüïåòëþ

u : I → S1 : t 7→ f(e2πit)
|f(e2πit)| .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî f−1(R) êîíå÷íî è ñîñòîèò èç n òî÷åê. Ñëå-äîâàòåëüíî u−1(1) = {t0, t1, . . . , tn}, ïðè ýòîì t0 = 0 è tn = 1. Ïåòëÿ uãîìîòîïíà ïðîèçâåäåíèþ ïåòåëü ui, i = 1, 2, . . . , n, êàæäàÿ èç êîòîðûõîáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ui(t) = 1 òîëüêî ïðè t = 0, 1. Äîêàæè-òå, ÷òî [ui] ëèáî ðàâåí íóëþ, ëèáî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îáðàçóþùèõ ãðóï-ïû π1(S

1). Çíà÷èò, åñëè ki � öåëîå ÷èñëî � îáðàç [ui] ïðè èçîìîð�èçìå
π1(S

1) → Z, k = ind(f, x) � îáðàç êëàññà [u] ïðè ýòîì èçîìîð�èçìå, òî
|k| = |k1 + k2 + . . . kn| ≤ |k1| + |k2| + . . . + |kn| ≤ n,òàê êàê êàæäîå èç ÷èñåë ki � ýòî 0 èëè ±1.36.14x Ïðèìåíèòå òåîðåìó Áîðñóêà�Óëàìà ê �óíêöèè, ñîïîñòàâ-ëÿþùåé êàæäîé òî÷êå çåìíîé ïîâåðõíîñòè ïàðó ÷èñåë (t, p), ãäå t åñòüòåìïåðàòóðà â ýòîé òî÷êå, à p � äàâëåíèå.37.1 Åñëè ρ1 : X → A è ρ2 : A → B ÿâëÿþòñÿ ðåòðàêöèÿìè, òî è

ρ2 ◦ ρ1 : X → B åñòü ðåòðàêöèÿ.37.2 Åñëè ρ1 : X → A è ρ2 : Y → B ÿâëÿþòñÿ ðåòðàêöèÿìè, òî è
ρ1 × ρ2 : X × Y → A×B åñòü ðåòðàêöèÿ.37.3 Ïîëîæèì f(x) = a ïðè x ≤ a, f(x) = x ïðè x ∈ [a; b], f(x) =
b ïðè x ≥ b (ò. å. f(x) = max{a,min{x, b}}). Òîãäà f : R → [a; b] �ðåòðàêöèÿ.37.4 Ñëåäñòâèå 37.6, èëè, áîëåå ïðèâû÷íî: åñëè f(x) = x ïðè âñåõ
x ∈ (a; b), òî èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî f(b) = b, òàêèìîáðàçîì, íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîé �óíêöèè íà R, îáðàçîì êîòîðîéÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë (a; b).



408 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè37.5 Òå ñâîéñòâà, êîòîðûå ïåðåäàþòñÿ îò òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâèõ ïîäïðîñòðàíñòâàì è (èëè) íåïðåðûâíûì îáðàçàì. Ê ïðèìåðó, õàó-ñäîð�îâîñòü, ñâÿçíîñòü, êîìïàêòíîñòü, è ò. ï.37.6 Ñëåäóåò èç 14.4.37.7 Òàê êàê ýòî ïðîñòðàíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì.37.8 Íåò, íå ÿâëÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ãðóïïà π1(RP
2) ∼= Z2 êî-íå÷íà, à ãðóïïà π1(RP

1) = π1(S
1) ∼= Z áåñêîíå÷íà, ñëåäîâàòåëüíî, íåñóùåñòâóåò ýïèìîð�èçìà ïåðâîé èç íèõ íà âòîðóþ (òàê æå êàê è íå ñó-ùåñòâóåò ìîíîìîð�èçìà âòîðîé íà ïåðâóþ). Çíà÷èò, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ37.F íå ñóùåñòâóåò è ðåòðàêöèè RP 2 → RP 1.37.9 Ïóñòü L � ýòî ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ëåíòû Ì¼áèóñàM . ßñíî,÷òî π1(L) ∼= π1(M) ∼= Z. Îäíàêî (ñð. 33.4) íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ïðîâåðüòåýòî!), ÷òî ãîìîìîð�èçì i∗, èíäóöèðîâàííûé âêëþ÷åíèåì i : L → M ,ïåðåâîäèò îáðàçóþùóþ α ∈ π1(L) â ýëåìåíò 2β, ãäå β � ýòî îáðàçóþùàÿ

π1(M) ∼= Z. Åñëè áû ñóùåñòâîâàëà ðåòðàêöèÿ ρ : M → L, òî êîìïîçèöèÿ
ρ∗ ◦ i∗ ïåðåâîäèëà áû îáðàçóþùóþ α ∈ π1(L) â ýëåìåíò 2ρ∗(β) 6= α,÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ýòà êîìïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûìèçîìîð�èçìîì �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(L).37.10 Ïóñòü L � ýòî ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ðó÷êè K. ßñíî, ÷òî
π1(L) ∼= Z, à π1(K) � ýòî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè a è
b. Ïðè ýòîì ìîæíî ïðîâåðèòü (ñäåëàéòå ýòî!), ÷òî ãîìîìîð�èçì âêëþ-÷åíèÿ i∗ : π1(L) → π1(K) ïåðåâîäèò îáðàçóþùóþ α ∈ π1(L) â êîììó-òàòîð aba−1b−1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèÿ
ρ : K → L. Òîãäà êîìïîçèöèÿ ρ∗ ◦ i∗ ïåðåâîäèò îáðàçóþùóþ α ∈ π1(L) âíåéòðàëüíûé ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû, ïîñêîëüêó â ñèëó êîììóòàòèâíîñòèãðóïïû Z ýëåìåíò

ρ∗ ◦ i∗(α) = ρ∗(aba
−1b−1) = ρ∗(a)ρ∗(b)ρ∗(a)

−1ρ∗(b)
−1ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà êîìïîçèöèÿ äîëæíà ñîâ-ïàäàòü ñ idπ1(L). Ïðîòèâîðå÷èå.37.11 Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, òàê êàê âñÿêîå ñâîéñòâî, ñ�îðìóëè-ðîâàííîå â òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ, ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì. Èíòå-ðåñíî, îäíàêî, ïîñòàâèòü òàêîé âîïðîñ. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåòñâîéñòâîì íåïîäâèæíîé òî÷êè è h : X → Y � ãîìåîìîð�èçì. Òàêèì îá-ðàçîì, ìû çíàåì, ÷òî âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → X èìååòíåïîäâèæíóþ òî÷êó. Êàê, çíàÿ ýòî, äîêàçàòü, ÷òî è ïðîèçâîëüíîå íåïðå-ðûâíîå îòîáðàæåíèå g : Y → Y èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó? Ïîêàæèòå,÷òî òàêîâîé áóäåò òî÷êà h(x), ãäå x � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íåêîòîðîãîîòîáðàæåíèÿ X → X.37.12 �àññìîòðèì íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ f : [a; b] → [a; b] è âñïî-ìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ g(x) = f(x) − x. Òàê êàê g(a) = f(a) − a ≥ 0,



ñîâåòû è îòâåòû 409à g(b) = f(b) − b ≤ 0, òî íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ [a; b], òàêàÿ ÷òî g(x) = 0.Òàêèì îáðàçîì, f(x) = x, ò. å. x � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà f .37.13 Ïóñòü ρ : X → A � ðåòðàêöèÿ. �àññìîòðèì ïðèçâîëüíîåíåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : A → A è êîìïîçèöèþ g = in ◦f ◦ ρ : X →
X. Ïóñòü x � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ g, òàêèì îáðàçîì, x =
f(ρ(x)). Ïîñêîëüêó ρ(x) ∈ A, òî è x ∈ A, ïîýòîìó ρ(x) = x, çíà÷èò,
x = f(x).37.14 Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω òî÷êó áóêåòà, ÿâëÿþùóþñÿ îáðàçîì ïàðû
{x0, y0} ïðè îòîáðàæåíèè �àêòîðèçàöèè. �àññìîòðèì ïðîèçâîëü-íîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X ∨ Y → X ∨ Y , ïóñòü äëÿ îïðåäå-ëåííîñòè f(ω) ∈ X. Ïóñòü i : X → X ∨ Y � ñòàíäàðòíîå âêëþ÷åíèå, à
ρ : X ∨ Y → X � ðåòðàêöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ âñå ïðîñòðàíñòâî Y â òî÷êó
ω. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ îòîáðàæåíèå ρ ◦ f ◦ i èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó
x ∈ X, ρ(f(i(x))) = x, òàêèì îáðàçîì, ρ(f(x)) = x. Åñëè f(x) ∈ Y , òî
ρ(f(x)) = ω, çíà÷èò, x = ω. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî
f(ω) ∈ X, ñëåäîâàòåëüíî, f(ω) = ω � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ
f . Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) ∈ X. Â òàêîì ñëó÷àå

x = (ρ ◦ f ◦ i)(x) = ρ(f(x)) = f(x),çíà÷èò, x � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f . Ñëåäóåò èç 37.13.37.15 Ïîñêîëüêó îòðåçîê îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåïîäâèæíîé òî÷êè(ñì. 37.12), òî, â ñèëó 37.14, ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òîâñÿêîå êîíå÷íîå äåðåâî îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì. Ïðîèçâîëüíîå áåñêî-íå÷íîå äåðåâî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàòü íå îáÿçàíî; ïðèìåð � ÷èñëîâàÿïðÿìàÿ. Îäíàêî ïîïðîáóéòå ñ�îðìóëèðîâàòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå,ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî è áåñêîíå÷íîå äåðåâî áóäåò îáëàäàòü ñâîé-ñòâîì íåïîäâèæíîé òî÷êè.37.16 Êîíå÷íî, íåò; íàïðèìåð, ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íå èìååòíåïîäâèæíûõ òî÷åê.37.17 Êîíå÷íî, íåò; íàïðèìåð, àíòèïîäàëüíîå îòîáðàæåíèå x 7→ −xíå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê.37.18 Ïóñòü n = 2k − 1. Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå
(x1 : x2 : . . . : x2k−1 : x2k) 7→ (−x2 : x1 : . . . : −x2k : x2k−1)íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê.37.19 Ïóñòü n = 2k − 1. Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå
(z1 : z2 : . . . : z2k−1 : z2k) 7→ (−z̄2 : z̄1 : . . . : −z̄2k : z̄2k−1)íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê.38.1 Îòîáðàæåíèå f : [0; 1] → {0} ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýê-âèâàëåíòíîñòüþ; ãîìîòîïè÷åñêè îáðàòíûì ê íåìó îòîáðàæåíèåì áóäåò,



410 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèèíàïðèìåð, âêëþ÷åíèå i : {0} → [0; 1]. Êîìïîçèöèÿ i ◦ f ãîìîòîïíà idI ,òàê êàê ëþáûå íåïðåðûâíûå äâà îòîáðàæåíèÿ I → I ãîìîòîïíû, à êîì-ïîçèöèÿ f ◦ i : {0} → {0} ñàìà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì.Êîíå÷íî, f � íå ãîìåîìîð�èçì.38.2 Îáîçíà÷èì ÷åðåç π0(X) ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿç-íîñòè ïðîñòðàíñòâà X, ÷åðåç π0(Y ) � ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ëèíåéíîéñâÿçíîñòè ãîìîòîïè÷åñêè åìó ýêâèâàëåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà Y . Ïóñòü
f : X → Y è g : Y → X � âçàèìíî îáðàòíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíò-íîñòè. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî, òî îíî ïåðåâîäèò ëèíåéíîñâÿçíîå ìíîæåñòâî â ëèíåéíî ñâÿçíîå, ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîòîïè÷åñêèåýêâèâàëåíòíîñòè f, g èíäóöèðóþò îòîáðàæåíèÿ f̂ : π0(X) → π0(Y ) è
ĝ : π0(Y ) → π0(X). Òàê êàê êîìïîçèöèÿ g ◦f ãîìîòîïíà òîæäåñòâåííîìóîòîáðàæåíèþ, òî âñÿêàÿ òî÷êà x ∈ X ëåæèò â òîé æå êîìïîíåíòå ëè-íåéíîé ñâÿçíîñòè, ÷òî è òî÷êà g(f(x)), ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîçèöèÿ ĝ ◦ f̂ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, òîæäå-ñòâåííà è êîìïîçèöèÿ f̂ ◦ ĝ. Ñëåäîâàòåëüíî, f̂ è ĝ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíîîáðàòíûìè îòîáðàæåíèÿìè, â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâà π0(X) è π0(Y ) ðàâ-íîìîùíû.38.3 Àíàëîãè÷íî 38.2.38.4 Ê ïðèìåðó, âîçüìèòå: òî÷êó, îòðåçîê, áóêåò n îòðåçêîâ ïðè
n ≥ 3.38.5 Äîêàæåì, ÷òî ñðåäíÿÿ ëèíèÿ L ëåíòû Ì¼áèóñà M (ò. å. îá-ðàç îòðåçêà I × 1

2 ïðè �àêòîðèçàöèè êâàäðàòà I × I → M) ÿâëÿåòñÿ ååñòðîãèì äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì. �åîìåòðè÷åñêîå ðàññóæäåíèå î÷å-âèäíî: â êà÷åñòâå ht ìîæíî âçÿòü ñæàòèå ñ êîý��èöèåíòîì 1 − t ëåíòûÌ¼áèóñà ïî íàïðàâëåíèþ ê åå ñðåäíåé ëèíèè. Òàêèì îáðàçîì, h0 òîæ-äåñòâåííî, à h1 îòîáðàæàåò M â L. Òåïåðü âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå�îðìóëû. Ïîñêîëüêó M ÿâëÿåòñÿ �àêòîðïðîñòðàíñòâîì êâàäðàòà, âíà-÷àëå ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ
H : I × I × I → I × I : (u, v, t) 7→

(
u, (1 − t)v + t

2

)
.Ïðè ýòîì H

(
u, 1

2 , t
)

=
(
u, 1

2

) ïðè âñåõ t ∈ I. Ïîñêîëüêó (1 − t)v + t
2 +

(1 − t)(1 − v) + t
2 = 1, òî ýòà ãîìîòîïèÿ âûäåðæèâàåò �àêòîðèçàöèþ,ïîðîæäàÿ ãîìîòîïèþ h : M × I → M . Èìååì H(u, v, 0) = (u, v), çíà÷èò,

h0 = idM , à H1(u, v) =
(
u, 1

2

).38.6 Áóêâû E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,S,T,U,V,W,X,Y,Z ãîìîòîïè÷åñêè ýê-âèâàëåíòíû òî÷êå; áóêâû A,O,P,Q,R ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû îêðóæ-íîñòè; áóêâà B � áóêåòó èç äâóõ îêðóæíîñòåé.



ñîâåòû è îòâåòû 41138.7 Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Óêàæåì ëåæà-ùèå â ðó÷êå îêðóæíîñòè, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ åå ñòðîãèì äå-�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ðó÷êó êàê ðåçóëüòàò�àêòîðèçàöèè êîëüöà {z | 1
2 ≤ |z| ≤ 1} ïî ñëåäóþùåìó îòíîøåíèþ:

eiϕ ∼ −e−iϕ ïðè ϕ ∈
[
−π

4 ; π4
] è eiϕ ∼ e−iϕ ïðè ϕ ∈

[
π
4 ; 3π

4

]. Îáðàçîìñòàíäàðòíîé åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïðè �àêòîðèçàöèè ïî óêàçàííîìóîòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè è ÿâëÿåòñÿ ëåæàùèé â ðó÷êå áóêåò äâóõîêðóæíîñòåé. Ôîðìóëà H(z, t) = (1 − t)z + t z|z| îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþìåæäó òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì êîëüöà è îòîáðàæåíèåì z 7→ z
|z|ýòîãî êîëüöà íà åãî âíåøíþþ îêðóæíîñòü, ïðè÷åì H(z, t) = z ïðè âñåõ

z ∈ S1 è t ∈ I. Ôàêòîðîòîáðàæåíèå ãîìîòîïèè H è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîéãîìîòîïèåé êîëüöà.38.8 Ñëåäñòâèå 38.7 è 38.I.38.9 Âëîæèòå êàæäîå èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâî R3 r S1òàê, ÷òîáû åãî îáðàç ïðè âëîæåíèè áûë äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîìýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Óêàæåì åùå îäíî ïðîñòðàíñòâî, ãîìîòîïè÷åñêè ýê-âèâàëåíòíîå óêàçàííûì: îáúåäèíåíèå ñ�åðû S2 è îäíîãî åå äèàìåòðà.Åãî òàêæå ìîæíî âëîæèòü â R3 r S1 â êà÷åñòâå äå�îðìàöèîííîãî ðå-òðàêòà.38.10 Ïîëîæèì A = {(z1, z2) | 4z2 = z2
1} ⊂ C2. �àññìîòðèì îòîáðà-æåíèå f : C× (C r 0) → C2 rA : (z1, z2) 7→
(
z1, z2 +

z21
4

). Óáåäèòåñü, ÷òî f� ãîìåîìîð�èçì, à C2 r A ≃ C × (C r 0) ≃ S1. Áîëåå òîãî, îêðóæíîñòüâêëàäûâàåòñÿ â C rA â êà÷åñòâå åãî äå�îðìàöèîííîãî ðåòðàêòà.38.11 Äîêàæåì, ÷òî O(n) ÿâëÿåòñÿ äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîìïðîñòðàíñòâà GL(n,R). Ïóñòü (f1, f2, . . . , fn) � íàáîð ñòîëáöîâ ìàòðèöû
A ∈ GL(n,R), êàæäûé èç êîòîðûõ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò
Rn. Ïóñòü (e1, e2, . . . , en) � ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïðîöåññà îðòîãîíàëè-çàöèè �ðàìà�Øìèäòà. Òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé îáðà-çîâàíû êîîðäèíàòàìè ýòèõ âåêòîðîâ, ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Âåêòîðû
ek âûðàæàþòñÿ ÷åðåç fk ïîñðåäñòâîì �îðìóë

e1 = λ11f1,
e2 = λ21f1 + λ22f2,
. . . ,
en = λn1f1 + λn2f2 + . . .+ λnnfn,ãäå λkk > 0 ïðè âñåõ k = 1, 2, . . . , n.Ââåäåì âåêòîðû

wk(t) = t(λn1f1 + λn2f2 + . . . + λkk−1fk−1) + (tλkk + 1 − t)fk



412 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèèè ðàññìîòðèì ìàòðèöó h(A, t), ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòîÿò èç êîîðäèíàòýòèõ âåêòîðîâ. ßñíî, ÷òî ñîîòâåòñòâèå (A, t) 7→ h(A, t) îïðåäåëÿåò íåïðå-ðûâíîå îòîáðàæåíèå GL(n,R) × I → GL(n,R). Êàê íåòðóäíî âèäåòü,
h(A, 0) = A, h(A, 1) ∈ O(n), ïðè÷åì h(B, t) = B äëÿ âñåõ B ∈ O(n).Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå A 7→ h(A, 1) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé äå�îðìàöè-îííîé ðåòðàêöèåé.38.13 Èñïîëüçóéòå, ê ïðèìåðó, 19.44.38.14 Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå öèëèíäðà Zf íåïðåðûâíîãî îòîáðà-æåíèÿ f : X → Y . Ïî îïðåäåëåíèþ, Zf åñòü ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àþùååñÿâ ðåçóëüòàòå ïðèêëåèâàíèÿ îáû÷íîãî öèëèíäðà X × I ê ïðîñòðàíñòâó Yâäîëü îòîáðàæåíèÿ X × 0 → Y , (x, 0) 7→ f(x). Òåì ñàìûì Zf åñòü ðå-çóëüòàò �àêòîðèçàöèè íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ (X× I)⊔Y , ïðè êîòîðîéòî÷êà (x, 0) ∈ X × 0 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òî÷êîé f(x) ∈ Y . Áóäåì îòîæ-äåñòâëÿòü ïðîñòðàíñòâî X ñ X × 1 ⊂ Zf , ïðîñòðàíñòâî Y òàêæå åñòå-ñòâåííî ñ÷èòàòü ëåæàùèì â öèëèíäðå îòîáðàæåíèÿ. Èìååòñÿ î÷åâèäíàÿñòðîãàÿ äå�îðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ pY : Zf → Y , ïðè êîòîðîé Y îñòàåò-ñÿ íà ìåñòå, à òî÷êà (x, t) ∈ X × (0, 1) îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó f(x). Îñòà-ëîñü äîêàçàòü, ÷òî åñëè f ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ,òî è ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì Zf . Ïóñòü
g : Y → X � îáðàòíàÿ ê f ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Òàêèì îá-ðàçîì, ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ H : X×I → X, òàêàÿ ÷òî H(x, 0) = g(f(x))è H(x, 1) = x. Îïðåäåëèì ðåòðàêöèþ ρ : Zf → X êàê �àêòîð îòîáðàæå-íèÿ (X × I) ⊔ Y → X : (x, t) 7→ h(x, t), y 7→ g(y). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òîîòîáðàæåíèå ρ ÿâëÿåòñÿ äå�îðìàöèîííîé ðåòðàêöèåé, ò. å. ïðîâåðèòü,÷òî inX ◦ρ ãîìîòîïíî idZf . Ýòà ãîìîòîïíîñòü ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé öå-ïî÷êè, ãäå çíà÷êîì ∼ îáîçíà÷åíà ãîìîòîïíîñòü, êîòîðàÿ â êàæäîì ñëó-÷àå ñëåäóåò èç ãîìîòîïíîñòè êîìïîçèöèè ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé:

inX ◦ρ = ρ = ρ ◦ idZf ∼ ρ ◦ pY = g ◦ pY = idZf ◦(g ◦ pY ) ∼

∼ pY ◦ (g ◦ pY ) = (pY ◦ g) ◦ pY = (f ◦ g) ◦ pY ∼ idY ◦pY = pY ∼ idZf .38.15 Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðÿìîëèíåéíûìè ãîìîòîïèÿìè.38.16 Ïóñòü h : X × I → X � ãîìîòîïèÿ ìåæäó idX è ïîñòîÿííûìîòîáðàæåíèåì x 7→ x0. Ôîðìóëà ux(t) = h(x, t) çàäàåò ïóòü, ñîåäèíÿþ-ùèé (ïðîèçâîëüíóþ) òî÷êó x ïðîñòðàíñòâà X ñ òî÷êîé x0. Ñëåäîâàòåëü-íî, ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî.38.17 Óòâåðæäåíèÿ (a)�(d) î÷åâèäíî ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû. Äîêà-æåì, ÷òî îíè òàêæå ýêâèâàëåíòíû óòâåðæäåíèÿì (e) è (f).(a) =⇒ (e): Ïóñòü h : X × I → X � ãîìîòîïèÿ ìåæäó idX è ïîñòîÿííûìîòîáðàæåíèåì. Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : Y → X �îð-ìóëà H = h ◦ (f × idI) (èëè ïî-äðóãîìó: H(y, t) = h(f(y), t)) îïðåäåëÿåò



ñîâåòû è îòâåòû 413ãîìîòîïèþ ìåæäó f è ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíèåì.(e) =⇒ (a): Âîçüìèòå Y = X è f = idX .(a) =⇒ (f): Ïóñòü h � òî æå, ÷òî è âûøå. Ôîðìóëà H = f ◦ h îïðåäåëÿåòãîìîòîïèþ ìåæäó îòîáðàæåíèåì f : X → Y è ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíè-åì.(f) =⇒ (a): Âîçüìèòå Y = X è f = idX .38.18 Óòâåðæäåíèå (b) âåðíî; óòâåðæäåíèå (a) âåðíî, ñîãäà ïðî-ñòðàíñòâî Y ëèíåéíî ñâÿçíî.38.19 Êàæäîå èç ïðîñòðàíñòâ (a)�(e) ñòÿãèâàåìî.38.20 Ïóñòü h � ãîìîòîïèÿ ìåæäó idX è ïîñòîÿííûì îòîá-ðàæåíèåì x 7→ x0, à g � ìåæäó idY è ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíèåì y 7→
y0. Ôîðìóëà H(x, y, t) =

(
h(x, t), g(y, t)

) îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþ ìåæäó
idX×Y è îòîáðàæåíèåì (x, y) 7→ (x0), y0).Äëÿ âñÿêîé ãîìîòîïèè H ìåæäó idX×Y è ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíè-åì (x, y) 7→ (x0, y0) �îðìóëà h(x, t) = prX

(
H(x, y0, t)

) îïðåäåëÿåò ãîìî-òîïèþ ìåæäó idX è ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíèåì x 7→ x0. Ñòÿãèâàåìîñòü
Y äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.38.21 (a) Ïîñêîëüêó X = R3rR1 ∼= (R2r0)×R1 ≃ S1, òî π1(X) ∼= Z.(b) ßñíî, ÷òî X = RN r Rn ∼= (RN−n r 0) × Rn ≃ SN−n−1. Ñëåäîâàòåëü-íî, åñëè N = n + 1, òî X ≃ S0; åñëè N = n + 2, òî X ≃ S1, ïîýòîìó
π1(X) ∼= Z; åñëè N > n+ 2, òî X îäíîñâÿçíî.(
) Òàê êàê S3 r S1 ∼= R2 × S1, òî π1(S

3 r S1) ∼= Z.(d) Åñëè N = n+ 1, òî X = RN rSN−1 ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò, îäíàèç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì N -ìåðíûì øàðîì, è, çíà÷èò ñòÿãèâàåìà,à âòîðàÿ � ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñ�åðå SN−1. Åñëè N > n+1, òî
X ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó SN−1 ∨ SN−n−1. Ñëåäîâàòåëüíî,ïðè N = 2 è n = 0 π1(X) åñòü ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè;ïðè N > 2 èëè N = n + 2 ìû ïîëó÷èì ãðóïïó Z; âî âñåõ îñòàâøèõñÿñëó÷àÿõ ïðîñòðàíñòâî X îäíîñâÿçíî.(e) Äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà R3 rS1 ÿâëÿåòñÿ ñ�åðà ñäâóìÿ îòîæäåñòâëåííûìè òî÷êàìè, êîòîðàÿ, â ñèëó 38.9, ãîìîòîïè÷åñêèýêâèâàëåíòíà áóêåòó X = S1 ∨ S2. Óíèâåðñàëüíûì íàêðûâàþùèì ïðî-ñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ �ãèðëÿíäà�, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïðÿìóþ R1, êêîòîðîé âî âñåõ åå öåëûõ òî÷êàõ ïðèêëååíû äâóìåðíûå ñ�åðû. Òàêèìîáðàçîì, π1(R

3 r S1) ∼= π1(X) ∼= Z.(f) Åñëè N = k + 1, òî SN r SN−1 ãîìåîìîð�íî îáúåäèíåíèþ äâóõ îò-êðûòûõ N -ìåðíûõ øàðîâ, òàê ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êàæäîé èçäâóõ åãî êîìïîíåíò òðèâèàëüíà. Êîíå÷íî, ýòîò �àêò ñëåäóåò èç îáùåãîðåçóëüòàòà: SN rSk ∼= SN−k−1×Rk+1, ïîýòîìó �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
π1(S

N r Sk) ∼= Z ïðè N = k + 2 è ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé â îñòàëüíûõñëó÷àÿõ.



414 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè(g) Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî RP 3 r RP 1 ∼= R2 × S1, íî ïðîùå ïîêàçàòü, ÷òîýòî ïðîñòðàíñòâî äå�îðìàöèîííî ðåòðàãèðóåòñÿ íà S1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõÿñíî, ÷òî π1(RP
3 r RP 1) ∼= Z.(h) Òàê êàê ðó÷êà ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà áóêåòó äâóõ îêðóæíî-ñòåé, òî åå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ äâó-ìÿ îáðàçóþùèìè.(i) Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ (îêðóæíîñòü) ëåíòû Ì¼áèóñà ÿâëÿåòñÿ åå äå�îðìà-öèîííûì ðåòðàêòîì, çíà÷èò, �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ëåíòû Ì¼áèóñàèçîìîð�íà Z.(j) Ñ�åðà ñ s äûðàìè ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà áóêåòó s− 1 îêðóæ-íîñòåé, ïîýòîìó åå �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà òðèâèàëüíà ïðè s = 1, àïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ s îíà ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé ñ s− 1 îáðàçó-þùèìè.(k) Â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ îäíîé òî÷êè èç áóòûëêè Êëåéíà ïîëó÷èòñÿïðîñòðàíñòâî, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå áóêåòó äâóõ îêðóæíîñòåé,ïîýòîìó åãî �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà � ýòî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ äâóìÿîáðàçóþùèìè.(l) Ëåíòà Ì¼áèóñà ñ âûêîëîòîé èç íåå òî÷êîé ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâà-ëåíòíà �áóêâå θ�, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíàáóêåòó äâóõ îêðóæíîñòåé. Åñëè èç ëåíòû Ì¼áèóñà óäàëèòü s òî÷åê, òîïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî áóäåò ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó èç

s+ 1 îêðóæíîñòåé, òàêèì îáðàçîì, åãî �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ÿâëÿ-åòñÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ s+ 1 îáðàçóþùèìè.38.22 Ïóñòü K � êðàé ëåíòû Ì¼áèóñà M , L � åå ñðåäíÿÿ ëèíèÿ è
T � ïîëíîòîðèå, íà ãðàíèöå êîòîðîãî ëåæèò K. �àññìîòðèì âëîæåíèÿ
i : K → T r S è j : T r S → R3 r S. Òàê êàê T r S ∼= (D2 r 0) ×
S1, òî π1(T r S) ∼= Z ⊕ Z. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a è b îáðàçóþùèå ãðóïïû
π1(T r S). Ïóñòü α � îáðàçóþùàÿ π1K ∼= Z, òîãäà i∗(α) = a + 2b. Ïðèýòîì j∗(a) ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé ãðóïïû π1(R

3 r S), à j∗(b) = 0. Çíà÷èò,
j∗(i∗(α)) 6= 0. Åñëè áû ñóùåñòâîâàë äèñê D, ãðàíèöåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿêðàé ëåíòû Ì¼áèóñà è êîòîðûé íå èìååò ñ íåé äðóãèõ îáùèõ òî÷åê, òîòîãäà D ⊂ R3 r S, ñëåäîâàòåëüíî, êðàé ëåíòû Ì¼áèóñà îïðåäåëÿë áûïåòëþ, ãîìîòîïíóþ íóëþ â R3 r S. Îäíàêî j∗(i∗(α)) 6= 0.38.23 1) Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â 38.10, è ðàññìîòðèìîòîáðàæåíèå

Q→ (C r 0) × (C2 rA) ≃ S1 × S1 : (a, b, c) 7→
(
a, ba ,

c
a

)
.Îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì, ñëåäîâàòåëüíî π1(Q) ∼= Z ⊕ Z.2) Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà çàäà÷è 38.10, ïîäïðîñòðàíñòâî Q1 ãîìî-òîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî îêðóæíîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî �óíäàìåí-òàëüíàÿ ãðóïïà èçîìîð�íà Z.



ñîâåòû è îòâåòû 41539.1 Ñëåäóåò èç 39.H â ñèëó òîãî, ÷òî ãðóïïà p∗(π1(X,x0)) óíè-âåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ òðèâèàëüíà, à çíà÷èò, åå èíäåêñ ðàâåí ïîðÿäêó�óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(B, b0) áàçû ýòîãî íàêðûòèÿ.39.2 Ñëåäóåò èç 39.H â ñèëó òîãî, ÷òî ãðóïïà, â êîòîðîé ñóùåñòâóåòïîäãðóïïà íåíóëåâîãî èíäåêñà, íå òðèâèàëüíà.39.3 Âñå ÷åòíûå ÷èñëà. Áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî êàæäàÿ èç ãðàíè÷íûõîêðóæíîñòåé öèëèíäðà îòîáðàæàåòñÿ íà êðàé S ëåíòû Ì¼áèóñàM . Ïóñòü
α � îáðàçóþùàÿ ãðóïïû π1(S

1 × I), òîãäà p∗(1) = bk, ãäå ýëåìåíò b ∈
π1(M) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îáðàçóþùåé π1(S) ïðè âëîæåíèè S →M . Îñòà-ëîñü çàìåòèòü, ÷òî b = a2, ãäå a � îáðàçóþùàÿ ãðóïïû π1(M) ñ Z. Òàêèìîáðàçîì, p∗(α) = a2k, ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñ p∗(π1(S

1× I)) ÿâëÿåòñÿ ÷åò-íûì ÷èñëîì. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóþò íàêðûòèÿ ñ ïðîèçâîëü-íûì ÷åòíûì ÷èñëîì ëèñòîâ (ñì. 33.4).39.4 Âñå íå÷åòíûå ÷èñëà, ñì. 39.10x.39.5 Ñì. 39.10x.39.6 Ñì. 39.10x.39.7 Åñëè áàçà íàêðûòèÿ êîìïàêòíà, à åãî òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâîíåêîìïàêòíî, òî, â ñèëó 33.24, íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîëèñòíûì.39.8 Ñì. óêàçàíèå ê 39.7.39.9 Êëàññ òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ.39.1x Ê ïðèìåðó, îáúåäèíåíèå ñòàíäàðòíûõ åäèíè÷íûõ îòðåçêîâíà îñÿõ àáñöèññ è îðäèíàò è îòðåçêîâ In =
{(

1
n , y
)
| y ∈ I

}, n ∈ N (òàêíàçûâàåìàÿ �ðàñ÷åñêà�).39.4x Ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê ãðóïïà π1(X,a) òðèâèàëüíà, òàê ÷òîìîæíî ïîëîæèòü U = X.39.5x Ê ïðèìåðó, òàêèì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü.39.6x Ïóñòü V � íàèìåíüøàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ïîýòîìó òîïî-ëîãèÿ íà íåé àíòèäèñêðåòíà Ïóñòü ht(x) = x ïðè t < 1, h1(x) = a.Äîêàæèòå, ÷òî h : V × I → V � ãîìîòîïèÿ.39.7x Ýòî òàê, ïîñêîëüêó óæå ãîìîìîð�èçì âêëþ÷åíèÿ π1(V, a) →
π1(U, a) ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì.39.8x Íàïðèìåð, òàêèì ïðîñòðàíñòâîì áóäåò D2 r

{(
1
n , 0
)
| n ∈ N

}(ðàññìîòðèòå òî÷êó (0, 0)).39.9x �àññìîòðèòå êîíóñ íàä ïðîñòðàíñòâîì èç ïðèìåðà 39.8x.39.10x Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 39.Fx, äîñòàòî÷íî îïèñàòü èåðàð-õèþ êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï áàçû è óêàçàòü íàêðûòèÿ ñ äàííîé



416 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèèïîäãðóïïîé. Âî âñåõ ïðèìåðàõ �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äàííîãî ïðî-ñòðàíñòâà (áàçû) êîììóòàòèâíà, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óêàçàòü âñå ïîä-ãðóïïû �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû è îïðåäåëèòü èõ ïîðÿäîê ïî âêëþ÷å-íèþ. Â êàæäîì ñëó÷àå âñå íàêðûòèÿ ïîä÷èíåíû óíèâåðñàëüíîìó íàêðû-òèþ, à òðèâèàëüíîå íàêðûòèå ïîä÷èíåíî âñåì íàêðûòèÿì.(a) Óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå p : R → S1. Íà-êðûòèå pk : S1 → S1 : z 7→ zk, ãäå k ∈ N, ïîä÷èíåíî íàêðûòèþ pl, ñîãäà÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà l, ïðè ýòîì ïîä÷èíåíèå ñàìî ÿâëÿåòñÿíàêðûòèåì pl/k.(b) Ïîñêîëüêó R2 r 0 ∼= S1 × R, îòâåò àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.(ñ) Åñëè M � ëåíòà Ì¼áèóñà, òî π1(M) ∼= Z. Òàêèì îáðàçîì, êàê è â ïåð-âîì ïðèìåðå, âñå ïîäãðóïïû �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû áàçû èìåþò âèä
kZ. Îòëè÷èå â òîì, ÷òî ïðè íå÷åòíîì k íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîìáóäåò ëåíòà Ì¼áèóñà, åñëè æå ÷èñëî k ÷åòíî, òî íàêðûâàþùåå ïðîñòðàí-ñòâî � ýòî öèëèíäð S1 × I.(d) Óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå áûëî ïîñòðîåíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è35.7. Ïîñêîëüêó �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äàííîãî ïðîñòðàíñòâà èçî-ìîð�íà Z, äîñòàòî÷íî óêàçàòü íàêðûòèÿ, ãðóïïîé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿïîäãðóïïà kZ. Ïîñòðîéòå èõ ñàìîñòîÿòåëüíî. Â îòëè÷èå îò ïðèìåðà (a),òîòàëüíûå ïðîñòðàíñòâà íå ãîìåîìîð�íû, ïîñêîëüêó â êàæäîì èç íèõ �ñâîå ÷èñëî òî÷åê.(e) Óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì òîðà ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå p : R1×R1 →
S1 × S1 : (x, y) 7→

(
e2πix, e2πiy

). Ïðèìåðîì íàêðûòèÿ ñ ãðóïïîé kZ ⊕ lZÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå òîðà íà ñåáÿ
pk × pl : S1 × S1 → S1 × S1 : (z,w) 7→ (zk, wl).Áîëåå îáùî, äëÿ âñÿêîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû A =

(
a b
c d

) ìîæíîðàññìîòðåòü íàêðûòèå pA : S1 × S1 → S1 × S1 : (z,w) 7→ (zawb, zcwd),ãðóïïîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêà L ⊂ Z ⊕ Z ñ áàçèñíûìè âåêòîðà-ìè a(a, c) è b(b, d). Íàêðûòèå pA ïîä÷èíåíî íàêðûòèþ pA′ , çàäàííî-ìó ìàòðèöåé A′ =
(

a′ b′

c′ d′

), åñëè ðåøåòêà L′ ñ áàçèñíûìè âåêòîðà-ìè a
′(a′, c′) è b

′(b′, d′) ñîäåðæèòñÿ â ðåøåòêå L. Â òàêîì ñëó÷àå áàçè-ñû {a,b} â L è {a′,b′} â L′ ìîæíî âûáðàòü ñîãëàñîâàííûìè, ò. å. òàê,÷òîáû a
′ = ka è b

′ = lb äëÿ íåêîòîðûõ k, l ∈ N. Ïîä÷èíåíèå ñàìî áó-äåò íàêðûòèåì pk × pl. Áåñêîíå÷íîëèñòíûå íàêðûòèÿ ñ òî÷íîñòüþ äîýêâèâàëåíòíîñòè îïèñûâàþòñÿ öèêëè÷åñêèìè ïîäãðóïïàìè â Z×Z, ò. å.âåêòîðàìè a(a, c) ∈ Z × Z. Êàæäûé òàêîé âåêòîð çàäàåò îòîáðàæåíèå
pa : S1 × R → S1 × S1 : (z, t) 7→ (zae2πit, zb). Íàêðûòèå pa ïîä÷èíåíîíàêðûòèþ pb, åñëè b = ka, k ∈ Z. Ïîä÷èíåíèå â òàêîì ñëó÷àå èìååò âèä
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S1 × R → S1 × R : (z, t) 7→ (zk, t). Îïèñàíèå ïîä÷èíåíèé ìåæäó êîíå÷-íîëèñòíûìè è áåñêîíå÷íîëèñòíûìè íàêðûòèÿìè îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþâ êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.39.11x Ñì. ðèñóíîê.

39.12x Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêàÿ ïîäãðóïïà àáåëåâîé ãðóïïû íîðìàëü-íà. Ìîæíî òàêæå óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïåòëè s :
I → B ëèáî êàæäûé ïóòü â X, íàêðûâàþùèé ïåòëþ s, ÿâëÿåòñÿ ïåòë¼é(íåçàâèñèìî îò åãî íà÷àëüíîé òî÷êè), ëèáî íè îäèí èç ýòèõ ïóòåé íå åñòüïåòëÿ.39.13x Ýòî òàê, ïîñêîëüêó ïîäãðóïïà èíäåêñà äâà âñåãäà ÿâëÿåòñÿíîðìàëüíîé.39.15x Ñì. ïðèìåð, ïîñòðîåííûé â ðåøåíèè çàäà÷è 39.11x.39.16x Ñëåäñòâèå ïóíêòà (d) óòâåðæäåíèÿ 39.Px.40.3 Êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Z î÷åâèäíî: åñëè em � îò-êðûòàÿ êëåòêà â X, à en � â Y , òî em × en áóäåò îòêðûòîé êëåòêîé â Z,ïîñêîëüêó Bm × Bn ∼= Bm+n. Òàêèì îáðàçîì, n-îñòîâîì ïðîñòðàíñòâà
Z áóäåò îáúåäèíåíèå ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé âñåõ îòêðûòûõ êëåòîê â
X è Y , ñóììà ðàçìåðíîñòåé êîòîðûõ íå áîëüøå n. Òåïåðü íàäî îïè-ñàòü ïðèêëåèâàþùèå îòîáðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàìêíóòûõ êëåòîê.×òîáû ïîñòðîèòü êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X, ìû íà÷èíàåì ñ äèñêðåò-íîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X0, à çàòåì äëÿ êàæäîãî m ∈ Nñòðîèì ïðîñòðàíñòâî Xm, ïðèêëåèâàÿ ê Xm−1 äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå
m-ìåðíûõ øàðîâ Dm

X,α ïî íåêîòîðîìó ïðèêëåèâàþùåìó îòîáðàæåíèþ
⊔
α S

m−1
X,α → Xm−1. ßñíî, ÷òî X ìîæíî îïèñàòü êàê ðåçóëüòàò îäíîâðå-ìåííîé �àêòîðèçàöèè äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ⊔m,αD

m
X,α ïî íåêîòî-ðîìó åäèíîìó îòîæäåñòâëåíèþ. Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ïðîñòðàíñòâà Y .Â ñèëó ïåðåñòàíîâî÷íîñòè â äàííîì ñëó÷àå îïåðàöèé �àêòîðèçàöèè èïåðåìíîæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (ñì. 24.Qx), ïðîèçâåäåíèå

X × Y ãîìåîìîð�íî ðåçóëüòàòó �àêòîðèçàöèè äèçúþíêòíîãî îáúåäèíå-íèÿ
⊔

m,α
n, β

Dm
X,α ×Dn

Y,β



418 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèèïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé øàðîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïîñòðîåíèè ïðîñòðàíñòâ
X è Y . Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ýòó �àêòîðèçàöèþ, â ñâîþ î÷åðåäü,ìîæíî ïðîèçâåñòè �ïî îñòîâàì�, íà÷èíàÿ ñ äèñêðåòíîãî òîïîëîãè÷åñêî-ãî ïðîñòðàíñòâà Z0 =

⊔(
D0
X,α × D0

Y,β

). Ïðèêëåèâ ê íåìó îäíîìåðíûåêëåòêè âèäà D1
X,α × D0

Y,β è D0
X,α × D1

Y,β, ìû ïîëó÷èì 1-îñòîâ Z1, èò. ä. Â ðàçìåðíîñòÿõ, á�îëüøèõ 1, îïèñàíèå ïðèêëåèâàþùèõ îòîáðàæå-íèé ìîæåò âûçâàòü çàòðóäíåíèå. �àññìîòðèì êëåòêó âèäà em × en. Å¼õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå Dm × Dn → X × Y åñòü ïðîñòî ïðî-èçâåäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé êëåòîê em è en, ïðè êîòî-ðîì îáðàç ãðàíè÷íîé ñ�åðû �øàðà� Dm ×Dn ïîïàäàåò â óæå ïîñòðîåí-íûé îñòîâ Zn+m−1. Òåì ñàìûì îïðåäåëåíî ïðèêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå
ω : Sn+m−1 → Zn+m−1. Äàäèì åùå è ÿâíîå åãî îïèñàíèå. Äëÿ ýòîãî íàìïîòðåáóåòñÿ ñòàíäàðòíûé ãîìåîìîð�èçì κ : Dm+n → Dm ×Dn, ïðè êî-òîðîì κ(Sm+n−1) = (Sm−1×Dn)∪(Dm×Sn−1). Ïóñòü ϕ1 : Sm−1 → Xm−1è ϕ2 : Sn−1 → Yn−1 � ïðèêëåèâàþùèå îòîáðàæåíèÿ êëåòîê em è en. Òîãäà
ω ìîæíî îïèñàòü êàê êîìïîçèöèþ
Sm+n−1 → (Dm × Sn−1) ∪ (Sm−1 ×Dn) →

→
(
(Xm−1 ∪ϕ1 D

m) × Yn−1

)
∪
(
Xm−1 × (Yn−1 ∪ϕ2 D

n)
)
→֒ Zm+n−1,ãäå ïåðâîå îòîáðàæåíèå � ñîêðàùåíèå ãîìåîìîð�èçìà κ, âòîðîå � î÷å-âèäíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå íà êàæäîé ÷àñòè êàê ïðîèçâåäåíèåõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî è ïðèêëåèâàþùåãî îòîáðàæåíèé, à òðåòüå îòîáðà-æåíèå � âêëþ÷åíèå.40.4 Íåò, íå îñòàíåòñÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõýêçåìïëÿðîâ êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà èç çàäà÷è 40.9 íå ÿâëÿåòñÿ êëå-òî÷íîé.40.5 Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðè ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è èñïîëü-çîâàëîñü, âî-ïåðâûõ, ïðåäñòàâëåíèå RPn =

⋃n
k=0 RP k, âî-âòîðûõ, òî, ÷òî

RP krRP k−1 åñòü îòêðûòàÿ k-ìåðíàÿ êëåòêà. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäñòàâ-ëåíèåì CPn =
⋃n
k=0 CP k. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ öåëûõ k ≥ 0 ðàçíîñòü

CP k r CP k−1 ∼= B2k. Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî ïðèêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå
S2k−1 → CP k−1 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì �àêòîðèçàöèè.40.6 (a) Óäàëèòå èç êâàäðàòà ìíîæåñòâî, ãîìåîìîð�íîå îòêðûòî-ìó êðóãó, îãðàíè÷åííîå êðèâîé, íà÷èíàþùåéñÿ è çàêàí÷èâàþùåéñÿ âíåêîòîðîé âåðøèíå êâàäðàòà I2. Åãî äîïîëíåíèå ðàçáèòî íà 10 êëåòîê,à �àêòîðïðîñòðàíñòâî ýòîãî äîïîëíåíèÿ ðàçáèòî íà 5 êëåòîê è ãîìåî-ìîð�íî ðó÷êå.(b) Ëåíòà Ì¼áèóñà åñòü �àêòîðïðîñòðàíñòâî êâàäðàòà, ó êîòîðîãî ñóùå-ñòâóåò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå èç 9 êëåòîê. Â ðåçóëüòàòå �àêòîðèçàöèè ìû



ñîâåòû è îòâåòû 419ïîëó÷èì ðàçáèåíèå ëåíòû Ì¼áèóñà, ñîñòîÿùåå èç 6 êëåòîê.(
) Êàê è ïðîñòðàíñòâî èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, S1×I � ýòî �àêòîðïðî-ñòðàíñòâî êâàäðàòà. Èëè ïî-äðóãîìó, ñì. 40.3.(d-e) Ñì. 40.L.40.7 (a) 4 êëåòêè � ïðåäñòàâüòå ëåíòó Ì¼áèóñà êàê ðåçóëüòàò �àê-òîðèçàöèè òðåóãîëüíèêà, ïðè êîòîðîé âñå òðè åãî âåðøèíû ñêëåèâàþòñÿâ îäíó. Ïîêàæèòå, ÷òî îäíîé îäíîìåðíîé êëåòêè íåäîñòàòî÷íî.(b) 2p+2 êëåòîê; (
) q+2 êëåòîê. Ñì. 40.L. Òî, ÷òî äàííîå ÷èñëî êëåòîêÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì, ñëåäóåò èç âû÷èñëåíèÿ �óíäàìåí-òàëüíûõ ãðóïï ýòèõ ïðîñòðàíñòâ; ñì. 43.L.40.8 Íóæíû õîòÿ áû òðè êëåòêè: íóëüìåðíàÿ, îäíîìåðíàÿ è åùåîäíà.40.9 Ñì. 20.6.40.K Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 40.J.40.11 Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïîñêîëüêó âñÿêèå äâå òî÷êè R∞ ëå-æàò â íåêîòîðîì åãî ïîäïðîñòðàíñòâå RN , òî íåñëîæíî îïðåäåëèòü ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó íèìè. Òàêèì îáðàçîì, â R∞ èìååòñÿ ìåòðèêà, îäíàêî ýòàìåòðèêà èíäóöèðóåò â íåì íå òó òîïîëîãèþ. Íåâîçìîæíîñòü èíäóöèðî-âàòü ñóùåñòâóþùóþ â R∞ òîïîëîãèþ êàêîé-ëèáî ìåòðèêîé ñëåäóåò èçòîãî, ÷òî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íåò ñ÷åòíîé áàçû â òî÷êå (äîêàæèòå ýòî).40.L Äîêàæåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé èç ïåðå÷èñëåííûõ.(a) Ñëîâî aa−1 îïèñûâàåò �àêòîðïðîñòðàíñòâî äèñêà D2 ïî ðàçáèåíèþíà ïàðû òî÷åê îêðóæíîñòè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç ååäèàìåòðîâ, ãîìåîìîð�íîå äâóìåðíîé ñ�åðå. Êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ñîñòî-èò èç äâóõ íóëüìåðíûõ êëåòîê, îäíîé îäíîìåðíîé è îäíîé äâóìåðíîé.(b) Ñëîâî aa îïèñûâàåò �àêòîðïðîñòðàíñòâî äèñêà D2 ïî ðàçáèåíèþ íàïàðû òî÷åê îêðóæíîñòè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî åå öåíòðà, ãîìåî-ìîð�íîå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ñîñòîèò èç òðåõêëåòîê: ïî îäíîé â êàæäîé èç ðàçìåðíîñòåé 0, 1 è 2.(g) �àññìîòðèì p-óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ, â êîòîðûõ ñõîäÿòñÿðåáðà, îòìå÷åííûå ñèìâîëàìè a1 è b−1
p , a2 è b−1

1 , . . . , ap è b−1
p−1, è ðàç-ðåæåì èñõîäíûé 4p-óãîëüíèê âäîëü ñòîðîí ðàññìîòðåííîãî p-óãîëüíèêà.Èç ýòîãî p-óãîëüíèêà ïðè åãî �àêòîðèçàöèè ìû ïîëó÷èì ñ�åðó ñ p äûð-êàìè. Ïðè �àêòîðèçàöèè îñòàâøèõñÿ 5-óãîëüíèêîâ ìû ïîëó÷èì p ðó÷åê.40.12 Òàêîâ, íàïðèìåð, òàê íàçûâàåìûé ïîëíûé 5-ãðà� K5, ò. å.ïðîñòðàíñòâî ñ 5 âåðøèíàìè, êàæäàÿ ïàðà êîòîðûõ ñîåäèíåíà ðåáðîì.Åãî íåâëîæèìîñòü â R2 ìîæíî äîêàçàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîéÝéëåðà 42.3.41.1x Ïóñòü ψ : Dn → X � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ïðè-êëååííîé êëåòêè, i : A → X � âêëþ÷åíèå. Ìû âïðàâå ñ÷èòàòü, ÷òî
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x = ψ(0), ãäå 0 � öåíòð øàðà Dn. Ââåäåì îòîáðàæåíèå

g : X r x→ A : g(z) =

{
z ïðè z ∈ A,

ϕ(ψ−1(z)/|ψ−1(z)|) ïðè z /∈ A.Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ idXrx è i ◦ g A-ãîìîòîïíû. �àññìîòðèì ïðÿ-ìîëèíåéíóþ ãîìîòîïèþ h̃ : (Dnrx)×I → Dnrx ìåæäó òîæäåñòâåííûìîòîáðàæåíèåì è ïðîåêöèåé ρ : Dn r x → Dn r x : z 7→ z
|z| . Îïðåäåëèìãîìîòîïèþ

h : (A ⊔ (Dn r x)) × I → A ⊔ (Dn r x),ïîëîæèâ
h(z, t) =

{
z, åñëè z ∈ A,

h̃(z, t), åñëè z ∈ Dn.Å¼ �àêòîðîòîáðàæåíèå H : (X r x) × I → X r x ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé A-ãîìîòîïèåé ìåæäó idXrA è i ◦ g.41.2x Ñëåäóåò èç 41.1x, â ñèëó òîãî, ÷òî çàìêíóòûå n-ìåðíûå êëåò-êè âìåñòå ñ Xn−1 îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíîå ïîêðûòèå êëåòî÷íîãî ïðî-ñòðàíñòâà X.41.3x Óòâåðæäåíèå îá RPn ñëåäóåò èç 41.1x, ïîñêîëüêó ïðîñòðàí-ñòâî RPn åñòü ðåçóëüòàò ïðèêëåèâàíèÿ îäíîé n-ìåðíîé êëåòêè ê ïðî-ñòðàíñòâó RPn−1 � ñì. 40.H. Óòâåðæäåíèå ïðî CPn äîêàçûâàåòñÿ àíà-ëîãè÷íûì îáðàçîì (ñì. 40.5). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîïðîáóéòå äàòü ÿâ-íûå �îðìóëû äëÿ äå�îðìàöèîííûõ ðåòðàêöèé RPn r point → RPn−1 è
CPn r point → CPn−1.41.4x �àññìîòðèòå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïîëíîòîðèÿ ñ îäíîé 3-êëåòêîé,2-îñòîâîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òîð, ê êîòîðîìó âäîëü ìåðèäèàíà S1 × 1ïðèêëååí êðóã, è ïðèìåíèòå óòâåðæäåíèå 41.1x.41.5x Îáîçíà÷èì ÷åðåç eϕ : Dn+1 → Xϕ è eψ : Dn+1 → Xψ õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ (n + 1)-ìåðíîé êëåòêè, ïðèêëååííîé êïðîñòðàíñòâó Y . Ïóñòü h : Sn × I → Y � ýòî ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ϕè ψ. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ f ′ : Y ⊔Dn+1 → Xϕ è g′ : Y ⊔Dn+1 → Xψ,êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè âëîæåíèÿìè íà Y , à íà øàðàõ Dn+1îïðåäåëåíû �îðìóëàìè

f ′(x) =

{
eψ(2x) ïðè |x| ≤ 1

2 ,
h
(
x
|x| , 2(1 − |x|)

) ïðè 1
2 ≤ |x| ≤ 1,

g′(x) =

{
eϕ(2x) ïðè |x| ≤ 1

2 ,
h
(
x
|x| , 2|x| − 1

) ïðè 1
2 ≤ |x| ≤ 1,



ñîâåòû è îòâåòû 421Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëåíû �àêòîðû f : Xϕ → Xψ è g : Xψ → Xϕîòîáðàæåíèé f ′ è g′. Ïîêàæèòå, ÷òî f è g ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî-îáðàòíûìèãîìîòîïè÷åñêèìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.41.6x Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ñëåãêà èçìåíèòü ðàññóæäåíèå, èñ-ïîëüçîâàííîå ïðè ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è.41.7x Ïóñòü A � ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòå ïðè-êëåèâàíèÿ êðóãà ê îêðóæíîñòè ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ α : S1 → S1,
α(z) = z2. Òîãäà A ∼= RP 2, çíà÷èò π1(A) ∼= Z2. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæå-íèå ϕ : S1 → A : z 7→ z3, ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ ψ = idS1 . Â ñèëó 41.5x,ïðîñòðàíñòâî X ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïðîñòðàíñòâó A∪ψD2, êî-òîðîå ñîâïàäàåò ñ D2 ∪α D2. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå α : S1 → D2 ãî-ìîòîïíî ïîñòîÿííîìó, òî (ñíîâà â ñèëó 41.5x) X ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâà-ëåíòíî áóêåòó D2 ∨ S2, êîòîðûé ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí S2:

X ≃ A ∪ψ D2 ≃ D2 ∪α D2 ≃ D2 ∨ S2 ≃ S2.Â ýòîì ðàçáèåíèè � äâå êëåòêè.41.9x Òîð S1 × S1 ïîëó÷àåòñÿ èç áóêåòà S1 ∨ S1 ïðèêëåèâàíèåì êíåìó 2-êëåòêè âäîëü íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : S1 → S1 ∨ S1. Îáîçíà-÷èì ÷åðåç i âêëþ÷åíèå S1 ∨ S1 → A = (1 × S1) ∪ (D2 × 1) è ïîêàæåì,÷òî êîìïîçèöèÿ i ◦ ϕ : S1 → A ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α, β � ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå π1(S
1∨S1). Òîãäà

[ϕ] = αβα−1β−1, è
[i ◦ ϕ] = i∗([ϕ]) = i∗(αβα

−1β−1) =

i∗(α)i∗(β)i∗(α)−1i∗(β)−1 = i∗(α)i∗(α)−1 = 1,òàê êàê i∗(β) = 1 ∈ π1(A). Â ñèëó òåîðåìû 41.5x,
A ∪ϕ D2 ≃ A ∨ S2 = S1 ∨D2 ∨ S2 ≃ S1 ∨ S2.41.10x Âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è è óòâåð-æäåíèåì 41.5x.41.11x Äîêàæèòå, ÷òî X ≃ S1 ∨ S1 ∨ S2, çíà÷èò, π1(X) ∼= F2, â òîâðåìÿ êàê Y ≃ S1 × S1, ïîýòîìó π1(Y ) ∼= Z2. Òàê êàê π1(X) 6∼= π1(Y ), òîñàìè ïðîñòðàíñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè.41.13x �àññìîòðèì êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå CP 2, ñîñòîÿùåå èç îäíîéíóëüìåðíîé êëåòêè, îäíîé îäíîìåðíîé, äâóõ äâóìåðíûõ êëåòîê è îäíîé4-êëåòêè. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 2-îñòîâ ïîëó÷åííîãî êëåòî÷íî-ãî ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàåò ñ CP 1 ⊂ CP 2, à 1-îñòîâ � ñ âåùåñòâåííîé÷àñòüþ RP 1 ⊂ CP 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ : CP 2 → CP 2 èíâîëþöèþ êîì-ïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ, ïî êîòîðîé è ïðîèñõîäèò �àêòîðèçàöèÿ. ßñíî,÷òî CP 1/[z ∼ τ(z)] ∼= D2. �àññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå
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ψ : D4 → CP 1 ÷åòûðåõìåðíîé êëåòêè äàííîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ.Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî D4/[z ∼ τ(z)] î÷åâèäíî ãîìåîìîð�íî D4, ïîýòîìó�àêòîðîòîáðàæåíèå

D4/[z ∼ τ(z)] → CP 1/[z ∼ τ(z)]ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì äëÿ 4-êëåòêè ïðîñòðàíñòâà
X. Òàêèì îáðàçîì, X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâà, 2-îñòîâ êîòîðîãî ñîâ-ïàäàåò ñ êðóãîì D2. Çíà÷èò, â ñèëó 41.Cx, X ≃ S4.42.1 Ñì. 38.21.42.2 Ïóñòü X ∼= S2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v = c0(X), e = c1(X) è
f = c2(X) ÷èñëî íóëüìåðíûõ, îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ êëåòîê ïðî-ñòðàíñòâà X, ñîîòâåòñòâåííî. Âûêèíóâ ïî òî÷êå èç êàæäîé äâóìåðíîéêëåòêè ïðîñòðàíñòâà X ìû ïîëó÷èì ïðîñòðàíñòâî X ′, êîòîðîå äå�îð-ìàöèîííî ðåòðàãèðóåòñÿ íà ñâîé 1-îñòîâ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ñèëó 42.1,�óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé π1(X

′) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà f−1.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, π1(X
′) ∼= π1(X1), à ðàíã ïîñëåäíåé ãðóïïû, â ñèëó42.B, ðàâåí 1−χ(X1) = 1−v+e. Òàêèì îáðàçîì, f−1 = 1−e+v, îòêóäàè ñëåäóåò, ÷òî χ(X) = v − e+ f = 2.42.3 Ñëåäóåò èç 42.2.43.1 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ñ�åðû Sn ïðè n > 1 òðèâèàëüíà,ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò åå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå, 1-îñòîâ êîòîðîãî ñîñòîèòèç îäíîé òî÷êè.43.2 �ðóïïà π1(CP
n) òðèâèàëüíà ïî òîé æå ïðè÷èíå.43.1x Âûáåðåì ïî òî÷êå x0 è x1 â êàæäîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòèìíîæåñòâà C òàê, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî ñîåäèíèòü äâóìÿ âëîæåííûìèâ îäíîìåðíûé îñòîâ X1 îòðåçêàìè eA ⊂ A è eB ⊂ B, îáùèìè òî÷êà-ìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òî÷êè x0 è x1. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî-áû çàìåíèòü âñå ïðîñòðàíñòâà íà ãîìîòîïè÷åñêè èì ýêâèâàëåíòíûå, òàê÷òîáû îäíîìåðíûì îñòîâîì ïðîñòðàíñòâà X áûëà îêðóæíîñòü, ÿâëÿþ-ùàÿñÿ îáúåäèíåíèåì îòðåçêîâ eA è eB . Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòüòåõíèêó, ïðèìåíåííóþ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 41.Fx. Òîãäà �óíäàìåíòàëü-íàÿ ãðóïïà îäíîìåðíîãî îñòîâà ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâàáóäåò èçîìîð�íà Z. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî îáðàçîì ïðèêëåèâàþùåãîîòîáðàæåíèÿ äâóìåðíîé êëåòêè íå ìîæåò áûòü âåñü 1-îñòîâ, òàê êàê ýòàêëåòêà ëåæèò ëèáî â A, ëèáî â B, íî íèêàê íå â íèõ îáîèõ. Çíà÷èò, îíîãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðèêëåèâà-íèè 2-êëåòêè íå âîçíèêàåò íèêàêèõ ñîîòíîøåíèé.43.2x Íåò, òàê êàê â óñëîâèÿõ òåîðåìû 43.Ax ñêàçàíî, ÷òî ìíî-æåñòâà A è B ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè, à â òåîðåìå 43.2x ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî îíè � êëåòî÷íûå ïîäïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ



ñîâåòû è îòâåòû 423ñëó÷àÿõ ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåîðåìó 43.Cx ìîæíîâûâåñòè èç 43.Ax, ïîñòðîèâ îêðåñòíîñòè êëåòî÷íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ A,
B è C, äå�îðìàöèîííî ðåòðàãèðóþùèåñÿ íà ñàìè ýòè ïðîñòðàíñòâà.43.3x Âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ (ïðèâåäèòå ïðèìåð).43.4x Ïðîñëåäèì, êàê ìåíÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà, êîãäàê îäíîìåðíîìó îñòîâó ïðîñòðàíñòâà X ïðèêëåèâàþòñÿ åãî äâóìåðíûåêëåòêè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íóëüìåðíûé îñòîâ ñîñòîèò èç òî÷êè x0. Íàïåðâîì øàãå ê X1 ïðèêëåèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ êëåòêà, ïóñòü ϕ : S1 → X1 �ïðèêëåèâàþùåå, à χ : D2 → X2 � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ýòîéêëåòêè. Ïóñòü F ⊂ D2 çàìêíóòûé äèñê (ê ïðèìåðó, ðàäèóñîì 1

2), S � åãîãðàíèöà, A = χ(D2 r IntF ) ∪X1, B = χ(F ), òîãäà C = χ(S) ∼= S1. ßñíî,÷òî X1 ÿâëÿåòñÿ (ñòðîãèì) äå�îðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ìíîæåñòâà A,ïîýòîìó ãðóïïà π1(A) ∼= π1(X1) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùèìè αi.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî B ∼= D2, ïîýòîìó îíî îäíîñâÿçíî. Îòîá-ðàæåíèå χ|S ãîìîòîïíî ϕ, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçîì îáðàçóþùåé ãðóïïû
π1(C) ÿâëÿåòñÿ êëàññ ρ = [ϕ] ∈ π1(X,x0) ïðèêëåèâàþùåãî îòîáðàæå-íèÿ äàííîé êëåòêè. Ñëåäîâàòåëüíî, â �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå π1(X,x0)èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå ρ = 1. Ïðè ïðèêëåèâàíèè êëåòîê ñòàðøåé ðàçìåð-íîñòè íèêàêèõ íîâûõ ñîîòíîøåíèé â ýòîé ãðóïïå íå âîçíèêàåò, òàê êàêâ ýòîì ñëó÷àå C ∼= Sk � îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîñêîëüêó k > 1. Èçòåîðåìû Çåé�åðòà�âàí Êàìïåíà ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿìè [ϕi] = 1 èñ-÷åðïûâàþòñÿ âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñòàíäàðòíûìè îáðàçóþùèìè �óí-äàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïðîñòðàíñòâà.43.5x Åñëè m 6= 0, òî �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ öèêëè-÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà |m|, åñëè m = 0, òî �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïàèçîìîð�íà Z.43.6x Ýòè ïðîñòðàíñòâà ãîìåîìîð�íû, ñîîòâåòñòâåííî, S2 × S1 è
S3. 43.7x Âìåñòî äîïîëíåíèÿ óçëà áóäåì ðàññìàòðèâàòü äîïîëíåíèåíåêîòîðîé åãî îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U , ãîìåîìîð�íîé IntD2 × S1, äëÿêîòîðîé óçåë K ÿâëÿåòñÿ å¼ îñåâîé ëèíèåé. Íàì áóäåò óäîáíåå ñ÷è-òàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà ëåæàò íå â R3, à â S3. Ïóñòü
X = S3 r U . Òîð, íà êîòîðîì ëåæèò äàííûé óçåë, ðàçáèâàåò S3 íà äâàïîëíîòîðèÿ G = D2×S1 è F = S1×D2. Ïîëîæèì A = GrU è B = FrU ,òîãäà X = A∪B, à C = A∩B ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîïîëíåíèå â òîðå îò-êðûòîé ëåíòî÷êè, ÿâëÿþùåéñÿ îêðåñòíîñòüþ êðèâîé, çàäàííîé íà ýòîìòîðå óðàâíåíèåì pu = qv, ïîýòîìó π1(C) ∼= π1(A) ∼= π1(B) ∼= Z. Â ñèëóòåîðåìû Çåé�åðòà�âàí Êàìïåíà �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé π1(X) ÿâëÿ-åòñÿ ãðóïïà {α, β | i∗(γ) = j∗(γ)}, ãäå i è j � âêëþ÷åíèÿ C â A è B,ñîîòâåòñòâåííî. Ïåòëÿ â C, êëàññ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé ãðóïïû



424 Óêàçàíèÿ, êîììåíòàðèè
π1(C), p ðàç îáõîäèò òîð âäîëü åãî ïàðàëëåëè è q ðàç âäîëü ìåðèäèà-íà, ïîýòîìó i∗(γ) = ap è j∗(γ) = bq. Çíà÷èò π1(X) = {a, b | ap = bq}.Ïîêàæèòå, ÷òî H1(X) ∼= Z (íå çàáóäüòå, ÷òî p è q âçàèìíî ïðîñòû).43.8x (a) Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåì 43 (èëè òåîðåìû 43.Cx).(b) Òàê êàê ìíîæåñòâà A = X ∨ Vy0 è B = Ux0 ∨ Y îáðàçóþò îòêðûòîåïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà Z è èõ ïåðåñå÷åíèå A∩B = Ux0 ∨ Vy0 ñâÿçíî, òîîäíîñâÿçíîñòü Z ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà çàäà÷è 31.11.(
)* Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ⊂ R3 � êîíóñ ñ âåðøèíîé â òî÷êå (−1, 0, 1)íàä îáúåäèíåíèåì îêðóæíîñòåé, çàäàííûõ â ïëîñêîñòè R2 óðàâíåíèÿìè
x2 + 2x

n + y2 = 0, n ∈ N, à ïðîñòðàíñòâî Y ñèììåòðè÷íî X îòíîñèòåëüíîîñè Oz. Êàæäîå èç ïðîñòðàíñòâ X è Y î÷åâèäíûì îáðàçîì ñòÿãèâàåìî,çíà÷èò îäíîñâÿçíî. Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü (ýòî ñîâñåì íåïðîñòî), ÷òî èõîáúåäèíåíèå X ∪ Y íå ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì.43.9x Äà, ÿâëÿåòñÿ.43.10x Áóòûëêó Êëåéíà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå äâóõëåíò Ì¼áèóñà, ñêëååííûõ ïî èõ ãðàíèöàì � îêðóæíîñòÿì.43.13x Ïðîâåðüòå, ÷òî êëàññ ìàòðèöû „

0 1
−1 0

« èìååò ïîðÿäîê 2, àêëàññ ìàòðèöû „

0 1
−1 1

« � ïîðÿäîê 3. Äåòàëè ðàññóæäåíèÿ ìîæíî íàéòèâ êíèãå [3, ñ. 211℄.43.14x �àçðåæåì òîð (ñîîòâåòñòâåííî, áóòûëêó Êëåéíà) ïî îêðóæ-íîñòè B òàê, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ó íàñ ïîëó÷èëñÿ öèëèíäð, êîòîðûé è áó-äåò ïðîñòðàíñòâîì C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç β îáðàçóþùóþ ãðóïïû π1(B) ∼=
Z, ÷åðåç α � îáðàçóþùóþ π1(C) ∼= Z. Â ñëó÷àå òîðà ϕ1 = ϕ2 = α, äëÿáóòûëêè Êëåéíà ϕ1 = α = ϕ−1

2 . Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû 43.Fxìû ïîëó÷àåì çàäàíèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû òîðà 〈α, γ | γα = αγ〉 èáóòûëêè Êëåéíà 〈α, γ | γα = αγ−1〉.
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Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü
Àâòîãîìîìåîìîð�èçì 202Àâòîìîð�èçì íàêðûòèÿ 286Àêñèîìàîòäåëèìîñòè
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