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Предисловие

В основу настоящего издания положен курс лекций, чи-
тавшийся автором с 1995 года на втором и третьем курсах
механико-математического факультета МГУ для студентов-
математиков, специализирующихся на применении математи-
ческих методов в экономике (специальность МАТЕМАТИКА.
ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА (ЭКОНОМИЧЕСКИЙ ПРО-
ФИЛЬ) – 01.01.01.02.) При чтении лекции на втором и третьем
курсах программа изменялась. В настоящее издание вошел весь
материал, читавшийся в разное время в рамках этого курса.
Помимо теоретического материала в издание вошли многочис-
ленные задачи, которые разбирались на семинарах.

Курс знакомит слушателей и читателей с математическими
основами линейного программирования: выпуклые множества,
аффинные неравенства и теорема Фаркаша, полиэдры и их гра-
ни, теоремы Фань Цзы и Вейля, симплекс метод. Затем излага-
ется теорема фон Неймана и ее приложения к теории игр. Да-
лее рассматриваются специальные задачи линейного програм-
мирования – транспортная задача и поиск кратчайшего пути на
графе. Следующий раздел курса связан с изучением различных
норм в алгебрах матриц и изложением теории неотрицательных
матриц, включая теорему Перрона и Фробениуса. В последую-
щих разделах рассматривается задача локализации собствен-
ных значений, в частности QR-алгоритм. В заключении курса
излагается материал статьи, любезно предоставленный автору
Е. Е. Демидовым. Этот материал демонстрирует применение,
изложенных в курсе материалов для решения задачи оптималь-
ного управления портфелем ценных бумаг.

Автор выражает глубокую благодарность В. Н. Латышеву,
Е. Е. Демидову, А. Клячко за полезные обсуждения и внимание
к работе.

Имеется большой список литературы в рассматриваемой
области, изложение которого занимает много места. Поэтому
ниже мы приводим лишь некоторые последние публикации, до-
ступные читателю.
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Глава 1

Линейные неравенства

В этой главе все аффинные и линейные пространства рас-
сматриваются над полем вещественных чисел R. В них фик-
сирована евклидова метрика ρ(X, Y ), которая превращает аф-
финные пространства в метрические пространства. Топология
в них задается указанной метрикой. Напомним некоторые необ-
ходимые определения.

Определение. Пусть A,B – точки аффинного простран-
ства An размерности n. Отрезком [A,B], соединяющим эти точ-
ки называется множество всех точек вида A+λ

−−→
AB, где λ ∈ [0, 1].

Подмножество в An выпукло, если вместе с любыми дву-
мя его точками оно содержит весь отрезок, соединяющий эти
точки.

Функция f : An → R называется аффинной или линейной,
если в некоторой (а, следовательно, и в любой) системе коорди-
нат в An она имеет вид

f(x) = a1x1 + · · ·+ anxn + a0, ai ∈ R,

где точка x имеет координаты x1, . . . , xn. Другими словами, f
задает аффинное отображение f : An → R.

Наконец, всюду в дальнейшем мы будем пользоваться сле-
дующим определением

Определение. Пусть A,B – прямоугольные вещественные
матрицы. Скажем, что A > B (A > B), если aij > bij (aij > bij)
для любых элементов aij , bij матриц A и B.

11



12 В. А. Артамонов

1. Теоремы отделимости, конусы и многогранники

Теорема 1.1. Пусть M – замкнутое выпуклое множе-
ство в An и задана точка A ∈ An \ M . Тогда существует
такая аффинная функция f , что f(A) < 0 и f(x) > 0 для всех
x ∈ M . Другими словами, M и A разделяются гиперплоско-
стью f(x) = 0.

Доказательство. Пусть C ∈ M и ρ(C,A) = d > 0. Рас-
смотрим в An (замкнутый) шар S радиуса d c центром в A. То-
гда S ∩M – замкнутое ограниченное множество. Поэтому най-
дется такая точка B ∈ M , на которой функция ρ(A,X), X ∈ M ,
достигает минимума r > 0.

Рассмотрим в An ортонормированную систему координат
B, e1, . . . , en,
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с началом в точке B, причем e1 =
−−→
AB

‖−−→AB‖ . Зададим линейную

функцию f(x) = x1, где x1 – первая координата точки x в этой
системе координат. Тогда f(A) = −r < 0. Предположим, что
существует такая точка D ∈ M , что f(D) < 0. В треугольнике
BAD в этом случае угол ∠DBA острый (см. Рис. 1.1),

cos ∠DBA =
(
−−→
BA,

−−→
BD)

‖−−→BA‖‖−−→BD‖
=

f(A)f(D)

‖−−→BA‖‖−−→BD‖
> 0.

Следовательно, основание Q перпендикуляра, опущенного из
A на прямую DB, попадает на луч BD с вершиной в B. На
стороне DB возьмем точку T , принадлежащую (BQ) ∩ (BD).
Тогда π

2 > ∠DTA > ∠DBA, откуда ρ(A, T ) < ρ(A, B). При
этом T ∈ M в силу выпуклости M . Полученное противоречие
завершает доказательство. ¤

Теорема 1.2. Пусть M, N непересекающиеся замкнутые
выпуклые подмножества в An, причем одно из них компактно.
Тогда существует такая аффинная функция f , что f(x) > 0
для всех x ∈ M и f(y) < 0 для всех y ∈ N .

Доказательство. Пусть N компактно и A ∈ N . Из до-
казательства теоремы 1.1 вытекает существование ближайшей
к A точки B ∈ M . Положим ρ(A) = ρ(A,B). Функция ρ(A)
непрерывна на N и потому достигает минимума в некоторой
точке A0 ∈ N . При этом ρ(A0) > 0 так как A0 /∈ M . Пусть
ρ(A0) = ρ(A0, B0), B0 ∈ M . Остается провести через середину
[A0, B0] перпендикулярную гиперплоскость. ¤

Определение 1.3. Конусом K в An с вершиной в O ∈
An называется множество точек в An, обладающее следующим
свойством: если A ∈ K, λ ∈ R, λ > 0, то O + λ

−→
OA ∈ K.

Предложение 1.4. Конус K является выпуклым множе-
ством тогда и только тогда, когда из условия P,Q ∈ K вы-
текает, что O + (

−−→
OP +

−−→
OQ) ∈ K.

Доказательство. Пусть K выпукло и P, Q ∈ K. По
упражнению 1.33 конус K содержит точку O + ( 1

2

−−→
OP + 1

2

−−→
OQ) и
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поэтому содержит точку

O + 2(
1
2
−−→
OP +

1
2
−−→
OQ) = O + (

−−→
OP +

−−→
OQ).

Обратно, если выполнено указанное условие, то O + α
−−→
OP, O +

(1−α)
−−→
OQ ∈ K в силу определения 1.3. Таким образом, по пред-

положению
O + α

−−→
OP + (1− α)

−−→
OQ ∈ K,

т. е. [P, Q] ⊆ K. Итак, конус K выпуклый. ¤
Определение. Конус K с вершиной O порождается точ-

ками A1, . . . , Am, если он состоит из всех точек вида O +∑
i λi

−−→
OAi, где λi > 0. Конус K конечнопорожден, если он по-

рождается некоторым конечным множеством точек.

Предложение 1.5. Конечнопорожденный конус является
замкнутым выпуклым множеством.

Доказательство. В силу предложения 1.4 конус K яв-
ляется выпуклым. Докажем его замкнутость. Пусть конус K
с вершиной в точке O порождается точками A1, . . . , Am. Рас-
смотрим точку

O + λ1
−−−→
OAi1 + · · ·+ λk

−−−→
OAik

∈ K, λj > 0. (1)

Предположим, что векторы
−−−→
OAi1 , . . . ,

−−−→
OAik

линейно зависимы
и α1

−−−→
OAi1 + · · ·+αk

−−−→
OAik

= 0. Без ограничения общности можно
предполагать, что, например, α1 > 0. Выберем индекс t так,
чтобы θ = λt

αt
было бы минимальным положительным числом

среди всех λt

αt
, где λt из (1), αt > 0. Тогда в (1) получаем

O + λ1
−−−→
OAi1 + · · ·+ λk

−−−→
OAik

=

O + (λ1 − θα1)
−−−→
OAi1 + · · ·+ (λk − θαk)

−−−→
OAik

,

причем все коэффициенты λj − θαj > 0, и один из этих ко-
эффициентов равен нулю. Таким образом, точка (1) лежит
в конусе, порожденном Ai1 , . . . , Ait−1 , Ait+1 , . . . , Aim . Отсюда
вытекает, что каждая точка из K лежит в некотором конусе
Kj1,... , js , порождаемом точками Aj1 , . . . , Ajs , причем векторы
e1 =

−−−→
OAj1 , . . . , es =

−−−→
OAjs независимы. Дополним эти векторы
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до базиса e1, . . . , en всего линейного пространства и возьмем
точку O в качестве начала координат. Тогда в этой системе ко-
ординат конусе Kj1, ... , js

задается неравенствами и уравнения-
ми x1 > 0, . . . , xs > 0, xs+1 = · · · = xn = 0. Следовательно,
конус Kj1, ... , js

замкнут. Так как исходный конус K является
объединением конечного числа замкнутых конусов, то он сам
замкнут. ¤

Теорема 1.6. Пусть K – конус с вершиной в O, порож-
даемый точками A1, . . . , Am и точка A не лежит в K. Су-
ществует такая линейная функция f , что f(x) > 0 для всех
x ∈ K, f(O) = 0, и f(A) < 0.

Доказательство. По предложению 1.5 конус K выпук-
лый и замкнутый. По теореме 1.1 существует ближайшая к A
точка B ∈ K. Пусть e1, . . . , en – базис, и f = x1 – линейная
функция, построенная в теореме 1.1. Покажем, что f(O) = 0.
Пусть это не так, т. е. f(O) > 0. Рассмотрим плоскость OAB
(см. Рис. 1.2). Тогда ∠OBA тупой. Следовательно, перпендику-
ляр, опущенный из A на прямую OB пересекает ее в точке C,
лежащей на луче OB, причем точки C и O лежат на этом луче
по разные стороны от B.
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Отсюда
−−→
OC = λ

−−→
OB, λ > 1, и поэтому C ∈ K. Но |AC| <

|AB|, что противоречит выбору B. Полученное противоречие
доказывает теорему. ¤

Предложение 1.7. Пусть K – конус с вершиной O, по-
рожденный точками

A1, . . . , Am ∈ An. (2)

Пусть N – компактное выпуклое множество, не пересекаю-
щееся с K. Тогда существует такая линейная функция f , что
f(x) > 0 для всех x ∈ K, и f(y) < 0 для всех y ∈ N .

Доказательство вытекает из предложения 1.5 и теоремы 1.2.

Определение. Выпуклым многогранником, порожденным
точками (2), называется наименьшее выпуклое множество, со-
держащее эти точки.

Обозначим через conv{A1, . . . , Am} множество всех точек
вида {

O + λ1
−−→
OA1 + · · ·+ λm

−−−→
OAm | λi > 0,

m∑

i=1

λi = 1

}
,

где O ∈ An.

Предложение 1.8. Пусть M – выпуклый многогранник,
порожденный точками из (2). Тогда

M = conv{A1, . . . , Am}.
Доказательство. Положим N = conv{A1, . . . , Am}. То-

гда N содержит все точки Ai при 1 6 i 6 m. Кроме того, оно
выпукло. Действительно, если 0 6 α 6 1 и заданы две точки

O + λ1
−−→
OA1 + · · ·+ λm

−−−→
OAm ∈ N,

O + µ1
−−→
OA1 + · · ·+ µm

−−−→
OAm ∈ N,

то точка

O + [αλ1 + (1− α)µ1]
−−→
OA1 + · · ·+ [αλm + (1− α)µm]

−−−→
OAm

также лежит в N , поскольку все коэффициенты αλj +(1−α)µj

неотрицательны и в сумме дают 1. Итак, M ⊆ N .



Линейные неравенства 17

Докажем обратное включение N ⊆ M индукцией по m.
Случай m = 1 очевиден, ибо тогда M = N = {A1}. Пусть для
m− 1 утверждение доказано. Рассмотрим произвольную точку

O + λ1
−−→
OA1 + · · ·+ λm

−−−→
OAm

из N . Можно считать, что 1 > λm > 0. Пусть µ = λ1 + · · · +
λm−1. По предположению 1 > µ > 0. В силу индукционного
предположения точка

O +
λ1

µ

−−→
OA1 + · · ·+ λm−1

µ

−−−−−→
OAm−1

лежит в M , поскольку все коэффициенты λj

µ неотрицательны

и в сумме дают 1. По условию Am = O +
−−−→
OAm ∈ M . Следова-

тельно, в силу выпуклости M получаем, что M содержит

O + λ1
−−→
OA1 + · · ·+ λm

−−−→
OAm =

O + µ

(
λ1

µ

−−→
OA1 + · · ·+ λm−1

µ

−−−−−→
OAm−1

)
+ (1− µ)

−−−→
OAm.

¤

Определение. Пусть задана система аффинных (линей-
ных) неравенств

f1(x) > 0, . . . , fm(x) > 0, (3)

Эта система совместна, если она имеет решение. Аффинное
(линейное) неравенство f > 0 является следствием (3), если
для любого x ∈ An из того, что выполнено (3) вытекает f(x) >
0.

Теорема 1.9 (Фаркаш). Аффинное (линейное) неравен-
ство f > 0 является следствием совместной системы аффин-
ных (линейных) неравенств (3) тогда и только тогда, когда
существуют такие неотрицательные числа c0, . . . , cm, что

f = c0 + c1f1 + · · ·+ cmfm.

Доказательство. Достаточно показать, что следствие f
имеет указанное представление. Зафиксируем систему коор-
динат O, e1, . . . , en в An. Тогда каждую аффинную функ-
цию а(X) = a0 +

∑
i aiXi можно отождествить с точкой
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(a0, . . . , an) ∈ Rn+1. Пусть при этом отождествлении функци-
ям

f = u0 + u1X1 + · · ·+ unXn,

fi = ai0 + ai1X1 + · · ·+ ainXn, i = 1, . . . , m,

сопоставляются, соответственно, точки

f 7→ (u0, u1, . . . , un);
f1 7→ (a10, a11, . . . , a1n);
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fm 7→ (am0, am1, . . . , amn).

Все функции g, представимые в виде c0+c1f1+· · ·+cmfm, ci > 0,
образуют конус K в Rn+1 с вершиной в нуле, порождаемый
точками

(a10, a11, . . . , a1n),
...

...
...

...
(am0, am1, . . . , amn),
(1, 0, . . . , 0)

Пусть f /∈ K. По теореме 1.6 существует такая линейная функ-
ция v(y0, . . . , yn) =

∑n
i=0 viyi на Rn+1, что v(z) > 0 для всех

z ∈ K и

v(u0, . . . , un) < 0. (4)

В частности, v(1, 0, . . . , 0) = v0 > 0. Предположим сначала,
что v0 > 0. Для любого i = 1, . . . , m имеем

fi(v−1
0 v1, . . . , v−1

0 vn) = v−1
0 v(a10, . . . , a1n) > 0.

Так как f является следствием, то

f(v−1
0 v1, . . . , v−1

0 vn) = v−1
0 v(u0, . . . , un) > 0,

что противоречит (4).
Итак, v0 = 0. При этом

n∑

j=1

aijvj > 0, i = 1, . . . , m; (5)

n∑

j=1

ujvj < 0. (6)
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Так как система неравенств (3) совместна, то существует такой
вектор (x1, . . . , xn) ∈ An, что

fi(x1, . . . , xn) = ai0 +
∑

i

aijxj > 0, i = 1, . . . , m. (7)

Выберем такое вещественное число µ > 0, что

f(x1 + µv1, . . . , xn + µvn) =

u0 +
∑

i

uixi + µ(
∑

i

uivi) < 0. (8)

Это возможно в силу (6). Для любого i = 1, . . . , m по (5) и (7)
имеем

fi(x1 + µv1, . . . , xn + µvn) =

fi(x1, . . . , xn) + µ(
∑

j

aijvj) > 0,

что противоречит (8). Но тогда f > 0 не является следствием
неравенств (3). ¤

Следствие 1.10. Система линейных неравенств (3)
несовместна тогда и только тогда, когда существуют та-
кие неотрицательные числа c0, . . . , cm, что c0 > 0 и c0 +∑m

i=0 cifi = 0.

Доказательство. Пусть fi(x) = ai0 +
∑

j aijxj . Рассмот-
рим в An+1 систему линейных неравенств

ai0x0 +
∑

j

aijxj > 0.

Она совместна, поскольку нулевой вектор является ее решени-
ем. Для любого решения (x0, . . . , xn) этой системы имеем x0 6
0. Действительно, если бы x0 > 0, то набор (x−1

0 x1, . . . , x−1
0 xn)

являлся бы решением исходной системы неравенств, что невоз-
можно. Итак, неравенство −x0 > 0 является следствием исход-
ной системы неравенств. Поэтому в силу теоремы Фаркаша

−x0 = c′0 +
∑

i

ci(ai0x0 +
∑

j

aijxj), c′0, ci > 0. (9)

Сравнивая свободные члены в левой и правой частях (9) полу-
чаем c′0 = 0. Остается в (9) положить x0 = 1. ¤
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Из теоремы Фаркаша 1.9 и следствия 1.10 вытекает

Следствие. Пусть A – матрица размера m×n, x – стол-
бец неизвестных высоты n и b – столбец свободных членов вы-
соты m. Тогда либо система неравенств Ax+b > 0 совместна,
либо существует такой столбец c > 0 высоты m, что tAc = 0
и tbc < 0.

Доказательство. Пусть

A = (aij), tb = (b1, . . . , bm), tx = (x1, . . . , xn),
fi(x) =

∑
j aijxj + bj , i = 1, . . . , m.

Система неравенств Ax + b > 0 имеет вид (3). Если эта система
несовместна, то существует такой столбец c =t (c1, . . . , cm) > 0,
и положительное число c0, что

0 = с0 +
∑

i cifi = c0 +
∑

i ci(bi +
∑

j aijxj) =

c0 +
∑

i bici +
∑

ij ciaijxj = c0 + tbc + tcAx. (10)

Так как вектор x произволен, то (10) эквивалентно
tbc < tbc + c0 = 0, tAc = 0.

¤

2. Теорема фон Неймана и ее приложения

Предложение 1.11. Пусть множество N ⊆ An – ком-
пактно и выпукло, N ′ – компактное выпуклое множество аф-
финных функций на An. Предположим, что для любой точки
a ∈ N найдется такая функция f ∈ N ′, что f(a) > 0. Тогда
существует такая функция f0 ∈ N ′, что f0 |N> 0.

Доказательство. Обозначим через K – множество всех
линейных функций на An, принимающих на N неотрицатель-
ные значения. Тогда K является замкнутым выпуклым конусом
в линейном пространстве всех линейных функций.

Лемма 1.12. Пусть b ∈ An и f(b) > 0 для всех f ∈ K.
Тогда b ∈ N .
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Доказательство. Если бы b /∈ N , то по теореме 1.1 суще-
ствовала бы такая аффинная функция f , что f |N> 0 и f(b) < 0.
Эта функция f принадлежит K. Получается противоречие с
условием леммы. ¤

Продолжим доказательство предложения. Предположим,
что K∩N ′ = ∅. Выберем в An систему координат O, e1, . . . , en.
Каждая аффинная функция f представляется в виде f(x) =
a0 +

∑
i aixi. По предложению 1.7 существует такая линейная

функция h(z) =
∑n

i=0 bizi на пространстве аффинных функций
на An, что h(f) =

∑n
i=0 biai > 0 для всех f ∈ K и h(g) < 0 для

всех g ∈ N ′. Так как функция f = 1 лежит в K, то h(1) = b0 > 0.
Если b0 > 0, то рассмотрим точку b = (b−1

0 b1, . . . , b−1
0 bn) ∈

An. Тогда f(b) = a0+
∑n

i=1 b−1
0 biai = b−1

0 h(f) > 0 для всех f ∈ K

и g(b) = b−1
0 h(g) < 0 для всех g ∈ N ′. По лемме 1.12 получаем

b ∈ N причем g(b) < 0 для всех g ∈ N ′, что противоречит
условиям предложения.

Предположим теперь, что b0 = 0. В этом случае h(f) =∑n
i=1 biai > 0 для всех f ∈ K и h(g) < 0 для всех g ∈ N ′. В

частности, точка b = (b1, . . . , bn) 6= (0, . . . , 0). Возьмем точ-
ку z = (z1, . . . , zn) ∈ N . Для любого µ > 0 и любого f ∈ K
получаем

f(z + µb) = a0 +
n∑

i=1

aizi + µ

n∑

i=1

aibi > 0.

По лемме 1.12 точка z +µb ∈ N для всех µ > 0. Но это противо-
речит компактности N , поскольку b 6= 0. Следовательно, K∩N ′

непусто. ¤

Предложение 1.13. Пусть заданы компактные подмно-
жества N ⊆ An, M ⊆ Am и F (x, y) – непрерывная функция,
где x ∈ N, y ∈ M . Тогда

max
x∈N

min
y∈M

F (x, y) 6 min
y∈M

max
x∈N

F (x, y)

Доказательство. Имеем

F (x, y) 6 max
x∈N

F (x, y) =⇒
min
y∈M

F (x, y) 6 min
y∈M

max
x∈N

F (x, y) =⇒
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max
x∈N

min
y∈M

F (x, y) 6 min
y∈M

max
x∈N

F (x, y).

¤

Теорема 1.14 (фон Нейман). Пусть

F (x, y) =
∑

i,j

aijxi, yj +
∑

i

lixi +
∑

j

rjyj + c,

где
x = (x1, . . . , xn) ∈ An, y = (y1, . . . , ym) ∈ Am.

Предположим, что заданы компактные выпуклые подмноже-
ства N ⊆ An, M ⊆ Am. Тогда
1) maxx∈N miny∈M F (x, y) = miny∈M maxx∈N F (x, y);
2) существуют такие точки x∗ ∈ N, y∗ ∈ M , что для всех

x ∈ N, y ∈ M выполнены неравенства F (x, y∗) 6 F (x∗, y∗) 6
F (x∗, y).

Доказательство. Положим e = maxx∈N miny∈M F (x, y).
Без ограничения общности можно считать, что e = 0. По пред-
ложению 1.13 имеем

max
x∈N

min
y∈M

F (x, y) = 0 6 min
y∈M

max
x∈N

F (x, y).

Обозначим через N ′ множество всех линейных функций h(x) =
−F (x, y), y ∈ M . Это множество компактно. Следовательно, по
предложению 1.11 найдется такая точка y∗ ∈ M , что F (x, y∗) 6
0 для всех x ∈ N . В частности,

max
x∈N

F (x, y∗) 6 0. (11)

Отсюда

miny∈M maxx∈N F (x, y) 6 0 = (12)
maxx∈N miny∈M F (x, y) 6 miny∈M maxx∈N F (x, y),

и утверждение 1) доказано.
Аналогичные рассуждения показывают, что существует

точка x∗ ∈ N , для которой F (x∗, y) 6 0 при всех y ∈ M. По
(11) и (12) получаем maxx∈N F (x, y∗) = 0. Аналогично, заменяя
F на −F получаем miny∈M F (x∗, y) = 0. Поэтому

F (x∗, y∗) ≤ maxx∈N F (x, y∗) =
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miny∈M F (x∗, y) 6 F (x∗, y);
F (x∗, y∗) ≥ miny∈M F (x∗, y) =

maxx∈N F (x, y∗) > F (x, y∗).

¤

Определение. Точка (x∗, y∗) из теоремы фон Неймана на-
зывается седловой.

2.1. Конечные антагонистические игры. Рассмотрим
следующую игровую ситуацию. Имеются два игрока со стра-
тегиями 1, . . . , n и 1, . . . , m, соответственно. Задана числовая
матрица A = (aij) размера n×m. Если первый игрок выбирает
i-ую стратегию, а второй j-ую, то результатом игры является
число aij . Если это число положительно, то выигрывает первый
игрок и результат выигрыша равен aij . Если это число отрица-
тельно, то выигрывает второй с результатом −aij .

Предположим, что первый игрок выбрал стратегию i. То-
гда второй игрок, чтобы нанести первому наибольший урон вы-
бирает стратегию j так, чтобы aij = mink aik. Вообще говоря,
второй игрок не знает стратегии первого игрока. Поэтому пер-
вый игрок для безопасности и ограничения проигрыша снизу
должен выбрать i1 так чтобы ai1,j1 = maxi minj aij . Соответ-
ственно, второй для ограничения нанесения первому наиболь-
шего гарантированного урона должен выбрать j2 так, чтобы
ai2,j2 = minj maxi aij . Как показано в предложении 1.13 выпол-
нено неравенство ai1,j1 6 ai2,j2 .

Предположим, что игроки играют T раз, выбирая при этом
разные стратегии. Смешанной стратегией первого игрока на-
зывается вектор

x = t(x1, . . . , xm) > 0, x1 + · · ·+ xm = 1.

Величина xi означает вероятность того, что первый игрок вы-
брал i-ую стратегию. Аналогичным образом, определяется сме-
шанная стратегия y второго игрока. Таким образом, если игро-
ки придерживались смешанных стратегий x, y,то результатом
игры будет число F (x, y) = T txAy. Следовательно, если пер-
вый игрок будет придерживаться стратегии x∗ из теоремы фон
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Неймана, то он будет иметь гарантированный выигрыш. В слу-
чае отклонения от x∗, при выборе вторым игроком стратегии
y∗ первый игрок выиграет меньше. Те же рассуждения приме-
нимы и ко второму игроку. Поэтому им рекомендуется придер-
живаться стратегий x∗, y∗.

2.2. Конечные бескоалиционные неантагонистиче-
ские игры. Предположим, что в игре участвуют d игроков,
у каждого из них имеется свое конечное множество стратегий
Xi и своя функция выигрыша Hi : X1×· · ·×Xd → R. Если i-ый
игрок выбрал стратегию xi ∈ Xi, 1 6 i 6 d, то в результате иг-
ры его выигрыш составит Hi(x1, . . . , xd). Эта игра называется
бескоалиционной неантагонистической игрой. Если каждое Xi

конечно, то игра конечна. В случае двух игроков игра называет-
ся биматричной. Действительно, пусть X1 = {1, . . . ,m}, X2 =
{1, . . . , n}. Составим матрицы H1,H2 ∈ Mat(m× n,R), где в H1

(соответственно, в H2) на месте (i, j) стоит число H1(i, j) (со-
ответственно, H2(i, j)), равное выигрышу 1-го (соответственно,
2-го) игрока. Таким образом, эта игра задается двумя матрица-
ми. При этом всегда без ограничения общности можно считать,
что H1,H2 > 0.

Как и выше рассматриваются смешанные стратегии pi =
{pij | j ∈ Xi}, где pij – вероятность того, что i-ый игрок выбрал
j-ую стратегию. Тогда

pij > 0,
∑

j∈Xi

pij = 1.

В этом случае средним результатом или математическим ожи-
данием выигрыша i-го игрока является

Hi(p1, . . . , pd) =
∑

i1∈X1,...,id∈Xd

Hi(i1, . . . , id)p1,i1 · · · pd,id
.

Определение. Набор смешанных стратегий p∗1, . . . , p
∗
d на-

зывается ситуацией равновесия по Нэшу, если для каждого
i = 1, . . . , d выполнено условие

Hi(p∗1, . . . , p
∗
i−1, p

∗
i , p

∗
i+1, . . . , p

∗
d) >

Hi(p∗1, . . . , p
∗
i−1, pi, p

∗
i+1, . . . , p

∗
d) (13)
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для любой смешанной стратегии pi. Стратегия p∗i называется
равновесной, если она входит в некоторый набор ситуации рав-
новесия по Нэшу.

Набор смешанных стратегий p∗1, . . . , p
∗
d называется ситуа-

цией равновесия по Парето, если не существует такого набора
(p1, . . . , pd), что для каждого i = 1, . . . , d выполнено условие

Hi(p1, . . . , pd) > Hi(p∗1, . . . , p
∗
d), (14)

причем для некоторого i0 неравенство (14) строгое.

Теорема 1.15 (Nash). Любая конечная бескоалиционная
игра имеет ситуацию равновесия на Нэшу.

Доказательство. Множества P1, . . . , Pd смешанных стра-
тегий игроков являются компактами. Следовательно, и

P1 × · · · × Pd (15)

является компактом. Зададим отображение Ψ, сопоставляющее
каждое точке (p1, . . . , pd) из (15) множество Ψ(p1, . . . , pd) всех
таких (p′1, . . . , p

′
d) из (15), что

Hi(p1, . . . , pi−1, p
′
i, pi+1, . . . , pd) =

max
y∈Pi

Hi(p1, . . . , pi−1, y, pi+1, . . . , pd)

для каждого i = 1, . . . , d. Так как функции Hi, 1 6 i 6
d, полилинейны, то Ψ(p1, . . . , pd) является компактом в (15).
Если последовательность (p(t)

1 , . . . , p
(t)
d ) из (15) имеет предел

(p1, . . . , pd), и существует последовательность (q(t)
1 , . . . , q

(t)
d ) ∈

Ψ(p(t)
1 , . . . , p

(t)
d ) c предельной точкой (q′1, . . . , q

′
d), то (q′1, . . . , q

′
d) ∈

Ψ(p1, . . . , pd).

Лемма 1.16 (Теорема Какутани). Пусть S ⊂ Rm – ком-
пактное выпуклое множество и Ψ – отображение, сопостав-
ляющее точкам из S компактные выпуклые подмножества
в S. Предлположим, что если имеется последовательность
xt ∈ S, t > 1, сходящаяся к x, и набор элементов yt ∈ Ψ(xt),
сходящийся к y, то y ∈ Ψ(x). Тогда найдется такая точка
x∗ ∈ S, что x∗ ∈ Ψ(x∗).

Доказательство. См. [PR, Теорема 1.11.5, с. 38-39] ¤
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Завершим доказательство теоремы. По лемме найдется та-
кая точка (p∗1, . . . , p

∗
d) ∈ Ψ(p∗1, . . . , p

∗
d) из (15), т. е. выполнено

(13). ¤

Приведем без доказательства два результата.

Теорема 1.17 ([LB], с. 137). Смешанная стратегия
(p∗1, . . . , p

∗
d) является ситуацией равновесия по Нэшу тогда и

только тогда, когда для любого i и любой чистой стратегии
xi ∈ Xi выполняется неравенство

Hi(p∗1, . . . , p
∗
i−1, xi, p

∗
i+1, . . . , p

∗
d) 6 Hi(p∗1, . . . , p

∗
d).

Теорема 1.18. Если равновесная стратегия p∗i входит в
ситуацию (p∗1, . . . , p

∗
d) и p∗i (xj) > 0, то

Hi(p∗1, . . . , p
∗
i−1, xi, p

∗
i+1, . . . , p

∗
d) = Hi(p∗1, . . . , p

∗
d).

Далее мы будет рассматривать биматричные игры. Поло-
жим p1 = p, p2 = q. Тогда ситуация p∗, q∗ является равновесной
по Нэшу, если

H1(p∗, q∗) > H1(p, q∗), H2(p∗, q∗) > H2(p∗, q) (16)

для любых смешанных стратегий p, q.

Теорема 1.19. Для того, чтобы (p∗, q∗) была бы ситуаци-
ей равновесия в биматричной игре с матрицами A = H1, B =
H2 > 0 необходимо и достаточно, чтобы существовали такие
числа a, b, чтобы

A tq∗ 6 a te, P ∗B 6 b e, p∗(A + B) tq∗ = a + b,

где e = (1, . . . , 1) – строка длины n или m.

Доказательство. Если пара (p∗, q∗) является ситуацией
равновесия, то положим a = p∗A tq∗, b = p∗B tq∗. Если взять
вектор p, в котором на месте i стоит 1, а все остальные коорди-
наты равны 1, то в силу (16)

∑

j

aijq
∗
j = pA tq∗ 6 p∗A tq∗ = a.

Поэтому A tq∗ 6 a te. Аналогично tB tp∗ 6 b te. Кроме того,
p∗(A + B) tq∗ = p∗A tq∗ + p∗B tq∗ = a + b.
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Обратно, пусть p∗, q∗, a, b удовлетворяют условиям теоремы.
Тогда для любых векторов x, y > 0 с условием x te = e ty = 1
имеем

xA tq∗ 6 ax e = a, p∗By 6 be ty = b,

xA tq∗ + p∗B ty 6 a + b = p∗A tq∗ + p∗B tq∗. (17)

В частности, беря x = p, y = q получаем, что p∗A tq∗ 6
a, p∗B tq∗ 6 b, и a + b = p∗A tq∗ + p∗B tq∗ по (17). Поэто-
му p∗A tq∗ = a, p∗B tq∗ = b. Отсюда xA tq∗ 6 p∗A tq∗, и
p∗B y 6 p∗B tq∗. В силу (16) получаем ситуацию равновесия. ¤

Теорема 1.20. Для того, чтобы (p∗, q∗) была бы ситуаци-
ей равновесия в биматричной игре с матрицами A = H1, B =
H2 > 0 необходимо и достаточно, чтобы p∗, q∗, a, b из преды-
дущей теоремы являлись бы решением задачи

x(A + B) ty − a− b → max, (18)
A ty 6 a te, xB 6 b e, x, y > 0, x te = y te = 1.

Доказательство. Если выполнены ограничения из усло-
вия теоремы, то x(A + B) ty − a − b 6 0. Поэтому и макси-
мум неположителен. Пусть (p∗, q∗) – ситуация равновесия и
a = p∗A tq∗, b = p∗A tq∗. Тогда это решение задачи (18).

Обратно, если задано решение p∗, q∗, a, b задачи (18), то в
силу существования точки равновесия по Нэшу получаем, что
p∗(A+B) tq∗−a− b = 0. Отсюда следует утверждение теоремы.

¤

Рассмотрим выпуклые множества

S = {(x, b) | tBx− b te 6 0, e tx = 1},
T = {(y, a) | Ay − b te 6 0, e ty = 1}.

Определение 1.21. Точка выпуклого множества M на-
зывается крайней, если она не лежит внутри любого отрезка,
концы которого принадлежат M .

Теорема 1.22. Всякая ситуация равновесия в бимат-
ричной игре является выпуклой комбинацией таких точек
(p∗, q∗), что (p∗, b) – крайняя точка в S, а (q∗, a) – крайняя
точка T .
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Доказательство. См. [PR, теорема 7.4.3. c. 186-187]. ¤

3. Полиэдры

Определение. Полиэдром P называется множество всех
точек x ∈ An, удовлетворяющих заданной системе аффин-
ных неравенств (3). Размерностью полиэдра P называется раз-
мерность наименьшей плоскости, содержащей P . Другими сло-
вами, размерность P совпадает с рангом системы векторов
{−−→AB |A, B ∈ P }.

Если f1, . . . , fr – все аффинные функции из (3), обраща-
ющиеся в нуль в точке A ∈ P . Обозначим через Π плоскость,
задаваемую уравнениями f1 = · · · = fr = 0. Гранью ΓA точки A
в P называется Π ∩ P .

Отметим, что каждая грань является полиэдром, поскольку
она задается неравенствами (3) и неравенствами

−f1 > 0, . . . , −fr > 0.

Определение 1.23. Грань нулевой размерности называет-
ся вершиной. Грань размерности 1 называется ребром.

Теорема 1.24. Пусть полиэдр P задается системой нера-
венств

a11x1 + · · · + a1nxn 6 b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + · · · + amnxn 6 bm

x1, . . . , xn > 0,

(19)

b1, . . . , bm > 0. Тогда начало координат O = (0, . . . , 0) яв-
ляется вершиной полиэдра P . Если b1, . . . , bm > 0, то из O
выходит ровно n ребер.

Доказательство. Заметим сначала, что O удовлетворяет
всем ограничениям (19), поскольку b1, . . . , bm > 0. Кроме того,
в грани ΓO выполнены уравнения x1 = · · · = xn = 0. Отсюда в
силу определения 1.23 получаем первое утверждение.

Пусть b1, . . . , bn > 0. Зафиксируем индекс 1 6 i 6 n. Су-
ществует такое ε > 0, что ajiε < bj для всех j = 1, . . . , m.
Тогда точка B = (0, . . . , 0, ε, 0, . . . , 0), где ε стоит на месте i,



Линейные неравенства 29

удовлетворяет всем ограничениям (19), т. е. B ∈ P . Но в B вы-
полнены уравнения x1 = · · · = xi−1 = xi+1 = · · · = xn. Поэтому
грань ΓB содержит все точки B с достаточно малых ε и пото-
му dim ΓB = 1. Таким образом, изменяя i = 1, . . . , n получаем
n ребер. Так как каждое bj > 0, то вершина O не обращает в
равенство не одно из первых m неравенств в (19). ¤

Следствие 1.25. Пусть полиэдр M задается системой
уравнений и неравенств

a11x1 + · · · + a1nxn + xn+1 = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + · · · + amnxn + xn+m = bm

x1, . . . xn > 0,

(20)

где b1, . . . , bm > 0. Тогда точка C = (0, . . . , 0, b1, . . . , bm) яв-
ляется вершиной полиэдра M . Если b1, . . . , bm > 0, то из C
выходит n ребер.

Доказательство. Так как b1, . . . , bm > 0, то точка C удо-
влетворяет всем условиям (20) и потому лежит в M .

Заметим, что при естественной проекции An на An−r,
(x1, . . . , xn+m) 7→ (x1, . . . , xn), полиэдр M биективно проекти-
руется на полиэдр P из теоремы 1.24. Остается воспользоваться
утверждением теоремы 1.24. ¤

Определение. Пусть x – точка полиэдра P и Π – наи-
меньшая плоскость, содержащая P . Точка x называется (отно-
сительно) внутренней для P , если некоторая ее окрестность в
Π содержится в P .

Теорема 1.26. В непустом полиэдре есть внутренние
точки.

Доказательство. Пусть полиэдр P имеет размерность
s и векторы

−−−→
A0A1, . . . ,

−−−→
A0As линейно независимы, где

A0, . . . , As ∈ P. Тогда любая точка

A0 + (1−
s∑

i=1

λi)
−−−→
A0A0 +

s∑

i=1

λi
−−−→
A0Ai = A0 +

s∑

i=1

λi
−−−→
A0Ai,
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где λ1, . . . , λs > 0, и
∑s

i=1 λi 6 1, лежит в P по предложе-
нию 1.8. Более того, эта точка является внутренней, если все
λi > 0. ¤

Предложение 1.27. Точка A ∈ P является внутренней
точкой ΓA.

Доказательство. Пусть P задается неравенствами (3), а
грань ΓA, где A ∈ P, задается уравнениями f1 = · · · = fr = 0. В
этом случае fr+1(A) > 0, . . . , fm(A) > 0. Пусть U ⊂ An – мно-
жество всех таких точек B ∈ An, что fr+1(B) > 0, . . . , fm(B) >
0. Тогда U – открытое подмножество в An. Если Π – плоскость,
задаваемая уравнениями f1 = · · · = fr = 0, то U ∩ Π ⊂ P , т. е.
A – внутренняя точка ΓA. ¤

Теорема 1.28. Пусть аффинная функция f достигает
экстремума в некоторой внутренней точке полиэдра P . То-
гда f |P = Const.

Доказательство. Можно считать, что начало координат
O является точкой экстремума f . Кроме того, можно считать,
что размерность P совпадает с размерностью всего аффинного
пространства. Пусть в некоторой системе координат f(x) = a0+∑n

i=1 aixi. Так как O – точка экстремума, то

aj =
∂f

∂xj
(O) = 0

для любого j = 1, . . . , m. Поэтому f(x) = a0. ¤

Предложение 1.29. Пусть f – аффинная функция, при-
нимающая неотрицательные значения на полиэдре P , причем
f(A) = 0 для некоторой точки A ∈ P . Тогда f |ΓA

= 0.

Доказательство. Точка A является внутренней точкой
ΓA по предложению 1.27. Остается воспользоваться теоре-
мой 1.28. ¤

Следствие. Определение грани полиэдра не зависит от
системы неравенств, задающих полиэдр.
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Предложение. Пусть полиэдр P задается системой аф-
финных неравенств (3), а грань ΓA, где A ∈ P, задается уравне-
ниями f1 = · · · = fr = 0. Если ранг линейных частей системы
f1, . . . , fr равен k, то dimΓA = dim P − k.

Доказательство. Можно считать, что все пространство
является минимальной плоскостью, содержащей P . Предполо-
жим, что ранг линейных частей системы f1, . . . , fr равен k, и Π
– плоскость, задаваемая системой уравнений f1 = · · · = fr = 0.
Пусть U ⊂ An – множество всех таких точек B ∈ An, что
fr+1(B) > 0, . . . , fm(B) > 0. Тогда U ∩Π ⊂ ΓA, причем

dimΓA = dim〈U ∩Π〉 = dim Π = dim P − k.

¤

Теорема 1.30. Пусть полиэдр P задан системой аффин-
ных неравенств (3). Предположим, что f1, . . . , fr не равны
тождественно нулю на P , и fr+1 |P = · · · = fm |P = 0. Обозна-
чим через Πi, 1 6 i 6 r, гиперплоскость, задаваемую уравнени-
ем fi = 0. Тогда Πi∩P является гранью размерности dim P −1
в P для некоторого i.

Доказательство. Без ограничения общности можно счи-
тать, что гиперплоскости Π1, . . . , Πr различны. Пусть A – внут-
ренняя точка в P . Из предложения 1.29 вытекает, что f1(A) >
0, . . . , fr(A) > 0. Переходя к плоскости, порожденной P можно
считать, что эта плоскость совпадает с An, и r = m. Предполо-
жим, что fi(x) = ai +

∑n
j=1 aijxj . Обозначим через Bi проекцию

A на Πi. Как известно,

|−−→ABi| = |fi(A)|√
a2

i1 + · · ·+ a2
in

(21)

Пусть U – открытый шар в An с центром в точке A, целиком со-
держащийся в P . По (21) все точки X ∈ An, равноудаленные от
гиперплоскостей Πi, Πj , i 6= j, образуют пару гиперплоскостей,
задаваемых уравнениями

|fi(X)|√
a2

i1 + · · ·+ a2
in

=
|fi(X)|√

a2
j1 + · · ·+ a2

jn

.
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Объединение всех этих гиперплоскостей по всем парам 1 6 i 6=
j 6 n не покрывает все U . Следовательно, в U существует такая
внутренняя точка B, расстояния от которой до Π1, . . . , Πr раз-
личны. Без ограничения общности можно считать, что A = B

и |−−→BB1| < |−−→BB2| < . . . < |−−→BBr|.
Лемма. Точка B1 принадлежит P .

Доказательство. Пусть B1 /∈ P . Тогда существует такое
i = 2, . . . , n, что fi(B1) < 0. Пусть, например, f2(B1) < 0.
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Рис. 1.3

Так как f2(B) > 0, то на интервале (B, B1) найдется такая
точка C, что f2(C) = 0. В этом случае C ∈ Π2, причем (см.
Рис. 1.3) |−→BС| > |−−→BB2|. Отсюда |−−→BB1| > |−−→BC| > |−−→BB2|, что
противоречит предположению. ¤

Завершим доказательство теоремы. Заметим, что B1 /∈ Πi,
если i > 2. Действительно, если бы B1 ∈ Πi для некоторого i >
2, то, в частности, |−−→BB2| 6 |−−→BB1|, что неверно. Таким образом,
f2(B1) > 0, . . . , fn(B1) > 0, т.е. ΓB1 = Π1 ∩ P . При этом

dimΓB1 = dim Π1 = n− 1 = dim P − 1.
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¤

Теорема 1.31 (Фань Цзы). Пусть полиэдр P задается в
An системой неравенств (3), причем ранг линейных частей
f1, . . . , fm равен r. Если A ∈ P , то dimΓA > n − r и каждая
грань в P размерности d > n − r обладает гранью размерно-
сти d − 1. В частности, dim P > n − r, и в P имеется грань
размерности dim P .

Доказательство. Переходя к новому базису можно счи-
тать, что

f1 = x1, . . . , fr = xr, fj =
∑

i6r

ajixi + cj , j > r.

Обозначим через U подпространство, задаваемое уравнения-
ми x1 = · · · = xr = 0. Пусть A = (x0

1, . . . , x0
n) ∈ P и

u = (

r︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, ur+1, . . . , un) ∈ U. Тогда

A + u = (x0
1, . . . , x0

r, x0
r+1 + ur+1, . . . , x0

n + un).

При этом x0
i > 0 при i = 1, . . . , r, и

fj(A + u) = cj +
∑

i6r

ajix
0
i > 0, j > r.

Поэтому A + U ⊆ P . Если fj(A) = 0 для некоторого j > r,
то аналогично fj(A + U) = 0, откуда ΓA ⊇ A + U , и поэтому
dimΓA > dim U = n− r.

Пусть ΓB – грань точки B в P , dimΓB > n − r. Тогда не
все функции x1, . . . , xr тождественно равны нулю на ΓB . По
теореме 1.30 в ΓB имеется грань размерности dimΓB − 1. ¤

Теорема. Пусть полиэдр P обладает вершиной и аффин-
ная функция f на P достигает минимума. Тогда этот мини-
мум достигается и в некоторой вершине.

Доказательство. Пусть c = minP f и f(A) = c. Тогда
A – внутренняя точка грани ΓA по следствию 1.27. По пред-
ложению 1.29 функция f постоянна на ΓA. Заметим, что ΓA

задается неравенствами, линейные части которых те же, что
и в неравенствах, задающих P . Поэтому в силу теоремы Фань
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Цзы ΓA имеет грань меньшей размерности, если ΓA не вершина.
Отсюда вытекает утверждение. ¤

Теорема 1.32 (Г. Вейль). Конечнопорожденный конус яв-
ляется полиэдром.

Доказательство. Пусть конус K ⊆ An с вершиной O по-
рождается точками A1, . . . , Am. Можно считать, что dim K =
n. Пусть O – начало координат и Aj = (aj1, . . . , ajn), где
1 6 j 6 m. Заметим, что

n = dim K = dim〈−−→OA1, . . . ,
−−−→
OAm〉 =

rank




a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn


 (22)

Предположим, что B = (b1, . . . , bn) /∈ K. Рассмотрим аффин-
ные функции

fj(x1, . . . , xn) =
∑

t

ajtxt, j = 1, . . . , m.

g(x1, . . . , xn) =
∑

t

bjxt.

По теореме Фаркаша неравенство g > 0 не является следствием
совместной системы неравенств (3). Следовательно, найдется
такая точка z = (z1, . . . , zn) ∈ An, что

f1(z) > 0, . . . , fm(z) > 0, g(z) = a < 0.

Рассмотрим полиэдр P 0, задаваемый системой неравенств

f1 > 0, . . . , fm > 0, −g + a > 0. (23)

Полиэдр P 0 непуст, так как он содержит точку z. По теореме
Фань Цзы и (22) полиэдр P 0 имеет вершину C = (c1, . . . , cn).
Среди неравенств (23) n линейно независимых функций долж-
ны обращаться в нуль. Если n линейно независимых функций
среди f1, . . . , fm обращается в точке C в нуль, то в силу опре-
деления функций f1, . . . , fm, получаем, что точка C – начало
координат. В этом случае −g(C) + a = a < 0, что невозмож-
но. Итак, только n− 1 независимая функция среди f1, . . . , fm,
обращается в нуль. Кроме того, −g(C) + a = 0.
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Рассмотрим уравнение h(x) = c1x1 + · · · + cnxn = 0. По
построению n − 1 точка среди A1, . . . , Am удовлетворяет это-
му уравнению. Для остальных точек Aj получаем h(Aj) > 0.
Кроме того, h(B) = g(C) = a < 0. Итак, плоскость Π, зада-
ваемая уравнением h(x) = 0 разделяет K и B, причем Π ∩ K
является гранью размерности n−1. Тем самым эти грани опре-
деляют полупространства, пересечением которых является K.
Эти полупространства связаны с выбором n − 1 независимой
точки среди A1, . . . , Am и проходят через эти точки и начало
координат. ¤

Теорема. Конечнопорожденный многогранник является
полиэдром.

Доказательство. Пусть M – многогранник, порожден-
ный точками A1, . . . , Am, и Π – наименьшая плоскость, содер-
жащая M . Можно считать, что Π = An. Вложим An в An+1 и
возьмем точку O ∈ An+1 \ An. Пусть K – конус с вершиной O,
порожденный точками A1, . . . , Am. Заметим, что K∩Π выпук-
ло с содержит точки A1, . . . , Am. Следовательно, M ⊆ K ∩ Π.
Покажем, что K ∩ Π ⊆ M . Выберем в An+1 систему коорди-
нат с началом в O и с базисом e0, . . . , en, причем e0 =

−−→
OA1, и

〈e1, . . . , en〉 = 〈−−−→A1A2, . . . ,
−−−−→
A1Am〉. Тогда Π = A1 + 〈e1, . . . , en〉.

Рассмотрим точку

A = O + λ1
−−→
OA1 + · · ·+ λm

−−−→
OAm ∈ K ∩Π,

где λ1, . . . , λm > 0. Тогда

A = O + λ1
−−→
OA1 + · · ·+ λm

−−−→
OAm =

O + (
∑m

i=1 λi)
−−→
OA1 +

∑
i>2 λi

−−−→
A1Ai ∈ Π =

A1 + 〈e1, . . . , en〉 = O +
−−→
OA1 + 〈e1, . . . , en〉.

Отсюда
∑m

i=1 λi = 1 и A ∈ M по предложению 1.8. Итак, M =
K ∩Π. Поэтому M задается неравенствами, определяющими K
и уравнениями, определяющими Π. ¤
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4. Упражнения

Упражнение 1.33. Пусть X ∈ An. Доказать, что [A,B]
состоит из всех точек вида X +α

−−→
XA+β

−−→
XB, где α, β > 0, α+

β = 1.

Упражнение 1.34. Доказать, что замыкание выпуклого
множества является выпуклым.

Упражнение 1.35. Доказать, что полиэдр является за-
мкнутым выпуклым множеством.

Упражнение 1.36. Доказать, что каждое замкнутое вы-
пуклое множество задается системой линейных неравенств.

Упражнение 1.37. Каждое ли каждое замкнутое выпук-
лое множество задается конечной системой аффинных нера-
венств?

Упражнение 1.38. Пусть K – замкнутый конус с верши-
ной O и L – замкнутый компакт, не пересекающийся с K. До-
казать, что существует такая гиперплоскость, задаваемая ли-
нейным уравнением f(x) = 0, что f(O) = 0, f(y) > 0 для всех
y ∈ K и f(z) < 0 для всех z ∈ L.

Упражнение 1.39. Пусть X – выпуклое подмножество в
An, не содержащее точек с положительными координатами. До-
казать, что существует гиперплоскость, задаваемая уравнением
f(x) =

∑n
i=1 aixi = 0, причем ai > 0, i = 1, . . . , n, и f(z) 6 0

для всех z ∈ X.

Упражнение 1.40. Пусть M = { (x, y) ∈ A2 |x > 0, y >
1
x }. Доказать, что M выпукло. Найти ближайшую к A = (0, 5)
точку B ∈ M . Найти гиперплоскость, проходящую через точку
B и разделяющую A и M .

Упражнение 1.41. Пусть M = { (x, y) ∈ A2 | y > x2 }. До-
казать, что M выпукло. Найти ближайшую к A = (1, 5) точку
B ∈ M . Найти гиперплоскость, проходящую через точку B и
разделяющую A и M .

Упражнение 1.42. Пусть M = { (x, y) ∈ A2 |x2 + 2y2 6
1 }. Доказать, что M выпукло. Найти ближайшую к A = (1, 5)
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точку B ∈ M . Найти гиперплоскость, проходящую через точку
B и разделяющую A и M .

Упражнение 1.43. Пусть M ⊆ An, причем любую точку
A ∈ An \M можно отделить от M гиперплоскостью. Доказать,
что M выпукло и замкнуто.

Упражнение 1.44. Пусть задан конус K ⊆ An с верши-
ной в начале координат. Двойственным конусом K∗ называется
множество всех таких точек z = (z1, . . . , zn) ∈ An, что tzx 6 0
для всех точек x ∈ K. Доказать, что
1) K∗ – выпуклый замкнутый конус;
2) K∗∗ ⊇ K;
3) K∗∗ = K, если K – выпуклый замкнутый конус;
4) если K – замкнутый выпуклый конус, не содержащий неот-

рицательных ненулевых векторов, то K∗ содержит положи-
тельный вектор.

Упражнение 1.45. Показать, что конечно порожденный
многогранник компактен.

Упражнение 1.46. Точка X выпуклого конуса K с верши-
ной O называется крайней, если из условия X = O+ 1

2 (
−−→
OY +

−→
OZ),

где Y, Z ∈ K, вытекает
−−→
OY = λ

−−→
OX,

−→
OZ = µ

−−→
OX, где λ, µ > 0.

Предположим, что конус K выпуклый и замкнутый. Будет
ли крайняя точка в K являться угловой и наоборот. Совпада-
ет ли определение крайней точки с определением из главы 1
крайней точки K как выпуклого замкнутого множества?

Упражнение 1.47. Пусть конус K с вершиной O порожда-
ется точками A1, . . . , An, причем если точки X, −X = O +

−−→
XO

лежат в K, то X = O. Доказать, что K порождается крайними
точками из множества A1, . . . , An.

Упражнение 1.48. Как и в определении 1.21 Точка поли-
эдра Π называется крайней, если она не лежит внутри любого
отрезка, концы которого принадлежат полиэдру. Пусть полиэдр
Π ⊆ An задается системой неравенств (3), где

fi(x) = bi +
n∑

j=1

aijxj .
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Предположим, что x0 ∈ Π и f1(x0) = · · · = fr(x0) = 0, r > 0, и
fi(x0) > 0 при i > r. Доказать, что x0 является крайней точкой
Π ⇐⇒ ранг матрицы




a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arn




равен n.

Упражнение 1.49. Доказать, что каждый полиэдр Π ⊆
An содержит конечное число граней.

Упражнение 1.50. Пусть полиэдр P задается неравен-
ствами 0 6 xi 6 1, где i = 1, . . . , 5. Найти все его грани.

Упражнение 1.51. Доказать, что ограниченный полиэдр
конечно порожден.

Упражнение 1.52. Доказать, что ограниченный полиэдр
имеет вершины.

Упражнение 1.53. Соместна ли система аффинных нера-
венств

1 + 2x− 3y > 0, 2 + x− 5y > 0, −x + 10y > 0. (24)

Будут ли неравенства x+y−10 > 0, x+y+10 > 0 следствиями
системы неравенств (24)?

Упражнение 1.54. Пусть A = (aij) ∈ Mat(m×n,R) и K ⊆
An – множество всех таких точек X, что AX 6 0. Доказать, что
следующие условия эквивалентны для K:
1) ранг A равен n;
2) если X, −X ∈ K, то X = O.

Упражнение 1.55. Пусть конус K с вершиной O = (0, 0)
порождается точками A1 = (1, 2), A2 = (1, 4), A3 = (2, 3). За-
дать K системой аффинных неравенств.

Упражнение 1.56. Пусть многогранник K порождается
точками A1 = (1, 2), A2 = (1, 4), A3 = (2, 3), A4 = ( 4

3 , 2). Задать
K системой аффинных неравенств.
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Упражнение 1.57. Пусть A = (aij) ∈ Mat(m × n,R) и
c – столбец высоты m. Доказать, что либо существует такой
столбец y > 0 высоты m, что tAy > c, либо существует такой
столбец x > 0 высоты n, что Ax 6 0, tcx > 0.

Упражнение 1.58. Пусть A из упражнения 1.57. Дока-
зать, что существует либо такой столбец y > 0 высоты m, что
tAy = 0, либо такой столбец x высоты n, что Ax > 0, Ax 6= 0.

Упражнение 1.59. Пусть задан конечно порожденный ко-
нус K ⊆ An. Доказать, что
1) двойственный конус K∗ конечно порожден;
2) если K∗ порождается точками B1, . . . , Bt со столбцами ко-

ординат b1, . . . , bt, то K состоит из всех таких точек X со
столбцом координат x, что tbix 6 0, i = 1, . . . , t.





Глава 2

Элементы линейного
программирования

Определение 2.1. Пусть заданы аффинные функции
z(x), f1(x), . . . , fd(x) в An. Задача линейного программирова-
ния состоит в нахождении максимума аффинной функции z(x)
при условии

f1(x) > 0, . . . , fd(x) > 0.

Как правило, мы будем предполагать, что ранг линейных
частей системы функций f1(x), . . . , fd(x) равен n. Тогда d =
m + n, m > 0. Совершая аффинную замену переменных, мож-
но добиться, чтобы f1 = x1, . . . , fn = xn. Тогда система нера-
венств имеет вид

x1 > 0, . . . , xn > 0;

fn+i(x) =
∑

j

aijxj > bj , i = 1, . . . , m. (25)

Необходимо найти max z, где z = p1x1 + . . .+pnxn +q. Заметим,
что нахождение min z эквивалентно нахождению max(−z).

1. Симплекc-метод. Первый вариант

Запишем систему неравенств (25) в следующей эквивалент-
ной форме. Так как yj > 0, то существуют такие неотрицатель-
ные числа x1+n, . . . , xm+n, что неравенства (25) преобразуются
в систему линейных уравнений и неравенств вида

x1 > 0, . . . , xd > 0; d = n + m∑n
j=1 aijxj − xj+n = bj , i = 1, . . . , m.

41
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Таким образом, меняя обозначения, всегда можно считать, что
система ограничений, задающих полиэдр M , имеет вид

x1 > 0, . . . , xn > 0;∑n
j=1 aijxj = bj , i = 1, . . . , m, (26)

Если в каком-то уравнении из (26) коэффициент bi < 0, то умно-
жим это уравнение на -1. Таким образом, без ограничения общ-
ности можно предполагать, что b1, . . . , bm > 0. Кроме того, за-
пишем целевую функцию z в виде z+am+1,1x1+· · ·+am+1,nxn =
bm+1, где am+1,j = −pj , j = 1, . . . , n, и bm+1 = q.

Изложим алгоритм решения этой задачи, называемый
симплекс-методом. Он применим в случае отсутствия вы-
рождения. Это означает, что в полиэдре M , задаваемом урав-
нениями и неравенствами (26), из каждой вершины выходят
n − r ребер (одномерных граней), где r – ранг матрицы (aij).
Это означает, что в каждой системе координат, если система
неравенств имеет вид (26), то b1, . . . , bm > 0.
ПЕРВЫЙ ЭТАП – НАХОЖДЕНИЕ ВЕРШИНЫ ПОЛИЭДРА
M .
ШАГ 1.

Составим матрицу из коэффициентов

x1 . . . xn

a11 . . . a1n b1

...
...

...
...

am1 . . . amn bm

am+1,1 . . . am+1,n bm+1

(27)

ШАГ 2.
Если в некотором i-ом уравнении все коэффициентов aij 6

0, i = 1, . . . , m, то полиэдр M , задаваемый ограничениями (26)
пуст. Действительно, в i-ом уравнении левая часть неположи-
тельна, а правая равна bi > 0.
ШАГ 3.

Пусть в i-ом уравнении коэффициент air > 0. Зафикси-
руем столбец с номером r и среди всех положительных коэф-
фициентов этого столбца выберем тот, на котором достигается
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minm
j=1

(
bj

ajr

)
. Предположим, что этот минимум достигается на

asr.
Деля s-ое уравнение на asr можно считать, что asr = 1.

Это означает, что все элементы s-ой строки матрицы (27) де-
лятся на asr. Далее из каждой строки номером t = 1, . . . , s −
1, s + 1, . . . , m + 1 вычитаем s-ую строку, умноженную на atr.
В новой таблице переменная xr входит в коэффициентом 1 в
s-уравнений, в остальные же уравнений и в z она входит с ну-
левым коэффициентом.

Предложение 2.2. При указанных преобразованиях, все
свободные члены уравнений, т.е. коэффициенты bi остаются

неотрицательными. Если minm
j=1

(
bj

ajr

)
достигается на одном

элементе asr из r-го столбца, то все bi остаются положи-
тельными.

Доказательство. Свободный член в t-ой строке имеет

вид bt − at,rbs. Если t 6 m, то в силу выбора s имеем
bs

asr
=

bs 6 bt

atr
. Поэтому если at,r > 0, то bt − at,rbs > 0. Если

minm
j=1

(
bj

ajr

)
достигается на одном элементе asr, то при t 6= s

получаем bt − at,rbs > 0.
Если же at,r 6 0, то bt − at,rbs > bt > 0. ¤

Таким образом, совершая многократно ШАГ 3 мы можем
как и методе Гаусса привести таблицу (27) к ступенчатому виду,
т.е. каждое уравнение с номером j = 1, . . . , m является выра-
жением j-го главного неизвестного через свободные. При этом
функция в последней строек ненулевые коэффициенты стоят
только при свободных неизвестных.

Придадим свободным неизвестным нулевые значения. То-
гда значения главных неизвестных равны свободным членам
и потому положительны. Таким образом, построенное решение
X системы лежит в полиэдре M . По следствию 1.25 решение X
является вершиной полиэдра M и из решения X как вершины
полиэдра M выходит n− r ребер.
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Предложение 2.3. Пусть все коэффициенты
am+1,1, . . . , am+1,n > 0, причем если неизвестная xj главная,
то am+1,j = 0. Тогда в точке X функция z(x) достигает
максимума, равного bm+1.

Доказательство. Заметим, что z = z(x) = −am+1,1x1 −
· · · − am+1,nxn + bm+1, причем ненулевые коэффициенты стоят
только при свободных неизвестных. Это означает, что для лю-
бой точки u ∈ M имеем z(u) 6 z(X) = bm+1. Максимальное
значение bm+1 достигается при нулевых значениях свободных
неизвестных. При этом, если главная неизвестная xj находится
в k-ом уравнении, то ее значение равно bk. ¤

Предположим теперь, что am+1,r < 0 для некоторого r. В
этом случае переходим ко второму этапу (см. ниже ШАГ 4).
ВТОРОЙ ЭТАП – НАХОЖДЕНИЕ max z.
ШАГ 4.

Пусть am+1,r < 0. Рассмотрим коэффициенты при r-ой пе-
ременной.

Предложение 2.4. Если все коэффициенты a1r, . . . , amr

матрицы (27) отрицательны, то максимума у функции z
нет.

Доказательство. Придадим свободной переменной xr

произвольное значение k > 0, а всем остальным свободным
переменным придадим нулевое значение. Тогда значение глав-
ного неизвестного из i-го уравнения равно bi − airk > 0. Та-
ким образом, получаем точку X(k) ∈ M . При этом z(X(k)) =
−am+1,rk принимает сколь угодно большие значения. Следова-
тельно, функция z не имеет минимума на M . ¤

Пусть am+1,r < 0 и air > 0 для некоторого i = 1, . . . , m.
Переходим в ШАГУ 3. Это соответствует выбору новых сво-
бодных и главных переменных.

Предложение 2.5. При каждом преобразовании из ША-
ГА 3 значение свободного члена bm+1 увеличивается.

Доказательство. Как и в предложении 2.2 свободный
член в z заменяется на bm+1 − am+1,rbs для некоторого s. Но
am+1,r < 0, а bs > 0. Поэтому bm+1 − am+1,rbs > bm+1. ¤
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Итак, мы совершаем различные выборы свободных и глав-
ных переменных, т. е. получаем вершины из M . При этом мы
никогда не вернемся к выбранной ранее вершине, поскольку на
каждом шаге значение целевой функции z увеличивается. Итак,
совершив конечное число шагов, мы перейдем к вершине M , в
которой функция z достигает максимума, либо выясним, что
задача не имеет решения.

1.1. Пример. Решим задачу линейного программирова-
ния

z = −2x1 + x2 + 3 → max



2x1 + 3x2 > 7;
x1 + x2 6 3;
x1, x2 > 0.

Запишем ограничения в виде системы системы уравнений



2x1 + 3x2 − x3 = 7;
x1 + x2 + x4 = 3;
x1, x2, x3, x4 > 0.

Таким образом, задача линейного программирования имеет вид

z = −2x1 + x2 + 3 → max (28)



2x1 + 3x2 − x3 = 7;
x1 + 2x2 + x4 = 3;
x1, x2, x3, x4 > 0.

При этом свободные члены в системе ограничений, являющихся
уравнениями, должны быть положительными.

ШАГ 1. Составим таблицу из коэффициентов

x1 x2 x3 x4

2 3 -1 0 7
1 1 0 1 3
2 -1 0 0 3

ШАГ 2. Выбираем переменную x2, чтобы в столбце коэффици-
ентов, соответствующей этой переменной, присутствовал поло-
жительный коэффициент в какой-то строке, кроме последней.
Далее во втором столбце выбираем такой коэффициент, чтобы
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отношение свободного члена к этому коэффициенту было бы
положительным и минимальным. В данном случае берем коэф-
фициент 3 из первой строки. Разделив элементы первой строки
на 3, получаем

x1 x2 x3 x4

2/3 1 -1/3 0 7/3
1 1 0 1 3
2 -1 0 0 3

Вычтем из остальных строк первую строку, умноженную на со-
ответствующий коэффициент. Как и при решении систем ли-
нейных уравнений, получаем

x1 x2 x3 x4

2/3 1 -1/3 0 7/3
1/3 0 1/3 1 2/3
8/3 0 -1/3 0 16/3

ШАГ 3. Выбираем теперь третий столбец. Находим аналогич-
ный элемент 1/3 во второй строке. Умножим третью строку на
1. Получаем

x1 x2 x3 x4

2/3 1 -1/3 0 7/3
1 0 1 3 2

8/3 0 -1/3 0 16/3

Затем из остальных строк вычитаем вторую, умноженную на
соответствующие коэффициенты. Получаем

x1 x2 x3 x4

1 1 0 1 3
1 0 1 3 2
3 0 0 1 6
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Если при этом в последней строке все коэффициенты неотрица-
тельны, то максимальное значение равно последнему элементу
6 в последней строке. При этом главными неизвестными в систе-
ме уравнений являются x2, x3, а свободными – x1, x4. Отсюда
max f = 6. Этот экстремум достигается при x2 = 3, x3 = 2, x1 =
x4 = 0.

2. Симплекc-метод. Второй вариант

В этом разделе изложим другой вариант алгоритма
симплекс-метода. Пусть система ограничений, задающих поли-
эдр M , имеет вид

x1 > 0, . . . , xn > 0;
yi = fn+i(x) =

∑
j aijxj + bj > 0, 1 6 i 6 m (29)

Необходимо найти min z, где z = p1x1 + . . .+pnxn + q. Изложим
другой алгоритм решения этой задачи. Он также применим в
случае отсутствия вырождения.
ПЕРВЫЙ ЭТАП – НАХОЖДЕНИЕ ВЕРШИНЫ ПОЛИЭДРА
M . ШАГ 1.

Составим матрицу из коэффициентов

x1 . . . xn

y1 a11 . . . a1n b1

...
...

...
...

...
ym am1 . . . amn bm

z p1 . . . pm q

(30)

ШАГ 2.
Если все коэффициенты b1, . . . , bm > 0, то точка O =

(0, . . . , 0) является вершиной. В этом случае переходим ко вто-
рому этапу (см. ниже ШАГ 6).
ШАГ 3.

Пусть br < 0 для некоторого r. Если все элементы r-ой
строки ar1, . . . , arn матрицы (30) неположительны, то система
неравенств (29) несовместна и потому задача не имеет решения.
ШАГ 4.
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Пусть br < 0 и ars > 0 для некоторого s. Выберем такой ин-
декс j, чтобы число − bj

ajs
было бы положительным и минималь-

ным. В силу отсутствия зацикливания такой индекс j найдется
однозначно.
ШАГ 5.

Из j-го уравнения выразим xs через

x1, . . . , xs−1, yj , xs+1, . . . , xn, (31)

и выразим все остальные функции

y1, . . . , yj−1, yj+1, . . . , ym, z

через неизвестные (31).

Предложение 2.6. При преобразовании, совершенном в
шаге 5, для i 6= j все положительные коэффициенты bi оста-
ются положительными, а отрицательные – отрицательны-
ми. Кроме того, значение свободного члена br увеличивается,
а свободный член в j-ом уравнении становится положитель-
ным.

Доказательство. Пусть yj = aj1 + · · ·+ ajnxn + bj . Тогда

xs =
yj

ajs
− aj1x1

ajs
− · · · − ajnxn

ajs
− bj

ajs
.

Если же взять k-ую строку матрицы (30), k 6= j, то она имеет
вид yk = ak1 + · · ·+ aknxn + bk. Переписав yk через неизвестные
(31), получаем свободный член

bk + aks(− bj

ajs
). (32)

Если bk > 0 и aks > 0, то

bk + aks(− bj

ajs
) > bk > 0.

Если bk > 0 и aks < 0, то

bk + aks(− bj

ajs
) > 0
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в силу выбора j и отсутствия вырождения. Если же bk < 0, то
при aks < 0

bk + aks(− bj

ajs
) < bk < 0.

Если bk < 0 и aks > 0, то

bk + aks(− bj

ajs
) < 0.

в силу выбора j и отсутствия вырождения. Кроме того, при
k = r 6= j по (32) получаем

0 > br + ars(− bj

ajs
) > br,

поскольку br < 0 и ars > 0. Кроме того, коэффициент bj заме-
няется на − bj

ajs
> 0. Отсюда вытекает утверждение. ¤

По предложению 2.6 получаем, что после ШАГА 5 коэф-
фициент br увеличивается, причем если j = r, то коэффи-
циент br становится положительными. При этом от набора
x1, . . . , xs, . . . , xn в верхней строке (30) мы перешли у набо-
ру x1, . . . , yj , . . . , xn. Поскольку в верхней строке (30) могут
быть лишь n элементов среди x1, . . . , xn, y1, . . . , ym, то учиты-
вая, увеличение br при каждом шаге, мы через конечное число
шагов мы добьемся того, что либо коэффициент br становит-
ся положительным, либо убедимся, что полиэдр ограничений
пуст. При этом по предложению 2.6 общее число положитель-
ных коэффициентов в последнем столбце на каждом шаге не
уменьшается.

Итак, совершая конечное число шагов вида 2 – 5 можно
добиться, чтобы либо все свободные коэффициенты стали бы
положительными, либо установили, что задача не имеет реше-
ния.

Предположим теперь, что в матрице (30) все коэффициенты
bi > 0.

ВТОРОЙ ЭТАП – НАХОЖДЕНИЕ min z.
ШАГ 6.

Если все коэффициенты pi неотрицательны, то min z = q,
так как x1, . . . , xn > 0.
ШАГ 7.
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Пусть ps < 0 для некоторого s. Если все коэффициен-
ты s-го столбца a1s, . . . , ams матрицы (30) неотрицательны,
то луч (0, . . . , 0,

s
t, 0, . . . , 0) ∈ P, для всех t > 0. При этом

z(0, . . . , 0,
s
t, 0, . . . , 0) = tps + q принимает сколь угодно боль-

шие отрицательные значения. Следовательно, функция z не
имеет минимума на P .
ШАГ 8.

Пусть ps < 0 для некоторого s и существует ars < 0. Выбе-
рем индекс j так, чтобы число − bj

ajs
было бы положительным и

минимальным. Переходим в шагу 5. Повторяя доказательство
предложения 2.6, получаем, что все bk остаются положитель-
ными. Кроме того, коэффициент при yj в z становится равным
ps

ajs
> 0. Свободный член в z становится равным

q + ps(− bj

ajs
) < q,

поскольку ps < 0,− bj

ajs
> 0.

Итак, совершив конечное число шагов, мы перейдем к вер-
шине M , в которой функция z достигает минимума, либо вы-
ясним, что задача не имеет решения.

3. Двойственная задача линейного программирования

Рассмотрим задачу линейного программирования из опре-
деления 2.1, причем ограничения имеют вид (29). Обозначим
через b – столбец t(b1, . . . , bm). Из предыдущих рассуждений
вытекает, что без ограничения общности можно предполагать,
что задача имеют вид

tpx → max, x > 0, Ax 6 b, (33)

где A = (aij) ∈ Mat(m× n,R).

Определение 2.7. Двойственной задачей к задаче (33) на-
зывается задача

tby → min, tAy > p, y > 0. (34)

Предложение 2.8. Двойственная задача к двойственной
задаче совпадает с исходной задачей.
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Доказательство. В двойственной задаче имеем
t(−A)y 6 −p, y > 0, причем необходимо найти max(− tby).
Поэтому задача, двойственная к двойственной, имеет вид

− tpx → min, т. е. tpx → max,

(−A)x > −b, x > 0.

¤

Обозначим через P полиэдр, задаваемый неравенствами из
(33), а через Q – полиэдр, задаваемый неравенствами из (34).

Предложение 2.9. Пусть x ∈ P, y ∈ Q. Тогда tpx 6 tby.
В частности, maxx∈P (tpx) 6 miny∈Q(tby).

Доказательство. Пусть x ∈ P, y ∈ Q. Тогда
tpx 6 tyAx 6 tyb = tby.

Отсюда max(tpx) 6 min(tby). ¤

Теорема 2.10. Пусть полиэдры P, Q непусты. Тогда су-
ществуют maxx∈P ( tpx), miny∈Q( tby) и они равны.

Доказательство. Рассмотрим в

An+m = {(x, y) |x ∈ An, y ∈ Am}
полиэдр M , задаваемый неравенствами

Ax 6 b, tAy > p,
tpx > tby, x ≥ 0, y > 0. (35)

Неравенства (35) можно записать в следующем виде

−



A 0
0 −tA

−tp tb




(
x
y

)
+




b
−p

0


 > 0,

(
x
y

)
> 0. (36)

Предположим сначала, что система неравенств (36) несовмест-
на. По второму следствию из теоремы Фаркаша существуют
такие неотрицательные векторы c1 ∈ Rm, c2 ∈ Rn и неотрица-
тельное число c3, что

(
tA 0 −p
0 −A b

) 


c1

c2

c3


 = 0,
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( tb, − tp, 0)




c1

c2

c3


 < 0,

или
tAc1 = pc3, Ac2 = bc3,

tbc1 < tpc2, ci > 0. (37)

Если с3 = 0, то

Ac2 = tAc1 = 0, tbc1 < tpc2. (38)

Пусть x0 ∈ P, y0 ∈ Q. Тогда
tbc1 = tc1b > tc1Ax0 = tx0

tAc1 = 0;
tpc2 = tc2p 6 tc2

tAy0 = ty0Ac2 = 0.

Отсюда tpc2 6 0 6 tbc1, что противоречит (38).
Итак, c3 > 0. По (37)

tA(
c1

c3
) = p, A(

c2

c3
) = b, tbc1 < tpc2, ci > 0.

В этом случае
c2

c3
∈ P,

c1

c3
∈ Q, tp

c2

c3
> tb

c1

c3
,

что противоречит предложению 2.9.
Таким образом, полиэдр M непуст. Пусть (x′, y′) ∈ M . В

этом случае x′ ∈ P, y′ ∈ Q, причем tpx′ > tby′. Отсюда tpx′ =
tby′ по предложение 2.9, и для любого x ∈ P получаем tpx 6
tby′ = tpx′, т. е. maxx∈P

tpx = tpx′. Аналогично, miny∈Q
tby =

tpx′ = maxx∈P
tpx. ¤

Отметим интерпретацию двойственной задачи в терминах
сопряженных пространств. Пусть как и выше P – полиэдр, за-
даваемый неравенствами (33), а Q – полиэдр, задаваемый нера-
венствами (34). В прямой задаче необходимо найти minx∈P (tpx),
а в двойственной — maxy∈Q(tby). Пусть A = (aij) и O, e1, . . . , en

– выбранная система координат в An. Пусть V – векторное
пространство с базой e1, . . . , en и V ∗ – сопряженное простран-
ство. Обозначим через li ∈ V ∗, 1 6 i 6 m, линейные функ-
ции li(x) =

∑n
j=1 aijxj .Тогда полиэдр P задается неравенства-

ми l1(x) 6 b1, . . . , lm(x) 6 bm, x > 0. Рассмотрим конус K
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c вершиной – нулевой функцией, порождаемый l1, . . . , lm. То-
гда Q можно отождествить с множеством всех таких линейных
функций f ∈ V ∗, что f(ei) > pi, i = 1, . . . , n.

Установим связь между точками экстремума прямой и
двойственной задач линейного программирования. Справедли-
ва

Теорема 2.11 (Теорема о равновесии). Пусть в точке x∗ ∈
P достигается максимум tpx, а в точке y∗ ∈ Q – минимум
функции tby. Тогда y∗i (ai1x

∗
1 + · · ·+ ainx∗n − bi) = 0, где bi – i-ая

координата b.

Доказательство. Так как x∗y∗ > 0, и − ty∗A 6 − tp, то

0 6 ty∗(b−Ax∗) = ty∗b− ty∗Ax∗ 6 tpx∗ − tpx∗ = 0.

Следовательно, ty∗(b−Ax∗) = 0. Отсюда вытекает утверждение,
поскольку b 6 Ax∗, y∗ > 0. ¤

Отметим, что если мы решаем прямую задачу линейно-
го программирования, используя первый вариант симплекс-
метода и сводя ограничения к системе линейных уравнений,
то мы автоматически получаем точку экстремума двойствен-
ной задачи. Действительно, пусть дана прямая задача (33), где
A = (aij) ∈ Mat(m × n,R), x, p – столбцы высоты n и b – стол-
бец высоты m. Введем новые переменные xn+1, . . . , xn+m > 0
и перепишем (33) в виде

X > 0, (AE)X = b,
t(p 0)X = p1x1 + · · ·+ pnxn → max,

где X – столбец t(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+m) > 0. Здесь мат-
рица (AE) ∈ Mat(m × (n + m),R) получается из A приписы-
ванием справа единичной матрицы E размера m. Составляем
таблицу

z x1, . . . xn xn+1, . . . , xn+m

0 A E b
1 -p 0 0
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Мы приводим систему из m линейных уравнений (строки этой
таблицы, исключая первую и последнюю) к ступенчатому ви-
ду. Одновременно, мы преобразуем с помощью этой системы
последнюю строку, соответствующую целевой функции, при-
бавляя к ней линейную комбинацию строк, соответствующих
системе линейных уравнений. Другими словами, к последней
строке (−p, 0, 0) прибавляется y∗(A, E, b) для некоторой стро-
ки y∗. При этом результат имеет вид (−p + y∗A, y∗, y∗b), где

(−p + y∗A, y∗) > 0. (39)

Теорема 2.12. Точка y∗ является точкой экстремума
двойственной задачи (34).

Доказательство. Из (39) вытекает, что tAy∗ > p, y∗ > 0,
т. е. y∗ является допустимым решением двойственной задачи.
Кроме того, значение целевой функции tby двойственной зада-
чи совпадает с ty∗b и равно максимальному значению целевой
функции tpx прямой задачи. В силу предложения 2.9 и теоре-
мы 2.10 y∗ является точкой экстремума. ¤

4. Решение матричной игры с помощью линейного
программирования

Рассмотрим матричную игру с матрицей A = (aij) ∈
Mat(n × m,R) из главы 1 § 2. Применим алгоритм симплекс-
метода для нахождения седловой точки смешанных стратегий
из теоремы 1.14.

Заметим, что если мы прибавим ко всем элемента матрицы
A одно и то же число d, то результат игры увеличится на d, но
седловые точки не изменятся. Поэтому можно считать, что все
элементы матрицы A неотрицательны, причем в матрице A > 0
нет нулевых столбцов. Тогда результат игры v лежит в пределах
maxi minj aij 6 v 6 minj maxi aij и потому положителен.

Рассмотрим пример игры с матрицей(
2 −1 3
3 4 1

)
(40)

В первой строке минимальный элемент равен -1, а во второй –
равен 1. Максимальный элемент расположен во второй строке.
Следовательно, первый игрок выбирает 2-ю стратегию.
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Максимальный элемент в первом втором и третьем столб-
цах равен, соответственно, 3, 4, 3. Из них минимальный равен
3. Следовательно, второй игрок может выбрать 1-ую или 3-ю
стратегии. Тогда результат игры 3 или 1.

Положим F (x, y) =
∑

i,j aijxiyj . Напомним, что если x∗ =
(x∗1, . . . , x∗n), y∗ = (y∗1 , . . . , y∗m) – седловая точка, соответ-
ствующая оптимальным стратегиям первого и второго игрока,
то для любых стратегий x, y первого и второго игрока имеем

F (x, y∗) 6 F (x∗, y∗) 6 F (x∗, y), (41)

В частности,

v = max
x∈N

min
y∈M

F (x, y) = min
y∈M

max
x∈N

F (x, y) = F (x∗, y∗).

Здесь

N = {x ∈ An | x1 + · · ·+ xn = 1, xi > 0},
M = {y ∈ Am | y1 + · · ·+ ym = 1, yi > 0}. (42)

Рассмотрим следующую задачу линейного программирования

f = u1 + · · ·+ um → max (43)

Au 6




1
...
1


 , u =




u1

...
um


 > 0,

Рассмотрим также двойственную к (43) задачу

g = t1 + · · ·+ tn → min, (44)

tAt >




1
...
1


 , t =




t1
...
tn


 > 0.

Предложение 2.13. Полиэдры P, Q, задаваемые, соот-
ветственно, неравенствами из (43), (44), непусты. Кроме то-
го, P ограничено. В частности, maxu∈P f = mint∈Q g > 0.

Доказательство. Заметим, что начало координат O ле-
жит в P , но не лежит в Q. Кроме того, если все координаты t
достаточно большие, то t ∈ Q. Поэтому P, Q непусты.
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По предположению матрица A неотрицательна и в A нет
нулевых столбцов. Поэтому для любого j = 1, . . . , m найдется
такой индекс i, что aij > 0, откуда

aijuj 6
m∑

s=1

aisus 6 1,

и поэтому uj 6 1
aij

. Остается воспользоваться теоремой 2.10.

Так как O /∈ Q, то mint∈Q g > 0. ¤

Положим maxu∈P f = mint∈Q g =
1
v
. Тогда v > 0. Обозна-

чим через u∗, t∗ – оптимальные решения задач (43), (44), соот-
ветственно. Положим x∗ = vt∗, y∗ = vu∗.

Теорема 2.14. Точка (x∗, y∗) является седловой для рас-
сматриваемой матричной игры с матрицей A > 0, не содер-
жащей нулевых столбцов.

Доказательство. Заметим, что
m∑

i=1

y∗i = v

m∑

i=1

u∗i = v

(
max
u∈P

f

)
= 1,

т. е. y∗ ∈ M , где M из (42). Аналогично x∗ ∈ N .
По теореме 2.11 получаем t∗i (

∑m
j=1 aiju

∗
j −1) = 0. Домножая

на v2 получаем x∗i
∑m

j=1 aijy
∗
j = x∗i v, откуда

F (x∗, y∗) =
∑

ij

x∗i aijy
∗
j =

∑

i

x∗v = v, (45)

поскольку x∗ ∈ N . Кроме того, для любых x ∈ N, y ∈ M по (43)
и (45)

F (x, y∗) =
∑

ij

xiaiju
∗
jv 6

∑

i

xiv = v = F (x∗, y∗).

Аналогично F (x∗, y∗) 6 F (x∗, y). ¤

Сделаем одно полезное замечание о редукции матрицы
A при решении задачи о нахождении седловой точки. Пусть
A1, . . . , Am – строки матрицы A и Ã1, . . . , Ãn – ее столбцы.
Если Ai > Aj , Ai 6= Aj для некоторых i, j, то первый игрок,



Линейное программирование 57

стремясь к наибольшему выигрышу, всегда будет выбирать i-ую
стратегию. Таким образом, мы можем исключить j-ую строку
из рассмотрения, уменьшив тем самым число строк матрицы A.
Аналогично, если Ãi > Ãj , Ãi 6= Ãj для некоторых i, j, то вто-
рой игрок, стремясь уменьшить выигрыш первого игрока, будет
во всех случаях выбирать j-ую стратегию. Таким образом, мы
можем исключить из рассмотрения i-ый столбец и уменьшить
размер матрицы A.

Рассмотрим решение матричной игры с смешанных стра-
тегиях на примере (40). Прибавим ко всем элементам 1, чтобы
матрица A стала бы неотрицательной. Получаем матрицу

A1 =
(

3 0 4
4 5 2

)

При этом цена игру увеличится на 1. Решая за первого игрока
введем переменные t1, t2 > 0, получаем задачу

t1 + t2 → min,

3t1 + 4t2 > 1,

5t2 > 1,

4t1 + 2t2 > 1,

t1, t2 > 0. (46)

Решая за второго игрока введем переменные u1, u2, u3 > 0, по-
лучаем задачу

u1 + u2 + u3 → max,

3u1 + 4u3 6 1,

4u1 + 5u2 + 2u3 6 1,

u1, u2, u3 > 0.

Эти задачи двойственны одна другой.
Подробно решим задачу за первого игрока. Запишем задачу

(46) в виде

−t1 − t2 → max,

3t1 + 4t2 − t3 = 1,

5t2 − t4 = 1,

4t1 + 2t2 − t5 = 1,



58 В. А. Артамонов

t1, t2 > 0.

Составим таблицу

t1 t2 t3 t4 t5

3 4 -1 0 0 1
0 5 0 -1 0 1
4 2 0 0 -1 1
1 1 0 0 0 0

В первом столбце выбираем третью строку и делим ее на 4.
Получаем

t1 t2 t3 t4 t5

3 4 -1 0 0 1
0 5 0 -1 0 1
1 1/2 0 0 -1/4 1/4
1 1 0 0 0 0

Далее из всех строк вычитаем третью с соответствующим ко-
эффициентом. Получаем

t1 t2 t3 t4 t5

0 5/2 -1 0 3/4 1/4
0 5 0 -1 0 1
1 1/2 0 0 -1/4 1/4
0 1/2 0 0 1/4 -1/4

Выбираем второй столбец и в нем первую строку. Деля ее на 5
и получаем

t1 t2 t3 t4 t5

0 1 -2/5 0 3/10 1/10
0 5 0 -1 0 1
1 1/2 0 0 -1/4 1/4
0 1/2 0 0 1/4 -1/4
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Из всех строк вычитаем первую с соответствующим коэффици-
ентом. Получаем

t1 t2 t3 t4 t5

0 1 -2/5 0 3/10 1/10
0 0 2 -1 -3/2 1/2
1 0 1/5 0 -2/5 1/5
0 0 1/5 0 1/10 -3/10

Выбираем третий столбец и в нем вторую строку. Дели ее на 2
и получаем

t1 t2 t3 t4 t5

0 1 -2/5 0 3/10 1/10
0 0 1 -1/2 -3/4 1/4
1 0 1/5 0 -2/5 1/5
0 0 1/5 0 1/10 -3/10

Из всех строк вычитаем вторую с соответствующим коэффици-
ентом. Получаем

t1 t2 t3 t4 t5

0 1 0 -1/5 0 1/5
0 0 1 -1/2 -3/4 1/4
1 0 0 1/10 1/20 3/20
0 0 0 1/10 1/4 -7/20

Решение закончено. Если v – результат игры с матрицей A, то
результат игры с матрицей A! равен v + 1. При этом

1
v + 1

= −
(−7

20

)
=

7
20

.

Поэтому v = 20
7 − 1 = 13

7 . Из последней таблицы видно, что

t1 =
3
20

, t2 =
1
5
.
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Поэтому

x1 = (v + 1)t1 =
3
7
, x2 = (v + 1)t2 =

4
7
.

Аналогично решается игра за второго игрока.

5. Упражнения

Упражнение 2.15. Пусть A ∈ Mat(m× n,R) не имеет ну-
левых столбцов, A > 0, b > 0 – столбец высоты m, с – столбец
высоты n. Обозначим через P – полиэдр, состоящий из мно-
жества столбцов X с условием AX 6 b,X > 0. Доказать, что
каждая аффинная функция на P достигает минимума и мак-
симума.

Упражнение 2.16. Пусть полиэдр P задается неравен-
ствами

n∑

j=1

ajxj 6 b, x1, . . . , xn > 0,

где b, a1, . . . , an > 0. Предположим, что c1, . . . , cn ∈ R, причем
все числа cj

aj
различны и отличны от нуля. Доказать, что суще-

ствует единственная точка в P , в которой достигает максимум
функция

∑n
j=1 cjxj .

Упражнение 2.17. Пусть A ∈ Mat(m × n,R). Доказать,
что следующие условия эквивалентны:

1) для любых столбцов b, c высоты m, n, соответственно, суще-
ствует max(tcx), где x удовлетворяет условиям Ax 6 b, x >
0;

2) существуют такие y ∈ An, p ∈ Am, что Ay < 0, tAp > 0, p >
0, y > 0.

Упражнение 2.18. Пусть A ∈ Mat(m×n,R) и c – столбец
высоты n. Предположим, что существует maxx∈P (tcx), где P
задается условиями Ax = 0, x > 0. Доказать, что максимум
достигается на нулевом векторе.
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Упражнение 2.19. Найти min(x2−x3 +2x4 +3), при усло-
вии 




−2x1 + x3 + x4 > 1,
x1 + x2 + x3 = 4,
−x2 + x3 − x4 6 3,
x1, x2, x3, x4 > 0.

Упражнение 2.20. Используя теорию двойственности ре-
шить задачу





x1 + 2x2 + · · ·+ nxn → min,
x1 > 1,

x1 + x2 > 2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x1 + x2 + · · ·+ xn > n,
x1, . . . , xn > 0.

Упражнение 2.21. Являются ли ограниченными много-
гранники, задаваемые следующими неравенствами:
1) −3x1 + 5x2 6 10, 5x1 + 2x2 6 35, x1 > 0, x2 > 0;
2) −x1 + x2 6 2, 5x1 − x2 6 10;
3) 3x1 − x2 > 4, −x1 + 3x2 > 4;
4) −3x1+4x2 6 17, 3x1+4x2 6 47, x1−x2 6 4, x1+x2 > 0;
5) −x1 + 2x2 6 6, 5x1 − 2x2 6 26, x1 + 2x2 > 10;
6) 5x1 − 2x2 > 6, 5x1 − 2x2 6 36, 2 6 x1 6 7.

Упражнение 2.22. Найти угловые точки многогранников:
1) x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + x5 = 5,

x1 + x3 − 2x4 = 3,
x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0, x4 > 0, x5 > 0;

2) x1 + x2 − x3 = 10,
x1 − x2 + 7x3 = 7,
x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0;

3) 4x1 + 5x2 + x3 + x4 = 29,
6x1 − x2 − x3 + x4 = 11,
x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0, x4 > 0;

4) x1 + 2x2 + x3 = 4,
2x1 + 2x2 + 5x3 = 5,
x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0.
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Упражнение 2.23. Найти максимальные и минимальные
значения линейной функции z на ограниченном многограннике.
1) x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + x5 = 5,

2x1 + x3 − 2x4 = 3,
x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0, x4 > 0, x5 > 0,
z = x1 − 2x2 + x3 + 3x5;

2) 3x1 − x2 + 2x3 + x4 + x5 = 12,
x1 − 5x2 − x4 + x5 = −4,
x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0, x4 > 0, x5 > 0,
z = 4x1 − x2 + 2x3 + x5;

3) 5x1 + 2x2 − x3 + x4 + x5 = 42,
4x1 − 4x2 + x3 + x4 = 16,
x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0, x4 > 0, x5 > 0,
z = x1 − 2x2 + 4x4 − x5;

4) x1 − 3x2 + x3 + 2x5 = 8,
4x2 − 3x4 − x5 = 3,
x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0, x4 > 0, x5 > 0,
z = x1 − 2x2 + x3 − x5.

Упражнение 2.24. Пусть (x∗, y∗), (x◦, y◦) – седловые точ-
ки для функции F (x, y). Доказать, что точки (x∗, y◦), (x◦, y∗)
также седловые. Вывести отсюда, что F (x∗, y◦) = F (x◦, y∗) =
F (x∗, y∗) = F (x◦, y◦).

Упражнение 2.25. Решить матричную задачу с матрицей(
3 −1 4
2 3 1

)
.



Глава 3

Специальные задачи линейного
программирования

В предыдущей главе описан симплекс-метод решения зада-
чи линейного программирования. Однако число шагов в этом
методе может быть довольно большим. Вместе с тем специ-
альные задачи линейного программирования, используемые в
практике, обладают рядом особенностей, которые выражаются
в специфическом строении матрицы ограничений. Это позволя-
ет существенно упростить общий метод решения и выработать
более простые алгоритмы решения рассматриваемых задач. В
этой главе мы разберем лишь две такие задачи — транспорт-
ную задачу и задачу о нахождении кратчайшего расстояния на
графе.

1. Транспортная задача

Пусть в заданных m городах

A1, . . . , Am. (47)

производится некоторый однородный продукт в количествах
a1, . . . , am > 0. Этот продукт перевозится в заданные n го-
родов

B1, . . . , Bn, (48)

где он полностью потребляется в количествах b1, . . . , bn > 0.
Предполагаются заданными стоимости cij > 0 перевозок еди-
ницы продукта из Ai в Bj .

Назовем планом перевозок неотрицательную матрицу X =
(xij) размера m× n, в которой xij > 0 указывается количество

63
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продукта, перевозимого из Ai в Bj , 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n.
Стоимость перевозок является линейной функцией от X,

z(X) =
∑

i,j

cijxij , xij > 0. (49)

В задаче требуется найти такой план перевозок X, чтобы его
стоимость была бы минимальной, весь продукт был бы вывезен
из (47) и потребности городов (48) были бы полностью удовле-
творены.

Транспортная задача является задачей линейного програм-
мирования. Действительно, весь продукт, производимый в (47)
вывозится в (48), где он полностью потребляется, причем все
потребности удовлетворены. Таким образом, возникают следу-
ющие условия

∑n
j=1 xij = ai, i = 1, . . . , m;

∑m
i=1 xij = bj , j = 1, . . . , n;

xij > 0. (50)

Требуется в условиях (50) найти минимум функции (49). Вви-
ду специфичности условий (50) можно предложить более спе-
циальный метод потенциалов решения этой задачи.

Назовем план перевозок X допустимым, если выполнены
условия (50).

Предложение 3.1. Полиэдр P , задаваемый условиями
(50), непуст тогда и только тогда, когда

∑

i

ai =
∑

j

bj . (51)

Доказательство. Если X = (xij) – допустимый план, то
по (50) ∑

i

ai =
∑

i

∑

j

xij =
∑

j

∑

i

xij =
∑

j

bj .

Обратно, пусть выполнено условие (51). Построим первоначаль-
ного плана X0 = (x0

ij) методом минимального элемента. Вы-
берем клетку (i, j) с минимальным значением cij . В эту клетку
ставим число x0

ij = min(ai, bj). Если x0
ij = bj , то в остальные
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клетки столбца j ставим 0, а число ai заменяем на ai − bj . Ду-
альным образом поступаем, если x0

ij = ai. Если ai 6 bj , то из
Ai весь продукт вывезен в Bj и потребность Bj становится рав-
ной bj − ai. Если же bj < ai, то в Bj весь необходимый продукт
завезен, и в Ai осталось ai− bj продукта. Таким образом, число
либо пунктов At, либо пунктов Bs уменьшилось.

Повторяя эту процедуру, получим первоначальный допу-
стимый план X0 = (x0

ij). ¤

Предложение 3.2. Полиэдр P , задаваемый условиями
(50), ограничен.

Доказательство. Если X = (xij) – допустимый план, то
для любых индексов i, j имеем 0 6 xij 6 min(ai, bj). ¤

Следствие 3.3. Транспортная задача (50) имеет решение
тогда и только тогда, когда выполнено равенство (51).

Доказательство. По предложению 3.1 полиэдр P допу-
стимых планов непуст. По предложению 3.2 он ограничен. Сле-
довательно, непрерывная функция z(X) достигает на P мини-
мума. ¤

Теорема 3.4. Для того, чтобы допустимый план перево-
зок X был оптимальным необходимо и достаточно, чтобы су-
ществовали такие числа (потенциалы) u1, . . . , um, v1, . . . , vn,
для которых
1) ui + vj 6 cij при всех i, j;
2) ui + vj = cij, если xij > 0.

Доказательство. Проверим достаточность. Пусть X =
(xij) – допустимый план, и

u1, . . . , um, v1, . . . , vn

из условий теоремы. Предположим, что Y = (yij) – произволь-
ный допустимый план. Из (50) и условий 1), 2) следует, что

z(Y ) =
∑

i,j

cijyij >
∑

i,j

(ui + vj)yij

=
∑

i

ui

∑

i

yij +
∑

j

vj

∑

i

yij
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=
∑

i

uiai +
∑

j

vjbj

=
∑

i

ui

∑

i

xij +
∑

j

vj

∑

i

xij

=
∑

i,j

(ui + vj)xij =
∑

i,j

cijxij = z(X).

Проверим теперь необходимость. Рассмотрим задачу, двой-
ственную к транспортной задаче. Для этого положим перепи-
шем ограничения из (50) и целевую функцию в виде

− z(X) =
∑

i,j

(−cijxij) → max,

n∑

j=1

xij 6 ai, i = 1, . . . , m;

n∑

j=1

(−xij) 6 −ai, i = 1, . . . , m;

m∑

i=1

xij 6 bj , j = 1, . . . , n;

m∑

i=1

(−xij) 6 −bj , j = 1, . . . , n;

xij > 0.

Тогда по определению 2.7 двойственная задача с переменными

w1, . . . wm, w′1, . . . , w′m, s1, . . . , sn, s′1, . . . , s′n > 0

к транспортной задаче имеет вид

T ′ =
∑m

i=1(wi − w′i)ai +
∑n

j=1(sj − s′j)bj → min, (52)

wi − w′i + sj − s′j > −cij , 1 6 i 6 m; 1 6 j 6 n;

w1, . . . wm, w′1, . . . , w′m, s1, . . . , sn, s′1, . . . , s′n > 0.

Положим ui = w′i − wi, vj = s′j − sj . Тогда (52) записывается в
виде

ui + vj 6 cij (53)
T = −T ′ =

∑m
i=1 uiai +

∑n
j=1 vjbj → max .
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Как отмечено в предложении 3.2 ограничения (50) задают огра-
ниченный полиэдр P . Следовательно, как отмечено в след-
ствии 3.3 функция z(X) на P достигает минимум в некоторой
точке X0. Заметим, что полиэдр Q, задаваемый неравенствами
(53) содержит начало координат, поскольку cij > 0. Следова-
тельно, Q непусто и по теореме 2.10

min(z(X)) = −max(−z(X)) = −min(T ′)

= maxT =
m∑

i=1

uiai +
n∑

j=1

vjbj .

Пусть в точке (u1, . . . , um, v1, . . . , vn) ∈ Q достигается макси-
мум. По теореме 2.11 о равновесии получаем ui + vj = cij , если
x0

ij > 0. ¤
Перейдем к изложению алгоритма решения транспортной

задачи при некоторых ограничениях.

Определение. Транспортная задача называется вырож-
денной, если существуют такие собственные подмножества ин-
дексов G ⊂ {1, . . . , m}, H ⊂ {1, . . . , n}, что

∑
i∈G ai =∑

j∈H bj . Другими словами, суммарный запас продукта в пунк-
тах Ai, i ∈ G, совпадает с потреблением в пунктах Bj , j ∈ H.

Далее мы будет предполагать, что рассматриваемая транс-
портная задача невырождена. Для полного обоснования алго-
ритма в этом случае нам потребуется ряд утверждений.

Предложение 3.5. Пусть план X = (xij) допустим,
и xi0j0 = 0. Тогда существует такая последовательность
i0, i1, . . . , ik и последовательность столбцов j1, . . . , jk, j0
матрицы X, что элементы

xi0j1 , xi1j1 , . . . , xikjk
, xikj0 (54)

отличны от нуля.

Доказательство. Предположим противное, в любой по-
следовательности (54) встречается нулевой элемент. Обозначим
через H множество всех таких индексов j ∈ {1, . . . , n}, для ко-
торых найдется последовательность ненулевых элементов

xi0q1 , xp1q1 , . . . , xpsqs , xpsj .
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Заметим, что j0 /∈ H. Через G обозначим множество всех таких
индексов i ∈ {1, . . . , m}, что xij 6= 0 для некоторого j ∈ H. Из
определения G вытекает, что если i ∈ G и xis 6= 0, то s ∈ H.
Поэтому ∑

j∈H

bj =
∑

i∈G,j∈H

xij =
∑

i∈G

ai.

Отсюда ∑

i/∈G

ai =
∑

i/∈H

bj > 0.

Следовательно, G 6= {1, . . . , n}, и H 6= {1, . . . , m}. Это проти-
воречит невырожденности задачи. ¤

Определение 3.6. Пусть X = (xij) – допустимый план.
Циклом в X назовем последовательность ненулевых элемен-
тов xp1q1 , xp1,q2 , . . . , xps,qs , xps,q1 , причем среди первых и среди
вторых индексов в этой последовательности имеются нет сов-
падений.

Предложение 3.7. Если допустимый план не содержит
циклов, то в предложении 3.5 по набору i0, j0 последователь-
ность (54) определена однозначно.

Доказательство. Пусть кроме (54) существуют еще и по-
следовательность ненулевых элементов

xi0j′1 , xi′1j′1 , . . . , xi′tj
′
t
, xi′tj0 .

Рассмотрим последовательность

xi1j1 , . . . , xikjk
, xikj0 , xi′tj0 , xi′tj

′
t
, . . . , xi′1j′1 , xi0j′1 , xi0j1 .

По условию она не является циклом. Поэтому либо среди пер-
вых, либо среди вторых индексов имеются совпадения. Пусть,
например, ir = i′s. Тогда имеется более короткая последователь-
ность ненулевых элементов

xi1j1 , . . . , xit−1jt−1 , xi′sj′s , xi′sj′s−1
, . . . , xi′1j′1 , xi0j′1 , xi0j1 .

Продолжаю этот процесс получаем, что в X имеется цикл,
что невозможно. Аналогичная ситуация, если совпадают два
вторых индекса. Следовательно, наборы индексов i1, . . . , ik и
j1, . . . , jk определены однозначно. ¤
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Изложим теперь алгоритм решения невырожденной транс-
портной задачи.
ШАГ 1. Построение первоначального плана методом минималь-
ного элемента. В соответствии с предложением 3.1 строим пер-
воначальный план X0 = (x0

ij).

Предложение 3.8. План X0 не содержит циклов. В каж-
дой строке и столбце плана X0 содержится ненулевой эле-
мент. Всего в X0 число ненулевых элементов равно m+n− 1.

Доказательство. Пусть план X0 содержит цикл
xp1q1 , xp1,q2 , . . . , xpk,qk

, xpk,q1 , из определения 3.6. Выберем в
этой последовательности тот элемент, который построен пер-
вым. Пусть, например, это xp1q1 . Тогда элементы xp1,q2 , xps,q1 ,
построены позднее, что невозможно, ибо при построении xp1q1

либо на месте (p1, q2), либо на (ps, q1) ставится 0. Аналогично
рассматриваются остальные случаи.

В силу (50) в каждой строке и столбце плана X0 содержится
ненулевой элемент. Последнее утверждение легко проверяется
индукцией по m + n. ¤

ШАГ 2. Построение первоначальной системы потенциалов.
Для каждой из n + m − 1 клеток (i, j), в которых находится
ненулевой элемент из X0 рассмотрим уравнение

ui + vj = cij (55)

с неизвестными vi, ui. Полученная система состоит из n+m− 1
уравнений с n+m неизвестными. Если crs – минимальный эле-
мент и ar < bs, то неизвестная ur входит только в одно уравне-
ние (55)

ur + vs = crs. (56)

Индуктивные соображения показывают, что система (55) без
(56) совместна. Из (56) находим ur. Аналогично рассматрива-
ется случай ar 6 bs. Итак, решая систему (55) находим перво-
начальную системы потенциалов.
ШАГ 3.
Проверяем, удовлетворяет ли построенный план и система по-
тенциалов условиям теоремы 3.4.
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Заметим, что условие 2 из теоремы 3.4 выполнено по построе-
нию. Остается лишь проверить условие 1). Если оно выполнено,
то полученный план оптимален. В противном случае переходим
к следующему шагу.
ШАГ 4. Улучшение плана X.
Пусть относительно системы потенциалов ui, vj план X не оп-
тимален, т. е. не выполнено условие 1) теоремы 3.4. Выберем
отклонение

αi0j0 = ui0 + vj0 − ci0j0 > 0. (57)

Тогда xi0j0 = 0 и по предложению 3.5 существует последова-
тельность ненулевых элементов

xi0j1 , xi1j1 , . . . , xikjk
, xikj0

Расставим во всех выбранных клетках

(i0, j0), (i0, j1), . . . , (ik, j0)

последовательно чередующиеся метки метки +, -, +, . . . , -.
Пусть θ – минимальный среди элементов

xi0j1 , xi1j2 , . . . , xik−1jk
, xikj0 ,

в клетках, помеченных знаком -. В клетках со знаком + число
xij увеличиваем на θ, а со знаком - уменьшаем на θ, т. е.

x′i0j0
= xi0j0 + θ = θ;

x′i0j1
= xi0j1 − θ;

x′i1j1
= xi1j1 + θ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′ik−1jk−1

= xik−1jk−1 + θ;
x′ik−1jk

= xik−1jk
− θ.

Для остальных пар индексов положим x′ij = xij . Получаем но-
вый допустимый план X ′ = (x′ij).

Предложение 3.9. Если допустимый план X не содер-
жал циклов, то и новый план X ′ не содержит циклов.

Доказательство. Пусть план X ′ содержит цикл

x′p1,q1
, x′p1,q2

, . . . , x′ps,qs
, x′ps.q1

.
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Как и предложении 3.5 можно считать, что все индексы
p1, p2, . . . , ps, (соответственно, q1, q2, . . . , qs) различны. Eсли
x′ij 6= 0 и (i, j) 6= (i0, j0), то xij 6= 0. Так как X не содержит
циклов, то среди элементов

xp1q1 , xp1,q2 , . . . , xps,qs , xps,q1

встречается xi0j0 = 0. Пусть, например, (i0, j0) = (pr, qr). Тогда
имеем последовательность ненулевых элементов

xprqr+1 , xpr+1,qr+1 , . . . , xps,qs
, xps,q1 , . . . , xpr−1qr

,

не содержащую xi0j0 6= 0. По предложению 3.7 получаем, что

(pr, . . . , ps, p1, . . . , pr−1) = (i0, . . . , ik),
(qr+1, . . . , qs, q1, . . . , qr) = (j0, . . . , jk).

В силу выбора θ один из элементов x′pi−1qi
= 0. Следовательно,

этот случай невозможен.
Пусть (i0, j0) = (pr−1, qr). Тогда имеем последовательность

ненулевых элементов

xpr−1qr−1 , xpr−2,qr−1 , . . . , xp1,q1 , xps,q1 , . . . , xprqr ,

что снова приводит к противоречию. ¤

Переходим к следующему шагу.
ШАГ 5. Улучшение потенциалов.
Положим v′j0 = vj0−αi0,j0 , u′i0 = ui0 . Если задана пара индек-
сов (i, j), i 6= i0, и существует последовательность индексов

p1 = i 6= i0, p2 6= i0, . . . , ps 6= i0;
q1 = j, q2, . . . , qs = j0, (58)

причем все элементы

x′p1,q1
, x′p1,q2

, . . . , x′ps,qs
(59)

отличны от нуля. В этом случае положим

v′j = vj − αi0j0 , u′i = ui + αi0j0 ,

где ai0j0 из (57). Для всех оставшихся индексов i (соответствен-
но, j) полагаем v′j = vj , u′i = ui. В частности, u′i0 = ui0 .

Предложение 3.10. Если x′ij 6= 0, то u′i + v′j = cij .
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Доказательство. Если x′ij 6= 0, и i 6= i0, то, как отмеча-
лось выше, xij 6= 0. Пусть существует последовательность вида
(58) со свойством (59). Тогда в силу ШАГА 5

u′i + v′j = ui + vj = cij .

Кроме того, u′i0 +v′j0 = ui0 +vj0−αi0j0 = ci0j0 . Рассмотрим клет-
ку (i0, j), j 6= j0, причем x′i0j 6= 0. Пусть существует последова-
тельность вида (58) со свойством (59) для некоторого i 6= i0. Так
как в (59) нет элемента x′i0j0

, то xp1q1 , xp1,q2 , . . . , xps,qs
отлич-

ны от нуля и поэтому имеется последовательность ненулевых
элементов

xi0j , xp1q1 , xp1,q2 , . . . , xps,qs
. (60)

Можно считать, по предложению 3.7, что

(p1, . . . , i, . . . , ps) = (i1, . . . , ik),
(q1, . . . , qs) = (j1, . . . , jk).

Но тогда в последовательности (60), как и выше, встречается
нулевой элемент, что невозможно. Итак, если x′i0j 6= 0, где j 6=
j0, то vj = v′j , и поэтому в этой клетке ci0,j = v′j + u′i0 . ¤

ШАГ 6.
Проверяем для плана X ′ и потенциалов u′i, v

′
j выполнение усло-

вия 1) из теоремы 3.4.
Если оно не выполнено, то переходим в шагу 4. Если оно вы-
полнено, то оптимальный план построен.

Приведенный алгоритм конечен. Действительно на 4-ом
шаге получаем новый план X ′. Если ai0j0 из (57), то считая
jk+1 = j0 получаем

z(X ′)− z(X) =
∑

i,j

cij(x′ij − xij)

=
k−1∑
s=0

cisjs(x
′
isjs

− xisjs
) +

k∑
s=0

cisjs+1(x
′
isjs+1

− xisjs+1)

=
k−1∑
s=0

cisjsθ −
k∑

s=0

cisjs+1θ

= θ
[
ci0j0 + (ui1 + vj1) + · · ·+ (uik−1 + vjk−1)
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− (ui0 + vj1)− · · · − (uik
+ vjk+1)

]

= θ [ci0j0 − (ui0 + vj0)] = −θαi0j0 < 0.

При этом для нового плана X ′ выполнено условие 2) из тео-
ремы 3.4. Таким образом, число шагов не превосходит числа
подмножеств клеток с ненулевыми элементами из допустимо-
го плана X ′. Так как значение Z(X) уменьшается, то у нас не
возникает повторений.

Изложение алгоритма завершено.

Следствие 3.11. Если в условии невырожденной транс-
портной задачи числа a1, . . . , am, b1, . . . , bn являются целы-
ми, то задача имеет целочисленное решение.

Предложенный алгоритм может быть использован при ре-
шении ряда близких задач.

1) Количество производимого в (47) продукта больше количе-
ства продукта, потребляемого в (48). Требуется перевести
с минимальными затратами из (47) производимый продукт,
чтобы полностью удовлетворить потребности в (48).

Решение задачи сводится к общей транспортной задаче
введением пункта Bn+1 с потреблением bn+1 =

∑
i ai−

∑
j bj ,

причем ci,n+1 = 0 для всех i.
2) Количество потребляемого в (48) продукта больше количе-

ства продукта, производимого в (47). Требуется перевести
с минимальными затратами из (47) производимый продукт,
чтобы полностью удовлетворить потребности в (48).

Решение задачи сводится к общей транспортной задаче
введением пункта Am+1 с производством am+1 =

∑
j bj −∑

i bi, причем cm+1,j = 0 для всех j.
3) Если же имеется запрет на перевозки из Ai в Bj , то полагаем

cij = ∞.
4) Если от Ai в Bj имеются фиксированные поставки в ко-

личестве dij , то заменяем ai, bj и cij на ai − dij , bj − dij и
∞. Решая получаемую транспортную задачу и находя оп-
тимальный план X = (xrs), мы затем общие затраты Z(X)
увеличиваем на cijdij .
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5) Если между Ai и Bj имеются минимальные поставки в ко-
личестве dij , то заменяем ai, bj на ai−dij , bj−dij . Решая по-
лучаемую транспортную задачу и находя оптимальный план
X = (xrs), мы затем заменяем xij на dij .

6) Если от Ai к Bj поставки не должны превышать объем dij ,
то мы заменим Bj на два объекта B′

j B′′
j , где b′j = dij , b′′j =

bj − dij . Кроме того, полагаем c′tj = ctj , c′′tj = ∞ для всех
t = 1, . . . , m.

Случай вырожденной транспортной задачи рассматривается в
[ZA, c. 218-219].

1.1. Пример. Пусть в пунктах A1, A2, A3, A4 произво-
дится продукт в количествах

a1 = 13, a2 = 7, a3 = 13, a4 = 4.

В пунктах B1, B2, B3, B4, B5 потребности составляют

b1 = 5, b2 = 9, b3 = 9, b4 = 5, b5 = 9.

Матрица C стоимостей перевозок единицы товара имеет вид



2 4 5 3 6
3 4 3 2 5
4 6 5 3 7
2 3 7 6 4


 .

Требуется найти оптимальный допустимый план перевозок X ∈
Mat(4× 5,R)
ШАГ 1. Строим первоначальный план X0 методом минималь-
ного элемента. Наименьшее значение cij равно c11 = 2. В эту
клетку ставим min(a1, b1) = min(13, 5) = 5 = b1. При этом a1

заменяем на a′1 = a1 − 5 = 8, а во все остальные клетки перво-
го столбца ставим нули. Далее минимальное значение c24 = 2,
причем min(a2, b4) = 5 = b4. Поэтому в клетку ставим 5, все
остальные элементы четвертого столбца заполняем нулями, и
полагаем a′2 = a2 − 5 = 2. В незаполненных клетках мини-
мальное значение cij равно 3, например, c23 = 3. Ставим в эту
клетку min(a′2, b3) = min(2, 9) = 2. При этом заменяем b2 на
b′2 = b2− 2 = 7 и заполняем пустые клетки второй строки нуля-
ми. Продолжая этот процесс, получаем первоначальный план
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X0, имеющий вид



5 5 3 0 0
0 0 2 5 0
0 0 4 0 9
0 4 0 0 0


 .

ШАГ 2. Строим первоначальную систему потенциалов. Для
этого решаем систему линейных уравнений

u1 + v1 = 2, u1 + v2 = 4, u1 + v3 = 5,
u2 + v3 = 3, u2 + v4 = 2,
u3 + v3 = 5, u3 + v5 = 7,

u4 + v2 = 3.

Возьмем частное решение

u1 = 0, u2 = −2, u3 = 0, u4 = −1
v1 = 2, v2 = 4, v3 = 5, v4 = 4, v5 = 7.

Таким образом, если составить матрицу C ′, в которой на месте
(i, j) стоит ui + vj , то она имеет вид

C ′ =




2 4 5 4 7
0 2 3 2 3
2 4 5 4 7
1 3 4 3 6


 .

ШАГ 3. Убеждаемся, что C ′ 
 C, т. е. построенный план не
удовлетворяет условию 1) из теоремы 3.4. Например, c15 = 6 <
7 = u1 + v5.
ШАГ 4. Улучшаем план X0. Начиная с x0

15 строим после-
довательность x0

13, x0
33, x0

35 6= 0,. Расставляем пометки + в
клетки (1, 5), (3, 3) и - в клетки (1, 3), (3, 5). полагаем θ =
min(x0

13, x0
33) = min(3, 9) = 3. Меняем план, полагая

x′15 = 3, x′13 = 0, x′33 = 7, x′35 = 6.

В остальных случаях полагаем x′ij = x0
ij . Получаем новый план

X ′ =




5 5 0 0 3
0 0 2 5 0
0 0 7 0 6
0 4 0 0 0


 .
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ШАГ 5. По новой матрице X ′ составляем систему уравнений
для новых потенциалов

u1 + v1 = 2, u1 + v2 = 4, u1 + v5 = 6
u2 + v3 = 3, u2 + v4 = 2,
u3 + v3 = 5, u3 + v5 = 7,

u4 + v2 = 3.

Возьмем частное решение

u1 = 0, u2 = −1, u3 = 1, u4 = −1
v1 = 2, v2 = 4, v3 = 4, v4 = 3, v5 = 6.

Строим матрицу

C ′′ =




2 4 43 6
1 3 3 2 5
3 5 5 4 7
1 3 3 2 5


 .

Возвращаемся к шагу 3 и находим, что C ′ 
 C, т. е. постро-
енный план не удовлетворяет условию 1) из теоремы 3.4. На-
пример, c24 = 3 < 4 = u2 + v4. Выбираем путь x′34 = 0, x′33 6=
0, x′23 6= 0, x′24 6= 0. Расставляем пометки + в клетки (3, 4), (2, 3)
и - в клетки (3, 3), (2, 4). Тогда θ = min(7, 5) = 5. Составляем
новый план

X ′′ =




5 5 0 0 3
0 0 7 0 0
0 0 2 5 6
0 4 0 0 0


 .

По новой матрице X ′′ составляем систему уравнений для новых
потенциалов

u1 + v1 = 2, u1 + v2 = 4, u1 + v5 = 6
u2 + v3 = 3,
u3 + v3 = 5, u3 + v4 = 3 u3 + v5 = 7,

u4 + v2 = 3.

Возьмем частное решение

u1 = 0, u2 = −1, u3 = 1, u4 = −1
v1 = 2, v2 = 4, v3 = 4, v4 = 2, v5 = 6.
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Строим матрицу

C ′′′ =




2 4 4 3 6
1 3 3 1 5
3 5 5 3 7
1 3 3 1 5


 .

В этом случае C ′′′ 6 C. Отсюда следует оптимальность плана.
При этом

z(X ′′) = 5 · 2 + 5 · 4 + 3 · 6 + 7 · 3 + 2 · 5 + 5 · 3 + 6 · 7 + 4 · 3 = 148.

2. Задача о назначениях

Рассмотрим важную специальную задачу линейного про-
граммирования – задачу о назначениях, – решение которой
можно найти, применяя изложеный выше алгоритм решения
транспортной задачи.

Предположим, что у нас имеется n претендентов на n ва-
кантных должностей, причем известны эффективности aij , 1 6
i, j 6 n, работы i-го претендента на j-ой должности. Предпола-
гается, что матрица A = (aij) целочисленна. Распределением на
работу называется такая подстановка σ ∈ Sn, что i-ый претен-
дент занимает σ(i)-ую должность. Требуется найти такое рас-
пределение, чтобы суммарная эффективность

n∑

i=1

ai,σ(i)

была бы максимальной. Покажем, что эта решение задача о на-
значениях сводится к решению некоторой транспортной задаче.
Для этого сопоставим каждому распределению претендентов по
должностям неотрицательную матрицу X = (xij) ∈ Mat(n,Z),
где

xij =

{
1, если j = σ(i);
0, в противном случае.

Условие того, что каждая должность занята можно выразить в
виде систем уравнений

n∑

i=1

xij = 1, j = 1, . . . , n. (61)
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Условие того, что каждый претендент получил назначение за-
писывается в виде систему уравнений

n∑

j=1

xij = 1, i = 1, . . . , n. (62)

При этом все xij > 0 и нам требуется найти максимум функции
n∑

ij=1

aijxij . (63)

Положим M = maxij aij . Тогда задача (61), (62), (63) эквива-
лентна следующей транспортной задаче

∑n
ij=1(M − aij)xij → min, (64)

∑n
i=1 xij = 1, j = 1, . . . , n;∑n
j=1 xij = 1, i = 1, . . . , n;

xij > 0. (65)

Заметим, что M − aij > 0 в силу выбора M .
К сожалению, возникающая транспортная задача вырож-

дена и изложеный выше алгоритм не применим. Для решения
задачи о назначениях применяется другой способ – венгерский
метод. Он также основан на теореме 3.4. Пусть C = (cij =
M − aij) > 0.

Строим первоначальную систему потенциалов

u1 = . . . = un = 0, v1 = min
i

ci1, . . . , vn = min
i

cin. (66)

Пометим знаком + все клетки (i, j), в которых cij = ui + vj , т.
е. выполнено условие 2) из теоремы 3.4. В силу выбора (66) в
каждом столбце содержится клетка со знаком +. Выберем сре-
ди этих клеток подмножество таким образом, чтобы в каждом
столбце и каждой строке содержалось не более одного элемента.
Пометим эти клетки дополнительным знаком ! . Таким обра-
зом, эти клетки помечены знаком +! . Если в каждой строке (и
столбце) содержится клетка (i, j), помеченная +!, то сопоставим
i-ому претенденту место j.

Предположим, что не все строки содержат клетки со знаком
+! . Применим в этом случае
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Основной шаг алгоритма.
Итак, у нас выделены клетки со знаками + и +! . Кроме того,
задана текущая система потенциалов

u1, . . . , un, v1, . . . , vn.

Выделим теперь наименьшее множество строк со следующими
свойствами:
1) выделены все строки, не содержащие клеток со знаком +! ;
2) если выделенная i-ая строка содержит клетку (i, j) со знаком

+ или +! и t-ая строка содержит клетку (t, j) со знаком +
или +! , то выделяется и t-ая строка.

Пусть θ – минимум всех ненулевых cij−ui−vj , где 1 6 j 6 n и i
– пробегает все выделенные строки. Если i-ая строка выделена,

то заменяем ui на u′i = ui +
θ

2
. Если s-ая строка не выделена,

то то заменяем us на u′s = us − θ

2
. Затем каждое vj заменяем

на v′j ±
θ

2
, где знак выбирается таким образом, чтобы во всех

клетках со знаком + или +! выполнялось равенство cij = u′i+v′j .
В силу выбора строк этот шаг возможен.

После применения основного шага число клеток со знаком
+ или +! увеличивается, поскольку к ним добавляется клетка
(i, j), в которой θ = cij − ui − vj .

После применения основного шага можно перераспределить
знак ! по клеткам со знаком +. В результате применения этих
шагов получим в каждой строке клетку со знаком +! и тем
самым завершим работу алгоритма.

2.1. Пример. Пусть матрица A имеет вид

7 2 1 9 4
9 6 9 5 3
3 8 3 1 8
7 9 4 2 2
8 4 7 4 8

Тогда M = max aij = 9 и C равно
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2 7 8 0 5
0 3 0 4 6
6 1 6 8 1
2 0 5 7 7
1 5 2 5 1

Припишем слева столбец значений u1 = 0, . . . , u5 = 0, а сверху
строку v1 = 0, v2 = 0, v3 = 0, v4 = 0, v5 = 1. Получаем таблицу

u�v 0 0 0 0 1
0 2 7 8 0 5
0 0 3 0 4 6
0 6 1 6 8 1
0 2 0 5 7 7
0 1 5 2 5 1

Расставляем знаки + и получаем

u�v 0 0 0 0 1
0 2 7 8 0+ 5
0 0+ 3 0+ 4 6
0 6 1 6 8 1+
0 2 0+ 5 7 7
0 1 5 2 5 1+

Расставляем знаки ! и получаем

u�v 0 0 0 0 1
0 2 7 8 0+! 5
0 0+ 3 0+! 4 6
0 6 1 6 8 1+!
0 2 0+! 5 7 7
0 1 5 2 5 1+

Совершаем основной шаг. Выбираем 5-ую и 3-ю строки. Для
них θ = 1. Меняем значения u1, . . . , u5 и v1, . . . , v5. Получаем
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u�v 1
2

1
2

1
2

1
2 − 1

2

− 1
2 2 7 8 0+! 5

− 1
2 0+ 3 0+! 4 6
1
2 6 1 6 8 1+!

− 1
2 2 0+! 5 7 7
1
2 1 5 2 5 1+

Добавляем знаки + и получаем

u�v 1
2

1
2

1
2

1
2 − 1

2

− 1
2 2 7 8 0+! 5

− 1
2 0+ 3 0+! 4 6
1
2 6 1+ 6 8 1+!

− 1
2 2 0+! 5 7 7
1
2 1+ 5 2 5 1+

Добавляем знаки ! и получаем

u�v 1
2

1
2

1
2

1
2 − 1

2

− 1
2 2 7 8 0+! 5

− 1
2 0+ 3 0+! 4 6
1
2 6 1+ 6 8 1+!

− 1
2 2 0+! 5 7 7
1
2 1+! 5 2 5 1+

Работа алгоритма закончена. Первый претендент занимает 4-
ую должность, второй претендент — 3-ю должность, третий —
5-ую должность, четвертый — 2-ую должность, пятый — 1-ую
должность.

3. Кратчайшие расстояния на графе

Ориентированным графом Γ называется множество вершин
X = (P0, . . . , Pn) и множество пар (Pi, Pj) ∈ X × X, i 6= j.
Пара (Pi, Pj) называется ребром графа. Путем из Pr в Ps в Γ
называется последовательность ребер

(Pr, Pi1), (Pi1 , Pi2), . . . , (Pik
, Ps). (67)
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Предположим, что граф Γ связен, т. е. для любых Pr и Ps суще-
ствует путь из Pr в Ps. Пусть каждой паре (Pi, Pj) предписана
длина lij > 0, причем lij = ∞, если пара (Pi, Pj) не является
ребром в Γ. Кроме того, предполагается, что lij = lji, если па-
ры (Pi, Pj), (Pj , Pi) принадлежат Γ. Длиной пути (67) назовем
сумму длин входящих в него ребер. В задаче требуется найти
минимальной длину пути из P0 в Pn.

Для решения задачи необходимо найти такую квадратную
матрицу X = (xij) размера n+1, что xij = 1, если ребро (Pi, Pj)
принадлежит выбранному пути, и xij = 0 в противном случае.
Элементы xij являются целочисленным решением следующие
задачи линейного программирования:

z(X) = min
∑n

i,j=0 lijxij → max, (68)
0 6 xij 6 1;∑n

j=1 xij =
∑n

j=1 xji, 0 < i < n;
∑n

j=1 x0j = 1 +
∑n

j=1 xj0;∑n
j=1 xnj = 1−∑n

j=1 xjn. (69)

Второе условие означает, что выбранный путь не кончается не в
какой внутренней точке P1, . . . , Pn−1. Третье и четвертое усло-
вие означают, что путь начинается в P0 и кончается в Pn. Таким
образом, для решения задачи необходимо найти целочисленное
решение (68), минимизирующее z(X).

Следующий алгоритм принадлежит Дейкстре (Dijkstra
E.W. // Num. Math. – 1959. - 1. - C. 269-271.) Этот алгоритм не
является самым быстрым, но идея, заложенная в этом алгорит-
мы достаточно проста и ее изложение не занимает много места.
В ходе работы алгоритма строится набор текущих систем путей
из P0 в каждую вершину P1, . . . , Pn и их длины обозначаются
через λ1, . . . , λn.
ШАГ 1.
Заполняем квадратную матрицу размера n + 1, в которой на
месте (i, j) стоит число lij , если lij < ∞. Положим λ0 = 0. Если
в на месте (i, j) стоит lij < ∞ и λi уже определено, но λj не
определено, то положим λj = λi + lij . Если же λj определено и
имеет значение λ′j , то введем новое значение λj = min(λ′j , λi +
lij).
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ШАГ 2.
Если λj − λi 6 lij для всех i, j, то процесс останавливается.
Если же λj0 − λi0 > li0j0 для некоторых i0, j0, то заменим λj0

на λ′j0 = λi0 + li0j0 < λj0 . Повторяя шаг 2, добиваемся, чтобы
λ′j − λ′i 6 lij для всех i, j.

Теорема 3.12. Если λj −λi 6 lij для всех i, j, то λj равно
кратчайшему расстоянию от P0 до Pj для всех j.

Доказательство. По построению существует такое t1,
что λi−λt1 = lt1j . Далее существует такое t2, что λt1−λt2 = lt2t1

и т. д. Таким образом, в силу построения и связности Γ полу-
чаем последовательность

λi > λt1 > . . . > λts > λ0 = 0.

Рассмотрим путь из P0 в Pi, проходящий через точки
Pts , . . . , Pt1 . Его длина равна

lots + · · ·+ lt2t1 + lt1i = λtk
− λ0 + · · ·+ λt1 − λi

= λi − λ0 = λi.

Если же взять другой пусть P0, Pr1 , . . . , Prk
, Pi, то его длина

равна

l0r1 + · · ·+ lrki > λr1 − λ0 + · · ·+ λi − λrk
=

λi − λ0 = λi.

¤

3.1. Пример. Рассмотрим работу этого алгоритма на сле-
дующем примере. Пусть задан граф (см. Рис. 3.1). Пути без
стрелок означают, что обе пары (Pi, Pj), (Pj , Pi) входят в Γ.
Стрелка Pi → Pj означает, что пара (Pi, Pj) входит в Γ, а пара
(Pj , Pi) не входит. Внесем эти данные в таблицу и вычислим
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Рис. 3.1

значения λj (шаг 1).

P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

λj 0 7 6 5 9 11 10 15
λi

P0 0 7 5 9
P1 7 7 1 7
P2 6 3 1 4 15
P3 5 5 1 2 6
P4 9 9 2 11
P5 11 6 10
P6 10 4 3 5
P7 15 15 11 10 5

(70)

Проверяя положительность λi−λj − lji имеем λ4−λ3− l34 = 2.
Полагаем λ′4 = λ3 + l34 = 7 заменим в таблице (70) λ4 = 9
на λ′4 = 7. Полученная новая система удовлетворяет условию
λ′j − λ′i 6 lij для всех i, j. Ответ: λ7 = 15.
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Возможны другие постановки задачи.
1) В графе Γ задано время движения tij из Pi в Pj при движе-

нии с постоянной скоростью. Требуется найти минимальной
время, за которое из P0 можно добраться до Pn.

2) В графе Γ задана стоимость перевозки tij единицы груза из
Pi в Pj . Требуется найти минимальную стоимость перевозки
из P0 в Pn.

4. Упражнения

Упражнение 3.13. Доказать, что транспортная задача
невырождена тогда и только тогда, когда она не имеет вырож-
дения как задача линейного программирования.

Упражнение 3.14. Пусть транспортная задача вырожде-
на и заданы подмножества

G ⊂ {1, . . . , m}, H ⊂ {1, . . . , n}.
Пусть матрицы X1, X2 – решения транспортных задач для на-
боров индексов G, H и {1, . . . , m} \ G, {1, . . . , n} \ H. Верно
ли, что матрица (

X1 0
0 X2

)
.

будет
1) допустимым планом исходной транспортной задачи,
2) решением исходной транспортной задачи.

Упражнение 3.15. Показать, что система уравнений для
нахождения первоначальной системы потенциалов состоит из
n + m− 1 уравнения.

Упражнение 3.16. Верно ли, что оптимальный план
транспортной задачи единствен.

Упражнение 3.17. Доказать, что допустимый план невы-
рожденной транспортной задачи не имеет циклов тогда и толь-
ко тогда, когда он является крайней точкой полиэдра, задавае-
мого системой неравенств (50).





Глава 4

Нормированные пространства и
алгебры

Всюду в этой главе под F понимается либо поле веществен-
ных чисел R, либо поле комплексных чисел C.

Определение. Векторное пространство V над полем F на-
зывается нормированным векторным пространством с нормой
‖x‖, если на V задана функция x → ‖x‖, принимающая неот-
рицательные вещественные значения, причем

1) ‖x‖ = 0 тогда и только тогда, когда x = 0;
2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ для всех x ∈ V, λ ∈ F;
3) ‖x + y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.

Из этого определения вытекает

Предложение 4.1. Для любых элементов x, y из нор-
мированного векторного пространства справедливо равенство
‖x− y‖ ≥ |‖x‖ − ‖y‖|.

Доказательство. По свойству 3) имеем ‖x‖ = ‖(x− y) +
y‖ 6 ‖x − y‖ + ‖y‖. Отсюда ‖x‖ − ‖y‖ 6 ‖x − y‖. Аналогично
‖y‖ − ‖x‖ 6 ‖y − x‖ = | − 1|‖x − y‖ = ‖x − y‖. Из полученных
двух неравенств вытекает утверждение. ¤

Пример 4.2. Рассмотрим различные виды норм.

1) Пусть V – евклидово или эрмитово пространство. Тогда
V является нормированным пространством, если положить
‖x‖ =

√
(x, x).

87
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2) Пусть Fn – пространство строк длины n с коэффициентами
из F. Для любого вещественного числа p ≥ 1 положим

‖x‖p = p

√∑

j

|xj |p.

Тогда Fn является нормированным векторным простран-
ством с нормой ‖x‖p. Эта норма называется lp-нормой.

3) В пространстве Fn положим

‖x‖∞ = max
j
|xj |.

Тогда Fn является нормированным векторным простран-
ством с нормой ‖x‖∞. Эта норма называется l∞-нормой.

4) Пространство всех непрерывных функций на отрезке [0, 1]
является нормированным пространством с нормой ‖f‖ =
maxx |f(x)|, а также с нормами

p

√√√√√
1∫

0

f(x)p dx,

где p ≥ 1 – заданное вещественное число.

Теорема 4.3. Пусть V - конечномерное нормированное
векторное пространство над полем F. Зафиксируем базис e =
(e1, . . . , en) в V и рассмотрим функцию f : Fn → R, где
f(x1, . . . , xn) = ‖x1e1 + · · ·xnen‖. Тогда функция f непрерывна.

Доказательство. Для любых

x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ F
по предложению 4.1 имеем

|f(x1, . . . xn)− f(y1, . . . yn)| = |‖x‖ − ‖y‖| 6
‖x− y‖ = ‖∑

j(xj − yj)ej‖ 6
∑

j |xj − yj |‖ej‖. (71)

Положим M = maxj ‖ej‖. Тогда в (71) получаем

|f(x1, . . . xn)− f(y1, . . . yn)| 6 M max
j
|xj − yj |.

Отсюда следует утверждение. ¤
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Теорема 4.4. Пусть V - конечномерное нормированное
пространство с двумя нормами ‖x‖ и ‖x‖′. Тогда существу-
ют такие положительные вещественные числа C1, C2, что
для всех x ∈ V справедливы неравенства C1‖x‖ 6 ‖x‖′ 6 C2‖x‖.

Доказательство. Без ограничения общности можно
предполагать, что одна из норм, например, ‖x‖ – евклидо-
ва (эрмирова). Выберем в V ортонормированный базис e =
(e1, . . . , en) и обозначим через S множество всех таких x ∈ V ,
что

∑
j |x2

j | = 1. Тогда S является n-мерной сферой и, следова-
тельно, компактом. Отсюда в силу теоремы 4.3 вытекает, что
функция ‖x‖′ на S, принимающая положительные значения,
ограничена сверху и снизу, т.е. существуют такие положитель-
ные вещественные числа C1, C2, что для всех x ∈ S справедли-
вы неравенства C1 6 ‖x‖′ 6 C2. Если x ∈ V \ 0, то y = x

‖x‖ ∈ S.
Таким образом,

C1 6 ‖y‖′ = ‖ x

‖x‖′ =
‖x‖′
‖x‖ 6 C2,

Отсюда вытекает утверждение. ¤

Определение. Пусть xn – последовательность элементов
нормированного пространства V . Скажем, что эта последова-
тельность сходится к элементу x ∈ V , если для любого ε > 0
существует такое натуральное число N , что для всех n > N
справедливо неравенство ‖xn − x‖ < ε.

Аналогичным образом определяются последовательности
Коши и полные нормированные векторные пространства. Из
теоремы 4.4 вытекает

Следствие 4.5. В конечномерном векторном простран-
стве Если последовательность сходится в конечномерном век-
торном пространстве относительно одной нормы, то она схо-
дится и относительно любой другой нормы.

Определение. Алгеброй A над полем F называется век-
торное пространство над этим полем, являющееся ассоциатив-
ным кольцом, причем для всех x, y ∈ A,α ∈ F справедливы
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равенства α(xy) = (αx)y = x(αy). Алгебра A над полем F на-
зывается нормированной, если A является нормированным век-
торным пространством с нормой ‖x‖, причем для всех x, y ∈ A
выполняется неравенство ‖xy‖ 6 ‖x‖‖y‖.

Примерами алгебр являются алгебра многочленов F[X], ал-
гебра матриц Mat(n,F) размера n с коэффициентами из F.

Пример 4.6. Алгебр матриц Mat(n,F) является нормиро-
ванной алгеброй относительно следующих норм: (A = (aij) ∈
Mat(n,F))
1) ‖A‖l1 =

∑
i,j |ai,j |;

2) ‖A‖p = p

√∑
i,j |ai,j |p, где p ≥ 1, p 6= 2;

3) ‖A‖E =
√∑

i,j |ai,j |2;
4) ‖A‖ = n‖A‖l∞ , где ‖A‖l∞ = maxi,j |ai,j |;
5) ‖A‖1 = maxj(

∑
i |ai,j |);

6) ‖A‖∞ = maxi(
∑

j |ai,j |);
7) ‖A‖2 – максимум из квадратных корней собственных значе-

ний матрицы tAA.

Укажем теперь естественный способ построения нормирован-
ных алгебр. Пусть V – нормированное векторное пространство
и L(V ) - алгебра линейных операторов в V . Для A ∈ L(V ) по-
ложим

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ (72)

Теорема 4.7. Пусть V – конечномерное векторное про-
странство. Тогда (72) превращает L(V ) в нормированную ал-
гебру.

Доказательство. Заметим сначала, что ‖A‖ определена
корректно и принимает конечные значения, поскольку по теоре-
ме 4.3 функция f(A, x) = ‖Ax‖ непрерывна относительно коор-
динат вектора x и относительно элементов матрицы A. В силу
упражнения 4.15 множество всех таких x, что ‖x‖ = 1 компакт-
но. Таким образом, на этом множестве функция f(A, x) огра-
ничена.
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Если ‖A‖ = 0, то ‖Ax‖ = 0 для всех векторов x с условием
‖x‖ = 1. Отсюда следует, что ‖Ay‖ = 0 для всех векторов y, т.е.
A = 0.

Заметим далее, что

‖A + B‖ = sup‖x‖=1 ‖Ax + Bx‖ 6
sup‖x‖=1(‖Ax‖+ ‖Bx‖) 6

sup‖x‖=1 ‖Ax‖+ sup‖x‖=1 ‖Bx‖ = ‖A‖+ ‖B‖;
‖λA‖ = sup‖x‖=1 ‖λAx‖ =

|λ| sup‖x‖=1 ‖Ax‖ = |λ|‖A‖;
‖AB‖ = sup‖x‖=1 ‖ABx‖ 6

sup‖x‖=1 ‖A‖‖Bx‖ = ‖A‖‖B‖.
Отметим, что при доказательстве последнего неравенства ис-
пользована упражнениа 4.17. ¤

Определение. Спектральным радиусом ρ(A) оператора
(матрицы) A ∈ L(V ) называется максимум модулей собствен-
ных значений A.

Теорема 4.8. Пусть ‖ ‖ – норма в алгебре линейных опера-
торов L(V ) в конечномерном пространстве V . Если A ∈ L(V ),
то ρ(A) 6 ‖A‖.

Доказательство. Пусть Ax = λx для некоторого ненуле-
вого собственного вектора x. Построим матрицу X, столбцами
которой будут координаты вектора x. Тогда AX = λX, откуда

‖AX‖ = |λ|‖X‖ 6 ‖A‖‖X‖. (73)

Так как X 6= 0, то ‖X‖ 6= 0 и поэтому в (73) получаем |λ| 6 ‖A‖.
Отсюда вытекает утверждение, поскольку λ – любое собствен-
ное значение. ¤

Теорема 4.9. Пусть ρ(A) < 1. Тогда Ak → 0.

Доказательство. Первое доказательство.
В силу следствия 4.5 достаточно доказать сходимость отно-

сительно матричной нормы ‖ ‖E . Пусть n – размерность про-
странства, в котором действует оператор A. Случай n = 1 оче-
виден. Пусть для n − 1 теорема доказана. В силу теоремы о
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приведении к жордановой форме существует такой базис, в ко-
тором матрица оператора имеет верхнетреугольный вид. Пере-
ходя в этому базису будем считать, что матрица A имеет вид

A =
(

B u
0 λ

)
.

Тогда ρ(B) 6 ρ(A) < 1 и по индукции Bk → 0.

Лемма 4.10.

Ak =
(

Bk Dku
0 λk

)
,

где Dk =
∑k−1

j=0 λjBk−1−j.

Доказательство. Непосредственная проверка, основан-
ная на определении произведения матриц. ¤

Завершим доказательство теоремы. Так как Bk → 0, то для
любого 1 > ε > 0 существует такое натуральное число N , что
для всех k ≥ N имеем ‖Bk‖ < ε. В частности, последователь-
ность ‖Bj‖ ограничена константой C. Кроме того, |λ| < 1. Та-
ким образом, если m > 2Nt, то

‖Dm‖ 6 ‖∑Nt−1
j=0 λjBm−1−j‖+ ‖∑m−1−Nt

j=Nt λjBm−1−j‖ ≤
‖Bm−1−Nt‖‖∑Nt−1

j=0 λjBNt−j‖+

|λNt|‖∑m−1−Nt
j=Nt λj−NtBm−1−j‖ 6

‖BN‖t‖Bm−1−2Nt‖‖∑Nt−1
j=0 λjBNt−j‖+

|λ|Nt‖∑m−1−Nt
j=Nt λj−NtBm−1−j‖ 6

C‖BN‖t(
∑Nt−1

j=0 |λ|j‖BNt−j‖) +

|λ|Nt(
∑m−1−Nt

j=Nt |λj−Nt|‖Bm−1−j‖) 6
C2‖BN‖t(

∑Nt−1
j=0 |λ|j) + C|λ|Nt(

∑m−1−Nt
j=Nt |λj−Nt|) =

C2‖BN‖t |λ|Nt−1
|λ|−1 + C|λ|Nt |λ|m−1−Nt−|λ|1+Nt

|λ|−1 .

Таким образом, если m (и t) стремятся к ∞, то ‖Dm‖ → 0.
Отсюда по индукции вытекает утверждение теоремы. ¤

Второе доказательство.
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Доказательство. Без ограничения общности как и выше
можно предполагать, что F = C. В силу теоремы о приведении
к жордановой форме существует такая невырожденная матри-
ца S, что A = S−1JS, где J – жорданова форма. При этом
Ak = S−1JkS для всех k. Поэтому достаточно показать, что
все элементы матрицы Jk стремятся к нулю при k → ∞. Это
утверждение достаточно доказать для одной жордановой клет-
ки. Пусть

J =




λ 1 0 . . . 0 0 0

0 λ 1
. . . 0 0 0

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

0 0 0 . . . λ 1 0
0 0 0 . . . 0 λ 1
0 0 0 . . . 0 0 λ




имеет размер n. Заметим, что J = λE + B, где

B =




0 1 0 . . . 0 0 0

0 0 1
. . . 0 0 0

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

0 0 0 . . . 0 1 0
0 0 0 . . . 0 0 1
0 0 0 . . . 0 0 0




.

Отметим, что Bn = 0. Для любого k ≥ n получаем, что

Jk = (λE + B)k =
n∑

m=0

(
k

m

)
λk−mBm.

Коэффициент
(

k

m

)
λk−m =

k(k − 1) · · · (k −m + 1)
m!

λk−m =

kmλk

[
1(1− 1

k ) · · · (1− m−1
k )

λ

−m
]
→ 0
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при k →∞. ¤

Теорема 4.11. Пусть в алгебре линейных операторов
L(V ) на конечномерном пространстве V задана норма ‖ ‖. Ес-
ли A ∈ L(V ), то ρ(A) = limk ‖Ak‖ 1

k .

Доказательство. Нам потребуется несколько лемм.

Лемма 4.12. Для любого натурального числа k имеем
ρ(Ak) = ρ(A)k.

Доказательство. Достаточно выбрать базис, в котором
матрица A имеет верхнетреугольный вид. Затем возвести эту
матрицу в степень k. ¤

Лемма 4.13. Пусть ε > 0 и B = [ρ(A) + ε]−1A. Тогда
ρ(B) < 1.

Доказательство. Достаточно выбрать базис, в котором
матрица A имеет верхнетреугольный вид. ¤

Завершим доказательство теоремы. По лемме 4.12 и тео-
реме 4.8 имеем ρ(A) = ρ(Ak)

1
k 6 ‖Ak‖ 1

k для всех k. Пусть B
из лемме 4.13. По теореме 4.9 и лемме 4.13 имеем Bk → 0.
Следовательно, существует такое N , что ‖Bk‖ < 1 для всех
k > N . Это означает, что при этих k выполняется неравенство
|ρ(A) + ε|−k‖Ak‖ < 1, откуда ‖Ak‖ < |ρ(A) + ε|k и ‖Ak‖ 1

k <
|ρ(A) + ε|. ¤

1. Связи с системами линейных уравнений

Пусть в алгебре комплексных матриц задана матричная
норма ‖ ‖. Предположим, что нам задана некоторая невырож-
денная матрица A и произвольная матрица ε, с малой нормой.
Сравним матрицы A−1 и (A + ε)−1. Пусть ‖A−1ε‖ < 1. Оценим
относительную погрешность

‖A−1 − (A + ε)−1‖
‖A−1‖ = ‖A−1 −A−1(E + A−1ε)−1‖

‖A−1‖ =

‖E − (E + A−1ε)−1‖ = ‖E −∑
j≥0(−1)j(A−1ε)j‖ =

‖∑
j≥1(−1)j(A−1ε)j‖ 6

∑
j≥1 ‖(A−1ε)j‖ =
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‖A−1ε‖
1− ‖A−1ε‖ . (74)

Мерой обусловленности матрицы A назовем число κ(A) =
‖A−1‖‖A‖. В (74) имеем

‖A−1ε‖
1− ‖A−1ε‖ 6 ‖A−1‖‖ε‖

1− ‖A−1‖‖ε‖ =
κ(A)‖A‖−1‖ε‖

1− κ(A)‖A‖−1‖ε‖ .

Из полученных оценок видно, что если мера обусловленности
матрицы близка к единицы, то операция вычисления обратной
матрицы дает достаточно высокую относительную точность,
сравнимую с относительной точностью задания ‖ε‖.

Мера обусловленности матрицы применима и к оценкам
точности решения систем линейный уравнений. Пусть задана
квадратная система линейных уравнений Ax = b, где A – квад-
ратная матрица, x, b – столбцы неизвестных и свободных чле-
нов. Пусть x̂ – приближенной решение системы, r = b − Ax̂ –
вектор невязки. Тогда

‖x− x̂‖
‖x‖ = ‖A−1b−A−1Ax̂‖

‖x‖ =

‖A−1r‖
‖x‖ 6 ‖A−1‖ ‖r‖‖x‖ = |A−1‖‖r‖ ‖Ax‖

‖b‖‖x‖ 6

‖A−1‖‖A‖‖r‖‖b‖ = κ(A)‖r‖‖b‖ .

2. Упражнения

Упражнение 4.14. Доказать, что нормированное конеч-
номерное векторное пространство над полем F полно.

Упражнение 4.15. Доказать, что в конечномерном нор-
мированном пространстве V для любых вещественных чисел
a < b множество всех таких x ∈ V , что a 6 ‖x‖ 6 b компактно.

Упражнение 4.16. Доказать, что алгебра матриц явля-
ется нормированной алгеброй относительно норм, указанных в
примере 4.6.

Упражнение 4.17. Показать, что ‖A‖ в (72) – это инфи-
нум всех таких C ∈ R, что ‖Ax‖ 6 C‖x‖ для всех x ∈ V .
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Упражнение 4.18. Пусть ‖ ‖ – норма в алгебре матриц и
S – невырожденная матрица. Доказать, что функция ‖X‖S =
‖S−1XS‖ задает норму на алгебре матриц. Найти в терминах
матрицы S такие положительные константы C1, C2, что

C1‖X‖ 6 ‖X‖S 6 C2‖X‖
для всех матриц X.

Упражнение 4.19. Показать, что lp-норма и l∞-норма яв-
ляются нормами в Fn.

Упражнение 4.20. Если ‖‖, ‖‖′ – две нормы в простран-
стве V , то функция ‖x‖′′ = max(‖x‖, ‖x‖′) также является нор-
мой в V .

Упражнение 4.21. Пусть в конечномерном евклидовом
(эрмитовом) пространстве V задана норма ‖x‖. Показать, что
функция

‖x‖∗ = sup
‖y‖=1

|(x, y)|

является нормой. Она называется двойственной нормой для
‖x‖.

Упражнение 4.22. Показать, что в условии упражне-
нии 4.21 для любого вектора x найдется такой вектор z, что
(z, x) = ‖z‖ ‖x‖∗.

Упражнение 4.23. Пусть в пространстве Fn задана норма
‖x‖∞. Найти двойственную норму ‖x‖∗∞.

Упражнение 4.24. Пусть в пространстве Fn задана норма
‖x‖p, p > 1. Доказать, что двойственная норма ‖x‖∗ имеет вид
‖x‖q, где 1

p + 1
q = 1.

Упражнение 4.25. Доказать, что в конечномерном евкли-
довом (эрмитовом) пространстве двойственная норма к двой-
ственной совпадает с исходной.

Упражнение 4.26. Найти такие положительные констан-
ты C1, C2, что для всех x ∈ Fn справедливы соотношения
C1‖x‖2 6 ‖x‖∞ 6 C2‖x‖2.
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Упражнение 4.27. Пусть в пространстве Fn задана нор-
ма ‖x‖1. Доказать, что индуцированная норма в пространстве
Mat(n,F) имеет вид

‖A‖1 = max
j

(
n∑

i=1

|aij |).

Упражнение 4.28. Пусть в пространстве Fn задана нор-
ма ‖x‖∞. Доказать, что индуцированная норма в пространстве
Mat(n,F) имеет вид

‖A‖∞ = max
i

(
n∑

j=1

|aij |).

Упражнение 4.29. Пусть в пространстве Fn задана ев-
клидова (эрмитова) норма. ‖x‖2. Доказать, что индуцированная
норма в пространстве Mat(n,F) является спектральной нормой

‖A‖2 = max{(
√

λ|λ− собственное значение tAA}.
Определение 4.30. Числа

√
|λ|, где λ – собственное зна-

чение tAA} называются сингулярными числами матрицы (опе-
ратора) A.

Упражнение 4.31. Доказать, что

‖A‖l1 =
∑

ij

|aij |

является матричной нормой в алгебре матриц. Доказать, что
она не индуцирована никакой векторной нормой.

Упражнение 4.32. Доказать, что

‖A‖ = n max
ij

|aij |

является матричной нормой в алгебре матриц размера n. До-
казать, что она не индуцирована никакой векторной нормой.

Упражнение 4.33. Найти такие положительные констан-
ты C1, C2, что для всех матриц A ∈ Mat(n,F) справедливы со-
отношения

C1‖A‖1 6 ‖A‖∞ 6 C2‖A‖1.
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Упражнение 4.34. Доказать, что если Ak → 0, то ρ(A) <
1.

Упражнение 4.35. Пусть ‖A‖ < 1 относительно некото-
рой матричной нормы. Доказать, что матрица E−A обратима.

Упражнение 4.36. Пусть ρ(A) < 1. Доказать, что матри-
ца E −A обратима.

Упражнение 4.37. Пусть A ∈ Mat(n,F) имеет собствен-
ные значения λ1, . . . , λn. Доказать, что

n∑

j=1

|λj |2 6 ‖A‖2E .

Упражнение 4.38. Матричная норма ‖‖ унитарно инва-
риантна, если ‖A‖ = ‖UAV ‖ для любых унитарных матриц
U, V . Доказать, что норма ‖A‖E =

√∑
ij |aij |2 унитарно ин-

вариантна. Доказать, что ‖A‖E 6 ‖A‖ для любой унитарно ин-
вариантной нормы ‖A‖.

Упражнение 4.39. Пусть A ∈ Mat(n,F) – матрица ранга
1, т. е. A = txy, где x, y – строки длины n. Пусть в Fn зада-
на норма ‖ ‖, индуцирующая норму в Mat(n,F). Показать, что
‖A‖ = ‖x‖ ‖y‖∗, где ‖ ‖∗ – норма, дуальная к ‖ ‖, (см. упражне-
ние 4.21).

Упражнение 4.40. Пусть в Fn задана норма ‖‖, индуци-
рующая норму в Mat(n,F). Показать, что

‖A‖ = max
r(B)=1

|tr(AB)|
‖B‖ ,

где r(B) – ранг матрицы B.

Упражнение 4.41. Пусть в Fn задана норма ‖‖, индуци-
рующая норму ‖‖ в Mat(n,F). Показать, что если двойствен-
ная норма ‖‖∗ в Fn индуцирует норму ‖‖∗ в Mat(n,F), то
‖A‖ = ‖tA‖∗ для всех A ∈ Mat(n,F).

Упражнение 4.42. Пусть в Fn заданы две нормы ‖‖, ‖‖′
индуцирующие одну и ту же норму в Mat(n,F). Показать, что
нормы ‖‖, ‖‖′ совпадают.
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Упражнение 4.43. Пусть в Fn задана норма ‖‖, индуциру-
ющая норму ‖‖ в Mat(n,F). Показать, что если в Mat(n,F) зада-
на вторая норма ‖‖′, причем ‖A‖′ 6 ‖A‖ для всех A ∈ Mat(n,F),
то обе нормы совпадают.

Упражнение 4.44. Доказать, что
1) ‖A‖E 6 √

n‖A‖2, A ∈ Mat(n,F);
2) ‖AB‖E 6 ‖A‖2‖B‖E ;
3) ‖AB‖E 6 ‖A‖E‖B‖2.

Упражнение 4.45. Пусть A – банахова F-алгебра, т. е.
полная нормированная алгебра над полем F. Доказать, что ра-
диус сходимости ρ ряда

∑
j>0 ajX

j ∈ F[[X]] удовлетворяет усло-
вию 1

ρ = limn→∞‖an‖ 1
n .

Упражнение 4.46. Пусть A – банахова F-алгебра и эле-
мент a ∈ A аннулируется некоторым многочленом из F[X] сте-
пени m. Доказать, что если f(X) ∈ F[[X]] и ряд f(a) сходится
к элементу b ∈ A, то b лежит в линейной оболочке элементов
1, a, . . . , am−1.

Упражнение 4.47. Пусть A – банахова F-алгебра, a ∈ A и
c – обратимый элемент из A. Доказать, что если f(X) ∈ F[[X]],
то ряд f(a) сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд
f(c−1ac). При этом f(c−1ac) = c−1f(a)c.

Упражнение 4.48. Пусть на алгебре матриц Mat(n,C) за-
дана матричная норма и f(X) ∈ C[[X]]. Если a ∈ Mat(n,C), то
ряд f(a) сходится, если ρ(A) меньше радиуса сходимости ряда
f(x).

Упражнение 4.49. Пусть J – жорданова клетка размера n
с λ по главной диагонали. Предположим, что радиус сходимости
ряда f(X) ∈ C[[X]] больше |λ|. Доказать, что

f(J) =




f(λ) f ′(λ)
1! . . . fn−2(λ)

(n−2)!
fn−1(λ)
(n−1)!

0 f(λ)
. . . . . . . . .

...
. . . . . . . . . . . .

0 0
. . . f(λ) f ′(λ)

1!
0 0 . . . 0 f(λ)




.
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Упражнение 4.50. Пусть A ∈ Mat(n, F ). Доказать, что
ρ(A) = inf ‖A‖, где inf берется по всем матричным нормам ‖A‖.

Упражнение 4.51. Рассмотрим в алгебре матриц спек-
тральную норму. Доказать, что κ(A) равно отношению наиболь-
шего сингулярного числа A к наименьшему.

Упражнение 4.52. Доказать, что мера обусловленности
унитарной матрицы относительно спектральной нормы равна
1.

Упражнение 4.53. Пусть κ(A) вычислено относительно
некоторой матричной нормы. Доказать, что κ(A) не меньше от-
ношения модулей собственных значений из Задачи 4.51, если
матрица A невырождена.

Упражнение 4.54. Пусть x – вектор-столбец длины 1 от-
носительно эрмитовой нормы в Cn и λ > 0 – вещественное чис-
ло. Показать, что матрица

A = E + λxtx

эрмитова. Найти собственные значения этой матрицы и вычис-
лить κ(A) относительно спектральной нормы.

Упражнение 4.55. Доказать, что относительно спек-
тральной нормы для любой матрицы A справедливы равенства
κ(tAA) = κ(AtA) = κ(A)2.

Упражнение 4.56. Пусть A – верхнетреугольная невы-
рожденная матрица. Доказать, что относительно любой мат-
ричной нормы

κ(A) >
maxi(

∑
j |aij |)

mini |aii| .

Упражнение 4.57. Пусть матрица A обратима, а матрица
A + B вырождена. Тогда

κ(A) > ‖A‖
‖B‖ .

Упражнение 4.58. Пусть A ∈ Mat(n,F), и α1 > . . . >
αn > 0 – сингулярные числа A. Пусть Matr – множество матриц
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ранга меньше r. Доказать, что

inf
X∈Matr

‖A,X‖ = αr.

Упражнение 4.59. Пусть X – множество всех таких верх-
нетреугольных матриц R = (rij) ∈ Mat(n, F ), что
1) |rij | 6 1 для всех i, j;
2) rii = 1 для всех i.
Найти maxR∈X κ(R), где κ(R) определено по норме ‖ ‖∞.

Упражнение 4.60. Пусть в Mat(n,F) задана матричная
норма ‖‖. Предположим, что имеется последовательность Ai с
нормой 1, причем κ(Ai) →∞. Доказать, что det Ai → 0.

Упражнение 4.61. Пусть A – положительно определен-
ная матрица, и мера обусловленности задается спектральной
нормой. Показать, что κ(A + αE) является убывающей функ-
ций от положительного числа α.

Упражнение 4.62. Доказать, что если в Mat(n,F) рас-
смотрена норма ‖‖2, то

κ(A) = 1 ⇐⇒ A = αU,

где α ∈ F∗, U – унитарная матрица.

Упражнение 4.63. Пусть A – положительно определен-
ная симметрическая матрица и B – ее главная подматрица. До-
казать, что относительно спектральной нормы κ(B) 6 κ(A).

Упражнение 4.64. Найти решение системы

1, 2515x1 + 0, 001x2 − 0, 002x3 +0, 0005x4 = 2, 5,

0, 003x1 + 1, 501x2 + 0, 0005x3 −0, 0005x4 = 1, 5,

−0, 001x1 + 0, 001x2 + 2, 499x3 +0, 0002x4 = 5,

0, 0025x1 − 0, 0005x2 +1, 8885x4 = 2,

с точностью до 0,01.

Упражнение 4.65. Найти решение системы

0, 501x1 − 0, 499x2+ 0, 001x3 = 0, 5,

0, 498x1 + 0, 502x2+ −0, 001x4 = 0, 5,
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0, 006x1 + 0, 007x2+ 3, 008x3−1, 991x4 = 0,

−0, 001x1− 2, 001x3+x4 = 0,

с точностью до 0,06.

Упражнение 4.66. Пусть A ∈ Mat(n,F) имеет собствен-
ные значения α1, . . . , αn. Доказать, что

n∑

i=1

|αi|2 6 ‖A‖22.

Упражнение 4.67. Пусть A ∈ Mat(n,F) имеет собствен-
ные значения α1, . . . , αn и сингулярные числа λ1, . . . , λn. Дока-
зать, что

n∑

i=1

|αi| 6
n∑

i=1

λi.

Упражнение 4.68. Пусть в условиях предыдущей задачи
A = (aij). Доказать, что

n∑

i=1

|αi| 6
n∑

i,j=1

|aij |.



Глава 5

Неотрицательные матрицы.

1. Теорема Перрона

Определение. Пусть A,B – прямоугольные вещественные
матрицы. Скажем, что A > B (A > B), если aij > bij (aij > bij

для любых элементов aij , bij матриц A и B. Матрица A положи-
тельна (неотрицательна), если A > 0 (A > 0). В частности, мы
будем говорить о положительных (неотрицательных) векторах
и квадратных матрицах.

Пусть A = (aij) ∈ Mat(n,R). Тогда |A| = (|aij |).

Предложение 5.1. Cправедливы следующие соотноше-
ния:

1) |AB| ≤ |A||B|;
2) |A + B| ≤ |A|+ |B|;
3) |αA| = |α||A|, α ∈ R.

Предложение 5.2. Пусть A,B ∈ Mat(n,R). Если |A| ≤
B, то ρ(A) ≤ ρ(|A|) ≤ ρ(B).

Доказательство. По предложению 5.1 для любого нату-
рального числа k имеем |Ak| ≤ |A|k ≤ Bk. Рассмотрим на ал-
гебре матриц норму ‖ ‖E из главы 3, пример 4.6, п.3. Тогда
‖Ak‖E ≤ ‖ |A|k ‖E ≤ ‖Bk‖E . Отсюда

‖Ak‖
1
k

E ≤ ‖ |A|k ‖
1
k

E ≤ ‖Bk‖
1
k

E .

Остается воспользоваться теоремой 4.11. ¤

103
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Предложение 5.3. Пусть A > 0, причем
∑n

j=1 aij = C –
постоянно для всех i = 1, . . . , n. Тогда

ρ(A) = ‖A‖∞ = max
i

(
n∑

j=1

aij) = C.

Доказательство. Заметим, что

‖A‖∞ = sup
‖x‖∞=1

‖Ax‖∞,

где ‖x‖∞ = maxi |xi|. Отсюда ρ(A) 6 ‖A‖∞ = C. С другой
стороны, если e = (1, . . . , 1), то Ae = Ce, откуда C 6 ρ(A). ¤

Теорема 5.4. Пусть A > 0. Тогда

mini(
∑

j aij) 6 ρ(A) 6 maxi(
∑

j aij),

minj(
∑

i aij) 6 ρ(A) 6 maxi(
∑

i aij)

Доказательство. Пусть C = mini(
∑

j aij). Тогда суще-
ствует такая матрица B, что A > B > 0, причем

∑
j bij = C.

Действительно, если C = 0, то положим B = 0. Если же C > 0,

то положим bij =
Caij∑

t ait
. По предложениям 5.3 и 5.2 получаем

ρ(B) = C 6 ρ(A).
Аналогично, если D = maxi(

∑
j aij), то можно построить

такую матрицу B′, что 0 6 A 6 B′.
Для доказательства второго утверждения рассмотрим

транспонированную матрицу tA и заметим, что ρ(A) =
ρ(tA). ¤

Следствие 5.5. Пусть A – неотрицательная матрица и
x – положительный вектор. Тогда

mini

∑
j aijxj

xi
6 ρ(A) 6 maxi

∑
j aijxj

xi
;

minj [xj(
∑

i

aij

xi
)] 6 ρ(A) 6 maxj [xj(

∑
i

aij

xi
)].
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Доказательство. Применим теорему 5.4 для матрицы



x1 0 . . . 0
0 x2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . xn




−1

A




x1 0 . . . 0
0 x2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . xn


 .

На месте (i, j) в этом произведении стоит x−1
i aijxj . ¤

Следствие 5.6. Пусть A > 0 и x > 0 – вектор. Если
α, β ∈ R и αx 6 Ax 6 βx, то α 6 ρ(A) 6 β. Если αx < Ax, то
α < ρ(A). Если Ax < βx, то ρ(A) < β.

Доказательство. Если αx 6 Ax, то

α 6 min
i

∑
j aijxj

xi
.

Отсюда α 6 ρ(A) по следствию 5.5. Если αx < Ax, то существу-
ет такое ε > 0, что (α + ε)x 6 Ax. Отсюда α < α + ε 6 ρ(A).
Аналогично доказываются остальные утверждения. ¤

Следствие 5.7. Пусть неотрицательная матрица A
имеет положительный собственный вектор с собственным
значением λ. Тогда λ = ρ(A).

Доказательство. Пусть Ax = λx, где x – положитель-
ный вектор. Заметим, что λ ∈ R, поскольку x > 0. Применим
следствие 5.6 с α = β = λ. ¤

Следствие 5.8. Пусть A – неотрицательная матрица,
причем

∑
j aij > 0 для всех i = 1, . . . , n. Тогда ρ(A) > 0.

Предложение 5.9. Пусть A – положительная матрица
и x – неотрицательный ненулевой вектор. Тогда вектор Ax
положителен.

Доказательство. Пусть xk > 0. Для любого индекса i =
1, . . . , n имеем

∑n
j=1 aijxj > aikxk > 0. ¤

Теорема 5.10. Пусть задана квадратная неотрицатель-
ная матрица A, причем существуют такие положительные
векторы x, y, что

Ax = ρ(A)x, tAy = ρ(A)y,
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∑
j xjyj = tyx = 1, (75)

где x, y отождествляются со столбцами из координат векто-
ров. Положим L = (xiyj) = xty. Тогда

Lx = x, tyL = L,

L2 = L, AL = LA = ρ(A)L.

Кроме того, (ρ(A)−1A− L)m = (ρ(A)−1A)m − L.

Доказательство. Заметим, что Lx = xtyx = x и tyL =
tyxty = ty. Отсюда

L2 = xtyxty = L,

AL = Axty = ρ(A)xty = ρ(A)L = LA. (76)

Поэтому ρ(A)−1AL = L = L(ρ(A)−1A), и

[ρ(A)−1A− L]m =
m∑

j=1

(
m

j

)
(−1)jLj + ρ(A)−mAm =

[
m∑

j=1

(
m

j

)
(−1)j ]L + ρ(A)−mAm =

− L + ρ(A)−mAm.

Отсюда ρ(A)−mAm = L + [ρ(A)−1A− L]m. ¤

Теорема 5.11. Пусть A – положительная матрица и
Ax = λx для некоторого ненулевого вектора x, причем |λ| =
ρ(A). Тогда
1) A|x| = ρ(A)|x|;
2) |x| > 0;
3) x = eiθ|x| для некоторого θ ∈ R;
4) λ = ρ(A).

Доказательство. Имеем

ρ(A)|x| = |λ||x| = |λx| = |Ax| 6 |A||x| = A|x|. (77)

Положим y = A|x| − ρ(A)|x|. По (77) вектор y неотрицателен.
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Предположим сначала, что y 6= 0. По предложению 5.9
вектор Ay положителен. Положим z = A|x|. В силу предло-
жения 5.9 вектор z также положителен. Отсюда 0 < Ay =
Az − ρ(A)z и поэтому Az > ρ(A)z. Это противоречит след-
ствию 5.6.

Итак, y = 0, т.е. A|x| = ρ(A)|x|. Кроме того, по предложе-
нию 5.9 получаем |x| = ρ(A)−1A|x| > 0. Поэтому для любой
координаты xk вектора x имеем

ρ(A)|xk| = |λ||xk| = |λxk| = |∑j akjxj | 6∑

j

|akj ||xj | =
∑

j akj |xj | = ρ(A)|xk|.

Таким образом, |∑j akjxj | =
∑

j akj |xj |, а значит, все xj рас-
положены на одном луче в комплексной области. В частности,
существует такой угол θ, что e−iθxj > 0 для всех j. Отсюда
e−iθx = |x|, т.е. x – собственный вектор A c собственным значе-
нием ρ(A). ¤

Следствие 5.12. Пусть A – положительная матрица.
Тогда ρ(A) – положительное собственное значение A. Суще-
ствует положительный собственный вектор с собственным
значением ρ(A).

Доказательство. Пусть |λ| = ρ(A) для некоторого соб-
ственного значения λ матрицы A и Ax = λx, где x 6= 0. По
теореме A|x| = ρ(A)|x|, причем |x| > 0. ¤

Следствие 5.13. Пусть A > 0. Если λ – собственное зна-
чение A, причем λ 6= ρ(A), то |λ| < ρ(A).

Теорема 5.14. Пусть A > 0 и w, z ∈ Cn \ 0, причем Aw =
ρ(A)w, Az = ρ(A)z. Тогда w = αz, α ∈ C.

Доказательство. По теореме 5.11 имеем z = e−iθ|z|, w =
e−iψ|w|. Таким образом, можно считать, что z, w > 0. Положим
β = minj zjw

−1
j и r = z−βw. Тогда r > 0 и r не положительный

вектор. Вместе с тем Ar = ρ(A)r. Отсюда r = ρ(A)−1Ar > 0 по
предложению 5.9. Итак, r = 0. ¤
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Следствие 5.15. Если A > 0, то существует единствен-
ный вектор x такой, что x > 0, Ax = ρ(A)x,

∑
j xj = 1.

Определение. Пусть A > 0. Тогда ρ(A) называется перро-
новым числом, а вектор x из следствия 5.15 называется перро-
новым вектором для A.

Теорема 5.16. Пусть A, x, y, L из теоремы 5.10, причем
A > 0. Тогда limm→∞[ρ(A)−1A]m = L.

Доказательство. Имеем L+[ρ(A)−1A−L]m = ρ(A)−mAm

в силу теоремы 5.10. Поэтому в силу теоремой 4.9 достаточ-
но показать, что ρ[ρ(A)−1A − L] < 1. Пусть [ρ(A)−1A − L]w =
µw, w 6= 0. По (76)

µLw = L[ρ(A)−1A− L]w = [L− L2]w = 0.

Если µ 6= 0, то Lw = 0, и поэтому Aw = ρ(A)µw, откуда
ρ(A)|µ| 6 ρ(A), т.е. |µ| 6 1. Кроме того, если |µ| = 1, то µ = 1 по
теореме 5.11, и по теореме 5.14 получаем w = x. В этом случае
0 = Lx = xtyx = x 6= 0 по теореме 5.10. Полученное противоре-
чие показывает, что |µ| < 1.

Теорема 5.17. Пусть A > 0. Тогда ρ(A) является про-
стым корнем характеристического многочлена матрицы A.

Доказательство. Пусть ρ = ρ(A). Существует такая
невырожденная комплексная матрица S, что

S−1AS =




ρ
. . . F

ρ
λt

0
. . .

λk




, |λj | < ρ.
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Отсюда

ρ−1A = S




1
. . . F

1
µt

0
. . .

µk




S−1,

где µj = λj

ρ , |µj | < 1. Кроме того,

(ρ−1A)m = S




1
. . . F

1
µt

0
. . .

µk




m

S−1

= S




1
. . . F

1
µm

t

0
. . .

µm
k




S−1 →

S




1
. . . F

1
0

0
. . .

0




S−1. (78)

Заметим, что ранг limm(ρ−1A)m равен рангу L, т.е. 1, и не мень-
ше по (78) числу единиц на главной диагонали, т.е. кратности
ρ. Отсюда вытекает утверждение. ¤

Таким образом, нами доказана
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Теорема 5.18 (Перрон, 1907). Пусть A > 0. Тогда

1) ρ(A) > 0;
2) ρ(A) > 0 является простым корнем характеристического

уравнения и существует перронов вектор;
3) если λ – собственное значение A и λ 6= ρ(A), то |λ| < ρ(A);
4) limm[ρ(A)−1A]m = L, где L = xty, Ax = ρ(A)x, tAy = ρ(A)y,

tyx = 1, x, y > 0.

2. Теорема Фробениуса

Теорема 5.19. Пусть A > 0. Тогда ρ(A) – собственное
значение A и существует неотрицательный собственный век-
тор с собственным значением ρ(A).

Доказательство. Пусть A = (aij), ε > 0. Тогда A(ε) =
(aij + ε) > 0. Пусть x(ε) – перронов вектор матрицы A(ε) с
собственным значением ρ(A(ε)). Тогда x(ε) > 0 и

∑
j x(ε)j = 1.

Таким образом, все векторы x(ε) лежат в компакте в Rn. Рас-
смотрим убывающую последовательность εk → 0. В последо-
вательности x(εk) выберем сходящуюся подпоследовательность
x(εk) → x. Так как x(εk) > 0, то x > 0 и, кроме того,

∑
j xj = 1.

При этом A(εk) < A(εk−1), откуда ρ(A) 6 ρ(A(εk)) 6 ρ(A(εk−1))
по предложению 5.2. Итак, существует предел ρ = limk ρ(A(εk))
и ρ > ρ(A). Отсюда

Ax = [limk A(εk)] [limk x(εk)] = limk [A(εk)x(εk)] =
limk [ρ (A(εk)) x(εk)] = limk ρ [A(εk)] [limk x(εk)] = ρx.

Следовательно, x является собственным вектором A с собствен-
ным значением ρ. Но тогда ρ 6 ρ(A) и поэтому ρ = ρ(A). ¤

Определение 5.20. Квадратная матрица называется пе-
рестановочной, если она получается из единичной перестанов-
кой строк (столбцов).

Определение. Квадратная матрица A размера n называ-
ется разложимой, если выполнено одно из условий

1) n = 1 и A = 0;
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2) n > 2 и существует такая перестановочная матрица P , что

P−1AP =
(

B C
0 D

)
,

где B, D – собственные квадратные подматрицы.
Матрицы, не являющиеся разложимыми, называются неразло-
жимыми.

Теорема 5.21. Пусть задана неотрицательная неразло-
жимая матрица A размера n. Тогда матрица (E + A)n−1 по-
ложительна.

Доказательство. Первое доказательство Предположим
противное, в матрице

(E + A)n−1 = E +
n−1∑

k=1

(
n− 1

k

)
Ak

на некотором месте (p, q) стоит нулевой элемент. В этом случае
p 6= q и указанный элемент имеет вид

n−1∑

k=1

∑ (
n− 1

k

)
aj1,j2 · · · ajk,jk+1 = 0, (79)

где второй знак суммы означает суммирование по множеству
Jpq всех таких наборов (j1, . . . , jk+1), что p = j1, q = jk+1, и
k 6 n − 1. Так как все слагаемые в (79) неотрицательны, то
каждое произведение

aj1,j2 · · · ajk,jk+1 (80)

равно нулю для всех k = 1, . . . , n − 1 и для всех наборов
(j1, . . . , jk+1) ∈ Jpq.

Обозначим через I множество всех таких индексов 1 6 l 6
n, что либо l = p, либо l 6= p и существует такая последова-
тельность индексов (j1, . . . , jk+1) ∈ Jpl, что произведение (80)
отлично от нуля и k 6 n− 1. По предположению q /∈ I.

Лемма 5.22. Если i ∈ I, j /∈ I, то aij = 0.

Доказательство. Пусть aij 6= 0.Так как i ∈ I, то суще-
ствует такая последовательность индексов (j1, . . . , jk+1) ∈ Jpq,
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что jk+1 = i и произведение (80) отлично от нуля. Если k 6 n−2,
то

aj1,j2 · · · ajk,jk+1aij 6= 0

и (j1, . . . , jk+1, j) ∈ Jpq, что невозможно.
Итак, k = n − 1. В этом случае среди n + 1 индекса

(j1, . . . , jk+1, jk+2), где jk+2 = j есть совпадения. Пусть, напри-
мер, jα = jβ , где 1 6 α < β 6 k + 2. Тогда (j1, . . . , jα, jβ) ∈ Jpq,
причем

aj1,j2 · · · ajα−1,jα
ajα,jβ

· · · ajk+1,jk+2 6= 0.

Получаем противоречие с условием j /∈ I ¤

Завершим доказательство теоремы. Перенумеруем номера
строк матрицы A таким образом, чтобы I = {k+1, . . . , n}, k <
n. Эта перенумерация соответствует переходу A 7→ P−1AP для
некоторой перестановочной матрицы P . Тогда k + 1 6 p 6 n
и для всех 1 < j 6 k по лемме 5.22 получаем aij = 0 при
i > k, j 6 k. Таким образом, A содержит угол из нулей.

Второе доказательство Рассмотрим ориентированный
граф Γ с множеством вершин {1, 2, . . . , n}. При этом существует
дуга i → j, если либо aij 6= 0, либо i = j.

Лемма 5.23. Пусть в Γ существует путь из i → j. Тогда
в Γ существует путь из i в j длины (число дуг) 6 n− 1.

Для любой вершины p из Γ обозначим через Cp связную
компоненту p, т. е. множество всех концов всевозможных путей
из p в графе Γ. По лемме 5.23 можно считать, что любой такой
путь имеет длину не больше n− 1.

Лемма 5.24. Пусть i ∈ Cp, j /∈ Cp. Тогда aij = 0.

Доказательство. По условию существует путь p → i, i →
j. Поэтому в Γ существует путь p → j, что невозможно. ¤

Предположим противное, в матрице

(E + A)n−1 = E +
n−1∑

k=1

(
n− 1

k

)
Ak
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на некотором месте (p, q) стоит нулевой элемент. В этом случае
p 6= q и указанный элемент имеет вид

n−1∑

k=1

∑ (
n− 1

k

)
aj1,j2 · · · ajk,jk+1 = 0, (81)

где второй знак суммы означает суммирование по множеству
всех таких наборов (j1, . . . , jk+1), что p = j1, q = jk+1, и k 6
n− 1. Так как все слагаемые в (81) неотрицательны, то каждое
произведение

aj1,j2 · · · ajk,jk+1 (82)

равно нулю для всех k = 1, . . . , n − 1 и для всех наборов
(p = j1, . . . , jk+1 = q). Это означает, что q /∈ Cp. Перену-
меруем номера строк матрицы A таким образом, чтобы I =
{k + 1, . . . , n}, k < n. Эта перенумерация соответствует пере-
ходу A 7→ P−1AP для некоторой перестановочной матрицы P .
Тогда k+1 6 p 6 n и для всех 1 < j 6 k по лемме 5.24 получаем
aij = 0 при i > k, j 6 k. Таким образом, A содержит угол из
нулей. ¤

Предложение 5.25. Если λ1, . . . , λn – собственные значе-
ния A, то 1 + λ1, . . . , 1 + λn – собственные значения E + A. В
частности, 1 + ρ(A) > ρ(E + A). Если A > 0, то 1 + ρ(A) =
ρ(E + A).

Доказательство. Перейдя к жордановой форме A полу-
чаем требуемые неравенства. Для доказательства равенства за-
метить, что среди λj по теореме 5.19 встречается ρ(A) > 0. ¤

Предложение 5.26. Пусть A > 0 и Ak > 0 для некоторо-
го натурального числа k. Тогда ρ(A) – простой корень харак-
теристического многочлена.

Доказательство. Если λ1, . . . , λn – собственные значения
A, то λk

1 , . . . , λk
n – собственные значения Ak > 0. Отсюда ρ(Ak) =

ρ(A)k. По теореме 5.19, например, λ1 = ρ(A). Если λ1 = λ2, то
λk

1 = λk
2 = ρ(A)k = ρ(Ak), что невозможно по теореме Перрона.

¤
Теорема 5.27 (Фробениус). Пусть A > 0 – неразложимая

матрица. Тогда
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1) ρ(A) > 0;
2) ρ(A) – собственное значение A;
3) существует положительный собственный вектор с соб-

ственным значением ρ(A);
4) ρ(A) – простой корень характеристического многочлена

матрицы A.

Доказательство. Заметим, что в A нет нулевых строк и
столбцов так как матрица A неразложима. Поэтому ρ(A) > 0.
в силу следствия 5.13.

Утверждение 2 вытекает из теоремы 5.19.
Рассмотрим утверждение 3. По теореме 5.19 существует

неотрицательный собственный вектор x для матрицы A с соб-
ственным значением ρ(A). Тогда (E + A)x = (1 + ρ(A))x и по-
этому (E + A)n−1x = (1 + ρ(A))n−1x. Но матрица (E + A)n−1

положительна и поэтому (1 + ρ(A))n−1x > 0, откуда вытекает
положительность x.

Последнее утверждение следует из предложений 5.26, 5.25.
¤

Для доказательства аналога предельной теоремы нам по-
требуется

Предложение 5.28. Пусть A, x, y, L из теоремы 5.10,
причем матрица A неразложима. Тогда матрица

E − [
ρ(A)−1A− L

]
(83)

обратима.

Доказательство. Рассмотрим вектор z с условием(
E − [

ρ(A)−1A− L
])

z = 0. Тогда

z = ρ(A)−1Az − Lz. (84)

Применяя к (84) матрицу L по теореме 5.10 получаем

Lz = ρ(A)−1LAz − L2z = Lz − Lz = 0. (85)

Таким образом, по (84) z = ρ(A)−1Az, т.е. Az = ρ(A)z. В силу
теоремы 5.27 имеем z = αx. Отсюда по (85) 0 = Lz = αLx =
αx = z. Итак, матрица (83) невырождена и потому обратима.

¤
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Теорема 5.29. Пусть задана неотрицательная неразло-
жимая матрица A. Тогда матрица tA неразложима. В си-
лу теоремы 5.27 существуют такие положительные векто-
ры x, y, что выполнены равенства (75). Положим L = xty. То-
гда существует такая положительная константа C = C(A),
что для любого натурального числа N

‖ 1
N

N∑
m=1

(ρ(A)−1A)m − L‖∞ 6 C

N
.

Доказательство. По теореме 5.10 имеем

1
N

∑N
m=1(ρ(A)−1A)m − L =

1
N

∑N
m=1

([
ρ(A)−1A− L

]m + L
)− L =

1
N

∑N
m=1

[
ρ(A)−1A− L

]m =

1
N

[
ρ(A)−1A− L

] [
E − (ρ(A)−1A− L)N

]×
[
E − (ρ(A)−1A− L)

]−1 =
1
N

[
ρ(A)−1A− L

] [
E − (ρ(A)−1A)N + L

]×
[
E − (ρ(A)−1A− L)

]−1
.

Для завершения доказательства теоремы достаточно показать,
что все элементы матрицы B =

[
(ρ(A)−1A

]N ограничены. Непо-
средственная проверка показывает, что Bx = x. Пусть B =
(bij). Тогда для любого i = 1, . . . , n имеем

∑
j bijxj = xi. Следо-

вательно,

max
s

xs > xi =
∑

j

bijxj > (min
j

xj)
∑

j

bij > (min
j

xj)bij .

Отсюда

bij 6 maxs xs

minj xj
.

¤
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3. Приложения

3.1. Миграция населения. Пусть заданы города
Γ1, . . . , Γn, причем между ними мигрирует население. Каждый
год aij-ая часть населения Γj переезжает в Γi, i, j = 1, . . . , n.
Пусть A = (aij) и z(m) = t(z1(m), . . . , zn(m)) – распределение
населения в m-ый год. Заметим, что aij > 0 и

∑n
j=1 aij = 1.

Отсюда ρ(A) = 1 по предложению 5.3. Тогда z(m + 1) = Az(m),
откуда z(m+1) = Amz(1). Предположим, что A > 0. Тогда при
достаточно больших m имеем Am ∼ L, т.е. поток населения
начинает стабилизироваться.

3.2. Модели Леонтьева.
3.2.1. A. Пусть за некоторый период времени отрасли

Γ1, . . . , Γn производят, соответственно, продукты p1, . . . , pn,
причем aij-ая часть продукта pj отрасли Γj потребляется отрас-
лью Γi для производства единицы продукта pi. Обозначим через
cj долю продукта pj отрасли Γj , израсходованную на непроиз-
водственные нужды, с = t(c1, . . . , cn). Матрица A = (aij) назы-
вается матрицей коэффициентов прямых затрат. Будем счи-
тать, что в рассматриваемый период времени матрица A не ме-
няется и если x = t(x1, . . . , xn) –вектор объемов валовой про-
дукции выпуска продуктов p1, . . . , pn отраслями Γ1, . . . , Γn, то
вектор затрат линейно зависит от x и имеет вид Ax. Тогда сво-
бодный остаток, равный c = x − Ax будет использоваться на
непроизводственные нужды. Таким образом, при планировании
на ближайший год, если заданы c, A, то для нахождения объема
производства x необходимо решить систему линейных уравне-
ний c = (E −A)x.

3.2.2. Б. Предположим теперь, что необходимо осу-
ществить планирование на несколько лет вперед. Пусть
x(1), . . . , x(T ) – векторы объемов производств в ближайшие
T лет, причем полученный набор продуктов снова пускает-
ся в производство. Ставится задача нахождения линейной
max(tdx(T )). Например, функция tdx(T ) означает общую
стоимость продукции, производимой в последний год. Таким
образом, необходимо решить следующую задачу линейного



Неотрицательные матрицы 117

программирования: найти max(tdx(T )) при условии

Ax(j + 1) 6 x(j), x(i) > 0,

где j = 1, . . . , T − 1 и i = 1, . . . , T.
3.2.3. В. Предположим теперь, что имеется m > n техно-

логических процессов Γ1, . . . , Γn, каждый из которых выпуска-
ет один товар. При этом множество {1, . . . , m} разбивается на
непересекающиеся подмножества M1, . . . , Mn, причем процесс
Γj выпускает продукт pj , если j ∈ Mi. Тогда A = (aij) – матри-
ца размера n×m. Пусть I – матрица инциндентности из нулей
и единиц, причем не месте (i, j) стоит единица тогда и толь-
ко тогда, когда j ∈ Mi. Если x = t(x1, . . . , xm) > 0 – вектор
объемов производств, то имеем уравнение Ix − Ax = c. Пусть
с каждым Γj связано число lj > 0 – коэффициент трудовых
затрат, l = t(l1, . . . , lm). Если нужно минимизировать трудовые
затраты, то необходимо решить следующую задачу линейного
программирования: найти min(lx) при условии Ax > c, x > 0.

4. Упражнения

Упражнение 5.30. Доказать утверждения предложе-
ния 5.1.

Упражнение 5.31. Пусть A > 0, x > 0, x 6= 0 и Ax = λx
для некоторого λ ∈ C. Тогда λ = ρ(A).

Упражнение 5.32. Доказать, что перестановочная мат-
рица ортогональна.

Упражнение 5.33. Пусть A > 0 и Ak > 0 для некоторого
натурального k. Показать, что ρ(A) > 0.

Упражнение 5.34. Построить пример такой неположи-
тельной (2× 2)-матрицы A > 0, что A2 > 0.

Упражнение 5.35. Пусть A > 0 и A 6= 0. Доказать, что
если A имеет положительный собственный вектор, то ρ(A) > 0.

Упражнение 5.36. Пусть A > 0 и x – положительный
вектор. Если Ax = 0, то A = 0.
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Упражнение 5.37. Найти перроновы числа и векторы для
матриц (

2 1
1 2

)
,

(
3 4
5 2

)
.

Упражнение 5.38. Пусть A > 0 и x – перронов вектор.
Доказать, что ρ(A) =

∑
ij aijxj .

Упражнение 5.39. Если A > 0 и Ak > 0 для некоторого
k > 0, то A имеет положительный собственный вектор.

Упражнение 5.40. Пусть A > 0 имеет положительный
собственный вектор. Доказать, что матрица A подобна неот-
рицательной матрице B, у которой суммы элементов каждой
строки одинаковы.

Упражнение 5.41. Пусть матрицы A, A−1 неотрицатель-
ны. Доказать, что A = DP , где матрица D диагональна, а мат-
рица P перестановочная.

Упражнение 5.42. Пусть A > 0 и z – ненулевой комплекс-
ный вектор, причем Az − αz > 0 для некоторого α ∈ R. Дока-
зать, что ρ(A) > α.

Упражнение 5.43. Пусть A > 0. Тогда следующие усло-
вия эквивалентны

• существует положительная матрица, перестановочная
с A;

• матрицы A, tA имеют положительные собственные
векторы.

Упражнение 5.44. Пусть матрица A разложима. Тогда
матрица (E + A)n−1 не является положительной.

Упражнение 5.45. Пусть A > 0, причем существует такой
положительный вектор y, что tAy = ρ(A)y. Предположим, что
x – ненулевой неотрицательный вектор, причем Ax > ρ(A)x.
Доказать, что Ax = ρ(A)x.

Упражнение 5.46. Построить неотрицательную матрицу
A c неотрицательным собственным вектором x, причем Ax 6=
ρ(A)x.
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Упражнение 5.47. Построить пример неотрицательной
неразложимой матрицы A, имеющей собственное значение λ 6=
ρ(A), причем |λ| = ρ(A).

Упражнение 5.48. Построить пример неотрицательной
разложимой матрицы A, у которой нет положительного соб-
ственного вектора.

Упражнение 5.49. Пусть A > 0, причем существует неот-
рицательный собственный вектор для A с собственным значе-
нием ρ(A) > 0. Если этот вектор не является положительным,
то матрица A разложима.

Упражнение 5.50. Пусть матрица A > 0 неразложима и
существует неотрицательная матрица B, перестановочная с A.
Предположим, что x – перронов вектор для A. Доказать, что
Bx = ρ(B)x.

Упражнение 5.51. Пусть минимальный многочлен мат-
рицы A > 0 имеет степень m. Доказать, что следующие условия
эквивалентны

• матрица A неразложима;
• матрица (E + A)m−1 положительна.

Упражнение 5.52. Построить пример матрицы A, у ко-
торой ρ(E + A) 6= 1 + ρ(A).

Упражнение 5.53. Пусть

A =




0 0 1
1 0 0
0 1 0


 .

Найти собственные значения A. Является ли матрица A разло-
жимой.

Упражнение 5.54. Пусть A,B > 0, причем A неразложи-
ма. Доказать, что матрица A + B неразложима и ρ(A + B) >
ρ(A), если B 6= 0.





Глава 6

Локализация собственных значений

1. Теорема Гершгорина

Теорема 6.1. Пусть n ≥ 1 и задан полином p(x) = anxn +
. . .+a0, an 6= 0, с комплексными коэффициентами. Тогда для
любого ε > 0 существует такое δ > 0, что для любого много-
члена q(x) = bnxn + . . . + b0, bn 6= 0, где max0≤i≤n |ai − bi| < δ
справедливо неравенство

min
σ∈Sn

[
max

1≤j≤n
|λj − µσ(j)|

]
< ε,

где λ1, . . . , λn – корни p(x), а µ1, . . . , µn – корни q(x).

Доказательство. Пусть p(x) имеет корень x = 0 крат-
ности k. Предположим, что все остальные комплексные корни
z многочлена p(x) удовлетворяют условию |z| > ε1 > 0. Из
комплексного анализа известно (см. А. Картан, Элементарная
теория аналитических функций одного и многих комплексных
переменных, М. : Изд. иностр. литер. – 1963, С. 122 - 123), что
при всех ε < ε1

1
2πi

∫

|x|=ε

p′(x) dx

p(x)
= k. (86)

Если коэффициенты многочлена pδ(x) = bn(δ)xn + . . . +
b0(δ), bn(δ) 6= 0, достаточно близки к коэффициентам p(x),
то |pδ(x)| > 0, если |x| = ε. Кроме того, значение интеграла

1
2πi

∫

|x|=ε

p′δ(x) dx

pδ(x)
(87)

121
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близко значению интеграла (86). Учитывая, что интеграл (87)
принимает целые значения, получаем,что интеграл (87) равен
k. ¤

Определение 6.2. Пусть задана матрица A = (aij) ∈
Mat(n,C). i-ым кругом Гершгорина Γi называется множество
всех таких z ∈ C, что

|z − aii| ≤
∑

j 6=i

|aij |.

Теорема 6.3 (Гершгорин, 1931). Пусть A = (aij) ∈
Mat(n,C). Если λ – собственное значение A, то λ лежит в
некотором круге Гершгорина. Если объединение k ≤ n из этих
кругов, например, Γ1 ∪ · · · ∪ Γk образуют связную область, не
пересекающуюся с Γk+1 ∪ · · · ∪ Γn, то в Γ1 ∪ · · · ∪ Γk лежит
ровно k собственных значений A, считая с их кратностями.

Доказательство. Пусть λ – собственное значение A и
Ax = λx для некоторого ненулевого вектора x = (x1, . . . , xn).
Предположим, например, что |x1| ≥ |x2| ≥ · · · ≥ |xn|. Тогда
x1 6= 0 и

a11x1 + · · ·+ a1nxn = λx1.

Отсюда
λ− a11 = a12

x2

x1
+ · · ·+ a1n

xn

x1
,

и поэтому
|λ− a11| ≤

∑

i>1

|a1i|,

т.е. λ ∈ Γ1.
Для доказательства второго утверждения положим A =

D + εB, где D = diag(a11, . . . , ann) и B = A −D. Пусть A(ε) =
D + εB. Тогда соответствующие круги Гершгорина Γi(ε) содер-
жатся в соответствующих кругах Γi. Если ε = 0, то собственные
значения D, равные a11, . . . , ann, лежат в кругах Γ1, . . . , Γn. Ес-
ли ε меняется от 0 до 1, то собственные значения непрерывно
зависят от ε по теореме 6.1 и лежат в кругах Гершгорина. Пер-
вые k корней, принимающих при ε = 0 значения a11, . . . , akk,
лежат в

Γ1(ε) ∪ · · · ∪ Γk(ε) ⊆ Γ1 ∪ · · · ∪ Γk,
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причем по условию Γ1 ∪ · · · ∪ Γk не пересекается с остальными
кругами Гершгорина. Отсюда вытекает утверждение. ¤

2. QR-алгоритм

Теорема 6.4 (QR-разложение). Пусть A ∈ Mat(n,F), где
F = R или F = C. Тогда A = QR, где Q – ортогональная
(унитарная) матрица, R – верхнетреугольная матрица. Ес-
ли матрица A невырождена, то R можно выбрать с положи-
тельными диагональными коэффициентами. В этом случае Q
и R определяются однозначно.

Доказательство. Пусть



a11

...
an1


 6= 0.

Существует такая ортогональная (унитарная) матрица Q1 раз-
мера n, что

Q1




a11

...
an1


 =




λ
0
...
0


 .

Отсюда

Q1A =




λ b1 ∗
0 b2 ∗
. . . . . . . . .
0 bn ∗


 .

Выберем ортогональную (унитарную) матрицу Q2 размера n−1
так, чтобы

Q2




b2

...
bn


 =




µ
0
...
0


 .
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В этом случае

(
1 0
0 Q2

)
Q1A =




λ ∗ ∗
0 µ ∗
0 0 ∗
. . . . . . . .
0 0 ∗




и т.д. Отсюда вытекает существование разложения.
Ясно, что можно добиться положительности диагональных

элементов R, если A невырождено. Пусть QR = Q′R′, где R, R′

верхнетреугольные матрицы с положительными диагональны-
ми элементами. Тогда Q−1Q′ = RR′−1 – ортогональная (уни-
тарная) верхнетреугольная матрица с положительными диаго-
нальными элементами. Отсюда диагональные элементы равны
1 и в силу ортогональности разных строк матрицы RR′−1 по-
лучаем, что эта матрица единичная. ¤

Теорема 6.5 (Приведение к трехдиагональному виду).
Пусть задана симметричная матрица A ∈ Mat(n,R). Тогда
существует такая ортогональная матрица Q, что матрица
QAtQ имеет трехдиагональный вид




α1 β1 0 0 . . . 0 0 0 0
β1 α2 β2 0 . . . 0 0 0 0
0 β2 α3 β3 . . . 0 0 0 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . .

...
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 βn−2 αn−1 βn−1

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 βn−1 αn




. (88)

Доказательство. Пусть первый столбец A имеет вид



a11

...
an1


 6= 0.
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Существует такая ортогональная матрица U размера n− 1, что

U




a21

...
an1


 =




λ
0
...
0


 .

В силу симметричности матриц получаем




1 0

0 U


 A




1 0

0 tU


 =




a11 λ 0 . . . 0
λ . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . .




.

Доказательство завершается индукцией по размеру матрицы.
¤

Определение. Матрицей Якоби называется вещественная
трехдиагональная матрица вида (88), причем числа β1, . . . , βn−1

отличны от нуля.

Предложение 6.6. Матрица Якоби не имеет кратных
комплексных корней.

Доказательство. Пусть λ – собственное значение крат-
ности k у матрицы Якоби J . Так как матрица J подобна диаго-
нальной матрице, то в этом случае ранг матрицы J − λE равен
n − k, где n – размер матрицы. С другой стороны, из вида J
вытекает, что ранг J − λE равен n− 1, так как в этой матрице
имеется ненулевой минор порядка n− 1. ¤

Отметим, что если в матрице (88) некоторый элемент βj =
0, то эта матрица распадается на трехдиагональные блоки мень-
шего размера.

Предложение 6.7. Пусть матрица A имеет QR-
разложение A = QR. Тогда матрица A подобна матрице
B = RQ и поэтому собственные значения B совпадают с соб-
ственными значениями A. Если матрица A симметрична, то
и матрица B симметрична.
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Доказательство. Имеем B = RQ = Q−1QRQ = Q−1AQ.
Кроме того, если матрица A симметрична, то

tB = tQtAtQ−1 = Q−1AQ = B,

поскольку матрица Q ортогональна. ¤

Теорема 6.8. Пусть J - невырожденная симметрическая
трехдиагональная вещественная матрица вида (88) и J = QR
– ее QR-разложение. Тогда матрица RQ трехдиагональна.
Элемент βi−1 = 0 в J тогда и только тогда, когда в RQ на
месте (i, i− 1) стоит нулевой элемент. В частности, если J
– матрица Якоби, то и RQ – матрица Якоби.

Доказательство. Имеем RQ = RQRR−1 = RJR−1.
Пусть J имеет вид (88), и

R =




r11 . . . r1n

. . .
...

0 rnn


 , R−1 =




r′11 . . . r′1n

. . .
...

0 r′nn


 .

Тогда в RJR−1 на месте (i, j) стоит произведение

(0, . . . , 0, rii, ri,i+1, . . . , rin)J




r′1j
...

r′jj

0
...
0




=

(0, . . . , 0, r′′i−1, r
′′
i , . . . , r′′n)




r′1j
...

r′jj

0
...
0




, (89)
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где r′′i−1 = riiβi−1. Если i − 2 ≥ j, то произведение (89) равно
нулю. Таким образом, RJR−1 имеет вид




λ1,

γ1
. . . F

γ2
. . .

0
. . . . . .

γn−1 λn




где γi−1 = riiβi−1r
′
i−1,i−1. При этом γi−1 = 0 ⇐⇒ βi−1 = 0,

поскольку rii, r
′
i−1,i−1 6= 0. По предложению 6.7 в силу симмет-

ричности J получаем требуемое утверждение. ¤

Теорема 6.9. Пусть линейный оператор J в некотором
ортонормированном базисе e = (e1, . . . , en) задается невырож-
денной трехдиагональной якобиевой матрицей J и J = QR –
ее QR- разложение. Тогда

1) Qe1 = ± 1
‖Je1‖Je1, где ‖‖ – евклидова норма;

2) базис e получается из системы векторов

(e1, Je1, . . . , J
n−1e1)

с помощью процессов ортогонализации и нормализации;
3) в базисе eQ матрица J имеет вид RQ;
4) базис eQ получается из системы векторов

(Je1, . . . , J
ne1)

с помощью процессов ортогонализации и нормализации.

В частности, векторы базисов e, eQ определяется по первым
векторам e1, e1Q однозначно, с точностью до ±1.

Доказательство. Имеем

J = Q




r11 ∗
0 ∗

. . . . . .
0 ∗


 .
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При этом в базисе e имеем

Je1 = QRe1 = Q




r11 ∗
0 ∗

. . . . . .
0 ∗







1
0
...
0


 = r11Qe1.

Так как ‖Qe1‖ = ‖e1‖ = 1, то ‖Je1‖ = |r11|. Отсюда вытекает
первое утверждение.

Для доказательства второго утверждения заметим, что для
каждого k < n в силу трехдиагональности J совпадают линей-
ные оболочки

〈e1, . . . , ek〉 = 〈e1, Je1, . . . , J
k−1e1〉.

Для доказательства третьего утверждения заметим, что в бази-
се eQ матрица J имеет вид Q−1JQ = Q−1QRQ = RQ. Послед-
нее утверждение вытекает из первого и второго. ¤

Определение. Пусть задана вещественная матрица A.
QR-последовательностью для A называется последователь-
ность матриц Am, m ≥ 0, причем

• A0 = A;
• для каждого m ≥ 0 выбрано QR-разложение

Am = QmRm, причем Am+1 = RmQm.

Теорема 6.10. Пусть A – невырожденная матрица Яко-
би, причем все ее собственные значения различны по модулю.
Построим QR-последовательность Am, m ≥ 0, A0 = A.
Тогда эта последовательность сходится к диагональной мат-
рице diag(λ1, . . . , λn), где λ1, . . . , λn – собственные значения A,
причем |λ1| > . . . > |λn|.

Доказательство. Рассмотрим A как матрицу некоторого
симметричного оператора A, заданную в некотором ортонор-
мированном базисе e(0) = (e01, . . . , e0n). Построим по возни-
кающим при построении QR-последовательности Am, m ≥ 0,
ортогональным матрицам Qm, m ≥ 0, базисы

e(m + 1) = e(m)Qm, m ≥ 0,
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где e(m) = (em1, . . . , emn). Используя формулу изменения мат-
рицы оператора при изменении базиса замечаем, что каждая
матрица Am,m ≥ 0, является матрицей оператора A в ортоно-
мированном базисе e(m). По теореме 6.8 каждая матрица Am

трехдиагональна. По теореме 6.9 имеем

em+1,1 = Qmem1 = ± 1
‖Aem1‖Aem1 =

± 1
‖Aem1‖A(± 1

‖Aem−1,1‖Aem−1,1) =

· · · = γmAm+1e01. (90)

Так как ‖em+1,1‖ = 1, то |γm| = ‖Am+1e01‖.
Пусть f = (f1, . . . , fn) – собственный ортонормированный

базис для оператора A с собственными значениями λ1, . . . , λn.
По условию можно считать, что |λ1| > |λ2| > · · · > |λn| > 0.
Пусть e01 = τ1f1 + · · ·+ τnfn. Тогда

Ame01 = λm
1 τ1f1 + · · ·+ λm

n τnfn. (91)

Если бы τi = 0 для некоторого i, то по (91) все векторы Ame01

лежали бы в линейной оболочке U = 〈f1, . . . , fi−1, fi+1, . . . , fn〉,
поскольку U инвариантно относительно A. Но векторы
e01, Ae01, . . . , A

n−1e01 по теореме 6.9 образуют базис всего про-
странства. Полученное противоречие показывает, что все коэф-
фициенты τi, i = 1, . . . , n, отличны от нуля.

По (90) и (91) имеем

em,1 = (92)

± (
√

λ2m
1 τ2

1 + · · ·+ λ2m
n τ2

n)−1[λm
1 τ1f1 + · · ·+ λm

n τnfn]

= ±(
√

τ2
1 + · · ·+ (

λn

λ1
)2mτ2

n)−1[τ1f1 + · · ·+ λm
n

λm
1

τnfn]

= ε1f1 + (
λ2

λ1
)mzm,1, (93)

где ε1 = ±1 не зависит от m и ‖zm,1‖ ограничено при всех m.
Пусть для i = 1, . . . , r < n уже доказано, что

em,i = εifi + δm
i zm,i, (94)
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где

εi = ±1, δi = max(
∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
λ3

λ2

∣∣∣∣ , . . . ,

∣∣∣∣
λi+1

λi

∣∣∣∣),

и ‖zm,i‖ ограничено при всех m.
Так как все числа λi различны, то система линейных урав-

нений



λr
1
...

λr
r


 =




1 λ1 . . . λr−1
1

. . . . . . . . . . . . . . . . .
1 λr . . . λr−1

r







x1

...
xr


 (95)

имеет и притом единственное решение x1, . . . xr. По тем же со-
ображениям для любого j ≥ r + 1 имеем

0 6=




1 λ1 . . . λr
1

. . . . . . . . . . . . . . .
1 λr . . . λr

r

1 λj . . . λr
j







−x1

...
−xr

1


 =




0
...
0
wj


 . (96)

Пусть r ≥ 1. Рассмотрим столбец из координат вектора

h = Am+re01 − x1A
me01 − · · · − xrA

m+r−1e01,

в базисе f , где xi из (95). В силу (91), (95) столбец из координат
h в базисе f равен




λm+r
1 τ1

...
λm+r

n τn


−

r∑

i=1




λm+i−1
1 τ1

...
λm+i−1

n τn


xi =




λm+r
1 τ1

...
λm+r

n τn


−




λm
1 τ1 . . . λm+r−1

1 τ1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λm

n τn . . . λm+r−1
n τn







x1

...
xr


 =




0
...
0

λm
r+1τr+1wr+1

...
λm

n τnwn




, (97)
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где wr+1, . . . , wn из (96) не зависят от m. По (97) как и в (92)
имеем

g =
h

‖h‖ = (

√√√√
n∑

i=r+1

λ2m
i τ2

i w2
i )−1(

n∑

i=r+1

λm
i τiwifi)

=
λm

r+1τr+1wr+1

|λm
r+1τr+1wr+1|fr+1 + (

λr+2

λr+1
)mz′m

= ε′fr+1 + (
λr+2

λr+1
)mz′m, (98)

где ε′ = ±1, и ‖z′m‖ ограничено при всех m и ε′ не зависит от
m. Здесь мы предполагаем, что λr+2 = z′m = 0, если r + 1 = n.

Найдем cosα, где α – угол между вектором g и подпростран-
ством

L = 〈Ame01, . . . , A
m+r−1e01〉.

В силу теоремы 6.8 векторы em+1,1, . . . , em+1,r образуют орто-
нормированный базис L. Пусть u =

∑r
i=1 ζiem,i – ортогональная

проекция g на L. Тогда ζi = (g, em,i), причем в силу (94) и (98)
ζi = O(δm

r ). Так как ‖g‖ = 1, то в силу ортонормированности
em,1, . . . , em,r получаем

cosα = ‖u‖ =

√√√√
r∑

i=1

ζ2
i = O(δm

r+1). (99)

По теореме 6.8 ортогональное дополнение к L в

〈Ame01, . . . , A
m+re01〉

равно 〈em,r+1〉. По (98), (99) при m →∞ расстояние от fr+1 до
〈em,r+1〉 стремится к нулю. Так как ‖fr+1‖ = ‖em,r+1‖ = 1, то

em,r+1 = εr+1fr+1 + δm
r+1zm.

Так как Am – матрица A в базисе e(m), то

Am = diag(λ1, . . . , λn) + δm
n Bm,

где все элементы матрицы B ограничены. ¤

Следствие 6.11. Пусть A – невырожденная сим-
метрическая трехдиагональная матрица, все собственные
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значения которой различны по модулю. Построим QR-
последовательность Am для A. Тогда эта последовательность
сходится к диагональной матрице.

Доказательство. Матрица A разбивается на диагональ-
ные блоки, каждый из которых является матрицей Якоби.
По теореме 6.8 это разбиение сохраняется во всех матрицах
Am, m ≥ 0. Остается воспользоваться теоремой. ¤

3. Метод Холецкого

Предложение 6.12. Пусть A - симметрическая матри-
ца с положительными собственными значениями. Тогда A =
tRR, где R – верхнетреугольная матрица. Если матрица A
трехдиагональна, то матрица R имеет вид




x1 y1 0 . . . 0 0
0 x2 y2 0 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . .

...
0 0 0 . . . xn−1 yn−1

0 0 0 . . . 0 xn




. (100)

Доказательство. Пусть B2 = A, где B – симметричная
матрица с положительными собственными значениями и пусть
B = QR. Тогда

A = B2 = tBB = tRtQQR = tRR.

Пусть R = (rij), rii 6= 0. Тогда при i + 2 ≤ j в tRR имеем

(r1i, . . . , rii, 0 . . . , 0)




r1j

...
rjj

0
...
0




= 0.

Варьируя i = 1, . . . , j−2 получаем, что rij = 0 при i ≤ j−2. ¤
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Предложение 6.13. Если невырожденная матрица A
представима в виде A = tRR, где R – верхнетреугольная мат-
рица, то матрица RtR симметрична и подобна A.

Доказательство. Имеем

RtR = RtRRR−1 = RAR−1,

т. е. матрица RtR подобна A. Кроме того, (RtR)t = RtR, т. е.
эта матрица симметрична. ¤

Предложение 6.14. Если трехдиагональная матрица A
представима в виде A = tRR, где R – верхнетреугольная мат-
рица вида (100), то матрица RtR является матрицей Якоби.

Доказательство. По предложению 6.12 матрица R имеет
вид (100). Если A имеет вид (88), то

α1 = x2
1, α2

2 = x2
2 + y2

1 , . . . , α2
n = x2

n + y2
n−1,

β2
1 = x2

1y
2
1 , β2

2 = x2
2y

2
2 , . . . , β2

n−1 = x2
n−1y

2
n−1.

(101)

В частности, элементы x1, . . . , xn, y1, . . . , yn−1 отличны от нуля.
Рассмотрим матрицу

RtR =




x1 y1 0 . . . 0 0
0 x2 y2 0 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . .

...
0 0 0 . . . xn−1 yn−1

0 0 0 . . . 0 xn




×




x1 0 0 . . . 0 0
y1 x2 0 0 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . .

...

0 0 0
. . . xn−1 0

0 0 0 . . . yn−1 xn




.

В этой симметричной матрице на месте (i, j) стоит произведение

cij = (

i−1︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, xi, yi, 0, . . . , 0)×
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t(

j−1︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, xj , yj , 0, . . . , 0). (102)

Следовательно, если i + 2 ≤ j, то cij = 0. Если i = j − 1, то
ci,i+1 = xi+1yi 6= 0 по (101). Поэтому RtR – матрица Якоби. ¤

Заметим, что формулы (101), (102) показывают,
что по α1, . . . , αn, β1, . . . , βn−1 можно найти элементы
x1, . . . , xn, y1, . . . , yn−1, причем диагональные элементы cii

матрицы RtR равны

cii = y2
i + x2

i , i = 1, . . . , n,

где yn = 0.

Предложение 6.15. Пусть A – симметричная матрица
с положительными собственными значениями и A = tRR, где
R - верхнетреугольная матрица. Предположим, что A = B2

и Q = BR−1. Тогда матрица Q ортогональна.

Доказательство. Имеем
tQQ = tR−1tBBR−1 = tR−1B2R−1 = tR−1tRRR−1 = E.

¤
Теорема 6.16. Пусть A – симметричная матрица с раз-

личными положительными собственными значениями. По-
строим последовательность матриц Am,m ≥ 0, где A0 = A
и для каждого m ≥ 0 выбрано разложение Am = tRmRm, при-
чем Am+1 = Rm

tRm, где Rm – верхнетреугольные матрицы.
Тогда последовательность Am, m ≥ 0 сходится к диагональ-
ной матрице.

Доказательство. Из курса линейной алгебры известно,
что симметрическая квадратная матрица A является квадратом
симметрической алгебры B с положительными собственными
значениями. Положим A1 = A,B1 = B. Пусть уже построе-
на последовательность симметрических матриц Bm, m ≥ 0, с
положительными собственными значениями, причем Am = B2

m

для всех m. Тогда Bm = QmRm, где по предложение 6.15 мат-
рицы Qm ортогональны. Построим матрицы RmQm и сравним
их с Am+1. Заметим, что

(RmQm)2 = RmQmRmQmRmR−1
m =
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RmB2
mR−1

m = RmAmR−1
m =

Rm
tRmRmR−1

m = Rm
tRm = Am+1 = B2

m+1. (103)

Обе матрицы U = Bm+1, V = RmQm симметричны, их соб-
ственные значения различны и положительны в силу (103). Для
завершения доказательства теоремы остается доказать следую-
щую лемму.

Лемма 6.17. Пусть U, V – симметрические операторы
с различными положительными собственными значениями,
причем U2 = V 2. Тогда U = V .

Доказательство. Пусть λ1, . . . , λn > 0 – все собственные
значения оператора U . По условию все эти значения различны.
Из курса линейной алгебры известно, что существует собствен-
ный ортонормированный базис e = (e1, . . . , en) для оператора
U , причем Uei = λiei, 1 ≤ i ≤ n. В этом базисе матрица U имеет
диагональный вид diag(λ1, . . . , λn). Без ограничения общности
можно считать, что λ1 > . . . > λn. В базисе e матрица операто-
ра U2 имеет вид diag(λ2

1, . . . , λ
2
n), причем λ2

1 > . . . > λ2
n.

Аналогично, существует ортонормированный базис f =
(f1, . . . , fn), в котором матрица V имеет вид diag(µ1, . . . , µn),
µ1 > . . . > µn, а матрица V 2 имеет вид diag(µ2

1, . . . , µ
2
n), µ2

1 >
. . . > µ2

n.
Так как U2 = V 2, то λ2

1 = µ2
1, . . . , λ

2
n = µ2

n, и λ1 =
µ1, . . . , λn = µn. Но для любого i получаем

〈ei〉 = ker(U2 − λiE) = ker(V 2 − µiE) = 〈fi〉.
Отсюда можно считать, что ei = fi. Итак, e = f и в этом общем
базисе матрицы операторов U, V равны. ¤

¤

4. Метод бисекций

Этот метод позволяет отыскивать для произвольной веще-
ственной симметрической матрицы все ее собственные значения
на любом интервале и исследовать общее распределение соб-
ственных значений. Для ускорения работы этот алгоритм обыч-
но применяют для трехдиагональных матриц. В основе метода
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бисекций лежит закон инерции для квадратичных форм, теоре-
ма Сильвестра. Пусть A – заданная симметрическая веществен-
ная матрица. Заметим, что если матрица A подобна матрице B,
т. е. B = C−1AC для некоторой невырожденной матрицы C, то
для любого λ ∈ R матрица A − λE подобна матрице B − λE.
Действительно, B − λE = C−1(A − λE)C. Таким образом, ес-
ли J – трехдиагональная матрица, подобная A, то J − λE –
трехдиагональная матрица, подобная A− λE.

Отметим, что если матрица A− λE вырождена, то число λ
является собственным значением A. Поэтому можно предпола-
гать, что матрицы A− λE, J − λE невырождены.

Вычислим для матрицы J−λE последовательность ее глав-
ных миноров

1, δ1(λ), . . . , δn(λ) (104)

и обозначим через n−(λ) количество отрицательных собствен-
ных значений матриц A− λE и J − λE. Из курса линейной ал-
гебры известно, что число n−(λ) равно числу перемен знаков в
последовательности (104). Таким образом, если задан интервал
(λ1, λ2) ⊆ R, то число n−(λ2)−n−(λ1) равно числу собственных
значений A и J , лежащих в интервале (λ1, λ2). Многократно
деля отрезок (λ1, λ2) пополам мы сможем найти собственное
значение A с любой точностью. Обычно для нахождения всех
собственных значений A в качестве первоначального интерва-
ла берется интервал (−λ, λ), где λ – верхняя граница кругов
Гершгорина.

Отметим, что если J – матрица Якоби вида (88), то, разла-
гая ее определитель по последнему столбцу и последней строке,
получаем рекуррентную формулу для вычисления главных ми-
норов J . Именно, если m = 2, . . . , n− 1, то

δ0(λ) = 1, δ1(λ) = α1 − λ,

δm+1(λ) = (αm+1 − λ)δm(λ)− β2
mδm−1(λ). (105)

Из (105) видно, что два соседних минора δm+1(λ), δm(λ) не мо-
гут одновременно равняться нулю. Кроме того, если δm(λ) = 0
для некоторого m, то δm−1(λ), δm+1(λ) отличны от нуля и име-
ют разные знаки.
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5. Упражнения

Упражнение 6.18. Пусть A – вещественная матрица, при-
чем все круги Гершгорина не пересекаются. Доказать, что все
собственные значения A вещественны.

Упражнение 6.19. Пусть в матрице A для каждого i =
1, . . . , k выполнено неравенство

|aii| >
∑

j 6=i

|aij |.

Доказать, что ранг матрицы A не меньше k.

Упражнение 6.20. Пусть A ∈ Mat(n,R). Доказать, что
A = QDQ′, где матрицы Q, Q′ ортогональны, а матрица D диа-
гональна.

Упражнение 6.21. Пусть w 6= 0 – вектор евклидова про-
странства E. Рассмотрим в E отображение x → Uw(x) =
x − 2 (x,w)

(w,w)w. Доказать, что Uw является ортогональным опе-
ратором, причем Uw(w) = −w, и Uw(x) = x, если x ∈< w >⊥.

Упражнение 6.22. Пусть x, y – ненулевые векторы из ев-
клидова пространства, причем y /∈< x >. Доказать, что суще-
ствует такой ненулевой вектор w, что Uw(x) = αy, α ∈ R.

Упражнение 6.23. Пусть A ∈ Mat(n,R). Тогда суще-
ствуют такие векторы w1, . . . , wk, где k ≤ n − 1, что матрица
Uw1 · · ·Uwk

A верхнетреугольная.

Упражнение 6.24. Пусть задана QR-последовательность
Am, m ≥ 0, сходящаяся к верхнетреугольной матрице. Найти
собственные значения A0.

Упражнение 6.25. Пусть задана QR-последовательность
Am, m ≥ 0, сходящаяся к матрице B. Доказать, что A0 = tUBU
для некоторой унитарной (ортогональной) матрицы U .

Упражнение 6.26. Пусть A – комплексная матрица. До-
казать, что существуют такие унитарные матрицы S,U , что
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A = SXU , где

X =




x1 y1 0 . . . 0 0
0 x2 y2 0 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . .

...
0 0 0 . . . xn−1 yn−1

0 0 0 . . . 0 xn




.

Если матрица A вещественная, то матрицы S, X,U можно вы-
брать вещественными.

Упражнение 6.27. Построить QR-последовательность
для матрицы

X =
(

0 1
1 0

)
.

Будет ли она сходится?

Упражнение 6.28. Пусть X – двудиагональная комплекс-
ная матрица из упражнении 6.26. Доказать, что X = D1Y D2,
где матрицы D1, D2 диагональны, а матрица Y вещественна.

Упражнение 6.29. Пусть

A =




3 1 1
1 3 1
1 1 3


 .

Привести матрицу A к трехдиагональному виду. Найти ее QR-
разложение.

Упражнение 6.30. Привести матрицу


10 1 1
1 3 4
1 4 100




к трехдиагональному виду. Найти для нее QR-разложение.

Упражнение 6.31. Найти QR-разложение для матрицы


1 1 0
1 0 2
0 2 1


 .
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Упражнение 6.32. Пусть A ∈ Mat(n,R) – симметриче-
ская матрица. Доказать, что существует такое вещественное
число α, что

(1) матрица A + αE положительно определена;
(2) если λ – собственное значение A + αE, то −λ не явля-

ется собственным значением A + αE.

Упражнение 6.33. Пусть A ∈ Mat(n,R) – симметриче-
ская матрица с собственными значениями λ1 > . . . .λn > 0.
Пусть число λ ∈ R, причем 0 < λn − λ < λn. Сравнить ско-
рости сходимости QR-алгоритмов матриц A и A− λE.

Упражнение 6.34. Пусть

A =
(

5 48
48 −5

)
.

Найти число α ∈ R, для которого выполнены утверждения за-
дачи упражнении 6.32.





Глава 7

Оптимальное управление портфелем
ценных бумаг

Результаты этой главы принадлежат М. А. Гильману, Е. Е.
Демидову и А. Г. Михееву.

Построение оптимальной стратегии управления портфелем
ценных бумаг на заданном временном интервале, как по извест-
ным ретроспективным данным, так и по результатам прогноза,
является весьма важной задачей. В первом случае найденная
в безрисковой ситуации стратегия позволяет оценить "упущен-
ные возможности", а во втором – с учетом риска определить
наиболее целесообразное поведение инвестора на будущее.

в этой главе задача оптимизации будет сформулирована как
задача линейного программирования. Будет показано, что в от-
сутствие ограничений по риску и по объему покупок/продаж за-
дача сводится к "однобумажной"ситуации, Отсюда следует, что
сложность вычислений оптимальной траектории может быть
резко снижена. Кроме того, для решения задачи оптимизации с
ограничениями по риску предлагаются некоторые приближен-
ные методы.

1. Постановка задачи

В этом разделе анализируется задача управления портфе-
лем из n активов на интервале N дней. Пусть задан начальный
состав портфеля – вектор Q1 = (Q1

1, . . . , Q
1
n), у которого ко-

ордината Q1
i равна количеству i-го актива. Пусть на заданном

периоде времени известны цены всех активов, именно, пусть P t
i

– средняя цена i-го актива в день t, и P t
i, P

t

i – ее нижняя и
верхняя границы, соответственно. Предположим также, что на

141
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рассматриваемом периоде времени осуществляется ввод и вы-
вод денежных средств из портфеля. Обозначим через F t – сум-
му, вводимую (при Ft > 0) или выводимую (при F t < 0) в день
t. Будем считать, что комиссионные издержки при совершении
сделки купли/продажи имеют вид τP , если P – сумма сделки,
и τ – фиксированная ставка. Из дальнейшего видно, что если
ставки комиссионных при покупке и при продаже различны, но
не зависят от объемов сделки, то они могут быть надлежащим
образом учтены.

Определение 7.1. Назовем стратегией управления порт-
фелем такую последовательность векторов Q2, . . . , QN на каж-
дый день управления, что суммарный капитал портфеля

φt = P t
1Qt

1 + · · ·+ P t
nQt

n

в конечный момент времени t = N был бы максимален. При
этом требуется, чтобы стратегия была бы самофинансирующей-
ся, т. е. при переформировании портфеля должны быть учтены
возможные издержки, а также поток денежных средств F . Кро-
ме того, возможны ограничения на объемы покупок/продаж,
а также ограничения по риску. Под риском будет пониматься
недополучение прибыли.

В дальнейшем предполагается, что цены активов, служа-
щие исходными данными для задачи, неотрицательны. Равен-
ство P t

i = 0 означает, что i-ый актив в день t не имеется в
обращении, т. е. он либо погашен, либо еще не выпущен. Для
достаточно больших N , как правило, несколько начальных или
конечных отрезков строк цен обращаются в нуль.

С практической точки зрения предпочтение следует отда-
вать диверсифицированным стратегиям, при которых капитал
портфеля распределен между активами в некотором смысле
"равномерно". Это позволяет инвестору обезопасить себя от
аномально резких изменений котировок отдельных активов. Из-
вестно несколько способов достижения разумной диверсифика-
ции – в основном, за счет введения в задачу нелинейности или
дополнительных ограничений.
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2. Линейные уравнения

Для того, чтобы написать уравнения, задающие условия са-
мофинансирования, введем дополнительный актив – "деньги",
количество которого в день t обозначим Qt

0. Пусть st
i – часть

количества i-го актива в день t, которая будет продана, а qt
i –

часть, которая будет оставлена. Тогда

Qt
i = qt

i + st
i, i = 1 . . . , n;

Qt
0 =

∑
i St

is
t
i + F t,

где St
i = P t

i (1 − τ) – цена продажи единицы i-го актива в день
t с учетом комиссионных издержек. Сумма денег Qt

0, выручен-
ная от продаж активов с учетом средств, вводимых в портфель
или выводимых из него, расходуется далее на покупку активов.
Пусть bt

i – сумма денег, идущая на покупку i-го актива. Тогда

Qt+1
i = qt

i + Bt
ib

t
i, i = 1 . . . , n;

Qt
0 =

∑
i bt

i,

где

Bt
i =





1
P t

i (1 + τ)
, если P t

i 6= 0;

0, в противном случае;
– количество денег i-го актива, покупаемое на единицу денег с
учетом комиссионных издержек.

Итак, после исключения переменных Qt
i при t = 1, . . . , N ,

стратегия (последовательности векторов Q1, . . . , QN ) можно од-
нозначно сопоставить набор из N векторов v1, . . . , vN размер-
ности 3n вида

vi = (qt
1, . . . , q

t
n, st

1, . . . , s
t
n, bt

1, . . . , b
t
n).

Условия самофинансирования записываются с помощью блоч-
ной матрицы

A =




S1 0 0 . . . 0 0
B1 S2 0 . . . 0 0
0 B2 S3 . . . 0 0
0 0 B3 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . BN−1 SN



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размера (n + 1)N × 3nN , где матричные блоки Si и Bi размера
(n + 1)× 3n имеют вид

St =



1 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 St

1 St
2 . . . St

n 1 . . . 1




,

Bt =



−1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 −Bt
1 0 . . . 0

0 −1 . . . 0 0 0 . . . 0 0 −Bt
2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1 0 0 . . . 0 0 0 . . . −Bt

n

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0




.

Положим v = (v1, . . . , vN ) и u = (u1, . . . , un), где

u1 = (Q1
1, . . . , Q1

n, F 1),
u2 = (0, . . . , 0, F 2),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
uN = (0, . . . , 0, FN ).

Тогда условие самофинансирования записывается в виде систем
линейных уравнений Av = u.

Замечание 7.2. Если цены продаж будут ниже цен поку-
пок (с учетом комиссионных издержек), то для оптимальной
стратегии будут выполнены дополнительные ограничения

st
ib

t
i = 0, i = 1, . . . , n, t = 1 . . . , N,

поскольку в такой ситуации, очевидно, невыгодно сначала про-
давать некоторый актив, а потом покупать его же.

Замечание 7.3. Выписанные выше линейные ограничения
нетрудно модифицировать для ситуации, когда денежные сред-
ства, вырученные от продаж активов, поступают на счет инве-
стора с некоторой задержкой, зависящей от типа данного акти-
ва (например, при электронных торгах по ГКО перевод денег
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происходит без задержек, а при торгах по акциям приватизи-
рованных предприятий задержка составляет от двух до пяти
рабочих дней.) Для учета задержки нужная часть блоков S1 в
матрице A должна быть перенесена вниз. Кроме того, платежи,
приходящиеся на дни, следующие за концом интервала управле-
ния, должны быть надлежащим образом учтены в функционале
φN .

3. Линейные неравенства

Всегда имеются простые ограничения:

qt
i ≥ 0, st

i ≥ 0, bt
i ≥ 0,

i = 1, . . . , n; t = 1, . . . , N.

Совокупность этих ограничений будем как и выше обозначать
v ≥ 0. Ограничения на объемы продаж и покупок имеют, соот-
ветственно, вид

st
i 6 st

i, i = 1 . . . , n; bt
i 6 b

t

i, i = 1 . . . , n.

Совокупность таких ограничений обозначим через v 6 v. Здесь
w означает верхнюю границу величины w на рассматриваемый
период.

4. Декомпозиция

Итак, задача оптимального управления порфтелем, постав-
ленная в разделе 2, приобретает вид задачи линейного програм-
мирования:

φN (v) = PN
1 QN

1 + · · ·+ PN
n QN

n → max,

Av = u, 0 6 v 6 v.

Далее мы рассмотрим задачу оптимального управления порт-
фелем с простыми ограничениями вид:

φN (v) → max, Av = u, v > 0, u > 0. (106)

Условие u > 0 означает, что на этапе управления не произво-
дится вывода средств. Напомним, что

φN (v) = PN
1 QN

1 + · · ·+ PN
n QN

n =
PN

1 (qN
1 + sN

1 ) + · · ·+ PN
n (qN

n + sN
n ).
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является конечным капиталом портфеля.

Теорема 7.4. Решение задачи является линейной комби-
нацией с неотрицательными коэффициентами решений wj за-
дач

φN (wj) → max,

Awj = ej , wj > 0,

где j = 1, . . . , 3nN , и ej = (0, . . . , 0,
i
1, 0, . . . , 0) – базисный век-

тор,

v =
n∑

i=1

Q1
i ei +

N∑

i=1

F te(n+1)t.

Мы проведем доказательство в несколько шагов.

Предложение 7.5. Пусть N = 2 и у вектора
(Q1

1, . . . , Q
1
n, Q1

0) все координаты, кроме одной, равны нулю. То-
гда при оптимальной стратегии вектор (Q2

1, . . . , Q
2
n, Q2

0) так-
же обладает указанным свойством.

Доказательство. Пусть сначала Q1
1 = · · · = Q1

n = 0 и
Q1

0 6= 0. Тогда

r = Q1
0 + F 1 =

∑

i

b1
i + Q2

0, b1
1, . . . , b

1
n, Q2

0 > 0. (107)

Заметим, что

Q2
i = b1

i B
2
i , B1

i > 0, i > 1. (108)

Необходимо найти

φ2(v) = P 2
1 Q2

1 + · · ·+ P 2
nQ2

n → max

при условиях (107), (108). Указанные ограничения задают поли-
эдр, вершины которого имеют все нулевые координаты, кроме
одной. Поэтому max достигается в вершине.

Предположим теперь, что

Q1
1 6= 0, Q1

2 = · · · = Q1
n = Q1

0 = 0.

Тогда

r = S1
1s1

1 =
∑

i b1
i + Q2

0,

Q1
1 = q1

1 + s1
1, Q2

i = q1
i + B1

i b1
i , i > 1,
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причем b1
i s

1
i = 0. Снова экстремум достигается в вершине. ¤

Определение 7.6. Аффинная функция Φ(x) конусно-
линейна, если Φ(αx + βy) = αΦ(x) + βΦ(y) для всех α, β > 0.

Предложение 7.7. Решение задачи (106) конусно линей-
на.

Доказательство. Проверим справедливость этого утвер-
ждения индукцией по числу шагов. Случай одного шага рас-
смотрен в предложении 7.5. Нам необходима

Лемма 7.8. Рассмотрим две задачи линейного програм-
мирования

(ZZ) :





φ → max
Ax = b,
x > 0;

(ZZλ) :





φ → max
Ax = λ,
x > 0;

Тогда λ(maxZZ) = maxZZλ .

Доказательство этой леммы является несложным утвер-
ждением.

Завершим доказательство предложения. Пусть для t ша-
гов утверждение доказано. Тогда на каждом шаге свойство
конечно-линейности сохраняется в силу леммы. ¤

Из предложений 7.5, 7.7 вытекает утверждение теоремы 7.4.

Следствие 7.9. Изначально однобумажный портфель
остается однобумажным на всем интервале управления.

Следствие 7.10. Нахождение максимальной доходности
портфеля при отсутствии
ввода/вывода средств (чистой спекулятивной доходности)
при заданном начальном капитале портфеля эквивалентно пе-
ребору n вариантов вложения этого капитала в один из ак-
тивов.

Пусть Q
′t и Q

′′t, t = 1, . . . , N – две стратегии управления
портфелем. Назовем суммой этих стратегий стратегию Qt, при
которой

Qt
i = Q

′t
i + Q

′′t
i , i = 1, . . . , n.

Из предыдущих рассуждений вытекает
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Теорема 7.11. Оптимальная стратегия в задаче (106)
при отсутствии вывода средств равна сумме n + nin одно-
бумажных стратегий, где nin – количество дней, в которые
происходит ввод средств.

Замечание 7.12. Как показывает практика, вырожде-
ние оптимальной стратегии в однобумажную производит через
несколько шагов, в основном, благодаря тому, что цена какого-
либо актива аномально резко изменилась. Как правило, при не
слишком больших ставках трансакционных издержек (r ≈ 0.01)
оптимальная стратегия сводится к переложению средств в наи-
более доходный (к следующему дню) актив. При более равно-
мерном поведении цен стратегия остается диверсифицирован-
ной.

5. Однобумажная задача

Пусть в первый день периода управления все средства вло-
жены в один актив, ввод/вывод средств производится без огра-
ничений на объем покупок/продаж. В этом случае вся страте-
гия будет однобумажной.

Пусть Qt
j – количество j-ого актива в день t, P t

j – его це-
на. Тогда количество i-го актива, купленного по цене P t

i на всю
вырученную от продаж j-го актива сумму (с учетом трансак-
ционных издержек) равна

Qt+1
i =

P t
j (1− τ)

P t
i (1 + τ)

Qt
j .

Определим трансакционных матрицы T t, t = 2, . . . , N , пола-
гая

T t
ij =





P t
j (1− τ)

P t
i (1 + τ)

Qt
j , если i 6= j, P t

i .P t
j 6= 0;

1, если i = j, P t
i 6= 0;

0, в остальных случаях.

Таким образом, задача оптимальной стратегии сводится к вы-
числению

max
i1,...,iN−1

(TN
iN iN−1

· · ·T 2
i2i1Q

1
i1) = QN

iN
(109)
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и нахождению оптимальной траектории, т. е. последователь-
ности i1, . . . , iN , на который этот максимум достигается. Здесь
Q1 – вектор начальных количеств активов, имеющих лишь од-
ну ненулевую компоненту. Конец iN оптимальной траектории
определяется как номер актива, на котором достигается макси-
мум конечного капитала – maxi(PN

i QN
i ).

Рассмотрим множество R+ неотрицательных вещественных
чисел с операциями

x⊕ y = max(x, y), x¯ y = xy.

Эти операции превращают R+ в ассоциативное идемпотентное
полукольцо. Нетрудно видеть, что выражения (109) сводятся к
перемножению трансакционных матриц в смысле полукольца
R+, именно,

QN
iN

= (TN ¯ · · · ¯ T 2 ¯Q1)iN
,

поскольку (A ¯ B)ij = maxk(aikbkj), и умножение матриц ас-
социативно. Сложность операции матричного умножения в по-
лукольце R+ такая же, что и в сложность обычного матрично-
го умножения. Тем самым, задача управления однобумажным
портфелем допускает эффективное решение.

Для нахождения траектории можно завести вспомогатель-
ный массив индексов It

j , где j = 1, . . . , n и t = 1, . . . , N − 1,
с

It
j = i0 : (T t+1 ¯Qt)j = T t+1

ji0
Qt

i0 ,

т. е. на i0 достигается максимум произведений T t+1
ji Qt

i. Здесь

Qt = T t−1 ¯ · · · ¯ T 2 ¯Q1.

Положим IN
j = j. Конец оптимальной траектории iN определя-

ется из условия

PN
iN

QN
iN

= max
i

(PN
i QN

i ).

Далее, если iN , iN−1, . . . , it уже известны, то it−1 определяется
из условия it−1 = It−1

it
. Итак, однобумажная задача решена.

Для оценки риска однобумажной траектории (i1, . . . , iN ) за-
метим, что конечный капитал

Cout = C(Q1
i1 , i1, . . . , iN ) = PN

iN
QN

iN
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может уменьшиться, если продажи осуществляются по ценам
P t

i, в то время как покупки – по ценам P t
i (напомним, что

P t
i 6 P t

i 6 P
t

i). Поэтому, если определить матрицы "невыгод-
ных трансакций"как

T̂ t
ij =





P t
i(1− τ)

P
t

i(1 + τ)
, если i 6= j, P t

i, P
t

i 6= 0,

1, если i = j, P t
i 6= 0,

0, в противном случае ,

то

Cout > C = C(Q1
i1 , i1, . . . , iN ) = PN

iN
T̂N

iN iN−1
· · · T̂ 1

i2i1Q
1
i1 .

Отметим, что зависимость C(Q1
i1

, i1, . . . , iN ) от Q1
i1

при фикси-
рованной траектории линейна.

Замечание 7.13. При решении однобумажной задачи по-
лезно добавить еще один актив "деньги". Введение этого актива
позволит рассматривать такой вариант стратегии, когда вместо
убыточного вложения средств в один из активов происходит их
"консервация"в виде денег. Для этого к матрице цен P t

i надо
приписать еще одну строку (будем считать ее нулевой) с P t

0 = 1
для всех t = 1, . . . , N . Правила составления трансакционных
матриц остаются после этого прежними.

Замечание 7.14. В трансакционной матрице T t может
быть закодирована разнообразная информация об условиях
торгов в данный день. Например, рассмотрим портфель ГКО
в день аукциона t. Пусть в этот день выпускаются облигации
i0, а облигации j0 гасятся; по другим облигациям в этот день,
согласно правилам, торги не производятся. Кроме того, при по-
гашении облигации комиссионные с получаемой суммы не взи-
маются. Поэтому матрица T t должна выглядеть следующим об-
разом

T t
i0j0 =

Pnom

P t − i0(1 + τ)
,

(Pnom – номинальная цена облигации, по которой и осуществ-
ляется погашение),

T t
0j0 = Pnom, T t

i00 =
1

P t − i0(1 + τ)
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(актив с номером 0 – это "деньги"),

T t
00 = 1, T t

ii = 1,

если i-ая облигация существует в день t и i 6= i0, j0. В осталь-
ных случаях полагаем T t

ij = 0. Таким образом, в день аукциона
можно либо вложить полученную после погашения сумму в вы-
пускаемую облигацию, либо сохранить эту сумму в виде денег,
либо, наконец, истратить имеющиеся деньги по покупку выпус-
каемой облигации.

6. Приближенное решение задачи с ограничением по
риску

Предположим, что портфель должен быть сформирован,
исходя из начального капитала Cin. Пусть в течение интервала
управления отсутствует ввод/вывод средств, а для конечного
капитала Cout установлено ограничение Cout > Cin. Идея со-
стоит в том, чтобы добиться выполнения поставленного огра-
ничения при помощи подходящей начальной диверсификации
портфеля.

Действительно, пусть капитал Cin распределяется между
активами следующим образом:

Cin =
n∑

i=1

P 1
i Q1

i .

Для каждого актива k = 1, . . . , n решим однобумажную зада-
чу с начальным количеством 1 и найдем набор оптимальных
траекторий

(k, ik2 , . . . , ikN ), k = 1, . . . , n.

Вычислим для этих траекторий конечные капиталы и их ниж-
ние оценки

ck = C(1; k, ik2 , . . . , ikN ),

ck = C(1; k, ik2 , . . . , ikN ).

Отсюда нижняя граница для конечного капитала равна
n∑

k=1

ckQ1
k.
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Таким образом, получилась несложная задача линейного про-
граммирования

∑n
k=1 ckQ1

k → max,∑n
k=1 P 1

k Q1
k = Cin,∑n

k=1 ckQ1
k > Cout,

Q1
k > 0, k = 1, . . . , n.

Очевидна модификация этого способа для ситуации, когда на
интервале управления присутствует ввод средств. В этом слу-
чае для каждой точки ввода необходимо ввести свой набор пере-
менных, а в качестве линейного функционала, отвечающего за
ограничение по риску, нужно взять сумму таких функионалов
для каждой точки ввода.


